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Introdu
tion
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Introdu
tionMotivationsLa modélisation mathématique est de plus en plus solli
itée par le monde de la santépour résoudre des problèmes ren
ontrés en pratique médi
ale. De tels modèles sont utiliséspour une meilleure 
ompréhension des fon
tions physiologiques et peuvent aider à déve-lopper de nouvelles méthodes de diagnosti
 et de nouvelles te
hniques thérapeutiques. Lamodélisation du système respiratoire s'ins
rit dans 
e 
ontexte, où par exemple, la miseen pla
e d'un poumon numérique aiderait 
ertainement à mieux 
omprendre 
ertainespathologies et guiderait mieux les stratégies 
uratives.Ainsi, il existe un nombre important de modèles mathématiques, qui vont du modèle0D au modèle 3D, et dont le degré de détail dépend essentiellement des quantités qu'onenvisage de dé
rire (tels que la vitesse de l'air, la pression, le débit, le volume, la 
on
en-tration d'oxygène, de dioxyde de 
arbone ...), et des pathologies auxquelles on s'intéresse(l'inhalation a

identelle de solide ou liquide, la 
rise d'asthme, l'emphysème, la �brose,le 
an
er ...).Une multitude de modèles 0D sont proposés dans lesquels le poumon est souvent dé
rit
omme un simple 
ompartiment 
ontenant de l'air, 
onne
té à la tra
hée. Dans 
es mo-dèles, il est prin
ipalement question de la relation pression/volume, 
omme 
'est le 
as parexemple dans [8℄ [11℄ [51℄ pour le régime statique et dans [1℄ pour le régime dynamique. Larelation pression/volume proposée dans 
es modèles, fait intervenir essentiellemnt deuxparamètres : l'élastan
e et la résistan
e, et une manière de rendre 
es modèles plus réa-listes est d'introduire de la non linéarité en faisant par exemple dépendre l'élastan
e etla résistan
e du débit et du volume. Toutefois, même si 
es modèles 0D aident à mieux
omprendre le mé
anisme de la respiration, ils ne peuvent pas fournir des informationspré
ises en 
e qui 
on
erne les é
oulement 3D dans des géométries réelles.Des appro
hes 3D ont été ré
emment proposées. On peut 
iter une multitude de tra-vaux, par exemple [39℄ [19℄ [15℄ [36℄. Ces appro
hes permettent notamment de prendreen 
ompte les e�ets inertiels dans la partie supérieure de l'arbre bron
hique, de mettreen éviden
e l'in�uen
e de la géométrie sur la distribution des pressions et de traiter des
as d'asymétrie, et d'envisager une étude de dép�t d'aérosols administrés par inhalation( voir par exemple [6℄). Cependant, il faut noter que la 
ompléxité fra
tale de la géomé-trie de l'arbre, empê
he la simulation de l'é
oulement de l'air dans la totalité de l'arbrebron
hique. De plus, la partie distale, environ à partir de la 7ème génération, ne peut pasêtre visualisée par les te
hniques d'imagerie médi
ale.A 
ette di�
ulté s'ajoute le problème du 
hoix de 
onditions aux limites adaptées auxphénomène ventilatoire, sa
hant qu'à l'heure a
tuelle, l'essentiel des 
al
uls se fait ave
 des
onditions aux limites de Diri
hlet. Pour les 
onditions en entrée (entrée de la tra
hée),le pro�l est mal 
onnu, et 
hange 
onsidérablement entre l'inspiration et l'expiration. Ensortie le problème est di�érent, puisque (si l'on est allé assez loin, disons jusqu'à la généra-tion 5 ou 6) l'é
oulement est régi par les équations de Stokes, don
 le pro�l est toujours lemême. En revan
he, la pression au niveau de l'endroit où l'on a tronqué est une véritablein
onnue, 
e qui rend l'utilisation de 
onditions de type Neuman déli
ates à paramétrer(on a autant de 
onditions aux limites à paramétrer que de sorties). Les 
onditions de3



Diri
hlet ne sont pas non plus très réalistes, puisque le poumon dans sa globalité n'est
ontr�lé que par un paramètre (for
e mus
ulaire exer
ée par le diaphragme), et que lesdistributions de vitesse au niveau des di�érentes sorties du domaine ne sont pas 
onnuesdès que l'arbre n'est plus symétrique.Le modèleL'appro
he que nous proposons est une appro
he multi-
ompartiments qui 
ouple troissous systèmes, où 
ha
un est le siège d'une modélisation appropriée. L'arbre bron
hiquequi s'étend sur environ 24 générations, est divisé en trois zones distin
tes :� Une zone proximale qui 
orrespond à la tra
hée et aux premières bron
hes où l'é
ou-lement est gouverné par les équations de Navier-Stokes et où des simulations dire
tesont lieu.� Une partie distale 
orrespondant à la partie géométriquement 
omplexe, lo
alisée enaval de la partie proximale de l'arbre, et destinée à être 
ondensée. Ce
i est possible
ar la partie distale est 
omposée d'un réseau de tubes de petits diamètres danslesquels un é
oulement de Stokes linéaire, visqueux, in
ompressible a lieu, régulépar les di�éren
es de pression entre entrées et sorties.� Un dernier niveau qui 
orrespond à la zone alvéolaire, où on propose les dépla
ementsd'un piston 
omme modèle simpli�é du diaphragme pulmonaire.Ce modèle par 
ompartiments fusionne le réalisme d'un modèle 3D et la simpli
ité d'unmodèle 0D, puisque des simulations dire
tes des équations de Navier-Stokes ont lieu dansles bron
hes proximales, tandis que les deux derniers niveaux sont 
ondensés en une 
ondi-tion aux limites non standard à imposer aux sorties des rami�
ations de la partie proxi-male.Le modèle que nous proposons répond aux attentes suivantes :� Il évite le maillage de la partie géométriquement 
omplexe de l'arbre en limitantles simulations dire
tes des équations de Navier-Stokes aux premières bron
hes del'arbre.� Les 
onditions aux limites non stantards prennent en 
ompte d'une part la dissi-pation de l'énergie dans les bron
hes distales et d'autre part l'a
tion mus
ulaire dudiaphragme.� Les deux derniers niveaux sont 
ondensés et ne font pas partie du domaine de 
al
ul.Cependant, si on résout les équations de Navier-Stokes dans la partie supérieure del'arbre ave
 
es nouvelles 
onditions aux limites, on peut ensuite toujours ré
upérerdes informations sur la partie 
ondensée, telles que les pressions, les débits, l'énergiedissipée.Les travaux qui seront exposés par la suite 
ontiennent di�érents apports qui 
om-plètent des travaux antérieurs ou proposent une nouvelle démar
he dans la 
ompréhensiondu fon
tionnement du poumon humain. Cette thèse a été élaborée dans un vaste 
adre ma-thématique in
luant simultanément des éléments de modélisation, d'analyse d'équationsaux dérivées partielles, d'analyse numérique et de 
al
ul s
ienti�que.4



Di�
ultés relatives à la modélisationLe 
hoix de 
onditions aux limites adaptées à la mé
anique ventilatoire a été étudié etmis en oeuvre : en parti
ulier, 
omme pré
isé 
i-dessus, 
es 
onditions prennent en 
ompted'une part la dissipation de l'énergie dans les bron
hes distales et d'autre part l'a
tionmus
ulaire du diaphragme. Nous désignerons justement 
es 
onditions non standard par
onditions aux limites dissipatives.L'arbre bron
hique étant 
omposé d'une vingtaine de générations, des 
onditions auxlimites non standard ont été modélisées a�n de réduire les simulations dire
tes des équa-tions de Navier-Stokes aux quelques premières générations en 
ondensant tout le reste del'arbre.Le 
hoix des paramètres est un sujet très dis
uté dans la littérature relative à laphysiologie pulmonaire. Par ailleurs, le modèle proposé présente un large évantail deparamètres qui permettent d'identi�er et simuler des pathologies respiratoires.Di�
ultés relatives à l'analyse non-linéaireL'étude réalisée 
on
erne un système ouvert dans le sens où on ne 
ontr�le pas le�ux d'énergie 
inétique rentrant au niveau de la tra
hée. La di�
ulté liée à l'analysede 
e système réside dans la perte de la propriété 
onservative du terme non linéairedes équations de Navier-Stokes, 
e qui n'est pas le 
as ave
 les 
onditions de Diri
hlet.Le 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique 
onstitue une di�
ulté supplémentaire lors desestimations a priori.On propose l'analyse mathématique du système pour deux types de 
onditions auxlimites dissipatives, naturelles et essentielles : pour les 
onditions naturelles, un résultatd'existen
e lo
ale en temps pour données petites en 2D. Pour les 
onditions essentielles,qui sont plus restri
tives, on se restreind à un seul degrè de liberté pour la tra
e desvitesses sur les se
tions d'entrée et de sorties, mais on 
ontr�le plus fa
ilement le �uxd'énergie 
inétique, permettant d'établir un résultat d'existen
e de solution lo
ale pourdonnées quel
onques et globales pour données petites aussi bien en 2D qu'en 3D.Di�
ultés relatives à l'analyse numérique et au 
al
ul s
ienti�queLa 
ompléxité géométrique du domaine ne permet pas d'e�e
tuer des simulations deséquations de Navier-Stokes dans tout l'arbre ; les e�orts de modélisation exposés pré
é-demment permettent alors de simuler les équations de Navier-Stokes dans un nombrerestreint de générations au niveau des voies aériennes supérieures, l'é
oulement dans lesvoies aériennes inférieures étant pris en 
ompte par les 
onditions aux limites non stan-dard. Ces 
onditions aux limites font intervenir les débits sur les multiples sorties dudomaine et la forme bilinéaire qui en dé
oule 
ouple les degrés de liberté de toutes lessorties de l'arbre : en 
onséquen
e, la stru
ture 
reuse de la matri
e est modi�ée. En
oreune fois les 
onditions dissipatives essentielles permettent de parer à 
ette di�
ulté puis-quelles peuvent être implantées fa
ilement sur tout 
ode de 
al
ul standard. 5



Plan� Chapitre 1 : On établit dans 
e 
hapitre une brève des
ription de la l'ar
hite
turede l'appareil respiratoire pulmonaire, ainsi que de la physiologie respiratoire. Onse 
on
entre notamment sur la des
ription des voies aériennes et sur le r�le dudiaphragme dans la mé
anique ventilatoire.� Chapitre 2 : On fait dans 
e 
hapitre l'état de l'art 
on
ernant les 
onditions auxlimites impliquant la pression sur une partie du domaine de 
al
ul. On présente uneliste non exhaustive de 
es 
onditions, tout en 
omparant les formulations variation-nelles et les bilans d'énergie qui en dé
oulent.� Chapitre 3 : Ce 
hapitre traite du 
ouplage des deux premiers 
ompartiments dumodèle que nous proposons, 
'est à dire la partie proximale qui s'étend sur environles 
inq ou six premières générations, siège des équations de Navier-Stokes, et lapartie résistive destinée à être 
ondensée, et qui s'étant environ jusqu'à la 17èmegénération. On explique le 
al
ul de la résistan
e globale équivalente qui intervientdans la 
ondition au limite remplaçant la zone 
ondensée.Le modèle est présenté pour les deux 
atégories de 
onditions aux limites dissi-patives, naturelles et essentielles. On présente également des tests numériques va-lidant 
e 
ouplage. Dans le 
as des 
onditions naturelles des simulations 3D sontréalisées ave
 MISTRAL, alors que pour les 
onditions essentielles des simulationsbi-dimentionnelles sont réalisées ave
 Freefem++.� Chapitre 4 : Dans 
e 
hapitre on étudie tout d'abord l'existen
e de solutionsfaibles pour le 
ouplage des deux premiers niveaux du modèle, toujours pour lesdeux 
atégories de 
onditions aux limites. Ensuite, on introduit la modélisation dela zone alvéolaire, et on traite l'existen
e de solutions faibles pour le modèle global.Pour le 
as sans piston, on prouve l'existen
e de solutions lo
ales en temps pourdonnées quel
onques et globales en temps pour données petites, pour les 
onditionsdissipatives essentielles, et 
e
i aussi bien en dimension deux qu'en dimension trois ;alors que pour les 
onditions dissipatives naturelles, seul un résultat d'existen
elo
ale pour données petites et globale pour données en
ore plus petites, en dimensiondeux, est prouvé. Pour le 
as du modèle global, 
'est à dire ave
 piston, on prouvel'existen
e de solutions faibles lo
ales en temps pour des données quel
onques en
e qui 
on
erne les 
onditions aux limites dissipatives essentielles, tandis que pourles 
onditions dissipatives naturelles, on obtient l'existen
e de solutions lo
ales entemps pour données petites et toujours seulement en dimension deux.� Chapitre 5 : Dans 
e 
hapitre, on s'intéresse ex
lusivement au 
as des 
onditionsdissipatives naturelles, et dans le 
adre du 
ouplage des deux premiers 
omparti-ments. Dans une 
lasse de solutions plus régulières que 
elles étudiées dans le pré-
édent 
hapitre, on prouve l'existen
e d'une unique solution lo
ale en temps ainsique l'existen
e d'une solution globale en temps pour données petites.� Chapitre 6 : On s'intéresse i
i au problème 
ouplé global dans le 
as des 
onditionsdissipatives essentielles. On propose une dis
rétisation en temps du problème eton établit un bilan énergétique à l'ordre 1 pour le problème régulier en espa
e etdis
rétisé en temps. Les simulations numériques du problème intégré, présentéesdans 
e 
hapitre, sont bi-dimensionnelles et réalisées ave
 Freefem++. Un travail6



est fait autour du 
alage des paramètres a�n que le modèle 2D respe
te autant quepossible les propriétés mé
aniques de l'arbre respiratoire humain réel ; le modèle 2Dn'étant qu'une étape vers le modèle 3D qui est envisagé pour de travaux futurs.Nous tenons à souligner que les résultats des 
hapitres 4 et 5 sont le fruit d'une étroite
ollaboration ave
 Céline Grandmont.Une partie de 
e travail a fait l'objet de publi
ations (voir [41℄ et [27℄ ) dont la substan
eest développée dans la thèse.
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1.1. Introdu
tion à la physiologie du poumon1.1 Introdu
tion à la physiologie du poumonLa respiration est la fon
tion biologique qui in
lut tous les phénomènes qui parti
ipentaux é
hanges d'oxygène et de gaz 
arbonique entre l'organisme et le milieu extérieur.Selon la sour
e de l'oxygène, on distingue deux types d'appareils respiratoires : les bron-
hies, adaptées à la respiration de l'oxygène dissout dans l'eau, et les poumons qui per-mettent de respirer l'air atmosphérique.L'appareil respiratoire pulmonaire 
onnait une variation 
onsidérable de sa stru
ture his-tologique et morphologique au sein des di�érentes espè
es animales. Chez les mammifères- entre autres, l'espè
e humaine - l'appareil respiratoire fon
tionne 
omme un sou�et,un 
onduit de transport d'air et une surfa
e d'é
hange gazeux. Il est 
onstitué par lespoumons dont la stru
ture interne qui asso
ie tissus pulmonaires et 
apillaires sanguinspermet l'é
hange des gaz, annexés à un système de 
ondu
tion de l'air 
onstitué par lesfosses nasales, le pharynx, le larynx, la tra
hée et les bron
hes.1.2 Ar
hite
ture de l'appareil respiratoire pulmonaireL'appareil respiratoire 
omporte le diaphragme, la paroi de la 
age thora
ique, lespoumons et les voies aériennes.1.2.1 La paroi thora
ique et les mus
les respiratoiresLa paroi thora
ique se 
ompose d'une 
harpente osseuse, et renferme les deux pou-mons qui sont disposés symétriquement de part et d'autre du médiastin, partie 
entralede la 
avité thora
ique renfermant le 
oeur, la tra
hée, l'oesophage et d'importants vais-seaux sanguins (aorte, veines 
aves, et
. . .). La paroi thora
ique est limitée par le sternumen avant, la 
olonne vertébrale en arrière et les 
�tes latéralement. Sur 
ette 
harpentes'insèrent les mus
les qui fournissent la for
e et l'énergie né
essaires pour les mouvementsrespiratoires et l'é
oulement des gaz dans les voies aériennes. Les modi�
ations de la tailleet du volume de la 
age thora
ique sont provoquées par des 
ontra
tions du diaphragmeet des mus
les inter
ostaux.Outre les mus
les laryngés et pharyngés qui ne seront pas abordés i
i, le prin
ipal mus
leinspiratoire est le diaphragme : 
'est une min
e et large 
loison mus
ulaire séparant la
age thora
ique et les poumons de la 
avité abdominale. Cara
téristique de tous les mam-mifères, elle est rudimentaire 
hez 
ertains oiseaux. Chez l'homme, le diaphragme estatta
hé aux vertèbres lombaires, aux 
�tes inférieures et au sternum. Il a à peu près laforme d'une ellipse. Il est in
liné vers le haut, plus haut à l'avant qu'à l'arrière. La 
ontra
-tion et l'expansion du diaphragme jouent un r�le important dans la respiration, au 
oursde l'inspiration, il se 
ontra
te, s'aplatit et permet l'augmentation du volume thora
ique.En 
e qui 
on
erne les mus
les expiratoires, le mé
anisme se fait de la manière suivante :l'expiration au repos et 
hez un sujet sain est passive mais les mus
les inter
ostaux etles mus
les de la paroi abdominale interviennent au 
ours des mouvement respiratoiresfor
és. 11



Chapitre 1. Le poumon humain1.2.2 Les voies aériennesLes voies aériennes de l'appareil respiratoire peuvent être 
lassées en deux parties :une partie de 
ondu
tion et une partie d'é
hange. Dans 
e qui suit, on dé
rit 
es deuxparties et on renvoie à l'annexe A pour des données sur les diamètres et les longueurs des
onduits.

(a) Moulage d'un arbre bron
hique humain e�e
tué parE. R. Weibel [55℄
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(b) Rami�
ation des voies aériennesdes poumons humains par di
hotomierégularisée depuis la tra
hée (généra-tion z = 0) jusqu'aux 
anaux et sa
salvéolaires (20 à 23 générations). Les16 premières générations sont pure-ment 
ondu
tri
es ; les voies aériennesde transition mènent à la zone respi-ratoire des alvéoles.Fig. 1.1 �Les 
onduits supérieursLes 
onduits supérieurs sont des 
ondu
teurs de l'air, et 
orrespondent à l'espa
e mortanatomique. Ils sont 
onstitués par les 
avités nasales et bu

ales, pharynx, larynx, tra-
hée, bron
hes primaires de diamètres importants présentant des 
artilages et des �bresmus
ulaires lisses permettant d'en faire varier le diamètre. Les 
onduits supérieurs se ter-minent au niveau des bron
hioles terminales ; ils assurent la 
ondu
tion des gaz qui se faitpar 
onve
tion, 
omparable à l'é
oulement d'un liquide dans un tuyau. Dans le systèmebron
hique, tra
hée, bron
hes et bron
hioles forment un arbre di
hotomique. La tra
héese subdivise en deux bron
hes prin
ipales, une pour 
haque poumon, 
ha
une se divisanten deux bron
hes segmentaires et ainsi de suite. Ainsi, l'arbre bron
hique est formé d'une12



1.2. Ar
hite
ture de l'appareil respiratoire pulmonairesérie de tubes rami�és de plus en plus �ns, 
ourts et nombreux au fur et à mesure deleur pénétration dans le poumon. La dé
roissan
e exponentielle du diamètre des voiesaériennes, qui se poursuit jusqu'au delà des bron
hes terminales (16ème génération), est
ompensée par la multipli
ation deux fois plus rapide de leur nombre, ainsi, la se
tiontotale des voies aériennes augmente rapidement. Cette augmentation, faite d'une arbo-res
en
e di
hotomique permet de 
onsidérer l'arbre bron
hique 
omme une su

ession degénérations formées d'une unité en �Y� qui 
orrespondent à un segment bron
hique etsa subdivision en deux. L'armature 
artilagineuse des bron
hes leur 
onfère une 
ertainerigidité qui permet de maintenir la lumière bron
hique en 
as d'hyperpression thora
ique(expiration for
ée). Leur possibilité de se 
ontra
ter grâ
e aux mus
les lisses modi�e leurrésistan
e à l'é
oulement de l'air.Les 
onduits inférieursLes 
onduits inférieurs 
orrespondent à la zone respiratoire des poumons, où se dé-roulent les é
hanges gazeux, ils 
ommen
ent à partir de la 16ème rami�
ation, à 
e niveau,on note une disparition du 
artilage et des mus
les. Le transfert des gaz s'y fait par dif-fusion de façon 
omparable à la dilution d'un 
olorant dans l'eau. Constituée d'environ
3000 lobules limités par des septas �breux, desservis par des bron
hioles lobulaires quidonnent 3 à 4 générations de bron
hioles intralobulaires, la dernière étant la bron
hioleterminale (≃ 18ème génération), le territoire qui lui 
orrespond est l'a
inus (environ 30000au total), un a
inus 
orrespond don
 à environ 6 générations : de la 18ème à la 23ème ; lesbron
hioles terminales donnent naissan
e aux bron
hioles respiratoires et aboutissent aux
anaux alvéolaires et en�n aux sa
s alvéolaires au total 200 à 600 millions d'alvéoles ave
en moyenne 300 millions d'alvéoles. Ainsi, l'ensemble des a
ini représente une stru
tureremarquablement adaptée aux é
hanges di�usionnels : un énorme volume étalé sur unetrès grande surfa
e de très faible épaisseur puisque la distan
e entre les bron
hioles ter-minales et les alvéoles les plus éloignées est inférieure à 8 mm. Les alvéoles 
onstituent leprin
ipal 
onstituant du paren
hyme pulmonaire. La paroi des alvéoles est extrèmementmin
e (valeur moyenne de 1µm). Les 
apillaires sont en 
onta
t ave
 les alvéoles.Les fon
tions des 
onduits� Le dépla
ement de l'air ( par 
onve
tion puis par di�usion).� Le ré
hau�ement de l'air jusqu'à la température 
orporelle, lors de son arrivée dansles poumons.� L'humidi�
ation de l'air : il est don
 saturé en vapeur d'eau, 
e qui intervient dansla prote
tion des tissus (l'épithélium bron
ho-alvéolaire) 
ontre la dessi
ation.� La �ltration et le nettoyage de l'air, grâ
e aux 
ellules 
iliées et mu
ipares (
ellulesse
rétri
es de mu
us) qui forment une véritable barrière prote
tri
e. Les parti
ulesde plus de 6µm sont emprisonnées dans le mu
us et éva
uées par les mouvementsrétrogrades des 
ils et sont �nalement dégluties ou expe
torées. Si elles font moins13



Chapitre 1. Le poumon humain

(a) A
inus pulmonaire (sa
s alvéolaires)( [55℄). (b) Coupe d'un a
inus pulmonaine. Onvoit une bron
hiole terminale aboutissantsur les alvéoles (Lawren
e Berkely NationalLaboratory Lung Lab Tour, http ://im-glib/lbl.gov/ImgLib/COLLECTIONS/lung_tour.html).Fig. 1.2 � A
inus pulmonairede 6µm, elles ne peuvent être remontées et sont lysées dans le poumon par lesma
rophages.1.3 La physiologie de la respiration1.3.1 Proriétés physiques du poumonDe par sa stru
ture dé
rite pré
édemment le poumon se 
ara
térise par di�érentesgrandeurs physiologiques, en parti
ulier :� Elasti
ité : propriété d'un organe de revenir à sa forme initiale suite à une augmenta-tion de pression. L'élasti
ité du poumon est due à la présen
e de �bres élastiques auniveau du paren
hyme pulmonaire et elle a tendan
e à faire rétra
ter le poumon ens'opposant à son expansion lors de l'inspiration, l'a
tivité des mus
les inspiratoirestend alors à vain
re 
ette élasti
ité.� Résistan
e :� résistan
es des voies aériennes : 
e sont les résistan
es à l'é
oulement de l'air dans
es voies. La résistan
e dépend du diamètre des voies aériennes, lui même va-riant en fon
tion du volume pulmonaire, on 
onstate en e�et que les résistan
esà l'é
oulement sont plus faibles à l'inspiration (volume augmente don
 diamètreaugmente et résistan
e diminue). Elle dépend aussi de l'état de 
ontra
tion de laparoi des 
onduits sous l'e�et des mus
les lisses.� résistan
es tissulaires : dues aux for
es de fri
tions entre mus
les respiratoires,feuillets de la plèvre, plèvre/poumons, plèvre/
age thora
ique. Ces résistan
estissulaires représentent 20% des résistan
es totales [53℄.14



1.3. La physiologie de la respiration1.3.2 La mé
anique ventilatoire : inspiration/expirationLa ventilation pulmonaire est un phénomène respiratoire de nature purement mé
a-nique qui 
orrespond à une 
ontra
tion rythmique des poumons dont la fréquen
e est
ontr�lée par un 
entre nerveux spé
ialisé du 
erveau dont l'a
tivité est réglée entre autrepar la saturation sanguine en oxygène. Le renouvellement de l'air alvéolaire se fait alorsgrâ
e à l'inspiration/expiration : au 
ours de l'inpiration, l'air atmosphérique entre dansles alvéoles alors qu'en 
ours d'expiration, il y a une sortie de l'air alvéolaire vers l'at-mosphère. Si on représente le poumon d'une manière s
hématique (voir la �gure 1.3) parun domaine Ω(t) formé d'un 
onduit rigide unique de se
tion d'entrée Γin débou
hantsur un ballon déformable au 
ours du temps, Γa(t), représentant le diaphragme, et si ondésigne par u la vitesse de l'air et par d le dépla
ement du diaphragme, alors en partantdu prin
ipe de l'in
ompressibilité de l'air on a
∫

Ω(t)

∇ · u = 0et don

∫

Γa(t)

u · n = −
∫

Γin

u · noù n est la normale sortante du domaine. On suppose que u = ∂td et on 
onsidère la loide Poiseuille
Pa − Pin = Ru · n/Γinoù R est la résistan
e du 
onduit et Pin et Pa sont respe
tivement les pressions au niveaude Γin et Γa(t). On a alors

∫

Γa(t)

∂td · n =
1

R
(Pin − Pa). (1.1)La dire
tion du 
ourant aérien dépend de la di�éren
e de pression entre l'alvéole et labou
he. L'inspiration débute par la 
ontra
tion du diaphragme, la baisse de 
e mus
leentraine une augmentation du volume thora
ique par augmentation du diamètre verti
alet du diamètre transversal de la 
age thora
ique ainsi que l'expansion du volume despoumons par l'intermédiaire du glissement des feuillets de la plèvre, et par la relation(1.1) la pression alvéolaire baisse jusqu'à la �n de l'inspiration (blo
age limité par la taillede la paroi thora
ique), et devient inférieure à la pression atmosphérique, un gradient depression se 
rée et il s'en suit un passage d'air de l'atmosphère vers les alvéoles, jusqu'à 
equ'un équilibre entre les deux pressions s'établisse. L'inspiration est alors toujours a
tiveet 
'est le diaphragme qui en est responsable alors que les mus
les a

essoires sont mis enjeu lors d'une hyperventilation (lutte 
ontre une éventuelle augmentation des résistan
esà l'é
oulement), d'où le danger de la paralysie du diaphragme. A la �n de l'inspiration,le diaphragme se relâ
he, les poumons se rétra
tent grâ
e à leur élasti
ité naturelle, lapression alvéolaire augmente et devient supérieure à la pression atmosphérique, il s'en suitune sortie de l'air des alvéoles. L'expiration, 
hez un sujet normal est toujours passive etplus longue que l'inspiration (≃ 3 se
ondes pour l'expiration 
ontre≃ 2 pour l'inspiration),alors que l'expiration for
ée est a
tive et fait appel aux mus
les expiratoires. En 
on
lusion,15



Chapitre 1. Le poumon humainla ventilation pulmonaire est un phénomène rythmique, asymétrique au 
ours du temps,faisant intervenir un e�et mus
ulaire dont le prin
ipal a
teur est le diaphragme au 
oursde l'inspiration d'où sa quali�
ation de phénomène a
tif alors que l'expiration quali�éede passive fait intervenir les for
es de rappel élastiques étant à l'origine de la 
ompressiondu volume pulmonaire.

PSfrag repla
ements

Γin

Γa(t)Fig. 1.3 �
1.4 Con
lusionLe poumon est globalement 
omposé d'un squelette bron
hique ayant la stru
tured'une arbores
en
e di
hotomique, enveloppé d'un paren
hyme qui se 
omporte 
ommeun milieu vis
o-élastique. A�n d'assurer son r�le d'apport d'oxygène et d'éliminationdu dioxyde de 
arbone, le poumon e�e
tue des mouvements rythmiques d'inspiration etd'expiration dont la fréquen
e est réglée selon la saturation d'oxygène dans le sang parle système nerveux 
entral, l'inspiration étant a
tive et le diaphragme en est l'a
teurprin
ipal, alors que l'expiration - passive - obéit à la nature élastique du paren
hymepulmonaire. Ces mouvements peuvent être alors assimilés à 
eux d'un ressort tiré par unemasse et qui revient à sa position initiale sous l'e�et des for
es de rappel élastiques. C'estdans 
e sens que se fera la modélisation du fon
tionnement dynamique des poumons dansle reste de 
e travail.
16
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2.1. Introdu
tion2.1 Introdu
tionL'une des motivations du travail présenté i
i est la re
her
he de 
onditions aux limitespertinentes sur les multiples sorties du domaine, qui soient adaptées à la modélisation dela ventilation du poumon humain.L'essentiel du 
al
ul e�e
tué à l'heure a
tuelle se base sur des 
onditions aux limites deDiri
hlet pour la vitesse de l'air, voir par exemple Mauroy et al. [39℄, Perzl [45℄. Toute-fois, 
omme pré
isé dans le pré
édent 
hapitre, 
e sont les dépla
ements du diaphragmequi pilotent essentiellement les mouvements respiratoires, il faut don
 intégrer le gradientde pression entre la tra
hée et les alvéoles 
omme moteur de la respiration, ainsi que lafor
e mus
ulaire exer
ée par le diaphragme en tant que paramètre de 
ontr�le dans les
onditions aux limites. De plus, il su�t que l'arbre bron
hique soit asymétrique, ou que larésistan
e à l'é
oulement de l'une des bron
hes soit perturbée, suite par exemple à un ré-tré
issement de sa lumière, pour que la distribution de la vitesse au niveau des di�érentessorties du domaine devienne in
onnue. S'ajoute à 
e
i le fait que le pro�l de la vitesse
hange entre l'inspiration et l'expiration, notamment au niveau de la tra
hée.Cette problématique s'ins
rit dans un 
adre plus général, qui est la re
her
he de formu-lations en terme de 
onditions aux bords faisant intervenir un gradient de pression, etqui 
onduisent à des problèmes bien posés. En e�et, par opposition à la 
ondition deDiri
hlet 
lassique, diverses 
onditions aux limites faisant intervenir la pression sur unepartie du domaine de 
al
ul, ont été proposées. Dans 
e qui suit, on présente une listenon exhaustive de 
es 
onditions, tout en essayant de pré
iser les motivations qui nousont amenées à introduire un nouveau type de 
onditions aux limites intervenant dans ledéveloppement de notre modèle de l'arbre bron
hique.2.2 Conditions aux limites essentielles et naturellesLes 
onditions les plus 
ourantes qu'on peut pres
rire sont de deux types essentiellesou naturelles, et il est important d'observer la di�éren
e de traitement entre 
es deuxtypes.� Conditions essentielles : la vitesse est imposée, sur une partie ou l'ensemble de lafrontière. Elle est expli
itement imposée dans l'espa
e fon
tionnel où l'on 
her
he lasolution et les fon
tions test sont nulles sur le bord 
on
erné. On parle de 
onditionsaux limites essentielles. Notons que si la vitesse u est imposée sur l'ensemble dela frontière d'un domaine Ω, u∂Ω = u0, u0 étant un 
hamp donné, alors 
omme le
hamp est solénoïdal, u0 doit né
essairement véri�er ∫
∂Ω

u0 · n = 0.� Conditions naturelles : par opposition aux 
onditions aux limites essentielles, 
er-taines 
onditions ne sont pas imposées expli
itement dans l'espa
e fon
tionnel où on
her
he la solution, mais résultent de la formulation faible. Aussi est-il important deprendre en 
ompte les degrés de liberté des fon
tions tests aux bords dans 
e 
as.On parle de 
onditions aux limites naturelles. Ce type de 
onditions se ren
ontresouvent lors de la simulation numérique de problèmes d'é
oulements qui requièrentde tronquer un domaine non borné en un domaine borné, 
onduisant alors à l'intro-19



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokesdu
tion d'une frontière arti�
ielle, 
omme 
'est le 
as, par exemple, pour 
ertainsé
oulements autour d'obsta
les, ou de domaines à 
oins, ou dans des tubes, 
on
ep-tualisés dans des domaines non bornés, et où on introduit une frontière arti�
ielleave
 
ondition au bord naturelle a�n de se 
on
entrer sur un domaine d'intérêt lo
al,en s'a�ran
hissant des e�ets de bord.2.3 Problème modèleA�n de �xer les idées et de simpli�er la présentation des di�érentes 
onditions auxlimites, on se pla
e dans le 
adre d'un problème modèle. On 
onsidère un domaine
Ω ⊂ R

d , d = 2 , 3, de frontière ∂Ω, lo
alement lips
hitzienne, représentant un 
anal.On suppose que ∂Ω = Γ̄l ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄2, où Γl représente la paroi latérale du 
onduit, tandisque Γ1 et Γ2 désignent les se
tions d'entrée et de sortie du 
onduit. On notera par n lanormale sortante de ∂Ω ; 
omme ∂Ω est lo
alement lips
hitz, n est dé�nie presque partoutsur ∂Ω ( voir la �gure 2.1).On s'intéresse à l'é
oulement dans le 
anal Ω, d'un �uide newtonien, visqueux, in
ompres-sible, de vis
osité µ et de densité ρ qu'on supposera égale à 1 a�n d'alléger les notations.Les in
onnues du problème sont la vitesse du �uide u et sa pression p, solutions deséquations de Navier-Stokes
{

∂u

∂t
+ (u · ∇)u − µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,
(2.1)représentant respe
tivement le bilan de quantité de mouvement et le prin
ipe de 
onserva-tion de la masse. On impose sur la paroi latérale du 
anal la 
ondition de non glissementsuivante

u = 0 sur Γlqui 
orrespond au fait que la paroi latérale Γl est supposée �xe, rigide et imperméable. Lesystème est à 
ompléter ave
 une 
ondition naturelle sur Γ1 et sur Γ2, qu'on fera varierdans les se
tions suivantes.
PSfrag repla
ements

Ω

Γl

Γl

Γ1 Γ2

nFig. 2.1 � Domaine modèle
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2.4. Le lapla
ien et ses variantes2.4 Le lapla
ien et ses variantesDans 
ette se
tion, on élargit la perspe
tive, en 
onsidérant sur Γ1 et Γ2 des 
onditionsaux limites autres que la 
ondition de Diri
hlet en vitesse et qui soient légitimes dans le
adre d'une formulation faible : le 
hoix des 
onditions aux bords est in
lus impli
itement,à travers le 
hoix de la formulation variationnelle.On aborde également le problème du traitement du terme de transport u·∇u (terme d'ad-ve
tion de la vitesse par elle même). En e�et, il est bien 
onnu ( voir par exemple [24℄, [37℄et [50℄) que le problème de Navier-Stokes, stationnaire ou non stationnaire, ave
 
onditionde Diri
hlet homogène sur toute la frontière, possède des solutions faibles - pas né
essai-rement uniques - pour tout nombre de Reynolds. L'argument standard pour 
e résultatest basé sur �la propriété 
onservative� du terme non linéaire
∫

Ω

(u · ∇u) · u = 0qui est obtenue en intégrant par parties 
ette quantité et en utilisant ∇ · u = 0
∫

Ω

(u · ∇u) · u =

∫

Ω

∑

i

ui

∑

j

uj
∂ui

∂xj

=
1

2

∫

Ω

∑

j

uj
∂

∂xj

|u|2

=

∫

Ω

u · ∇|u|2
2

= −
∫

Ω

∇ · u |u|2
2

+

∫

∂Ω

|u|2
2

u · n = 0.Dans le 
as de bords Γi �libres�, 
ette relation est rempla
ée par
∫

Ω

(u · ∇u) · u =
∑

i

∫

Γi

|u|2
2

u · nqui, généralement, ne permet pas de borner l'énergie dans le système sans une 
onnaissan
ea priori de 
e qui est un �ux rentrant ou un �ux sortant, et qu'un �ux rentrant pourraitamener au domaine Ω plus d'énergie 
inétique que les quantités qui en sortent via les �uxsortants, empè
hant ainsi le 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique dans Ω. On peut suspe
terque 
ette di�
ulté théorique peut être évitée simplement en 
hangeant la formulationvariationnelle du problème, 
'est à dire en utilisant d'autres représentations variationnellesdu terme de transport et du terme de di�usion.2.4.1 Forme symétrisée du lapla
ienPour un 
hamp solénoïdal u, on a
∆u = ∇ · (∇u + t∇u). (2.2)En e�et, si u et v sont deux 
hamps de ve
teurs dé�nis sur Ω et si u est à divergen
enulle alors 21



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokes
∫

∂Ω

(t∇u · n) · v =

∫

∂Ω

(∇u · v) · n

=

∫

Ω

∇ · (∇u · v)

=

∫

Ω

(∇∇ · u) · v +

∫

Ω

t∇u : ∇v.Comme le 
hamp u est à divergen
e nulle, le premier terme du se
ond membre s'annuleet on a
−
∫

Ω

t∇u : ∇v +

∫

∂Ω

(t∇u · n) · v = 0 , (2.3)d'où l'on déduit l'identité (2.2) annon
ée 
i-dessus.Soit v une fon
tion test de C∞(Ω̄), en se basant sur l'identité (2.2), le produit s
alaireeu
lidien ave
 la première équation du système de Navier-Stokes et une intégration parparties donnent
∫

Ω

∂u

∂t
·v+

∫

Ω

(u·∇u)·v+µ

∫

Ω

(∇u+t∇u) : ∇v−µ
∫

∂Ω

(∇u+t∇u)·v·n−
∫

Ω

p∇·v+

∫

∂Ω

pv·n = 0.On introduit les espa
es
X = {u ∈ H1(Ω)d , u = 0 sur Γl}et V = {u ∈ X , ∇ · u = 0}.Par ailleurs, on remarque que

∫

Ω

(∇u + t∇u) : t∇v =

∫

Ω

(∇u + t∇u) : ∇v ,
e qui implique
∫

Ω

∂u

∂t
·v+

∫

Ω

(u·∇u)·v+
µ

2

∫

Ω

(∇u+t∇u) : (∇v+t∇v)−
∫

∂Ω

(µ(∇u+t∇u)·n−pn)·v = 0.(2.4)On peut 
onsidérer la 
ondition aux limites essentielle (2.5a) et les 
onditions aux limitesnaturelles (2.5b) et (2.5
) suivantes
u = 0 sur Γl , (2.5a)

µ(∇u + t∇u) · n− pn = −p1n sur Γ1 , (2.5b)
µ(∇u + t∇u) · n− pn = −p2n sur Γ2. (2.5
)La formulation variationnelle du problème à résoudre est alors

(
∂u

∂t
, v) + b(u , u , v) + a(u , v) = l(v) , ∀v ∈ V,22



2.4. Le lapla
ien et ses variantesoù on a posé a(u , v) =
µ

2

∫

Ω

(∇u + t∇u) : (∇v + t∇v),

b(u , v , w) =

∫

Ω

(u · ∇v) ·w,et l(v) = −
∑

i=1,2

∫

Γi

piv · n,la 
oer
ivité de la forme bilinéaire étant garantie par l'inégalité de Korn [43℄
‖∇u‖L2(Ω) ≤ C‖∇u + t∇u‖L2(Ω).Remarque 2.4.1. Rappelons qu'un �uide in
ompressible est dit newtonien si le tenseurdes 
ontraintes σ s'exprime de la façon suivante

σ = 2µD(u) − pId ,où D(u) est le tenseur des taux de déformations dé�ni par
D(u) =

1

2
(∇u + t∇u).Les 
onditions (2.5b) et (2.5
) expriment don
 le fait que la 
ontrainte normale σ · n estpres
rite. Cette 
ondition résulte très souvent de l'hypothèse suivante : on 
onsidère quele milieu situé de l'autre 
�té de la frontière, qui peut être le même �uide ou bien un autremilieu 
omme le gaz dans le 
as d'un é
oulement à surfa
e libre, est 
ara
térisé par untenseur des 
ontraintes dit s
alaire, 
'est à dire limité à sa partie diagonale asso
iée à unepression pext ; la 
ondition prend alors la forme suivante

σ · n = µ(∇u + t∇u) · n = −pextn (2.6)et traduit l'équilibre du tenseur normal des 
ontraintes de part et d'autre de la frontière.Remarque 2.4.2. La 
ondition (2.6) est très peu utilisée en pratique pour les problèmesà frontière �xe, bien qu'elle semble la plus naturelle des 
onditions. En e�et, dans le 
asoù la frontière du domaine est �xe, la partie de la frontière sur laquelle la vitesse n'est pasimposée est une frontière �
tive, puisque le même �uide visqueux se trouve de l'autre 
�téde 
ette frontière. La bonne 
ondition serait d'imposer la 
ontinuité du tenseur normaldes 
ontraintes, en é
rivant l'équilibre des for
es sur l'interfa
e, mais le tenseur normaldes 
ontraintes de l'autre 
�té de la frontière n'est pas 
onnu, sa 
onnaissan
e né
essite larésolution du même problème de Navier-Stokes sur un domaine stri
tement plus grand.Remarque 2.4.3. Bilan énergétique :En 
hoisissant v = u dans (2.4), le bilan d'énergie s'é
rit, suite à une intégration parparties du terme 
onve
tif
1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +
∑

i=1,2

∫

Γi

|u|2
2

u · n +
µ

2

∫

Ω

|∇u + t∇u|2 = −
∑

i=1,2

pi

∫

Γi

u · n.En tenant 
ompte de la remarque 2.4.1, 
e
i s'é
rit également
1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 = −µ
2

∫

Ω

|∇u + t∇u|2 −
∑

i=1,2

∫

Γi

u · σ · n−
∑

i=1,2

∫

Γi

|u|2
2

u · n 23



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokeset établit que la variation de l'énergie 
inétique du �uide est égale à la puissan
e dissipéeau sein du �uide par les for
es de vis
osité, plus la puissan
e des for
es extérieures ensurfa
e, moins le �ux d'énergie 
inétique à travers les se
tions Γ1 et Γ2.Remarque 2.4.4. Si une 
ondition de Diri
hlet nulle est imposée sur toute la frontièrede Ω, alors en tenant 
ompte de (2.3) on aura
∫

∂Ω

∇u : t∇u = 0,et l'expression de la puissan
e dissipée est simpli�ée 
omme suit
−µ

2

∫

Ω

|∇u + t∇u|2 = −µ
∫

Ω

|∇u|22.4.2 Forme standard du lapla
ienOn s'intéresse à présent à la forme standard du lapla
ien ∆u qui est à la base dela formulation la plus 
ommunément utilisée. Le raisonnement développé 
i-dessus, pourobtenir une formulation faible 
ohérente peut-être entièrement repris. Le produit d'unefon
tion test v de C∞(Ω̄) ave
 l'équation de quantité de mouvement du système de Navier-Stokes, et une intégration par parties, donnent
∫

Ω

∂u

∂t
· v +

∫

Ω

(u · ∇u) · v + µ

∫

Ω

∇u : ∇v− µ

∫

∂Ω

∇u · n · v−
∫

Ω

p∇ · v +

∫

∂Ω

pv · n = 0.On introduit les espa
es
X = {u ∈ H1(Ω)d , u = 0 sur Γl}et V = {u ∈ X , ∇ · u = 0},
e qui implique

∫

Ω

∂u

∂t
· v +

∫

Ω

(u · ∇u) · v + µ

∫

Ω

∇u : ∇v −
∫

∂Ω

(µ∇u · n − pn) · v = 0. (2.7)On 
onsidère la 
ondition aux limites essentielle (2.8a) et les 
onditions aux limites natu-relles (2.8b) et (2.8
) suivantes
u = 0 sur Γl , (2.8a)

µ∇u · n − pn = −p1n sur Γ1 , (2.8b)
µ∇u · n − pn = −p2n sur Γ2. (2.8
)La formulation variationnelle du problème à résoudre est alors

(
∂u

∂t
, v) + b(u , u , v) + a(u , v) = l(v) , ∀v ∈ V,24



2.4. Le lapla
ien et ses variantesoù on a posé a(u , v) = µ

∫

Ω

∇u : ∇v,

b(u , v , w) =

∫

Ω

(u · ∇v)w,et l(v) = −
∑

i=1,2

∫

Γi

piv · n.On peut se référer à Heywood et al. [32℄, où il est prouvé que le problème est bien poséet qu'il est équivalent à la re
her
he de u et p solutions de


























∂u

∂t
+ u∇u − µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,
u = 0 sur Γl ,

µ∇u · n− pn = −p1n sur Γ1 ,
µ∇u · n− pn = −p2n sur Γ2.Remarque 2.4.5. On exprime u/∂Ω sous la forme u = uττ + unn où τ et n sontrespe
tivement la tangente et la normale sortante de ∂Ω. Dans le 
as où les se
tions

Γi , i = 1 , 2 sont droites, 
omme 
'est le 
as dans notre problème modèle, en faisant leproduit s
alaire par n et en intégrant la 
ondition (2.8b) (2.8
) sur Γi on obtient
∫

Γi

p = pi|Γi| + µ

∫

Γi

∂nun.Grâ
e à la 
ontrainte sur la divergen
e ∇ · u = 0 on a µ ∫
Γi

∂nun = −µ
∫

Γi

∂τuτ , quis'annule grâ
e à la 
ondition de non glissement sur la paroi latérale, il en dé
oule
1

|Γi|

∫

Γi

p = pi.Ainsi, dans 
e 
as, les pressions pi apparaissant dans la 
ondition (2.8b) (2.8
), 
orres-pondent à la pression moyenne sur Γi.Remarque 2.4.6. Les 
onditions (2.8b) et (2.8
) sont en pratique très 
ommunémentutilisées, 
ar elles sont naturelles d'un point de vue mathématique. Elles apparaissent natu-rellement dans la formulation variationnelle du problème si on ne pres
rit au
une 
onditionaux bords pour la vitesse à la sortie du domaine suggérant ainsi le nom de 
ondition desortie libre, ou do-nothing boundary 
ondition en nomen
lature anglo-saxonne. Elles n'ontpas de véritable justi�
ation physique, mais elles présentent néanmoins l'avantage d'êtreexa
tes dans le 
as d'un é
oulement de Poiseuille. En e�et, si on 
onsidère le problème deStokes






















−µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,
∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,
µ∇u · n− pn = −p1n sur Γ1 ,
µ∇u · n− pn = −p2n sur Γ2 , 25



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokesoù p1 et p2 sont deux pressions 
onstantes imposées respe
tivement en entrée et en sortie,on retrouve la solution de Poiseuille à pression 
onstante sur 
haque se
tion du tube 
ylin-drique et à vitesse invariante par translation le long de la dire
tion génératri
e du 
ylindre( pour plus de détails, voir Maury [40℄). On peut également se référer à Leone et al. [35℄et Heywood et al. [32℄ qui ont simulé l'é
oulement d'un �uide visqueux in
ompressibleà bas Reynolds, dans un 
anal en utilisant respe
tivement les 
onditions (2.8b)(2.8
) et(2.5b)(2.5
), et qui 
onstatent que 
'est la 
ondition (2.8b)(2.8
) qui reproduit un é
oule-ment à l'aspe
t le plus pro
he de l'é
oulement de Poiseuille, notamment au voisinage dela sortie du 
anal. Voir aussi la �gure (2.2) pour des simulations des équations de Stokesréalisées ave
 Freefem++ [20℄ respe
tivement ave
 les 
onditions (2.8b) (2.8
) et (2.5b)(2.5
). Observons qu'ave
 la 
ondition (2.8b) (2.8
) on retrouve l'é
oulement de Poiseuillealors qu'ave
 la 
ondition (2.5b) (2.5
) le �uide semble voir le bord et s'é
happer sur les
�tés. Ce
i peut s'expliquer par le fait que si on exprime u/∂Ω sous la forme u = uττ +unn,on obtient pour les 
onditions (2.8b)(2.8
)
∂nuτ /Γi

= 0 , (2.9)alors que pour (2.5b)(2.5
) on obtient
(∂nuτ + ∂τun)/Γi

= 0. (2.10)Ainsi, 
omme on le voit sur la �gure 2.2, on a ∂nuτ > 0 et ∂τun < 0 sur la moitié supé-rieure du pro�l de vitesse en raison de la 
ondition (2.10) et ré
iproquement sur la moitiéinférieure. Gresho [28℄ présente également l'argument physique suivant pour 
on�rmer 
e
hoix de la 
ondition aux limites (2.8b)(2.8
). Le tenseur normal des 
ontraintes dé�nipar
F = σ · n = −pn + µ(

∂u

∂n
+ ∇un)a pour 
omposantes normales et tangentielles

Fn = n · F = −p + 2µ
∂un

∂n
(2.11)et

Fτ = τ · F = µ(
∂uτ

∂n
+
∂un

∂τ
). (2.12)Par ailleurs, si on revient aux 
onditions (2.8b)(2.8
), et qu'on exprime u/∂Ω sous la forme

u = uττ + unn, on obtient
(p − µ∂nun)/Γi

= pi (2.13)et
∂nuτ /Γi

= 0. (2.14)Ainsi, pour de grands nombres de Reynolds, le terme 2µ
∂un

∂n
dans (2.11) tend à être petit
omparé à p 
ar µ ≃ 1

Re
, où Re est le nombre de Reynolds, don
 le fa
teur multipli
atif

1 ou 2 n'est pas important dans 
e 
as, et la 
ondition (2.11) peut-être raisonnablementrempla
ée par (2.13).26



2.4. Le lapla
ien et ses variantesRemarque 2.4.7. Bilan énergétique :En 
hoisissant v = u dans (2.7), le bilan d'énergie s'é
rit, suite à une intégration parparties du terme 
onve
tif
1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 = −µ
∫

Ω

|∇u|2 −
∑

i=1,2

pi

∫

Γi

u · n −
∑

i=1,2

∫

Γi

|u|2
2

u · net établit que la variation de l'énergie 
inétique du �uide est égale à la puissan
e dissipéeau sein du �uide par les for
es de vis
osité, plus la puissan
e des for
es extérieures ensurfa
e, moins le �ux d'énergie 
inétique à travers les se
tions Γ1 et Γ2.Là en
ore la présen
e du �ux d'énergie 
inétique est à la base de di�
ultés supplémen-taires pour la théorie d'existen
e de solutions. En 
onséquen
e, dans [32℄, l'existen
e d'unesolution unique n'est prouvée, même en dimension deux, que pour une donnée su�sam-ment petite. Kračmar et al. [33℄ ont traité le 
as de données générales en formulant leproblème sous forme d'inégalités variationnelles in
luant la majoration de l'énergie 
omme
ontrainte. Ce
i laisse la question ouverte en 
e qui 
on
erne l'existen
e de solutions pourla formulation originale ave
 données générales. Une réponse positive est suggérée par lestests numériques qui ne montrent pas d'instabilité ave
 l'analogue dis
ret de (2.8b)(2.8
)dans le 
as de grands nombres de Reynolds, voir [32℄2.4.3 Forme ve
torielle du lapla
ienOn se donne une fon
tion test v de C∞(Ω̄). Multiplions le bilan de quantité de mou-vement du problème de Navier-Stokes par v, et intégrons sur Ω. En se basant sur la formeve
torielle du lapla
ien
∆u = ∇(∇ · u) −∇×∇× u (2.15)l'intégration par parties donne

∫

Ω

∂u

∂t
· v +

∫

Ω

(u · ∇u) · v + µ

∫

Ω

(∇ · u∇ · v + ∇× u · ∇ × v) −
∫

Ω

p∇ · v

−µ
∫

∂Ω

(v · n)∇ · u + µ

∫

∂Ω

(v × n) · ∇ × u +

∫

∂Ω

p(v · n) = 0.Les termes impliquant la divergen
e de u s'annulent, puisqu'on 
her
he un 
hamp à di-vergen
e nulle. On obtient
∫

Ω

∂u

∂t
·v+

∫

Ω

(u·∇u)·v+µ

∫

Ω

(∇×u·∇×v)−
∫

Ω

p∇·v+µ

∫

∂Ω

(v×n)·∇×u+

∫

∂Ω

p(v·n) = 0.Par ailleurs, 
on
ernant le terme non linéaire u · ∇u, on a l'identité
(u · ∇)u =

1

2
∇|u|2 + u× (∇× u) ,
e qui donne, suite à une nouvelle intégration par parties

∫

Ω

∂u

∂t
· v −

∫

Ω

|u|2
2

∇ · v +

∫

Ω

((∇× u) × u) · v + µ

∫

Ω

(∇× u · ∇ × v) −
∫

Ω

p∇ · v

+µ

∫

∂Ω

(v × n) · ∇ × u +

∫

∂Ω

(p +
|u|2
2

)v · n = 0. 27



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-StokesPour obtenir une forme bilinéaire 
oer
ive, il su�t ou bien d'annuler les intégrales debord, ou bien de les rendre indépendantes de u et de les passer au se
ond membre, oubien de les rendre positives lorsque v = u. En pro
édant ainsi, on peut montrer que pourla partition ∂Ω = Γ̄l ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄2, il est raisonnable d'imposer les 
onditions aux limitessuivantes
u = 0 sur Γl , (2.16a)

u × n = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 , (2.16b)
p +

1

2
|u|2 = p1 sur Γ1 , (2.16
)

p +
1

2
|u|2 = p2 sur Γ2. (2.16d)En introduisant les espa
es

X = {u ∈ H1(Ω)d , u = 0 sur Γl , u× n = 0 sur Γ1 ∪ Γ2}et V = {u ∈ X , ∇ · u = 0},la formulation variationnelle du problème s'é
rit
∫

Ω

∂u

∂t
·v+

∫

Ω

((∇×u)×u)·v+µ

∫

Ω

(∇×u)·(∇×v)+
∑

i=1,2

∫

Γi

piv ·n = 0 , ∀v ∈ V. (2.17)Si on désigne par (· , ·) le produit s
alaire de L2(Ω), le problème à résoudre est alors dutype
(
∂u

∂t
, v) + b(u , u , v) + a(u , v) = l(v) , ∀v ∈ V,où on a posé a(u , v) = µ

∫

Ω

(∇× u) · (∇× v),

b(u , v , w) =

∫

Ω

((∇× u) × v) · w,et l(v) = −
∑

i=1,2

∫

Γi

piv · n.La 
ondition (2.16b) 
orrespond à l'hypothèse suivant laquelle le �uide 
ir
ule ave
 unevitesse normale aux se
tions du 
anal, d'où l'annulation de la 
omposante tangentielle dela vitesse. L'é
oulement est alors la 
onséquen
e du gradient de pression imposé entre lesse
tions Γ1 et Γ2. Notons que 
'est la pression totale p +
1

2
|u|2, dite également pressionde Bernoulli, qui est pres
rite sur Γ1 ∪ Γ2.On trouve dans la littérature plusieurs travaux qui s'intéressent au problème énon
é 
i-dessus. Le problème a été étudié par Guermond et al. [30℄ dans le 
as du problème dePoisson, puis généralisé au 
as du problème de Stokes. Dans 
e 
as, le résultat d'exis-ten
e repose sur le 
ara
tère 
oer
if de la forme bilinéaire qui est assuré par le résultatd'équivalen
e des normes suivant [4℄

∀v ∈ X , c1‖v‖H1(Ω) ≤ (‖∇ × v‖2
L2(Ω) + ‖∇ · v‖2

L2(Ω))
1

2 ≤ c2‖v‖H1(Ω).28



2.4. Le lapla
ien et ses variantesNotons que la forme bilinéaire a(u , v) =

∫

Ω

∇ × u · ∇ × v est V-
oer
ive mais n'estabsolument pas X-
oer
ive, toutefois la V-
oer
ivité est su�sante pour 
on
lure que leproblème est bien posé. Le problème a également été étudié dans le 
as des équations deNavier-Stokes stationnaires par Con
a et al. [16℄ et Bègue et al. [7℄, et pour l'analyse etl'implantation numérique du système le le
teur est invité à 
onsulter [21℄, [17℄, [46℄, [47℄et [9℄.Remarque 2.4.8. Soulignons le lien entre la pression totale et la loi de Bernoulli. Cetteloi, dans le 
as d'un �uide parfait in
ompressible dont l'é
oulement est supposé irrota-tionnel, 
'est à dire dont la vitesse u dérive à 
haque instant d'un potentiel ϕ, est obtenueen intégrant l'équation d'Euler
∂u

∂t
+ u · ∇u + ∇p = 0.En réé
rivant

u · ∇u = ∇(
|u|2
2

) + (∇× u) × u ,en utilisant le 
ara
tère irrotationnel du �uide et grâ
e à l'é
riture sous forme de potentiel
u = ∇ϕ, on obtient

∂u

∂t
+ u · ∇u + ∇p = ∇(

∂ϕ

∂t
+

|∇ϕ|2
2

+ p) = 0.Ainsi, à 
haque instant, la quantité
∂ϕ

∂t
+

|u|2
2

+ pest 
onstante sur l'ensemble du domaine �uide.Remarque 2.4.9. Bilan énergétique :Le bilan énergétique obtenu en 
hoisissant v = u dans (2.17) et en remarquant que
((∇× u) × u) · u = 0, est le suivant

1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 + µ

∫

Ω

|∇ × u|2 = −
∑

i=1,2

∫

Γi

piu · n.Si la 
ondition aux limites sur la pression totale p +
1

2
|u|2 avait été rempla
ée tout sim-plement par la pres
ription de la pression statique p, en établissant le bilan énergétiqueon aurait obtenu

1

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +

∫

∂Ω

|u|2
2

u · n + µ

∫

Ω

|∇ × u|2 = −
∑

i=1,2

∫

Γi

piu · n,et on voit don
 apparaitre un terme supplémentaire ∫
∂Ω

|u|2
2

u · n dans la formulationvariationnelle, provenant de l'intégration par parties du terme non linéaire (u · ∇u). Il29



Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokess'agit du �ux d'énergie 
inétique transporté à travers les se
tions Γ1 et Γ2.Toutefois, 
omme
∫

∂Ω

|u|2
2

u · n =

∫

Γ1

|u|2
2

u · n +

∫

Γ2

|u|2
2

u · net si on assimile le 
anal à une bron
he où l'é
oulement peut être inspiratoire ou expira-toire, on ne peut pas 
ontr�ler le signe de 
ette quantité, puisque l'un des deux termesrisque d'avoir �le mauvais signe�, suivant qu'il s'agisse d'une inspiration ou d'une expira-tion. Ainsi, l'introdu
tion de la pression totale présente l'avantage �d'absorber� 
e termenon linéaire, et de fa
iliter par 
onséquen
e la théorie d'existen
e de solution, puisquetout se passe 
omme si on 
onsidère un problème aux données de Diri
hlet homogène surtout le bord du domaine.Remarque 2.4.10. Si on se restreint au problème de Stokes, la 
ondition naturelle - dansle sens où elle apparait naturellement lors de la formulation variationnelle - à imposer enpression sur Γ1 ∪ Γ2 serait la pres
ription de la pression statique et non pas la pressiontotale.2.5 Formes alternativesIl y a un grand nombre de 
hoix de 
onditions aux limites naturelles en terme depression, utilisées par la 
ommunauté numérique, sans un 
ritère vraiment 
lair de lapréféren
e de l'une par rapport aux autres. On ne peut s'empé
her de 
onstater la diversitédes 
ombinaisons possibles des formes alternatives des termes di�usifs et 
onve
tifs. Ainsi,par exemple, à part les formes 
itées 
i-dessus, une autre modi�
ation possible pour for
erla propriété 
onservative du terme de transport serait d'utiliser l'identité
∇(

1

2
|u|2) = u · (∇u)tet le terme de transport pourrait être é
rit sous la forme

u · ∇u = u · ∇u− u · (∇u)t +
1

2
∇|u|2 ,
e qui 
onduit à une formulation variationnelle dans laquelle (u · ∇u , v) serait rempla
épar

(u · ∇u , v) − (v · ∇u , u) (2.18)alors que le terme 1

2
|u|2 serait absorbé par la pression.Une forme alternative serait

(u · ∇u , v) =
1

2
(u · ∇u , v) − 1

2
(u · ∇v , u) (2.19)qui est légitime pour tout v ∈ {v ∈ H1(Ω) , v/Γl

= 0 , ∇ · v = 0} ( pour plus dedétails, voir [24℄). Noter que pour les deux 
as on a, pour la nouvelle forme trilinéaire,
b̃(u , v , v) = 0. Les 
onditions naturelles induites sont30



2.6. Con
lusion� pour (2.11) µ∇u · n− p̄n = −pin où p̄ = p +
1

2
|u|2 est la pression de Bernoulli,� pour (2.13) µ∇u · n− 1

2
|u · n|2 − pn = −pin,et les deux formulations induisent un 
omportement non physique au niveau des frontièresd'entrée et de sortie ( voir [32℄).Pour une dis
ussion plus détaillée des 
onditions aux limites, et pour une liste plus ex-haustive des référen
es, on se réfère à [28℄, et on en extrait les deux tableaux (2.1) et (2.2)pour un résumé des di�érentes 
ombinaisons possibles.2.6 Con
lusionPour la suite de 
e travail et en 
e qui 
on
erne la modélisation de l'é
oulement del'air dans l'arbre bron
hique, 
'est la 
ondition (2.8b)(2.8
) que nous adoptons, qui estprobablement la plus re
ommandée ( voir [28℄ et [32℄) d'un point de vue mathématique etnumérique. Pré
isons 
ependant que dans notre modèle, la pression au niveau de l'endroitoù on dé
ide de tronquer sera une véritable in
onnue du problème, 
e qui rend l'utilisationde 
e type de 
onditions déli
at, puisqu'il y a dans 
e 
as autant de 
onditions aux limitesà paramétrer que de sorties. De plus, 
ette 
ondition aux limites sera modi�ée de manièreà intégrer le fait que l'arbre bron
hique 
ontinue au delà de la génération où on dé
idede tronquer, et de manière à prendre en 
ompte la dissipation d'énergie dans le reste del'arbre.
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Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokes

Forme Nom Commentaires
∇ · [∇u + t∇u] = ∆u + ∇(∇ · u) Forme symétrisée -Communément utilisée pour laméthode des élément �nis,rarement ultilisée pour laméthode des di�éren
es �nies.et -Permet d'aboutir à des 
onditionsaux limites naturelles àsigni�
ation physiquedans le 
as de véritablesinterfa
es entre deux milieux, et prenden 
ompte les for
es visqueuses.
∇ · u = 0

∆u Forme 
onventionnelle -La plus 
ouramment utilisée.-Aboutit à des 
onditions desorties libres re
ommandées,exa
tes pour l'é
oulement dePoiseuille.
∇(∇ · u) −∇×∇× u Formulation div-rot Aboutit à des 
onditionsaux limites naturelles.et
∇ · u = 0

−∇×∇× u = −∇× w Formulation tourbillon w = ∇× u et ∇ · w = 0Tab. 2.1 � Formes alternatives pour le terme di�usif
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2.6. Con
lusion
Forme Nom Commentaires
∇ · (uu) = u · ∇u + u(∇ · u) Formulation divergen
e -Conserve les momentslors de la dis
rétisationet -Permet de mettre enpla
e des 
onditionsaux limites naturellesimpliquant les �ux desmoments adve
tif.
∇ · u = 0

u · ∇u =
1

2
∇|u|2 − u×∇× u Forme adve
tive/
onve
tive -Communément utilisée.-Généralement ne 
onservepas les moments ou l'énergie
inétique en dis
ret.

w × u Formulation rotationnelle -w = ∇× u et 1

2
∇|u|2est absorbé par la pression totale

p +
1

2
|u|2.-Conserve les moments et l'énergie
inétique en dis
ret

(u · ((∇× u) × u)) = 0.
1

2
[∇ · (uu) + u · ∇u] = Forme symétrisée -Forme moyennée de (1) et (2).

u · ∇u +
1

2
u(∇ · u) -Conserve l'énergie 
inétiqueen dis
ret.-Plus adaptée que (3) pourl'utilisation des méthodesspe
trales.Tab. 2.2 � Formes alternatives pour le terme de transport
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Chapitre 2. Conditions aux limites naturelles pour les équations de Navier-Stokes

(a) Simulation ave
 Freefem++ d'un é
oulement deStokes dans un 
anal ave
 les 
onditions (2.8b) et(2.8
). (b) Zoom sur l'é
oulement auvoisinage de la frontière de sor-tie.

(
) Simulation ave
 Freefem++ d'un é
oulement deStokes dans un 
anal ave
 les 
onditions (2.5b) et(2.5
). (d) Zoom sur l'é
oulement auvoisinage de la frontière de sor-tie.Fig. 2.2 � Tests réalisés ave
 Freefem++
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3.1. Introdu
tion, motivations3.1 Introdu
tion, motivationsCe 
hapitre est motivé par la re
her
he de modèles permettant de reproduire l'é
ou-lement de l'air dans la totalité de l'arbre bron
hique humain. Ce projet se heurte à deuxprin
ipales di�
ultés :� La di�
ulté de résoudre des équations aux dérivées partielles dans l'arbre bron
hiquequi provient du grand nombre de sorties du domaine de 
al
ul, typiquement 223,soit environ 8 millions de sorties. Par ailleurs, s'il est vrai que la re
onstitutiontridimensionnelle des premières générations de bron
hes à partir d'imagerie médi
aleest performante, la relative 
omplexité géométrique du domaine subsiste à 
ause dugrand nombre de sorties au bout de l'arbre bron
hique, et même si on se limite àquelques générations, il reste déli
at de réaliser des maillages de surfa
es réalistes,basés sur des données mesurées in vivo [19℄. Ainsi, il n'est pas envisageable de fairedes simulations dire
tes de l'é
oulement via les équations de Navier-Stokes dans latotalité du domaine.� Il faut pres
rire sur les multiples sorties du domaine, des 
onditions aux limitespertinentes adaptées au phénomène ventilatoire.L'appro
he que nous proposons 
onsiste à distinguer dans l'arbre deux zones distin
tes :une zone proximale qui 
orrespond à la tra
hée et aux premières bron
hes où l'é
oulementest gouverné par les équations de Navier-Stokes et où des simulations dire
tes ont lieu,et une partie distale 
orrespondant à la partie géométriquement 
omplexe, lo
alisée enaval de la partie proximale de l'arbre, et destinée à être 
ondensée. Ce
i est possible 
arla partie distale est 
omposée d'un réseau de tubes de petits diamètres dans lesquels uné
oulement de Stokes linéaire, visqueux, in
ompressible a lieu, régulé par les di�éren
esde pression entre entrées et sorties.Ainsi, l'idée prin
ipale est de faire des simulations dire
tes dans les bron
hes proximales(approximativement jusqu'à la 5ème génération) et de prendre en 
ompte la partie distaledes rami�
ations pulmonaires en utilisant une 
ondition aux limites dissipatives appro-priée. Dans notre 
ontexte, les 
onditions aux limites en entrées et en sorties doiventrépondre aux attentes suivantes :� Un débit nul à travers la partie 
ondensée ne doit pas être payé par une dissipationd'énergie.� Le terme de forçage, �le moteur�, doit être 
ontenu dans 
es 
onditions (durant unpro
édé d'inspiration normale, il y a un appel d'air vers le bas).Les deux 
lasses de 
onditions aux limites qu'on propose, basées sur des 
onsidérationsde modélisation, sont faites de manière à remplir 
es deux attentes.On �nit 
ette introdu
tion en rappelant les notations utilisées dans 
e qui suit. On utiliserales espa
es de Sobolev standards (voir [2℄, [42℄), tels que
Hm(Ω) = {v ∈ L2(Ω) , ∂kv ∈ L2(Ω) , ∀|k| ≤ m}où |k| =

d
∑

i=1

ki ave
 (ki)1≤i≤d des entiers non négatifs (d = 2 ou 3) et
∂kv =

∂|k|v

∂k1x1 . . . ∂kdxd
. 37



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiqueCet espa
e est muni de la semi-norme
|v|Hm(Ω) =





∑

|k|=m

∫

Ω

|∂kv|2




1

2

,et est un espa
e de Hilbert pour la norme
‖v‖Hm(Ω) =

(

∑

0≤k≤m

|v|2Hk(Ω)

)
1

2

.Le produit s
alaire de L2(Ω) est noté (· , ·). La dé�nition de 
es espa
es est étendue auxve
teurs ave
 les mêmes notations.Rappelons que D(Ω) désigne l'espa
e des fon
tions indé�niment di�érentiables à support
ompa
t dans Ω, D(Ω)′ désigne l'espa
e dual de D(Ω) et D(Ω̄) 
oïn
ide ave
 C∞(Ω̄). Onse réfère à [38℄ pour la dé�nition des espa
es d'ordre fra
tionnel tels que Hs(Ω), où s estun nombre réel. En parti
ulier, on désigne par H 1

2 (∂Ω) l'espa
e des tra
es des fon
tionsde Hs(Ω) sur la frontière ∂Ω et par H− 1

2 (∂Ω) son dual. La tra
e γ est une appli
ation
ontinue de H1(Ω) dans H 1

2 (∂Ω) et il existe une 
onstante C telle que
∀v ∈ H1(Ω) , ‖γv‖

H
1
2 (∂Ω)

≤ C‖v‖H1(Ω).Finalement, on rapelle l'inégalité de Poin
aré valide dans le sous espa
e suivant de H1(Ω) :soit Γ une partie de ∂Ω à mesure positive, |Γ| > 0, et soit
H1

0,Γ(Ω) = {v ∈ H1(Ω) , v/Γ = 0 , }alors, il existe une 
onstante C , qui dépend uniquement de Ω et Γ, telle que,
‖v‖L2(Ω) ≤ C‖∇v‖L2(Ω).Ainsi, on muni H1

0,Γ(Ω) de la semi-norme ‖∇v‖L2(Ω) = |v|H1(Ω).3.2 Les modèlesNous pré
isons dans 
ette se
tion les di�érents 
ritères et 
onsidérations qui sont à labase du modèle.Tout d'abord, les vitesses qui varient en fon
tion de la lo
alisation au niveau de l'arbrebron
hique et qui, d'après Weibel [54℄, 
ouvrent une gamme importante allant d'une vi-tesse quasi nulle au niveau des a
ini, jusqu'à quelques mètres par se
onde au niveau de latra
hée. L'amplitude de 
ette gamme dépend du régime respiratoire : en régime d'exer
i
e,le nombre de Reynolds au niveau de la tra
hée atteint des valeurs importantes, jusqu'à
10000, alors qu'au repos, il est de l'ordre de 1000, 
e qui 
orrespond à une vitesse de l'ordrede 1ms−1. Les e�ets inertiels s'atténuent au fur et à mesure qu'on avan
e en profondeurdans l'arbre et l'é
oulement peut être 
onsidéré 
omme linéaire à partir d'environ la 5ème38



3.2. Les modèlesgénération ( voir [54℄ ). Une telle répartition des vitesses est à la base de notre modèle en
ompartiments où l'é
oulement dans les bron
hes proximales sera dé
rit par les équationsde Navier-Stokes, tandis que dans la partie distale à régime lent on 
onsidère les équationsde Stokes.Une autre hypothèse importante pour notre modèle est la rigidité des 
onduits ; en e�et,
omme pré
isé dans le 
hapitre 1, on note, au niveau des bron
hes supérieures (primaires,extrapulmonaires), la présen
e d'un 
artilage en forme de �fer à 
heval�. Au niveau desbron
hes intrapulmonaires, 
e 
artilage n'existe plus sous forme d'un ar
 de 
er
le, maisplut�t sous formes de petites plaques irrégulières, qui se 
hevau
hent et en
er
lent 
om-plètement le 
onduit dans le 
as des plus grosses bron
hes, ou isolées et ratta
hées pardu tissu 
onjon
tif et mus
ulaire lisse dans le 
as des petites bron
hes, jusqu'à disparition
omplète au niveau des bron
hioles. La présen
e du 
artilage tend don
 à disparaitre aufur et à mesure qu'on avan
e en profondeur dans l'arbre, notamment dans la zone médianequi nous intéresse (voir �gure 3.1).
Muqueuse

Adventice

Cartilage

Lumière

Muscle trachéal (a) Coupe transverse de la tra
hée

(b) Coupe transverse d'une bron
he (
) Coupe transverse d'une bron
hioleFig. 3.1 � Présen
e du 
artilage 39



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiqueNous gardons toutefois l'hypothèse de rigidité sur tous les 
onduits de l'arbre et onimpose sur les parois latérales une 
ondition de non glissement.Finalement, également d'après Weibel [54℄, les bron
hes ont une forme 
ylindrique, légère-ment 
�nique vers le bas de l'arbre, leur surfa
e est annelée par la stru
ture 
artilagineusequi re
ouvre les premières bron
hes. Les bron
hes proximales seront modélisées par des
ylindres lisses et bien que la stru
ture annelée 
rée des ondulations sur leur surfa
e,l'e�et sur le �ux reste négligeable 
ar les vitesses sont faibles le long des parois, 
e quiest 
ohérent ave
 la 
ondition de non glissement imposée sur la paroi latérale. Il en estde même des bron
hioles malgré leur forme légèrement 
�nique, 
ar 
e
i est néanmoinssu�samment faible pour être négligé en première approximation.La géométrie que l'on 
onsidère est s
hématiquement représentée dans la �gure 3.2. Ledomaine Ω 
orrespond aux premières bron
hes. ∂Ω est la réunion de la paroi latérale Γl,d'une se
tion d'entrée unique qui 
orrespond au nez, le larynx et l'entrée de la tra
hée,qu'on désignera par Γ0 et de multiples sorties Γi , i = 1 , . . . , N . Notons que Γ0 n'estune vraie entrée que pendant la phase inspiratoire, mais par sou
i de simpli�
ation, onutilisera toujours 
ette terminologie. La partie distale de l'arbre 
orrespond à la réuniondes domaines Ω̃i , i = 1 , . . . , N . Il est à noter que 
haque sous domaine Ω̃i a à son tourune stru
ture géométrique di
hotomique rami�ée. Dans 
ha
un des sous-domaines Ω̃i, etgrâ
e aux petits diamètres des se
tions des tubes, on suppose que l'é
oulement dans lespetites bron
hes est gouverné par la loi de Poiseuille. Cette loi est analogue à la relationéle
trique dans un réseau dans lequel le débit s'apparente à l'intensité tandis que la pres-sion joue le r�le du potentiel éle
trique. Cette analogie est dé
rite en détail dans la se
tion3.3. Ainsi, dans le 
as de l'arbre bron
hique humain, on peut 
ondenser la partie distaleet représenter, sans perte de généralité, 
haque sous domaine tronqué Ω̃i 
omme un tubeunique où l'é
oulement est gouverné par une loi de Poiseuille généralisé (on ne fait au
unehypothèse sur les se
tions des tubes). Voir la se
tion 3.3 pour l'expli
ation détaillée.
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3.2. Les modèles
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Fig. 3.2 � Le domaine
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Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiqueOn suppose que la pression est uniforme au niveau de 
ha
une des sorties Γi (on note
Πi les valeurs 
orrespondantes), et on désigne par P0 la pression atmosphérique au niveaude Γ0. Si on pres
rit une 
ondition naturelle, non dissipative, asso
iée à la pression enentrée P0 et si on é
rit simplement une 
ontrainte de sortie libre au niveau de 
haquesortie, le système qu'on 
onsidère au niveau du domaine Ω s'é
rit







































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u− µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,

µ∇u · n − pn = −P0n sur Γ0 ,

µ∇u · n − pn = −Πin sur Γi , i = 1 , . . . , N.

(3.1)
D'autre part, on suppose que l'é
oulement dans Ω̃i est gouverné par les équations deStokes ave
 
onditions aux limites naturelles ave
 des pressions Pi qui 
orrespondentà la pression au niveau des alvéoles asso
iée à la ième bron
he de l'arbre. Grâ
e à lalinéarité du problème par rapport au saut de pression Πi − Pi, il existe une 
onstante
Ri (�résistan
e� de 
haque bron
he i dont le 
al
ul sera expli
ité dans la se
tion 3.3) quidépend de la géométrie, telle que

Πi − Pi = Ri

∫

Γi

u · n. (3.2)
PSfrag repla
ements

ΓiNavier-Stokes Poiseuille
πi Pi

Ri

Fig. 3.3 �On expli
ite 
ette appro
he dans les deux modèles suivants où on introduit deux
atégories de 
onditions dissipatives : naturelles et essentielles.Remarque 3.2.1. Notons le 
hoix de la 
ondition aux limites de type
µ∇u · n − pn = −Pnet non pas

µ(∇u + t∇u) · n − pn = −Pn ,42



3.2. Les modèles
hoix justi�é par le fait que la frontière Γi est �
tive et que le �uide visqueux 
ontinueau delà de 
ette frontière. Voir le 
hapitre 2 pour une dis
ussion plus détaillée sur 
es
onditions aux limites.3.2.1 Conditions dissipatives naturellesOn élimine la pression de sortie Πi en utilisant la relation (3.2), on obtient


















































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin − Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur Γi , i = 1 , . . . , N.(3.3)L'avantage de 
ette appro
he 
onsiste don
 à se restreindre à résoudre le système deséquations de Navier-Stokes ave
 la 
ondition dissipative dans le domaine Ω qui 
ouvrejuste les 
inq ou six premières générations de bron
hes au lieu des 24 générations del'arbre 
omplet, tout en tenant 
ompte de l'é
oulement dans le reste de l'arbre.Bien que l'intérêt prin
ipal de 
ette appro
he soit de séparer le domaine �uide en unepartie Navier-Stokes (dans laquelle les e�ets inertiels du �uide ne peuvent être negligés)et une partie Stokes, nous nous 
ontenterons de présenter i
i l'appro
he dans le 
as oùl'é
oulement sur l'ensemble du domaine de 
al
ul est régi par les équations de Stokes.Ainsi le problème qu'on étudiera dans 
e qui suit est le suivant










































−µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin− Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur Γi i = 1, . . . , N.

(3.4)
On se 
ontentera d'introduire le modèle et la formulation variationnelle du problème ; le
ara
tère bien posé du problème ainsi que la généralisation de l'étude au 
as des équationsde Navier-Stokes seront établis au 
hapitre 5.On se propose d'exprimer (3.4) en une formulation variationnelle équivalente. Vue la
ondition aux limites de non glissement sur Γl, on 
hoisit l'espa
e suivant pour la vitesse

H1
0,l(Ω) = {v ∈ H1(Ω)d , v/Γl

= 0}où d = 2 , 3. Les 
onditions aux limites en entrée et sur les multiples sorties impliquentla pression ; la pression n'est don
 pas dé�nie à une 
onstante additive près et l'espa
e enpression est
M = L2(Ω) , 43



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiqueet d'une manière usuelle on dé�nit l'espa
e des vitesse à divergen
e nulle
V = {v ∈ H1

0,l(Ω) , ∇ · v = 0}.Noter que V est un espa
e de Hilbert 
omme fermé de H1
0,l(Ω), qui l'est également 
ommefermé de H1(Ω).En faisant le produit s
alaire de la première équation de (3.4) dans L2(Ω) ave
 une fon
tiontest ũ ∈ H1

0,l(Ω), et en appliquant la formule de Green, on obtient
µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ −
∫

Ω

p∇ · ũ +

∫

∂Ω

(−µ∇u · n + pn) · ũ = 0 , ∀ũ ∈ H1
0,l(Ω).En prenant en 
ompte les 
onditions aux limites, la formulation variationnelle du problèmeave
 
onditions de sorties naturelles dissipatives s'é
rit : pour µ et (Ri)i=1 , N donnés, etpour (Pi)i=0 , N données, trouver u ∈ H1

0,l(Ω) et p ∈M solutions de










































µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

−
∫

Ω

p∇ · ũ =

−P0

∫

Γ0

ũ · n −
N
∑

i=1

Pi

∫

Γi

ũ · n ∀ũ ∈ H1
0,l(Ω) ,

∫

Ω

q∇ · u = 0 , ∀q ∈M.

(3.5)
3.2.2 Conditions dissipatives essentiellesOn 
onsidère dans 
ette se
tion des 
onditions plus restri
tives, où les pro�ls de vitessesont imposés. On 
onsidère N + 1 pro�ls de vitesse paraboliques Ui, dirigés suivant lesnormales ni aux se
tions d'entrée et de sorties, pour i = 0, . . . , N , qui sont données sur
Γ0, . . ., ΓN , respe
tivement, et on impose qu'il existe pour tout i un réel λi (négatif oupositif suivant que le �uide est rentrant ou sortant à travers les Γi) tels que u = λiUipour i = 0 , . . . , N .Rappelons qu'on désigne par H1

0,l(Ω) l'espa
e des fon
tions de H1(Ω) à tra
e nulle sur laparoi latérale Γl. En vue de la 
ondition u = λiUi impliquant la 
ontrainte supplémentairesur les pro�ls de vitesse, on introduit 
omme espa
e fon
tionnel pour la vitesse
Y = {(u,Λ) ∈ H1

0,l(Ω) ×RN+1 , u = λiUi sur Γi i = 0, . . . , N} ,et l'espa
e de vitesse à divergen
e nulle
W = {u ∈ Y , ∇ · u = 0} ,qui implique que N

∑

i=0

λi

∫

Γi

Ui · n = 0. L'espa
e en pression est M = L2(Ω).Le problème ave
 
es nouvelles 
onditions aux limites, exprimées en fon
tion des multi-pli
ateurs λi s'é
rit : pour µ, (Ri)i=1 , N et (Ui)i=0 , N donnés, et pour (Pi)i=0 , N données,44



3.2. Les modèlestrouver (u , Λ) ∈ Y × R
N+1 et p ∈M solutions de



















































−µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,

u = λiUi sur Γi , i = 0, . . . , N ,
∫

Γ0

(µ∇u · n− pn) · U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur Γ0 ,

∫

Γi

(µ∇u · n− pn) ·Ui = −Pi

∫

Γi

Ui · n− λiRi

(
∫

Γi

Ui · n
)2 sur Γi i = 1, . . . , N,(3.6)où Λ = (λ0, . . . , λN) est un ve
teur de RN+1.D'une manière usuelle, on obtient alors la formulation variationnelle du problème ave

onditions de sorties dissipatives essentielles, qui s'é
rit : pour µ, (Ri)i=1 , N et (Ui)i=0 , Ndonnés, et pour (Pi)i=0 , N données, trouver (u , Λ) ∈ Y × R

N+1 et p ∈M solutions de










































µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

Ui · n
)2

λi λ̃i −
∫

Ω

p∇ · ũ

= −P0λ̃0

∫

Γ0

U0 · n−
N
∑

i=1

Piλ̃i

∫

Γi

Ui · n ∀(ũ, Λ̃) ∈ Y ,

∫

Ω

q∇ · u = 0 ∀q ∈M.

(3.7)
La formulation faible mixte du problème à résoudre est alors aussi du type : Y et Métant deux espa
es de Hilbert, a et b deux formes bilinéaires respe
tivement sur Y ×Y et
Y ×M , l une forme linéaire sur Y , trouver u ∈ Y et p ∈M solutions de

{

a(u, ũ) + b(ũ, p) = l(ũ), ∀(ũ, Λ̃) ∈ Y ,

b(u, q) = 0 ∀q ∈ M,
(3.8)ave


a(u, ũ) = µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

Ui · n
)2

λi λ̃i ,

b(ũ, q) = −
∫

Ω

q∇ · ũ ,

l(ũ) = −P0λ̃0

∫

Γ0

U0 · n −
N
∑

i=1

Piλ̃i

∫

Γi

Ui · n.Remarque 3.2.2. Notons que les deux modèles, ave
 
onditions aux limites naturelleset essentielles, ont la même formulation variationnelles et ne di�èrent que par l'espa
efon
tionnel 
orrespondant au 
hamp de vitesse, et que la première partie de Y est in
lusedans H1
0,l(Ω) (voir (3.5) et (3.7)). Ainsi, dans le 
hapitre 5 pour prouver que le problème(3.7) est bien posé, la démar
he sera analogue à 
elle adoptée pour (3.5). 45



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hique3.3 L'é
oulement dans un arbre dyadique3.3.1 Le problème modèleOn s'intéresse i
i à la zone médiane de l'arbre bron
hique qui s'étend d'environ la
5ème ou 6ème génération (bron
hioles) jusqu'à environ la 16ème ou 17ème génération(bron
hioles terminales). Cette zone est 
ara
térisée, 
omme 
ité 
i-dessus, par l'absen
ed'e�ets inertiels et par les petits diamètres des 
onduits par rapport aux bron
hes pri-maires. On suppose que toute bron
hiole se présente sous la forme d'un tube 
ylindriquerigide, ex
luant ainsi toute intéra
tion entre le �uide et la paroi latérale. On suppose qu'un�uide visqueux, in
ompressible et non inertiel y 
ir
ule. Les pressions sont supposées uni-formes sur les deux se
tions d'entrée et de sortie qu'on désignera su
essivement par S0 et
S1. Dans un tel 
as, les seules for
es extérieures agissant sur le �uide sont 
ara
tériséespar les pressions P0 et P1. Comme détaillé dans l'annexe B, dans 
haque bron
hiole, lalinéarité de l'équation de Stokes assure l'existen
e d'une résistan
e R > 0 véri�ant la loide Poiseuille qui relie le gradient de pression P0 − P1 au débit qu'on désigne par Q

P0 − P1 = RQ. (3.9)Dans 
e qui suit, l'idée 
onsiste à exploiter la linéarité de (3.9) pour établir une loi dePoiseuille généralisée pour tout un arbre dyadique, dont 
haque tube est traversé par un�uide obéissant à la loi de Poiseuille (3.9). On introduira ainsi les notions de pressionglobale équivalente et de résistan
e globale équivalente intervenant dans les 
onditionsaux limites dissipatives établies dans la se
tion 3.2, et permettant de 
ondenser l'arbredyadique en un 
onduit équivalent. Ce problème a été introduit dans [41℄ pour le 
asd'un arbre dyadique quel
onque et étudié dans [26℄ pour le 
as parti
ulier d'un arbredyadique à résistan
es homogènes par génération. Nous reprenons d'ailleurs les notationset la démar
he adaptée dans [26℄ a�n de généraliser l'étude au 
as d'un arbre dyadique àrésistan
es non-
onstantes par génération.3.3.2 NotationsOn 
onsidère un arbre dyadique à N + 1 générations g ∈ {0 , . . . , N}, la génération
0 étant désignée 
omme la ra
ine de l'arbre. On dira que l'arbre est de hauteur N + 1.Un tel arbre est dé�ni par deux ensembles : X ensemble des noeuds qu'on désignera par
X l

k, ex
epté le noeud ra
ine qu'on notera X0, et un ensemble de bran
hes Bl
k 
ara
térisées
ha
une par une résistan
e Rl

k. Il s'agit d'une numérotation lo
ale où l'indi
e k désigne lagénération et permet don
 de par
ourir l'arbre en hauteur, tandis que l désigne la positionau sein d'une génération k donnée et permet de par
ourir la génération k en largeur ; ainsi,pour une génération k donnée, k ∈ {0 , . . . , N}, pour tout l ∈ {0 , . . . , 2k−1}, Rl
k est larésistan
e de la bran
he située à la lème position de la génération k. En�n, en remarqueraque toute bran
he mère Bl

k bifurque en deux bran
hes �lles B2l
k+1 et B2l+1

k+1 .46



3.3. L'é
oulement dans un arbre dyadique
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Fig. 3.4 �3.3.3 Résistan
es et pressions globalesOn suppose la pression au niveau du noeud ra
ine nulle et on désigne par pi et qi,
i = 0 , . . . , 2N − 1 les pressions et les débits 
orrespondant respe
tivement aux sortiesde l'arbre. Etant donné un ensemble de pression (respe
tivement de débits) au niveau dessorties, il est possible de trouver les débits (respe
tivement les pressions) 
orrespondants.On introduit la dé�nition suivanteDé�nition 3.1. Etant donnés deux entiers positifs i et j et leurs expressions binaires

i =
∞
∑

k=0

αk2
k , j =

∞
∑

k=0

βk2
k , ave
 αk , βk ∈ {0 , 1} ∀k ,on dé�nit σij = inf{k ≥ 0 , αl = βl ∀l ≥ k} et γij =

[

i+2N

2σij

]

− 2N−σij .On a alors le résultat suivantProposition 3.2. On 
onsidère un arbre dyadique 
ara
térisé par les résistan
es de sesbran
hes. En supposant que le noeud ra
ine est à pression nulle, alors les pressions et les�ux sont reliés par
p = Aq , A = (Aij)0≤i , j≤2N−1 ∈ M2N (R) , Aij = Rγij

N−σijoù p = (pi)i=0 , ... , 2N−1 et q = (qi)i=0 , ... , 2N−1 et Rm
n est la résistan
e 
umulée R0

0 + · · · +
R

[ m
22

]
n−2 +R

[m
2
]

n−1 +Rm
n , ave
 n ∈ {0 , . . . , N} et m ∈ {0 , . . . , 2n − 1}. 47



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiquePreuve :La démar
he pour prouver la proposition 3.2 est la même que 
elle développée dans [26℄.On 
ommen
e par remarquer que vue la linéarité de la relation entre p et q, il su�t de
al
uler les ve
teurs pressions asso
iés à la base 
anonique de R
2N .On 
onsidère tout d'abord le ve
teur débit q = (1 , 0 , . . . , 0), 
e qui 
orrespond à lasituation où tous les noeuds en sorties sont bou
hés ex
epté le noeud X0

N où un �uide estinje
té. Par 
onservation du débit, à la ra
ine le débit sortant vaut 1. Ainsi, à la ra
ine derésistan
e R0
0, le débit valant 1 et la pression au noeud ra
ine X0 valant 0, on déduit de laloi de Poiseuille que la pression au noeud X0

0 vaut R0
0. Comme il n'y a pas d'é
oulementdans le sous arbre à droite issu de X0

0 , en
ore une fois grâ
e à la loi de Poiseuille, lespressions au niveau de ses sorties (
'est à dire aux noeuds X i
N , i = 2N−1 , . . . , 2N − 1)valent aussi R0

0. Par un raisonnement analogue, la pression au noeud X0
1 est R0

0 +R0
1 = R0

1et il est de même de la pression au niveau des sorties du sous-arbre à droite issu du noeud
X0

1 . En reprenant d'une manière ré
ursive 
ette appro
he, on trouve que la pression auxnoeuds X0
2 , X

0
3 , . . . , X

0
N vaut respe
tivement R0

2 , R0
3 , . . . , R0

N . Par 
onséquent lapression à la sortie j ∈ {0 , . . . , 2N − 1} est Rγ0j

N−σ0j
.Le même argument peut être repris pour le ve
teur débit q = (0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0)(1 étant à la ième position) pour lequel 
orrespond le 
hamp de pression

(Rγi0

N−σi0
, Rγi1

N−σi1
, . . . , Rγ

i2N −1

N−σ
i2N −1

).Par 
onséquent, on obtient
pi =

2N−1
∑

j=0

qiRγij

N−σij
.

�Remarque 3.3.1. Comme on peut le voir sur la �gure 3.5, la matri
e A présente unestru
ture parti
ulière qui re�ète la stru
ture diadyque de l'arbre, et 
haque élément de lamatri
e apparait 
omme la résistan
e 
umulée des bran
hes formant le 
hemin entre lenoeud ra
ine X0 et un noeud donné de l'abre, d'où la dé�nition 3.1 où N − σij indique laprofondeur du 
hemein et γij l'orientation du 
hemin.Remarque 3.3.2. Dans le 
as d'une pression pr non nulle au niveau du noeud ra
ine, larelation entre les pressions et les débits aux sorties de l'arbre dyadique s'é
rit également
p = Aq , A = (Aij)0≤i , j≤2N−1 ∈ M2N (R) , Aij = Rγij

N−σij
(3.10)mais ave
 p = (pi − pr)0≤i≤2N−1 et q = (qi)0≤i≤2N−1.Notons que le ve
teur p peut-être interprété 
omme le gradient de pression entre l'entréeet les multiples sorties de l'arbre et que la loi (3.10) est une généralisation de la loi dePoiseuille à l'arbre dyadique.Remarque 3.3.3. La matri
e A se présente sous la forme parti
ulière suivante qui résultede la superposition de matri
es à stru
ture en blo
s 
omme illustré 
i-dessous (voir �gure3.5), ave
 Ik

N ∈ M2N−k(R) la matri
e unité dont toutes les 
omposantes sont égales à 1,pour 0 ≤ k ≤ N .48
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+Fig. 3.5 �Proposition 3.3. La matri
e A est symétrique. De plus, si pour tout k ∈ {0, . . . , N} etpour tout l ∈ {0, . . . , 2k − 1} on a Rl
k > 0, alors la matri
e A est dé�nie positive.Preuve :Le résultat dé
oule du 
ara
tère symétrique semi-positif des matri
es Ik

N , 0 ≤ k ≤ N etdu 
ara
tère symétrique dé�ni positif de la matri
e 


R0
N · · · 0... . . . ...
0 · · · R2N−1

N






. �

Cal
ul dire
t des résistan
es et des pressions globalesLa matri
e A étant inversible, on désigne par B = (bij)0≤ij≤2N−1 son inverse. Si on sedonne les pressions à l'entrée et aux sorties de l'arbre, en résolvant le système Aq = p,on exprime les débits à travers les se
tions de sorties
qi =

2N−1
∑

j=0

bij(pr − pj), 0 ≤ i ≤ 2N − 1. 49



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiquePar 
onservation de la masse, le débit à l'entrée de l'arbre qu'on désignera par qr est alors
qr =

2N−1
∑

i=0

qi

=
2N−1
∑

i , j=0

bij(pr − pj)

= pr

2N−1
∑

i , j=0

bij −
2N−1
∑

j=0

(

2N−1
∑

i=0

bij)pj.Si on désigne par R la quantité (
2N−1
∑

i , j=0

bij)
−1 et par P l'expression R 2N−1

∑

j=0

(
2N−1
∑

i=0

bij)pj, onaboutit à
Rqr = pr − P ,qui signi�e que l'arbre dyadique à N + 1 générations se 
omporte 
omme une bran
heunique à résistan
e globale équivalente R et à pression globale équivalente en sortie P ,d'où la proposition suivanteProposition 3.4. Etant donné un arbre dyadique à N + 1 générations, 
ara
térisé parses résistan
es Rl

k , 0 ≤ k ≤ N , 0 ≤ l ≤ 2k − 1, et étant donné le ve
teur pression p auxsorties de l'arbre, alors la résistan
e globale équivalente est
R = (

2N−1
∑

i , j=0

bij)
−1et la pression globale équivalente en sortie est

P = R

2N−1
∑

j=0

(

2N−1
∑

i=0

bij)pjave
 A−1 = (bij)0≤i , j≤2N−1.Cal
uls des résistan
es et des pressions globales par l'analogie éle
triqueEn pratique, on évite de 
al
uler l'inverse de A. On traite 
e problème de bifur
ation enutilisant pour la loi de Poiseuille les propriétés de son analogue éle
trique, la loi d'Ohm : ladi�éren
e de pression 
orrespond à la di�éren
e de tension, le débit à l'intensité éle
trique,et la résistan
e de l'é
oulement à la résistan
e éle
trique. On a le résultat suivantProposition 3.5. En se plaçant au niveau d'une bran
he mère de résistan
e Rl
k bifur
anten deux bran
hes �lles de résistan
es respe
tives R2l

k+1 et R2l+1
k+1 , la résistan
e équivalentede 
et arbre di
hotomique à deux générations est

Rl
k +

(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−150



3.3. L'é
oulement dans un arbre dyadiqueet la pression équivalente en sortie est
(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−1(

p2l
k+1

R2l
k+1

+
p2l+1

k+1

R2l+1
k+1

)

.Preuve :En observant que les bran
hes �lles sont bran
hées ensemble en parallèle et ensuite ensérie à la bran
he mère, on en déduit par analogie ave
 les 
ir
uits éle
triques que pourun arbre di
hotomique à deux générations, la résistan
e équivalente est
Rl

k +

(

1

R2l−1
k+1

+
1

R2l
k+1

)−1

.Par ailleurs, dans les trois bran
hes de l'arbre, l'é
oulement est de type Poiseuille, ondispose du système suivant


















p
[ l
2
]

k−1 − pl
k = ql

kR
l
k ,

pl
k − p2l

k+1 = q2l
k+1R

2l
k+1 ,

pl
k − p2l+1

k+1 = q2l+1
k+1 R

2l+1
k+1 ,et grâ
e à la 
onservation de la masse, on a

ql
k = q2l

k+1 + q2l+1
k+1

=

(

pl
k − p2l

k+1

R2l
k+1

)

+

(

pl
k − p2l+1

k+1

R2l+1
k+1

)

= pl
k

(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)

−
(

p2l
k+1

R2l
k+1

+
p2l+1

k+1

R2l+1
k+1

)

.En remplaçant pl
k par p[ l

2
]

k−1 − ql
kR

l
k on obtient



Rl
k +

(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−1


 ql
k = p

[ l
2
]

k−1 −
(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−1(

p2l
k+1

R2l
k+1

+
p2l+1

k+1

R2l+1
k+1

)d'où on identi�e l'expression
Rql

k = p
[ l
2
]

k−1 − Pave

R = Rl

k +

(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−1étant la résistan
e équivalente et
P =

(

1

R2l
k+1

+
1

R2l+1
k+1

)−1(

p2l
k+1

R2l
k+1

+
p2l+1

k+1

R2l+1
k+1

) 51



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hiqueétant la pression équivalente. �A�n de généraliser 
es 
al
uls à tout type d'arbre di
hotomique assymétrique dissipatif à
N +1 générations, l'algorithme 
onsiste à 
ommen
er à partir des sorties et en utilisant laformule établie pour une bifur
ation unité, remonter jusqu'à l'entrée de l'arbre dissipatif.La résistan
e globale d'un arbre dissipatif à N + 1 générations sera tout d'abord 
al
uléeau niveau de la génération N pour 2N−1 bifur
ations unités. Ces résistan
es globales
al
ulées à la génération N sont utilisées pour 
al
uler les 2N−2 résistan
es globales situéesà la génération N − 1. Le même pro
édé est appliqué ré
ursivement pour déterminer larésistan
e globale de tout l'arbre dissipatif. Les valeurs des résistan
es globales 
al
ulées à
haque génération sont sto
kées dans une matri
e de tailleN2N initialement nulle ex
eptéela Nème 
olonne, qui est remplie par les valeurs des résistan
es de la génération N . Lapression globale est 
al
ulée d'une manière similaire une fois que la matri
e des résistan
esest remplie 
ar la détermination de la pression globale à une génération spé
i�que né
essitela 
onnaissan
e des résistan
es globales 
orrespondantes.Remarque 3.3.4. L'énergie visqueuse dissipée dans la totalité de l'arbre à N + 1 gé-nérations qui s'é
rit 
omme la somme de l'énergie visqueuse dissipée dans 
ha
une desbran
hes de l'arbre, peut-être exprimée en fon
tion de la matri
e A. En e�et, si on désignepar E l'énergie totale dissipée par vis
osité, on peut montrer par ré
urren
e que

E = qtAq.3.3.4 Arbres dyadiques parti
uliersCas parti
uler de l'arbre homogèneDans le 
as d'un arbre homogène, 
'est à dire 
ara
térisé par des résistan
es 
onstantespar génération R0 , R1 , . . . , RN , la relation entre pressions et débits se réduit à
p = Aq , A = (Aij)0≤i , j≤2N−1 ∈ M2N (R) , Aij = RN−σijoù Rm

n est la résistan
e 
umulée R0 +R1 + · · ·+Rn−1 +Rn.La matri
e A dans 
e 
as est doublement sto
hastique à une 
onstante multipli
ativeprès : toutes les lignes et toutes les 
olonnes ont la même somme. Cette somme est à une
onstante multipli
ative près égale à la résistan
e globale équivalente qui vaut dans 
e 
as
N
∑

k=0

Rl
k

2k
.Finalement, pré
isons que la matri
e A, dans 
e 
as parti
ulier, admet la base de Haar
omme base de ve
teurs propres [26℄.Cas parti
ulier de l'arbre géométriqueDans la littérature [54℄, les bran
hement di
hotomiques de l'arbre sont sujets à une
ertaine dissymétrie dans les premières générations de bron
hes qui s'adaptent à l'ana-tomie globale. En e�et, les premières bron
hes doivent 
ontourner le 
oeur et divisent lepoumon de façon assymétrique, en trois lobes à droites et deux lobes à gau
he. En re-van
he, à partir de la génération 5 environ, l'arbre bron
hique humain peut-être 
onsidéré52
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Fig. 3.6 � Résistan
e équivalente
omme un arbre homogène quasiment homothétique ave
 un rapport des longueurs d'unegénération à la suivante pro
he de λ = 0.85 ( voir [39℄), 
e qui implique que les résistan
esobéissent à la loi géométrique Rk = R0α
k ave
 α = λ−3 ≃ 1.63 et dans 
e 
as la résistan
eglobale équivalente se réduit à R0

N
∑

k=0

(
α

2
)k.3.4 Simulations numériquesNous terminons 
e 
hapitre par l'implantation e�e
tive sur ma
hine des deux variantesde 
onditions aux limites dissipatives, naturelles et essentielles, établies dans 
e 
hapitre.3.4.1 Simulations tridimensionnelles des 
onditions dissipativesnaturellesPour 
e qui est des 
onditions naturelles, on peut observer que la formulation (3.5)ne di�ère de la formulation usuelle, 
orrespondant à des 
onditions aux limites naturellesnon dissipatives (voir 
hapitre 2, se
tion 2.4.2), que par la présen
e de termes du type

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

.Ces termes 
ouplent les degrés de liberté en vitesse asso
iés aux points de dis
rétisationd'une même se
tion Γi pour i = 1 , . . . , N , 
e qui peut né
essiter des modi�
ationsimportantes de la stru
ture 
reuse de la matri
e de rigidité si la résolution se fait parune méthode dire
te. Dans notre 
as, on fait le 
hoix d'une résolution par une méthodeitérative où seul le produit matri
e-ve
teur est modi�é.Un solveur C++ en éléments �nis auquel on se réfèrera par MISTRAL, a été utilisé, en53



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hique
ollaboration ave
 J. F. Gerbeau1, qui en est l'auteur, pour des simulations dans un arbretridimensionnel 
omplet à quatre générations ainsi que dans l'arbre 
ondensé 
orrespon-dant formé par une bifur
ation unique. Le maillage de l'arbre dissipatif 
ondensé 
ontientenviron 1000 tétrahèdres tandis que le maillage de l'arbre 
omplet est approximativement
omposé de 4000 tétrahèdres. Le �uide 
ir
ulant aussi bien dans l'arbre 
omplet que dansl'arbre 
ondensé est newtonien de vis
osité égale à 1. Des 
onditions d'entrée et de sortieslibres sont appliquées pour l'arbre 
omplet où les pressions sont données. Pour l'arbre
ondensé, on applique la même 
ondition naturelle d'entrée libre au niveau de Γ0 mais auniveau des sorties 
e sont des 
onditions aux limites dissipatives équivalentes à l'in�uen
ede la zone dissipative de l'arbre 
omplet destinée à être 
ondensée.La simulation suivante a été réalisée ave
 une pression uniforme (la valeur imposée estde 10) à l'entrée et des 
onditions de sorties libres homogènes, pour l'arbre 
omplet. Lesrésistan
es globales R1 et R2 
orrespondent toutes les deux aux arbres 
ondensés en sor-ties et sont respe
tivement 15.8 et 14.2. Elles ont été 
al
ulées d'après la se
tion 3.3. Ellessont de valeurs di�érentes à 
ause de l'asymétrie de l'arbre 
omplet. Le 
hamp de pres-sion 
al
ulé numériquement ave
 MISTRAL dans l'arbre 
ondensé et 
elui qui 
orrespondà l'arbre 
omplet (voir �gure 3.7) sont qualitativement en bon a

ord. La di�éren
e depression entre l'entrée et 
ha
une des sorties et d'environ 7 dans l'arbre 
ondensé et lavaleur 
orrespondante est qualitativement la même dans l'arbre 
omplet. Nous 
omparonsdans le tableau 
i-dessous également, les débits au niveau des se
tions de tronquature, qui
on
ordent ave
 une erreur relative de l'ordre de 2 % s'expliquant par la sous-estimationdes zones de jon
tions des bifur
ations lors du 
al
ul des résistan
es globales équivalentes(voir �gure 3.6) ; s'ajoute à 
e
i le fait que toute in
ertitude sur les diamètres des bron
hesse traduit par une in
ertitude d'ordre 4 sur les résistan
es ( voir l'annexe B pour l'expres-sion des résistan
es). Voir la �gure 3.7 pour la 
omparaison des 
hamps de vitesse entrel'arbre 
omplet et l'arbre 
ondensé.Débit en sortie (inf) Débit en sortie (sup)Arbre 
ondensé 0.176 0.1895Arbre 
omplet 0.173 0.186Re
onstitution analytique des débitsPuisque les pressions aux bouts de l'arbre 
omplet sont supposées 
onnues, il estpossible de re
onstruire les débits dans 
haque bron
he de la partie 
ondensée de l'arbre
omplet en se basant sur les valeurs numériques des pressions 
al
ulées sur les sorties del'arbre 
ondensé et 
e
i grâ
e à la loi de Poiseuille. Les débits numériquement 
al
ulés surles sorties de l'arbre 
omplet et 
elles re
onstituées analytiquement à partir des valeursdes pressions obtenues pour les sorties de l'arbre 
ondensé sont tous deux présentés dansla �gure 3.8. Quantitativement, les débits sur les sorties des bron
hes de l'arbre 
omplet
al
ulés numériquement et analytiquement sont les mêmes ave
 une erreur estimée à 5 %.1INRIA54
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(a) Maillage de l'arbre 
omplet (b) Maillage de l'arbre 
ondensé

(
) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
omplet (d) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
ondensé

(e) Champ de pression dans l'arbre 
om-plet (f) Champ de pression dans l'arbre
ondenséFig. 3.7 � Comparaison entre arbre 
omplet et arbre 
ondensé pour les 
onditions naurellesdissipatives 55
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0.023

0.066

0.067

0.15

0.069

0.028

0.065
0.082

0.082

0.122

Fig. 3.8 � Re
onstitution des débits3.4.2 Simulations bidimensionnelles des 
onditions dissipativesessentiellesPour 
e qui est de la se
onde appro
he ave
 
onditions dissipatives essentielles, pré
i-sons que le prin
ipal intérêt de 
ette formulation est théorique, puisqu'elle permet d'ob-tenir des estimations a priori quand elles sont appliquées aux équations de Navier-Stokes,
omme on le détaillera dans le pro
hain 
hapitre. En e�et, le fait d'imposer la 
ontraintesupplémentaire u/Γi
= λiUi , i = 0 , . . . , N , revient à se limiter à un seul degré de li-berté en vitesse pour l'entrée et 
ha
une des sorties du domaine de 
al
ul et aura poure�et de permettre le 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique. Notons néanmoins qu'elles pré-sentent également un intérêt numérique puisqu'elles peuvent être implantées simplementà partir d'un solveur standard, 
ar on peut se ramener très simplement à un problèmede 
ontr�le optimal, les paramètres de 
ontr�les étant les λi pour i = 0 , . . . , N , liés parune 
ontrainte de �ux global nul, l'obje
tif étant le jeu de 
onditions dissipatives sur lesse
tions Γi , i = 0 , . . . , N .Le mailleur-solveur en éléments �nis FreeFem++ ( voir [20℄) a été utilisé pour faire des si-mulations aussi bien dans un arbre 
omplet en dimension deux, à quatre générations, quedans l'arbre 
ondensé 
orrespondant à bifur
ation unique. Le maillage de l'arbre dissipatif
ondensé 
ontient 2200 triangles tandis que le maillage de l'arbre 
omplet est approxi-mativement 
omposé de 16000 éléments. On 
ommen
e par une simulation au niveau de56



3.4. Simulations numériquesl'arbre 2D 
omplet. Le �uide y 
ir
ulant est à vis
osité égale à 1. Les 
onditions auxlimites appliquées en entrée et aux sorties sont libres non homogènes. Les 
ontours desintensités de pression sont présentés dans la �gure 3.10.Ensuite, on réalise une simulation dans l'arbre 
ondensé. A 
ause des termes de type
(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)dont l'implantation dire
te et standard n'est pas prévue par Freefem++, on utilise unete
hnique d'optimisation. On pro
ède 
omme suit : d'abord, on 
onsidère un arbre 
ondenséformé d'une unique bifur
ation, dans lequel la sortie supérieure est fermée. Des pro�lsparaboliques de vitesse sont appliqués à l'entrée et à la sortie inférieure. On résout leproblème de Stokes asso
ié à 
es 
onditions aux limites































−µ△u1 + ∇p1 = 0 dans Ω ,
∇ · u1 = 0 dans Ω ,

u1 = 0 sur Γl ,
u1 = 0 sur Γ2 ,
u1 = U0 sur Γ0 ,
u1 = α1U1 sur Γ1 ,où α1 = −

∫

Γ0

U0 · n
∫

Γ1

U1 · n
, a�n de véri�er la 
ondition de �ux global nul, et on désigne par

(u1 , p1) la solution (voir la �gure 3.9). La simulation est alors réalisée pour le problèmesymétrique et 
e
i donne (u2 , p2). En exprimant (u , p) sous la forme de 
ombinaisonslinéaires des problèmes intermédiaires u =

2
∑

i=1

aiui , p =

2
∑

i=1

aipi + b, la linéarité duproblème de Stokes permet de déduire que (u , p) est solution de






−µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,
∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl.Ensuite, on 
al
ule (ai)i=1,2 et b tels que (u , p) soit solution du système






























µ∇u · n− p = −P0n sur Γ0 ,

µ∇u · n − pn = −P1n− R1

(
∫

Γ1

u · n
)

n sur Γ1 ,

µ∇u · n − pn = −P2n− R2

(∫

Γ2

u · n
)

n sur Γ2.Ayant ré
upéré les valeurs de (ai)i=1,2 et b, on peut trouver les multipli
ateurs λi :










λ0 = a1 + a2 ,

λ1 = α1a1 ,

λ2 = α2a2 , 57
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e qui permet �nalement de trouver (u , p) solution du problème (3.6) par une simplerésolution du problème de Stokes suivant ave
 
ondition de Diri
hlet






























−µ△u + ∇p = 0 dans Ω ,
∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,
u = λ0U0 sur Γ0 ,
u = λ1U1 sur Γ1 ,
u = λ2U2 sur Γ2.Les résistan
es globales R1 et R2 
orrespondant aux deux sorties de l'arbre 
ondensésont respe
tivement 126 et 139. Leur 
al
ul s'est fait suivant la se
tion 3.3 et dans le
as d'un é
oulement de Poiseuille 2D. Ce
i permet aussi de 
al
uler la pression globale
orrespondant aux deux sorties de l'arbre 
ondensé. Les 
ontours des intensités de pressionsont présentés dans la �gure 3.10. Le tableau suivant donne les valeurs des débits et despressions pour l'arbre 
ondensé et l'arbre 
omplet au niveau de la première bifur
ation.Débit en sortie (inf) Débit en sortie (sup)Arbre 
ondensé 0.129 0.142Arbre 
omplet 0.119 0.133Pression en sortie (inf) Pression en sortie (sup)Arbre 
ondensé 2.885 3.321Arbre 
omplet 3.384 3.607Les résultats obtenus dans l'arbre 
ondensé et l'arbre 
omplet sont relativement en bona

ord, puisque il y a une erreur de 10 % entre les valeurs de pression et de vitesse. Cetteerreur est essentiellement due à la mauvaise approximation géométrique de la zone debifur
ation, lors du 
al
ul de la résistan
e équivalente du sous-arbre (voir la �gure 3.6).Remarque 3.4.1. Remarquons qu'ave
 
e pro
édé d'optimisation, il faut faire autant de
al
uls intermédiaires que l'arbre 
ondensé 
ompte de sorties. Toutefois, 
ette méthodequi 
onsiste à exprimer le 
hamp �nal 
omme 
ombinaison linéaire des 
al
uls intermé-diaires, présente l'avantage de rendre possible l'implantation des 
onditions dissipativesessentielles sur tout 
ode standard de 
al
ul, puisque les 
al
uls intermédiaires sont des ré-solutions du problème de Stokes ave
 
onditions aux limites de Diri
hlet sur l'ensemble dela frontière du domaine de 
al
ul. De plus, 
omme on le détaillera dans le pro
hain 
hapitre
ette appro
he présente également un intérêt théorique puisqu'elle sert à la 
onstru
tiond'une base de Galerkin lors de la re
her
he des solutions des équations de Navier-Stokesave
 
onditions dissipatives essentielles.3.4.3 Vis
osité �
tiveNous présentons dans 
e qui suit une deuxième appro
he qui permet d'implanter uneappro
he voisine des 
onditions aux limites dissipatives naturelles sur tout 
ode standardde 
al
ul : on peut prolonger le domaine de 
al
ul Ω sur une petite zone ωi au-delà de58



3.4. Simulations numériques

(a) Champ de vitesse pour le 
al
ulintermédiaire (b) Champ de pression pour le 
al
ulintermédiaireFig. 3.9 � Problèmes intermédiaires
haque sortie Γi, imposer les 
onditions de sortie libre au sens usuel à la sortie de ωi, etrempla
er la vis
osité du �uide dans 
es domaines par une valeur �
tive µ̃i, 
alée de tellesorte que la résistan
e du 
onduit ωi soit pré
isément la résistan
e du 
onduit 
ondensé
Ω̃i.A�n de valider 
ette appro
he, des tests ont été réalisés ave
 Freefem++. Pour 
e dernier
ode, les bron
hes de sorties de l'arbre 
ondensé ont été prolongées par des tubes 
ylin-driques, qui sont supposés remplis d'un �uide �
tif à vis
osité µ̃. En utilisant en
ore unefois la loi de Poiseuille, la résistan
e de l'é
oulement dans 
ette extension de longueur Let de diamètre D est R = 128µ̃L/(ΠD4). La valeur de µ̃ est 
hoisie de manière à 
e que
R 
orresponde à la résistan
e équivalente de l'arbre 
ondensé.Une simulation a été réalisée ave
 Freefem++ dans l'arbre 
omplet où les 
onditions d'en-trée et de sorties libres non homogènes appliquées sont analogues à 
elles du pré
édenttest. La même 
ondition d'entrée est appliquée à l'entrée de l'arbre 
ondensé et de l'arbre
omplet. Les vis
osités virtuelles µ̃1 et µ̃2 
orrespondantes aux résistan
es globales R1 et
R2 imposées pour le pré
édent 
al
ul ave
 Freefem++ sont respe
tivement égales à 126et 139. Les valeurs des pressions obtenues sur les se
tions de référen
e lo
alisées au mêmeniveau dans l'arbre 
omplet et l'arbre 
ondensé peuvent être 
omparées qualitativement.Les deux se
tions de référen
e 
hoisies, appellées se
tion 1 et se
tion 2, sont lo
alisées àl'interfa
e entre la zone à vis
osité unitaire et 
elles de vis
osités µ1 et µ2. L'erreur entrela pression 
al
ulée au niveau des se
tions dans l'arbre 
omplet et l'arbre 
ondensé est demoins de 2 % 
omme illustré par le tableau suivant (Voir la �gure 3.11 pour les maillageset la 
omparaison des 
hamps de vitesse et de pression).

Débit en sortie (inf) Débit en sortie (sup)Arbre 
ondensé 0.13 0.143Arbre 
omplet 0.125 0.138 59



Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hique

(a) Maillage de l'arbre 
omplet (b) Maillage de l'arbre 
ondensé

(
) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
omplet (d) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
ondensé

(e) Champ de pression dans l'arbre
omplet (f) Champ de pression dans l'arbre
ondenséFig. 3.10 � Comparaison entre l'arbre 
omplet et l'arbre 
ondensé pour les 
onditionsdissipatives essentielles60



3.5. Con
lusionPression en sortie (inf) Pression en sortie (sup)Arbre 
ondensé 3.462 3.759Arbre 
omplet 3.71 3.983.5 Con
lusionLa multipli
ité des 
as test de simulation réalisés ave
 les deux 
odes d'éléments �-nis, les résultats prometteurs de 
omparaison entre l'arbre 
omplet et l'arber 
ondensé
orrespondant sont très en
ourageants pour de futures études sur les 
onditions aux li-mites dissipatives. La simulation de l'é
oulement de l'air dans les bron
hes proximaleshumaines re
onstituées depuis la tra
hée à la 5ème génération basée sur l'imagerie mé-di
ale telle que la tomographie numérique 
ombinerait des simulations des équations deNavier-Stokes dans les bron
hes proximales et 
onditions aux limites dissipatives qui pren-draient en 
ompte l'arbre pulmonaire distal 
omplexe. La durée du 
al
ul dans 
e modèlede partie proximale ave
 
onditions dissipatives serait signi�quativement inférieure à 
elledans l'arbre réaliste 
omplet de la tra
hée à la 23ème génération et similaire à la durée de
al
ul dans l'arbre proximal ave
 
onditions de sorties libres homogènes. Finalement, les
onditions aux limites dissipatives pourraient être utilisées pour réaliser des simulationsinstationnaires 
omplexes. Ainsi, simuler l'ouverture et la fermeture des alvéoles durantle 
y
le respiratoire en utilisant des sorties dissipatives transitoires serait possible.
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Chapitre 3. Conditions dissipatives pour l'é
oulement de l'air dans l'arbre bron
hique

(a) Maillage de l'arbre 
omplet (b) Maillage de l'arbre 
ondensé

(
) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
omplet (d) Module du 
hamp de vitesse dansl'arbre 
ondensé

(e) Champ de pression dans l'arbre
omplet (f) Champ de pression dans l'arbre
ondenséFig. 3.11 � Comparaison entre l'arbre 
omplet et l'arbre 
ondensé pour l'appro
he ave
vis
osité �
tive62
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ini
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4.1. Introdu
tion4.1 Introdu
tionCe 
hapitre se stru
ture en deux parties : dans la première partie, on étudie le sys-tème des équations de Navier-Stokes ave
 
onditions aux limites dissipatives naturellesou essentielles. Dans la deuxième partie, 
es modèles par 
ompartiments sont enri
his enles 
ouplant à une partie déformable qui 
orrespond au paren
hyme au sein duquel lesalvéoles sont immérgées. A 
e niveau, on propose les dépla
ements d'un piston 
ommemodèle simpli�é des mouvements du diaphragme pulmonaire. Celui-
i à travers une pres-sion alvéolaire qui agit sur les 
onditions aux limites dissipatives aux bouts de l'arbretronqué, pilote l'é
oulement de l'air dans les voies aériennes supérieures de l'arbre. Ainsi,les 
onditions aux limites imposées aux sorties de la zone supérieure de l'arbre prennenten 
ompte aussi bien l'é
oulement dans la zone intermédiaire que dans la partie inférieuresiège des a
ini (approximativement entre les générations 17 et 24).Dans la première partie du 
hapitre, 
'est à dire sans piston, on établit, par une appro
hede type méthode de Galerkin, des résultats� d'existen
e de solutions faibles en temps petit pour données quel
onques, ainsi quel'existen
e globale en temps pour données petites, pour les 
onditions aux limitesdissipatives essentielles,� d'existen
e de solutions faibles en temps petit pour données petites pour les 
ondi-tions aux limites dissipatives naturelles, et globales en temps pour données en
oreplus petites.Dans la deuxième partie du 
hapitre, 
'est à dire en 
onsidérant le 
ouplage 
ompletin
luant le piston, on établit, toujours par une appro
he de type méthode de Galerkin,des résultats� d'existen
e de solutions faibles en temps petit pour données quel
onques, pour les
onditions aux limites dissipatives essentielles,� d'existen
e de solutions faibles en temps petit pour données petites pour les 
ondi-tions aux limites dissipatives naturelles.La méthode est la même pour les deux types de 
onditions aux limites : estimations apriori et obtention d'estimations supplémentaires a�n d'obtenir la 
ompa
ité de la suite desolutions appro
hées. Dans le 
as des 
onditions dissipatives essentielles les résultats sontprouvés aussi bien en dimension deux qu'en dimension trois, 
ependant, dans le 
as des
onditions dissipatives naturelles, ils ne le sont qu'en dimension deux. Une autre démar
heest utilisée au 
hapitre 5, uniquement dans le 
as sans piston, pour généraliser 
es résultatsà la dimension trois. D'autre part, pour le 
as ave
 piston, 
ette di�
ulté pourrait êtresurmontée si des 
onditions aux limites faisant intervenir la pression dynamique sontutilisées.4.2 Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokesave
 
onditions dissipativesDans 
ette première partie, on s'intéresse aux équations de Navier-Stokes ave
 
ondi-tions dissipatives aussi bien naturelles qu'essentielles. 65



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
ini4.2.1 Position du problèmeRappelons les deux modèles auxquels on s'intéresse.
Conditions aux limites dissipatives naturellesDans le 
as de 
onditions aux limites dissipatives naturelles, le problème auquel ons'intéresse s'é
rit 
omme suit






























































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u− µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur ]0, T [×Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin −Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n ,sur ]0, T [×Γi i = 1 , . . . , N ,

(4.1)
où les résistan
es Ri > 0, pour i = 1 , . . . , N , ainsi que les pressions Pi , i = 0 , . . . , N ,sont données. La densité ρ est 
onstante et donnée, ainsi que la vis
osité µ.
Conditions aux limites dissipatives essentiellesLe deuxième modèle auquel on s'intéresse, où les équations de Navier-Stokes sont
ouplées à des 
onditions aux limites dissipatives essentielles, est le 
as parti
ulier oùl'on suppose que les pro�ls de vitesse Ui sont donnés dans H 1

2

00(Γi) , i = 0 , . . . , N .Sur le plan de la modélisation, il pourrait être pertinent de 
onsidérer des pro�ls sus-
eptible de 
hanger au 
ours du temps (notamment au niveau de l'entrée/sortie Γ0),mais pour l'analyse mathématique nous 
onsidérons i
i uniquement des pro�ls indéden-dants du temps (typiquement pro�ls de type Poiseuille). Rappelons que l'on désigne par
Λ = (λ0 , . . . , λN) un ve
teur de R

N+1 et que le problème s'é
rit 
omme le système deséquations de Navier-Stokes suivant ave
 des 
onditions aux limites qui prennent à présent66



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativesen 
ompte la 
ontribution des λi , i = 0 , . . . , N . Le problème s'é
rit

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


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






























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






















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





ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ△u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

u = λiUi sur ]0, T [×Γi ,

i = 0 , . . . , N ,
∫

Γ0

(µ∇u · n− pn) ·U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur ]0, T [×Γ0 ,

∫

Γi

(µ∇u · n − pn) · Ui = −Pi

∫

Γi

Ui · n− λiRi

(
∫

Γi

Ui · n
)2

, sur ]0, T [×Γi ,

i = 1 , . . . , N.(4.2)Dans les se
tions 4.2.2 et 4.2.3 on établit les bilans d'énergie et les formulations variation-nelles asso
iés respe
tivement aux 
onditions aux limites naturelles et essentielles. Dans lase
tion 4.2.4 on établit des estimations a priori et on prouve deux types de résultats d'exis-ten
e pour les 
onditions aux limites dissipatives essentielles, existen
e de solution faibleen temps petit pour données quel
onques et existen
e de solution globale en temps pourdonnées petites, alors que pour les 
onditions aux limites dissipatives naturelles on n'ob-tient que l'existen
e de solutions faibles en temps petit pour données petites et globalesen temps pour données plus petites. Dans 
ette se
tion on 
ommen
era par étudier le 
asdes 
onditions dissipatives essentielles qui sont 
ertes plus restri
tives, mais la 
ontraintesupplémentaire u = λiUi sur les Γi, fa
ilite le 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique et lesrésultats établis sont valables aussi bien en dimension deux qu'en dimension trois. En-suite, on étudie le 
as des 
onditions dissipatives naturelles pour lequel les résultats nesont prouvés qu'en dimension deux.4.2.2 Bilan d'énergieConditions aux limites dissipatives naturellesSupposons que la solution du problème (4.1) existe et est assez régulière. Dans 
e 
asil est intéressant d'avoir une notion de bilan d'énergie. On désigne par Ecf (t), l'énergie
inétique du �uide
Ecf(t) =

1

2
ρ

∫

Ω

|u|2.On multiplie la première équation de (4.1) par u. Après intégration par parties et uti-lisation de la 
ondition d'in
ompressibilité et des 
onditions aux limites de (4.1) on obtient
ρ

∫

Ω

∂u

∂t
·u+ρ

∫

Ω

(u ·∇u) ·u+µ

∫

Ω

|∇u|2+
N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

u · n
)2

+
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u ·n = 0. (4.3)67



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniOn peut faire apparaitre la dérivée en temps de l'énergie 
inétique du �uide
ρ

∫

Ω

∂u

∂t
· u =

d

dt

1

2
ρ

∫

Ω

|u|2 =
d

dt
Ecf .Par ailleurs, on a, pour i = 0 , . . . , N ,

Pi

∫

Γi

u · n = PiQi = −TPi
,où TPi

est la puissan
e développée par la for
e asso
iée à la pression Pi , ∀i = 0 , . . . , N .En intégrant par parties le terme non linéaire on a
ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u = ρ
N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2
2

u · n − ρ

∫

Ω

|u|2
2

∇ · u.Comme le 
hamp de vitesse est à divergen
e nulle, on a
ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u = ρ

N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2
2

u · n = Fcf ,où Fcf désigne le �ux d'energie 
inétique.Finalement, on désigne par |.|µ,R la norme induite par la forme bilinéaire positive suivante
aµ,R(u , ũ) = µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

.A partir de (4.3) on a
d

dt
(Ecf) = −µ

∫

Ω

|∇u|2 −
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

− ρ

N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2
2

u · n −
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u · n ,
e qui s'é
rit aussi en utilisant les notations introduites 
i-dessus
d

dt
(Ecf) = −|u|2µ,R − Fcf +

N
∑

i=0

TPi
,qui exprime la perte instantanée d'énergie 
inétique du �uide 
omme puissan
e dissipéepar vis
osité du �uide aussi bien dans la partie proximale que dans la partie distale del'arbre et 
omme �ux d'énergie 
inétique et 
omme puissan
e développée par les for
es depression de part et d'autre de l'arbre.Remarque 4.2.1. La présen
e du terme du �ux d'énergie 
inétique Fcf dont on ne
onnait pas le signe empê
he de borner l'énergie du système et introduit des di�
ultéssupplémentaires pour établir des estimations a priori. On verra toutefois, dans la suite,que dans le 
as parti
ulier des 
onditions aux limites dissipatives essentielles, on peutsurmonter 
ette di�
ulté en tirant pro�t du fait que les tra
es des vitesses sur les se
tionsd'entrée et de sorties de l'arbre vivent dans un espa
e de dimension �nie.68



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativesConditions aux limites dissipatives essentiellesPour les 
onditions dissipatives essentielles la démar
he est analogue à 
elle développée
i-dessus. En tenant 
ompte du fait que
u = λiUi sur Γi , i = 0 , . . . , N ,le �ux d'énergie 
inétique du �uide s'é
rit

Fcf =
ρ

2

N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2u · n =
ρ

2

N
∑

i=0

λ3
i

∫

Γi

|Ui|2Ui · n ,la 
ontribution à la dissipation, qui provient de la partie résistive de l'arbre s'é
rit
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

=

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

,la puissan
e développée par les for
es de pression
FPi

= −Pi

∫

Γi

u · n = −Piλi

∫

Γi

Ui · n , i = 0 , . . . , N ,et on a de la même manière le bilan
d

dt
(Ecf ) = −|u|2µ,R −Fcf +

N
∑

i=0

TPi
,ave
 la 
ontrainte supplémentaire u = λiUi sur Γi , i = 0 , . . . , N .4.2.3 Formulation variationnelleConditions aux limites dissipatives naturellesSoit Ω le domaine borné de R

d (d = 2 , ou 3) introduit dans le pré
édent 
hapitre(voir la �gure 3.2), dont la paroi latérale est notée Γl. On rappelle les espa
es
H1

0,l(Ω) = {u ∈ H1(Ω) , u/Γl
= 0} ,

V = {u ∈ H1
0,l(Ω) , ∇ · u = 0}muni de la norme H1(Ω). On introduit également l'espa
e H suivant

H = {u ∈ L2(Ω) , u · n = 0 sur Γl , ∇ · u = 0}.On s'intéresse à l'étude du problème suivant : étant donnés
u0 ∈ H ,

Pi ∈ L2(0, T ) pour i = 0 , . . . , N ,

Ri > 0 pour i = 1 , . . . , N ,

(4.4)69



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
initrouver u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) et p ∈ D′(Ω×]0, T [) véri�ant

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
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












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



ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u− µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur ]0, T [×Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin −Ri

(
∫

Γi

u · n
)

nsur ]0, T [×Γi i = 1 , . . . , N ,

u(0, x) = u0.

(4.5)
Sous les hypothèses (4.4), nous appelons solution faible du problème (4.5), toute fon
tion
u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) telle que
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

Ri(

∫

Γi

u · n)(

∫

Γi

ũ · n)

)

ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0) −
∫ T

0

(

N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u · n
)

ϕ(t) ,

∀ũ ∈ V et ∀ϕ ∈ D([0, T [). (4.6)Conditions aux limites dissipatives essentiellesDans 
ette se
tion, on étudie le problème dans le 
as parti
ulier des 
onditions auxlimites dissipatives essentielles. On suppose que les pro�ls de vitesse Ui sont donnés dans
H

1

2

00(Γi) , i = 0 , . . . , N . Rappelons que l'on désigne par Λ = (λ0 , . . . , λN) un ve
teurde R
N+1 et que l'on désigne par W l'espa
e fon
tionnel suivant

Y = {(u,Λ) ∈ H1
0,l(Ω) × R

N+1 , u = λiUi sur Γi i = 0, . . . , N}.On 
onsidère également l'espa
e des fon
tions à divergen
e nulle
W = {(u,Λ) ∈ Y , ∇ · u = 0}.Etant donnés
Ui ∈ H

1

2

00(Γi) , i = 0 , . . . , N ,

u0 ∈ H ,

Pi ∈ L2(0, T ) , i = 0 , . . . , N ,

Ri > 0 , i = 1 , . . . , N ,

(4.7)
70
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onditions dissipativeson veut trouver (u , Λ) ∈ (L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)) × L∞(0, T ) et p ∈ D′(Ω×]0, T [)véri�ant

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


































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
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





































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ△u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

u = λiUi sur ]0, T [×Γi ,

i = 0 , . . . , N ,
∫

Γ0

(µ∇u · n− pn) ·U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur ]0, T [×Γ0 ,

∫

Γi

(µ∇u · n − pn) · Ui = −Pi

∫

Γi

Ui · n− λiRi

(
∫

Γi

Ui · n
)2

, sur ]0, T [×Γi ,

i = 1 , . . . , N ,

u(0, x) = u0. (4.8)En 
onsidérant des fon
tions tests à divergen
e nulle, on obtient une formulation faibledu problème, et on dira que u est une solution faible de (4.8) sur [0, T [ si� u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)� ∃λi ∈ L∞(0, T ) tel que u/Γi
= λiUi p.p. t� sous les hypothèses (4.7) (u,Λ) véri�e

−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0) −
∫ T

0

(

N
∑

i=0

PiΛ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t) ,

∀(ũ, Λ̃) ∈W et ∀ϕ ∈ D([0, T [) , où Λ = (Λi)1≤i≤N+1 = (λi)0≤i≤N = (λ0 , λ1 , . . . , λN).(4.9)4.2.4 Estimations a priori et prin
ipaux résultatsConditions aux limites dissipatives essentiellesLa preuve des estimations a priori qu'on établit dans 
ette se
tion repose essentielle-ment sur le fait que la tra
e du 
hamp des vitesses sur les se
tions Γi, vit dans un espa
ede dimension �nie du fait de la 
ontrainte u/Γi
= λiUi , i = 0 , . . . , N et en raison dunombre �ni de sorties Γi. En e�et, pour borner le terme 
onve
tif non linéaire on utilisele lemme suivantLemme 4.1. Pour tout i ∈ {0 , . . . , N} tel que Ui ·n 6= 0, il existe une 
onstante Ci > 0telle que, pour tout (u,Λ) ∈W on a

|λi| ≤ Ci‖u‖L2(Ω) , 71



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
inioù W = {(u,Λ) ∈ H1
0,l(Ω) × R

N+1 , u = λiUi sur Γi i = 0 , . . . , N , ∇ · u = 0}.Preuve :En utilisant des arguments standards (voir [23℄) on 
ommen
e par montrer que
‖u·n‖

(H
1/2

00
(Γi))′

≤ C
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

, ∀u ∈ Hdiv(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∇·u ∈ L2(Ω)} ,où H 1

2

00(Γi) désigne le sous-espa
e de H 1

2 (Γi) formé des fon
tions dé�nies sur Γi et dontl'extension par 0 à ∂Ω \ Γi appartient à H 1

2 (∂Ω).En e�et, soient u ∈ D(Ω̄) et v ∈ D(Ω̄). D'après la formule de Green on a
∫

∂Ω

u · n v =

∫

Ω

u · ∇v +

∫

Ω

∇ · u v.Par densité de D(Ω̄) dans H1(Ω) et l'inégalité de S
hwartz, on a pour tout u ∈ D(Ω̄) etpour tout v ∈ H1(Ω)

|
∫

∂Ω

u · n v| ≤ |
∫

Ω

u · ∇v| + |
∫

Ω

∇ · u v|

≤ ‖u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

‖v‖H1(Ω).Soit w un élément de H 1

2

00(Γi). Il existe un relèvement v de H1(Ω) tel que v/Γi
= w et

‖v‖H1(Ω) ≤ C‖w‖
H

1
2

00
(Γi)

, où C > 0. On a alors
|
∫

Γi

u · nw| ≤ C
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

‖w‖
H

1/2

00
(Γi)

, ∀w ∈ H
1/2
00 (Γi) et ∀u ∈ D(Ω̄).Ainsi,

‖u·n‖
(H

1/2

00
(Γi))′

= sup

w ∈ H
1/2
00 (Γi)

w 6= 0

|
∫

Γi

u · nw|

‖w‖
H

1/2

00
(Γi)

≤ C
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

, ∀u ∈ D(Ω̄).Par densité de D(Ω̄) dans Hdiv(Ω), on obtient
‖u · n‖

(H
1/2

00
(Γi))′

≤ C
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

, ∀u ∈ Hdiv(Ω).Or, pour (u,Λ) ∈ W on a |λi| =
‖u · n‖

(H
1/2

00
(Γi))′

‖Ui · n‖(H
1/2

00
(Γi))′

. Ainsi, en tenant en 
ompte du faitque ∇ · u = 0, on aboutit à
|λi| ≤ Ci‖u‖L2(Ω) où Ci =

C

‖Ui · n‖(H
1/2

00
(Γi))′

.

�72
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onditions dissipativesProposition 4.2. Sous les hypothèses (4.7), il existe un temps t∗ , 0 < t∗ su�sammentpetit qui dépend des données et une 
onstante C > 0 qui dépend aussi des données telsque pour toute u solution régulière de (4.8) on a
ρ

2
‖u‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) + µ‖u‖2
L2(0,t∗;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.De plus, si on suppose que
‖u0‖L2(Ω) ≤

µ

2ρK
(4.10)et que

Pi ∈ L∞(0,∞) , i = 0 , . . . , N et P̃ = sup
t

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

≤ µ2

2
√

2KK2C1C2
2ρ
, (4.11)où K , K2 , C1 et C2 sont des 
onstantes qui seront dé�nies dans 
e qui suit, alors lasolution véri�e

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,∞;L2(Ω)) ≤
µ2

8ρK2
,et pour tout T

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + µ‖u‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ T

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ CT .Preuve :Le lemme 4.1 et en notant que si Ui ·n = 0 alors la 
ontribution au �ux d'énergie 
inétiquede la sortie Γi est nulle, nous permettent d'estimer le terme 
onve
tif non linéaire
|

N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2(u · n)| = |
N
∑

i=0

(λi)
3

∫

Γi

|Ui|2(Ui · n)| ≤ K1C
3
1‖u‖3

L2(Ω)ave
 K1 =

(

N
∑

i=0

∫

Γi

|Ui|2|Ui · n|
) et C1 = max0≤i≤N |Ci|. Noter que 
ette estimationrepose sur le fait que la tra
e de la vitesse sur 
haque Γi , i = 0 , . . . , N , est supposéedé
rite par un seul degré de liberté. Cette estimation n'est pas vraie en général. On aaussi

|
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u · n| = |
N
∑

i=0

Piλi

∫

Γi

Ui · n| ≤ K2C1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)ave
 K2 =

(

N
∑

i=0

∫

Γi

|Ui · n|
). En utilisant 
es deux inégalités et le bilan d'énergie, on73



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniobtient
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 + µ

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ ρ

2
C3

1K1‖u‖3
L2(Ω)

+C1K2

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)

≤ C

(

‖u‖3
L2(Ω) + ‖u‖2

L2(Ω) +
N
∑

i=0

|Pi|2
)

.Ainsi, si Pi ∈ L2(0, T ) , i = 0 , . . . , N , grâ
e au lemme C.4, il existe un temps t∗ , 0 < t∗,su�samment petit qui dépend des données et une 
onstante C > 0 qui dépend aussi desdonnées tels que pour toute solution régulière de (4.8) on a
ρ

2

∫

Ω

|u|2(t) + µ

∫ t

0

∫

Ω

|∇u|2 +
N
∑

i=1

Ri

∫ t

0

(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ C t ≤ t∗et alors toute solution régulière est bornée dans L∞(0, t∗;L2(Ω))∩L2(0, t∗;H1(Ω)). Noter,qu'en raison de la majoration obtenue pour le terme 
onve
tif non linéaire, 
ette estimationa priori n'est vraie qu'en temps su�samment petit et il en dé
oulera un résultat d'existen
elo
ale en temps pour données quel
onques. Cependant, si les données sont su�sammentpetites, on peut prouver que la solution reste dans une boule donnée, pour tout temps.En e�et, en utilisant l'inégalité de Poin
aré
‖u‖L2(Ω) ≤ C2‖∇u‖L2(Ω)
ombinée ave
 le lemme 4.1, on a l'inégalité suivante pour le terme non linéaire

|
N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2(u·n)| = |
N
∑

i=0

(λi)
3

∫

Γi

|Ui|2(Ui·n)| ≤ K1C
3
1‖u‖3

L2(Ω) ≤ K‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω) ,ave
 K = K1C

3
1C

2
2 . De plus,

|
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u · n| ≤ K2C1C2P̃‖∇u‖L2(Ω) ,et par 
onséquent
ρ

2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω) + (
µ

2
− ρ

2
K‖u‖L2(Ω))‖∇u‖2

L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2 (Ui · n)2 ≤ K2

2C
2
1C

2
2

2µ
P̃ 2.Ainsi, sur tout intervalle de temps sur lequel ‖u‖L2(Ω) ≤

µ

2ρK
, on a

ρ

2

d

dt
‖u‖2

L2(Ω) +
µ

4C2
2

‖u‖2
L2(Ω) ≤

K2
2C

2
1C

2
2

2µ
P̃ 2 ,74
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onditions dissipativeset par le lemme (C.1) on a
ρ

2
‖u‖2

L2(Ω) ≤
ρ

2
‖u0‖2

L2(Ω)e
− µ

2ρC2
2

t
+
K2

2C
2
1C

4
2ρ

µ2
P̃ 2(1 − e

− µ

2ρC2
2

t
).Ainsi, si Pi ∈ L∞(0, T ) , i = 0 , . . . , N , et plus pré
isément, si P̃ 2 ≤ µ4

8ρ2K2
2K

2C2
1C

4
2

etsi ‖u0‖L2(Ω) ≤
µ

2ρK
alors

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,∞;L2(Ω)) ≤
µ2

8ρK2
.

�Dans 
e qui suit on montre que le problème (4.8) admet au moins une solution et 
e
ipar une appro
he de type Galerkin. Au vu de la proposition 4.2, on prouve deux types derésultats d'existen
e : lo
alement en temps pour données quel
onques et globalement entemps pour données su�samment petites. Plus pré
isément, on a le théorème suivantThéorème 4.3. Sous les hypothèses (4.7), il existe un temps t∗ , 0 < t∗ et une solutionfaible de (4.8) sur [0, t∗]. De plus, il existe une 
onstante C > 0 telle que la solution véri�el'estimation suivante
ρ

2
‖u‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) + µ‖u‖2
L2(0,t∗;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.De plus, si on suppose que
‖u0‖L2(Ω) ≤

µ

2ρKet que
Pi ∈ L∞(0,∞) , i = 0 , . . . , N et P̃ ≤ µ2

2
√

2KK2C1C2
2ρ
,alors il existe au moins une solution faible de (4.8) sur [0,∞[. De plus, 
ette solutionvéri�e

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,∞;L2(Ω)) ≤
µ2

8ρK2
,et pour tout T

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + µ‖u‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ T

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ CT .La preuve de 
es résultats d'existen
e est standard. On 
onstruit une suite de pro-blèmes appro
hés (Pm), 
ha
un possédant une solution unique. Ensuite, 
omme les es-timations d'énergie ne su�sent pas à passer à la limite dans la formulation faible, onprouve une estimation supplémentaire. En appliquant un résultat de 
ompa
ité, on peutalors passer à la limite dans le système véri�é par la solution appro
hée prouvant ainsil'existen
e d'au moins une solution faible. 75



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniMéthode de Galerkin :Dans tout 
e qui suit on suppose que ∫
Γi

Ui · n 6= 0 , ∀i = 0 , . . . , N , sa
hant que lagénéralisation de la preuve au 
as ∫
Γi

Ui · n = 0 , ∀i = 0 , . . . , N et au 
as où il existeau moins i0 telque ∫
Γi

Ui · n 6= 0, se fait sans problème, 
omme pré
isé dans la remarque4.2.3. Cette hypothèse est raisonnable du point de vue de la modélisation ; également dupoint de vue de l'implantation numérique puisqu'on 
onsidère des pro�ls paraboliques.On 
her
he à 
onstruire une base de Galerkin de l'espa
e
W = {(u,Λ) ∈ H1

0,l(Ω) × R
N+1 , u = λiUi sur Γi i = 0, . . . , N , ∇ · u = 0} ,où les λi , i = 0 , . . . , N véri�ent la 
ondition de 
ompatibilité.On 
ommen
e par 
onsidérer une base de Galerkin de l'espa
e
{u ∈ H1

0,l(Ω);∇ · u = 0}.Cet espa
e étant séparable, il existe une suite w1,0 , . . .wn,0 , . . . , de fon
tions régulièresnulles sur Γl, formant un ensemble libre et total de {u ∈ H1
0,l(Ω);∇·u = 0}. On 
onsidèrealors l'espa
e ve
toriel suivant Ve
t1≤i≤m(wi,0, 0) , 0 étant le ve
teur nul de taille N + 1.L'idée 
onsiste à 
ompléter (wi,0, 0)1≤i≤m ave
 une base adéquate de 
hamps à divergen
enulle, a�n de 
onstruire une base de Galerkin de W qui prend en 
ompte la 
ontrainte

u/Γi
= λiUi , ∀i = 0 , · · · , N .

W est un sous espa
e ve
toriel fermé deH1
0,l(Ω)

d×R
N+1. Pour les multipli
ateurs (λi)0≤i≤Nil s'agit de trouver une base de R

N+1 telle que la 
ontrainte de 
onservation du débit
N
∑

i=0

λi

∫

Γi

Ui · n = 0 soit véri�ée. Comme λ0

∫

Γ0

U0 · n = −
N
∑

i=1

λi

∫

Γi

Ui · n et qu'enparti
ulier ∫
Γ0

U0 · n 6= 0, il s'agit d'un espa
e ve
toriel de dimension N . On introduitainsi les N problèmes auxiliaires suivants, qui 
onsistent à trouver, pour tout 1 ≤ i ≤ N ,un 
hamps de vitesse wi et un 
hamp de pression pi solution p.p.t de


















































−µ△wi + ∇pi = 0 dans Ω ,

∇ · wi = 0 dans Ω ,

wi = 0 sur Γl ,

wi = 0 sur Γj j 6= i , j = 1 , . . . , N ,

wi = U0 sur Γ0 ,

wi = αiUi sur Γi ,

(4.12)
où αi = −

∫

Γ0

U0 · n
∫

Γi

Ui · n
est ainsi 
hoisi a�n de garantir la 
ompatibilité ave
 la loi de 
onser-vation de la masse. Comme ∫

∂Ω

wi ·n = 0, 
e problème est bien posé et admet une solution76
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onditions dissipativesunique (wi , pi) dans H1(Ω) × L2(Ω)/R.On 
onsidère alors Wm = Ve
t1≤i≤m(wi,0, 0) ⊕ Ve
t1≤i≤N(wi, fi) où fi = (1 , αiei) =
(1 , 0 , . . . , αi , . . . 0), (ei)1≤i≤N étant la base 
anonique de R

N . Dans 
e qui suit, pourallèger les notations , on note Wm = Ve
t1≤i≤m+N (wi,Λi).
PSfrag repla
ements

Γ0

Γ1

Γ2

Γi

ΓNRemarque 4.2.2. Noter que le pro
édé de 
onstru
tion de l'espa
e ve
toriel Ve
t1≤i≤N(wi, fi)est similaire à la méthode adaptée pour implanter les 
onditions aux limites essentiellessur FreeFem++ (voir le 
hapitre 3).Pour tout m ∈ N, on dé�nit (um(t),Λm(t)) solution dans Wm du système non linéaire
(Pm) suivant






































ρ

∫

Ω

∂um

∂t
· wj + ρ

∫

Ω

(um · ∇um) · wj + µ

∫

Ω

∇um : ∇wj

+
N
∑

i=1

RiΛ
m
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n) = −
N
∑

i=0

PiΛ
j
i+1

∫

Γ0

U0 · n ∀j = 1 , . . . , m+N ,

∫

Ω

(um(0) − u0)w
j = 0 ∀j = 1 , . . . , m+N. (4.13)Lemme 4.4. Le problème (Pm) admet une solution unique. De plus, l'estimation d'énergiesuivante est véri�éeil existe t∗ indépendant de m, tel que ‖um‖L∞(0,t∗;L2(Ω)) + ‖um‖L2(0,t∗;H1(Ω)) ≤ C,où C est une 
onstante qui ne dépend pas de m.D'autre part, si les données véri�ent (4.10), (4.11) alors

ρ

2
‖um‖2

L∞(0,∞;L2(Ω)) ≤
µ2

8ρK2
,et pour tout T

ρ

2
‖um‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) + µ‖um‖2
L2(0,T ;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ T

0

(
∫

Γi

um · n
)2

≤ CT . 77



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniPreuve :Si on exprime (um , Λm) dans la base Wm sous la forme (um , Λm) =

m+N
∑

i=1

umi(w
i , Λi) etqu'on é
rit le système (Pm) en terme des in
onnues umi, on a



















































ρ

m+N
∑

i=1

∂umi

∂t

∫

Ω

wi · wj + ρ

m+N
∑

i,k=1

umiumk

∫

Ω

(wi · ∇wk) · wj + µ

m+N
∑

i=1

umi

∫

Ω

∇wi : ∇wj

+

N
∑

i=1

Rium(i+1)Λ
i
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n) = −
N
∑

i=0

PiΛ
j
i+1

∫

Γ0

U0 · n ,

n+M
∑

i=1

umi(0)

∫

Ω

wiwj =

∫

Ω

u0w
j. (4.14)Les éléments de la base étant linéairement indépendants, le système équivalent est de laforme



























∂umi

∂t
+

m+N
∑

j,k=1

aijkumjumk +
m+N
∑

j=1

bijumj = −
m+N
∑

j=1

cij ,

umi(0) =

m+N
∑

j=1

dij

∫

Ω

u0 · wj

(4.15)où aij , bijk , cij , dij ∈ R. Ce système dem+N équations di�érentielles àm+N in
onnueset dem+N 
onditions initiales, possède une solution lo
ale unique, 
'est à dire qu'il existe
tm > 0 , (tm ≤ T ) et um véri�ant l'équation dans ]0, tm[ et la 
ondition initiale.Soit t ∈]0, tm[. En multipliant la première équation de (Pm) par umj et en sommant en jde 1 à m+N , il vient que

ρ

∫

Ω

∂um

∂t
· um + ρ

∫

Ω

(um · ∇um) · um + µ

∫

Ω

∇um : ∇um

+
N
∑

i=1

Ri(Λ
m
i+1)

2(

∫

Γi

Ui · n) = −
N
∑

i=0

PiΛ
m
i+1

∫

Γ0

U0 · n.
(4.16)D'autre part, en multipliant la deuxième équation de (Pm) par umj(0) et en sommant en

j de 1 à m+N il vient que
∫

Ω

|um(0)|2 =

∫

Ω

u0um ≤ 1

2

∫

Ω

|u0|2 +
1

2

∫

Ω

|um(0)|2d'où
∫

Ω

|um(0)|2 ≤
∫

Ω

|u0|2.En reprenant la démar
he développée pour la proposition 4.2, on montre don
 que
ρ

2
‖um(t)‖2

L2(Ω) + µ

∫ t

0

‖um(s)‖2
L2(Ω) ds ≤ C (4.17)78



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativesoù C dépend de la donnée initiale, des pressions Pi et des pro�ls Ui , i = 0 , . . . , N .La majoration étant indépendante de m et de t, on en déduit que t∗m = t∗. Finalement,en reprenant les argument développés dans la preuve de la proposition 4.2 on obtient lesautres estimations. �Résultat de 
ompa
ité :Le lemme 4.4 nous permet d'a�rmer qu'il existe un élément u ∈ L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V )et une sous suite um telle que






um ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;V )et
um ⇀ u faible ⋆ dans L∞(0, T ;H).

(4.18)Si dans le problème (Pm) on avait 
onsidéré des équations de Stokes instationnaires, (4.18)aurait su�t pour passer à la limite. Par 
ontre, dans notre 
as, on a besoin d'un résultatde 
ompa
ité pour passer à la limite dans le terme non linéaire de la formulation. Ene�et, 
omme um 
onverge faiblement vers u dans L2(0, T, V ), si on montre de plus que
um 
onverge fortement vers u dans L2(0, T,H), alors on peut passer à la limite dans leterme 
onve
tif. On 
ommen
e par donner un lemme de 
ompa
ité faisant intervenir lanotion de dérivée fra
tionnaire. On se donne trois espa
es de Hilbert B0, B, etB1 tels que
B0 ⊂ B ⊂ B1 et l'inje
tion B0 → B est 
ompa
te. Si, en outre, γ > 0 est un nombredonné, on dé�nit

H
γ(R;B0, B1) = {u/u ∈ L2(R, B0), D

γ
t u ∈ L2(R, B1)}où Dγ

t u est la dérivée fra
tionnaire d'ordre γ en t de u dé�nie 
omme la transformée deFourier inverse de (2iπτ)γû(τ).Muni de la norme
‖u‖H γ(R;B0,B1) = (‖u‖2

L2(R;B0) + ‖|τ |γû‖2
L2(R;B1))

1

2l'espa
e H γ(R;B0, B1) est un espa
e de Hilbert.De la même manière, on dé�nit H γ(0, T ;B0, B1), espa
e des restri
tions à [0, T ] desfon
tions de H γ(R;B0, B1).Le prin
ipal résultat 
on
ernant 
es espa
es est le lemme suivant dont une preuve se trouvedans [37℄ page 61.Lemme 4.5. Pour tout γ > 0, l'inje
tion de H γ(0, T ;B0, B1) → L2(0, T ;B) est 
om-pa
te.Dans 
e qui suit l'idée 
onsiste à appliquer 
e lemme ave

B0 = V, B1 = H, γ =

1

4
− ε etB = H.En e�et, on a le résultat suivantLemme 4.6. La suite um est bornée dans H γ(0, T ;V,H) pour 0 ≤ γ <

1

4
. 79



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniPreuve :On note ūm le prolongement de um par 0 en dehors de [0, T ], et ûm la transformée deFourier de ūm. On veut montrer que ūm appartient à H
γ(R;V,H), 
e qui nous permetterad'appliquer le lemme de 
ompa
ité 4.5. Comme H γ(R;V,H) est un espa
e de Hilbert pourla norme ‖u‖H γ(R;V,H) = (‖u‖2

L2(R;V ) + ‖|τ |γû‖2
L2(R;H))

1

2 , et 
omme on a déja montré que
um reste dans un borné de L2(0, T, V ), il su�t de montrer que

∫ +∞

−∞

|τ |2γ‖ûm‖2
L2(Ω) < +∞.En reprenant le problème (Pm) ave
 le prolongement de um par 0 en dehors de [0, T ] eten prenant en 
ompte les dis
ontinuités en 0 et T , on a

ρ

∫

Ω

∂ūm

∂t
· wj + ρ

∫

Ω

(ūm · ∇ūm) · wj + µ

∫

Ω

∇ūm : ∇wj +
N
∑

i=1

RiΛ̄
m
i Λj

i (

∫

Γi

Ui · n)2 =

−
N
∑

i=0

P̄iΛ
j
i+1

∫

Γi

Ui · n − ρ

∫

Ω

ūm(T ) · wjδT + ρ

∫

Ω

ūm(0) · wjδ0 , (4.19)où δ désigne la masse de Dira
. On applique la transformée de Fourier en temps, en-suite on multiplie 
es équations par les 
oe�
ients de (ûm, Λ̂
m) dans la base de Wm =Ve
t1≤i≤m+N (wi,Λi) et on somme les m+N équations, 
e qui nous 
onduit à

ρ2iπτ

∫

Ω

|ûm(τ)|2 + ρ

∫

Ω

Ĝ(τ)ûm(τ) + µ

∫

Ω

∇ûm(τ) : ∇ûm(τ) +

N
∑

i=1

Ri(Λ̂
m
i (τ))2(

∫

Γi

Ui · n)2

= −
N
∑

i=0

P̂i(τ)Λ̂
m
i+1

∫

Γi

Ui · n− ρ

∫

Ω

ūm(T ) · ûm(τ)e−2iπτT + ρ

∫

Ω

ūm(0) · ûm(τ) , (4.20)où Ĝ est la transformé de Fourier en temps du terme non linéaire u · ∇u.En remarquant que, grâ
e au lemme 4.1, on a
|Λ̂m

i (τ)| ≤ C1‖û(τ)‖L2(Ω) ,et en prenant la partie imaginaire de l'égalité 
i-dessus, on déduit que
|τ |
∫

Ω

|ûm(τ)|2 ≤ C(‖Ĝm(τ)‖V ′‖ûm(τ)‖V + ‖ūm(T )‖L2(Ω)‖ûm(τ)‖L2(Ω)

+‖ūm(0)‖L2(Ω)‖ûm(τ)‖L2(Ω) +

N
∑

i=1

|P̂i||
∫

Γi

Ui · n|‖ûm(τ)‖L2(Ω)).

(4.21)Par 
ontinuité de la forme trilinéaire sur V , on a
‖G(u)‖V ′ ≤ C‖u‖2

H1(Ω) ,80



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativeset don

∫ +∞

−∞

‖Ĝm‖V ′dt ≤ C

∫ T

0

‖um(t)‖2
H1(Ω)dt ≤ C ,on en déduit que

‖Ĝm(τ)‖V ′ ≤ C.Par ailleurs, grâ
e à l'estimation du lemme 4.4, on a ‖um(T )‖L2(Ω) ≤ C et 
omme
‖um(0)‖L2(Ω) ≤ C, on déduit de (4.21) que

|τ |‖ûm(τ)‖2
L2(Ω) ≤ C

(

‖ûm(τ)‖H1(Ω) + ‖ûm(τ)‖L2(Ω)

)

,et 
omme H1(Ω) s'inje
te 
ontinument dans L2(Ω)

|τ |‖ûm(τ)‖2
L2(Ω) ≤ C‖ûm(τ)‖H1(Ω).Or, pour 0 < γ < 1

4
, on observe que

|τ |2γ ≤ C(γ)
1 + |τ |

1 + |τ |1−2γ
, ∀τ ∈ R.Ainsi

∫ +∞

−∞

|τ |2γ‖ûm‖2
L2(Ω) ≤ C(γ)

∫ +∞

−∞

‖ûm‖H1(Ω)

1 + |τ |1−2γ
+ C(γ)

∫ +∞

−∞

|τ‖|ûm‖H1(Ω)

1 + |τ |1−2γ
.On s'intéresse à la première intégrale du membre de droite. On a par l'inégalité de S
hwartz

∫ +∞

−∞

‖ûm‖2
H1(Ω)

1 + |τ |1−2γ
≤
(

∫ +∞

−∞

1
(

1 + |τ |1−2γ
)2

)
1

2
(
∫ +∞

−∞

‖ûm‖2
H1(Ω)

)
1

2

.La première intégrale est 
onvergente, pour 0 < γ < 1
4
. D'autre part, part l'inégalité deParseval, on a

∫ +∞

−∞

‖ûm(τ)‖2
H1(Ω) dτ =

∫ T

0

‖um(t)‖2
H1(Ω) dt < +∞ ,
ar on sait que um reste bornée dans L2(0, T ;V ). De la même manière, on montre que ladeuxième intégrale est 
onvergente. �Passage à la limite :Dans 
e qui suit, a�n d'allèger les notations, on notera um toute sous suite de um.Grâ
e à la relation de stabilité du lemme 4.4, on sait que

um ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) ,
e qui nous permet d'a�rmer qu'il existe un élément u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) etune sous suite de um, notée de la même manière, telle que (4.18) soit véri�ée. D'autre81



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
inipart, on vient de montrer dans le paragraphe 
i-dessus que ‖um‖H 1
4
−ε(0,T ;H1

0,l(Ω),L2(Ω))
estbornée, et don
 par le lemme 4.5, il existe une sous suite, toujours notée um, telle que

um −−−−→
m→+∞

u fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)). (4.22)Les 
onvergen
es (4.18) et (4.22) nous permettent de passer à la limite dans (Pm). Ene�et, soit ϕ une fon
tion C∞([0, T ]) ave
 ϕ(T ) = 0. On multiplie la première équation duproblème (Pm) par ϕ et on intègre par parties le premier terme
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

um ·wjϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(um · ∇um) · wjϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇um : ∇wjϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛ
m
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) =

∫

Ω

u0mwjϕ(0) −
∫ T

0

(

N
∑

i=0

PiΛ
j
i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t).(4.23)Par (4.18) on a
∫ T

0

∫

Ω

umwjϕ′(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

∫

Ω

uwjϕ′(t)et
∫ T

0

∫

Ω

∇um : ∇wjϕ(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇wjϕ(t).Grâ
e au lemme 4.1, on a une majoration uniforme de Λm dans L∞(0, T ) , i = 0 . . .N , 
equi permet de déduire qu'il existe un élément Λ ∈ L∞(0, T ) est une sous suite notée Λmtelle que
Λm −−−−→

m→+∞
Λ faible ⋆ dans L∞(0, T )et on peut alors passer à la limite dans le terme

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛ
m
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ
j
i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t)Par ailleurs, 
omme um 
onverge vers u dans L2(0, T ;V ) faiblement, et dans L2(0, T ;L2(Ω))fortement, on peut passer à la limite dans le terme non linéaire, et on a
∫ T

0

∫

Ω

(um · ∇um) · wjϕ(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

∫

Ω

(u·∇u) · wjϕ(t).Ainsi, par passage à la limite, (4.23) nous donne
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0) −
∫ T

0

(

N
∑

i=0

PiΛ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t) ,(4.24)82



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativespour tout (ũ, Λ̃) = (wj,Λj) , ∀j = 1 , . . . , m + N . Par linéarité, 
ette équation restevraie pour tout (ũ, Λ̃) 
ombinaison linéaire �nie des (wj,Λj) et par 
ontinuité, pour toutélément de W . En 
hoisissant en parti
ulier ϕ ∈ D(0, T ), on voit que u satisfait (4.8) ausens des distributions. En�n, il reste à véri�er la 
ondition initiale. Pour 
ela, on multiplie(4.8) par ũϕ et on intègre en temps et en espa
e, on obtient
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇um) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) =

∫

Ω

u(0)ũϕ(0) −
∫ T

0

(

N
∑

i=0

PiΛ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t)(4.25)et par 
omparaison ave
 (4.24) on a ∫
Ω

(u(0)−u0) · ũϕ(0) = 0. En 
hoisissant ϕ telle que
ϕ(0) = 1, alors

∫

Ω

(u(0) − u0) · ũ = 0 , ∀ũ ∈ V,ainsi u(0) = u0 dans V ′, mais aussi dans H puisque u0 ∈ H . En 
on
lusion u est solutionfaible de (4.8).Remarque 4.2.3. Comme déjà annon
é 
i-dessus, on s'est restreint au 
as de pro�ls Uivéri�ant ∫
Γi

Ui · n 6= 0 , ∀i = 0 , . . . , N , a�n de garder la similitude ave
 l'appro
henumérique pour l'implantation des 
onditions aux limites essentielles sous FreeFem++et en 
onformité ave
 l'argument de modélisation suivant lequel des pro�ls de vitesseparaboliques est un 
hoix adéquat. Toutefois, on peut généraliser la 
onstru
tion de labase de Galerkin de W au 
as de pro�ls quel
onque 
omme suit :Si ∫
Γi

Ui · n = 0 ∀i = 0 , . . . , N , alors {Λ ∈ R
N+1 tel que N

∑

i=0

λi

∫

Γi

Ui · n = 0} est dedimension N + 1 et on 
onsidère alors les N + 1 problèmes suivants






































−µ△wi + ∇pi = 0 dans Ω ,

∇ ·wi = 0 dans Ω ,

wi = 0 sur Γl ,

wi = 0 sur Γj j 6= i ,

wi = Ui sur Γi ,

(4.26)
pour tout i = 0 , . . . , N .Sinon, s'il existe i0 tel que ∫

Γi0

Ui0 ·n 6= 0, par exemple i0 = 0, alors {Λ ∈ R
N+1 tel que N

∑

i=0

λi

∫

Γi

Ui·83
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e de solutions faibles et modélisation des a
ini
n = 0} est de dimension N et on résout les N problèmes suivants



















































−µ△wi + ∇pi = 0 dans Ω ,

∇ · wi = 0 dans Ω ,

wi = 0 sur Γl ,

wi = 0 sur Γj j 6= i ,

wi = βiU0 sur Γ0 ,

wi = Ui sur Γi ,

(4.27)
où βi = −

∫

Γi
Ui · n

∫

Γ0
U0 · n

. On a Λ = (−
N
∑

i=1

βiλi, λ1, . . . , λN) et on 
onsidère 
omme espa
ed'approximation l'espa
e Ve
t1≤i≤N(wi, fi) où fi = (βi, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0).Conditions aux limites dissipatives naturellesDans se qui suit, on étudie l'existen
e de solution pour le problème (4.6). La di�éren
eave
 le 
as pré
édent est que la preuve du théorème 4.3 repose 
omplètement sur le faitqu'on travaille dans un espa
e de dimension �nie pour la tra
e des vitesses 
ompte tenude la 
ontrainte u/Γi
= λiUi et du nombre �ni de se
tions Γi , i = 0 , . . . , N , 
e qui apermis de 
ontr�ler le �ux d'énergie 
inétique. En l'absen
e de 
et argument, pour le 
asdes 
onditions aux limites dissipatives naturelles, on prouve de nouvelles inégalités pourle terme 
onve
tif, basées sur des inégalités d'interpolation et d'inje
tion de Sobolev, quipermettent d'établir des estimations a priori, mais uniquement en dimension 2.Remarque 4.2.4. Rappelons l'inje
tion de Sobolev suivante qui sera fréquemment utili-sée dans 
e qui suit : pour u ∈Wm,p(Ω) , m ≥ 1 , 1 < p <∞, on asi 1

p
− m

d
=

1

q
> 0 alors ‖u‖Lq(Ω) ≤ C(m, p, d,Ω)‖u‖W m,p(Ω). (4.28)Dans 
e qui suit, également, on renvoie à [38℄ pour les résultats 
on
ernant la théoried'interpolation hilbertienne.On a alors le lemme suivantLemme 4.7. Soit u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). On a alors

|
∫

Ω

(u · ∇u) · u| ≤







D2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω) si d = 2 ,

D3‖u‖
1

2

L2(Ω)‖∇u‖
5

2

L2(Ω) si d = 3.
(4.29)84



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativesPreuve :Compte tenu du fait que ∇·u = 0, on sait que ∫
Ω

(u ·∇u) ·u =

∫

∂Ω

u2

2
u ·n. Cela entraine

|
∫

Ω

(u · ∇u) · u| ≤ 1

2

(
∫

∂Ω

(u · n)2

)
1

2

(
∫

∂Ω

u4

)
1

2

,

=
1

2
‖u · n‖L2(∂Ω)‖u‖2

L4(∂Ω).

(4.30)On 
her
he tout d'abord à estimer ‖u · n‖L2(∂Ω). On a les inégalités de tra
e suivantes
‖u · n‖

(H
1
2 )′(∂Ω)

≤ C‖u‖L2(Ω) 
ar ∇ · u = 0 ,et ‖u · n‖
H

1
2 (∂Ω)

≤ C‖u‖H1(Ω).On en déduit alors par interpolation hilbertienne que
‖u · n‖L2(∂Ω) ≤ C‖u‖

1

2

L2(Ω)‖u‖
1

2

H1(Ω).Le traitement de la norme ‖u‖L2(∂Ω) se fera en fon
tion de la dimension de l'espa
e 
onsi-déré.En dimension 2, par l'inégalité de Sobolev (4.28), on a
‖u‖L4(∂Ω) ≤ C‖u‖

H
1
4 (∂Ω)

,par ailleurs, on sait que
‖u‖

H
1
4 (∂Ω)

≤ C‖u‖
H

3
4 (Ω)et par interpolation on obtient

‖u‖
H

3
4 (Ω)

≤ C‖u‖
1

4

L2(Ω)‖u‖
3

4

H1(Ω) ,il en dé
oule que
‖u‖L4(∂Ω) ≤ C‖u‖

1

4

L2(Ω)‖u‖
3

4

H1(Ω).En dimension 3, par l'inje
tion de Sobolev (4.28), on a
‖u‖L4(∂Ω) ≤ C‖u‖

H
1
2 (∂Ω)

,d'où
‖u‖L4(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω) ,(ou bien ‖u‖L4(∂Ω) ≤ ‖u‖

3

4

L6(∂Ω)‖u‖
1

4

L2(∂Ω) ≤ C‖u‖H1(Ω)).En 
on
lusion
|
∫

Ω

(u · ∇u) · u| ≤







D2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω) si d = 2 ,

D3‖u‖
1

2

L2(Ω)‖∇u‖
5

2

L2(Ω) si d = 3.

�On prouve également l'estimation suivante 85



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniProposition 4.8. Soit u ∈ L2(Ω) véri�ant ∇ · u = 0, alors on a
|
∫

Γi

u · n| ≤ C ′
1‖u‖L2(Ω) , ∀i = 0 , . . . , N.Preuve :Soient u ∈ D(Ω̄) et v ∈ D(Ω̄). D'après la formule de Green on a

∫

∂Ω

u · n v =

∫

Ω

u · ∇v +

∫

Ω

∇ · u v.Par densité deD(Ω̄) dansH1(Ω) et l'inégalité de S
hwartz, on a ∀u ∈ D(Ω̄) et ∀v ∈ H1(Ω)

|
∫

∂Ω

u · n v| ≤ |
∫

Ω

u · ∇v| + |
∫

Ω

∇ · u v|

≤ ‖u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤
(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

‖v‖H1(Ω).Puisque la géométrie du domaine Ω est telle que Γi ∩ Γj = ∅ ∀i 6= j (non adja
ents), onpeut 
onsidérer un élément w de H 1

2 (∂Ω) tel que w/Γi
= 1 et w/Γj

= 0 ∀j 6= i. Il existeun relèvement v dans H1(Ω) tel que v/∂Ω = w et ‖v‖H1(Ω) ≤ C‖w‖
H

1
2 (∂Ω)

par 
ontinuitédu relèvement, où C > 0. Par ailleurs, en tenant 
ompte du fait que u · n/Γl
= 0, on a

|
∫

Γi

u · n| ≤ Cw

(

‖u‖L2(Ω) + ‖∇ · u‖L2(Ω)

)

, ∀u ∈ D(Ω̄) , u · n/Γl
= 0.Par densité de D(Ω̄) dans Hdiv(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∇ · u ∈ L2(Ω)}, 
ette inégalité restevraie pour tout u ∈ Hdiv(Ω). En parti
ulier, pour u tel que ∇ · u = 0, on a

|
∫

Γi

u · n| ≤ C ′
1‖u‖L2(Ω).

�Grâ
e à 
es résultats et notamment au lemme 4.7 on peut alors prouver le théorèmesuivantThéorème 4.9. Soit d=2. Sous les hypothèses (4.4), et pour données petites, il existeun temps t∗ qui dépend des données, 0 < t∗ et une solution faible u sur [0, t∗] de (4.5).De plus, il existe une 
onstante C > 0 qui dépend aussi des données telle que la solutionvéri�e
ρ

2
‖u(t)‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) +
µ

2
‖∇u(t)‖2

L2(0,t∗;H1(Ω)) +
N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.Par ailleurs, si on suppose que
‖u0‖L2(Ω) ≤

µ

4ρD286



4.2. Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipativeset que
Pi ∈ L∞(0,∞) , i = 0 , . . . , N et P̃ = sup

t

N
∑

i=0

|Pi| ≤
µ2

4
√

2ρD2C ′
1C

2
2

,alors la solution est dé�nie sur R
+ tout entier et véri�e

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,∞;L2(Ω)) ≤
µ2

32ρD2
2

,et, pour tout T
ρ

2
‖u(t)‖2

L∞(0,T ;L2(Ω)) +
µ

2
‖∇u(t)‖2

L2(0,T ;H1(Ω)) +
N
∑

i=1

Ri

∫ T

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ CT .Preuve :En 
hoisissant ũ = u dans (4.6) et en intégrant en temps, on obtient d'une manière
lassique
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω)+µ‖∇u(t)‖2
L2(Ω)+

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

u · n
)2

≤ ρ|
∫

Ω

(u·∇u)·u|+|
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

u·n|.En dimension 2, d'après le lemme 4.7 on obtient
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) + µ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ ρD2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω)

+ C ′
1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)et il s'ensuit que
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω)+(µ−ρD2‖u‖L2(Ω))‖∇u(t)‖2
L2(Ω)+

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C ′
1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)Ainsi, pour tout intervalle de temps sur lequel ‖u‖L2(Ω) ≤
µ

2ρD2
, on a

ρ
d

dt
‖u‖2

L2(Ω) +
µ

2
‖∇u‖2

L2(Ω) +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C ′
1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)et on peut alors appliquer le lemme de Gronwall C.3 ou C.4, 
e qui prouve l'existen
ed'une solution lo
ale en temps pour données petites. 87



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniSi on reprend le même raisonnement en faisant intervenir 
ette fois 
i l'inégalité de Poin-
aré et l'inégalité de Young, on obtient
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) + µ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ ρD2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω)

+ C ′
1C2

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖∇u‖L2(Ω)

≤ ρD2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2
L2(Ω)

+
C ′

1
2C2

2 P̃
2

2µ
+
µ

2
‖∇u‖2

L2(Ω)d'où
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) + (
µ

2
− ρD2‖u‖L2(Ω))‖∇u(t)‖2

L2(Ω) +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C ′
1
2C2

2 P̃
2

2µ
.Ainsi, pour tout intervalle de temps sur lequel ‖u(t)‖2

L2(Ω) ≤
µ

4ρD2

, on a
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) +
µ

4
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) ≤
C ′

1
2C2

2 P̃
2

2µ
,
'est à dire, gâ
e à l'inégalité de Poin
aré

1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) +
µ

4C2
2

‖u(t)‖2
L2(Ω) ≤

C ′
1
2C2

2 P̃
2

2µ
,et du lemme C.1 il dé
oule que

ρ

2
‖u(t)‖2

L2(Ω) ≤
ρ

2
‖u0‖2

L2(Ω)e
− µ

2ρC2
2

t
+
ρC ′

1
2C4

2 P̃
2

µ2
(1 − e

− µ

2ρC2
2

t
).Ainsi, si Pi ∈ L∞(0, T ) , i = 0 , . . . , N , et plus pré
isément, si P̃ 2 ≤ µ4

32ρ2D2
2C

′
1
2C4

2

et si
‖u0‖L2(Ω) ≤

µ

4ρD2
, alors

ρ

2
‖u(t)‖2

L2(Ω) ≤
µ2

32ρD2
2

.

�Remarque 4.2.5. Remarquons que le résultat d'existen
e d'une solution lo
ale en tempsest obtenu pour des données petites, et que le résultat d'existen
e d'une solution globaleen temps est obtenu pour des données en
ore plus petites.88



4.3. Couplage ave
 les a
iniRemarque 4.2.6. Si on applique la même démar
he que 
elle de la preuve 
i-dessus au
as de la dimension 3, on aura alors
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) + µ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ ρD3‖u‖
1

2

L2(Ω)‖∇u‖
5

2

L2(Ω)

+ C ′
1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)et par l'inégalité de Young on obtiendra
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω) + µ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ ρD3

(

‖u‖L2(Ω)

2
+

‖∇u‖5
L2(Ω)

2

)

+ C ′
1

(

N
∑

i=0

|Pi|
)

‖u‖L2(Ω)d'où
1

2
ρ
d

dt
‖u(t)‖2

L2(Ω)+(µ− ρD3

2
‖∇u‖3

L2(Ω))‖∇u(t)‖2
L2(Ω) ≤

(

ρD3

2
+ C ′

1

(

N
∑

i=0

|Pi|
))

‖u‖L2(Ω).A 
e niveau de la preuve, si on veut travailler sur un intervalle de temps sur lequel
(

µ− ρD3

2
‖∇u‖3

L2(Ω)

) est stri
tement positif, on voit que 
e
i implique que la solution soitdans L∞(0, T ;H1(Ω)).4.3 Couplage ave
 les a
ini4.3.1 Le modèleOn suppose qu'au niveau des a
ini, le poumon est représenté par une boîte remplied'un matériau amorphe et in
ompressible représentant le paren
hyme, dans lequel baignel'ensemble des alvéoles. Cette boîte est 
onne
tée au reste de l'arbre à travers les bron-
hioles terminales qui débou
hent sur les a
ini. Une paroi de la boîte est un piston mobiledans la dire
tion (ox) (voir la �gure 4.1) représentant l'a
tion des mus
les du thorax etnotamment le diaphragme. On note par x(t) la position du piston au 
ours du temps.L'ensemble des for
es mises en jeu est, la for
e mus
ulaire qu'on désigne par fext, la for
ede rappel −kx où k désigne la 
onstante de raideur du ressort et la for
e de pression fP .D'après le prin
ipe fondamental de la dynamique, il en résulte que
mẍ = −kx+ fext + fP (4.31)où m est la masse du piston.Dans 
e qui suit on fait les deux hypothèses suivantes : 89



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
ini� On suppose qu'à 
haque instant t, la pression est uniforme dans la boîte, ainsi
Pi = P ∀i = 0 , . . . , N ,et il en résulte que la for
e de pression fP s'é
rit

fP = PS (4.32)où S est l'aire du piston.� Tous les 
onduits de l'arbre, bron
hes et bron
hioles, sont supposés rigides et leparen
hyme est supposé in
ompressible ; ainsi, toute variation de volume dans lespoumons n'est due qu'à la variation du volume des alvéoles suivant qu'elles se
ontra
tent ou se dilatent, et toute variation de volume au niveau de la tra
héese traduit par la même variation de volume au niveau de la boîte, 
e qui s'exprimepar la relation suivante
Sẋ =

N
∑

i=1

∫

Γi

u · n = −
∫

Γ0

u · n. (4.33)D'après les relations (4.31) et (4.32), on peut exprimer la pression alvéolaire P au niveaude la boîte 
omme suit
P =

1

S
(mẍ+ kx− fext) , (4.34)
e qui s'é
rit aussi, grâ
e à la relation (4.33), sous la forme

P =
1

S
(
m

S

N
∑

i=1

∫

Γi

u̇ · n + kx− fext). (4.35)

90
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ini
Ω

Γ
l

Γ
0

Γ
i

Ω
i

~

Fig. 4.1 � Le modèle 
omplet
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Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniLe modèle intégré qui 
ouple les trois niveaux de l'arbre bron
hique s'é
rit alors






























































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

µ∇u · n − pn = −P0n sur ]0, T [×Γ0 ,

µ∇u · n − pn = −Pn −Ri

(
∫

Γi

u · n
)

nsur ]0, T [×Γi i = 1 , . . . , N ,

(4.36)
où Ri > 0 et la pression P est donnée par

P =
1

S
(mẍ+ kx− fext) (4.37)et ave


Sẋ =
N
∑

i=1

∫

Γi

u · n = −
∫

Γ0

u · n. (4.38)Ainsi, le terme dissipatif non lo
al prend en 
ompte l'é
oulement dans les bron
hioles,tandis que l'expression (4.37) de la pression dé
rit le 
omportement du système a
ini-paren
hyme.Remarque 4.3.1. L'hypothèse faite sur l'uniformité de la pression peut s'expliquer par lanature supposée in
ompressible du paren
hyme, qui tend ainsi à uniformiser la répartitionde la pression dans la boîte. Le 
as d'une répartition non uniforme peut avoir lieu, parexemple, lors de l'impa
t non-pénétrant d'une balle sur le thorax, protégé par exemplepar un gilet pare-balles. Ce qui donne lieu à une propagation d'ondes et des e�ets nonlo
aux où la pression est plus importante au point de l'impa
t. On peut 
onsulter parexemple [29℄ et [26℄ pour des modèles traitant 
e 
as.Remarque 4.3.2. L'hypothèse de rigidité des 
onduits de l'arbre est maintenue malgré laprésen
e non homogène du 
artillage, 
omme détaillé dans le 
hapitre pré
édent. Pré
isonstoutefois que la résistan
e globale équivalente peut-être modi�ée de manière à prendre en
ompte des diminutions des diamètres des bron
hioles et de manière à évoluer en fon
tiondu temps en l'exprimant par exemple 
omme une fon
tion du dépla
ement du piston.Remarque 4.3.3. Le 
omportement élastique du poumon est dé
rit par un seul degré deliberté. Toutefois, le modèle présente une large gamme de paramètres qui donnent la pos-sibilité de modéliser diverses pathologies respiratoires : les résistan
es Ri , i = 1 , . . . , N ,la 
onstante de raideur k, la masse m, la surfa
e S et la for
e mus
ulaire fext. Par exemple,l'asthme en augmentant les valeurs des résistan
es, un emphysème en 
onsidérant de pe-tites valeurs de la 
onstante de raideur k, ou au 
ontraire une rigidité 
omme dans le 
asde �brose pulmonaire, en prenant de grandes valeurs de k.92



4.3. Couplage ave
 les a
iniRemarque 4.3.4. Ce modèle peut être en
ore amélioré : les résistan
es peuvent êtrefa
ilement modi�ées de manière à varier en fon
tion de l'amplitude du piston, 
e qui per-mettrait par exemple de prendre en 
ompte la présen
e des mus
les lisses qui tapissent lesbron
hes. On peut également fa
ilement intégrer au modèle la résistan
e aux déformationsdes tissus en rajoutant à l'expression de la pression dans la boîte un terme du type αẋ où
α est un 
oe�
ient qui mesure les for
es de résistan
es à la déformation au sein du tissude telle sorte que αẋ soit la puissan
e instantanée dissipée dans les tissus pulmonaires.Ces modi�
ations peuvent être intégrées sans mettre en 
ause les résultats théoriques nila mise en oeuvre numérique.4.3.2 Energie du système 
ouplé globalConditions aux limites dissipatives naturellesSupposons que la solution du problème (4.36)(4.37)(4.38) existe et soit assez régulière.D'une manière analogue à la se
tion 4.2.2, on désigne par Ecf(t) l'énergie 
inétique du�uide. On intoduit de plus les quantités énergétiques suivantes asso
iées au système :l'énergie 
inétique de la masse Ecm(t) et l'énergie potentielle du ressort Epr(t)

Ecf (t) =
1

2
ρ

∫

Ω

|u|2 , Ecr(t) =
1

2
mẋ2 , Epr(t) =

1

2
kx2et l'énergie totale E(t) = Ecf(t) + Ecm(t) + Epr(t).On a

ρ

∫

Ω

∂u

∂t
· u + ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u + µ

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

+ P0

(
∫

Γ0

u · n
)

+P

(

N
∑

i=1

∫

Γi

u · n
)

= 0.En utilisant que la pression P est donnée par l'expression (4.34) et que par 
onservationdu débit on a
N
∑

i=1

∫

Γi

u · n = −
∫

Γ0

u · n = −Q0 ,on é
rit que
ρ

∫

Ω

∂u

∂t
· u + ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u + µ

∫

Ω

|∇u|2 +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

+ P0

(
∫

Γ0

u · n
)

− 1

S
(mẍ+ kx− fext)

(
∫

Γ0

u · n
)

= 0 ,
'est à dire
d

dt
Ecf + Fcf + |u|2µ,R + P0

(
∫

Γ0

u · n
)

− 1

S
(mẍ+ kx− fext)

(
∫

Γ0

u · n
)

= 0. (4.39)93



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
inioù on a 
onservé les mêmes notations que la se
tion 4.2.2 en désignant par Fcf le �uxd'énergie 
inétique et par |u|2µ,R la puissan
e dissipée par vis
osité dans l'arbre. Parailleurs, en utilisant (4.33) on a
−mẍQ0

S
= mẍẋ =

d

dt

(

1

2
mẋ

)2

=
d

dt
Ecmet

−kxQ0

S
= kxẋ =

d

dt

(

1

2
kẋ

)2

=
d

dt
Epr.Egalement grâ
e à (4.33) on a

fext
Q0

S
= −fextẋ = −Text ,où Text est la puissan
e développée par fext, et

P0Q0 = −P0Sẋ = −TP0
,où TP0

est la puissan
e développée par la for
e asso
iée à la pression P0.Finalement, si on reporte toutes les expressions dans (4.39), on déduit alors le biland'énergie suivant
d

dt
(Ecf + Ecm + Epr) = Text + TP0

− |u|2µ,R − Fcf , (4.40)qui exprime la perte instantanée d'énergie totale 
omme puissan
e développée par la for
eextérieure agissant sur le ressort et la for
e de pression à l'entrée, 
omme puissan
e dissipéepar vis
osité du �uide aussi bien dans la partie proximale que dans la partie distale del'arbre et 
omme �ux d'énergie 
inétique total.Remarque 4.3.5. Dans le 
as d'un système isolé, 
'est à dire en l'absen
e d'une for
eextérieure au niveau du piston (fext ≡ 0), si on provoque une expiration en lâ
hant lepiston à partir d'une position initiale donnée, on peut alors montrer formellement, et enfaisant 
ertaines hypothèses raisonnables sur la forme de la solution, que l'énergie totale
E(t) du système est dé
roissante. En e�et, si on suppose que la pression P0 est évaluée
omme étant la pression atmosphérique nulle, et 
omme fext ≡ 0, dans le bilan (4.40) ilne reste plus qu'à traiter le signe du �ux d'énergie 
inétique

Fcf = ρ
N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2
2

u · n = ρ

∫

Γ0

|u|2
2

u · n + ρ
N
∑

i=1

∫

Γi

|u|2
2

u · n.En e�et, on désigne par S1 la surfa
e de la se
tion Γ0 et par S2 la surfa
e 
umuléedes se
tions Γi , i = 1 , . . . , N et on note par u1 la vitesse à travers la se
tion Γ0. Sion suppose qu'à l'issue de l'é
oulement de Poiseuille dans la partie distale tronquée del'arbre, les vitesses présentent un même pro�l u2 au niveau des Γi , i = 1 , . . . , N , alorsla 
ondition d'in
ompressibilité du �uide se traduit par
u1S1 = u2S2. (4.41)94



4.3. Couplage ave
 les a
iniPar ailleurs, le �ux d'énergie 
inétique à travers Γ0 est homogène à
u3

1S1 ,ainsi, grâ
e à (4.41) on obtient
u3

1S1 = u3
2S2

(

S2

S1

)2

.Or, 
omme l'atteste le tableau du modèle de Weibel (voir l'annexe A), le rapport S2

S1
estplus grand que 1, et on peut supposer alors dans 
e 
as parti
ulier que le �ux d'énergie
inétique à travers Γ0 est plus important que le �ux à travers les Γi , i = 1 , . . . , N . Parailleurs, 
omme il s'agit d'une phase d'expiration, don
 ave
 un é
oulement au niveau de

Γ0 dirigé suivant la normale sortante, le �ux d'énergie 
inétique à travers Γ0 est positif, ilen est alors de même du �ux total Fcf , d'où la dédu
tion de la dé
roissan
e de l'énergietotale.Remarque 4.3.6. Dans 
e qui suit, on prouve l'existen
e d'une solution lo
ale en tempspetit qui dépend des données et pour données petites, du problème 
ouplé. L'informationsupplémentaire sur la dé
roissan
e de l'énergie en phase expiratoire, 
ombinée ave
 le
ara
tère périodique de la ventilation, permet alors d'espérer un résultat d'existen
e d'unesolution globale en temps pour données petites.Conditions aux limites dissipatives essentiellesDans le 
as des 
onditions aux limites dissipatives essentielles, le problème 
ouplé auxa
ini s'é
rit


















































































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u− µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

u = λiUi sur ]0, T [×Γi i = 0 , . . . , N ,
∫

Γ0

(µ∇u · n− pn) · U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur ]0, T [×Γ0 ,

∫

Γi

(µ∇u · n− pn) · Ui = −P
∫

Γi

Ui · n −Riλi

(
∫

Γi

Ui · n
)2sur ]0, T [×Γi i = 1 , . . . , N ,(4.42)ave


P =
1

S
(mẍ+ kx− fext)et

Sẋ =
N
∑

i=1

λi

∫

Γi

Ui · n = −λ0

∫

Γ0

U0 · n. 95



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniOn multiplie les équations de Navier-Stokes par u et on intègre sur Ω en tenant 
omptede la 
ontrainte sur les pro�ls u = λiUi sur Γi , i = 0 , . . . , N , on obtient
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 + ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u + µ

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(∫

Γi

Ui · n
)2

+ P0λ0

(∫

Γ0

U0 · n
)

+P

(

N
∑

i=1

λi

∫

Γi

Ui · n
)

= 0 ,qui s'é
rit en utilisant l'in
ompressibilité du �uide
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 + ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u + µ

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

+ P0λ0

(
∫

Γ0

U0 · n
)

−Pλ0

(
∫

Γ0

U0 · n
)

= 0 ,et grâ
e à l'expression de la pression P on a
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 + ρ

∫

Ω

(u · ∇u) · u + µ

∫

Ω

|∇u|2 +
N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

+ P0λ0

(
∫

Γ0

U0 · n
)

− 1

S
(mẍ+ kx− fext)λ0

(∫

Γ0

U0 · n
)

= 0.On identi�e alors d'une manière analogue au 
as des 
onditions dissipatives naturelles, lesdi�érentes quantités énergétiques du système 
ouplé pour déduire le bilan suivant
d

dt
(Ecf + Ecm + Epr) = Text + TP0

− |u|2µ,R − Fcf . (4.43)4.3.3 Existen
e de solution pour le problème 
oupléDans 
ette se
tion on étudie le problème 
ouplé aux a
ini aussi bien dans le 
as des
onditions aux limites essentielles dissipatives que dans le 
as des 
onditions aux limitesnaturelles dissipatives. Comme dans le 
as du modèle dissipatif sans piston, on 
ommen
epar prouver dans le 
as des 
onditions dissipatives essentielles un résultat d'existen
e desolution faible en temps petit pour données quel
onques. Ensuite, on dis
ute le 
as des
onditions dissipatives naturelles pour lequel on prouve l'existen
e d'un solution lo
aleen temps pour données petites, et 
e
i seulement en dimension deux. L'appro
he par laméthode de Galerkin adoptée étant analogue à 
elle développée dans la se
tion 4.2.4, dansles preuves des résultats de 
ette se
tion, on se 
ontentera de pré
iser le traitement desnouveaux termes relatifs à la modélisation des a
ini.96



4.3. Couplage ave
 les a
iniConditions aux limites essentiellesDans le 
as parti
ulier des 
onditions aux limites dissipatives essentielles, le problèmese met sous la forme : pour
Ui ∈ H

1

2

00(Γi) , i = 0 , . . . , N ,

(u0, x0, x1) ∈ H × R
2 ave
 Sx1 = −

∫

Γ0

u0 · n ,

P0 ∈ L2(0, T ) et fext ∈ L2(0, T ) ,

Ri > 0 , i = 1 , . . . , N , k , m et S donnés, (4.44)
trouver (u , Λ) ∈ (L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H)) × L∞(0, T ) et p ∈ D′(Ω×]0, T [) solutionsde
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
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
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












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






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



































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

u = λiUi sur ]0, T [×Γi ,

i = 0 , . . . , N ,
∫

Γ0

(µ∇u · n− pn) · U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur ]0, T [×Γ0 ,

∫

Γi

(µ∇u · n− pn) · Ui = −P
∫

Γi

Ui · n− Riλi

(
∫

Γi

Ui · n
)2 sur ]0, T [×Γi ,

i = 1 , . . . , N ,

P =
1

S
(mẍ+ kx− fext) ,

Sẋ =

N
∑

i=1

λi

∫

Γi

Ui · n = −λ0

∫

Γ0

U0 · n. (4.45)
omplété par les 
onditions initiales
(u , x , ẋ)/t=0 = (u0 , x0 , x1). 97



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniLa formulation faible 
orrespondante s'é
rit : trouver (u , Λ) ∈ (L2(0, T ;V )∩L∞(0, T ;H))×
L∞(0, T ) tel que
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) − m

S

∫ T

0

ẋ(

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t)

+
k

S

∫ T

0

x(

∫ N

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0)

+x1ϕ(0)(
N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n) −
∫ T

0

(

P0Λ̃1

∫

Γ0

U0 · n +
fext

S

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t) ,

∀(ũ, Λ̃) ∈W et ∀ϕ ∈ D([0, T [). (4.46)En
ore une fois grâ
e au résultat du lemme 4.1 qui permet de 
ont�ler les multipli
ateurs
λi , i = 0 , . . . , N , on a l'estimation a priori qui suitProposition 4.10. Sous les hypothèses (4.44), il existe un temps t∗ , 0 < t∗ (su�sammentpetit) qui dépend des données et une 
onstante C > 0 qui dépend aussi des données telsque pour toute u solution régulière de (4.45) on a

ρ

2
‖u‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) +
m

2S2
‖
∫

Γ0

u · n‖2
L∞(0,t∗) +

k

2S2
‖
∫ t

0

∫

Γ0

u · n‖2
L∞(0,t∗)

+µ‖u‖2
L2(0,t∗;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.Preuve :La preuve est analogue à 
elle de la proposition 4.2. Du bilan d'énergie, on peut déduire
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +
m

2

d

dt
|ẋ|2 +

k

2

d

dt
|x|2

+µ

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ (|SP0| + |fext|)|ẋ| +
ρ

2
K1C

3
1‖u‖3

L2(Ω)

≤ C(|ẋ|2 + ‖u‖3
L2(Ω) + |SP0|2 + |fext|2).Ainsi, si P0 ∈ L2(0, T ) et fext ∈ L2(0, T ), on peut véri�er qu'il existe un temps t∗, 0 <

t∗ < T su�samment petit qui dépend des données et une 
onstante C > 0 qui dépendaussi des données tels que pour toute solution régulière (u, x) :
ρ

2

∫

Ω

|u|2(t) +
m

2
|ẋ|2(t) +

k

2
|x|2(t)

+µ

∫ t

0

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri

∫ t

0

(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ C, t 6 t∗.
(4.47)98



4.3. Couplage ave
 les a
ini
�Remarque 4.3.7. Grâ
e à l'estimation d'énergie de la proposition pré
édente on déduitque u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H), mais également que le débit au niveau de la se
tion

Γ0 est dans L∞(0, T ).Remarque 4.3.8. Si on annule l'énergie potentielle du ressort en 
onsidérant le 
as où
k = 0, on obtient alors un résultat d'existen
e de solution globale en temps pour donnéespetites. En e�et, si on majore le terme non linéaire 
omme suit, toujours grâ
e au lemme4.1 et à l'inégalité de Poin
aré,

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=0

∫

Γi

|u|2(u · n)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ K1C
3
1C

2
2‖u‖L2(Ω)‖∇u‖2

L2(Ω).et qu'on remarque que
|ẋ| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ0

∫

Γ0

U0 · n

S

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C|λ0| ≤ C3‖u‖L2(Ω) ≤ C3C2‖∇u‖L2(Ω),alors, par 
onséquent
ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +
m

2

d

dt
|ẋ|2 + (

µ

2
− ρK

2
‖u‖L2(Ω))

∫

Ω

|∇u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ C2
3C

2
2

2µ
(|SP0|2 + |fext|2) , (4.48)où on pose K = K1C

3
1C

2
2 . Ainsi, sur tout intervalle de temps sur lequel ‖u‖L2(Ω) ≤

µ

2ρK
,on obtient,

ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +
m

2

d

dt
|ẋ|2 +

µ

4C2
2

∫

Ω

|u|2 +

N
∑

i=1

Ri(λi)
2

(
∫

Γi

Ui · n
)2

≤ C2
3C

2
2

2µ
(|SP0|2 + |fext|2) ,et si on remarque que

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≥ C4

(

N
∑

i=1

∫

Γi

u · n
)2

=
2C4S

2

m

m

2
|ẋ|2alors

ρ

2

d

dt

∫

Ω

|u|2 +
m

2

d

dt
|ẋ|2 + A

(

ρ

2

∫

Ω

|u|2 +
m

2
|ẋ|2
)

≤ C2
3C

2
2

2µ
(|SP0|2 + |fext|2) , 99



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
inioù A = min(
µ

2ρC2
2

,
2C4S

2

m
).D'où, si P0 ∈ L∞(0, T ) et fext ∈ L∞(0, T ), et si

|SP0|2 + |fext|2 ≤
Aµ3

4C2
3C

2
2ρK

2et
ρ

2
‖u0‖2

L2(Ω) +
m

2
|x1|2 ≤

µ2

4ρ2K2
,on peut véri�er, en utilisant (4.48), que la solution véri�e ρ

2
‖u‖2

L2(Ω) +
m

2
|ẋ|2 ≤ µ2

8ρK2pour tout temps.Remarque 4.3.9. Si on fait appel à l'argument développé dans la remarque 4.3.5 sui-vant lequel l'énergie du système dé
roit si on annule la for
e fext, 
e qui a lieu en phaseexpiratoire, et si on 
omplète 
et argument par le résultat d'existen
e lo
ale en temps etl'aspe
t périodique de la ventilation (l'énergie totale du système retourne régulièrementà une valeur pro
he de zéro), alors on peut 
onje
turer l'existen
e de solution globale entemps pour données petites.L'estimation a priori 
i-dessus permet d'établir le résultat suivantThéorème 4.11. Sous les hypothèses (4.44) il existe un temps t∗, 0 < t∗ et une solutionfaible u de (4.45) sur [0, t∗]. De plus, il existe C telle que la solution véri�e l'estimationsuivante :
ρ

2
‖u‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) +
m

2S2

∥

∥

∥

∥

∫

Γ0

u · n
∥

∥

∥

∥

2

L∞(0,t∗)

+
k

2S2

∥

∥

∥

∥

∫ t

0

∫

Γ0

u · n
∥

∥

∥

∥

2

L∞(0,t∗)

+µ‖u‖2
L2(0,t∗;H1(Ω)) +

N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.
(4.49)Preuve :On se 
ontentera de reprendre les prin
ipales étapes de la preuve.Pour tout m ∈ N, on dé�nit (um(t),Λm(t)) solution dans Wm du système non linéaire

ρ

∫

Ω

∂um

∂t
· wj + ρ

∫

Ω

(um · ∇um) · wj + µ

∫

Ω

∇um : ∇wj

+

N
∑

i=1

RiΛ
m
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n) + (
m

S
ẍ+

k

S
x)(

N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)

= −P0Λ
j
1

∫

Γ0

U0 · n +
fext

S
(

N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n) ,

(4.50)

omplété ave
 la 
ondition initiale ∫

Ω

(um(0) − u0) · ϕ = 0 , ∀ϕ ∈ Ve
t(wi,Λi)1≤i≤m+N .Ce système non linéaire àm+N équations àm+N in
onnues possède une unique solution100



4.3. Couplage ave
 les a
inisur un intervalle [0, tm]. En reprenant la démar
he pour l'estimation a priori, on montrequ'il existe t∗m qui ne dépend que des données tel que pour tout t ≤ t∗m on a
ρ

2
‖um(t)‖2

L2(Ω) + µ

∫ t

0

‖um(s)‖2
L2(Ω) ds+

1

2
kx2

m +
1

2
mẋ2

m ≤ C , (4.51)où C dépend des données initiales, des pressions Pi et des pro�ls Ui. La majoration étantindépendante dem et de t, on en déduit que t∗m = T et que um ∈ L∞(0, T ;H)∩L2(0, T ;V ).On note en
ore ūm le prolongement de um par 0 en dehors de [0, T ], et ûm la transforméede Fourier ūm. On a
ρ

∫

Ω

∂ūm

∂t
· wj + ρ

∫

Ω

(ūm · ∇ūm) · wj + µ

∫

Ω

∇ūm : ∇wj +

N
∑

i=1

RiΛ̄
m
i Λj

i (

∫

Γi

Ui · n)2

+(
m

S
¨̄x+

k

S
x̄)(

N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n) = −P̄0Λ
j
1

∫

Γ0

U0 · n

+
f̄ext

S
(
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n) − ρ

∫

Ω

ūm(T ) · wjδT + ρ

∫

Ω

ūm(0) · wjδ0

−m

S2
(Λ̄m

1 (T )

∫

Γ0

U0 · n)(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)δT +
m

S2
(Λ̄m

1 (0)

∫

Γ0

U0 · n)(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)δ0.Quand on multiplie 
es équations par les 
oe�
ients de (ûm, Λ̂
m) dans la base de Wm =Ve
t1≤i≤m+N(wi,Λi) et qu'on somme les m+N équations, 
e
i nous 
onduit à

ρ2iπτ

∫

Ω

|ûm(τ)|2 + ρ

∫

Ω

Ĝ(τ)ûm(τ) + µ

∫

Ω

∇ûm(τ) : ∇ûm(τ) +

N
∑

i=1

Ri(Λ̂
m
i (τ))2(

∫

Γi

Ui · n)

+
m

S2
2iπτ(Λ̂m

1 (τ)

∫

Γ0

U0 · n)2 + k2iπτ |x̂|2 = −(P̂0(τ) +
f̂ext

S
(τ))Λ̂m

1

∫

Γ0

U0 · n

−ρ
∫

Ω

ūm(T ) · ûm(τ)e−2iπτT + ρ

∫

Ω

ūm(0) · ûm(τ)

+
m

S2
Λ̄m

1 (T )Λ̂m
1 (τ)(

∫

Γ0

U0 · n)2e−2iπτT − m

S2
Λ̄m

1 (0)Λ̂m
1 (τ)(

∫

Γ0

U0 · n)2où Ĝ désigne toujours la transformé de Fourier en temps du terme non linéaire u · ∇u.En prenant la partie imaginaire de l'égalité 
i-dessus, on déduit que
|τ |
∫

Ω

|ûm(τ)|2 ≤ C[‖Ĝm(τ)‖V ′‖ûm(τ)‖V + ‖ūm(T )‖L2(Ω)‖ûm(τ)‖L2(Ω) + ‖ūm(0)‖L2(Ω)‖ûm(τ)‖L2(Ω)

+(P̂0 +
f̂ext

S
)

∫

Γ0

U0 · n‖ûm(τ)‖L2(Ω)] + C(

∫

Γ0

|ūm(T ) · n| +
∫

Γ0

|ūm(0) · n|)
∫

Γ0

|ûm(τ) · n|.Ainsi,
∫ +∞

−∞

|τ |2γ‖ûm‖2
L2(Ω) ≤ C(γ) 101



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
inipour 0 < γ < 1
4
. Par le théorème 4.5 de 
ompa
ité, il existe don
 une sous suite de umtelle que

um −−−−→
m→+∞

u fortement dans L2(0, T ;L2(Ω)). (4.52)Par ailleurs, grâ
e aux estimations (4.51), on sait qu'il existe une sous suite de um, telleque






um ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;H1
0,l(Ω))et

um ⇀ u faible ⋆ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).
(4.53)Les 
onvergen
es (4.53) et (4.52) nous permettent de passer à la limite dans (4.50).En e�et, soit ϕ une fon
tion C∞ ave
 ϕ(T ) = 0. On multiplie (4.50) par ϕ et on intègrepar parties en temps le premier terme

−ρ
∫ T

0

∫

Ω

um ·wjϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(um · ∇um) · wjϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇um : ∇wjϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛ
m
i+1Λ

j
i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) − m

S

∫ T

0

ẋm(

N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t)

+
k

S

∫ T

0

xm(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ(t) =

∫

Ω

u0mwjϕ(0) + ẋ0mϕ(0)(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)

−
∫ T

0

(

P0Λ
j
1

∫

Γ0

U0 · n +
fext

S

N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t). (4.54)Comme um est à divergen
e nulle alors l'appli
ationum →
∫

Γ0

um·n, qui va de L∞(0, T ;Hdiv(Ω))dans L∞(0, T ), est 
ontinue pour la norme L2, d'où
ẋm =

∫

Γ0

um · n ⇀

∫

Γ0

u · n faible ⋆ dans L∞(0, T ;L2(Ω))et
xm ⇀ x = x0 +

∫ t

0

∫

Γ0

u · n faible ⋆ dans W 1,∞(0, T ).Il en resulte que
∫ T

0

ẋm(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

ẋ(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t) ,

∫ T

0

xm(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t) −−−−→
m→+∞

∫ T

0

x(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t) ,

ẋ0mϕ(0)(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n) −−−−→
m→+∞

ẋ0ϕ(0)(
N
∑

i=1

Λj
i+1

∫

Γi

Ui · n).102



4.3. Couplage ave
 les a
iniAinsi, par passage à la limite, (4.54) nous donne
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) − m

S

∫ T

0

ẋ(

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t)

+
k

S

∫ T

0

x(

∫ N

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0)

+x1ϕ(0)(

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n) −
∫ T

0

(

P0Λ̃1

∫

Γ0

U0 · n +
fext

S

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t)(4.55)pour tout (ũ, Λ̃) = (wj,Λj) , ∀j. Par linéarité, 
ette équation reste vraie pour tout (ũ, Λ̃)
ombinaison linéaire �nie des (wj,Λj) et par 
ontinuité, pour tout élément deW . En 
hoi-sissant en parti
ulier ϕ ∈ D(0, T ), on voit que u satisfait (4.45) au sens des distributions.En�n, il reste à véri�er la 
ondition initiale. Pour 
ela, on multiplie (4.45) par ũϕ et onintègre en temps et en espa
e, on obtient
−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

RiΛi+1Λ̃i+1(

∫

Γi

Ui · n)2

)

ϕ(t) − m

S

∫ T

0

ẋ(
N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ′(t)

+
k

S

∫ T

0

x(

∫ N

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n)ϕ(t) =

∫

Ω

u(0)ũϕ(0)

+x1ϕ(0)(
N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n) −
∫ T

0

(

P0Λ̃1

∫

Γ0

U0 · n +
fext

S

N
∑

i=1

Λ̃i+1

∫

Γi

Ui · n
)

ϕ(t)(4.56)et par 
omparaison ave
 (4.55) on a ∫
Ω

(u(0)−u0) · ũϕ(0) = 0. En 
hoisissant ϕ telle que
ϕ(0) = 1, alors ∫

Ω

(u(0) − u0) · ũ = 0 , ∀ũ ∈ V , ainsi u(0) = u0 dans V ′, mais aussi dans
H puisque u0 ∈ H . En 
on
lusion, u est solution faible de (4.45). �Conditions aux limites naturellesSous les hypothèses suivantes

(u0, x0, x1) ∈ H × R
2 ave
 Sx1 = −

∫

Γ0

u0 · n ,

P0 ∈ L2(0, T ) et fext ∈ L2(0, T ) ,

Ri > 0 , i = 1 , . . . , N , k , m et S donnés, (4.57)103



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
iniil s'agit de trouver u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) et p ∈ D′(Ω×]0, T [) solutions de

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
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

























ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur ]0, T [×Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pn− Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur ]0, T [×Γi ,

i = 1 , . . . , N ,

P =
1

S
(mẍ+ kx− fext) ,

Sẋ =

N
∑

i=1

∫

Γi

u · n = −
∫

Γ0

u · n ,

(u , x , ẋ)/t=0 = (u0 , x0 , x1). (4.58)Sous les hypothèses (4.57) nous appelons solution faible de (4.58) toute fon
tion u ∈
L2(0 , T ;V ) ∩ L∞(0 , T ;H) telle que

−ρ
∫ T

0

∫

Ω

u · ũϕ′(t) + ρ

∫ T

0

∫

Ω

(u · ∇u) · ũϕ(t) + µ

∫ T

0

∫

Ω

∇u : ∇ũϕ(t)

+

∫ T

0

(

N
∑

i=1

Ri(

∫

Γi

u · n)(

∫

Γi

ũ · n)

)

ϕ(t) − m

S

∫ T

0

ẋ(
N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n)ϕ′(t)

+
k

S

∫ T

0

x(

∫ N

i=1

∫

Γi

ũ · n)ϕ(t) =

∫

Ω

u0ũϕ(0)

+x1ϕ(0)(
N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n) −
∫ T

0

(

P0

∫

Γ0

ũ · n +
fext

S

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

ϕ(t) ,

∀ũ ∈ V et ∀ϕ ∈ D([0, T [).

(4.59)
Dans le 
as des 
onditions dissipatives naturelles, et d'une manière analogue au 
as sanspiston, on établit le résultat suivantThéorème 4.12. Soit d=2. Sous les hypothèses (4.57), et pour données petites, il existeun temps t∗ qui dépend des données, 0 < t∗ et une solution faible u de (4.58). De plus, ilexiste une 
onstante C > 0 qui dépend aussi des données telle que la solution véri�e

ρ

2
‖u(t)‖2

L∞(0,t∗;L2(Ω)) +
m

2S2
‖
∫

Γ0

u · n‖2
L∞(0,t∗) +

k

2S2
‖
∫ t

0

∫

Γ0

u · n‖2
L∞(0,t∗)

+
µ

2
‖∇u(t)‖2

L2(0,t∗;H1(Ω)) +
N
∑

i=1

Ri

∫ t∗

0

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ C.104



4.4. Con
lusionPreuve :La preuve repose sur les estimations établies pour le terme 
onve
tif dans le lemme 4.7 etreprend les étapes de la méthode de Galerkin dans la preuve du théorème 4.9. �Remarque 4.3.10. En appliquant une for
e fext su�samment petite et sur l'intervalle
[0, t∗], on a existen
e d'une solution lo
ale en temps en phase inspiratoire. Comme déjàpré
isé dans la remarque 4.3.5, si on annule la for
e fext, on a dé
roissan
e de l'énergieen phase expiratoire. Si on laisse dé
roite l'énergie jusqu'à atteindre des données su�-samment petites pour reprendre une inspiration qui garantit en
ore une fois l'existen
ed'une solution lo
ale en temps, alors grâ
e à la périodi
ité de la ventilation, on peut parlerd'existen
e de solution globale pour données petites.Une autre manière de pro
éder serait d'introduire une pression dynamique dans les 
ondi-tions aux limites et proposer un nouveau modèle, pro
he de 
elui traité dans [25℄ quis'é
rirait

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
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















ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω
u = 0 sur ]0, T [×Γl

µ∇u · n− pn +
ρ

2
|u|2n = −P0n sur ]0, T [×Γ0

µ∇u · n− pn +
ρ

2
|u|2n = −Pn− Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur ]0, T [×Γi

i = 1 , . . . , N

P =
1

S
(mẍ+ kx− fext) ,

Sẋ =

N
∑

i=1

∫

Γi

u · n = −
∫

Γ0

u · n. (4.60)et pour lequel on s'a�ran
hit de la 
ontrainte du 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique etoù on pro
ède d'une manière analogue aux 
onditions de Diri
hlet pour l'existen
e dessolutions.Finalement, signalons qu'on peut reprendre en dimension deux, le même raisonnementque 
elui développé dans la remarque 4.3.8 et montrer que si k = 0 alors on a l'existen
ede solution globale en temps pour données petites.4.4 Con
lusionLe modèle multié
helle proposé dans 
e 
hapitre pour reproduire l'é
oulement de l'airdans l'arbre bron
hique, permet de 
ontourner la 
omplexité géométique du système res-piratoire tout en présentant un large spe
tre de paramètres qui peuvent permettre lamodélisation de diverses pathologies respiratoires. Dans le 
as des 
onditions aux limitesdissipatives naturelles, l'existen
e de solution n'est prouvée que lo
alement en temps etpour données petites, et en dimension deux. Pour 
e type de 
onditions aux limites, l'exis-105



Chapitre 4. Existen
e de solutions faibles et modélisation des a
initen
e de solutions globales fait l'objet du 
hapitre suivant, par une appro
he reposant surl'étude des propriétés de l'opérateur de Stokes asso
ié au problème 
ouplé.
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Chapitre 5Solutions faibles globales pour leséquations de Navier-Stokes ave

onditions dissipatives naturelles3
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3Les résultats établis dans 
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ollaboration ave
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5.1. Introdu
tion5.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre on s'intéresse à l'étude des solutions du problème de Navier-Stokesave
 
onditions naturelles dissipatives dans une 
lasse de solutions plus régulières que
elles établies dans le pré
édent 
hapitre. On prouve l'existen
e d'une unique solutionlo
ale en temps mais également l'existen
e d'une solution globale pour données petites.Dans la se
tion 5.2 on 
ommen
e par étudier le problème dans le 
as des équations deStokes a�n d'étudier, ensuite dans la se
tion 5.3, les propriétés de l'opérateur de Stokesasso
ié à la forme bilinéaire dissipative
µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

,
e
i permet d'introduire une nouvelle norme asso
iée à l'opérateur qui permettera d'établirdes majorations uniformes des solutions appro

hées de Galerkin et d'établir le résultatd'existen
e globale, mais sous réserve de 
onsidérations parti
ulières sur la géométrie dudomaine 
onsidéré. Finalement, à la se
tion 5.5, un deuxième résultat plus restri
tif estétablit dans le 
as où l'opérateur de Stokes est asso
ié à la forme bilinéaire
µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ ,qui ne prend pas en 
ompte le terme dissipatif de la formulation qui provient de la partierésistive de l'arbre.5.2 Le problème de Stokes stationnaireDans 
ette se
tion, on s'intéresse à l'étude du problème de Stokes stationnaire ave

onditions aux limites dissipatives introduit dans le 
hapitre 3, où il s'agit de trouver
u ∈ H1(Ω) et p ∈ L2(Ω) solutions de


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

−µ△u + ∇p = f dans Ω ,

∇ · u = 0 dans Ω ,

u = 0 sur Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin− Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur Γi i = 1, . . . , N,

(5.1)
ave
 les pressions Pi , i = 0 , . . . , N , les résistan
es Ri > 0 , i = 1 , . . . , N et la for
evolumique f ∈ L2(Ω) données.5.2.1 Formulation variationnelleOn se propose d'exprimer (5.1) en une formulation variationnelle équivalente. Vue la
ondition aux limites de non glissement sur Γl, on 
hoisit l'espa
e suivant pour la vitesse

H1
0,l(Ω) = {v ∈ H1(Ω)d , v/Γl

= 0} 109



Chapitre 5.où d = 2 , 3. Les 
onditions aux limites en entrée sur Γ0 et sur les multiples sorties Γi , i =
1 , . . . , N impliquent la pression ; la pression n'est don
 pas dé�nie à une 
onstanteadditive près et l'espa
e en pression est

M = L2(Ω) ,et d'une manière usuelle on dé�nit l'espa
e des vitesse à divergen
e nulle
V = {v ∈ H1

0,l(Ω) , ∇ · v = 0}.Noter que V est un espa
e de Hilbert 
omme fermé de H1
0,l(Ω), qui l'est également 
ommefermé de H1(Ω).En faisant le produit s
alaire de la première équation de (5.1) dans L2(Ω) ave
 une fon
tiontest ũ ∈ X, et en appliquant la formule de Green, on obtient

µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ−
∫

Ω

p∇ · ũ +

∫

∂Ω

(−µ∇u · n + pn) · ũ =

∫

Ω

f · ũ , ∀ũ ∈ H1
0,l(Ω).En prenant en 
ompte les 
onditions aux limites apparaissant dans (5.1), la formulationvariationnelle du problème ave
 
onditions de sorties naturelles dissipatives s'é
rit : pour

µ, (Pi)i=0 , N , (Ri)i=1 , N et f ∈ L2(Ω) données, trouver u ∈ H1
0,l(Ω) et p ∈M solutions de











































µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

−
∫

Ω

p∇ · ũ =

−P0

∫

Γ0

ũ · n −
N
∑

i=1

Pi

∫

Γi

ũ · n +

∫

Ω

f · ũ ∀ũ ∈ H1
0,l(Ω) ,

∫

Ω

q∇ · u = 0 , ∀q ∈M.

(5.2)
5.2.2 Equivalen
eOn vient de montrer que toute solution (u , p) ∈ H1

0,l(Ω) × M de (5.1) est aussisolution de la formulation variationnelle (5.2). Ré
iproquement, si (u , p) est solution duproblème variationnel (5.2), en 
hoisissant ũ ∈ D(Ω), on obtient la première équationde (5.1) au sens des distributions. La deuxième équation est équivalente à la 
ontrainted'in
ompressibilité. Bien sûr, le fait que u appartienne à H1
0,l(Ω), implique la 
ondition denon-glissement sur la paroi Γl. Pour ré
upérer les 
onditions aux limites sur les Γi , i =

0 , . . . , N , on pro
ède d'une manière standard et on multiplie la première équation de(5.1), qui est vraie dans L2(Ω) (
ar f ∈ L2(Ω)), par ũ ∈ H1
0,l(Ω) et on intègre par parties.En retran
hant la formulation faible, il ne reste plus que des 
ontributions au bord et ondéduit les 
onditions aux limites sur Γi qui ont un sens dans (H

1

2

00(Γi))
′. Ainsi, on a établitla proposition suivanteProposition 5.1. Les problèmes (5.1) et (5.2) sont équivalents.110



5.2. Le problème de Stokes stationnaire5.2.3 Existen
e et uni
itéLe problème (5.2) est de type mixte. En e�et, si on introduit les notations suivantes
a(u , ũ) = µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

,

b(ũ , q) = −
∫

Ω

q∇ · ũ ,

l(ũ) = −P0

∫

Γ0

ũ · n −
N
∑

i=1

Pi

∫

Γi

ũ · n +

∫

Ω

f · ũ ,le problème (5.2) s'é
rit sous la forme : H1
0,l(Ω) etM étant deux espa
es de Hilbert, a et bdeux formes bilinéaires respe
tivement sur H1

0,l(Ω)×H1
0,l(Ω) et H1

0,l(Ω)×M , l une formelinéaire sur H1
0,l(Ω), trouver u ∈ H1

0,l(Ω) et p ∈M solutions de
{

a(u , ũ) + b(ũ , p) = l(ũ) , ∀ũ ∈ H1
0,l(Ω) ,

b(u , q) = 0 , ∀q ∈M.Ainsi, le fait que (5.2) soit bien posé, est la 
onséquen
e des propriétés suivantes : la
oer
ivité de la forme bilinéaire a(· , ·) sur V , la 
ondition inf-sup sur H1
0,l(Ω) ×M pourla bilinéaire b(· , ·) et la 
ontinuité de la forme linéaire l(·).1. Coer
ivité de a sur V :L'ellipti
ité de a est immédiate 
ar les Ri sont positives et que mes(Γl) 6= 0

a(u , u) = µ‖∇u‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≥ µ‖∇u‖2
L2(Ω) , ∀u ∈ H1

0,l(Ω).La forme bilinéaire a(· , ·) est 
oer
ive sur H1
0,l(Ω), elle l'est don
 aussi sur V .2. Condition inf-sup :La 
ondition inf-sup est établie par la proposition suivante, dont la preuve seradétaillée plus loinProposition 5.2. Il existe une 
onstante β > 0 telle que

∀q ∈M , sup
v∈H1

0,l(Ω)

1

‖∇v‖L2(Ω)

∫

Ω

q∇ · v ≥ β‖q‖L2(Ω).3. Continuité de l(·) : 111



Chapitre 5.On a
|l(ũ)| ≤ |

N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

ũ · n| + |
∫

Ω

f · ũ|

≤
N
∑

i=0

|Pi

∫

Γi

ũ · n| + ‖f‖L2(Ω)‖ũ‖L2(Ω)

≤ C

(

max
i=0 , ... , N

|Pi| + ‖f‖L2(Ω)

)

‖ũ‖H1(Ω).Ainsi, l(·) dé�nit bien un élément de l'espa
e dual de H1(Ω).Finalement, grâ
e à la théorie de Babu²ka-Brezzi ( [5℄, [14℄) sur les problèmes de typepoint-selle, on aboutit à la proposition suivanteProposition 5.3. Le problème (5.2) est bien posé.Dans 
e qui suit on donne la preuve de la 
ondition inf-sup énon
ée dans la proposition5.2 :Preuve :Soit q ∈ M . On dé
ompose q sous la forme q = q∗ + q̄ où q̄ =
1

|Ω|

∫

Ω

q. Ainsi,
q∗ ∈ L2

0(Ω) = {q ∈ L2(Ω) ,

∫

Ω

q = 0},et de plus on a
∫

Ω

q∗q̄ = 0 et don
 ‖q‖2
L2(Ω) = ‖q∗‖2

L2(Ω) + ‖q̄‖2
L2(Ω).Comme q∗ ∈ L2

0(Ω), il existe v∗ ∈ H1
0 (Ω) tel que

∇ · v∗ = q∗ et ‖∇v∗‖L2(Ω) ≤
1

β∗
‖q∗‖L2(Ω) (5.3)où la 
onstante β∗ dépend seulement du domaine Ω (voir [23℄).La te
hnique utilisée dans [12℄ et [22℄ 
onsiste à asso
ier à q̄ un élément v̄ adéquat et àexprimer v 
omme une 
ombinaison linéaire bien 
hoisie de v∗ et v̄, v = γv∗ + v̄. Ainsi

∫

Ω

q∇ · v =

∫

Ω

(q∗ + q̄)(γ∇ · v∗ + ∇ · v̄)

=

∫

Ω

γq∗∇ · v∗ +

∫

Ω

q∗∇ · v̄ +

∫

Ω

γq̄∇ · v∗ +

∫

Ω

q̄∇ · v̄.Comme ∇ · v∗ = q∗, on a
∫

Ω

γq∗∇ · v∗ = γ‖q∗‖2
L2(Ω) et ∫

Ω

γq̄∇ · v∗ = 0.112



5.2. Le problème de Stokes stationnaireEn 
e qui 
on
erne le terme ∫
Ω

q̄∇ · v̄, on 
hoisit v̄ tel que
∫

Ω

q̄∇ · v̄ = ‖q̄‖2
L2(Ω).En e�et, on dé�nit v̄ par

v̄ = |Ω|q̄ρn0 ,où n0 est la normale sortante à la se
tion Γ0 (i
i on suppose pour simpli�er que n0 =
(0, 0, 1)), ρ une fon
tion régulière, qui s'annule sur ∂Ω \ Γ0 et satisfait

∫

Γ0

ρ = 1.Ainsi,
∫

Ω

q̄∇ · v̄ = |Ω|q̄2

(∫

Γ0

ρ

)

= ‖q̄‖2
L2(Ω).Maintenant on a

∫

Ω

q∇ · v = γ‖q∗‖2
L2(Ω) + ‖q̄‖2

L2(Ω) +

∫

Ω

q∗∇ · v̄ (5.4)et il reste à minorer le terme 
roisé ∫
Ω

q∗∇ · v̄. Par la dé�nition de v̄ et l'inégalité deCau
hy-S
hwartz, on a
∫

Ω

q∗∇ · v̄ = |Ω|
∫

Ω

q∗∇ · (q̄ρn0)

= |Ω|q̄
∫

Ω

q∗∇ρ · n0

≥ −|Ω| 12‖∇ρ‖L2(Ω)‖q∗‖L2(Ω)‖q̄‖L2(Ω).Finalement, en 
hoisissant γ = |Ω|‖∇ρ‖2
L2(Ω) et en remplaçant dans (5.4), on obtientl'estimation

∫

Ω

q∇ · v ≥ γ‖q∗‖2
L2(Ω) + ‖q̄‖2

L2(Ω) − |Ω| 12‖∇ρ‖L2(Ω)‖q∗‖L2(Ω)‖q̄‖L2(Ω).L'inégalité a2 + b2 − ab ≥ 1

2
(a2 + b2) nous permet de déduire

∫

Ω

q∇ · v ≥ 1

2

(

|Ω|‖∇ρ‖2
L2(Ω)‖q∗‖2

L2(Ω) + ‖q̄‖2
L2(Ω)

)

≥ C1‖q‖2
L2(Ω)

(5.5)où C1 =
1

2
min

(

|Ω|‖∇ρ‖2
L2(Ω), 1

). Par ailleurs, grâ
e au 
hoix de γ, à la propriété (5.3) età l'expression de v̄, on a
‖∇v‖L2(Ω) ≤ |γ|‖∇v∗‖L2(Ω) + ‖∇v̄‖L2(Ω)

≤ |Ω|‖∇ρ‖L2(Ω)

(‖∇ρ‖
β∗

‖q∗‖ +
1

|Ω|1/2
‖q̄‖
)

≤ C2‖q‖2
L2(Ω)

(5.6)113



Chapitre 5.où C2 = |Ω|‖∇ρ‖L2(Ω)

(

(‖∇ρ‖L2(Ω)

β∗

)2

+
1

|Ω|

)1/2.Grâ
e aux estimations (5.5) et (5.6), on obtient la 
ondition inf-sup ave
 β =
C1

C2

. �Remarque 5.2.1. L'étude développée 
i-dessus peut être reprise pour le problème deStokes stationnaire ave
 
onditions aux limites dissipatives essentielles. En e�et, on re-marque que les deux modèles, aussi bien ave
 les 
onditions naturelles que essentiellesdissipatives, ont la même formulation variationnelle et ne di�èrent que par l'espa
e fon
-tionnel 
orrespondant au 
hamp de vitesse, et que Y ⊂ X.Ainsi, pour prouver que le problème est bien posé, il su�t de véri�er la 
ondition inf-sup. La démar
he est en tout point analogue à 
elle adoptée dans le 
as des 
onditionsnaturelles, ex
epté le 
hoix de la fon
tion ρ qui, dans 
e 
as, 
e fait 
omme suit
ρ = λ0U0 · n0 où λ0 =

1
∫

Γ0

U0 · n0

,
e qui garanti que ∫
Γ0

ρ = 1.La preuve de la 
ondition inf-sup se généralise à tout pro�l de vitesse Ui ∈ H
1

2

00(Γi)dès qu'il existe au moins i0 tel que ∫
Γi0

Ui0 · n 6= 0. Toutefois, 
'est le 
as des pro�lsparaboliques qui est privilégié 
ar il est plus pertinent du point de vue de la modélisation.5.3 Etude de l'opérateur de Stokes modi�éPour prouver l'existen
e de solutions pour le système des équations de Navier-Stokes,il est usuel de 
onstruire la solution 
omme limite d'approximations de Galerkin où labase de Galerkin est 
omposée de ve
teurs propres asso
iés à l'opérateur de Stokes. Onpeut se référer par exemple à [48℄, [18℄, [50℄, [31℄ pour le 
as de 
onditions aux limitesde Diri
hlet sur toute la frontière du domaine, et à [32℄ pour le 
as de 
onditions auxlimites mixtes, où une 
ondition de Diri
hlet est imposée sur une partie de la frontière dudomaine tandis que des 
onditions d'entrée et de sorties libres sont imposées sur le reste dela frontière. I
i, au lieu de 
onsidérer des fon
tions propres de l'opérateur de Stokes ave

omme 
onditions aux limites des 
onditions de Diri
hlet ou de Neumann, nous allons
onsidérer les fon
tions propres de l'opérteur de Stokes ave
 des 
onditions aux limitesmixtes type Diri
hlet et naturelles dissipatives. Ce qui revient à étudier l'opérateur asso
iéà la forme bilinéaire sur V , qui prend en 
ompte les termes dissipatifs de notre modèle,soit
a(u , ũ) = µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

.114



5.3. Etude de l'opérateur de Stokes modi�é5.3.1 Dé�nition de l'opérateurRappelons les notations des espa
es suivants
H1

0,l(Ω) = {u ∈ H1(Ω) , u|Γl
= 0}et

V = {u ∈ H1
0,l(Ω) , ∇ · u = 0},et on 
onsidère également H le 
omplété de V par rapport à la norme L2(Ω). L'espa
e Vest dense dans H et l'inje
tion de V dans H est 
ontinue.On 
onsidère également la forme bilinéaire

a : V × V → R telle que
a(u , ũ) = µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ +

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

,
(5.7)

a est bilinéaire 
ontinue et 
oer
ive.Le triplet {V , H , a} dé�nit un opérateur A : D(A) → H de la manière suivanteDé�nition 5.4. Soit
D(A) = {u ∈ V/ il existe C ≥ 0 telle que |a(u , ũ)| ≤ C‖ũ‖H ∀ũ ∈ V }.C'est à dire que D(A) est l'ensemble des u ∈ V tels que la forme linéaire v 7→ a(u , v)dé�nie sur V , est 
ontinue pour la topologie induite par H sur V .En e�et, si u ∈ D(A), la forme v 7→ a(u , v) se prolonge de façon unique, par densité, enune forme linéaire l 
ontinue sur H .Par le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique élément de H , qu'on note

Au, tel que
l(·) = (Au , ·) ,
'est à dire

a(u , v) = (Au , v) ∀u ∈ D(A) , v ∈ V.La 
orrespondan
e u 7→ Au est linéaire et dé�nit don
 un opérateur linéaire A : D(A) →
H asso
ié au triplet {V , H , a}, D(A) étant muni de la norme

‖u‖V + ‖Au‖H .5.3.2 Propriétés de l'opérateurProposition 5.5. L'opérateur A véri�e les propriétés suivantes1. A ∈ L(D(A) , H) est bije
tif.2. A est autoadjoint. 115



Chapitre 5.Preuve :1. A est surje
tif :Soit f ∈ H et l(ũ) = (f , ũ) forme linéaire 
ontinue sur H . Comme l'inje
tion de Vdans H est 
ontinue, on a
|l(ũ)| = |(f , ũ)| ≤ ‖f‖H‖v‖H ≤ C‖f‖H‖ũ‖V .La forme l est 
ontinue pour la topologie de V , don
 par le théorèm de Lax-Milgram [13℄, il existe un unique u ∈ V tel que a(u , ũ) = (f , ũ).Mais l est aussi 
ontinue pour la topologie de H , don
 u ∈ D(A) et (Au , ũ) =

(f , ũ) ∀ũ ∈ V , don
 Au = f puisque V est dense dans H .
A est inje
tif :Soit u ∈ D(A), alors

a(u , u) ≥ α‖u‖2
V ≥ α

C2
‖u‖2

Hoù α est la 
onstante de 
oer
ivité. Par ailleurs, on a
a(u , u) ≤ ‖(Au , u)‖ ≤ ‖Au‖H‖u‖H ,ainsi,

‖Au‖H ≥
√
α

C
‖u‖H ∀u ∈ D(A),don
 A est inje
tif.En 
on
lusion A ∈ L(D(A) , H) est bije
tif.2. Soit u ∈ D(A∗) où on désigne par A∗ l'adjoint de A. On a A∗u ∈ H , on peut alorsutiliser le résultat d'existen
e pour le problème de Stokes pour trouver w ∈ D(A)tel que















































−µ∆w + ∇p = A∗u dans Ω ,

∇ · w = 0 dans Ω ,

w = 0 sur Γl ,

µ∇w · n − pn = −P0n sur Γ0 ,

µ∇w · n − pn = −Pin −Ri

(
∫

Γi

w · n
)

n sur Γi , i = 1 , . . . , N ,

(5.8)

'est à dire w ∈ D(A) tel que Aw = A∗u ∈ H .A�n de montrer que w = u, on 
al
ule (g , u −w) pour g ∈ H .Grâ
e au résultat d'existen
e pour le problème de Stokes il existe ũ ∈ D(A) tel que
Aũ = g. Ainsi, 
omme l'opérateur A est symétrique on a

(g , u −w) = (Aũ , u) − (Aũ , w) = (ũ , A∗u) − (ũ , Aw) = 0.Comme g est arbitraire alors u = w ∈ D(A) et Au = A∗u et don
 A est autoadjoint.116



5.4. Le problème de Navier-Stokes instationnaire
�Théorème 5.6. L'inverse de l'opérateur A est 
ompa
t dans H .Preuve :

A est un isomorphisme de D(A) dans H , alors A−1 existe. Par ailleurs, on a
‖u‖H ≤ C‖f‖H ,
'est à dire,

‖A−1f‖H ≤ C‖f‖H .Ce qui implique que A−1 : H → D(A) ⊂ V est borné. Comme l'inje
tion de V dans Hest 
ompa
te, on 
on
lut par le théorème de Relli
h que A−1 est un opérateur 
ompa
tsur H. �Comme A est autoadjoint, A−1 l'est aussi. A−1 admet alors une suite de fon
tions propres
wj , j ∈ N, orthogonale et 
omplète dans H et dans V ,

A−1wj = αjwj , wj ∈ D(A) , αj ∈ R
∗et don


Awj = ajwj ave
 aj =
1

αj

.Comme A−1 est 
ompa
t, d'après le théorème spe
tral pour les opérateurs 
ompa
ts,l'ensemble des valeurs propres de A−1 est dénombrable et le seul point d'a

umulationpossible est zéro, d'où
0 < a1 ≤ a2 ≤ . . . , aj −−−−→

j→+∞
+∞.5.4 Le problème de Navier-Stokes instationnaireOn s'intéresse à présent à l'étude du problème de Navier-Stokes instationnaire ave

onditions dissipatives naturelles suivant







































































ρ
∂u

∂t
+ ρ(u · ∇)u − µ∆u + ∇p = 0 dans ]0, T [×Ω ,

∇ · u = 0 dans ]0, T [×Ω ,

u = 0 sur ]0, T [×Γl ,

µ∇u · n− pn = −P0n sur ]0, T [×Γ0 ,

µ∇u · n− pn = −Pin −Ri

(
∫

Γi

u · n
)

n sur ]0, T [×Γi ,

i = 1 , . . . , N ,

u(x , 0) = u0(x). (5.9)117



Chapitre 5.Pour tout ũ ∈ V on a
ρ

∫

Ω

∂u

∂t
·ũ+ρ

∫

Ω

(u·∇u)·ũ+µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ+

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

= −
N
∑

i=0

Pi

(
∫

Γi

ũ · n
)

.(5.10)On rappelle la forme bilinéaire suivante
a : V × V → R tel que

a(u , ũ) = µ(∇u , ∇ũ) +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

,
(5.11)et on dé�nit la forme trilinéaire suivante

b : H1(Ω) ×H1(Ω) ×H1(Ω) → R tel que
b(u , v , ũ) = ((u · ∇)v , ũ).

(5.12)De plus, on pose
l(ũ) = −

N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

ũ · n (5.13)pour tout ũ ∈ H1(Ω).Le problème à résoudre s'é
rit alors : pour
u0 ∈ V ,

Pi ∈ L∞(0, T ), i = 0 , . . . N ,

Ri > 0 , i = 1 , . . . , N, donnés, (5.14)trouver u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;D(A)) et ∂u
∂t

∈ L2(0, T ;H) tel que pour tout t > 0

ρ(
∂u

∂t
, ũ) + a(u , ũ) + ρb(u , u , ũ) = l(ũ) ∀ũ ∈ V (5.15)ave
 u|t=0 = u0.Notons que 
e type d'appro
he multié
helle est également utilisé pour la simulation desé
oulement sanguins [44℄[49℄[52℄. En parti
ulier dans [49℄ l'existen
e de solutions est dé-montrée pour des 
onditions aux limites du type µ∇u ·n−pn = −Pin−Ri (u · n)n, sousune 
ondition de petitesse des résistan
es Ri. Nous allons reprendre les mêmes te
hniquesde démonstration mais en nous a�ran
hissant de 
e type de 
ondition grâ
e à l'opérateur

A asso
ié à la forme bilinéaire a(· , ·) dé�nie sur V . On établit alors le résultat suivantThéorème 5.7. Soit P̃ = sup
t

N
∑

i=0

|Pi|. Sous les hypothèses (5.14), il existe un intervallede temps sur lequel le problème (5.15) admet une solution. De plus, si on suppose quela 
ondition initiale et P̃ sont su�samment petites, alors la solution du problème existe118



5.4. Le problème de Navier-Stokes instationnairepour tout t > 0. Pré
isément, il existe des 
onstantes A > 0 , B > 0 et c3 > 0 telles quesi
‖∇u0‖2

L2(Ω) +
1

µ

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u0 · n
)2

≤ 1

4B2
et P̃ 2 ≤ Aρµ3

B2c23alors ‖∇u‖2
L2(Ω) +

1

µ

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)2

≤ 1

4B2
pour tout t.Finalement, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution est unique et dépend
ontinuement des données.La di�
ulté i
i est d'estimer le terme non linéaire. Pour 
ela nous allons supposer que

sup
Ω

|ũ| ≤ c1‖∇ũ‖
1

2

L2(Ω)‖Aũ‖
1

2

L2(Ω) , (5.16)pour tout ũ ∈ D(A). L'inégalité (5.16) est prouvée par exemple dans [18℄, pages 38-39, pour le 
as de 
onditions de Diri
hlet sur toute la frontière du domaine (su�samentrégulier), et 
e
i aussi bien en dimension deux qu'en dimension trois. Elle repose en par-ti
ulier sur le fait que D(A) = H2(Ω) ∩ V . Le 
as des 
onditions aux limites mixtesDiri
hlet/dissipatives naturelles qui nous intéressent revient à 
onsidérer le 
as des 
ondi-tions aux limites mixtes Diri
hlet/Neumann. Pour 
e dernier 
as, par 
ontre, une preuvede (5.16) est établie dans [10℄ seulement dans le 
as bidimentionnel et pour un domaine Ωoù la paroi latérale et les se
tions Γi , i = 0 , . . . , N sont su�samment régulières et queles se
tions Γi et la paroi latérale forment des angles droits. Dans [32℄ et [49℄, l'inégalité(5.16) est admise dans le 
as tri-dimensionnel, 
e que nous supposerons également. Nousallons également nous appuyer sur
‖∇ũ‖L2(Ω) ≤ c2‖Aũ‖L2(Ω). (5.17)pour tout ũ ∈ D(A), qui elle dé
oule du fait que

‖∇u‖2
L2(Ω) ≤ a(u , u) = (Au , u) ≤ ‖Au‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) ≤ C‖Au‖L2(Ω)‖∇u‖L2(Ω).Il est alors possible d'estimer le terme non linéaire par
|b(u , u , Au)| ≤ ‖u‖L∞(Ω)‖u‖H1(Ω)‖Au‖L2(Ω) ≤ C‖u‖

3

2

H1(Ω)‖Au‖
3

2

L2(Ω).Nous allons maintenant démontrer le résultat prin
ipal.Preuve :Le s
héma de la preuve du théorème 5.7 est le suivant : on obtient tout d'abord desestimations a priori de l'approximation de Galerkin um de la solution de (5.15) qui seronthéritées par la solution quand m tend vers +∞, prouvant ainsi l'existen
e d'une solutionlo
ale en temps. Ensuite, si les données initiales sont su�samment petites, on prouvede nouvelles estimations a priori assurant l'existen
e d'une solution pour tout t > 0.Finalement, on prouve que, lo
alement en temps, la solution limite est unique et dépend
ontinuement des données. 119



Chapitre 5.Pour tout m ∈ N, on dé�nit l'approximation de Galerkin um(t) 
omme solution dansVe
t{wi}1≤i≤m du système non linéaire suivant


















ρ(
∂um

∂t
, ũ) + a(um , ũ) + ρb(um , um , ũ) = l(ũ) ∀ũ ∈ Ve
t{wi}1≤i≤m ,

∫

Ω

(um(0) − u0) · ũ = 0 ∀ũ ∈ Ve
t{wi}1≤i≤m.
(5.18)Ce système di�érentiel de m équations à m in
onnues admet une solution unique sur unintervalle [0 , tm].Estimations a priori et existen
e lo
aleOn 
hoisit 
omme fon
tion test dans la formulation variationnelle (5.18), ũ = Aum, 
equi est possible 
ar Aum ∈ Ve
t{wi}1≤i≤m. On a alors

ρ(
∂um

∂t
, Aum) + a(um , Aum) + ρb(um , um , Aum) = l(Aum). (5.19)Or, on a

ρ(
∂um

∂t
, Aum) = ρ(Aum ,

∂um

∂t
)

= ρa(um ,
∂um

∂t
)

= ρµ
1

2

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) + ρ
1

2

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(
∫

Γi

um · n
)2

,et
a(um , Aum) = (Aum , Aum) = ‖Aum‖2

L2(Ω) ,il s'ensuit
1

2
ρµ

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

2
ρ

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(∫

Γi

um · n
)2

+ ‖Aum‖2
L2(Ω) =

−ρb(um , um , Aum) −
N
∑

i=0

Pi

∫

Γi

Aum · n.A 
e niveau de la preuve, on fait appel à l'inégalité d'interpolation (5.16) pour tout
ũ ∈ D(A) et à l'inégalité de tra
e suivante pour tout ũ ∈ Ve
t{wi}1≤i≤m,

|
n
∑

i=1

Pi

∫

Γi

Aũ · n| ≤ c3P̃‖Aũ‖L2(Ω) , (5.20)où P̃ = sup
t≥0

n
∑

i=1

|Pi|, et qui dé
oule de la proposition 4.8 (voir le 
hapitre 4) puisque Aũest à divergen
e nulle.120



5.4. Le problème de Navier-Stokes instationnaireGrâ
e à 
es deux inégalités, on a
1

2
ρµ

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

2
ρ

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(
∫

Γi

um · n
)2

+ ‖Aum‖2
L2(Ω) ≤

ρ|b(um , um , Aum)| + c3P̃‖Aum‖L2(Ω) ≤
ρ sup |um|‖∇um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω) + c3P̃‖Aum‖L2(Ω) ≤

ρc1‖∇um‖
3

2

L2(Ω)‖Aum‖
3

2

L2(Ω) + c3P̃‖Aum‖L2(Ω).En appliquant l'inégalité de Young
ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ave
 1

p
+

1

q
= 1 ,aux deux termes du membre de droite, respe
tivement ave
 p = 4 et q = 4

3
, puis p =

2 et q = 2, on a alors
d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

µ

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(∫

Γi

um · n
)2

+
1

ρµ
‖Aum‖2

L2(Ω) ≤
4ρ3c41
µ

‖∇um‖6
L2(Ω) +

4c23
ρµ

P̃ 2.A 
e niveau de la preuve, et a�n d'appliquer le lemme C.4, on 
onsidère
φ(t) = ‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

µ

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

um · n
)2et

ψ(t) =
1

ρµ
‖Aum‖2

L2(Ω)et soit
f(t) =

4c23P̃
2

ρµ
.L'inégalité 
i-dessus s'é
rit alors

d

dt
φ(t) + ψ(t) ≤ 4c41ρ

3

µ
φ3(t) + f(t).Par ailleurs, 
omme on a

∫

Ω

(um(0) − u0) · ũ = 0 ∀ũ ∈ Ve
t{wi}1≤i≤m ,et en 
hoisissant ũ = Aum(0), on obtient
(um(0) , Aum(0)) = (u0 , Aum(0)) ,
'est à dire,
a(um(0) , um(0)) = a(um(0) , u0). 121



Chapitre 5.Or,
µ‖∇um(0)‖2

L2(Ω) ≤ a(um(0) , um(0))et par la 
ontinuité de la forme bilinéaire a(. , .) et l'inégalité de Poin
aré, on a
a(um(0) , u0) ≤ C‖∇um(0)‖L2(Ω)‖∇u0‖L2(Ω) ,il s'ensuit

‖∇um(0)‖L2(Ω) ≤
C

µ
‖∇u0‖L2(Ω)et don


φ(0) = ‖∇um(0)‖2
L2(Ω) +

1

µ

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

um(0) · n
)2

≤ C‖∇u0‖2
L2(Ω) ,où C est une 
onstante générique.Ainsi, par le lemme de 
omparaison pour les inéquations di�érentielles, il existe t∗ ≤ tm nedépendant que de u0, et une fon
tion F (t , ‖∇u0‖L2(Ω)) solution de l'équation di�érentielle

F ′ =
4c41ρ

3

µ
F 3+f(t) , F (0) = C‖∇u0‖L2(Ω) sur [0, t∗[, ainsi que F̃ (t , ‖∇u0‖L2(Ω)) tel que,pour tout t ∈ [0 , t∗[ on a

φ(t) ≤ F (t)et ∫ t

0

ψ(τ) dτ ≤ F̃ (t) ,
'est à dire,
‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

µ

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

um · n
)2

≤ F (t) (5.21)et
1

ρµ

∫ t

0

‖Aum‖2
L2(Ω) ≤ F̃ (t). (5.22)Grâ
e à 
es estimations, on peut alors également déduire une estimation pour ∫ t

0

‖ d
dτ

um‖2
L2(Ω)dτ .En e�et, en 
hoisissant ũ =

∂um

∂t
dans (5.18) on a

ρ‖∂um

∂t
‖2

L2(Ω) = −ρ
∫

Ω

(um · ∇um)
∂um

∂t
− (Aum ,

∂um

∂t
) −

N
∑

i=0

Pi

(
∫

Γi

∂um

∂t
· n
)

≤
(

ρ sup ‖um‖L2(Ω)‖∇um‖L2(Ω) + ‖Aum‖L2(Ω) + CP̃
)

‖∂um

∂t
‖L2(Ω)

≤
(

ρc1‖∇um‖
3

2

L2(Ω)‖Aum‖
1

2

L2(Ω) + ‖Aum‖L2(Ω) + cP̃
)

‖∂um

∂t
‖L2(Ω) ,d'où

‖∂um

∂t
‖L2(Ω) ≤

1

ρ

(

ρc1‖∇um‖
3

2

L2(Ω)‖Aum‖
1

2

L2(Ω) + ‖Aum‖L2(Ω) + cP̃
)122



5.4. Le problème de Navier-Stokes instationnaireet don

∫ t

0

‖∂um

∂τ
‖2

L2(Ω) dτ ≤ G(t).Passage à la limitePour tout t ≤ t∗(‖∇u0‖L2(Ω)), on a
‖∇um‖2

L2(Ω) ≤ CF (t , ‖∇u0‖L2(Ω)) ,
∫ t

0

‖Aum‖2
L2(Ω) ≤ CF̃ (t , ‖∇u0‖L2(Ω)) ,

∫ t

0

‖∂um

∂τ
‖2

L2(Ω) ≤ G(t , ‖∇u0‖L2(Ω)) ,

(5.23)

e qui permet de déduire que um est bornée dans L∞(0 , t∗ , V ) ∩ L2(0 , t∗ , D(A)) etque ∂um

∂t
est bornée dans L2(0 , t∗ , H).Grâ
e aux estimations (5.23), on peut extraire une sous suite qu'on notera également umtelle que











um ⇀ u faible ∗ dans L∞(0, t∗;V )et
∂um

∂t
⇀

∂u

∂t
faiblement dans L2(0, t∗;H).

(5.24)Par ailleurs, grâ
e au lemme de 
ompa
ité énon
é dans [37℄, page 57, on peut extraire de
um une sous suite qu'on note également um telle que

um −−−−→
m→+∞

u dans L2(0, t∗;L2(Ω)).On peut alors passer à la limite dans les termes de la formulation et le reste de la preuvese poursuit d'une manière 
lassique, 
omme dans le 
hapitre pré
édent, pour montrer que
u véri�e (5.9) au sens des distributions et ré
upérer la 
ondition initiale.Existen
e globaleOn a déjà établi que

µρ

2

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) +
ρ

2

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(∫

Γi

um · n
)2

+ ‖Aum‖2
L2(Ω) ≤

ρ supΩ |um|‖∇um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω) + c3P̃‖Aum‖L2(Ω).La 
ombinaison des inégalités (5.16) et (5.17) donne
sup
Ω

|u| ≤ c1c
1

2

2 ‖Au‖L2(Ω). 123



Chapitre 5.Il en dé
oule que
µρ

2

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) +
ρ

2

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(
∫

Γi

um · n
)2

+ ‖Aum‖2
L2(Ω) ≤

ρc1c
1

2

2 ‖Aum‖2
L2(Ω)‖∇um‖L2(Ω) + c3P̃‖Aum‖L2(Ω) ≤

ρc1c
1

2

2 ‖Aum‖2
L2(Ω)‖∇um‖L2(Ω) +

c23P̃
2

2
+

1

2
‖Aum‖2

L2(Ω) ,d'où
d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω)+
1

µ

N
∑

i=1

Ri
d

dt

(
∫

Γi

um · n
)2

+





1 − 2ρc1c
1

2

2 ‖∇um‖L2(Ω)

ρµ



 ‖Aum‖2
L2(Ω) ≤

c23P̃
2

4µρ
,ainsi, en utilisant l'inégalité (5.17) et le fait que |

∫

Γi

ũ · n| ≤ C‖∇ũ‖L2(Ω) pour tout
ũ ∈ H1(Ω), on obtient une inégalité di�érentielle du type

d

dt
φ+ A(1 −B

√

φ)φ ≤ c23P̃
2

4µρ
,où on rappelle que φ = ‖∇um‖2

L2(Ω) +
1

µ

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

um · n
)2. Par 
onséquent, en suppo-sant que √φ(0) ≤ 1

2B
et que c23P̃ 2

4µρ
≤ Aµ2

4B2
, en appliquant le lemme de Gronwall C.1 onobtient √φ(t) ≤ 1

2B
pour tout t.Uni
ité et dépendan
e 
ontinue par rapport aux donnéesOn 
onsidère maintenant la question d'uni
ité et de la dépendan
e 
ontinue par rapportaux données. On prouve tout d'abord qu'il existe un intervalle de temps où la solutiondépend 
ontinuement des données en supposant l'uni
ité de la solution. Plus tard, onprouvera que l'uni
ité est vraie. Supposons alors, qu'il existe un intervalle de temps surlequel la solution du problème (5.15) est unique. En parti
ulier, on note u1 la solutionasso
iée aux données (u1

0, P
1
i ) (i = 0 , . . . , N) et de la même manière u2 la solutionasso
iée aux donnéess (u2

0, P
2
i ) (i = 0 , . . . , N). Soient

w = u1 − u2 et δP̃ = max
i

|P 1
i − P 2

i |.On a
ρ(
∂u1

∂t
, ũ) + a(u1 , ũ) + ρb(u1 , u1 , ũ) = l(ũ)et

ρ(
∂u2

∂t
, ũ) + a(u2 , ũ) + ρb(u2 , u2 , ũ) = l(ũ).124



5.4. Le problème de Navier-Stokes instationnaireOn soustrait les deux équations, et on 
hoisit ũ = w, on a
ρ
1

2

d

dt
‖w‖2

L2(Ω) + µ‖∇w‖2
L2(Ω) +

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

w · n
)2

= −ρ (b(u1 , u1 , w) − b(u2 , u2 , w))

+
N
∑

i=0

(P 2
i − P 1

i )

∫

Γi

w · n.Or,
b(u1 , u1 , w) − b(u2 , u2 , w) = b(u2 , w , w) + b(w , u2 , w) + b(w , w , w) ,et

|b(u2 , w , w)| ≤ sup
Ω

|u2|‖∇w‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)et par l'inégalité de Hölder, on a
|b(w , u2 , w)| ≤ ‖w‖L6(Ω)‖∇u2‖L2(Ω)‖w‖L3(Ω)et
|b(w , w , w)| ≤ ‖w‖L6(Ω)‖∇w‖L2(Ω)‖w‖L3(Ω).Rappelons que par inje
tion de Sobolev on a les inégalités suivantes pour d = 2 , 3

‖u‖L6(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω)et
‖u‖L3(Ω) ≤ C‖u‖

1

2

L2(Ω)‖∇u‖
1

2

L2(Ω).Suite à 
es estimations et grâ
e aux inégalités de Young et de Poin
aré, il s'ensuit que
ρ
d

dt
‖w‖2

L2(Ω) + 2µ‖∇w‖2
L2(Ω) ≤ C

(

supΩ |u2|‖w‖L2(Ω)

)2
+
µ

3
‖∇w‖2

L2(Ω)

+ C‖∇u2‖4
L2(Ω)‖w‖2

L2(Ω) +
µ

3
‖∇w‖2

L2(Ω)

+ C‖w‖
1

2

L2(Ω)‖∇w‖
5

2

L2(Ω)

+ CδP̃ 2 +
µ

3
‖∇w‖2

L2(Ω).Ainsi, on a �nalement
ρ
d

dt
‖w‖2

L2(Ω) +
(

µ− C‖w‖
1

2

L2(Ω)‖∇w‖
1

2

L2(Ω)

)

‖∇w‖2
L2(Ω) ≤ C

(

(supΩ |u2|)2 + ‖∇u2‖4
L2(Ω)

)

‖w‖2
L2(Ω)

+CδP̃ 2 (5.25)et don
, en supposant que ‖u1
0 − u2

0‖
1

2

L2(Ω)‖∇(u1
0 − u2

0)‖
1

2

L2(Ω) ≤
µ

2C
, sur tout intervalle detemps pour lequel ‖w‖

1

2

L2(Ω)‖∇w‖
1

2

L2(Ω) ≤
µ

2C
, on a

ρ
d

dt
‖w‖2

L2(Ω) ≤ C
(

(sup |u2|)2 + ‖∇u2‖4
L2(Ω)

)

‖w‖2
L2(Ω) + CδP̃ 2. 125



Chapitre 5.Par 
onséquent, en appliquant le lemme de Gronwall, 
ela entraine la dépendan
e 
ontinuepar rapport aux données. En parti
ulier, dès que u1|t=0 = u2|t=0 il existe un intervalle detemps où ‖w‖
1

2

L2(Ω)‖∇w‖
1

2

L2(Ω) ≤
µ

2C
est vraie et dans 
e 
as on a

||w||2L2(Ω) ≤ CδP̃ 2. (5.26)Pour prouver l'uni
ité, on raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe deux solutionsasso
iées aux mêmes données, alors δP̃ = 0 et w|t=0 = 0 et par 
onséquent (5.26) impliqueque la solution est unique.Par ailleurs, de (5.25) et de l'inégalité de Poin
aré, on peut é
rire sur tout intervalle detemps pour lequel ‖w‖
1

2

L2(Ω)‖∇w‖
1

2

L2(Ω) ≤
µ

2C

ρ
d

dt
‖w‖2

L2(Ω) + C
(µ

2
− (sup |u2|)2 − ‖∇u2‖4

L2(Ω)

)

‖w‖2
L2(Ω) ≤ CP̃ 2 ,et don
 par le lemme de Gronwall on voit que si P̃ = 0 et si u2(t) est petit, alors lespetites perturbations w(t) de u2(t) dé
roissent exponentiellement. �Remarque 5.4.1. Grâ
e à la proposition 4.8 (voir 
hapitre 4), 
omme w est à divergen
enulle, on a pour i = 0 , . . . , N ,

|
∫

Γi

w · n| ≤ C‖w‖L2(Ω).Cette inégalité, 
ombinée ave
 (5.26) permet de déduire en parti
ulier que le débit sur lesse
tions Γi est une fon
tion 
ontinue des pressions Pi , i = 0 , . . . , N .5.5 Résultats ave
 l'opérateur de Stokes non modi�éSi on ne prend pas en 
ompte le terme dissipatif N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
) lors dela dé�nition de l'opérateur A, et qu'on le dé�nit juste en l'asso
iant à la forme bilinéairesur V

µ

∫

Ω

∇u : ∇ũ ,alors, d'une manière analogue à [49℄ on aboutit au résultat suivant d'existen
e lo
ale entemps sous une 
ondition supplémentaire du type µ − Cmax1≤i≤N Ri > 0, ainsi qu'unrésultat d'existen
e globale pour des données petites sous la même 
ondition. Ce résultatest énon
é dans le théorème qui suitThéorème 5.8. Soient µ et R = max
i=1 , ... , N

Ri tels que
κ = µ− 2Rc2c4 > 0.126



5.5. Résultats ave
 l'opérateur de Stokes non modi�éAlors, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution du problème existe. De plus,si on suppose que la 
ondition initiale et les données aux bords sont su�samment petites,pré
isement
‖∇u0‖L2(Ω) <

κ

4c1c
1

2

2

et P̃ <
(µκ3)

1

2

(32c32)
1

2 c1c3
,alors, la solution du problème existe pour tout t > 0 et véri�e l'inégalité

‖∇u‖L2(Ω) <
κ

4c1c
1

2

2

.Finalement, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution est unique et dépend
ontinuement des données.Preuve :La preuve est en tout point analogue à 
elle du théorème 5.8, mise à part la 
ontributiondu terme dissipatif lors de l'estimation a priori
1

2
ρµ

d

dt
‖∇um‖2

L2(Ω) + ‖Aum‖2
L2(Ω) ≤

ρ|b(um , um , Aum)| + c3P̃‖Aum‖L2(Ω) +
N
∑

i=1

Ri|
∫

Γi

(um · n) ||
∫

Γi

(Aum · n) | ≤

ρ supΩ |um|‖∇um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω) + c3P̃‖Aum‖L2(Ω) + c4R‖∇um‖L2(Ω)‖Aum‖L2(Ω).

�Remarque 5.5.1. Eviter de prendre en 
ompte le terme dissipatif
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

u · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)lors de la dé�nition de l'opérateur A, a pour 
onséquen
e de restreindre la 
lasse desolutions par la 
ondition supplémentaire

µ− 2Rc2c4 > 0 ,où R = max
i
Ri, les résistan
es Ri 
orrespondant aux résistan
es globales des domaines

Ω̃i de l'arbre qui sont 
ondensés. Cette 
ondition supplémentaire, dont nous nous sommesa�ran
hie i
i, est déli
ate à interpréter suivant la nature du domaine Ω. En e�et, dans le
as de l'arbre bron
hique humain et en se basant sur les données du modèle de Weibel (voirannexe A), plus on re
ule la zone où on dé
ide de tronquer, 
'est à dire, plus on réduit lenombre de générations de bron
hioles 
ondensées dans la partie distale du modèle et plusla résistan
e R est importante, tandis que si le domaine Ω était un simple tube, on observeplut�t que la résistan
e R dinimue plus la partie 
ondensée est petite (
'est à dire plusle domaine de 
al
ul Ω est grand). Néanmoins, la 
ondition sous laquelle nous obtenons127



Chapitre 5.l'existen
e globale en temps à la se
tion 5.4 fait également intervenir les résistan
es Ri. Ene�et, on a que Ri

(
∫

Γi

u0 · n
)2 doit être su�samment petit. Cependant 
ette 
onditionfait également intervenir le �ux de la 
ondition initiale sur les sorties de l'arbre et don
lorsque Ri est grand nous obtenons malgré tout l'existen
e globale, à 
ondition (entreautre) que les �ux de la vitesse initiale à travers Γi soient su�samment petits.5.6 Con
lusionL'étude de l'opérateur A a permis d'établir l'existen
e de solution du problème (5.9)pour tout t > 0, pour des données petites. Rappelons toutefois que l'argument 
lé pour
ontr�ler le terme non linéaire est l'inégalité (5.16) qui n'est démontrée qu'en dimensiondeux et pour des domaines à géométrie parti
ulière.En�n, signalons qu'à l'heure a
tuelle, nous ne savons pas appliquer 
ette appro
he pourl'étude du modèle 
ouplé intégré qui prend en 
ompte les a
ini modélisés par un ressort dedépla
ement x(t) tel que dé
rit dans le 
hapitre 4, et 
e
i par
e qu'on ne sait pas traiterles termes du type

ẍ
N
∑

i=0

∫

Γi

Au · n ,
e qui reste en perspe
tive pour de futurs travaux.
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6.1. Introdu
tion6.1 Introdu
tionOn s'intéresse dans 
e 
hapitre à la dis
rétisation en temps des équations de Navier-Stokes ave
 
onditions dissipatives essentielles 
ouplé à l'équation di�érentielle ordinairemodélisant le mouvement du diaphragme et du paren
hyme pulmonaire, tel qu'il a étéintroduit dans le 
hapitre 4, se
tion 4.3.2, problème (4.42). On propose une formulation duproblème semi-dis
rétisée impli
ite faisant appel à la méthode des 
ara
téristiques pourla dis
rétisation de la dérivée totale. On établit également un bilan énergétique à l'ordre
1 pour le problème régulier en espa
e et dis
rétisé en temps. Finalement, on illustre le
omportement du modèle 
ouplé par des simulations numériques bi-dimensionnelles.
6.2 Dis
rétisation en tempsOn présente dans 
ette se
tion un shéma de dis
rétisation en temps des équations deNavier-Stokes ave
 
onditions aux limites dissipatives essentielles 
ouplées au modèle desa
ini. Soit T > 0 ; on introduit une partition de l'intervalle de temps [0 , T ] : soient t0 =

0 < t1 < t2 < · · · < tM = T où tn+1− tn = δt =
T

M
est le pas de temps 
orrespondant. Onpropose de dis
rétiser le terme 
onve
tif par la méthode des 
ara
téristiques ( voir [47℄) ; ils'agit d'un traitement lagrangien de la dérivée totale, dite aussi parti
ulaire ∂u

∂t
+(u ·∇)u.Plus prési
ément, la traje
toire d'une parti
ule �uide dans un é
oulement ayant une vitesse

u(t , ·) et se trouvant à la position x au temps s est notée X(t , s; x). La 
ara
téristiqueest alors solution de l'équation di�érentielle ordinaire






∂X

∂t
(t , s; x) = u(t , X(t , s; x)) t ∈ [0 , s] ,

X(s , s; x) = x.

(6.1)
On note Xn(x) = X(tn , tn+1; x) et on utilise l'approximation suivante pour la dérivéetotale en temps

∂u

∂t
+ (u · ∇)u ≃ u(tn+1 , x) − u(tn , Xn(x))

δt
. 131



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesOn note (un+1 , pn+1) la vitesse et la pression appro
hées au temps tn+1 
onstruites parré

uren
e à partir de la donnée initiale u0 d'après le s
héma suivant
ρ

1

δt
un+1 − ∆un+1 + ∇pn+1 = ρ

1

δt
un ◦ Xn dans Ω ,

∇ · un+1 = 0 dans Ω ,

un+1 = 0 sur Γl ,

un+1 = λn+1
i Ui sur Γi, i = 0...N ,

∫

Γ0

(

µ∇un+1 · n − pn+1n
)

· U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur Γ0 ,

∫

Γi

(

µ∇un+1 − pn+1n
)

· Ui = −P n+1

∫

Γi

Ui · n− Riλ
n+1
i

(
∫

Γi

Ui · n
)2 sur Γi, i = 1...N ,(6.2)

P n+1 =
1

S

(

m
xn+1 − 2xn + xn−1

δt2
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

, (6.3)
xn+1 − xn

δt
= −Q

n+1
0

S
, (6.4)où Qn+1

0 =

∫

Γ0

un+1 · n.Grâ
e à la relation (6.4), la pression P n+1 s'exprime aussi en fon
tion du débit 
ommesuit
P n+1 =

1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

) (6.5)et le s
héma peut se mettre sous la forme
ρ

1

δt
un+1 − µ∆un+1 + ∇pn+1 = ρ

1

δt
un ◦ Xn dans Ω ,

∇ · un+1 = 0 dans Ω ,

un+1 = 0 sur Γl

un+1 = λn+1
i Ui sur Γi, i = 0...N ,

∫

Γ0

(

µ∇un+1 · n − pn+1n
)

· U0 = −P0

∫

Γ0

U0 · n sur Γ0 ,

∫

Γi

(

µ∇un+1 · n− pn+1n
)

· Ui = −P n+1

∫

Γi

Ui · n− Riλ
n+1
i

(
∫

Γi

Ui · n
)2 sur Γi, i = 1...N ,(6.6)

P n+1 =
1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

, (6.7)
xn+1 − xn

δt
= −Q

n+1
0

S
. (6.8)132



6.2. Dis
rétisation en temps6.2.1 Bilan d'énergie dis
retUn bilan d'énergie dis
ret à l'ordre 1 peut être établi formellement pour le problèmerégulier en espa
e et dis
rétisé en temps. Les résultats présentés i
i et dans la se
tionsuivante sont obtenus formellement, dans le sens qu'on a besoin de faire des hypothèses derégularité sur les approximations relatives à l'algorithme de dis
rétisation en temps qu'onne pourrait pas établir sous des hypothèses générales sur les données. Ces 
onditions sontles suivantes(H) : Le 
hamp de vitesse à une régularité C2, et la norme C2 est bornée uniformémentpar rapport au pas de dis
rétisation en temps.On s'intéresse au problème tel qu'il a été dis
rétisé dans la se
tion 6.2, et on 
ommen
epar énon
er le lemme suivant qu'on démontrera en �n de se
tion.Lemme 6.1. (Bilan d'énergie 
inétique)Sous l'hypothèse (H) on a
ρ

∫

Ω

(un ◦ Xn) · un+1 = ρ
1

2

(
∫

Ω

|un+1|2 +

∫

Ω

|un|2
)

− δt
N
∑

i=1

∫

Γi

ρ

2
|u|nun · n +O(δt2).On introduit les énergies asso
iées au problème dis
rétisé en temps :l'énergie 
inétique du �uide

En
c,f =

ρ

2

∫

Ω

|un|2 ,l'énergie 
inétique de la masse
En

c,m =
1

2
m(

xn+1 − xn

δt
)2 ,l'énergie potentielle du ressort

En
p,r =

1

2
k(xn)2 ,et l'énergie totale

En
T = En

c,f + En
c,m + En

p,r.On note de plus
|un|µ,R = µ

∫

Ω

|∇un|2 +
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un · n
)2

,

Fn
c,f =

N
∑

i=0

∫

Γi

ρ

2
|un|2un · n ,

T n
ext = fext

xn+1 − xn

δt
et T n

P = P0S
xn+1 − xn

δt
.La proposition suivante est véri�ée 133



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesProposition 6.2. (Bilan d'énergie)La perte d'énergie totale pour le problème dis
rétisé en temps est égale au premier ordreà la somme des énergies dissipées à 
haque pas de temps, du �ux d'énergie 
inétique etdes travaux des for
es extérieures et de pression, 
'est à dire
EM

T = E0
T +

M
∑

n=0

δt(τn
ext + τn

p ) −
M
∑

n=0

δt|un|2µ,R −
M
∑

n=0

δtFn
c,f +O(δt).

Preuve :En 
ombinant (6.8) et (6.7) on a
P n+1 =

1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

. (6.9)
Ainsi, la 
ondition aux limites sur Γi , i = 1 , . . . , N devient

µ∇un+1 · n− pn+1n = −Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)

n

− 1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

n.

Maintenant, on multiplie la première équation dans (6.6) par un+1 et on intègre parparties :
ρ

∫

Ω

|un+1|2 + δtµ

∫

Ω

|∇un+1|2 − δt

∫

∂Ω

(µ∇un+1 ·n− pn+1n) ·un+1 = ρ

∫

Ω

(un ◦Xn) ·un+1.(6.10)134



6.2. Dis
rétisation en tempsL'intégrale au bord s'é
rit :
∫

∂Ω

(µ∇un+1 · n − pn+1n) · un+1 =

N
∑

i=0

∫

Γi

(µ∇un+1 · n− pn+1n) · un+1

= −P0Q
n+1
0 −

N
∑

i=1

Ri

(∫

Γi

un+1 · n
)2

−P n+1

N
∑

i=1

∫

Γi

un+1 · n

= −P0Q
n+1
0 −

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)2

− 1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

(−Qn+1
0 )

= −P0Q
n+1
0 −

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)2

− m

S2δt
(Qn+1

0 −Qn
0 )Qn+1

0

+
k

S
xn+1Qn+1

0 − fn+1
ext

S
Qn+1

0 . (6.11)En remplaçant dans (6.10) on obtient,
ρ

∫

Ω

|un+1|2d+ δtµ

∫

Ω

|∇un+1|2 + δt
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)2

+
m

S2
(Qn+1

0 −Qn
0 )Qn+1

0 − δtk

S
xn+1Qn+1

0 +
δt

S
fn+1

ext Q
n+1
0 + δtP0Q

n+1
0

= ρ

∫

Ω

(un ◦ Xn) · un+1 ,

(6.12)
alors
ρ

∫

Ω

|un+1|2 + δt|un+1|µ,R +
m

S2
(Qn+1

0 )2 − δtk

S
xn+1(−S(xn+1 − xn)

δt
) +

δt

S
fn+1

ext Q
n+1
0 + δtP0Q

n+1
0

= ρ

∫

Ω

(un ◦ Xn) · un+1 +
m

S2
Qn+1

0 Qn
0 , (6.13)d'où

ρ

∫

Ω

|un+1|2 + δt|un+1|µ,R +
m

S2
(Qn+1

0 )2 + k(xn+1)2 +
δt

S
fn+1

ext Q
n+1
0 + δtP0Q

n+1
0

= ρ

∫

Ω

(un ◦ Xn) · un+1 +
m

S2
Qn+1

0 Qn
0 + kxn+1xn.

(6.14)135



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesMaintenant, en utilisant ab ≤ 1

2
(a2 + b2),

ρ

∫

Ω

|un+1|2 +
1

2
m

(

Qn+1
0

S

)2

+
1

2
k(xn+1)2 + δt|un+1|2µ,R ≤ ρ

∫

Ω

(un ◦ Xn) · un+1

+
1

2
m

(

Qn
0

S

)2

+
1

2
k(xn)2

−δtfn+1
ext

Qn+1
0

S
− δtP0Q

n+1
0 .(6.15)De (6.8) on tire

1

2
m

(

Qn+1
0

S

)2

=
1

2
m

(

−x
n+1 − xn

δt

)2

= En+1
c,r

= l'énergie 
inétique dis
rète du ressort à tn+1 ,

(6.16)et
−δtfn+1

ext

Qn+1
0

S
= δtfext

xn+1 − xn

δt

= δtτn+1
ext

= le travail dis
ret de fext dans [tn, tn+1] ,

(6.17)et
−δtP0Q

n+1
0 = δtP0S(

xn+1 − xn

δt
)

= δtτn+1
p

= le travail dis
ret de la for
e de pression asso
iée à P0 dans [tn, tn+1].(6.18)En 
ombinant, on a :
En+1

c,f + En+1
c,r + En+1

p,s = En
c,f + En

c,r + En
p,s + δt(τn+1

ext + τn+1
p )

− δt|un+1|2µ,R − δtFn
c,f +O(δt2) ,

(6.19)
'est à dire
En+1

T = En
T + δt(τn+1

ext + τn+1
p )

− δt|un+1|2µ,R − δtFn
c,f +O(δt2)

(6.20)où δtFn
c,f = δt

N
∑

i=1

∫

Γi

ρ

2
|un|2un · n.Et, par ré
urren
e, l'énergie dis
rète totale au temps T = Mδt satisfait

EM
T = E0

T +

M
∑

n=0

δt(τn
ext + τn

p ) −
M
∑

n=0

δt|un|2µ,R −
M
∑

n=0

δtFn
c,f +O(δt).136



6.2. Dis
rétisation en temps
�Dans 
e qui suit on donne la preuve du lemme 6.1 :Preuve :A�n de simpli�er la présentation de la preuve, on se situe dans le 
as d'un domaine Ωqui présente la forme d'un simple tube de se
tions Γ0 et Γ1 (voir la �gure 6.1). On parled'inspiration ou d'expiration suivant que le �ux rentre ou sorte de Γ0. Le problème se posenotamment lors de l'inspiration, 
ar à partir d'une 
ertaine position x à l'instant tn+1, onrisque de sortir du domaine en 
her
hant l'information au pied de la 
ara
téristique. Onintroduit alors X̃n la position de tronquature de la 
ara
téristique à Γ0 lorsqu'elle dépassela se
tion d'entrée (interse
tion ave
 Γ0) et on désigne par δ̃t l'é
art entre x et X̃n. Noterque δ̃t dépend de x. On introduit

Lδt = max
x∈Ω tq x−δtun 6∈Ω

d(x , Γ0)et on dé
ompose le domaine Ω en la réunion des deux sous-domaines Ωδt et Ωδ̃t où Ωδ̃t estde longueur Lδt. On a
Expiration

Inspiration

δt

x

t
n

t
n+1

X
n

Ω

 

δt~

~

X
n

x

δt

Ω
δtΩ

δt~

Γ0 Γ1

Γ0 Γ1Fig. 6.1 � Cara
téristiques
∫

Ω

un ◦ Xn · un+1 =

∫

Ωδt

un ◦ Xn · un+1 +

∫

Ωδ̃t

un ◦ X̃n · un+1

=

∫

Ωδt

un(x− δtun) · un+1 +

∫

Ωδ̃t

un(x− δ̃tun) · un+1.

(6.21)En développant, on a
∫

Ω

un◦Xn ·un+1 =

∫

Ωδt

(un−δt∇unun+O(δt2))·un+1+

∫

Ωδ̃t

(un− δ̃t∇unun+O(δ̃t
2
))·un+1.137



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesIl s'ensuit que
∫

Ω

un ◦ Xn · un+1 =

∫

Ωδt

(un − δt∇unun +O(δt2)) · un+1 +

∫

Ωδ̃t

(un − δt∇unun +O(δ̃t
2
)) · un+1

+

∫

Ωδ̃t

(δt− δ̃t)∇unun · un+1

=

∫

Ω

un · un+1 − δt

∫

Ω

(un · ∇)un · un+1 + (δt− δ̃t)

∫

Ωδ̃t

∇unun · un+1 +O(δt2).(6.22)Sous l'hypothèse (H) et puisqu'on intègre sur un petit domaine d'épaisseur δt, on a
∫

Ωδ̃t

∇unun · un+1 = O(δt) ,alors
∫

Ω

un ◦ Xn · un+1 =

∫

Ω

un · un+1 − δt

∫

Ω

(un · ∇)un · un+1 +O(δt2).Par ailleurs, 
omme ∇ · un = 0, une intégration par parties montre que
∫

Ω

(un · ∇)un · un = −
∫

Ω

|un|2
2

∇ · un +

N
∑

i=0

∫

Γi

|un|2
2

un · n ,et alors
δt

∫

Ω

(un · ∇)un · un − δt
1

2

N
∑

i=0

∫

Γi

|un|2un · n = 0.En rajoutant 
e terme à (6.21) on a
∫

Ω

un ◦ Xn · un+1 =

∫

Ω

un · un+1 − δt

∫

Ω

(un · ∇)un · un+1+

δt

∫

Ω

(un · ∇)un · un − δt
1

2

N
∑

i=0

∫

Γi

|un|2un · n +O(δt2)

=

∫

Ω

un · un+1 + δt

∫

Ω

(un · ∇)un · (un − un+1)+

−δt1
2

N
∑

i=0

∫

Γi

|un|2un · n +O(δt2).

(6.23)
Dans la formulation variationnelle du problème (6.6) (6.7) (6.8), lorsqu'on 
hoisit un+1−un
omme fon
tion test, et sous l'hypothèse (H), on a ‖un+1 −un‖L2(Ω) = O(δt). Ensuite, enutilisant l'inégalité de Hölder, on obtient

∫

Ω

(un · ∇)un · (un − un+1) ≤ Cδt ,138



6.2. Dis
rétisation en tempset alors
∫

Ω

un ◦Xn ·un+1 =
1

2
‖un+1‖2

L2(Ω) +
1

2
‖un‖2

L2(Ω) − δt
1

2

N
∑

i=0

∫

Γi

|un|2un · n +O(δt2). (6.24)
�6.2.2 Formulation variationnelle semi-dis
rétiséeDans 
ette se
tion on présente la formulation variationnelle des équations (6.6) (6.7)(6.8). Soit ũ ∈ Z = {ũ ∈ H1(Ω) , ũ|Γl

= 0 , ∃Λ̃ = (λ̃i)0≤i≤N , ũ = λ̃iUi sur Γi , i =
0 , . . . , N}. On multiplie la première équation dans (6.6) par ũ et on intègre par parties :
ρ

∫

Ω

un+1·ũ+δtµ

∫

Ω

∇un+1 : ∇ũ+δt

∫

Ω

∇·ũpn+1−δt
∫

∂Ω

(µ∇un+1·n−pn+1n)·ũ = ρ

∫

Ω

(un◦Xn)·ũ(6.25)L'intégrale au bord dans (6.25) peut être développée en utilisant (6.7)-(6.9) :
∫

∂Ω

(µ∇un+1 · n − pn+1n) · ũ =
N
∑

i=0

∫

Γi

(µ∇un+1 · n− pn+1n) · ũ

= −
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

− P0

∫

Γ0

ũ · n

− P n+1

(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

= −
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

− P0

∫

Γ0

ũ · n

− 1

S

(

−mQ
n+1
0 −Qn

0

Sδt
+ kxn+1 − fn+1

ext

)

(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

.(6.26)Par ailleurs, soit q ∈ L2(Ω). On multiplie la deuxième équation dans (6.6) par q et onobtient :
∫

Ω

div un+1q = 0.Cette équation doit être véri�ée pour tout q ∈ L2(Ω), en parti
ulier q = 1. En appliquantalors la formule de Green dans 
e 
as, on a
Qn+1

0 =

∫

Γ0

un+1 · n = −
N
∑

i=1

∫

Γi

un+1 · n.En prenant en 
ompte 
ette égalité et le fait que
xn+1 = xn − δt

S
Qn+1

0 , 139



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériqueset en remplaçant dans (6.25) on a
ρ

δt

∫

Ω

un+1 · ũ + µ

∫

Ω

∇un+1 : ∇ũ

+
N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

+
1

S2

(m

δt
+ kδt

)

(

N
∑

i=1

∫

Γi

un+1 · n
)(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

=
ρ

δt

∫

Ω

(un ◦ Xn) · ũ− P0

∫

Γ0

ũ · n−
(

m

δtS2
Qn

0 +
k

S
xn − fn+1

ext

S

)

(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

. (6.27)Ainsi, étant donnés xn , Qn
0 , f

n+1
ext , il s'agit de résoudre à 
haque instant tn+1 la formu-lation variationnelle mixte du problème semi-dis
rétisé impli
ite suivante : trouver, pour

n ≥ 0, un+1 ∈ Z = {ũ ∈ H1(Ω) , ũ|Γl
= 0 , ∃Λ̃ = (λ̃i)0≤i≤N , ũ = λ̃iUi sur Γi , i =

0 , . . . , N} et pn+1 ∈ L2(Ω) tels que,
a(un+1, ũ) + b(ũ, pn+1) = ln+1(ũ) ∀ũ ∈ Z ,

b(un+1, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω) ,
(6.28)où

a(un+1, ũ) =
ρ

δt

∫

Ω

un+1 · ũ + µ

∫

Ω

∇un+1 : ∇ũ

+

N
∑

i=1

Ri

(
∫

Γi

un+1 · n
)(

∫

Γi

ũ · n
)

+
1

S2

(m

δt
+ kδt

)

(

N
∑

i=1

∫

Γi

un+1 · n
)(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

,

(6.29)
et
ln+1(ũ) =

ρ

δt

∫

Ω

(un ◦Xn) · ũ− P0

∫

Γ0

ũ · n−
(

m

δtS2
Qn

0 +
k

S
xn − fn+1

ext

S

)

(

N
∑

i=1

∫

Γi

ũ · n
)

,et
b(un+1 , q) = −

∫

Ω

∇ · un+1q.Ainsi, étant données une position et une vitesse initiale du piston x0, ẋ0, l'algorithmes'é
rit en deux temps� trouver, pour n ≥ 0, (un+1, pn+1) ∈ (Z × L2(Ω)) tel que,
a(un+1, ũ) + b(ũ, pn+1) = ln+1(ũ) ∀ũ ∈ Z

b(un+1, q) = 0 ∀q ∈ L2(Ω) ,� ré
upérer la valeur de Qn+1
0 et mettre à jour xn+1 par la relation

xn+1 = xn − δt

S
Qn+1

0 .140



6.3. Tests numériques6.3 Tests numériquesUne parti
ularité de la forme bilinéaire (6.29) est qu'elle 
ouple toutes les sorties
Γi , i = 1 , . . . , N , 
e qui n'est pas le 
as par exemple dans [49℄ [52℄ où une modélisationmultié
helle analogue est utilisée pour la simulation des é
oulements sanguins. L'implen-tation numérique de la formulation (6.28) est réalisée ave
 Freefem++ [20℄ suivant lepro
édé dé
rit dans le 
hapitre 3.6.3.1 Le 
ouplage 2D/3DOn présente i
i des tests numériques où des simulations dire
tes des équations deNavier-Stokes sont réalisées sur un domaine bi-dimensionnel. Du point de vue de la mo-délisation, 
ette appro
he est 
ritiquable, puisque l'arbre supérieur 2D ne peut pas repro-duire toutes les propriétés de l'é
oulement dans un arbre réel 3D. Toutefois, on a essayéde respe
ter autant que possible les propriétés mé
aniques de l'arbre respiratoire humain.Des simulations dans un arbre tri-dimensionnel sont l'objet d'un futur travail ave
 L.Ba�
o 4.L'idée prin
ipale 
onsiste à 
onstruire un arbre 2D équivalent à l'arbre 3D tel que les deux
onditions suivantes soient satisfaites : les deux arbres ont la même résistan
e globale etl'arbre 2D reproduit la répartition des résistan
es de l'arbre 3D.On se donne un arbre géométrique 3D à G générations dont les longueurs et les diamètresévoluent d'une génération à la suivante ave
 un rapport d'homothétie λ3D :

li+1 = λ3Dli i = 1 , . . . , G ,

di+1 = λ3Ddi i = 1 , . . . , G ,ave
 l1 = 0.12m et d1 = 0.018m, la génération 1 étant la tra
hée (voir les données deWeibel à l'annexe A).On suppose la résistan
e R3D
i =

128µ3Dli
πd4

i

d'une bron
he, 
onstante par génération, larésistan
e équivalente R3D s'é
rit alors
R3D =

G
∑

i=1

R3D
i

2i−1
= R3D

1

G
∑

i=1

1

(2(λ3D)3)i−1
.On se propose de 
onstruire un arbre 2D tel que l'é
oulement à travers 
et arbre reproduiseles propiétés mé
aniques de l'é
oulement à travers l'arbre 3D dé
rit 
i-dessus. On supposeégalement que les dimensions de l'arbre 2D évoluent ave
 un rapport d'homothétie λ2D àpartir d'un premier tube de dimension l1 = 0.12m et d1 = 0.018m. On a

R2D =
G
∑

i=1

R2D
i

2i−1
= R2D

1

G
∑

i=1

1

(2(λ2D)2)i−1
,4Laboratoire Ni
olas Oresme, Université de Caen. 141



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesave
 R2D
i =

12µ2Dli
d3

i

. A�n que l'arbre 2D reproduire la répartition des résistan
es del'arbre 3D, on pose
λ2D = (λ3D)

3

2 .Sous l'hypothèse d'un é
oulement de Stokes et grâ
e à la loi de Poiseuille, si on appliqueun même gradient de pression au bout des deux arbres 2D et 3D, et a�n d'avoir un mêmedébit lors du passage d'un arbre 3D à son représentant 2D, il faut que
R2D = R3D.Comme λ2D = (λ3D)

3

2 , il su�t de se restreindre à l'égalité
R2D

1 = R3D
1 ,
e qui est véri�é en posant

µ2D =
32µ3D

3πd1
,où µ3D = 2 10−5.Finalement, la densité est 
alée de manière à obtenir le nombre de Reynolds désiré.6.3.2 Les paramètresOn 
onsidère les données suivantes� m : masse du piston, évaluée de manière à 
orrespondre à la masse des poumons.� x : 
orrespond aux dépla
ements du piston par rapport à la position d'équilibre aurepos. x 
orrespond à l'amplitude des mouvements du diaphragme et de la 
agethora
ique.� k : 
onstante de raideur. Ce paramètre 
orrespond à l'ensemble des for
es de rappelqui interviennent lors d'une expiration non for
é pour ramener le diaphragme à saposition au repos.� S : aire du piston évaluée de manière à 
orrespondre à la surfa
e sur laquelle s'exer
ela pression paren
hymale, et telle que la quantité Sxmax soit de l'ordre de grandeurdu volume d'air inspiré.� fext : terme de forçage extérieur qui 
orrespond aux for
es mus
ulaires de la 
agethora
ique et notament du diaphragme qui induisent l'inspiration.On prend

m = 0.4 , S = 0.011 , k = 2 , fext = 0.1 , µ = 4 10−3 , ρ = 50 ,le 
hoix de ρ 
orrespond à un nombre de Reynolds de 500.Le paramètre k est estimé indire
tement 
omme suit, grâ
e à l'argument énergétiquesuivant : la variation de l'énergie entre deux instants t1 et t2 est égale au travail de lafor
e entre 
es deux instants. On 
hoisit t1 et t2 le début et la �n d'une expiration, d'où
E(t2) − E(t1) =

∫ t2

t1

pSu =

∫ t2

t1

pQ0 =

∫ t2

t1

RQ2
0 =

RV 2

(t2 − t1)
,142



6.3. Tests numériquesoù V est le volume d'air mis en jeu et où R est la résistan
e équivalente à tout l'arbre,
R = 1.8 104 d'après les données de Weibel (voir l'annexe A).Par ailleurs E(t2) − E(t1) =

1

2
kx2

max, d'où
k =

2RV 2

(t2 − t1)x2
max

,alors k ≈ 2 Nm−1.Tous les tests présentés dans 
e 
hapitre ont été réalisés ave
 le maillage représenté dansles �gures 6.2 et 6.3.6.3.3 Les testsCy
le respiratoire : poumons sains et simulation d'asthmeDans un premier temps on réalise un test numérique ave
 les 
onditions initiales
x 6= 0 , ẋ = 0 et ave
 fext = 0. On représente le dépla
ement x en fon
tion du temps. Onobserve sur la �gure 6.4 que l'on est dans un 
as l'amortissement pur et que le piston lâ
héà partir d'une position initiale distin
te de la position de repos retrouve, en l'abs
en
e duterme de forçage sa position au repos sous l'e�et des for
es de rappel élastiques ave
 untemps de relaxation inférieur à 2s.En partant des observasions faites sur 
e premier test, on réalise un se
ond test numériquesimulant un 
y
le respiratoire, en modi�ant la forme du terme de forçage. Les 
onditionsinitiales sont x = ẋ = 0. Le forçage fext est périodique de période 5s, en 
réneau, ave
une phase d'inspiration de 2s durant laquelle fext = 0.1 suivie d'une phase d'expirationpassive de 3s durant laquelle se terme est nul. On représente sur la �gure 6.5 le dépla
e-ment x en fon
tion du temps. En phase inspiratoire le piston s'é
arte de sa position aurepos sous l'e�et des for
es mus
ulaires et emmagasine de l'énergie 
inétique au 
ours deson dépla
ement, ainsi lorsqu'on annule le terme de forçage en phase expiratoire le pistonretrouve sa position au repos sous l'e�ets des for
es de rappel élastiques.Deux situations sont 
onsidérées : dans la situation I , les 8 sous arbres issus des Γi , i =
1 , . . . , 8, sont identiques, et 
haque sous arbre est symétrique, 
'est à dire que les résis-tan
es sont les mêmes dans 
haque génération. La se
onde situation est une perturbationde la première : l'une des résistan
es du sous arbre issu de Γ5 (voir �gure 6.7) est multi-pliée par 104, 
e qui 
orrespond à une bron
he dont le diamètre est divisé par un fa
teur
10 et don
 dont la lumière est quasiment obstruée.5 Comme prévu, l'augmentation de la5Chez les personnes tabagiques, le taba
 paralyse les 
ils respiratoires 
ausant d'une part une diminu-tion de l'épuration de l'air entrant et d'autre part une stagnation du mu
us, à l'origine d'une augmentationdes résistan
es à l'é
oulement de l'air.La mu
ovisidose est une maladie génétique, 
ara
térisée par une mutation à l'origine d'un déséquilibrehydro-ionique qui fait que le mu
us se
rété est trop visqueux, entrainant 
hez les enfants de grandesdi�
ultés respiratoires suite à l'augmentation des résistan
es à l'é
oulement à l'air.Les di�
ultés respiratoires dues à l'augmentation des résistan
es sont bien illustrées au 
ours d'une
rise d'asthme où trois mé
anismes interfèrent : le bron
hospasme, dû à la 
ontra
tion des mus
les lissesdes bron
hes et entrainant une diminution de leurs diamètres, l'a

umulation des mu
us se
ondaire àla se
rétion de façon a

rue par les 
ellules mu
ipares, et l'oedème de la paroi bron
hique résultant dephénomènes in�ammatoires. Le débit aérien est alors profondément altéré. 143
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Fig. 6.2 � Maillage de la partie supérieure del'arbre
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(a)

(b)

(
)Fig. 6.3 � Zooms sur le maillage des bifur
ations 145
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-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

x(t)

Fig. 6.4 � Cas sans terme de forçagerésistan
e 
onduit à une rédu
tion de l'amplitude de ventilation. On représente dans la�gure 6.6 les débits à travers les 8 sorties à un instant donné de la phase inspiratoire. Laligne 
ontinue horizontale 
orrespond à la situation I : tous les débits sont identiques. Lafon
tion en es
alier 
orrespond à la situation II : on peut véri�er que le débit global estréduit dans la situation perturbée, que le débit à travers toutes les se
tions a augmentéex
epté à travers la sortie 5, où il est remarquablement moins important. Noter que laperturbation a�e
te d'une manière signi�
ative la sortie 6, et a�e
te moins la sortie 4.Ce
i est dû au fait que les sorties 5 et 6 sont deux sorties voisines, alors que 5 et 4 ne lesont pas. Voir également la �gure 6.8 pour le 
hamp de pression dans le 
as de la situationII.Expiration for
éeL'expiration for
ée est utilisée en spirométrie pour appré
ier les volumes d'air mobiliséset aider à distinguer les pathologies obstru
tives qui se traduisent par un rétré
issementdu 
alibre des bron
hes qui freine le passages de l'air, tels que la bron
hite 
hronique etl'emphysème, et les pathologies restri
tives qui se traduisent par une diminution de la
apa
ité pulmonaire, telles que la �brose ou la destru
tion du tissu pulomonaire due parexemple à des séquelles de tuber
ulose. Dans 
e 
ontexte notre modèle peut simuler uneexpiration for
ée, en modi�ant lors de la phase expiratoire passive le terme de forçage
fext en 
réneau, en 
hoisissant une valeur 
onstante négative pour 
e terme lors des 3sd'expiration au lieu de l'annuler. Ainsi, l'expiration rendue a
tive fait intervenir les for
esmus
ulaires et notament le diaphragme pour 
hasser l'air. On représente sur la �gure 6.9le débit au niveau de la tra
hée en fon
tion du temps dans le 
as d'une respiration normale146
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Fig. 6.5 � Simulation d'un 
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le respiratoire
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Fig. 6.7 � Perturbation des résistan
es

Fig. 6.8 � Champs de pression dans la situation II148



6.3. Tests numériquesoù l'expiration est passive et dans le 
as d'une inspiration normale suivie d'une expirationfor
ée ; 
omme prévu, on observe dans 
e 
as une augmentation du débit pendant la phased'expiration for
ée.
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-0.0005

 0

 0.0005

 0.001

 0.0015
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 0  1  2  3  4  5

Q
0(

t)

t

Cycle respiratoire normal
Expiration forcee

Fig. 6.9 � Expiration for
ée
Prise en 
ompte des e�ets inertielsLe test numérique réalisé dans 
ette se
tion permet de mettre en éviden
e les di�é-ren
es des natures de l'é
oulement entre les parties proximale et distale de l'arbre bron-
hique et notamment la présen
e des e�ets inertiels dans la partie supérieure de l'arbre,et de souligner la non symétrie des phénomènes inspiratoire et expiratoire. La géométrie
onsidérée est une bifur
ation 2D en forme de Y où le diamètre de la bron
he mère estnoté d0 tandis que les deux bron
hes �lles ont un même diamètre d1, et on suppose queles diamètres évoluent ave
 un rapport d'homothétie h

d1 = hd0.Deux 
atégories de tests bidimentionnels sont réalisées pour deux géométries di�érentes,suivant la valeur du rapport d'homothétie h des générations et 
e
i par rapport à la valeur
ritique h = 0.5 solution de d0 = 2hd0.Le raisonnement analogue en 3D se ferait autour de la valeur du rapport d'homothétie
h = 0.7 solution de S0 = 2h2S0, où S0 , S1 sont dans 
e 
as les surfa
es des se
tionsd'entrée et de sortie respe
tivement, ave
 S1 = 2h2S0. En e�et, pour un arbre bron
hiquehumain, et d'après le modèle de Weibel (voir l'annexe A), la valeur h = 0.67, moyennedes rapports d'homothétie des quatre premières générations de l'arbre, est représentativede la partie proximale de l'arbre où il y a présen
e d'e�ets inertiels et qui est le siège149



Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériquesdes simulations dire
tes des équations de Navier-Stokes, tandis que h = 0.85 représentela partie distale de l'arbre [39℄.Pour les deux géométries, l'angle de la bifur
ations entre les deux bron
hes �lles est droitet le rapport longueur/diamètre d'une bron
he est de 3 [39℄.Comme on dispose des données géométriques sur les bifur
ations on peut 
al
uler leursrésistan
e équivalente globale 
omme détaillé dans le 
hapitre 3, on note R 
ette réistan
e.Par ailleurs, on résout dans les géométries représentées dans la �gure 6.10 les équationsde Navier-Stokes ave
 
onditions d'entrée et de sorties libres, aussi bien en inspirationqu'en expiration. On désigne par Q0 le débit au niveau de la bron
he mère et par ∇p legradient de pression appliqué de part et d'autre de la bifur
ation. On fait varier le nombrede Reynolds et on représente dans la �gure 6.11 l'évolution du rapport
|∇p

Q0
|R−1en fon
tion du Log du nombre de Reynolds.Pour les bas nombres de Reynolds on observe que le rapport est pro
he de 1. Cettedi�éren
e s'explique par la singularité géométrique 
on
ernant les zones de jon
tion desbifur
ations qui n'ont pas été prises en 
ompte lors du 
al
ul de la résistan
e globaleéquivalente R. Pour les nombres de Reynolds élevés la valeur du rapport augmente enraison de la présen
e des e�ets inertiels qui s'ajoutent à la singularité géométrique. Dans
e 
as on observe également une di�éren
e entre l'inspiration et l'expiration suivant que

h < 0.5 ou h > 0.5. En e�et, dans le 
as h < 0.5 le rapport est plus important eninspiration qu'en expiration, et 
e
i s'explique par le fait que dans 
e 
as la se
tion 
umuléediminue d'une génération à une autre et don
 en inspiration l'é
oulement passe par unrétré
issement qui oppose une résistan
e à l'é
oulement alors qu'en expiration il passepar un élargissement et la résistan
e à l'é
oulement est moins importante. Le 
as h >
0.5 
orrespond à une bifur
ation où la se
tion 
umulée augmente et le rapport est plusimportant en expiration qu'en inspiration (voir la �gure 6.12 pour une représentations
hématique).6.4 Con
lusionDans le modèle que nous proposons le 
omportement élastique du poumon est dé
ritpar un seul degré de liberté. Toutefois, son prin
ipal intérêt est la 
ondition aux limitesdissipatives qui réduit les simulations dire
tes des équations de Navier-Stokes aux pre-mières générations de l'arbre bron
hique tout en tenant 
ompte d'une manière intégréede l'é
oulement dans le reste de l'arbre. De plus, 
e modèle présente un large éventail deparamètres de 
ontr�le tels que m, k , S , fext et les résistan
es Ri dont la modi�
ationpermet la simulation de pathologies telles que l'asthme ou l'emphysème. Finalement, destests numériques dans une géométrie tridimensionnelles basée sur imagerie médi
ale estla perspe
tive de travaux futurs.150



6.4. Con
lusion

(a) Cas h < 0.5

(b) Cas h > 0.5Fig. 6.10 � Maillages
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Chapitre 6. Dis
rétisation en temps et tests numériques
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(a) |∇p

Q0

|R−1 en fon
tion de Log(Re) pour h < 0.5
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(b) |∇p

Q0

|R−1 en fon
tion de Log(Re) pour h > 0.5Fig. 6.11 � Prise en 
ompte des e�ets inertiels
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6.4. Con
lusion

(a) h < 0.5 : inspiration (b) h < 0.5 : expiration
(
) h > 0.5 : inspiration (d) h > 0.5 : expirationFig. 6.12 � Représentation s
hématique de l'é
oulement dans la bifur
ation en fon
tiondu rapport d'homothétie h et de la ventilation
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Génération Nombre de bran
hes Diamètre (mm) Longueur (mm) Surfa
e de la se
tion totaledes voies aériennes (
m2)0 1 18 12.0 2.541 2 12.2 4.76 2.332 4 8.3 1.90 2.133 8 5.6 0.76 2.004 16 4.5 1.27 2.485 32 3.5 1.07 3.116 64 2.8 0.90 3.967 128 2.3 0.76 5.108 256 1.86 0.64 6.959 512 1.54 0.54 9.5610 1024 1.30 0.46 13.411 2048 1.09 0.39 19.612 4096 0.95 0.33 28.813 8192 0.82 0.27 44.514 16384 0.74 0.16 69.415 32768 0.50 0.133 117.016 65536 0.49 0.112 225.017 131072 0.40 0.093 300.018 262144 0.38 0.083 543.019 524288 0.36 0.070 978.020 1048576 0.34 0.070 1743.021 2097152 0.31 0.070 2733.022 4194304 0.29 0.067 5070.023 8388608 0.25 0.075 7530.0Tab. A.1 � Données de Weibel [54℄
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B.1. E
oulement de PoiseuilleB.1 E
oulement de PoiseuilleL'é
oulement dans un tube de se
tion 
ir
ulaire est très fréquemment utilisé pourl'a
heminement des �uides, depuis les tuyaux de 
hau�age 
entral, les réseaux de dis-tribution d'eau, jusqu'aux vaisseaux sanguins. Dans notre 
as, 
et é
oulement est par-ti
ulièrement adapté dans la partie distale de l'arbre bron
hique, partie destinée à être
ondensée et dont le 
omportement sera synthétisé via la 
ondition aux limites dissipa-tive. Rappelons, 
omme pré
isé plus haut, que dans 
ette région de l'arbre qui s'étend àpartir d'environ la 6ème génération, le �ux y 
ir
ulant peut-être 
onsidéré 
omme non-inertiel. Sous 
es hypothèses de régime lent, dans des 
onduits de petits diamètres, il estpossible d'obtenir simplement le pro�l de vitesse et le 
hamp de pression 
omme solutionsexpli
ites des équations de Stokes.B.1.1 E
oulement de Poiseuille tridimensionnelOn s'intéresse à l'é
oulement d'un �uide visqueux in
ompressible, en l'absen
e de for
esde masse, à travers un 
ylindre ]0 , L[×S, où S est une se
tion 
ir
ulaire de rayon r. Onvéri�era qu'il existe une solution telle que la pression est 
onstante dans 
haque se
tiondu tube, et la vitesse est invariante par translation le long de la dire
tion génératri
e du
ylindre (
'est à dire l'axe x dans notre 
as, voir �gure B.1).
S

S

P
P

0

0

1

1

Fig. B.1 � Le domaineOn 
onsidère le système de Stokes










−µ△u + ∇p = 0 dans ]0 , L[×S ,
∇ · u = 0 dans ]0 , L[×S ,

u = 0 sur ]0 , L[×∂S.En prenant en 
ompte l'expression de u sous la forme u = uxex + uyey + uzez, où
ex = (1 , 0 , 0) , ey = (0 , 1 , 0) et , ex = (0 , 0 , 1), et l'hypothèse suivant laquelle163
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oulement de Poiseuille
∂u

∂x
= 0, puisqu'on 
her
he une solution invariante suivant x, le système se réé
rit































































−µ(
∂2ux

∂y2
+
∂2ux

∂z2
) +

∂p

∂x
= 0 dans ]0 , L[×S ,

−µ(
∂2uy

∂y2
+
∂2uy

∂z2
) +

∂p

∂y
= 0 dans ]0 , L[×S ,

−µ(
∂2uz

∂y2
+
∂2uz

∂z2
) +

∂p

∂z
= 0 dans ]0 , L[×S ,

∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
= 0 dans ]0 , L[×S ,

u = 0 sur ]0 , L[×∂S.

(B.1)
Sous l'hypothèse d'une solution su�samment régulière, en dérivant par rapport à x ladeuxième et troisième équation de (B.1) on obtient

∂2p

∂y∂x
= 0 et ∂2p

∂z∂x
= 0.Comme ux ne dépend pas de x, il s'en suit qu'il existe une 
onstante α ∈ R telle que

∂p

∂x
= α et − µ(

∂2ux

∂y2
+
∂2ux

∂z2
) = −α.Ainsi,

p = αx+ P (y , z).Si on désigne par P0 la pression en x = 0 et par P1 
elle en x = L, on obtient
P (y , z) = P0 et α =

−(P0 − P1)

Let don
 l'expression expli
ite du 
hamp de pression est
p =

−(P0 − P1)

L
x+ P0Le système (B.1) se ramène à présent à































































−µ(
∂2ux

∂y2
+
∂2ux

∂z2
) = −α dans ]0 , L[×S ,

−µ(
∂2uy

∂y2
+
∂2uy

∂z2
) = 0 dans ]0 , L[×S ,

−µ(
∂2uz

∂y2
+
∂2uz

∂z2
) = 0 dans ]0 , L[×S ,

∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
= 0 dans ]0 , L[×S ,

u = 0 sur ]0 , L[×∂S.

(B.2)
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B.1. E
oulement de PoiseuilleCompte tenu de l'uni
ité de la solution d'un tel système [13℄, on a uy = uz = 0, et lesystème se réduit à résoudre










−µ(
∂2ux

∂y2
+
∂2ux

∂z2
) = −α dans ω ,

ux = 0 sur ∂ω , (B.3)où ω est une se
tion du 
ylindre.En
ore une fois, grâ
e à l'argument d'uni
ité de la solution d'un tel système, l'uniquesolution de (B.3) s'é
rit
ux =

(P0 − P1)r
2

4µL

(

1 − (y2 + z2)

r2

)

.Pré
isons que tous 
es passages restent vrais si la se
tion S était un domaine bidimension-nel de forme quel
onque, ex
epté le dernier, où la solution expli
ite de (B.3) est donnéedans le 
as d'une se
tion 
ir
ulaire.En 
on
lusion, on a
u =

(P0 − P1)r
2

4µL

(

1 − (y2 + z2)

r2

)

ex et p =
−(P0 − P1)

L
x+ P0.Ainsi, la vitesse est invariante par translation le long de l'axe du 
ylindre et que la pressionest 
onstante dans 
haque se
tion du tube. Observons également qu'il s'agit d'un pro�lde vitesse parabolique qui atteint sa vitesse maximale au 
entre du tube.On s'intéresse à présent à l'expression du débit qu'on désigne par Q. Il s'agit du volumede �uide traversant une se
tion transverse par unité de volume, d'où

Q =

∫ r

0

∫ 2Π

0

(P0 − P1)r
2

4µL
(1 − s2

r2
) dsdθ

=
Πr4

8µL
(P0 − P1).Ce résultat, souvent appelé loi de Poiseuille, montre que le débit est proportionnel augradient de pression et inversement preportionnel à la vis
osité dynamique du �uide. Anoter également la forte dépendan
e par rapport au diamètre du tube. Cette dépendan
een puissan
e quatrième du diamètre est une 
onséquen
e du pro�l parabolique de vitessequi est lui même une 
onséquen
e de la 
ondition de non glissement sur la paroi du tube.On désigne par résistan
e

R =
8µL

πr4
.B.1.2 E
oulement de Poiseuille bidimensionnelOn s'intéresse à present au 
as bidimensionnel et 
e
i en vue des tests numériquesbidimensionnels qui vont être réalisés ave
 FreeFem++. Plus pré
isément, on 
onsidèreun domaine ]0 , L[×] − r , r[, dans lequel 
ir
ule un �uide visqueux in
ompressible en165



Annexe B. L'é
oulement de Poiseuilleabs
en
e de for
es de masse. D'une manière analogue à 
elle développée pour l'é
oulementde Poiseuille tridimensionnel, on peut exprimer expli
itement les 
hamps de vitesse et depression, solutions des équations de Stokes
u(x , y) = U0

(

1 − s2

r2

)

ex et p(x , y) = −2µU0

r2
x (B.4)où U0 est la vitesse maximale du �uide en entrée. On en déduit également une formulequi relie le débit Q, la vis
osité µ, la longueur du domaine et le saut de pression entrel'entrée et la sortie

Q =

∫ r

0

∫ 2Π

0

U0

(

1 − s2

r2

)

dsdθ

=
4

3
rU0qui, grâ
e à la relation (B.4) s'é
rit également
Q =

2r3

3µL
(P0 − P1).On désigne par résistan
e

R =
3µL

2r3
.
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Nous présentons i
i les di�érentes versions du lemme de Gronwall qui sont utiliséesdans 
e travail.Lemme C.1. Soient φ(t) une fon
tion régulière positive dé�nie pour tout t ≥ 0 et a 6= 0.On suppose que
φ′(t) ≤ aφ(t) + b ,alors on a

φ(t) ≤ φ(0) exp(ta) +
b

a
(exp(ta) − 1) .En e�et, en s'inspirant de la résolution de l'équation di�érentielle φ′(t) = aφ(t) + b,on multiplie l'inégalité par exp(−at) et on déduit que

d

dt
(φ(t) exp(−at)) ≤ b exp(−at) ,d'où en intégrant

φ(t) exp(−at) − φ(0) ≤ b

∫ t

0

exp(−as) ,et �nalement
φ(t) ≤ φ(0) exp(ta) +

b

a
(exp(ta) − 1) .Soulignons que pour 
ette version di�érentielle du lemme de Gronwall le signe de a estquel
onque, tandis que sous sa forme intégrale que nous énonçons 
i-dessous, intervientl'hypothèse a ≥ 0.Lemme C.2. Soient φ(t) une fon
tion régulière positive dé�nie pour tout t ≥ 0 et a unefon
tion à valeurs positives. On suppose que

φ(t) ≤ c(t) +

∫ t

0

(a(s)φ(s)) ,alors on a
φ(t) ≤ c(t) +

∫ t

0

c(s)a(s) exp(

∫ s

0

a(τ)).L'idée de la preuve 
onsiste à 
onsidérer
v(t) =

∫ t

0

a(τ)φ(τ).On a alors grâ
e à l'inégalité initiale et à l'hypothèse a ≥ 0

v′(t) = a(t)φ(t) ≤ a(t)(c(t) + v(t)).Ainsi, v(t) satisfait une inéquation di�érentielle ave
 v(0) = 0, on en déduit que
v(t) ≤ c(t) +

∫ t

0

c(s)a(s) exp(

∫ s

0

a(τ)) ,
e qui a
hève la démonstartion.Enonçons également une variante du lemme de Gronwall dont une preuve se trouve dans [3℄169



Annexe C. Le lemme de GronwallLemme C.3. Soient a ∈ R
+ et g ∈ L2(]0, T [) tels que g ≥ 0. Si z(t) est 
ontinue de [0, T ]dans R

+ et véri�e
z(t) ≤ a+ 2

∫ t

0

g(s)
√

z(s)ds ∀t ∈ [0, T ],alors
z(t) ≤ (

√
a+

∫ t

0

g(s)ds)2 ∀t ∈ [0, T ].Finalement, énonçons 
e résultat sur les inéquations di�érentielles (voir [31℄)Lemme C.4. Soient φ(t) , ψ(t) et f(t) des fon
tions régulières positives dé�nies pourtout t ≥ 0. On note φ(0) = φ0 et on suppose
φ′(t) + ψ(t) ≤ g(φ(t)) + f(t) pour t ≥ 0où g est une fon
tion positive, 
ontinue lips
hitz, dé�nie pour φ ≥ 0. Alors on a
φ(t) ≤ F (t , φ0) pour t ∈ [0 , T (φ0)[où F (. , φ0) est la solution du problème F ′(t) = g(F (t))+ f(t) , F (0) ≥ φ0, et [0 , T (φ0)[est le plus grand intervalle sur lequel elle peut être prolongée.De plus, si g est 
roissante, alors

∫ t

0

ψ(τ) dτ ≤ F̃ (t , φ0)où F̃ (t , φ0) = φ0 +

∫ t

0

(g(F (τ , φ0)) + f(τ)).
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Modélisation mathématique et numérique du poumonhumainRésuméNous proposons un modèle mathématique intégré du poumon dont l'appro
he glo-bale repose sur une modélisation multiblo
. En e�et, on dé
ompose en trois niveauxl'arbre bron
hique qui s'étend sur vingt quatre générations de bron
hes allant de la tra-
hée aux alvéoles. Au premier niveau (les six premières générations), a lieu un é
oulementde Navier-Stokes, qui est simulé dire
tement. Au deuxième niveau (de la génération septà la génération dix sept), les �ux à travers les bron
hes sont régis par la loi de Poiseuille.La linéarité de 
ette loi nous permet de 
ondenser 
ette partie de l'arbre et de proposerdes 
onditions aux bords dissipatives adaptées à la similation de la ventilation et permet-tant d'éviter le maillage de 
ette partie géométriquement 
omplexe. Le dernier niveau dumodèle, prend en 
ompte la partie distale de l'arbre qui est la zone alvéolaire. Elle est
omposée des a
ini, qui agissent 
omme un ensemble de petites pompes et dont l'e�etma
ros
opique est le moteur même de la respiration. A 
e niveau, on propose les dépla
e-ments d'un piston 
omme modèle simpli�é des mouvements du diaphragme pulmonaire.Dans un premier temps, on se pla
e dans le 
adre parti
ulier des équations de Stokes et ons'intéresse au 
ouplage des deux premiers 
ompartiments, dont la validité est illustrée pardes tests numériques. On explique également le 
al
ul de la résistan
e globale équivalentequi intervient dans le 
al
ul de la 
ondition aux limites qui rempla
e la zone 
ondensée.L'étude est ensuite généralisée au 
as des équations de Navier-Stokes. La di�
ulté résidedans le 
ontr�le du �ux d'énergie 
inétique, on introduit alors une 
lasse de 
onditionsaux limites, qu'on désigne par dissipatives essentielles, pour lesquelles la tra
e du 
hampde vitesse sur les se
tions d'entrée et de sorties vit dans un espa
e de dimension �ni, etpour lesquelles on prouve des résultats d'existen
e de solutions faibles lo
ales en tempspour donnée quel
onques et globales en temps pour données petites. Pour le 
as de 
ondi-tions dites dissipatives naturelles, 
'est à dire sans 
ontrainte sur la tra
e du 
hamp devitesse, on a existen
e de solutions faibles lo
ales en temps pour donnée petites et globalesen temps pour données plus petites, mais seulement en dimension deux. Cependant, onprouve pour 
es 
onditions aux limites, que pour une 
lasse de solutions plus régulièreson a l'existen
e d'une unique solution lo
ale en temps ainsi que l'existen
e d'une solutionglobale en temps pour données petites.Pour le 
ouplage global, in
luant le piston, on prouve l'existen
e de solutions faibles lo-
ales en temps pour des données quel
onques en 
e qui 
on
erne les 
onditions aux limitesdissipatives essentielles, tandis que pour les 
onditions dissipatives naturelles, on obtientl'existen
e de solutions lo
ales en temps pour données petites et toujours seulement endimension deux.Finalement, on propose une dis
rétisation en temps du problème global et on établit unbilan énergétique à l'ordre 1 pour le problème régulier en espa
e et dis
rétisé en temps.Nous présentons ainsi plusieurs simulations numériques bi-dimensionnelles 
orrespondantsaussi bien à un poumon sain que pathologique et notamment asthmatique.



Mathemati
al and numeri
al modelling of the humainlungAbstra
tThe aim of this thesis is to give a multi-
ompartment model of the human lung. Wepropose a de
omposition of the respiratory tree into three stages : a proximal part, thetra
hea and the �rst generations of bron
hial tubes (around the �fth or the sixth one).In this part, we make dire
t simulations of the Navier-Stokes equations. A medium part,
orresponding to the 
omplex geometri
al part of the bron
hial tree. This part is a networkof tubes of low diameters and the �ow is linear, vis
ous and in
ompressible, des
ribed bythe Stokes equations and regulated by the pressure gradient between the inlets and theoutlets. This makes it possible to 
ondense this part and to repla
e it by an equivalentsingle tube. The last 
ompartment 
orresponds to the alveolar part and we model thediaphragm a
tion by a spring displa
ement.We make dire
t simulations of Navier-Stokes equations in the upper part and 
ondense thelast two parts in a new boundary 
ondition, so this multi-
ompartment approa
h avoidsto mesh the 
omplex geometri
al part of the tree.First of all, we study the 
oupling of the two �rst 
ompartments in the parti
ular 
ase ofStokes equations, we explain how to give a 
ondensed equivalent to the medium part andmake numeri
al simulations to validate this 
oupling.Then, we generalize the study to the Navier-Stokes equations. The main di�
ulty is to
ontrol the kineti
 energy �ux ; we introdu
e parti
ular boundary 
onditions, dissipativeessential 
onditions, and prove the existen
e of weak solutions, lo
ally in time for largedata, and globally in time for small enough data. In the 
ontext of natural boundary
onditions, the existen
e of lo
ally in time solutions for small data, and globally in timesolutions for smaller data, are proved, but in the two-dimensional 
ase only. However, ifwe handle with a more regular 
lass of solutions, we prove the existen
e and uniquenessof a weak solution lo
ally in time for large data, and the existen
e globally in time forsmall data.For the global model in
luging the spring we prove the existen
e of weak solutions, lo
allyin time for large data in the 
ase of essential boundary 
onditions, while we prove theexisten
e of weak solutions, lo
ally in time for small data in the two-dimensial 
ase forthe natural boundary 
onditions.Finally, we give a time dis
retization of the globally 
oupled model and prove that thedis
rete energy balan
e is of order one. We present some two-dimensional simulations forboth a healthy and an ill lung (asthma).


