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Introduction

Motivations

LLa modélisation mathématique est de plus en plus sollicitée par le monde de la santé
pour résoudre des problémes rencontrés en pratique médicale. De tels modéles sont utilisés
pour une meilleure compréhension des fonctions physiologiques et peuvent aider & déve-
lopper de nouvelles méthodes de diagnostic et de nouvelles techniques thérapeutiques. La
modélisation du systéme respiratoire s’inscrit dans ce contexte, ol par exemple, la mise
en place d'un poumon numérique aiderait certainement & mieux comprendre certaines
pathologies et guiderait mieux les stratégies curatives.

Ainsi, il existe un nombre important de modéles mathématiques, qui vont du modéle
0D au modéle 3D, et dont le degré de détail dépend essentiellement des quantités qu’on
envisage de décrire (tels que la vitesse de ’air, la pression, le débit, le volume, la concen-
tration d’oxygeéne, de dioxyde de carbone ...), et des pathologies auxquelles on s’intéresse
(I'inhalation accidentelle de solide ou liquide, la crise d’asthme, I’emphyséme, la fibrose,
le cancer ...).

Une multitude de modéles 0D sont proposés dans lesquels le poumon est souvent décrit
comme un simple compartiment contenant de I’air, connecté a la trachée. Dans ces mo-
déles, il est principalement question de la relation pression/volume, comme c’est le cas par
exemple dans [8] [11] [51] pour le régime statique et dans [1] pour le régime dynamique. La
relation pression/volume proposée dans ces modéles, fait intervenir essentiellemnt deux
parameétres : I'élastance et la résistance, et une maniére de rendre ces modéles plus réa-
listes est d’introduire de la non linéarité en faisant par exemple dépendre I'élastance et
la résistance du débit et du volume. Toutefois, méme si ces modéles 0D aident a mieux
comprendre le mécanisme de la respiration, ils ne peuvent pas fournir des informations
précises en ce qui concerne les écoulement 3D dans des géométries réelles.

Des approches 3D ont été récemment proposées. On peut citer une multitude de tra-
vaux, par exemple [39] [19] [15] [36]. Ces approches permettent notamment de prendre
en compte les effets inertiels dans la partie supérieure de 'arbre bronchique, de mettre
en évidence l'influence de la géométrie sur la distribution des pressions et de traiter des
cas d’asymétrie, et d’envisager une étude de dépot d’aérosols administrés par inhalation
( voir par exemple |6]). Cependant, il faut noter que la compléxité fractale de la géomé-
trie de 'arbre, empéche la simulation de I’écoulement de l'air dans la totalité de I'arbre
bronchique. De plus, la partie distale, environ a partir de la 7¥™€ génération, ne peut pas
étre visualisée par les techniques d’imagerie médicale.

A cette difficulté s’ajoute le probléme du choix de conditions aux limites adaptées aux
phénomeéne ventilatoire, sachant qu’a ’heure actuelle, I’essentiel des calculs se fait avec des
conditions aux limites de Dirichlet. Pour les conditions en entrée (entrée de la trachée),
le profil est mal connu, et change considérablement entre I'inspiration et I'expiration. En
sortie le probléme est différent, puisque (si I'on est allé assez loin, disons jusqu’a la généra-
tion 5 ou 6) I’écoulement est régi par les équations de Stokes, donc le profil est toujours le
méme. En revanche, la pression au niveau de 'endroit o1 'on a tronqué est une véritable
inconnue, ce qui rend 'utilisation de conditions de type Neuman délicates a paramétrer
(on a autant de conditions aux limites a paramétrer que de sorties). Les conditions de
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Dirichlet ne sont pas non plus trés réalistes, puisque le poumon dans sa globalité n’est
controlé que par un paramétre (force musculaire exercée par le diaphragme), et que les
distributions de vitesse au niveau des différentes sorties du domaine ne sont pas connues
dés que l'arbre n’est plus symétrique.

Le modéle

[’approche que nous proposons est une approche multi-compartiments qui couple trois
sous systémes, ot chacun est le siége d'une modélisation appropriée. [.’arbre bronchique
qui s’étend sur environ 24 générations, est divisé en trois zones distinctes :

Une zone proximale qui correspond a la trachée et aux premiéres bronches ou I’écou-
lement est gouverné par les équations de Navier-Stokes et ot des simulations directes
ont lieu.

— Une partie distale correspondant a la partie géométriquement complexe, localisée en
aval de la partie proximale de ’arbre, et destinée a étre condensée. Ceci est possible
car la partie distale est composée d’un réseau de tubes de petits diamétres dans
lesquels un écoulement de Stokes linéaire, visqueux, incompressible a lieu, régulé
par les différences de pression entre entrées et sorties.

— Un dernier niveau qui correspond a la zone alvéolaire, o1 on propose les déplacements
d’un piston comme modéle simplifié du diaphragme pulmonaire.

Ce modéle par compartiments fusionne le réalisme d’un modéle 3D et la simplicité d’un
modeéle 0D, puisque des simulations directes des équations de Navier-Stokes ont lieu dans
les bronches proximales, tandis que les deux derniers niveaux sont condensés en une condi-
tion aux limites non standard & imposer aux sorties des ramifications de la partie proxi-
male.

L.e modéle que nous proposons répond aux attentes suivantes :

— Il évite le maillage de la partie géométriquement complexe de I’arbre en limitant
les simulations directes des équations de Navier-Stokes aux premiéres bronches de
I’arbre.

Les conditions aux limites non stantards prennent en compte d'une part la dissi-
pation de I’énergie dans les bronches distales et d’autre part 'action musculaire du
diaphragme.

— Les deux derniers niveaux sont condensés et ne font pas partie du domaine de calcul.
Cependant, si on résout les équations de Navier-Stokes dans la partie supérieure de
I’arbre avec ces nouvelles conditions aux limites, on peut ensuite toujours récupérer
des informations sur la partie condensée, telles que les pressions, les débits, I’énergie
dissipée.

Les travaux qui seront exposés par la suite contiennent différents apports qui com-
plétent des travaux antérieurs ou proposent une nouvelle démarche dans la compréhension
du fonctionnement du poumon humain. Cette thése a été élaborée dans un vaste cadre ma-
thématique incluant simultanément des éléments de modélisation, d’analyse d’équations
aux dérivées partielles, d’analyse numérique et de calcul scientifique.



Difficultés relatives a la modélisation

Le choix de conditions auxr limites adaptées a la mécanique ventilatoire a été étudié et
mis en oeuvre : en particulier, comme précisé ci-dessus, ces conditions prennent en compte
d’une part la dissipation de I'énergie dans les bronches distales et d’autre part 'action
musculaire du diaphragme. Nous désignerons justement ces conditions non standard par
conditions aux limites dissipatives.

[’arbre bronchique étant composé d'une vingtaine de générations, des conditions aux
limites non standard ont été modélisées afin de réduire les simulations directes des équa-
tions de Navier-Stokes aux quelques premiéres générations en condensant tout le reste de
I’arbre.

Le choix des paramétres est un sujet trés discuté dans la littérature relative a la
physiologie pulmonaire. Par ailleurs, le modéle proposé présente un large évantail de
paramétres qui permettent d’identifier et simuler des pathologies respiratoires.

Difficultés relatives a I’analyse non-linéaire

[’étude réalisée concerne un systéme ouvert dans le sens ot on ne controle pas le
flux d’énergie cinétique rentrant au niveau de la trachée. La difficulté liée a I'analyse
de ce systéme réside dans la perte de la propriété conservative du terme non linéaire
des équations de Navier-Stokes, ce qui n’est pas le cas avec les conditions de Dirichlet.
Le contréle du flur d’énergie cinétique constitue une difficulté supplémentaire lors des
estimations a priori.

On propose 'analyse mathématique du systéme pour deux types de conditions aux
limites dissipatives, naturelles et essentielles : pour les conditions naturelles, un résultat
d’existence locale en temps pour données petites en 2D. Pour les conditions essentielles,
qui sont plus restrictives, on se restreind a un seul degre de liberté pour la trace des
vitesses sur les sections d’entrée et de sorties, mais on controle plus facilement le flux
d’énergie cinétique, permettant d’établir un résultat d’existence de solution locale pour
données quelconques et globales pour données petites aussi bien en 2D qu’en 3D.

Difficultés relatives a I’analyse numérique et au calcul scientifique

La compléxité géométrique du domaine ne permet pas d’effectuer des simulations des
équations de Navier-Stokes dans tout I'arbre; les efforts de modélisation exposés précé-
demment permettent alors de simuler les équations de Navier-Stokes dans un nombre
restreint de générations au niveau des voies aériennes supérieures, ’écoulement dans les
voies aériennes inférieures étant pris en compte par les conditions aux limites non stan-
dard. Ces conditions aux limites font intervenir les débits sur les multiples sorties du
domaine et la forme bilinéaire qui en découle couple les degrés de liberté de toutes les
sorties de 'arbre : en conséquence, la structure creuse de la matrice est modifiée. Encore
une fois les conditions dissipatives essentielles permettent de parer a cette difficulté puis-
quelles peuvent étre implantées facilement sur tout code de calcul standard.



Plan

Chapitre 1 : On établit dans ce chapitre une bréve description de la I’architecture
de I'appareil respiratoire pulmonaire, ainsi que de la physiologie respiratoire. On
se concentre notamment sur la description des voies aériennes et sur le role du
diaphragme dans la mécanique ventilatoire.

Chapitre 2 : On fait dans ce chapitre I’état de I’art concernant les conditions aux
limites impliquant la pression sur une partie du domaine de calcul. On présente une
liste non exhaustive de ces conditions, tout en comparant les formulations variation-
nelles et les bilans d’énergie qui en découlent.

Chapitre 3 : Ce chapitre traite du couplage des deux premiers compartiments du
modéle que nous proposons, c¢’est a dire la partie proximale qui s’étend sur environ
les cing ou six premiéres générations, siége des équations de Navier-Stokes, et la
partie résistive destinée a étre condensée, et qui s’étant environ jusqu’a la 17¢™M€
génération. On explique le calcul de la résistance globale équivalente qui intervient
dans la condition au limite remplacant la zone condensée.

Le modéle est présenté pour les deux catégories de conditions aux limites dissi-
patives, naturelles et essentielles. On présente également des tests numériques va-
lidant ce couplage. Dans le cas des conditions naturelles des simulations 3D sont
réalisées avec MISTRAL, alors que pour les conditions essentielles des simulations
bi-dimentionnelles sont réalisées avec Freefem++.

Chapitre 4 : Dans ce chapitre on étudie tout d’abord l'existence de solutions
faibles pour le couplage des deux premiers niveaux du modéle, toujours pour les
deux catégories de conditions aux limites. Ensuite, on introduit la modélisation de
la zone alvéolaire, et on traite I'existence de solutions faibles pour le modéle global.
Pour le cas sans piston, on prouve l’existence de solutions locales en temps pour
données quelconques et globales en temps pour données petites, pour les conditions
dissipatives essentielles, et ceci aussi bien en dimension deux qu’en dimension trois ;
alors que pour les conditions dissipatives naturelles, seul un résultat d’existence
locale pour données petites et globale pour données encore plus petites, en dimension
deux, est prouvé. Pour le cas du modéle global, c’est a dire avec piston, on prouve
I'existence de solutions faibles locales en temps pour des données quelconques en
ce qui concerne les conditions aux limites dissipatives essentielles, tandis que pour
les conditions dissipatives naturelles, on obtient 'existence de solutions locales en
temps pour données petites et toujours seulement en dimension deux.

Chapitre 5 : Dans ce chapitre, on s’intéresse exclusivement au cas des conditions
dissipatives naturelles, et dans le cadre du couplage des deux premiers comparti-
ments. Dans une classe de solutions plus réguliéres que celles étudiées dans le pré-
cédent chapitre, on prouve l'existence d’une unique solution locale en temps ainsi
que l'existence d'une solution globale en temps pour données petites.

Chapitre 6 : On s’intéresse ici au probléme couplé global dans le cas des conditions
dissipatives essentielles. On propose une discrétisation en temps du probléme et
on établit un bilan énergétique a l'ordre 1 pour le probléme régulier en espace et
discrétisé en temps. Les simulations numériques du probléme intégré, présentées
dans ce chapitre, sont bi-dimensionnelles et réalisées avec Freefem+-+. Un travail



est fait autour du calage des paramétres afin que le modeéle 2D respecte autant que
possible les propriétés mécaniques de ’arbre respiratoire humain réel ; le modéle 2D
n’étant qu'une étape vers le modéle 3D qui est envisagé pour de travaux futurs.

Nous tenons a souligner que les résultats des chapitres 4 et 5 sont le fruit d'une étroite
collaboration avec Céline Grandmont.

Une partie de ce travail a fait I'objet de publications (voir [41] et [27] ) dont la substance
est développée dans la thése.
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1.1. Introduction a la physiologie du poumon

1.1 Introduction & la physiologie du poumon

La respiration est la fonction biologique qui inclut tous les phénoménes qui participent

aux échanges d’oxygeéne et de gaz carbonique entre I'organisme et le milieu extérieur.
Selon la source de I'oxygéne, on distingue deux types d’appareils respiratoires : les bron-
chies, adaptées a la respiration de 'oxygéne dissout dans l'eau, et les poumons qui per-
mettent de respirer ’air atmosphérique.
[’appareil respiratoire pulmonaire connait une variation considérable de sa structure his-
tologique et morphologique au sein des différentes espéces animales. Chez les mammiféres
- entre autres, I'espéce humaine - I'appareil respiratoire fonctionne comme un soufflet,
un conduit de transport d’air et une surface d’échange gazeux. Il est constitué par les
poumons dont la structure interne qui associe tissus pulmonaires et capillaires sanguins
permet I'échange des gaz, annexés a un systéme de conduction de I'air constitué par les
fosses nasales, le pharynx, le larynx, la trachée et les bronches.

1.2 Architecture de I’appareil respiratoire pulmonaire

L’appareil respiratoire comporte le diaphragme, la paroi de la cage thoracique, les
poumons et les voies aériennes.

1.2.1 La paroi thoracique et les muscles respiratoires

LLa paroi thoracique se compose d'une charpente osseuse, et renferme les deux pou-

mons qui sont disposés symétriquement de part et d’autre du médiastin, partie centrale
de la cavité thoracique renfermant le coeur, la trachée, I'oesophage et d’importants vais-
seaux sanguins (aorte, veines caves, etc...). La paroi thoracique est limitée par le sternum
en avant, la colonne vertébrale en arriére et les cotes latéralement. Sur cette charpente
s'insérent les muscles qui fournissent la force et 1'énergie nécessaires pour les mouvements
respiratoires et I’écoulement des gaz dans les voies aériennes. Les modifications de la taille
et, du volume de la cage thoracique sont provoquées par des contractions du diaphragme
et, des muscles intercostaux.
Outre les muscles laryngés et pharyngés qui ne seront pas abordés ici, le principal muscle
inspiratoire est le diaphragme : c’est une mince et large cloison musculaire séparant la
cage thoracique et les poumons de la cavité abdominale. Caractéristique de tous les mam-
miféres, elle est rudimentaire chez certains oiseaux. Chez 'homme, le diaphragme est
attaché aux vertébres lombaires, aux cotes inférieures et au sternum. Il a a peu preés la
forme d’une ellipse. Il est incliné vers le haut, plus haut a 'avant qu’a ’arriére. La contrac-
tion et I'expansion du diaphragme jouent un role important dans la respiration, au cours
de l'inspiration, il se contracte, s’aplatit et permet I’augmentation du volume thoracique.
En ce qui concerne les muscles expiratoires, le mécanisme se fait de la maniére suivante :
I’expiration au repos et chez un sujet sain est passive mais les muscles intercostaux et
les muscles de la paroi abdominale interviennent au cours des mouvement respiratoires
forceés.

11



Chapitre 1. Le poumon humain

1.2.2 Les voies aériennes

Les voies aériennes de D'appareil respiratoire peuvent étre classées en deux parties :
une partie de conduction et une partie d’échange. Dans ce qui suit, on décrit ces deux
parties et on renvoie & I'annexe A pour des données sur les diamétres et les longueurs des
conduits.

Trachée

Bronches

Zone de condiction

Bronchioles

Bronchioles
terminales

Bronchioles
respiratoires

Canaux
alvéolaires

Zone de transition et
zone respiratoire

Sacs alvéolaires

(a) Moulage d’un arbre bronchique humain effectué par (b) Ramification des voies aériennes

E. R. Weibel [55] des poumons humains par dichotomie
régularisée depuis la trachée (généra-
tion z = 0) jusqu’aux canaux et sacs
alvéolaires (20 & 23 générations). Les
16 premiéres générations sont pure-
ment, conductrices ; les voies aériennes
de transition ménent & la zone respi-
ratoire des alvéoles.

Fic. 1.1

Les conduits supérieurs

Les conduits supérieurs sont des conducteurs de 'air, et correspondent a I’espace mort
anatomique. Ils sont constitués par les cavités nasales et buccales, pharynx, larynx, tra-
chée, bronches primaires de diamétres importants présentant des cartilages et des fibres
musculaires lisses permettant d’en faire varier le diamétre. Les conduits supérieurs se ter-
minent au niveau des bronchioles terminales; ils assurent la conduction des gaz qui se fait
par convection, comparable & I’écoulement d’un liquide dans un tuyau. Dans le systéme
bronchique, trachée, bronches et bronchioles forment un arbre dichotomique. La trachée
se subdivise en deux bronches principales, une pour chaque poumon, chacune se divisant
en deux bronches segmentaires et ainsi de suite. Ainsi, 'arbre bronchique est formé d’une

12



1.2. Architecture de 'appareil respiratoire pulmonaire

série de tubes ramifiés de plus en plus fins, courts et nombreux au fur et & mesure de
leur pénétration dans le poumon. La décroissance exponentielle du diamétre des voies
aériennes, qui se poursuit jusqu’au deld des bronches terminales (16°™€ génération), est
compensée par la multiplication deux fois plus rapide de leur nombre, ainsi, la section
totale des voies aériennes augmente rapidement. Cette augmentation, faite d'une arbo-
rescence dichotomique permet de considérer I’arbre bronchique comme une succession de
générations formées d’'une unité en “Y” qui correspondent & un segment bronchique et
sa subdivision en deux. L’armature cartilagineuse des bronches leur confére une certaine
rigidité qui permet de maintenir la lumiére bronchique en cas d’hyperpression thoracique
(expiration forcée). Leur possibilité de se contracter grace aux muscles lisses modifie leur
résistance a I’écoulement de air.

Les conduits inférieurs

Les conduits inférieurs correspondent a la zone respiratoire des poumons, ou se dé-
roulent les échanges gazeux, ils commencent a partir de la 16°™€ ramification, & ce niveau,
on note une disparition du cartilage et des muscles. Le transfert des gaz s’y fait par dif-
fusion de fagon comparable a la dilution d’un colorant dans I’eau. Constituée d’environ
3000 lobules limités par des septas fibreux, desservis par des bronchioles lobulaires qui
donnent 3 & 4 générations de bronchioles intralobulaires, la derniére étant la bronchiole
terminale (~ 18*™€ génération), le territoire qui lui correspond est 1’acinus (environ 30000
au total), un acinus correspond donc a environ 6 générations : de la 186me 4 |5 o3¢me ; les
bronchioles terminales donnent naissance aux bronchioles respiratoires et aboutissent aux
canaux alvéolaires et enfin aux sacs alvéolaires au total 200 & 600 millions d’alvéoles avec
en moyenne 300 millions d’alvéoles. Ainsi, I’ensemble des acini représente une structure
remarquablement adaptée aux échanges diffusionnels : un énorme volume étalé sur une
trés grande surface de trés faible épaisseur puisque la distance entre les bronchioles ter-
minales et les alvéoles les plus éloignées est inférieure a 8 mm. Les alvéoles constituent le
principal constituant du parenchyme pulmonaire. La paroi des alvéoles est extrémement
mince (valeur moyenne de 1um). Les capillaires sont en contact avec les alvéoles.

Les fonctions des conduits

— Le déplacement de I'air ( par convection puis par diffusion).

Le réchauffement de I’air jusqu’a la température corporelle, lors de son arrivée dans
les poumons.

— L’humidification de l'air : il est donc saturé en vapeur d’eau, ce qui intervient dans
la protection des tissus (I’épithélium broncho-alvéolaire) contre la dessication.

La filtration et le nettoyage de I'air, grace aux cellules ciliées et mucipares (cellules
secrétrices de mucus) qui forment une véritable barriére protectrice. Les particules
de plus de 6um sont emprisonnées dans le mucus et évacuées par les mouvements
rétrogrades des cils et sont finalement dégluties ou expectorées. Si elles font moins
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-

(a) Acinus pulmonaire (sacs alvéolaires)( [55]). (b) Coupe dun acinus pulmonaine. On
voit une bronchiole terminale aboutissant
sur les alvéoles (Lawrence Berkely National
Laboratory Lung Lab Tour, http ://im-
glib/1bl.gov/ImgLib/COLLECTIONS/lung tour.html).

FiGc. 1.2 Acinus pulmonaire

de 6um, elles ne peuvent étre remontées et sont lysées dans le poumon par les
macrophages.

1.3 La physiologie de la respiration

1.3.1 Proriétés physiques du poumon

De par sa structure décrite précédemment le poumon se caractérise par différentes

grandeurs physiologiques, en particulier :

— Elasticité : propriété d’un organe de revenir a sa forme initiale suite a une augmenta-
tion de pression. [.’élasticité du poumon est due a la présence de fibres élastiques au
niveau du parenchyme pulmonaire et elle a tendance a faire rétracter le poumon en
s’opposant & son expansion lors de l'inspiration, ’activité des muscles inspiratoires
tend alors a vaincre cette élasticité.

Résistance :
résistances des voies aériennes : ce sont les résistances a 1’écoulement de I’air dans
ces voies. La résistance dépend du diamétre des voies aériennes, lui méme va-
riant en fonction du volume pulmonaire, on constate en effet que les résistances
a l'écoulement sont plus faibles & I'inspiration (volume augmente donc diamétre
augmente et résistance diminue). Elle dépend aussi de 1'état de contraction de la
paroi des conduits sous I'effet des muscles lisses.

— résistances tissulaires : dues aux forces de frictions entre muscles respiratoires,

feuillets de la plévre, plévre/poumons, plévre/cage thoracique. Ces résistances
tissulaires représentent 20% des résistances totales [53].
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1.3. La physiologie de la respiration

1.3.2 La mécanique ventilatoire : inspiration/expiration

La ventilation pulmonaire est un phénoméne respiratoire de nature purement méca-
nique qui correspond a une contraction rythmique des poumons dont la fréquence est
controlée par un centre nerveux spécialisé du cerveau dont 'activité est réglée entre autre
par la saturation sanguine en oxygéne. Le renouvellement de 'air alvéolaire se fait alors
grace a l'inspiration/expiration : au cours de l'inpiration, I’air atmosphérique entre dans
les alvéoles alors qu’en cours d’expiration, il y a une sortie de I'air alvéolaire vers 1’at-
mospheére. Si on représente le poumon d’une maniére schématique (voir la figure 1.3) par
un domaine €(¢) formé d’un conduit rigide unique de section d’entrée I';, débouchant
sur un ballon déformable au cours du temps, I',(t), représentant le diaphragme, et si on
désigne par u la vitesse de 'air et par d le déplacement du diaphragme, alors en partant
du principe de 'incompressibilité de I'air on a

/ V-u=0

Q(t)

/ u-n:—/ u-n
Fa(t) Tin

ol n est la normale sortante du domaine. On suppose que u = 0;d et on considére la loi
de Poiseuille

et donc

Pa_Pin:Ru'n/Fm

ol R est la résistance du conduit et P, et P, sont respectivement les pressions au niveau
de Ty, et T'y(¢). On a alors

/ Od-n = (P — P). (1.1)
T () R

La direction du courant aérien dépend de la différence de pression entre ’alvéole et la
bouche. Linspiration débute par la contraction du diaphragme, la baisse de ce muscle
entraine une augmentation du volume thoracique par augmentation du diamétre vertical
et du diamétre transversal de la cage thoracique ainsi que l'expansion du volume des
poumons par l'intermédiaire du glissement des feuillets de la plévre, et par la relation
(1.1) la pression alvéolaire baisse jusqu’a la fin de I'inspiration (blocage limité par la taille
de la paroi thoracique), et devient inférieure a la pression atmosphérique, un gradient de
pression se crée et il s’en suit un passage d’air de I’atmosphére vers les alvéoles, jusqu’a ce
qu’un équilibre entre les deux pressions s’établisse. L.’inspiration est alors toujours active
et c’est le diaphragme qui en est responsable alors que les muscles accessoires sont mis en
jeu lors d’une hyperventilation (lutte contre une éventuelle augmentation des résistances
a 1’écoulement), d’on le danger de la paralysie du diaphragme. A la fin de 'inspiration,
le diaphragme se relache, les poumons se rétractent grace a leur élasticité naturelle, la
pression alvéolaire augmente et devient supérieure a la pression atmosphérique, il s’en suit
une sortie de I'air des alvéoles. L’expiration, chez un sujet normal est toujours passive et
plus longue que l'inspiration (~ 3 secondes pour I’expiration contre ~ 2 pour 'inspiration),
alors que I'expiration forcée est active et fait appel aux muscles expiratoires. En conclusion,
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la ventilation pulmonaire est un phénoméne rythmique, asymétrique au cours du temps,
faisant intervenir un effet musculaire dont le principal acteur est le diaphragme au cours
de l'inspiration d’ou sa qualification de phénoméne actif alors que 'expiration qualifiée
de passive fait intervenir les forces de rappel élastiques étant a l'origine de la compression
du volume pulmonaire.

Fig. 1.3 -

1.4 Conclusion

Le poumon est globalement composé d'un squelette bronchique ayant la structure
d’une arborescence dichotomique, enveloppé d’un parenchyme qui se comporte comme
un milieu visco-élastique. Afin d’assurer son role d’apport d’oxygéne et d’élimination
du dioxyde de carbone, le poumon effectue des mouvements rythmiques d’inspiration et
d’expiration dont la fréquence est réglée selon la saturation d’oxygéne dans le sang par
le systéme nerveux central, I'inspiration étant active et le diaphragme en est l'acteur

. b
principal, alors que l’expiration - passive - obéit a la nature élastique du parenchyme
pulmonaire. Ces mouvements peuvent étre alors assimilés & ceux d'un ressort tiré par une
masse et qui revient & sa position initiale sous 'effet des forces de rappel élastiques. C’est
dans ce sens que se fera la modélisation du fonctionnement dynamique des poumons dans
le reste de ce travail.
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Conditions aux limites naturelles pour
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

L’une des motivations du travail présenté ici est la recherche de conditions aux limites
pertinentes sur les multiples sorties du domaine, qui soient adaptées a la modélisation de
la ventilation du poumon humain.

L’essentiel du calcul effectué a 1’heure actuelle se base sur des conditions aux limites de
Dirichlet pour la vitesse de 'air, voir par exemple Mauroy et al. [39]|, Perzl [45]. Toute-
fois, comme précisé dans le précédent chapitre, ce sont les déplacements du diaphragme
qui pilotent essentiellement les mouvements respiratoires, il faut donc intégrer le gradient
de pression entre la trachée et les alvéoles comme moteur de la respiration, ainsi que la
force musculaire exercée par le diaphragme en tant que paramétre de controle dans les
conditions aux limites. De plus, il suffit que I’arbre bronchique soit asymétrique, ou que la
résistance a ’écoulement de 'une des bronches soit perturbée, suite par exemple a un ré-
trécissement, de sa lumiére, pour que la distribution de la vitesse au niveau des différentes
sorties du domaine devienne inconnue. S’ajoute a ceci le fait que le profil de la vitesse
change entre I'inspiration et 1’expiration, notamment au niveau de la trachée.

Cette problématique s’inscrit dans un cadre plus général, qui est la recherche de formu-
lations en terme de conditions aux bords faisant intervenir un gradient de pression, et
qui conduisent a des problémes bien posés. En effet, par opposition a la condition de
Dirichlet classique, diverses conditions aux limites faisant intervenir la pression sur une
partie du domaine de calcul, ont été proposées. Dans ce qui suit, on présente une liste
non exhaustive de ces conditions, tout en essayant de préciser les motivations qui nous
ont amenées a introduire un nouveau type de conditions aux limites intervenant dans le
développement de notre modéle de I’arbre bronchique.

2.2 Conditions aux limites essentielles et naturelles

Les conditions les plus courantes qu’on peut prescrire sont de deux types essentielles
ou naturelles, et il est important d’observer la différence de traitement entre ces deux
types.

Conditions essentielles : la vitesse est imposée, sur une partie ou I'ensemble de la
frontiére. Elle est explicitement imposée dans I’espace fonctionnel ot I’on cherche la
solution et les fonctions test sont nulles sur le bord concerné. On parle de conditions
aux limites essentielles. Notons que si la vitesse u est imposée sur l'ensemble de
la frontiére d’un domaine €2, usg = ug, Uy étant un champ donné, alors comme le
champ est solénoidal, uy doit nécessairement vérifier / ug-n=0.
o0

— Conditions naturelles : par opposition aux conditions aux limites essentielles, cer-
taines conditions ne sont pas imposées explicitement dans I'espace fonctionnel ol on
cherche la solution, mais résultent de la formulation faible. Aussi est-il important de
prendre en compte les degrés de liberté des fonctions tests aux bords dans ce cas.
On parle de conditions aux limites naturelles. Ce type de conditions se rencontre
souvent lors de la simulation numérique de problémes d’écoulements qui requiérent
de tronquer un domaine non borné en un domaine borné, conduisant alors a I'intro-
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duction d’une frontiére artificielle, comme c’est le cas, par exemple, pour certains
écoulements autour d’obstacles, ou de domaines a coins, ou dans des tubes, concep-
tualisés dans des domaines non bornés, et ot on introduit une frontiére artificielle
avec condition au bord naturelle afin de se concentrer sur un domaine d’intérét local,
en s’affranchissant des effets de bord.

2.3 Probléme modéle

Afin de fixer les idées et de simplifier la présentation des différentes conditions aux

limites, on se place dans le cadre d'un probléme modeéle. On considére un domaine
Q Cc RY, d=2, 3, de frontiére 052, localement lipschitzienne, représentant un canal.
On suppose que 02 = I, UT; UT,, ou I représente la paroi latérale du conduit, tandis
que I'; et I'y désignent les sections d’entrée et de sortie du conduit. On notera par n la
normale sortante de 92 ; comme 0f) est localement lipschitz, n est définie presque partout
sur 09 ( voir la figure 2.1).
On s’intéresse a I’écoulement dans le canal €2, d’un fluide newtonien, visqueux, incompres-
sible, de viscosité u et de densité p qu’on supposera égale a 1 afin d’alléger les notations.
Les inconnues du probléme sont la vitesse du fluide u et sa pression p, solutions des
équations de Navier-Stokes

88—?+(u-V)u—uAu—|—Vp = 0 dans(, (2.1)
V-u = 0 dans (2,

représentant respectivement le bilan de quantité de mouvement et le principe de conserva-
tion de la masse. On impose sur la paroi latérale du canal la condition de non glissement
suivante

u=_0sur I}

qui correspond au fait que la paroi latérale I'; est supposée fixe, rigide et imperméable. Le
systéme est a compléter avec une condition naturelle sur I'y et sur I's, qu’on fera varier
dans les sections suivantes.

I
I 0 Iy
n
I

Fi1G. 2.1 — Domaine modéle
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2.4 Le laplacien et ses variantes

Dans cette section, on élargit la perspective, en considérant sur I'; et I'y des conditions

aux limites autres que la condition de Dirichlet en vitesse et qui soient légitimes dans le
cadre d’une formulation faible : le choix des conditions aux bords est inclus implicitement,
a travers le choix de la formulation variationnelle.
On aborde également le probléme du traitement du terme de transport u-Vu (terme d’ad-
vection de la vitesse par elle méme). En effet, il est bien connu ( voir par exemple [24], [37]
et [50]) que le probléme de Navier-Stokes, stationnaire ou non stationnaire, avec condition
de Dirichlet homogeéne sur toute la frontiére, posséde des solutions faibles - pas nécessai-
rement uniques - pour tout nombre de Reynolds. [’argument standard pour ce résultat
est basé sur “la propriété conservative” du terme non linéaire

/Q(u~Vu)-u:0

qui est obtenue en intégrant par parties cette quantité et en utilisant V-u =0

/Q(u-Vu)-u = /QZuZ;ujg—;lj

u u
= — V-u—+/ —u-n=0.
Q 2 o0 2

Dans le cas de bords I'; “libres”, cette relation est remplacée par

/Q(u-Vu)-u:; gu-n

T

qui, généralement, ne permet pas de borner I’énergie dans le systéme sans une connaissance
a priori de ce qui est un flux rentrant ou un flux sortant, et qu’un flux rentrant pourrait
amener au domaine {2 plus d’énergie cinétique que les quantités qui en sortent via les flux
sortants, empéchant ainsi le controle du flux d’énergie cinétique dans €2. On peut suspecter
que cette difficulté théorique peut étre évitée simplement en changeant la formulation
variationnelle du probléme, c’est a dire en utilisant d’autres représentations variationnelles
du terme de transport et du terme de diffusion.

2.4.1 Forme symétrisée du laplacien
Pour un champ solénoidal u, on a
Au= V- (Vu+'Vu). (2.2)

En effet, si u et v sont deux champs de vecteurs définis sur €2 et si u est a divergence
nulle alors
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/m(tVu-n)-v = /89(Vu~v)-n
= /V-(Vu-v)

Q

= /(Vv-u)-v—i—/tVu:Vv.
Q Q

Comme le champ u est a divergence nulle, le premier terme du second membre s’annule
et on a

_/Qtvu;vv+/(tVu-n)-v:O, (2.3)

o0

d’ou 'on déduit 'identité (2.2) annoncée ci-dessus.

Soit v une fonction test de C°°(2), en se basant sur I'identité (2.2), le produit scalaire
euclidien avec la premiére équation du systéme de Navier-Stokes et une intégration par
parties donnent

/a—u-v+/(u-Vu)-v+u/(Vu+tVu) : Vv—,u/ (Vu—l—tVu)-v-n—/ pV-v—l—/ pv-n = 0.
o O Q 0 B Q B

On introduit les espaces
X ={uec H'(Q)?, u=0sur [}

et V={ue X, V-u=0}.
Par ailleurs, on remarque que
/(Vu—irtVu) Vv = /(Vu—irtVu) : Vv,
Q Q
ce qui implique

o %—?w /Q<u~Vu>-v+§ /Q<Vu+tVu> (Vv VY- /mwwu#vwn—pn)-v =0.
(2.4)

On peut considérer la condition aux limites essentielle (2.5a) et les conditions aux limites
naturelles (2.5b) et (2.5¢) suivantes

u = Osurly, (2.5a)
p(Vu+‘Vu) -n—pn = —pmsurly, (2.5b)
pw(Vu+'Vu) -n—pn = —pyn sur Is. (2.5¢)

La formulation variationnelle du probléme a résoudre est alors

V) b, w, V) Falu, V) = 1), W eV,
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ol on a posé a(u, v) = g/(Vu +'Vu) : (Vv +'Vv),
0

bu, v, w) — /(u Vv) - w
et [(v) = —Z/sz n,

i=1,2
la coercivité de la forme bilinéaire étant garantie par I'inégalité de Korn [43]

IVullr20) < C|Va+"Vu 20

Remarque 2.4.1. Rappelons qu'un fluide incompressible est dit newtonien si le tenseur
des contraintes o s’exprime de la facon suivante

o =2uD(u) — pld,

ot D(u) est le tenseur des taux de déformations défini par
1
D(u) = §(Vu +'Vu).

Les conditions (2.5b) et (2.5¢) expriment donc le fait que la contrainte normale o - n est
prescrite. Cette condition résulte trés souvent de I’hypothése suivante : on considére que
le milieu situé de I'autre coté de la frontiére, qui peut étre le méme fluide ou bien un autre
milieu comme le gaz dans le cas d’un écoulement a surface libre, est caractérisé par un
tenseur des contraintes dit scalaire, c’est a dire limité a sa partie diagonale associée a une
pression pey; ; la condition prend alors la forme suivante

o-n=puVu+'Vu) -n=—p.n (2.6)
et, traduit I’équilibre du tenseur normal des contraintes de part et d’autre de la frontiére.

Remarque 2.4.2. La condition (2.6) est trés peu utilisée en pratique pour les problémes
a frontiére fixe, bien qu’elle semble la plus naturelle des conditions. En effet, dans le cas
ou la frontiére du domaine est fixe, la partie de la frontiére sur laquelle la vitesse n’est, pas
imposée est une frontiére fictive, puisque le méme fluide visqueux se trouve de I'autre coté
de cette frontiére. LLa bonne condition serait d’imposer la continuité du tenseur normal
des contraintes, en écrivant 1’équilibre des forces sur 'interface, mais le tenseur normal
des contraintes de 'autre coté de la frontiére n’est pas connu, sa connaissance nécessite la
résolution du méme probléme de Navier-Stokes sur un domaine strictement plus grand.

Remarque 2.4.3. Bilan énergétique :
En choisissant v .= u dans (2.4), le bilan d’énergie s’écrit, suite & une intégration par
parties du terme convectif

2 t 2
2dt/H+Z/ —u-n-+ - /]Vu+Vu\

En tenant compte de la remarque 2.4.1, ceci s’écrit également

'Tul? _ Juf?
2dt/‘ /\Vu+Vu\ Z/uanz Soun

i=1,2 i=1,27 14

sz/un

i=1,2
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et établit que la variation de I’énergie cinétique du fluide est égale a la puissance dissipée
au sein du fluide par les forces de viscosité, plus la puissance des forces extérieures en
surface, moins le flux d’énergie cinétique a travers les sections I'; et I's.

Remarque 2.4.4. Si une condition de Dirichlet nulle est imposée sur toute la frontiére
de Q, alors en tenant compte de (2.3) on aura

Vu:'Vu =0,
B

et I'expression de la puissance dissipée est simplifiée comme suit

—g/ \Vu—l—tVu\Zz—,u/ |Vul?
0 0

2.4.2 Forme standard du laplacien

On s’intéresse a présent a la forme standard du laplacien Au qui est a la base de
la formulation la plus communément utilisée. Le raisonnement développé ci-dessus, pour
obtenir une formulation faible cohérente peut-étre entiérement repris. Le produit d'une
fonction test v de C°(Q) avec I'équation de quantité de mouvement du systéme de Navier-
Stokes, et une intégration par parties, donnent

0
4 v—|—/(u Vu) - v—i—,u/Vu Vv —pu Vu-n-v—/pV-v—i—/ pv-n=0.
o Ot Q o0 Q o9

On introduit les espaces
X ={uec H' Q) u=0sur I}
et V={ue X, V-u=0},
ce qui implique

Ou v+/(u Vu) - v+u/Vu Vv—/ (uVu-n —pn)-v=0. (2.7)
o Ot Q 0

On considére la condition aux limites essentielle (2.8a) et les conditions aux limites natu-
relles (2.8b) et (2.8c) suivantes

u = Osurly, (2.8a)
pVu-n—pn = —pmnsurly, (2.8b)
pVu-n—pn = —pon sur ['s. (2.8¢)

LLa formulation variationnelle du probléme a résoudre est alors

ou

(5 v)+blu, u, v) +alu, v) =I(v), WeV,
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ot on a posé a(u, v) = p [ Vu: Vv,
bu, v, w) = /(u-Vv)W,
Q
et l(v) = — Z / piv .

On peut se référer & Heywood et al. [32], ot il est prouvé que le probléme est bien posé
et qu’il est équivalent a la recherche de u et p solutions de

( Ju
EjtuVu—,uAu—l—Vp = 0 dans €2,
Vu = 0 dans €2,
u = 0 sur I,
pVa-n—pn = —pmn surly,
L pVa-n—pn = —pon sur [s.

Remarque 2.4.5. On exprime u/yq sous la forme u = u,7 + u,n ot 7 et n sont
respectivement la tangente et la normale sortante de 0€). Dans le cas ou les sections
I';, =1, 2 sont droites, comme c’est le cas dans notre probléme modéle, en faisant le
produit scalaire par n et en intégrant la condition (2.8b) (2.8¢) sur I'; on obtient

/p = pz|rz‘+ﬂ/ anun‘
Fi Fi

Grace a la contrainte sur la divergence V -u = 0 on a ,u/ o, = —u/ d-u,, qui
Fi Fi

s’annule grace a la condition de non glissement sur la paroi latérale, il en découle

1 / B
IV

Ainsi, dans ce cas, les pressions p; apparaissant dans la condition (2.8b) (2.8¢), corres-
pondent a la pression moyenne sur I;.

Remarque 2.4.6. Les conditions (2.8b) et (2.8¢) sont en pratique trés communément
utilisées, car elles sont naturelles d’un point de vue mathématique. Elles apparaissent natu-
rellement dans la formulation variationnelle du probléme si on ne prescrit aucune condition
aux bords pour la vitesse a la sortie du domaine suggérant ainsi le nom de condition de
sortie libre, ou do-nothing boundary condition en nomenclature anglo-saxonne. Elles n’ont
pas de véritable justification physique, mais elles présentent néanmoins I'avantage d’étre
exactes dans le cas d’un écoulement de Poiseuille. En effet, si on considére le probléme de
Stokes

—pAu+Vp = 0 dans 2,
Vu = 0 dans €2,

u = 0 sur I,
pVa-n—pn = —pmn surly,

pVa-n—pn = —pon  sur s,
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ol p; et po sont deux pressions constantes imposées respectivement en entrée et en sortie,
on retrouve la solution de Poiseuille a pression constante sur chaque section du tube cylin-
drique et a vitesse invariante par translation le long de la direction génératrice du cylindre
( pour plus de détails, voir Maury [40]). On peut également se référer a Leone et al. [35]
et Heywood et al. [32] qui ont simulé I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible
a bas Reynolds, dans un canal en utilisant respectivement les conditions (2.8b)(2.8¢) et
(2.5b)(2.5¢), et qui constatent que c¢’est la condition (2.8b)(2.8¢) qui reproduit un écoule-
ment a l'aspect le plus proche de I'écoulement de Poiseuille, notamment au voisinage de
la sortie du canal. Voir aussi la figure (2.2) pour des simulations des équations de Stokes
réalisées avec Freefem++ [20] respectivement avec les conditions (2.8b) (2.8¢) et (2.5b)
(2.5¢). Observons qu’avec la condition (2.8b) (2.8¢) on retrouve I’écoulement de Poiseuille
alors qu’avec la condition (2.5b) (2.5¢) le fluide semble voir le bord et s’échapper sur les
cotés. Ceci peut s’expliquer par le fait que si on exprime u /5 sous la forme u = u,7+u,n,
on obtient pour les conditions (2.8b)(2.8¢c)

8nu7-/1"i =0 s (29)
alors que pour (2.5b)(2.5¢) on obtient
(Onur + 0ruy) p, = 0. (2.10)

Ainsi, comme on le voit sur la figure 2.2, on a d,u, > 0 et d,u, < 0 sur la moitié supé-
rieure du profil de vitesse en raison de la condition (2.10) et réciproquement sur la moitié
inférieure. Gresho |28| présente également I’argument physique suivant pour confirmer ce
choix de la condition aux limites (2.8b)(2.8c). Le tenseur normal des contraintes défini

par
ou

F=0c-n=- —+V
o -n=-—pn+u(z-+Vu,)
a pour composantes normales et tangentielles
ou,
F,=n-F=-— 2 2.11
n=n p+2u on ( )
! ou, 0
u, u,
Fo—7.F— , 2.12
TP = (G S (212

Par ailleurs, si on revient aux conditions (2.8b)(2.8c), et qu’on exprime u/yq sous la forme
u = u,7T + uyn, on obtient
(p — pOawy) 1, = pi (2.13)
et
Opurp, = 0. (2.14)

Ju
Ainsi, pour de grands nombres de Reynolds, le terme 2u—— dans (2.11) tend & étre petit

on

comparé a p car j =~ T ol Re est le nombre de Reynolds, donc le facteur multiplicatif
e

1 ou 2 n’est pas important dans ce cas, et la condition (2.11) peut-étre raisonnablement
remplacée par (2.13).
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Remarque 2.4.7. Bilan énergétique :
En choisissant v = u dans (2.7), le bilan d’énergie s’écrit, suite & une intégration par
parties du terme convectif

2dt/|u|2 /|Vu\2 sz/u n—Z/Hun

i=1,2 i=1,2

et établit que la variation de I'énergie cinétique du fluide est égale a la puissance dissipée
au sein du fluide par les forces de viscosité, plus la puissance des forces extérieures en
surface, moins le flux d’énergie cinétique a travers les sections I'y et I's.

La encore la présence du flux d’énergie cinétique est a la base de difficultés supplémen-
taires pour la théorie d’existence de solutions. En conséquence, dans 32|, I'existence d’une
solution unique n’est prouvée, méme en dimension deux, que pour une donnée suffisam-
ment petite. Kraémar et al. [33] ont traité le cas de données générales en formulant le
probléme sous forme d’inégalités variationnelles incluant la majoration de I’énergie comme
contrainte. Ceci laisse la question ouverte en ce qui concerne l'existence de solutions pour
la formulation originale avec données générales. Une réponse positive est suggérée par les
tests numériques qui ne montrent pas d’instabilité avec I'analogue discret de (2.8b)(2.8¢)
dans le cas de grands nombres de Reynolds, voir [32]

2.4.3 Forme vectorielle du laplacien

On se donne une fonction test v de C°°(Q). Multiplions le bilan de quantité de mou-
vement du probléme de Navier-Stokes par v, et intégrons sur 2. En se basant sur la forme
vectorielle du laplacien

Au=V(V-u) -V xVxu (2.15)
I'intégration par parties donne

9,
y —|—/(u-Vu)~v+u/(V~uV-v+Vxu-va)—/pV-v
o Ot 0 0 0

—,u/BQ(v~n)V-u—|—,u/m(v><n)-V><u—|—/ p(v-n) = 0.

o9
Les termes impliquant la divergence de u s’annulent, puisqu’on cherche un champ a di-
vergence nulle. On obtient

/ — v+/ u Vu)-eru/Q(qu-va)—/Q pV-v+u/m(vxn)-qujL/an(v-n) =0.

Par ailleurs, concernant le terme non linéaire u - Vu, on a 'identité
1
(u-V)u= §V\u\2+ux (V xu),
ce qui donne, suite & une nouvelle intégration par parties

—/ng-v—i—/g((qu)xu)-v—i—u/ﬂ(qu-va)—/QpV-v

2
+u/ (vxn)-qu—i—/(ij‘—)v n = 0.
o9 o9 2
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Pour obtenir une forme bilinéaire coercive, il suffit ou bien d’annuler les intégrales de
bord, ou bien de les rendre indépendantes de u et de les passer au second membre, ou
bien de les rendre positives lorsque v = u. En procédant ainsi, on peut montrer que pour
la partition 0 = [, UT; Uy, il est raisonnable d'imposer les conditions aux limites
suivantes

u = Osurly, (2.16a)

uxn = Osur[MUTy, (2.16b)
1

p+ §|U|2 = pysur 'y, (2.16¢)
1

p+ 5’“’2 = posur ['s. (2.16d)

En introduisant les espaces
X={uec H'(Q?*, u=0sur I}, uxn=0sur ' U}

et V={ue X, V-u=0},
la formulation variationnelle du probléme s’écrit

Gt [(Fxwxa)viu [ (V) (Txv)+ 3

/pl-v-n:(), Vv e V. (2.17)
o Ot i=1,27 T

Si on désigne par (-, -) le produit scalaire de L?(€2), le probléme a résoudre est alors du

type
V) b, w, V) Falu, V) = 1v), W eV,

ou on a posé a(u, v) = ,u/Q(qu)-(va),
b(u, v, w) = /Q((qu)xv)-w,
et l(v) = — Z/F.piv-n.

i=1,2
La condition (2.16b) correspond & I’hypothése suivant laquelle le fluide circule avec une
vitesse normale aux sections du canal, d’otl I’annulation de la composante tangentielle de
la vitesse. L’écoulement est alors la conséquence du gradient de pression imposé entre les

1
sections I'; et I's. Notons que c’est la pression totale p + §|u|2, dite également pression

de Bernoulli, qui est prescrite sur I'y U I's.

On trouve dans la littérature plusieurs travaux qui s’intéressent au probléme énoncé ci-
dessus. Le probléme a été étudié par Guermond et al. [30] dans le cas du probléme de
Poisson, puis généralisé au cas du probléme de Stokes. Dans ce cas, le résultat d’exis-
tence repose sur le caractére coercif de la forme bilinéaire qui est assuré par le résultat
d’équivalence des normes suivant [4]

1
e X, alviime < IV x Vi + IV Vi) < cllvime-
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Notons que la forme bilinéaire a(u., v) = V xu-V X v est V-coercive mais n’est
q )

absolument pas X-coercive, toutefois la V—co%rcivité est suffisante pour conclure que le
probléme est bien posé. Le probléme a également été étudié dans le cas des équations de
Navier-Stokes stationnaires par Conca et al. [16] et Bégue et al. [7], et pour I'analyse et
I'implantation numérique du systéme le lecteur est invité a consulter |21], [17], [46], [47]
et [9].

Remarque 2.4.8. Soulignons le lien entre la pression totale et la loi de Bernoulli. Cette
loi, dans le cas d’un fluide parfait incompressible dont 1’écoulement est supposé irrota-
tionnel, c¢’est a dire dont la vitesse u dérive a chaque instant d’un potentiel ¢, est obtenue
en intégrant I’équation d’Euler

ou
N +u-Vu+ Vp=0.
En réécrivant
|uf?
u-Vu:V(T)—i-(qu) X u

en utilisant le caractére irrotationnel du fluide et grace a I’écriture sous forme de potentiel
u = V¢, on obtient

Ju dp | |Vel?
— -V Vp =V (= =0.
o Tu-VutVp (8t+ 5 +p)
Ainsi, & chaque instant, la quantité
dp | |uf
o T2 P

est constante sur ’ensemble du domaine fluide.

Remarque 2.4.9. Bilan énergétique :
Le bilan énergétique obtenu en choisissant v. = u dans (2.17) et en remarquant que
((Vxu) xu) -u=0, est le suivant

th/]u]2+u/lv><u]2 Z/p’u "

1=1,2

1
Si la condition aux limites sur la pression totale p 4 §]u]2 avait été remplacée tout sim-

plement par la prescription de la pression statique p, en établissant le bilan énergétique
on aurait obtenu

[ul? / :
R V X
th/\ (LQ Sunn [ 195 =
‘ 2

. . , . u .
et, on voit donc apparaitre un terme supplémentaire / ——u - n dans la formulation
oN
variationnelle, provenant de l'intégration par parties du terme non linéaire (u - Vu). Il

Z/@un

1=1,2
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s’agit du flux d’énergie cinétique transporté a travers les sections I'y et I's.

Toutefois, comme
/ ul? / u? +/ u?
—u-n= —u-n —u-n
o0 2 r, 2 r, 2

et si on assimile le canal & une bronche ou ’écoulement peut étre inspiratoire ou expira-
toire, on ne peut pas controler le signe de cette quantité, puisque I'un des deux termes
risque d’avoir “le mauvais signe”, suivant qu’il s’agisse d’'une inspiration ou d’'une expira-
tion. Ainsi, I'introduction de la pression totale présente ’avantage “d’absorber” ce terme
non linéaire, et de faciliter par conséquence la théorie d’existence de solution, puisque
tout se passe comme si on considére un probléme aux données de Dirichlet homogéne sur
tout le bord du domaine.

Remarque 2.4.10. Si on se restreint au probléme de Stokes, la condition naturelle - dans
le sens ol elle apparait naturellement lors de la formulation variationnelle - & imposer en
pression sur I'y U I'y serait la prescription de la pression statique et non pas la pression
totale.

2.5 Formes alternatives

Il y a un grand nombre de choix de conditions aux limites naturelles en terme de
pression, utilisées par la communauté numérique, sans un critére vraiment clair de la
préférence de I'une par rapport aux autres. On ne peut s’empécher de constater la diversité
des combinaisons possibles des formes alternatives des termes diffusifs et convectifs. Ainsi,
par exemple, & part les formes citées ci-dessus, une autre modification possible pour forcer
la propriété conservative du terme de transport serait d’utiliser I'identité

1
V() =u- (V)
et le terme de transport pourrait étre écrit sous la forme
i, L 2
u-Vu=u-Vu—u- (Vu) —|—§V|u| :
ce qui conduit & une formulation variationnelle dans laquelle (u- Vu, v) serait remplacé
par
(u-Vu, v) — (v-Vu, u) (2.18)

1
alors que le terme §\u\2 serait absorbé par la pression.

Une forme alternative serait
1 1
(u-Vu, v)zﬁ(u-Vu, v)—ﬁ(u-Vv, u) (2.19)
qui est légitime pour tout v € {v € HY(Q), v;r, = 0, V-v = 0} ( pour plus de

détails, voir [24]). Noter que pour les deux cas on a, pour la nouvelle forme trilinéaire,
b(u, v, v) = 0. Les conditions naturelles induites sont
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1
— pour (2.11) puVu-n—pn=—pnoup=p-+ §\u\2 est la pression de Bernoulli,

— pour (2.13) pVu-n— %\u -n|? — pn = —p;n,
et les deux formulations induisent un comportement non physique au niveau des frontiéres
d’entrée et de sortie ( voir [32]).
Pour une discussion plus détaillée des conditions aux limites, et pour une liste plus ex-
haustive des références, on se référe a |28], et on en extrait les deux tableaux (2.1) et (2.2)
pour un résumé des différentes combinaisons possibles.

2.6 Conclusion

Pour la suite de ce travail et en ce qui concerne la modélisation de I’écoulement de
'air dans I’arbre bronchique, c’est la condition (2.8b)(2.8c) que nous adoptons, qui est
probablement la plus recommandée ( voir [28] et [32]) d’un point de vue mathématique et
numérique. Précisons cependant que dans notre modéle, la pression au niveau de ’endroit
ol on décide de tronquer sera une véritable inconnue du probléme, ce qui rend 'utilisation
de ce type de conditions délicat, puisqu’il y a dans ce cas autant de conditions aux limites
a paramétrer que de sorties. De plus, cette condition aux limites sera modifiée de maniére
a intégrer le fait que I'arbre bronchique continue au dela de la génération ot on décide
de tronquer, et de maniére a prendre en compte la dissipation d’énergie dans le reste de
I’arbre.
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Forme

Nom

Commentaires

V- [Vu+'Vu]=Au+V(V-u)

et

Forme symétrisée

-Communément utilisée pour la
méthode des élément finis,

rarement ultilisée pour la

méthode des différences finies.
-Permet d’aboutir a des conditions
aux limites naturelles a

signification physique

dans le cas de véritables

interfaces entre deux milieux, et prend
en compte les forces visqueuses.

Forme conventionnelle

-La plus couramment utilisée.
-Aboutit a des conditions de

sorties libres recommandées,

exactes pour 1’écoulement de
Poiseuille.

V(V-u)—VxVxu

et
V-u=0

Formulation div-rot

Aboutit & des conditions
aux limites naturelles.

—-VxVxu=-Vxw

Formulation tourbillon

w=VxuetV-w=0

TAB. 2.1
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Forme

Nom

Commentaires

V:(uu)=u-Vu+u(V-u)

et

Formulation divergence

-Conserve les moments
lors de la discrétisation
-Permet de mettre en
place des conditions
aux limites naturelles
impliquant les flux des
moments advectif.

1
u-Vu:§V|u|2—u><V><u

Forme advective/convective

-Communément utilisée.

-Généralement ne conserve
pas les moments ou ’énergie
cinétique en discret.

w X u

Formulation rotationnelle

1
-w=V xuet §V|u|2
est absorbé par la pression totale
Lo
p+ §|u| :
-Conserve les moments et ’énergie

cinétique en discret

(u-((Vxu)xu))=0.

[V (uu) +u-Vu] =

1
u-Vu+ iu(V-u)

Forme symétrisée

-Forme moyennée de (1) et (2).

-Conserve 'énergie cinétique
en discret.

-Plus adaptée que (3) pour
l'utilisation des méthodes
spectrales.

TAB. 2.2 — Formes alternatives pour le terme de transport

33




Chapitre 2. Conditions auz limites naturelles pour les équations de Navier-Stokes

34

(a) Simulation avec Freefem++ d’un écoulement de (b) Zoom sur I’écoulement au
Stokes dans un canal avec les conditions (2.8b) et voisinage de la frontiére de sor-
(2.8¢c). tie.

(c) Simulation avec Freefem++ d’un écoulement de (d) Zoom sur I’écoulement au
Stokes dans un canal avec les conditions (2.5b) et voisinage de la frontiére de sor-
(2.5¢). tie.

Fi1a. 2.2 Tests réalisés avec Freefem---+
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3.1. Introduction, motivations

3.1 Introduction, motivations

Ce chapitre est motivé par la recherche de modéles permettant de reproduire 1’écou-
lement de I’air dans la totalité de ’arbre bronchique humain. Ce projet se heurte a deux
principales difficultés :
— La difficulté de résoudre des équations aux dérivées partielles dans I'arbre bronchique
qui provient du grand nombre de sorties du domaine de calcul, typiquement 223,
soit environ 8 millions de sorties. Par ailleurs, s’il est vrai que la reconstitution
tridimensionnelle des premiéres générations de bronches a partir d’imagerie médicale
est performante, la relative complexité géométrique du domaine subsiste a cause du
grand nombre de sorties au bout de I’arbre bronchique, et méme si on se limite a
quelques générations, il reste délicat de réaliser des maillages de surfaces réalistes,
basés sur des données mesurées in vivo [19]. Ainsi, il n’est pas envisageable de faire
des simulations directes de 1’écoulement via les équations de Navier-Stokes dans la
totalité du domaine.
— Il faut prescrire sur les multiples sorties du domaine, des conditions aux limites
pertinentes adaptées au phénomeéne ventilatoire.
L’approche que nous proposons consiste a distinguer dans I’arbre deux zones distinctes :
une zone proximale qui correspond a la trachée et aux premiéres bronches ot I’écoulement
est gouverné par les équations de Navier-Stokes et ot des simulations directes ont lieu,
et une partie distale correspondant a la partie géométriquement complexe, localisée en
aval de la partie proximale de I'arbre, et destinée & étre condensée. Ceci est possible car
la partie distale est composée d’un réseau de tubes de petits diamétres dans lesquels un
écoulement de Stokes linéaire, visqueux, incompressible a lieu, régulé par les différences
de pression entre entrées et sorties.
Ainsi, I'idée principale est de faire des simulations directes dans les bronches proximales
(approximativement jusqu’a la 5°™M€ génération) et de prendre en compte la partie distale
des ramifications pulmonaires en utilisant une condition aux limites dissipatives appro-
priée. Dans notre contexte, les conditions aux limites en entrées et en sorties doivent
répondre aux attentes suivantes :

Un débit nul a travers la partie condensée ne doit pas étre payé par une dissipation

d’énergie.

— Le terme de forcage, “le moteur”, doit étre contenu dans ces conditions (durant un
procédé d’inspiration normale, il y a un appel d’air vers le bas).

Les deux classes de conditions aux limites qu’on propose, basées sur des considérations
de modélisation, sont faites de maniére a remplir ces deux attentes.

On finit cette introduction en rappelant les notations utilisées dans ce qui suit. On utilisera
les espaces de Sobolev standards (voir |[2], [42]), tels que

H™Q) = {ve L*Q), 0"v e L*(Q), V|k| <m}
d

ou |k| = Z k; avec (k;)1<i<q des entiers non négatifs (d = 2 ou 3) et
i=1

olkly

v = i
Okrxy ... Okaxy
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Cet espace est muni de la semi-norme

1
2

Wiy = | 3 / oo |

[k|=m

et est un espace de Hilbert pour la norme

1
2
[v][ ) = ( Z |U@1k(9)> :

0<k<m

Le produit scalaire de L*(f2) est noté (-, -). La définition de ces espaces est étendue aux
vecteurs avec les mémes notations.

Rappelons que D(S2) désigne I'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support
compact dans Q, D(Q)’ désigne I'espace dual de D(Q) et D(Q) coincide avec C*(£2). On
se référe a [38] pour la définition des espaces d’ordre fractionnel tels que H*(2), ou s est
un nombre réel. En particulier, on désigne par H%(GQ) I’espace des traces des fonctions
de H*(Q) sur la frontiére 99 et par H~2(dQ) son dual. La trace ~ est une application
continue de H'(Q) dans Hz(09) et il existe une constante C' telle que

vv € HY(Q) < Clvilino,

-
Finalement, on rapelle I'inégalité de Poincaré valide dans le sous espace suivant de H'(2) :
soit I une partie de 992 & mesure positive, |I'| > 0, et soit

Hyp(Q) ={veH(Q), vir=0, }
alors, il existe une constante C', qui dépend uniquement de €2 et I', telle que,
IVllz2(0) < ClIVVr2g).

Ainsi, on muni Hj(Q) de la semi-norme ||Vv||12) = |V]m1(0).

3.2 Les modéles

Nous précisons dans cette section les différents critéres et considérations qui sont a la
base du modéle.
Tout d’abord, les vitesses qui varient en fonction de la localisation au niveau de I'arbre
bronchique et qui, d’aprés Weibel [54|, couvrent une gamme importante allant d’une vi-
tesse quasi nulle au niveau des acini, jusqu’a quelques métres par seconde au niveau de la
trachée. ’amplitude de cette gamme dépend du régime respiratoire : en régime d’exercice,
le nombre de Reynolds au niveau de la trachée atteint des valeurs importantes, jusqu’a
10000, alors qu’au repos, il est de I’ordre de 1000, ce qui correspond a une vitesse de 'ordre
de 1ms™'. Les effets inertiels s’atténuent au fur et & mesure qu’on avance en profondeur
dans 'arbre et 1’écoulement peut étre considéré comme linéaire & partir d’environ la 5™M¢
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génération ( voir |54] ). Une telle répartition des vitesses est a la base de notre modéle en
compartiments o1 ’écoulement dans les bronches proximales sera décrit par les équations
de Navier-Stokes, tandis que dans la partie distale a régime lent on consideére les équations
de Stokes.

Une autre hypothése importante pour notre modéle est la rigidité des conduits; en effet,
comme précisé dans le chapitre 1, on note, au niveau des bronches supérieures (primaires,
extrapulmonaires), la présence d'un cartilage en forme de “fer a cheval”. Au niveau des
bronches intrapulmonaires, ce cartilage n’existe plus sous forme d’'un arc de cercle, mais
plutot sous formes de petites plaques irréguliéres, qui se chevauchent et encerclent com-
plétement le conduit dans le cas des plus grosses bronches, ou isolées et rattachées par
du tissu conjonctif et musculaire lisse dans le cas des petites bronches, jusqu’a disparition
compléte au niveau des bronchioles. La présence du cartilage tend donc a disparaitre au
fur et & mesure qu’on avance en profondeur dans ’arbre, notamment dans la zone médiane
qui nous intéresse (voir figure 3.1).

Adventice

Cartilage

Mugqueuse

Muscle trachéal

(a) Coupe transverse de la trachée

(b) Coupe transverse d’une bronche (c) Coupe transverse d’une bronchiole

Fi1G. 3.1 Présence du cartilage
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Nous gardons toutefois I’hypothése de rigidité sur tous les conduits de ’arbre et on
impose sur les parois latérales une condition de non glissement.
Finalement, également d’aprés Weibel [54], les bronches ont une forme cylindrique, légére-
ment conique vers le bas de I’arbre, leur surface est annelée par la structure cartilagineuse
qui recouvre les premiéres bronches. Les bronches proximales seront modélisées par des
cylindres lisses et bien que la structure annelée crée des ondulations sur leur surface,
Ieffet sur le flux reste négligeable car les vitesses sont faibles le long des parois, ce qui
est cohérent avec la condition de non glissement imposée sur la paroi latérale. Il en est
de méme des bronchioles malgré leur forme légérement conique, car ceci est néanmoins
suffisamment faible pour étre négligé en premiére approximation.
La géométrie que I'on considére est schématiquement représentée dans la figure 3.2. Le
domaine €2 correspond aux premiéres bronches. 0€2 est la réunion de la paroi latérale I';,
d’une section d’entrée unique qui correspond au nez, le larynx et ’entrée de la trachée,
qu’on désignera par 'y et de multiples sorties I';, ¢ = 1, ..., N. Notons que I'y n’est
une vraie entrée que pendant la phase inspiratoire, mais par souci de simplification, on
utilisera toujours cette terminologie. La partie distale de ’arbre correspond a la réunion
des domaines ©; , =1, ..., N.Il est a noter que chaque sous domaine Q; a a son tour
une structure géométrique dichotomique ramifiée. Dans chacun des sous-domaines Qi, et
grace aux petits diamétres des sections des tubes, on suppose que I'écoulement dans les
petites bronches est gouverné par la loi de Poiseuille. Cette loi est analogue a la relation
électrique dans un réseau dans lequel le débit s’apparente a I'intensité tandis que la pres-
sion joue le role du potentiel électrique. Cette analogie est décrite en détail dans la section
3.3. Ainsi, dans le cas de 'arbre bronchique humain, on peut condenser la partie distale
et représenter, sans perte de généralité, chaque sous domaine tronqué Q; comme un tube
unique ou I’écoulement est gouverné par une loi de Poiseuille généralisé (on ne fait aucune
hypothése sur les sections des tubes). Voir la section 3.3 pour I'explication détaillée.
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¢

Fi1G. 3.2 Le domaine
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On suppose que la pression est uniforme au niveau de chacune des sorties I'; (on note
I1; les valeurs correspondantes), et on désigne par P, la pression atmosphérique au niveau
de I'y. Si on prescrit une condition naturelle, non dissipative, associée a la pression en
entrée P, et si on écrit simplement une contrainte de sortie libre au niveau de chaque
sortie, le systéme qu’on considére au niveau du domaine ) s’écrit

( pg—l;+p(u-V)u—uAu+Vp =0 dans Q,
V:u = 0 dans €2,
u =0 sur 'y, (3.1)
uVu-n—pn = —Fmn surl),
L puVu-n—pn = —In surly,i=1, ..., N.

D’autre part, on suppose que l’écoulement dans €; est gouverné par les équations de
Stokes avec conditions aux limites naturelles avec des pressions P; qui correspondent
a la pression au niveau des alvéoles associée a la i®™€ bronche de I'arbre. Grace a la
linéarité du probléme par rapport au saut de pression II; — P;, il existe une constante
R; (“résistance” de chaque bronche i dont le calcul sera explicité dans la section 3.3) qui
dépend de la géométrie, telle que

r;
T Pz
,,,,,,, R;
Fi Poiseuille
Navier-Stokes
F1G. 3.3 -

On explicite cette approche dans les deux modéles suivants ot on introduit deux
catégories de conditions dissipatives : naturelles et essentielles.

Remarque 3.2.1. Notons le choix de la condition aux limites de type
pVu-n—pn=—~FPn

et non pas
w(Vu+'Vu) -n—pn=—Pn,
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choix justifié par le fait que la frontiére I'; est fictive et que le fluide visqueux continue
au dela de cette frontiére. Voir le chapitre 2 pour une discussion plus détaillée sur ces
conditions aux limites.

3.2.1 Conditions dissipatives naturelles

On élimine la pression de sortie II; en utilisant la relation (3.2), on obtient

(0
pa—l:+p(u-V)u—uAu+Vp =0 dans Q0
Vu = 0 dans €2,
u = 0 sur I,
pVu-n—pn = —Fn sur I'y,
pVu-n—pn = —Pin—RZ-</u-n>n sur I;, =1, ..., N.
r;

\

(3.3)
L’avantage de cette approche consiste donc a se restreindre a résoudre le systéme des
équations de Navier-Stokes avec la condition dissipative dans le domaine €2 qui couvre
juste les cinqg ou six premiéres générations de bronches au lieu des 24 générations de
I’arbre complet, tout en tenant compte de I’écoulement dans le reste de I'arbre.
Bien que l'intérét principal de cette approche soit de séparer le domaine fluide en une
partie Navier-Stokes (dans laquelle les effets inertiels du fluide ne peuvent étre negligés)
et une partie Stokes, nous nous contenterons de présenter ici ’approche dans le cas ou
I’écoulement sur I’ensemble du domaine de calcul est régi par les équations de Stokes.
Ainsi le probléme qu’on étudiera dans ce qui suit est le suivant

( —pAu+Vp = 0 dans Q,
V-u = 0 dans €2,
u = 0 sur 'y, (3.4)
pVa-n—pn = —Fn sur 'y,
pVu-n—pn = —Pin—Ri(/u-n)n sur I'; +=1,...,N.
\ Fi

On se contentera d’introduire le modéle et la formulation variationnelle du probléme; le
caractére bien posé du probléme ainsi que la généralisation de I’étude au cas des équations
de Navier-Stokes seront établis au chapitre 5.

On se propose d’exprimer (3.4) en une formulation variationnelle équivalente. Vue la
condition aux limites de non glissement sur I';, on choisit ’espace suivant pour la vitesse

Hg () = {v e H'(Q)", v/r, =0}

ou d = 2, 3. Les conditions aux limites en entrée et sur les multiples sorties impliquent
la pression ; la pression n’est donc pas définie & une constante additive prés et ’espace en
pression est

M = L*(Q),
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et d'une maniére usuelle on définit 'espace des vitesse a divergence nulle
V={veH), V-v=0}

Noter que V' est un espace de Hilbert comme fermé de H&Z(Q), qui l'est également comme
fermeé de H(Q).

En faisant le produit scalaire de la premiére équation de (3.4) dans L?(Q) avec une fonction
test 1 € H&vl(Q), et en appliquant la formule de Green, on obtient

u/Vu:Vﬁ—/pV-ﬁ+/ (=pVu-n+pn)-u=0, VﬁEH&z(Q)‘
Q Q 80

En prenant en compte les conditions aux limites, la formulation variationnelle du probléme
avec conditions de sorties naturelles dissipatives s’écrit : pour p et (R;);—;, v donnés, et
pour (P;)i—o, v données, trouver u € Hg,(Q) et p € M solutions de

( N
,u/Vu:Vﬁ—ir Ri</u-n></ﬁ-n)—/pv-ﬁ:
0 ; I, I, Q
N
—PO/ ﬁ-n—ZH/ﬁ-n Vi € HY (0), (3.5)
To — T,

/qV-u:O, Vq e M.
\ Ja

3.2.2 Conditions dissipatives essentielles

On considére dans cette section des conditions plus restrictives, ol les profils de vitesse
sont imposés. On considére N + 1 profils de vitesse paraboliques Uj;, dirigés suivant les
normales n; aux sections d’entrée et de sorties, pour ¢ = 0,..., N, qui sont données sur
Lo, ..., 'y, respectivement, et on impose qu’il existe pour tout i un réel \; (négatif ou
positif suivant que le fluide est rentrant ou sortant a travers les I';) tels que u = \,U;
pour i =0, ..., N.

Rappelons qu’on désigne par H&Z(Q) I'espace des fonctions de H*(2) a trace nulle sur la
paroi latérale I';. En vue de la condition u = A\;U; impliquant la contrainte supplémentaire
sur les profils de vitesse, on introduit comme espace fonctionnel pour la vitesse

YV ={(u,A) € Hy () x R u=\U;surI'; i=0,...,N},
et 'espace de vitesse a divergence nulle

W={ueY, V.-u=0},

N
qui implique que Z )\i/ U, -n = 0. L'espace en pression est M = L*().
=0 Ly

Le probléme avec ces nouvelles conditions aux limites, exprimées en fonction des multi-
plicateurs \; s’écrit : pour i, (R;)i=1, v €t (U;);—o, y donnés, et pour (P;);—o, n données,
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trouver (u, A) € Y x RV*L et p € M solutions de

( —pAu+Vp = 0 dans €2,
V.-u = 0 dans €2,
u = \U sur I';, 1 =0,..., N,
/(,uVu-n—pn)-UO = —PO/ Up-n sur Iy,
T'o o
2
/(uVun—pn)UZ = —PZ/UZD—AZRZ(/ Uzl’l) SUI'FZ‘ izl,...,N,
\ I; I; T,
(3.6)
ot A = (Ng,...,Ay) est un vecteur de RN*1,

D’une maniére usuelle, on obtient alors la formulation variationnelle du probléme avec
conditions de sorties dissipatives essentielles, qui s’écrit : pour pu, (R;)i=1, n et (U;)izo. n
donnés, et pour (P;)i—o. y données, trouver (u, A) € Y x R¥*! et p € M solutions de

( N 2
0 p— r, 0
~ N ~ ~
:_PO)\O Uon—ZPZAZ U, n V(ﬁ,A)GY, (37)
Lo i=1 L
/qV-uzo Vqe M
\ Jo

La formulation faible mixte du probléme & résoudre est alors aussi du type : Y et M
étant deux espaces de Hilbert, a et b deux formes bilinéaires respectivement sur Y x Y et
Y x M, [ une forme linéaire sur Y, trouver u € Y et p € M solutions de

{ a(w, @) + b(a,p) = (1), Y(u,A)eY,

(3.8)
b(u,q) =0 Vqe M,

avec N
2
a(u,ﬁ) = /L/VUVﬁ+ZRZ(/ Uln) )\ZS\Z,
£ i=1 L
Q

N
l(ﬁ) = —P()S\O Uon—ZPZ;\Z/ UZI’I
To i=1 L

Remarque 3.2.2. Notons que les deux modéles, avec conditions aux limites naturelles
et, essentielles, ont la méme formulation variationnelles et ne différent que par 'espace
fonctionnel correspondant au champ de vitesse, et que la premiére partie de Y est incluse
dans H,(2) (voir (3.5) et (3.7)). Ainsi, dans le chapitre 5 pour prouver que le probléme
(3.7) est bien posé, la démarche sera analogue a celle adoptée pour (3.5).
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3.3 L’écoulement dans un arbre dyadique

3.3.1 Le probléme modéle

_ On s’intéresse ici a la zone médiane de I'arbre bronchique qui s’étend d’environ la
5¢E ou 6°™ME génération (bronchioles) jusqu’a environ la 16#™¢ ou 17°M€ génération
(bronchioles terminales). Cette zone est caractérisée, comme cité ci-dessus, par I’absence
d’effets inertiels et par les petits diamétres des conduits par rapport aux bronches pri-
maires. On suppose que toute bronchiole se présente sous la forme d’un tube cylindrique
rigide, excluant ainsi toute intéraction entre le fluide et la paroi latérale. On suppose qu’'un
fluide visqueux, incompressible et non inertiel y circule. Les pressions sont supposées uni-
formes sur les deux sections d’entrée et de sortie qu'on désignera sucessivement par Sy et
S1. Dans un tel cas, les seules forces extérieures agissant sur le fluide sont caractérisées
par les pressions Py et P;. Comme détaillé dans I'annexe B, dans chaque bronchiole, la
linéarité de I’'équation de Stokes assure I'existence d'une résistance R > 0 vérifiant la loi
de Poiseuille qui relie le gradient de pression Py — P; au débit qu’on désigne par @)

Py — Py = RQ. (3.9)

Dans ce qui suit, I'idée consiste a exploiter la linéarité de (3.9) pour établir une loi de
Poiseuille généralisée pour tout un arbre dyadique, dont chaque tube est traversé par un
fluide obéissant a la loi de Poiseuille (3.9). On introduira ainsi les notions de pression
globale équivalente et de résistance globale équivalente intervenant dans les conditions
aux limites dissipatives établies dans la section 3.2, et permettant de condenser ’arbre
dyadique en un conduit équivalent. Ce probléme a été introduit dans [41| pour le cas
d’un arbre dyadique quelconque et étudié dans [26| pour le cas particulier d’un arbre
dyadique a résistances homogeénes par génération. Nous reprenons d’ailleurs les notations
et la démarche adaptée dans [26] afin de généraliser I’étude au cas d'un arbre dyadique a
résistances non-constantes par génération.

3.3.2 Notations

On considére un arbre dyadique & N + 1 générations g € {0, ..., N}, la génération
0 étant désignée comme la racine de I'arbre. On dira que I'arbre est de hauteur N + 1.
Un tel arbre est défini par deux ensembles : X ensemble des noeuds qu’on désignera par
X,lc, excepté le noeud racine qu’on notera X, et un ensemble de branches B,i caractérisées
chacune par une résistance R.. Il s’agit d’une numérotation locale ot I'indice k désigne la
génération et permet donc de parcourir I'arbre en hauteur, tandis que [ désigne la position
au sein d’'une génération k£ donnée et permet de parcourir la génération k en largeur ; ainsi,
pour une génération k donnée, k € {0, ..., N}, pourtoutl € {0, ..., 2°—1}, R} estla

résistance de la branche située a la [*™€ position de la génération k. Enfin, en remarquera

que toute branche mére B! bifurque en deux branches filles B,fﬂrl et B,ffll.
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3.3.3 Reésistances et pressions globales

On suppose la pression au niveau du noeud racine nulle et on désigne par p; et g;,
i=0, ..., 28 —1 les pressions et les débits correspondant respectivement aux sorties
de l’arbre. Etant donné un ensemble de pression (respectivement de débits) au niveau des
sorties, il est possible de trouver les débits (respectivement les pressions) correspondants.
On introduit la définition suivante

Définition 3.1. Etant donnés deux entiers positifs ¢ et j et leurs expressions binaires

i:Zaka, szﬂka, avec ay,, O € {0, 1} Vk,
k=0 k=0

on définit o;; = inf{k >0, ay = 3 VI > k} et 7;; = [H?N} _ oN-oy;.

27%]
On a alors le résultat suivant

Proposition 3.2. On considére un arbre dyadique caractérisé par les résistances de ses
branches. En supposant que le noeud racine est & pression nulle, alors les pressions et les
flux sont reliés par

p=Aq, A= (Aij)ogi, j<an—1 € Mon R), Ay = R?\;jfaij
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Preuve :

La démarche pour prouver la proposition 3.2 est la méme que celle développée dans |26].
On commence par remarquer que vue la linéarité de la relation entre p et q, il suffit de
calculer les vecteurs pressions associés a la base canonique de R?V.

On considére tout d’abord le vecteur débit q = (1, 0, ..., 0), ce qui correspond a la
situation on tous les noeuds en sorties sont bouchés excepté le noeud X% ou un fluide est
injecté. Par conservation du débit, a la racine le débit sortant vaut 1. Ainsi, a la racine de
résistance R, le débit valant 1 et la pression au noeud racine Xy valant 0, on déduit de la
loi de Poiseuille que la pression au noeud XJ vaut Rj. Comme il n’y a pas d’écoulement
dans le sous arbre a droite issu de X, encore une fois grace a la loi de Poiseuille, les
pressions au niveau de ses sorties (c’est a dire aux noeuds X%, i =2¥"1 .. 2N 1)
valent aussi R). Par un raisonnement analogue, la pression au noeud X{ est R}+ R} = RY
et il est de méme de la pression au niveau des sorties du sous-arbre a droite issu du noeud
X?. En reprenant d’'une maniére récursive cette approche, on trouve que la pression aux

noeuds X9, X7, ..., X% vaut respectivement RS, RY, ..., R%. Par conséquent la
pression a la sortie j € {0, ..., 2V — 1} est R]@iaoj.
Le méme argument peut étre repris pour le vecteur débitq= (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

(1 étant a la jeme position) pour lequel correspond le champ de pression

Yi0 Vi1 YiaN 1
R,  RE, ... R )

N—0,nN_y

Par conséquent, on obtient
2N 1
_ } : Vij
pi = QiRN,gij-
Jj=0

O

Remarque 3.3.1. Comme on peut le voir sur la figure 3.5, la matrice A présente une
structure particuliére qui refléte la structure diadyque de I’arbre, et chaque élément de la
matrice apparait comme la résistance cumulée des branches formant le chemin entre le
noeud racine X, et un noeud donné de I’abre, d’ou la définition 3.1 o N — oy; indique la
profondeur du chemein et v;; 'orientation du chemin.

Remarque 3.3.2. Dans le cas d'une pression p, non nulle au niveau du noeud racine, la
relation entre les pressions et les débits aux sorties de I’arbre dyadique s’écrit également

p=A4Aq, A= (Az‘j)ogi, j<an_1 € Man R), Ay = R}Y\Z}j_gi]. (3.10)

mais avec P = (p; — Pr)o<i<ay 1 €t A = (¢i)o<i<ay —1-

Notons que le vecteur p peut-étre interprété comme le gradient de pression entre I'entrée
et les multiples sorties de I'arbre et que la loi (3.10) est une généralisation de la loi de
Poiseuille a I'arbre dyadique.

Remarque 3.3.3. La matrice A se présente sous la forme particuliére suivante qui résulte
de la superposition de matrices a structure en blocs comme illustré ci-dessous (voir figure
3.5), avec 1§ € Myn—«(R) la matrice unité dont toutes les composantes sont égales a 1,
pour 0 < k < N.
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Fig. 3.5 -

Proposition 3.3. La matrice A est symétrique. De plus, si pour tout k& € {0,..., N} et

pour tout [ € {0,...,2%¥ — 1} on a R, > 0, alors la matrice A est définie positive.
Preuve :
Le résultat découle du caractére symétrique semi-positif des matrices Ik,, 0<Ek<Net
R?v ce 0
du caractére symétrique défini positif de la matrice : : . O
0 --- RY!

Calcul direct des résistances et des pressions globales

La matrice A étant inversible, on désigne par B = (b;;)o<;j<2v_1 son inverse. Si on se
donne les pressions a l'entrée et aux sorties de 'arbre, en résolvant le systéme Aq = p,
on exprime les débits a travers les sections de sorties

2N _q
4 = Zbij(pr —p;), 0<i<2V 1.
7=0
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Par conservation de la masse, le débit a I’entrée de I’arbre qu’on désignera par ¢, est alors

2N _1
qr = Z qi
i=0

2N 1
= Z bij(pr —pj)
i, j=0
2N 1 2N 1 2N 1
DI EDNOD A%
i, j=0 j=0 =0
2NV -1 2N _1 oN_1
Si on désigne par R la quantité ( Z bi;)”" et par P l'expression R Z ( Z bi;)pj, on
i, J=0 j=0 =0
aboutit a
RQT = DPr — P,

qui signifie que 'arbre dyadique a N + 1 générations se comporte comme une branche
unique a résistance globale équivalente R et a pression globale équivalente en sortie P,
d’ot la proposition suivante

Proposition 3.4. Etant donné un arbre dyadique & N + 1 générations, caractérisé par
ses résistances Rﬁg, 0<Ek<N, 0<I[<2¥—1, et étant donné le vecteur pression p aux
sorties de 'arbre, alors la résistance globale équivalente est

R=( Z_ bij) !

i, j=0
et la pression globale équivalente en sortie est

oN_1 2N 1

PZRZ(Z bij)p;

-1 _ (}.. .
— <i, j<aN_1-
avec A (bZ])O< j<oN_1

Calculs des résistances et des pressions globales par ’analogie électrique

En pratique, on évite de calculer I'inverse de A. On traite ce probléme de bifurcation en
utilisant pour la loi de Poiseuille les propriétés de son analogue électrique, la loi d’Ohm : la
différence de pression correspond a la différence de tension, le débit a I'intensité électrique,
et la résistance de I’écoulement a la résistance électrique. On a le résultat suivant
Proposition 3.5. En se plagant au niveau d’une branche mére de résistance R. bifurcant
en deux branches filles de résistances respectives R,%IH et Riljll, la résistance équivalente
de cet arbre dichotomique a deux générations est

-1
1 1
R+ | g + o
* <R?J+1 R
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3.8. L’écoulement dans un arbre dyadique

et la pression équivalente en sortie est

1
1 1 Py Pt
201 20+1 | -
Rk+1 Rkjl Rk+1 RkJ:L1
Preuve :

En observant que les branches filles sont branchées ensemble en paralléle et ensuite en
série a la branche mére, on en déduit par analogie avec les circuits électriques que pour
un arbre dichotomique a deux générations, la résistance équivalente est

-1
1 1
Rl + :
Rlzl—i— 1]L Rk+1

Par ailleurs, dans les trois branches de I'arbre, I’écoulement est de type Poiseuille, on
dispose du systéme suivant

[3]

] _ o Ipl
[ A
2 _
Pk - Dkt = qk+1Rk+1=
l 2041 2l4+1 R20+1
Pe — D = Qg By s

et grace a la conservation de la masse, on a

I 920+1
QG = Qg1 T Qgq

2+1
<P§c pilﬂ) i Pk — pkﬂ
R, R
20+1
" 1 1 _ Pis1 +pk+1
H2+1 2+1 ) -
Rk+1 Ry Rk+1 Ry 5

En remplagant p}, par p/,[€ }1 — ¢t R on obtient

—1 -1
1 1 B 1 1 IR ey
Rl + a =p, — + +
( R, Rilif ) ' R, Rilif R, Rﬁlif

d’otl on identifie 'expression

avec

-1
1 1
R=Rj+ +
<Rk+1 R?ff)

étant la résistance équivalente et

—1 !
po (1 PEa +piif
Rk+1 Ril:ll Rk+1 Ril:ll
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étant la pression équivalente. [
Afin de généraliser ces calculs & tout type d’arbre dichotomique assymétrique dissipatif a
N +1 générations, 1'algorithme consiste & commencer a partir des sorties et en utilisant la
formule établie pour une bifurcation unité, remonter jusqu’a I'entrée de I’arbre dissipatif.
La résistance globale d'un arbre dissipatif & NV 4 1 générations sera tout d’abord calculée
au niveau de la génération N pour 2V~! bifurcations unités. Ces résistances globales
calculées a la génération N sont utilisées pour calculer les 2V =2 résistances globales situées
a la génération N — 1. Le méme procédé est appliqué récursivement pour déterminer la
résistance globale de tout I'arbre dissipatif. Les valeurs des résistances globales calculées a
chaque génération sont stockées dans une matrice de taille N2 initialement nulle exceptée
la N®™M€ colonne, qui est remplie par les valeurs des résistances de la génération N. La
pression globale est calculée d’une maniére similaire une fois que la matrice des résistances
est remplie car la détermination de la pression globale a une génération spécifique nécessite
la connaissance des résistances globales correspondantes.

Remarque 3.3.4. L’énergie visqueuse dissipée dans la totalité de I'arbre a N 4 1 gé-
nérations qui s’écrit comme la somme de I’énergie visqueuse dissipée dans chacune des
branches de I’arbre, peut-étre exprimée en fonction de la matrice A. En effet, si on désigne
par E I'énergie totale dissipée par viscosité, on peut montrer par récurrence que

E = q'Aq.

3.3.4 Arbres dyadiques particuliers
Cas particuler de ’arbre homogéne

Dans le cas d'un arbre homogéne, c’est a dire caractérisé par des résistances constantes
par génération Ry, Ry, ..., Ry, la relation entre pressions et débits se réduit a

p=A4q, A= (Aij)ogi, j<oN_1 € Mon (R) ) Aij = RN*%

ol R est la résistance cumulée Ry + Ry + -+ - + Ry + R,.
La matrice A dans ce cas est doublement stochastique & une constante multiplicative
pres : toutes les lignes et toutes les colonnes ont la méme somme. Cette somme est a une

constante multiplicative prés égale a la résistance globale équivalente qui vaut dans ce cas
N

!
> o
2k~
k=0
Finalement, précisons que la matrice A, dans ce cas particulier, admet la base de Haar

comme base de vecteurs propres |26].

Cas particulier de I’arbre géométrique

Dans la littérature [54|, les branchement dichotomiques de I'arbre sont sujets a une
certaine dissymétrie dans les premiéres générations de bronches qui s’adaptent a 1’ana-
tomie globale. En effet, les premiéres bronches doivent contourner le coeur et divisent le
poumon de facon assymétrique, en trois lobes a droites et deux lobes a gauche. En re-
vanche, a partir de la génération 5 environ, I’arbre bronchique humain peut-étre considéré
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F1G. 3.6  Résistance équivalente

comme un arbre homogéne quasiment homothétique avec un rapport des longueurs d’une
génération a la suivante proche de A = 0.85 ( voir [39]), ce qui implique que les résistances
obéissent a la loi géométrique R, = Roa® avec a = A\™3 ~ 1.63 et dans ce cas la résistance
N
Q@
globale équivalente se réduit a Ry Z(—)k

2
k=0

3.4 Simulations numériques

Nous terminons ce chapitre par I'implantation effective sur machine des deux variantes
de conditions aux limites dissipatives, naturelles et essentielles, établies dans ce chapitre.

3.4.1 Simulations tridimensionnelles des conditions dissipatives
naturelles

Pour ce qui est des conditions naturelles, on peut observer que la formulation (3.5)
ne différe de la formulation usuelle, correspondant & des conditions aux limites naturelles
non dissipatives (voir chapitre 2, section 2.4.2), que par la présence de termes du type

(/Fiu.n> (/un>

Ces termes couplent les degrés de liberté en vitesse associés aux points de discrétisation
d’une méme section I'; pour ¢ = 1, ..., N, ce qui peut nécessiter des modifications
importantes de la structure creuse de la matrice de rigidité si la résolution se fait par
une méthode directe. Dans notre cas, on fait le choix d’une résolution par une méthode
itérative on seul le produit matrice-vecteur est modifié.

Un solveur C+-+ en éléments finis auquel on se référera par MISTRAL, a été utilisé, en
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Chapitre 3. Conditions dissipatives pour [’écoulement de ’air dans l’arbre bronchique

collaboration avec J. F. Gerbeau!, qui en est I'auteur, pour des simulations dans un arbre
tridimensionnel complet a quatre générations ainsi que dans I’arbre condensé correspon-
dant formé par une bifurcation unique. Le maillage de I’arbre dissipatif condensé contient
environ 1000 tétrahédres tandis que le maillage de I'arbre complet est approximativement
composé de 4000 tétrahédres. Le fluide circulant aussi bien dans I’arbre complet que dans
I’arbre condensé est newtonien de viscosité égale a 1. Des conditions d’entrée et de sorties
libres sont appliquées pour ’arbre complet ou les pressions sont données. Pour l'arbre
condensé, on applique la méme condition naturelle d’entrée libre au niveau de I'g mais au
niveau des sorties ce sont des conditions aux limites dissipatives équivalentes a l'influence
de la zone dissipative de ’arbre complet destinée a étre condensée.

La simulation suivante a été réalisée avec une pression uniforme (la valeur imposée est
de 10) a l'entrée et des conditions de sorties libres homogénes, pour I’arbre complet. Les
résistances globales Ry et Ry correspondent toutes les deux aux arbres condensés en sor-
ties et sont respectivement 15.8 et 14.2. Elles ont été calculées d’apreés la section 3.3. Elles
sont de valeurs différentes a cause de 1’asymétrie de 1’arbre complet. L.e champ de pres-
sion calculé numériquement avec MISTRAL dans I'arbre condensé et celui qui correspond
a l'arbre complet (voir figure 3.7) sont qualitativement en bon accord. La différence de
pression entre l'entrée et chacune des sorties et d’environ 7 dans I’arbre condensé et la
valeur correspondante est qualitativement la méme dans I’arbre complet. Nous comparons
dans le tableau ci-dessous également, les débits au niveau des sections de tronquature, qui
concordent avec une erreur relative de l'ordre de 2 % s’expliquant par la sous-estimation
des zones de jonctions des bifurcations lors du calcul des résistances globales équivalentes
(voir figure 3.6) ; s’ajoute a ceci le fait que toute incertitude sur les diamétres des bronches
se traduit par une incertitude d’ordre 4 sur les résistances ( voir I'annexe B pour I'expres-
sion des résistances). Voir la figure 3.7 pour la comparaison des champs de vitesse entre
I’arbre complet et I'arbre condensé.

Débit en sortie (inf) | Débit en sortie (sup)
Arbre condensé 0.176 0.1895
Arbre complet 0.173 0.186

Reconstitution analytique des débits

Puisque les pressions aux bouts de I'arbre complet sont supposées connues, il est
possible de reconstruire les débits dans chaque bronche de la partie condensée de I'arbre
complet en se basant sur les valeurs numériques des pressions calculées sur les sorties de
I’arbre condensé et ceci grace a la loi de Poiseuille. Les débits numériquement calculés sur
les sorties de I'arbre complet et celles reconstituées analytiquement a partir des valeurs
des pressions obtenues pour les sorties de I'arbre condensé sont tous deux présentés dans
la figure 3.8. Quantitativement, les débits sur les sorties des bronches de ’arbre complet
calculés numériquement et analytiquement sont les mémes avec une erreur estimée a 5 %.

INRIA
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%
SRR Rl

(a) Maillage de ’arbre complet (b) Maillage de I’arbre condensé
6.3701 E-02 1.9110E-01 6.5740E-02 1.9722E-01
=2 E = T E =
ol — e o ol — o

(¢c) Module du champ de vitesse dans (d) Module du champ de vitesse dans

b 3 A
I’arbre complet I’arbre condensé
surce.n ke sz surae.an
[ = - U | =1 L=
o — 0 - e o0

() Champ de pression dans I'arbre com- (f) Champ de pression dans l'arbre
plet condensé

Fi1G. 3.7 Comparaison entre arbre complet et arbre condensé pour les conditions naurelles
dissipatives 95
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5.5740E-02 1.9722E-01

e ______________ S|
0.0000E+00 1.31 48E-01 2 B296E-01

Fi1a. 3.8 — Reconstitution des débits

3.4.2 Simulations bidimensionnelles des conditions dissipatives
essentielles

Pour ce qui est de la seconde approche avec conditions dissipatives essentielles, préci-
sons que le principal intérét de cette formulation est théorique, puisqu’elle permet d’ob-
tenir des estimations a priori quand elles sont appliquées aux équations de Navier-Stokes,
comme on le détaillera dans le prochain chapitre. En effet, le fait d’imposer la contrainte
supplémentaire w;r, = \;U;, @ =0, ..., N, revient a se limiter & un seul degré de li-
berté en vitesse pour 'entrée et chacune des sorties du domaine de calcul et aura pour
effet de permettre le controle du flux d’énergie cinétique. Notons néanmoins qu’elles pré-
sentent également un intérét numérique puisqu’elles peuvent étre implantées simplement
a partir d’un solveur standard, car on peut se ramener trés simplement a un probléme
de controle optimal, les paramétres de controles étant les \; pour i =0, ..., N, liés par
une contrainte de flux global nul, I'objectif étant le jeu de conditions dissipatives sur les
sections I';, 1 =0, ..., N.

Le mailleur-solveur en éléments finis FreeFem-++ ( voir [20]) a été utilisé pour faire des si-
mulations aussi bien dans un arbre complet en dimension deux, & quatre générations, que
dans I’arbre condensé correspondant, a bifurcation unique. Le maillage de I’arbre dissipatif
condensé contient 2200 triangles tandis que le maillage de ’arbre complet est approxi-
mativement composé de 16000 éléments. On commence par une simulation au niveau de

96



3.4. Simulations numériques

I’arbre 2D complet. Le fluide y circulant est & viscosité égale a 1. Les conditions aux
limites appliquées en entrée et aux sorties sont libres non homogeénes. Les contours des
intensités de pression sont présentés dans la figure 3.10.

Ensuite, on réalise une simulation dans I'arbre condensé. A cause des termes de type

(/Fiu.n) (/un)

dont I"implantation directe et standard n’est pas prévue par Freefem--, on utilise une
technique d’optimisation. On procéde comme suit : d’abord, on considére un arbre condensé
formé d’'une unique bifurcation, dans lequel la sortie supérieure est fermée. Des profils
paraboliques de vitesse sont appliqués a l'entrée et a la sortie inférieure. On résout le
probléme de Stokes associé a ces conditions aux limites

( —uAu, +Vp, = 0 dans Q,
V-uy = 0 dans €2,
u; = 0 sur Fl s
) uy = 0 sur 'y,
uy = U sur Iy,
\ u, = aU; surly,
U() -1
ol ap = —220—afin de vérifier la condition de flux global nul, et on désigne par
/ U;'n
Iy

(u1, pi1) la solution (voir la figure 3.9). La simulation est alors réalisée pour le probléme

symétrique et ceci donne (uz , pz2). En exprimant (u, p) sous la forme de combinaisons
2

2
linéaires des problémes intermédiaires u = Zaiui, p = Zaipi + b, la linéarité du
i=1 i=1
probléme de Stokes permet de déduire que (u, p) est solution de
—puAu+Vp = 0 dans 2,
V-u = 0 dans(,
u = 0 surly.

Ensuite, on calcule (a;);=12 et b tels que (u, p) soit solution du systéme

(

uVa-n—p = —Fn sur [y,
< pVa-n—pn = —Pn—R; (/ u-n) n surl’y,
I
pVa-n—pn = —Pn— Ry (/ u-n) n sur ['.
\ L2
Ayant récupéré les valeurs de (a;);=12 et b, on peut trouver les multiplicateurs \; :
Ao = a1 + as,
A = aiaq,
Ay = a0z,
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ce qui permet finalement de trouver (u, p) solution du probléme (3.6) par une simple
résolution du probléme de Stokes suivant avec condition de Dirichlet

( —pAu+Vp = 0 dans Q,
Vu = 0 dans €2,

u = 0 sur 'y,

u = MNUg surlly,

u = \U; surly,

u = MU, surls.

\

Les résistances globales R, et Ry correspondant aux deux sorties de l'arbre condensé
sont respectivement 126 et 139. Leur calcul s’est fait suivant la section 3.3 et dans le
cas d'un écoulement de Poiseuille 2D. Ceci permet aussi de calculer la pression globale
correspondant aux deux sorties de I’arbre condensé. Les contours des intensités de pression
sont présentés dans la figure 3.10. Le tableau suivant donne les valeurs des débits et des
pressions pour l'arbre condensé et ’arbre complet au niveau de la premiére bifurcation.

Débit en sortie (inf) | Débit en sortie (sup)

Arbre condensé 0.129 0.142
Arbre complet 0.119 0.133
Pression en sortie (inf) | Pression en sortie (sup)
Arbre condensé 2.885 3.321
Arbre complet 3.384 3.607

Les résultats obtenus dans I’arbre condensé et I’arbre complet sont relativement en bon
accord, puisque il y a une erreur de 10 % entre les valeurs de pression et de vitesse. Cette
erreur est essentiellement due a la mauvaise approximation géométrique de la zone de
bifurcation, lors du calcul de la résistance équivalente du sous-arbre (voir la figure 3.6).

Remarque 3.4.1. Remarquons qu’avec ce procédé d’optimisation, il faut faire autant de
calculs intermédiaires que 'arbre condensé compte de sorties. Toutefois, cette méthode
qui consiste a exprimer le champ final comme combinaison linéaire des calculs intermé-
diaires, présente 1’avantage de rendre possible I'implantation des conditions dissipatives
essentielles sur tout code standard de calcul, puisque les calculs intermédiaires sont des ré-
solutions du probléme de Stokes avec conditions aux limites de Dirichlet sur I’ensemble de
la frontiére du domaine de calcul. De plus, comme on le détaillera dans le prochain chapitre
cette approche présente également un intérét théorique puisqu’elle sert a la construction
d’une base de Galerkin lors de la recherche des solutions des équations de Navier-Stokes
avec conditions dissipatives essentielles.

3.4.3 Viscosité fictive

Nous présentons dans ce qui suit une deuxiéme approche qui permet d’implanter une
approche voisine des conditions aux limites dissipatives naturelles sur tout code standard
de calcul : on peut prolonger le domaine de calcul 2 sur une petite zone w; au-dela de
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(a) Champ de vitesse pour le calcul (b) Champ de pression pour le calcul
intermédiaire intermédiaire

Fi1Gg. 3.9 Problémes intermédiaires

chaque sortie I';, imposer les conditions de sortie libre au sens usuel a la sortie de w;, et
remplacer la viscosité du fluide dans ces domaines par une valeur fictive ji;, calée de telle
sorte que la résistance du conduit w; soit précisément la résistance du conduit condensé
QZ‘.

Afin de valider cette approche, des tests ont été réalisés avec Freefem+-+. Pour ce dernier
code, les bronches de sorties de ’arbre condensé ont été prolongées par des tubes cylin-
driques, qui sont supposés remplis d’un fluide fictif a viscosité . En utilisant encore une
fois la loi de Poiseuille, la résistance de 1’écoulement dans cette extension de longueur L
et de diamétre D est R = 12871L/(ILD*). La valeur de ji est choisie de maniére a ce que
R corresponde a la résistance équivalente de I'arbre condensé.

Une simulation a été réalisée avec Freefem-++ dans I’arbre complet ot les conditions d’en-
trée et de sorties libres non homogénes appliquées sont analogues a celles du précédent
test. La méme condition d’entrée est appliquée a I'entrée de 'arbre condensé et de 'arbre
complet. Les viscosités virtuelles fi; et fio correspondantes aux résistances globales R; et
Ry imposées pour le précédent calcul avec Freefem-++ sont respectivement égales a 126
et 139. Les valeurs des pressions obtenues sur les sections de référence localisées au méme
niveau dans 'arbre complet et ’arbre condensé peuvent étre comparées qualitativement.
Les deux sections de référence choisies, appellées section 1 et section 2, sont localisées a
I'interface entre la zone a viscosité unitaire et celles de viscosités pul et p2. L’erreur entre
la pression calculée au niveau des sections dans I’arbre complet et 1’arbre condensé est de
moins de 2 % comme illustré par le tableau suivant (Voir la figure 3.11 pour les maillages
et la comparaison des champs de vitesse et de pression).

Débit en sortie (inf) | Débit en sortie (sup)
Arbre condensé 0.13 0.143
Arbre complet 0.125 0.138
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(a) Maillage de ’arbre complet (b) Maillage de I’arbre condensé

\ 2

(¢) Module du champ de vitesse dans (d) Module du champ de vitesse dans
I’arbre complet I’arbre condensé

(e) Champ de pression dans I'arbre (f) Champ de pression dans I'arbre
complet, condensé

Fi1G. 3.10 — Comparaison entre I’arbre complet et 'arbre condensé pour les

dissipatives essentielles
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3.5. Conclusion

Pression en sortie (inf) | Pression en sortie (sup)
Arbre condensé 3.462 3.759
Arbre complet 3.71 3.98

3.5 Conclusion

La multiplicité des cas test de simulation réalisés avec les deux codes d’éléments fi-
nis, les résultats prometteurs de comparaison entre I'arbre complet et 1’arber condensé
correspondant sont trés encourageants pour de futures études sur les conditions aux li-
mites dissipatives. La simulation de I’écoulement de I'air dans les bronches proximales
humaines reconstituées depuis la trachée a la 5°M€ génération basée sur I'imagerie mé-
dicale telle que la tomographie numérique combinerait des simulations des équations de
Navier-Stokes dans les bronches proximales et conditions aux limites dissipatives qui pren-
draient en compte ’arbre pulmonaire distal complexe. La durée du calcul dans ce modéle
de partie proximale avec conditions dissipatives serait signifiquativement inférieure a celle
dans I'arbre réaliste complet de la trachée a la 23°™M€ génération et similaire a la durée de
calcul dans I'arbre proximal avec conditions de sorties libres homogeénes. Finalement, les
conditions aux limites dissipatives pourraient étre utilisées pour réaliser des simulations
instationnaires complexes. Ainsi, simuler I'ouverture et la fermeture des alvéoles durant
le cycle respiratoire en utilisant des sorties dissipatives transitoires serait possible.
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(b) Maillage de I’arbre condensé

(c) Module du champ de vitesse dans (d) Module du champ de vitesse dans
I’arbre complet I’arbre condensé

y 4
N

'

(e) Champ de pression dans l’arbre (f) Champ de pression dans ’arbre
complet, condensé

Fi1G. 3.11 Comparaison entre I'arbre complet et I’arbre condensé pour I'approche avec
viscosité fictive
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Ce chapitre se structure en deux parties : dans la premiére partie, on étudie le sys-
téme des équations de Navier-Stokes avec conditions aux limites dissipatives naturelles
ou essentielles. Dans la deuxiéme partie, ces modéles par compartiments sont enrichis en
les couplant a une partie déformable qui correspond au parenchyme au sein duquel les
alvéoles sont immérgées. A ce niveau, on propose les déplacements d’un piston comme
modele simplifié des mouvements du diaphragme pulmonaire. Celui-ci a travers une pres-
sion alvéolaire qui agit sur les conditions aux limites dissipatives aux bouts de 'arbre
tronqué, pilote ’écoulement de 1’air dans les voies aériennes supérieures de I'arbre. Ainsi,
les conditions aux limites imposées aux sorties de la zone supérieure de ’arbre prennent
en compte aussi bien I’écoulement dans la zone intermédiaire que dans la partie inférieure
siége des acini (approximativement entre les générations 17 et 24).

Dans la premiére partie du chapitre, c’est a dire sans piston, on établit, par une approche
de type méthode de Galerkin, des résultats
d’existence de solutions faibles en temps petit pour données quelconques, ainsi que
I’existence globale en temps pour données petites, pour les conditions aux limites
dissipatives essentielles,
d’existence de solutions faibles en temps petit pour données petites pour les condi-
tions aux limites dissipatives naturelles, et globales en temps pour données encore
plus petites.
Dans la deuxiéme partie du chapitre, c’est a dire en considérant le couplage complet
incluant le piston, on établit, toujours par une approche de type méthode de Galerkin,
des résultats
d’existence de solutions faibles en temps petit pour données quelconques, pour les
conditions aux limites dissipatives essentielles,
— d’existence de solutions faibles en temps petit pour données petites pour les condi-
tions aux limites dissipatives naturelles.

La méthode est la méme pour les deux types de conditions aux limites : estimations a
priori et obtention d’estimations supplémentaires afin d’obtenir la compacité de la suite de
solutions approchées. Dans le cas des conditions dissipatives essentielles les résultats sont
prouvés aussi bien en dimension deux qu’en dimension trois, cependant, dans le cas des
conditions dissipatives naturelles, ils ne le sont qu’en dimension deux. Une autre démarche
est utilisée au chapitre 5, uniquement dans le cas sans piston, pour généraliser ces résultats
a la dimension trois. D’autre part, pour le cas avec piston, cette difficulté pourrait étre
surmontée si des conditions aux limites faisant intervenir la pression dynamique sont
utilisées.

4.2 Solutions faibles pour les équations de Navier-Stokes
avec conditions dissipatives

Dans cette premiére partie, on s’intéresse aux équations de Navier-Stokes avec condi-
tions dissipatives aussi bien naturelles qu’essentielles.

65



Chapitre 4. FExistence de solutions faibles et modélisation des acini

4.2.1 Position du probléme

Rappelons les deux modéles auxquels on s’intéresse.

Conditions aux limites dissipatives naturelles

Dans le cas de conditions aux limites dissipatives naturelles, le probléme auquel on
s’'intéresse s’écrit comme suit

(0
pa—l:%—p(u-V)u—uAu—i—Vp = 0 dans |0, T[x €,
Veu = 0 dans |0, T[x €2,
u =0 sur 0, T[xI,
uVu-n—pn = —FBn sur |0,T[xTy, (4.1)
pVu-n—pn = —PFPn —Ri(/u-n)n,
r;
sur |0, T[xI;i=1, ..., N,
\
ou les résistances R; > 0, pour 7 =1, ..., N, ainsi que les pressions P;, i =0, ..., N,

sont données. La densité p est constante et donnée, ainsi que la viscosité pu.

Conditions aux limites dissipatives essentielles

Le deuxiéme modéle auquel on s’intéresse, ou les équations de Navier-Stokes sont
couplées a des conditions aux limites dissipatives essentielles, est le cas particulier ou
1

I'on suppose que les profils de vitesse U; sont donnés dans HZ(T;) , i =0, ..., N.
Sur le plan de la modélisation, il pourrait étre pertinent de considérer des profils sus-
ceptible de changer au cours du temps (notamment au niveau de ’entrée/sortie T'y),
mais pour l'analyse mathématique nous considérons ici uniquement des profils indéden-
dants du temps (typiquement profils de type Poiseuille). Rappelons que 1'on désigne par
A= (X, ..., An) un vecteur de RN*1 et que le probléme s’écrit comme le systéme des
équations de Navier-Stokes suivant avec des conditions aux limites qui prennent & présent
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en compte la contribution des A\;, =0, ..., N. Le probléme s’écrit
pa—?ﬂLp(u-V)u—,uAu—l—Vp = 0 dans |0, T[x€2,
V-u =0 dans |0, T[x€Q2,
u =0 sur |0, T[xT",
u = )\Z.U-Z sur ]O,T[XFZ‘,
4 1=0, ..., N,
/ (uVu-n—pn)-U, = —Po/ Uy n sur 0, T[xT,
T'o o
2
/ (uVu-n—pn)-U; = —R-/ U, - n— \R; </ Ui-n> . sur |0, T[xTy,
r; r; r;
1=1, ..., N.
‘ (4.2)

Dans les sections 4.2.2 et 4.2.3 on établit les bilans d’énergie et les formulations variation-
nelles associés respectivement aux conditions aux limites naturelles et essentielles. Dans la
section 4.2.4 on établit des estimations a priori et on prouve deux types de résultats d’exis-
tence pour les conditions aux limites dissipatives essentielles, existence de solution faible
en temps petit pour données quelconques et existence de solution globale en temps pour
données petites, alors que pour les conditions aux limites dissipatives naturelles on n’ob-
tient que l'existence de solutions faibles en temps petit pour données petites et globales
en temps pour données plus petites. Dans cette section on commencera par étudier le cas
des conditions dissipatives essentielles qui sont certes plus restrictives, mais la contrainte
supplémentaire u = \;U; sur les I';, facilite le controle du flux d’énergie cinétique et les
résultats établis sont valables aussi bien en dimension deux qu’en dimension trois. En-
suite, on étudie le cas des conditions dissipatives naturelles pour lequel les résultats ne
sont prouvés qu’en dimension deux.

4.2.2 Bilan d’énergie
Conditions aux limites dissipatives naturelles

Supposons que la solution du probléme (4.1) existe et est assez réguliére. Dans ce cas
il est intéressant d’avoir une notion de bilan d’énergie. On désigne par E.f(t), 'énergie
cinétique du fluide

1
Buy(t) = 50 [ Il

On multiplie la premiére équation de (4.1) par u. Aprés intégration par parties et uti-
lisation de la condition d’incompressibilité et des conditions aux limites de (4.1) on obtient

ou N 2 N
p —-u—I—p/ u-Vu -u—l—,u/ Vul*+ ) R (/ u-n) + H-/ u-n=0. (4.3
i Q( ) Q| | Zl . ZO 5 (4.3)
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On peut faire apparaitre la dérivée en temps de I’énergie cinétique du fluide

ou dl/ s  d
pl — u=—= ul*=—F,.
o Ot dt 2 QH dt
Par ailleurs, on a, pour e =0, ..., N,
r;

ou 7p, est la puissance développée par la force associée a la pression P;, Vi =0, ..., N.
En intégrant par parties le terme non linéaire on a

p/(u Vu) u—pi/ mu n—p/wv u
@ = Jri 2 o 2 '

Comme le champ de vitesse est a divergence nulle, on a

2
p/(u-Vu)-u:pZ/ ﬂu-n:}"cf,

ou F.r désigne le flux d’energie cinétique.
Finalement, on désigne par |.|, g la norme induite par la forme bilinéaire positive suivante

_— >/vsz ([wn)(fwn)

A partir de (4.3) on a

d N 2 N ul? N
—(E. :—u/ Vul? — Ri</u-n) —p /—u-n— H-/u-n,
- (Eey) IVl Zl 5 ZO 5 ZO 5

ce qui s’écrit aussi en utilisant les notations introduites ci-dessus

N

d

SEep) = —lal = For + Y T,
=0

qui exprime la perte instantanée d’énergie cinétique du fluide comme puissance dissipée
par viscosité du fluide aussi bien dans la partie proximale que dans la partie distale de
I’arbre et comme flux d’énergie cinétique et comme puissance développée par les forces de
pression de part et d’autre de I’arbre.

Remarque 4.2.1. La présence du terme du flux d’énergie cinétique F.¢ dont on ne
connait pas le signe empéche de borner I'énergie du systéme et introduit des difficultés
supplémentaires pour établir des estimations a priori. On verra toutefois, dans la suite,
que dans le cas particulier des conditions aux limites dissipatives essentielles, on peut
surmonter cette difficulté en tirant profit du fait que les traces des vitesses sur les sections
d’entrée et de sorties de 'arbre vivent dans un espace de dimension finie.
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Conditions aux limites dissipatives essentielles

Pour les conditions dissipatives essentielles la démarche est analogue a celle développée
ci-dessus. En tenant compte du fait que

u=\U;surI';, :=0, ..., N,
le flux d’énergie cinétique du fluide s’écrit

N N
P P
fcf:§Z/F|u|2u'n:§Z/\?/r|Uz‘|2Uz"n,
i=0 YT i=0 ‘

3

la contribution a la dissipation, qui provient de la partie résistive de 'arbre s’écrit

([ ) =Xmr ([ von)

la puissance développée par les forces de pression

Fp, = _Pi/
F.

k3

un:—PZ/\Z/ UZ"H, Z:O, sy N,
r;

et on a de la méme maniére le bilan

N

d

S (Beg) = Il — Fog + D T,
1=0

avec la contrainte supplémentaire u = \;U; sur I';, : =0, ..., N.

4.2.3 Formulation variationnelle
Conditions aux limites dissipatives naturelles

Soit Q le domaine borné de R? (d = 2, ou 3) introduit dans le précédent chapitre
(voir la figure 3.2), dont la paroi latérale est notée I';. On rappelle les espaces

Hy () = {ue H'(Q), ur, =0},
V={ueHy(Q), V-u=0}
muni de la norme H'(2). On introduit également 1’espace H suivant
H={uel*Q), u-n=0sur [}, V-u=0}.
On s’intéresse a I’étude du probléme suivant : étant donnés

u € H,
P, € L?(0,T)pouri=0, ..., N, (4.4)
R;>0pourz=1, ..., N,
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trouver u € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) et p € D'(Qx]0,T[) vérifiant

p@t +pu-Vu—pAu+Vp = 0 dans |0, T[x €,
Veu = 0 dans |0, T[x €,
u =0 sur |0, T[T,

uVu-n—pn = —Fn sur |0,T[xTy, (4.5)

pVu-n—pn = —FPn —Ri</u-n)n
Ty
sur |0, T[xT;i=1, ..., N,
L u(0,z) = u.

Sous les hypothéses (4.4), nous appelons solution faible du probléme (4.5), toute fonction
ue L20,T;V)NL*(0,T; H) telle que

_p//uugo +p//uvu it +H//vuVug0
/(ZR/ /Fiﬁ-n)>90(t)—/guoug0(0) A(;pi/mu.n%(t)’
)

Va e Vet Vo € D([0,T]).
(4.6)

Conditions aux limites dissipatives essentielles

Dans cette section, on étudie le probléme dans le cas particulier des conditions aux
limites dissipatives essentielles. On suppose que les profils de vitesse U; sont donnés dans
1

HE(T;) , =0, ..., N. Rappelons que l'on désigne par A = (g, ..., Ay) un vecteur
de RY¥*1 et que I'on désigne par W I'espace fonctionnel suivant

Y ={(u,A) € Hy,(Q) x R""'  u=\U;surI; i=0,...,N}.
On considere également 1'espace des fonctions a divergence nulle
W={(u,A) €Y, V-u=0}.

Etant donnés

1
U, e H3(T;), i=0, ..., N,
UOGH,
| (4.7)
P eI20,T),i=0, ..., N,
R, >0,:=1, ..., N,

70
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on veut trouver (u, A) € (L*(0,T;V) N L>(0,T;H)) x L>=(0,T) et p € D'(2x]0,T])
vérifiant

(0
pa—l; +p(u-V)u—pAu+Vp = 0 dans ]0, T[x€Q2,
V-u =0 dans |0, T[x€Q2,
u = 0 sur 0, T[T,
u = \U; sur 0, T[T
=0, , N,
/ (uWu-n—pn)-Uy = —F | Uy n sur 0, T[xT,
T'o o
2
/(,uVu-n—pn)-Ui = —Pi/Ui-n—)\Z-RZ-</ Ui-n) ,sur |0, T[xTy,
r; r; r;
i=1,.... N,
\ u(0,z) = u.
(4.8)

En considérant des fonctions tests a divergence nulle, on obtient une formulation faible
du probléme, et on dira que u est une solution faible de (4.8) sur [0, T si

ue L*0,T;V)NL=(0,T; H)
— 3\ € L>(0,7) tel que u/p )\ U, pp. t
— sous les hypothéses (4.7) (u, A) vérifie

_p/ /u uy'( +p/ /u Vu) - ap(t +M/ /vu Viip(t)
+/O (;Rz‘/\m[\m(/mUi'n)Z) o(t) = /Quoucp / (ZPAZH/ )go(t),

V(ﬁ,]\) eW et VC,O € D([O,TD s ou A = (Ai)1§i§N+1 = ()\i)OSiSN = ()\07 )\17 e )\N)
(4.9)

4.2.4 Estimations a priori et principaux résultats
Conditions aux limites dissipatives essentielles

La preuve des estimations a priori qu’on établit dans cette section repose essentielle-
ment sur le fait que la trace du champ des vitesses sur les sections I';, vit dans un espace
de dimension finie du fait de la contrainte u,;r, = \;U;, i =0, ..., N et en raison du
nombre fini de sorties I';. En effet, pour borner le terme convectif non linéaire on utilise
le lemme suivant

Lemme 4.1. Pour tout i € {0, ..., N} tel que U;-n # 0, il existe une constante C; > 0
telle que, pour tout (u,A) € W on a

IAi| < Cillul| 2
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OI\IW:{(U,A)EH&Z(Q)XRN'H, u=\U;surI;:=0, ..., N, V.-u=0}.

Preuve :
En utilisant des arguments standards (voir [23]) on commence par montrer que

Hu'nH(Hé({Q(Fi))/ < C(JJullrz + IV - ullz2()) » Vu € Hy(Q) = {u € L*(Q); Voue L*(Q)},

1
ot HZ\(T;) désigne le sous-espace de Hz(T;) formé des fonctions définies sur I'; et dont
I'extension par 0 & 02\ I'; appartient a H%@Q).

En effet, soient u € D(Q) et v € D(2). D’aprés la formule de Green on a

/ u-nv:/u~VU+/V-uv.
a0 Q 0

Par densité de D(Q) dans H'(Q2) et I'inégalité de Schwartz, on a pour tout u € D(Q) et
pour tout v € H'(Q)

]/ u-nul < \/u-Vv\+\/V-uv\
00 0 Q

[ullzz@) Vol 2@ + IV - ul 2@ |l 2@

VAN VAN

< (Il + IV - ull2@)) 0]l m@)-

1
Soit w un élément de HG(I;). Il existe un relévement v de H'(Q) tel que v/, = w et
V]| ) < CHwHH% ' ot C' > 0. On a alors

00\"?

1/2 A
|/F u-nw| < C(ufl2@) + |V -ullr2@) HwHH(}gQ(Fi) , Yw € Hoé (T';) et Yu € D(Q).

|/ u-nuw
Iy

sup W <C (HUHLQ(Q) + ||V - uHLQ(Q)) , Yu € D(Q).
w e HY*(T) H ()

w# 0
Par densité de D(Q) dans Hg, (), on obtient

Ainsi,

loenll e,y =

Hu : nH(Héf(pi))/ <C (HUHLQ(Q) + HV : uHLQ(Q)) , Vu e Hdiv(Q)'

o ol gz e,y

Or, pour (u,A) € W on a || = TSR . Ainsi, en tenant en compte du fait
v (Hoo (Fi)),

que V -u = 0, on aboutit a

C

’)\z‘ S CZH“HLQ(Q) ol Cz = .
1Ol g ey
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Proposition 4.2. Sous les hypothéses (4.7), il existe un temps t*, 0 < ¢* suffisamment
petit qui dépend des données et une constante C' > 0 qui dépend aussi des données tels
que pour toute u solution réguliére de (4.8) on a

N t* 2
P
Al iy + il + o8 [ ([ wn) <c.

=1

De plus, si on suppose que

1
ol r20) < 2K (4.10)

et que

2
: [
P, e L*(0,00), i =0, , N et P—sup E | P; , (4.11)
i—0 2\/7KK20102ZP

ou K, Ky, C et Cy sont des constantes qui seront définies dans ce qui suit, alors la

solution vérifie

12

P
§||u||%°°(0,oo;L2(Q)) < ek
et pour tout T
P N T 2
§HUH%°°(O,T;L2(Q)) + :U’HU-H%Q(O,T;Hl(Q)) + Z Ri/o (/r u- n) < Cr.
=1 i

Preuve :
Le lemme 4.1 et en notant que si U;-n = 0 alors la contribution au flux d’énergie cinétique
de la sortie I'; est nulle, nous permettent d’estimer le terme convectif non linéaire

N
\Z - e m = 15200° [ OPO < Bl
i=0 i

N
avec K, = (Z/ U, *|U; - n\) et 1 = maxo<;<y |C;|. Noter que cette estimation

repose sur le fait que la trace de la vitesse sur chaque I';, ¢ =0, ..., N, est supposée
décrite par un seul degré de liberté. Cette estimation n’est pas vraie en général. On a

aussi
‘ZP/ u- n]_\ZP)\ / U; -n| < K>, (Zym) [u]| 220
I

=0

N
avec Ky = (Z/ |U; - n|> En utilisant ces deux inégalités et le bilan d’énergie, on
i=0 T
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obtient
L
=<3 ]u]2+u/\Vu]2+ZR (/Un) < DOV ey
N
+C1 K> (Z !H!) | £z
=0
N
< C (HUH%Q(Q) + ullF2q) + Z ’Pz“2> :
i=0
Ainsi, si P € L*(0,T), i =0, ..., N, grace au lemme C.4, il existe un temps t*, 0 < t*,

suffisamment petit qui dépend des données et une constante C' > 0 qui dépend aussi des
données tels que pour toute solution réguliére de (4.8) on a

t N t 2
2 [k cu [ [wape S n [0 ([ uin) <coisr
2 Ja 0o Jo T 0 T

et alors toute solution réguliére est bornée dans L>(0, t*; L?(Q))N L*(0,t*; H*($2)). Noter,
qu’en raison de la majoration obtenue pour le terme convectif non linéaire, cette estimation
a priori n’est vraie qu’en temps suffisamment petit et il en découlera un résultat d’existence
locale en temps pour données quelconques. Cependant, si les données sont suffisamment
petites, on peut prouver que la solution reste dans une boule donnée, pour tout temps.
En effet, en utilisant I'inégalité de Poincaré

ullz2) < Caof|Vul|r2(q)

combinée avec le lemme 4.1, on a I'inégalité suivante pour le terme non linéaire
N N

1> [ P = 135000 [ [UPU)| < B CEula) < Klullie)| Tullzg) .
i=0 /L i=0 i

avec K = K;C?C%. De plus,

N
|ZPi/ - n| < K>CiCoP |Vl oo -
- T,

et par conséquent

N 201212
pd woop 9 9 2 K5C7C% ~,
—— = —-K \% R;(M\)7(U; - <2 172p2
il 5~ STl IVl + 30 ROV (U < S

Ainsi, sur tout intervalle de temps sur lequel |[uf|p2q) < QMK na
P
pd 2 H 2 K3CIC% -,
5@““%2(9) + 4022HUHL2(Q) =T —2 L2 p
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et par le lemme (C.1) on a

P P TR ](20204/)~ oy
5“““%2(9) < 5““0”%2(9)6 2003 4 %PQ(l — e 203 )
4
Ainsi, si P, € L*(0,T7), i =0, ..., N, et plus précisément, si P2 < 8p2K22/;(QC%C§1 et
si [[uol|z2() < QpLK alors
2
p 2 7
§HUHL°°(0,<>0;L2(Q)) < W

0
Dans ce qui suit on montre que le probléme (4.8) admet au moins une solution et ceci
par une approche de type Galerkin. Au vu de la proposition 4.2, on prouve deux types de
résultats d’existence : localement en temps pour données quelconques et globalement en
temps pour données suffisamment petites. Plus précisément, on a le théoréme suivant

Théoréme 4.3. Sous les hypothéses (4.7), il existe un temps t*, 0 < ¢* et une solution
faible de (4.8) sur [0, ¢*]. De plus, il existe une constante C' > 0 telle que la solution vérifie
I’estimation suivante

N t* 2

p

Sl iy + il + o8 [ ([ wn) <c.
=1 i

De plus, si on suppose que

W
200y < ——
o[ r20) < 2K
et que
~ MZ
P e L*(0,00),i=0, ..., Net P< ,

alors il existe au moins une solution faible de (4.8) sur [0,00[. De plus, cette solution
vérifie
2
i

P 2

- e’} . < Y

2||u||L (0,00;L2(Q)) = 8pK?2
et pour tout T'

N

T 2
P
§HUH%OO(O,T;L2(Q)) + :U’HU-H%Q(O,T;Hl(Q)) + Z Ri/o (/r u- n) < Cr.

=1

La preuve de ces résultats d’existence est standard. On construit une suite de pro-
blémes approchés (P,,), chacun possédant une solution unique. Ensuite, comme les es-
timations d’énergie ne suffisent pas a passer a la limite dans la formulation faible, on
prouve une estimation supplémentaire. En appliquant un résultat de compacité, on peut
alors passer a la limite dans le systéme vérifié par la solution approchée prouvant ainsi
I’existence d’au moins une solution faible.
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Méthode de Galerkin :

Dans tout ce qui suit on suppose que / U,-n#0,Vi=0, ..., N, sachant que la
I';
généralisation de la preuve au cas / U, , n=0, Vi=0, ..., N et au cas ou il existe

au moins 7 telque / U, - n # 0, se fait sans probléme, comme précisé dans la remarque

r;
4.2.3. Cette hypotheése est raisonnable du point de vue de la modélisation ; également du
point de vue de I'implantation numérique puisqu’on considére des profils paraboliques.
On cherche a construire une base de Galerkin de I’espace

W ={(u,A) € Hy,(Q) xR u=\U;sur I'; i=0,...,N, V-u=0},
oules \;, =0, ..., N vérifient la condition de compatibilité.
On commence par considérer une base de Galerkin de 'espace
{ue Hyy(Q);V-u=0}.

Cet espace étant séparable, il existe une suite wy o, ... Wy, ..., de fonctions régulieres
nulles sur I';, formant un ensemble libre et total de {u € Hg,(€2); V-u = 0}. On considere
alors I'espace vectoriel suivant Vecti<;<,,,(W;0,0) , 0 étant le vecteur nul de taille N + 1.
L’idée consiste & compléter (w; o, 0)1<;<,, avec une base adéquate de champs a divergence
nulle, afin de construire une base de Galerkin de W qui prend en compte la contrainte
ur, =\U;, Vi=0, ---, N.

W est un sous espace vectoriel fermé de H&Z(Q)deN“. Pour les multiplicateurs (\;)o<i<n
il s’agit de trouver une base de R¥*! telle que la contrainte de conservation du débit

Z/\/U -n et qu’en

particulier / Up - n # 0, il s’agit d'un espace vectoriel de dimension N. On introduit

Z)\ / U, - n = 0 soit vérifice. Comme g

F0

0
ainsi les N problémes auxiliaires suivants, qui consistent a trouver, pour tout 1 < < N,
un champs de vitesse w; et un champ de pression p; solution p.p.t de

( —puAw; +Vp;, = 0 dans €2,
V-w;,; = 0 dans
w, = 0 sur I,
w;, = 0 surl'; j#¢,5=1,..., N, (4.12)
w; = U sur I'g,
w; = o;U; surly,

\

UO 1
N T . . . . . 1ty - .
ol ; = ——2——— est ainsi choisi afin de garantir la compatibilité avec la loi de conser-
/ U;'n
Iy
vation de la masse. Comme w;-n = 0, ce probléme est bien posé et admet une solution

o0
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unique (w;, p;) dans H'(Q) x L*(Q) g.

On considere alors W, = Vecti<;<;,(W;0,0) @ Vecti<;<y (W, f;) ot f; = (1, ae;) =
(1,0, ..., o, ...0), (€)1<i<n étant la base canonique de RY. Dans ce qui suit, pour
alleger les notations , on note W, = Vecti<j<pmi v (W', AY).

Remarque 4.2.2. Noter que le procédé de construction de I'espace vectoriel Vect<;<n (Wi, fi)
est similaire a la méthode adaptée pour implanter les conditions aux limites essentielles
sur FreeFem++ (voir le chapitre 3).

Pour tout m € N, on définit (u,,(¢), A™(¢)) solution dans W,, du systéme non linéaire
(P,,) suivant

%,
,0/ gt w7+p/(um Vu,) - WJ—l—,u/Vum Vw’
Q
JFZRAZ+1 ZH/U n) ZPAZH/ Uy-n Vj=1, m+ N,

/(um(O)—uo)szo Vi=1, ..., m+N.
\ Jo

(4.13)

Lemme 4.4. Le probléme (P,,) admet une solution unique. De plus, 'estimation d’énergie
suivante est vérifiée

il existe ¢* indépendant de m , tel que ||y, Lo (0,e;22(02)) + [Um | L2(0,%, 11 () < C,

ou C' est une constante qui ne dépend pas de m.
D’autre part, si les données vérifient (4.10), (4.11) alors

12

2
§HumHL°°(0,oo;L2(Q)) < ek

et pour tout T

N

T 2
P
o laazn + ilnlsormay + o8 [ ([ wnen) <on

=1
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Preuve :
m+N

Si on exprime (u,,, A™) dans la base W, sous la forme (u,,, A™) = Z Ups (W', AY) et

qu’on écrit le systéme (P,,) en terme des inconnues u,,;, on a

m+N 8’& m+N m+N
ml/ WJ—l—pZumzumk/W VW WJ—}-/LZumZ/VWIVW]
i=1 ik=1
<+ZR%MMAM/U ZRMJUVH
i=1 To
n+M
Z Ui (0 /W wl = /uowj.
\

(4.14)
Les éléments de la base étant linéairement indépendants, le systéme équivalent est de la
forme

au m+N m+N m+N
m + Z QiU Umk + Z bz]umj = - Z Cij
k=1 =1
. (4.15)
umi(0) = > dy / up
j=1 @

\

ol a;; , biji, cij, dij € R. Cesystéme de m+ N équations différentielles & m+- N inconnues
et de m+ N conditions initiales, posséde une solution locale unique, c’est a dire qu'’il existe
tm >0, (t,m, <T) et u,, vérifiant ’équation dans |0, t,,[ et la condition initiale.

Soit t €]0, t,,[. En multipliant la premiére équation de (P,,) par u,,; et en sommant en j
de 1 am+ N, il vient que

ou,,
q Ot

+ZR ™) /U ZPAZ+1/F Uy n

D’autre part, en multipliant la deuxiéme équation de (P,,) par u,,;(0) et en sommant en
jdelam+ N il vient que

[t = [ o <5 [ ol 5 [ w07
[ a0 < [ ol

En reprenant la démarche développée pour la proposition 4.2, on montre donc que

p um+p/(um Vu,) - um+,u/Vum Vu,,

(4.16)

t
p
Elan (Ol + 1 | () e ds < (.17
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ou C' dépend de la donnée initiale, des pressions P; et des profils U;, ¢ =0, ..., N.
La majoration étant indépendante de m et de ¢, on en déduit que ¢; = ¢*. Finalement,
en reprenant les argument développés dans la preuve de la proposition 4.2 on obtient les
autres estimations. ]
Résultat de compacité :

Le lemme 4.4 nous permet d’affirmer qu’il existe un élément u € L>°(0,T; H)NL*(0,T;V)
et une sous suite u,, telle que

u,, — u faiblement dans L?(0,T;V)
ot (4.18)
u,, — u faible * dans L>(0,T; H).

Si dans le probléme (F,,) on avait considéré des équations de Stokes instationnaires, (4.18)
aurait suffit pour passer a la limite. Par contre, dans notre cas, on a besoin d'un résultat
de compacité pour passer a la limite dans le terme non linéaire de la formulation. En
effet, comme u,, converge faiblement vers u dans L?*(0,7,V), si on montre de plus que
u,, converge fortement vers u dans L?*(0,7T, H), alors on peut passer a la limite dans le
terme convectif. On commence par donner un lemme de compacité faisant intervenir la
notion de dérivée fractionnaire. On se donne trois espaces de Hilbert By, B, et By tels que
By € B C By et l'injection By — B est compacte. Si, en outre, v > 0 est un nombre
donné, on définit

A7 (R; By, By) = {u/u € L*(R, By), Dju € L*(R, B;)}
ou Dju est la dérivée fractionnaire d’ordre y en ¢ de u définie comme la transformée de

Fourier inverse de (2i77)a(T).
Muni de la norme

~ 1
Il @050 = (1allZ2@.m,) + 117170172 @:5,)?

I'espace 7 (R; By, By) est un espace de Hilbert.

De la méme maniére, on définit 7(0,T; By, By1), espace des restrictions a [0,7] des
fonctions de 27 (R; By, By).

Le principal résultat concernant ces espaces est le lemme suivant dont une preuve se trouve
dans [37| page 61.

Lemme 4.5. Pour tout 7 > 0, I'injection de 5#7(0,T; By, By) — L*(0,T; B) est com-
pacte.

Dans ce qui suit I'idée consiste a appliquer ce lemme avec
1
BO:V,Ble,VZZ—eetB:H.
En effet, on a le résultat suivant

1
Lemme 4.6. La suite u,, est bornée dans 70,7V, H) pour 0 <~ < 1
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Preuve :

On note u,, le prolongement de u,, par 0 en dehors de [0,7], et @, la transformée de
Fourier de u,,. On veut montrer que u,, appartient a 7 (R; V, H), ce qui nous permettera
d’appliquer le lemme de compacité 4.5. Comme 27 (R; V, H) est un espace de Hilbert pour
207 (R;V, H) (HUHLQ(RV + |||7]” uHLQ(R H))2, et comme on a déja montré que

la norme |[Ju|
u,, reste dans un borné de L?*(0,7,V), il suffit de montrer que

+oo
| il < oo,

o0

En reprenant le probléme (P,,) avec le prolongement de u,, par 0 en dehors de [0,7]] et
en prenant en compte les discontinuités en 0 et T', on a

p/Qagt W9+p/(um vu,) w3+u/Vum.VWJ+ZRAmA”/U n)?

=1
—ZPAZH/ Ui-n—p/ﬁm(T)-wj(5T+p/ﬁm(O)-Wjéo,
r; Q Q
(4.19)

ol 0 désigne la masse de Dirac. On applique la transformée de Fourier en temps, en-
suite on multiplie ces équations par les coefficients de (1,,, A™) dans la base de W, =
Vecti<i<men (W', AY) et on somme les m + N équations, ce qui nous conduit a
2(/ Uz X 1'1)2
r;

N

p27,7r7/ |4, (T ]2+p/G( Y, (T —i—,u/Vum : V(1) +

i:l

=—§;R( /U n=p [ ()0 [ (0 ().

(4.20)
ou (G est la transformé de Fourier en temps du terme non linéaire u - Vu.
En remarquant que, grace au lemme 4.1, on a
AT (7] < Gul[a(m)] 2o
et en prenant la partie imaginaire de I'égalité ci-dessus, on déduit que
\T!/ 8 (7)[* < CUIG (D)l 18m () llv + 8 (T) |20 0 (1) | 20
(4.21)

1 (0[] 22 [[8m (7) | 2 Q>+Z\P||/ Ui - nl[[a, (1) 2(@)-

=1

Par continuité de la forme trilinéaire sur V', on a
1G]y < Cllullip g .
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et donc

+oo R T
/_ HGmHv/dtSC/O ()22 eyt < C,

o0

on en déduit que
|G (T)[lvr < C.

Par ailleurs, grace a l'estimation du lemme 4.4, on a |[u,(7)| 2@ < C et comme
|um (0)]| z2) < C, on déduit de (4.21) que

78 (P72 (@) < C (1 (7) @) + 18 (7)22()
et comme H'(2) s’injecte continument dans L*(Q)
T (7)1 720) < Clltm (7)1 0.
Or, pour 0 < v < i, on observe que

1+ |7

— " vyreR.
T+ T

7" < C(y)

Ainsi

e o0 ﬂm +oo T ﬂm
[ il < o) [l ) [

0 oo L[ o LT

On s’intéresse a la premiére intégrale du membre de droite. On a par I'inégalité de Schwartz

R 1 1
/+OO ||umH2H1(Q) < /+00 1 2 /+OO Hﬁ ||2 1 2
oo LI T\ (1 |rt2)? I

La premiére intégrale est convergente, pour 0 < v < i. D’autre part, part I'inégalité de
Parseval, on a

+00 T
| Wiy dr = [ Ol ey i <+,

e}

car on sait que u,, reste bornée dans L?(0,T; V). De la méme maniére, on montre que la
deuxiéme intégrale est convergente. U
Passage a la limite :

Dans ce qui suit, afin d’alléger les notations, on notera u,, toute sous suite de u,,.
Grace a la relation de stabilité du lemme 4.4, on sait que

u,, € L*(0,T;V)NL>(0,T; H),

ce qui nous permet d’affirmer qu’il existe un élément u € L*(0,7;V) N L>(0,T; H) et
une sous suite de u,,, notée de la méme maniére, telle que (4.18) soit vérifice. D’autre
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part, on vient de montrer dans le paragraphe ci-dessus que ”u’”HHTE(OTHl .L2) est

bornée, et donc par le lemme 4.5, il existe une sous suite, toujours notée u,,, telle que

u,, — u fortement dans L?(0,T; L*(2)). (4.22)

m—-+00

Les convergences (4.18) et (4.22) nous permettent de passer a la limite dans (P,,). En
effet, soit ¢ une fonction C*°([0,T]) avec ¢(T) = 0. On multiplie la premiére équation du
probléme (P,,) par ¢ et on intégre par parties le premier terme

—p//umwj +p//umVum “wlp —l—,u//vum Vw/p(t)
[ @lem /EUZ"“f) )= [ wonwiot0) - [ (ZPA / iUz--n) ol1)

(4.23)
Par (4.18) on a

T .
u,, w ¢ () / /qu
/0 /Q m—-+00
/ /Vum Vwlo " / /Vu Vw/p(t).

Grace au lemme 4.1, on a une majoration uniforme de A™ dans L>(0,7), :=0...N, ce
qui permet de déduire qu’il existe un élément A € L>°(0,T') est une sous suite notée A™

telle que
A™ ——— A faible * dans L>(0,7)

m—-+o0o

et on peut alors passer a la limite dans le terme

/ (Zmﬂ 7 /FiUZ-.n)2> olt) —— <ZRAZ+1AZ+1 / U n ) (0

Par ailleurs, comme u,, converge vers u dans L?(0, T'; V) faiblement, et dans L?(0, T'; L*(2))
fortement, on peut passer a la limite dans le terme non linéaire, et on a

/OT/Q(um-Vum)-WJ — / /uVu -wlp(t).

Ainsi, par passage a la limite, (4.23) nous donne

—p/ /u up'(t —|—,0/ /u Vu) - up(t +,u/ /Vu Vup(t)
+/0 <Z1 RiAiJrl]\iJrl(/Fi Ui‘n)2> p(t) = /QUOUSD / (Z PAz+1/ z"n) o(t),

(4.24)
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pour tout (&,A) = (wi, A7), Vj =1, ..., m+ N. Par linéarité, cette équation reste

vraie pour tout (@, A) combinaison linéaire finie des (w7, A7) et par continuité, pour tout
élément de W. En choisissant en particulier ¢ € D(0,T), on voit que u satisfait (4.8) au
sens des distributions. Enfin, il reste a vérifier la condition initiale. Pour cela, on multiplie
(4.8) par Gy et on intégre en temps et en espace, on obtient

—p/OT/Qu~ﬁ<,0’(t)—l—p/OT/Q(u-Vum)-ﬁgp(t)—i—,u/OT/QVu:Vﬁgp(t)

- ' & Ridierhon [ U n>2> o0 = [ oo - ' (i Phua | U n) ()

(4.25)
et par comparaison avec (4.24) on a /(u(O) — ) - up(0) = 0. En choisissant ¢ telle que

0
©(0) = 1, alors

/(u(O)—uo)-ﬁ:O, Va eV,
Q

ainsi u(0) = up dans V', mais aussi dans H puisque uy € H. En conclusion u est solution
faible de (4.8).

Remarque 4.2.3. Comme déja annoncé ci-dessus, on s’est restreint au cas de profils U;
vérifiant / U, -n#0,Vi=0, ..., N, afin de garder la similitude avec I'approche
T

numérique pour lI'implantation des conditions aux limites essentielles sous FreeFem--+
et en conformité avec l'argument de modélisation suivant lequel des profils de vitesse
paraboliques est un choix adéquat. Toutefois, on peut généraliser la construction de la
base de Galerkin de W au cas de profils quelconque comme suit :

N

Si/ U, n=0vi=0, ..., N,alors {A € RN tel que Z)‘Z/ U; -n = 0} est de
r; " r;

dimension N + 1 et on considére alors les N + 1 problémes suivants

([ —ulw; + Vp; =
V cW; =

dans €2,
dans €2,
w; =

0

0

0 surly, (4.26)
w, = 0 sur I'; j#1,

U;

w, = sur I';,

pour tout ¢t =0, ..., N.

N
Sinon, s'il existe 7, tel que / U,,'n # 0, par exemple ig = 0, alors {A € RVT! tel que Z /\i/ U;-
i i=0 L
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n = 0} est de dimension N et on résout les N problémes suivants

([ —uAw; +Vp, = 0 dans 2,
V-w, = 0 dans €2,
w, = 0 sur 'y,
w;, = 0 sur I'; j#1, (4.27)
w; = [;Uy surly,
w;, = U; sur I';,

. fri Ui-n al s
on f; = ——+———.0Onal = (—Zﬂi)\i,)\l,...,)\N) et on considére comme espace
fFO UO ‘n i=1

d’approximation ’espace VectlSiSN(w; fi)ou fi =(5:,0,...,0,1,0,...,0).

Conditions aux limites dissipatives naturelles

Dans se qui suit, on étudie I'existence de solution pour le probléme (4.6). La différence
avec le cas précédent est que la preuve du théoréme 4.3 repose complétement sur le fait
qu’on travaille dans un espace de dimension finie pour la trace des vitesses compte tenu
de la contrainte u/;r, = A\;U; et du nombre fini de sections I';, ¢ =0, ..., N, ce qui a
permis de controler le flux d’énergie cinétique. En 1’absence de cet argument, pour le cas
des conditions aux limites dissipatives naturelles, on prouve de nouvelles inégalités pour
le terme convectif, basées sur des inégalités d’interpolation et d’injection de Sobolev, qui
permettent d’établir des estimations a priori, mais uniquement en dimension 2.

Remarque 4.2.4. Rappelons l'injection de Sobolev suivante qui sera fréquemment utili-
sée dans ce qui suit : pour u € W™P(Q), m>1, 1 <p < oo, on a

m 1
si 5T = p > 0 alors [[ul|ze) < C(m, p, d, Q)||ullwmeq). (4.28)

Dans ce qui suit, également, on renvoie a [38] pour les résultats concernant la théorie
d’interpolation hilbertienne.

On a alors le lemme suivant
Lemme 4.7. Soit u € L*(0,7; V)N L>(0,T; H). On a alors

Dal[ull 20yl Vull2(q) si d = 2,
’/(“'V“)'“’ = (4.29)
Q

1 5 .
Dsl[u]| 720y [Vl 72y si d = 3.
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Preuve : )
Compte tenu du fait que V-u = 0, on sait que /(u-Vu) ‘u = / u?u-n. Cela entraine
Q o0
1 3 2
vw < ([ @) ([ )
Q 2 \Jaa o9 (4.30)

1 2
= 5l nllzeo lullzse).

On cherche tout d’abord a estimer ||u-n| z290). On a les inégalités de trace suivantes

|u-n|| < Cllul|r2@) car V-u =0,

(H)(00) =

et [[u-n| . < C|ul| -

HE(69)
On en déduit alors par interpolation hilbertienne que
1 1
[u-n[z200) < Cllullf2ql[all
Le traitement de la norme [|ul|z2(s0) se fera en fonction de la dimension de Iespace consi-
déré.
En dimension 2, par I'inégalité de Sobolev (4.28), on a

[ullzo0) < Cllull 4

HT(09Q)
par ailleurs, on sait que
lall 3 o) = Cllull,3 0,
et par interpolation on obtient
1 3
lall s g, = CllullZg)llulli g -

il en découle que
1 3
lallzs@e) < Cllallzzg) lallF )
En dimension 3, par I'injection de Sobolev (4.28), on a
lallza@a) < Cllully 50,
d’ou
[ul|zae) < Cllullm),

3 1
(ou bien [[ul oy < ulfsgomy Il Exony < Cllullim):
En conclusion

Ds [ 2oy | V22 0 si d = 2,
|/ u-Vu) - u| < . , |
D3Hu’|22(Q)HVU||22(Q) sid= 3.

On prouve également l'estimation suivante
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Proposition 4.8. Soit u € L*(Q) vérifiant V - u = 0, alors on a
\/ w-n| < Clulliy, Yi=0, ..., N.
r;

Preuve : B B
Soient u € D(Q) et v € D(2). D’aprés la formule de Green on a

/ u-nv:/u-VU—l—/V-uv.
a0 Q Q

Par densité de D(Q) dans H(Q) et I'inégalité de Schwartz, on a Vu € D(Q) et Vv € H'(Q)

| [ u-nov| < \/u-Vv\+\/V-uv\
00 0 Q

[ullzz@) Vol 2@ + IV - ul 2@ ||l 2@

IA

IN

(Iallz2@) + IV - ullz2@) o]l 0)-

Puisque la géométrie du domaine Q est telle que I NI'; = @ Vi # j (non adjacents), on
peut considérer un élément w de Hz(99) tel que wyp, = 1 et wyp, = 0 Vj # i. Il existe

un relévement v dans H'(Q) tel que vjpo = w et [|[v]|g1q) < CHwHH%(m) par continuité
du relévement, ou C' > 0. Par ailleurs, en tenant compte du fait que u-n,r, =0, on a

\/ u-n| <C, (HuHL2(Q) + ||V - uHL2(Q)) ,Yue D(Q), u- n;, =0.
r;

Par densité de D(Q) dans Hy;,(Q) = {u € L*(Q); V -u € L?(Q)}, cette inégalité reste
vraie pour tout u € Hy;, (). En particulier, pour u tel que V-u =0, on a

[ wenl < Clullz

0
Grace a ces résultats et notamment au lemme 4.7 on peut alors prouver le théoréme
suivant

Théoréme 4.9. Soit d—2. Sous les hypothéses (4.4), et pour données petites, il existe
un temps t* qui dépend des données, 0 < t* et une solution faible u sur [0,¢*] de (4.5).
De plus, il existe une constante C' > 0 qui dépend aussi des données telle que la solution
vérifie

N t* 2

P K

SO sy + §IV9O oo + A [ ([ wem) <
=1 i

Par ailleurs, si on suppose que
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et que
P, e L®(0,00), i=0, ..., Net P=su pl<—"%
(0, ) tp;‘ NI XeTe

alors la solution est définie sur R tout entier et vérifie

12

P 2
iHuHLOO(O,oo;LQ(Q)) < 32,0D% ’

et, pour tout T°

N

T 2
p [
SO sy + 51Ty + 8 [ ([ wn) <on

=1

Preuve :
En choisissant 1 = u dans (4.6) et en intégrant en temps, on obtient d’'une maniére
classique

N 2 N

1 d

305 IO o bl Ol 3o ([ wen) <ol [wTwpat R [ wnl
=1 i =0 i

En dimension 2, d’aprés le lemme 4.7 on obtient

N 2
1 d
305 IOl WV + YR ([ wm) < pDifulolVulig

=1
N
o (zw) all

=0

et il s’ensuit que

N 2 N
1 d
2 EHu(t)||%2(Q)+(M_pD2HuHLQ(Q))||vu(t)||%2(ﬂ)+z R; (/F u- n) <0 <Z |Pz'\> [l 20
i=1 i i=0
Ainsi, pour tout intervalle de temps sur lequel ||ul|z2q) < %, on a
pL2
d i N 2 N
il + 15l + 3o ([ wen) <t (3101
i=1 i i=0

et on peut alors appliquer le lemme de Gronwall C.3 ou C.4, ce qui prouve l'existence
d’une solution locale en temps pour données petites.
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Si on reprend le méme raisonnement en faisant intervenir cette fois ci 'inégalité de Poin-
caré et 'inégalité de Young, on obtient

N 2
1 d
305 10Oy + IVl + SR ([ wen) < pDululi Vull

=1
N
+ O, (Z\Pio V| 220

1=0

< PD2H‘1HL2(Q)HVUH%2(Q)
01202]52 m
b s AVl
d’ou
N 2 2 2 D2
1 d 9 i 9 C1°C5P
5P@H“@)HL2(9) + (5 — pDal[ul|p20)[[Vu(t) |72 ) + ;Rz‘ . u-n| < TR

Ainsi, pour tout intervalle de temps sur lequel Hu(t)H%Q(Q) < ﬁ, on a

1 d L C1?C2p?

3Ol + 51700 < 2,
c’est a dire, gace a l'inégalité de Poincaré

1 d 2 H 2 012022]52

Sp=a@)720) + s a7 < —5—

2" dt L@ Ty o2 L@ 2
et du lemme C.1 il découle que

oy C12C4p2 — ot
L) 720y < Slluollfage 3 + E_2—(1 - e eF)),
2 2 W
~ /’64
Ainsi, si P, € L*(0,T), i =0, ..., N, et plus précisément, si P* < ——————— et si
32p2D2C°C4
ol L2y < ﬁ, alors
2
P 2 o
§||u(t)“L2(Q) < 32)D?

O

Remarque 4.2.5. Remarquons que le résultat d’existence d’une solution locale en temps
est obtenu pour des données petites, et que le résultat d’existence d’une solution globale
en temps est obtenu pour des données encore plus petites.
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Remarque 4.2.6. Si on applique la méme démarche que celle de la preuve ci-dessus au
cas de la dimension 3, on aura alors

L e T ’ :
2 dtHu()"LQ(Q)+u"Vu(t)"L2(Q)+2Ri r-u.n < pD3HuHL2(Q)HVUHL2(Q)

i—1
N
+ O <Z|-Pz|> [l r2(0)

=0

et par I'inégalité de Young on obtiendra

L ody o Sut SR C (el [Vl
57 g Oz + ulI VROl + D Ri| [ wom) < oDy | 54 g

=1
N
oo (zw) s
1=0

d’ou

N
1 d pD ,
P21z + (1= HVUHL2(Q NVat)|iz0) < <T3 +0 (Z W)) [ull 220
i=0

A ce niveau de la preuve, si on veut travailler sur un intervalle de temps sur lequel
<,u ng Vull3, Q)> est strictement positif, on voit que ceci implique que la solution soit
dans LOO(O,T, H'(Q)).

4.3 Couplage avec les acini

4.3.1 Le modéle

On suppose qu’au niveau des acini, le poumon est représenté par une boite remplie
d’un matériau amorphe et incompressible représentant le parenchyme, dans lequel baigne
I’ensemble des alvéoles. Cette boite est connectée au reste de I'arbre a travers les bron-
chioles terminales qui débouchent sur les acini. Une paroi de la boite est un piston mobile
dans la direction (ox) (voir la figure 4.1) représentant Iaction des muscles du thorax et
notamment le diaphragme. On note par z(¢) la position du piston au cours du temps.
[’ensemble des forces mises en jeu est, la force musculaire qu’on désigne par f..;, la force
de rappel —kx o k désigne la constante de raideur du ressort et la force de pression fp.
D’aprés le principe fondamental de la dynamique, il en résulte que

mi = —kx + four + fp (4.31)

ou m est la masse du piston.
Dans ce qui suit on fait les deux hypothéses suivantes :
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— On suppose qu’a chaque instant ¢, la pression est uniforme dans la boite, ainsi
P=P Yi=0, ..., N,
et il en résulte que la force de pression fp s’écrit
frp=PS (4.32)

ot S est l'aire du piston.

— Tous les conduits de I'arbre, bronches et bronchioles, sont supposés rigides et le
parenchyme est supposé incompressible ; ainsi, toute variation de volume dans les
poumons n’est due qu’a la variation du volume des alvéoles suivant qu’elles se
contractent ou se dilatent, et toute variation de volume au niveau de la trachée
se traduit par la méme variation de volume au niveau de la boite, ce qui s’exprime
par la relation suivante

N
Sx’zZ/u-n:—/u-n. (4.33)
i=1 /T T'o

D’aprés les relations (4.31) et (4.32), on peut exprimer la pression alvéolaire P au niveau
de la boite comme suit

P = %(mx + kx — fent), (4.34)

ce qui s’écrit aussi, grace a la relation (4.33), sous la forme

P (%Z/F @on otk — fo). (4.35)

=1 i

W —

3
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o

Fi1G. 4.1 Le modéle complet
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Le modéle intégré qui couple les trois niveaux de ’arbre bronchique s’écrit alors

(0
pa—ltl—i—p(u-V)u—,uAu—i—Vp — 0 dans 10, T[x €,
Veu = 0 dans |0, T[xQ,
u =0 sur |0, T[xT,
\ pVu-n—pn = —Fmn sur]0,T[xTy, (4.36)
pVa-n—pn = —Pn —R; (/ u-n)n
r;
sur |0, T[xi=1, ..., N,
ou R; > 0 et la pression P est donnée par
L, .
P = E(mx + kx — feut) (4.37)

et avec
N
Sx’zZ/u-n:—/u-n. (4.38)
i=1 YT Lo

Ainsi, le terme dissipatif non local prend en compte I’écoulement dans les bronchioles,
tandis que I'expression (4.37) de la pression décrit le comportement du systéme acini-
parenchyme.

Remarque 4.3.1. L’hypothése faite sur I'uniformité de la pression peut s’expliquer par la
nature supposée incompressible du parenchyme, qui tend ainsi & uniformiser la répartition
de la pression dans la boite. L.e cas d'une répartition non uniforme peut avoir lieu, par
exemple, lors de I'impact non-pénétrant d'une balle sur le thorax, protégé par exemple
par un gilet pare-balles. Ce qui donne lieu & une propagation d’ondes et des effets non
locaux ot la pression est plus importante au point de I'impact. On peut consulter par
exemple |29] et [26] pour des modéles traitant ce cas.

Remarque 4.3.2. L’hypothése de rigidité des conduits de I’arbre est maintenue malgré la
présence non homogéne du cartillage, comme détaillé dans le chapitre précédent. Précisons
toutefois que la résistance globale équivalente peut-étre modifiée de maniére a prendre en
compte des diminutions des diamétres des bronchioles et de maniére a évoluer en fonction
du temps en I'exprimant par exemple comme une fonction du déplacement du piston.

Remarque 4.3.3. Le comportement élastique du poumon est décrit par un seul degré de
liberté. Toutefois, le modéle présente une large gamme de paramétres qui donnent la pos-
sibilité de modéliser diverses pathologies respiratoires : les résistances R;, i =1, ..., N,
la constante de raideur k, la masse m, la surface S et la force musculaire f,,;. Par exemple,
I’asthme en augmentant les valeurs des résistances, un emphyséme en considérant de pe-
tites valeurs de la constante de raideur k£, ou au contraire une rigidité comme dans le cas
de fibrose pulmonaire, en prenant de grandes valeurs de k.
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Remarque 4.3.4. Ce modéle peut étre encore amélioré : les résistances peuvent étre
facilement modifiées de maniére a varier en fonction de 'amplitude du piston, ce qui per-
mettrait par exemple de prendre en compte la présence des muscles lisses qui tapissent les
bronches. On peut également facilement intégrer au modéle la résistance aux déformations
des tissus en rajoutant a I’expression de la pression dans la boite un terme du type az ou
a est, un coefficient qui mesure les forces de résistances a la déformation au sein du tissu
de telle sorte que ax soit la puissance instantanée dissipée dans les tissus pulmonaires.
Ces modifications peuvent étre intégrées sans mettre en cause les résultats théoriques ni
la mise en oeuvre numérique.

4.3.2 Energie du systéme couplé global
Conditions aux limites dissipatives naturelles

Supposons que la solution du probléme (4.36)(4.37)(4.38) existe et soit assez réguliére.
D’une maniére analogue a la section 4.2.2, on désigne par E.;(t) I'énergie cinétique du
fluide. On intoduit de plus les quantités énergétiques suivantes associées au systéme :
I'énergie cinétique de la masse E.,, () et I'énergie potentielle du ressort £, (¢)

1 1 1
P = —p/ 2, Ea(t) = 2mi?, B(t) = —ka?
2" |, 2 2

et I'énergie totale E(t) = Eqf(t) + Eun(t) + Epr(t).

On a
ou 2
i u+p/(u Vu) - u—l—,u/|Vu\2+ZR (/u-n) +P0(/ u.n>
i=1 Ly To
N
+P<Z/u-n>:0.
i=1 YT

En utilisant que la pression P est donnée par I'expression (4.34) et que par conservation

du débit on a
N
2/ u.n:_/ uon=—0,,
i=1 7T To

on écrit que

a () en(f o)
o u+p/(u Vu) - u+,u/]Vu\ +ZR /Fiun + P /Foun
L. B
—E(mx%—/m—feu)(/rou-n)—o,

c’est a dire

d 1
—Fep + Fep +[ufln + R (/ u'ﬂ) — S (mi + kx — feat) (/ u-n) —0. (4.39)
dt ’ Ty S ro
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oll on a conservé les mémes notations que la section 4.2.2 en désignant par F.; le flux
5, . « L. 2 . . .o, . ., 3

d’énergie cinétique et par ]u]%R la puissance dissipée par viscosité dans l’arbre. Par

ailleurs, en utilisant (4.33) on a

. Qo d(l .)2 d
—mi—=mit=—|-mz| =—=FE.,

et

Egalement grace a (4.33) on a

Q
S

ou 7., est la puissance développée par f.., et

fe;rt = _fe:vtft - _jgxta

PoQo = —PySt = —Tp,,

ou 7p, est la puissance développée par la force associée a la pression Fj.
Finalement, si on reporte toutes les expressions dans (4.39), on déduit alors le bilan
d’énergie suivant

d
%(ch + Ecm + Epr) - %wt + TPO - |u‘i,R - FCf? (440)
qui exprime la perte instantanée d’énergie totale comme puissance développée par la force
extérieure agissant sur le ressort et la force de pression a I’entrée, comme puissance dissipée
par viscosité du fluide aussi bien dans la partie proximale que dans la partie distale de
I’arbre et comme flux d’énergie cinétique total.

Remarque 4.3.5. Dans le cas d'un systéme isolé, c’est a dire en 1’absence d’une force
extérieure au niveau du piston (fe,s = 0), si on provoque une expiration en lachant le
piston & partir d'une position initiale donnée, on peut alors montrer formellement, et en
faisant certaines hypothéses raisonnables sur la forme de la solution, que 1’énergie totale
E(t) du systéme est décroissante. En effet, si on suppose que la pression Py est évaluée
comme étant la pression atmosphérique nulle, et comme f.,; = 0, dans le bilan (4.40) il
ne reste plus qu’a traiter le signe du flux d’énergie cinétique

Lik

e M| B
of = —u-n= —u-n —u-n
f Pi:O 2 p b 2 Pi:1 2

En effet, on désigne par S; la surface de la section I'y et par Sy la surface cumulée
des sections I';, ¢ = 1, ..., N et on note par u; la vitesse a travers la section I'y. Si
on suppose qu’a l'issue de I’écoulement de Poiseuille dans la partie distale tronquée de
I’arbre, les vitesses présentent un méme profil us au niveau des I';, i =1, ..., N, alors
la condition d’incompressibilité du fluide se traduit par

u151 = UQSQ. (441)
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Par ailleurs, le flux d’énergie cinétique a travers I'y est homogéne a
3
11151 9

ainsi, grace a (4.41) on obtient

2
11:1351 = u%SQ (%) .
1

S
Or, comme 'atteste le tableau du modeéle de Weibel (voir ’annexe A), le rapport §2 est

plus grand que 1, et on peut supposer alors dans ce cas particulier que le flux d’énérgie
cinétique a travers I'y est plus important que le flux a travers les I';, 1 =1, ..., N. Par
ailleurs, comme il s’agit d’une phase d’expiration, donc avec un écoulement au niveau de
I'y dirigé suivant la normale sortante, le flux d’énergie cinétique a travers I'y est positif, il
en est alors de méme du flux total F.f, d’ou la déduction de la décroissance de I'énergie
totale.

Remarque 4.3.6. Dans ce qui suit, on prouve I’existence d’une solution locale en temps
petit qui dépend des données et pour données petites, du probléme couplé. [.’information
supplémentaire sur la décroissance de l’énergie en phase expiratoire, combinée avec le
caractére périodique de la ventilation, permet alors d’espérer un résultat d’existence d’une
solution globale en temps pour données petites.

Conditions aux limites dissipatives essentielles

Dans le cas des conditions aux limites dissipatives essentielles, le probléme couplé aux
acini s’écrit

(0
,Oa—ltl +pu-Vu—pAu+Vp = 0 dans |0, T[xQ,
Veu = 0 dans |0, T[xQ,
u =0 sur |0, T[xI",
u = \U; sur |0, T[xi=0, ..., N,
/ (uWWu-n—pn)-Uy = —F [ Uy-n sur]0,T[xIy,
Fo FO
2
T, I, r;
sur |0, T[xi=1, ..., N,
\
(4.42)
avec .
Pzg(mj+kx_fext)
et

N
Sx’zZAi/Ui-n:—/\o U, - n.
i=1 L Lo
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On multiplie les équations de Navier-Stokes par u et on intégre sur {2 en tenant compte
de la contrainte sur les profils u = \;U; sur I';, : =0, ..., N, on obtient

2
2dt/|u|2+p/ u-Vu) u—l—,u/|Vu\2+ZR (/FUZn) —|—P0/\0(/FOU0.H)
+P<Zx\i/Ui-n>:0,

i=1 L

qui s’écrit en utilisant I'incompressibilité du fluide

2
2dt/]u]2+p/u Vl,l u+u/]Vu\2+ZR (/ Ull’l) +P0)\0(/ Uol’l)
r; To
—P/\0</ UO'H)ZO,
1)

et grace a 'expression de la pression P on a

2
2dt/|u|2+p/u Vu) u—l—,u/|Vu\2+ZR (/ Ui-n) —|—P0/\0(/ Uo.n)
Fi 1_‘O
T, .
—E(mx—l—kw—fext))\o (/ UO'H) = 0.
o

On identifie alors d’'une maniére analogue au cas des conditions dissipatives naturelles, les
différentes quantités énergétiques du systéme couplé pour déduire le bilan suivant

d

E(ECf + Eem + Epr) = Tewt + Tp, — |u|i,R — Fer- (4-43)

4.3.3 Existence de solution pour le probléme couplé

Dans cette section on étudie le probléme couplé aux acini aussi bien dans le cas des
conditions aux limites essentielles dissipatives que dans le cas des conditions aux limites
naturelles dissipatives. Comme dans le cas du modéle dissipatif sans piston, on commence
par prouver dans le cas des conditions dissipatives essentielles un résultat d’existence de
solution faible en temps petit pour données quelconques. Ensuite, on discute le cas des
conditions dissipatives naturelles pour lequel on prouve I’existence d’un solution locale
en temps pour données petites, et ceci seulement en dimension deux. [.’approche par la
méthode de Galerkin adoptée étant analogue a celle développée dans la section 4.2.4, dans
les preuves des résultats de cette section, on se contentera de préciser le traitement des
nouveaux termes relatifs a la modélisation des acini.
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Conditions aux limites essentielles

Dans le cas particulier des conditions aux limites dissipatives essentielles, le probléme
se met sous la forme : pour

UZGHOE()(FZ), 7/:07 ceey ]\[7

(g, T, 1) € H X R? avec Sz, = —/ up-n,
- (4.44)

Py € L?(0,T) et foe € L*0,T),
Ry >0,i=1, ..., N, k, met S donnés,

trouver (u, A) € (L*(0,7;V) N L>(0,T; H)) x L>*(0,T) et p € D'(2x]0,T[) solutions
de

ou

pa%—p(u-V)u—,uAu%—Vp =0 dans |0, T[x €,
Viu = 0 dans |0, T[x €2,
u =0 sur 0, T[T,
u = \U; sur 0, T[xT;,
i=0,..., N,
/ (uVu-n—pn)-U, = —F Uy n sur 0, T[xT,
To T'o
2
/(uVu-n—pn)~UZ- = —P/ Ui~n—Ri)\i(/ Ui~n) sur 0, T[xT,
r; r; r;
i=1, ..., N,
1, .
P = g(mx—i—kl’—f@m),
N
St = Z)\Z/Uln:—)\o/ Uo'l'l.
i=1 L To

\

(4.45)
complété par les conditions initiales

(u, z, ft)/t:O = (up, o, 951)‘
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La formulation faible correspondante s’écrit : trouver (u, A) € (L*(0,T;V)NL>(0,T; H)) x
L>(0,T) tel que

—p//uugp +p//uVu up(t —|—,u//Vu Vup(t)

/ (ZRAZHAZH/U n > )—%/O i(ZA"“/pUi.n)(’pl(t)

LA b [ 0= [
ﬂ«l@(oxg&.ﬂ /n.Ui'“)_ / (poxl Uo.n+fgti&+l / |

V(i, A) € W et Yo € D([0,T).

(4.46)
Encore une fois grace au résultat du lemme 4.1 qui permet de contoler les multiplicateurs
Ai, ©=0, ..., N, on al’estimation a priori qui suit

Proposition 4.10. Sous les hypotheéses (4.44), il existe un temps t*, 0 < ¢t* (suffisamment
petit) qui dépend des données et une constante C' > 0 qui dépend aussi des données tels
que pour toute u solution réguliére de (4.45) on a

p m k t
Sl ez + gl | 0 nlEee + 53l [ we i
0 0

N t* 2
+MH“H%2(O¢*;H1(Q)) + Z Ri/o (/F u - n) <C.
i=1 i

Preuve :
La preuve est analogue a celle de la proposition 4.2. Du bilan d’énergie, on peut déduire

k d
2 2 2
2dt/’ | +2dt’ & +2dt‘ g

“/Q \Vu]2+;Ri(Ai)2 (/F U, - n)2

P
< (ISPl + |feD) 2] + SECY a2
< C(|2]* + ullza) + [SPo* + | feurl)-
Ainsi, si Py € L*(0,T) et feer € L*(0,T), on peut vérifier qu’il existe un temps t*,0 <

t* < T suffisamment petit qui dépend des données et une constante C' > 0 qui dépend
aussi des données tels que pour toute solution réguliére (u,x) :

P 2 m .2 koo
2 [ 1P+ SR + gl

‘ N ‘ 2 (4.47)
+u/ /\Vu]2+ZRi/()\i)2 (/ Ui-n) <O, t<t

0o Ja i1 0 r;

98



4.8. Couplage avec les acini

4

Remarque 4.3.7. Grace a 'estimation d’énergie de la proposition précédente on déduit
que u € L*0,T;V) N L>*(0,T; H), mais également que le débit au niveau de la section
[y est dans L>=(0, 7).

Remarque 4.3.8. Si on annule I'énergie potentielle du ressort en considérant le cas ou
k = 0, on obtient alors un résultat d’existence de solution globale en temps pour données
petites. En effet, si on majore le terme non linéaire comme suit, toujours grace au lemme
4.1 et a I'inégalité de Poincaré,

‘(u-n)| < KiCYC3lull 2| VullZ2q)

et, qu’on remarque que

)\0 UO -n
2] = FO# < Clo| < Cslul[z2) < C3Caf|Vul| 2o

alors, par conséquent

bt [l ol + (5 = 2l /W”ZR </ '“)2

0202

(‘SPO‘Q + |fea:t| )

(4. 48)

ot on pose K = K;C{C3. Ainsi, sur tout intervalle de temps sur lequel [[u[z2@) < =— 5 K

on obtient,

N 2 2,12
pd 2 2 18 2 2 C & 2
el E () . P
2dt /Q [ul*+ 2 dt‘ o7+ 4022 /Q Jul”+ " Bilx) </F Y n) (’S o+ ‘fext’ )

et si on remarque que

N 2 2
20452m .12
() 2o (§ ) <255

: C2C3
2dt/‘ ‘2 5 ﬁ‘xIQ—f—A( /’u’Q ‘xP) (’SPOP““fext‘ )’

alors
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1% 20452

ot A = min(

).

2pC3 m
Do, si Py € L>(0,T) et feue € L(0,T), et si
ISP+ el < e
0 ot = 4C2C2pK?
et )
p m 7
5"“0”%2(9) + 5’9”1‘2 = 42K?
érifi ilisant (4.4 la solution vérifie Z|[u? M < H
on peut vérifier, en utilisant (4.48), que la solution vérifie §]|u]|L2(Q) + §\x| < SR

pour tout temps.

Remarque 4.3.9. Si on fait appel a I'argument développé dans la remarque 4.3.5 sui-
vant lequel I'énergie du systéme décroit si on annule la force f..;, ce qui a lieu en phase
expiratoire, et si on compléte cet argument par le résultat d’existence locale en temps et
I'aspect périodique de la ventilation (I’énergie totale du systéme retourne réguliérement
a une valeur proche de zéro), alors on peut conjecturer I'existence de solution globale en
temps pour données petites.

[’estimation a priori ci-dessus permet d’établir le résultat suivant

Théoréme 4.11. Sous les hypothéses (4.44) il existe un temps t*, 0 < t* et une solution
faible u de (4.45) sur [0,t*]. De plus, il existe C telle que la solution vérifie 'estimation

suivante :
t
/ u-n / / u-n
Lo Lo (0,t*) 0 JT'o

N t* 2
+M’|u’|%2(0,t*;H1(Q)) + Z Ri/ </r u- n) <C.
i=1 0 i

2
m

’ Jull; oo + 50
2 Lee(05L2() T 9 g2 242

2
L>(0,t*
o) (4.49)

Preuve :
On se contentera de reprendre les principales étapes de la preuve.
Pour tout m € N, on définit (u,,(t), A (¢)) solution dans W,, du systéme non linéaire

p/au—m-wj—i-p/(um-Vum)-wiju/Vum:ij
o Ot Q 0

N N
A m. k ;
+ E_l RZ-AMA?H(/H U;-n) + (& + ) 'E_l Ay /F U; n) (4.50)

N
:—POA{ Uo-n+f§ct(zf\g+1/ U;-n),
Lo i=1 L

complété avec la condition initiale /(um(O) —g) - =0, Vi € Vect(W", A)1<icmin.

Q
Ce systéme non linéaire & m+ N équations & m+ N inconnues posséde une unique solution

100



4.8. Couplage avec les acini

sur un intervalle [0,¢,,]. En reprenant la démarche pour I'estimation a priori, on montre
qu’il existe ¢¥ qui ne dépend que des données tel que pour tout ¢t < ¢’ on a

t
p 1 1
Elan Oy 0 [ a6y ds + ghat, + gmit <L (431)
ou C' dépend des données initiales, des pressions P; et des profils U;. LLa majoration étant
indépendante de m et de ¢, on en déduit que ¢, = T et que u,, € L>=(0,T; H)NL*(0,T; V).

On note encore u,, le prolongement de u,, par 0 en dehors de [0, 71, et 4, la transformée
de Fourier u,,. On a

ou,, "
p/Q P W3+p/(um Vu,) - W]—l—,u/Vum. WJ+ZRA A]/U n)?
k _ ; _
—x)(z A?-I—l\/ UZ . l'l) = —P(]Ajl UO -1
i=1 I To
f%t ZAZ“/ U, - n) —p/um(T)-Wj5T+p/um(0)-Wj50
T, Q Q

N
_ﬁ(Am( ) A Uo-n)( z+1/U 6T+S (Am() A UO' z+1/U Il ().

Quand on multiplie ces équations par les coefficients de (@,,, A™) dans la base de W,,, =
Vecti<j<min (W', A") et qu'on somme les m + N équations, ceci nous conduit a

p2m7/\um \2—|—p/G )y, (7 +,u/Vum : —i—ZR ))2(/Ui.n
r;

+@2m(]\gn( ) [ Uy-n)? +k2mﬂx12:_(po(¢)+fe“(T))Agn U, n

52 To S To
[ ) @ 4 p [ (0) - (7)
Q Q
m <., Am — 24T Am Am
+§A1 (T)AT(7)( - Uop )2 2ot SQAl (0)AT"(7)( . U - n)2

ou GG désigne toujours la transformé de Fourier en temps du terme non linéaire u - Vu.
En prenant la partie imaginaire de 1’égalité ci-dessus, on déduit que

Il /Q [ (7)1 < CUG (M llv 80 (P lv + 1180 (1) | 2260 180 (7) | 2(62) + (100 (0) | 2(60) |8 (T 220

wy Ly [ Vo nlin ()] + CCf D)0l 4 [ ) nl) [ i)

Ainsi,

+oo
2 ~ 2
/ 72 220y < C(9)

[e.o]
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pour 0 < v < i. Par le théoréme 4.5 de compacité, il existe donc une sous suite de u,,
telle que
u,, — u fortement dans L*(0,T; L*(Q2)). (4.52)

m—-+00

Par ailleurs, grace aux estimations (4.51), on sait qu’il existe une sous suite de u,,, telle
que
u,, — u faiblement dans L*(0,T; H,(9))
et (4.53)
u,, — u faible * dans L>(0,T; L*(Q)).

Les convergences (4.53) et (4.52) nous permettent de passer a la limite dans (4.50).
En effet, soit ¢ une fonction C* avec ¢(7") = 0. On multiplie (4.50) par ¢ et on intégre
par parties en temps le premier terme

_p/ /um wlp —|—p//um Vu,,) - wp +u/ /Vum Vw/o(t)

+/0 (;le/\gﬂ /FiUi-n)Q)gp()—— meA /U n)y
5 ) xm& AL, / Usm)ie(t) = [ o, we(0) + f0m¢<o><i21 AL / Uin

_/OT (POAJ i o Jent ZAZ“/ ) o(t).

Comme u,, est a divergence nulle alors I’application u,,, — w,,-n, qui vade L>®(0,T; Hy;,,(2))
1)

(4.54)

dans L>(0,T), est continue pour la norme L?, d’on
Ty = / U, -n— / u - n faible * dans L>(0,T; L*(Q))
T'o

et
t
Ty — T = To + / / u - n faible * dans W>°(0, T)).
o

Il en resulte que

/ meAlH/U n)y e z+1/U n)y'(t),
/ meAlH/U n)y e z+1/U n)y'(t),

Tomep(0 2+1/ U; -n) —— d¢(0 z+1/ U; -

m—-+0o0o
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Alinsi, par passage a la limite, (4.54) nous donne

T T T
—p/ /u-ﬁcp’t +p//u-Vu-ﬁgot+u/ /Vu:Vﬁgpt

/ (ZRAZHAHI / U, n ) ZAZH/ U, -

S/ / Z+1/ U, -n)p /uougo(O)

N
+x1<p(o)(2&+1 /F U, n)— /0 <P0A1 | Ugen+ f;ftz/im /F Ui-n) o(t)
i=1 i 0 i=1 i

(4.55)
pour tout (@1, A) = (w?, A7), Vj. Par linéarité, cette équation reste vraie pour tout (1, A)
combinaison linéaire finie des (w’, A7) et par continuité, pour tout élément de . En choi-
sissant en particulier ¢ € D(0,7T), on voit que u satisfait (4.45) au sens des distributions.
Enfin, il reste a vérifier la condition initiale. Pour cela, on multiplie (4.45) par tip et on
intégre en temps et en espace, on obtient

T T T
—p/ /u-ﬁgp/t+p//u-Vu-ﬁ<,0t+u/ /Vu:Vﬁgpt

/ (ZRAZHAZH / U;-n ) ZAZH/ U, -n)

v / / Rin / Ui n)ilt) = [ u(0)ip(0)

N
+.T1§D(O)( E ]\Z'Jrl/ UZ . l’l) — / (Poj\l UO -n —+ fea: E Ai+1/ Uz . l’l) gD(t)
=1 I 0 To i1 r;

(4.56)

et par comparaison avec (4.55) on a /(u(O) — ) - up(0) = 0. En choisissant ¢ telle que
Q

©(0) = 1, alors /(u(O) —ug)-u=0, Ya €V, ainsi u(0) = uy dans V', mais aussi dans

Q

H puisque uy € H. En conclusion, u est solution faible de (4.45). U

Conditions aux limites naturelles
Sous les hypothéses suivantes
(ug, T, 1) € H X R? avec Sz, = —/ up-n,
r
’ (4.57)

Py € L*(0,T) et fomr € L*(0,T),
R, >0,i=1, ..., N, k, met S donnés,
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il s’agit de trouver u € L*(0,T;V) N L>(0,T; H) et p € D'(Q2x]0,T[) solutions de

0
pa—?+p(u~V)u—uAu+Vp ~ 0 dans 10, T[x €,
Veu = 0 dans |0, T[x€Q2,
u = 0 sur |0, T[xI,
pVu-n—pn = —Fyn sur 0, T[xTy,
pVu-n—pn = —Pn—Ri(/u-n)n sur 0, T[T,
T
i=1, ..., N,
L, .
P = g(mxjth—fext),
N
St = Z/u-n:—/ u-n,
i=1 7T Lo
(ua x, i)/t:o = (u07 Zo , .Tl).

\

(4.58)
Sous les hypothéses (4.57) nous appelons solution faible de (4.58) toute fonction u €
L*0, T;V)NL®(0, T; H) telle que

—p/OT/Qu~ﬁgo’(t)+p/oT/ﬂ(u-Vu)-ﬁcp(t)—l—u/oT/QVu:Vfw(t)

+/0T (iz«zi%u-n)(/mﬁ-n)) olt) - & OTd:(i/mﬁ-n)w/(t)

i [ aemeto = [ waso) (4.59)

+x1w<0><§£iﬁ~n>—/oT (Po£0ﬁ~n+f§tifriﬁ~n> o(0),

Va e Vet Vo € D([0,T]).

Dans le cas des conditions dissipatives naturelles, et d’'une maniére analogue au cas sans
piston, on établit le résultat suivant

Théoréme 4.12. Soit d—2. Sous les hypothéses (4.57), et pour données petites, il existe
un temps ¢* qui dépend des données, 0 < t* et une solution faible u de (4.58). De plus, il
existe une constante C' > 0 qui dépend aussi des données telle que la solution vérifie

p m k ¢
SO e + 555l [ 0 nlimioe + 5l [ wenliege
0 0
N

t* 2
1
T ey + R [ ([ wn) <c
0 i

i=1
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4.4. Conclusion

Preuve :
La preuve repose sur les estimations établies pour le terme convectif dans le lemme 4.7 et
reprend les étapes de la méthode de Galerkin dans la preuve du théoréme 4.9. O

Remarque 4.3.10. En appliquant une force f.,; suffisamment petite et sur I'intervalle
[0,%*], on a existence d’'une solution locale en temps en phase inspiratoire. Comme déja
précisé dans la remarque 4.3.5, si on annule la force f..;, on a décroissance de I’énergie
en phase expiratoire. Si on laisse décroite ’énergie jusqu’a atteindre des données suffi-
samment petites pour reprendre une inspiration qui garantit encore une fois 'existence
d’une solution locale en temps, alors grace a la périodicité de la ventilation, on peut parler
d’existence de solution globale pour données petites.

Une autre maniére de procéder serait d’introduire une pression dynamique dans les condi-
tions aux limites et proposer un nouveau modéle, proche de celui traité dans [25| qui
s'écrirait

(0
pa—ltl +p(u-Viu—pAu+Vp = 0 dans ]0, T[xQ
Viu = 0 dans ]0, T[xQ
u = 0 sur |0, T[xI
pVu-n—pn+ g\u\2n = —DFn sur 0, T[xIg
X ,uVu~n—pn+g\u\2n = —Pn— R, (/ u-n)n sur |0, T[xT;
T
i=1, ..., N
1
P = E(mx + ]C.Z' — fext) y
N
St = Z/u~n:—/u-n.
i=1 /T Lo

\

(4.60)
et pour lequel on s’affranchit de la contrainte du controle du flux d’énergie cinétique et
ou on proceéde d'une maniére analogue aux conditions de Dirichlet pour 'existence des
solutions.

Finalement, signalons qu’on peut reprendre en dimension deux, le méme raisonnement
que celui développé dans la remarque 4.3.8 et montrer que si k = 0 alors on a l'existence
de solution globale en temps pour données petites.

4.4 Conclusion

Le modéle multiéchelle proposé dans ce chapitre pour reproduire I’écoulement de I'air
dans I’arbre bronchique, permet de contourner la complexité géométique du systéme res-
piratoire tout en présentant un large spectre de paramétres qui peuvent permettre la
modélisation de diverses pathologies respiratoires. Dans le cas des conditions aux limites
dissipatives naturelles, 'existence de solution n’est prouvée que localement en temps et
pour données petites, et en dimension deux. Pour ce type de conditions aux limites, 1’exis-
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tence de solutions globales fait 'objet du chapitre suivant, par une approche reposant sur
I’étude des propriétés de 'opérateur de Stokes associé au probléme couplé.
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Solutions faibles globales pour les
équations de Navier-Stokes avec
conditions dissipatives naturelles’
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a I'étude des solutions du probléme de Navier-Stokes
avec conditions naturelles dissipatives dans une classe de solutions plus réguliéres que
celles établies dans le précédent chapitre. On prouve l'existence d’une unique solution
locale en temps mais également l’existence d’'une solution globale pour données petites.
Dans la section 5.2 on commence par étudier le probléme dans le cas des équations de
Stokes afin d’étudier, ensuite dans la section 5.3, les propriétés de 1'opérateur de Stokes
associé a la forme bilinéaire dissipative

,L/Qwvaé&(/mu.n) ([ o).

ceci permet d’introduire une nouvelle norme associée a ’opérateur qui permettera d’établir
des majorations uniformes des solutions approcchées de Galerkin et d’établir le résultat
d’existence globale, mais sous réserve de considérations particuliéres sur la géométrie du
domaine considéré. Finalement, a la section 5.5, un deuxiéme résultat plus restrictif est
établit dans le cas ou l'opérateur de Stokes est associé a la forme bilinéaire

u/Vu:Vﬁ,
Q

qui ne prend pas en compte le terme dissipatif de la formulation qui provient de la partie
résistive de I'arbre.

5.2 Le probléme de Stokes stationnaire

Dans cette section, on s’intéresse a I’étude du probléme de Stokes stationnaire avec
conditions aux limites dissipatives introduit dans le chapitre 3, ou il s’agit de trouver
u e H'(Q) et p € L*(Q) solutions de

([ —puAu+Vp = f dans Q,
V-u = 0 dans €2,
u = 0 sur I, (5.1)
pVu-n—pn = —Fn sur I'y,
uVu-n—pn = —Pz-n—Ri</u-n>n sur I i=1,..., N,
\ Fi
avec les pressions P;, i =0, ..., N, les résistances R; >0, 1 =1, ..., N et la force

volumique f € L?(€) données.

5.2.1 Formulation variationnelle

On se propose d’exprimer (5.1) en une formulation variationnelle équivalente. Vue la
condition aux limites de non glissement sur I';, on choisit I'espace suivant pour la vitesse

Hg () = {v e H(Q)", v/r, =0}
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o d = 2, 3. Les conditions aux limites en entrée sur ['y et sur les multiples sorties I';, ¢ =
1, ..., N impliquent la pression; la pression n’est donc pas définie & une constante
additive prés et ’espace en pression est

M= L*Q),
et d'une maniére usuelle on définit 'espace des vitesse a divergence nulle
V:{VEH&Z(Q), V-v =0}
Noter que V est un espace de Hilbert comme fermé de H&Z(Q), qui I'est également comme
fermeé de H(Q).

En faisant le produit scalaire de la premiére équation de (5.1) dans L*(€2) avec une fonction
test 1 € X, et en appliquant la formule de Green, on obtient

u/Vu:Vﬁ—/pV-ﬁ—i—/ (—/LVII'II—FPH)'fl:/f'ﬁa VﬁeH&,l(Q)‘
Q Q 80 Q

En prenant en compte les conditions aux limites apparaissant dans (5.1), la formulation
variationnelle du probléme avec conditions de sorties naturelles dissipatives s’écrit : pour
ty (Pizo. ny (Ri)i=1. v et £ € L?(Q) données, trouver u € H&Z(Q) et p € M solutions de

( N
Vu: Vu+ Ri</u-n></ﬁ~n)—/pv-ﬁ:
Iu/g; ; T I'; Q
—PO/ ﬁ-n—ZH/ﬁ-n+/f-ﬁ Vi€ HL,(Q), (5.2)
— r; Q

/qv-u:O, Vq e M.
\ Ja

5.2.2 Equivalence

On vient de montrer que toute solution (u, p) € Hg,(Q) x M de (5.1) est aussi
solution de la formulation variationnelle (5.2). Réciproquement, si (u, p) est solution du
probléme variationnel (5.2), en choisissant 1 € D(Q2), on obtient la premiére équation
de (5.1) au sens des distributions. La deuxiéme équation est équivalente a la contrainte
d’incompressibilité. Bien siir, le fait que u appartienne a H&,l(Q), implique la condition de
non-glissement sur la paroi I';. Pour récupérer les conditions aux limites sur les I';, ¢ =
0, ..., N, on procéde d'une maniére standard et on multiplie la premiére équation de
(5.1), qui est vraie dans L*(Q) (car f € L*(Q)), par G € Hg,(Q) et on intégre par parties.
En retranchant la formulation faible, il ne reste plus que des contributions au bord et on

1
déduit les conditions aux limites sur I'; qui ont un sens dans (Hg)(I';))". Ainsi, on a établit
la proposition suivante

Proposition 5.1. Les problémes (5.1) et (5.2) sont équivalents.
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5.2. Le probléme de Stokes stationnaire

5.2.3 Existence et unicité

Le probléme (5.2) est de type mixte. En effet, si on introduit les notations suivantes

a(u, u) = ,u/QVu:VﬁJrZ:RZ- (/Fun) (/Fun) ,

le probléme (5.2) s’écrit sous la forme : H&Z(Q) et M étant deux espaces de Hilbert, a et b
deux formes bilinéaires respectivement sur Hy,(Q) x Hy,(Q) et Hg () x M, | une forme
linéaire sur Hy,(Q), trouver u € Hg,(Q) et p € M solutions de

a(u, 0)+b(a, p) = I(u), Yae Hy, (),
b(u, q) = 0, Vqe M.
Ainsi, le fait que (5.2) soit bien posé, est la conséquence des propriétés suivantes : la

coercivité de la forme bilinéaire a(-, -) sur V, la condition inf-sup sur Hg,(Q2) x M pour
la bilinéaire b(-, -) et la continuité de la forme linéaire [(-).

1. Coercivité de a sur V :
L’ellipticité de a est immédiate car les R; sont positives et que mes(I';) # 0

N 2
a(u, u) = uHVuH%Q(Q) + ZRi (/F u- n)
i=1 i

= NHVUH%%Q)a Vu € Hy, ().

La forme bilinéaire a(-, -) est coercive sur Hg,(€), elle I'est donc aussi sur V.

2. Condition inf-sup :
La condition inf-sup est établie par la proposition suivante, dont la preuve sera
détaillée plus loin

Proposition 5.2. Il existe une constante 5 > 0 telle que

Vge M, sup
veH} () HVVHL2(Q)

/ Vv = Bl
Q

3. Continuité de [(-) :
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On a

(@) < |§Pi/ria-n|+|/ﬂf-ﬁ|

=0

N
< 317 [ wenl 4 o e

0

7

2

< 0 s, 121+ Il ) Il

) )

Ainsi, {(-) définit bien un élément de I'espace dual de H'(Q).

Finalement, grace a la théorie de Babuska-Brezzi ( [5], [14]) sur les problémes de type
point-selle, on aboutit a la proposition suivante

Proposition 5.3. Le probléme (5.2) est bien posé.

Dans ce qui suit on donne la preuve de la condition inf-sup énoncée dans la proposition
0.2 :
Preuve :

1
Soit ¢ € M. On décompose g sous la forme ¢ = ¢*+ g ou g = @ / q. Ainsi,
Q

7 e i) = e @), [ =0
et de plus on a
[ g =0 et done allsey = I + ey
Comme ¢* € LZ(Q), il existe v* € H}(Q) tel que

* * * 1 *
Vvt =g et [Vl < gl e (5.3)

ou la constante 3* dépend seulement du domaine €2 (voir [23]).
La technique utilisée dans [12| et [22] consiste & associer a ¢ un élément v adéquat et a
exprimer v comme une combinaison linéaire bien choisie de v* et v, v = yv* + v. Ainsi

/Qqu - /Q<q*+q><w-v*+v~v>

= /'yq*V-v*+/q*V-\‘1+/'qu-v*+/qV-\7.
Q ) Q Q

Comme V - v* =¢* on a
[0 v =alg e et [ 209 v =0,
Q Q
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En ce qui concerne le terme / gV - v, on choisit v tel que
Q

493 = lali .
Q
En effet, on définit v par
v = [Q|gpmy,
ol ng est la normale sortante a la section I'y (ici on suppose pour simplifier que ny =
(0,0,1)), p une fonction réguliére, qui s’annule sur 9 \ 'y et satisfait

/ p=1

T'o

[av v =l ( / p) T
Q 1)

/ﬂ 4 v = Y0 oy + @l + / V- (5.4)

Ainsi,
Maintenant on a

et il reste & minorer le terme croisé /q*V -v. Par la définition de v et l'inégalité de
Q
Cauchy-Schwartz, on a

/q*V-v = \Q\/q*v-(dpno)
Q Q
= \Q\q/q*Vp-no
Q

1 . _
> —[Q=|IVollz2@llg* Iz 1]l 22 -

Finalement, en choisissant 7 = \Q\HVpH%Q(Q) et en remplagant dans (5.4), on obtient
I’estimation

N _ 1 N _
/Qqu > YNq 720 + a7z — 12NV ol 2@ g 2@ 19l 22 () -

L'inégalité a® + b* — ab > =(a* + b*) nous permet de déduire

/qV-V
Q

1
on O = émz’n <]Q] HVpHig(Q), 1). Par ailleurs, grace au choix de 7, a la propriété (5.3) et

N =

v

1 % ~

> Cillqlliz

(5.5)

a 'expression de v, on a

IVV]izz) < VIIVV 2 + IV 20
Vol
1l (

ﬁ*
< Oollqlliz@

IN

* 1 —
171+ sl .6)
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IVole)? . 1\
. PllL2(Q
ot Cy = [Q[|Vpll2@) ((Tm) * @) '
(&5

Grace aux estimations (5.5) et (5.6), on obtient la condition inf-sup avec g = — O

Cy

Remarque 5.2.1. L’étude développée ci-dessus peut étre reprise pour le probléme de
Stokes stationnaire avec conditions aux limites dissipatives essentielles. En effet, on re-
marque que les deux modéles, aussi bien avec les conditions naturelles que essentielles
dissipatives, ont la méme formulation variationnelle et ne différent que par I'espace fonc-
tionnel correspondant au champ de vitesse, et que Y C X.

Ainsi, pour prouver que le probléme est bien posé, il suffit de vérifier la condition inf-
sup. La démarche est en tout point analogue a celle adoptée dans le cas des conditions
naturelles, excepté le choix de la fonction p qui, dans ce cas, ce fait comme suit

1
p=XUp-ngou \g = ————,

UO’HO

To

ce qui garanti que / p=1
o

1
La preuve de la condition inf-sup se généralise a tout profil de vitesse U; € Hg ()

dés qu’il existe au moins 7y tel que / U,, - n # 0. Toutefois, c’est le cas des profils
T,

paraboliques qui est privilégié car il est plus pertinent du point de vue de la modélisation.

5.3 Etude de 'opérateur de Stokes modifié

Pour prouver I'existence de solutions pour le systéme des équations de Navier-Stokes,
il est usuel de construire la solution comme limite d’approximations de Galerkin ot la
base de Galerkin est composée de vecteurs propres associés a I'opérateur de Stokes. On
peut se référer par exemple a [48], [18], [50], [31] pour le cas de conditions aux limites
de Dirichlet sur toute la frontiére du domaine, et a [32] pour le cas de conditions aux
limites mixtes, ol une condition de Dirichlet est imposée sur une partie de la frontiére du
domaine tandis que des conditions d’entrée et de sorties libres sont imposées sur le reste de
la frontiére. Ici, au lieu de considérer des fonctions propres de 'opérateur de Stokes avec
comme conditions aux limites des conditions de Dirichlet ou de Neumann, nous allons
considérer les fonctions propres de I'opérteur de Stokes avec des conditions aux limites
mixtes type Dirichlet et naturelles dissipatives. Ce qui revient a étudier I'opérateur associé
a la forme bilinéaire sur V', qui prend en compte les termes dissipatifs de notre modéle,

soit
N
a(u, ﬁ):u/Vu:VfH—ZRZ- (/ u-n) (/ ﬁ.n).
Q — r, r,
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5.3.1 Définition de 'opérateur
Rappelons les notations des espaces suivants
Hy(Q) ={ue H(Q), ur, =0}
et
V={ue Hy(Q), V-u=0},

et on considére également H le complété de V' par rapport a la norme L?(Q). L’espace V
est dense dans H et l'injection de V' dans H est continue.
On consideére également la forme bilinéaire

a:V xV — R telle que
N

a(u,ﬁ)z,u/QVu:VﬁJrZRi(/Fiu.n) (/Fun) (5.7)

=1

a est bilinéaire continue et coercive.
Le triplet {V', H, a} définit un opérateur A : D(A) — H de la maniére suivante

Définition 5.4. Soit
D(A) ={u € V/ il existe C > 0 telle que |a(u, u)| < C|u|lgy VaeV}.

C’est a dire que D(A) est 'ensemble des u € V tels que la forme linéaire v — a(u, v)
définie sur V, est continue pour la topologie induite par H sur V.
En effet, si u € D(A), la forme v — a(u, v) se prolonge de facon unique, par densité, en
une forme linéaire [ continue sur H.
Par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément de H, qu’on note
Au, tel que

l() = (Auu ')7
c’est a dire
a(u, v)=(Au, v) Yue D(A), veV.

La correspondance u — Au est linéaire et définit donc un opérateur linéaire A : D(A) —
H associé au triplet {V', H, a}, D(A) étant muni de la norme

[ullv + [[Au] .

5.3.2 Propriétés de 'opérateur

Proposition 5.5. [’opérateur A vérifie les propriétés suivantes
1. Ae L(D(A), H) est bijectif.
2. A est autoadjoint.
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Preuve :

1. A est surjectif :

116

Soit f € H et I(0) = (f, @) forme linéaire continue sur H. Comme l'injection de V'
dans H est continue, on a

(@) =1(f, W) < fl[ulvla < ClE]alaly.

La forme [ est continue pour la topologie de V', donc par le théorém de Lax-
Milgram [13], il existe un unique u € V' tel que a(u, a) = (f, a).

Mais [ est aussi continue pour la topologie de H, donc u € D(A) et (Au, u) =
(f, ) Va eV, donc Au = f puisque V est dense dans H.

A est injectif :

Soit u € D(A), alors

alu, w) > aflulf; > Z5ul;
ol « est la constante de coercivité. Par ailleurs, on a
a(u, u) < [[(Au, w)|| < [[Auflg|[al,
ainsi,
uls > Y jully vue D(A),
donc A est injectif.

En conclusion A € L(D(A), H) est bijectif.

Soit u € D(A*) ot on désigne par A* I'adjoint de A. On a A*u € H, on peut alors
utiliser le résultat d’existence pour le probléme de Stokes pour trouver w € D(A)
tel que

([ —uAw +Vp = A*u dans Q,
V-w = 0 dans €2,
w = 0 sur 'y,
9 (5.8)
uVw-n—pn = —Fyn sur 'y,
uVw-n—pn = —Pin—Ri(/w-n)n surI;, e+=1, ..., N,
r;

\

c’est & dire w € D(A) tel que Aw = A*u € H.

Afin de montrer que w = u, on calcule (g, u—w) pour g € H.

Gréace au résultat d’existence pour le probléme de Stokes il existe 1 € D(A) tel que
Au = g. Ainsi, comme l'opérateur A est symétrique on a

(9, u—w)=(Au, u) — (Aa, w) = (u, A™u) — (a, Aw) =0.

Comme g est arbitraire alorsu = w € D(A) et Au = A*u et donc A est autoadjoint.
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4

Théoréme 5.6. L’inverse de I'opérateur A est compact dans H.

Preuve :
A est un isomorphisme de D(A) dans H, alors A~! existe. Par ailleurs, on a

lallz < Cllf]ln

c’est a dire,
A~ ]| < O|f| -

Ce qui implique que A™' : H — D(A) C V est borné. Comme l'injection de V' dans H
est compacte, on conclut par le théoréme de Rellich que A~! est un opérateur compact
sur H. 0
Comme A est autoadjoint, A~! I'est aussi. A~! admet alors une suite de fonctions propres
w;, j € N, orthogonale et complete dans H et dans V/,

A'w; = a;w;, w; € D(A), a; € R

et donc
1
Aw; = a;w; avec a; = —.
@
Comme A~! est compact, d’aprés le théoréme spectral pour les opérateurs compacts,
I’ensemble des valeurs propres de A~! est dénombrable et le seul point d’accumulation
possible est zéro, d’ou

O<CL1§CL2<

, @j —> +00.
Jj—+oo

5.4 Le probléme de Navier-Stokes instationnaire

On s’intéresse a présent a I'étude du probléme de Navier-Stokes instationnaire avec
conditions dissipatives naturelles suivant

(0
pa—ltl—l-p(u-V)u—,uAu—l—Vp =0 dans 10, T[x€ |
Viu = 0 dans |0, T[x€Q,
u =0 sur |0, T'[xI",
uVu-n—pn = —Fyn sur |0, T[xT,
puVu-n—pn = —Pl-n—RZ-</u-n>n sur 0, T[T,
I';

1=1, , N,

L u(z, 0) = ug(x).

(5.9)
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Pour tout u € V on a

P Q%_?Y%—p/Q(U-Vu)-ﬁJru/QVu : Vﬁ+§Ri (/Fun> </Fﬁn> N —i}% (/p

On rappelle la forme bilinéaire suivante

a:V xV — R tel que

a(u,ﬁ)ZM(Vu,Vﬁ)+iRi</Fiu.n> </piﬁ'n>’ (5.11)

i=1
et on définit la forme trilinéaire suivante

b: HY(Q) x HY(Q) x H'(Q) — R tel que

bu, v, 1) = ((u-V)v, ). (5.12)

De plus, on pose

Mmz—ijaﬁﬁql (5.13)

pour tout u € H'(Q).
Le probléme a résoudre s’écrit alors : pour

u eV,
P e L>(0,T), i=0, ...N, (5.14)
R;>0,1=1, ..., N, donnés,
trouver u € L>(0,T;V) N L*(0,T; D(A)) et aa—ltl € L*(0,T; H) tel que pour tout t > 0
Ju N - . -
p(a, ) +a(u, a)+pb(u, u, u)=I0(u) YaeV (5.15)

avec Uj—g = Up.

Notons que ce type d’approche multiéchelle est également utilisé pour la simulation des
écoulement sanguins [44][49][52]. En particulier dans [49] I'existence de solutions est dé-
montrée pour des conditions aux limites du type pVu-n—pn = —P,n— R; (u - n) n, sous
une condition de petitesse des résistances R;. Nous allons reprendre les mémes techniques
de démonstration mais en nous affranchissant de ce type de condition grace a 'opérateur
A associé a la forme bilinéaire a(-, -) définie sur V. On établit alors le résultat suivant

N
Théoréme 5.7. Soit P = sup Z |P;|. Sous les hypothéses (5.14), il existe un intervalle
b izo
de temps sur lequel le probleme (5.15) admet une solution. De plus, si on suppose que
la condition initiale et P sont suffisamment petites, alors la solution du probléme existe
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pour tout t > 0. Précisément, il existe des constantes A > 0, B > 0 et c3 > 0 telles que
si

Vol + 23R /u.n o Lo pr g A
0llz2(0) o i N 0 =B = Bch

N 2
1 1
alors [[Vul[72q + p E R; </F u- n) < 1 bour tout t.
i=1 i

Finalement, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution est unique et dépend
continuement des données.

La difficulté ici est d’estimer le terme non linéaire. Pour cela nous allons supposer que
_ 1 1
sup ] < 1|V g 48 (5.16)

pour tout u € D(A). L'inégalité (5.16) est prouvée par exemple dans [18|, pages 38-
39, pour le cas de conditions de Dirichlet sur toute la frontiére du domaine (suffisament
régulier), et ceci aussi bien en dimension deux qu’en dimension trois. Elle repose en par-
ticulier sur le fait que D(A) = H?(Q) N V. Le cas des conditions aux limites mixtes
Dirichlet /dissipatives naturelles qui nous intéressent revient a considérer le cas des condi-
tions aux limites mixtes Dirichlet/Neumann. Pour ce dernier cas, par contre, une preuve
de (5.16) est établie dans [10] seulement dans le cas bidimentionnel et pour un domaine 2
ou la paroi latérale et les sections I';, ¢ =0, ..., N sont suffisamment réguliéres et que
les sections T'; et la paroi latérale forment des angles droits. Dans [32] et [49], I'inégalité
(5.16) est admise dans le cas tri-dimensionnel, ce que nous supposerons également. Nous
allons également nous appuyer sur

pour tout t € D(A), qui elle découle du fait que
[Vl < alu, w) = (Au, w) < [ Aul 2o ullie < ClAu] o | Tull ),

Il est alors possible d’estimer le terme non linéaire par

3 3
b(u, u, Au)| < [Jul[r=ol[ullme)lAullr2@) < CllullF g | AullZ2 q)-

Nous allons maintenant démontrer le résultat principal.

Preuve :

Le schéma de la preuve du théoréme 5.7 est le suivant : on obtient tout d’abord des
estimations a priori de "approximation de Galerkin u,, de la solution de (5.15) qui seront
héritées par la solution quand m tend vers 400, prouvant ainsi I’existence d'une solution
locale en temps. Ensuite, si les données initiales sont suffisamment petites, on prouve
de nouvelles estimations a priori assurant l’existence d’une solution pour tout ¢ > 0.
Finalement, on prouve que, localement en temps, la solution limite est unique et dépend
continuement des données.
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Pour tout m € N, on définit 'approximation de Galerkin u,,(t) comme solution dans
Vect{w,; }1<i<m du systéme non linéaire suivant

p(gg—tm , a) +a(uy,, )+ pb(u,, u,, a)=I0(0) Vaec Vect{w;}1<i<m,
(5.18)
/ (um(O) - uo) -u=0 VYue Vect{wi}lgigm.
Q

Ce systéme différentiel de m équations a m inconnues admet une solution unique sur un
intervalle [0, ¢,,].

Estimations a priori et existence locale

On choisit comme fonction test dans la formulation variationnelle (5.18), u = Au,,, ce
qui est possible car Au,, € Vect{w;}1<j<m. On a alors

P(a(;l;””_, Au,,) + a(uy,, Auy,) + pb(uy,, w,, Au,) = 1(Au,). (5.19)
Or, on a
Ju ou
Py Atm) = p(Aum, —7)
ou,,
- pa(uma W)
N 2
1d 1 d
puidtHVUmHL?(Q) "‘PQ;det </r u,, n) ,
et
AW, Ay) = (A, Aug,) = [|Au 72 .
il s’ensuit

ey + NRd(/ )2+HA I7
SP= [V, 50> Rz ([ waom Uy, =
2" at SRS ATV L@

N
_pb(um y Um, Aum) - Z Pz/ Aum - 1.
i=0 Ly

A ce niveau de la preuve, on fait appel a l'inégalité d’interpolation (5.16) pour tout
u € D(A) et a I'inégalité de trace suivante pour tout a € Vect{w; }1<i<m,

ISP [ Adn] < P, (5.20)
i=1 Iy

n

oit P = sup E | P;|, et qui découle de la proposition 4.8 (voir le chapitre 4) puisque At
>0 “
=7 =1

est a divergence nulle.
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Grace a ces deux inégalités, on a

1 d 1 L d 2
ipﬂﬁf\vum”%%m + §P;Ri@ (/F U, - n) + [[Aw, |72y <

plb(uy, , w,, Au,)| +cgf’HAumHL2(Q) <

psup (W[ V| 20y | A | 20 + €3 Pl Ay || 12() <

P11Vt oy | At 0y + 3Pl At 1200
En appliquant I'inégalité de Young

abga—p—i—b—q, avecl—l—lzl,
p q b q

aux deux termes du membre de droite, respectivement avec p = 4 et ¢ = %, puis p =
2 et ¢ =2, on a alors

N 2
d 1 d 1 4pct 4¢3 ~
2 - Rz . A - 2 < 1 6 3P2.
—dt||Vum||L2(Q)+M ;1 p (/r u,, n) +_PMH Wnll720) < . ||Vum||L2(Q)+—plu

A ce niveau de la preuve, et afin d’appliquer le lemme C.4, on considére

N 2
1
60) = 1V unlaey + > R ( / - n)
=1 i

et

1
Y(t) = EHAumH%Q(Q)
et soit .
dcs P
flt) = ——.
pH
['inégalité ci-dessus s’écrit alors
d 4¢ip®
G0 T U0 < == (1) + f(2).

Par ailleurs, comme on a
/ (um(O) — uo) -u=20 Vﬁ c Vect{wi}lgigm,
Q

et en choisissant = Au,,(0), on obtient
(um(0)7 Aum(O)) = (u07 Aum(O)),

c’est, a dire,

a(u,(0), u,(0)) = a(u,(0), up).
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Or,
1V (0)[172 () < a(wn(0), u,(0)

et par la continuité de la forme bilinéaire a(., .) et I'inégalité de Poincaré, on a
a(un(0), w) < ClVun0)| 2 [ Vuoll 2@

il s’ensuit c
VW, (0)|z2) < EHVUOHLQ(Q)

et donc

N 2
1
¢(0) = Hvum(O)H%Q(Q) + ; ZRi </F Uy, (0) - n) < CHVWH%?(Q) '
=1 i

ou C' est une constante générique.
Ainsi, par le lemme de comparaison pour les inéquations différentielles, il existe t* < t,, ne
dépendant que de ug, et une fonction F(¢, [[Vug||r2(q)) solution de I'équation différentielle

401 p

F'= 221 f(t), F(0)= C||Vug||r2() sur [0,¢*], ainsi que F(t, V|| r2()) tel que,

pour tout ¢t € [0, ¢*[ on a

o(t) < F(t)
t
et () dr < F’(t) ,
0
c’est a dire,
1 & 2
IVt 1720 + A > R (/ Uy, - n) < F(t) (5.21)
i=1 Ly
et

1 /[t N
[ Al < Pl (5:22)
0

¢
Ao 3 o . 1 L d 5
Grace a ces estimations, on peut alors également déduire une estimation pour [ || d—umHLz(Q)dT.
o dr

En effet, en choisissant & = % dans (5.18) on a
N
My, 1o ou,, aum ou,,
PG ey = =0 [ (- V) T2 = (du, ) ZP( > )
ou,,
< (psup iz [ Vanle + At @ + CP) 152 |1
% 3um
< (perlVumll g At ooy + [ Aunllzzi0) + P) [ 55 |20
d’on
3um 1 3 1 .
15 e < - (peal Vet oy At gy + Al + cP)
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et donc

bou,
- 9 < X
| 152 g dr < G

Passage a la limite
Pour tout ¢t < t*(||Vug||12()), on a

V|72 < CF(t, [[Vaollzzw))

t
) _
/o 1ALz < CF(E, [[Vllza@) (5.23)

t
ou,,
| 152 ) < G IV,

ce qui permet de déduire que u, est bornée dans L>(0, ¢*, V)N L*0, t*, D(A)) et

ou,
que % est bornée dans L*(0, t*, H).

Grace aux estimations (5.23), on peut extraire une sous suite qu’on notera également u,,
telle que

u,, — u faible * dans L>(0,t*; V)

et
(5.24)
ag—tm - (Z_ltl faiblement dans L?(0,t*; H).

Par ailleurs, grace au lemme de compacité énoncé dans [37|, page 57, on peut extraire de
u,, une sous suite qu’on note également u,, telle que

u,, — u dans L*(0,t*; L*(Q)).

m—-+o0o

On peut alors passer a la limite dans les termes de la formulation et le reste de la preuve
se poursuit d’'une maniére classique, comme dans le chapitre précédent, pour montrer que
u vérifie (5.9) au sens des distributions et récupérer la condition initiale.

Existence globale

On a déja établi que

N 2
pp d > p d 2
Vi) + 5 > Rie: </ um-n> [ A |22 <
2 dt L2@) o — "t \Jr, L2(©)

| Aty || 2(0) + 3P|l Al || 120

psupg [Wp |||V, || 20

La combinaison des inégalités (5.16) et (5.17) donne
1
sgp lu| < cic5 || Aul| 2.
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Il en découle que

N 2
pp d L P
iVl + 535 ([ wn) Al <

perc [ Au, 12, @IVl + e Pl Auy | 20) <

2p? 1
st gl Al

1
peics HAumH%Q(Q)HVUmHLQ(Q) +

d’ou

N ) 1 .
d 1 d 1 —2pcic3 || Vug,| 2 02P2
—||V m 7 - Rz_ m ° Au 2

iV HLQ(Q)Jru; dt </ru n) " pi lAunllzz = dpp

ainsi, en utilisant 'inégalité (5.17) et le fait que \/ u-n| < C| Vil pour tout
F.

u € H'(Q), on obtient une inégalité différentielle du type

2
—¢+A1— Vo) < GP

App
2
ol on rappelle que ¢ = | Vu,,||7, ot = ZR (/ u,, - n) . Par conséquent, en suppo-
t 500) < —= et C§P2<A2 liquant le 1 de Gronwall C.1
sant que — et que —— en appliquant le lemme de Gronwall C.1 on
q op Ot aue < s on applia

1
obtient y/¢(t) < 5 bour tout t.

Unicité et dépendance continue par rapport aux données

On considére maintenant la question d’unicité et de la dépendance continue par rapport
aux données. On prouve tout d’abord qu’il existe un intervalle de temps ou la solution
dépend continuement des données en supposant l'unicité de la solution. Plus tard, on
prouvera que l'unicité est vraie. Supposons alors, qu’il existe un intervalle de temps sur
lequel la solution du probléme (5.15) est unique. En particulier, on note u; la solution
associée aux données (uj, P!) (i = 0, ..., N) et de la méme maniére uy la solution
associée aux donnéess (u3, P?) (i =0, ..., N). Soient

w =1u; —uy et P = max |P} — P?|.
K3

On a

p(% , ) +a(ug, u)+ pb(uy, uy, a)=1I(a)
et

p(% , 1) +a(ug, 1)+ pb(uz, uy, u) =I(0).
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On soustrait les deux équations, et on choisit 1 = w, on a

N 2
1d
PiEHWH%z(Q) + MHVWH%MQ) + ZRZ' (/F W - n) = —p(b(u, uy, w)—>b(uy, uy, w))
i=1 i
N
C S [
i=0 r;
Or,

b(uy, uy, w)—b(ug, uy, w)=buz, w, w)+b(w, ug, w)+b(w, w, w),

et
b(uz, w, w)| < sgp\uz\HVWHm(mHWHLz(m

et par I'inégalité de Holder, on a

6w, wz, W) < [[Wllzoo IVl @llwilws@

et
|b(W7 w, W)| < HW||L6(Q)HVWHLQ(Q)HWHLS(Q)-

Rappelons que par injection de Sobolev on a les inégalités suivantes pour d =2, 3
[allzs (o) < ClVullr2)

et,
1 1
lallzs) < Cllullzs ) IVl 72

Suite a ces estimations et grace aux inégalités de Young et de Poincaré, il s’ensuit que

d 2
pEHWH%Q(Q)+2:UHVWH%2(Q) < C (supg |ug| Wl 2(0))

+ SIVW
T+ Ol Vusl s Wl + SIVWIE0
Clwll32(0) IV £
CoP? + gukuig(m.

Ainsi, on a finalement

d 1 1
p Wiy + (1= ClIwl oo I VW22 ) VW20 < € ((supa ual)® + [Vl ) W12

+C5P?
(5.25)
1 1
et donc, en supposant que [[ug — |7 [V (15 — ud)l|720) < %, sur tout intervalle de
1 1
temps pour lequel [[W|| 72 [VWI|Z2q) < %, on a

d .
p w22y < O ((sup [ua))? + | Vsl {20, ) 11W]1F2(0) + COP~
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Par conséquent, en appliquant le lemme de Gronwall, cela entraine la dépendance continue
par rapport aux données. En particulier, dés que u;|;—o = us|i— il existe un intervalle de

1 1
temps ot [[Wl|Zo o) VW72 ) < P est vraie et dans ce cas on a

20
[W|[72q) < CSP>. (5.26)

Pour prouver I'unicité, on raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe deux solutions
associées aux mémes données, alors P = 0 et w|,—o = 0 et par conséquent (5.26) implique
que la solution est unique.

Par ailleurs, de (5.25) et de l'inégalité de Poincaré, on peut écrire sur tout intervalle de
1
I

1 1
temps pour lequel HWHEQ(Q)HVWHEQ(Q) < 50

d I -
p w2z + C (& = (sup [wa])? = Vel ) Wl < CP?,

et donc par le lemme de Gronwall on voit que si P = 0 et si uy(t) est petit, alors les
petites perturbations w(t) de uy(t) décroissent exponentiellement. O

Remarque 5.4.1. Grace a la proposition 4.8 (voir chapitre 4), comme w est a divergence
nulle, on a pourt =0, ..., N,

[ wonl < e
I';

Cette inégalité, combinée avec (5.26) permet de déduire en particulier que le débit sur les
sections I'; est une fonction continue des pressions P;, i =0, ..., N.

5.5 Reésultats avec 'opérateur de Stokes non modifié

N
Si on ne prend pas en compte le terme dissipatif Z R; (/ u- n) (/ u- n) lors de
r; r;

i=1
la définition de I'opérateur A, et qu’on le définit juste en ’associant & la forme bilinéaire

sur V
,u/Vu:Vﬁ,
Q

alors, d’'une maniére analogue a [49] on aboutit au résultat suivant d’existence locale en
temps sous une condition supplémentaire du type p — C'maxj<;<y R; > 0, ainsi qu'un
résultat d’existence globale pour des données petites sous la méme condition. Ce résultat
est énoncé dans le théoréme qui suit

Théoréme 5.8. Soient et R = max R; tels que

i=1, ..., N

k= — 2Rcocy > 0.
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Alors, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution du probléme existe. De plus,
si on suppose que la condition initiale et les données aux bords sont suffisamment petites,
précisement
3\ 4
K 5 (pr”)
Vol r2@) < T et P < ——a—,
deics (32¢3)2cics

alors, la solution du probléme existe pour tout ¢ > 0 et vérifie I'inégalité

K
HVUHLQ(Q) < T-

2
4eqcs

Finalement, il existe un intervalle de temps sur lequel la solution est unique et dépend
continuement des données.

Preuve :
La preuve est en tout point analogue a celle du théoréme 5.8, mise a part la contribution
du terme dissipatif lors de ’estimation a priori

1 d

N
plo(W , Wy, AUg)| + 3P| Aty || 22 () + ZRZ\ / (4, - n) H/ (Au,, -n)| <
i=1 Iy Iy

pSUpQ |llm| HVumHLz(Q) HAum||L2(Q) + 03P]|Aum||L2(Q) + C4R]|Vum]|Lz(Q)||AumHL2(Q).
U

Remarque 5.5.1. Eviter de prendre en compte le terme dissipatif

#(/mu.n) ([ o)

lors de la définition de l'opérateur A, a pour conséquence de restreindre la classe de
solutions par la condition supplémentaire

W —2Rcoey >0

ol R = max R;, les résistances R; correspondant aux résistances globales des domaines
1

Q; de arbre qui sont condensés. Cette condition supplémentaire, dont nous nous sommes
affranchie ici, est délicate & interpréter suivant la nature du domaine €). En effet, dans le
cas de 'arbre bronchique humain et en se basant sur les données du modéle de Weibel (voir
annexe A), plus on recule la zone ou on décide de tronquer, c’est a dire, plus on réduit le
nombre de générations de bronchioles condensées dans la partie distale du modeéle et plus
la résistance R est importante, tandis que si le domaine €2 était un simple tube, on observe
plutot que la résistance R dinimue plus la partie condensée est petite (c’est a dire plus
le domaine de calcul Q est grand). Néanmoins, la condition sous laquelle nous obtenons
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I’existence globale en temps a la section 5.4 fait également intervenir les résistances R;. En

2
effet, on a que R; </ ug - n) doit étre suffisamment petit. Cependant cette condition
I';

fait également intervenir le flux de la condition initiale sur les sorties de l’arbre et donc
lorsque R; est grand nous obtenons malgré tout l'existence globale, & condition (entre
autre) que les flux de la vitesse initiale a travers I'; soient suffisamment petits.

5.6 Conclusion

L’étude de lopérateur A a permis d’établir I'existence de solution du probléme (5.9)
pour tout ¢ > 0, pour des données petites. Rappelons toutefois que I'argument clé pour
controler le terme non linéaire est 'inégalité (5.16) qui n’est démontrée qu’en dimension
deux et pour des domaines a géométrie particuliére.

Enfin, signalons qu’a I’heure actuelle, nous ne savons pas appliquer cette approche pour
I’étude du modéle couplé intégré qui prend en compte les acini modélisés par un ressort de
déplacement x(t) tel que décrit dans le chapitre 4, et ceci parce qu’on ne sait pas traiter

les termes du type
N
x Z / Au-n,
i=0 Y 1Li

ce qui reste en perspective pour de futurs travaux.
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6.1. Introduction

6.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a la discrétisation en temps des équations de Navier-
Stokes avec conditions dissipatives essentielles couplé a 1’équation différentielle ordinaire
modélisant le mouvement du diaphragme et du parenchyme pulmonaire, tel qu’il a été
introduit dans le chapitre 4, section 4.3.2, probléme (4.42). On propose une formulation du
probléme semi-discrétisée implicite faisant appel a la méthode des caractéristiques pour
la discrétisation de la dérivée totale. On établit également un bilan énergétique a 'ordre
1 pour le probléme régulier en espace et discrétisé en temps. Finalement, on illustre le
comportement du modéle couplé par des simulations numériques bi-dimensionnelles.

6.2 Discrétisation en temps

On présente dans cette section un shéma de discrétisation en temps des équations de
Navier-Stokes avec conditions aux limites dissipatives essentielles couplées au modéle des
acini. Soit 7' > 0; on introduit une partition de I'intervalle de temps [0, T : soient t° =

T
O<tl<P <. <tM=Tont"*' —t" =6t = i est le pas de temps correspondant. On

propose de discrétiser le terme convectif par la méthode des caractéristiques ( voir [47]) ; il

s'agit d’un traitement lagrangien de la dérivée totale, dite aussi particulaire 5 +(u-V)u

Plus présicément, la trajectoire d'une particule fluide dans un écoulement ayant une vitesse
u(t, -) et se trouvant a la position x au temps s est notée X(¢, s;x). La caractéristique
est alors solution de I’équation différentielle ordinaire

0X(
ot
X(s, s;x) = .

t, s;x) = ut, X(t, s;z)) te|0, s, (6.1)

On note X"(z) = X(t", t"*1;z) et on utilise 'approximation suivante pour la dérivée
totale en temps

du u(t" ) x) —u(t", X"(x))
E + (ll . V)u ~ 51 .
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On note (u™t! n+1) 1a vitesse et la pression approchées au temps t"t! construites par
)
réccurence a partir de la donnée initiale u® d’aprés le schéma suivant

1 1
pgu’”“rl — Au™ 4 vpttt = pﬁu” o X" dans €,
V-urtt = 0 dans Q,
utl = 0 sur Iy,
utl = Ay, sur I';, 1 =0...N,
/ (pVu™™ -n—p"*'n) .Uy = —B [ Up-n sur 'y,
Fo 1_‘O
2
/ (pVu™* —p**n) . U; = —P"*l/ U, -n— RN (/ U, - n) sur I';, i =1..N,
r; I I
(6.2)
n+1 1 "t — 20" + z" ! n+1 n+1
P = E m 5t2 + kx — Jext s (63)
xn—i—l — " n+1
5 = — (35' , (6.4)
o Qptt = / u"™! . n.
o
Grace a la relation (6.4), la pression P""! g’exprime aussi en fonction du débit comme
suit
Pn+1 . 1 8+1 - Qg k n+1 n+1 6 5
=g\ Ty TR T et (6.5)
et le schéma peut se mettre sous la forme
1 n+1 n+1 n+1 1 n n
psu - pAu"" + Vp = pzuwo X dans
V-utl = 0 dans Q,
utt = 0 sur I
lln+1 = /\?JrlUi sur Fi; 1= ON,
/ (,uVum'1 ‘n — p”“n) Uy = —PO/ Up-n sur Iy,
To T'o
2
/ (pVu™ n—p"'n)-U; = —P”H/ U; - n— R (/ U, - n) sur I';, i =1..N,
r; r; r;
6.6
oo (6.6)
o= b (BB e ) (6.7
I.nJrl " n+1
5t a OS (6.8)
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6.2.1 Bilan d’énergie discret

Un bilan d’énergie discret a l'ordre 1 peut étre établi formellement pour le probléme
régulier en espace et discrétisé en temps. Les résultats présentés ici et dans la section
suivante sont obtenus formellement, dans le sens qu’on a besoin de faire des hypothéses de
régularité sur les approximations relatives a I’algorithme de discrétisation en temps qu’on
ne pourrait pas établir sous des hypothéses générales sur les données. Ces conditions sont
les suivantes
(H) : Le champ de vitesse & une régularité C?, et la norme C? est bornée uniformément
par rapport au pas de discrétisation en temps.

On s’intéresse au probléme tel qu’il a été discrétisé dans la section 6.2, et on commence
par énoncer le lemme suivant qu’on démontrera en fin de section.

Lemme 6.1. (Bilan d’énergie cinétique)
Sous I’hypothése (H) on a

N
1 P

u" o X" -u”“zp—(/ u”“2+/ u”2>—5t /—u”u”-n+0(5t2.

p/ﬂ( ) 5 Q\ | Q\ | ;1 riQH (0t%)

On introduit les énergies associées au probléme discrétisé en temps :
I’énergie cinétique du fluide
n|2
b= [

I’énergie cinétique de la masse

I’énergie potentielle du ressort
1 n\2
Eg,r = §]€([K ) )

et I’énergie totale
Er=E;+E!, +E},.

N 2
]u”\u’R:u/]Vu”IZjLZRi (/ u”-n) ,
£ i=1 I
cf_Z/ ’un‘2 ".n

n+1 — " xn—f—l —

. t Th = PyS
ea:t ft 5t € 0 ot

On note de plus

n

La proposition suivante est vérifiée
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Proposition 6.2. (Bilan d’énergie)
La perte d’énergie totale pour le probléme discrétisé en temps est égale au premier ordre

a la somme des énergies dissipées a chaque pas de temps, du flux d’énergie cinétique et
des travaux des forces extérieures et de pression, c’est a dire

M M
B = E)+) ot(rl, + 7o) — ) otlu"|} g Z(St ™+ O(6t).
n=0 n=0

Preuve :
En combinant (6.8) et (6.7) on a

1 0= Qp 1 1
prtl = 5 (—m <51 + k"t — o ) . (6.9)
Ainsi, la condition aux limites sur I';, i =1, ..., N devient
Mvun-I—l -n — pn+1n — _Ri </ un+1 X l’l) n
I';

1 - Q)
I PO A * LA k‘ n+1 n+1
S ( m 56t + fe;rt

Maintenant, on multiplie la premiére équation dans (6.6) par u™™! et on intégre par

parties :

p/ ’un+1’2+5tu/ ]Vu”“]Q—(St/ (Iuvun—l—l p”“n)-u”“ :p/(u”oX”)-u”+1.
Q Q Q
(6.10)
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L’intégrale au bord s’écrit, :

N
/ (luvun—i—l ‘n— pn—l—ln) X u”+1 = Z / ('uvun-I-l ‘n— pn+ln) X un—i—l
o0 T r;

N 2
_ _PQnJrl ZR’L(/ unJrl.n)
i=1 T
N
_ pntl / u +1

N 2
= —PQytt - E R; </ u" . n)
- T,

1 0! Qo Gl gni n+1
_§ (_m S5t fea:t ) (_ 0 )

- -nar ZR</ =)

m
_ ( g—f—l QO) n+1

52(515
" 1yn+1 extl n+1
N Q fn+
S T
(6.11)
En remplagant dans (6.10) on obtient,
N 2
,0/ |u”+1\2d+6tu/ |Vu”+1|2+5tZRi (/ utt. n)
Q Q - )
;nq( n+1 QO) n+1 55 n+1Qn+1 fnJrl n+1+6tP QnJrl (612)
:p/(u”oX”)~u"+1,
Q
alors
n n n otk n S(ajn—’—l B xn) n n n
p [ IR stk (@ - 2 T T L g 4 ey
= [ (woX") w505,
(6.13)
d’ou
m
P/ ‘un+1’2+(5t’un+1‘%3+§( n+1) —i—k( n+1) :thrl n+1+5tp QnJrl
Q
(6.14)

s /Q (w0 X)L QF Q)+ ke
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(a® + %),

N =

Maintenant, en utilisant ab <

1 n+1\ 2 1
0 un+1 2 +Im 0 4+ Zk anrl e n+1|2 < 0 u” o X" . un+1
9 2 S 2 ot

Q
n\ 2 1
- <0 k(™ 2
+om ( S) +3 (™)
n+1
—5tf"+1Q 5 — StRyQpt.
(6.15)
De (6.8) on tire
1 ngl 2 B 1 _I.nJrl_xn 2
2"\ s - " 5t
— prtl (6.16)

= I’énergie cinétique discréte du ressort a t"+!

et
N Qn+1 vl e
—ot e:v—’t—l S = 6tfextT
= ottt (6.17)
= le travail discret de f.,; dans [t", t"*1],
et

xn—i—l — xh

~OtRQT = StRS(———)

_ +1
= 5t7‘1’}

= le travail discret de la force de pression associée & Py dans [t", t"T1].

(6.18)
En combinant, on a :
EN + BN+ Byt = BN+ BN+ B 4 6t + ) 6.19)
— 6t\u"+1 2 g — OtFN, +0(51%) '
c’est a dire
Bt = ER o+ 6t(ritt + )
(6.20)

— Ot g — 6tFL s 4+ O(6t%)

ou (5t.7:”f—(5t2/ “u"*u" - n

Et, par récurrence, 1'énergie discréte totale au temps T' = Mdt satisfait
M

M
B = E)+) ot(rl, + 1) — ) otlu"|? g Z(St e+ O(dt).
n=0 n=0
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O
Dans ce qui suit on donne la preuve du lemme 6.1 :
Preuve :
Afin de simplifier la présentation de la preuve, on se situe dans le cas d'un domaine )
qui présente la forme d’un simple tube de sections Iy et T'; (voir la figure 6.1). On parle
d’inspiration ou d’expiration suivant que le flux rentre ou sorte de I'y. Le probléme se pose
notamment lors de I'inspiration, car & partir d’une certaine position  a Iinstant t"*!, on
risque de sortir du domaine en cherchant 'information au pied de la caractéristique. On
introduit alors X" la position de tronquature de la caractéristique a Ty lorsqu’elle dépasse
la section d’entrée (intersection avec I'g) et on désigne par 0t I'écart entre z et X”. Noter
que 6t dépend de z. On introduit

Ls = max d(xz, Ty)
z€Q tq z—stungQ

et on décompose le domaine 2 en la réunion des deux sous-domaines s, et Qg o (), est
de longueur Lg. On a

ln+l [n
< /_\
5 X! Expiration
ot
I Q r,
ot
" v > Inspiration
—
at
L, Q Q, r

F1G. 6.1 — Caractéristiques

/unoxn_unJrl — / unoxn_un+1+/ unoxn_unJrl
Q Qs Qs

o (6.21)
= / u”(z — 6tu”) - u"! +/ u(z — 6tu”) - u™t,
Qst Qs
En développant, on a
/u"oxn.u"+1 = / (0" —5tVu"u"+0(6t%))- "+1+/ (" —5tVum "+ O(6t")) -um
Q Qs Qs
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Il s’ensuit que

Qg

/ u"o X" . u"t = / (0" — §tVuu” + O(6t?)) - u™ ! +/ (u" —ftVu"u" + O((ftQ)) -~
Q Qst

+ / (6t — 6t)Vu™u" - u™
Q

5t
= / u" - u"tt — ot / (u” - V)u" - u™t + (6t — 6t) / vu'u™ - u"t + O(6t?).
Q Q Q,
(

6.22)
Sous I’hypothése (H) et puisqu’on intégre sur un petit domaine d’épaisseur dt, on a

/ vu'u" - u"tt = O(6t),
Q5

alors
/ u"o X" . u"tt = / u”-u"tt — (5t/(u” SV)u" - u"tt + O(0t?).
Q Q Q

Par ailleurs, comme V - u™ = 0, une intégration par parties montre que

n N n
Q Q 2 i—0 Y1 2
et alors

N
n n n 1 ni|2,,n _
(5t/§2(u -V)u" - u —(5t§;/1ﬂi\u]u -n=0.

En rajoutant ce terme a (6.21) on a

/ u"o X" u"t = / u - u"tt — (5t/(un -V)u" - u
Q Q Q

N
5t/(un-V)un-u”—5tlz/ WP -+ 0(52)
Q 2= n

(6.23)
— / u” - un+1 + 515/(11“ . V)u” . (un o un+1)+
Q Q

N
1 n|2..n 2
5t2;/ri]u\u n + O(0t7).

Dans la formulation variationnelle du probléme (6.6) (6.7) (6.8), lorsqu’on choisit u" ™! —u"

comme fonction test, et sous 'hypothése (H), on a [|u™™! —u”||12(q) = O(dt). Ensuite, en
utilisant 'inégalité de Holder, on obtient

/(u” -V)u" - (0" —u"tt) < Ot
0
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et alors

N
1 1 1 o
/Qu”oX”~u”+1:§]|u”+1||%2(ﬂ)+§Hu”||%z(ﬂ)—5t§ E /F ‘ll |2ll n+0(5t2) (624)
1=0 i

O

6.2.2 Formulation variationnelle semi-discrétisée

Dan@ cette section on présente la formulation variationnelle des équations (6.6) (6.7)

CSoita e Z = {ae H(Q), ar, = 0, 3A = M\)oicn, 0 = NU;sur I, i =
l

O , .., N}. On multiplie la premiére équation dans (6.6) par @ et on intégre par parties :
p/ u”+1-ﬁ—i—5t,u/ vu'tt Vﬁ+5t/ V-ﬁp”“—ét/ (pVu"tn—p"tin).a = p/(u”oX”)-ﬁ
Q Q Q o9
(6.25)

L’intégrale au bord dans (6.25) peut étre développée en utilisant (6.7)-(6.9) :

N
/ (MvunJrl _ anrln) i = Z/ (luvunJrl ‘- pn+1n) i
0 — Jr,

() (e Lo
5 (_m n+;5t o - :;1) (Z/ )

(6.26)
Par ailleurs, soit ¢ € L*(©2). On multiplie la deuxiéme équation dans (6.6) par ¢ et on

obtient :
/ divu"tg = 0.
Q

Cette équation doit étre vérifiée pour tout ¢ € L*(f2), en particulier ¢ = 1. En appliquant
alors la formule de Green dans ce cas, on a

N
ot = /u”+1-n:—Z/ u" . n.
To i=1 7L
En prenant en compte cette égalité et le fait que
ot
anrl =" = n+1’
S 0
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et en remplagant dans (6.25) on a

r u”“-ﬁ%—,u/Vu”“:Vﬁ

—l—iilRi(/Fiu”H-n)(/Fiﬁ ) S—<5t+k6t (Z/ )(i/run)

n-l—l
:%/ﬂ(u”oX”).ﬁ—Po/roﬁ-n— (5t52Qo+— n_ Jem ) (E /
(6.27)

Ainsi, étant donnés =", Qf, frt il s'agit de résoudre a chaque instant "1 la formu-

lation variationnelle mixte du probléme semi-discrétisé implicite suivante : trouver, pour
n Z O, u”+1 € Z = {ﬁ — HI(Q), ﬁ‘pl = 0, ElA = ()\i)OSiSN7 ﬁ = )\ZUZ Sur Fi, ”L =
0, ..., N}etp"™ e L*Q) tels que,

a(u™, @) + b(@, ptl) = I"tl(d) Vae Z,

6.28
b(u"tt q) = 0 Vge L*(Q), (6:28)
ou
a(u™t @) = ﬁ/un+1-ﬁ+u/wn+1:va
N
, n+l .
s ([ wrta) ([ ) 62
1 m N N
— (= n+l q
+ 52<5t+k5t><izl/riu n) <;/Fu n>,
et

l”+1(ﬁ):£/(u”oX”)~ﬁ—Po/ a-n-— mQ”—i-Ea:” ;?t'l i/u n
5t Jo ro 6ts2 % S T,

i=1
b(u"tt | q /Vu

Ainsi, étant données une position et une vitesse initiale du piston z
s’écrit en deux temps
trouver, pour n > 0, (u"!, p"™) € (Z x L?(Q)) tel que,

a(u"™t a) +b(a,p"tt) = "(a) vaeZ
b(u"tl,q) = 0 Vge L*(Q),

et

0 49 I'algorithme

— récupérer la valeur de Q) et mettre & jour 2! par la relation
n+l _ n 5t n+1
2" =2 — =0y
S
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6.3 Tests numériques

Une particularité de la forme bilinéaire (6.29) est qu’elle couple toutes les sorties
Iy, i=1, ..., N,cequin’est pas le cas par exemple dans [49]| [52] ott une modélisation
multiéchelle analogue est utilisée pour la simulation des écoulements sanguins. L'implen-
tation numérique de la formulation (6.28) est réalisée avec Freefem-++ [20]| suivant le
procédé décrit dans le chapitre 3.

6.3.1 Le couplage 2D /3D

On présente ici des tests numériques ot des simulations directes des équations de
Navier-Stokes sont réalisées sur un domaine bi-dimensionnel. Du point de vue de la mo-
délisation, cette approche est critiquable, puisque 'arbre supérieur 2D ne peut pas repro-
duire toutes les propriétés de I’écoulement dans un arbre réel 3D. Toutefois, on a essayé
de respecter autant que possible les propriétés mécaniques de I'arbre respiratoire humain.
Des simulations dans un arbre tri-dimensionnel sont 1’objet d’'un futur travail avec L.
Baffico *

[’idée principale consiste a construire un arbre 2D équivalent a I’arbre 3D tel que les deux
conditions suivantes soient satisfaites : les deux arbres ont la méme résistance globale et
I’arbre 2D reproduit la répartition des résistances de I'arbre 3D.

On se donne un arbre géométrique 3D a GG générations dont les longueurs et les diamétres

évoluent d’une génération & la suivante avec un rapport d’homothétie 3P :
lim = NPl i=1, ..., G,
diyn = MNPd; i=1,..., G,

avec [; = 0.12m et d; = 0.018m, la génération 1 étant la trachée (voir les données de

Weibel a I'annexe A).

].28,LLBDZZ
wd}

résistance équivalente R3P s’écrit alors

On suppose la résistance R?D = d’une bronche, constante par génération, la

G

R3D o Z RfD o R3D
- gi—1 — 1
=1 =1

On se propose de construire un arbre 2D tel que I’écoulement a travers cet arbre reproduise
les propiétés mécaniques de I'écoulement a travers I’arbre 3D décrit ci-dessus. On suppose
également que les dimensions de I’arbre 2D évoluent avec un rapport d’homothétie A\2° a
partir d'un premier tube de dimension [; = 0.12m et d; = 0.018m. On a

R2D RQD R2D Z

i=1

)\2D z 17

4Laboratoire Nicolas Oresme, Université de Caen.
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124%P1;
&

I’arbre 3D, on pose

avec R = . Afin que I'arbre 2D reproduire la répartition des résistances de

)\ZD — ()\3D)%

Sous I'hypothése d'un écoulement de Stokes et grace a la loi de Poiseuille, si on applique
un méme gradient de pression au bout des deux arbres 2D et 3D, et afin d’avoir un méme
débit lors du passage d’un arbre 3D a son représentant 2D, il faut que

RZD — RSD.

Comme AP = (A3P)3 il suffit de se restreindre a I'égalité

2D 3D
Rl - Rl 5
ce qui est vérifié en posant
2D _ 32p°P
N 3’/Td1 ’

ott p3P =2 1075.
Finalement, la densité est calée de maniére a obtenir le nombre de Reynolds désiré.

6.3.2 Les paramétres

On considére les données suivantes
m : masse du piston, évaluée de maniére a correspondre a la masse des poumons.
x : correspond aux déplacements du piston par rapport a la position d’équilibre au
repos. x correspond a 'amplitude des mouvements du diaphragme et de la cage
thoracique.

k : constante de raideur. Ce paramétre correspond a I’ensemble des forces de rappel
qui interviennent lors d'une expiration non forcé pour ramener le diaphragme a sa
position au repos.

— S :aire du piston évaluée de maniére a correspondre a la surface sur laquelle s’exerce
la pression parenchymale, et telle que la quantité Sz, soit de I'ordre de grandeur
du volume d’air inspiré.
feaxt : terme de forcage extérieur qui correspond aux forces musculaires de la cage
thoracique et notament du diaphragme qui induisent l'inspiration.

On prend

m=04, S=0011, k=2, fur=0.1, p=410"3, p=50,

le choix de p correspond a un nombre de Reynolds de 500.

Le paramétre k est estimé indirectement comme suit, grace a 'argument énergétique
suivant : la variation de I'énergie entre deux instants t; et t, est égale au travail de la
force entre ces deux instants. On choisit ¢; et t5 le début et la fin d'une expiration, d’ou

E(t2)—E(t1)=/t2p5u:/t2pQ0:/t2RQ§:LW

t1 t1 t1 (t2 - tl) ’
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ou V est le volume d’air mis en jeu et o R est la résistance équivalente a tout l'arbre,
R = 1.8 10* d’apreés les données de Weibel (voir 'annexe A).

1
Par ailleurs E(ty) — E(t;) = —ka?

T~
5 " maa d’ou

2RV?
k= ————,
(tg — tl)[BQ

max

alors k ~ 2 Nm™L.
Tous les tests présentés dans ce chapitre ont été réalisés avec le maillage représenté dans
les figures 6.2 et 6.3.

6.3.3 Les tests

Cycle respiratoire : poumons sains et simulation d’asthme

Dans un premier temps on réalise un test numeérique avec les conditions initiales
x#0, ©=0et avec foy = 0. On représente le déplacement x en fonction du temps. On
observe sur la figure 6.4 que 1’on est dans un cas I’amortissement pur et que le piston laché
a partir d’une position initiale distincte de la position de repos retrouve, en 'abscence du
terme de forcage sa position au repos sous l'effet des forces de rappel élastiques avec un
temps de relaxation inférieur a 2s.

En partant des observasions faites sur ce premier test, on réalise un second test numérique
simulant un cycle respiratoire, en modifiant la forme du terme de forcage. Les conditions
initiales sont x = @ = 0. Le forcage f.,; est périodique de période 5s, en créneau, avec
une phase d’inspiration de 2s durant laquelle f.,; = 0.1 suivie d’une phase d’expiration
passive de 3s durant laquelle se terme est nul. On représente sur la figure 6.5 le déplace-
ment x en fonction du temps. En phase inspiratoire le piston s’écarte de sa position au
repos sous l'effet des forces musculaires et emmagasine de I'énergie cinétique au cours de
son déplacement, ainsi lorsqu’on annule le terme de forcage en phase expiratoire le piston
retrouve sa position au repos sous l'effets des forces de rappel élastiques.

Deux situations sont considérées : dans la situation I , les 8 sous arbres issus des I';, i =
1, ..., 8, sont identiques, et chaque sous arbre est symétrique, c’est a dire que les résis-
tances sont les mémes dans chaque génération. L.a seconde situation est une perturbation
de la premiére : I'une des résistances du sous arbre issu de I's (voir figure 6.7) est multi-
pliée par 10%, ce qui correspond & une bronche dont le diamétre est divisé par un facteur
10 et donc dont la lumiére est quasiment obstruée.” Comme prévu, 'augmentation de la

5Chez les personnes tabagiques, le tabac paralyse les cils respiratoires causant d’une part une diminu-
tion de I’épuration de I’air entrant et d’autre part une stagnation du mucus, & ’origine d’une augmentation
des résistances a ’écoulement de 1’air.
La mucovisidose est une maladie génétique, caractérisée par une mutation & l'origine d’un déséquilibre
hydro-ionique qui fait que le mucus secrété est trop visqueux, entrainant chez les enfants de grandes
difficultés respiratoires suite a 'augmentation des résistances a I’écoulement a l'air.
Les difficultés respiratoires dues & 'augmentation des résistances sont bien illustrées au cours d’une
crise d’asthme o1l trois mécanismes interférent : le bronchospasme, dii & la contraction des muscles lisses
des bronches et entrainant une diminution de leurs diamétres, 'accumulation des mucus secondaire &
la secrétion de fagon accrue par les cellules mucipares, et 'oedéme de la paroi bronchique résultant de
phénomeénes inflammatoires. Le débit aérien est alors profondément altéré.
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F1G. 6.2 — Maillage de la partie supérieure del’arbre
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6.3. Tests numériques
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Chapitre 6. Discrétisation en temps et tests numériques
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FiG. 6.4 — Cas sans terme de forgage

résistance conduit a une réduction de 'amplitude de ventilation. On représente dans la
figure 6.6 les débits a travers les 8 sorties & un instant donné de la phase inspiratoire. La
ligne continue horizontale correspond & la situation I : tous les débits sont identiques. La
fonction en escalier correspond a la situation I : on peut vérifier que le débit global est
réduit dans la situation perturbée, que le débit a travers toutes les sections a augmenté
excepté a travers la sortie 5, ou il est remarquablement moins important. Noter que la
perturbation affecte d’'une maniére significative la sortie 6, et affecte moins la sortie 4.
Ceci est di au fait que les sorties 5 et 6 sont deux sorties voisines, alors que 5 et 4 ne le
sont pas. Voir également la figure 6.8 pour le champ de pression dans le cas de la situation
IT.

Expiration forcée

[’expiration forcée est utilisée en spirométrie pour apprécier les volumes d’air mobilisés
et aider a distinguer les pathologies obstructives qui se traduisent par un rétrécissement
du calibre des bronches qui freine le passages de I'air, tels que la bronchite chronique et
I’emphyséme, et les pathologies restrictives qui se traduisent par une diminution de la
capacité pulmonaire, telles que la fibrose ou la destruction du tissu pulomonaire due par
exemple a des séquelles de tuberculose. Dans ce contexte notre modéle peut simuler une
expiration forcée, en modifiant lors de la phase expiratoire passive le terme de forcage
fext €n créneau, en choisissant une valeur constante négative pour ce terme lors des 3s
d’expiration au lieu de I'annuler. Ainsi, I’expiration rendue active fait intervenir les forces
musculaires et notament le diaphragme pour chasser I'air. On représente sur la figure 6.9
le débit au niveau de la trachée en fonction du temps dans le cas d'une respiration normale
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F1G. 6.5 — Simulation d’un cycle respiratoire
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Fi1G. 6.6 Comparaison des débits
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Fi1G. 6.7 — Perturbation des résistances

Fi1G. 6.8 Champs de pression dans la situation II
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6.3. Tests numériques

ol 'expiration est passive et dans le cas d’une inspiration normale suivie d’une expiration
forcée ; comme prévu, on observe dans ce cas une augmentation du débit pendant la phase

d’expiration forcée.
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Fi1G. 6.9 Expiration forcée

Prise en compte des effets inertiels

Le test numérique réalisé dans cette section permet de mettre en évidence les diffé-
rences des natures de ’écoulement entre les parties proximale et distale de 'arbre bron-
chique et notamment la présence des effets inertiels dans la partie supérieure de 'arbre,
et de souligner la non symétrie des phénoménes inspiratoire et expiratoire. La géométrie
considérée est une bifurcation 2D en forme de Y ou le diamétre de la bronche meére est
noté dy tandis que les deux bronches filles ont un méme diamétre d;, et on suppose que
les diamétres évoluent avec un rapport d’homothétie h

dl - hdo

Deux catégories de tests bidimentionnels sont réalisées pour deux géométries différentes,
suivant la valeur du rapport d’homothétie h des générations et ceci par rapport a la valeur
critique h = 0.5 solution de dy = 2hd,.

Le raisonnement analogue en 3D se ferait autour de la valeur du rapport d’homothétie
h = 0.7 solution de Sy = 2h%S,, o Sy, S; sont dans ce cas les surfaces des sections
d’entrée et de sortie respectivement, avec S; = 2h%S;. En effet, pour un arbre bronchique
humain, et d’aprés le modéle de Weibel (voir 'annexe A), la valeur h = 0.67, moyenne
des rapports d’homothétie des quatre premiéres générations de I’arbre, est représentative
de la partie proximale de I'arbre ou il y a présence d’effets inertiels et qui est le siége
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des simulations directes des équations de Navier-Stokes, tandis que h = 0.85 représente
la partie distale de I'arbre [39].

Pour les deux géométries, I'angle de la bifurcations entre les deux bronches filles est droit
et le rapport longueur/diamétre d’une bronche est de 3 [39].

Comme on dispose des données géométriques sur les bifurcations on peut calculer leurs
résistance équivalente globale comme détaillé dans le chapitre 3, on note R cette réistance.
Par ailleurs, on résout dans les géométries représentées dans la figure 6.10 les équations
de Navier-Stokes avec conditions d’entrée et de sorties libres, aussi bien en inspiration
b

qu’en expiration. On désigne par )y le débit au niveau de la bronche mére et par Vp le
gradient de pression appliqué de part et d’autre de la bifurcation. On fait varier le nombre
de Reynolds et on représente dans la figure 6.11 I’évolution du rapport

en fonction du Log du nombre de Reynolds.

Pour les bas nombres de Reynolds on observe que le rapport est proche de 1. Cette
différence s’explique par la singularité géométrique concernant les zones de jonction des
bifurcations qui n’ont pas été prises en compte lors du calcul de la résistance globale
équivalente R. Pour les nombres de Reynolds élevés la valeur du rapport augmente en
raison de la présence des effets inertiels qui s’ajoutent a la singularité géométrique. Dans
ce cas on observe également une différence entre 'inspiration et 'expiration suivant que
h < 0.5 ou h > 0.5. En effet, dans le cas h < 0.5 le rapport est plus important en
inspiration qu’en expiration, et ceci s’explique par le fait que dans ce cas la section cumulée
diminue d'une génération a une autre et donc en inspiration I’écoulement passe par un
rétrécissement qui oppose une résistance a l’écoulement alors qu’en expiration il passe
par un élargissement et la résistance a I’écoulement est moins importante. Le cas h >
0.5 correspond a une bifurcation ol la section cumulée augmente et le rapport est plus
important en expiration qu’en inspiration (voir la figure 6.12 pour une représentation
schématique).

6.4 Conclusion

Dans le modéle que nous proposons le comportement élastique du poumon est décrit
par un seul degré de liberté. Toutefois, son principal intérét est la condition aux limites
dissipatives qui réduit les simulations directes des équations de Navier-Stokes aux pre-
miéres générations de I’arbre bronchique tout en tenant compte d’une maniére intégrée
de I’écoulement dans le reste de ’arbre. De plus, ce modéle présente un large éventail de
paramétres de controle tels que m, k, S, fo.: et les résistances R; dont la modification
permet la simulation de pathologies telles que I'asthme ou I'’emphyséme. Finalement, des
tests numériques dans une géométrie tridimensionnelles basée sur imagerie médicale est
la perspective de travaux futurs.
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6.4. Conclusion
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F1G. 6.10 Maillages
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(c¢) h > 0.5 : inspiration (d) A > 0.5 : expiration

F1G. 6.12 — Représentation schématique de ’écoulement dans la bifurcation en fonction
du rapport d’homothétie h et de la ventilation
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Annexe A

Le modéle de Weibel
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Anneze A. Le modéle de Weibel
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Génération | Nombre de branches | Diamétre (mm) | Longueur (mm) | Surface de la section totale
des voies aériennes (cm?)

0 1 18 12.0 2.54

1 2 12.2 4.76 2.33

2 4 8.3 1.90 2.13

3 8 5.6 0.76 2.00

4 16 4.5 1.27 2.48

5} 32 3.5 1.07 3.11

6 64 2.8 0.90 3.96

7 128 2.3 0.76 5.10

8 256 1.86 0.64 6.95

9 912 1.54 0.54 9.56

10 1024 1.30 0.46 13.4

11 2048 1.09 0.39 19.6

12 4096 0.95 0.33 28.8

13 8192 0.82 0.27 44.5

14 16384 0.74 0.16 69.4

15 32768 0.50 0.133 117.0

16 65536 0.49 0.112 225.0

17 131072 0.40 0.093 300.0

18 262144 0.38 0.083 543.0

19 524288 0.36 0.070 978.0

20 1048576 0.34 0.070 1743.0

21 2097152 0.31 0.070 2733.0

22 4194304 0.29 0.067 5070.0

23 8388608 0.25 0.075 7530.0

TAB. A.1 - Données de Weibel |54|
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Annexe B

LL’écoulement de Poiseuille
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B.1. FEcoulement de Poiseuille

B.1 Ecoulement de Poiseuille

[’écoulement dans un tube de section circulaire est trés fréquemment utilisé pour
I’acheminement des fluides, depuis les tuyaux de chauffage central, les réseaux de dis-
tribution d’eau, jusqu’aux vaisseaux sanguins. Dans notre cas, cet écoulement est par-
ticulierement adapté dans la partie distale de I'arbre bronchique, partie destinée a étre
condensée et dont le comportement sera synthétisé via la condition aux limites dissipa-
tive. Rappelons, comme précisé plus haut, que dans cette région de 'arbre qui s’étend a
partir d’environ la 6°™€ génération, le flux y circulant peut-étre considéré comme non-
inertiel. Sous ces hypothéses de régime lent, dans des conduits de petits diamétres, il est
possible d’obtenir simplement le profil de vitesse et le champ de pression comme solutions
explicites des équations de Stokes.

B.1.1 Ecoulement de Poiseuille tridimensionnel

On s’intéresse a I’écoulement d’un fluide visqueux incompressible, en I’absence de forces
de masse, a travers un cylindre |0, L[xS, o S est une section circulaire de rayon r. On
vérifiera qu’il existe une solution telle que la pression est constante dans chaque section
du tube, et la vitesse est invariante par translation le long de la direction génératrice du
cylindre (c’est a dire I'axe = dans notre cas, voir figure B.1).

Fig. B.1 Le domaine

On considére le systéme de Stokes

—puAu+Vp = 0 dans |0, L[xS,
V-u = 0 dans |0, L[xS,
u = 0 sur]0, L[x0S.

En prenant en compte l'expression de u sous la forme u = u,e, + uye, + u.e,, on
e, = (1,0,0),e = (0,1,0)et, e, = (0, 0, 1), et 'hypothése suivant laquelle
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Ju

— = 0, puisqu’on cherche une solution invariante suivant z, le systéme se réécrit

ox

(

\

—
—u(

—pu(

J%u,
oy?
0*u,
0y?
0%u,
Oy?

0%u,
022 )
0*u,
022 )
0%u,
022 )
du,
dy

Jp
ox
Jp
Ay
dp
9z

ou,
0z

u

= 0 dans |0, L[xS5,

= 0 dans]0, L[xS,
= 0 dans |0, L[xS5,
= 0 dans |0, L[xS5,
= 0 sur]0, L[x0OS.

(B.1)

Sous I'hypothése d’une solution suffisamment réguliére, en dérivant par rapport a x la
deuxiéme et troisiéme équation de (B.1) on obtient

0*p

pr— /t p—
Oyox Oe 0z0x

82
P _

Comme u, ne dépend pas de z, il s’en suit qu’il existe une constante a € R telle que

Ainsi,

Si on désigne par F, la pression en x = 0 et par P, celle en x = L, on obtient

op

— =aet —pu(

ozx

Py, z) = PRy et a=

p=az+ Py, 2).

—( — 1)
L

et donc 'expression explicite du champ de pression est

(R -P)

Le systéme (B.1) se raméne a présent a
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v, O*u,

_:U’( 2 2 )
dy 0z
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—a  dans |0, L[xS,

0 dans |0, L[xS,
0 dans |0, L[xS,

0 dans |0, L[xS,

0 sur |0, L[x0S.

(B.2)
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Compte tenu de 'unicité de la solution d’'un tel systéme [13], on a u, = u, = 0, et le
systéme se réduit a résoudre

(82u$ N 82u$) dans
— = — n
o T o2 “ “ (B.3)

u, = 0 sur Ow ,

oll w est une section du cylindre.
Encore une fois, grace a 'argument d’unicité de la solution d’un tel systéme, I'unique
solution de (B.3) s’écrit

u, —

S )

Précisons que tous ces passages restent vrais si la section S était un domaine bidimension-
nel de forme quelconque, excepté le dernier, ou la solution explicite de (B.3) est donnée
dans le cas d’une section circulaire.

En conclusion, on a

(Py — Py)r? (y* + 2%) —(Py — P1)
UZT 1_T exetp:ijLPo.

Ainsi, la vitesse est invariante par translation le long de I’axe du cylindre et que la pression
est constante dans chaque section du tube. Observons également qu’il s’agit d’un profil
de vitesse parabolique qui atteint sa vitesse maximale au centre du tube.

On s’intéresse a présent a 'expression du débit qu’on désigne par (). 1l s’agit du volume
de fluide traversant une section transverse par unité de volume, d’ou

0 - // S Pl (1——2)dsd9

B mﬂ%_ﬂ)
Ce résultat, souvent appelé loi de Poiseuille, montre que le débit est proportionnel au
gradient de pression et inversement preportionnel & la viscosité dynamique du fluide. A
noter également la forte dépendance par rapport au diamétre du tube. Cette dépendance
en puissance quatriéme du diamétre est une conséquence du profil parabolique de vitesse
qui est lui méme une conséquence de la condition de non glissement sur la paroi du tube.

On désigne par résistance
SulL

R="7.

r

B.1.2 Ecoulement de Poiseuille bidimensionnel

On s’intéresse a present au cas bidimensionnel et ceci en vue des tests numériques
bidimensionnels qui vont étre réalisés avec FreeFem-++-. Plus précisément, on considére
un domaine |0, L[x] —r, r[, dans lequel circule un fluide visqueux incompressible en
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abscence de forces de masse. D’une maniére analogue a celle développée pour I’écoulement
de Poiseuille tridimensionnel, on peut exprimer explicitement les champs de vitesse et de
pression, solutions des équations de Stokes

2

s 2pU
ll(.fE7 y):UO(l_T_Q)exetp(xa y):_ S

r2

x (B.4)

ou Uy est la vitesse maximale du fluide en entrée. On en déduit également une formule
qui relie le débit @, la viscosité u, la longueur du domaine et le saut de pression entre

r 211 82
Q = / Uo(l——Q) dsdd
o Jo r

I'entrée et la sortie

4
= —rU
370
qui, grace a la relation (B.4) s’écrit également
273
=—(F — PA).
Q= r(h=P)
On désigne par résistance
o 3uL

o3
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Nous présentons ici les différentes versions du lemme de Gronwall qui sont utilisées
dans ce travail.

Lemme C.1. Soient ¢(t) une fonction réguliére positive définie pour tout ¢ > 0 et a # 0.
On suppose que

¢'(t) < ap(t) +0,
alors on a
8(1) < 9(0) explta) + ~ (exp(ta) — 1)

En effet, en s’inspirant de la résolution de 'équation différentielle ¢/(¢) = ap(t) + b,
on multiplie I'inégalité par exp(—at) et on déduit que

d

7 (0(t) exp(—at)) < bexp(—at).

d’ou en intégrant t
oty exp(—at) = 9(0) <b [ exp(-as).
0
et finalement ;
9(t) < ¢(0) exp(ta) + = (exp(ta) — 1).

Soulignons que pour cette version différentielle du lemme de Gronwall le signe de a est
quelconque, tandis que sous sa forme intégrale que nous énongons ci-dessous, intervient
I’hypothése a > 0.

Lemme C.2. Soient ¢(t) une fonction réguliére positive définie pour tout ¢ > 0 et a une
fonction a valeurs positives. On suppose que

o(t) < c(t) + / (al5)(s)) .

alors on a
olt) < clt) + / ¢(s)a(s) exp / a(r).

[’idée de la preuve consiste a considérer

On a alors grace a l'inégalité initiale et a I’hypothése a > 0
V() = a(t)p(t) < a(t)(c(t) +v(t)).
Ainsi, v(t) satisfait une inéquation différentielle avec v(0) = 0, on en déduit que
t s
o) <elt)+ [ cls)ats)expl [ alr).
0 0

ce qui achéve la démonstartion.
Enoncons également une variante du lemme de Gronwall dont une preuve se trouve dans [3]
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Lemme C.3. Soient a € RT et g € L*(]0,T) tels que g > 0. Si z(¢) est continue de [0, T]]
dans RY et vérifie

2(t) <a+ 2/Otg(s)\/z(s)ds vt € (0,17,
alors .
2(t) < (\/5+/0 g(s)ds)* vt € [0, 7).

Finalement, énongons ce résultat sur les inéquations différentielles (voir |31])

Lemme C.4. Soient ¢(t), 1(t) et f(t) des fonctions réguliéres positives définies pour
tout ¢ > 0. On note ¢(0) = ¢g et on suppose

&'(t) + () < g(ot)) + f(t) pourt >0

ol g est une fonction positive, continue lipschitz, définie pour ¢ > 0. Alors on a

P(t) < F(t, ¢o) pourte [0, T(¢o)|

ot F'(., ¢p) est la solution du probléeme F'(t) = g(F(t))+ f(t), F(0) > ¢o, et [0, T'(¢o)|
est le plus grand intervalle sur lequel elle peut étre prolongée.
De plus, si g est croissante, alors

t

0 () dr < F(t, o)
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Modélisation mathématique et numérique du poumon

humain
Résumé

Nous proposons un modeéle mathématique intégré du poumon dont 'approche glo-
bale repose sur une modélisation multibloc. En effet, on décompose en trois niveaux
I’arbre bronchique qui s’étend sur vingt quatre générations de bronches allant de la tra-
chée aux alvéoles. Au premier niveau (les six premiéres générations), a lieu un écoulement
de Navier-Stokes, qui est simulé directement. Au deuxiéme niveau (de la génération sept
a la génération dix sept), les flux a travers les bronches sont régis par la loi de Poiseuille.
La linéarité de cette loi nous permet de condenser cette partie de I'arbre et de proposer
des conditions aux bords dissipatives adaptées a la similation de la ventilation et permet-
tant d’éviter le maillage de cette partie géométriquement complexe. Le dernier niveau du
modele, prend en compte la partie distale de 'arbre qui est la zone alvéolaire. Elle est
composée des acini, qui agissent comme un ensemble de petites pompes et dont l'effet
macroscopique est le moteur méme de la respiration. A ce niveau, on propose les déplace-
ments d’un piston comme modéle simplifié des mouvements du diaphragme pulmonaire.
Dans un premier temps, on se place dans le cadre particulier des équations de Stokes et on
s'intéresse au couplage des deux premiers compartiments, dont la validité est illustrée par
des tests numériques. On explique également le calcul de la résistance globale équivalente
qui intervient dans le calcul de la condition aux limites qui remplace la zone condensée.
L’étude est ensuite généralisée au cas des équations de Navier-Stokes. La difficulté réside
dans le controle du flux d’énergie cinétique, on introduit alors une classe de conditions
aux limites, qu'on désigne par dissipatives essentielles, pour lesquelles la trace du champ
de vitesse sur les sections d’entrée et de sorties vit dans un espace de dimension fini, et
pour lesquelles on prouve des résultats d’existence de solutions faibles locales en temps
pour donnée quelconques et globales en temps pour données petites. Pour le cas de condi-
tions dites dissipatives naturelles, c’est a dire sans contrainte sur la trace du champ de
vitesse, on a existence de solutions faibles locales en temps pour donnée petites et globales
en temps pour données plus petites, mais seulement en dimension deux. Cependant, on
prouve pour ces conditions aux limites, que pour une classe de solutions plus réguliéres
on a l'existence d’une unique solution locale en temps ainsi que I'existence d’une solution
globale en temps pour données petites.

Pour le couplage global, incluant le piston, on prouve l'existence de solutions faibles lo-
cales en temps pour des données quelconques en ce qui concerne les conditions aux limites
dissipatives essentielles, tandis que pour les conditions dissipatives naturelles, on obtient
I’existence de solutions locales en temps pour données petites et toujours seulement en
dimension deux.

Finalement, on propose une discrétisation en temps du probléme global et on établit un
bilan énergétique a 1’ordre 1 pour le probléme régulier en espace et discrétisé en temps.
Nous présentons ainsi plusieurs simulations numériques bi-dimensionnelles correspondants
aussi bien a un poumon sain que pathologique et notamment asthmatique.



Mathematical and numerical modelling of the humain

lung
Abstract

The aim of this thesis is to give a multi-compartment model of the human lung. We
propose a decomposition of the respiratory tree into three stages : a proximal part, the
trachea and the first generations of bronchial tubes (around the fifth or the sixth one).
In this part, we make direct simulations of the Navier-Stokes equations. A medium part,
corresponding to the complex geometrical part of the bronchial tree. This part is a network
of tubes of low diameters and the flow is linear, viscous and incompressible, described by
the Stokes equations and regulated by the pressure gradient between the inlets and the
outlets. This makes it possible to condense this part and to replace it by an equivalent
single tube. The last compartment corresponds to the alveolar part and we model the
diaphragm action by a spring displacement.

We make direct simulations of Navier-Stokes equations in the upper part and condense the
last two parts in a new boundary condition, so this multi-compartment approach avoids
to mesh the complex geometrical part of the tree.

First of all, we study the coupling of the two first compartments in the particular case of
Stokes equations, we explain how to give a condensed equivalent to the medium part and
make numerical simulations to validate this coupling.

Then, we generalize the study to the Navier-Stokes equations. The main difficulty is to
control the kinetic energy flux; we introduce particular boundary conditions, dissipative
essential conditions, and prove the existence of weak solutions, locally in time for large
data, and globally in time for small enough data. In the context of natural boundary
conditions, the existence of locally in time solutions for small data, and globally in time
solutions for smaller data, are proved, but in the two-dimensional case only. However, if
we handle with a more regular class of solutions, we prove the existence and uniqueness
of a weak solution locally in time for large data, and the existence globally in time for
small data.

For the global model incluging the spring we prove the existence of weak solutions, locally
in time for large data in the case of essential boundary conditions, while we prove the
existence of weak solutions, locally in time for small data in the two-dimensial case for
the natural boundary conditions.

Finally, we give a time discretization of the globally coupled model and prove that the
discrete energy balance is of order one. We present some two-dimensional simulations for
both a healthy and an ill lung (asthma).



