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R�esum�eCette th�ese omporte trois parties : �etude du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau,sh�ema adjoint de Boltzmann sur r�eseau pour l'identi�ation de param�etres etonstrution d'une ouhe parfaitement absorbante pour e sh�ema. La premi�erepartie introduit et analyse la m�ethode. La deuxi�eme partie d�erit une approhevariationnelle pour l'assimilation de param�etres relatifs �a la m�ethode du gaz deBoltzmann sur r�eseau. Une m�ethode adjointe disr�ete en temps est d�evelopp�ee.L'algorithme est d'abord test�e sur un �eoulement de type Poiseuille lin�eaire(probl�eme de Stokes), puis il est appliqu�e �a un probl�eme non lin�eaire. Des r�esultatsenourageants sont obtenus pour un et deux param�etres inonnus. Finalement latroisi�eme partie d�erit une adaptation des ouhes absorbantes de B�erenger. Ilen r�esulte un mod�ele d'automate de Boltzmann �a neuf vitesses disr�etes. Uneanalyse des ondes r�e�ehies est ensuite r�ealis�ee entre deux milieux de Boltzmann�a une dimension, e qui permet d'obtenir un �equivalent des formules de Fresnelpour les sh�emas de Boltzmann et de proposer des modi�ations du sh�ema �al'interfae pour annuler les ondes r�e�ehies. En deux dimensions, la même ana-lyse d'ondes r�e�ehies met en �evidene l'apparition de modes de Knudsen et desondes transverses qui rendent l'analyse omplexe.Mots-lef : Boltzmann sur r�eseau, LBE, stabilit�e de sh�ema num�erique, probl�emeinverse, ouhe parfaitement adapt�ee de B�erenger, PML, mode de Knudsen, dioptreaoustique, formule de Fresnel, Fresnel disret.
AbstratThis thesis is omposed of three parts. Firstly a study of Lattie Boltzmannsheme (LBE) is performed. Then Adjoint Lattie Boltzmann sheme (ALBE) isintrodued for parameters identi�ation. Finally a new Lattie Boltzmann sheme(BRB) is proposed to modelise B�erenger's Perfetly Mathed Layer (PML) me-thod. The �rst part introdues and analyzes the LBE method. The seond partdesribes a variational approah for parameters identi�ation adapted to LBE. Atime disrete adjoint method is developed. At �rst the ALBE method is appliedto Stokes' problem and then to a nonlinear problem. Good results have beenobtained in the ases of one or tow unknown parameters. Finally the third part7



desribes an adaptation of PML for LBE. The LB sheme is obtained with 9 dis-retes veloities. An analysis of reeted waves between two one dimensional LBmedia is performed. It provides us an equivalent for the Fresnel formula for LBEinterfae. That gives us same ideas to modify the LB sheme at the interfae tovanish reeted waves. In the two dimensional ase, the same analysis of reetedwaves shows the existene of Knudsen modes and transverse waves, whih makethe analysis more diÆult.Keywords : Lattie Boltzmann equation, LBE, CFD, stability analysis of LBE,inverse problem, parameters identi�ation, perfetly mathed layer, B�erenger,PML, aousti interfae, Knudsen mode, Fresnel equation, disrete Fresnel equa-tion.



IntrodutionCette th�ese se plae dans le adre de l'analyse et du d�eveloppement de lam�ethode num�erique dite �equation de Boltzmann sur r�eseau. Cette m�ethode re-pose sur un algorithme qui simule l'�equation de Boltzmann de fa�on simple dontnous �etablissons formellement que le omportement �a grande �ehelle est elui d'unuide visqueux satisfaisant les �equations aux d�eriv�ees partielles de Navier-Stokes.Cette approhe qui d�erit le omportement mirosopique du uide se arat�erisepar un nombre important de degr�es de libert�e, dont la dynamique mod�elise unertain nombre de termes de l'�equation marosopique aux d�eriv�ees partielles.Nous notons que ette m�ethode se arat�erise par une grande simpliit�e de miseen �uvre et un tr�es large domaine d'appliations omme l'a�erodynamique (avepar exemple le logiiel ommerial PowerFlow [LLM02℄ de la soi�et�e Exa), la ther-mique [ELR90℄, les �eoulements dans les milieux poreux [PLM06℄, les �eoulementsdiphasiques [HCZ99℄, . . .De plus, s'il est relativement faile de pr�edire les pro-pri�et�es d'un mod�ele de Boltzmann sur r�eseau donn�e, il est en revanhe plus diÆ-ile de proposer un mod�ele ayant des propri�et�es marosopiques donn�ees.Dans e travail, nous avons herh�e �a enrihir la m�ethode de Boltzmann surr�eseau dans deux diretions voisines mais distintes. D'une part, nous avons uti-lis�e la m�ethode du ontrôle optimal (pas enore utilis�ee par ette ommunaut�e)a�n d'assimiler des param�etres du sh�ema, en l'ourrene eux auxquels est li�eela visosit�e du uide. D'autre part nous avons herh�e �a adapter au adre dush�ema de Boltzmann sur r�eseau les algorithmes de type \milieu absorbant" quipermettent de limiter les domaines non born�es.Dans le hapitre 1 apr�es une br�eve introdution historique de la m�ethode del'�equation de Boltzmann sur r�eseau, nous analysons les as mono et bidimension-nel. Nous traitons en d�etail les �equations �equivalentes marosopiques et nousdisutons la stabilit�e num�erique de la m�ethode.Nous exposons dans le hapitre 2, une approhe variationnelle pour l'assimi-lation de param�etres relatifs �a la m�ethode du gaz de Boltzmann sur r�eseau. Nousy d�eveloppons une m�ethode adjointe disr�ete (dite \Adjoint Lattie BoltzmannEquation" ALBE ) en temps qui utilise expliitement la double �etape algorith-mique du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau : l'�etape d'advetion et l'�etape deollision. Pour ela nous testons d'abord l'algorithme ALBE sur un �eoulementde type Poiseuille lin�eaire (probl�eme de Stokes), puis nous l'appliquons �a unprobl�eme non lin�eaire. i



Apr�es un bref rappel au hapitre 3 sur les m�ethodes de ouhe parfaitementabsorbante, nous rappelons la d�e�nition de la m�ethode de B�erenger qui onsiste�a entourer le domaine physique (d'int�erêt) par une ouhe absorbante (PML).Dans ette ouhe absorbante, les �equations sont modi��ees a�n d'assurer d'unepart une transmission totale des ondes inidentes et d'autre part leur totale ab-sorption.Dans le hapitre 4 nous nous sommes appliqu�es �a adapter les ouhes ab-sorbantes de B�erenger pour les m�ethodes de Boltzmann sur r�eseau. Il en r�esulteun mod�ele d'automate de Boltzmann �a neuf vitesses disr�etes dit \sh�ema deBoltzmann sur R�eseau pour une ouhe de B�erenger" (BRB). Nous analysons end�etail quelques diÆult�es renontr�ees.Le hapitre 5 pr�esente une analyse des ondes r�e�ehies entre deux milieuxde Boltzmann �a une dimension puis �a deux dimensions. En une dimension etteanalyse nous a permis d'obtenir un �equivalent des formules de Fresnel pour lesh�ema de Boltzmann sur r�eseau et de proposer des modi�ations du sh�ema �al'interfae permettant d'annuler les ondes r�e�ehies. En deux dimensions, nousavons fait l'analyse des ondes r�e�ehies en se limitant �a une inidene normale.Nous avons pu mettre en �evidene l'apparition des modes de Knudsen qui om-plexi�ent l'analyse.Nous proposons en onlusion quelques pistes pour des travaux futurs.



Table des mati�eres
Introdution i1 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau 31 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3Automates ellulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5D�eveloppement g�en�eral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 Equation �equivalente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12Un mod�ele monodimensionnel �a trois vitesses D1Q3 . . . . . . . . 14Un mod�ele bidimensionnel �a neuf vitesses D2Q9 . . . . . . . . . . 174 D�eveloppement asymptotique de Chapman{Enskog . . . . . . . . 265 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema . . . . . . . . . . . 29Equation de dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29Etude num�erique de la stabilit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 436 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437 Exemple de l'�eoulement de Poiseuille en D2Q9 . . . . . . . . . . 472 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�a-tion 511 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512 Diret model for Lattie Boltzmann Equation . . . . . . . . . . . 52Advetion step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53Collision step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54Diret model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 553 Adjoint method for identifying parameters . . . . . . . . . . . . . 56General disrete theory for adjoint method . . . . . . . . . . . . . 56Adjoint Lattie Boltzmann Equation for linear ase . . . . . . . . 59ALBE algorithm for the nonlinear ase . . . . . . . . . . . . . . . 604 First numerial experiments for a Poiseuille ow . . . . . . . . . . 60Case of a one salar parameter problem . . . . . . . . . . . . . . . 60Case of two parameters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 625 ALBE method for a Navier-Stokes ow . . . . . . . . . . . . . . . 646 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 651



2 TABLE DES MATI�ERES3 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbantes 671 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 672 Conditions limites absorbantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 673 Couhes absorbantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 694 Mod�ele de B�erenger en aoustique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 705 Perte d'hyperboliit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 764 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger 791 Constrution du sh�ema au premier ordre . . . . . . . . . . . . . . 792 Propri�et�es de dissipation du milieu non absorbant . . . . . . . . . 883 Etude exp�erimentale de stabilit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 944 Absorption �a l'ordre z�ero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 965 Analyse d'une simulation d'interfae . . . . . . . . . . . . . . . . 102Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB . . . . . . . . . 102Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 de visosit�eroissante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 ave un termed'absorption d'ordre z�ero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1096 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1155 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiques 1171 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1172 Etude monodimensionnelle ontinue . . . . . . . . . . . . . . . . . 1173 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3 . . . . . . . . . . . 1194 Vers l'annulation de l'onde r�e�ehie . . . . . . . . . . . . . . . . . 126Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1275 Interfae num�erique entre deux milieux D2Q9 . . . . . . . . . . . 128Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128Interfae entre deux domaines D2Q9 . . . . . . . . . . . . . . . . 128Analyse du probl�eme de l'interfae . . . . . . . . . . . . . . . . . 132Comparaison entre les r�esultats th�eoriques et les r�esultats num�eriques1336 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137Conlusion g�en�erale et perspetives 139Bibliographie 140R�esum�e 147



Chapitre 1Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau
1 IntrodutionLes probl�emes en m�eanique des uides et plus g�en�eralement la r�esolution des�equations aux d�eriv�ees partielles, nous am�enent �a utiliser des m�ethodes diretesde r�esolution (di��erenes �nies [RM67℄, �el�ements �nis [Pi88℄, . . .). Cela onsiste �afaire une disr�etisation spatiale et temporelle des �equations marosopiques (Eu-ler, Navier-Stokes, . . .). Une approhe di��erente repose sur la simulation direte,au niveau \mirosopique" de l'�evolution des \partiules" dont est onstitu�e leuide. Cette m�ethode s'est d�evelopp�ee depuis les ann�ees 60 surtout dans l'espritd'obtenir des informations tr�es d�etaill�ees sur la dynamique loale des uides etde ontribuer �a la ompr�ehension des �equations d'�etat et des oeÆients de trans-port. Des versions simpli��ees de ette approhe mirosopique ont �et�e d�evelopp�eespour �etudier les �eoulements dans les gaz rar�e��es (i. e. hypersonique des orpsde rentr�ee). D'autres types de simpli�ations ont �et�e propos�es pour permettre lasimulation d'�eoulements de uides visqueux, en partiulier la m�ethode dite del'�equation de Boltzmann sur r�eseau �a laquelle nous nous sommes int�eress�e.L'�etude statistique des uides a onduit Boltzmann en 1872 �a proposer une�equation int�egro-di��erentielle de la th�eorie in�etique qui d�erit l'�evolution d'ungaz peu dense hors �equilibre. La d�edution des �equations marosopiques (om-portement �a grande �ehelle du mod�ele) �a partir de l'�equation de Boltzmann aommen�e en 1912 par les travaux de Hilbert [Ce88℄. Ensuite Chapman et Ens-kog ont trouv�e une m�ethode dite de \Chapman-Enskog"[CC70℄ pour obtenir les�equations d'Euler et Navier-Stokes.Vu la omplexit�e de l'�equation de Boltzmann, Broadwell a propos�e en 1964[Br64℄ de la simpli�er en prenant un espae de vitesse disret et �ni (mod�ele �asix vitesses et mod�ele �a huit vitesses). Ensuite Gatignol en 1970 [Ga75℄ a �etudi�eles �equations g�en�erales qui onernent les mod�eles �a vitesses disr�etes. Au oursdes ann�ee 80, une forte ativit�e s'est d�evelopp�ee autour de es mod�eles �a vi-tesses disr�etes et de l'existene de solutions globales de l'�equation de Boltzmanndisr�ete. En e�et Cabannes [Ca77, Ca78℄ a obtenu des solutions globales en th�eoriein�etique disr�ete. Ensuite Cornille [Co87℄ a obtenu des solutions analytiques pour3



4 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseaule mod�ele de Broadwell �a six vitesses [Br64℄. Cabannes et al. [CT94℄ ont obtenudes solutions exates pour des mod�eles �a vitesses disr�etes de modules di��erents.On ite aussi les travaux de Bony [Bo87, Bo87℄ sur l'existene de solutions enune dimension des mod�eles de Broadwell et de Tartar [Ta76, Ta80℄ sur l'existenede solution globale pour es mêmes mod�eles ave une donn�ee initiale born�ee.Ensuite Cabannes [Ca80, Ca91℄ a d�evelopp�e es r�esultats pour des mod�eles plusg�en�eraux. Pour une �etude plus ompl�ete de es m�ethodes �a vitesses disr�etes onpeut onsulter le ours de Cabannes et al. [CGL03℄On ite aussi la lasse des m�ethodes DSMC (Diret Simulation Monte Carlo),dues �a Bird [Bi76℄ et Nanbu [Na83℄. Ces m�ethodes ont pour but la r�esolution del'�equation de Boltzmann. Vu le grand nombre de variables dans ette �equation,les m�ethodes DSMC reposent sur les pro�edures de Monte Carlo pour aluler leterme de ollision dans l'�equation de Boltzmann. Les m�ethodes DSMC sont dondes m�ethodes partiulaires al�eatoires [Pe94℄ pour la r�esolution des �equations deBoltzmann.En 1973, apparaissent les automates ellulaires, les gaz bool�eens sur r�eseaupropos�es par Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP73℄. En e�et dans ette m�ethodel'espae, le temps, les vitesses et le nombre de partiules pr�esentes �a un instantdonn�e en un point donn�e sont disrets. Cela dans le but de disposer d'un simu-lateur le plus simple possible �a programmer sur ordinateur, pour mod�eliser les�eoulements uides.Automates ellulairesLe mod�ele Hardy, de Pazzis et Pomeau [HPP73℄ est un automate bidimensionnel.Il onsiste �a disr�etiser l'espae par un r�eseau arr�e de pas �x = 1. On assoie�a haque lien (i.e. arête) du r�eseau une quantit�e qui prend la valeur 1 s'il y aune partiule ou 0 sinon. L'�evolution en un pas de temps unit�e (i.e. �t = 1) sed�eompose de la mani�ere suivante :� Collision : Cette �etape est loale et implique uniquement les liens qui arriventau même n�ud. Parmi les on�gurations possibles se trouve la ollision frontalede deux partiules qui peuvent subir une variation de �=2 de la diretion de leurvitesse.� Advetion : Les partiules pr�esentes en haque lien sont transport�ees vers lesquatre plus prohes voisins selon leurs vitesses respetives, qui sont donn�ees parj = f1 = (1; 0); 2 = (0; 1); 3 = (�1; 0); 4 = (0;�1)g. On note que les mou-vements sont synhronis�es de sorte qu'apr�es advetion toutes les partiules sontexatement sur les sites (n�uds) du r�eseau.L'equation d'�evolution du sh�ema s'�erit alors :nj(xi + j; t+ 1) = nj(xi; t) + Cj(nk); (1.1)o�u nj(xi; t) est le nombre de partiules de vitesse j au n�ud xi au temps t etnj 2 f0; 1g. Les indies j, k d�esignent le num�ero de la vitesse disr�ete, j; k 2f1; 2; 3; 4g. Le terme Cj mod�elise l'op�erateur de ollision.



2 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau 5Cet automate n'est pas adapt�e pour simuler des �eoulements de uide, en e�etla disr�etisation spatiale n'autorise pas une isotropie hydrodynamique �a grande�ehelle. De plus il y a des quantit�es non physiques qui sont onserv�ees �a l'�ehellemarosopique lors de l'�evolution de et automate.En 1985 Frish, Hasslaher et Pomeau [FHP86℄ ont propos�e un nouveau maillagede l'espae utilisant un r�eseau hexagonal pour obtenir l'isotropie du mod�ele. Al'aide du d�eveloppement asymptotique de Chapman-Enskog [CC70℄ sur l'�equation(1:1) on obtient les �equations marosopiques de Navier-Stokes. En partiulier ona ave le mod�ele FHP [FHP86, Wo86, FdH87℄ �a basse vitesse :�(�u)�t +r:[g(�)�uu℄ = �rP + ��(�u) + �rr:(�u): (1.2)Dans e mod�ele on note la rihesse des as possibles de l'�etape de ollision, et lefait de hoisir de mani�ere al�eatoire la on�guration apr�es ollision pour la mêmeon�guration avant ollision.Les automates sur r�eseau sont limit�es par les d�efauts suivants :{ Bruit intrins�eque dû �a la large utuation relative des nombres de partiulesnj (prendre des moyennes d'ensemble �a partir de di��erentes on�gurationsinitiales n'est pas possible pour les situations o�u les e�ets non lin�eairesjouent un rôle){ Le non respet de l'invariane Galil�eenne, qui se traduit par g(�) 6= 1 dansl'�equation marosopique (1:2).{ La pr�esene dans la pression P d'une ontribution non-physique en u2.{ Il existe des quantit�es parasites non-physiques qui sont onserv�ees : elles-ipeuvent a�eter le omportement �a grande �ehelle du mod�ele.2 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauHistoriquement le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau est obtenu �a partir des auto-mates ellulaires. En e�et Ma Namara et Zanetti [MZ88℄ ont propos�e de rempla-er dans l'�equation (1:1) les variables bool�eennes nj par leur moyenne fj et d'ob-tenir une formulation fond�ee sur l'�equation de Boltzmann ave omme �equationd'�evolution :fj(xi + j; t+ 1) = fj(xi; t) + Cj(f)(x; t); ave 0 � j � b;La variable de base est fj qui est la moyenne spatiale de l'anienne variabledisr�ete nj e�etu�ee sur un nombre de n�uds donn�e. Cette grandeur fj estontinue, prend ses valeurs dans le segment [0; 1℄ et peut s'interpr�eter ommeune distribution, ou probabilit�e de pr�esene de partiules. On note ii la diÆ-ult�e d'exprimer l'op�erateur de ollision Cj surtout lorsque le nombre de vitessesdisr�etes est important (espae de dimension trois). Pour simpli�er le sh�emaon peut introduire l'op�erateur de ollision lin�earis�e autour d'un �etat d'�equilibref eqj [HJ89, HSB89℄. Ainsi le sh�ema de Boltzmann est simpli��e et l'op�erateur deollision s'�erit sous la forme matriielle suivante :Cj(f) = bXk=0 Sj;k(fk � f eqk ):



6 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauMod�ele �a un seul temps de relaxation : On peut enore simpli�er le sh�emade Boltzmann sur r�eseau en utilisant l'approximation de Bhatnagar-Gross-Krook[BGK54℄ not�ee souvent (\BGK"), qui onsiste �a avoir un seul temps de relaxation� . Ainsi l'op�erateur de ollision dans les mod�eles BGK [CCM92, QdHL92℄ s'�eritsous la forme : Cj(f) = �1� �fj � f eqj � :On remarque ii que le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau est enti�erement d�etermin�e�a partir des f eqj , de l'op�erateur de ollision et de l'ensemble des vitesses j.Mod�ele �a plusieurs temps de relaxation ou le mod�ele d'Humi�eres : Qian,d'Humi�eres et Lallemand [QdHL92℄ et par ailleur Sui et al.[BSV92℄ proposentune loi de distribution polynomiale en vitesse pour la distribution d'�equilibref eqj et un op�erateur de relaxation Sj;k diagonal. Pour d�erire l'op�erateur de ol-lision d'Humi�eres [dH92℄ propose de onstruire un espae de moments qui sontdes ombinaisons lin�eaires des fj. Le hoix naturel des moments est de prendreles moyennes des puissanes suessives des omposantes de la vitesse, ommeil est pratiqu�e en m�eanique statistique [HCB54℄. Ainsi la ollision n'est autreque la relaxation des di��erents moments. Grâe �a l'interpr�etation physique desmoments, leur param�etre de relaxation sera diretement li�e aux di��erents oef-�ients de transport hydrodynamique. Ce m�eanisme permet alors de ontrôlerind�ependamment haque moment �a travers son param�etre de relaxation. De plusl'op�erateur de ollision sera diagonal. On remarque que si on prend le même pa-ram�etre de relaxation pour tous les moments on retrouve le mod�ele BGK. Onnote que les m�ethodes de relaxation ont �egalement �et�e d�evelopp�ees dans un autreontexte par Coquel-Perthame [CP98℄, Coquel et al. [CGP01℄ et Berthon [Be05℄.Apr�es ette br�eve introdution de l'origine du sh�ema Boltzmann sur r�eseau, onnote que ette m�ethode a des liens direts ou indirets ave d'autres th�eories :{ L'�equation lassique de Boltzmann [HL97℄.{ Les mod�eles de Broadwell [Br64, Ga75℄.{ R�eemment la m�ethode des volumes �nis [DL08℄D�eveloppement g�en�eralOn va d�e�nir ii le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau[Du07℄ (�a plusieurs tempsde relaxation) de la fa�on la plus g�en�erale. En partiulier en gardant un pas dedisr�etisation d'espae �x et de temps �t quelonque. Alors qu'ils sont �g�es �a lavaleur unit�e (i.e. �x = �t = 1) dans les traitements usuels des physiiens.NotationsSoit 
 un domaine born�e de Rd (i.e. d dimension de l'espae) et L un maillager�egulier de pas �x > 0. On note L0 = fxi 2 (�xZ)d; 1 � i � Kg l'ensemble desK sommets ou sites (�el�ements g�eom�etriques de dimension z�ero) et L1 l'ensembledes arêtes (�el�ements g�eom�etriques de dimension un) qui joignent les �el�ements deL0.Soit x 2 L0 on d�e�nit l'ensemble Vx des voisins du sommet x. On a alors :



2 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau 7Vx = fyj 2 L0; yj = x + ej�x ; 0 � j � Jg, o�u J est le nombre de sommetsvoisins direts de x, ej sont des veteurs donn�es de Rd .On suppose que le nombre de voisins J est �ni et ind�ependant du sommet x. Ainsipour tout sommet x 2 L0, on a pour tout j 2 f1; 2; : : : ; Jg, x+ ej�x = yj 2 L0.On suppose aussi qu'on a des propri�et�es de sym�etrie entrale par rapport ausommet x : e0 = 08j 2 f1; 2; : : : ; Jg; 9 �(j) 2 f1; 2; : : : ; Jg ; e�(j) = �ej:On ite ii quelques exemples de r�eseau r�egulier :� Le mod�ele D1Q3 mod�ele monodimensionnel �a 3 vitesses disr�etes (i.e. J=2).Les veteurs ej sont donn�es par : e0 = (0; 0); e1 = (1; 0); e2 = (�1; 0), (voir Fig.1).
2 10

∆xFig. 1.1 { R�eseau du mod�ele D1Q3� Le mod�ele D2Q9 mod�ele bidimensionnel �a 9 vitesses disr�etes (i.e. J = 8). Lesveteurs ej sont donn�es par (voir Fig. 1.2) :e0 = (0; 0);e1;3; e2;4 = (�1; 0); (0;�1);e5;6;7;8 = (�1;�1): (1.3)
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∆xFig. 1.2 { R�eseau du mod�ele D2Q9� Le mod�ele D3Q19 [dHGM02℄ tridimensionnel �a 19 vitesses disr�etes (i.e. J =



8 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau18). Les veteurs j sont donn�es par (voir Fig. 1.3) :0 = (0; 0; 0);1;2; 3;4; 5;6 = (�1; 0; 0); (0;�1; 0); (0; 0;�1);7;:::;10; 11;:::;14; 15;:::;18 = (�1;�1; 0); (0;�1;�1); (�1; 0;�1):

Fig. 1.3 { R�eseau du mod�ele D3Q19Soit �t > 0 un pas de temps �xe. On d�e�nit une �ehelle de vitesse :� � �x�t : (1.4)On introduit alors les vitesses disr�etes d�e�nies par :vj = �ej; 0 � j � J:Ainsi si x est un n�ud du r�eseau, alors le point x+�t vj est un n�ud du r�eseau :x 2 L0 =) x +�t vj 2 L0; 8j = 1; 2; : : : ; J:On note que l'ensemble Vx des voisins du n�ud x ontient J + 1 voisins : Les Jvoisins direts assoi�es aux vitesses vj, 1 � j � J et le n�ud x lui même assoi�e�a la vitesse disr�ete nulle v0.Le sh�ema de Boltzmann sur r�eseauLe sh�ema de Boltzmann sur r�eseau d�erit la distribution de partiules fj(xi; t)en xi de vitesse vj �a l'instant t. En haque n�ud du r�eseau on dispose de J + 1distributions fj. L'�evolution du milieu en un pas de temps �t, se ompose de



2 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau 9deux �etapes fondamentales : (1) Advetion : transport des partiules vers lesJ + 1 voisins, (2) Collision : redistribution des fj dans haque n�ud. Ces deux�etapes sont d�erites par l'�equation suivante :fj(xi + vj�t; t+�t) = fj(xi; t) + 
j(f)(xi; t): (1.5)Soit xi 2 L0 un n�ud du r�eseau, on a alors la d�e�nition naturelle de la masse �,l'impulsion q et l'�energie in�etique e :�(xi; t) = JXj=0 fj(xi; t) (1.6)q�(xi; t) � �(xi; t)u�(xi; t) = JXj=0 v�j fj(xi; t); 1 � � � d; (1.7)e(xi; t) = 12 JXj=0 jvjj2fj(xi; t); (1.8)o�u v�j sont les omposantes art�esiennes des vitesses disr�etes du r�eseau. On in-troduit l'espae vetoriel V � RJ+1 engendr�e par les veteurs ej; 0 � j � J .Etape de ollisionCette �etape mod�elise le terme Id + 
 dans l'�equation (1:5), elle est loale enespae. Il est ommode de d�erire ette �etape dans l'espae des moments [dH92℄.On introduit les moments mk omme �etant des ombinaisons lin�eaires des fj,soit : mk = JXj=0 Mk;j fj; 0 � k � J; (1.9)o�u (Mk;j)0�k;j�J est une matrie dans MJ(R). On distingue alors deux types demoments :� Les moments onserv�es : Le hoix du nombre des moments onserv�es vad�eterminer le nombre d'�equations hydrodynamiques. Pour mod�eliser les �eoule-ments uides o�u on a d+1 �equations salaires marosopiques (l'�equation salairede onservation de masse et l'�equation vetorielle de onservation de vitesse), on abesoin de d+1 moments onserv�es. On introduit les variables onserv�es la masse� et l'impulsion q. Ainsi on a��(xi; t) = �(xi; t)q�� (xi; t) = q�(xi; t); 8 � = 1; 2; : : : ; d;o�u l'indie � d�esigne les quantit�es apr�es ollision.Remarque 1 Ave d + 1 moments onserv�es, on n'a pas d'�equation maroso-pique pour l'�energie, qui n'est pas onserv�ee. On parle alors de mod�ele ather-mique. Si on ajoute la onservation de l'�energie, on devra utiliser d+2 momentsonserv�es et on obtiendra d+2 �equations marosopiques (e. g. mod�ele ave e�ets



10 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauthermiques [dH92℄). Dans le as du probl�eme d'advetion-di�usion d'une quantit�esalaire (e.g. �equation de la haleur), o�u on a une seule �equation marosopique,on a seulement un salaire � qui est onserv�e au ours de l'�etape de ollision.On d�e�nit le veteur W ompos�e par les moments onserv�es :W (x; t) = (�(x; t); q1(x; t); : : : ; qd(x; t)): (1.10)Pour 0 � k � d, on prend les mk identiques aux moments onserv�es :m0 � �; m� � q�; 1 � � � d:Ainsi les d+ 1 lignes de la matrie M = (Mk;j)0�k;j�J sont �x�ees :M0;j = 1; M�;j = v�j ; 0 � j � J; 1 � � � d: (1.11)� Les moments non-onserv�es : On suppose que les moments non-onserv�esrelaxent lin�eairement vers leur valeur d'�equilibre :ddt(mk �meqk ) + 1�k (mk �meqk ) = 0; d+ 1 � k � J;o�u �k et meqk sont respetivement le temps de relaxation et la valeur d'�equilibredu moment mk. Les moments �a l'�equilibre meqk ; d+ 1 � k � J sont fontions desmoments onserv�es : meqk � 	k(W ); d+ 1 � k � J: (1.12)Pour les moments onserv�es (i.e. k � d), on a :meqk � mk; 0 � k � d: (1.13)En utilisant le sh�ema d'Euler expliite pour l'�evolution des mk par ollision, ontrouve : m�k(x; t) = (1� sk)mk(x; t) + skmeqk ; d+ 1 � k � J; (1.14)o�u sk � �t�k est le rapport entre le pas de temps �t et le temps de relaxation�k. On remarque ii qu'on a la ondition naturelle de stabilit�e du sh�ema d'Eulerexpliite [St86℄ : 0 � �t � 2�k:On suppose alors que les taux de relaxation v�eri�ent :0 < sk � 2; d+ 1 � k � J:On hoisit les moments mk, sous la ontrainte que la matrie M = (Mk;j)0�k;j�Jest inversible. Ainsi on d�e�nit l'espae des moments M en bijetion ave l'espaeV. M : V ! Mf = (f0; f1; : : : ; fJ) 7! M(f) =M:f = m = (m0; m1; : : : ; mJ);(1.15)



2 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau 11Pour une valeur donn�ee des moments mk, on peut aluler la distribution forrespondante : fj = JXk=0(M�1)j;kmk; 0 � j � J;o�u (M�1j;k )0�j;k�J �M�1 est la matrie inverse de la matrie M .Pour une distribution donn�ee f , on alule les f � apr�es ollision de la mani�eresuivante : On passe �a l'espae des moments M :mk = JXj=0(M)k;jfj;ensuite on applique (1:14), et �nalement on revient �a l'espae des V :f �j = JXk=0(M�1)j;km�k; 0 � j � J;On d�e�nit l'op�erateur de ollision par :C : V ! Vf = (f0; f1; : : : ; fJ) 7! C(f) = M�1:C (M:f) ;o�u l'op�erateur C est d�e�ni dans l'espae M �a valeur dans M par les expressions(1:14), (1:12) et (1:13).Etape d'advetionCette �etape d�erit le d�eplaement des partiules de vitesse vj du n�ud xi 2 L0vers le j�eme voisin xi + vj�t 2 L0. La densit�e fj(xi + vj�t; t+�t) est �egale �a ladensit�e ollisionn�ee f �j (xi; t) du n�ud xi au temps t :fj(xi + vj�t; t +�t) = f �j (xi; t); 0 � j � J: (1.16)On peut interpr�eter le sh�ema de transport (1:16) omme un sh�ema d�eentr�eamont pour l'�equation d'advetion :�f�t + vjf = 0; 0 � j � J;ave un nombre de Courant-Friedrihs-Lewy �egal �a l'unit�e. Il est lassique[St86℄de voir que ette �etape est exate.Soit Vf � VK l'espae vetoriel R(J+1)�K , on d�e�nit alors l'op�erateur A d'adve-tion : A : Vf ! VfF 7! A(F); (1.17)ave F = (fj(xi; t))T(0�j�J;1�i�K) qui est un veteur de Vf et A(F) = (fj(xi +vj�t; t))T(0�j�J;1�i�K).



12 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauRemarque 2 On ne pr�eise pas pour l'instant les onditions limites au bord dumaillage.Nous allons utiliser l'�eriture suivante du sh�ema :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � J; (1.18)qui d�eoule de (1:16) et du hangement de variable exi = xi + vj�t.3 Equation �equivalenteLes r�esultats de ette partie sont essentiellement dans les ontributions [Du07,Du08℄. Le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau est enti�erement d�e�ni par les relations(1:18) (1:14), (1:12), (1:9) et le veteur des moments onserv�es W . On disposealors d'un grand nombre de param�etres : la g�eom�etrie du maillage r�egulier L0 depas d'espae �x, le pas de temps �t, la matrie des moments M , le nombre desmoments onserv�es, les taux sk et les fontions d'�equilibre 	k.On suppose pour la suite que le uide est en �evolution isotherme et qu'on a uneloi de pression lin�eaire en � , 'est-�a-dire une lin�earisation de la pression autourd'une densit�e de r�ef�erene :p� p0 = 20(�� �0) + O((�� �0)2);o�u 0 est la vitesse du son. De plus on prend dans e qui suit une densit�e der�ef�erene �egale �a l'unit�e i. e. �0 � 1.Pour la suite on �xe le maillage L0 (en partiulier les veteurs ej), la matrie desmoments M , les param�etres sk et les fontions 	k. On suppose que le rapport �d�e�ni par (1:4) est onstant. Ainsi le sh�ema de Boltzmann (1:18) d�epend seule-ment du pas du temps �t.On d�erive alors formellement les �equations aux d�eriv�ees partielles assoi�ees aush�ema de Boltzmann sur r�eseau, en utilisant la m�ethode de l'�equation �equivalente[LP74, WH74℄. Cette approhe est bas�ee sur le d�eveloppement de Taylor en fon-tion de la variable r�eelle �t en supposant que les fontions fj sont assez r�eguli�eres.On a alors les d�eveloppements asymptotiques suivants :Proposition 1 D�eveloppement �a l'ordre z�ero.Pour un sh�ema de Boltzmann sur r�eseau d�e�ni par (1:18) et �t petit on a :fj = f eqj +O(�t); 0 � j � J;f �j = f eqj +O(�t); 0 � j � J;ave f eqj =PJk=0(M�1)j;kmeqk et meqk = 	k(W ).On introduit le tenseur d'ordre deux :F �� � JXj=0 v�j v�j f eqj ; 1 � �; � � d: (1.19)Pour all�eger la notation, on pose �t � ��t , �� � ��x� et ��� � ��x�x� . On fait led�eveloppement jusqu'�a l'ordre un en �t, on obtient :



3 Equation �equivalente 13Proposition 2 Equations d'Euler.Dans le sh�ema de Boltzmann (1:18), les moments onserv�es v�eri�ent �a l'ordreun en �t, les �equations de la onservation de la masse et de l'impulsion :�t�+ �=dX�=1 ��q� = O(�t); (1.20)�tq� + �=dX�=1 ��F �� = O(�t); 1 � � � d: (1.21)Le d�eveloppement �a l'ordre un en �t pour les moments non-onserv�es nous donnele lemme suivant :Lemme 3.1 D�eveloppement des moments non-onserv�es.On introduit le d�efaut de onservation �k :�k = �tmeqk + j=JXj=0 Mk;jv�j ��f eqj = j=JXj=0 Mk;j(�tf eqj + v�j ��f eqj ) (1.22)On a alors les propri�et�es suivantes :mk = meqk � �tsk �k +O(�t2); k � d+ 1; (1.23)m�k = meqk � � 1sk � 1��t�k +O(�t2); k � d+ 1: (1.24)On introduit le tenseur :���k � j=JXj=0 v�j v�j �M�1�jk ; 1 � �; � � d; 0 � k � J; (1.25)On d�eveloppe maintenant �a l'ordre deux en �t le sh�ema (1:18). En utilisant lelemme pr�e�edent 3.1, on a :Proposition 3 Equation de Navier-Stokes.Le sh�ema de Boltzmann (1:18) v�eri�e �a l'ordre deux en �t les �equations sui-vantes : �t�+ �=dX�=1 ��q� = O(�t2); (1.26)�tq� + �=dX�=1 ��  F �� ��t Xd�d+1� 1sk � 12����k �k! = O(�t2); (1.27)o�u les �k sont les d�efauts de onservation (1:22).



14 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauConlusionsLa proposition 3 montre que le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau r�esout les�equations de type Navier-Stokes et que ette m�ethode est d'ordre deux. Dansl'�equation (1:27) on a des oeÆients de transport �k proportionnels �a �t� 1sk � 12�.A l'aide de la m�ethode de l'�equation �equivalente on retrouve les mêmes �equationsmarosopiques qu'en utilisant la m�ethode asymptotique de Chapman-Enskog[CC70, dH92℄.Un mod�ele monodimensionnel �a trois vitesses D1Q3On va d�etailler le as partiulier du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau o�u d = 1 etJ = 2.G�eom�etrieLe r�eseau du mod�ele monodimensionnel (i.e d = 1) �a trois vitesses, appel�e D1Q3dans la ommunaut�e du Boltzmann sur r�eseau, est la disr�etisation d'une droitepar un pas r�egulier �x > 0 : L0 = (�xZ):Les sites voisins d'un n�ud donn�e x 2 L0 sont d'une part x lui-même et d'autrepart les deux sites voisins direts �a droite et �a gauhe de x :y0(x) = x; y1(x) = x +�x e1; et y2(x) = x +�x e2:ave e0 = 0, e1 = 1 et e2 = �1 (voir Fig.1:1).La donn�ee d'un pas de temps �t permet de d�e�nir une �ehelle de vitesse :� = �x�t :Au point xi 2 L0 et �a l'instant t = n�t (n 2 N), on a trois densit�es f0(xi; t); f1(xi; t)et f2(xi; t) assoi�ees respetivement aux vitesses v0 = 0, v1 = �x�t e1 = � etv2 = �x�t e2 = ��. L'algorithme onsiste �a aluler les fj(x; t + �t); 8x 2L0; 0 � j � 2, en fontion des fj(x; t). Au ours du pas du temps �t, l'al-gorithme se ompose des deux �etapes : la ollision et l'advetion.� Etape de ollision : ette �etape loale en espae est d�erite dans l'espae desmoments par (1:14). On a deux moments onserv�es : la masse m0 = � d�e�nie par(1:6) et l'impulsion m1 = q d�e�nie par (1:7) :� = f0 + f1 + f2; (1.28)q = �f1 � �f2; (1.29)d'o�u W = (�; q). On a besoin de d�e�nir un troisi�eme moment m2 non-onserv�e(hors �equilibre). Il est naturel d'introduire l'�energie in�etique m2 = e d�e�nie par1:8 : e = �22 f1 + �22 f2: (1.30)



3 Equation �equivalente 15L'�evolution de l'�energie est donn�ee par (1:14) :e� = e+ se(eeq � e)ave eeq = 	2(W ) et se � s2.On remarque que les expressions des moments (1:28), (1:29) et (1:30), d�eter-minent la matrie M : M = 0B� 1 1 10 � ��0 �22 �22 1CA (1.31)Ainsi on a une transformation de l'espae V = R3 des f vers l'espae des momentsM : m =M:f; ave m = (�; q; e)t et f = (f0; f1; f2)t:Dans le as partiulier o�u la fontion 	2(W ) = 	2(�; q) = ��22 � [Du07℄, ave unsalaire � (i.e. eeq = ��22 �), l'op�erateur de ollision C est lin�eaire :C : V ! Vf 7! f � = M�1CMf; (1.32)o�u M�1 est la matrie inverse de M donn�ee par :
M�1 = 0BBBBBBBB�

1 0 � 2�20 12� 1�20 � 12� 1�2
1CCCCCCCCA (1.33)

et la matrie C est donn�ee par :0B� 1 0 00 1 0��22 se 0 1� se 1CA (1.34)� Etape d'advetion :fj(xi; t+�t) = fj(xi � vj�t; t); 0 � j � 2:C'est une �etape de transport ave les trois vitesses disr�etes vi 2 f0; �;��g.L'algorithme D1Q3 qui est la ompos�ee de es deux �etapes s'�erit :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 2: (1.35)



16 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauEquations marosopiquesOn onsid�ere dans ette partie le as partiulier lin�eaire o�u 	2(W ) = ��22 �.Proposition 4 Equations �a l'ordre 1 (D1Q3).Au premier ordre, la densit�e et l'impulsion sont solutions du syst�eme suivant :8>>><>>>: ���t + �q�x = O(�t);�q�t + �2����x = O(�t):On d�e�nit la vitesse du son 2s = �2�.Preuve: R�esultats direts du d�eveloppement g�en�eral (1:20) et (1:21). �Proposition 5 Equations de l'aoustique �a l'ordre 2 (D1Q3).A l'ordre 2, la densit�e et l'impulsion sont solutions des �equations de l'aoustiquedi�usive : 8>>><>>>: ���t + �q�x = O(�t2);�q�t + 2s ���x � ��x(1� �)(1s � 12)�2q�x2 = O(�t2):On introduit la visosit�e de volume � = ��x(1� �)(1s � 12).Preuve: Le d�eveloppement (1:26) nous donne l'�equation de la onservation dela masse. D'apr�es la formule (1:27) ave d = 1 et J = 2 on a :�tqx + 2s�x� = �t�1s � 12��xx2 �x�2 +O(�t2): (1.36)Or �xx2 = 2Xj=0 vxj vxj (M�1)j2 = �2 1�2 + (��)2 1�2 = 2et�2 = �teeq + 2Xj=0 M2j vxj �xf jeq = �teeq + �22 ��xf eq1 + �22 (��)�xf eq2 = �teeq + �22 �xq:On remplae alors �2 et �xx2 dans (1:36) par leurs valeurs, on obtient :�tqx + 2s�x� = �t�1s � 12� 2(�xteeq + �22 �xxq) + O(�t2)= �t�1s � 12� 2(�22 ��xt�+ �22 �xxq) + O(�t2)= �t�1s � 12��2(���xxq + �xxq) + O(�t2)= �t�1s � 12� (1� �)�xxq +O(�t2):



3 Equation �equivalente 17�Un mod�ele bidimensionnel �a neuf vitesses D2Q9On va onsid�erer le as partiulier du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau o�u d = 2et J = 8 (i.e. mod�ele �a 9 disr�etes), appel�e D2Q9 [dH92℄.G�eom�etrieL'espae est disr�etis�e par un maillage arr�e de pas r�egulier �x > 0 (voir Fig.1:4) : L0 = f(�xZ)� (�xZ)g:Dans le mod�ele D2Q9, les veteurs ej; 0 � j � 8 sont donn�es par (voir Fig. 1.2) :
Fig. 1.4 { Maillage du mod�ele D2Q9e0 = (0; 0);e1;3; e2;4 = (�1; 0); (0;�1);e5;6;7;8 = (�1;�1): (1.37)Les sites voisins d'un n�ud donn�e x 2 L0, sont les n�uds yj = x + �xej ; 0 �j � 8, (i.e le n�ud x = y0 lui-même ou les 8 voisins direts yj; 0 < j � 8 dun�ud x).Soit �t > 0 le pas de temps �xe, on d�e�nit alors l'�ehelle de vitesse :� � �x�t ;on a ainsi les 9 vitesses disr�etes vj � �ej; 0 � j � 8.Les moments onserv�es (i.e. �a l'�equilibre) :On a trois moments onserv�es � � m0 (la masse), qx � m1 (l'impulsion suivant x)et qy � m2 (l'impulsion suivant y), i.e.W = (�; qx; qy). En utilisant les expressions(1:9) et (1:11), on a : m0 = JXj=0 fj;m� = JXj=0 �e�j fj; 1 � j � 2;



18 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauo�u les e�j sont les omposantes art�esiennes des veteurs ej. On a don :qx � m1 = �(f1 � f3 + f5 � f6 � f7 + f8);qy � m2 = �(f2 � f4 + f5 + f6 � f7 � f8):Les moments non-onserv�es :Le hoix naturel des moments est de prendre les moyennes des puissanes sues-sives des omposantes de la vitesse :L'�energie in�etique : � = 12 8Xj=0 jvjj2fj;Le arr�e de l'�energie in�etique : � = 8Xj=0 12 �jvjj2�2 fj;Flux d'�energie in�etique : ' = 8Xj=0 12 jvjj2vjfj;Moments tensoriels d'ordre deux : F 11 � F 22 et F 12;o�u F �� =P8j=0 v�j v�j fj; 1 � �; � � 2.Pour que la matrie M de passage de l'espae V vers l'espae M des moments,soit orthogonale, on va onstruire les moments suivants [LL00, Du07℄ qui serontli�es �a la liste pr�e�edente de moments, par le pro�ed�e de Gram-Shmidt. On noteii qu'on hoisit les moments mk; k � 3 homog�enes �a fj pour avoir des quantit�esfailes �a manipuler alg�ebriquement.Moment assoi�e �a l'�energie in�etique :m3 = 6�2 �� 4�= �4f0 � (f1 + f2 + f3 + f4) + 2(f5 + f6 + f7 + f8) (1.38)Moment assoi�e au arr�e de l'�energie in�etique :m4 = 18�4�� 10�� 72m3= 4f0 � 2(f1 + f2 + f3 + f4) + (f5 + f6 + f7 + f8) (1.39)Moments d'ordre trois assoi�es aux ux d'�energie in�etique ' :m5 = 6�3'1 � 5 q1�= �2f1 + 2f3 + f5 � f6 � f7 + f8 (1.40)m6 = 6�3'2 � 5 q2�= �2f2 + 2f4 + f5 + f6 � f7 � f8; (1.41)o�u '�; 1 � � � 2 sont les omposantes art�esiennes du ux d'�energie in�etique'. Moments tensoriels d'ordre deux :m7 = 1�2 (F 11 � F 22)= f1 � f2 + f3 � f4 (1.42)



3 Equation �equivalente 19m8 = 1�2F 12= f5 � f6 + f7 � f8 (1.43)Ainsi la matrie M est enti�erement d�etermin�ee �a partir des relations (1:38),(1:39),(1:40),(1:41),(1:42) et (1:43). On d�e�nit alors la transformation :M : V ! Mf = (f0; f1; : : : ; f8) 7! M(f) = M:f = m = (m0; m1; : : : ; m8);(1.44)ave M donn�ee par :
M =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 10 � 0 �� 0 � �� �� �0 0 � 0 �� � � �� ���4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 1 �1 1 �1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA : (1.45)
L'inverse de la matrie M (1:45), s'�erit :

M�1 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

19 0 0 �436 436 0 0 0 019 16� 0 �136 �236 �212 0 14 019 0 16� �136 �236 0 �212 �14 019 �16� 0 �136 �236 212 0 14 019 0 �16� �136 �236 0 212 �14 019 16� 16� 236 136 112 112 0 1419 �16� 16� 236 136 �112 112 0 �1419 �16� �16� 236 136 �112 �112 0 1419 16� �16� 236 136 112 �112 0 �14

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
: (1.46)

Remarque 3 On peut onstruire les moments mk tels que la matrie M soitorthonorm�ee [dH92℄.



20 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauOn sait que l'�etape de ollision se traduit par une relaxation des moments non-onserv�es : m�k = (1� sk)mk + skmeqk ; 3 � k � 8;ave sk = �t�k et meqk = 	k(W ). Le hoix des fontions 	k va d�eterminer les�equations marosopiques �equivalentes et elui des sk va r�egler les termes di�usifsdu sh�ema.On hoisit alors les 	k, tels que le mod�ele soit invariant par rapport au groupede sym�etrie de l'ensemble des vitesses vj et on se restreint au as o�u es fontions	k; 3 � k � 8 sont des fontions polynômiales :	3(W ) � meq3 = �3�+ 3�2 (q2x + q2y); (1.47)	4(W ) � meq4 = �4�+ 4�2 (q2x + q2y); (1.48)	5(W ) � meq5 = 1� qx; (1.49)	6(W ) � meq6 = 2� qy; (1.50)	7(W ) � meq7 = 7�2 (q2x � q2y); (1.51)	8(W ) � meq8 = 8�2 qxqy: (1.52)Remarque 4 Pour que le hoix des 	3 soit sym�etrique, il faudrait prendre 1 =2 dans (1:49) et (1:50). On a gard�e un �eriture plus g�en�erale ar on fera plusloin un mod�ele anisotrope.Remarque 5 Le hoix des 	k; k � 3 d�eoule de l'approximation polynômiale desdi��erentes moyennes ontinues des puissanes suessives de la vitesse lorsquela distribution ontinue f(v) est une gaussienne. D'o�u le hoix de meqk qui estl'approximation polynômiale de la Gaussienne disr�ete.Distribution d'�equilibreSoit f eqj ; 0 � j � 8 la distribution d'�equilibre thermodynamique. On introduit lesfontions Gj; 0 � j � 8 telles que :Gj(W ) = f eqj ;o�u W est le veteur des variables onserv�ees introduit en (1:10).Proposition 6 Distribution d'�equilibre.Le hoix des moments d'�equilibre meqk ; 3 � k � 8 donn�es par les expressions(1:47), (1:48), (1:49), (1:50), (1:51) et (1:52) d�etermine la distribution d'�equilibreGj :G0(W ) = 1 + �4 � �39 �� 3 � 49�2 (q2x + q2y)G1(W ) = 4� �3 � 2�436 � + 1� 16� qx � 24 + 3 � 9736�2 q2x � 24 + 3 + 9736�2 q2y



3 Equation �equivalente 21G2(W ) = 4� �3 � 2�436 � + 1� 26� qy � 24 + 3 + 9736�2 q2x � 24 + 3 � 9736�2 q2yG3(W ) = 4� �3 � 2�436 �� 1� 16� qx � 24 + 3 � 9736�2 q2x � 24 + 3 + 9736�2 q2yG4(W ) = 4� �3 � 2�436 �� 1� 26� qy � 24 + 3 + 9736�2 q2x � 24 + 3 � 9736�2 q2yG5(W ) = 4 + 2�3 + �436 � + 2 + 112� qx + 2 + 212� qy + 23 + 436�2 (q2x + q2y) + 84�2 qxqyG6(W ) = 4 + 2�3 + �436 �� 2 + 112� qx + 2 + 212� qy + 23 + 436�2 (q2x + q2y)� 84�2 qxqyG7(W ) = 4 + 2�3 + �436 �� 2 + 112� qx � 2 + 212� qy + 23 + 436�2 (q2x + q2y) + 84�2 qxqyG8(W ) = 4 + 2�3 + �436 � + 2 + 112� qx � 2 + 212� qy + 23 + 436�2 (q2x + q2y)� 84�2 qxqyPreuve: Pour retrouver les distributions d'�equilibre il suÆt de aluler Gj(W ) =P8k=0Mj;kmeqk , ave les meqk donn�es par les expressions (1:47), (1:48), (1:49),(1:50), (1:51) et (1:52). �Remarque 6 Tous les termes non lin�eaires dans les Gk(W ) sont divis�es par ladensit�e de r�ef�erene �0 = 1.Equation marosopiqueLa tehnique de l'�equation �equivalente (voir paragraphe 3) nous donne les �equationsmarosopiques �a l'ordre un et deux en �t.Proposition 7 Equations �equivalentes du mod�ele D2Q9 �a l'ordre un.La densit�e � et l'impulsion q v�eri�ent les �equations suivantes �a l'ordre un en �t :�t� + �xqx + �yqy = O(�t);�tqx + �2�4 + �36 � �x�++ 3 + 376 �xq2x + 3 � 376 �xq2y + 8�y(qxqy) = O(�t);�tqy + �2�4 + �36 � �y� ++ 8�x(qxqy) + 3 � 376 �yq2x + 3 + 376 �yq2y = O(�t);o�u �3, 3, 7 et 8 sont d�e�nis en (1:47), (1:51) et (1:52).Preuve: L'�equation de la onservation de la masse d�eoule de l'�equation (1:20).L'�equation (1:21) nous donne :�tq� + �=dX�=1 ��F �� = O(�t); 1 � � � 2;



22 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauor F �� =Pj=8j=0 v�j v�j f eqj . Il suÆt alors de aluler F xx, F xy, F yx et F yy. On utilisela relation de l'�energie in�etique � = 12(F xx + F yy) ainsi que les relations (1:38),(1:42) et (1:43) des moments m3, m7 et m8, on trouve :F xx = �26 (4�+meq3 + 3meq7 ) ;F xy = F yx = meq8 ;F yy = �26 (4�+meq3 � 3meq7 ) :Finalement on remplae meq3 ; meq7 et meq8 par leur valeur donn�ee respetivementpar (1:47), (1:51) et (1:52). �Proposition 8 Equations �equivalentes du mod�ele D2Q9 �a l'ordre deux.La densit�e � et l'impulsion q v�eri�ent les �equations suivantes �a l'ordre deux en�t : �t� + �xqx + �yqy = O(�t2); (1.53)�tqx + �2�4 + �36 � �x� + 3 + 376 �xq2x + 3 � 376 �xq2y + 8�y(qxqy) == �t� 1s3 � 12� �26 �(1 + 1 � �3) �2xqx + (1 + 2 � �3) �xyqy�++ �t� 1s7 � 12� �22 �1� 13 �2xqx � 1� 23 �xyqy�++ �t� 1s8 � 12��2�2 + 13 �yxqy + 2 + 23 �2yqx� +O(�t2); (1.54)�tqy + �2�4 + �36 � �y�+ 8�x(qxqy) + 3 � 376 �yq2x + 3 + 376 �yq2y == �t� 1s3 � 12� �26 �(1 + 1 � �3) �yxqx + (1 + 2 � �3) �2yqy�++ �t� 1s7 � 12� �22 ��1� 13 �yxqx + 1� 23 �2yqy�++ �t� 1s8 � 12��2�2 + 13 �2xqy + 2 + 23 �xyqx� +O(�t2); (1.55)o�u �3, 3, 1, 2, 7 et 8 sont d�e�nis en (1:47), (1:49), (1:50), (1:51) et (1:52).Preuve: L'�equation de la onservation de la masse est le r�esultat diret de(1:26). Pour retrouver les deux �equations de onservation d'impulsions, on uti-lise l'�equation (1:27), les r�esultats du d�eveloppement �a l'ordre un et on aluleles di��erents oeÆients ���k d�e�nis par (1:25) et les d�efauts de onservation �kdonn�es par (1:22). Ave la matrie M�1 donn�ee par l'expression (1:46), on a���k = 0 pour k = 4; 5; 6 et ���3 = �26 � 1 00 1 � ;



3 Equation �equivalente 23���7 = �22 � 1 00 �1 � ;���8 = �2� 0 11 0 � :On alule alors les d�efauts de onservation �k donn�es par l'expression (1:22) pourk = 3, k = 7 et k = 8 :�3 = �tmeq3 + �x (qx + �meq5 ) + �y (qy + �meq6 ) ;on remplae alors meq5 , meq6 par leur valeur (1:49), (1:50) et en ne gardant que lapartie lin�eaire de meq3 , on obtient :�3 = �3�t�+ (1 + 1) �xqx + (1 + 2) �yqy +O(jq2j);or d'apr�es l'�equation de onservation de la masse on sait que :�t� = ��xqx � �yqy +O(�t);on onlut alors :�3 = (1 + 1 � �3) �xqx + (1 + 2 � �3) �yqy +O(jq2j):Pour �7 d�e�ni par (1:22), on a :�7 = �tmeq7 + �x (�(f eq1 � f eq3 )) + �y (�(�f eq2 + f eq4 )) ;or (�(f eq1 � f eq3 )) = 1�13 qx d'apr�es l'expression de G1 et G2, de même on a(�(�f eq2 + f eq4 )) = �1�23 qy d'apr�es l'expression de G2 et G4. On a alors parlin�earisation : �7 = 1� 13 �xqx � 1� 23 �yqy +O(jq2j):Finalement pour le d�efaut de onservation �8 donn�e par (1:22), on a�8 = �tmeq8 + �x�23qy + �3meq6 � + �y �23qx + �3meq5 � ;on obtient alors en utilisant les valeurs de meq5 , meq6 donn�ees par les expressions(1:51), (1:52) et par lin�earisation :�8 = 2 + 23 �xqy + 2 + 13 �yqx +O(jq2j): �� L'�equation (1:53) montre qu'on a la onservation de la masse au moins �a l'ordredeux. Dans les �equations (1:54), (1:55) on distingue trois types de termes : leterme en �x� dans l'�equation (1:54) et le terme en �y� dans l'�equation (1:55) ontle même oeÆient �2�4 + �36 � qui d�etermine la vitesse du son. Ainsi le hoixdu param�etre �3 �xe la vitesse du son s � �q4+�36 . Les termes de onvetion quisont en �xq2x, �xq2y et �y(qxqy) dans l'�equation (1:54) et en �yq2x, �yq2y et �x(qxqy)dans l'�equation (1:55). Les termes di�usifs qui sont en �t� 1sk � 12��2 dans les�equations (1:54) et (1:55).



24 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauEquations de l'aoustique lin�eaireSoit le probl�eme aoustique ave di�usion suivant :8<: �tp+ 20 div u = 0;�tux + �xp� ��x div u� ��ux = 0;�tuy + �yp� ��y div u� ��uy = 0; (1.56)qui onsiste �a herher l'�evolution des inonnues : p la pression du uide, u =(ux; uy) la vitesse du uide. On suppose que le uide est en �evolution isotherme,'est-�a-dire on a la loi de pression suivante :p = 20�; (1.57)ave 20 le arr�e de la �el�erit�e des ondes sonores et � la densit�e du uide.Dans les �equations (1:56) on a deux termes visqueux : � la visosit�e de volume et� la visosit�e de isaillement. On peut d�e�nir la visosit�e longitudinale � � 12�+�,(en deux dimensions) qui est plus pertinente pour les ondes aoustiques.Pour mod�eliser le probl�eme (1:56) ave le sh�ema de Boltzmann D2Q9 on le r�eritd'abord en fontion de la masse � et de l'impulsion q en utilisant (1.57) et q = �u :8<: �t� + �xqx + �yqy = 0;�tqx + 20�x�� � (�2xqx + �xyqy)� � ��2xqx + �2yqx� = 0;�tqy + 20�y�� � ��yxqx + �2yqy�� � ��2xqy + �2yqy� = 0: (1.58)Proposition 9 Sh�ema de Boltzmann pour l'aoustique.Le sh�ema de Boltzmann D2Q9 ave meq3 = �3�; o�u �3 = 620�2 � 4; meq5 =� qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 = 0; meq8 = 0; s3 = � 12 � 6��3�2�t��1 et s7 = s8 = �12 + 3��2�t��1,admet omme �equation �equivalente �a l'ordre deux en �t le probl�eme (1:58).Preuve: Pour mod�eliser le probl�eme d'aoustique (1:58) ave le sh�ema de Boltz-mann sur r�eseau D2Q9 on hoisit les di��erents param�etres (i.e. les valeurs desmoments d'�equilibre et les taux de relaxation) pour que les �equations �equivalentesd'ordre deux donn�ees par (1:53), (1:54) et (1:55) oinident ave le probl�eme(1:58). En e�et on hoisit 3 = 7 = 8 = 0 pour annuler les termes non lin�eairesdes �equations (1:54) et (1:55). Pour avoir la vitesse du son 0, on herhe �3, telque : 20 = �24 + �36 ;on hoisit alors �3 = 620�2 � 4.Pour que la visosit�e du mod�ele soit isotrope on prend 1 = 2 = �1 et s7 = s8.On obtient alors ave e hoix une visosit�e de volume ��3 �2�t6 � 1s3 � 12� et unevisosit�e de isaillement �2�t3 � 1s8 � 12�. Le param�etre �3 �etant �x�e par la vitessedu son 0, il nous reste �a �xer s3 et s8 pour avoir :� = ��3�2�t6 � 1s3 � 12� ;� = �2�t3 � 1s8 � 12� : �



3 Equation �equivalente 25� On note ii qu'on n'a pas pr�eis�e les valeurs de meq4 , s4, s5 et s6 ar ils n'appa-raissent pas dans l'�equation �equivalente d'ordre deux en �t. Don es param�etresne jouent pas de rôle au moins �a l'ordre deux, par ontre il faut les prendre detelle mani�ere que le sh�ema soit stable (voir paragraphe 5).Equations de Navier-StokesDans ette partie on va trouver un sh�ema de Boltzmann sur r�eseau D2Q9 quimod�elise le probl�eme uide de Navier-Stokes suivant :8<: �t�+ �xqx + �yqy = 0;�tqx + �xq2x + �y (qxqy) + 20�x� = � (�2xqx + �xyqy) + � ��2xqx + �2yqx� ;�tqy + �x (qxqy) + �yq2y + 20�y� = � ��yxqx + �2yqy�+ � ��2xqy + �2yqy� :(1.59)Proposition 10 Sh�ema de Boltzmann pour Navier-Stokes.Le sh�ema de Boltzmann D2Q9 ave meq3 = �3� + 3�2 (q2x + q2y); o�u �3 = 620�2 �4; meq5 = � qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 = q2x�q2y�2 ; meq8 = qxqy�2 ; s3 = �12 � 6��3�2�t��1 ets7 = s8 = �12 + 3��2�t��1, admet omme �equation �equivalente �a l'ordre deux en �tle probl�eme (1:59).Preuve: On va pro�eder par identi�ation omme dans la preuve de la proposi-tion 9. Les �equations de Navier-Stokes (1:59) pr�esentent des termes non lin�eaires(i.e de onvetion) en plus par rapport au probl�eme de l'aoustique (1:58). Donon garde les mêmes valeurs du probl�eme (1:58) pour �3, 1, 2, s3, s7 et s8. Pour lestermes non lin�eaires, il faut avoir les mêmes oeÆients dans les �equations (1:54),(1:55) et les deux �equations de onservation d'impulsion du probl�eme (1:59). Ond�eduit alors : 3 + 37 = 6;3 � 37 = 0;8 = 1:On r�esout le syst�eme en 3 et 7, on trouve 3 = 3, 7 = 1. �Remarque 7 Dans e as, la distribution d'�equilibre d�e�nie dans la proposition6, est donn�ee par :Gj = f eqj = wj ��+ 3�(ej:q) + 92�2 (ej:q)� 32�2 jqj2� ;o�u w0 = 49 , w1 = w2 = w3 = w4 = 19 et w5 = w6 = w7 = w8 = 136 . Cettedistribution orrespond �a une distribution lassique dans les mod�eles de type BGK.qui est une approximation de la Gaussienne dans le as BGK.Remarque 8 On note ii que le syst�eme d'�equations �equivalentes (1:59) mod�eliseun uide qui n'est pas inompressible, ar les ondes aoustiques sont toujourspr�esentes. De plus les termes non lin�eaires des �equations (1:59) : �x (qxqy)+�yq2yet �x (qxqy) + �yq2y di��erent d'un fateur � des termes d'advetion de Navier-Stokes.



26 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau4 D�eveloppement asymptotique de Chapman{EnskogPour obtenir les �equations marosopiques on peut utiliser aussi le d�evelop-pement standard de Chapman-Enskog [FdH87℄ pour une perturbation d'ordre�, � �etant le nombre de Knudsen [Ce88℄ Kn � lL , le rapport entre le libre par-ours moyen l (la longueur moyenne parourue par la partiule entre deux ol-lisions suessives) et la longueur arat�eristique L de l'�eoulement du uide.La m�ethode de Chapman-Enskog onsiste �a faire un d�eveloppement asympto-tique formel des fj en � autour d'un �etat d'�equilibre f eqj . Ensuite on fait uneanalyse multi�ehelle pour retrouver les �equations maroopiques. On traite ii leas simple du Chapman-Enskog disret pour le mod�ele D2Q9 (1:5), d�erit parl'�equation suivante :fj(xk + vj�t; t+�t) = fj(xk; t)� 8Xi=0 
j;i [(fi(xk; t)� f eqi (xk; t)℄ ; 0 � j � 8:(1.60)La matrie (
ij)0�i;j�8 d�erit l'�etape de ollision dans l'espae V des fj. En uti-lisant le d�eveloppement de Taylor on a :fj(xk + vj�t; t +�t) = fj(xk; t) ++ �t ��tfj(xk; t) + vxj �xfj(xk; t) + vyj �yfj(xk; t)�++ (�t)22 ��2t fj(xk; t) + 2 �vxj �txfj(xk; t) + vyj �tyfj(xk; t)�++ (vxj )2�xxfj(xk; t) + (vyj )2�yyfj(xk; t) + 2vxj vyj �xyfj(xk; t)�+O(�t)3On remplae le membre de gauhe de l'�egalit�e (1:60) par son d�eveloppement deTaylor et on obtient :�t ��tfj(xk; t) + vxj �xfj(xk; t) + vyj �yfj(xk; t)�++(�t)22 ��2t fj(xk; t) + 2 �vxj �txfj(xk; t) + vyj �tyfj(xk; t)�++ (vxj )2�xxfj(xk; t) + (vyj )2�yyfj(xk; t) + 2vxj vyj �xyfj(xk; t)� == � 8Xi=0 
j;i [(fi(xk; t)� f eqi (xk; t)℄ : (1.61)On herhe alors fj sous la forme d'un d�eveloppement asymptotique en � :fj = f (0)j + �f (1)j + �2f (2)j + � � � ; (1.62)o�u les f (n) sont les fontions de Chapman et f (0)j � f eqj (i.e. on fait un d�eveloppementautour d'un �etat d'�equilibre). On pose f � (f0; f1; : : : ; f8) un veteur de l'espaeV. L'�equation (1:61) s'�erit :�t (�tf + Vx�xf + Vy�yf) + (�t)22 ��2t f + 2 (Vx�txf + Vy�tyf)++ (Vx)2�xxf + (Vy)2�yyf + 2VxVy�xyf� = �
 [f � f eq℄ ; (1.63)



4 D�eveloppement asymptotique de Chapman{Enskog 27o�u Vx = diag(vx0 ; : : : ; vx8 ) et Vy = diag(vy0 ; : : : ; vy8) sont des matries de M9(R). Onr�e�erit l'�equation pr�e�edente dans l'espae des moments M �a l'aide de la matrieM (i. e. m = M:f), on obtient :8><>: �t (�tm+ Sx�xm+ Sy�ym) + (�t)22 ��2tm+ 2 (Sx�txm + Sy�tym)++ (Sx)2�xxm + (Sy)2�yym+ 2SxSy�xym℄ == �M
M�1 [m�meq℄ ; (1.64)o�u S� =MV�M�1. On fait alors le d�eveloppement d�e�ni par (1:62) dans l'�equation(1:64), et on introduit les deux �ehelles de temps et l'�ehelle en espae suivant :�t = ��t1 + �2�t2 ;�x� = ��x0� : (1.65)On a alors �a l'ordre un en � :�t ��t1m(0) + Sx�x0m(0) + Sy�y0m(0)� = �M
M�1m(1); (1.66)et �a l'ordre deux en � on a :�t ��t2m(0) +�t1m(1) + Sx�x0m(1) + Sy�y0m(1)�++ (�t)22 ��2t1m(0) + 2 �Sx�t1x0m(0) + Sy�t1y0m(0)�++ (Sx)2�2x0m(0) + (Sy)2�2y0m(0) + 2SxSy�x0y0m(0)� == �M
M�1m(2); (1.67)or en utilisant (1:66), l'�equation (1:67) devient :�t �t2m(0) + �t�Id� M
M�12 ���t1m(1) + Sx�x0m(1) + Sy�y0m(1)� == �M
M�1m(2); (1.68)On �erit alors les �equations qui d�eoulent de l'ordre un de Chapman-Enskog (1:66)(i. e. �erire les 9 �equations salaires revient �a aluler Sxm(0) et Sym(0)) :�t1� + �x0qx + �y0qy = 0; (1.69)�t1qx + �2�x0 �23� + 16m(0)3 + 12m(0)7 � + �2�y0m(0)8 = 0; (1.70)�t1qy + �2�x0m(0)8 + �2�y0 �23� + 16m(0)3 � 12m(0)7 � = 0; (1.71)�t��t1m(0)3 + �x0 �qx + �m(0)5 � + �y0 �qy + �m(0)6 �� = �s3m(1)3 ; (1.72)�t��t1m(0)4 + ��x0m(0)5 + ��y0m(0)6 �=�s4m(1)4 ; (1.73)�t��t1m(0)5 + ��x0 �13(m(0)3 +m(0)4 )�m(0)7 � + ��y0m(0)8 �=�s5m(1)5 ; (1.74)�t��t1m(0)6 + ��x0m(0)8 + ��y0 �13(m(0)3 +m(0)4 ) +m(0)7 ��=�s6m(1)6 ; (1.75)�t��t1m(0)7 + 13�x0 �qx � �m(0)5 � + 13�y0 ��qy + �m(0)6 ��=�s7m(1)7 ; (1.76)�t��t1m(0)8 + 13�x0 �2qy + �m(0)6 � + 13�y0 �2qx + �m(0)5 ��=�s8m(1)8 : (1.77)



28 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauRemarque 9 Lien entre les fontions de Chapman et les d�efauts de onserva-tions : On note ii qu'on a la relation suivante entre les m(1)k ; 3 � k � 8 et lesd�efauts de onservation d�e�nis par (1:22) :�t2m(0)k = sk��tm(1)k + 1�2 �k= 1��km(1)k + 1�2 �k:De même on �erit les trois premi�eres �equations qui d�eoulent de l'�equation d'ordredeux en � (1:68) de Chapman-Enskog, on obtient : �t2� = 0;�t2qx + �26 �1� s32 � �x0m(1)3 + �22 �1� s72 � �x0m(1)7 + �2 �1� s82 � �y0m(1)8 = 0;�t2qy + �2 �1� s82 � �x0m(1)8 + �26 �1� s32 � �y0m(1)3 � �22 �1� s72 � �y0m(1)7 = 0:On remplae alors m(1)3 , m(1)7 et m(1)8 par leur expression d�eduite des �equations(1:72), (1:76) et (1:77) dans les �equations pr�e�edentes et on obtient :�t2qx � �t�26 � 1s3 � 12� �x0 ��t1m(0)3 + �x0 �qx + �m(0)5 � + �y0 �qy + �m(0)6 ����t�22 � 1s7 � 12� �x0 ��t1m(0)7 + 13�x0 �qx � �m(0)5 � + 13�y0 ��qy + �m(0)6 ����t�2 � 1s8 � 12� �y0 ��t1m(0)8 + 13�x0 �2qy + �m(0)6 � + 13�y0 �2qx + �m(0)5 �� = 0;�t2qy ��t�2� 1s8 � 12� �x0 ��t1m(0)8 + 13�x0 �2qy + �m(0)6 � + 13�y0 �2qx + �m(0)5 ����t�26 � 1s3 � 12� �y0 ��t1m(0)3 + �x0 �qx + �m(0)5 � + �y0 �qy + �m(0)6 ��+�t�22 � 1s7 � 12� �y0 ��t1m(0)7 + 13�x0 �qx � �m(0)5 �+ 13�y0 ��qy + �m(0)6 �� = 0:On multiplie par � les �equations (1:69), (1:70) et (1:71), et par �2 les �equationspr�e�edentes. On somme alors les �equations une �a une et en utilisant le hangementd'�ehelle donn�e par (1:65), on obtient les �equations marosopiques suivantes :��t1� + �2�t2� + ��x0qx + ��y0qy = �t�+ �xqx + �yqy = 0;�tqx + �2�x�23� + 16m(0)3 + 12m(0)7 �+ �2�y0m(0)8 == �t�26 � 1s3 � 12� �x ���t1m(0)3 + �x �qx + �m(0)5 � + �y �qy + �m(0)6 ��+ �t�22 � 1s7 � 12� �x���t1m(0)7 + 13�x �qx � �m(0)5 � + 13�y ��qy + �m(0)6 ��+ �t�2� 1s8 � 12� �y ���t1m(0)8 + 13�x �2qy + �m(0)6 �+ 13�y �2qx + �m(0)5 �� ;



5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema 29�tqy + �2�xm(0)8 + �2�y �23�+ 16m(0)3 � 12m(0)7 � == �t�2 � 1s8 � 12� �x���t1m(0)8 + 13�x �2qy + �m(0)6 � + 13�y �2qx + �m(0)5 ��+ �t�26 � 1s3 � 12� �y ���t1m(0)3 + �x �qx + �m(0)5 � + �y �qy + �m(0)6 ��� �t�22 � 1s7 � 12� �y ���t1m(0)7 + 13�x �qx � �m(0)5 � + 13�y ��qy + �m(0)6 �� :Sahant que les m(0)k = meqk , on prend alors les mêmes valeurs d'�equilibre et lesmêmes oeÆients sk que dans la proposition 10 (i. e. meq3 = �3� + 3�2 (q2x +q2y); o�u �3 = 620�2 � 4; meq5 = � qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 = q2x�q2y�2 ; meq8 = qxqy�2 ; s3 =�12 � 6��3�2�t��1 et s7 = s8 = �12 + 3��2�t��1,), on retrouve alors les �equations deNavier-Stokes (1:59).On note que ��t1m(0)3 = �3�t� ar �t2� = 0 et qu'il faut n�egliger les termes nonlin�eaires en �q2�.� Dans la ommunaut�e Boltzmann sur r�eseau, les pas de temps �t et d'espae�x sont �x�es �a l'unit�e (i. e. �t = 1, �x = 1). Ii on a fait le d�eveloppementdans le as g�en�eral pour avoir les bonnes unit�es des oeÆients de transport etde di�usion et voir leur d�ependane via le maillage.� En utilisant la m�ethode de l'�equation �equivalente et le d�eveloppement de Chapman-Enskog disret on retrouve les mêmes �equations marosopiques �a l'ordre deuxen �t.5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�emaDans ette partie on onsid�ere les solutions de type onde plane de fr�equene !et de veteur d'onde k sous la forme : fj(x; t) = �jei(!t�k:x); 0 � j � J . Dans unpremier temps on va �etudier le sh�ema de Boltzmann D1Q3 lin�eaire (i.e le as del'aoustique). Ensuite on �etudie le sh�ema D2Q9 lin�eaire et non lin�eaire.Equation de dispersion� Le as du sh�ema D1Q3 lin�eaire :On onsid�ere le sh�ema D1Q3 introduit dans la setion 2 et dont l'�equationd'�evolution est donn�ee par (1:35) :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 2: (1.78)o�u f �j est donn�e par l'op�erateur de ollision C d�e�ni par (1:32). En utilisant alorsla transform�ee de Fourier, on peut �erire loalement le sh�ema de Boltzmann. Enpartiulier l'�etape d'advetion.



30 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauProposition 11 Etape d'advetion.On se donne une solution f du sh�ema sous la forme fi(x; t) = �iei(!t�kx), (i. e.onde plane). L'op�erateur d'advetion (2:6) s'�erit sous la forme matriielle :A � diag(1; p; 1=p); ave p � e(ik�x);de plus on a f(x; t+�t) = Af �(x; t);(f0(x; t +�t); f1(x; t +�t); f2(x;+�t))t = �f �0 (x; t); pf �1 (x; t); 1pf �2 (x; t)�t :Preuve: Soit xi = m�x et t = n�t, on a :fj(xi; t) = fj(m�x; n�t) = �jei(!n�t�km�x)De même on a :f �j (xi � vj�t; t) = f �j (m�x� vj�t; n�t) = eikej�xei(!n�t�km�x)��j : (1.79)On �erit alors l'�etape d'advetion fj(xi; t + �t) = f �j (xi � vj�t; t), on remplaef �i (xj � vi�t; t) en utilisant (1:79), on trouve alors :fj(xi; t+�t) = eikej�xf �j (xi; t); 0 � j � 2: �Comme on est dans le as lin�eaire l'op�erateur de ollision s'�erit sous la formematriielle (1:32), alors on dispose de l'�eriture suivante du sh�ema :Proposition 12 Matrie globale du sh�ema.Pour les solutions de type onde plane fj(xi; t) = �jei(!t�kx), l'�equation d'�evo-lution de l'algorithme (1:35), s'�erit sous la forme :f(xi; t+�t) = Gf(xi; t); (1.80)ave
G = A(M�1CM) = 0BBBBBBBB�

1� �s s(1� �) s(1� �)�s2 p �1� s(1� �)2 � p �s(1� �)2 p�s2 1p �s(1� �)2 1p �1� s(1� �)2 � 1p
1CCCCCCCCA ;

la matrie d'�evolution globale de l'algorithme D1Q3 o�uM ,M�1 et C sont donn�eespar (1:31), (1:33) et (1:34).Preuve: En utilisant (1:32) et la proposition 11 on a :f(xi; t+�t) = A(M�1CM)f(xi; t): �



5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema 31La matrieG d�ependant du fateur de phase p = eik�x, on la note alorsG � G(p).On introduit ensuite le fateur de tempsz � ei!�t; (1.81)ei onduit �a :Proposition 13 Equation de dispersion.Soit f une solution non triviale du sh�ema D1Q3 de la forme :f(m�x; n�t) = �ei(!n�t�km�x); (1.82)ave m et n les num�eros respetifs d'espae et de temps, ! et k la fr�equene et leveteur d'onde. On a alors l'�equation dispersion suivante :det [G(p)� z Id℄ = 0; ave z = ei!�t: (1.83)Preuve: En rempla�ant la solution f dans l'�equation (1:95) par (1:82), on ob-tient : zf(xi; t) = Gf(xi; t);o�u z est d�e�ni par (1:81).Pour que le sh�ema D1Q3 admette une solution non triviale f , il faut que :det [G(p)� zId℄ = 0;qui est l'�equation de dispersion. �Remarque 10 L'�equation de dispersion nous donne une relation entre ! et kvia la relation entre z et p. Pour k �x�e (i. e. p �x�e) on a un probl�eme auxvaleurs propres. Les valeurs propres solutions de e probl�eme vont nous donnerl'expression des oeÆients de transport en fontion du veteur d'onde k, (voir[LL00℄).� Le as du sh�ema D2Q9 lin�eaire :On onsid�ere le sh�ema D2Q9 lin�eaire d�e�ni dans la setion 2 et dont l'�equationd'�evolution est donn�ee par (1:18) :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 8; (1.84)qui mod�elise �a l'ordre deux en �t, le probl�eme de l'aoustique (1:58) o�u les mo-ments d'�equilibre sont donn�es par :meq3 = �3�,meq4 = �4�,meq5 = � qx� ,meq6 = qy�,meq7 = meq8 = 0 et s7 = s8. Ainsi l'�etape de ollision est lin�eaire et s'�erit :C : V ! Vf 7! f � = M�1CMf; (1.85)



32 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauo�u la matrie C est donn�ee par :
C=

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0s3�3 0 0 1� s3 0 0 0 0 0s4�4 0 0 0 1� s4 0 0 0 00 0 � s5� 0 0 1� s5 0 0 00 0 0 � s6� 0 0 1� s6 0 00 0 0 0 0 0 0 1� s8 00 0 0 0 0 0 0 0 1� s8

1CCCCCCCCCCCCA ; (1.86)
ave les matries M , M�1 donn�ees respetivement par (1:45), (1:46).On herhe les solutions de la forme fj(x; t) = �jei(!t�k:x); 0 � j � 8, o�u k =(kx; ky). Pour l'�etape d'advetion, on a :Proposition 14 Etape d'advetion.On se donne une solution f sous la forme fi(x; t) = �iei(!t�k:x), o�u ! est lafr�equene et k � (kx; ky) est le veteur d'onde. On peut alors �erire l'op�erateurd'advetion sous la forme matriielle :A � diag(1; p; q; 1p; 1q ; pq; qp; 1pq ; pq ); ave p � e(ikx�x); et q � e(iky�x); (1.87)de plus on a f(x; t+�t) = Af �(x; t):Preuve: Il suÆt de reprendre la d�emonstration de la proposition 11, on a alorsA = (Ai;j)0�i;j�8 ave :Ai;j = eik:vi�tÆij = eikxexi�xeikyeyi�xÆij; 0 � i; j � 8;o�u Æij est le symbole de Kroneker et les ei sont donn�ees par (1:37). �On �erit alors l'�equation du sh�ema (1:84) dans l'espae de Fourier, en vue d'�erirele sh�ema sous forme matriielle :Proposition 15 Matrie globale du sh�ema.Pour les solutions de type onde plane fj(xi; t) = �jei(!t�kx), l'�equation d'�evo-lution de l'algorithme (1:84), s'�erit sous la forme :f(xi; t+�t) = Gf(xi; t); (1.88)ave G � A(M�1CM);la matrie d'�evolution globale de l'algorithme D2Q9 o�u A, M , M�1 et C sontdonn�ees respetivement par (1:87), (1:45), (1:46) et (1:86).Preuve: Il suÆt de reprendre la d�emonstration de la proposition 12. �



5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema 33La matrie G d�ependant des fateurs de phase p = eikx�x et q = eiky�x, on lanote alors G � G(p; q). On introduit ensuite le fateur de tempsz � ei!�t; (1.89)on a alors :Proposition 16 Equation de dispersion.Soit f une solution non triviale du sh�ema D2Q9 de la forme :f(m�x; n�x; l�t) = �ei(!l�t�mkx�x�nky�x); (1.90)ave m, n les num�eros d'espae et l le num�ero du temps, ! la fr�equene et k =(kx; ky) le veteur d'onde. On a alors l'�equation de dispersion suivante :det [G(p; q)� z Id℄ = 0; ave z = ei!�t: (1.91)� Le as du sh�ema D2Q9 non lin�eaire :La diÆult�e pour les sh�emas non lin�eaires r�eside dans l'�eriture de l'�etape deollision. On prend par exemple le as du sh�ema D2Q9 d�e�ni par la proposition10, dont les �equations marosopiques sont elles de Navier-Stokes (1.59). On ades moments d'�equilibre qui sont des fontions non lin�eaires en q. En e�et on ad'apr�es la proposition 10 : meq3 = �3�+ 3�2 (q2x+q2y); meq4 = �4�+ 4�2 (q2x+q2y); meq5 =� qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 = q2x�q2y�2 ; meq8 = qxqy�2 et s7 = s8. Pour �etudier le as nonlin�eaire on propose de onsid�erer le as partiulier o�u le uide est dans une on�-guration f prohe d'un �etat d'�equilibre f (0) de densit�e � et de vitesse V = (Vx; Vy).Ensuite on lin�earise le sh�ema autour de l'�etat f (0). En e�et on af = f (0) + Æf;o�u Æf est l'�eart du uide par rapport �a l'�etat d'�equilibre f (0). Ainsi Æf est solutiondu sh�ema de Boltzmann lin�earis�e :Æfj(xi; t+�t) = (Æf)�dj (xi � vj�t; t); 0 � j � 8; (1.92)o�u (Æf)�d(xi; t) est l'image de (Æf)(xi; t) par l'op�erateur eC d�e�ni par :eC : V ! Vf 7! f d� =M�1 eCMf; (1.93)



34 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauo�u la matrie eC est la d�eriv�ee de l'op�erateur de ollision non lin�eaireC en f = f (0),(i.e. eC = ��Ci�fj jf=f(0)�0�i;j�8). On a alors eC donn�ee par :
eC =

0BBBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0s3�3 s33Vx�2 s33Vy�2 1� s3 0 0 0 0 0s4�4 s44Vx�2 s44Vy�2 0 1� s4 0 0 0 00 0 � s5� 0 0 1� s5 0 0 00 0 0 � s6� 0 0 1� s6 0 00 s87Vx�2 �s87Vy�2 0 0 0 0 1� s8 00 s88Vy�2 s88Vx�2 0 0 0 0 0 1� s8

1CCCCCCCCCCCCCA :
(1.94)Les matries M , M�1 sont donn�ees respetivement par (1:45), (1:46).Proposition 17 Matrie globale et �equation de dispersion du sh�emalin�earis�e.Pour les solutions de type onde plane fj(xi; t) = �jei(!t�k:x), l'�equation d'�evolutionde l'algorithme (1:84) lin�earis�e, s'�erit sous la forme :f(xi; t+�t) = Gf(xi; t); (1.95)ave G � A(M�1 eCM); la matrie d'�evolution globale de l'algorithme D2Q9 etM , M�1 et eC donn�ees respetivement par (1:45), (1:46) et (1:94). On a alorsl'�equation de dispersion suivante :det [G(p; q)� z Id℄ = 0; ave z = ei!�t; p = eikx�x et q = eiky�x:Preuve: Il suÆt de reprendre le as D2Q9 lin�eaire en rempla�ant la matrie Cpar la matrie eC. �Etude num�erique de la stabilit�e� On d�e�nit une norme pour la solution num�erique fn = (f(xi; n�t))0�j�J;1�i�No�u N est le nombre de site du r�eseau et f = (f0; f1; : : : ; fJ). On reprend la normelassique sur RN pond�er�ee par le pas d'espae �x par :kfnk2 �  NXi=1 �xjf(xi; n�t)j2! 12 : (1.96)Grâe �a la pond�eration par �x, la norme kfnk2 est identique �a la norme L2.D�e�nition 1 Un sh�ema de Boltzmann sur r�eseau est dit L2 stable, s'il existeune onstante K > 0 ind�ependante de �t et �x telle que :kfnk2 � Kkf 0k2 pour tout n � 0;quelle que soit la donn�ee initiale f 0.



5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema 35� On onsid�ere dans un premier temps le sh�ema de Boltzmann D1Q3. Pour�etudier la stabilit�e L2 du sh�ema num�erique on utilise la m�ethode de Von Neu-mann qui repose sur l'analyse de Fourier. On herhe les solutions de type ondeplane fj = �jei(!t�k:x) et on suppose que les onditions aux limites sont desonditions p�eriodiques. D'apr�es la proposition 12, le sh�ema s'�erit dans l'espaede Fourier : f(xi; t+�t) = G(p)f(xi; t);o�u p = eik�x.Autrement dit : fn+1 = G(p)fn = G(p)n+1f 0:Pour p 2 C , le oeÆient de Fourier fn est born�e lorsque n tend vers l'in�ni siet seulement si les oeÆients de la matrie d'ampli�ation puissane n (i.e. Gn)sont born�es ind�ependament de n.Proposition 18 Stabilit�e L2 [RM67℄.Pour que le sh�ema Boltzmann sur r�eseau soit L2 stable, il suÆt que la matried'ampli�ation G soit diagonalisable et que toutes ses valeurs propres �i soienttoutes stritement major�ees en module par 1 selon :j�ij < 1 8i = 1; : : : J:Preuve: Si les oeÆients de Fourier sont born�es, alors par la formule de Plan-herel on en d�eduit la stabilit�e L2 du sh�ema :kfn+1k2 � kGn+1kkf 0k2 � Kkf 0k2:Si G est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres �i sont toutes stritementmajor�ees en module par 1, alors il existe K > 0, tel que kGn+1k � K 8n 2 N .�Don pour �etudier la stabilit�e du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau il faut trou-ver les valeurs propres de la matrie G(p), montrer qu'ils sont de module pluspetit que 1 et monter que la matrie est diagonalisable. On r�esout analytique-ment le probl�eme aux valeurs propres. On �etudie ensuite les valeurs propresnum�eriquement pour une vitesse de son donn�ee et pour un s �x�e. En e�et pourun veteur d'onde k donn�e (i.e. pour p), on alule les valeurs propres z(k) quisont les solutions : Q(z) � det [G(p)� zId℄ = 0;o�u Q est un polynôme de degr�e 3 en z. On fait alors varier le veteur d'onde k eton �etudie le omportement des valeurs propres z�(k).� On a alors les valeurs propres suivantes :{ z0;1 = 1� i ks + o(k), qui orrespondent aux deux modes hydrodynamiques(onserv�es) : deux modes longitudinaux (sonores). Not�es vp0 et vp1 sur la�gure 1:5.{ z2 = (1� s) + o(k), qui orrespond au mode rapide (non onserv�es). Not�evp2 sur la �gure 1:5.
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Fig. 1.5 { Module des valeurs propres du mod�ele D1Q3 en fontion de jkj. Lavaleur du param�etre � = 13 , le oeÆient de relaxation : s = 1:8.� On fait varier le module du veteur d'onde k entre 0 et � (pour des raisonsde p�eriodiit�e), et on alule num�eriquement les valeurs propres de la matrieG(p; q), (i. e. raines z� du polynôme Q), pour un jeu de param�etres (�; s) donn�e.L'algorithme est alors stable (proposition 18) pour ette on�guration si le modede (z�) est stritemant plus petit que 1 pour tout k. Pour aluler les valeurspropres de la matrieG(p; ), on a utilis�e Maple. La �gure 1:5 montre que le moduledes 3 modes est inf�erieur �a 1 pour une on�guration des param�etres. La �gure 1.6montre que le module de la di��erene des valeurs propres (i :e:jz0 � z1 j; jz0 � z2 jet z1� z2) est non nul pour tout k. Cela prouve que les trois valeurs propres sontdi��erents et que la matrie G(p) est diagonalisable. Ainsi le sh�ema D1Q3 eststable pour ette on�guration de param�etres.� On onsid�ere dans un deuxi�eme temps le sh�ema de Boltzmann D2Q9 lin�eaire(1:84) (i.e. le as de l'aoustique), pour le as g�en�eral voir [LL00℄. Pour �etudier lastabilit�e L2 du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau on utilise la m�ethode d'analysede Von Neumann. On herhe les solutions de type onde plane fj = �jei(!t�k:x)au moyen de la transform�ee de Fourier du sh�ema. Celle-i est donn�ee par laproposition 15 : f(xi; t+�t) = G(p; q)f(xi; t);o�u p = eikx�x, q = eiky�x etG(p; q) = A(p; q)M�1CM;les matries A(p; q),M ,M�1 et C sont donn�ees respetivement par (1:87), (1:45),(1:46) et (1:86).
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Fig. 1.6 { Module de la di��erene des valeurs propres du mod�ele D1Q3 en fontionde jkj. La valeur du param�etre : � = 13 , le oeÆient de relaxation : s = 1:8.Pour �etudier la stabilit�e du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau il faut trouver les va-leurs propres de la matrie G(p; q). De mani�ere g�en�erale, on ne peut pas r�esoudreanalytiquement le probl�eme aux valeurs propres, sauf pour quelques as partiu-liers. Par ontre on peut aluler failement les valeurs propres num�eriquement.En e�et pour un veteur d'onde k donn�e (i.e. pour p et q �x�es), on alule lesvaleurs propres z(k) qui sont les solutions :Q(z) � det [G(p; q)� zId℄ = 0;o�u Q est un polynôme de degr�e 9 en z. On fait alors varier le veteur d'onde k eton �etudie le omportement des valeurs propres z�(k).� Pour le as partiulier o�u le veteur d'onde k est nul, (i.e k = (0; 0)), onpeut aluler failement les valeurs propres de la matrie G(1; 1). En e�et on al'expression suivante du polynôme arat�eristique Q(z) :Q(z) = [z � 1℄3[z � (1� s3)℄[z � (1� s4)℄[z � (1� s5)℄2[z � (1� s8)℄2:On a alors les valeurs propres suivantes :{ z0;1;2 = 1 de multipliit�e trois qui orrespondent aux trois modes hydrody-namiques (onserv�es) : un mode transverse et deux modes longitudinaux(sonores).{ z3 = (1�s3), z4 = (1�s4), z5;6 = (1�s5) de multipliit�e deux (ar s6 = s5)et z7;8 = (1� s8) de multipliit�e deux (ar s7 = s8) qui orrespondent auxmodes rapides (non onserv�es).� Pour les as partiuliers o�u le veteur d'onde k = (��; 0) et k = (0;��) on aun mode parasite de damier. En e�et les matries globale G(�1; 1) et G(1;�1)



38 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauont �1 omme valeur propre ar leur polynôme arat�eristique Q(z) dans le aspartiulier o�u s5 = s6 et s7 = s8 s'�erit :Q(z) = [z + 1℄[z + (1� s5)℄[z + (1� s8)℄[z2 � s53 z � (s5 � 1)℄P (z);o�u P (z) est polynôme en z de degr�e 4. A ette valeur propre �1 orrespond alorsun mode de damier �d qui sera onserv�e par la ompos�ee de deux �etapes deBoltzmann (i. e. �d = G2�d).
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(b)Fig. 1.7 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9 lin�eaireen fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et 1 =2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:4, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6 ets7 = s8 = 1:9. (a) Pour � = 0 argument du veteur d'onde k (i. e. k parall�ele �al'axe Ox). (b) Pour � = �12.� On fait varier le module du veteur d'onde k entre 0 et � et son argument entre0 et �, et on alule num�eriquement les valeurs propres de la matrie G(p; q), (i. e.raines z� du polynôme Q), pour un jeu de param�etres (sk; �3; �4; 1; 2) donn�e.L'algorithme est alors stable (proposition 18) pour ette on�guration si la partier�eelle de ln(z�) est n�egatif pour tout � et tout k (i.e. Re (lnz�) < 0). Pour alulerles valeurs propres de la matrie G(p; q), on a utilis�e les biblioth�eques num�eriquesstandard d'alg�ebre lin�eaire omme LAPACK�. Les �gures 1:7 (a, b) et 1:8 (a, b)montrent que le sh�ema est stable pour une on�guration des param�etres. En e�etles valeurs propres ont un module stritement inf�erieur �a 1 et la matrie G(p; q)est diagonalisable ar elle a 9 valeurs propres di��erentes (dans le as o�u deuxvaleurs propres ont le même module ils ont deux parties omplexes di��erentes,voir �gure 1:11 (a)).La �gure 1:7 (a), est le as partiulier o�u on prend k parall�ele �a l'axe des x (i.e. l'argument � du veteur d'onde est nul). Elle montre qu'on a 9 modes donttrois (il y en a deux onfondus) modes hydrodynamiques sont prohes de 0 pourk petit. Les inq autres modes valent ln(1 � si) pour k = 0, e sont les modesrapides.�http ://www.netlib.org/lapak/



5 Equation de dispersion et stabilit�e du sh�ema 39

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 1 0.75 0.5 0.25 0

R
e(

ln
 z

)

|k| / π

|V| = 0 et θ = π / 6

(a)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 1 0.75 0.5 0.25 0

R
e(

ln
 z

)

|k| / π

|V| = 0 et θ = π / 4

(b)

Fig. 1.8 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9 lin�eaireen fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et 1 =2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:4, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6et s7 = s8 = 1:9. (a) Pour � = �6 argument du veteur d'onde k. (b) PourjV j = 0 et � = �4 .



40 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauRemarque 11 Pour le sh�ema de Boltzmann lin�eaire (aoustique), on peut ap-proher de petites visosit�es de volume et de isaillement, e qui revient en termede param�etres �a faire tendre 1s3 � 12 et 1s8 � 12 vers z�ero. En e�et la �gure 1:9montre que le sh�ema reste stable pour s2 = 1:99 et s8 = 1:99.
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(d)Fig. 1.9 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9 lin�eaireen fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et 1 =2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:99, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6 ets7 = s8 = 1:99. (a) Pour � = 0 argument du veteur d'onde k (i. e. k parall�ele �al'axe Ox). (b) Pour � = �12 . () Pour � = �6 .(d) Pour � = �4 .� Pour �etudier la stabilit�e du sh�ema de Boltzmann non lin�eaire, il faut lin�eariserl'�etape de ollision (voir (1:93)) autour d'un �eoulement de densit�e � et de vitesseV = (Vx; Vy). Ainsi on va �etudier la stabilit�e du sh�ema lin�earis�e dont la matrieglobale G(p; q) est donn�ee par la proposition 17. La �gure 1:10 (a) montre quele sh�ema est stable pour V parall�ele au veteur d'onde k. On note ii que lastabilit�e du sh�ema d�epend du module de la vitesse V . En e�et pour jV j = 0:2,s2 = 1:6 et s8 = 1:99, le sh�ema n'est pas stable (voir �gure 1:10 (b)). Par ontrepour jV j = 0:1, s2 = 1:6 et s8 = 1:9 le sh�ema est stable. Don dans le as nonlin�eaire on ne peut pas avoir des petites visosit�es.� Les �gures 1:11 (a) et (b) montrent la partie omplexe des valeurs propres (i.e. Im(Ln z�)) en fontion du module du veteur d'onde k parall�ele �a l'axe des x(i. e. k = (kx; 0)). La �gure 1:11 (a) montre qu'on a 9 modes :
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Fig. 1.10 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9lin�earis�e en fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et1 = 2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:4, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6et s7 = s8 = 1:99. Pour plusieurs arguments du veteur d'onde k ave V parall�ele�a k. (a) pour jV j = 0:1 . (b) pour jV j = 0:2



42 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau{ trois modes qui ont une partie omplexe nulle pour k = 0, dont un qui aune partie omplexe nulle pour tout jkj 'est le mode transverse. Les deuxautres modes ont une partie omplexe qui varie en �sjkj, e sont les deuxmodes longitudinaux aoustiques progressif et regressif.{ six modes rapides.Dans la �gure 1:11 (b) on applique une vitesse uniforme d'advetion du uideV 6= 0 dans la même diretion que le veteur d'onde k (i. e. parall�ele �a l'axe desx). Dans e as on a un arat�ere non-sym�etrique qui est dû �a la vitesse V . Celamet en �evidene le arat�ere galil�een [LL00℄ du sh�ema. On remarque que dansles deux as ave jV j = 0 et jV j = 0:2 on a des diÆult�es pour k grand. En e�et sion regarde, les deux modes longitudinaux ne sont pas parfaitement lin�eaires en ken partiulier pour jkj grand. Cela est dû �a l'�eart entre l'�equation de dispersiondisr�ete du sh�ema D2Q9 et l'�equation de dispersion ontinue. On note qu'onretrouve e ph�enom�ene dans les sh�emas num�eriques tels que les di��erenes �nieset les �el�ements �nis.
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Fig. 1.11 { Partie omplexe du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9lin�eaire en fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et1 = 2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:4, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6et s7 = s8 = 1:9. (a) Pour � = 0 argument du veteur d'onde k. (b) PourjV j = 0:2 et � = 0.On note aussi que dans le as non lin�eaire on ne peut pas avoir des vitesses Vgrandes devant une fration x de la vitesse du son 0 o�u 0 < x < 1=2. En e�et,par exemple pour 0 = 1p3 et jV j = 02 le sh�ema est toujours instable même pourdes grandes visosit�es. (voir �gure 1.12). On ne peut utiliser le sh�ema D2Q9 quepour des vitesses inf�erieures �a la vitesse du son (�. e. jV j < 02 ).� Pour am�eliorer la stabilit�e du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau, Ansumali etKarlin [AK00℄ proposent des f eqj non polynomiaux et d'utiliser le th�eor�eme Hpour d�erire l'�etape de ollision.
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|k| / πFig. 1.12 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9lin�earis�e en fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : �3 = �2, �4 = 1, et1 = 2 = �1. Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 0:2, s4 = 1:8, s5 = s6 = 1:6et s7 = s8 = 0:2. Pour � = �4 argument du veteur d'onde k ave V parall�ele �a k,pour jV j = 12p3 .Conlusion� La m�ethode de Boltzmann sur r�eseau est une m�ethode partiulaire qui simulela dynamique mirosopique via l'�equation de Boltzmann, dans le but d'appro-her la dynamique marosopique des uides (au moins �a l'ordre deux d'apr�esl'�equation �equivalente).� La m�ethode de Boltzmann sert �a r�esoudre num�eriquement des probl�emes om-plexes, et elle est naturellement on�ue dans le but d'avoir l'algorithme le plussimple possible et le mieux adapt�e aux mahines de alul. C'est pour ela lam�ethode de Boltzmann sur r�eseau est une exellente m�ethode num�erique de uidequi est de plus en plus utilis�e dans l'industrie.� Notons que pour ette m�ethode on a que des r�esultats num�eriques de stabilit�eL2, et ne poss�ede pas de propri�et�e de positivit�e g�en�erale. De plus omme la sta-bilit�e est en d�efaut au vitesses notables devant la vitesse du son, la mod�elisationest limit�ee aux basses vitesses.6 Conditions aux limitesSoit L0 un maillage (un r�eseau) r�egulier d'un domaine born�e 
. On distinguealors deux types de n�uds :� Les n�uds int�erieurs du maillage : 'est l'ensemble des n�uds x 2 L0 telsque : yj � x +�xej est un n�ud du maillage pour j = 0; 1; : : : J . On note alorsL0I l'ensemble des n�uds int�erieurs (ou uides).� Les n�uds du bord : 'est l'ensemble des n�uds qu'on note xb 2 L0 tels que : ilexiste j 2 (0; 1; : : : ; J) pour lequel yj � xb+�xej =2 L0. On note L0B l'ensemble des



44 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseaun�uds du bord. On a alors L0I [L0B = L0. Si �a l'instant t, on a une on�gurationf(x; t) pour tout x 2 L0. On remarque que pour les n�uds du bord xb l'�etaped'advetion (1:16) ne fournit pas tous les fj(xb). En e�et soit xb0 un n�ud dubord tel que yj0 = xb0 + �xej0 =2 L0 (voir Fig. 1:13), alors apr�es l'advetion onne dispose pas de f�j0(xb) la distribution assoi�ee �a la vitesse disr�ete �vj0 . Pour
xb

??
ΩFig. 1.13 { N�ud xb du bord.d�e�nir alors les distributions f assoi�ees �a la vitesse �vj0, il faut tenir ompte desonditions limites physiques impos�ees par le probl�eme. On distingue alors deuxtypes :{ La ondition de type Dirihlet ou Neumann.{ Les onditions de type entr�ee et sortie du uide.Dans le adre de notre travail on ne va onsid�erer que le as simple o�u les n�udsdu bord xb oinident ave le bord physique du domaine �
. Pour le as g�en�eralvoir par exemple [BFL01, GdH03℄.� Pour les onditions de type Dirihlet u = 0 on se sert du rebond souvent dit\boune bak"(voir Fig 1:14) et si on a une ondition du type u:n = 0 sur �
 onutilise la r�eexion sp�eulaire (voir Fig 1:15).

Fig. 1.14 { Condition de rebond pur (vj�
 = 0).On onsid�ere la on�guration suivante : soit xb 2 L0B et on impose sur le bord �
la ondition de Dirihlet u = 0. On va montrer que le rebond satisfait la onditionde limite de Dirihlet. En e�et d�e�nir une ondition limite en Boltzmann surr�eseau revient �a d�e�nir la ditribution f3 qui va arriver au point xb (voir �gure1:16). Soit xe = xb + v1�t le point du maillage �a l'ext�erieur du domaine 
. Aupoint xb on a une densit�e � et une vitesse (jx; jy). On suppose que � et jx sont
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Fig. 1.15 { Condition de r�eexion sp�eulaire v:n�
 = 0.onstants entre xb et xe, alors en xe on aura une densit�e � et une vitesse (jx; jy).On �erit ensuite les distributions aux points xb et xe en utilisant la on�gurationdonn�ee par les moments (�; jx; jy; meq3 ; meq4 ; : : : ; meq8 ) et la matrie M�1 (1:46)f1(xb) = 19�+ 13�jx;f3(xe) = 19�� 13�jx:On prend alors la di��erene des deux �equations :f1(xb)� f3(xe) = 23�jx:Comme jx vaut z�ero entre xb et xe ('est le jx impos�e par la ondition de Dirihlet).On retrouve alors : f3(xe) = f1(xb);la ondition de rebond pure. Ainsi on a bien d�e�ni le f3 qui arrive en xb.
x

b

Ω

??

x
e

Fig. 1.16 { Condition limite de Dirihlet.De la même mani�ere on aura : f7(xe) = f5(xb);f6(xe) = f8(xb):On note qu'on peut traiter ave ette m�ethode les onditions de Dirihlet nonhomog�enes. En e�et on suppose qu'on a u = u0 = (u0x; u0y) sur �
 et qu'on a la



46 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseaumême on�guration que elle de la �gure 1:16. On trouve alors les onditions auxlimites suivantes : f3(xe) = f1(xb)� 23� j0x;f6(xe) = f8(xb)� 16� j0x + 16�j0y ;f7(xe) = f5(xb)� 16� j0x � 16�j0y ;ave j0x = �u0x et j0y = �u0y.Remarque 12 Ces onditions aux limites sont d'ordre un, on peut les am�elioreren utilisant des interpolations quadratiques et en tenant en ompte des orretionsChapman-Enskog d'ordre 1 des moments non-onserv�es au lieu de les prendre en�equilibre. Ainsi on refait la même m�ethode ave les moments suivants (�; jx; jy; meq3 +�m(1)3 ; meq4 + �m(1)4 ; : : : ; meq8 + �m(1)8 ) [GdH03℄.� De la même mani�ere ont peut imposer la pression sur le bord. Ainsi si on veutavoir p = p0 en xb, dans le as de la on�guration de la �gure 1:16. On doit faireles onditions limites suivantes :f3(xe) = �f1(xb) + 29 �0;f6(xe) = �f8(xb) + 118 �0;f7(xe) = �f5(xb) + 118 �0;o�u �0 = p020 .On remarque ii si on impose une pression nulle sur le bord (i.e. p0 = 0), onretrouve les onditions \d'anti-rebond".� En utilisant les onditions limites de r�eexion sp�eulaire (voir �gure 1:15), onimpose u:n = 0 sur �
. En e�et si on �erit les distributions aux points xb et xeen utilisant la on�guration donn�ee par les moments (�; jx; jy; meq3 ; meq4 ; : : : ; meq8 )et la matrie M�1 (1:46), on a :f1(xb) = 19�+ 13�jx;f3(xe) = 19�� 13�jx;f5(xb) = 136�+ 112�jx + 112�jy;f6(xe) = 136�� 112�jx + 112�jy;f7(xe) = 136�� 112�jx � 112�jy;f8(xb) = 136�� 112�jx + 112�jy:



7 Exemple de l'�eoulement de Poiseuille en D2Q9 47La di��erene des es �equations deux par deux nous donne :f3(xe)� f1(xb) = � 23�jx; (1.97)f6(xe)� f5(xb) = � 16�jx; (1.98)f7(xe)� f8(xb) = � 16�jx: (1.99)Or la ondition de u:n = 0 sur �
 dans le as de la on�guration de la �gure1:16 se traduit par jx = 0 dans les �equations (1:97), (1:98) et (1:99). Ainsi onretrouve les ondition de r�eexion sp�eulaire :f3(xe) = f1(xb);f6(xe) = f5(xb);f7(xe) = f8(xb):� Pour les onditions d'entr�ee de uide, on utilise la même tehnique que pourles onditions de Dirihlet. Soit �
 une entr�ee d'un uide de vitesse u0 = (u0x; u0y)(voir �gure 1:17), on a alors les onditions suivantes �a l'entr�ee :f1(xe) = f3(xb)� 23� j0x;f8(xe) = f6(xb)� 16� j0x + 16�j0y ;f5(xe) = f7(xb)� 16� j0x � 16�j0y ;ave j0x = � u0x et j0y = � u0y.
Ω

u

Fig. 1.17 { Entr�ee d'un uide dans un tube ave une vitesse u� Conditions limites p�eriodiques : Ce type de onditions s'obtient en r�einjetantles partiules sortant par un ôt�e de l'espae de simulation sur le ôt�e oppos�e,(voir �gure 1:18).7 Exemple de l'�eoulement de Poiseuille en D2Q9L'�eoulement de Poiseuille est un bon as test simple, ar on onnâ�t la solu-tion exate e qui nous permet de valider les r�esultats num�eriques. Il s'agit d'un�eoulement plan entre deux parois parall�eles �a l'axe Ox, �xes de longueur in�nie.On va utiliser le sh�ema de Boltzmann D2Q9 pour mod�eliser et �eoulement.



48 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau
Fig. 1.18 { Conditions limites p�eriodiquesLes �equationsSi on note par U(t; x; y) = (u; v) la vitesse du uide et par P la pression et
 = [0; l℄� [0; h℄ (voir �gure 1:19), alors l'�equation du probl�eme :

h

LFig. 1.19 { Domaine 
 = [0; l℄� [0; h℄.8>><>>: �U�t + U:rU � ��U + 1�rP = 0;r:U = 0;U(0; x; y) = U0;U(t; x; 0) = U(t; x; h) = 0: (1.100)Comme le mouvement du uide est permanent �a partir d'un ertain moment (saufpour des r�egimes turbulents non onsid�er�es ii) le probl�eme de Navier-Stokes,devient un probl�eme plus simple, elui de Stokes stationnaire :� ���U + 1�rP = 0;r:U = 0:Vu la g�eom�etrie du probl�eme, et le arat�ere parall�ele du mouvement, la solutiondu probl�eme de Stokes est de la forme suivante :u(x; y) = u(y) = Ky(h� y);v(x; y) = 0;P (x; y) = P (x) = K 0x+ P0;o�u K = �P�x 12�� , K 0 et P0 des onstantes.On note que e probl�eme est �equivalent �a un �eoulement plan entre deux parois�xes parall�eles �a l'axe Ox, o�u on applique des onditions p�eriodiques �a l'entr�ee et�a la sortie du tube, ainsi qu'une fore de volume dans la diretion Ox. Ainsi onobtient un tube de longueur in�nie. Le syst�eme (1:100) est �equivalent �a :8<: �U�t + U:rU � ��U + 1�rP = f;r:U = 0;U(t; x; 0) = U(t; x; h) = 0; (1.101)



7 Exemple de l'�eoulement de Poiseuille en D2Q9 49o�u f = (fx; 0) est la fore de volume, et la solution est donn�ee par :u(y) = fx2� y(h� y): (1.102)Le sh�emaOn va utiliser le sh�ema D2Q9, d�erit dans la proposition 10, o�u meq3 = �2� +3�2 (q2x+q2y); meq4 = �+ 3�2 (q2x+q2y); meq5 = � qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 = q2x�q2y�2 ; meq8 = qxqy�2et s7 = s8. On �xe s8 = �12 + 3��2�t��1, pour avoir une visosit�e de isaillement del'�equation �equivalente, �egale �a � du probl�eme ontinu (1:101). Soit L0 = fxi;j 2Z� Z; 1 � i � Nx; 1 � j � Nyg, un maillage arr�e de pas r�egulier �x = 1 dudomaine 
 = [0; l℄� [0; h℄. On �xe aussi le pas de temp �t = 1. Alors l'algorithmese d�erit en un pas de temps �t de la mani�ere suivante :{ A l'instant initial t = t0 = 0 on se donne un �etat initial du uide donn�e parles veteurs f(xi;j; t0) 2 R9 pour 0 � i � Nx et 0 � j � Ny.{ On alule les moments �a l'aide de la matrie M (donn�ee par 1.45).{ On hange l'impulsion jx en lui rajoutant une demi fois la fore de volumefx : j�x = jx + fx2 ;o�u j�x est l'impulsion avant ollision.{ On r�ealise l'�etape de ollision omme d�erite dans l'espae des moments par(1:14). Ensuite on hange le moment onserv�e jx :j��x = j�x + fx2 ;o�u fx est la fore de volume et j��x est l'impulsion apr�es l'�etape de ollision.{ L'�etape d'advetion d�e�nie par (1:16) qui donnera, �a partir def ��(xi;j; t0), les veteurs f�(xk;l; t0 + 1) pour 0 � � � 8, tels que xk;l =xi;j + v�, �a ondition que xk;l soit bien un site du r�eseau (i.e. xk;l 2 L0).Pour les n�uds xi;j 2 L0B du bord, on doit d�e�nir les onditions limites :pour les xi;1 et xi;Ny o�u 1 � i � Nx, on fait du \rebond" (voir �gure 1.14)(boune bak). Car en y = 0 et en y = h on a une ondition de Dirihlethomog�ene (1:101). Pour les x1;j et xNx;j o�u 1 � j � Ny, on applique lesonditions aux limites p�eriodiques (voir �gure 1.18).On r�ep�ete alors es �etapes jusqu'�a onvergene vers l'�etat stationnaire. On obtientainsi les veteurs f(xi;j; T = Nt�t) o�u 1 � i � Nx, 1 � j � Ny et T le temps deonvergene, qui eux d�erivent l'�etat du uide et en partiulier nous donnent lasolution du probl�eme 1.101.Remarque 13 Pour analyser le hamp de vitesse et de pression il faut e�etuerles mesures avant l'�etape de ollision. Le fait d'injeter la fore de volume fx endeux temps, avant et apr�es ollision, am�eliore la pr�eision du sh�ema [LV01℄.



50 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseauTests num�eriquesLa solution approh�ee doit être un pro�l parabolique, qui orrespond �a un �eoule-ment de Poiseuille dont la solution exate est donn�ee par (1:102). Pour ela on vaomparer la solution approh�ee �a la solution exate. La �gure 2:2 nous montre lasolution approh�ee et la solution exate. On a utilis�e un maillage de 5�15 n�uds(i. e. Nx = 5 et Ny = 15), la fore de volume appliqu�ee fx = 10�5, la visosit�ede isaillement � = 0:0185 (i. e. s7 = s8 = 1:8), pour les autres param�etres derelaxation on a pris s3 = 1:10, s4 = 1:10 et s5 = s6 = 1:10.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

y 

u_x

Ecoulement de Poiseuille: profil de vitesse transversal

solution exacte
solution approchee

Fig. 1.20 { Solutions exate et approh�ee apr�es Nt = 10000 it�erations.Remarque 14 Sur la �gure 2:2, on dessine la solution normalis�ee o�u on a faitune orretion de 12 suivant l'axe des Oy. En e�et si xb est un n�ud du bordy = 0 ou y = h la vitesse jx ne sera pas nulle exatement en xb. Ainsi la paroi neoinide pas ave xb, mais elle est situ�ee entre le n�ud xb et le n�ud voisin le plusprohe. Ginzburg et Adler [GA94℄ ont �etudi�e la position exate de la paroi dansle as d'un �eoulement de Poiseuille et ils ont montr�e que ette position d�ependde la valeur du param�etre de relaxation s5 et de la visosit�e �.



Chapitre 2Adjoint Lattie BoltzmannEquation for ParameterIdenti�ation�AbstratThe Lattie Boltzmann Equation is briey introdued using moments to learlyseparate the propagation and ollision steps in the dynamis. In order to identifyunknown parameters we introdue a ost funtion and adapt ontrol theory tothe Lattie Boltzmann Equation to get expressions for the derivatives of the ostfuntion vs. parameters. This leads to an equivalent of the adjoint method withthe de�nition of an adjoint Lattie Boltzmann Equation.To verify the general expressions for the derivatives, we onsider two elementarysituations : a linearized Poiseuille ow to show that the method an be used tooptimize parameters, and a nonlinear situation in whih a transverse shear wave isadveted by a mean uniform ow. We indiate in the onlusion how the methodan be used for more realisti situations.1 IntrodutionIn many situations involving uid ows, one uses a ombination of experimentalmeasurements and of numerial simulations in order to obtain a good knowledgeof the ow. Experiments an provide aurate data for some observable quantities(e.g. pressure or loal veloity) but may not provide other information. Numerialtehniques may be used to ompute the missing information but only upon detai-led knowledge of parameters that may not be readily available (like the visosityor the boundary onditions). In order to inrease the use of a ombination of highquality measurements and re�ned models, the notion of optimal model has beendeveloped. The parameters of the numerial model are hosen by minimizing thevalue of a ost funtion that ompares the preditions of the model to knownexperimental results.�Artile publi�e dans Computers and Fluids,volume 35, num�eros 8-9, pages 805-813, otobre2006 ave Mah'med Bouzidi, Fran�ois Dubois et Pierre Lallemand.51



52 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ationThis minimization an be simply obtained by a desent method. Therefore it re-quires the determination of the derivatives of the ost funtion with respet tothe unknown parameters. A general method to ompute those derivatives is pro-vided by ontrol theory and is used in many irumstanes. Here we adapt thisgeneral method to the modeling of uid ows by the Lattie Boltzmann Equation(LBE).We shall briey reall the framework of moments that allows a very lear dis-tintion of the two steps of LBE : propagation and ollision. Then we adapt thederivation of ontrol theory to the ase of a disrete model in order to get theAdjoint Lattie Boltzmann Model. We apply the adjoint model to two simple si-tuations (a steady state and a time dependent ase). In the �rst plae we onsiderthe linear LBE and apply it to Poiseuille ow in a 2-dimensional periodi hannelwith a uniform body-fore. We then inlude the nonlinear terms in LBE and showhow this modi�es the adjoint equation. As a simple appliation, we onsider atransverse shear wave adveted by a uniform ow.2 Diret model for Lattie Boltzmann EquationThe lattie Boltzmann equation is a numerial method based on kineti theory tosimulate various hydrodynami systems. It uses elements of several origins : thelassial Boltzmann equation, the Broadwell models [Br64, Ga75℄ with a smallnumber of veloities and more reently the lattie gas automata [FHP86℄.In ontrast to the ontinuous Boltzmann equation that deals with distributionfuntions �(t; r; �), the LBE method deals with a small number of funtions thatan be interpreted as populations of �titious \partiles". The dynamis of these\partiles" is suh that time, spae and momentum are disretized. They move atsuessive disrete times from nodes to nodes of a regular lattie T = frl; 1 � l �Kg, omposed by K nodes so that momentum spae � is disretized into a smallset of disrete veloities fe�j� = 0; 1; : : : ; bg. The unknown is the distributionf� = f�(rl; t) whih is funtion of veloity e� at loation rl and at time t. Thelattie Boltzmann equations are written as :f�(rl + e�; t+ 1) = f�(rl; t) + 
�(f); (2.1)The term 
�(f) models the ollisions. Marosopi quantities are obtained bytaking veloity moments of f as follows :�(rl; t) = �=bX�=0 f�(rl; t); (2.2)�u(rl; t) = �=bX�=0 e�f�(rl; t); (2.3)e(rl; t) = �=bX�=0 e2�f�(rl; t); (2.4)where � is the density (mass), u is the veloity and e is the energy. They will beused later.



2 Diret model for Lattie Boltzmann Equation 53From here, for the sake of simpliity we onsider the partiular two-dimensionalLBE model : the nine veloity model without thermal e�ets [LL00℄. In thismodel, K = NxNy and T = frl � xi;j ; i = 1; 2; : : : ; Nx ; j = 1; 2; : : : ; Nyg isa square lattie, and there are nine disrete veloities (i.e., b = 8) desribed on�gure (2:5) and algebraially given by :
e� = 8>>>>>><>>>>>>:

(0; 0); � = 0;(os((�� 1)�2 ); sin((�� 1)�2 )); � = 1; : : : ; 4;(os((2�� 9)�4 ); sin((2�� 9)�4 )); � = 5; : : : ; 8: (2.5)
The equation (2:1) desribes the evolution of the partile in a one time inrement.So in eah inrement there are two fundamental steps : advetion and ollision.Now we will desribe these two steps.

0

13

6 52

4 87Fig. 2.1 { The veloities for the 9-bit lattie LBE model on a square lattieAdvetion stepIn this step the \partiles" move from a lattie node xi;j to either itself (withthe veloity e0 = 0), one of the four nearest neighbors (with the veloity e�,� = 1; : : : ; 4), or one of the four next-nearest neighbors (with the veloity e�,� = 5; : : : ; 8). This step is exat and global in spae, sine it is the solution tothe transport equation given by :�f�t + � � rf = 0:We will represent this step by the operator A de�ned by :A : Vf ! VfF 7! A(F); (2.6)where Vf � R9�K and F = (f�(xi;j; t))T(0���8;1�i�Nx;1�j�Ny) is a vetor in Vf .Boundary onditions are taken into aount through modi�ation of the operatorA. Here we shall take either periodi boundary onditions on the outer edges ofthe uid domain or the simple \boune-bak" onditions on uid-solid boundaries.



54 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ationCollision stepThis step onsists in the redistribution of the distribution ff�g at eah node xi;j,and it is modeled by the operator 
�(f) in (2:1). The lattie Boltzmann equation(2:1) an be rewritten in vetor form :f(xi;j + e�; t+ 1) = f(xi;j; t) +
(f); (2.7)where f = (f0; f1; : : : ; f8)T and 
(f) = (
0(f);
1(f); : : : ;
8(f))T . We remarkthat F = (f(xi;j; t))T(1�i�Nx;1�j�Ny) 2 Vf .Remark 2.1 If we take the disrete veloities, fe�j� = 0; 1; : : : ; 8g, with or-responding distribution funtions, ff�j� = 0; 1; : : : ; 8g, then we an onstrut avetor spae V = R9 based upon the disrete veloity set. So f = (f0; f1; : : : ; f8)Tis a vetor in V. The ollision operator ats loally in spae V. It will be expressedwith the help of the moments.To desribe this operator for eah lattie node, we an onstrut [dH92℄ a 9-dimensional vetor spae M = R9 based upon the di�erent moments of ff�g.Suh that M : V ! Mf 7! M(f) = M:f =m; (2.8)where the orthogonal matrix M is expliitly given by :
M =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 0 �1 0 1 �1 �1 10 0 1 0 �1 1 1 �1 �1�4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 1 �1 1 �1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA (2.9)
and m = (�; jx; jy; e; �; qx; qy; pxx; pxy)T , where the physial interpretation of the9 moments are respetively : density, x-momentum, y-momentum, energy, energysquare, x-heat ux, y-heat ux, diagonal stress and o�-diagonal stress. Thus, withthe help of the linear transformation M, we an desribe the ollision operatorin moment spae M .In the athermal model the only onserved quantities are density � and linear mo-mentum j = (jx; jy). For the other quantities (non-onserved moments) [HCB54℄,we assume that they relax towards equilibrium values that are nonlinear fun-tions of the onserved quantities. Due to symmetry arguments, the relaxationequations are given by :e� = e� s2 �e� ��2� + 2(j2x + j2y)�� ; (2.10)�� = �� s3 ��� ��3� + 4(j2x + j2y)�� ; (2.11)



2 Diret model for Lattie Boltzmann Equation 55q�x = qx � s5 [qx � (1jx)℄ ; (2.12)q�y = qy � s5 [qy � (1jy)℄ ; (2.13)p�xx = pxx � s8 �pxx � �1(j2x � j2y)�� ; (2.14)p�xy = pxy � s8 [pxy � (3jxjy)℄ ; (2.15)where the quantities with and without supersript � are post-ollision and pre-ollision values, respetively.Remark 2.2 The relaxation parameters si; i = 2; 3; 8 are diretly linked to thetransport oeÆients. For the seven other adjustable parameters �2, �3, 1, 1,2, 3, 4, we will �x them as follows :1 = 3 = 1; 2 = 3; 1 = �1; �2 = �2; �3 = 1 and 4 = �3: (2.16)This hoie of the parameters 1; 2; 3; 1 yields Galilean invariane and isotropy.The parameter �2 is linked to the speed of sound. Two other parameters �3 and4 are �xed to improve stability. See [LL00℄ for the omplete derivation of theseproperties. The relaxation rates s3 and s5 play no role in the hydrodynami be-haviour of the model, however they are relevant for stability [LL00℄ and for theauray of the boundary onditions [GA94, GdH96℄.Now we an ontrat the ollision operator in moment spae, with the help of(10) to (2:15), as follows :C : M ! Mm 7! m� = C(m): (2.17)Thus, we have the ollision operator in V, for an initial distribution f , given by :e
(f) = f +
(f) =M�1:C (M:f) :So, now we de�ne the global ollision operator C like the advetion operator by :C : Vf ! VfF 7! C(F); (2.18)where C(F) = �e
(f)(x1;1; t); e
(f)(x1;2; t); : : : ; e
(f)(xi;j; t); : : : ; e
(f)(xNx;Ny ; t)�T .Diret modelThe net result of the advetion and the ollision steps is that if Fini is the initialstate of the system, it evolves aording to8<: F0 = Fini;Fk+1 = A Æ C �Fk� � � �Fk� ; k 2 0; 1; : : :N � 1: (2.19)where Fk is the disrete state for partile distribution in spae at time k. SoFk = (f�(xi;j; k))T(0���8;1�i�Nx;1�j�Ny). We shall all equation (2:19) the diretmodel whih has been shown [CD98℄ to behave like the solutions of those of theNavier-Stokes equations in situations where the ow evolves suÆiently slowly inspae and time.



56 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ation3 Adjoint method for identifying parametersIn this setion we are interested in identifying some parameters of the lattieBoltzmann sheme, for instane the relaxation parameters s5 and s8 by omparingthe preditions of the diret model to those derived from some other tehnique(analyti or numerial solution to the Navier-Stokes equations or from experi-ments). So, we will use inverse modeling to estimate these parameters. This willbe done using the adjoint method, whih is diretly derived from the optimalontrol theory [Li68℄.General disrete theory for adjoint methodTo introdue the method, let's onsider a steady state laminar Poiseuille ow,with kinemati veloity �, between two plates parallel to Ox, separated by heighth, with periodi boundary ondition along the ow and a uniform body fore (Æp)to drive the ow. We know an analyti solution at disrete time ku(xi;j; k) = (u(xi;j; k); v(xi;j; k)) = �hÆp2� yj �1� yjh � ; 0� ; (2.20)where xi;j = (xi; yj) for 1 � i � Nx; 1 � j � Ny:We onsider the state of the LBE solution for a long enough time so that it hasreahed steady state omputed for the same geometry as the analyti ase butwith unknown relaxation oeÆient � = (s5; s8). We note that we neglet anyspae dependene of the density �. So that we will identify from here veloitywith momentum �u evaluated by (3). Sine we take � � 1.We wish to estimate an optimal � in the sense that it will orrespond to theminimum of a ost funtion. We de�ne the ost-funtion J(�) in a \natural"way : it is the mean-square di�erene between the veloity euk(�;xi;j; k),eu(�;xi;j; k) = (eu(�;xi;j; k); ev(�;xi;j; k)) ; (2.21)at disrete time kÆt, alulated by LBE (2:21) and the exat veloity u whih isthe analyti solution (2:20). The notation eu(�;xi;j; k) orresponds to the fat thatthe disrete LBE solution eu depends also on some parameters � of the model.We onsider the following ost-funtion J(�), where the �rst term (with oeÆienta) deals with a vision of the error at the �nal time and the seond term (withoeÆient b) is a disrete time integration of the error.8>>>>><>>>>>: J(�) = a2 NxXi=1 NyXj=1 jeu(�;xi;j; N)� u(xi;j; N)j2+b2 N�1Xk=0 NxXi=1 NyXj=1 jeu(�;xi;j; k)� u(xi;j; k)j2: (2.22)k = kÆt(Æt = 1) is the observation time, N = NÆt is the time when the steadystate is reahed, � = (s5; s8) 2 R2 , and a, b are two real adjustable onstants.



3 Adjoint method for identifying parameters 57In the ost-funtion (2:22), the term assoiated with a is used when we simulatea steady state problem. So for the �rst ase of the Poiseuille ow, it is obviousthat the exat solution (2:20) is stationary (i.e., u(xi;j; k) = u(xi;j)). We will takea = 1, b = 0 for the ost funtion. The term with b is used for the unsteadysimulation (e.g. see nonlinear ase). The disrete time N = NÆt(Æt = 1) is the�nal time where we evaluate the solution. So in this ase we will take a = 0,b = 1.Now the assimilation proess onsists in minimizing the ost-funtion J . We de-ide to use a gradient method :�n+1 = �n + e!r�Jn(�); e! > 0:So we need to estimate the gradient of the ost-funtion r�J(�). The adjointmethod is used to evaluate the gradient of the ost-funtion r�J .First, we rewrite the ost-funtion :J(�) = a2	(FN ; N; �) + b2 N�1Xk=0 	(Fk; k; �); (2.23)where Fk 2 Vf is the solution to LBE and	(Fk; k; �) = NxXi=1 NyXj=1 jeu(�;xi;j; k)� u(xi;j; k)j2;is the global error at time step k measured with least squares.Proposition 19 With the ost-funtion given by the relation (2:22) the gradientr�J an be evaluated as follows :r�J = � N�1Xk=0 Pk+1���� ; (2.24)where Pk are a set of dual parameters, whih are naturally line vetors. Theparameters �Pk�T belong to the spae Vf introdued in paragraph 2 (Advetionstep) and are determined by the following bakward lattie Boltzmann equationalled Adjoint Lattie Boltzmann Equation (ALBE) :8>>><>>>: PN = �a2 �	�F ;Pk = Pk+1 ���F � b2 �	�F for k = N � 1; N � 2; : : : ; 1: (2.25)Remark 3.1 The Pk for k = N � 1; N � 2; : : : ; 1 desribe an inverse dynamis.So Pk is a vetor de�ned by (p�(xi;j; k))(0���8;1�i�Nx;1�j�Ny) where p�(xi;j; k) isthe \dual distribution" funtion of veloity e� at loation xi;j and at disrete timek.



58 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ationProof: As Fk is the solution to the diret state (2:19), we an see this dynamisas a onstraint :8<: F0 = 0;Fk+1 � � �Fk� = 0; k = 0; 1; : : :N � 1: (2.26)And now we an onsider the onstrained minimization problem of �nding theminimum of J given by (2:23) under the onstraint (2:26).A lassial way to do this is to give a Lagrangian formulation of this problem. Sowe de�ne a Lagrangian as follows :L = J + N�1Xk=0 Pk+1: �Fk+1 � � �Fk�� ; (2.27)where the dot . denotes the salar produt in Vf , and Pk 2 Vf is a Lagrangemultiplier related to the onstraint (2:26).The di�erentiation of L, reads :dL = dJ + N�1Xk=0 Pk+1�dFk+1 � ���F dFk � ���� d�� : (2.28)We note here that the ost-funtion J doesn't depend diretly on �, so we have :dJ = a2 �	�F dFN + b2 N�1Xk=0 �	�F dFk: (2.29)With a disrete part integration we dedue that :8>>>><>>>>: N�1Xk=0 Pk+1�dFk+1 � ���F dFk� =PNdFN � P1 ���F dF0+ N�1Xk=1 �Pk � Pk+1 ���F� dFk: (2.30)Now using (2:28), (2:29) and (2:30), we �nd :8>>>><>>>>: dL = a2 �	�F dFN + b2 k=N�1Xk=1 �	�F dFk + PNdFN � P1 ���F dF0+ N�1Xk=1 �Pk � Pk+1 ���F� dFk � N�1Xk=0 Pk+1���� d�: (2.31)Sine we don't hange the initial ondition of the diret model (2:19), we hoosedF0 = 0:Due to (2:27), we notie that dL � dJ = r�J:d� when onstraint (2:26) holds.When we hoose the adjoint dynamis, i.e., Pk be equal to the solution to thebakward LB equation (2:25), we anel all the terms in fator of dFk in theexpression (2:31) of dL, so that the expression (2:24) of r�J is established. �We proeed now to ompute the adjoint state and the gradient of J .



3 Adjoint method for identifying parameters 59Adjoint Lattie Boltzmann Equation for linear aseNow, we desribe the adjoint model (2:25), whih allows us to ompute all thePk. In a �rst ase we onsider the steady state laminar Poiseuille ow whih isintrodued in paragraph 3. This ase is a natural way to test this method, sinelaminar Poiseuille ow is also a solution to the Stokes problem whih is linear. Sothe oeÆients 1 = 2 = 3 = 4 = 0 and the diret algorithm (2:19) is simpler(i.e., the operator � is linear). Sine we have a steady problem we hoose a = 1and b = 0. So we have an adjoint dynamis Pk = Pk+1 ���F , with initial onditiondepending on error, where ���F is a linear operator de�ned by :���F : V?f ! V?fP 7! PAC = (CTATPT )T : (2.32)Where V?f is the dual spae of linear spae Vf . This operator (sine the operator� = AC is linear in the diret model) is omposed of two fundamental steps :{ Transposed advetion AT : whih models the transport with \bakward"disrete veloity.{ Transposed ollision CT : as in the diret model, this operator is loal inspae.So we also need to introdue the following nine \dual moments" of p(xi;j; k) =(p�(xi;j; k))0���8 with the help of the matrix M (2:9) :m = (m0; m1; : : : ; m8) = p:M�1:Sine there are three onserved moments in the diret model, there are also threeonserved quantities in the adjoint model given by :m0 + 2m3 �m4 salar invariant like \mass"�� m1 +m5m2 +m6 � vetor invariant like veloityThe matrix of transposed ollision C in the spae of moments satis�es :
CT =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 �2s2 s3 0 0 0 00 1 0 0 0 �s5 0 0 00 0 1 0 0 0 �s5 0 00 0 0 1� s2 0 0 0 0 00 0 0 0 1� s3 0 0 0 00 0 0 0 0 1� s5 0 0 00 0 0 0 0 0 1� s5 0 00 0 0 0 0 0 0 1� s8 00 0 0 0 0 0 0 0 1� s8

1CCCCCCCCCCCCAThe ollision is de�ned by : P:C = P�where P = (p(xi;j; k))(1�i�Nx;1�j�Ny) 2 V?f , P� = (p�(xi;j; k))(1�i�Nx;1�j�Ny) 2V?f , where p�(xi;j; k)=p(xi;j; k):M�1:C:M=�(M)T :CT :(M�1)T :(p(xi;j; k))T�T .



60 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ationALBE algorithm for the nonlinear aseWhen we model the Navier-Stokes equation, the diret algorithm (2:19) is nonli-near. So i 6= 0; i = 1; 2; 3; 4, and the ollision step is nonlinear. In this ase theadjoint algorithm (2:25) is still linear sine Pk = Pk+1 ���F , where ���F is a linearoperator. As in the linear ase ���F is de�ned by (2:32) and it is omposed of twosteps : transposed advetion AT and transposed ollision CT . Only the transpo-sed ollision CT is di�erent from the linear ase. To desribe this step let us usethe supersript d for quantities related to the diret problem and among themV d(xi;j; t) the veloity �eld. So the transposed matrix ollision CT is expressedas follows :
CT =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 �2s2 s3 0 0 0 00 1 0 21s2V dx 23s3V dx �s5 0 3s8V dy 21s8V dx0 0 1 21s2V dy 23s3V dy 0 �s5 3s8V dx �21s8V dy0 0 0 1� s2 0 0 0 0 00 0 0 0 1� s3 0 0 0 00 0 0 0 0 1� s5 0 0 00 0 0 0 0 0 1� s5 0 00 0 0 0 0 0 0 1� s8 00 0 0 0 0 0 0 0 1� s8

1CCCCCCCCCCCCA :
Compared to the linear ase, there are just a few additional o�-diagonal termsand these terms an be omputed from the information in the stored F �eld ofthe diret problem.4 First numerial experiments for a PoiseuilleowCase of a one salar parameter problemOur �rst simple ase onsists in identifying a single parameter s8 (i.e., the vis-osity � = 13( 1s8 � 12)) and the parameter s5 is supposed to be known. So theunknown parameter � is equal to s8 (i.e., � = s8 2 R). In this ase, the disreteexat gradient is given by the help of (2:31), (2:32) and (2:25) as follows :r�J = J 0(s8) = dL = � N�1Xk=0 Pk+1 ���s8 : (2.33)The omputation of J 0(s8) requires one integration of the diret model and oneintegration of the adjoint model. Thus, we may try and apply a desent methodin order to �nd the solution to the minimization problem.Before making use of the adjoint method, it is neessary to hek that we alulateexatly the gradient of the ost-funtion J . For that purpose we onsider a simpledetermination of the gradient for �nite di�erene quotient.



4 First numerial experiments for a Poiseuille ow 61� Relative error � Relative error10�2 4.89�10�3 10�9 3.20 �10�910�3 4.84�10�5 10�10 4.56 �10�810�4 4.83 �10�7 10�11 1.00 �10�710�5 3.85 �10�9 10�12 3.63 �10�610�6 9.44�10�10 10�13 1.99�10�510�7 9.19�10�10 10�14 2.10�10�410�8 1.30�10�9 10�15 2.23�10�3Tab. 2.1 { Comparison of the proposed determination of gradient with a simple�nite di�erene quotient : Relative error : jJ 0df (s8)� J 0inv(s8)jJ 0inv(s8) for s8 = 0:3 andoptimal s8 = 0:8.
{ Di�erene quotient of the ost funtion JJ 0dq(s8) = lim�!0 J(s8 + �)� J(s8 � �)2� : (2.34)So we an validate the adjoint model if and only if the two quantities (2:33)and (2:34) are equal. We have gradient J with adjoint method J 0inv(s8 = 0:3) =�4:87278648� 10�7.Table 4 shows that the gradient is well alulated, so for � = 10�6 we havethe same quantity for two gradients with a 10�8 relative auray.Remark 4.1 Figure (2.2) shows that for � � 10�10 we have mahine preisionerrors and for � � 10�3 we have onvergene errors.
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62 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ationIn �gure (2:3), we show that the adjoint method is able to alulate exatlythe gradient of ost-funtion.
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Fig. 2.3 { Pro�les of gradient J 0(s8) vs. s8 alulated by two methods, J 0(s8)with adjoint method (+) and with di�erene quotient of J (�). Optimal s8 = 1:2Now, we try to identify the parameter s8 by a desent method with a �xedstep : sn+18 = sn8 + e!J 0(s8)n; e! > 0:Figure (2.4) shows the onvergene of algorithm to the optimal parameter s�8. Inthis ase the �rst guess is s8 = 0:2 and the optimal one s�8 = 0:8.Case of two parametersIn the seond ase, the two parameters s8 and s5 are unknown (i.e., � =(s5; s8)). So we use the adjoint method to evaluate the disrete gradient r�J .So in this ase the gradient is given by the help of (2:31), (2:32) and (2:25) asfollows :r�J = rJ(s5; s8) = � N�1Xk=0 Pk+1���� =  � N�1Xk=0 Pk+1 ���s5 ;� N�1Xk=0 Pk+1 ���s8! :We use a desent method with a variable step.�n+1 = �n + e!nr�Jn(�); e!n > 0;where e!n are alulated by a standard line searh [Cu94℄. Figure (2.5) shows theonvergene of algorithm to the optimal parameters �� = (s�5; s�8) = (1:0; 0:8).
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64 Adjoint Lattie Boltzmann Equation for Parameter Identi�ation5 ALBE method for a Navier-Stokes owWe shall onsider a simple ase, that of a ow arising from the superposition ofa uniform ow with speed fV; 0g and a transverse shear wave in a domain withperiodi boundary onditions, so that if Nx is the number of lattie points alongOx, one expets to �nd a time dependent solution, assuming v � V ,vx = V; (2.35)vy = v os(k(x� V t) + �)exp(��k2t): (2.36)where the wave vetor k is of the form k = 2m�=Nx (m integer) and � somephase fator.Now we will suppose that 1 = 3 = 23 =  and 4 = 3d. We have introduedtwo unknown parameters  and d (i.e., � = (; d)) in the expression (2:16) of i,i = 1; 2; 3; 4, having in mind the use of the adjoint method to �nd their values inorder to get a model optimally hosen with respet to a required solution. Onewe have solved the adjoint problem, we an determine the derivatives of the ostfuntion, using expressions (2:24).We have tested the ability of the adjoint method to determine  and d using thepartiular ost funtion with a = 0 and b = 1 in Equ. 2.22, whih is appropriatefor a time dependent problem. We have found that the derivative of the ostfuntion with respet to the parameter d is very small (and probably insigni�antdue to rounding errors in the numerial simulations). This is expeted as the termdepending upon d does not show up in the Chapman-Enskog analysis [dH92℄ ofthe problem. It is taken into onsideration for the simple reason that in theordinary BGK-LBE model [QdHL92℄, the equilibrium distributions lead to suha term.The derivative of the ost funtion with respet to  obtained by the adjointmethod is lose to that determined by �nite di�erenes as was the ase abovefor the parameter s8 diretly linked to the visosity. We show in �gure (2:6) theonvergene of the error funtion with iteration number (no e�ort has been madeto aelerate onvergene).Note that for one ase the error levels at a signi�ant value (dashed-dotted linein Figure (2.6)). That ase orresponds to using as the expression given abovefor the \target funtion" and using as initial state F0 the distribution funtionomputed to seond order in Chapman-Enskog development. The ase that leadsto muh better onvergene (solid line in Figure (2.6)) uses as \target funtion"the veloity of a LBE model in whih  = d = 1. This shows that the initialonditions used in the �rst ase are not satisfatory and that they do not leadpreisely to the simple analyti expressions given above. This result ould be usedto try and determine better initial onditions that lead to a small residual error.Note more generally that the identi�ation proedure proposed in this paper willnot give information on other soures of error (quality of the target or in thenumerial model).
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Fig. 2.6 { Log of the ost-funtion J(�) vs iteration. First ase (dashed-dottedline) and seond ase (solid line).6 ConlusionWe have onsidered the problem of parameter identi�ation for the LBE mo-del in omputational uid dynamis. We have used a gradient method assoiatedwith the adjoint methodology applied for disrete time. We have ompared thisapproah with a �nite di�erene methodology and have tested our sheme fortwo di�erent on�gurations : a simple linear Poiseuille ow and a more realistinonlinear model. We have derived the general adjoint model (ALBE). We notethat this algorithm is as easy to parallelize as the standard LBE model.Work is under way to test the ability of the proposed method to determine alarge number (p) of unknown parameters. In that ase for eah set of unknownparameters for whih the gradients are required, one needs one diret and onebakward omputation instead of at least p diret omputations using the simple�nite quotient determination.The extension for future work ould be the following : determination of the nu-merial sheme for ALBE model in ase of urved boundaries, identi�ation ofunknown ow parameters at the boundary or identi�ation of loal visosityfor turbulent ows. The extension to three dimensional ows is straightforwardonerning the methodology but the diÆulty will be in the larger amount ofdata to manage.
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Chapitre 3Rappel sur les ouhesparfaitement absorbantes
1 IntrodutionLa simulation num�erique de la propagation d'onde dans un domaine non born�edemande a priori la r�eation d'un domaine born�e de alul �a l'exeption desm�ethodes int�egrales [JN80℄. Cela am�ene �a introduire une fronti�ere arti�ielled�elimitant le domaine de alul. Plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees : les m�ethodesde ouhes absorbantes [IO81℄ qui sont d'origine empirique et les m�ethodes deonditions limites absorbantes [EM77℄ qui sont bas�ees sur une approhe th�eorique.Dans le adre de e travail on ne d�etaillera pas les m�ethodes int�egrales quionsistent �a se ramener �a un domaine born�e par une repr�esentation int�egrale.2 Conditions limites absorbantesLes m�ethodes de onditions aux limites absorbantes qui ont �et�e d�evelopp�ees depuisplusieurs ann�ees onsistent �a imposer des onditions limites arti�ielles. Le butde es onditions est de laisser sortir toutes les ondes inidentes sans r�eexion.L'aspet math�ematique de es m�ethodes a �et�e d�evelopp�e par Engquist et Ma-jda [EM77℄. En e�et ette m�ethode est bas�ee sur la th�eorie des op�erateurs pseudo-di��erentiels pour obtenir une s�equene d'approximations loales des onditionsdu bord. Pour illustrer ette m�ethode on onsid�ere le probl�eme bidimensionnelde l'�equation des ondes : �2t u� �2xu� �2yu = 0: (3.1)En herhant les solutions de la forme u = ei(!t�kxx�kyy) et en utilisant la trans-form�ee de Fourier, on a l'�equation de dispersion!2 = k2x + k2y: (3.2)On onsid�ere qu'en x = x0 on impose des onditions limites absorbantes. On notes = ky! , on a alors de (3:2) :kx = �!p1� s2 en x = x0 > 0; (3.3)67



68 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbanteso�u le signe plus et moins repr�esente l'onde plane progressive et regressive respe-tivement. Pour ne pas avoir d'onde r�e�ehie par le bord x = x0, on ne prend enompte que les ondes progressives, en hoisissant la branhe orrespondant ausigne plus. En regardant la relation (3:2) omme �equation de dispersion monodi-mensionnelle, on obtient la relation :Lu � F�1 �(kx � !p1� s2)F(u)� = 0 en x = x0; (3.4)o�u F et F�1 sont respetivement les transformations de Fourier et de Fourierinverse. Enquist et Majda ont montr�e que l'op�erateur L est exat [EM77℄. En e�etil absorbe parfaitement les ondes arrivant (de gauhe �a droite) en x = x0 quelque soit l'angle d'inidene (i. e. quel que soit ky). Comme kx(s) est une fontionirrationnelle de s, l'op�erateur L n'est pas un op�erateur di��erentiel mais pseudo-di��erentiel. De plus il n'est loal ni en espae ni en temps. Pour avoir un op�erateurplus maniable num�eriquement Enquist et Majda approhent l'op�erateur pseudo-di��erentiel L par un op�erateur di��erentiel E et ela en approhant la quantit�ep1� s2 �a l'aide d'un d�eveloppement de Taylor [EM77, EM79℄. L'approximationd'ordre un de kx(s) = p1� s2 = 1+O(s2), nous donne la ondition absorbante :E1u � �xu+ �tu = 0 en x = x0: (3.5)L'approximation d'ordre deux de kx(s) = p1� s2 = 1� s22 +O(s3), nous donnela ondition absorbante :E2u � �2t u+ �txu� 12�2yu = 0 en x = x0: (3.6)Ces approximations d'un op�erateur \global" L par un op�erateur di��erentiel loal,engendrent des r�eexions plus ou moins importantes en fontion de la fr�equenede l'onde et de son angle d'inidene. Le probl�eme onsiste �a trouver la meilleureapproximation qui donne les plus faibles r�eexions parasites, tout en ayant unprobl�eme bien pos�e. En essayant les approximations de Taylor d'ordre sup�erieurde la fontion p1� s2 on est onduit �a des probl�emes mal pos�es [EM77℄.L'�etude de telles onditions absorbantes approh�ees, a �et�e r�ealis�ee par Halpernet Trefethen [TH86, HT88℄ grâe �a des approximations bas�ees sur des d�evelop-pements en frations rationnelles de p1� s2 :p1� s2 = pm(s)qn(s) ; sur [�1; 1℄; (3.7)o�u pm et qn sont des polynômes en s de degr�es respetifs m et n. A l'aide deette approximation on peut voir les mod�eles d'Engquist-Majda omme un aspartiulier. En e�et si on approxime p1� s2 = p0+ p2s2 ave p0 = 1 et p2 = �12 ,on retrouve la ondition (3:6). On note aussi que Halpern et Trefethen [TH86,HT88℄ ont propos�e di��erents types d'approximations : Chebyshev, Chebyshev-Pad�e, Newman, L2, et L1. Dans [TH86℄ Halpern et Trefethen ont utilis�e uneapproximation par une fontion rationnelle du type (3:7) de p1� s2. Ils ontidenti��e les fontions r qui donnent des onditions aux limites absorbantes pour



3 Couhes absorbantes 69lesquelles le probl�eme est bien pos�e au sens de Kreiss [Kr70℄.� Bayliss et Turkel [BT80℄ proposent une autre lasse de onditions aux limitesabsorbantes qui repose sur un d�eveloppement en s�erie de l'op�erateur (approhe dehamp lointain), qu'on peut interpr�eter omme une am�elioration de la onditionde Sommerfeld [So64℄ qui onsiste �a imposer la ondition de radiation suivante :limr!1 r d�12 (�ru� iku) = 0;o�u r est la oordonn�ee radiale et d la dimension d'espae. Ensuite Bayliss etTurkel [BT82℄ ont utilis�e ette id�ee pour le probl�eme d'Euler ompressible en2D et 3D et le probl�eme de guide d'onde. On ite ii aussi les travaux de Joly-Merier [JM89℄ et Taove [Ta98℄ pour les onditions aux limites absorbantes pourles ondes �eletromagn�etiques. On note que ette pr�esentation des onditions auxlimites absorbantes est non exhaustive, on peut onsulter l'artile de synth�ese\Review" de Givoli [Gi90℄ pour une �etude plus ompl�ete.3 Couhes absorbantesLes m�ethodes de ouhes absorbantes onsistent �a entourer le domaine d'�etudepar un milieu non r�e�ehissant de petite �epaisseur (quelques mailles seulement),o�u l'onde est absorb�ee. Les premiers mod�eles d'Orlanski [Or76℄ onsistent �aprendre un oeÆient d'absorption onstant. En e�et on donne ii un mod�elesimple de Israeli et Orszag [IO81℄ de ouhes absorbantes pour l'�equation desondes en dimension deux :�2t u� �2xu� �2yu = 0; dans R� � R: (3.8)On rajoute �a l'�equation (3:8) un terme d'absorption � > 0, on a alors dans laouhe l'�equation suivante :�2t u+ ��tu� �2xu� �2yu = 0; dans [0; Æ℄� R: (3.9)On peut v�eri�er que l'�energie des ondes d�erô�t dans la ouhe absorbante. Uneanalyse du oeÆient de r�eexion R, montre que si � est grand alorsR est grand etque si � est petit les ondes ne seront pas suÆsamment absorb�ees dans la ouhed'�epaisseur Æ > 0. Une des solutions �a e d�efaut onsiste �a prendre � = �(x)variable (� petit au d�ebut de la ouhe pour que l'onde inidente ne voit pas laouhe et � grand �a la �n de la ouhe pour pouvoir absorber l'onde). On notequ'il y a d'autres alternatives : hanger le terme d'absorption de l'�equation (3:9)par �tu+ �xu, ainsi on a l'�equation suivante dans la ouhe [0; Æ℄� R :�2t u+ � (�tu+ �xu)� �2xu� �2yu = 0: (3.10)Il y a aussi l'alternative de Israeli-Orszag [IO81℄ qui onsiste �a faire un ouplageentre les onditions aux limites absorbantes et les ouhes absorbantes. On noteque les m�ethodes de ouhes absorbantes ont deux handiaps majeurs : le hoixde la ouhe d�epend des fr�equenes du signal inident et elles sont diÆiles �a



70 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbantesmettre en �uvre.En 1994, un regain d'int�erêt a eu lieu pour les m�ethodes de ouhes grâe �ala ontribution de B�erenger [Be94℄, qui propose pour les probl�emes d'�eletro-magn�etisme un mod�ele de ouhe parfaitement adapt�ee, \perfetly mathed layer"dite PML. En e�et les ouhes de B�erenger ont les avantages majeurs suivants : latransmission d'onde dans la ouhe se fait sans r�eexion parasite pour tout angled'inidene et toute fr�equene, la r�esolution des probl�emes des oins et �nalementla failit�e de mise en �uvre.Une intense ativit�e s'est d�evelopp�ee autour de et outil, en partiulier ave letravail de Collino [Co95℄ et l'adaptation aux �equations d'Euler lin�earis�ees deHu [Hu96℄ et en partiulier en aoustique.4 Mod�ele de B�erenger en aoustiqueOn �etudie ii le mod�ele de B�erenger en aoustique [Hu96, DDMT02℄ d�erivant unmilieu propagatif absorbant et non r�e�ehissant. La m�ethode onsiste �a entourerle milieu d'�etude 
 par un mat�eriau absorbant (i. e. ouhe de B�erenger), (voirFig. 3:1). Cette ouhe de B�erenger laisse passer toutes les ondes quel que soit leur
Ω

Fig. 3.1 { Domaine d'int�erêt 
 et ouhe absorbanteangle d'inidene en ne g�en�erant auune onde r�e�ehie dans le milieu d'int�erêt 
,(voir Fig. 3:2).
θ Ω

Milieu
Bérenger

Fig. 3.2 { Transmission parfaite entre 
 et le milieu B�erenger



4 Mod�ele de B�erenger en aoustique 71Constrution du mod�eleOn onsid�ere un milieu semi-in�ni dans la diretion x d�e�ni par 
 = 
+ [ 
�,ave : � 
� = f(x; y); y < 0g
+ = f(x; y); 0 < y < Æg (3.11)o�u 
� repr�esente le milieu d'int�erêt (i.e. le milieu physique) et 
+ repr�esente lemilieu absorbant d'�epaisseur Æ > 0, (voir Fig. 3:3).
 y

Ω

Ω
_

+

xFig. 3.3 { Domaine 
 = 
+ [ 
�Le milieu aoustique 
� :On onsid�ere le probl�eme suivant dans le milieu 
� :8>>>>><>>>>>: �p�t + �jx�x + �jy�y = 0;�jx�t + �p�x = 0;�jy�t + �p�y = 0: (3.12)
On herhe les solutions sous la forme (i.e. ondes planes) :� = �0ei(!t�kxx�kyy); (3.13)o�u ! est la fr�equene et k = (kx; ky) le veteur d'onde. A l'aide de la transform�eede Fourier le syst�eme d'�equations (3:12), devient :8<: i!p0 � ikxjx0 � ikyjy0 = 0;i!jx0 � ikxp0 = 0;i!jy0 � ikyp0 = 0: (3.14)ave l'�equation de dispersion suivante :!2 = k2x + k2y: (3.15)



72 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbantesLe milieu absorbant 
+ :Dans le milieu absorbant, la tehnique de B�erenger onsiste �a d�eomposer l'in-onnue p en deux parties : p = px + py: (3.16)Comme ii on s'int�eresse �a �erire la ouhe absorbante pour le syst�eme (3:12),dans la diretion y, on introduit le fateur d'absorption � d�e�ni sur R+ :�(y) � 0; (3.17)�(0) = 0: (3.18)On a le nouveau syst�eme, assoi�e au probl�eme (3:12) :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�px�t + �jx�x = 0;�py�t + �py + jy�y = 0;�jx�t + �(px + py)�x = 0;�jy�t + �jy + �(px + py)�y = 0; (3.19)

ave p = px + py en y = 0.On herhe les solutions sous la forme :� = �0ei(!t�kxx�kyy): (3.20)A l'aide de la transform�ee de Fourier, le syst�eme d'�equations devient :8>><>>: i!px0 � ikxjx0 = 0;i!py0 + �py0 � ikyjy0 = 0;i!jx0 � ikx(px0 + py0) = 0;i!jy0 + �jy0 � iky(px0 + py0) = 0: (3.21)En y = 0 en utilisant p = px + py on a :8>>><>>>: i!p0 � ikxjx0 � i!i! + � ikyjy0 = 0;i!jx0 � ikxp0 = 0;i!jy0 � i!i! + � ikyp0 = 0: (3.22)On obtient alors l'�equation de dispersion suivante :!2 = k2x + k2y(1� i�(0)! )2 : (3.23)Lemme 1 Soit 
 = 
+ [ 
� un domaine de R2 . On onsid�ere une solutionr�eguli�ere du probl�eme (3:12) dans le milieu 
� et une solution r�eguli�ere du probl�eme(3:19) dans le milieu 
+. A l'interfae � on a ontinuit�e de la pression et de l'im-pulsion normale : p� = p+ et j+y = j�y : (3.24)



4 Mod�ele de B�erenger en aoustique 73Preuve: On �erit le probl�eme (3:12) sous la forme onservative suivante :�tW + �xf�(W ) + �yg�(W ) = 0; (3.25)o�u W � (p; jx; jy), f�(x; y; z) � (y; x; 0) et g�(x; y; z) � (z; 0; x). On �erit demême, le probl�eme (3:19) �a l'interfae y = 0 en utilisant px + py = p, �(0) = 0 eten sommant les deux premi�eres �equations du syst�eme, sous la forme suivante :�tW + �xf+(W ) + �yg+(W ) = 0; (3.26)o�u W � (p; jx; jy), f�(x; y; z) � (y; x; 0) et g�(x; y; z) � (z; 0; x).Soit W� une solution r�eguli�ere dans le milieu 
� et W+ une solution r�eguli�eredans le milieu 
+. Soit 
1 la r�egion espae temps o�uW� est d�e�ni et 
2 la r�egionespae temps o�u W+ est d�e�ni. On d�esigne par n la normale �a l'interfae � dansl'espae (x,y,t) (voir la �gure 3:4) qui s�epare les deux r�egions 
1 et 
2. On a alors

Γ

Ω 2Ω 1

t

y

x

n

Fig. 3.4 { Interfae � entre 
1 et 
2.d'apr�es les relations de Rankine-Hugoniot [Al03℄ :(W+�W�)nt+�f+(W+)� f�(W�)�nx+�g+(W+)� g�(W�)�ny = 0: (3.27)o�u (nx; ny; nt) = n. Dans notre probl�eme on a n = (0; 1; 0), on d�eduit alors de(3:27) : �g+(W+)� g�(W�)�ny = 0� j+y � j�y0p+ � p� 1A = 0: (3.28)�Fateur de r�eexion et de transmissionProposition 20 Interfae entre milieu aoustique et milieu B�erengerSoit 
 = 
+ [ 
�, ave 
� le milieu aoustique (3:12) et 
+ le milieu B�erenger(3:19). Soit �i une onde inidente dans le milieu 
�, �r l'onde r�e�ehie par



74 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbantesl'interfae � dans le milieu 
� et �t l'onde transmise dans le milieu 
+. Ond�e�nit le fateur de r�eexion R et le fateur de transmission T , par :R = �r�i ; T = �t�i : (3.29)On a alors R = 0 et T = 1.Preuve: Quand une onde inidente �i de veteur d'onde ki renontre l'interfae� = f(x; y); y = 0g s�eparant les deux milieux 
+ et 
�, une partie de l'ondeinidente passe dans le milieu 
+ et donne naissane �a une onde transmise �t deveteur d'onde kt. Le reste de l'onde revient dans le milieu 
� et donne naissane�a une onde r�e�ehie �r de veteur d'onde kr.On introduit le oeÆient de r�eexion R et le oeÆient de transmission T :R = prpi ; T = ptpi : (3.30)La ontinuit�e de la pression �a l'interfae (voir lemme 1) s'exprime par : pi+pr = pt,d'o�u on d�eduit 1 +R = T: (3.31)On a aussi : jrx = Rjix et jtx = Tjix;jry = Rjiy et jty = Tjiy: (3.32)Comme les ondes �i et �r sont dans le milieu 
�, on d�eduit alors de (3:14) :jix = kix! pi et jiy = kiy! pi; (3.33)D'apr�es les lois de Desartes on a :kix = krx et kiy = �kry: (3.34)En utilisant (3:30), (3:32), (3:33) et (3:34) on d�eduit :jix + jrx = kix! (1 +R)pi; (3.35)jiy + jry = kiy! (1� R)pi: (3.36)L'onde �t dans le milieu 
+ se d�eduit du syst�eme (3:22) :jtx = ktx! (1 +R)pi; (3.37)jty = iktyi! + � (1 +R)pi: (3.38)La ontinuit�e de jy �a l'interfae (voir lemme 1) en y = 0 entrâ�ne :jiy + jry = jty: (3.39)



4 Mod�ele de B�erenger en aoustique 75
Ω+

Ω
_

A B Σ

Fig. 3.5 { Interfae � entre les deux milieux 
+ et 
�.On a alors d'apr�es (3:36), (3:38) et (3:39) :kiy! (1�R)pi = iktyi! + �(0)(1 +R)pi: (3.40)Comme le syst�eme est invariant par translation le long de l'interfae �, le rapportde l'onde inidente �i et �t en deux points A et B de l'interfae doit être le même(voir �g. 3:5) : �t(B)�i(B) = �t(A)�i(A) : (3.41)En utilisant (3.13) et (3.20) on a :�i(B) = �i(A) e�ikixd et �t(B) = �t(A) e�iktxdave d = AB. A l'aide de (3:41) on onlut :kix = ktx: (3.42)En utilisant l'�equation de dispersion (3:15) dans le milieu 
�, l'�equation de dis-persion (3:23) dans le milieu 
+, la ondition de raord �(0) = 0, l'�equation(3:42), et le fait qu'on a la même fr�equene ! dans les deux milieux, on onlut :kiy = kty: (3.43)Ainsi l'�equation (3:40) devient :1! (1� R) = ii! + �(0)(1 +R): (3.44)On utilise enore une fois la ondition de raord �(0) = 0 et on onlut de (3:44)que R = 0. �Remarque 15 Si l'interfae � entre le milieu physique 
� et la ouhe absor-bante 
+, est orthogonale �a l'axe des x (voir Fig. 3:6), le syst�eme de B�erengerassoi�e au probl�eme (3:12) s'�erit dans 
+ :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�px�t + �px + �jx�x = 0;�py�t + jy�y = 0;�jx�t + �jx + �(px + py)�x = 0;�jy�t + �(px + py)�y = 0: (3.45)



76 Rappel sur les ouhes parfaitement absorbantes
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Ω
_
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Fig. 3.6 { Domaine 
 = 
+ [ 
�ave px + py = p et � = 0 en x = 0, et �(x) � 0.5 Perte d'hyperboliit�eRappelons que Abarbanel et al. [AGH99℄ et Rahmouni [Ra01, Ra99℄ ont �etudi�e led�efaut des ouhes parfaitement adapt�ees de B�erenger �a savoir que la formulationorrespond �a des probl�emes qui ne sont que faiblement bien pos�es. En e�et si ononsid�ere le probl�eme aoustique suivant :8>>>>><>>>>>: �p�t + �jx�x + �jy�y = 0;�jx�t + �p�x = 0;�jy�t + �p�y = 0: (3.46)Alors la ouhe parfaitement absorbante de B�erenger assoi�ee [Hu96, DDMT02℄est donn�ee par 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�px�t + �xpx + �jx�x = 0�py�t + �ypy + �jy�y = 0;�jx�t + �xjx + �(px + py)�x = 0;�jy�t + �ypx + �(px + py)�y = 0: (3.47)

ave �x � 0 et �y � 0 qui sont les fontions d'absorption. On peut �erire lesyst�eme de ouhe absorbante (3:47) sous la forme suivante :�tW + A�xW +B�yW + CW = 0; (3.48)o�u W = (px; py; jx; jy)t,A = 0BB� 0 0 1 00 0 0 01 1 0 00 0 0 0 1CCA, B = 0BB� 0 0 0 00 0 0 10 0 0 01 1 0 0 1CCA et C = 0BB� �x 0 0 00 �y 0 00 0 �x 00 0 0 �y 1CCA :



5 Perte d'hyperboliit�e 77On regarde alors les solutions de la forme W = ei(!t�kxx�kyy)(�px; �py ; �jx; �jy)t,on a alors le symbole prinipal, M = ikxA+ ikyB, du syst�eme (3:48) donn�e par :M = 0BB� 0 0 ikx 00 0 0 ikyikx ikx 0 0iky iky 0 0 1CCA :La matrieM admet �0 = 0 omme valeur propre double, alors que le sous-espaevetoriel E�0 assoi�e �a �0 est de dimension 1. Ce qui montre que le syst�eme deouhe absorbante de B�erenger (3:47) n'est pas hyperbolique [Ra91℄. Abarbanelet al. [AGH99℄ et Rahmouni [Ra01, Ra99℄ proposent alors de nouveaux mod�elesde ouhes parfaitement adapt�ees bien pos�es (i.e le syst�eme d'�equations dans lesouhes absorbantes reste hyperbolique). En e�et on �erit le syst�eme B�erenger(3:47) sous la forme suivante :� �tWx + A�xW + �xWx = 0;�tWy +B�yW + �yWy = 0; (3.49)o�u Wx + Wy = W . Ensuite en raisonnant en variable de Fourier en temps lesyst�eme pr�e�edent s'�erit :� (i! + �x)Wx + A�xW = 0;(i! + �y)Wy +B�yW = 0: (3.50)En sommant les deux �equations on obtient :i!W + (SxA�x + SyB�y)W = 0; (3.51)o�u Sx = i!i!+�x et Sy = i!i!+�y . Rahmouni [Ra01℄ propose alors de faire un hange-ment de base en utilisant les deux matries suivantes :N = 0� S�1y 0 00 S�1x 00 0 1 1A ; et M = 0� Sx 0 00 Sy 00 0 SxSy 1A :Les matries M et N ont les propri�et�es suivantes :SxA�x + SyB�y =M (A�x +B�y)N;A�xN +B�yN = 0;lim�x;�y!0N = I:Ainsi l'�equation (3:51) s'�erit :i!W +M (A�x +B�y)NW = 0: (3.52)Finalement en utilisant le hangement de variable fW = NW , et en d�eveloppantl'op�erateur i!M�1N�1 (voir [Ra01℄), on obtient le mod�ele suivant :( �tfW + CfW +RT + (A�x +B�y)fW = 0;�tT +DT �fW = 0; (3.53)o�u D = diag(�y; �x; 0), C = diag(�x � �y; �y � �x; �x + �y), R = diag(�y(�y ��x); �x(�x��y);��x�y) et T est une nouvelle inonnue. Le mod�ele (3:53) est uneouhe absorbante parfaitement adapt�ee de plus il est fortement hyperbolique.
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Chapitre 4Sh�ema de Boltzmann sur r�eseaupour une ouhe de B�erenger
1 Constrution du sh�ema au premier ordrePour pouvoir disposer de onditions aux limites parfaitement absorbantes pourla m�ethode de Boltzmann sur r�eseau, on a hoisi de ontruire un sh�ema deBoltzmann sur R�eseau qui mod�elise la ouhe parfaitement adapt�ee de B�erengerqu'on note BRB. On a ommen�e par mod�eliser le syst�eme (3:45) dans le as del'aoustique.Dans une premi�ere approhe, on va n�egliger les termes d'absorption dans les�equations du milieu B�erenger (3:45) (i.e. � = 0). La partiularit�e de e syst�emede B�erenger r�eside dans le fait qu'il y a quatre �equations marosopiques, alorsque le syst�eme d'�equations �equivalentes (1:58) du sh�ema de Boltzmann D2Q9n'a que trois �equations. Pour ela on se propose de onserver un moment enplus dans l'�etape de ollision pour avoir quatre �equations marosopiques. Ainsinous allons herher un sh�ema �a quatre moments onserv�es. On pourrait essayerde onsid�erer des mod�eles ave un grand nombre de vitesse disr�etes, mais eionduirait �a des diÆult�es de raordement �a l'interfae entre le milieu d'int�erêto�u on a neuf vitesses disr�etes (i. e. sh�ema D2Q9) et la ouhe absorbantepour l'�etape d'advetion. On a pr�ef�er�e alors garder un automate �a neuf vitessesdisr�etes.Proposition 21 Constrution du sh�ema BRB.Il existe un sh�ema de Boltzmann, �a 9 vitesses disr�etes et 4 moments onserv�es :� = �x+�y, �x��y � ��+3m3+4m4+7m7+8m8, jx et jy. On garde alorsles moments non onserv�es suivants : m3, m4, m5, m6 et m8 qui relaxent autourde leurs valeurs d'�equilibre donn�ees par :meq3 = ax�x + ay�y; o�u � ax = �4 + 62s;ay = �4 + 62s;meq4 = x�x + y�y; o�u ( x = (43�632s��+1)4 ;y = (43�632s���1)4 ;79



80 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengermeq5 = 1� jx o�u 1 = (3�+7+33�3)(7�33�34) ;meq6 = 2� jy o�u 2 = (�3�+7�33�3)(7+33+34) ;meq8 = 0:et 8 = 0 ou � � = 3 + 24 + 1� 7;7 = 1:L'�equation �equivalente de e sh�ema BRB �a l'ordre 1 par rapport �a �t est lemilieu de B�erenger (3:45) ave � = 0 qui s'�erit :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�px�t + �jx�x = 0;�py�t + �jy�y = 0;�jx�t + 2s �(px + py)�x = 0;�jy�t + 2s �(px + py)�y = 0: (4.1)

Preuve: On part du sh�ema de Boltzmann D2Q9 d�e�ni dans le hapitre 1, enonservant la même g�eom�etrie du r�eseau et les mêmes vitesses disr�etes. On gardel'�etape d'advetion et on hange l'�etape de ollision. On red�e�nit alors l'espaedes moments de la mani�ere suivante :� les moments onserv�es :{ � = �x + �y = 8Xj=0 fj.{ Jx = (f1 � f3 + f5 � f6 � f7 + f8).{ Jy = (f2 � f4 + f5 + f6 � f7 � f8).{ �x � �y.� Les moments non onserv�es : on garde m3, m4, m5, m6 et m8. On note qu'onne s'int�eresse plus �a l'�evolution du moment m7. De plus pour �erire la matrie depassage M de l'espae des distributions f �a l'espae des moments M on onsid�erele nouvel ordre suivant : �, �x � �y, Jx, Jy, m3, m4, m5, m6 et m8.On onstruit alors le moment onserv�e �x � �y omme ombinaison lin�eaire desneuf moments mk; 0 � k � 8 d�ej�a introduits dans le mod�ele D2Q9 sous les deuxontraintes suivantes : les �equations marosopiques sont elles du milieu B�erenger(4:1) et la matrie MB de passage de l'espae des distribution f �a l'espae desmoments M est inversible.On pose alors :�x � �y = ��+ xJx + yJy + 3m3 + 4m4 + 5m5 + 6m6 + 7m7 + 8m8:On d�e�nit aussi les moments �a l'�equilibre en fontion des moments onserv�es telque le mod�ele soit invariant par rapport au groupe de sym�etrie de l'ensemble desvitesses disr�etes : meq3 = ax�x + ay�y; (4.2)meq4 = x�x + y�y; (4.3)



1 Constrution du sh�ema au premier ordre 81meq5 = 1� jx; (4.4)meq6 = 2� jy; (4.5)meq8 = 0: (4.6)On herhe alors les param�etres (�, x, y, 3;4;5;6;7;8, ax, ay, x, y, 1 et 2) telsque le syst�eme d'�equations �equivalentes d'ordre un en �t soit �egal au syst�emed'�equations de B�erenger (4:1). On a alors le syst�eme d'�equations� �equivalentesd'ordre un en �t : ���t + �Jx�x + �Jx�y = O(�t); (4.7)�Jx�t + A1�Jx�x + A2�Jy�x + A3 ���x + A4�(�x � �y)�x = O(�t); (4.8)�Jy�t +B1�Jy�y +B2�Jx�y +B3���y +B4�(�x � �y)�y = O(�t); (4.9)�(�x � �y)�t + C1�(�x � �y)�x + C2�(�x � �y)�y + C3 ���x + C4���y ++C5�Jx�x + C6�Jx�y + C7�Jy�x + C8�Jy�y = O(�t): (4.10)o�u A1 = �127 (x + 15) ; A2 = �127 (y + 26) ;A3 = 23 � �27 + ax + ay4 �13 � 37�� 4(x + y)47 ; (4.11)A4 = 127 + ax � ay4 �13 � 37�� 4(x � y)47 ; (4.12)B1 = 127 (y + 26) ; B2 = 127 (x + 15) ;B3 = 23 + �27 + ax + ay4 �13 + 37� + 4(x + y)47 ; (4.13)B4 = �127 + ax � ay4 �13 + 37�+ 4(x � y)47 ; (4.14)C1 = (ax � ay)2 �x6 + 53 + 327 (25 � x)�+ x � y2 �53 + 427 (25 � x)� ;C2 = (ax � ay)2 �y6 + 63 + 327 (�26 + y)�+ x � y2 �63 + 427 (�26 + y)� ;�alul fait �a l'aide de Maple



82 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengerC3 = 2x3 + �27 (25 � x) + ax + ay2 �53 + x6 + 3(25 � x)27 �++ x + y2 �53 + 427 (25 � x)� ;C4 = 2y3 + �27 (�26 + y) + ax + ay2 �63 + y6 + 3(�26 + y)27 �++ x + y2 �63 + 427 (�26 + y)� ;C5 = � + 3 + 1(3 + 4) + 73 (1� 1) + 5x27 (2� 1) + 2125 � 2x27 ;C6 = 8(2 + 1)3 + 127 (15 + x)(y � 26);C7 = 8(2 + 2)3 � 127 (26 + y)(x � 25);C8 = � + 3 + 2(3 + 4)� 73 (1� 2)� 6y27 (2� 1)� 2226 � 2y27 :On pro�ede par identi�ation, il faut que A1 = A2 = A4 = 0, A3 = 2s, B1 = B2 =B4 = 0, B3 = 2s, C1 = C2 = C3 = C4 = C6 = C7 = 0, C5 = 1 et C8 = �1. On aalors 16 �equations et 15 param�etres �a �xer.On r�esout A1 = A2 = 0 on trouve x = �51 et y = �62, ainsi on a A1 =A2 = B1 = B2 = 0 ar(B1 = �A1 et B2 = �A2). On r�esout ensuite A3 = 2s parrapport �a ax et B3 = 2s par rapport �a x on trouve :ax = 7(122s � ay � 8) + 34(x + y) + 6� + 33ay7 � 3� (4.15)x = (8� 122s)3 � 2� � 4y4 : (4.16)On remplae alors ax et x par leur valeur (4:15) et (4:16) dans A4 et B4. Or ilfaut que A4 = 0 e qui nous donne une valeur pour ay = (62s�4)7�3(1+�+4y)7+33 . Demême il faut que B4 = 0 e qui nous donne une valeur pour y = (4�62s)3���14 .Il nous reste enore huit �equations �a satisfaire C1;2;3;4;6;7 = 0, C5 = 1 et C8 = �1.On remplae x, y, ax, ay, x et y par leur valeur qu'on vient de trouver danses huit �equations, on trouve : C1 = 534 = 0; (4.17)



1 Constrution du sh�ema au premier ordre 83C2 = 634 = 0; (4.18)C3 = 534 �(4� 62s)3 + (62s � 4� 312s)4 � �� = 0; (4.19)C4 = 634 �(4� 62s)3 + (62s � 4� 322s)4 � �� = 0; (4.20)C5 = 3(1 + 1) + 73 (1� 1) + (14 + �) = 1; (4.21)C6 = 83 (2 + 1) = 0; (4.22)C7 = 83 (2 + 2) = 0; (4.23)C8 = 3(1 + 2) + 73 (2 � 1) + (24 + �) = �1: (4.24)Les �equations (4:17) et (4:18) nous donnent 5 = 6 = 0. On remarque que les�equations (4:19) et (4:20) sont satisfaites. On r�esout alors (4:21) et (4:24) parrapport �a 1 et 2, on trouve alors1 = 3(1� � � 3)� 73(3 + 4)� 7 ; (4.25)2 = 7 � 3(1 + � � 3)3(3 + 4) + 7 : (4.26)Il nous reste alors deux �equations (4:22) et (4:23) en rempla�ant 1 et 2 par leurvaleur : C6 = 83 (2 + 3(1� � � 3)� 73(3 + 4)� 7 ) = 0; (4.27)C7 = 83 (2 + 7 � 3(1 + � � 3)3(3 + 4) + 7 ) = 0; (4.28)On a alors deux solutions possibles :8 = 0 ou � � = 3 + 24 + 1� 7;7 = 1:Pour r�eapituler, en pro�edant par identi�ation on trouve :x = y = 5 = 6 = 0;ax = �4 + 62s ; ay = �4 + 62s;x = (43 � 632s � � + 1)4 ; y = (43 � 632s � � � 1)4 ;1 = (3� + 7 + 33 � 3)(7 � 33 � 34) ; 2 = (�3� + 7 � 33 � 3)(7 + 33 + 34) :et 8 = 0 ou � � = 3 + 24 + 1� 7;7 = 1:



84 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengerAinsi les �equations �equivalentes du nouveau sh�ema sont :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
��x�t + �jx�x = O(�t);��y�t + �jy�y = O(�t);�jx�t + �22s �(�x + �y)�x = O(�t);�jy�t + �22s �(�x + �y)�y = O(�t); (4.29)

Il nous reste alors 4 param�etres libres dans le as o�u on �xe 8 = 0 : �, 3, 4 et7 ou 3 param�etres libres dans le as o�u on �xe � = 3+24 et 7 = 1 : 3, 4 et8. La ontrainte de l'inversibilit�e de la matrie M se traduit par les onditionssuivantes : 7 6= (0;�3(3 + 4)) et 4 6= 0.On va montrer ii que pour un hoix de param�etres (pour all�eger les aluls) on abien omme �equations �equivalentes �a l'ordre un en �t le syst�eme (4:29). En e�eton va appliquer la m�ethode de l'�equation �equivalente dans le as o�u 8 = 0, ainsila matrie de passage de l'espae des distributions f �a l'espae des moments Ms'�erit :
MB =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 1a0 a1 + a2 a1 � a2 a1 + a2 a1 � a2 a3 a3 a3 a30 � 0 �� 0 � �� �� �0 0 � 0 �� � � �� ���4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA; (4.30)o�u a0 = � � 4(3 � 4), a1 = � � 3 � 24, a2 = 7 et a3 = � + 23 + 4. Iion a hang�e l'ordre des moments : on a �erit d'abord les moments onserv�es �,�x � �y, jx et jy, ensuite on a les moments non onserv�es m3, m4, m5, m6 et m8.Un pas de l'algorithme BRB s'�erit :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 8; (4.31)De la même mani�ere que pour le sh�ema D2Q9 (voir la proposition 1), on a l'ordrez�ero en �t : fj = f eqj +O(�t); 0 � j � 8; (4.32)f �j = f eqj +O(�t); 0 � j � 8; (4.33)ave f eqj = P8k=0(M�1B )j;kmeqk et meqk donn�e par (4:2), (4:3), (4:4), (4:5) et (4:6).On d�eveloppe �a l'ordre deux les deux membres de la relation (4:31) :fj(x; t+�t) = fj(x; t) + �t�tfj +O(�t2) == f �j (x� vj�t; t) = f �j (x; t)��t vj � rf �j (x; t) + O(�t2):



1 Constrution du sh�ema au premier ordre 85Puis on passe �a l'espae des moments �a l'aide de la matrie MB (4:30) et enutilisant (4:32) et (4:33). On obtient :� +�t�t� = �� ��tXj (MB)0;jv�j ��f eqj +O(�t2); (4.34)(�x��y) + �t�t(�x��y) = (�x��y)� ��tXj (MB)1;jv�j ��f eqj +O(�t2);(4.35)jx +�t�tjx = j�x ��tXj (MB)2;jv�j ��f eqj +O(�t2); (4.36)jy +�t�tjy = j�y ��tXj (MB)3;jv�j ��f eqj +O(�t2); (4.37)mk +�t�tmk = m�k ��tXj (MB)k+1;jv�j ��f eqj +O(�t2); (4.38)pour k = f3; 4; 5; 6g;m8 +�t�tm8 = m�8 ��tXj (MB)8;jv�j ��f eqj +O(�t2): (4.39)Pour les moments onserv�es on a : �� = �, (�x � �y)� = (�x � �y), j�x = jx etj�y = jy. Les �equations (4:34), (4:35), (4:36) et (4:37) donnent :�t�+Xj (MB)0;jv�j ��f eqj = O(�t); (4.40)�t(�x � �y) +Xj (MB)1;jv�j ��f eqj = O(�t); (4.41)�tjx +Xj (MB)2;jv�j ��f eqj = O(�t); (4.42)�tjy +Xj (MB)3;jv�j ��f eqj = O(�t): (4.43)OrPj(MB)0;jv�j ��f eqj = �xPj vxj f eqj +�yPj vxj f eqj = �xjx+�yjy, ainsi l'�equation(4:40) nous donne : �t� + �xjx + �yjy = O(�t): (4.44)Pour l'�equation (4:41), il faut aluler :Xj (MB)1;jv�j ��f eqj = �x (�(a1 + a2)(f eq1 � f eq3 ) + �a3(f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 )) ++ �y (�(a1 � a2)(f eq2 � f eq4 ) + �a3(f eq5 + f eq6 � f eq7 � f eq8 )) ;or �(a1 + a2)(f eq1 � f eq3 ) + �a3(f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 ) == �(� � 3 � 24 + 7)(f eq1 � f eq3 ) +



86 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger+ �(� + 23 + 4)(f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 ) == ��(� + 3 + 73 )� 2(3 + 4 � 73 )� (f eq1 � f eq3 ) ++ ��(� + 3 + 73 ) + (3 + 4 � 73 )� (f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 ) == ��� + 3 + 73 � (f eq1 � f eq3 + f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 ) ++ ��3 + 4 � 73 � (�2(f eq1 � f eq3 ) + f eq5 � f eq6 � f eq7 + f eq8 ) == �� + 3 + 73 � jx + �3 + 4 � 73 ��meq5de même on a :�(a1 � a2)(f eq2 � f eq4 ) + �a3(f eq5 + f eq6 � f eq7 � f eq8 )= �� + 3 � 73 � jy + �3 + 4 + 73 ��meq6L'�equation (4:41) s'�erit en rempla�ant meq5 et meq6 par leur valeur (4:4) et (4:5) :�t(�x � �y) + �(� + 3 + 73 ) + 1(3 + 4 � 73 )� �xjx + (4.45)+ �(� + 3 � 73 ) + 2(3 + 4 + 73 )� �yjy = O(�t): (4.46)Or (� + 3 + 73 ) + 1(3 + 4 � 73 ) = C5 (voir (4:21)) et (� + 3� 73 ) + 2(3 +4 + 73 ) = C8 (voir(4:24)). En rempla�ant 1 par (4:25) et 2 (4:26), on a C5 = 1et C8 = �1. D'o�u l'�equation (4:46) devient :�t(�x � �y) + �xjx � �yjy = O(�t): (4.47)Pour l'�equation (4:42), il faut aluler :Xj (MB)2;jv�j ��f eqj = �2�x(f eq1 + f eq3 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 ) ++ �2�y(f eq5 � f eq6 + f eq7 � f eq8 )Or (f eq5 � f eq6 + f eq7 � f eq8 ) = meq8 = 0 (voir (4:6)) et�2(f eq1 + f eq3 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 ) = (4.48)= �26 (4�+meq3 + 3(f eq1 � f eq2 + f eq3 � f eq4 ));(voir la preuve de la proposition 7). Il reste alors �a aluler :(f eq1 � f eq2 + f eq3 � f eq4 ) == 17 ((�x � �y)� ��� 3meq3 � 4meq4 )



1 Constrution du sh�ema au premier ordre 87En rempla�antmeq3 par ax �+(�x��y)2 +ay ��(�x��y)2 etmeq4 par x �+(�x��y)2 +y ��(�x��y)2 ,voir (4:2) et (4:3), on onlut alors :�2(f eq1 + f eq3 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 ) == �26 ��4 + ax + ay2 � 37 (� + 3ax + ay2 + 4 x + y2 � �++ �ax � ay2 + 37 (1� (3ax � ay2 + 4 x � y2 )� (�x � �y)�= �2 [A3�+ A4(�x � �y)℄o�u les quantit�es A3 et A4 sont donn�ees respetivement par (4.11) et (4.12). Enrempla�ant ax;y et x;y par leur valeur on trouve alors : A3 = 2s et A4 = 0. Ononlut alors : Xj (MB)2;jv�j ��f eqj = �22s�x�et l'�equation (4:42) devient :�tjx + �22s�x� = O(�t): (4.49)Pour l'�equation (4:43), il faut aluler :Xj (MB)3;jv�j ��f eqj = �2�x(f eq5 � f eq6 + f eq7 � f eq8 ) ++ �2�y(f eq2 + f eq3 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 )De même on a f eq5 � f eq6 + f eq7 � f eq8 = meq8 = 0 (voir (4:6)) et�2(f eq2 + f eq4 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 ) = (4.50)= �26 (4�+meq3 � 3(f eq1 � f eq2 + f eq3 � f eq4 ));(voir la preuve de la proposition 7). On remarque alors que la quantit�e (4:50)omprend les mêmes termes que (4:48) �a un signe moins pr�es. On fait alors lesmêmes aluls et on trouve :�2(f eq2 + f eq4 + f eq5 + f eq6 + f eq7 + f eq8 ) = �2(B3�y�+B4�y(�x � �y)): (4.51)o�u les quantit�es B3 et B4 sont donn�ees respetivement par (4.13) et (4.14). Enrempla�ant ax;y et x;y par leur valeur on trouve alors : B3 = 2s et B4 = 0. Ononlut alors que l'�equation (4:43) devient :�tjy + �22s�y� = O(�t): (4.52)Ainsi on a le syst�eme d'�equations �equivalentes (4:44), (4:47), (4:49), et (4:52)d'ordre un en �t du sh�ema BRB. Ce syst�eme est �equivalent au syst�eme d'�equationsde B�erenger (4:29). �



88 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengerRemarque 16 A la di��erene du sh�ema D2Q9 lassique d�e�ni dans le hapitre1 o�u les oeÆients d'�equilibre des moments m4, m5 et m6 ne jouent pas de rôledans les �equations marosopiques d'ordre un en �t (voir la proposition 7), onremarque que pour le sh�ema BRB les oeÆients d'�equilibre des moments m4,m5 et m6 apparaissent dans les �equations marosopiques d'ordre un en �t (voirles �equations (4:7), (4:8), (4:9) et (4:10)).2 Propri�et�es de dissipation du milieu non ab-sorbantPour voir les propri�et�es de dissipation de notre sh�ema D2Q9 BRB non absorbant(i.e � = 0), il suÆt de d�eterminer les �equations �equivalentes �a l'ordre deux en �t.Proposition 22 Equations �equivalentes �a l'ordre 2 du sh�ema BRB.Le sh�ema BRB sans absorption d�e�ni dans la setion 1, en prenant s3 = s4s = 1p3 et 8 = 0 admet �a l'ordre deux en �t le syst�eme d'�equations �equivalentessuivant : �(�x + �y)�t + �jx�x + �jy�y = O(�t2);�jx�t � �2�t(47 � 1)67 ( 1s3 � 12)�2jx�x2 ���2�t3 (3(� � 3 � 24 + 7)� 1)7 � 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)�2jx�y2 ���2�t3 �3(3 + 4) + 7(6(4 � �) + 47 � 1)27(7 + 3(3 + 4)) � 1s3 � 12�++3(3 � � + 24 + 7)� 17 + 3(3 + 4) � 1s8 � 12�� �2jy�x�y + �23 �(�x + �y)�x = O(�t2);�jy�t � �2�t(27 + 1)37 ( 1s3 � 12)�2jy�y2 ���2�t3 (3(�� + 3 + 34 + 7)� 1)7 + 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)�2jy�x2 ���2�t3 �3(3 + 4) + 7(3(� � 4) + 27 � 2)7(7 � 3(3 + 4)) � 1s3 � 12�++3(� � 3 � 24 + 7)� 17 � 3(3 + 4) � 1s8 � 12�� �2jx�x�y + �23 �(�x + �y)�x = O(�t2);On note alors que e mod�ele n'est pas isotrope.



2 Propri�et�es de dissipation du milieu non absorbant 89Preuve: Pour retrouver les �equations marosopiques du sh�ema BRB d'ordre2, il suÆt d'utiliser la m�ethode de l'�equation �equivalente. On a �a l'ordre un en�t (voir la preuve de la proposition 21) :�t� + �xjx + �yjy = O(�t); (4.53)�t(�x � �y) + �xjx � �yjy = O(�t); (4.54)�tjx + �23 �x� = O(�t); (4.55)�tjy + �23 �y� = O(�t): (4.56)Pour l'ordre deux on va appliquer la proposition 3 en tenant ompte de la nouvellenum�erotation et du nombre de moments onserv�es. Il en r�esulte :�t�+ �xjx + �yjy = O(�t2); (4.57)�tjx + �23 �x���t 8Xk=4 � 1esk � 12��x�k ��e�k! = O(�t2) (4.58)�tjy + �23 �y���t 8Xk=4 � 1esk � 12��y�k ��e�k! = O(�t2); (4.59)o�u es4 = s3; es5 = s4; es6 = s5; es7 = s6; es8 = s8, ���k �Pj v�j v�j (M�1B )j;k ete�4 =  �tmeq3 +Xj (MB)4;jv�j ��f eqj ! ; (4.60)e�5 =  �tmeq4 +Xj (MB)5;jv�j ��f eqj ! ; (4.61)e�6 =  �tmeq5 +Xj (MB)6;jv�j ��f eqj ! ; (4.62)e�7 =  �tmeq6 +Xj (MB)7;jv�j ��f eqj ! ; (4.63)e�8 =  �tmeq8 +Xj (MB)8;jv�j ��f eqj ! ; (4.64)(f les expressions (4:38) et (4:39) ). On ommene par aluler les �k, k 2f4; 5; 6; 7; 8g. Pour ela il suÆt de aluler M�1B . Il en r�esulte : ���k = 0 pourk = 6; 7 et ���4 = �26  1� 337 00 1 + 337 !



90 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger���5 = �22 � �47 00 47 ����8 = �2� 0 11 0 �On alule alors les d�efauts de onservations e�k, pour k = 4, k = 5 et k = 8.e�4 = �tmeq3 + �x(jx + �meq5 ) + �y(jy + �meq6 );En rempla�ant meq3 , meq5 , meq6 par leur valeur (4:2), (4:4) et (4:5) , on obtient :e�4 = ax + ay2 �t� + ax � ay2 �t(�x � �y) + (1 + 1) �xjx + (1 + 2) �yjy;Comme ax = ay = 6� 42s et en utilisant l'�equations de onservation de masse ononlut : e�4 = �1 + 1 � ax + ay2 � �xjx + �1 + 2 � ax + ay2 � �yjyPour e�5 d�e�ni par (4:61), on a :e�5 = �tmeq4 + �x(�meq5 ) + �y(�meq6 ):En rempla�ant meq4 , meq5 , meq6 par leur valeur (4:3), (4:4) et (4:5) , on obtient :e�5 = x + y2 �t�+ x � y2 �t(�x � �y) + 1�xjx + 2�yjy:Puis on remplae x et y par leur valeur (voir propostion 1) et en utilisantl'�equation de onservation de masse et l'�equation (4:47) on onlut :e�5 = �1 � (4� 62s)3 � �4 � 14� �xjx + �2 � (4� 62s)3 � �4 + 14� �yjy;Finalement pour le d�efaut de onservation e�8 donn�e par (4:64), on ae�8 = �tmeq8 + �x�23jy + �3meq6 � + �y �23jx + �3meq5 � ;en utilisant le fait que meq8 = 0 et en rempla�ant meq5 , meq6 donn�ees par les expres-sions (4:4), (4:5), on onlut :e�8 = 2 + 23 �xjy + 2 + 13 �yjx:On remplae les ���k et e�k par leur valeur dans les �equations (4:57), (4:58) et(4:59) on trouve : �t� + �xjx + �yjy = O(�t2); (4.65)



2 Propri�et�es de dissipation du milieu non absorbant 91�tjx + �23 �x���t��26 � 1s3 � 12� (1� 337 )(1 + 1 � ax + ay2 ) �� �2427 � 1s4 � 12� (1 � (4� 62s)3 � � + 14 � �2xjx �� �t��26 � 1s3 � 12� (1� 337 )(1 + 2 � ax + ay2 )� �2427 � 1s4 � 12� (2 � (4� 62s)3 � � � 14 ) + �2 � 1s8 � 12� 2 + 23 � �xyjy �� �t��2 � 1s8 � 12� 2 + 13 � �2yjx = O(�t2): (4.66)�tjy + �23 �x���t��26 � 1s3 � 12� (1 + 337 )(1 + 1 � ax + ay2 ) ++ �2427 � 1s4 � 12� (1 � (4� 62s)3 � � + 14 + �2 � 1s8 � 12� 2 + 13 � �2xyjx �� �t��26 � 1s3 � 12� (1 + 337 )(1 + 2 � ax + ay2 )++ �2427 � 1s4 � 12� (2 � (4� 62s)3 � � � 14 )� �2yjy �� �t��2 � 1s8 � 12� 2 + 23 � �2xjy = O(�t2): (4.67)On remplae ensuite ax, ay, 1, 2 par leurs valeurs donn�ees dans la proposition 21et on prend s = 1p3 et s3 = s4 dans les �equations (4:66) et (4:67) e qui onduit�a :�jx�t +�2�t�Axx�2jx�x2 + Ayy �2jx�y2 + Axy �2jy�x�y�+�23 �(�x + �y)�x = O(�t2); (4.68)�jy�t +�2�t�Bxx�2jy�x2 +Byy �2jy�y2 +Bxy �2jx�x�y�+�23 �(�x + �y)�x = O(�t2); (4.69)ave Axx = �16 47 � 17 ( 1s3 � 12);Ayy = �13 (3(� � 3 � 24 + 7)� 1)7 � 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)Axy = �13 �3(3 + 4) + 7(6(4 � �) + 47 � 1)27(7 + 3(3 + 4)) � 1s3 � 12�++ 3(3 � � + 24 + 7)� 17 + 3(3 + 4) � 1s8 � 12�� ;Bxx = �13 (3(�� + 3 + 34 + 7)� 1)7 + 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)Byy = �13 27 + 17 ( 1s3 � 12)



92 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengerBxy = �13 �3(3 + 4) + 7(3(� � 4) + 27 � 2)7(7 � 3(3 + 4)) � 1s3 � 12�++ 3(� � 3 � 24 + 7)� 17 � 3(3 + 4) � 1s8 � 12�� :Il nous reste �a d�emontrer que le sh�ema BRB dans le as stable n'est pas isotrope.On sait que pour les �equations d'impulsion un syst�eme de visosit�e isotrope s'�eritsous la forme suivante :�tjx + ��jx + ��xdivj + 2s�x� = 0; (4.70)�tjy + ��jy + ��ydivj + 2s�y� = 0: (4.71)On r�erit e syst�eme en d�eveloppant les op�erateurs Laplaien et divergene, d'o�u :�tjx + (� + �) �2xjx + � �2yjy + � �xyjy + 2s�x� = 0; (4.72)�tjy + � �2xjy + (� + �) �2yjy + � �xyjx + 2s�y� = 0: (4.73)On d�eduit pour que le syst�eme d'�equations du sh�ema BRB (4:68), (4:69) soitisotrope (i. e. on peut l'�erire soit la forme du syst�eme (4:72), (4:73)), il faut que :Axx = Byy; Ayy = Bxx; Axy = Bxy et Axx � Axy = Ayy: (4.74)On alule alors la quantit�e Axx�Byy = 127 � 1s8 � 12� qui doit être nulle d'apr�es lapremi�ere �equation de (4:74). Or pour avoir 127 � 1s8 � 12� = 0 il faut que s8 = 2 quiest une solution pour laquelle le sh�ema BRB n'est pas stable. Ainsi le syst�eme(4:74) n'admet pas de solution en �, 3, 4, s3 et s8 qui soit stable. �Proposition 23 Anisotropie de la visosit�e du sh�ema BRB.Les �equations �equivalentes d'ordre 2 en �t du sh�ema BRB sans absorption dansle as g�en�eral o�u s3 6= s4, sont toujours anisotropes.Preuve: Les �equations �equivalentes d'ordre deux du sh�ema BRB sonty :���t + �jx�x + �jy�y = O(�t2);�jx�t + �2�t�Axx�2jx�x2 + Ayy �2jx�y2 + Axy �2jy�x�y�+ �23 �(�x + �y)�x = O(�t2);�jy�t + �2�t�Bxx�2jy�x2 +Byy �2jy�y2 +Bxy �2jx�x�y� + �23 �(�x + �y)�x = O(�t2);yalul fait �a l'aide de Maple



2 Propri�et�es de dissipation du milieu non absorbant 93aveAxx = 14s3s47(3(3 + 4)� 7) �(427 + (�207 + 243)3 + (303 � 107)4++ ((�2� 47)7 + (6 + 247 � 363)3 + (127 � 363)4)2s ++ (27 � 63)�)s4 + ((87 � 243)3 + (�303 � 27)4 ++ ((�127 + 363)3 + (363 + 6)4)2s + (63 � 27)�+ (�227 + 673 + 674 + ((1 + 27)7 + (�3� 67)3 ++ (�3� 67)4)2s)s4)s3�Ayy = �13 (3(� � 3 � 24 + 7)� 1)7 � 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)Axy = 14s3s4s87(3(3 + 4) + 7) �(�47 + 4� � 43 + 42s � 84)7s4s3++ ((�427 + (47 + 243)3 + (303 � 107)4 + ((2 + 47)7 ++ (�6� 363)3 + (�363 + 127)4)2s + (�63 + 27)�)s4 ++ ((�87 � 243)3 + (27 � 303)4 + ((127 + 363)3 ++ (�6 + 363)4)2s + (27 + 63)� + (427 + 473 + 874+ ((�3� 27)7 + (�67 + 3)3 + (�67 + 3)4)2s � 47�)s4)s3)s8�Bxx = �13 (3(�� + 3 + 34 + 7)� 1)7 + 3(3 + 4) ( 1s8 � 12)Byy = 14s3s47(3(3 + 4) + 7) �(�427 + (�207 � 243)3 + (�107 � 303)4++ ((2 + 47)7 + (247 + 6 + 363)3 + (127 + 363)4)2s ++ (27 + 63)1)s4 + (�27 + (�6 + 87 + 243)3 + (�27 + 303 � 6)4 ++ ((�127 � 363)3 + (6� 363)4)2s + (�63 � 27)1 + ((1 + 27)(7 ++ 3(3 + 4)) + ((�7 � 3(3 + 4))(1 + 27))2s)s4)s3�Bxy = 14s3s4s87(3(3 + 4)� 7) �(�84 � 43 � 42s + 47 + 41)s4s37 ++ ((427 + (47 � 243)3 + (�107 � 303)4 + ((�2� 47)7 ++ (�6 + 363)3 + (127 + 363)4)2s + (27 + 63)1)s4 + (�27 ++ (�87 + 6 + 243)3 + (6 + 303 + 27)4 + ((127 � 363)3 ++ (�363 � 6)4)2s + (27 � 63)1 + ((1� 47)7 + (�3 + 47)3 ++ (87 � 3)4 + ((3 + 27)7 + 334(1� 27))2s � 471)s4)s3)s8� :On r�esout alors le syst�eme d'�equations (4:74). La relation Axx = Byy nous donne :� = 1(�427 + 3623 + 3634)(s3 � s4)((7 + 33 + 34)(�7 + 33 + 34)s4 �



94 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger� 1824 + 14433 + 324234 + 227 � 122s47 � 2162s324 + 4427 + 242s327 �� 3634 � 1823 + 180324 � 16327 � 4322s234 � 2162s33)s3 + (122s47 ++ 2162s324 + 2162s33 + 16327 � 180324 + 4322s234 � 14433 � 242s327 �� 4427 � 324234)s4Ensuite l'�equation Ayy = Bxx nous donne :7 = 1232s(s3 � s4)243(1� 2s)(s3 � s4) + s3(s4 � 2) :L'�equation Axy = Bxy nous donne :3 = s3(2� s4)24(s3 � s4)(s � 1) :Il ne nous reste que les s3;4;8 omme param�etres libres. Finalement on r�esoutAxx � Axy = Ayy par rapport �a s8, on trouve :s8 = 4s3s3(3� 2s) + 2(2s � 1) � �(s3): (4.75)Or � est d�eroissante en s3 pour 2s < 1 et �(2) = 2. On en d�eduit que si on �xes3 2℄0; 2[ alors s8 > 2. Don le syst�eme d'�equation 4:74 n'admet pas de solutionpour la quelle le sh�ema BRB est stable. �Remarque 17 Même si on herhe les param�etres �;3;4;7 et s3;4;5;6;8, tels quele sh�ema BRB ait une visosit�e la plus petite possible, on n'aura pas la mêmevisosit�e que le milieu D2Q9, ar e dernier est un sh�ema qui onduit �a desoeÆients de transport qui peuvent être isotrope.3 Etude exp�erimentale de stabilit�ePour �etudier la stabilit�e du sh�ema BRB (d�e�ni dans la proposition 21) sansabsorption (i. e. � = 0), on va utiliser la m�ethode d'analyse de Von Neumann(omme dans le hapitre 1 setion 5). Cette analyse onsiste �a herher les fsolution sous la forme fi(x; t) = �iei(!t�k:x) au moyen de la transform�ee de Fourier.Celle-i est donn�ee par la proposition 15 :f(xi; t+�t) = G(p; q)f(xi; t); (4.76)o�u p = eikx�x; q = eiky�xet G(p; q) = A(p; q)M�1B CMB: La matrie d'advetionA(p; q) est donn�ee par (1:87) :A = diag �1; p; q; 1p; 1q ; pq; qp; 1pq ; pq� ;



3 Etude exp�erimentale de stabilit�e 95la matrie des moments MB est donn�ee par :
MB =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 1a0 a1+a2 a1�a2 a1+a2 a1�a2 a3+a4 a3�a4 a3�a4 a3+a40 � 0 �� 0 � �� �� �0 0 � 0 �� � � �� ���4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA;(4.77)o�u a0 = ��4(3�4), a1 = ��3�24, a2 = 7, a3 = �+23+4 et a4 = 8.La matrie M�1B est l'inverse de la matrie de MB . On note ii qu'on a hang�el'ordre de moments, on a mis les moments onserv�es en premier :{ � = �x + �y = 8Xj=0 fj,{ �x � �y = a0f0 + (a1 + a2)[f1 + f3℄ + (a1 � a2)[f2 + f4℄++ (a3 + a4)[f5 + f8℄ + (a3 � a4)[f6 + f7℄;{ jx et jy,puis les moments non onserv�es : m3,m4, m5, m6 et m8.La matrie C est donn�ee par :
C=
0BBBBBBBBBBBBBB�

1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0axs3 ax � ay2 s3 0 0 1� s3 0 0 0 0xs4 x � y2 s4 0 0 0 1� s4 0 0 00 0 1� s5 0 0 0 1� s5 0 00 0 0 2� s6 0 0 0 1� s6 00 0 0 0 0 0 0 0 1� s8
1CCCCCCCCCCCCCCA;(4.78)o�u ax, ay, x, y, 1 et 2 sont donn�es par (4:29), (4:29) et (4:29).Si l'op�erateur G est diagonalisable et toutes les valeurs propres sont de moduleplus petit que 1, alors l'algorithme est stable (voir la proposition ??). On faitvarier le module du veteur d'onde k entre 0 et � et son argument entre 0 et�, et on alule num�eriquement les valeurs propres de la matrie G(p; q), pourun jeu de param�etres : sk; �; 3; 4 et 7; 8 donn�e. L'algorithme est alors stable(proposition ??) pour ette on�guration si la partie r�eelle de ln(z�) est n�egativepour tout � et tout k (i.e. Re (lnz�) < 0). On �etudiant num�eriquement, pourune vitesse du son 2s = 13 , on trouve alors que l'algorithme n'est pas stable pourle premier as o�u 8 6= 0 et � = 3 + 24 et 7 = 1: On se plae alors dansle deuxi�eme as possible (i. e. 8 = 0) qui mod�elise les �equations de B�erenger



96 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger(voir la proposition 21). On trouve alors que l'algorithme est stable pour le jeude param�etres suivant : 7 = 1, � = 3+24, 3 2 [0:88 ; 3:22℄, 4 2 [0:77 ; 2:22℄,s3;4 2℄0; 1:66[, s5;6 2℄0; 1:8[ et s8 2℄0; 1:6[.� On note ii que pour e sh�ema on a plus de ontrainte sur les param�etresde relaxation si que dans le sh�ema D2Q9, en e�et on ne peut plus faire tendresi vers la valeur 2, sinon le sh�ema est instable. Par ontre on peut prendres3;4 2℄0; 1:75[ sans perdre la stabilit�e mais il faut que s8 < 1:1. De même on peutprendre s8 2℄0; 1:9[ mais il faut que s3;4 < 1:4.� Les �gures 4:1 (a, b) et 4:2 (a, b) montrent que le sh�ema est stable pourla on�guration suivante des param�etres du sh�ema : � = 7, 3 = 3, 4 = 2et 7 = 1. La �gure 4:1 (a), est le as partiulier o�u on prend k parall�ele �al'axe des x (i. e. l'argument � du veteur d'onde est nul). Dans e as on aquatre modes hydrodynamiques (modes lents) qui sont repr�esent�es par les quatreourbes qui ommenent �a z�ero pour jkj = 0. Ces modes repr�esentent les deuxmodes longitudinaux (deux ourbes onfondues pour les ondes progressives etr�egressives) un mode transverse et un quatri�eme mode qui vaut 0 pour tout jkj.Ce dernier mode est d�eoupl�e des autres modes, ela s'interpr�ete par le fait quelorsqu'on a une inidene normale (� = 0 argument de k) l'une des �equations dusyst�eme de B�erenger (4:1) est nulle.Remarque 18 On note que notre sh�ema BRB est moins stable que le sh�emaD2Q9, 'est-�a-dire qu'on dispose d'un intervalle de stabilit�e plus petit pour lesdi��erents oeÆients de relaxation si (i. e. on ne peut pas faire tendre les si versla valeur 2). Cela se traduit par une visosit�e importante du sh�ema BRB.4 Absorption �a l'ordre z�eroJusqu'ii on n'a trait�e que le as de B�erenger sans absorption (i. e. � = 0 dansles �equations de B�erenger (3:45)) pour �etudier l'aspet non-r�eexion de notresh�ema BRB. Dans ette setion nous allons proposer une fa�on de tenir omptedes termes d'absorption en � dans les �equations que nous r�erivons ii :8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�px�t + �px + �jx�x = 0;�py�t + jy�y = 0;�jx�t + �jx + 2s �(px + py)�x = 0;�jy�t + 2s �(px + py)�y = 0: (4.79)

ave px + py = p et � = 0 en x = 0, et �(x) � 0.Pour des raisons de simpliit�e on va ommener alors par manipuler le sh�emaD2Q9 et introduire un terme d'absorption pour e sh�ema. On se donne alors les
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Fig. 4.1 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9 BRBen fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : � = 7, 3 = 3, 4 = 2, 7 = 1et s = 1p3 . Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:6, s4 = 1:65, s5 = 1:3 ,s6 = 1:8 et s8 = 1:4. (a) Pour � = 0 argument du veteur d'onde k (i. e. kparall�ele �a l'axe Ox). (b) Idem ave � = �12.
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Fig. 4.2 { Partie r�eelle du logarithme des valeurs propres du mod�ele D2Q9 BRBen fontion de jkj. Les valeurs des param�etres sont : � = 7, 3 = 3, 4 = 2, 7 = 1et s = 1p3 . Les oeÆients de relaxation sont : s3 = 1:6, s4 = 1:65, s5 = 1:3 ,s6 = 1:8 et s8 = 1:4. (a) Pour � = �6 argument du veteur d'onde k. (b) Idemave � = �4 .



4 Absorption �a l'ordre z�ero 99�equations suivantes (probl�eme fortement hyperbolique) :8>>>>><>>>>>: ���t + ��+ �jx�x + �jy�y = 0;�jx�t + �jx + 2s ���x = 0;�jy�t + 2s ���y = 0: (4.80)o�u � > 0. Pour mod�eliser les termes en � du syst�eme d'�equations (4:80), on sepropose de hanger l'�etape d'advetion du sh�ema. On remarque que pour � = 0dans (4:80) on retrouve les �equations �equivalentes d'ordre un en �t du sh�emaD2Q9 lin�eaire (voir la proposition 7).Proposition 24 Att�enuation d'ordre z�ero pour D2Q9.Il existe une matrie e� :
e� = (e�k;j)0�k;j�8 = ��t

0BBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 0 0 0 0 012 1 12 0 12 1 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 012 0 12 1 12 0 1 1 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA ; (4.81)
pour mod�eliser les termes d'absorption en � des �equations (4:80). En e�et on peutmodi�er l'�etape d'advetion du sh�ema de Boltzmann :fj(x; t +�t) = f �j (x� vj�t; t)� 8Xk=0 e�k;jf �k (x� vk�t; t) ; 0 � j � 8:Preuve: La d�emonstration onsiste �a utiliser la m�ethode de l'�equation �equivalente.En e�et on va simpli�er le probl�eme et montrer qu'en modi�ant l'�etape d'adve-tion du mod�ele D2Q9 d�erit dans la proposition 7 (ave 3 moments onserv�es) eten prenant e� = �IdR9 ; � > 0, on obtient les �equations marosopiques suivantes :8<: �t�+ �� + �xqx + �yqy = O(�t);�tqx + �qx + �22s�x� = O(�t);�tqy + �qy + �22s�y� = O(�t): (4.82)En e�et le d�eveloppement de Taylor �a l'ordre deux en �t de l'�equation du sh�ema :fj(x; t+�t) = f �j (x� vj; t)� �f �k (x� vk; t) ;nous donne :fj(x; t) + �t�tfj(x; t) = (1� �) �f �j (x; t)��tvjrf �j (x; t)�+O(�t2);



100 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengeren prenant le moment d'ordre k de ette identit�e, on obtient :mk +�t�tmk = (1� ��t) m�k ��t Xj=0;8Mk;jv�j ��f �j!+O(�t2);on utilise alors f �j = f eqj +O(�t) et en n�egligeant les termes en (�t2), on obtient :(1� ��t)m�k �mk = �t �tmk + Xj=0;8Mk;jv�j ��f eqj !+O(�t2):Il suÆt alors d'�erire ette relation pour k = f0; 1; 2g, et utilisant m�k = mk, onobtient : �tmk + �mk + �� Xj=0;8Mk;jv�j f eqj = O(�t):Ainsi on a le syst�eme (4:82).En hoisissant la matrie e� d�e�nie par (4.81), on obtient les �equations maro-sopiques de la proposition (4:80). En e�et le d�eveloppement de Taylor �a l'ordredeux en �t de l'�equation du sh�ema nous donne :fj(x; t) + �t�tfj(x; t) = �f �j (x; t)��tvjrf �j (x; t)��� 8Xk=0 e�j;k (f �k (x; t)��tvkrf �k (x; t)) + O(�t2);en prenant le moment d'ordre k, en utilisant f �j = f eqj + O(�t) et en n�egligeantles termes en (�t2), on obtient :mk +�t�tmk =m�k ��tXj=0;8Mk;jv�j ��f eqj � 8Xj=0 Mk;j 8Xl=0 e�j;lf eql (x; t) + O(�t2);'est-�a-dire :m�k �mk = �t�tmk +�t Xj=0;8Mk;jv�j ��f eqj + 8Xj=0(M�)k;jf eqj (x; t)+O(�t2);(4.83)o�u ((M�)k;j)0�k;j;�8 = M:e� (le produit des deux matries M et e�). Or le produitmatriiel vaut :
M:e� = ��t

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 10 1 0 �1 0 1 �1 �1 10 0 0 0 0 0 0 0 0�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1�2 �2 �2 �2 �2 �2 �2 �2 �20 �2 0 2 0 �2 2 2 �20 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA ; (4.84)
Ainsi le terme 8Xj=0(M�)Bk;jf eqj (x; t) de l'�equation (4:83) vaut :



4 Absorption �a l'ordre z�ero 101{ ��t� pour k = 0,{ ��tjx pour k = 1,{ 0 pour k = 2.Il suÆt alors d'�erire l'�equation (4:83) pour k = f0; 1; 2g, et en utilisantm�k = mk,on obtient le syst�eme :8>>>>><>>>>>: ���t + �� + �jx�x + �jy�y = O(�t);�jx�t + �jx + 2s ���x = O(�t);�jy�t + 2s ���y = O(�t): (4.85)qui est �egal au syst�eme (4:80). �On va maintenant hanger l'�etape d'advetion pour le sh�ema BRB pour avoirles termes d'absorption en � (voir le syst�eme (4:79)).Proposition 25 Att�enuation d'ordre z�ero pour BRB.Il existe une matrie e�B :
e�B = (e�Bk;j)0�k;j�8 = ��t

0BBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 0 0 0 0 01+a04 1 0 0 0 a3+34 a3�14 a3�14 a3+340 0 0 0 0 0 0 0 01+a04 0 0 1 0 a3�14 a3+34 a3+34 a3�140 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA ;
(4.86)o�u a0 = ��4(3�4) et a3 = �+23+4 (d�e�ni dans la matrie (4:77) prise dansle as o�u le sh�ema BRB est stable) pour mod�eliser les termes d'absorption en� des �equations de B�erenger (4:79). En e�et on peut modi�er l'�etape d'advetiondu sh�ema de Boltzmann :fj(x; t+�t) = f �j (x� vj; t)� 8Xk=0 e�Bk;jf �k (x� vk; t) ; 0 � j � 8:Preuve: Pour le as du sh�ema BRB (on�guration stable i. e. a1 = 0 eta2 = 0 dans (4:77)), on va faire la même d�emonstration que pour le as D2Q9. Lad�emonstration onsiste �a utiliser la m�ethode de l'�equation �equivalente, en parti-ulier on reprend les aluls de l'�equation �equivalente pour le sh�ema BRB(voir lad�emonstration de la proposition 21). En e�et on �erit le d�eveloppement de Taylor�a l'ordre deux en �t de l'�equation du sh�ema BRB e qui nous donne :fj(x; t) + �t�tfj(x; t) = �f �j (x; t)��tvjrf �j (x; t)��� 8Xk=0 e�Bj;k (f �k (x; t)��tvkrf �k (x; t)) + O(�t2);



102 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengero�u (e�Bj;k)0�j;k�8 � e�B en prenant le moment d'ordre k, en utilisant f �j = f eqj +O(�t) et en n�egligeant les termes en (�t2), on obtient :mk +�t�tmk = m�k ��t Xj=0;8MBk;jv�j ��f eqj � 8Xj=0 MBk;j 8Xl=0 e�Bj;lf eql (x; t) + O(�t2);'est-�a-dire :m�k �mk = �t�tmk +�t Xj=0;8MBk;jv�j ��f eqj + 8Xj=0(M�)Bk;jf eqj (x; t)+O(�t2);(4.87)o�u ((M�)Bk;j)0�k;j;�8 = MB:e�B (le produit des deux matries MB et e�B). Or leproduit matriiel vaut :
MB:e�B = ��t

0BBBBBBBBBBBB�
1+a02 1 0 1 0 1+a32 1+a32 1+a32 1+a321+a02 1 0 1 0 1+a32 1+a32 1+a32 1+a320 1 0 �1 0 1 �1 �1 10 0 0 0 0 0 0 0 0�1+a02 �1 0 �1 0 �1+a32 �1+a32 �1+a32 �1+a320 �2 0 2 0 �2 2 2 20 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCA ;
(4.88)Ainsi le terme 8Xj=0(M�)Bk;jf eqj (x; t) de l'�equation (4:87) vaut :{ ��t�+(�x��y)2 = ��t�x pour k = 0,{ ��t�+(�x��y)2 = ��t�x pour k = 1,{ ��tjx pour k = 2.{ 0 pour k = 3Il suÆt alors d'�erire l'�equation (4:87) pour les quatre premiers moments onserv�es(i.e k = f0; 1; 2; 3g), et en utilisant m�k = mk, on obtient le syst�eme (4:79). �5 Analyse d'une simulation d'interfaeIntrodutionDans ette setion on va simuler dans un premier as une interfae entre un milieuD2Q9 de visosit�e donn�ee et un milieu BRB ave et sans absorption. Ensuite on vahanger l'interfae en rempla�ant le milieu BRB par un milieu D2Q9 de visosit�eroissante et par un milieu D2Q9 ave un terme d'absorption d'ordre z�ero.Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu BRBSoit le domaine 
 = [0; l℄ � [0; h℄ (voir la �gure 4.3) ompos�e du milieu 
� =[0; l2 ℄�[0; h℄ aoustique et de milieu 
+ = [ l2 ; l℄�[0; h℄ de B�erenger sans att�enuation



5 Analyse d'une simulation d'interfae 103(i :e: � = 0). On impose �a l'entr�ee de 
� en x = 0 une onde aoustique parall�ele�a l'axe Ox de fr�equene !. On impose des onditions aux limites p�eriodiques eny et des onditions de rebond pur en sortie (i. .e \boune bak" voir setiononditions aux limites hapitre 1). On la laisse alors se propager jusqu'au tempsT avant que l'onde n'ait atteint la sortie du milieu 
+ en x = l.
Ω Ω− +

ω

Σ

Fig. 4.3 { Domaines de propagation : 
� milieu aoustique et 
+ milieu deB�erenger sans att�enuation.On disr�etise les domaines 
+ et 
� par des sommets xi ave 1 � i � 2000pour 
� et 2001 � i � 4000 pour 
+. On utilise dans 
� le sh�ema D2Q9 pourl'aoustique donn�e par la proposition 9, ave �3 = �2 (i. e. s = 1p3), �4 = 1,s3 = 1:97, s4 = 1:9, s5 = s6 = 1:7 et s7 = s8 = 1:95. Dans le milieu 
+ on utilisele sh�ema D2Q9 BRB d�e�ni dans la proposition 21, ave � = 7, 3 = 3, 4 = 2,7 = 1, s = 1p3 , s3 = 1:6, s4 = 1:6, s5 = s6 = 1:7 et s8 = 1:8. On impose �al'entr�ee une onde de fr�equene ! = 2�100 . La �gure 4:6 (a), montre Jx en fontionde Nx (le nombre de sites du r�eseau dans la diretion Ox) de l'onde aoustiqued'inidene normale sur l'interfae se propageant dans les milieux 
+ et 
�. Onremarque pour les xi; i > 2000 (i.e. dans le milieu 
+ qui mod�elise la ouheabsorbante) on a une visosit�e plus importante que pour les xi � 2000 (voir la�gure (a) 4.6).Pour d�eterminer l'onde r�e�ehie on r�ealise une autre simulation dans un domainede r�ef�erene 
R = [0; l℄ � [0; h℄ (voir la �gure 4.4) qui a la même on�gurationque le domaine 
�. Cette simulation nous fournit la solution de r�ef�erene (voirla �gure 4.5).
ω Ω

RFig. 4.4 { Domaine de r�ef�erene 
R.Pour voir si notre milieu B�erenger g�en�ere ou non une onde r�e�ehie dans le milieuaoustique 
�, on trae la di��erene entre le ux Jx obtenu dans le as test aveles deux milieux et le ux Jx obtenu par la solution de r�ef�erene. La �gure ((b)4:6) montre dans le as d'une inidene normale sur le dioptre, l'existene d'uneonde r�e�ehie dans le domaine d'�etude (\aoustique").� On note ii que dans ette simulation on a deux di��erenes entre les deuxmilieux D2Q9 aoustique et le milieu BRB :
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NxFig. 4.5 { Solution de r�ef�erene Jx en fontion de Nx{ Une di��erene de visosit�e qui est due au arat�ere non isotrope du milieuBRB, de plus �a la ontrainte de stabilit�e de e sh�ema qui r�eduit la possi-bilit�e du hoix des param�etres de relaxation si (voir la setion 3){ Une di��erene de la distribution d'�equilibre. En e�et dans le sh�ema BRBles moments �a l'equilibre meq4 , meq5 et meq6 sont �x�es en fontion �, 3, 4,7 et s pour satisfaire les �equations de B�erenger �a l'ordre 1 en �t (voir lasetion 1).Dans le hapitre 5, on va �etudier l'interfae entre deux sh�emas de Boltzmann.Dans un premier as de visosit�es di��erentes et dans un deuxi�eme as de dis-tribution d'�equilibre di��erente. On mettra alors en �evidene dans les deux asl'existene d'une onde r�e�ehie.� Milieu BRB ave absorption.On va simuler une interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB ave ab-sorption d�erit dans la proposition 25 qui onsiste �a hanger l'�etape d'advetionen utilisant la matrie e�B . On reprend alors la même exp�eriene qu'on a faitei-dessus. On garde alors le même maillage et le même milieu 
�. Dans le milieu
+ on utilise le sh�ema BRB en modi�ant l'�etape d'advetion (voir la proposition25), ave � = 7, 3 = 3, 4 = 2, 7 = 1, s = 1p3 , s3 = 1:6, s4 = 1:6, s5 = s6 = 1:7,s8 = 1:8 et �(xi) = 10�7(xi � 2000)2. La �gure 4:7 (a) montre Jx en fontion deNx de l'onde aoustique d'inidene normale sur l'interfae se propageant dansles milieux 
+ et 
�. On remarque pour les xi; i > 2000 (i.e. dans le milieu 
+qui mod�elise la ouhe absorbante) que l'onde est att�enu�ee au bout de 500 mailles.La �gure 4:7 (b) montre la di��erene entre le ux Jx obtenu dans le as testave les deux milieux et le ux Jx obtenu par la solution de r�ef�erene. On a alorsdans le as d'une inidene normale sur le dioptre D2Q9-BRB ave absorption,l'existene d'une onde r�e�ehie dans le domaine d'�etude qui est omparable �a ellequi existe dans le as o�u on a un milieu BRB sans absorption.
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Nx(b) Onde r�e�ehie dans le milieu aoustique de module ' 3; 1 0=00.Fig. 4.6 { Test du dioptre dans le as d'une inidene normale sur l'interfaeave 
+ milieu BRB sans absorption. (a) Jx en fontion de Nx de l'ondeaoustique inidente de fr�equene ! = 2�100 se propageant dans les milieux 
+ et
� �a T = 6000, (b) Jx en fontion deNx de la di��erene entre l'onde se propageantdans le milieu 
 = 
+ [ 
� et l'onde se propageant dans le milieu de r�ef�erene
R �a T = 6000.
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+ milieuBRB ave absorption.(a) Jx en fontion de Nx de l'onde inidente de fr�equene! = 2�100 . (b) Jx en fontion de Nx de la di��erene entre l'onde se propageant dansle milieu 
 et dans le milieu de r�ef�erene 
R.



5 Analyse d'une simulation d'interfae 107Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 de vis-osit�e roissanteDans ette partie on va simuler dans un premier as une interfae entre un mi-lieu D2Q9 de visosit�e donn�ee et un milieu D2Q9 de visosit�e roissante. Soit ledomaine 
 = [0; l℄ � [0; h℄ ompos�e du milieu 
� = [0; l2 ℄ � [0; h℄ et du milieu
+ =℄ l2 ; l℄�[0; h℄. Dans le milieu 
� on a le sh�ema D2Q9 aoustique (voir la pro-position 9) de visosit�es de volume � et de isaillement � donn�ees dont l'�equation�equivalente est donn�ee par :8<: �t�+ �xqx + �yqy = 0;�tqx + 20�x�� � (�2xqx + �xyqy)� � ��2xqx + �2yqx� = 0;�tqy + 20�y�� � ��yxqx + �2yqy�� � ��2xqy + �2yqy� = 0: (4.89)o�u � = ��3 �2�t6 � 1s3 � 12� et � = �2�t3 � 1s8 � 12�. Dans le milieu 
+ on a aussile sh�ema D2Q9 aoustique (voir la proposition 9) mais de visosit�es de volume�(x) et de isaillement �(x) roissantes pour les x roissants :8<: �(l=2) = � la visosit�e de volume du milieu 
��(l=2) = � la visosit�e de isaillement du milieu 
��(x) et �(x) roissent en x2:On fait alors le même test num�erique que dans le as pr�e�edent. On impose alors�a l'entr�ee de 
� en x = 0 une onde aoustique parall�ele �a l'axe Ox de fr�equene!. On la laisse alors se propager jusqu'au temps T avant que l'onde n'ait atteintla sortie du milieu 
+ en x = l.On disr�etise les domaines 
+ et 
� par des sommets xi ave 1 � i � 2000 pour
� et 2001 � i � 4000 pour 
+. On hoisit les param�etres du sh�ema dans 
�omme suit : �3 = �2 (i. e. 0 = 1p3), �4 = 1, s3 = 1:97 (i. e. � = 13( 1s3 � 12)) ,s4 = 1:9, s5 = s6 = 1:7 et s7 = s8 = 1:95 (i. e. � = 13( 1s8 � 12)). On a gard�e lemême milieu 
� que dans les as d'interfaes pr�e�edentes. Dans le milieu 
+ onhoisit les param�etres omme suit : �3 = �2 (i. e. 0 = 1p3), �4 = 1, s4 = 1:9,s5 = s6 = 1:7,s3(xi) = � 1:97 (1� (xi�2000300 )2) pour i < 2300;1:97 (1� (2299�2000300 )2) pour i � 2300;s8(xi) = � 1:95 (1� (xi�2000300 )2) pour i < 2300;1:95 (1� (2299�2000300 )2) pour i � 2300;o�u 1:97 et 1:95 sont respetivement les valeurs de s3 et s8 dans le milieu 
�. Onimpose �a l'entr�ee une onde de fr�equene ! = 2�100 . La �gure 4:8 (a) repr�esenteJx en fontion de Nx de l'onde aoustique d'inidene normale sur l'interfae sepropageant dans les milieux 
+ et 
�.Pour mettre en �evidene l'onde r�e�ehie dans le milieu aoustique 
� due auhangement de visosit�e, on trae la di��erene entre le ux Jx obtenu dans le astest ave les deux milieux et le ux Jx obtenu par la solution de r�ef�erene (voirla �gure 4:5). La �gure (b) 4:8 montre dans le as d'une inidene normale sur ledioptre, l'existene d'une onde r�e�ehie dans le domaine 
� (fxi; i � 2000g).
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+ milieuD2Q9 de visosit�e roissante.(a) Jx en fontion de Nx de l'onde inidente defr�equene ! = 2�100 �a T = 6000. (b) Jx en fontion de Nx de la di��erene entrel'onde se propageant dans le milieu 
 et l'onde se propageant dans le milieu der�ef�erene 
R.



5 Analyse d'une simulation d'interfae 109On voit ii la limitation de ette m�ethode ar elle g�en�ere une onde r�e�ehierelativement importante (plus importante que dans le as BRB). En plus ona besoin d'une ouhe d'�epaisseur 700 mailles pour pouvoir absorber l'onde dansle milieu 
+. Pour pouvoir att�enuer l'onde plus rapidement on peut augmenter lavisosit�e plus rapidement mais on va g�en�erer une onde r�e�ehie plus importante.Interfae entre un milieu D2Q9 et un milieu D2Q9 ave unterme d'absorption d'ordre z�eroDans ette partie on va tester le as d'un dioptre entre un milieu D2Q9 (le milieu
�) et un milieu D2Q9 ave des termes absorbants (le milieu 
+) qui satisfaitles �equations �equivalentes suivantes d'ordre un en �t :8<: �t�+ �� + �xqx + �yqy = O(�t);�tqx + �qx + 2s�x� = O(�t);�tqy + 2s�y� = O(�t): (4.90)Ce sh�ema est le D2Q9 sauf qu'il faut hanger l'�etape d'advetion (voir la propo-sition 24). Ainsi le sh�ema s'�erit :fj(x; t +�t) = (Id� e�)f �j (x� vj�t; t) ; 0 � j � 8.o�u la matrie e� est donn�ee par (4:81). On hoisit les param�etres du sh�ema dans
� omme suit : �3 = �2 (i. e. 0 = 1p3), �4 = 1, s3 = 1:8 (i. e. � = 13( 1s3 � 12)) ,s4 = 1:75, s5 = s6 = 1:7 et s7 = s8 = 1:9 (i. e. � = 13( 1s8 � 12)). Dans le milieu 
+on hoisit les mêmes param�etres omme suit : �3 = �2 (i. e. 0 = 1p3), �4 = 1,s3 = 1:8 (i. e. � = 13( 1s3 � 12)) , s4 = 1:75, s5 = s6 = 1:7, s7 = s8 = 1:9 (i.e. � = 13( 1s8 � 12)) et �(xi) = 10�7(xi � 2000)2 (on a l'interfae �(x2000) = 0).On impose �a l'entr�ee une onde de fr�equene ! = 2�100 . La �gure 4:9 (a), pr�esenteJx en fontion de Nx de l'onde aoustique d'inidene normale sur l'interfae sepropageant dans les milieux 
+ et 
�. On voit alors que l'onde est absorb�ee dansle milieu 
+ au bout de 600 mailles.Pour mettre en �evidene l'onde r�e�ehie dans le milieu aoustique 
�, on trae ladi��erene entre le ux Jx obtenu dans le as test ave les deux milieux et le uxJx obtenu par la solution de r�ef�erene. La �gure 4:9 (b) montre dans le as d'uneinidene normale sur le dioptre, l'existene d'une onde r�e�ehie d'amplitude 10�6dans le domaine 
� (fxi; i � 2000g). On note qu'on n'a pas analys�e le front quise propage en x d�eroissant au d�ebut de l'onde r�e�ehie.Pour analyser la ause de ette onde r�e�ehie on va �etudier les �equations �equivalentes�a l'ordre deux en �t du milieu D2Q9 ave absorption.Proposition 26 Equations �equivalentes d'ordre deux en �t du milieuD2Q9 absorbant.Le sh�ema de Boltzmann D2Q9 ave un terme d'absorption d'ordre z�ero d�e�nidans la proposition 24 et ave meq3 = �3�; o�u �3 = 62s � 4; meq5 = � qx� ; meq6 =
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5 Analyse d'une simulation d'interfae 111� qy� ; meq7 = 0 et meq8 = 0; admet omme �equations �equivalentes �a l'ordre deux en�t le syst�eme suivant :�t� + �xjx + �yjy + ��1 + ��t2 � � = ��t2 �yjy +O(�t2);�tjx + �2 �2s � ��t�32s + 26 + 16 � 1s3 � 1�+ 12 � 1s8 � 1��� �x�++ ��1 + ��t2 � jx == �2�t6 (4� 62s)� 1s3 � 12� �x(�xjx + �yjy) ++ �2�t3 � 1s8 � 12� (�2xjx + �2yjx) + O(�t2);�tjy + �2�2s � ��t �13 + 16 � 1s3 � 1�� 12 � 1s8 � 1��� �y� == �2�t6 (4� 62s)� 1s3 � 12� �y(�xjx + �yjy) ++ �2�t3 � 1s8 � 12� (�2xjy + �2yjy) + O(�t2):Preuve: Pour trouver les �equations �equivalentes d'ordre deux en �t du sh�emaD2Q9 ave att�enuation (voir la proposition 24 qui donne les �equations �equivalentesd'ordre un), on utilise la m�ethode d'�equations �equivalentes (voir la proposition3). En e�et le sh�ema est d�erit par :fj(x; t+�t) = f �j (x� vj�t; t)� 8Xk=0 e�k;jf �k (x� vk�t; t) ; 0 � j � 8: (4.91)o�u la matrie e� est d�e�ni par (4:81). On �erit alors le d�eveloppement d'ordre troisen �t de l'�equation du sh�ema (4:91) :fj +�t�tfj + �t22 �2t fj = f �j ��tv�j ��f �j + �t22 v�j vj ���f �j �� 8Xk=0 e�j;k �f �k ��tv�k��f �k + �t22 v�kvk���f �k� +O(�t3);On prend alors le moment d'ordre i de ette identit�e :m�i �mi = �tXj Mij ��tfj + v�j ��f �j �+ �t22 Xj Mij h�2t fj � v�j vj ���f �j i ++ 8Xk=0(M�)i;k �f �k ��tv�k��f �k + �t22 v�kvk���f �k� +O(�t3); (4.92)



112 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengero�u la matrie (M�) est le produit matriiel (voir (4:84)) de M et e�. Pour i 2f0; 1; 2g on a mi = m�i d'o�u (4:92) devient :�tmi +Xj Mijv�j ��f �j + 8Xj=0 (M�)i;j�t f �j = �t2 "��2tmi +Xj Mijv�j vj ���f �j #++ 8Xj=0(M�)i;jv�j ��f �j +O(�t2): (4.93)On remplae alors dans le membre de droite la relation pr�e�edente �2tmi par�2tmeqi , ���f �j par ���f �j et �f �j par �f �j sans hanger l'ordre en �t. On uti-lise aussi la relation (1:24) (voir Lemme 3:1) pour �evaluer f �j dans l'�equationpr�e�edente : f �j = f eqj �Xk�3 � 1sk � 1��tM�1jk e�k +O(�t2); (4.94)o�u e�k sont les d�eveloppements d'ordre deux en �t de m�k �mk (i. e. m�k �mk =�te�k+O(�t2) voir �equation (4:83)) pour le sh�ema D2Q9 ave att�enuation. Ainsion a : e�k = �tmeqk +Xj v�j �f eqj +Xj (M�)k;jf eqj = �k +Xj (M�)k;jf eqjo�u les �k = �tmeqk +Pj v�j �f eqj sont d�e�nis dans le lemme 3:1.Ainsi (4:93) devient :�tmi + Xj Mijv�j ��f eqj + 8Xj=0 (M�)i;j�t f eqj = (4.95)= �t2 "��2tmeqi +Xj Mijv�j vj ���f eqj #+ 8Xj=0(M�)i;jv�j ��f eqj ++ Xk�3 � 1sk � 1�"�tXj Mijv�jM�1jk ��e�k +Xj (M�)i;jM�1jk e�k#+O(�t2):On prend alors i = 0 dans l'�equation pr�e�edente, d'o�u :�t� + Xj v�j ��f eqj + �� = (4.96)= �t2 "��2t �+Xj v�j vj ���f eqj #+ ��t 8Xj=0 v�j ��f eqj +O(�t2);ar Pj Mijv�jM�1jk = Pj M0jv�jM�1jk = Pj M�jM�1jk = 0 pour � � 2 et k � 3 etPj(M�)0;jM�1jk = 0 pour k � 3. De plus�2t � = ��t (�xjx + �yjy + ��) + O(�t) ompte tenu de (4:90)



5 Analyse d'une simulation d'interfae 113= � (�x�tjx + �y�tjy + ��t�) + O(�t)= �"�x ��jx �Xj vxj v�j ��f eqj !+ �y �Xj vyj v�j ��f eqj !+ ��t�# +O(�t)= ��xjx � ��t� +Xj v�j vj ���f eqj +O(�t)= ��xjx + � (�� + �xjx + �yjy) +Xj v�j vj ���f eqj +O(�t):On remplae alors �2t � par l'expression i-dessus dans (4:96), on obtient :�t� + �xjx + �yjy + �� == �t2 ���2�� 2��xjx � ��yjy�+ ��t (�xjx + �yjy) + O(�t2);= ��t2 (�yjy � ��) + O(�t2);la premi�ere �equation �equivalente est �etablie.On prend i = 1 dans l'�equation (4.95), d'o�u :�tjx + Xj vxj v�j ��f eqj + �jx = (4.97)= �t2 "��2t jx +Xj vxj v�j vj ���f eqj #+ ��t 8Xj=0 vxj v�j ��f eqj ++ Xk�3 � 1sk � 1�"�tXj vxj v�jM�1jk ��e�k#+O(�t2):ar Pj(M�)0;jM�1jk = 0 pour k � 3. On modi�e l'�eriture alg�ebrique des deuxderniers termes de l'�equation pr�e�edente omme suit :��2t jx + Xj vxj v�j vj ���f eqj == �t��Xj vxj v�j f eqj + ��tjx +Xj vxj v�j vj ���f eqj +O(�t)= �� (Xj vxj v�j (�tf eqj + vj �f eqj )) + ��tjx +O(�t)= Xj v�j v�j Xk M�1jk (���k) + ��tjx +O(�t)= Xk �x�k (���k) + ��tjx +O(�t);o�u ���k =Pj v�j v�jM�1jk ; (d�e�ni par (1:19)). L'�equation (4:97) devient :�tjx + �22s�x�+ �jx = �t2  ��2jx � ��22s�x�+Xk �x�k ���k!+



114 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erenger+ ��2�t2s�x� +�tXk�3 � 1sk � 1��x�k ��e�k +O(�t2):Or on a ���k = 0 pour k = 1; 2; 4; 5; 6 et���0 = 2�23 � 1 00 1 � ;���3 = �26 � 1 00 1 � ;���7 = �22 � 1 00 �1 � ;���8 = �2� 0 11 0 � :De plus on a : e�0 = �0 + �� = O(�t);e�1 = �1 + �jx = O(�t);e�2 = �2 = O(�t);e�3 = �3 + ��;e�4 = �4 + 2��;e�5 = �5 + 2�jx;e�6 = �6;e�7 = �7 + ��;e�8 = �8:On remplae alors les e�k par leur valeur dans l'�equation (4:98), on obtient :�tjx + �22s�x� + �jx = �t2 ���2jx � ��22s�x�+ �x�0 ���0� ++ ��2�t2s�x�+�tXk�3 � 1sk � 12��x�k ���k ++ �t� �� 1s3 � 1��x�3 ��� + � 1s7 � 1��x�7 ����+O(�t2):On alule alors les expressions de �k (voir la d�emonstration de la proposition 8)et en rempla�ant les ���k par leur valeur on obtient :�tjx + �22s�x�+ �jx = ��2�t2 jx+ ��2�t �32s + 26 + 16 � 1s3 � 1� + 12 � 1s8 � 1�� �x�+ �2�t6 (4� 62s)� 1s3 � 12� �x(�xjx + �yjy) ++ �2�t3 � 1s8 � 12� (�2xjx + �2yjx) + O(�t2);



6 Conlusion 115on note qu'on a pris les param�etres du sh�ema omme ils sont �x�es dans l'�enon�ede la proposition (i. e.meq3 = �3�; o�u �3 = 62s�4; meq5 = � qx� ; meq6 = � qy� ; meq7 =0 et meq8 = 0). Ainsi on a la deuxi�eme �equation �equivalente.On reprend les mêmes aluls pour i = 2 dans l'�equation (4.95), sahant que ettefois on utilisera l'�equation �tjy + �22s�y� = O(�t). On trouve alors :�tjy + �22s�y� = �t2 ��y�0 ���0� +�tXk�3 � 1sk � 12��y�k ���k ++ �t� �� 1s3 � 1��y�3 ���+ � 1s7 � 1��y�7 ����+O(�t2):Il suÆt alors de remplaer les ���k , �k par leur valeur dans l'�equation pr�e�edente,d'o�u : �tjy + �22s�y� = ��2�t �13 + 16 � 1s3 � 1�� 12 � 1s8 � 1�� �y�+ �2�t6 (4� 62s)� 1s3 � 12� �y(�xjx + �yjy) ++ �2�t3 � 1s8 � 12� (�2xjy + �2yjy) + O(�t2):Ce qui �etablit la troisi�eme �equation �equivalente de la proposition. �Le sh�ema D2Q9 ave absorption a la même visosit�e que le sh�ema D2Q9 sansabsorption. En e�et si on prend � = 0, les oeÆients de �xdivjx, �jx, �ydivjyet �jy dans les �equations �equivalentes d'ordre deux en �t ne hangent pas. Parontre le fait de rajouter l'absorption va a�eter la vitesse du son du sh�ema quisera fontion de �, s3 et s8. Ce qui va g�en�erer une onde r�e�ehie.6 ConlusionLa m�ethode de la ouhe absorbante de B�erenger permet �a la fois pour unmod�ele d'�equations aux d�eriv�ees partielles (e. g. Maxwell [Be94℄, Euler [Hu96,DDMT02℄) : une absorption d'ordre z�ero dans la ouhe et une transmission sansr�eexion entre le domaine d'int�erêt et la ouhe pour toute fr�equene et tout angled'inidene.Nous avons propos�e un sh�ema de Boltzmann sur r�eseau (BRB) pour mod�eliser laouhe de B�erenger �a l'ordre un. Dans un premier temps on a �etudi�e les propri�et�esde e sh�ema en regardant les �equations �equivalentes d'ordre deux et la stabilit�e.On a montr�e qu'il a une une visosit�e non isotrope et �elev�ee pour satisfaire laontrainte de stabilit�e.Ensuite on a propos�e une m�ethode pour mod�eliser les termes d'absorption d'ordrez�ero, ela en modi�ant l'�etape d'advetion. Cette m�ethode nous donne des r�esul-tats satisfaisants (meilleure que eux du milieux BRB) et int�eressants, en att�enuantl'onde transmise dans la ouhe et en g�en�erant une onde r�e�ehie en interfae entredeux milieux D2Q9 (Euler / Euler ave absorption) n�egligeable devant une inter-fae entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB.



116 Sh�ema de Boltzmann sur r�eseau pour une ouhe de B�erengerFinalement le milieu B�erenger approh�e par BRB ne r�esout pas le probl�emede la transmission parfaite. En e�et le sh�ema BRB g�en�ere une onde r�e�ehiemême en inidene normale et �a fortiori en inidene quelonque. A�n de om-prendre es diÆult�es on a approfondi (. f. hapitre suivant) le probl�eme d'in-terfae entre deux sh�emas de Boltzmann sur r�eseau qui mod�elisent des mi-lieux de arat�eristiques di��erentes (i. e. milieux de vitesses du son ou de vis-osit�es di��erentes, milieux hydrodynamiquement �equivalents et �a distributionsd'�equilibre di��erentes).



Chapitre 5Onde r�e�ehie �a l'interfae entredeux milieux aoustiques
1 IntrodutionNotre mod�ele de ouhe parfaitement adapt�ee ave la m�ethode de Boltzmannsur r�eseau pr�esente un d�efaut majeur en r�e�ehissant une onde dans le domained'�etude. Cela nous onduit �a faire une analyse d�etaill�ee du omportement de esmod�eles �a l'interfae entre le domaine d'�etude et la ouhe absorbante.Dans un premier lieu nous allons ommener par retrouver le oeÆient de r�e-exion lorsqu'on a deux milieux ontinus monodimensionnels de arat�eres di��e-rents, en partiulier lorsqu'on a un hangement de la vitesse du son et de lavisosit�e. Puis nous alulons le oeÆient de r�eexion pour le sh�ema num�eriqueD1Q3 et appliquons ette �etude �a la minimisation des ondes num�eriques r�e�ehies�a l'interfae. Dans la deuxi�eme partie on fait l'analyse d'un dioptre entre deuxmilieux D2Q9 marosopiquement �equivalents en deux dimensions pour une in-idene normale.2 Etude monodimensionnelle ontinue

Σ

Ω+ Ω−Fig. 5.1 { Domaines de propagation 
� et 
+Soit 
+ = fx; x > 0g et 
� = fx; x < 0g deux milieux s�epar�es par une interfae� = fx = 0g (voir Fig. 2). On onsid�ere le probl�eme suivant :117



118 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiques8><>: ���t + �J�x = 0�J�t � � �2J�x2 + 2s ���x = 0 dans 
�; (5.1)8><>: ���t + �J�x = 0�J�t � e� �2J�x2 + e2s ���x = 0 dans 
+: (5.2)On reherhe alors les solutions de la forme � = �0ei(!t�kx) (analyse en onde planeen une dimension). Quand une onde inidente �i = �i0ei(!t�kx) (ave Rekw > 0)renontre l'interfae �, une partie de l'onde inidente passe dans le milieu 
+et donne naissane �a une onde transmise �t = �t0ei(!t�ekx) (ave Reekw > 0). Lereste de l'onde revient dans le milieu 
� et donne naissane �a une onde r�e�ehie�r = �r0ei(!t+kx) qui se propage �a la vitesse oppos�ee.Proposition 27 CoeÆient de r�eexion et de transmission (formules deFresnel).Si Ji, Jr et Jt sont respetivement les vitesses inidente, r�e�ehie et transmise,on a : rth � JrJi = k (2s + i�!)� ek (e2s + ie�!)k (2s + i�!) + ek (e2s + ie�!) = ek � kk + ek (5.3)tth � JtJi = 2k (2 + i�!)k (2 + i�!) + ek (e2 + ie�!) = 2ekk + ek : (5.4)ave k et ek les veteurs d'onde dans 
� et 
+ respetivement.Preuve: �a l'aide de la transform�ee de Fourier appliqu�ee aux deux probl�emes(5:1) et (5:2), on d�eduit les deux �equations de dispersion : !2k2 = (2s + i!�) et!2
ek2 = (e2s + i!e�). De plus omme on reherhe les solutions de la forme � =�0ei(!t�kx), on a dans 
� deux solutions : �i = �i0ei(!t�kx) et �r = �r0ei(!t+kx)(d'apr�es les lois de Desartes). Dans 
+ on a �t = �t0ei(!t�ekx). Des deux �equationsde ontinuit�e et de la transform�ee de Fourier on d�eduit :�i = k!Ji; �r = �k!Jr et �t = ek!Jt: (5.5)A l'interfae, on a la ontinuit�e des ontraintes normales qui s'�erit :J1 = J2 (5.6)�� �J1�x + s� = �e� �J2�x + es�: (5.7)Or on a dans le milieu 
� :J1 = Ji + Jr et dans le milieu 
+ :J2 = Jt. D'apr�esles relations de passage (5:6) et (5:7), on d�eduit :Ji + Jr = Jt (5.8)i�k(Ji � Jr) + s k! (Ji � Jr) = ie�ek(Jt) + es ek! (Jt) (5.9)



3 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3 119Soit r = JrJi et t = JtJi , on a alors : 1 + r = t (5.10)i�k(1� r) + 2s k! (1� r) = ie�ekt + e2s ek!t (5.11)d'o�u rth = k (2s + i�!)� ek (e2s + ie�!)k (2s + i�!) + ek (e2s + ie�!) (5.12)tth = 2k (2s + i�!)k (2s + i�!) + ek (e2s + ie�!) : (5.13)Il suÆt de remplaer (2s + i�!) = !2k2 et (e2s + ie�!) (relations qui d�eoulent des�equations de dispersion dans les milieux 
� et 
+) dans 5:12 et 5:13 pour retrou-ver les relations lassiques de Fresnel (5:3) et (5:4). �Proposition 28 D�eveloppement limit�e des oeÆients de r�eexion ettransmission.Dans notre probl�eme ! est impos�e. On a alors le d�eveloppement suivant des o-eÆients de r�eexion et transmission :rth = s � ess + es + i e2s� � 2se�(s + es)2ses! +O(!2): (5.14)tth = 2ss + es + i e2s� � 2se�(s + es)2ses! +O(!2): (5.15)Preuve: Il suÆt d'�erire le d�eveloppement limit�e de k et ek en ! :k = !s � i2 �3s!2 +O(!3); (5.16)ek = !es � i2 e�3s!2 +O(!3): (5.17)On a alors les expressions (5:14) et (5:15) en rempla�ant k et ek par leur d�eveloppe-ment dans les expressions (5:3) et (5:4). �3 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3On va utiliser le sh�ema de Boltzmann sur r�eseau D1Q3 introduit dans le hapitre1. On rappelle que l'�evolution en un pas de temps �t est donn�ee par l'�equation(1:35) : fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 2: (5.18)



120 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiqueso�u f � = (f �0 ; f �1 ; f �2 ) est �egale �a :f � =M�1CMf;o�u les matries M , M�1 et C sont donn�ees respetivement par (1:31), (1:33) et(1:34). On sait alors d'apr�es la proposition 5, que e sh�ema mod�elise �a l'ordredeux en �t les �equations suivantes :8>>><>>>: ���t + �q�x = O(�t2);�q�t + 2s ���x � ��x(1� �)(1s � 12)�2q�x2 = O(�t2): (5.19)On a la visosit�e de volume � = ��x(1� �)(1s � 12).Modes propres du mod�ele D1Q3Cette �etude onsiste �a onsid�erer les solutions de type onde plane sous la formefi(x; t) = �iei(!t�kx). L'algorithme D1Q3 (5:18) s'�erit dans l'espae de Fourierd'apr�es la proposition 1:83 :zf = G(p)f ave z = ei!�t et p = eik�x: (5.20)On rappelle ii l'expression de la matrie globale G(p) donn�ee par la proposition12 : G(p) = 0BBBBBBBB�
1� �s s(1� �) s(1� �)�s2 p �1� s(1� �)2 � p �s(1� �)2 p�s2 1p �s(1� �)2 1p �1� s(1� �)2 � 1p

1CCCCCCCCA :
L'�equation (5:20) nous donne la relation de dispersion entre z et k. Don pouravoir une solution non triviale, il faut que z soit une valeur propre de G, et lessolutions f sont les modes de G. Dans notre probl�eme la fr�equene ! est �x�ee,'est-�a-dire z est �x�e. On herhe alors p tel que : d(p) � det(G(p)� zId) = 0 (i.e. z est valeur propre de G(p)).On a d(p) = � 12z �p+ 1p� [�s(z + 1)� (1� z)(2� s)℄ ++ s (�z(z + 1)� z + 1)� (1� z)(z2 + 1): (5.21)Proposition 29 Calul des raines.Les valeurs de p telles que z est une valeur propre sont les suivantes :p+ = s� 1 + z(1 + s(1� �))� z2(1� �s) + z3z [(2� s(1� �))z + s(� + 1)� 2℄ ++  (s� 1 + z(1 + s(1� �))� z2(1� �s) + z3)2z2 [(2� s(1� �))z + s(�+ 1)� 2℄2 � 1! 12 ;



3 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3 121p� = s� 1 + z(1 + s(1� �))� z2(1� �s) + z3z [(2� s(1� �))z + s(� + 1)� 2℄ ��  (s� 1 + z(1 + s(1� �))� z2(1� �s) + z3)2z2 [(2� s(1� �))z + s(� + 1)� 2℄2 � 1! 12 :p+ et p� sont les deux modes hydrodynamiques assoi�es respetivement aux ondesprogressive et r�egressive.Preuve: Pour trouver p+ et p� il suÆt de trouver les z�eros du polynôme dedegr�e deux (5:21). On va montrer que p+ est le mode qui orrespond aux ondesprogressive et p� est le mode qui orrespond aux ondes r�egressive. En rempla�antz = e(i!�t) par son d�eveloppement limit�e en ! �a l'ordre 3 et en e�etuant led�eveloppement de p en ! �a l'ordre 3 on obtient :p+ = 1 + i �tp�! + (�t)2� �(2� s)(1� �)2p�s � 12�!2 +O(!3): (5.22)p� = 1� i �tp�! � (�t)2� �(2� s)(1� �)2p�s + 12�!2 +O(!3): (5.23)Comme p = e(ik�x), il suÆt d'appliquer la fontion Log, pour avoir le d�evelop-pement limit�e de k+ et k� on a alors :k+ = 1�p�! � i�t�� �(2� s)(1� �)2p�s !2 � 12�� i�t��!2 +O( !3�x);k� = � 1�p�! + i�t�� �(2� s)(1� �)2p�s !2 � 12�+ i�t��!2 +O( !3�x);On d�eduit �nalement :k+ = 1�p�! � i �2�t�3�p�(1s � 12)(1� �)!2 +O(!3); (5.24)k� = � 1�p�! + i �2�t�3�p�(1s � 12)(1� �)!2 +O(!3): (5.25)p+ et p� orrespondent aux deux modes hydrodynamiques assoi�es respetive-ment aux ondes progressive et r�egressive ar Re(k+) > 0 et Re(k�) < 0 d'apr�es(5:24) et (5:25). �� Remarque : Dans e mod�ele on a{ la vitesse du son s = � 12�. (�eq. aux dimensions s = LT�1).{ la visosit�e � = (1� �)(1s � 12)��x. (�eq. aux dimensions � = L2 T�1).On onlut alors : k+ = 1s! � i �23s!2 +O(!3);k� = � 1s! + i �23s!2 +O(!3):



122 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiquesL'expression pr�e�edente est bien homog�ene. En e�et l'unit�e de ! est T�1 et ellede k est L�1. D'o�u dans le membre de droite de l'�equation de k�, on s'attend �atrouver l'inverse d'une longueur. Or1s! = 1LT�1T�1 = L�1�3s!2 = L2T�1L3T�3T�2 = L�1;e qui montre que le d�eveloppement est bien homog�ene.Veteurs propresOn herhe � tel que G�� z� = 0. On �xe la premi�ere omposante de � �a �0 et�a l'aide de la m�ethode de Cramer on trouve la forme g�en�erale de �.
� = 266664 �0�1�2

377775 = 2666666664
�0�sp(1� zp)�2p(1� 2s(1� �)) + (2� s(1� �))(p2 + 1)z � 2pz2�0�s(p� z)�2p(1� 2s(1� �)) + (2� s(1� �))(p2 + 1)z � 2pz2�0

3777777775 ;(5.26)qui s'�erit sous la forme suivante :� = ��0 ; �1 ; 1� zp1� pz�1�t :� Remarque : Les deux solutions p+ et p� sont inverses l'une de l'autre (i. e.p+p� = 1). On pose alors p � p+ = 1p� = eik+�x, pour all�eger les notations.Soit �+ le veteur propre de la matrie G(p) assoi�e �a la valeur propre z = ei!�t.On a alors : �+ = ��0 ; �+1 ; 1� zp1� pz�+1 �t : (5.27)Soit �� le veteur propre de la matrie G(p�) = G(1p) assoi�e �a la valeur proprez = ei!�t. On a alors : �� =  �0 ; ��1 ; 1� pz1� zp ��1 !t : (5.28)



3 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3 123CoeÆient de r�eexionOn �etudie ii le passage d'une onde d'un milieu 
� de visosit�e � qui v�eri�e leprobl�eme (5:1) de vitesse s vers un milieu 
� de visosit�e e� et de vitesse es quiv�eri�e le probl�eme (5:2). Ce qui s'interpr�ete pour le sh�ema de Boltzmann par lehangement des param�etres s et � vers es et e�.Proposition 30 CoeÆient de r�eexion entre deux milieux de Boltz-mann (Fresnel disret).Soient 
� et 
+ deux milieux Boltzmann, de vitesses du son s, es et de viso-sit�es �, e�, respetivement. On onsid�ere une onde inidente fi de veteur d'ondek+ dans le milieu 
�. On a alors une onde r�e�ehie fd de veteur d'onde k� etune onde transmise ft de veteur d'onde k+2 dans le milieu 
+. Le oeÆient der�eexion disret est donn�e par :rB � JrJi = p� ep1� pep = eik+�x � eiek+�x1� ei(k++ek+)�x : (5.29)
xg

Σ
xd

∆x ∆x ∆xFig. 5.2 { Points de aluls xg et xd �a gauhe et �a droite de l'interfae �.Preuve: A gauhe de l'interfae �, on a une onde inidente et une onde r�e�ehie :f g = ei(!t�k+x)�+ + �ei(!t�k�x)��:A droite de l'interfae �, on a une onde transmise :f d = ei(!t�ek+x)e�+:ave e�+ le veteur propre de la matrie G(ep) assoi�e �a la valeur propre z = ei!�t :e�+ = ��0 ; e�+1 ; 1� z
ep1� epz e�+1 �t : (5.30)On onsid�ere les deux points de part et d'autre de l'interfae de oordonn�eesxg � ��x2 et xd � �x2 (voir Fig. 5:2).� En xg = ��x2 on �erit l'algorithme fi(xj; t + �t) = f �i (xj � vi�t; t), pouri 2 f0; 1; 2g :ei!�t �ei(!t+k+ �x2 )�+0 + �ei(!t+k��x2 )��0 � =



124 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiques= ei(!t+k+ �x2 ) ��+0 �� + �ei(!t+k��x2 ) ���0 �� ;ei!�t �ei(!t+k+ �x2 )�+1 + �ei(!t+k��x2 )��1 � == eik+�x �ei(!t+k+ �x2 ) ��+1 ���+ eik��x ��ei(!t+k��x2 ) ���1 ��� ;ei!�t �ei(!t+k+ �x2 )�+2 + �ei(!t+k��x2 )��2 � = e�iek+�xei(!t+ek+ �x2 ) �e�2+�� :� De même en xd = �x2 on a :ei!�t �ei(!t�ek+ �x2 )e�+0 � = ei(!t�ek+ �x2 ) �e�+0 ��ei!�t �ei(!t�ek+ �x2 )e�+1 � = eik+�x �ei(!t�k+�x2 ) ��+1 ���++ eik��x ��ei(!t�k��x2 ) ���1 ��� ;ei!�t �ei(!t�ek+ �x2 )e�+2 � = e�iek+�xei(!t�ek+ �x2 ) �e�+2 �� :On utilise le fait qu'on a des veteurs propres :z�+ = A ��+�� ;z�� = A ����� ;ze�+ = A�e�+�� :On remplae alors les (�i)� dans les six �equations. Il ne reste alors que les deux�equations utiles suivantes :ei!�t �ei(!t+k+ �x2 )�+2 + �ei(!t+k� �x2 )��2 � == e�iek+�xei(!t+ek+ �x2 ) �eiek+�xei!�te�+2 � ;ei!�t �ei(!t�ek+ �x2 )e�+1 � = eik+�x �ei(!t�k+ �x2 )e�ik+�xei!�t�+1 �++ eik��x ��ei(!t�k� �x2 )e�ik��xei!�t��1 � :Apr�es simpli�ation on obtient :ei(k+�x2 )�+2 + �ei(k� �x2 )��2 = ei(ek+�x2 )e�+2 ;e�i(ek+�x2 )e�+1 = e�i(k+�x2 )�+1 + �e�i(k��x2 )��1 :



3 R�esolution exate dans le as du mod�ele D1Q3 125On multiplie le syst�eme pr�e�edent par ei(k+�x2 ) d'o�u :ei(k+�x)�+2 + ���2 = ei(ek++k+)�x2 e�+2 ;e�i(k+�x)�+1 + ���1 = e�i(ek++k+)�x2 e�+1 :On remplae alors p = eik+�x et ep = eiek+�x, soit :p�+2 + ���2 = ppepe�+2 ;1p�+1 + ���1 = ppep e�+1 ;En utilisant les expressions des veteurs propres (5:27), (5:28) et (5:30), on ob-tient : p�+2 + � 1� zp1� pz��1 = ppep 1� z
ep1� epz e�+1 ;1� pzp(1� zp)�+2 + ���1 = ppep e�+1 :On multiplie la premi�ere �equation par 1�epzpep et la deuxi�eme par (1� z

ep) et on prendla di��erene des deux. On obtient alors : 1� epzep � (1� zp)(1� pz)p(1� zp) !�+2 + � (1� pz)(1� epz)pep(1� zp) � (1� zep)!��1 = 0On r�eduit au même d�enominateur :�(1� epz)(p� z)� (ep� z)(1� pz)(p� z)ep ��+2 ++ � �(1� pz)(1� epz)� (ep� z)(p� z)(p� z)ep ���1 = 0:On a alors :� = �(ep� z)(1� pz)� (1� epz)(p� z)(1� pz)(1� epz)� (ep� z)(p� z)� �+2��1 = � ep� p1� pep� �+2��1 :D'apr�es l'expression de �+ et ��, on a �+1 = ��2 et �+2 = ��1 .Le oeÆient de r�eexion est donn�e parrB = JrJi :Comme Ji = �+1 � �+2 et Jr = � ���1 � ��2 � = �� ��+1 � �+2 �, on onlut :rB = �� = p� ep1� pep: (5.31)�



126 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiquesProposition 31 D�eveloppement de rB en ! �a l'ordre 1 relativement �a lapulsation !.On a rB = s � ess + es + i(�e2s � e�2s)ses(s + es)2 ! +O(!2): (5.32)On retrouve bien le d�eveloppement du oeÆient de r�eexion th�eorique donn�epar (5:14). Notons que les termes du seond ordre des expressions (5:3) et (5:29)di��erent.Preuve: Il suÆt de remplaer p et ep dans l'expression de r par leur d�evelop-pement (5:22) en !, et de faire le d�eveloppement de r. �4 Vers l'annulation de l'onde r�e�ehieOn se propose de modi�er l'�etape d'advetion �a l'interfae. En e�et on a a priorif1(xd; t + �t) = f �1 (xg; t). Nous proposons ii que f1 au point xd = �x2 soit uneombinaison de f �1 en xg = ��x2 et de f �1 en x = xg ��x = �3�x2 (voir Fig. 5:3).Par ontre on ne hange pas l'�etape d'advetion pour f2 qui va dans la diretionoppos�ee. Ainsi on obtient le sh�ema d'interfae suivant :f1(t +�t; x) = Æ1f �1 (t; x��x) + Æ2f �1 (t; x� 2�x); en x = �x2 ;f2(t +�t; x) = f �2 (t; x +�x); en x = ��x2 ;ave Æ1 et Æ2 deux salaires �a d�eterminer pour annuler la r�eexion.
Σ

∆x

xg ∆x xg xd

xx∆ ∆Fig. 5.3 { Connexion �a l'interfae.Proposition 32 Annulation du oeÆient de r�eexion �a l'ordre 1 en !.Pour le mod�ele de Boltzmann D1Q3 monodimensionnel �a trois vitesses pourl'aoustique, on peut trouver des oeÆients Æ1 et Æ2 a�n d'annuler les termesd'ordre 0 et 1 en ! du oeÆient de r�eexion.Æ1 =�e(�� e)(�+ e)� � �(�� )(�+ )e� + ��te(�� e)(�+ e)(�� )(�+ )�t�e(�� e)2(�+ )2 ;Æ2 =��e(�� e)(�+ e)� + �(�� )(�+ )e��t�e(�� e)2(�+ )2 :



4 Vers l'annulation de l'onde r�e�ehie 127Preuve: on utilise la même tehnique d'analyse dans un as harmonique quepour la proposition 30, on trouve alors l'expression suivante du oeÆient der�eexion :rB = �p2(z � ep)(zp� 1)Æ2 + p(z � ep)(zp� 1)Æ1 + p(zep� 1)(p� z)(z � ep)(p� z)Æ2 + p(z � ep)(p� z)Æ1 + p(zep� 1)(zp� 1) :On herhe alors Æ1 et Æ2 tels que rB = O(!2). On retrouve alors Æ1 et Æ2. �Tests num�eriquesOn disr�etise 
+ et 
� par des sommets xi ave 1 � i � 1000 pour 
+ et1001 � i � 2000 pour 
�. Les param�etres aoustiques orrespondants sont res-petivement (s = 0:577; � = 0:001) et (es = 0:479; e� = 0:2): On se donne uneonde aoustique de fr�equene ! = 2�100 �a l'entr�ee (xi = 0) et on arrête la simula-tion au temps T = n�t = 1500�t, avant que ette onde n'ait atteint la sortie dudomaine (voir Fig. 5:4).
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Fig. 5.4 { Onde aoustique, dioptre en xi = 1000 et T = 1500.Pour d�eterminer l'onde r�e�ehie on r�ealise une autre simulation dans un domaine
R = fxi; 0 < i < 2000g qui a la même on�guration que le domaine 
+. Cettesimulation nous fournit la solution de r�ef�erene. Pour voir l'onde r�e�ehie on traela di��erene entre le ux Jx obtenu dans le as test et le ux Jx obtenu par lasolution de r�ef�erene. La �gure ((a) 5:5) montre qu'on a une onde r�e�ehie del'ordre de 10�1 lorsqu'on ne hange pas l'�etape d'advetion �a l'interfae. Dansla �gure ((b) 5:5), o�u on hange l'�etape d'advetion via Æ1 et Æ2, on a une onder�e�ehie d'ordre 10�4.ConlusionOn a utilis�e une m�ethode th�eorique bas�ee sur l'analyse des modes du sh�ema deBoltzmann et l'�etude d�etaill�ee de l'�equation dynamique �a l'interfae. Ainsi dans le
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(b)Fig. 5.5 { Jx en fontion de Nx, di��erene entre le as test et le as de r�ef�erene.(a) sans hangement de l'�etape d'advetion, (b) ave modi�ation de l'�etape d'ad-vetion.as monodimensionnel, on obtient la formule de onnexion qui est la g�en�eralisationdes formules de Fresnel o�u on remplae le nombre d'onde k par le fateur de phasep = eik�x. On a aussi propos�e une m�ethode bas�ee sur la modi�ation de l'�etaped'advetion �a l'interfae pour annuler la r�eexion �a l'ordre 2 en !. On peut parailleurs avoir une r�eexion nulle �a l'ordre 3 en ! en utilisant une interpolation �atrois points �a l'interfae.
5 Interfae num�erique entre deux milieux D2Q9�IntrodutionDans ette partie on va �etudier la transmision monodimensionnelle d'une ondeaoustique entre deux milieux uides. Ces deux milieux sont �equivalents du pointde vue hydrodynamique mais di��erent par leur distribution d'�equilibre. L'�etudeth�eorique du sh�ema pour une inidene normale �a l'interfae nous onduit �amettre en �evidene l'existene d'une onde r�e�ehie et des modes de Knudsen lo-alis�es �a l'interfae. Finalement on retrouve num�eriquement le même ph�enom�ene.Interfae entre deux domaines D2Q9Soit 
1 � f(x; y); x < 0g, 
2 � f(x; y); x > 0g deux domaines s�epar�es parl'interfae � � f(x; y); x = 0g. On suppose qu'on a le même probl�eme aoustique�Artile soumis "On numerial reeted waves in lattie Boltzmann shemes" ave Mah'medBouzidi, Fran�ois Dubois et Pierre Lallemand.



5 Interfae num�erique entre deux milieux D2Q9 129suivant dans les deux milieux 
1 et 
2 :8>>>>><>>>>>: ���t + divj = 0;�jx�t + 2s ���x � � �(divj)�x � �4jx = 0;�jy�t + 2s ���y � � �(divj)�y � �4jy = 0; (5.33)o�u s est la vitesse du son et �, � sont respetivement les visosit�es in�ematiquesde volume et de isaillement. Pour mod�eliser le probl�eme (5:33), on va utiliserle sh�ema D2Q9 de Boltzmann sur r�eseau (voir la proposition 9). On �xe alorsomme suit les moments d'�equilibre et les param�etres de relaxation : meq3 = �2�,meq4 = ���, meq5 = � jx� , meq6 = � jy� , meq7 = 0, meq8 = 0 et s7 = s8. Ainsi on ala vitesse du son 2s = �23 , la visosit�e de volume � = �2�t3 ( 1s3 � 12) et la visosit�ede isaillement � = �2�t3 ( 1s8 � 12). On remarque ii que le oeÆient �� de lavaleur d'�equilibre du moment m4 (qui est le moment assoi�e au arr�e de l'�energiein�etique) n'apparâ�t pas dans les �equations hydrodynamiques (i.e au moins �al'ordre deux il ne joue pas de rôle). Pour mieux omprendre le rôle de ��, on va�etudier la transmission d'une onde aoustique entre les deux milieux 
1 et 
2 quin'ont pas le même oeÆient ��. Intuitivement on n'aura pas d'onde r�e�ehie parle dioptre �. On prend alors meq4 = ��� dans le milieu 
1 et emeq4 = e��� dans lemilieu 
2.Pour analyser le dioptre, on va utiliser la même m�ethode qu'on a utilis�ee dans lasetion 3 de e hapitre pour les mod�eles D1Q3 en 1-D. Cette m�ethode onsiste �atrouver les mode propres et veteurs propres du sh�ema D2Q9. Ensuite on �eritun pas de temps de l'algorithme Boltzmann sur r�eseau �a gauhe et �a droite del'interfae. Cela nous fournit un syst�eme d'�equations qui nous permet de alulerles di��erentes amplitudes des di��erentes ondes �a gauhe et �a droite de l'interfae.Etude modale du mod�ele D2Q9On va faire la même �etude que elle qui a �et�e utilis�ee pour le mod�ele D1Q3. Poursimpli�er l'�etude on ne onsid�erera que le as de l'inidene normale sur l'interfae�. Ainsi le veteur d'onde k est parall�ele �a l'axe des x (i. e. k = (kx; 0)). Soitf(x; t) = ei(!t�k:x)� solution du sh�ema de Boltzmann. On a alors d'apr�es laproposition 15 : l'�equation d'�evolution de l'algorithme D2Q9 (1:84) :fj(xi; t+�t) = f �j (xi � vj�t; t); 0 � j � 8;s'�erit sous la forme :z f(x; t) = G(p)f(x; t) o�u z = e(i!�t); p = e(ikx�x); (5.34)et G(p) = A(I +M�1CM)est la matrie globale du sh�ema. La matrie A est donn�ee par (1:87), soit enrempla�ant k par (kx; 0) :A = diag(1; p; 1; 1p; 1; p; 1p; 1p; p);



130 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiquesla matrie M est donn�ee par (1:45) :
M =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 10 � 0 �� 0 � �� �� �0 0 � 0 �� � � �� ���4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 1 �1 1 �1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA :
et la matrie C est donn�ee par (1:86) :

C =
0BBBBBBBBBBBB�

1 0 0 0 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0�2s3 0 0 1� s3 0 0 0 0 0s4�� 0 0 0 1� s4 0 0 0 00 0 � s5� 0 0 1� s5 0 0 00 0 0 � s6� 0 0 1� s6 0 00 0 0 0 0 0 0 1� s8 00 0 0 0 0 0 0 0 1� s8
1CCCCCCCCCCCCA :

De plus d'apr�es la proposition 16, l'�equation de dispersion s'�erit :det [G(p)� z Id℄ = 0; ave z = ei!�t: (5.35)A l'inverse du probl�eme de stabilit�e o�u �a k (i. e. p) donn�e, on herhe ! (i. e.z) solution de l'�equation de dispersion (5:35), dans notre probl�eme la fr�equene! est impos�ee pour les deux milieux et on herhe alors k (i. e. p) solution del'�equation de dispersion (5:35).On se donne alors une fr�equene !, et on r�esout en p l'�equation (5:35) qui est unpolynôme de degr�e 3 en (p+ 1p). On note que si on utilise la matrie des momentssuivante :
eM =

0BBBBBBBBBBBB�
1 1 1 1 1 1 1 1 10 � 0 �� 0 � �� �� ��4 �1 �1 �1 �1 2 2 2 24 �2 �2 �2 �2 1 1 1 10 �2 0 2 0 1 �1 �1 10 1 �1 1 �1 0 0 0 00 0 � 0 �� � � �� ��0 0 �2 0 2 1 1 �1 �10 0 0 0 0 1 �1 1 �1

1CCCCCCCCCCCCA ; (5.36)
alors la matrie fM(G(p)� zI)fM�1 est digonale par blos de la forme :
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fM(G(p)� zI)fM�1 = 0BBBBBBBBBB� D1(p) 0 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 00 0 0 D2(p)

1CCCCCCCCCCA :
Sahant que :det(G(p)� zI) = det(fM(G(p)� zI)fM�1) = det(D1(p))det(D2(p)); (5.37)r�esoudre l'�equation (5:35) revient �a r�esoudre det(D1(p)) = 0 (�equation polynômialede degr�e 2 en (p + 1p)) et det(D2(p)) = 0 (�equation polynômiale de degr�e 1 en(p+ 1p)).�Modes du mod�ele D2Q9 : On trouve six solutions (les z�eros de l'�equation de dis-persion (5:37)) en p qui sont fontions de z, et des di��erents param�etres d'�equilibreet des taux de relaxation si. On va seulement donner les d�eveloppements asymp-totiques en ! de es solutions :p+ = 1 + i !s +O(!2); (5.38)p� = 1� i !s +O(!2); (5.39)pK;1 = �1 + �1! +O(!2); ave �1 < �1; (5.40)pK;2 = �2 + �2! +O(!2); ave � 1 < �2 < 0; (5.41)pt;1 = 1 + (�t;1 + i�t;1)p! + it;1! +O(!p!); (5.42)pt;2 = 1 + (�t;2 + i�t;2)p! + it;2! +O(!p!): (5.43)On remarque que p+ et p� orrespondent aux modes hydrodynamiques assoi�esrespetivement aux ondes aoustiques qui se propagent ave une vitesse �s, pk;1et pk;2 sont assoi�es aux modes de Knudsen [CdHL91℄. Les deux solutions pt;1 etpt;2 sont assoi�ees aux ondes transverses, de plus on a :(�t;1 + i�t;1) = 1p� (1 + i)p2 et (�t;2 + i�t;2) = � 1p� (1 + i)p2 :Les expressions de �1 et �2, termes d'ordre z�ero dans le d�eveloppement des fa-teurs de phase de Knudsen pk;1 et pk;2, sont des fontions omplexes des tauxde relaxation si et ��. Dans le as partiulier BGK o�u on a le même taux derelaxation (i. e. si = s), on a une expression simple de pk;1 et de pk;2 :pK;1 = 1� sz = (1� s)� i(1� s)! +O(!2);pK;2 = z1� s = 11� s + i 11� s! +O(!2):� Veteurs propres : Comme dans notre probl�eme on ne onsid�ere que le as d'uneinidene normale �a l'interfae �, alors les modes transverses n'apparaissent pas



132 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiques(i. e. ne sont pas exit�es). Pour ela on ne va pas onsid�erer es modes transversesdans notre analyse.Remarque 19 On note que pour une inidene quelonque sur l'interfae onperd la s�eparation entre les modes longitudinaux et transverses. C'est-�a-dire onn'aura plus la fatorisation du polynôme det(G(p)� zI) �a l'aide de la matrie fM(5:36) qui simpli�e le alul des valeurs propres.On herhe alors les �p veteurs propres de la matrie G(p). Soient �+, �� lesveteurs propres assoi�es �a p� et �k;1 , �k;2 les veteurs propres assoi�es �a pk;1 etpk;2.Analyse du probl�eme de l'interfaeDans le milieu 
1 �a gauhe de l'interfae, on a une onde inidente et une onder�e�ehie. On �erit la solution fg sous la forme :fg = znpm+�+ + �1znpm��� + �1znpmK;1�K;1 + Æ1znpmK;2�K;2: (5.44)A droite de l'interfae, dans le milieu 
2 on �erit la solution sous la forme :fd = 2znepm+ e�+ + �2znepmK;1e�K;1 + Æ2znepmK;2e�K;2: (5.45)ave seulement une onde transmise. Comme on s'int�eresse loalement �a l'interfae� = f(x; y); x = 0g, on �xe �2 = 0 et Æ1 = 0 pour annuler les modes de Knudsenroissant exponentiellement �a gauhe et �a droite de l'interfae. Car es modesn'ont pas de sens physique.On a quatre oeÆients inonnus : les deux salaires �1 et 2 qui d�eterminentles oeÆients de r�eexion r = �1<��;jx><�+;jx> et de transmision t = 2<e�+;jx><�+;jx> , avejx � (0; 1; 0;�1; 0; 1;�1;�1; 1) et le symbole < :; : > est le produit salairedans R9 . Les deux salaires �1 et Æ2 qui d�eterminent les amplitudes des modesde Knudsen. Pour d�eterminer es oeÆients, on va �erire un pas de temps dush�ema Boltzmann sur r�eseau dans les n�uds voisins de l'interfae � (xg = ��x2le n�ud �a gauhe de l'interfae et xd = �x2 le n�ud �a droite de l'interfae). Ene�et on �erit le sh�ema de Boltzmann :fj(x; t +�t) = f �j (x� vj�t); 0 � j � 8;pour f = fg (5:44) et f = fd (5:45) et en utilisant :z� = G(p)� = A��;propri�et�e des veteurs propres qui d�eoule de (5:34). On obtient :� pour j = 3 et j = 6 en xg = ��x2 :pp+�+3 + �1pp���3 + �1ppK;1�K;13 = 2pep+e�+3 + Æ2pepK;2e�K;23 ; (5.46)pp+�+6 + �1pp���6 + �1ppK;1�K;16 = 2pep+e�+6 + Æ2pepK;2e�K;26 : (5.47)
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� pour j = 1 et j = 5 en xd = �x2 :1pp+�+1 + �1 1pp���1 + �1 1ppK;1�K;11 = 2 1pep+ e�+1 + Æ2 1pepK;2 e�K;21 ; (5.48)1pp+�+5 + �1 1pp���5 + �1 1ppK;1�K;15 = 2 1pep+ e�+5 + Æ2 1pepK;2 e�K;25 : (5.49)Le syst�eme d'�equations (5:46), (5:47), (5:48) et (5:49) nous fournit les oeÆientsinonnus �1, 2, �1 et Æ2 qui sont fontions des di��erents veteurs propres et desfateurs de phase p. Dans le as g�en�eral on ne peut pas aluler le d�eveloppementlimit�e en ! des di��erents oeÆients �1, 2, �1 et Æ2 sauf pour des as partiuliers(e g. BGK ou dans le as du sh�ema D1Q3 voir la proposition 30). Par ontre onpeut avoir les d�eveloppements en ! en �xant les di��erents param�etres du sh�ema(i. e. taux de relaxation si, moments d'�equilibres, . . .) et en utilisant un logiiel dealul symbolique. Finalement pour valider nos aluls th�eoriques on les ompareaux r�esultats num�eriques obtenus par le sh�ema D2Q9.Comparaison entre les r�esultats th�eoriques et les r�esultatsnum�eriquesDans ette partie on va omparer d'une part les r�esultats obtenus par l'analysemodale du sh�ema D2Q9 d�erite dans la partie pr�e�edente et d'autre part lesr�esultats obtenus par les tests num�eriques de l'automate D2Q9.R�esultats num�eriquesOn va simuler la transmission monodimensionnelle entre deux milieux qui ontle même syst�eme d'�equations �equivalentes (5:33) et des distributions d'�equilibredi��erentes �a l'aide du sh�ema de Boltzmann su r�eseau D2Q9.Soit le domaine disret 
 = [0; l℄ � [0; h℄ = fxi;j; 1 � i � 4000; 1 � j � 5gompos�e du milieu 
� = [0; l2 ℄� [0; h℄ et de milieu 
+ = [ l2 ; l℄� [0; h℄.� Dans le milieu 
� ompos�e par les sommets xi;j ave 1 � i � 2000 et 1 �j � 5. On utilise le sh�ema D2Q9 ave la on�guration suivante pour les momentsd'�equilibre : meq3 = �2�, meq4 = ���, qx = � jx� , qy = � jy� , meq7 = 0, meq8 = 0.�Dans 
+ milieu ompos�e par les sommets xi;j ave 2000 < i � 4000 et 1 � j � 5,on utilise le sh�ema D2Q9 ave la on�guration suivante :meq3 = �2�, meq4 = e���,qx = � jx� , qy = � jy� , meq7 = 0, meq8 = 0.Dans un premier temp on va prendre les mêmes param�etres de relaxations si dansles deux milieux 
� et 
+ (i. e. ss = es3, s4 = es4, s5 = s6 = es5 = es6 et s7 = s8 =es7 = es8). Pour les onditions aux limites on prend des onditions p�eriodiques eny et des onditions de rebond pur (dites \boune-bak", voir hapitre 1 setion 6)sur les n�uds de sortie du domaine (i. e. l'ensemble des n�uds fxij; i = 4000; 1 �j � 5g). A l'entr�ee du domaine 
, (i. e. l'ensemble des n�uds fxij; i = 1; 1 �j � 5g), on impose une onde harmonique Jx = sin(!�t) ave ! = 2�100 (voirhapitre 1 setion 6 pour l'impl�ementation). On prend omme ondition initiale



134 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiquesle uide �a l'�etat de repos, et on laisse l'onde se propager jusqu'au temps T = n�tavant que l'onde n'ait atteint la sortie du milieu 
+ en x = l. (voir Fig. 5:6).Pour d�eterminer l'onde r�e�ehie et les modes de Knudsen, on r�ealise une autre
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Fig. 5.6 { Jx en fontion de Nx, transmission d'onde entre 
� = fxi; i 2(0 : : : 2000)g ave �� = 1 et 
+ = fxi; i 2 (2000 : : : 4000)g ave e�� = 12 . Autemps T = 6464.simulation dans un domaine 
R = [0; l℄� [0; h℄ qui a la même on�guration quele domaine 
� en gardant les mêmes onditions aux limites. Cette simulationnous fournit la solution de r�ef�erene. Pour voir l'onde r�e�ehie et les modes deKnudsen on trae la di��erene entre le ux Jx obtenu dans 
 = 
� [ 
+ (leas test) et le ux Jx obtenu dans 
R (la solution de r�ef�erene) apr�es le mêmenombre d'it�erations T = 6464. La �gure (5:7) montre qu'on a une onde r�e�ehiede l'ordre de 10�6. On note que ette onde hydrodynamique r�e�ehie a une petiteamplitude (xi; i � 2000).Remarque 20 La quantit�e Jrefx �J testx n'est pas nulle pour les n�uds xi; i > 2000.Car on a un hangement �a l'ordre !2 de la vitesse de son du milieu 
+ qui estdue au hangement du oeÆient d'�equilibre �� du moment m4. Ainsi on a unedi��erene entre la p�eriode spatiale de Jrefx et elle de J testx qu'on peut voir pourles n�uds xi; i > 2000 dans la �gure 5:7.Remarque 21 On a le même ordre de grandeur d'onde r�e�ehie entre deux mi-lieux qui ont une di��erene de vitesse de son � = (s � es) = 1:6:10�5 ou quiont une di��erene de visosit�e de isaillement �� = (� � e�) = 1:75:10�4.Pour mettre en �evidene les modes de Knudsen, on s'int�eresse �a l'interfae (x2000).On remarque alors que es modes de Knudsen sont loalis�es �a gauhe et �a droite de
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Fig. 5.7 { Jrefx � J testx en fontion de Nx, la di��erene entre le as test et lasolution de r�ef�erene.l'interfae. De plus ils sont d�eroissants pour des pas suesifs �x. En e�et ettepropri�et�e est due aux premiers termes �1 et �2 du d�eveloppement asymptotique(5:40) et (5:41) de pK;1 et pK;2.
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Fig. 5.8 { D�etail de la Fig. 5:7. Modes de Knudsen loalis�es �a l'interfae.



136 Onde r�e�ehie �a l'interfae entre deux milieux aoustiquesComparaison entre les r�esultats th�eoriques et num�eriquesGrâe �a la m�ethode d'analyse modale introduite dans la setion pr�eedente \Ana-lyse de l'inerfae", on dispose d'une estimation des di��erents oeÆients de r�e-exion, de transmission et des modes de Knudsen. On ompare alors es r�esultatsth�eoriques aux r�esultats obtenus num�eriquement.Dans la �gure 5:9, on a l'amplitude du mode de Knudsen en fontion du oeÆiente�� du moment d'�equilibre emeq4 dans le milieu 
+, en gardant �xe le oeÆient�� = 1 dans le milieu 
� (i. e. meq4 = � dans le milieu 
�). Les ourbes nousmontrent que la m�ethode th�eorique nous donne des r�esultats en aord ave lestests num�eriques.Remarque 22 On retrouve que l'amplitude � des modes de Knudsen est unefontion lin�eaire en ��� � (�� � e��), omme le montre la �gure 5:9. De plus,dans la as partiulier o�u les taux de relaxation sont �egaux (i. e. si = s), l'analysemodale de l'�equation (5:35) nous donne le d�eveloppement en ! de l'amplitude desmodes de Knudsen :�1 = p1� s(�� � e��)�t! +O(!2) and Æ2 = �p1� s(�� � e��)�t! +O(!2):
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Fig. 5.9 { Amplitude de Knudsen � en fontion e�� oeÆient du momentd'�equilibre de emeq4 dans le milieu 
+, alul�ee par les deux m�ethodes.On a aussi �etudi�e la d�ependane des premiers termes �1 et �2 du d�eveloppementasymptotique en ! (5:40) et (5:41) de pK;1 et pK;2 en fontion du taux de relaxations4 du moment m4. Sur la �gure 5:10, on a �1, �2 en fontion de s4 dans le as o�umeq4 = � (i. e. �� = 1) dans le milieu 
� et emeq4 = 12� (i. e. �� = 12) dans le milieu
+. Les ourbes nous montrent que la m�ethode th�eorique nous donne une bonneestimation des oeÆients �1 et �2.
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Fig. 5.10 { �1; �2 en fontion du taux de relaxation s� pour �eq = � dans 
� ete�eq = 12� dans 
+ alul�e par les deux m�ethodes.6 ConlusionDans e hapitre on a analys�e di��erents types d'interfaes entre deux milieuxde Boltzmann sur r�eseau D1Q3 et D2Q9. Pour une interfae entre deux milieuxD1Q3 de visosit�e ou de vitesses de son di��erentes, on peut aluler exatementles di��erentes ondes g�en�er�ees par l'interfae. Cela grâe �a la formule de onnexionqui est la g�en�eralisation des formules de Fresnel o�u on remplae le nombre d'ondek par le fateur de phase p = eik�x. De plus on a propos�e une m�ethode bas�eesur la modi�ation de l'�etape d'advetion �a l'interfae pour annuler la r�eexion �al'ordre deux en !.Pour les interfaes entre deux milieux D2Q9, on a utilis�e la même m�ethode mo-dale d'analyse. On a un probl�eme \r�eel" plus omplexe �a ause des modes deKnudsen, des ondes transverses (ondes qui n'existaient pas pour le mod�ele mo-nodimensionnel D1Q3) et du nombre de param�etres du sh�ema D2Q9 (qui estbeauoup plus important que elui du D1Q3). On a seulement �etudi�e et analys�eles interfaes D2Q9 pour une inidene normale (pour simpli�er le probl�eme).On a mis en �evidene l'existene d'une onde r�e�ehie et des modes de Knudsenentre deux milieux hydrodynamiquement �equivalents. Finalement en D2Q9 onpeut aussi modi�er l'�etape d'advetion pour annuler la r�eexion, par ontre onn'a pas r�eussi �a trouver une relation g�en�erale pour pr�edire les bons oeÆientsd'interpolation vu la omplexit�e du syst�eme et le nombre d'inonnues. Pour lesh�ema BRB, on onlut que la ause prinipale de l'onde r�e�ehie par une inter-fae entre un milieu D2Q9 et un milieu BRB, est la di��erene de visosit�e entrees deux milieux. De plus omme on a meq4 dans le milieu D2Q9 di��erent du meq4dans le milieu BRB, ela g�en�ere aussi une onde r�e�ehie (d'amplitude beauoupmoins importante que elle g�en�er�ee par le gradient de visosit�e).
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Conlusion g�en�erale etperspetivesC'est dans le adre de math�ematiques appliqu�ees �a la m�eanique des uidesque s'insrit se travail. Tout d'abord nous avons �etudi�e en d�etail la m�ethodede Boltzmann sur r�eseau. En e�et nous avons utilis�e la m�ethode de l'�equation�equivalente pour retrouver les �equations marosopiques mod�elis�ees par le sh�emadans le as mono et bidimensionnel. Ensuite nous avons �etudi�e de fa�on exp�erimen-tale la stabilit�e du sh�ema dans le as lin�eaire et nonlin�eaire. Nous remarquonsalors l'eÆait�e de la m�ethode de Boltzmann pour des petites vitesses d'adve-tion et la simpliit�e de la mise en �uvre. Par ontre la m�ethode est instable d�esqu'il y a des grandes vitesses d'advetion ou des �eoulements �a petite visosit�e.Cela est dû �a l'approximation polynomiale dans l'espae des moments de la dis-tribution d'�equilibre, tr�es di��erente d'une Maxwellienne pour les grandes vitesses.Dans la deuxi�eme partie nous avons d�evelopp�e un algorithme adjoint de Boltz-mann sur r�eseau (ALBE) pour l'assimilation de param�etres relatifs �a la m�ethode.Cet algorithme utilise la m�ethode du gradient qui d�eoule des m�ethodes deontrôle optimal. Dans un premier temps nous avons valid�e notre m�ethode en laomparant �a une approhe aux di��erenes �nies. Ensuite nous avons test�e l'algo-rithme ALBE pour l'identi�ation de un et deux param�etres sur un �eoulementde type lin�eaire Poiseuille, puis sur un �eoulement nonlin�eaire de type Navier-Stokes. Cela nous a donn�e des r�esultats enourageants qui devront être �etendus�a des param�etres en nombres plus importants. Dans le futur, la suite logiquede es travaux est de rendre le mod�ele plus physique ave des onditions aux li-mites qui mod�elisent l'entr�ee et la sortie du uide et pour des bords de g�eom�etriesquelonques. Nous sugg�erons aussi l'utilisation de l'algorithme ALBE pour l'iden-ti�ation des param�etres inonnus d'un �eoulement au voisinage du bord ou pourl'identifation de la visosit�e loale pour un �eoulement turbulent.Dans la troisi�eme partie nous avons onstruit le sh�ema de Boltzmann surr�eseau pour une ouhe de B�erenger (BRB ave un terme d'att�enuation d'ordrez�ero). Les tests num�eriques montrent l'existene d'une onde r�e�ehie dans le do-maine. Cette r�eexion qui est due �a la visosit�e importante et non isotrope dee sh�ema nous a amen�e �a analyser en d�etail l'interfae entre deux milieux deBoltzmann. Nous avons ainsi d�evelopp�e une m�ethode d'analyse d'interfae pouraluler les di��erents types d'ondes g�en�er�ees par un dioptre. Nous avons valid�eth�eoriquement ette m�ethode dans le as du sh�ema monodimensionnel D1Q3 et139



140 Conlusion g�en�erale et perspetivesnous l'avons valid�e num�eriquement dans le as D2Q9.Nous avons aussi adapt�e la mod�elisation d'une absorption d'ordre z�ero au asdu mod�ele D2Q9 usuel, e qui fournit une fa�on simple de r�ealiser l'absorption �al'ext�erieur de la zone de alul. En �etudiant l'interfae entre un milieu d'int�erêttr�es peu visqueux o�u se trouve l'onde inidente et un milieu absorbant, nousavons trouv�e que le mod�ele D2Q9 ave le terme d'att�enuation � d'ordre z�ero estbeauoup plus int�eressant que le BRB ar il n'est pas a�et�e par une tr�es fortevisosit�e. La m�ethode de l'�elimination de l'onde r�e�ehie doit être enore �etudi�eeet d�evelopp�ee pour pouvoir l'utiliser entre milieux D2Q9 a�n de faire sortir lesondes sans g�en�erer d'onde r�e�ehie dans le milieu d'int�erêt. En�n il est possibleque les �equations aux d�eriv�ees partielles de type B�erenger ne soient pas indis-pensable pour trâ�ter des domaines non born�es ave les sh�emas de Boltzmannsur r�eseau ! Finalement, l'extension au as de trois dimensions d'espae ne poseauun probl�eme de prinipe. L'extension du sh�ema BRB au mod�ele D3Q19 parexemple repr�esente un travail raisonnable �a envisager, l'adaptation de la onditionde sortie par �elimination de l'onde r�e�ehie reste d'approhe monodimensionnelleet l'introdution d'un terme d'att�enuation reste inhang�ee.
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R�esum�eCette th�ese omporte trois parties : �etude du sh�ema de Boltzmann sur r�eseau,sh�ema adjoint de Boltzmann sur r�eseau pour l'identi�ation de param�etres etonstrution d'une ouhe parfaitement absorbante pour e sh�ema. La premi�erepartie introduit et analyse la m�ethode. La deuxi�eme partie d�erit une approhevariationnelle pour l'assimilation de param�etres relatifs �a la m�ethode du gaz deBoltzmann sur r�eseau. Une m�ethode adjointe disr�ete en temps est d�evelopp�ee.L'algorithme est d'abord test�e sur un �eoulement de type Poiseuille lin�eaire(probl�eme de Stokes), puis il est appliqu�e �a un probl�eme non lin�eaire. Des r�esultatsenourageants sont obtenus pour un et deux param�etres inonnus. Finalement latroisi�eme partie d�erit une adaptation des ouhes absorbantes de B�erenger. Ilen r�esulte un mod�ele d'automate de Boltzmann �a neuf vitesses disr�etes. Uneanalyse des ondes r�e�ehies est ensuite r�ealis�ee entre deux milieux de Boltzmann�a une dimension, e qui permet d'obtenir un �equivalent des formules de Fresnelpour les sh�emas de Boltzmann et de proposer des modi�ations du sh�ema �al'interfae pour annuler les ondes r�e�ehies. En deux dimensions, la même ana-lyse d'ondes r�e�ehies met en �evidene l'apparition de modes de Knudsen et desondes transverses qui rendent l'analyse omplexe.AbstratThis thesis is omposed of three parts. Firstly a study of Lattie Boltzmannsheme (LBE) is performed. Then Adjoint Lattie Boltzmann sheme (ALBE) isintrodued for parameters identi�ation. Finally a new Lattie Boltzmann sheme(BRB) is proposed to modelise B�erenger's Perfetly Mathed Layer (PML) me-thod. The �rst part introdues and analyzes the LBE method. The seond partdesribes a variational approah for parameters identi�ation adapted to LBE. Atime disrete adjoint method is developed. At �rst the ALBE method is appliedto Stokes' problem and then to a nonlinear problem. Good results have beenobtained in the ases of one or tow unknown parameters. Finally the third partdesribes an adaptation of PML for LBE. The LB sheme is obtained with 9 dis-retes veloities. An analysis of reeted waves between two one dimensional LBmedia is performed. It provides us an equivalent for the Fresnel formula for LBEinterfae. That gives us same ideas to modify the LB sheme at the interfae tovanish reeted waves. In the two dimensional ase, the same analysis of reetedwaves shows the existene of Knudsen modes and transverse waves, whih makethe analysis more diÆult. 147


