N

N

Vitesses et procédures statistiques minimax dans des
probléemes d’estimation et des tests d’hypotheses
Ghislaine Gayraud

» To cite this version:

Ghislaine Gayraud. Vitesses et procédures statistiques minimax dans des problemes d’estimation et
des tests d’hypotheses. Mathématiques [math]. Université de Rouen, 2007. tel-00207687

HAL Id: tel-00207687
https://theses.hal.science/tel-00207687
Submitted on 18 Jan 2008

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00207687
https://hal.archives-ouvertes.fr

Mémoire de synthése de I’Université de Rouen
LMRS UMR-6085

Spécialité : Statistique Mathématique

présentée par

Ghislaine Gayraud

pour obtenir 'THABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES

VITESSES ET PROCEDURES STATISTIQUES MINIMAX DANS DES
PROBLEMES D’ESTIMATION ET DE TESTS D'HYPOTHESES.

Soutenue le 6 décembre 2007 devant le jury composé de :

Monsieur Dominique Fourdrinier Président
Monsieur Gérard Kerkyacharian Examinateur
Madame Béatrice Laurent-Bonneau Rapporteur
Monsieur Serge Pergamenchtchikov = Examinateur
Monsieur Alexandre Tsybakov Examinateur



Remerciements

Je tiens a remercier Alexandre Tsybakov, qui a été mon directeur de thése. Je le
remercie pour le soutien constant qu’il m’a toujours témoigné et pour sa trés grande
culture statistique qu’il n’hésite pas a faire partager.

Je remercie les rapporteurs Eduard Belitser, Yuri Ingster et Béatrice Laurent d’avoir
accepté de référer 'ensemble de mes travaux. Merci pour leurs encouragements au travers
de leur rapport.

Je remercie Dominique Fourdrinier d’avoir accepté de faire partie de mon jury et d’en
étre le président. Je remercie également Gérard Kerkyacharian et Serge Pergamenchtchi-
kov pour m’avoir fait I’honneur de participer a ce jury.

Mes remerciements s’adressent aussi & Emmanuelle Gautherat, Christophe Pouet, Ju-
dith Rousseau et Karine Tribouley, avec qui j’ai pris grand plaisir a collaborer.

Je voudrais remercier mes collégues de Rouen, qu’ils soient du laboratoire LMRS ou
du département de Mathématiques, avec qui j’ai grand plaisir & discuter ; un merci spécial
a Isabelle, Marc, Paul, Patrizia et Vlad pour leur aide constante.

Je tiens également a remercier mes collégues du Laboratoire de Statistique du CREST,
avec qui je partage bureaux, pauses déjeuner et séminaires.

Merci enfin & ma tribu parisienne et & ma famille : simplement parce qu’ils sont toujours
la.



Table des matiéres

1 Présentation générale. 3
2 Statistique non-paramétrique. 7
2.1 Uneintroduction. . . . . . . . . . . .. 7
2.2 Problémes d’estimation. . . . . . .. .. ... o 11
2.2.1 L’intégrale de la fonction signal au carré. . . . . . .. . ... .. .. 11

2.2.2 Point de discontinuité d’une densité de probabilité. . . . . . . . .. 15

2.3 Problémes de test d’hypothéses composées. . . . . . . .. .. ... ... .. 19
2.3.1 Modéle de régression binaire d’images. . . . . . . . ... ... ... 19

2.3.2  Modéle de régression : cadres minimax et minimax adaptatif. . . . . 22

2.4 Perspectives. . . . . . . Lo 29

3 Statistique Bayésienne non-paramétrique. 31
3.1 Uneintroduction. . . . . . . . . . . . . e 31
3.2 Ensembles a niveau définis a partir d’une densité de probabilité. . . . . . . 33
3.2.1 Estimateur Bayésien d’ensembles & niveau. . . . . . . .. . ... .. 34

3.2.2  Consistance de la loi a posteriori. . . . . . .. .. ... ... .... 35

3.2.3 Vitesses de convergence. . . . . . . . ..o 36

3.2.4 Commentaires et perspectives. . . . . . . . . . .. .. ... ... 39

4 Inférence paramétrique dans un modéle de déconvolution aveugle brui-

tée. 41
4.1 Modéle. . . . .. e e e 41
4.1.1 Hypotheéses. . . . . . . . . 43
4.1.2 Caractérisations. . . . . . . . .« . o 43
4.2 Procédures d’estimation et résultats. . . . . . . . .. ... ... 44
4.3 Commentaires et remarques. . . . . . . . . . . e e e e 46



Chapitre 1

Présentation générale.

Ce texte constitue une synthése de mes travaux de recherche dont la liste est proposée
en fin de mémoire. Seuls les articles [1] et [3] ne seront pas détaillés dans ce rapport
puisqu’ils le sont dans mon rapport de thése. Au cours de ma thése, je me suis intéressée,
dans un cadre non-paramétrique, a la résolution minimax de problémes d’estimation et de
test d’hypothéses, concernant des supports de densité et certaines de leurs fonctionnelles.
Quatre des articles que je vais présenter dans ce rapport s’inscrivent dans la continuité
de mes travaux de thése : il s’agit des articles [5], [6], [8] et [9] dans lesquels l'objet
d’intérét s’interpréte comme étant une discontinuité, qui peut étre elle-méme caractérisée
par un support de densité. Il existe également un lien méthodologique entre mes travaux
de thése et les articles [2], [4] et [7] puisque les problémes qui y sont exposés sont résolus
via 'approche minimax. En revanche, 'article [10] ne peut étre directement connecté
a4 mes autres travaux, puisqu’il concerne un probléme paramétrique de restitution d’un
signal, a partir de données dépendantes. Néanmoins, I’objectif final de notre travail reste
la résolution non-paramétrique du probléme, via 'approche minimax.

Mes travaux s’articulent autour de trois thématiques : inférence non-paramétrique,
inférence Bayésienne non-paramétrique et inférence paramétrique dans un modéle de dé-
convolution aveugle bruitée.

La thématique statistique non-paramétrique représente la partie la plus conséquente
de mes travaux de recherche, qui sera détaillée dans le chapitre 2 de cette synthése. Dans
ce cadre, je me suis intéressée a des problémes d’estimation et a des problémes de tests
d’hypothéses a partir d’observations indépendantes et identiquement distribuées. Je vais
a présent lister briévement les problémes que j’ai considérés.

L’estimation adaptative de la norme Ly au carré de la fonction signal, dans le modéle du
bruit blanc Gaussien, a été initiée par Efromovich et Low (1996) (procédures de Lepski),
puis étudiée par Laurent et Massart (2000) (sélection de modéles) : ils ont montré que
la vitesse optimale d’estimation correspond a la vitesse paramétrique dans le cas régulier



et & la vitesse minimax non-paramétrique entachée d’une perte d’efficacité dans le cas
irrégulier. Ma contribution sur ce sujet, menée en collaboration avec Karine Tribouley
(article [2]), est un théoréme de la limite centrale adaptatif pour une estimation construite
par ondelettes seuillées. Son avantage est de fournir une vitesse qui s’adapte au cadre
régulier ou au cadre irrégulier, sans que 'utilisateur connaisse a 'avance la nature de ce
cadre. D’un point de vue pratique, il permet de construire des intervalles de confiance et
des procédures de test adaptatives autour/sur la norme Ly au carré de la fonction signal.

Dans le probléme d’estimation d’un point de discontinuité d’une densité inconnue
(article [5]), j'obtiens comme vitesse minimax la vitesse de convergence paramétrique :
cela correspond au phénomeéne observé dans les problémes semi-paramétriques réguliers.
La procédure d’estimation proposée est extrémement simple : elle est construite a partir
de différences d’histogrammes. La conséquence pratique de la simplicité de sa construction
est qu’elle est aisée a implémenter.

En collaboration avec Alexandre Tsybakov, nous nous sommes intéressés au probléme
de test minimax d’hypothéses composées, dans un modéle de régression binaire d’images
(article [6]). Le cadre de cette étude est trés général : ’hypothése nulle est composite, notre
statistique de test asymptotiquement minimax est libre de tout paramétre de régularité.
Les hypothéses sous lesquelles la relation de la borne supérieure est valide, sont peu
contraignantes.

En collaboration avec Christophe Pouet, nous avons étudié le probléme minimax et
minimax adaptatif de test d’hypothéses composites, dans un modéle de régression (ar-
ticles [4] et [7]). Nous obtenons la relation de borne supérieure sans faire d’hypothése
de normalité sur la distribution des erreurs. Dans la version adaptative du probléme, il
est possible de considérer une hypothése nulle composée non-paramétrique. Nous avons
mis en évidence le lien existant entre le paramétre de régularité de la fonction signal, la
régularité des erreurs et le controle de la complexité de la famille placée sous I’hypothése
nulle (uniquement pour la version adaptative). Notre statistique de test est asymptotique-
ment minimax et, dans la version adaptative, est libre de tout paramétre de régularité de
la fonction signal. La connaissance a priori d’une condition de régularité sur la fonction
signal est une conséquence incontournable lorsque la norme Lo est choisie afin de séparer
I’hypothése nulle de 'alternative. En effet, cette information a priori permet de contro-
ler l'approximation de la norme Lo par une pseudo-norme discréte qui est inhérente a la
construction de la statistique de test. Nous avons également établi la relation de la borne
inférieure en renforcant les hypothéses concernant la distribution des erreurs.

Mes travaux effectués en statistique Bayésienne non-paramétrique ont été menés en
collaboration avec Judith Rousseau (articles [8] et [9]). Ils seront détaillés dans le chapitre
3 de ce rapport. Nous avons considéré le probléme d’estimation non-paramétrique d’en-
sembles a niveau a partir d’observations indépendantes et identiquement distribuées. A



notre connaissance, nos résultats sur les propriétés asymptotiques d’estimation Bayésienne
d’ensembles a niveau sont les premiers a avoir été obtenus. Le contexte non-paramétrique
d’un probléme Bayésien exige de préter une attention particuliére au choix de la loi a
priori. Certaines lois a priori peuvent conduire & la non-consistance de la loi a posteriori.
Le choix d’une famille de lois a priori objectives (i.e. ayant des bonnes propriétés d’ob-
jectivité) devient alors nécessaire et la consistance de la loi a posteriori est un minimum
a garantir. Nous avons donc établi la consistance de la loi a posteriori pour une famille
assez générale de lois a priori. Ce résultat entraine la consistance de I'estimateur Bayésien
non-paramétrique d’ensembles & niveau. Afin de mesurer les performances de 'estimateur
Bayésien d’ensembles & niveau, nous nous sommes ensuite intéressées a déterminer sa vi-
tesse de convergence. Comme pour la consistance, nous avons déterminé les vitesses de
convergence de l'estimateur Bayésien, pour une large classe de lois a priori. Nous avons
également appliqué nos résultats généraux a des lois a priori particuliéres afin de comparer
la performance de I'estimateur Bayésien a celle d’estimateurs fréquentistes. D’un point de
vue pratique, I’approche Bayésienne apparait adéquate puisqu’elle fournit un estimateur
explicite qui, dés lors qu’on est capable de simuler directement dans la loi a posteriori,
est facilement implémentable.

Un unique article (article [10]) se situe dans la troisiéme thématique : il correspond a
un travail mené en collaboration avec Emmanuelle Gautherat et sera détaillé au chapitre
4. 11 s’agit, dans un modéle de déconvolution aveugle bruitée, de restituer la loi du signal
entrant. L’hypothése cruciale dans ce modeéle concerne la loi du processus des innovations :
elle est discréte et posséde un nombre fini de valeurs possibles. L’exploitation de cette
information a priori permet d’établir, dans un contexte trés général (observations non-
indépendantes, processus de sortie non nécessairement causal), une caractérisation du
niveau de bruit et du filtre inverse (Gassiat, Gautherat, 1998, 1999). Pour ce probléme
et pour des données complexes, nous avons proposé une nouvelle procédure d’estimation
du niveau de bruit et du filtre inverse. La nouveauté se situe dans 'expression du critére
empirique qui est explicite, et permet de construire nos estimateurs a partir de zéros
de ce critére. Nous avons établi la consistance des estimateurs, ainsi que leur distribution
asymptotique. D’un point de vue pratique, cette méthode d’estimation présente 'avantage
d’étre facilement implémentable.






Chapitre 2

Statistique non-paramétrique.

Dans un cadre non-paramétrique, je me suis intéressée a la détermination de vitesses
optimales dans des problémes d’estimation et de test d’hypothéses. La notion d’optimalité
est ici relative au principe de minimaxité.

Ce chapitre se décompose en une introduction générale sur le principe de minimaxité
dans un contexte non-paramétrique, une partie détaillant les problémes d’estimation aux-
quels je me suis intéressée, une partie décrivant les problémes de tests d’hypothéses que
j’ai étudiés, et une partie présentant mes projets et travaux actuels de recherche.

2.1 Une introduction.

Les techniques non-paramétriques apparaissent naturellement lorsque le statisticien
n’a pas d’idée a priori sur la forme du modéle de départ. La statistique non-paramétrique
s’est intensément développée a partir des années 60-70. Il existe notamment une littérature
abondante sur le probléme d’estimation de fonctions telles que la fonction signal (modéle
de régression ou modeéle du bruit blanc Gaussien) ou encore la fonction de densité. Pour
les problémes d’estimation, s’est alors posée la question d’existence d’estimateur optimal
parmi tous les estimateurs possibles, pour un paramétre d’intérét appartenant a une classe
fonctionnelle. La minimaxité est un critére d’optimalité qui est parfois contesté parce que
trop pessimiste (au sens o il fournit le meilleur estimateur pour la plus mauvaise valeur
du paramétre). Néanmoins, cela reste un des seuls critéres en statistique non-paramétrique
rendant possible la comparaison des procédures d’estimation.

Dans la suite de ce paragraphe, f désigne le paramétre d’intérét qui appartient na-
turellement & un espace de dimension non finie; par exemple, si f désigne une densité
de probabilité définie sur IR alors f appartient naturellement a ’espace des densités dé-
finies sur IR. Notons également n le nombre de données observées et R, ( f , f) le risque



de 'estimateur f pour lestimation de f (P'estimateur f est une fonction mesurable des

A

observations). Le risque minimax est alors défini & partir du risque maximal R,,(f) d'un
estimateur f, par :

R(f) = il}f Rn(f)7
R.(f) = sup Rn(f,f)=Sl;p1Ef[l(7“;1d(f,f))], (2.1)

ou inf désigne I'infimum sur tous les estimateurs possibles de f, [ est une fonction de perte
f
(I : R" — R"), d est une distance entre ¢léments f, et r, est une suite de nombres

positifs qui décroit vers 0 avec n.

Farrel (1967) et Birgé (1983) ont montré que pour n’importe quel estimateur f, il
existe un élément f pour lequel, le risque maximal ne tend pas asymptotiquement vers 0.
Pour remédier a ce mauvais comportement, une approche minimax alternative (a contrario
de Papproche minimax classique) s’est développée a partir des années 70. Cela consiste a
restreindre 'espace auquel appartient naturellement le paramétre d’intérét, a des boules
de classes fonctionnelles. L’approche minimax nécessite alors de spécifier au préalable :

— B, la boule fonctionnelle & laquelle f appartient, qui dépend de M (le rayon de la

boule) et de s (un indice de régularité de f),

— d, la distance utilisée pour le calcul du risque maximal (2.1).

Etant données B et d, la résolution consiste & déterminer r, la vitesse minimaz de
convergence et a construire f, un estimateur asymptotiquement minimax de f pour lesquels
il existe deux constantes positives c¢; et ¢y telles que :

lim inf infsup IE[I(r; d(f, f))] > ¢, (2.2)
n—-+4oo f feB

lim sup sup E[I(r; d(f, f))] < ca, (2.3)
n—+oo fEB

ou inf désigne l'infimum sur tous les estimateurs possibles de f et [ est une fonction
f
de perte. La relation (2.2) garantit qu’aucun estimateur ne puisse avoir une vitesse de

convergence plus rapide que r,. La relation (2.3) assure a estimateur f d’atteindre, a
une constante prés, la vitesse minimax r,. Un choix de modéles sous-jacents (fonction
signal, densité de probabilité, densité spectrale) combinés aux facteurs B et d a engendré
un nombre important de publications. Citons en quelques unes : Pinsker (1980) a étudié
le comportement asymptotique exact du risque minimax dans le modéle de bruit blanc
Gaussien, pour d égale & la norme Ly au carré et B un ellipsoide de Sobolev, I'article
de Nussbaum (1985) concerne Defficacité asymptotique exacte dans un modéle de la ré-
gression pour des ellipsoides de Sobolev, Donoho et Johnstone (1994a) ont considéré une
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classe d’ellipsoides pour la fonction signal dans un modéle de régression et Golubev, Levit
et Tsybakov (1996) ont étudié le probléme d’efficacité asymptotique pour 'estimation du
signal dans un modéle de bruit blanc Gaussien et pour une classe de fonctions analytiques.
Une revue des résultats obtenus en estimation minimax non-paramétrique est donnée dans
Tsybakov (2004).

C’est sous ce formalisme que je me suis attachée a résoudre le probléme d’estimation
d’un point de discontinuité d’une densité de probabilité inconnue quand cette derniére est
une fonction de Lipschitz (article [5]).

Au cours des années 90, les problémes d’estimation minimax non-paramétrique ont été
explorés dans un cadre adaptatif. Il s’agit dans ce cadre de résoudre le probléme minimax
d’estimation en supposant la régularité du paramétre d’intérét s inconnue, et donc de
définir une procédure d’estimation dépendant exclusivement des données. La justification
du cadre adaptatif n’est pas uniquement théorique; en effet, supposer s inconnue appa-
rait plus réaliste d’un point de vue pratique puisque le paramétre d’intérét est lui-méme
inconnu. Le cadre adaptatif permet de gagner en généralité, de fournir des estimateurs
qui soient libres de toute hypothése de régularité concernant le paramétre d’intérét. La
contre-partie est qu’il engendre parfois une perte d’efficacité dans la vitesse de conver-
gence minimax. La théorie de 'estimation adaptative a connu un essor considérable de
part I’apparition de nouvelles méthodes d’estimation avec notamment les travaux de Leps-
kii (1990, 1991) (procédures de Lepskii), de Donoho et Johnstone (1994b, 1995, 1996),
Donoho, Johnstone, Kerkyacharian et Picard (1995, 1996), Hérdle, Kerkyacharian, Pi-
card et Tsybakov (1998) (ondelettes seuillées), Birgé et Massart (1997) et Barron, Birgé
et Massart (1999) (sélection de modéles), Loubes et van de Geer (2002) (fonction de
contraste pénalisée). Des procédures d’estimation adaptatives atteignant asymptotique-
ment le risque minimax exact sur toute une famille de classes de fonctions ont été pro-
posées par Efroimovich et Pinsker (1984), Golubev (1987), Golubev et Nussbaum (1992),
Cavalier et Tsybakov (2001) pour la fonction signal et par Golubev (1992) pour la densité.

C’est dans le cadre adaptatif que j’ai établi avec Karine Tribouley, la normalité asymp-
totique de la norme L, au carré de la fonction signal, dans le modéle du bruit blanc
Gaussien, et ol B est une boule de Besov (article [2]).

La résolution des problémes de tests d’hypothéses via I’approche minimax s’est dé-
veloppée au début des années 90. Le principe de minimaxité permet de garantir une
distance de séparation minimale entre hypothése nulle Hy et ’hypothése alternative H,
pour laquelle, les risques de premiére espéce et de seconde espéce restent bornés par des
constantes fixées a I'avance. Cette distance de séparation minimale est appelée vitesse
minimax de test.

Les travaux concernant la résolution minimax de tests d’hypothéses non-paramétriques
sont postérieurs a ’emergence des études menées sur les problémes d’estimation minimax



non-paramétriques. Ces deux types de problémes étant liés, il est naturel de vouloir les
comparer. Cette comparaison n’aboutit pas & une conclusion unique : le choix de la mé-
trique d conduit & des conclusions différentes. A titre d’exemple, si d correspond a la
norme L, la vitesse de test minimax coincide avec la vitesse minimax d’estimation du
parameétre f; en revanche si d désigne la norme Lo, la vitesse minimax de test est plus
rapide que la vitesse minimax d’estimation du parameétre f et elle coincide avec la vitesse
minimax d’estimation de la norme Ly de f (Lepskii, Nemirovskii et Spokoiny, 1999). Les
travaux pionniers sur le sujet sont dus a Ingster (1982) et une bibliographie des différents
résultats établis dans les problémes de tests minimax d’hypothéses est disponible dans
Ingster (1993) et dans Ingster et Suslina (2002).

Désignons a nouveau par f le paramétre d’intérét, par B la boule fonctionnelle & la-
quelle f appartient, par d la distance utilisée entre les éléments de B et par n le nombre
d’observations. Notons également A,,, un test statistique (fonction mesurable des obser-
vations & valeurs dans {0, 1}, telle que si A, = 1, alors on rejette Hy et si A, = 0, alors
on accepte Hy). A partir des observations, nous considérons le probléme de test suivant :

Hy : feFyCB contre Hy : feA,(v,)={feB: fireljfE d(f, fo) > vn}, (2.4)

ol v, est une suite de nombres positifs qui décroit vers 0 avec n et Fy est une classe
d’éléments f entiérement spécifiée. Si la classe F est réduite a un seul élément, alors c’est
une hypothése nulle simple. Si Fj est une classe paramétrique ou bien une classe plus riche
(cela nécessite un controle de sa complexité) alors ¢’est une hypothése nulle composée.
L’alternative A, (v,) est caractérisée par trois facteurs : la boule B, la distance d entre
éléments f et v,. La suite v,, correspond a la distance de séparation minimale permettant
de tester Hy contre Hy, avec des erreurs de premiére espéece et de seconde espéce bornées.
Plus précisément, étant données B, Fj et d, la résolution consiste a déterminer v,,, la vitesse
minimaz de test et & construire An, un test statistique asymptotiquement de niveau o fixé
dans (0, 1) telles que pour tout a; et s fixés dans (0, 1), il existe deux constantes positives
aet A (a < A) vérifiant :

lim inf inf sup IP¢[A, =0]> a, (2.5)
n—-+o0o A" fEAn,(aUn)

A~

lim sup sup IPf[A, =0] < as, (2.6)
n—+00 feAn(Avy)

ou inf est 'infimum pris sur 'ensemble des tests statistiques de niveau asymptotique

n

a. La relation (2.5) garantit que les hypothéses Hy et H; ne peuvent étre distinguées
favorablement si la distance les séparant est d’un ordre inférieur a v,. La relation (2.6)
assure a la statistique A, d’atteindre la vitesse minimax de test v,,.
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C’est sous ce formalisme que je me suis attachée a résoudre le probléme de test d’hy-
pothéses composées (nulle et alternative) sur le contour d’images dans un modéle binaire
d’images, avec B définie par une classe d’ensembles dont la frontiére a une longueur finie,
et avec d égale & la mesure de Lebesgue de la différence symétrique entre deux ensembles
(article [6], en collaboration avec Alexandre Tsybakov). Il en est de méme pour la réso-
lution du probléme de test d’hypothéses composées (nulle et alternative) sur la fonction
signal, dans un modéle de régression discréte, avec B définie par une boule de Hélder, et
avec d égale a la norme Lo (article [4], en collaboration avec Christophe Pouet).

Comme pour 'estimation, les problémes minimax de test d’hypothéses ont été étudiés
dans un cadre adaptatif. Cela permet en particulier de fournir des procédures de test qui
sont libres de tout paramétre de régularité. D’un point de vue pratique, le gain est incon-
testable, mais comme pour ’estimation, le cadre adaptatif engendre une perte d’efficacité
dans la vitesse minimax de test (article [7] en collaboration avec Christophe Pouet). On
peut citer sur cette thématique les travaux de Spokoiny (1996, 1998), Horowitz et Spo-
koiny (2001), Guerre et Lavergne (2002), Ingster et Suslina (2002) et Baraud, Huet et
Laurent (2003).

2.2 Problémes d’estimation.

2.2.1 L’intégrale de la fonction signal au carré.

Cette partie décrit Particle [2], écrit en collaboration avec Karine Tribouley. Nous nous
1

sommes intéressées & l'estimation adaptative de 6 = / f2(t)dt o f est la fonction signal

0
dans le modeéle du bruit blanc Gaussien. Le processus Y, () est observé sur [0,1] et il
généré par ’équation :

dY,(t) = f(t) +n~Y2dB(t), te[0,1], nelN* (2.7)

ou B(+) est un mouvement Brownien. La fonction f est supposée appartenir a une boule
de Besov B = B;asoo(M), avec s > 0 et M > 0. La performance des estimateurs est
mesurée par le risque quadratique autement dit, d est la distance Euclidienne dans IR, et
[ est la perte au carré.

L’estimation de 6 ou plus généralement de fonctionnelles intégrales sur f a été abon-
damment étudiée au cours des vingt derniéres années. Le papier pionnier sur le sujet est
attribué a Bickel et Ritov (1988) dans le modéle de densité lorsque cette derniére est
Hoéldérienne (estimation a noyau). Laurent (1996) a également étudié ce probléme d’es-
timation pour une densité appartenant & une classe d’ellipsoides. Bickel et Ritov (1988),
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puis Birgé et Massart (1995) ont établi les bornes inférieures, pour le probléme d’estima-
tion de fonctionnelles intégrales de la densité. L’estimation de I'intégrale de la fonction
signal au carré dans le modéle du bruit blanc Gaussien a été traitée dans Ibragimov,
Khas'minskii et Nemirovskii (1986) et dans Donoho et Nussbaum (1990) pour une classe
d’ellipsoides, et dans Lepskii, Nemirovskii et Spokoiny (1999) (cadre plus général puisque
estimation de ||f|z,, pour » > 1) pour une classe de Holder. La version adaptative du
probléme dans le modéle de la densité a été étudiée par Laurent (2005) pour des boules
de Besov. L’estimation adaptative de l'intégrale du carré du signal dans le modéle du
bruit blanc Gaussien a été traitée par Efromovich et Low (1996) (estimation basée sur
les procédures de Lepskii) et par Laurent et Massart (2000) (estimation construite par
sélection de modéles).

Lorsque la régularité s de la fonction signal est connue, il est a présent bien connu que
dans le cas régulier (s > 1/4), la vitesse minimax d’estimation de 6 est égale & la vitesse
paramétrique (7,, = n~'/2) tandis que dans le cas irrégulier (s < 1/4), la vitesse minimax
est 7, = n~4/@s+D_ Pour s > 1/4, le résultat est encore plus précis puisque la constante
c¢1 dans la relation (2.2) est explicite, et est égale a ¢; = 46.

Dans le cas adaptatifi.e. s non connue, Efromovich et Low (1996) et Laurent et Massart
(2000) ont proposé un estimateur adaptatif qui atteint la vitesse minimax adaptative
suivante :

. { n~/?2 quand s> 1/4,

(ny/1/Tog(n)) /41 quand s < 1/4. (2.8)

L’adaptation engendre donc dans le cas irrégulier une perte d’efficacité de 1'ordre d’'un
terme logarithmique.

Dans notre article, nous proposons un estimateur adaptatif construit sur des méthodes
d’ondelettes seuillées qui atteint la vitesse minimax d’estimation définie par (2.8). Le ré-
sultat principal de notre article est un théoréme de la limite centrale adaptatif dans lequel
la vitesse est indépendante de s et elle est aléatoire. Ce résultat fournit des intervalles
de confiance adaptatifs autour de 0 et permet de résoudre des problémes de test sur 6.
Signalons que notre résultat est du méme type que celui de Picard et Tribouley (2000),
qui obtiennent un théoréme de la limite centrale adaptatif pour la fonction signal en un
point fixé, dans les modéles de régression discréte et de bruit blanc Gaussien.

PROCEDURES MINIMAX D’ESTIMATION én.

Notons ¢ la fonction d’échelle associée a l'ondelette 1. Ces fonctions ont un support
compact et le g-iéme moment de la fonction ¢ s’annule pour ¢ = 1,..., N, ot N est une
constante positive fixée a I'avance. Pour tout niveau de résolution j, > 0 (jo entier), on
transforme le modéle initial (2.7) en une suite de modéles par niveau
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A —1/2 i
OszkZOéjOk—Fn / Cjoka k?:o,...,2]0,

Bix = Bir + 12y, J=doy..., k=0,...,2,

" Bin = /%den(t), Pik = /%‘kf» Grjok = /%’“dY”(t)’ ok = /%kﬁ

et {e;5 = [VdB, (oo = | ¢jdB}jk, est une famille de variables indépendantes Gaus-
siennes centrées réduites.

Lorsque s est connue, Iestimateur 6, = 3, (42 &5k — 1) qui atteint la vitesse minimax
Ty, €st construit a partir du niveau js,. Ce niveau dépend fortement de s et il est tel
que 2sn = sni = p2/(+49) quand s < 1/4 et 20sn = 252 = n(log(n))™?, pour un
certain 7 positif quand s > 1/4. Dans le cas adaptatif, I’estimateur doit étre indépendant
de s. La caractérisation suivante "f € Byaoo(M) = Vj, >, 65 < M?27%°" nous
a conduit a considérer le plus petit seuil ¢;, indépendant de s pour lequel on a Vj >
I, Zk .. < tj,. La quantité ¢;, correspond & un log prés & 2~ %=1 plus précisément,

1/2
271 . .- . N
tin = K <°—g(")> , pour une certaine constante positive k. Le niveau j réalise & une

n2
constante prés la balance entre 272755 et ¢;,, (la quantité j* dépend de s et corrrespond
a une légére modification de js,,1). L'estimateur qui en découle est un estimateur seuillé
défini par :

b= (a5~ )+ Z Z S (B 1)3t) (2.9)

ou 20 = n/(logn)?, et 2/* = n pour un certain vy > 0.

Bien que I'estimateur 6,, soit adaptatif, il subsiste dans la décomposition de 'erreur 6 — 0,

un terme de biais aléatoire B,,. C’est la présence de B,, qui engendre, pour 'adaptation,
la perte d’un facteur logarithmique dans la vitesse minimax d’estimation. Le terme B,
étant dominant dans le cas irrégulier, il va falloir 'estimer. Il est défini par :

Ji
_ 2
no Z Zﬁjkﬂ{zk(ﬁf —Ly<t;, n}]I{Zk k<2tj,n}'
jo k

[’estimation de B, nécessite I’ajout d’une hypothése, notée [Hy(M, r)]. Elle consiste a
contraindre les fonctions irréguliéres (s < 1/4) “a avoir une irrégularité réguliére’ (une hy-
pothése similaire est considérée dans Picard, Tribouley (2000)). Soulignons que [H,(M, k)]
est moins restrictive qu’une hypothése concernant I’existence d’une borne inférieure pour
la régularité s (ce qui est classiquement supposé dans un contexte adaptatif).
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[Hy(M, )] : il existe une suite p, > 0 telle que pour tout n > 2
3j, Ji—pa < <L Z > AN292s

Le niveau j; étant dépendant de s, nous allons l'estimer par ) qui en probabilité sera

inférieur a jI. Pour ce faire, I’échantillon initial est partitionné en deux sous-échantillons
7

de méme taille qui seront repérés par “(1)” pour le premier sous-échantillon, et parA“(Z)
pour le second sous-échantillon. L’estimateur 6,, défini par (2.9) devient alors 6,, = 6,,(1) :
il dépend donc uniquement du sous-échantillon (1). L’estimateur j = j(2) est alors défini
par :

i i(2) = { Jo siaucun j € {jo,...,J1}, ne satisfait Zk(ﬁjk(Z)Q — 1) > tn/4,
sup{j € {jo, .- i} © p(Bin(2)® = 3) = tin/4}.

Soulignons que dans le cas régulier, I'estimation de B, est inutile; dans ce cas, j(2) est,
en probabilité, presque égal a jo. Nous pouvons alors estimer B,, par :

LR D ol CHOS e
J(2)<i<i(2)+mn
pour une certaine suite 7, de réels positifs.

THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE ADAPTATIF.

Soient k? > 32, s € ]0, N| et M > 0. Nous supposons que f € Bg (M) et que 'hypothése
[Hs(M, k)] est satisfaite dans le cas s < 1/4. Si 7,, est tel que

2 sup(pn, log, logn) < 7, < 2(k*/16)* logy n
alors

d(n) (én(n . Bn) D e N(0,1), (2.10)

ol la vitesse aléatoire est donnée par

—-1/2

V% 2 432 2
— Jok ik
d(n) = [ > (—= i) zk:( o=t ) L@z

k 3(2)<5<i(2)+7n



D’un point de vue pratique, la relation (2.10) est inutilisable car dépendante de quantités
inconnues. Nous allons donc estimer d(n) a partir des quantités suivantes :

w(n) = do(n)+ e(n) L)L
ou
R 4 R 1
to(n) = - (Gjor(1)* — =),
k
4](2)+Tn . 1
¢n) = - Z Z(ﬁjk(1)2 -),
i2) ok

sont des estimateurs du carré de 'inverse des vitesses de convergence du cas régulier et
du cas irrégulier. Nous montrons que w(n) = d(n)2(1 + op(1)).

COMMENTAIRES.
~ Si @7 1(a) est le a-quantile d’une normale centrée réduite, notre résultat fournit un
intervalle de confiance asymptotiquement de niveau « autour de 6, qui a la forme :

A~

[enu) + B, — w(n)Y20 (a/2), 6,(1) + B, + w(n)/20 " (a/2)

— Notre résultat permet de résoudre les tests paramétriques du type : Hy : 0 = 6
contre Hy : 60 = 0, avec 0y < 0, fixés. Tester H, contre H;, avec un risque de
premiére espéce asymptotiquement égal & «, est possible en prenant un test dont la
région critique est :

R ={0,(1) + B, > 6+ w(n)?07 (1 — a)}.

La puissance est alors égale a 7, = 1 — ®((0p — 0))w(n)"V2 + &~ 1(1 — a)).

— Je n’ai pas présenté tous les résultats que nous avons obtenus dans cet article.
Nous avons également montré que Destimateur adaptatif 6,(1) atteint la vitesse
minimax adaptative définie par (2.8) et que dans le cas régulier, notre estimateur
est asymptotiquement efficace.

2.2.2 Point de discontinuité d’une densité de probabilité.

Le statisticien observe simultanément (X7,...,X,), n variables aléatoires réelles i.i.d.,
admettant une densité de probabilité f inconnue. La densité f est définie sur [0, 1] et elle
admet un unique point de discontinuité 6.

Je me suis intéressée a déterminer la vitesse minimax dans le probléme d’estimation
de 0 (article [5]). J’ai donc établi les relations (2.2) et (2.3) dans lequelles :
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— B = {f densités définies sur [0,1] : f admet un unique point de discontinuité 6 €
(h,1—h) avec h fixé dans (0,1/2), la taille du saut en 6 est au moins égale a a > 0,
f est continue & droite, f est bornée inférieurement par m et supérieurement par M,
f est Lipschitz en dehors de 6 avec L pour constante de Lipschitz} (les constantes
h, a, m et M sont données)

— le risque intervenant dans les relations (2.2) et (2.3) pour un estimateur 6, est :

]Ef[l(ﬂ:ld(@aén))] = ]Ef[]l{r,:lw—én\zo}]a (2.11)

ou C' est une constante positive.

L’estimation minimax d’un point de discontinuité & partir de données uni-dimensionnelles

a été étudié par Korostelev (1987), dans le modéle du bruit blanc Gaussien, et pour une
classe de fonctions similaire a la classe B définie ci-dessus. Korostelev (1987) a montré que
la vitesse minimax de convergence est la méme que la vitesse minimax obtenue par Ibragi-
mov et Khas'minskii (1981), dans une formulation paramétrique du probléme. La vitesse
minimax dans ce cas est r, = n~!. Raimondo (1998) a considéré 'estimation d’un point
de discontinuité de la a-iéme dérivée de la fonction de régression, qui satisfait la condition
de Lipschitz en dehors du point de discontinuité (o > 0). Sa vitesse de convergence n’est
pas optimale (elle I'est uniquement lorsque o < 1/2). C’est Neumann (1997) dans un
modéle de déconvolution de la densité qui a déterminé la vitesse minimax d’estimation
d’un point de discontinuité : il s’avére que la vitesse minimax est différente selon que «
est supérieur ou inférieur a 1/2. Goldenshluger, Tsybakov et Zeevi (2006) ont généralisé
I'étude de Neumann (1997) en établissant la vitesse minimax d’estimation d’un point de
discontinuité dans un probléme inverse bruité défini a partir d’un noyau de convolution :
cette vitesse dépend de la régularité que posséde la fonction en dehors de son point de
discontinuité et du comportement de la queue de la transformée de Fourier du noyau de
convolution. Chu et Cheng (1996) ont proposé des estimateurs de p points de disconti-
nuité d'une densité, pour une classe de densités Lipschitziennes en dehors des points de
discontinuité, et lorsque les points de discontinuité sont supposés étre distants d’au moins
une constante strictement positive. Leur méthode d’estimation consiste & maximiser la
valeur absolue d’une difference d’estimateurs & noyau de la densité mais elle ne permet
pas d’atteindre la vitesse minimax.

Dans l'article [5], nous avons proposé un estimateur asymptotiquement minimax du
point de discontinuité qui, de part sa construction, est simple a implémenter.

PROCEDURES MINIMAX D’ESTIMATION 6,,.

Notre procédure d’estimation requiére la construction d’un estimateur préliminaire 6,,.
Notons N = 7,7 = [n/logn] et r, = 1/n ([-] désigne la partie entiere). Partitionons [0, 1
en N intervalles réguliers [by_1,bx] VE € {1,...,N — 1}, avec 0 = by < by < ... < bg =
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1, de longueur 7,. Pour tout k € {2,.. N} nous considérons Y;, = fnk - fnk 1, oll
fn,k ‘est I'histogramme de f(r) pour n 1mp0rte quel point x € [bk 1,bk) respectivement
de [bg_4,b5], quand k£ = N. Notons qu’une différence entre fmk et fn,kq suffisamment

grande, indique probablement la présence de 6 dans l'intervalle [1~Jk._2, 1~)k) Ainsi, 0, est
défini par :

i ol k= min{2 <k < N : |}~/k| > ca}, ou 0 < ¢ <1 estune constante fixée
nT kD | N, sinon.

La deuxiéme étape de la procédure d’estimation consiste a découper [l;k* 2, l;k*] en N =
[27,,r71] intervalles réguliers de maniére a localiser plus précisément 6. La nouvelle parti-
tion est formée par les noeuds bk* a=by < b <...<by= bk* equ1 espaces de longueur

de l'ordre de 7,. Pour tout j € {1,..., N}, nous considérons Y; = Z|f” b — fn’k*_2|7 ol
J

k=1
fnk est Vhistogramme de f(z) pour n’'importe quel point « € [by_1,by), respectivement

de [by_1,bn] lorsque k = N. L’estimateur 6,, est alors défini par :

A L min{j € {1,...,N}:Y, > da}, avec 0 < <1 fixée
0, =bjx, ou j —{ N A Y } Sinor. (2.12)

Une grande valeur de Y indique probablement la présence de 6 dans [b;_1, b;].

RESULTATS ET COMMENTAIRES.

Nous considérons le risque défini par I’équation (2.11), qui correspond a la probabilité que
la distance renormalisée entre 'estimateur et la quantité estimée dépasse un seuil C' > 0.
Nos résultats s’énoncent comme suit. Rappelons que r,, = n~!, alors

1. il existe une constante C' > 0 telle que

hmlnflnfsup]Pf( 10— 0, > C) > po,

n—oo bn feB

pour py une constante strictement positive et ol inf désigne I'infimum sur I’ensemble
n

des estimateurs possibles de 0,

2. la famille des estimateurs 6, définie par la relation (2.12) est telle que

hm lim sup sup P (1|6, — 6] > C) = 0.

C—00 poco feB
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Cela me conduit a faire quelques remarques.

— La vitesse minimax que nous obtenons dans le contexte non-paramétrique est iden-
tique a celle obtenue dans le cadre paramétrique d’estimation d’un point de dis-
continuité (Ibragimov et Khas'minskii, 1981). Ce résultat est propre aux problémes
d’estimation semi-paramétriques réguliers.

— Nous avons également établi la vitesse de convergence de 'estimateur préliminaire
0,. 11 atteint la vitesse de convergence log(n)n=1, il est par conséquent "presque"
minimax.

— Notre procédure d’estimation est relativement simple a implémenter et elle permet
d’atteindre la vitesse optimale. Nous aurions pu construire nos estimateurs a partir
d’outils plus sophistiqués, comme les estimateurs & noyau : cela aurait conduit a la
méme vitesse de convergence.

— Nous aurions pu résoudre le probléme d’estimation d’'un point de discontinuité pour
une fonction de perte du type w(u) = |u|?, ot d est un entier strictement positif.
Dans ce cas, notre estimateur n’aurait pas permis d’atteindre la vitesse minimax
Tn. Sa vitesse aurait été de l'ordre de log(n)n™! (induite par Pétape préliminaire
d’estimation).

— Nous avons étudié uniquement le cas uni-dimensionnel. Contrairement au cas uni-
varié, la notion de discontinuité d’une densité dans un cadre multi-dimensionnel,
est a formuler explicitement (elle peut étre déclinée sous différentes formes). A titre
d’exemple, Freidlin et Korostelev (1995) ont considéré des domaines G; grandis-
sant dans IR? au cours du temps dans un modéle continu d’images binaires. Ils
ont considéré la discontinuité comme étant 'instant inconnu 7 & partir duquel le
domaine grandit. Un autre type de discontinuité caractérisée par un saut dans la
fonction signal d’un modéle binaire continu ou discret d’images a été considéré par
Khas'minskii et Lebedev (1990), et par Korostelev et Tsybakov (1993). Korostelev
et Tsybakov (1993) ont étudié l'estimation minimax d’ensembles dans un modéle
de régression binaire en considérant comme déterministes ou aléatoires les variables
d’entrée et pour une classe d’ensembles réguliers. La discontinuité correspond a la
frontiére de ces ensembles et c’est 'ensemble tout entier qu’ils estiment. Tsybakov
(1994) a généralisé le probléme d’estimation d’une discontinuité en multivarié¢ au
travers de l'estimation d’ensembles G en considérant trois modéles distincts : mo-
dele de régression sur la segmentation d’images (G correspond & une image), saut
d’une densité supposée inconnue (G désigne le support de la densité), processus de
Poisson dont I'intensité est strictement positive sur un ensemble compact G et nulle
en dehors de G. Pour ces modéles et des classes d’ensembles réguliers, Tsybakov
(1994) a obtenu les vitesses minimax d’estimation pour la distance de Hausdorff et
la mesure de Lebesgue de la différence symétrique.
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2.3 Problémes de test d’hypothéses composées.

Il me faut souligner qu’une des difficultés principales dans la résolution minimax de pro-
blémes de test d’hypothéses dans le cas d’hypothése nulle composée, réside dans 'ob-
tention de la borne inférieure (2.5). Cette difficulté est inhérente a la construction d’une
famille paramétrique qui doit étre d’une part, incluse dans B et d’autre part, séparée
de tout élément appartenant a Fy (Fy caractérise ’hypothése nulle). L’obtention de la
borne inférieure requiére 'existence d’au moins un élément fy dans Fy vérifiant des condi-
tions supplémentaires. Nous nommerons par la suite abusivement 1'élément f; comme
étant [’élément plus régulier de Fy. C’est autour de fy que sera construite une famille
paramétrique randomisée incluse dans B et séparée de tout élément de Fy.

2.3.1 Modéle de régression binaire d’images.

En collaboration avec Alexandre Tsybakov, nous nous sommes intéressés dans Particle [6]
a un probléme de test d’hypotheéses, dans un modéle de régression binaire d’images. Nous
observons Y7, ..., Y,, n variables aléatoires réelles i.i.d. générées par I'équation suivante :

}/i:]leEG_'—é-i? Ze{l7an}7

ot G C [0, 1]? est le paramétre d’intérét, les & sont des variables i.i.d. centrées de variance
finie 02, et les z; sont déterministes et répartis réguliérement sur la grille ' ¢ K =

k
[0,1] x [0,1], avec I' = {z = (%, %), 1<j, k<+/n, j, k entiers}.

Nous avons considéré le probléme de test minimax défini par (2.4) pour lequel,

B = g(Eo,Lo), €y > O,Lo >0 ﬁXéS,

G(eo, Ly) = {G : Vee (0,¢p), les e-voisinages pour la norme Euclidienne de 0G N intK
ont une mesure de Lebesgue inférieure a Lge, ot OG est la frontiére de G },

Fo

Go = {Gy € G(eo, L), 0 € ©}, © C R¥, k € IN*,
et VO € O, Gy est un ensemble fermé de K,

d(G1,Gy) = u(G1AG) ot p est la mesure de Lebesgue sur IR? et G1AG,
est la différence symétrique entre G et Gs.

Soulignons qu’un ensemble G est dans G(ey, Ly) pour un certain €5 > 0 si G est une
courbe rectifiable de longueur inférieure a une constante L' = L'(eg, Ly). Par exemple, 0G
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peut étre le graphe d’une fonction de Lipschitz définie sur [0, 1] et & valeurs dans (0, 1).
Nous considérons uniquement les ensembles appartenant a G(eg, Lg) afin d’exclure les cas
pathologiques d’ensembles qui ont une frontiére trés oscillante ou qui ont une longueur de
frontiére infinie.

Il existe une littérature abondante sur le probléme d’estimation de discontinuité dans
un modéle d’images : nous avons cité quelques articles sur ce sujet dans la partie 2.2.2.
Les premiers travaux sur les problémes de test minimax d’hypothéses concernant des
ensembles sont disponibles dans 'article [3|, qui a constitué une partie de ma thése. Il
s’agissait de tester une hypothése nulle simple contre une alternative non-paramétrique,
sur les supports de densité et de certaines de leurs fonctionnelles intégrales, lorsque les
ensembles étaient supposés appartenir a la classe des fragments (la classe des fragments est
constituée d’ensembles définis sous une frontiére, qui est une fonction réelle Holdérienne).

Dans article [6], le probléme de test auquel nous nous sommes intéressés est différent :
le modéle est celui d’une régression binaire d’images et aucune hypothése a priori de
régularité sur I’ensemble n’est imposée.

TEST STATISTIQUE.
Nous considérons 6,, I'estimateur des moindres carrés de 6 défini par

n n

> (i, ) = min (Vi — Leq,)” (2.13)
=1 =1

Le test statistique est alors défini par
An - H{Tn>00n_1/2}7 (214)
ol
co estle (1 — «)— quantile d’une loi normale standard,
1 < 1

T, = Y — Uyeq, ) — —07, (2.15)
ny/Hy 121 o VHy
avec
Ha = E(fz{l) — o,

Nous admettons que E(£}) existe. Soulignons que 1'unicité de 0, nest pas requise : notre
résultat est valide pour n'importe quel 6, vérifiant (2.13). D’un point de vue pratique, il
n’est pas raisonnable de supposer o2 et p4 connus. Pour remédier & cela, nous numérotons
les points z; de la grille I" de sorte que ||x;—z;_1|| = 1/y/n, ou ||-|| est la norme Euclidienne
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dans IR?. Nous pouvons alors définir 62 et ji4 les estimateurs de o2 et de p4 par

n

1
7 = Y (Vi Yi)?
’ 2(n—1);( 1)

i = 2(%_1)2(%—1@_04—(nilz(n—m_l)2> .

=2

i=

Ces estimateurs sont des estimateurs consistants de o2 et de py uniformément sur la

classe G(eo, Lo) : la consistance est par conséquent valide sous Hy et sous H;. Notons T,

la statistique définie par expression (2.15) dans laquelle 6% et i, remplacent o et piy.
Le test statistique actualisé A,, (qui remplace A,, défini par (2.14)) est alors
Ay = Tp e (2.16)

RESULTATS ET COMMENTAIRES.

Nous supposons les hypothéses suivantes :
— |A1] Les & sont i.i.d., centrées de variance o2 finie et elles admettent un moment
d’ordre 4.
— |A2] Il existe un ¢y > 0 tel que Go C G(eo, Lo).
— [A3| La dimension de Vapnik-Chervonenkis V' de Gg est finie.
Sous I’hypothése [A1], A, défini par (2.16) est asymptotiquement de niveau c.

Sous [A1]-|A3] et si 3 B > 0 telle que |§;| < B p.s. pour tout ¢ = 1,...,n, alors pour
n’importe quel oy € (0,1), il existe une constante A > 0 telle que la relation (2.6) est
satisfaite avec v, = n~'/2 et A, défini par (2.16).

Soulignons que, I’hypothése additionnelle, qui spécifie que les erreurs sont bornées p.s., est
une condition technique. Néanmoins, elle semble relativement naturelle dans un contexte
d’analyse d’images.

Nous prouvons la relation (2.5) en utilisant I'inclusion de la classe Go dans la classe
des fragments, qui est constituée des ensembles Gy définis par :

Go={(z,y) €[0,1]*: 0 <y < g(x,0)}, VO € O,

ou g(xz,0) : [0,1] — [0,1] est Lipschitzienne, de constante de Lipschitz L > 0. Cela
garantit que Go C G(€g, Lg) avec Lo = 2/ L% + 1.

L’hypothése nulle étant composée, il est nécessaire d’avoir I'existence d’au moins un en-
semble plus régulier Gy, dans Ge : il existe 6y € © et des nombres réels 0 < a; < b; < 1,
c1 > 0, tels que pour tout n > 1, ’ensemble

C C
{(z,y) : a1 <x <by, g(x,00) — —= <y < g(x,00) + —=} (2.17)
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est inclu dans [0, 1]% et ne contient aucun des points x; de la grille I'. Remarquons que
toute famille possédant une frontiére constante ou plus généralement toute famille ayant
une frontiére polynomiale vérifie la condition (2.17).

Sous ces hypothéses, et si de plus g(x, ) est Lipschitzienne en 6 € ©, alors il existe une
constante a > 0 telle que la relation (2.5) est vérifée avec v, = n~1/2,

— Le cas d’images de dimension d > 2 pourrait étre envisagé. Il faut cependant noter
que dans ce cas, la vitesse minimax de test est v, = n~ Y4, qui se dégrade fortement
avec la dimension des points x;, formant la grille réguliére.

— Notre test statistique dépend uniquement des données. Pour valider la relation de la
borne supérieure, aucune condition de régularité sur les ensembles n’est requise. Une
information a priori sur la régularité des ensembles aurait probablement conduit a
une vitesse de test meilleure : elle aurait été égale a la vitesse de test dans le probléme
de test sur les supports de densité (article [3]).

— Une hypothése nulle non-paramétrique pourrait étre considérée : le résultat de vi-
tesse minimax de test serait inchangé a condition que la dimension de Vapnik de la
classe sous Hj soit finie.

2.3.2 Modéle de régression : cadres minimax et minimax adap-
tatif.

Cette partie regroupe les résultats des articles [4] et [7] écrit en collaboration avec Chris-
tophe Pouet. Nous disposons de n variables aléatoires Y7,...,Y,, i.i.d. issues du modéle
de régression discréte :

}/;:f(xl)_{—g’u izlv"‘ana
ou f est le paramétre d’inférence et est définie sur [0, 1] et a valeurs réelles, les points
x; sont déterministes, équi-espacés sur [0, 1] et numérotés tels que |z, —x;| = —, Vi =
n

2,...,m, les (&)i<i<n sont i.i.d., centrées, de variance inconnue o > 0 finie.
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Nous avons considéré le probléme de test d’hypothéses défini en (2.4) pour lequel,

B = X(6,C,M),

[ {feHB.O) : |fllee <M} sil<pg<l
(6,6 M) = {{feH(ﬁ,C) N < M, f < M} sif>1

H(B,C) = {f:Halder, de régularité 3 et de constante de Holder C' },

Fo— Fo CX(B,C,M),0 € R et cas 3 connue
0 - Fo CX(B,C, M) et cas adaptatif

d(fr, f2) = [fi— folle., Vi, f2 € B.

Dans le cadre adaptatif, 5, la régularité de f, étant inconnue, elle est supposée appar-
tenir a

T = {6 : 1/4<p. <<, (2.18)

ou (3, et B* sont fixées. Il s’ensuit que 'alternative est constituée de I’ des boules fonc-
tionnelles de Holder sur I'ensemble 7 i.e.

Hy @ felMuw,) =feUper{feX(B,C,M) : fgg_{;o Ilf — follL, > vn}-

La condition (2.18) est une hypothése classique dans le cadre adaptatif (méme condition
dans Spokoiny, 1996). Dans le cadre adaptatif, 'erreur de seconde espéce s’exprime sous
la forme :

sup sup IPs[A, =0].
I ez e b [|f — foll, = vn}
fo€Fo

Nous supposons de plus que la classe fonctionnelle Fy caractérisant Hy est incluse dans
la classe possédant la plus grande régularité (5%, C, M).

Le probléme minimax de test d’hypothéses sur la fonction de régression a fait I'objet
de nombreuses publications. Lorsque Hy est simple (i.e. Hy : f = 0, pas de signal sous
Hy), Ingster (1982), Ermakov (1990) ont étudié le cas d’une alternative définie par un
ellipsoide et séparée de la fonction nulle par la norme L. Ingster (1986) a considéré une
boule de Hélder distante de la fonction nulle par la norme L, et en un point fixé. Le cas
des ellipsoides de [(p), 0 < p < +o00 a été traité par Ingster (1990) et Suslina (1993).
Lepskii (1993) et Lepskii et Tsybakov (2000) se sont attachés a déterminer la distance
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exacte (valeur de la constante devant la vitesse minimax de test) pour des alternatives
Holdériennes séparées de la fonction nulle par la norme sup. Lepskii et Spokoiny (1999) ont
étudié le cas d'une boule de Besov séparée de la fonction nulle par la norme L,, 'extension
adaptative se trouve dans Spokoiny (1996) pour p = 2 et dans Spokoiny (1998) pour p # 2.
Le cas d’une hypothése nulle composée a été étudié par Baraud, Huet et Laurent (2003)
(cadre adaptatif et résultats obtenus a distance finie) pour des alternatives Holdériennes
séparées de ’hypothése nulle par une distance discréte. Horowitz et Spokoiny (2001) (cadre
adaptatif) ont considéré des alternatives Holdériennes séparées d’une classe paramétrique
par une distance discréte. Fromont et Lévy-Leduc (2003) (cadre adaptatif et résultats
obtenus a distance finie) ont étudié le cas de fonctions de regression périodiques avec une
distance discréte séparant une boule de Sobolev de I’hypothése nulle.

L’apport de notre travail a été de considérer une hypothése nulle composée. Notre
étude permet dans le cadre adaptatif de considérer une hypothése nulle non-paramétrique,
ce qui n'est pas le cas de Horowitz et al. (2001) ni de Guerre et Lavergne (2002). Ces
derniers ont une hypothése nulle paramétrique nécessitant I'existence d’un estimateur
consistant sous H,. Notre choix de la norme L, séparant H, de I'alternative fait 