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@ PRESENTATION DES MODELES
o Les équations de Navier-Stokes compressibles (NSC)
La MagnétoHydroDynamique (MHD)
Le systéme de Born-Infeld Augmenté (ABI)
Le modele de Korteweg (K)
Lois de pression et coefficients

© STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES
@ Viscosités constantes (— cas barotrope)
@ Généralisation de Lions et Feireisl
@ Viscosités variables (— modéles avec conduction thermique)
@ Application de la BD entropie

© STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR
@ Stabilité linéaire
@ Stabilité non linéaire
@ Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor
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PRESENTATION I

PRESENTATION DES MODELES
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Les équations de Navi tokes compressibles (NSC)
PRESENTATION DES MODELES La oHydroDy MHD)
e Born-Infeld

pression et coefficients

Equations (NSC)

Cadre : fluide compressible

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou @ u) + Vp — divd = gfeat

8 = 2uD(u) + Mdivul J

t>0, z€Q @ p : loi de pression
o o= o(x,t) : densité du fluide o \,u : coefficients de viscosité
o u = u(z,t) : vitesse du fluide o fext : forces extérieures
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PRESENTATIO!

Equations (MHD)

Cadre : fluide compressible soumis a un champ magnétique extérieur

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou ® u) + Vp — divé = rotB A B
0¢B — rot(u A B) + rot(nrotB) = 0, divB =0

6 = 2pD(u) + Adivul J

Inconnues ’
Notations

t>0, z€Q

. @ p : loi de pression
e o= t) : densité du fluide - . oz
e=e?) ! u i @ \,u : coefficients de viscosité
o u = wu(z,t) : vitesse du fluide e .

@ 7 : résistivité du fluide
@ B : champ magnétique extérieur
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tokes comp
PRESENTATION D ) V Hy amique (MHD)

Systeme (ABI)

Théorie non linéaire de I'électromagnétisme (M. Born / L. Infeld)

Q Y. Brenier '04
Hydrodynamics structure of the augmented Born-Infeld equations
Q Y. Brenier, W.A. Wong '05

Derivation of particle, string and membrane motions from the Born-Infeld
electromagnetism
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PRESENTATION DES MODELES M
Augmente (ABI)

Systeme (ABI)

Théorie non linéaire de I'électromagnétisme (M. Born / L. Infeld)

Q Y. Brenier '04
Hydrodynamics structure of the augmented Born-Infeld equations
Q Y. Brenier, W.A. Wong '05

Derivation of particle, string and membrane motions from the Born-Infeld
electromagnetism

v

3B —rot(v A B) +y2rot(D/h) =0, divB=0
0¢D — rot(v A D) —rot(B/h) =0, divD =0

R. SART Soutenance de these



PRESENTATION DES MODELES

Systeme (ABI)

Théorie non linéaire de I'électromagnétisme (M. Born / L. Infeld)

Q Y. Brenier '04
Hydrodynamics structure of the augmented Born-Infeld equations
Q Y. Brenier, W.A. Wong '05

Derivation of particle, string and membrane motions from the Born-Infeld
electromagnetism

3B —rot(v A B) +y2rot(D/h) =0, divB=0
0¢D — rot(v A D) —rot(B/h) =0, divD =0

Lois de conservation supplémentaires satisfaites par

v=DAB et h=\/1+|B|2+\D|2+\v\2

dth + div(hv) = 0,

85 (hv) + div(hv ® v) = div(w) o V(L;)
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PRESENTATION DES MODELES

Systeme (ABI)

Oth + div(hv) = 0,

B®B—-+?D®D 72
— ) +v(%)
8B — rot(v A B) +v?rot(D/h) =0, divB =0

0¢D —rot(v A D) —rot(B/h) =0, divD =0

8 (hv) + div(hv ® v) = div(
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PRESENTATION

Systeme (ABI)

Oth + div(hv) = 0,

B®B—-+?D®D 72
— ) +v(%)
8B — rot(v A B) +v?rot(D/h) =0, divB =0

0¢D —rot(v A D) —rot(B/h) =0, divD =0

Systeme MHD sans pression (7 — 0)

Oth + div(hv) = 0,

8 (hv) + div(hv ® v) = div(

8 () + div(hv ® v) = div( e B)

0¢B —rot(vAB) =0, divB=0
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PRESENTATION

Systeme (ABI)

Oth + div(hv) = 0,

B®B—-+?D®D 72
— ) +v(%)
8B — rot(v A B) +v?rot(D/h) =0, divB =0

0¢D —rot(v A D) —rot(B/h) =0, divD =0

Systéme MHD sans pression (y — 0) (+ pression et diffusion)

Oth + div(hv) = 0,

8 (hv) + div(hv ® v) = div(

B®B
0t (hv) + div(hv ® v)+Vp — divd = div( © )

0¢B — rot(v A B)+rot (nrot(B)) =0, divB=0

0

R. SART Soutenance de these



PJ\‘I’.\I NTATION [
stem
Le modele de Korteweg (K)

Lois de pression et coefficients

Systeme (K)

Cadre : 2 fluides séparés par une interface

o fluide 1 dans Q1 de densité o7 — NS
o fluide 2 dans Q2 de densité g — NSo
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PRESENTATION D
L ysteme ¢
Le modele de
Lois de pression et coefficients

Systeme (K)

Cadre : 2 fluides séparés par une interface

o fluide 1 dans Q1 de densité o7 — NS
o fluide 2 dans Q2 de densité g — NSo

B 01 six € Q1
oz, t) = .
02 six € Qg
02 —_— Conditions limites sur T'
] @ continuité du champ de vitesse
ul =0
01 [v]
: . o discontinuité des contraintes normales
! r
[otot - ] = akn
F1G.: Interface raide
v
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PRESENTATION I

stem
Le modele de Korteweg (K)

Lois de pression et coefficients

Approximation :

o Diffuser I'interface et définir une densité sur 2 = Q1 U Qo approchant g

02

Q1

g

Fi1G.: Interface diffuse

R. SART Soutenance de thése



PRESENTATION D

L ysteme ¢
Le modele de
Lois de pression et coefficients

Approximation :
o Diffuser I'interface et définir une densité sur 2 = Q1 U Qo approchant g

! €

Fi1G.: Interface diffuse

V.

o Considérer un systéme global pour le systéme bi-fluide en introduisant un terme
rendant compte de la tension de surface a I'interface :

terme de Korteweg : 0pVAp

0 D.J Korteweg 1901
Sur la forme que prennent les équations du mouvement des fluides si 'on

tient compte des forces capillaires causées par les variations de densité
considérable mais continues...
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PRESENTATION DES MODE
sys de Bo
Le modele de Korteweg (K)

Lois de pression et coefficients

Systeme (K)

Ot0 + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou ® u) + Vp — divé—coV (1 Ap) = ofext

Inconnues Notations

t>0, z€Q @ p : loi de pression
e o = o(w,t) : densité du fluide o \,u : coefficients de viscosité
o u = u(x,t) : vitesse du fluide o o : capillarité
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PRESENTATION DES MODELES

Systeme (K)

Ot0 + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou ® u) + Vp — divé—o oV (1 Ap) = ofext

Inconnues Notations

t>0, € @ p : loi de pression
o \,u : coefficients de viscosité

@ o= p(z,t) : densité du fluide
o u = u(x,t) : vitesse du fluide o o : capillarité

O D.M. Anderson, G.B. MacFadden 97
A diffuse-interface description of fluid systems

O D.M. Anderson, G.B. MacFadden, A.A. Wheeler '98
Diffuse-interface methods in Fluid Mechanics

Q R. Danchin, B. Desjardins '01
Existence of solutions for compressible fluid models of Korteweg type
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PRESENTATION I

Lois de pression et coefficients

Loi des gaz parfaits : p(o,0) = rof

Transformation adiabatique : (constante adiabatique )

p=p(0) = ag” J

Conduction de chaleur : (inconnue supplémentaire 6, conductivité thermique k)

Cy (8¢(00) + div(oub)) + rofdivu — div(kV0) =
2uD(u) : D(u) + A|divu|?
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PRESENTATION I

Lois de pression et coefficients

Loi des gaz parfaits : p(o,0) = rof

Transformation adiabatique : (constante adiabatique )

p=p(0) = ag” J

Conduction de chaleur : (inconnue supplémentaire 6, conductivité thermique k)

Cy (8¢(00) + div(oub)) + rofdivu — div(kV0) =
2uD(u) : D(u) + Mdivu|2+n|rot B|?
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PRESENTATION I

Lois de pression et coefficients

Lois de pression et coefficients

Loi des gaz parfaits : p(o,0) = rof

Transformation adiabatique : (constante adiabatique )

p=p(0) = ag” J

Conduction de chaleur : (inconnue supplémentaire 6, conductivité thermique k)

Cy (8¢(00) + div(oub)) + rofdivu — div(kV0) =
2uD(u) : D(u) + Mdivu|2+n|rot B|?

Les conditions de stabilité...
o Cas barotrope ou avec température
o pu=pu(0), A= Ae), n=mn(o)
o k= r(p,0)

Quels profils de viscosités, résistivité, conductivité thermique conduisent a des
résultats de stabilité ou d’existence de solutions faibles ?
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

2EME PARTIE :

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES
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Viscosités constantes (— cas barotrope)
G e Lions et Feirei

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUE

Application de la BD entropie

Viscosités constantes

cste, A\ = cste

1
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Viscosités constantes (— cas barotrope)

g . . . . . S . . n de Lions et Fei
STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES 3 5

Le cas barotrope

Hypothéses : u = cste, A = cste, p = p(p) = ag?, a > 0.

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou @ u) + aVe"? — 2uAu — (A + p)Vdivu = rotB A B
0t B — rot(u A B) + rot(nrotB) = 0
divB =0
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Viscosités constantes (— cas barotrope)

Q N . N N N N : N G n de Lions et Fei
STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES . . - . .
> ec conduction thermique)

Le cas barotrope

Hypothéses : u = cste, A = cste, p = p(p) = ag?, a > 0.

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou @ u) + aVe"? — 2uAu — (A + p)Vdivu = rotB A B
0t B — rot(u A B) + rot(nrotB) = 0
divB =0

Les résultats dans le cas NON magnétique

Q P.-L. Lions '98
Mathematical topics in fluid mechanics

Q E. Feireisl '04
Dynamics of viscous compressible fluids

O A. Novotny, I. Straskraba '04
Introduction to the mathematical theory of compressible flow
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Viscosités constantes (— cas barotrope)

Q N . N N N N : N G n de Lions et Fei
STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES . . - . .
> ec conduction thermique)

Le cas barotrope

Hypothéses : u = cste, A = cste, p = p(p) = ag?, a > 0.

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(ou @ u) + aVe"? — 2uAu — (A + p)Vdivu = rotB A B
0t B — rot(u A B) + rot(nrotB) = 0
divB =0

Les résultats dans le cas magnétique

Q J.-F. Gerbeau, C. Lebris, T. Lelievre '06
Mathematical methods for the magnetohydrodynamics of liquid metals

QO B. Ducomet, E. Feireisl '06
The equations of magnetohydrodynamics : on the interaction between
matter and radiation in the evolution of gaseous stars
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Vi nstantes (— ¢
Généralisation de Lions et Feireis|
v 5

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Généralisation de Lions et Feireis|

Théoreme (R

Soit v > %
Supposons que Q soit un domaine borné de IR? de classe C21* avec v > 0.
Soient > 0, A\ + %u >0, n > 0 et des fonctions gg, ug et By telles que :

2 >0, 00 € L’Y(Q)7

2 2
lgol® =0 sur {go = 0}, lgol* c (Ll(Q))B,
©0 ©0

Bo € (L(2))*, divBy =0, Bo - nlan = 0.
Alors le systeme (1)—(4) contraint aux conditions de bord

ulgg =0, B.n|og =0,

admet des solutions faibles globales en temps satisfaisant les conditions initiales
0(0) = o, B(0) = Bo et (ou)(0) = qo.
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Vi stantes (
Généralisation de Lions et Feireis|
Y E

STABILITE DE SOLL N 3 POUR DES MODELES MAG

Généralisation de Lions et Feireis|

Etapes de la preuve

@ Introduction d'un systéme approché
o Construction de solutions régulieres

o Estimations a priori

Theéoréme de point fixe
o Passage a la limite

@ Retour au systéme initial
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STABILITE DE SOLUTIC IBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Systeme modifié

Oro + div(ou) = eAp
3t (ou) + div(ou ® u) — rot B A B 4 aV (") + 6V (0°) + eVu.Vo =
pAu + (A + )V (dive)
0¢B + rot(n rotB) —rot(u A B) =0, divB =0

ulon =0
B.nlga =0
Vonlga =0

0(0) = g0 € C*T(Q), (v>0), 0< < 00 <8, Voon|gpa=0
B(0) = By € (HY(Q))3, divBy =0, Bo.n|gg =0
(eu)(0) = q € (C*(Q))*
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Construction de solutions approchées

(Pour la vitesse, X,, = n premiéres fonctions propres du Laplacien avec conditions de
Dirichlet homogene)

Soient les fonctions v; satisfaisant, pour j € IN*,
rot rotv; = Ajv;, rotv; Anlagn =0
On définit des solutions approchées

B, € C([0,T]; Yn), avec Yy, = Vect{v;,j < n} J
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V stantes (

q s . Généralisation de Lions et Feireis|
STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES v

Difficultés magnétiques

Construction de solutions approchées

(Pour la vitesse, X,, = n premiéres fonctions propres du Laplacien avec conditions de
Dirichlet homogene)

Soient les fonctions v; satisfaisant, pour j € IN*,
rot rotv; = Ajv;, rotv; Anlagn =0

On définit des solutions approchées

B, € C([0,T]; Yn), avec Yy, = Vect{v;,j < n} J
Q B. Saramito
Stabilité d’'un plasma : modélisation mathématique et simulation nume’riqueJ
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Construction de solutions approchées

(Pour la vitesse, X,, = n premiéres fonctions propres du Laplacien avec conditions de
Dirichlet homogene)

Soient les fonctions v; satisfaisant, pour j € IN*,
rot rotv; = Ajv;, rotv; Anlagn =0
On définit des solutions approchées

B, € C([0,T]; Yn), avec Yy, = Vect{v;,j < n} J

Lemma

L’espace Y, est un espace de fonctions réguliéres, de dimension finie n et dense dans
E={ve (H' (@)% divo =0, v-nlpg =0}

au sens du produit scalaire (vi|v2) = / rotvy - rotvs dx
JQ
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Vi nstantes (— ¢ rotrope,
Généralisation de Lions et Feireis|

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Pour tout ¢ € [0, 7] et tout (¢, ¢) € Xp, X Yy, :
t
/Q on(®)un(t) - do — /Qq <) dx = —/0 /Q(rotBn A Br) -4 dzds

¢
+/ / (pAun — div(gntn ® un) + V((A + p)divu, — ag) — 69%) —eVo.Vuy) -9 dads,
0 Ja

/Q B (t) - ¢ dx — /Q By ¢ dx = /Ot /Q (rot(un A Bp) — rot(n rotBn)) - ¢ dzds

Theéoreme de point fixe
La continuité des opérateurs M~1[p,] et M~1[1] sur X,, et Yy, ol

Mlf] : G—G*; < M[flgr, g2 >= /;ngl-ga da

assure |'existence de solutions pour le systéme modifié sur un intervalle [0, T(n)].

Pour en déduire |'existence globale en temps, il faut montrer que wu,, et B, restent
bornés indépendamment de n. — EGALITE D’ENERGIE

R. SART Soutenance de these



ités constantes (
Généralisation de Lions et Feireis|
Y (— m
a BD entropie

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODF

Difficultés magnétiques

Estimations a priori
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Estimations a priori
e Multiplions (2) par wuy, :
1d

2a
77/ <Q|un|2+7gl)+u/ \Vun|2+()\+u)/ \divun\z :/ rotB, A Bn - un
2dt Jo v—1 Q Q Q
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Vi nstantes (

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES \Generallsatlon a2 (Lt i

Difficultés magnétiques

Estimations a priori
e Multiplions (2) par wuy, :

14 )
5&/§2<Q|Un| +

e Multiplions (3) par By, :

|Bn)? + /rotB A Bp-u +77/|rotB 2=0
2dt/ n n n n o n|

7)—&-;1/9\Vun|2+()\+u)/ \divun\z :/ rotB, A Bn - un
Q Q
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES —
n thermique)

Difficultés magnétiques

Estimations a priori

e Multiplions (2) par wuy, :

14 )
5&/9(9'7/%' +

e Multiplions (3) par By, :

|Bn)? + /rotB A Bp-u +77/|rotB 2=0
2dt/ n n n n o n|

e Sommons (2)xwun, et (3)XBn

'V)—&—;A/Q\Vun|2+()\+u)/ |divan, |2 :/ rotBy A By - un
Q Q

1d 2a
35 ([ enlunl+ =2 g141Bul2) +n [ frotBul 4 [ [Vunl?+ () [ divun|? =0
2dt\Jo -1 Q Q Q

= B,, bornée dans L>°(0,T; L?(Q)) N L?(0, T; H(Q))
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STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MOD
t

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J

Idée de la preuve :
@ B, est borné dans L>°(0,T; L2(Q)).

o Uniforme équi-continuité de f,, : t+— / By (t) - ¢ dx pour toute fonction ¢
Q

dans un sous ensemble dense dans L2(Q).

R. SART Soutenance de thése



nstantes (— ¢
énéralisation de Lions et Feireis|

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J

Idée de la preuve :
@ B, est borné dans L>(0,T; L%(Q)).

@ Uniforme équi-continuité de f,, : t+— [ Bp(t)- ¢ dx pour toute fonction ¢
Q

dans un sous ensemble dense dans L2(1).

t
Vo € Yo, /Bn(t)‘qﬁdx—/Bo-qbda::/ / (un/\Bn—nrotBn)‘rotqbdxds
Q Q 0 Ja
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES Sttt )

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J

Idée de la preuve :
@ B, est borné dans L>(0,T; L%(Q)).

@ Uniforme équi-continuité de fy, : t— / Bp(t) - ¢ dx pour toute fonction ¢
Q

dans un sous ensemble dense dans L2(1).

t
Vo € Yo, /Bn(t)‘qﬁdx—/B(yqbda::/ / (un/\Bn—nrotBn)‘rotqbdxds
Q Q 0 Ja

Probléme : Y;, n'est pas dense dans LQ(Q) [

— On définit I'espace Y, = {5 =¢+Vo, pEY,, @€ Cw(ﬁ)}
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nstantes (— ¢
énéralisation de Lions et Feireis|

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J

Idée de la preuve :
@ B, est borné dans L>°(0,T; L2(Q)).

o Uniforme équi-continuité de f,, : t+— / By (t) - ¢ dx pour toute fonction ¢
Q

dans un sous ensemble dense dans L2(Q).

t
Vo €Y, /Bn(t)~$dac—/30~$dx:/ / (un A Bp —n 1otBy) - rot¢ dzds
Q Q 0 JQ
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES thermiaue)
n thermique,

Difficultés magnétiques

Compacité

B,, — B dans C([0, T]; L?(2)—faible) et C([0,T]; H~1(2)) J

Idée de la preuve :
@ B, est borné dans L>°(0,T; L2(Q)).

o Uniforme équi-continuité de f,, : t+— / By (t) - ¢ dx pour toute fonction ¢
Q

dans un sous ensemble dense dans L2(Q).

Vo €, /Bn(t) ¢dx—/ By - qﬁdacf/ / un A Bn —n 10tBy) - rot¢ dzds

Hun ANBpn —n rotBnHL2 o1 L2(Q)) <ec

|fn(8) = fn ()] < clldllpsoylt = dE
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STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MOD
t

Difficultés magnétiques

Passage a la limite

0t Bn, + rot(n rotBy) — rot(un A Bp) =0 J
!
0t B + rot(n rotB) — rot(u A B) =0 J

R. SART Soutenance de these



Vis onstantes (
Généralisation de Lions et Feireis|
ables > moa
) entropie

STABILITE y FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Difficultés magnétiques

Passage a la limite

0t B + rot(n rotB) — rot(u A B) =0 J

Conséquence : divByg =0=divB =0
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Vi nstantes (
q s . Généralisation de Lions et Feireis|
STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES V; 5 : -

Difficultés magnétiques

Passage a la limite

0t B + rot(n rotB) — rot(u A B) =0 J

Conséquence : divByg =0=divB =0

Bt (onun) + div(ontn ® un) + aV(e}) + 6V (02) + eVun - Von
—pAun — (A + p)V(divun) = rotB, A By,
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES thermiaue)
n thermique,

Difficultés magnétiques

Passage a la limite

0t B + rot(n rotB) — rot(u A B) =0 J

Conséquence : divByg =0=divB =0

Bt (onun) + div(ontn ® un) + aV(e}) + 6V (02) + eVun - Von
—pAun — (A + p)V(divun) = rotB, A By,

Remarque sur le choix de Y, :
Bp €Yy = divBp =0 = rotBn A Bp = div(Bn ® Bn) — V(|Bn|?)

On peut passer a la limite grace aux convergences
B, — B dans L?(0,T; H'(Q)) — faible

B,, — B dans C([0,T]; H~1(Q))

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUE

Viscosités variables (— modeéles avec conduction thermique)
Application de la BD entropie

Viscosités variables
w=pu(0), A= Ae)

R. SART Soutenance de these



de Lions et Fei

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES § . .
léles avec conduction thermique)

Modele complet avec température

Hypothéses : 1= p(0), A = A(o), & = k(0,0), p = p(0,0).

Oro + div(gu) =0
0t (ou) + div(ou ® u) + Vp(e, 0) — 2div(p(e)D(u)) — V(A(e)divu) = 0
Cy (8¢ (00) + div(oub)) + refdivu — div(k(e, 0)V) =
2u(0)D(w) : D(u) + A(o)|divul?

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES - 5 5 . .
s ) © s @ Viscosités variables (— modeéles avec conduction thermique)
Appli 1 de la BD entropie

Modele complet avec température

Hypothéses : 1= p(0), A = A(o), & = k(0,0), p = p(0,0).

Oro + div(gu) =0
0t (ou) + div(ou ® u) + Vp(e, 0) — 2div(p(e)D(u)) — V(A(e)divu) = 0
Cy (8¢ (00) + div(oub)) + refdivu — div(k(e, 0)V) =
2u(0)D(w) : D(u) + A(o)|divul?

Q0 D. Bresch, B. Desjardins '06
Global existence of solutions to compressible Navier-Stokes equations

with thermal conductivity.

— stabilité de solutions faibles pour le modéle complet avec température

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES . .
s avec conduction thermique)

Modele complet avec température

Loi de pression (I >1, k> 1, Cs,C,,Cys,ClL, >0)

p(0,0) =red +pc(),  pe(o) = 0°€.(0)

V.
g—l—l Q—l—l
Yo < A, < pho) < Cro™ 71, <ec(o) < Clo™t7t
Cs Cl
1 _
Vo> A, ——u'(e) Spelo) < Card® 1, 0 <ec(o) < Cl,o"~
Coefficients (% <n<l, m>1, a>2, co,c1,c>0)
Vo < A, u(e) > coo™, 3X(0) + 2u() > coo™

1 1
Vo> A, co™ <p(o) < ;@m, c10™ < 3X(0) +2u(e) < ;@m
i i

k(0,0) = ko(e,0)(e+ 1)(0* +1), ko € CO(RY), c<ro<

(SR

J
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STABILITE y FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Retour sur I'équation des moments

0t (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(g)divu) =0 J

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Retour sur I'équation des moments

0t (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(g)divu) =0 J

7
> On multiplie I'équation de conservation de la masse par ¢/(g) = & ég) :

Brp(0) + (u- V)p(o) + p' (0)divu = 0

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES S 5 5 . .
s ) © s ! Viscosités variables (— modeéles avec conduction thermique)

Appli la BD entropie

Retour sur I'équation des moments

0t (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(g)divu) =0 J

7
> On multiplie I'équation de conservation de la masse par ¢/(g) = & ég) :

up(0) + (u- V)p(o) + 1 (0)divu = 0
> On dérive par rapport a la variable d'espace :

V(o) + (u- V)Ve(o) + Vu : V(o) + V(u'(e)divu) = 0

R. SART Soutenance de these



et Feireis|

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES § . .
léles avec conduction thermique)

Retour sur I'équation des moments

0t (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(g)divu) =0 J
> On multiplie I'équation de conservation de la masse par ¢/(o) = “Iég) :

up(0) + (u- V)p(o) + 1 (0)divu = 0
> On dérive par rapport a la variable d'espace :
V(o) + (u- V)Ve(o) + Vu : V(o) + V(u'(e)divu) = 0
> On multiplie par 2p et, en notant v = 2V (p) :

8¢ (ov) + div(ou ® v) 4+ 2Vu : V(o) + 20V (1 (0)divu) = 0

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Retour sur I'équation des moments

> On multiplie I'équation de conservation de la masse par ¢’(p) =

up(0) + (u- V)p(o) + 1 (0)divu = 0
> On dérive par rapport a la variable d'espace :
V(o) + (u- V)Ve(o) + Vu : V(o) + V(u'(e)divu) = 0
> On multiplie par 2p et, en notant v = 2V (p) :

8¢ (ov) + div(ou ® v) 4+ 2Vu : V(o) + 20V (1 (0)divu) = 0
> On somme avec |'équation des moments : (A(g) = op/(0) — p(0))

0t (o(u+ v)) + div(ou ® (u+v)) + Vp(o, 0) — 2div(p(0)A(u)) =0 J

oll A(u) = 3(Vu —*t Vu)



de Lions et Fei

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES § . .
léles avec conduction thermique)

L'approche de D. Bresch and B. DeSJardlns

Relation fondamentale

o) = 2(ei/ (o) — 1(e)) )

0 (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(e)divu) =0 (a)J

Vu(e)

Bt(g(u+2 2

))+dlv<gu® (u+2 Ng('g)))Jer(g, 6) —2div(p(e)A(w)) =0 (b)

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIC IBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

L'approche de D. Bresch and B. DeSJardms

Relation fondamentale

o) = 2(ei/ (o) — 1(e)) )

0 (ou) + div(ou @ u) + Vp(e,0) — 2div(u(e)D(u)) — V(A(e)divu) =0 (a)J

Vu(e)

8t(g(u+2 2

))+dlv<gu® (u+2 Ng(g)))Jer(g, 6) —2div(p(e)A(w)) =0 (b)

Idée :
o multiplier (a) par u — énergie " classique”

o multiplier (b) par u + 2V“T(g) — "formule BD”
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

L'approche de D. Bresch et B. Desjardins

Energie " classique”
1d
2dt Jo

+/Q ()\(,Q) + %u(g)) |dive|? = /Q rofdivu

(olul® +20ec()) +2 [ w(@)S(w) : S(a)

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIC IBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

L'approche de D. Bresch et B. Desjardins

Energie " classique”
1d
2dt Jo

+/Q ()\(Q) + %u(g)) |dive|? = /Q rofdivu

(olul® +20ec()) +2 [ w(@)S(w) : S(a)

BD entropie

%%/J ‘ +2w(@)‘ +2Qec(g)>

+2 [ @A) Aw+2 [ T"“@“’)\v 2=

[Vol

2
~2 [ Wew@ 2 + [ reddivu—2 [ r' (990 Ve.
Q Q Q

R. SART Soutenance de thése



STABILITE DE SOLUTIC IBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

L'approche de D. Bresch et B. Desjardins

Energie " classique”
1d
2dt Jo

+/Q ()\(Q) + %u(g)) |dive|? = /Q rofdivu

(olul® +20ec()) +2 [ w(@)S(w) : S(a)

BD entropie

%%/J ‘ +2w(@)‘ +2Qec(g)>

42 [ @) s A +2 [ D9y

v 2
& +/ rofdivu — 2/ ru'(0)VO - Vo.
4 Q Q

—2/91/(9)132(9)

Pression froide et BD entropie = contrdle des densités proche et loin du vide

R. SART Soutenance de thése



ntes (
Génér de Lions et Feir
Viscosités variables (— modeéles avec conduction thermique)
Application de la BD entropie

STABILITE DE SOLL N 3 POUR DES MODELES MAG

Difficultés magnétiques

Pour I'énergie classique :

o Que faire du nouveau terme magnétique
—/ rotBAB-u?
Q

— s’annule quand on somme avec |'équation de B multipliée par B

o Manque d’information sur B a cause des non linéarités :
Vn(o)rotB € L?(0,T; L3(Q)) au lieu de B € L?(0,T; H(Q))

— utiliser la similitude avec \/pu(0)Vu

R. SART Soutenance de these



ntes (
de Lions et Feire
Viscosités variables (— modeéles avec conduction thermique)
BD entropie

STABILIT y 3LES POUR DES MODELES MA!

Difficultés magnétiques

Pour I'énergie classique :

o Que faire du nouveau terme magnétique
—/ rotBAB-u?
Q

— s’annule quand on somme avec |'équation de B multipliée par B
o Manque d’information sur B a cause des non linéarités :
Vn(o)rotB € L?(0,T; L3(Q)) au lieu de B € L?(0,T; H(Q))
— utiliser la similitude avec \/@VU
Pour la formule BD :

@ Que faire du nouveau terme magnétique

7/ rotB/\B-M?
Q 4

But : Conserver la formule BD dans le contexte magnétique ! )

R. SART Soutenance de these




STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUE

Application de la BD entropie

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES rerefred)
thermique

Interface diffuse " magnétique”

On considére un systéme bi-fluide compressible sous I'influence d’un champ
magnétique extérieur

Oto + div(gu) =0 (8)

9 (ou) + div(eu ® u) + Vp(e, 0) — 2div(u(e)D(w)) + V(A(e)divu) 9)
—rotB A B — oV (' (0)Ap(e)) =0

Co (8e(00) + div(oub)) + rebdivu — div(s(e, 6)V6) = 2n(0)[rotB|>  (10)
+2u(e) D(u) : D(u) + Ae)|divul?

0:B — rot(u A B) + rot(n(o)rotB) = 0 (11)

divB =0 (12)
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tes (
n de Lions et Fei
riables (—

Application de la BD entropie

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Interface diffuse " magnétique”

Compatibilité de la BD entropie...
o ...avec Korteweg...
QO D. Bresch, B. Desjardins '06

On the construction of approximate solutions for the 2D viscous shallow
water model and for compressible Navier-Stokes equations

, 1d
/Q oV (1 (0)Au()) -u= 5T /Q [Vi(o)l? J

[ v @5u(0) - Y12 = [ wolane)l? J
Q o Q
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES ondiietion thermiate
ec conduction thermique)

Application de la entropie

Interface diffuse " magnétique”

Compatibilité de la BD entropie...
o ...avec Korteweg...
QO D. Bresch, B. Desjardins '06

On the construction of approximate solutions for the 2D viscous shallow
water model and for compressible Navier-Stokes equations

; 1d
| eV @au) u=35 [ 1P |

[ v @5u(0) - Y12 = [ wolane)l?
Q o Q

o ...avec le champ magnétique

/QrotB/\B-(quQVMg(g)) ? J

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES NP s
vec conduction thermique)

[§
Application de la BD entropie

Interface diffuse " magnétique”

Energie " classique”

1d [ i
25 |- (enlunl® +1BP? +1(en)|? + 20nec(en)) + | 2u(en)Dlun) : Dlun)
2dt Jo Q
+/ )\(gn)|divun|2+/ r](gn)|r0tBn|2 :/ ronOndivun,
Q Q Q
Formule BD

1d VM o 2
3o | (enfun+ 220 4132 1 (Fiaon) + 2encelen) + [ nlen)lrotBal?
2dt Jo On Q

A . .
42 [ plen) Alun) s Alun) +2 [ ZC 190,124 [ o)l p(en)? =
JQ Q n Q
. / / / |Vgn‘2
ronOndivun, —2 [ ru'(0n)VOn - Von —2 | p'(on)pe(on)——
Q Q Q On
+2/ rot B A By - Vien)
Q On
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STABILITE LU FAIB POUR DES MODF

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

R. SART Soutenance de these



ntes (
Lions et Feirel
(— m
Application de la BD entropie

STABILITE y 3LES POUR DES MODELES MA!

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :
’ / ‘V@n|2
° pour | (on)p(on) ——

n

VQ 2 _l4+l—n 1 v g
/ ,u'(gn)p,c(gn)ﬂ > CO/ |V¢(on) 5 |2 _ 7/ M
Q o Q T JQ On

n
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Application de la BD entropie

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

’ / ‘V@n|2
o pour [ p'(on)pL(0n)—
Q 4

n

° pour/ ri (0n)VOn - Von
Q

Vo, |? 20002 |Vu(on)|?
Q Q S o k(on,0n)  on

SC(1+(/Q IVu(@n)|2>

On

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

(— n
Application de la BD entropie

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

’ / ‘V@n|2

o pour [ p'(on)pL(0n)—
Q 4

n

° pour/ ri (0n)VOn - Von
Q

° pour/ ronOndivuny,
Q
. 1/2 ;. 2 C 2
‘ QTQnendIV“n §5||(3)‘(9n)+2#(9n)) dlvunHLZ(Q) + ;HQnenHLl(m

¢ 2 [Vu(eon)|? 2
+ ; (1 + IIGTL”LG(Q)) (/S'2 T + n"Q’IL”Ll(Q))
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ntes (
Lions et Feirel
(— m
Application de la BD entropie

STABILITE y 3LES POUR DES MODELES MA!

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

Von 2
@ pour /QH/(Qn)plc(Qn)!

n

° pour/ rit (0n)VOn - Von
Q

° pour/ ronOndivu,
Q

v
@ pour / rotB, A By - M
Q On
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Application de la BD entropie

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

Von|?
@ pour / ul(Qn)pé(Qn)ﬂ
Ja e

n

° pour/ rit (0n)VOn - Von
Q

° pour/ ronOndivu,
Q

 Vilen)
On

Vu(gn))</ |rot By, |2
On —Ja Egn

° pour/ rotB, A Bn
Q

2‘/ rotBy A By, - +s/ \Vu(gn)/\Bn\2
Q

R. SART Soutenance de these



STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

(— n
Application de la BD entropie

Interface diffuse " magnétique”

Contréle des secons membres :

Von|?
@ pour / ul(Qn)pé(Qn)ﬂ
Ja e

n

° pour/ rit (0n)VOn - Von
Q

° pour/ ronOndivu,
Q

 Vulen)

° pour/ rotB, A Bn
Q On

2‘/ rotBn/\Bn-M) §/ |roti+€/ |Vi(on) A Bnl?.
Q On Q Egn
IVen) A Ball 72y < ClIVislen) A Bul[fyr gy (d = 2)

< C(llAM(Qn)ll 211BullF2 + IVi(on) 3 2]Irot Bnl3 2
2
+ ([ Vulen) A B"HLl(Q))

C(1+ 1anten) 122 + lIvot Bal132 )
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STABILITE DE SOLUTIC IBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Interface diffuse " magnétique”

Estimations
1d \v4 2
28 [ (onlunl? + onfun +2Y2 ) * | o1, 2 4 219 u(0n)? + denec(on)
2dt Jo On

+2 [ plen)S(un) : Sun) +(1=62) [ (Men) + Zpu(en) divun]?

+2 [ plen)Alun)  Alun) +2 [ (n(en) = — = Ce)lrotBal?

n

7’6 4 _l4l—n
+ [ (o) - Co)lauten))? + 2 [ Tntten) (Q”)\v@n|2+co/ V¢(on)~ 522
Q Q On Q

" [ Vu(en)?
< C(1+16all2s(0) ) (nllenll? s o) +/Q ‘57)') +c’/Q |Bnf? +C”

— lemme de Gronwall
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tes (
n de Lions et Fei
riables (—

Application de la BD entropie

STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

— Résultat de stabilité pour les profils de résistivité suivants :

d, d’

Jdo,dy>0; Vs < B, — <ns) < -2, 2<a<ad <3  (12q)
S S

Jdy,d; >0; Vs> B, di < n(s) < djs’, b>0 (12b)

Théoreme (R.S. '07)

Soit € un domaine périodique ou |'espace entier en dimension 2. Supposons que, en plus des
conditions initiales données par Bresch et Desjardins pour le cas non magnétique,

v 2
divBy = 0, / |Bo|?dz < +o00, / Vi)l
Q Q 00

Alors, toute suite de solutions (gn,un, Bn,0r) de (8)—(12) relative aux conditions initiales

< +oo

lmo|? N |Bol? N |V (00)|?
200 200 2

olt=0 = 00, ©ult=0 = mo, Bli=o = Bo, 0E|i=0 = Go +

ou ) ) )
B v
|“| ‘ ‘ | #(Q)l ,
2 2 2

est faiblement compacte pour des profils de résistivité donnés en (12a)—(12b).

E = Cu8 +eco) +

v
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STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES —
thermique)

Application de la BD entropie

Systeme MHD dérivé du modéle de Born-Infeld Augmenté

Systeme ABI limite pour fluides visqueux avec température
On note B* = B/p

Oto + div(ou) =0 (13)

0t (ou) + div(ou @ u — 0B* ® B*) + Vp — 2div(u(0)D(u)) — V(A(e)divu) =0 (14)

Cy (01(08) + div(gub)) + refdivu — div(k(e, 8)VE) = 2n(o)|rot B* |2 (15)
+2(0)D(w) : D(w) + A(9)ldivul?

9¢(0B™) — rot(ou A B*) + 2rot(n(o)rotB*) = 0 (16)

divB = 0 a7)
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STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES o dietion thermiie
onduction thermique)

Application de la BD entropie

Systeme MHD dérivé du modéle de Born-Infeld Augmenté

Systeme ABI limite pour fluides visqueux avec température
On note B* = B/p

Oto + div(ou) =0 (13)

3¢ (ou) + div(ou ® u — oB* ® B*) + Vp — 2div(u(e)D(u)) — V(A(e)divu) =0 (14)

Cy (9:(08) + div(oub)) + rebdivu — div(k(e,0)V6) = 2n(o)[rot B*[>  (15)
+2u(e)D(u) : D(u) + A(e)|divul?

Ot(0eB™) — rot(ou A B*) 4 2rot(n(g)rotB*) = 0 (16)
divB =0 17)
Probleme :
—/ div(eB* ® B*) - (u—l-QM) ? J
Q e
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Application de la BD entropie

Systeme MHD dérivé du modele de Born-Infeld Au

— Multiplions (16) par B* :

1d

~— [ o/B*? +/ div(eB* ® B*) -u+2/ rot(n(g)rotB*) - B* =0
2dt Jq Q Q
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

(— n
Application de la BD entropie

Systeme MHD dérivé du modéle de Born-Infeld Augmenté

— Multiplions (16) par B* :

1d

— Q\B*\Q +/ div(pB* ® B*) -u+2/ rot(n(g)rotB*) -B*=0
2dt Jo Q Q

Identité d’énergie

[ rotta@mors”) - 5 = [ n(lross J
Q Q
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES rerefred)
thermique

Systeme MHD dérivé du modéle de Born-Infeld Augmenté

— Multiplions (16) par B* :

1d

— Q\B*\Q +/ div(pB* ® B*) -u+2/ rot(n(g)rotB*) -B*=0
2dt Jo Q Q

Identité d’énergie

[ rotta@mors”) - 5 = [ n(lross J
Q Q

Formule BD (S(f) = V[ — 1div/I)

/ rot(n(o)rotB*) - B* =
Q

V(o)

a *\ . Q * g iv *|2 iv * *Y |
| n@3E) 56+ [ (Mo + sn(@)ldivE" + [ diver” @ 5
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

> ec conduction thermique)
Application de la entropie

Systeme MHD dérivé du modéle de Born-Infeld Augmenté

— Résultat de stabilité pour des profils de résistivité liés a la viscosité :
n(e) = (@) +¢, ¢ =0 (17a)J

|
7

Théoréme (R.S. '07)

Soit  un domaine périodique [0, 2712 ou I'espace entier IR3. Supposons que, en plus des condi-
tions initiales données par Bresch et Desjardins pour le cas non magnétique,

0

| Bo|?

d.Z’ < 400
200

=0 p.p. sur {go =0}, divBy =0, / |Bo
Q 20

Alors, toute suite de solutions (on, Un, Bn,0n) de (13)—(17) relative aux conditions initiales

|mol? o |Bo?

olt=0 = 00, oult=0 =mo, Bli=o = Bo, 0E|t=0 = Go + ——
200 200

ou
2 B*2
E=Cul+ec(o) + |u2‘ +%,

est faiblement compacte pour des profils de résistivité (17a).
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STABILIT S MAGNETIQU - , orree)
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Application de la BD entropie

Travaux annexes
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pplication de la BD entropie

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

— Stabilité de solutions faibles dans le cas barotrope en utilisant la BD entropie avec
des conditions particulieres de viscosité

w020, W@ v WIS i, ve©D

vi(e) < 2u(0) + NA(o) < %u(@)

lim inf o)

bl m>0,5>0, quand v >3, N =3
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

— Stabilité de solutions faibles dans le cas barotrope en utilisant la BD entropie avec
des conditions particulieres de viscosité

w020, W@ v WIS i, ve©D

vi(e) < 2u(0) + NA(o) < %u(@)

lim inf o)

bl m>0,5>0, quand v >3, N =3

o Perte de la formule BD dans le cas magnétique (MHD ou ABI)

R. SART Soutenance de thése



STABILITE DE SOLUT FAIBLES POUR DES MOD

t
pplication de la BD entropie

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid J
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Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid J

— existence de solutions faibles pour NSC avec conduction de chaleur (satisfaisant

seulement une inégalité sur la température) si on suppose que la viscosité dépend de la
température

w=p0), A=A(0)
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES

m
Application de la BD entropie

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid J

— existence de solutions faibles pour NSC avec conduction de chaleur (satisfaisant

seulement une inégalité sur la température) si on suppose que la viscosité dépend de la
température

w=p0), A=A(0)

o Etudier le cas p = u(B), A= A(B) ou méme pu = pu(,B), X=X\, B)
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Appl |cat|0n>de E} IéD entropie

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid J

O B. Ducomet, E. Feireisl '06
The equations of magnetohydrodynamics : on the interaction between
matter and radiation in the evolution of gaseous stars
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STABILITE DE SOLUTIONS FAIBLES POUR DES MODELES MAGNETIQUES thermiaue)
thermique

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid

M

O B. Ducomet, E. Feireisl '06
The equations of magnetohydrodynamics : on the interaction between
matter and radiation in the evolution of gaseous stars

— Existence globale en temps de solutions faibles pour le modéle MHD avec
conduction de chaleur avec loi de pression

p(0,0) = pr(0,0) +pr(0)

pr(e.0) =03 Pr(5). Pr(z)m 23, Va2 2

R. SART Soutenance de these



ntes (
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pplication de la BD entropie

Travaux annexes

O A. Mellet, A. Vasseur '07
On the barotropic compressible Navier-Stokes equations J

Q E. Feireisl '04
On the motion of a viscous, compressible and heat conducting fluid J

O B. Ducomet, E. Feireisl '06
The equations of magnetohydrodynamics : on the interaction between
matter and radiation in the evolution of gaseous stars

o Pas de résultat pour le cas général MHD compressible avec température et
viscosité dépendant de la densité
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR

3EME PARTIE :

STABILITE PHYSIQUE
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR a stabilités de type

On s'intéresse au modele de Korteweg dans le cas barotrope pour un choix particulier
de viscosités pu(0) = vo avec v > 0 et A(o) = 2(op'(0) — p(e)) = 0.

Oro + div(ou) =0 (18)
0t (ou) + div(pu ® u) — 2vdiv(eD(u)) — 0oV Ap + Vp(0) = 0fext (19)
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR

On s'intéresse au modele de Korteweg dans le cas barotrope pour un choix particulier
de viscosités pu(0) = vo avec v > 0 et A(o) = 2(op'(0) — p(e)) = 0.

Oro + div(ou) =0 (18)
0t (ou) + div(pu ® u) — 2vdiv(eD(u)) — 0oV Ap + Vp(0) = 0fext (19)

o Hypotheése :  fezt =0

— stabilité linéaire et non linéaire
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR a stabilités de type

On s'intéresse au modele de Korteweg dans le cas barotrope pour un choix particulier
de viscosités pu(0) = vo avec v > 0 et A(o) = 2(op'(0) — p(e)) = 0.

Oro + div(ou) =0 (18)
0t (ou) + div(pu ® u) — 2vdiv(eD(u)) — 0oV Ap + Vp(0) = 0fext (19)

o Hypotheése :  fezt =0

— stabilité linéaire et non linéaire

o Hypotheése : feot =g
— instabilité Rayleigh-Taylor
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR a 3 stabilités de type Rayle

fext = 0 : stabilité linéaire

o Hypotheése :  fezt =0
On considere des perturbations (¢, u) d'un I'état constant : (¢rcs, Uref) = (2,0)
Transformée de Laplace de (18)—(19) :

ap + odivu =0
P'(2)
0

.
a/|u|2+21/ |D(u)\2+ag/\Vg|2+aM/\g\2 =0. J
Q Q o) 0° Ja

Condition de stabilité linéaire :

ou — 2vdivD(u) — oVAp + Vo=0

p'(2)L?

> il l
oo
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stabilités de type Rayle

STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR

fext = 0 : stabilité non linéaire

Stabilité monotone
Inégalité d’énergie et formule BD :

d L 2 v 2 / 2
=/ (z II Z|Vol?) < — D
% | (Gelul +11@) + 519eP) < = [ velDw)

d 1 1
(Felul® + S elu+vViogel® + 211(e) + 0| Vel?)

dt Jo
/
< —V/ M|V@|2 —I/O’/ |Ag\2
Q o Q

S
oﬁH(s):s/ &;—)dTZO
0o T
Condition de stabilité monotone :
/
p'(0) >
4
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR a 3 stabilités de type Rayle

fext = 0 : stabilité non linéaire

Stabilité exponentielle

(Q\UI2 + = alu + vV log o|? + 2I1(g) + |Vl )

< —1// 2 (Q)|V 2= VU|VVQ|2—V/ 0| Vu|?
Q Q

d
dt .

Lemma

Supposons > 0 et 0 < o1 < o < g2, alors on a I'équivalence des normes
2, 1 2 2
elul® + S olu+vVlogel® + 2I1(e) + 0| Ve
JQ

et [ (1P +leP +1v2P)
Q

Condition de stabilité exponentielle :

f —0o
0<c1 <p<ey, H//(Q)Zp(g)>72 J
0 L
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

fext = g : instabilité Rayleigh-Taylor

o Hypotheése : fezt =g

Oto + div(ou) =0
Ot (ou) + div(gu ® u) — 2vdiv(eD(u)) — coVAe + Vp(o) = og

0 S. Benzoni-Gavage
Linear stability of propagating phase boundaries in capillary fluids
Q P. Carles, S. Popinet
The effect of viscosity, surface tension and non-linearity on Richtmyer-
Meshkov instability
QO D. Bresch, B. Desjardins, M. Gisclon, R. S.
Instability related to compressible Korteweg system
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Stabilité linéaire
Stabilité non linéaire
STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

feat = g : perturbation 2D incompressible

On considére des données perturbées o, p et uw = (v,0,w) du profil hydrostatique
(0, 0°,p°%) associée a une vitesse nulle

u® =0, Vp®=00"VAe®+ % )

On s'intéresse a des solutions de la forme

w(z, 2,t) = p(2) exp(ikz + 1), © = 0,v,w,p
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

feat = g : perturbation 2D incompressible

On considére des données perturbées o, p et uw = (v,0,w) du profil hydrostatique
(0, 0°,p°%) associée a une vitesse nulle

u® =0, Vp®=00"VAe®+ % )

On s'intéresse a des solutions de la forme

o(z,2,t) = p(2) exp(ikz + 1), ¢ =0,v,w,p
Equation de Rayleigh sur w : (¢ = k¢)
v d? d? d 2ue? 0e?p clg dw
= _ = 1 0 ==
l?dz2<9 02 ) dz[(( T )9 TP )dz}

2 = 2
2 ve 0 oe?p dg €2 dod
1+ — = et
(042700 + T | ) V2 de

— On considere un profil de densité o¥ reliant deux états constants QOD/E et g%/@
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Stabilité Ii e
Stabilit linéaire
STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

fext = g : cas non visqueux

Adimensionnalisation dans le cas v =0 :

On note
(0] (1]
= 0 0 2u — @p
o= (oy +0p)/2, =
v o + o%
o 9k _ cg
R INY

d o 0eXD|do° ‘2 dw 2/ 0 as)\gﬁ‘ doY ’2 do®
_Z o€ )22 ae — X2
dz [(g * g3 ‘ dz > dz e (g i g3 | dz )w € dz v

R. SART Soutenance de these



Stabilité Ii e
Stabilit linéaire

STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

fext = g : cas non visqueux

Adimensionnalisation dans le cas v =0 :

On note

(] 0

= 0 0 v ~ €p
o=(oy +op)/2, A=

v o + o
o9k _ e
Y,

_d (° GeAE?‘Efyﬂ +Ez(go+ff€”@‘ﬁ’2)wzwsﬁw
dz g3 | dz dz g3 | dz dz

But : Exprimer A° en fonction de k = .
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STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

fext = g : cas non visqueux

Adimensionnalisation dans le cas v =0 :

On note
(0] (1]
= 0 0 2u — @p
o= (oy +0p)/2, = 45—
v o + o%
e 9k _ eg
R INY

d o , OEN°D de® 12\ dw of 0  OTEXD do® |2 . 6dgo
@+ R L) ] e+ e = e

But : Exprimer A° en fonction de k = .

¥ [1  20(e) +0%) kz]

— = A
A€ 39/
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Stabilité re
Stabilité non linéaire
STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

Calcul du taux de croissance

Développement asymptotique

A° = Xo+eX +e2X + ...
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Stabilité linéaire
Stabilité non linéaire
STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

Calcul du taux de croissance

Développement asymptotique

XS =Xo+eX +e20 + ...

Lemma
\o_ohtdh y, o LA e A2 - (0 -1
0T 0 T 1= "ous 0 #
U~ €p J—o0 e
+oo +00 | g0 —(1+A4)
_ yo=0_, Y70 4
o = Ag=04 ~ [(A0+ )/ ‘ ( dz+20 (o—1) / | o
—(1-A
(Mo 1/ ‘ ‘dz—&-)\o ()\0-1-1)/ \ %dz]
FAo(A2—1) /+°° do® 12 (o — (1 + A)) /+°° do®
700 = ) e — T A - Ag)dz —
T [ ‘ dz (09)2 (1= Ao)dz ‘ dz
de® 2 (e — (1 - 4)) dg® 2 1
_'/700)51 o ()\0+1)dz+'/700’3’ ?dz]
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Stabilité linéaire
Stabilité non linéaire
STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

Calcul du taux de croissance

Profil de densité
1+A

1+A siz>A
P =31+z si|z|]<A
1-A siz<—-A
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Stabilité linéaire
Stabilité non linéaire

STABILITE PHYSIQUE ET INSTABILITE RAYLEIGH-TAYLOR Taux de croissance des instabilités de type Rayleigh-Taylor

Calcul du taux de croissance

Profil de densité

1+A
1+A siz>A
0

0 =¢1+2 silz]<A
1-A siz<—-A

Limite faible Atwood A << 1

Ao = A1

> =2to() o= [%A+O(A)]+a[i+ﬁ+om)] \

'y2 1 1 [ A1 ()\2 )\f

L= — 12, (22 712 2

gk A Ao SV G ,\g>E tole )} ‘
2 2 (0] 0
¥ zA[lf 0(9U+9D)k2]
gk 394
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