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M. René-Louis Inglebert Président Polytech’Grenoble

M. Nicolas Chaillet Rapporteur Laboratoire d’Automatique de Besançon
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Département Automatique (Control Systems Department)

Ex Laboratoire d’Automatique de Grenoble

ENSIEG, INPG, BP. 46

F 38402 Saint Martin d’Hères Cedex

France

Tel : +33.4.76.82.62.44

Fax : +33.4.76.82.63.88

CEA-Grenoble LETI
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Parmi les différentes personnes que j’ai eu le plaisir de rencontrer au LETI, je tiens à remercier
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mes amis : la ”bande à Damdam”, la ”bande à Guigui” et mes compagnons de montagne, et les

autres. Ils se reconnâıtront.
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1.1 Introduction aux microsystèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.2 Représentation d’un capteur en tant que système dynamique . . . . . . . . . . . 39
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5.3.1 Schéma de principe de l’accéléromètre-Duffing . . . . . . . . . . . . . . . 138
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Symboles et notations du chapitre 1

Liste des principales notations

A(t)

B(t)

C(t)

D(t)







matrices de la représentation d’état (RE)

Gcapt(s) Fonction de transfert d’un capteur

b(t) Vecteur des entrées en bruit

be(t) Bruit en entrée

e(t) Somme de la grandeur à mesurer p(t) et du bruit ramené à l’entrée be(t)

f(x,w, t) Fonction vectorielle de l’équation d’état (RE)

g(x,w, t) Fonction vectorielle de l’équation de sortie (RE)

I Matrice identité

px(t) Vecteur des entrées en perturbation (RE)

p(t) Grandeur physique à mesurer

t Temps

u(t) Vecteur des entrées en commande (RE/H∞)

w(t) Vecteur des entrées [p(t) px(t) b(t) u(t)]T (RE )

x(t) Vecteur de l’état interne d’un système (RE)

ẋ(t) Dérivée par rapport au temps du vecteur de l’état interne

y(t) Vecteur des sorties (observations) (RE)

yC(t) Signal de sortie d’un capteur

Opérateurs et conventions de notations

T Opérateur de transposition

L(.) Opérateur de la transformation de Laplace

s Variable complexe de Laplace
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Symboles et notations du chapitre 2

Notations (signaux)

p(t) Grandeur physique à mesurer

[pmin; pmax] Etendue d’entrée du transducteur

[ymin; ymax] Etendue de sortie du transducteur

[y−T ; y+
T ] Etendue de sortie du transducteur pour laquelle la courbe de réponse statique

présente une linéarité suffisante

u(t) Entrée en commande du capteur-actionneur

pcr(t) Action de la grandeur à mesurer p(t) dans le domaine de la contre-réaction

ucr(t) Action de la commande u(t) dans le domaine de la contre-réaction

εcr(t) Action cumulée de l’entrée en commande u(t) et de l’entrée en perturbation p(t)

dans le domaine de la contre-réaction

yT (t) Signal de sortie du transducteur

e∗(t) Signal équivalent à la grandeur à mesurer p(t), exprimé dans l’unité du signal de

commande u(t)

εm(t) Signal d’erreur entre la commande u(t) et la grandeur à mesurer p(t) / Erreur de

mesure instantanée exprimée dans l’unité du signal de commande u(t) (capteur

asservi en simple boucle)

bεm(t) Bruit en entrée du transducteur (hors bruit de l’actionneur bact(t)) ramené dans

l’unité de la commande u(t)

bact(t) Bruit de l’actionneur

byT (t) Bruit additif en sortie du transducteur

em(t) Sortie de mesure d’un capteur asservi

r(t) Consigne relative au point de fonctionnement souhaité en boucle fermée

be(t) Bruit en entrée du transducteur - somme du bruit bεm(t) et du bruit bact(t) ra-

menée dans l’unité de la commande u(t)

e(t) Signal équivalent à la somme du signal e∗(t) et des bruits entrant au même endroit

de la boucle (be(t)), exprimé dans l’unité du signal de commande u(t)

εc(t) Erreur de consigne d’asservissement

w(t) Vecteur des entrées du procédé généralisé P (hors signaux de commande)
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Listes des notations

u(t) Vecteur des entrées en commande du procédé généralisé P
z(t) Vecteur des sorties contrôlées du procédé généralisé P
y(t) Vecteur des sorties mesurées du procédé généralisé P
b̃yT (t) Entrée en bruit avant pondération par Wb(s)

p̃(t) Grandeur physique à mesurer normalisée, avant pondération par Wp(s)

ũ(t) Commande u(t) après pondération par Wu(s)

ε̃m(t) Erreur de mesure εm(t) après pondération par Wm(s)

ε̃c(t) Erreur de consigne εc(t) après pondération par Wc(s)

ê(t) Sortie de mesure d’un capteur asservi, après reconstruction par observateur

Notations (gains et fonctions de transfert)

Gp→pcr Gain entre la grandeur physique à mesurer p(t) et son action dans le domaine de

la contre-réaction pcr(t)

Gu→ucr Gain entre la commande u(t) et son action dans le domaine de la contre-réaction

ucr(t)

G(s) Fonction de transfert d’un capteur-actionneur entre l’entrée en commande u(t) et

la sortie du transducteur yT (t)

Gp Gain entre la grandeur à mesurer p(t) et son action équivalente e∗(t) exprimée

dans l’unité de la commande u(t)

K(s) Fonction de transfert du correcteur

KS(s)

S(s)

SG(s)

T (s)







Fonctions de sensibilité en boucle fermée

K(z−1) Fonction de transfert d’un correcteur sous forme numérique

R(z−1) Polynôme numérateur du correcteur K(z−1)

S(z−1) Polynôme dénominateur du correcteur K(z−1)

HR(z−1) Polynôme correspondant aux parties fixes (imposées) du numérateur du correcteur

HS(z−1) Polynôme correspondant aux parties fixes (imposées) du dénominateur du correc-

teur

R′(z−1) Partie du polynôme numérateur du correcteur solution de l’équation de Bezout

S′(z−1) Partie du polynôme dénominateur du correcteur solution de l’équation de Bezout

G(z−1) Fonction de transfert d’un capteur-actionneur sous forme numérique entre l’entrée

en commande u(t) et la sortie du transducteur yT (t)

A(z−1) Polynôme dénominateur de la fonction de transfert en z du procédé (G(z−1))

B(z−1) Polynôme numérateur de la fonction de transfert en z du procédé (G(z−1))

P (z−1) Polynôme caractéristique du système en boucle fermée

16



Notations du chapitre 2

PD(z−1) Partie du polynôme caractéristique imposé, correspondant à la dynamique prin-

cipale en boucle fermée

PF (z−1) Partie du polynôme caractéristique imposé, correspondant à la dynamique secon-

daire en boucle fermée

P(s) Procédé généralisé de la synthèseH∞ dans sa représentation sous forme de matrice

de fonctions de transert

K(s) Correcteur généralisé de la synthèse H∞ dans sa représentation sous forme de

matrice de fonctions de transert

Pij(s) i, j = 1, 2. Sous-matrice du procédé généralisé P(s) (dans sa représentation sous

forme de matrice de fonctions de transert)

Pr(s) Système réel du procédé généralisé de la synthèse H∞ (dans sa représentation

sous forme de matrice de fonctions de transert)

W w(s) Matrice de pondération sur les entrées (H∞)

W z(s) Matrice de pondération sur les sorties (H∞)

Wi(s) i = b, p, c,m, u. Fonctions de pondération sur les signaux correspondants (H∞)

Variables et opérateurs temporels et fréquentiels

t Temps

s Variable complexe de Laplace

q−1 Opérateur de retard

z−1 Variable complexe de la transformée en z

ω pulsation

Opérateurs et autres notations

‖ · ‖∞ Norme infinie

Fl(P ,K) Opérateur de la Transformation linéaire fractionelle

T Opérateur de transposition

K Correcteur généralisé de la synthèse H∞

P Procédé généralisé de la synthèse H∞

Pr Système réel du procédé généralisé de la synthèse H∞

j Variable complexe j2 = −1

MS Valeur maximale du module de la fonction de sensibilité T (s)

MT Valeur maximale du module de la fonction de sensibilité S(s)
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Listes des notations

Acronymes

BPcap Bande Passante du Capteur

BPmes Bande Passante utile pour la Mesure

GM Marge de gain (Gain Margin)

PM Marge de phase (Phase Margin)

RST Correcteur R-S-T

RS Correcteur R-S

H∞ Méthode de synthèse de correcteur H∞

18



Symboles et notations du chapitre 3

Ces notations viennent compléter les notations du chapitre 2. Les principales équivalences entre

les signaux du chapitre 2 et ceux du chapitre 3 sont indiquées dans la colonne Not. chap. 2.

Notations (signaux)

Not.

chap. 2
−→a (t) Accélération d’un objet par rapport à un référentiel galiléen (GXY Z, t)
−→a e(O, t) Accélération d’inertie d’entrâınement d’un point O
−→
Fie(O, t) Force d’inertie d’entrâınement au point O
−→
Fic(O, t) Force d’inertie de Coriolis

Fγ(t) Projection de la force d’inertie d’entrâınement
−→
Fie(O, t) sur l’axe Ox pcr(t)

γ(t) Projection du vecteur accélération d’entrâınement ~ae(O, t) sur l’axe Ox p(t)

γm(t) Accélération mesurée em(t)

x(t) Déplacement de la masse sismique

Fr,mec(t) Force de rappel mécanique

Fcr(t) Force de contre-réaction ucr(t)

u(t) Signal de commande u(t)

ΣF (t) Somme des forces s’appliquant sur la masse sismique εcr(t)

eΣ∆(t) Signal analogique en entrée d’un modulateur Σ∆

e′Σ∆(t) Signal eΣ∆(t) normalisé par rapport à l’étendue de sortie du CNA de

retour d’un modulateur Σ∆

yΣ∆(k2) Signal numérique en sortie d’un modulateur Σ∆,

sortie du modulateur Σ∆Lect de l’accéléromètre

et sortie de mesure en boucle ouverte

yΣ∆(t) Signal bloqué correspondant à yΣ∆(k2)

bq,σ(t) Bruit de quantification associé au CAN d’un modulateur Σ∆

yΣ∆,BF (k2) Signal numérique en sortie du modulateur Σ∆Act

et sortie de mesure en boucle fermée

yCAN (k1) Signal échantillonné à fs1 disponible pour la commande yT (k1)

uCAN (k1) Signal de commande en sortie du correcteur u(k1)
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Listes des notations

eident(k1) Entrée pour l’identification (≡ uCAN (k1))

yident(k1) Sortie pour l’identification (≡ yCAN (k1))

e(k1) Grandeur à mesurer (γ(t)) exprimée dans le domaine de la commande et

perturbation à rejeter d’un point de vue asservissement

em(k1) Estimation de la perturbation en entrée e(k1)

FBn(t) Bruit brownien

γFBn(t) Bruit brownien ramené en un bruit en accélération équivalent

FBe(t) Bruit en force généré par l’électronique

Cn(t) Bruit de l’électronique de lecture capacitive (exprimé en capacité

équivalente de bruit)

∆C ′(t) Variation de capacité normalisée par rapport au gain de lecture capacitive

by,n(t) Bruit blanc de densité spectrale unitaire (lecture)

byT (t) Bruit introduit par le circuit de lecture et conversion A/N

u′(k2) Signal de commande uCAN (k1) échantillonné à fs2 (sortie du bloc d’in-

terpolation)

u′(t) Signal continu correspondant au signal de commande u′(k2)

u(k2) Signal de sortie du modulateur numérique Σ∆Act ≡ yΣ∆,BF (k2)

bu(t) Bruit observé en sortie du modulateur numérique Σ∆Act

bu,n(t) Bruit blanc de densité spectrale unitaire (actionnement)

byT (k1) Bruit équivalent au bruit byT (t), échantillonné à fs1

ε̂m(t) Estimation de l’erreur de mesure εm(t)

ê(t) Signal de mesure après reconstruction

εê(t) Erreur de mesure après reconstruction

wε(t) Entrée exogène du procédé généralisé Pε (synthèse de l’observateur H∞)

uε(t) Entrée en commande du procédé généralisé Pε (observateur H∞)

zε(t) Sortie contrôlée du procédé généralisé Pε (observateur H∞)

Listes des notations (gains et fonctions de transfert)

GΣF→x(s) Fonction de transfert entre l’entrée en force ΣF (t) et le déplacement x(t)

KXY Gain du transducteur entre le déplacement x(t) et la sortie yT (t)

K(z−1) Fonction de transfert d’un correcteur sous forme numérique

Gu→y(z
−1) Fonction de transfert identifiée (en boucle ouverte) entre l’entrée en commande

uCAN (k1) et la sortie disponible pour la commande yCAN(k1)

HF,D/I(z
−1) Fonction de transfert des filtres de décimation et d’interpolation

Gb,y(s) Fonction de transfert entre un bruit blanc de densité spectrale unitaire by,n(t) et

le bruit byT (t) total observé en sortie du circuit de lecture

Gb,u(s) Fonction de transfert entre un bruit blanc de densité spectrale unitaire bu,n(t) et

le bruit bu(t) total observé sur le signal de commande u(k2)
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Notations du chapitre 3

Gu′→yΣ∆
(s) Fonction de transfert entre l’entrée en commande u′(t) et la sortie du circuit de

lecture capacitive yΣ∆(t)

Wε(s) Fonction de pondération (synthèse de l’observateur H∞ )

Gid,u→y,BF (z−1) Fonction de transfert identifiée en boucle fermée entre l’entrée en commande

uCAN (k1) et la sortie disponible pour la commande yCAN(k1)

Variables et opérateurs temporels et fréquentiels

k1 Instant d’échantillonnage correspondant à la fréquence d’échantillonnage fs1

k2 Instant d’échantillonnage correspondant à la fréquence d’échantillonnage fs2

fs1 Fréquence d’échantillonnage du correcteur

fs2 Fréquence d’échantillonnage associée aux modulateurs Σ∆

fn Fréquence naturelle du système masse ressort

fs,NS Fréquence d’échantillonnage de Nyquist-Shannon

fB Fréquence maximale de variation d’un signal

Autres notations

(GXY Z, t) Référentiel galiléen

Oxyz Repère fixe par rapport à l’objet, d’orientation donnée par l’accéléromètre

(Ox) Axe sensible ou axe d’entrée d’un accéléromètre 1-axe

Axe de déplacement de la masse sismique M

M Masse sismique

[Amin ; Amax] Etendue de sortie du CNA de retour d’un modulateur Σ∆

[emin ; emax] Plage de variation du signal analogique eΣ∆(t) en entrée d’un modulateur Σ∆

Fcr,max Pleine échelle d’actionnement en force

Σ∆Lect Modulateur Σ∆ analogique de la lecture capacitive

Σ∆Act Modulateur Σ∆ numérique (mise en forme de l’actionnement sur 1 bit)

Decim Bloc d’adaptation de fréquence (filtre de décimation et sous-échantillonnage)

Interp Bloc d’adaptation de fréquence (sur-échantillonnage et filtre d’interpolation)

P Poutre de suspension de la masse sismique

E1 Electrode fixe (lecture et actionnement vers les x négatifs)

E2 Electrode fixe (lecture et actionnement vers les x positifs)

E3 Electrode mobile (masse sismique)

Vlect Différence de potentiel nécessaire à la lecture capacitive

Vact Différence de potentiel nécessaire à l’actionnement électrostatique
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Listes des notations

Acronymes

Σ∆ ‘Sigma - Delta’

MEMS Microsystème électro-mécanique (Micro-Electro-Mechanical System)

CAN Convertisseur Analogique Numérique

CNA Convertisseur Numérique Analogique

A/N Analogique vers Numérique

N/A Numérique vers Analogique

SOI Silicium sur isolant (Silicon On Insulator)

FS Pleine échelle (Full Scale)

SNR Rapport signal à bruit (Signal to Noise Ratio)

SNDR Rapport signal à bruit plus distorsion (Signal to Noise and Distorsion Ratio)

SQNR Rapport signal à bruit de quantification (Signal to Quantification Noise Ratio)

THD Distorsion harmonique - non-linéarité (Total Harmonic Distorsion)

FOM Facteur de mérite (Figure Of Merit)

DR Dynamique de la mesure (Dynamic Range)

BW Bande passante considérée pour le calcul du facteur de mérite FOM

Power Puissance dissipée par le capteur (calcul du facteur de mérite FOM)

Unités / Constantes

g Accélération due à la pesanteur (g = 9, 81 m · s−2)

kB Constante de Boltzmann (kB = 1, 381 10−23 J ·K−1)

ε0 Permittivité du vide (ε0 = 8, 854 10−12 F ·m−1)

Constantes, Paramètres physiques et géométriques

γmax Pleine échelle (spécification)

m Masse de la masse sismique

b Coefficient d’amortissement

b(x) Expression du coefficient d’amortissement en fonction de la position x pour le

MEMS

b0 Coefficient d’amortissement b(x) pour x = 0

kmec Coefficient de raideur mécanique

D Rapport de sous- ou sur-échantillonnage

k Ordre des filtres de décimation et d’interpolation

T Température

C13(x) Capacité formée entre les électrodes E1 et E3

C23(x) Capacité formée entre les électrodes E2 et E3

d0 Entrefer nominal entre l’électrode 1 et l’électrode 3

22



Notations du chapitre 3

d1 Entrefer nominal entre l’électrode 1 et l’électrode 3

d13 Entrefer entre l’électrode 1 et l’électrode 3

d23 Entrefer entre l’électrode 2 et l’électrode 3

V13 Différence de potentiel appliquée entre l’électrode 1 et l’électrode 3

V23 Différence de potentiel appliquée entre l’électrode 2 et l’électrode 3

S Surface en regard entre les électrodes

keff Coefficient de raideur effective

kelec,1 Coefficient de raideur électrostatique

Felec(x) Force électrostatique

T Température

FBn,PSD Densité spectrale de puissance associée au bruit brownien (force)

γn,Bn,PSD Densité spectrale de puissance associée au bruit brownien ramenée en accélération

γn,Bn Valeur efficace du bruit brownien ramenée en accélération, sur une bande passante

de la mesure BPmes

Cn,PSD Densité spectrale de puissance associée au bruit de l’électronique de lecture capa-

citive

γn,Cn,PSD Densité spectrale de puissance associée au bruit de l’électronique de lecture capa-

citive ramenée en accélération

γn,Cn Valeur efficace du bruit Cn,PSD ramenée en accélération, sur une bande passante

de la mesure BPmes

Pε Procédé généralisé (synthèse de l’observateur H∞ )
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Symboles et notations des chapitres

4 et 5

Notations (signaux)

y(t) Déplacement pour le modèle Masse-ressort-amortissement équivalent à la dyna-

mique du résonateur

u(τ) Réponse du résonateur de Duffing (oscillations) / Variable de l’équation sans di-

mension

a(τ) Amplitude instantanée des oscillations u(τ)

γ(τ) Déphasage instantané entre une excitation sinusöıdale et la réponse u(τ) de

l’équation sans dimension

φ(τ) Phase instantanée des oscillations u(τ)

ωτ (τ) Pulsation instantanée des oscillations u(τ)

p(τ) Grandeur physique à mesurer ou entrée en commande du principe de détection ou

génération de fréquence

fu(τ) Signal d’auto-excitation

Gu(τ) Terme de modulation du signal fu(τ)

∆a(τ) Variation de l’amplitude instantanée a(τ) des oscillations u(τ)

∆ωτ (τ) Variation de la pulsation instantanée ωτ (τ) autour de sa valeur à l’équilibre

γ(t) Accélération

x(t) Déplacement pour le modèle Masse-ressort-amortissement équivalent à la dyna-

mique de la masse sismique

Variables et opérateurs temporels et fréquentiels, fonctions de
transfert

t Temps

τ Variable associée au temps dans l’équation sans dimension

G(s) Fonction de transfert entre l’entrée p(τ) et la variation d’amplitude ∆a(τ)
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Listes des notations

Autres notations

F1, F2 Solutions stables (Focus) de la réponse du résonateur de Duffing

S Solution instable (Saddle) de la réponse du résonateur de Duffing

Constantes, paramètres physiques et géométriques, fonctions

Fr(y) Expression de la force de rappel en fonction du déplacement y

meff Masse équivalente à un modèle Masse-ressort-amortissement

beff Amortissement équivalent à un modèle Masse-ressort-amortissement

k1, k2, k3 Valeur des coefficients du développement limité de la force de rappel

fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

Second membre du modèle Masse-ressort-amortissement

kmec,1,

kelec,1

Composantes linéaires mécaniques et électrostatiques de la force de rappel

ω0 Pulsation naturelle des oscillations libres de l’oscillateur harmonique associé au

cas linéaire (beff = 0, k3 = 0)

Ωt Pulsation d’excitation dans l’équation du modèle Masse-ressort-amortissement

Ωτ Pulsation d’excitation dans l’équation sans dimension

Y Dimension caractéristique du système étudié

ε Petit paramètre (ε≪ 1) introduit pour permettre la résolution de l’équation sans

dimension

Fy Amplitude de la force d’excitation dans l’équation du modèle Masse-ressort-

amortissement

Fu Amplitude de la force d’excitation dans l’équation sans dimension

ε · α Paramètre de l’équation sans dimension associé à la non-linéairité k3

2 · ε · µ Terme d’amortissement dans l’équation sans dimension

a0(ε),

φ0(ε)

Constantes d’intégration relatives à l’amplitude des oscillations a(τ) et à la phase

instantanée φ(τ)

aref Amplitude a(τ) des oscillations u(τ) pour p(τ) = 0

Gref Gain nécessaire pour obtenir des oscillations u(τ) d’amplitude a(τ) = aref pour

p(τ) = 0 (chapitre 5)

NL(a) Fonction non linéaire liant l’amplitude a(τ) des oscillations à la pulsation instan-

tanée ωτ (τ) des oscillations.

βa, βp Coefficients du modèle de la dynamique entre l’entrée p(τ) et la variation d’am-

plitude ∆a(τ)
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Introduction

Contexte

Les microsystèmes micro-usinés sur silicium sont apparus au début des années 1980 et ont

rencontré un intérêt grandissant ces deux dernières décennies, tant au niveau technique et scien-

tifique qu’économique.

D’un point de vue économique, la demande en microsystèmes capteurs est en constante aug-

mentation (applications médicales, instrumentation physique, aéronautique, automobile, électro-

nique grand public... ). La possibilité de fabriquer ces capteurs en utilisant des techniques si-

milaires à celles de la micro-électronique permet de fabriquer ce type de capteur en masse,

de réduire leur taille et de faciliter leur intégration tout en réduisant les coûts de fabrication.

D’un point de vue technique et scientifique, ces systèmes sont multi-physiques. Leur conception

nécessite l’interaction entre spécialistes de plusieurs disciplines. Par ailleurs, ces systèmes sont

complexes à traiter dans le sens où ils présentent des non-idéalités inhérentes à leurs petites di-

mensions et aux phénomènes mis en jeu - bruits, non-linéarités, effets de couplage, incertitudes

de fabrication et sensibilité aux conditions de fonctionnement.

La recherche des hautes performances pour ces microsystèmes suggère l’utilisation des métho-

dologies de l’automatique avancée - approche haut-niveau, solutions aux problèmes d’observation

et de commande. Cependant, aujourd’hui, les études sur les microsystèmes se focalisent princi-

palement sur l’optimisation de la partie mécanique ou de la partie électronique. Cette remarque

se vérifie notamment sur l’exemple des capteurs asservis, pour lesquels l’analyse système et la

conception du système de commande est souvent rudimentaire.
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Introduction

Objectifs de la thèse

La thèse va aborder des problèmes liés aux non-linéarités dans les microsystèmes. Dans un

premier temps, l’objectif de cette thèse est d’introduire des outils de l’automatique pouvant

s’appliquer à la conception des microsystèmes asservis. Le but est ici de s’affranchir des non-

linéarités. L’étude propose de tirer profit de méthodologies de l’automatique (identification,

méthodes fréquentielles de synthèse de correcteurs linéaires et observateurs) pour la conception

d’un micro-accéléromètre asservi [1, 3, 4].

Dans un deuxième temps, l’étude propose d’exploiter une non-linéarité dynamique fréquem-

ment rencontrée dans les systèmes vibro-mécaniques et notamment dans les microsystèmes, la

non-linéarité de Duffing, pour mettre en œuvre un nouveau principe de détection.

Contributions de la thèse

Cette étude propose une formulation des problématiques de mesure et de commande pour

les capteurs asservis, en s’appuyant sur les fonctions de sensibilité en boucle fermée (cha-

pitre 2). Associée aux méthodes de synthèse fréquentielle de correcteurs linéaires et à l’ap-

proche identification pour la commande, cette formulation permet d’aborder le compromis ro-

bustesse/performances (mesure et commande) pour ce type de système.

L’application de cette formulation à la conception d’un micro-accéléromètre asservi consti-

tue la deuxième contribution de cette thèse (chapitre 3). L’architecture des accéléromètres Σ∆

est ici repensée pour répondre à la problématique de la linéarité de la mesure et à celle de la

robustesse vis-à-vis des incertitudes de modélisation. La traduction des performances de mesure

en performances pour l’asservissement permet de concevoir un régulateur optimal pour l’archi-

tecture exposée.

Nous proposons enfin une ouverture vers le monde du non-linéaire en introduisant un nou-

veau principe de mesure. Ce principe exploite une non-linéarité mécanique qui pourrait être

incontournable à l’échelle nanométrique (nano-poutres et nano-tubes de carbone).
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Introduction

Organisation du manuscrit

Le premier chapitre propose une brève introduction aux microsystèmes et aux capteurs.

Le chapitre 2 présente la formulation de la problématique de commande des capteurs asservis

et rappelle quelques outils de l’automatique - synthèse de correcteur, identification et observa-

teurs.

Le chapitre 3 présente la conception d’un micro-accéléromètre. On y rappelle le principe

de mesure accélérométrique, la conversion analogique-numérique Σ∆ et son adaptation électro-

physique pour la mesure d’accélération. Afin de s’affranchir des incertitudes de modélisation et

des incertitudes liées à la fabrication du MEMS, l’architecture des accéléromètres Σ∆ asservis

est repensée : l’architecture proposée permet l’identification du modèle du procédé à asservir et

la synthèse robuste d’un correcteur numérique (et programmable). Après une modélisation phy-

sique du capteur, les spécifications de performance de la mesure sont traduites en objectifs pour

la commande. La méthodologie identification du modèle et synthèse du correcteur est validée

en simulation et sur le démonstrateur. Les performances de mesure prévues à partir du modèle

physique sont confirmées en simulation, tandis que le démonstrateur (premier silicium capteur

et circuit) présentait, en 2005, des performances supérieures à l’état de l’art. On propose enfin

une analyse des résultats qui permettra d’améliorer les performances actuelles de l’architecture.

Le chapitre 4 rappelle quelques origines physiques de la non-linéarité de Duffing dans les mi-

cro et nano-systèmes. Nous y présentons les caractéristiques principales du résonateur de Duffing

autour de sa résonance primaire et celles de l’oscillateur de Duffing.

Le chapitres 5 présente un principe de détection exploitant ce type de non-linéairité. La

modélisation de son comportement dynamique est abordée par la méthode des échelles de temps

multiples et on propose une application à la mesure d’accélération.

Après une conclusion générale, nous proposons quelques perspectives pour la poursuite des

travaux présentés dans ce manuscrit.

Les annexes proposent quelques compléments d’information intéressants pour la compré-

hension et détaillent quelques points non abordés dans le corps du manuscrit.

Les références bibliographiques sont classées de la manière suivante : les références person-

nelles, puis les références bibliographiques de chaque chapitre, classées dans l’ordre alphabétique

du nom du premier auteur.
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aux capteurs





Chapitre 1

Introduction aux microsystèmes

capteurs

Résumé

Nous proposons dans ce chapitre une brève introduction aux microsystèmes et aux capteurs

en tant que systèmes dynamiques.

1.1 Introduction aux microsystèmes

Généralités

Les micro et nanosystèmes [6, 8] sont des objets composés d’un élément “physique” (mécani-

que, magnétique, optique, fluidique...) interagissant avec une partie électronique (lecture et/ou

actionnement). Ces deux parties peuvent ou non être intégrées sur le même support physique.

On utilise le terme microsystème lorsque la plus petite dimension caractéristique de l’élément

physique est de l’ordre du micromètre et nanosystème, lorsque celle-ci est de l’ordre du nanomètre

- en pratique de l’ordre de la dizaine de nanomètres pour les structures mécaniques “nano”-

usinées. A titre d’exemple, le micro-accéléromètre présenté dans le chapitre 3 est composé d’un

élément mécanique et d’un circuit de lecture et de commande, de surfaces sensiblement égales

à 20 mm2 (figure 1.1). La plus petite dimension caractéristique de l’élément mécanique est la

distance, d’environ 2, 5 µm, séparant les doigts de l’électrode mobile de ceux des électrodes fixes.

Ces systèmes sont conçus pour réaliser une ou plusieurs fonctions spécifiques, comme la

mesure d’une grandeur physique ou le traitement d’information. En général, leurs équivalents

macrosystèmes existent, mais la réduction de taille présente de nombreux avantages. Elle permet

de faciliter l’intégration de la fonction visée et, puisque ces microsystèmes peuvent être produits

en masse, de réduire le coût de fabrication. A performance égale, la consommation est, en général,

plus faible. La réduction de taille ouvre également le champ à de nouvelles applications - mesure

in vivo, par exemple.
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Chapitre 1 : Introduction aux microsystèmes capteurs

(a) Circuit de lecture et de correction (b) Photographie du MEMS Locadyn (c) Dimension caractéristique

Fig. 1.1 – Photographie c©Tronics Microsystems et LETI

Comme dans le monde macroscopique, d’un point de vue système, on peut distinguer trois

grands types de fonctionnalités :

– Les microsystèmes capteurs, dont la fonction est de traduire une grandeur physique (tempé-

rature, pression, champ magnétique, accélération, composition chimique, ... ) en un signal

électrique exploitable. On peut également associer à cette catégorie les microsystèmes de

récupération d’énergie ;

– Les microsystèmes actionneurs qui transforment un signal électrique en une action sur le

système auquel ils appartiennent ou sur leur environnement (micro-miroirs, micro-pompes,

têtes de lecture de supports optiques ou de disques durs, têtes d’impression...) ;

– Les microsystèmes de traitement de l’information ou de génération de signaux qui réalisent

une opération sur un signal électrique ou une conversion de celui-ci en un autre signal

électrique, grâce à l’élément physique - filtres micro-mécaniques, oscillateurs commandés

(VCO) électro-mécaniques, pompes de charges, ...

Microsystèmes capteurs et cadre de la thèse

Cette thèse concerne principalement les microsystèmes de type capteurs. On s’intéresse en

particulier aux aspects dynamiques et à l’interaction entre un élément physique mécanique et

l’électronique intégrée associée.

Suivant l’application visée, la conception d’un capteur peut avoir plusieurs orientations.

Notamment, lorsque l’on vise des hautes performances de mesure, une attention toute particulière

doit être portée à l’étude et à la conception de l’architecture du capteur (MEMS et circuit). La

solution finale peut alors avoir un coût non négligeable en termes de complexité, d’optimisation,

de coût de fabrication et de consommation. Une approche opposée consisterait à concevoir

une architecture minimaliste, mais peu coûteuse, en relâchant éventuellement les contraintes

sur les performances, voire la fiabilité. La première partie de cette thèse concerne l’étude des

microsystèmes-capteurs passe-bas asservis. La conception d’un micro-accéléromètre de ce type et

à vocation hautes performances en terme de mesure y est présentée. Celui-ci pourrait être classé
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1.2 Représentation d’un capteur en tant que système dynamique

dans la première catégorie. Dans une démarche opposée, la deuxième partie de la thèse propose

une architecture simple exploitant une non-linéarité mécanique intrinsèque. L’effort est ici porté

sur la présentation d’un concept original et sur la modélisation du comportement dynamique

non linéaire associé à ce concept.

1.2 Représentation d’un capteur en tant que système dyna-

mique

Un capteur est en général un système dont le signal de sortie est fonction de plusieurs

signaux en entrée. La figure 1.2 propose une représentation de type bôıte noire d’un capteur.

Un capteur de mesure remplit sa fonction si sa sortie yC(t) est aussi proche que possible de

la grandeur physique en entrée p(t), quelles que soient les variations des autres entrées. Dans

cette représentation, les signaux de commande u(t) sont connus et on fait la distinction entre

les signaux inconnus de perturbations, notés px(t) (entrées exogènes), et de bruits, notés b(t).

On considérera comme bruit, un signal inconnu, de nature essentiellement aléatoire, et comme

perturbation, un signal inconnu correspondant à une grandeur physique qui pourrait être mesurée

par ailleurs (pression, température...) et ayant une influence sur le signal de sortie, la mesure

yC(t).

Commandes u(t)

Perturbations px(t)

Grandeur

physique
p(t)

Bruits b(t)

Capteur yC(t) Mesure

Fig. 1.2 – Représentation de type ”bôıte noire” d’un capteur

Un capteur est un système dynamique. Son comportement entrée-sortie peut, en général, être

modélisé par une équation différentielle ou un système d’équations différentielles, qui pourra se

mettre sous la forme d’une représentation d’état rappelée dans l’équation (1.1) (figure 1.3).

ẋ(t) = f(x,w, t) a.

y(t) = g(x,w, t) b.
(1.1)

où :

– x(t) est le vecteur représentant l’état interne du système, ici le capteur ;

– w(t) est le vecteur des entrées du système. Celui-ci regroupe la grandeur physique à

mesurer p(t), les entrées en perturbation px(t), les différents bruits b(t) et les entrées en

commande u(t) (moyen d’action sur le système).

– y(t) est le vecteur des sorties (des observations ou des mesures) : la ou les sorties du

capteur (y(t)=yC(t) sur le schéma de la figure 1.2).
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– la fonction vectorielle f(x,w, t) représente la dynamique du système. L’équation (1.1.a)

est appelée équation d’état ;

– la fonction vectorielle g(x,w, t) donne la relation entre les signaux disponibles en sortie

et les états internes et/ou les entrées du système. L’équation (1.1.b) est appelée équation

de sortie.

Grandeurphysique p(t)

Perturbations px(t)

Bruits b(t)

Commandes u(t)







w(t)

Description du Capteur

ẋ(t)=f(x,w,t)
y(t)=g(x,w,t)

y(t)
Sorties ou

Observations

Fig. 1.3 – Représentation d’un capteur en tant que système dynamique, par une représentation

d’état (représentation interne)

Dans le cas des systèmes linéaires1, les fonctions f et g sont des fonctions linéaires (éventuel-

lement variant dans le temps) des variables x(t) et w(t), la relation (1.1) devient :

(Σ)
ẋ(t) = A(t) · x(t) + B(t) ·w(t) a.

y(t) = C(t) · x(t) + D(t) ·w(t) b.
(1.2)

ou encore :

(Σ)

[

ẋ(t)

y(t)

]

=

[

A(t) B(t)

C(t) D(t)

]

·
[

x(t)

w(t)

]

(1.3)

où A(t), B(t), C(t) et D(t) sont respectivement la matrice d’états, la matrice d’entrée, la ma-

trice d’observation des états et la matrice d’observation des entrées.

Si le système est linéaire, invariant dans le temps et monovariable (une entrée - une sortie),

le comportement entrée-sortie du capteur peut être représenté par une fonction de transfert :

YC(s)

E(s)
= Gcapt(s) = C · (s · I −A)−1 ·B + D (1.4)

où YC(s) = L(yC(t)) est la transformée de Laplace de la sortie yC(t), E(s) = L(e(t)) est la

transformée de Laplace de l’entrée e(t). L’entrée e(t) considérée ici est la somme de la grandeur

à mesurer p(t) et d’un bruit be(t) en entrée (indiscernable), figure 1.4. Dans la suite, on considère

qu’on pourra représenter le comportement entrée-sortie du capteur par un tel système, au moins

autour d’un point de fonctionnement.

Nota bene : Pour simplifier les notations, les signaux seront toujours, par la suite, représentés

sous forme temporelle. Dans certains schémas et certaines équations, la variable de Laplace s

devra donc être associée à l’opérateur différentiel d
dt

[16].

1ou lorsqu’une description du système linéarisé autour d’un point de fonctionnement est suffisante.
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Gcapt(s)P (s)

Be(s)

E(s)
YC(s)

Fig. 1.4 – Représentation autour d’un point de fonctionnement d’un capteur par une fonction

de transfert (représentation entrée-sortie, externe)

1.3 Critères de performances des microsystèmes capteurs

Indépendamment de la grandeur à mesurer p(t), du phénomène physique exploité par le

capteur et de la nature du signal de sortie yC(t) (courant, tension ou mot numérique), plu-

sieurs critères permettent de qualifier et de quantifier la performance de la mesure fournie par

un capteur2. Les microsystèmes capteurs intégrant de plus en plus de fonctions et de traite-

ments (télé-alimentation, stockage et transmission de la mesure, sortie numérique, auto-zéro,

étalonnage/calibrage automatique, filtrage), ces capteurs se rapprochent des “appareils de me-

sure”. La plupart des critères de performance des appareils de mesures (étendue de mesure, seuil

de mobilité, résolution, linéarité, dérives, bande passante, fidélité, exactitude) peuvent s’appli-

quer aux capteurs.

Par rapport à un capteur idéal (fonction de transfert unitaire et absence de bruit), la

modélisation de la figure 1.4 rend compte de deux types d’imperfections : la présence d’un

bruit be(t) se superposant à la grandeur à mesurer p(t) et la transformation du signal p(t) par le

filtrage opéré par la fonction de transfert Gcapt(s). Les conséquences de ce filtrage sont une bande

passante finie, un gain (facteur d’échelle) fonction de la fréquence du signal p(t) et une distorsion

linéaire de phase (déphasage entre la grandeur à mesurer p(t) et sa mesure yC(t) fonction de la

fréquence du signal p(t)). Les définitions relatives à ces notions, ainsi que d’autres définitions

de métrologie, sont reprises en annexe A. Dans la mesure du possible, elles correspondent au

Vocabulaire de la mesure [5]. D’autres critères plus spécifiques à un type de capteur particulier

peuvent être définis (voir [7], pour les capteurs inertiels).

A côté des performances liées à la qualité de la mesure, on peut associer à un capteur d’autres

critères de performances, tels que l’encombrement, la consommation, le coût de fabrication, la

durée de vie...

L’ensemble de ces critères détermine les applications et le marché potentiel d’un capteur.

2Ces critères peuvent éventuellement s’appliquer aux systèmes actionneurs ou aux systèmes de traitement de

l’information.
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Chapitre 2

Capteurs asservis et outils de

l’automatique linéaire

Résumé

Nous rappelons dans ce chapitre le principe de mesure des capteurs asservis. Nous présentons

ensuite une mise en forme de la problématique en reliant les performances de mesure d’un cap-

teur asservi aux fonctions de sensibilité du système bouclé, à savoir les différentes fonctions de

transferts entre les différents signaux de la boucle. Nous proposons ensuite des outils de l’au-

tomatique linéaire pouvant s’appliquer à la conception de microsystèmes capteurs asservis. Les

deux principaux outils introduits ici sont l’identification et la synthèse de correcteur (la synthèse

polynomiale de correcteur et la synthèse H∞). Ces outils seront utilisés pour la conception de

l’asservissement du micro-accéléromètre en boucle fermée.

2.1 Principe de mesure par capteurs asservis

Les capteurs asservis mettent en œuvre le principe de mesure par la méthode dite de zéro

[5], figure 2.1(a). Dans ce type de mesure, un transducteur1 est fortement sensible à la grandeur

à mesurer p et on dispose d’un moyen (entrée u) pour s’opposer à l’action de la grandeur p sur la

sortie du transducteur yT . Cette technique s’applique à une classe particulière de transducteurs,

que l’on peut appeler capteur-actionneur. La mesure n’est plus le signal yT issu du transducteur

mais la valeur de la grandeur d’opposition u (s’il s’agit de grandeur de même nature) qui per-

met d’annuler le signal yT . Le signal yT en sortie du transducteur fournit alors une information

sur l’erreur de mesure. La balance de Roberval, figure 2.1(b), est un exemple macrosystème de

capteur mettant en œuvre ce principe. Dans ce cas particulier, la mesure est statique : la masse

de l’objet ne varie pas dans le temps et on dispose d’un temps infini pour effectuer la mesure.

1On fait ici la distinction entre un transducteur et un capteur. Le transducteur est un dispositif permettant de

traduire les variations d’une grandeur d’intérêt en un signal exploitable. Le capteur est un dispositif fournissant

une mesure de la grandeur d’intérêt.
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Grandeur à mesurer

(masse de l′objet)
p

(masses de réf érence)

Grandeur d′opposition
u

(yC)

Cellule d′opposition

(balancier)

Transducteur

(cadrant et aiguille)
yT

Signal de sortie
du transducteur

(déviation de l′aiguille par

rapport au zéro du cadrant)

(a) Mesure par la méthode dite de zéro

(b) Balance de Roberval

Fig. 2.1 – (a) Mesure par la méthode de zéro. (b) Exemple de la balance de Roberval.

La mise en place de ce principe peut avoir pour objectif de maintenir le transducteur dans

une plage de fonctionnement où son comportement entrée-sortie (courbe de réponse statique)

peut être considéré comme linéaire, figure 2.2, d’augmenter l’étendue de mesure du capteur ou

encore de réduire certaines dérives - fluage, biais de sortie...

p

yT

étendue de mesure
pour laquelle la courbe de

réponse statique présente une
linéarité suffisante

pmax

pmin

ymax

ymin

y+
T

y−

T

Fig. 2.2 – Exemple de courbe de réponse statique pour un transducteur non linéaire

Dans le cas d’une mesure dynamique, à savoir lorsque la grandeur à mesurer p = p(t) varie

continûment dans le temps, on introduit un système de correction dynamique ou correcteur. Le

rôle de ce correcteur est de compenser, en temps réel, l’effet de la grandeur à mesurer p(t) sur

la sortie yT (t) grâce à l’entrée (commande) u(t).
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2.2 Modélisation de la boucle d’asservissement

Le capteur-actionneur est un système à deux entrées et une sortie. La figure 2.3 en donne une

représentation dans le cas où les actions de la perturbation et de la commande sur le domaine de

la contre-réaction (indices cr) sont linéaires et sans dynamique propre. Dans cette représentation,

le bloc Gp→pcr représente le gain entre le domaine de la grandeur physique à mesurer p(t) et

son action pcr(t) dans le domaine de la contre-réaction et Gu→ucr celui entre le domaine de la

commande u(t) vers son action ucr(t) dans le domaine de la contre-réaction.

Domaine physique

de la contre réaction

Description du transducteur
autour du

point de fonctionnement

ẋ(t)=f (x,εcr,t)
yT (t)=g(x,εcr,t)

Gp→pcr

p
pcr

Gu→ucr

u
ucr

pcr(t)

ucr(t)

p(t)

u(t)

εcr(t)
yT (t)

Fig. 2.3 – Représentation physique d’un capteur-actionneur autour d’un point de fonctionnement

On considère par la suite que la dynamique du transducteur vis-à-vis de ses entrées (grandeur

à mesurer et commande) est suffisamment linéaire autour du point de fonctionnement choisi.

Elle sera modélisée (figure 2.4) par une fonction de transfert G(s) entre l’entrée en commande

u(t) et la sortie du transducteur yT (t) et une fonction de transfert Gp · G(s) entre la grandeur

à mesurer p(t) et la sortie yT (t), où Gp =
Gp→pcr

Gu→ucr

est le gain entre la grandeur à mesurer p(t)

et son action équivalente e∗(t) exprimée dans l’unité de la commande u(t).

G(s)

Gp

u(t) yT (t)

p(t)

e∗(t)
εm(t)

Fig. 2.4 – Représentation système du capteur-actionneur considéré
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Le capteur asservi est représenté par le schéma de la figure 2.5, où les différentes entrées en

bruit possibles sont introduites. Sur ce schéma2, p(t) est la grandeur physique à mesurer, yT (t)

est la sortie du transducteur ; bεm(t) représente le bruit introduit en entrée du transducteur

ramené dans l’unité du domaine de la commande u(t), byT (t) représente le bruit introduit au

niveau du signal de sortie du transducteur yT (t) et bact(t) est le bruit de l’actionneur ramené

dans l’unité du domaine de la commande u(t). Le signal em(t) est la sortie de mesure du capteur

bouclé3 et u(t) = em(t) la commande de l’actionneur.

p(t) Gp

e∗(t) εm(t)
Transducteur

G(s)
yT (t)

Correcteur

−K(s) em(t)

u(t)

bεm(t)

bact(t)

byT (t)

Fig. 2.5 – Capteur asservi - point de vue capteur

Cette représentation correspond à une vision capteur : la grandeur physique p(t) apparâıt

en entrée du système et la mesure em(t), en sortie. Ce même système peut être représenté par

un schéma plus proche de la représentation classique des systèmes asservis. Pour cela, il suffit

d’introduire, au niveau du signal yT (t), un signal de référence (r(t) = cste), correspondant au

souhait d’asservir la sortie du transducteur autour d’un point de fonctionnement, et de faire

apparâıtre cette référence comme entrée du système. On obtient ainsi le schéma de la figure 2.6.

r

= cste

Correcteur

K(s)
εm(t)

Transducteur

G(s) yT (t)

bact(t)

p(t)

Gp

e∗(t)

bεm(t) byT (t)

em(t)

u(t)

Fig. 2.6 – Capteur asservi - point de vue asservissement

2Les conventions de signe sont définies ainsi par souci de cohérence avec les schémas suivants, de même pour

la notation ∗ du signal e∗(t).
3Sur la bande de fréquence où l’asservissement est performant, le signal em(t) est une “estimation” correcte

de p(t), au gain Gp près.
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Pour la problématique de l’asservissement du transducteur autour du point de fonction-

nement, la grandeur physique à mesurer p(t) apparâıt comme une perturbation à rejeter par

le système de correction : quelle que soit la valeur de la grandeur physique en entrée p(t), le

correcteur devra maintenir la sortie du transducteur yT (t) aussi près que possible du point de

fonctionnement choisi (r(t) = constante).

En outre, le bruit d’actionnement bact(t) et le bruit en entrée bεm(t) entrent dans le système

au même endroit que la grandeur physique à mesurer. Sans connaissance a priori sur ces bruits,

il sera difficile de les dissocier du signal e∗(t) représentant la grandeur à mesurer p(t), au gain

Gp près. Pour alléger les figures, on note e(t) le signal bruité entrant à cet endroit de la boucle,

figure 2.7, avec e(t) = e∗(t) + be(t) et be(t) = bact(t) + bεm(t).

r = cste
εc(t)

Correcteur

K(s)
εm(t)

Transducteur

G(s) yT (t)

e(t) byT (t)em(t)

Fig. 2.7 – Capteur asservi - point de vue asservissement 2

2.3 Analyse des fonctions de sensibilité pour un capteur asservi

A partir du schéma de la figure 2.7, on peut écrire les équations reliant les différents signaux

de la boucle (u, εc, εm et yT ) aux signaux d’entrée (r, e et byT ). On montre que quatre fonctions

de transfert, appelées fonctions de sensibilité, permettent d’écrire ces équations. Ces quatre

fonctions, dénotées S, T , GS et KS sont définies par :

S(s) =
1

1 +K(s) ·G(s)
; T (s) =

K(s) ·G(s)

1 +K(s) ·G(s)
(2.1)

GS(s) =
G(s)

1 +K(s) ·G(s)
; KS(s) =

K(s)

1 +K(s) ·G(s)
(2.2)

A l’aide de ces fonctions, les signaux u, εc, εm et yT s’écrivent :

u(t) = em(t) = T (s) · e(t) + KS(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(2.3)

yT (t) = T (s) · r(t)−GS(s) · e(t) + S(s) · byT (t) (2.4)

εc(t) = GS(s) · e(t) + S(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(2.5)

εm(t) = −S(s) · e(t) + KS(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(2.6)

Les fonctions de sensibilité permettent de caractériser la stabilité d’un système bouclé et les

performances d’un asservissement dans le domaine fréquentiel. Dans cette étude, les fonctions

de sensibilité sont également utilisées pour caractériser, dans le domaine fréquentiel, certaines
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performances de mesure pour les capteurs asservis. L’interprétation ci-dessous permet donc

de traduire certaines performances de mesures en contraintes sur les fonctions de sensibilité à

respecter lors de la synthèse du correcteur.

2.3.1 Fonctions de sensibilité et performances d’un capteur asservi

L’équation (2.3) montre que la fonction de transfert entre l’entrée e(t), donc la grandeur

physique à mesurer p(t) au gain Gp près, et la sortie de mesure em(t) est donnée par la fonction

de sensibilité T . Les performances dynamiques du capteur sont donc caractérisées par le module

et la réponse en phase de cette fonction de transfert. D’autre part, le bruit byT (t) introduit en

sortie du transducteur est mis en forme, en boucle fermée, par la fonction de sensibilité KS.

Pour réduire la contribution du bruit byT (t) sur la sortie de mesure em(t), il faut donc minimiser4

le module de KS sur la bande passante BPmes d’intérêt pour la mesure , cette bande passante

pouvant être différente de la bande passante BPcapt du capteur en boucle ouverte et/ou en boucle

fermée, c.f. annexe A.

L’équation (2.3) montre également que la valeur (constante dans notre cas) du signal de

consigne r(t) est observée sur la sortie de mesure em(t) avec un gain correspondant au gain

statique de la fonction de sensibilité KS. Le signal de consigne r(t) peut donc éventuellement

être utilisé pour régler le zéro [5] du capteur.

Les équations (2.4) et (2.5) montrent que les variations de yT (t) autour du point d’équilibre

fixé par la consigne r(t) et l’erreur de consigne εc(t) = yT (t) − r(t) sont liées aux variations

de l’entrée de signal e(t) par la fonction de sensibilité −GS. Les contraintes de performance de

l’asservissement du signal yT (t) en sortie du transducteur sont donc associées à cette fonction

de sensibilité.

En particulier, la performance en linéarité d’un capteur asservi peut être liée à la performance

d’asservissement [3, 4], [52]. Sur l’exemple de la courbe de réponse de la figure 2.2, la contrainte

d’asservissement est définie par l’étendue de sortie du transducteur [y−T ; y+
T ] présentant la

linéarité souhaitée.

La grandeur εm(t) = u(t)− e(t) (eq. 2.6) représente l’écart à un instant donné entre l’entrée

e(t) et le signal em(t) = u(t) en sortie du capteur asservi5. La grandeur εm(t) représente donc, au

gain 1/Gp près, l’erreur de mesure instantanée, que l’on appellera également erreur dynamique.

D’après l’équation (2.6), pour minimiser cette erreur, le module de la fonction de sensibilité S

doit être le plus faible possible sur la bande passante de mesure BPmes. Il est possible de réduire

cette erreur par un traitement hors-boucle de type filtrage en s’appuyant, par exemple, sur les

techniques de reconstruction/estimation des signaux (paragraphe 2.6).

4En pratique, le gain du correcteur est important dans la bande de fréquence d’intérêt, de sorte que le gain de

la fonction de sensibilité KS est sensiblement égal à l’inverse du gain du procédé à asservir.
5Le signal εm(t) n’est pas accessible car il correspond à la différence entre em(t) et e(t) dans le domaine

physique (par exemple, la différence entre une force à mesurer et la force de contre-réaction).
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2.3.2 Fonctions de sensibilité, marges de stabilité classiques et robustesse

Les marges de stabilité classiques, comme la marge de gain (GM) ou la marge de phase (PM),

peuvent s’exprimer sous forme de contraintes sur les fonctions de sensibilité. Notamment, si la

valeur maximale, pour toutes les fréquences, du module de la fonction de sensibilité S(s) est

égale à une valeur MS (soit la norme infinie ‖S(s)‖∞ = MS), on garantira [24] :

GM ≥ MS

MS − 1
; PM ≥ 2 · arcsin

(
1

2 ·MS

)

(2.7)

De manière similaire, la marge de gain et la marge de phase sont liées au maximum MT =

‖T (s)‖∞ de la fonction de sensibilité T par les relations :

GM ≥ 1 +
1

MT
; PM ≥ 2 · arcsin

(
1

2 ·MT

)

(2.8)

Pour garantir une marge de gain GM supérieure à 6 dB et une marge de phase PM supérieure

à 30̊ 6, il suffira, d’après (2.7), de satisfaire l’inégalité, ou contrainte, suivante :

MS = ‖S(s)‖∞ ≤ 6 dB (2.9)

Cette contrainte garantit une certaine robustesse de l’asservissement. D’autres formulations

permettent de garantir la robustesse d’un asservissement vis-à-vis des incertitudes paramétriques

[10], voir chapitre 3.

Compromis performance / robustesse en stabilité

Il existe un compromis entre performance et robustesse en stabilité de l’asservissement,

inhérent à tout système asservi [24]. Dans le cas où les contraintes imposées sur les fonctions de

sensibilité ne sont pas compatibles avec le respect de ce compromis, les objectifs de performance

et/ou de robustesse en stabilité devront être réajustés.

6Valeurs typiquement utilisées [16].
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2.4 Deux méthodes fréquentielles de synthèse de correcteurs

linéaires

Un certain nombre de méthodologies de synthèse de correcteur linéaire sont disponibles

(synthèse LQG, synthèse par placement de pôles, synthèse H∞, synthèse µ, ... ). Deux méthodes

basées sur les spécifications fréquentielles des performances de l’asservissement sont résumées

ici : le placement de pôles avec calibrage des fonctions de sensibilité et la synthèse H∞. De

manière succincte, dans la première méthode, la synthèse du correcteur consiste à choisir les

pôles de la fonction de transfert en boucle fermée et à ajuster des parties fixes du correcteur

afin de satisfaire les contraintes imposées sur les fonctions de sensibilité - performance, marges

de stabilité, robustesse. Dans la procédure de synthèse H∞, on inclut les contraintes sur les

fonctions de sensibilité dans un modèle étendu du procédé à commander. La procédure fournit

un correcteur et un critère caractérisant le respect des contraintes imposées (au sens de la norme

H∞).

Pour les deux méthodologies, si les contraintes de performance, stabilité et/ou robustesse

sont incompatibles, les objectifs doivent être réévalués. Le compromis se fera par l’intermédiaire

du choix des parties fixes du correcteur dans la méthode du placement de pôles avec calibrage

des fonctions de sensibilité et, dans la procédure H∞, par le choix des fonctions de pondérations,

à savoir les contraintes sur les fonctions de sensibilité.

2.4.1 Placement de pôles avec calibrage des fonctions de sensibilité

La méthode de synthèse fréquentielle par placement de pôles avec calibrage des fonctions de

sensibilité [14, 15, 16] considère un procédé à contrôler monovariable représenté par un modèle

numérique G(z−1) et un correcteur numérique de type RST . Dans une problématique de rejet

de perturbation en entrée, on peut se ramener à une structure RS, qui se met sous la forme

standard de la figure 2.8.

r = cste

Correcteur

K(z−1)

Transducteur

G(z−1) yT (t)

e(t) byT (t)

u(t)

Fig. 2.8 – Représentation de la boucle d’asservissement sous forme numérique, pour la synthèse

par placement de pôles

On considère alors un correcteur K(z−1) sous la forme :

K(z−1) =
R(z−1)

S(z−1)
=
HR(z−1) · R′(z−1)

HS(z−1) · S′(z−1)
(2.10)
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où les polynômes HR(z−1) et HS(z−1) sont des parties fixes du correcteur (choisies par le concep-

teur ou imposées par le système) et R′(z−1) et S′(z−1) sont les parties inconnues, calculées par

l’algorithme de placement de pôles. On considère la fonction de transfert du procédé sous la

forme :
G(z−1) =

B(z−1)

A(z−1)
(2.11)

Dans ces conditions, le dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée (polynôme

caractéristique du système bouclé) s’écrit :

P (z−1) = HS(z−1) · S′(z−1) ·A(z−1) +HR(z−1) · R′(z−1) · B(z−1) (2.12)

Pour déterminer les coefficients des polynômes R′(z−1) et S′(z−1), on résout l’équation de Bezout

(2.13) :
P (z−1) = PD(z−1) · PF (z−1) (2.13)

où le polynôme PD(z−1) est choisi de manière à fixer la dynamique principale du système en

boucle fermée (pôles dominants) ; PF (z−1) est un polynôme auxiliaire.

Une fois la dynamique principale en boucle fermée choisie (polynôme PD(z−1)), le réglage du

correcteur consiste7 à ajuster les parties fixes du correcteur HS(z−1) et HR(z−1) et le polynôme

auxiliaire PF (z−1) afin de satisfaire les contraintes sur les fonctions de sensibilité.

2.4.2 Synthèse H∞

Dans la procédure de synthèse de correcteur H∞, on considère la formulation du problème

sous la forme standard (multivariable ou monovariable) [9, 10, 11, 24, 27] représentée par la

figure 2.9.

w(t)

Procédé généralisé

P
z(t)

y(t)

K

Correcteur

u(t)

Fig. 2.9 – Représentation du problème H∞ sous forme standard

7La fonction de transfert du correcteur est obtenue grâce à l’éq. (2.10) après résolution de l’éq. (2.13).
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Le bloc K représente le correcteur et P le procédé généralisé. Le procédé généralisé inclut

le modèle du procédé à asservir G(s) et les fonctions de pondérations, à savoir les descriptions

fréquentielles des contraintes à respecter par les fonctions de sensibilité S, T , KS et GS.

Le vecteur des signaux d’entrée w(t) représente les entrées exogènes8 (références, perturba-

tions, bruits, ...). u(t) est le vecteur de sortie du correcteur, le vecteur y(t) représente les sorties

mesurées (erreur d’asservissement ou tout autre signal disponible pour la commande). Dans

cette représentation, le vecteur y(t) est différent du signal de sortie du transducteur yT (t). Le

vecteur z(t) représente les sorties contrôlées (erreur d’asservissement εc(t), signal de commande

u(t), erreur de mesure εm(t) dans notre cas, ... en général normalisées).

L’objectif global de la commande est de minimiser la norme H∞ de la matrice des fonc-

tions de transfert entre les entrées w(t) et les sorties z(t). Le problème est alors de trouver un

correcteur K qui, basé sur les informations y(t), génère le signal de commande u(t) s’opposant

à l’action de w(t) sur z(t). Les fonctions de pondérations sont introduites et construites de

manières à donner plus d’importance à un signal sur une certaine plage de fréquence.

Soit une description P(s) de P sous forme d’une matrice des fonctions de transfert entre les

entrées (w et u) et les sorties (z et y) :

[

z

y

]

= P(s) ·
[

w

u

]

=

[

P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

]

·
[

w

u

]

(2.14)

La matrice des fonctions de transfert entre w et z peut être donnée par la transformation

linéaire fractionnelle (en éliminant y et u : u = K(s) · y ) :

z = Fl(P ,K) ·w (2.15)

où

Fl(P ,K) = P11(s) + P12(s) ·K(s) ·
(
I − P22(s) ·K (s)

)−1 · P21(s) (2.16)

Sous certaines hypothèses et conditions [12, 24] (observabilité, commandabilité, rang des

sous-matrices de P sous sa forme d’état, ...), l’algorithme de Glover-Doyle [11] permet d’obtenir

la famille de correcteurs stables K(s) tel que :

‖Fl(P ,K)‖∞ < γ (2.17)

Un processus itératif permet ensuite de minimiser la valeur de la constante γ, qui représente

le critère de respect des contraintes. Si les fonctions de pondérations correspondent bien aux

objectifs de performances, de stabilité et de robustesse de l’asservissement et que la procédure

8Les mêmes entrées que sur le schéma de la figure 1.3, sans le signal de commande u(t). De plus, on considère

en général un vecteur d’entrée w(t) correspondant aux entrées physiques normalisées (par rapport à l’étendue

d’entrée ou de sortie par exemple).
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de synthèse H∞ converge vers une valeur de γ inférieure à un, les objectifs sont respectés. Si

la valeur de γ est trop grande devant un, il faut déterminer quelles contraintes ne sont pas res-

pectées en analysant les fonctions de sensibilité et définir, éventuellement, de nouveaux objectifs

moins contraignants afin d’obtenir un compromis acceptable.

En reprenant le schéma de la figure 2.6, un capteur asservi pourra être décrit par la représen-

tation P de la figure 2.10. Sur cette représentation, on a attribué une fonction de pondération

(Wi) à chaque signal de la boucle.

w(t)

{b̃yT
(t)

p̃(t)

Wb

Wp

W w
TransducteurPr

W z
P

p(t)
Gp

byT (t)

u(t)
εm(t)

G
yT (t)

(r)

y(t)
εc(t)

u(t)

εm(t)

εc(t)

Wu

Wm

Wc

ũ(t)

ε̃m(t)

ε̃c(t)







z(t)

Fig. 2.10 – Description possible d’un procédé généralisé pour un capteur asservi

Les fonctions de pondération Wb(s) et Wp(s) permettent ici de normaliser les signaux en

entrée byT (t) (bruit observé en sortie du transducteur) et p(t) (grandeur à mesurer). Les signaux

normalisés correspondants sont notés b̃yT (t) et p̃(t). Les fonctions de pondération en sortieWu(s),

Wm(s) et Wc(s) permettent de fixer les objectifs de l’asservissement.

Sous cette forme, Le procédé généralisé P peut être décrit par la matrice d’interconnexion

(ici sous forme de fonction de transfert) :

P(s) =

[

Wz(s) 0

0 1

]

·Pr(s) ·
[

Ww(s) 0

0 1

]

(2.18)

où Ww et Wz sont les matrices de pondération en entrée et en sortie :

Ww(s) =

[

Wb(s) 0

0 Wp(s)

]

; Wz(s) =







Wu(s) 0 0

0 Wm(s) 0

0 0 Wc(s)







(2.19)

et Pr(s) désigne la matrice d’interconnexion du système réel (à savoir le système dont les signaux

d’entrée et sortie correspondent aux signaux physiques) :









u

εm

εc

y










= Pr(s) ·







byT

p

u







=










0 0 1

0 −Gp 1

−1 G(s) ·Gp −G(s)

−1 G(s) ·Gp −G(s)










·







byT

p

u







(2.20)

55



Chapitre 2 : Capteurs asservis et outils de l’automatique linéaire

En utilisant la transformation linéaire fractionnelle (2.16) et les descriptions (2.18) à (2.20),

on obtient en boucle fermée :

Fl(P ,K) =







−Wu(s) ·KS(s) ·Wb(s) Wu(s) · T (s) ·Gp ·Wp(s)

−Wm(s) ·KS(s) ·Wb(s) −Wm(s) · S(s) ·Gp ·Wp(s)

−Wc(s) · S(s) ·Wb(s) Wc(s) ·GS(s) ·Gp ·Wp(s)







(2.21)

La suite de la mise en forme du problème consiste à définir les fonctions de pondération Wi(s),

i = b, p, u, m, c. Comme annoncé plus haut, les fonctions de pondération Wb(s) et Wp(s) sur

les signaux d’entrée byT (t) et p(t) peuvent être choisies de manière à normaliser les influences

relatives de ces signaux sur le système. Considérons par exemple que les valeurs accessibles par

la commande u(t) soient limitées à l’étendue [−1; 1], on peut alors choisir Wp(s) =
1

Gp
. Ainsi

p̃ et u auront la même influence sur la sortie y. De même, la fonction de pondération Wb(s) peut

être choisie de manière à donner une représentation fréquentielle du bruit byT (t) sur le signal de

sortie du transducteur yT (t).

Pour définir les fonctions de pondération Wu(s), Wm(s) et Wc(s), on considère le point

suivant : si les objectifs sont compatibles et réalisables, le compromis entre performance et

robustesse en stabilité conduit à un ensemble de fonctions de pondérations Wi(s) pour lequel les

itérations sur γ convergent vers une valeur inférieure à un. Soit, dans le cas où Wp(s) =
1

Gp
:

‖Fl(P,K)‖∞ =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

−Wu(s) ·KS(s) ·Wb(s) Wu(s) · T (s)

−Wm(s) ·KS(s) ·Wb(s) −Wm(s) · S(s)

−Wc(s) · S(s) ·Wb(s) Wc(s) ·GS(s)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∞

≤ 1 (2.22)

En particulier, on aura9 :

‖Wc(s) ·GS(s)‖
∞
≤ 1 , soit |Wc(jω) ·GS(jω)| ≤ 1,∀ω (2.23)

La synthèse du correcteur conduira donc à :

|GS(jω)| ≤ |Wc(jω)|−1 ,∀ ω (2.24)

Considérons maintenant qu’un des objectifs est de contraindre la sortie du transducteur yT (t) à

ne pas prendre des valeurs supérieures à 1% de son excursion maximale ymax (figure 2.2, avec

y+
T = ymax/100) et ceci au moins sur la bande passante de la mesureBPmes. En terme de fonction

de sensibilité, ceci revient à |GS(jω)| ≤ MGS dB, ∀ ω ∈ BPmes, avec MGS = 20 · log10(y+
T )

puisque la fonction de transfert G est normalisée par rapport à la commande u(t) ∈ [−1 ; 1] .

D’après (2.24), ceci est réalisé si l’on impose |Wc(jω)| ≥ −MGS dB, ∀ ω ∈ BPmes. Le choix des

autres fonctions de pondération sera exposé sur l’exemple du micro-accéléromètre.

9On considère la condition relative au terme de la 3ème ligne et 2ème colonne de la matrice de fonctions de

transfert de l’équation (2.22).
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2.5 Identification

En général, la procédure de synthèse de correcteur H∞ conduit à des correcteurs d’ordre

élevé. Une réduction d’ordre du correcteur [17, 21], suivi d’une vérification des fonctions de sen-

sibilité est alors nécessaire.

Lorsque l’ordre du correcteur est fixé et que les objectifs sont tels qu’un compromis per-

formance/ stabilité/robustesse est nécessaire, l’obtention d’un correcteur satisfaisant conduit à

un travail d’optimisation des fonctions de pondération dans le cas de la synthèse H∞ et d’une

optimisation du placement des pôles dans la méthode du même nom.

2.5 Identification

La synthèse d’un correcteur performant et assurant la stabilité robuste d’un système requiert

la connaissance d’un modèle entrée-sortie le plus représentatif possible du système réel ; or les

microsystèmes impliquent des phénomènes physiques parfois difficiles à modéliser de manière

précise (aspect fluidique, effet de bord, couplages mécaniques ou électrostatiques). La fabrication

des MEMS peut, elle, être sujette à des dispersions technologiques importantes, notamment

lors des phases de prototypage. Enfin, le comportement dynamique des microsystèmes peut

dépendre fortement des réglages finaux - tensions d’actionnement, tensions de lecture, .... Avant

la fabrication et la caractérisation des microsystèmes, on ne dispose donc, en général, que d’un

modèle approché.

Les méthodes d’identification permettent d’obtenir un modèle global du comportement entrée-

sortie d’un système. Elle peuvent être appliquées aux capteurs asservis, en particulier aux micro-

systèmes, pour obtenir le modèle G utile pour la commande. Dans le cas des capteurs asservis

(fig. 2.6), l’entrée à considérer pour l’identification est l’entrée en commande de l’actionneur

u(t). La sortie est le signal yT (t) disponible pour la commande. La procédure d’identification

consiste, dans un premier temps, à appliquer en entrée un signal d’excitation donné (bruit blanc,

Séquence Binaire Pseudo-Aléatoire, somme de sinus, ...) et à faire l’acquisition simultanée du

signal d’excitation et de la réponse du système. Dans un deuxième temps, on détermine un

modèle (structure et valeurs des paramètres) le plus représentatif du comportement observé, en

s’appuyant sur les algorithmes d’identification [18, 19, 25] et des critères de validité associés.

2.6 Observateurs appliqués aux capteurs asservis

Le signal εm(t) (fig. 2.7), représentant l’erreur de mesure instantanée, ne peut pas être rendu

nul à cause du compromis entre performance et robustesse en stabilité inhérent à la boucle. Sans

autre traitement, le signal de sortie du capteur asservi em(t) représente une mesure de l’entrée

e(t)10 qui est altérée par le filtrage opéré par le système “capteur asservi”.

10soit la grandeur physique à mesurer p(t) au gain Gp près.
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Le signal e(t) peut être reconstruit par un filtrage de type observateur à partir des signaux

disponibles u(t) et y(t) [13, 26]. Dans ce cas, le rôle de la boucle est de maintenir la sortie

du transducteur autour d’un point de fonctionnement pour lequel le comportement du capteur

est suffisamment linéaire ; tandis que le filtrage hors boucle, figure 2.11, corrige la distorsion

linéaire (amplitude et phase) opérée sur le signal e(t) par la dynamique du capteur asservi. Dans

le chapitre 3, on propose une approche utilisant la synthèse H∞ appliquée au système étendu

{capteur en boucle fermée + filtre de reconstruction} [23, 24].

(r)

Correcteur

K(s)

Transducteur

G(s)
yT (t)

e(t)
byT (t)

u(t)

Observateur ê(t)

Fig. 2.11 – Capteur asservi avec reconstruction du signal e(t) par observateur

2.7 Conclusion du chapitre 2

Après une formulation de la problématique de commande des capteurs asservis, nous avons

rappelé deux méthodes fréquentielles pour la synthèse de correcteurs linéaires. Nous avons en-

suite introduit l’intérêt des méthodes d’identification pour la commande et des techniques d’ob-

servation pour l’amélioration des performances de mesure. Ces techniques sont appliquées dans

le chapitre 3 pour la conception d’un micro-accéléromètre asservi.
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Chapitre 3

Accéléromètre passe-bas asservi

Résumé

Depuis le milieu des années 2000, différents capteurs de mesure d’accélération en boucle

fermée mettent en œuvre le principe de modulation Σ∆ [29, 32, 35, 44, 45, 46, 47, 49]. Ces cap-

teurs, composés d’une masse sismique micro-usinée sensible à l’accélération imposée et d’une

électronique (intégrée ou non), permettent de réaliser directement la mesure et la conversion

analogique-numérique de l’accélération. Une des limitations de ces architectures concerne les

performances en linéarité de la mesure. Cette limitation peut être attribuée à un asservissement

de la masse sismique rudimentaire. Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle architec-

ture dont la conception s’appuie sur la formulation de la problématique de commande pour les

capteurs asservis exposée dans le chapitre 2. Cette architecture intègre un correcteur numérique

programmable (figure 3.1) et présente les entrées et sorties numériques nécessaires pour ef-

fectuer une identification robuste du comportement dynamique du capteur fabriqué (MEMS et

électronique).

Accélération

en entrée

Microstructure Mécanique (MEMS) et électronique
de lecture, de conversion A/N et d’actionnement

∫ ∫

ref

CNA

1bit
@fs2

Correcteur

Numérique

Programmable

1bit
@fs2 Sortie

numérique

Contre− réaction électrostatique sur 1 bit

Fig. 3.1 – Architecture du microsystème accéléromètre en boucle fermée avec correcteur

numérique
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Bien qu’elle conduise à une augmentation de la complexité du circuit intégré, cette archi-

tecture présente plusieurs avantages. En particulier, l’aspect programmable permet, après iden-

tification, de synthétiser un correcteur réalisant un compromis performance/stabilité optimal.

Ceci est essentiel si, comme dans le cadre de cette étude, le modèle précis du capteur n’est pas

connu avant la conception du circuit intégré. La formulation de la problématique et les premiers

résultats du démonstrateur sont présentés dans les articles [1, 3, 4]. Ces références sont ici

complétées par une description plus précise des facteurs limitant les performances de mesure

en boucle fermée. L’analyse des résultats proposée dans ce chapitre permettra, après vérification

expérimentale de certaines hypothèses, d’améliorer de manière significative les performances en

bruit du capteur actuel. D’autres améliorations sont proposées pour envisager les prochaines

versions du capteur.

3.1 Introduction, objectifs et contributions

Ce chapitre présente les problématiques de mesure et de commande liées à la conception d’un

micro-accéléromètre linéaire asservi particulier. L’élément physique sensible aux accélérations

subies est une masse sismique micro-usinée sur un substrat silicium (SOI). Les performances

de la mesure en boucle ouverte sont principalement limitées par la linéarité de la mesure. Ce

défaut peut être corrigé en mettant en place le principe de mesure en boucle fermée décrit dans

le chapitre précédent. L’objectif de l’étude est de proposer une architecture qui permette d’at-

teindre les performances de mesure rassemblées dans le tableau 3.1. Les principales contributions

de ce chapitre sont la modélisation haut niveau du capteur, l’analyse des facteurs limitant les

performances de mesure en boucle ouverte et la conception haut niveau du système de com-

mande - spécifications des performances de l’asservissement, adaptation des signaux disponibles

pour une commande efficace, spécifications des entrées et sorties nécessaires à l’identification et

dimensionnement du correcteur.

Critère Performance (FS) Performance (g)

Type de sortie numérique (Σ∆) numérique (Σ∆)

Pleine échelle γmax= ± 10 g 10 g

Bande passante (BPmes) 0− 122 Hz

Niveaux de bruit SNR ≥ 100 dBFS 100 µg (9 µg/
√
Hz)

Résolution sur BPmes SQNR ≥ 100 dBFS (≃ 16 bits) 100 µg (9 µg/
√
Hz)

Linéarité THD ≤ −100 dBFS, soit 0, 001 % 100 µg

⇒ SNDR SNDR ≥ 100 dBFS 100 µg

Gamme de Température 0− 85̊ C

Gamme de pression 0, 8− 1, 2 atm

Tab. 3.1 – Spécifications initiales
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3.2 Accéléromètres, conversion analogique-numérique Σ∆ et accéléromètres Σ∆

Ce chapitre est découpé de la manière suivante :

– paragraphe 3.2 : Rappel du principe de mesure d’accélération, rappel du principe de conver-

sion analogique-numérique Σ∆ et présentation de l’adaptation électro-physique à la mesure

d’accélération (accéléromètres Σ∆) ;

– paragraphe 3.3 : Description de l’architecture proposée ;

– paragraphe 3.4 : Présentation de la structure mécanique et modélisation physique du

comportement dynamique du micro-accéléromètre ;

– paragraphe 3.5 : Etablissement du modèle pour la commande et des contraintes sur les

fonctions de sensibilité ;

– paragraphe 3.6 et 3.7 : Résultats en simulation et résultats du démonstrateur ;

– paragraphe 3.8 : Réduction de l’erreur de mesure dynamique par observateur ;

– paragraphe 3.9 : Conclusion.

3.2 Accéléromètres, conversion analogique-numérique Σ∆ et

accéléromètres Σ∆

3.2.1 Généralités et principe de fonctionnement des accéléromètres linéaires

Parmi les différents types de microsystèmes capteurs, les capteurs inertiels (accéléromètres,

gyromètres, magnétomètres) représentent une part importante du marché des microsystèmes.

Ces capteurs ont pour vocation de donner une information partielle sur l’attitude ou la tra-

jectoire d’un objet en mouvement (accélération, vitesse de rotation, orientation par rapport

au champ terrestre d’un point matériel de l’objet). Leur utilisation est en constante augmen-

tation et pour un nombre croissant d’applications. Parmi ces applications, on trouve celles

nécessitant la reconstruction complète d’une trajectoire (avionique, aérospatiale, automobile,

systèmes médicaux, manettes de jeux). D’autres applications ne nécessitent que l’information

partielle fournie par un type de capteur. Notamment, les capteurs d’accélération (accéléromètres,

géophones, inclinomètres) peuvent être utilisés de manière indépendante. Ils peuvent fournir les

mesures nécessaires pour des asservissements dans des systèmes plus complexes, par exemple de

réduction de niveaux vibratoires (confort dans les habitacles de véhicules, stabilisation de plate-

formes de machines, asservissement de têtes de lecture, ... ) ou être utilisés pour la surveillance

de phénomènes et d’événements vibratoires ou de chocs (sismographe, surveillance d’ouvrage

d’art, airbags, système de protection des têtes de lecture de disques durs, stabilisateur d’image

et d’optique).

Les accéléromètres ne mesurent pas l’accélération −→a (t) d’un objet par rapport à un référentiel

galiléen (GXY Z, t) (ou considéré comme galiléen), figure 3.2(a). Ils permettent d’estimer

l’accélération d’inertie d’entrâınement −→a e(O, t) au point de fixation O du capteur sur l’ob-

jet.
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Objet

G

X

Y

Z
C

O

x

y

z

−→
Ω (t)
−→
Ω (t)

−→a (t)−→a (t)

−→ae(O, t)

(a)

O x

y

z

−→ae(O, t)

γ(t)

(b)

Fig. 3.2 – (a) Accélération ~a(t) d’un objet et accélération d’entrâınement ~ae(O, t) du point de

fixation O du capteur. (b) Projection γ(t) du vecteur accélération d’entrâınement ~ae(O, t) du

point O sur l’axe Ox du repère Oxyz fixe par rapport à l’objet - Ox étant par exemple l’axe

sensible d’un accéléromètre 1-axe.

Cette accélération d’entrâınement −→a e(O, t) est exprimée dans un repère Oxyz défini par

l’orientation du capteur, par projection sur un, deux ou trois de ses axes, appelés axes sensibles

ou axes d’entrée, figure 3.2(b). Le nombre d’accéléromètres et le nombre d’axes sensibles par

accéléromètre nécessaires à la reconstruction de l’accélération −→a (t) de l’objet par rapport à un

référentiel galiléen ou géocentrique (rôle des centrales inertielles) est fonction de la nature du

mouvement de l’objet. En général, la reconstruction de l’accélération −→a (t) nécessite également

les informations fournies par d’autres types de capteurs (gyromètres, magnétomètres).

Le capteur étudié dans ce chapitre est un accéléromètre 1-axe. On note γ(t) la projection du

vecteur accélération d’entrâınement −→a e(O, t) sur l’axe sensible (Ox) du capteur, figure 3.2(b).

Par abus de langage, on appellera γ(t), accélération .

Une des techniques pour capter l’information relative au vecteur accélération −→a e(O, t) est

de placer au point O de l’objet une masse d’épreuve M de masse m, puis de mesurer la force

d’inertie d’entrâınement
−→
Fie(O, t) = −m · −→a e(O, t) [58] s’exerçant sur cette masse1 - figure 3.3.

Dans le cas de l’accéléromètre 1-axe de ce chapitre, on note Fγ(t) = −m · γ(t) la projection du

vecteur force d’inertie d’entrâınement
−→
Fie(O, t) sur l’axe sensible (Ox). De même, par abus de

langage, on appellera Fγ(t), force d’inertie d’entrâınement.

Pour ce type de mesure, les microsystèmes présentent des avantages majeurs. Outre les

aspects encombrement et consommation, leurs faibles dimensions permettent d’instrumenter un

objet en limitant l’ajout de masse capteur qui pourrait perturber le comportement naturel de

l’objet (finesse d’un appareil de mesure).

1On fait ici l’hypothèse que la force d’inertie de Coriolis
−→
Fic(O, t) est négligeable dans le cas d’un accéléromètre

à deux ou trois axes sensibles utilisant une masse d’épreuve unique. Dans le cas d’un accéléromètre linéaire 1-axe,

cette force ne travaille pas.
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(ou γ(t))

−→a e(O, t)

Accélération
d′entraι̂nement

Masse

d′épreuve

−→
Fie(O, t)

(ou Fγ(t))

Force d′inertie
d′entraι̂nement

Fig. 3.3 – Principe des accéléromètres inertiels

La mesure de la force Fγ(t) peut être réalisée [5],[34, 59] :

– de manière directe, figure 3.4 : accéléromètres à jauge de contrainte piézorésistive, piézo-

électrique, ou de type corde/poutre vibrante ;

– ou de manière indirecte, figure 3.5 : la force est alors convertie en un déplacement x(t)

grâce à une structure mécanique pouvant subir une déformation élastique.

γ(t)

Accélération
imposée (projetée)

Masse

d′épreuve
Fγ(t)

Force d′inertie
d′entraι̂nement (projetée)

Masse

d′épreuve
γm(t)

Accélération
mesurée

Fig. 3.4 – Mesure directe de la force d’inertie d’entrâınement Fγ(t)

γ(t)

Accélération
imposée (projetée)

Masse

d′épreuve
Fγ(t)

Force d′inertie
d′entraι̂nement (projetée)

Elément
déformable

x(t)

Déplacement de la

masse d′épreuve

Mesure de
déplacement

γm(t)

Accélération
mesurée

Fig. 3.5 – Mesure indirecte de la force d’inertie d’entrâınement Fγ(t)

Les accéléromètres linéaires, figure 3.6, font partie de cette deuxième catégorie. Le mouve-

ment de la masse d’épreuve, également appelée masse sismique, est alors régi par une équation

différentielle semblable à celle d’un système masse-ressort-amortisement excité par la force

d’inertie d’entrâınement Fγ(t) :

m · ẍ(t) + b · ẋ(t) + kmec · x(t) = −m · γ(t) (3.1)

où kmec représente le coefficient de raideur associé à la force de rappel mécanique Fr,mec(t) =

−kmec · x(t) exercée sur la masse sismique et b représente le coefficient d’amortissement associé

aux forces dissipatives.
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Objet en mouvement

Accéléromètre

x
0

γm
0 y

x
z

kmec

b

M

Masse
sismique

M

Force d′inertie d′entraι̂nement

Fγ(t) = −m · γ(t)
Accélération

γ(t)

Fig. 3.6 – Principe de fonctionnement d’un accéléromètre linéaire

Pour les accélérations γ(t) de fréquences inférieures à la fréquence de coupure fn =
1

2 · π

√

kmec

m

du système masse-ressort (3.1), on peut considérer qu’il y a, à chaque instant, équilibre entre la

force d’inertie Fγ(t) = −m · γ(t) et la force de rappel Fr,mec(t) = −kmec · x(t), γ(t) et x(t) étant

de signes opposés. Ainsi, la mesure du déplacement x(t) de la masse sismique M constitue un

moyen de mesurer l’accélération γ(t), figure 3.6.

Lorsque l’on peut agir sur le déplacement de la masse sismique par l’intermédiaire d’une

force de contre-réaction Fcr(t), figure 3.7, le capteur devient un capteur-actionneur. Il peut être

représenté par le schéma de la figure 2.3 du précédent chapitre , rappelé sur la figure 3.8. On

peut alors mettre en place le principe de mesure en boucle fermée, figures 2.4 et 2.5 et on parle

d’accéléromètres linéaires asservis [6, 8], [34].

Objet en mouvement

Accéléromètre

x
0

γm
0 y

x
z

kmec

b

M

Force de
contre− réaction

Fcr(t)

Force d′inertie
d′entraι̂nement

Fγ(t) = −m · γ(t)
Accélération

γ(t)

Fig. 3.7 – Accéléromètre linéaire capteur-actionneur
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Domaine physique

de la contre réaction (force)

Description du transducteur (ΣF → yT )

autour du point de fonctionnement

GΣF→x(s)
x(t)

KXY yT (t)

Sortie

du transducteur

Gp→pcr

p
pcr

Gu→ucr

u
ucr

pcr(t)

ucr(t)

p(t)

Accélération

u(t)

εcr(t)

Fig. 3.8 – Représentation d’un accéléromètre capteur-actionneur autour du point de fonctionne-

ment x = 0. L’entrée p(t) est l’accélération γ(t) ; u(t) est la commande. pcr(t) = −Fγ(t) = m·γ(t)
et ucr(t) = Fcr(t) sont les signaux équivalents dans le domaine de la contre-réaction (forces).

Le signal εcr(t) représente la somme des forces ΣF (t) appliquée sur la masse sismique M . La

fonction de transfert GΣF→x(s) représente la dynamique de la masse sismique, équation (3.1).

Le gain KXY représente le gain du transducteur permettant de lire le déplacement x(t) ; yT (t)

est la sortie disponible pour générer la commande u(t).
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3.2.2 Conversion analogique-numérique Σ∆

Les convertisseurs Σ∆ [32, 57] sont composés d’un modulateur et d’un ou plusieurs filtres

numériques, figure 3.9.

Le modulateur prend comme entrée le signal analogique eΣ∆(t) et fournit en sortie un si-

gnal numérique yΣ∆(k2) codé sur un bit ou plus (généralement entre 1 et 4) à une fréquence

d’échantillonnage élevée, notée ici fs2. Le rôle principal du modulateur est de mettre en forme

le bruit de quantification. Il repousse ce bruit en dehors de la bande passante d’intérêt pour la

conversion, à savoir vers les hautes fréquences lorsque le signal utile est en basses fréquences

(voir annexe B.1 pour plus de détails).

Le filtrage numérique réalise une moyenne (filtrage du bruit de quantification repoussé vers

les hautes fréquences) et une décimation. Il permet d’obtenir un signal yF iltre(k1) codé sur N bits

à une fréquence plus faible, notée ici fs1. En général, la fréquence fs1 correspond à la fréquence

de Nyquist-Shannon fs,NS nécessaire à la conversion du signal eΣ∆(t), soit fs,NS = 2 · fB où fB

représente la fréquence de variation maximale du signal eΣ∆(t).

Analogique Numérique

t t t

0
1
0
1
1
0

1
0
1
1
0
1

eΣ∆(t)

Entree
analogique

Modulateur

Σ∆

yΣ∆(k2)

Flux sur 1 à 4 bits

à une fréquence fs2

élevée

F iltres

numériques
yF iltre(k1)

Mots numériques

sur N bits à une

fréquence fs1 < fs2

Fig. 3.9 – Conversion Analogique-Numérique par modulateur Σ∆

L’ordre d’un modulateur Σ∆ est défini par le nombre d’intégrateurs dont il est composé.

Nous présentons dans le paragraphe suivant l’architecture de base d’un modulateur Σ∆ d’ordre

1. D’autres architectures sont possibles [32, 57].

Le modulateur Σ∆ du 1er ordre

Le schéma de la figure 3.10 représente un modulateur Σ∆ d’ordre 1. Ce modulateur fournit, à

chaque instant k2/fs2, le signal yΣ∆(k2) qui minimise le signal ε(t) = eΣ∆(t)−yΣ∆(t) représentant

l’erreur de conversion.
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eΣ∆(t)
∫

Intégrateur

ε(t)

fs2

CAN yΣ∆(k2)

CNA

Fig. 3.10 – Modulateur Σ∆ du 1er ordre

Le convertisseur analogique/numérique de la figure 3.10 (CAN) et le convertisseur numérique/

analogique de la châıne de retour (CNA) peuvent être sur 1 ou plusieurs bits. Cependant les

convertisseurs numérique/analogique intégrés présentent en général une linéarité limitée. L’er-

reur de linéarité associée est assimilable à un bruit qui n’est pas mis en forme par le modulateur.

Les modulateurs avec CAN un bit (comparateur), figure 3.11, ne présentent pas cet in-

convénient. Pour éviter la saturation du modulateur, l’étendue de sortie [Amin ; Amax] du CNA

de retour doit inclure la plage de variation [emin ; emax] du signal analogique eΣ∆(t) en entrée.

eΣ∆(t)
∫

Intégrateur

ε(t)

fs2

yΣ∆(k2)

CNA

0
1

Amin

Amax

Fig. 3.11 – Modulateur Σ∆ du 1er ordre avec convertisseur A/N et N/A un bit

La figure 3.12(b) illustre l’allure de la sortie yΣ∆(k2) pour une entrée eΣ∆(t) sinusöıdale,

figure 3.12(a). En moyenne, la sortie yΣ∆(k2) est représentative du signal eΣ∆(t) en entrée,

figure 3.12(c).

Modèles linéaires associés aux modulateurs Σ∆

Les modulateurs Σ∆ peuvent être représentés par un modèle linéaire. Ce modèle permet

de représenter la mise en forme du bruit de quantification (voir annexe B.1). La figure 3.13

représente le modèle classiquement associé à un modulateur d’ordreN : l’entrée e′Σ∆(t) représente

ici l’entrée normalisée par rapport à l’étendue d’entrée du convertisseur ; le bruit bq,σ(t) est le

bruit de quantification du CAN, figure 3.10. Il est mis en forme par une fonction de transfert

passe-haut d’ordre N .
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Fig. 3.12 – (a) Entrée analogique eΣ∆(t) sinusöıdale. (b) Sortie numérique sur yΣ∆(k2) (points

rouges) et signal en sortie du CNA de retour (ligne continue bleue) (c) Résultat yF iltre(k1) d’un

filtrage de décimation par 4.

e′Σ∆(t) z−1 yΣ∆(k2)

bq,σ(k2)

(1− z−1)N

Fig. 3.13 – Modèle linéaire associé à un modulateur Σ∆ d’ordre N
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3.2.3 Micro-accéléromètres Σ∆

Depuis le milieu des années 2000 [29, 45, 49], une solution élégante consistant à réaliser

simultanément la mesure de l’accélération et sa conversion en un signal numérique est reprise

dans différents travaux [35, 32, 44, 46, 47]. Les architectures proposées mettent en œuvre une

adaptation électro-physique du principe de modulation Σ∆. La figure 3.14 présente le schéma

de principe permettant de réaliser un modulateur Σ∆ “accélération vers numérique” du premier

ordre.

Microsystème Σ∆

P artie mécanique

MEMS Accéléromètre

capteur − actionneur

P artie électronique intégrée

(ASIC)

γ(t)

Accélération

m GΣF→x(s)

x(t)

KXY

yT (t)

r

εc(t)

K(s)

fs2

Mesure

yΣ∆(k2)

CNA

0
1

−Fcr,max

Fcr,max

Fig. 3.14 – Adaptation électro-physique de la modulation Σ∆ pour la mesure d’accélération :

le MEMS devient un élément actif du modulateur en réalisant en partie le rôle de l’intégrateur,

figure 3.10.

La plupart du temps, le déplacement x(t) est lu de manière capacitive et le retour Fcr(t)

se fait par force électrostatique. Des modulateurs Σ∆ d’ordre supérieur peuvent être réalisés.

L’article [35] présente par exemple la réalisation d’un modulateur du cinquième ordre. Dans la

littérature, le correcteur K (analogique ou numérique) introduit en général une action dérivée

ou avance de phase pour assurer la stabilité de la boucle du modulateur Σ∆ réalisé. Il s’agit

souvent d’un filtre numérique K(z−1) de fonction de transfert 2−z−1 [29, 49]. Peu de références

détaillent la conception d’un correcteur réalisant une fonction de transfert autre que ce type de

filtre pour des micro-accéléromètres Σ∆. On trouve par exemple des régulations de type PI dans

les références [32, 45].

A notre connaissance, les principaux travaux proposant et détaillant des méthodologies de

synthèse de correcteur de l’automatique moderne appliquées à l’étude de micro-accéléromètres

(passe-bas) asservis sont ceux présentés dans les références [30, 31, 52, 51].
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Dans le cadre de la coopération sur le projet Locadyn 3D2, une approche par la commande

optimale a été proposée [30, 31]. La reconstruction du vecteur d’état est réalisée par un filtrage

de Kalman et le correcteur est synthétisé par la commande LQG - Linear Quadratique Gaus-

sian. L’approche, validée en simulation, est orientée vers l’amélioration de la résolution de la

conversion analogique numérique.

Les articles [52, 51] présentent la synthèse d’un correcteur par la méthode H∞ pour un

accéléromètre à effet tunnel. Le correcteur du 3ème ordre est réalisé en électronique analogique

avec des composants discrets. Ce micro-accéleromètre ne met pas en œuvre la modulation Σ∆

et sa sortie de mesure est analogique. Bien que l’asservissement robuste du déplacement de la

masse sismique soit un des objectifs principaux, l’erreur de linéarité mesurée est importante

(5 %).

Nous proposons dans cette thèse une architecture d’accéléromètre Σ∆ originale et une

méthodologie de conception adaptée (traduction des objectifs de performance, identification

du modèle du procédé à asservir et synthèse du correcteur) afin de satisfaire l’ensemble des

spécifications sur les performances de mesure présentées dans le tableau 3.1.

3.3 Description de l’architecture proposée

L’architecture proposée dans cette étude conserve les avantages de la modulation Σ∆ pour

la lecture et l’actionnement. Par contre, le système de commande a été conçu avec pour objectif

principal l’asservissement performant et robuste du déplacement de la masse sismique. Le schéma

haut-niveau de l’architecture3 est donné dans la figure 3.15.

Accélération
en entrée

γ(t)

MEMS et Electronique analogique
de lecture et d’actionnement

∫ ∫

ref

CNA

1bit
@fs2

yΣ∆(k2)
Sortie numérique

en boucle ouverte

Correcteur

Numérique

Programmable

1bit
@fs2

Sortie
numérique

yΣ∆,BF (k2)

en boucle
fermée

Signal de commande de l’asservissement sur 1 bit

Fig. 3.15 – Architecture du microsystème accéléromètre asservi avec correcteur numérique

2Projet RMNT - Partenariat Tronic’s Microsystems - LETI - Supélec.
3Le capteur peut être utilisé en boucle ouverte ou en boucle fermée. En boucle ouverte, l’électronique numérique

dédiée à l’asservissement est désactivée. La sortie de mesure est alors le signal yΣ∆(k2).
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3.3 Description de l’architecture proposée

Deux principales considérations ont orienté le choix de l’architecture du circuit intégré pro-

posée. Tout d’abord, afin de proposer un compromis satisfaisant entre performance et stabilité,

le correcteur doit être programmable. En effet, les dispersions technologiques inhérentes à la

fabrication des MEMS lors de la phase de prototypage peuvent être importantes. De plus, le

comportement dynamique du capteur dépend fortement du point de fonctionnement choisi -

notamment des tensions de lecture et d’actionnement - paragraphes 3.4.3 et 3.5. Le correcteur

est donc optimisé, après identification du comportement réel du capteur.

Le deuxième point concerne la fréquence de travail du correcteur. En effet, afin de propo-

ser un système de commande numérique cohérent et permettant une identification robuste, la

fréquence de travail du correcteur doit être adaptée au système à contrôler [16]. En général, on

préconise une fréquence d’échantillonnage comprise entre 6 à 25 fois la fréquence correspondant

aux pôles de la dynamique principale (ou la plus lente) du système à commander. Dans le cas

du capteur considéré, la fréquence correspondant aux pôles de la dynamique principale est d’en-

viron 1 kHz. Or, le signal noté yΣ∆(k2) en sortie du modulateur Σ∆ de lecture (2ème ordre) est

sur-échantillonné à fs2=250 kHz 4.

Nous avons donc choisi d’intégrer un Filtre de décimation, figure 3.16, à la partie numérique

de l’ASIC dédiée au correcteur (notée correcteur numérique programmable sur la figure 3.15).

Ce filtre a pour rôle de diviser la fréquence d’échantillonnage par 45 et de préparer la taille des

mots pour un calcul numérique sur 32 bits. Il est constitué d’un filtre de fonction de transfert

HF,D/I(z
−1)6, équation (3.2) et d’un échantillonneur à fs1 = fs2/4 = 62, 5 kHz.

HF,D/I(z
−1) =

(

1

D
· 1− z

−D

1− z−1

)k

; @fs2 = 250 kHz; avec D = 4 et k = 3 (3.2)

Sortie du Σ∆

de lecture

yΣ∆(k2)

1bit
@fs2 Filtre de

Décimation

yCAN(k1)

32bits
@fs1

(fs2/4)

Fonction de transfert

du correcteur K(z−1)

(4 biquad IIR)

uCAN(k1)

32bits
@fs1

(fs2/4)

Filtre
d’interpolation

32bits
@fs2

Modulateur

Σ∆ numérique

Σ∆Act

1bit
@fs2

(yΣ∆,BF (k2))
u(k2)

Commande 1 bit

Fig. 3.16 – Architecture du correcteur numérique programmable de la figure 3.15

4Cette fréquence de sur-échantillonnage permet d’atteindre un rapport signal à bruit maximal théorique de

140 dB sur la bande passante de la mesure BPmes pour la conversion A/N , équation B.6.
5Ce choix est un compromis entre fréquence d’échantillonnage optimale d’un point de vue asservissement et

complexité/taille/consommation du circuit numérique.
6Sinus cardinal du 3ème ordre [32]
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

Le correcteur K(z−1) travaille donc à une fréquence fs1 = fs2/4 = 62, 5 kHz. Le signal de

commande uCAN (k1) est ensuite reconverti en un signal d’actionnement u(k2) sur un bit à la

fréquence originale (fs2 = 250 kHz) par un Filtre d’interpolation7, suivi du modulateur Σ∆

numérique, noté Σ∆Act. Le signal u(k2) en sortie du modulateur Σ∆Act correspond également

à la sortie de mesure yΣ∆,BF (k2) du capteur en boucle fermée.

Le schéma complet de l’architecture est présenté sur la figure 3.17. Sur ce schéma, l’ensemble

{modulateur de lecture (Σ∆Lect) et filtre de décimation (Decim)} peut être considéré comme un

simple convertisseur analogique-numérique (entrée signal yT (t) et sortie yCAN(k1)) présentant

une mise en forme de bruit particulière (bruit de quantification du modulateur Σ∆ analogique).

De même, l’ ensemble {filtre d’interpolation (Interp), modulateur d’actionnement (Σ∆Act) et

CNA 1 bit } de la figure 3.17 peut être considéré comme un convertisseur numérique-analogique

(entrée uCNA(k1) - sortie force Fcr(t)) présentant la mise en forme de bruit particulière du

modulateur Σ∆ numérique.

Microsystème Σ∆

MEMS

Analogique Numérique

︸ ︷︷ ︸

CAN : yT (t) → yCAN(k1)

CNA : Fcr(t) ← uCNA(k1)
︷ ︸︸ ︷

γ(t) Accélération

m

GΣF→x(s)
x(t)

KXY

yT (t)
Modulateur

Σ∆Lect

fs2

yΣ∆(k2)
Decim.

4
yCAN (k1)

yident(k1)Sortie pour

l′identification

r

εc(k1)

K(z−1)

0
Ident

eident(k1)
Entrée pour

l′identification

uCNA(k1)
4

Interp.
u′(k2)

Modulateur

Σ∆Act

fs2

u(k2)

yΣ∆,BF(k2)
Sortie de

mesure

CNA

−1
1

−Fcr,max

Fcr,max

Fcr(t)

Fig. 3.17 – Schéma complet de l’architecture proposée

7Echantillonneur à fs2, suivi d’un filtre d’interpolation du 3ème ordre de fonction de transfert HF,D/I(z
−1)

identique à celle du filtre de décimation, équation (3.2).
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3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation physique

Afin de synthétiser un correcteur adapté à l’élément mécanique réel et au point de fonc-

tionnement choisi, le circuit présente les entrées et sorties (eident(k1) et yident(k1)) nécessaires à

l’identification du procédé à asservir vu par le correcteur, à savoir l’élément sensible mécanique et

les parties électroniques nécessaires à la lecture et l’actionnement. La procédure d’identification

permet d’obtenir un modèle à temps discret, noté Gid,u→y(z
−1). Dans cette étude, l’identification

est réalisée en boucle ouverte en ouvrant la boucle grâce au sélecteur noté Ident sur la figure

3.17. L’identification en boucle fermée est néanmoins possible.

D’un point de vue synthèse du correcteur, le modèle simplifié de l’asservissement à réaliser

peut donc être représenté par le schéma de la figure 3.18 qui correspond à la figure 2.7 du

chapitre précédant, sous forme échantillonnée.

r = cste

εc(k1)
Correcteur

K(z−1)
uCNA(k1) εm(k1)

Modèle identifié

Gid,u→y(z
−1) yCAN (k1)

e(k1) byT (k1)em(k1)

Fig. 3.18 – Représentation simplifiée de la boucle d’asservissement de l’accéléromètre

La principale approximation de ce modèle concerne les signaux e(k1) et em(k1) représentant

respectivement, le signal équivalent à l’accélération γ(t) à mesurer et la sortie de mesure yΣ∆,BF (k2)

(figure 3.17).

Le paragraphe 3.4 décrit le bloc nommé “MEMS et Electronique analogique de lecture et

d’actionnement” de la figure 3.15. L’objectif est d’établir le modèle physique du capteur. Les

étapes permettant ensuite de passer de la figure 3.17 à la figure 3.18 sont présentées dans le

paragraphe 3.5.

3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation phy-

sique

On présente ici la structure micro-mécanique (MEMS) de l’accéléromètre considéré. Après

un rappel du principe de détection capacitif, nous proposons un modèle haut niveau du circuit

de lecture, ainsi qu’un modèle de l’actionnement électrostatique nécessaire à l’asservissement de

la masse sismique.

73



Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.4.1 Description de la structure mécanique du micro-accéléromètre

L’élément sensible étudié dans ce chapitre est un accéléromètre micro-usiné sur un substrat

SOI, figure 3.19.

Fig. 3.19 – Photographie du MEMS Locadyn 3D. Photographie c©Tronic’s Microsystem. L’encart

en rouge montre le détail de la structure. La zone en surimpression bleue correspond à la masse mobile et ses

électrodes en forme de peigne. Les bras de suspension sont représentés en vert. La partie visible de l’électrode fixe

E2 est en rouge. La zone bleu clair correspond à la prise de contact permettant de polariser la masse sismique,

par l’intermédiaire des bras de suspension.

Il est composé d’une masse sismique mobile M suspendue et maintenue dans sa position

centrale (x = 0) par quatre bras de suspension (poutre P , figure 3.19). La masse sismique est

sensible aux forces inertielles appliquées dans la direction (Ox) (axe de déplacement autorisé par

les bras de suspension). Des capacités de type peignes interdigités sont formées entre l’électrode

E3 correspondant à la masse sismique mobile M (figure 3.19) et les électrodes fixes E1 et E2. Ces

électrodes permettent de réaliser la lecture du déplacement x(t) (paragraphe 3.4.2) et générer

la force électrostatique Fcr(t) de contre réaction (paragraphe 3.4.3).

La dynamique de la masse sismique est décrite par l’équation (3.3) qui correspond à l’équation

(3.1) complétée par le terme associé à la force de contre-réaction Fcr(t) et les bruits en force

FBn(t) et FBe(t) :

m · ẍ(t) + b0 · ẋ(t) + kmec · x(t) = −m · γ(t) + Fcr(t) + FBn(t) (+FBe(t)) (3.3)
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3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation physique

Le terme m est la masse totale suspendue (ensemble “masse M + doigts mobiles”), b0

représente le coefficient d’amortissement dû à l’écrasement du film d’air8 entre les doigts fixes et

les doigts mobiles [28, 42, 49], kmec est la raideur mécanique associée à la force de rappel exercée

par les quatre bras de suspension. Les formules utilisées pour le calcul des paramètres m, b0 et

kmec sont données en annexe B.2.

Le bruit brownien FBn(t) (ou bruit thermo-mécanique) correspond à la force fluctuante

associée à toute résistance mécanique [37]. Ce bruit en force peut être modélisé par un bruit blanc

de densité spectrale FBn,PSD =
√

4 · kB · T · b [N/
√
Hz], où kB est la constante de Boltzmann,

T désigne la température et b l’amortissement.

Le bruit noté FBe(t) dans l’équation (3.3) correspond au bruit en force généré par l’électronique

au travers des tensions de lecture et d’actionnement (bruit des alimentations notamment). Ce

bruit ne sera pas quantifié dans cette étude. Il est donc indiqué ici entre parenthèse et sera omis

par la suite.

Les figures 3.20(a) et 3.20(b) présentent schématiquement la configuration des peignes inter-

digités des électrodes E1, E2 et E3, respectivement à l’équilibre mécanique (γ(t) = 0, x = 0) et

hors équilibre (γ(t) 6= 0, x 6= 0). Sur ces schémas, un seul doigt des peignes de la masse sismique

(électrode E3) est représenté en vis-à-vis des peignes supérieurs et inférieurs des électrodes E1

et E2 (soit 2 doigts par électrode). La masse sismique de la structure réelle, figure 3.19, possède

au total 160 doigts, soit 80 doigts par électrode.

(a) Accélération nulle (b) Accélération non nulle

Fig. 3.20 – Représentation schématique de l’accéléromètre considéré en l’absence d’accélération

(a) et pour une accélération non nulle (b).

8On considère ici que les pertes dues à l’écrasement du film d’air (squeezed-film damping) sont prépondérantes

pour le système considéré, à pression et température ambiantes. D’autres phénomènes dissipatifs peuvent

également entrer en jeu : pertes dans les ancrages, pertes thermo-élastiques, pertes liées à la qualité des surfaces

ou encore à la présence de non-linéarités [53, 60]. L’expression de l’amortissement est une fonction non linéaire

du déplacement x. Pour l’établissement du modèle physique, nous considérons la valeur de l’amortissement pour

x = 0.
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.4.2 Modélisation de la lecture capacitive

Le déplacement x(t) de la masse sismique par rapport à sa position d’équilibre x = 0 est

déterminé grâce à la lecture de la variation des capacités C13(x) et C23(x) formées respectivement

entre les électrodes E1 et E3 et entre les électrodes E2 et E3. Dans ce paragraphe, nous rappelons

les formules associées au principe de transduction capacitive. Nous évaluons l’impact de la non-

linéarité de la transduction capacitive sur les performances de l’asservissement à réaliser, puis

nous proposons un modèle linéaire associé au circuit de lecture capacitive.

La lecture des capacités C13(x) et C23(x) nécessite l’application de différences de potentiel

V13 et V23 entre les électrodes E1et E3 et entre les électrodes E2 et E3. L’application de ces

différences de potentiel a une conséquence sur la dynamique du capteur. Ce point est traité dans

le paragraphe 3.4.3.

Principe de lecture capacitive simple et lecture capacitive différentielle

Considérons tout d’abord, une électrode plane E3 de surface S mobile selon l’axe Ox en

regard d’une électrode fixe E1, figure 3.21(a).

(a) Configuration simple (b) Configuration différentielle

Fig. 3.21 – Détection capacitive

Les plans E1 et E3 sont séparés d’une distance d13−x (entrefer). Sous l’hypothèse des plans

infinis (S ≫ (d13 − x)2)9, la capacité C13 formée entre les électrodes E1 et E3 est définie par :

C13(x) = ε0 · S ·
(

1

d13 − x

)

(3.4)

où ε0 est la permittivité du vide.

La relation (3.4) liant la variation de la capacité C13 au déplacement x est non linéaire. Son

développement limité autour de x = 0 est donné par :

C13(x) ≃
ε0 · S
d13

·
(

1 +
x

d13
+
x2

d2
13

+
x3

d3
13

+
x4

d4
13

+ · · ·
)

(3.5)

9On trouve dans les articles [33, 36] des relations et/ou des références permettant d’approcher la formule de

la capacité dans le cas où l’hypothèse des plans infinis n’est plus valable.
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3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation physique

Afin d’obtenir une relation présentant une meilleure linéarité, on réalise en général une lecture

différentielle, figure 3.21(b). Les variations des capacités C13(x) et C23(x) sont données par les

relations (3.4) et (3.6). La variation différentielle de capacité ∆C(x) = C13(x) − C23(x) est

donnée par l’équation (3.7).

C23(x) = ε0 · S ·
(

1

d23 + x

)

(3.6)

∆C(x) = ε0 · S ·
(

1

d13 − x
− 1

d23 + x

)

(3.7)

Dans le cas d’un appariement exact des entrefers (d13 = d23 = d0 pour x = 0), les composantes

d’ordre pair du développement limité sont annulées, équation (3.8). Autour de la position x = 0,

la lecture différentielle présente donc une meilleure linéarité que la lecture simple.

d13 = d23 = d0 ⇒ ∆C(x) ≃ 2 · ε0 · S
d0

·
(
x

d0
+
x3

d3
0

+
x5

d5
0

+ · · ·
)

(3.8)

Dans le cas d’un défaut d’appariement (d13 6= d23) pour la position d’équilibre mécanique

x = 0, les termes d’ordre pair du développement limité ne s’annulent pas.

A noter également que la présence de non-linéarités d’ordre pair n’a pas seulement une in-

fluence sur la linéarité de la mesure. Ces termes entrâınent également un repliement du bruit,

notamment le bruit haute-fréquence, dans la bande passante de la mesure. Le phénomène, concer-

nant aussi bien la lecture que l’actionnement, est brièvement abordé dans l’annexe B.3.3. Il est

illustré en boucle fermée dans le paragraphe 3.6.3, figure 3.41.

Circuit de lecture capacitive

La fonction globale du circuit de lecture capacitive est représentée schématiquement par la

figure 3.22. D’une part, il réalise la lecture différentielle ∆C(x, t) = C13(x, t) − C23(x, t) des

capacités formées entre les peignes fixes des électrodes E1 et E2 et ceux de l’électrode mobile

E3 : la masse sismique, figure 3.20. D’autre part, il effectue la conversion analogique-numérique

du signal ∆C(t) en un signal numérique yΣ∆(k2), à savoir le signal de sortie de la mesure en

boucle ouverte, figures 3.15 et 3.17. Une description plus détaillée est proposée dans l’annexe

B.3.

Lecture

et

conversion

A/N

yΣ∆ = 0
Sortie

E3

E2

C23(0)

E1

C13(0)

γ = 0 ⇒ C13 = C23 ⇒ yΣ∆ = 0

(a) Accélération nulle

Lecture

et

conversion

A/N

yΣ∆ > 0
Sortie

E3

E2

C23(x)

E1

C13(x)

γ > 0 ⇒ C13 > C23 ⇒ yΣ∆ > 0

(b) Accélération non nulle

Fig. 3.22 – Représentation schématique du circuit électronique de lecture capacitive différentielle

et de conversion analogique-numérique (A/N)
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

Non-linéarité de lecture capacitive

La figure 3.23 présente l’écart de linéarité maximal δy en fonction du demi-intervalle de sortie

(ymax − ymin)/2, voir annexe B.3. La grandeur (ymax − ymin)/2 est l’équivalent de la limitation

y+
Σ∆ à imposer pour garantir une erreur de linéarité maximale donnée, figure 2.2.

10
−2

10
−1

10
0

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Demi−intervalle de sortie ( yΣ∆,max
 − yΣ∆,min

 )/2

δ y  (
%

)

8.5 81.5 780
Estimation du déplacement  maximal  x    de la masse sismique (nm)

Ecart de linéarité  δ
y
 en fonction du demi−intervalle de sortie

∆
d
 = 0 %

∆
d
 = 2 %

∆
d
 = 5 %

Fig. 3.23 – Ecart de linéarité maximal δy en fonction du demi-intervalle de sortie (ymax−ymin)/2

du circuit de lecture capacitive. Cette courbe est obtenue en imposant différentes étendues

d’entrée [−xmax ; xmax], 1 nm < xmax < d0/3 ≃ 830 nm et en déterminant, pour chacune de ces

étendues, l’écart de linéarité maximal δy et la valeur y+
Σ∆ = (yΣ∆(xmax)− yΣ∆(−xmax)) /2. Les

courbes ∆d 6= 0 représentent la conséquence d’un éventuel défaut d’appariement des capacités

C13(x, t) et C23(x, t), équivalent ici à un décalage de la position d’équilibre de la masse sismique

exprimé en pourcentage de l’entrefer d0, voir annexe B.3.

Cette figure montre que pour atteindre la performance en linéarité souhaitée (0, 001%, ta-

bleau 3.1), l’étendue de sortie du circuit de lecture capacitive doit être limitée à [−0, 016 ; 0, 016],

soit ±1.6% de l’excursion maximale ymax=1 en boucle ouverte. La contrainte y+
Σ∆ = 0, 016 ·ymax

représente la performance en asservissement à réaliser en boucle fermée pour garantir la linéarité

de la mesure du capteur asservi, c.f. paragraphes 2.3.1 et 2.4.2, équation 2.24. Par commodité,

on imposera : y+
Σ∆

ymax
= 1% (3.9)

La figure 3.23 montre également que la performance en linéarité est dégradée en cas de défaut

d’appariement des capacités C13(x, t) et C23(x, t). S’il s’agit d’un simple décalage de la position

d’équilibre de la masse sismique, ce décalage peut et doit être compensé en boucle fermée grâce

à un choix approprié de la consigne r, figure 2.6.
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3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation physique

Modèle linéaire autour du point de fonctionnement

Autour du point de fonctionnement, le circuit de lecture capacitive peut être représenté par

l’équation 3.10 et la figure 3.24, voir annexe B.3.

yΣ∆(t) = KXY · x(t) + byT (t) (3.10)

x(t) KXY
∆C ′(t) yΣ∆(t)

yΣ∆(k2)

by,n(t) Gb,y(s)
byT (t)

Fig. 3.24 – Modélisation haut niveau du circuit de lecture capacitive

où le gain KXY représente le gain entre le déplacement x de la masse M et la sortie numérique

yΣ∆ du circuit de lecture. Gb,y(s) représente la fonction de transfert entre un bruit blanc de

densité spectrale unitaire by,n(t) et le bruit byT (t) introduit par le circuit de lecture capacitive.

Le bruit byT (t) inclut la contribution en bruit de l’électronique de lecture (capacité équivalente

de bruit Cn) et la contribution du bruit de quantification bq,σ du modulateur Σ∆. La figure 3.25

présente l’allure de la fonction de transfert Gb,y(s).
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Fig. 3.25 – Fonction de transfert Gb,y(s) et contributions du bruit de l’électronique et du bruit

de quantification sur la sortie yΣ∆
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3.4.3 Modélisation de l’actionnement

L’application de différences de potentiel V13 et V23 entre les électrodes E1 et E3 et entre

les électrodes E2 et E3 génère un champ de force électrostatique qui permet d’agir sur la

masse sismique. Ce champ de force a un effet sur la dynamique de la masse sismique, même

lorsque V13=V23. Nous rappelons dans ce paragraphe l’expression de la force électrostatique ainsi

que l’effet raideur électrostatique négative. Enfin, nous proposons le modèle de l’actionnement

électrostatique dans le cas du micro-accéléromètre.

Force électrostatique et raideur électrostatique

La figure 3.26(a) reprend la configuration des électrodes planes E1 et E3 de la figure 3.21.

(a) Configuration simple (b) Configuration différentielle

Fig. 3.26 – Détection capacitive

Sous l’hypothèse des plans conducteurs parallèles et de dimensions infinies (S ≫ (d13 − x)2),
l’application d’une différence de potentielle constante V13 entre les électrodes E1 et E3 génère

une force électrostatique attractive entre les plans E1 et E3 définie par [36] :

Felec(x) =
V 2

13

2
· dC13(x)

dx
(3.11)

Considérons à présent la configuration de la figure 3.26 avec d13 = d23 = d0 et des tensions

V13 = V23 = ∆V identiques, la force électrostatique résultante appliquée sur l’électrode mobile

E3 vaut :

Felec(x) =
∆V 2

2
· dC13(x)

dx
+

∆V 2

2
· dC23(x)

dx

=
ε0 · S ·∆V 2

2
·
(

1

(d0 − x)2
− 1

(d0 + x)2

) (3.12)

Soit :

Felec(x) = ε0 · S ·∆V 2 · d0 ·
x

(
d2
0 − x2

)2 (3.13)
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3.4 Présentation de la structure mécanique et modélisation physique

Cette force est positive pour x > 0 et négative pour x < 0. L’application des tensions V13 =

V23 = ∆V génère donc une force électrostatique résultante sur l’électrode E3 tendant à écarter

celle-ci de sa position d’équilibre x = 0. Elle est comparable à une force de rappel non linéaire

dont le coefficient de raideur kelec(x) est négatif ([40, 39, 49, 93],Farga-Marques :2005). Au

premier ordre, on a :

Felec(x) = −kelec,1 · x (3.14)

avec

kelec,1 = −ε0 · S ·∆V
2

d3
0

(3.15)

ou kelect,1 désigne le coefficient de raideur électrostatique associé à la composante linéaire de la

force électrostatique Felec(x) pour V13 = V23 = ∆V .

Le terme de raideur électrostatique vient s’ajouter à la raideur mécanique kmec dans l’équation

(3.3). Il modifie donc la dynamique du capteur.

Un développement limité de l’expression (3.13) montrerait la présence de termes non linéaires

d’ordre supérieur.

Actionnement électrostatique

En appliquant des tensions V13 et V23 différentes aux bornes des capacités C13 et C23, on

génère une force électrostatique Felec,act donnée par :

Felec(x, V13, V23) =
ε0 · S

2
·
(

V 2
13

(d0 − x)2
− V 2

23

(d0 + x)2

)

(3.16)

Soit à l’ordre 0 et en considérant les tensions V13 et V23 constantes :

Felec(x, V13, V23) =
ε0 · S
2 · d2

0

·
(
V 2

13 − V 2
23

)
(3.17)

Pour une position x proche de zéro, on génère donc une force tendant à déplacer l’électrode

E3 vers les x positifs en imposant V13 > V23, et inversement pour V13 < V23. On peut donc

agir sur le déplacement x de l’électrode E3 en appliquant des différences de potentiel V13 et

V23 adéquates. L’effet raideur électrostatique (développement à l’ordre 1) dépend de la stratégie

adoptée pour réaliser l’actionnement et la lecture : tension de lecture et d’actionnement super-

posées (multiplexage en tension), phase de lecture et phase d’actionnement séparées dans le

temps (multiplexage temporel), tensions appliquées sur des électrodes E1 et E2 disposant de

peignes moteurs et de peignes dédiés à la lecture (multiplexage spatial), ...
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

Modèle linéaire approché de l’actionnement du micro-accéléromètre

Pour la stratégie d’actionnement retenue (multiplexage en tension), on peut proposer un

modèle linéaire approché de l’actionnement par force électrostatique, équation (3.18) et figure

3.27, voir annexe B.4.

Fcr(u
′, x, t) ≃ Ku · u′(t)− kelec,1 · x(t) +Ku · bu(t) (3.18)

où u′(t) est un signal fictif représentant le signal u′(k2) (figure 3.17), sous forme analogique ;

bu(t) est le bruit introduit par le modulateur Σ∆Act.

u′(k2)
CNA
idéal u′(t)

Ku Fcr(t)

kelec,1

x(t)

bu,n(t) Gb,u(s)
bu(t)

Fig. 3.27 – Modèle linéaire approché de l’actionnement du micro-accéléromètre

La fonction de transfert Gb,u(s) représente l’équivalent sous forme continue de la fonction de

transfert entre un bruit blanc bu,n(t) de densité spectrale unitaire et le bruit bu(t).
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3.5 Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions de sensibilité.

3.5 Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions

de sensibilité.

Dans ce paragraphe, on assemble les modèles de l’actionnement, de la dynamique de la

masse sismique et de la lecture capacitive afin de proposer un modèle physique du capteur. On

présente ensuite les étapes permettant d’obtenir le modèle pour la commande, figure 3.28. Enfin,

on exprime les objectifs de performances initiaux sous forme de contraintes sur les fonctions

de sensibilité du système bouclé. Ces contraintes serviront de références pour la synthèse du

correcteur en simulation - paragraphe 3.6 - et pour la synthèse du correcteur du démonstrateur

- paragraphe 3.7.

r = cste

εc(k1)
Correcteur

K(z−1)
uCNA(k1) εm(k1)

Procédé à
asservir

G(z−1) yCAN (k1)

e(k1) byT (k1)em(k1)

Fig. 3.28 – Représentation de la boucle d’asservissement pour la synthèse du correcteur

3.5.1 Obtention d’un modèle physique approché

Modèle linéaire approché entre le signal de commande u′ et le signal de sortie

yΣ∆

En injectant le modèle linéaire approché de la force électrostatique, équation (3.18), dans

l’équation initiale de la dynamique de la masse sismique, équation (3.3), on obtient la relation :

m · ẍ(t)+ b0 · ẋ(t)+ kmec ·x(t) ≃ −m ·γ(t)+Ku ·u′(t)− kelec,1 ·x(t)+Ku · bu(t)+FBn(t) (3.19)

Soit encore :

m · ẍ(t) + b0 · ẋ(t) + keff · x(t) ≃ ΣF (t) (3.20)

où :
keff = kmec + kelec,1 (3.21)

et ΣF (t) = −m · γ(t) +Ku · u′(t) +Ku · bu(t) + FBn(t) (3.22)

Le coefficient keff représente la raideur effective du système masse-ressort-amortissement équi-

valent à la dynamique de la masse sismique, lorsque l’effet de la raideur électrostatique négative

kelec,1 est pris en compte. La somme des forces extérieures appliquées sur le système masse-

ressort-amortissement effectif est notée ΣF (t).
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

La fonction de transfert GΣF→x(s) entre l’entrée en force ΣF (t) et le déplacement x(t) de la

masse sismique est donnée par :

GΣF→x(s) =
1

m · s2 + b0 · s+ keff
(3.23)

L’effet de la raideur électrostatique négative sur la fonction de transfert GF→x(s) est illustré

sur la figure 3.29.
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Fig. 3.29 – Effet de la raideur électrostatique sur la fonction du transfert GΣF→x(s). On présente

sur cette figure, le module de la fonction de transfert en l’absence de tension (raideur mécanique

seule) ainsi que ceux correspondant à la fonction de transfert GΣF→x(s) dans le cas de la mesure

en boucle ouverte (Vlect = 1, 65 V olts, Vact = 0) et dans le cas de la mesure en boucle fermée

(Vlect = 1, 65 V olts et Vact = 2, 9 V olts).

Afin de compléter le modèle, on rappelle la relation liant le déplacement x(t) au signal yΣ∆(t),

soit la forme équivalente en temps continu au signal yΣ∆(k2), c.f. équation 3.10 et figure 3.24 :

yΣ∆(t) = KXY · x(t) + byT (t) (3.24)

La figure 3.30 présente le modèle linéaire approché complet entre le signal de commande u′

et le signal de sortie yΣ∆.
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3.5 Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions de sensibilité.

u′(k2)
CNA
idéal u′(t)

Ku

ΣF (t)

FBn(t)

GΣF→x(s)

x(t)

KXY

fs2

yΣ∆(k2)

bu,n(t)

Gb,u(s)

bu(t)

γ(t)

m

by,n(t)

Gb,y(s)

byT
(t)

fs2

yΣ∆,BF (k2)

Fig. 3.30 – Modèle approché entre le signal de commande u′ et le signal de sortie yΣ∆

Simplification du modèle linéaire approché u′ → yΣ∆

Afin de simplifier le modèle de la figure 3.30, on pose :

Gu′→yΣ∆
(s) = Ku · GΣF→x(s) ·KXY (3.25)

Gp =
m

Ku
et e(t) = Gp · (γ(t) + γFBn(t)) (3.26)

où γFBn(t) = 1
m · FBn(t) représente la contribution en bruit brownien ramenée à l’entrée

en accélération. Cette contribution est indissociable de l’accélération à mesurer. On considère

également que le bruit bu(t) peut être négligé (pour l’obtention du modèle pour la commande10).

La figure 3.31 présente le modèle simplifié ainsi obtenu.

u′(k2)
CNA
idéal

u′(t)
Gu′→yΣ∆

(s)
yΣ∆(t)

fs2

yΣ∆(k2)

e(t) byT
(t)

fs2

yΣ∆,BF (k2)

Fig. 3.31 – Modèle simplifié entre le signal de commande u′ et le signal de sortie yΣ∆

10Dans la bande passante de la mesure BPmes, le bruit bu(t), à savoir le bruit introduit par le modulateur

numérique d’actionnement Σ∆Act, est négligeable : SNR ≃ 140 dB. Cette approximation n’est pas valable en

haute-fréquence. Elle est nécessaire pour obtenir un modèle simple.
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

Système en boucle fermée et simplifications supplémentaires

Afin de construire le modèle simplifié pour la synthèse du correcteur (figure 3.28), on remplace

la portion de la boucle de l’architecture proposée comprise entre les signaux u′(k2) et yΣ∆(k2)

(figure 3.17) par le modèle approché développé ci-dessus - figure 3.31. On obtient alors le système

en boucle fermée de la figure 3.32. Sur ce schéma, on a également remplacé les blocs d’adaptation

de fréquence, noté Decim et Interp sur figure 3.17, par les opérations qu’ils réalisent - filtrage

et ré-échantillonnage, c.f paragraphe 3.3.

T (s)fs2

yΣ∆,BF (k2)

Gu′→yΣ∆
(s)

yΣ∆(t)

fs2

yΣ∆(k2)

e(t)

byT
(t)

HF,D/I(z
−1)@fs2

fs1

yCAN(k1)εc(k1)

r

K(z−1)

@fs1

uCNA(k1)

fs2

HF,D/I(z
−1) @fs2

u′(k2)

CNA
idéal

Fig. 3.32 – Modélisation approchée correspondant au schéma de principe de l’architecture pro-

posée - figure 3.17.

Sur le schéma de la figure 3.32, les fonctions de transfert d’intérêt pour la mesure et pour la

commande sont respectivement la fonction de sensibilité T et la fonction de transfert entre la

commande uCNA(k1) et le signal yCAN (k1) disponible pour la commande.

On peut donc considérer, sans perte de validité, le schéma de la figure 3.33 comme schéma

de référence pour la synthèse de la commande.

Sur ce schéma, le signal à estimer e(t) = Gp · (γ(t) + γFBn(t)) est représenté par le signal

e(k1). La sortie de mesure yΣ∆(k2) est représentée par le signal em(k1). La fonction de transfert

entre l’entrée e(k1) à estimer et la sortie de mesure em(k1) est bien décrite par la fonction de

sensibilité T.

Les fonctions de transfert HF,D/I(z
−1) des filtres numériques ont été remplacées par les

fonctions de transfert équivalentes, notées HF,D/I(s), dans le domaine continu. La fonction de

transfert entre la commande uCNA(k1) et le signal yCAN(k1) n’est donc pas modifiée par la

transformation.
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3.5 Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions de sensibilité.

HF,D/I(s) Gu′→yΣ∆
(s) HF,D/I(s)

fs1

byT
(k1)

yCAN(k1)εc(k1)

r

K(z−1)

@fs1

T (z−1)

em(k1)

≃ yΣ∆,BF (k2)

uCNA(k1)

e(k1)

≃ e(t)

CNA
idéal

Fig. 3.33 – Représentation approchée du schéma de la figure 3.32 dans lequel l’entrée à estimer

e(t) et la sortie de mesure yΣ∆(k2) sont représentées par des signaux discrets à la fréquence de

travail du correcteur, e(k1) et em(k1) respectivement.

3.5.2 Représentation du système pour la synthèse du correcteur

On note :

G(s) = HF,D/I(s) ·Gu′→yΣ∆
(s) ·HF,D/I(s) (3.27)

et G(z−1) la fonction de transfert correspondante échantillonnée à fs1.

On obtient la représentation de l’asservissement de la figure 3.18, reprise ici sur la figure 3.34,

en remplaçant le procédé entre le CNA et l’échantillonneur de la figure 3.33 par la fonction de

transfert discrète G(z−1).

r = cste

εc(k1)
Correcteur

K(z−1)
uCNA(k1) εm(k1)

Modèle identifié
ou

Modèle physique

G(z−1) yCAN (k1)

e(k1) byT (k1)em(k1)

Fig. 3.34 – Représentation de la boucle d’asservissement pour la synthèse du correcteur

La synthèse du correcteur est réalisée en considérant le modèle identifié Gid,u→y(z
−1) en

boucle ouverte entre la commande uCNA(k1) et le signal yCAN (k1), plutôt que le modèle physique

G(z−1) - équation 3.27.
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.5.3 Définitions des contraintes sur les fonctions de sensibilité

Les contraintes sur les fonctions de sensibilité permettent de fixer les objectifs de perfor-

mance de la boucle fermée, voir paragraphe 2.3. Ces contraintes servent de références pour le

calcul des paramètres du régulateur par les méthodes de synthèse fréquentielle de correcteurs

linéaires présentées dans le paragraphe 2.4. Les contraintes associées aux objectifs de perfor-

mances pour l’asservissement du micro-accéléromètre considéré sont rassemblées dans le tableau

3.2 et représentées graphiquement sur la figure 3.35. Les considérations permettant de définir

ces contraintes sont détaillées ci-dessous.

- Critère Contrainte
Gamme

de fréquence

Relation

associée

1 - Marge de stabilité ‖S(z−1)‖∞ ≤ 6 dB [0 ; +∞] (2.9)

2 - Marge de stabilité ‖KS(z−1)‖∞ ≤ 15 dB [0 ; +∞] *

3 - Robustesse en stabilité |GS(z−1)| ≤ |W ′−1
T (z−1)| [0 ; +∞] (B.41) et [10]

4 - Linéarité |GS(z−1)| ≤ −40 dB BPmes (3.9)

5 - Erreur de mesure instantanée |S(z−1)| ≤ −100 dB BPmes (2.6)

6 - Bruit issu du CAN |KS(z−1)| ≤ 0 dB BPmes **

7 - Bruit issu du CNA |S(z−1)| ≤ 0 dB BPmes **

Tab. 3.2 – Récapitulatif des contraintes sur les fonctions de sensibilité

Les contraintes 1 à 3 concernent la stabilité et la robustesse en stabilité. La première

contrainte correspond à celle classiquement imposée sur la fonction de sensibilité S pour as-

surer une marge de gain de 6 dB et une marge de phase de 30̊ , équation (2.9). La contrainte 2

concerne la fonction de sensibilité KS. On restreint en général la norme infinie de cette fonction

de sensibilité afin de réduire les sollicitations de l’actionneur. Nous avons fixé arbitrairement cette

valeur à 15 dB. La contrainte 3 est introduite pour assurer la robustesse en stabilité vis-à-vis

d’incertitudes paramétriques, c.f. annexe B.5. La fonction W ′−1
T (z−1) est définie en considérant

un modèle physique de variation des coefficients de raideur keff et d’amortissement b0 en fonc-

tion de la température T et un modèle d’incertitude de type multiplicative inverse.

Les contraintes 4 à 7 sont liées aux performances de la mesure (paragraphe 2.3.1). Elles sont

donc définies sur la bande de fréquence correspondant à la bande passante de la mesure BPmes.

La contrainte 4 permet de garantir la linéarité de la mesure - paragraphe 3.4.2 (non-linéarité

de la lecture capacitive), équation (3.9) et chapitre 2, équation (2.24). La contrainte 5 est une

contrainte supplémentaire par rapport aux spécifications initiales (tableau 3.1). L’objectif de

performance |S(z−1)| ≤ −100 dB sur la bande passante de la mesure correspond à une erreur de

mesure instantanée εm ou erreur dynamique, c.f. paragraphe 2.3.1, de l’ordre de grandeur des

performances en bruit et en linéarité visées.
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3.5 Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions de sensibilité.

Les contraintes 6 et 7 concernent la performance en bruit. Le modulateur Σ∆ numérique et

le circuit de lecture capacitive introduisent des bruits bu(t) (figure 3.30) et byT (t) (figure 3.30 et

3.34) de puissances compatibles avec la résolution en bruit souhaitée dans la bande passante de

la mesure (tableau 3.1). On propose de s’assurer que la boucle ne détériore pas les performances

en bruit, en imposant que le module des fonctions de transfert S et KS soit inférieur à 1 dans

la bande passante de la mesure. En pratique, la contrainte 6 est triviale (voir contrainte 5). Par

ailleurs, le module de la fonction de transfert KS est égal, en basse fréquence, à l’inverse G−1

de la fonction de transfert du procédé. On ne peut donc agir sur cette fonction de transfert en

basse fréquence. La contrainte 7 est donc donnée à titre indicatif.
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Fig. 3.35 – Contraintes sur les fonctions de sensibilité

Des contraintes supplémentaires pourront être ajoutées par la suite, notamment concernant

la robustesse en performance et en stabilité vis-à-vis des incertitudes de fabrication du capteur

et de l’électronique.

Les paragraphes 3.6 et 3.7 présentent les performances de commande et de mesure pour le

modèle de simulation et pour le démonstrateur, après identification des modèles des procédés à

asservir correspondant - fonction de transfert entre la commande uCNA(k1) et le signal yCAN (k1),

paragraphe 3.3.
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3.6 Identification, synthèse du correcteur et performances de

mesure du modèle de simulation

3.6.1 Identification sur le modèle de simulation

Pour le modèle de simulation, l’identification n’est pas forcément indispensable car nous

avons élaboré un modèle physique du comportement du capteur - paragraphe 3.5. Cette étape

est cependant importante car elle permet de valider la méthodologie, en particulier l’aspect

pratique de l’identification. Pour ce système, l’identification du comportement dynamique est

délicate pour plusieurs raisons. On citera notamment la mise en forme particulière des bruits

de quantification liée à la modulation Σ∆, la présence des non-linéarités de l’actionnement

électrostatique et de la lecture capacitive ou encore les interactions possibles entre bruits et

non-linéarités.

L’identification est réalisée en boucle ouverte (entrée eident(k1), sortie yident(k1)) sur le modèle

de simulation complet - figure 3.17 en incluant toutes les sources de bruit et toutes les non-

linéarités du MEMS, de l’actionnement électrostatique et de la détection capacitive. Le signal

d’excitation proposé est une séquence binaire pseudo-aléatoire (SBPA) dont les caractéristiques

sont résumées dans le tableau 3.3. Ce signal a été dimensionné ainsi afin qu’il présente au moins

un échelon de niveau constant et de durée supérieure au temps de réponse du système [16], d’une

part, et que d’autre part sa longueur et donc le temps de simulation ne soient pas prohibitifs .

Paramètre Valeur

Fréquence d’échantillonnage fs1
= 62, 5 kHz

Nombre de registres nR = 16

Rapport de division de fréquence κ = 4

Nombre de périodes Nper = 1

Amplitude [−0, 01 ; 0, 01]

Longueur (en nombre d’échantillons) LSBPA = 262140

Durée 4, 19 secondes

Tab. 3.3 – Caractéristiques de la SBPA

L’identification est réalisée sous Matlab. La meilleure estimation du comportement entrée-

sortie du procédé vu par le correcteur est obtenue pour un modèle de type erreur de sortie

avec trois zéros, quatre pôles et un retard pur. La figure 3.36 trace le diagramme de Bode de

la fonction de transfert du modèle identifié Gid,u→y(z
−1), équation (3.28), et celle du modèle

physique G(z−1), équation (3.27).

Gid,u→y(z
−1) =

0, 0243 · z−1 − 0, 0716 · z−2 + 0, 0676 · z−3

1− 1, 8101 · z−1 + 0, 4817 · z−2 + 0, 5494 · z−3 − 0, 2121 · z−4
(3.28)
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3.6 Identification, synthèse du correcteur et performances de mesure du modèle de simulation
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Fig. 3.36 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert du modèle Gid,u→y(z
−1) identifié

sur le modèle physique complet sous Simulink (courbes en rouge) et diagramme de Bode de la

fonction de transfert du modèle approchée G(z−1) (courbes en bleu), équation (3.27).

3.6.2 Synthèse du correcteur par placement de pôles

A partir du modèle numérique identifié Gid,u→y(z
−1), équation (3.28), la synthèse par pla-

cement de pôles (cf. paragraphe 2.4.1) a été réalisée en imposant les choix suivants :

• Pôles dominants : ceux correspondant à la première fréquence de coupure du modèle en

boucle ouverte, avec un amortissement de 0, 8.

• Parties fixes de HS (afin de respecter au mieux les contraintes de linéarité et d’erreur

de mesure instantanée) :

- Un intégrateur, pour annuler l’erreur statique ;

- Un filtre du deuxième ordre (fréquence naturelle : 60Hz, amortissement : 0, 1), pour étendre

la bande passante de rejet ;

• Pôles auxilaires (contrainte de stabilité sur S) :

- Quatre pôles réels (coefficient α =0, 25, ordre de multiplicité 4) ;

- Deux paires de pôles complexes conjugués (fréquence naturelle 1228, 2 Hz (resp. 1310 Hz),

amortissement 0, 4 (resp. 1)) ;

• Parties fixes de HR (contrainte de stabilité sur KS) : un premier ordre (coefficient α =

-0, 05994)
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Le correcteur (7ème ordre) résultant correspond à celui présenté dans [3, 4]. Les diagrammes

de Bode des fonctions de sensibilité associées sont tracées sur la figure 3.37, en bleu.
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Fig. 3.37 – Fonctions de sensibilité résultantes pour la synthèse par placement de pôles. Place-

ment de pôles orienté performance en bleu et orienté stabilité en courbes rouges discontinues

Par rapport aux objectifs fixés dans le tableau 3.2, le correcteur respecte les contraintes sur

les fonctions de sensibilité GS et KS - linéarité, robustesse en stabilité et transferts des bruits.

Le compromis performance-stabilité, inhérent à tout système bouclé, apparâıt sur le diagramme

de Bode de la fonction de sensibilité S. Le correcteur proposé (en bleu sur la figure 3.37 et [3, 4])

est axé sur la performance en rejet de perturbation, soit la réduction de l’erreur de mesure

εm(t). La marge de stabilité est réduite par rapport aux objectifs fixés (‖S(z−1)‖∞ = 8 dB).

Puisqu’il s’agit d’une marge, ce choix n’a pas de conséquence sur la fonctionnalité du capteur. Il

est possible de synthétiser un correcteur respectant toutes les autres contraintes, hors contrainte

de rejet, courbes en rouge sur la figure 3.37. Sur la bande passante de la mesure [0 ; 122

Hz], le maximum du module de la fonction de sensibilité S, caractérisant l’erreur de mesure

dynamique εm(t) maximale, est inchangé, équation (3.29). Sur la bande de fréquences [0 ; 70

Hz], la performance de rejet est cependant inférieure −48 dB au lieu de −72 dB.

max
f<122 Hz

|S(s = 2 · j · f)| = −48 dB (3.29)

Pour ce capteur, la performance de la mesure est donc limitée par le compromis performance-

stabilité et sa conséquence sur la réduction de l’erreur de mesure dynamique εm(t). La synthèse

H∞ permet d’atteindre des performances similaires, annexe B.6.
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Spécifications Réalisé

Critère Contraintes Fréquences Contraintes Fréquences

1 - Stabilité ‖S(z−1)‖∞ ≤ 6 dB ≤ +∞ 8 dB ≤ +∞
2 - Stabilité ‖KS(z−1)‖∞ ≤ 15 dB ≤ +∞ √

3 - Robustesse |GS(z−1)| ≤ |W ′−1
T (z−1)| ≤ +∞ √

4 - Linéarité |GS(z−1)| ≤ −40 dB ≤ 122 Hz
√

5 - Erreur de me-

sure instantanée

|S(z−1)| ≤ −100 dB ≤ 122 Hz −48 dB ≤ 122 Hz

6 - Bruit (CAN) |KS(z−1)| ≤ 0 dB ≤ 122 Hz
√

7 - Bruit (CNA) |S(z−1)| ≤ 0 dB ≤ 122 Hz
√

Tab. 3.4 – Récapitulatif des contraintes spécifiées et performances de commande atteintes pour

le modèle de simulation. Le symbole
√

indique que la contrainte spécifiée est respectée.

3.6.3 Evaluation des performances de mesure en boucle fermée d’après le

modèle physique

D’après le tableau 3.4, la linéarité de la mesure est assurée. On évalue dans ce paragraphe

l’étendue de mesure, le niveau de bruit et l’erreur dynamique maximale, d’après le modèle

physique (paragraphe 3.5).

Etendue de mesure

L’étendue de mesure est ici limitée par la valeur maximale de la force électrostatique qu’il

est possible de générer, afin de s’opposer à la force d’inertie d’entrâınement s’exerçant sur la

masse sismique. En considérant la figure 3.30 et le fait que la commande u′(k2) soit limitée à

l’intervalle [−1 ; 1] (saturation du modulateur Σ∆Act), on déduit que l’étendue de mesure vaut
[

−Ku

m
;
Ku

m

]

, soit [ -80 m · s−2 ; 80 m · s−2 ] ou [−8, 2 g ; 8, 2 g ]. On note FS = 8, 2 la pleine

échelle en g.

Niveau de bruit

La valeur efficace γn,eff du bruit sur la sortie de mesure yΣ∆,BF est égale à la somme

quadratique des contributions des différentes sources de bruit ramenées à l’entrée. On considère

ici la contribution du bruit brownien, celle du bruit de l’électronique et la contribution des bruits

de quantification.

• Bruit brownien

On considère ici l’expression du modèle de bruit brownien FBn,PSD =
√

4 · kB · T · b [N/
√
Hz]

[37], pour T = 300 K et b = b0, soit la valeur de l’amortissement b(x) pour x = 0 - c.f. an-

nexe B.2. Dans ces conditions, la densité spectrale de puissance du bruit FBn,PSD est égale à

2, 75 pN/
√
Hz. Ce bruit est ramené à l’entrée en accélération, équation (3.30).

93



Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

γn,Bn,PSD =
FBn,PSD

m · g [g/
√
Hz]; γn,Bn = γn,Bn,PSD ·

√

BPmes [g] (3.30)

La densité spectrale de puissance de bruit blanc équivalent en accélération γn,Bn,PSD est

estimée à 2, 3 µg/
√
Hz, soit une valeur efficace γn,Bn sur la bande passante de la mesure BPmes =

[0 ; 122 Hz] égale à 27 µg (−110 dBFS).

• Bruit de l’électronique de lecture capacitive

La capacité équivalente en bruit du circuit de lecture capacitive11, figure B.10, a été estimée

à 12, 4 aF sur la bande passante de la mesure [50], soit Cn,PSD = 1, 12 aF/
√
Hz. Ce bruit est

ramené à l’entrée en accélération, équation (3.31).

γn,Cn,PSD =
Cn,PSD · keff

KXC ·m · g
[g/
√
Hz]; γn,Cn = γn,Cn,PSD ·

√

BPmes [g] (3.31)

Soit γn,Cn,PSD = 1, 5 µg/
√
Hz et γn,Cn ≃ 17 µg (−113, 7 dBFS) sur la bande passante de la

mesure BPmes.

• Bruit de quantification introduit par le modulateur numérique - Σ∆Act

Ce bruit est négligeable. En effet, la valeur efficace du bruit blanc équivalent introduit par

le modulateur Σ∆ peut être estimée à −142 dBFS, équation (B.5). De plus, ce bruit est mis en

forme par la fonction de sensibilité S, dont le module est inférieur à 1 sur la bande passante de

la mesure - équation (3.29).

La valeur efficace γn,eff du bruit sur la sortie de mesure yΣ∆,BF est donc égale à 33 µg pour

une bande passante de 122 Hz, soit environ 3 µg/
√
Hz.

Erreur dynamique

La pleine échelle est 8, 2 g et le maximum de la fonction de sensibilité S est de −48 dB sur

la bande passante de la mesure, équation (3.29). L’erreur de mesure dynamique εm maximale

est donc de 33 mg. Cette erreur peut également être exprimée en terme de distorsion linéaire

de gain (facteur d’échelle SF ) et de phase en examinant la fonction de sensibilité T (module et

phase), figure 3.38

3.6.4 Performances de mesure en simulation

On retrouve, en simulation12, les résultats attendus concernant le bruit en sortie et la linéarité

de la mesure, figure 3.39. La valeur efficace γn,eff du bruit sur la sortie de mesure yΣ∆,BF est

de l’ordre de 20 µg pour une bande passante de 122 Hz - hors contribution du bruit brownien.

L’erreur de linéarité est inférieure au niveau de bruit tant que l’actionnement est efficace, à

savoir pour les accélérations inférieures à 3 g. Cette valeur est inférieure à la valeur théorique

(8, 2 g) à cause de l’effet de saturation du modulateur numérique Σ∆Act.

11Incluant ici le bruit de quantification associé au modulateur de lecture Σ∆Lect.
12Modèle complet : figure 3.17 en incluant la description physique du MEMS, de l’actionnement électrostatique

et de la lecture capacitive. Le modèle du bruit brownien n’a pas été introduit dans ces simulations.

94
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Fig. 3.38 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert T - échelles linéaires

Le tableau 3.5 résume les différents critères de performances considérés dans cette étude.

En simulation, l’architecture proposée permet donc de répondre aux spécifications relatives au

niveau de bruit et à l’erreur de linéarité. La gamme d’entrée nominale est de 3 g. Ce tableau

montre par ailleurs que le facteur limitant, pour l’accéléromètre considéré dans cette étude,

est l’erreur dynamique. On peut réduire cette erreur de manière significative en considérant le

traitement hors-boucle proposé dans le paragraphe 3.8.

Fig. 3.39 – Performances de mesure caractérisées sur le modèle de simulation complet (hors

bruit brownien) : Rapport signal à bruit (SNR - Signal to Noise Ratio) et distorsion harmonique

(THD - Total Harmonic Distorsion), image de la non-linéarité de la mesure.
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Critères Unité Spéc. Th. BO Th. BF Sim. BF

1 - Gamme d’entrée maximale(a) g ± 10 ± 10 ± 8, 2 ± 5

2 - Gamme d’entrée nominale(b) g ± 10 ± 3(f) ± 3(f) ± 3

3 - Bande passante maximale(c) kHz NS ≃ 2, 5 ≃ 3, 4 ≃ 3, 4

4 - Bande passante nominale(d) Hz 122 122 122 122

5 - Niveaux de bruit µg ≤ 100 ≤ 50(g) ≤ 33(g) ≤ 20(h)

6 - Résolution(e) µg NS ≤ 1 ≤ 1 NE

7 - Erreur de linéarité maximale µg ≤ 100 ≤ 10000 ≤ 10 ≤ 4

8 - Dérive en température du facteur

d’échelle(i)

ppm/K NS ≃ 90 ≃ 2 NE

9 - Erreur dynamique maximale mg NS ≃ 205 ≃ 33 ≃ 33(j)

(a) : accélération maximale mesurable sans garantie sur les critères de performance spécifiées

(en particulier la linéarité).

(b) : accélération maximale mesurable avec les performances spécifiées.

(c) : bande passante BPCapt à −3 dB entre l’accélération en entrée et la sortie de mesure.

(d) : bande passante BPMes pour le calcul du bruit et de l’erreur de linéarité maximale.

(e) : résolution numérique équivalente en µg associée au bruit de quantification du modula-

teur Σ∆ de sortie.

(f) : définie arbitrairement pour pouvoir effectuer la comparaison avec les performances

estimées en boucle fermée pour le modèle de simulation.

(g) : somme quadratique des contributions du bruit brownien et du bruit de l’électronique

(hors quantification), en considérant une estimation du bruit brownien (paragraphe B.8)

pour T = 358 K et la valeur de l’amortissement (B.9) pour le déplacement correspondant à

une accélération de 3 g.

(h) : hors bruit brownien, figure 3.39.

(i) : hypothèse : électronique insensible à la température. c.f. annexes B.7 et B.8

(j) : [4], figure 12 : Sur la bande passante [0 ; 122 Hz], les fonctions de sensibilité iden-

tifiées sur le modèle complet sont identiques à celles attendues. L’erreur dynamique est donc

identique à celle de l’estimation théorique (Th. BF).

Autres abréviations : NS - non spécifié ; NE- non estimé

Tab. 3.5 – Spécifications initiales (Spéc.), prévisions théoriques des performances en boucle

ouverte (Th. BO - c.f. annexe B.8) et en boucle fermée (Th. BF) et performances estimées en

simulation pour le modèle complet (Sim. BF) -hors bruit brownien. Gamme de température :

0− 85̊ C. Gamme de pression 0, 8− 1, 2 atm.
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Conséquence d’un défaut d’appariement des peignes capacitifs

Dans ce paragraphe, on évalue de manière qualitative l’effet d’une entrée en force bF (t)

(accélération ou bruit de l’actionnement, figure 3.40) sur la performance en bruit du capteur.

On montre qu’un défaut d’appariement des peignes capacitifs peut conduire à une augmentation

significative du niveau de bruit dans la bande passante de la mesure. On peut relier ce phénomène

à un type d’erreur : l’erreur de rectification [7] - variation du biais de sortie (composante continue

du bruit) sous l’effet d’une perturbation de type vibration.

Le mécanisme mis en jeu est une interaction entre le déplacement x(t) de la masse sismique

et les non-linéarités de la lecture capacitive et de l’actionnement électrostatique. La figure 3.40

présente schématiquement le processus de génération et de transfert d’un bruit br(t) associé à

la non-linéarité de la lecture capacitive. Un mécanisme analogue est associé à la non-linéarité

de l’actionnement électrostatique.

GΣF→x(s)

br(t)

KXY

byT
(t)

fs2

4

Decim.

r

K(z−1)
uCNA(k1)

4

Interp.

u′(k2)CNA
idéal

u′(t)

bu(t)
fs2

yΣ∆,BF (k2)

Ku

bF (t)

FBn(t)

mγ(t)

ΣF (t)

x(t)

∝ GS
S

1

Repliement

2

∝ KS

3

Fig. 3.40 – Processus de génération d’un bruit de repliement lié à la non-linéarité de la lecture

capacitive :

©1 Le déplacement x(t) de la masse sismique est lié à une entrée en force bF (t) par une fonction

de transfert proportionnelle à la fonction de sensibilité GS (GS/Ku/KXY ).

©2 Les composantes haute fréquence du déplacement x(t) sont repliées dans les basses fréquences

par la non-linéarité de la lecture capacitive. On note br(t) le bruit équivalent généré par ce

repliement (voir paragraphe B.3.3).

©3 Le bruit br(t) est transmis sur le signal de sortie yΣ∆,BF (k2) par une fonction de transfert

proportionnelle à la fonction de sensibilité KS (KS ·KXY ).
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Les simulations sur le modèle complet (figure 3.40, avec description physique du MEMS,

de l’actionnement et de la lecture) confirment le rôle de la fonction de sensibilité GS. Comme

pour l’étude de la linéarité de la lecture capacitive (paragraphe B.3.2), le défaut d’appariement

est modélisé par un décalage ∆d de la position d’équilibre de la masse sismique.

On observe, en simulation, le spectre du signal de mesure yΣ∆,BF (k2) pour trois types d’entrée

en force bF (t) :

– un bruit dont le spectre est inclus dans la bande passante de la mesure BPmes, soit

également la bande passante de rejet d’un point de vue asservissement. Ce bruit est centré

sur 40 Hz.

– un bruit de spectre centré sur 1 kHz (fréquence correspondant au gain maximal de la

fonction de sensibilité GS).

– et un bruit de spectre hors bande passante du capteur, centré sur 4 kHz.

La figure 3.41 donne les spectres des entrées bF (t) et des sorties yΣ∆,BF (k2) correspondant

à ces trois cas, pour différents décalages ∆d.

Les figures 3.41(f) et 3.41(b) montrent qu’une partie du bruit haute-fréquence introduit par

le modulateur d’actionnement Σ∆Act est repliée dans la bande passante de la mesure (BPmes=

[0 ; 122 Hz]) en cas de défaut d’appariement des peignes capacitifs. Une accélération de spectre

inclus dans la bande passante BPmes ne conduit pas à une augmentation du bruit (comparaison

entre figures 3.41(f) et 3.41(b), pour des valeurs identiques de décalage).

La figure 3.41(d) montre qu’une entrée en force (par exemple une accélération en dehors de la

bande passante de mesure spécifiée) conduit à une augmentation significative du niveau de bruit.

Ce processus de repliement de bruit est certainement la cause de la dégradation des perfor-

mances en bruit observée sur le démonstrateur, paragraphe 3.7.
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Fig. 3.41 – Spectres de la sortie de mesure yΣ∆,BF (k2) (figures de droite) pour différents spectres

d’entrée en force bF (t) (figures de gauche). Simulations du modèle complet hors bruit brownien

et bruit de l’électronique pour des décalages ∆d de la position d’équilibre mécanique de la masse

sismique égaux à 0, 1 et 5% de l’entrefer nominal d0. Les figures de gauche donnent également

le module de la fonction de sensibilité GS correspondant au correcteur utilisé.
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3.7 Identification, synthèse du correcteur et performances de

mesure du démonstrateur

3.7.1 Dispositif expérimental

Le capteur fabriqué par Tronics Microsystems et le circuit développé au LETI ont été montés

sur la carte de test présentée en figure 3.42(a).

(a) Dispositif expérimental (b) Défaut de gravure

Fig. 3.42 – Dispositif expérimental et exemple de défaut du 1er silicium de la structure mécanique

(photographie c©Tronics Microsystems)

Pour ce démonstrateur, la tension maximale possible pour l’actionnement est plus faible que

celle prévue pour le modèle de simulation. Ceci est attribué à une non-homogénéité des entrefers

pour ce premier silicium capteur (figure 3.42(b)).

La figure 3.43 donne, pour un actionnement non symétrique, la courbe de variation de la

capacité C13 (ou C23) formée entre une électrode fixe et la masse mobile en fonction de la

différence de potentiel V13 appliquée à ces bornes, figure 3.43pour le démonstrateur. La tension

de collage est d’environ 2, 2 Volts pour le démonstrateur contre 2, 7 Volts pour le modèle de

simulation.

La tension symétrique d’actionnement Vact a donc été réduite de 2, 9 Volts (simulation) à

2, 5 Volts (démonstrateur).

Par ailleurs, les fréquences d’échantillonnage ont du être diminuées d’un facteur 2, 85 pour

permettre le bon fonctionnement du système. Ceci est principalement lié à des constantes de

temps des pistes de la carte de test trop importantes. Pour le test, les modulateurs Σ∆ sont

donc échantillonnés à 87, 5 kHz et le correcteur travaille à 21, 875 kHz (contre 250 kHz et 62, 5

kHz respectivement en simulation).
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Fig. 3.43 – Tensions de collage pour le modèle de simulation (courbe bleue) et pour le

démonstrateur (point rouges)

3.7.2 Identification du modèle

L’identification sur le démonstrateur s’est révélée plus délicate que sur le modèle de simu-

lation. Sur le plan matériel, les paramètres de la séquence d’excitation ont du être réévalués

pour que sa longueur soit compatible avec la capacité limitée de la carte d’acquisition. Sur le

plan technique, les principales difficultés ont été les non-linéarités plus importantes du capteur,

le gain d’actionnement plus faible et le niveau de bruit plus élevé que prévu. Le diagramme de

Bode du modèle identifié, équation (3.32), est donnée en figure 3.44 - courbes rouges.

Gid,u→y(z
−1) =

0, 001419 · z−1 − 0, 004678 · z−2 + 0, 01435 · z−3 − 0, 01809 · z−4

1− 1, 998 · z−1 + 1, 406 · z−2 − 0, 5628 · z−3 + 0, 164 · z−4 (3.32)

La réponse attendue d’après le modèle physique, équation (3.27), pour une tension d’action-

nement Vact = 2, 5 Volts est tracée en bleu. On rappelle également en noir la réponse du modèle

étudié de simulation.

La réponse en phase du démonstrateur pour les fréquences supérieures à 1, 5 kHz est proche

de celle attendue en théorie. L’effet des filtres de décimation et d’interpolation semble donc être

identifié. En dehors de cette portion de courbe du diagramme de Bode, le modèle identifié est

très éloigné du modèle physique. Les origines restent à déterminer - défaut d’appariement des

capacités, bruit et non-linéarité trop importants, amortissement sous-évalué.

101
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Fig. 3.44 – Diagramme de Bode du modèle identifié sur le démonstrateur et réponse attendue

d’après le modèle physique pour 2, 5 et 2, 9 Volts

3.7.3 Synthèse du correcteur et analyse des performances de l’asservissement

A partir de ce modèle, la procédure de synthèse par placement de pôles permet d’obtenir,

en boucle fermée, les fonctions de sensibilité en rouge de la figure 3.45.

Les performances de l’asservissement pour le démonstrateur sont décrites ci-dessous et ras-

semblées dans le tableau 3.6.

• Fonction de sensibilité SG :

La fonction de sensibilité SG présente une atténuation de 40 dB pour les fréquences inférieures

à 35 Hz (contre 122 Hz en simulation). La linéarité de la mesure est donc assurée sur cette

gamme de fréquence.

• Fonction de sensibilité S :

Par rapport au modèle de simulation, la bande de rejet de perturbation optimale est réduite à

25 Hz contre 70 Hz pour le modèle de simulation. Sur cette bande, l’atténuation est de 60 dB.

Sur la bande de fréquence [0 ; 35 Hz], l’atténuation est de 40 dB.

• Fonction de sensibilité KS :

La fonction de sensibilité KS présente un gain supérieur à 1 pour les basses fréquences (2 dB).

La boucle amplifie donc la contribution du bruit introduite par le circuit de lecture capacitive.
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Fig. 3.45 – Fonctions de sensibilité pour le démonstrateur en rouge. Les fonctions de sensibilité

en bleu correspondent à celles obtenues pour le modèle de simulation.

Spécifications Réalisé

Critère Contraintes Fréquences Contraintes Fréquences

1 - Stabilité ‖S(z−1)‖∞ ≤ 6 dB ≤ +∞ √

2 - Stabilité ‖KS(z−1)‖∞ ≤ 15 dB ≤ +∞ √

3 - Robustesse |GS(z−1)| ≤ |W ′−1
T (z−1)| ≤ +∞ √

4 - Linéarité |gS(z−1)| ≤ −40 dB ≤ 122 Hz
√ ≤ 35 Hz

5 - Erreur de me-

sure instantanée

|S(z−1)| ≤ −100 dB ≤ 122 Hz −40 dB ≤ 35 Hz

6 - Bruit (CAN) |KS(z−1)| ≤ 0 dB ≤ 122 Hz 2 dB ≤ 35 Hz

7 - Bruit (CNA) |S(z−1)| ≤ 0 dB ≤ 122 Hz
√ ≤ 35 Hz

Tab. 3.6 – Récapitulatif des contraintes spécifiées et performances de commande atteintes pour

le démontrateur. Le symbole
√

indique que la contrainte spécifiée est respectée.
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.7.4 Performances de mesure du démonstrateur

La figure 3.46 rappelle les sorties disponibles pour la mesure et l’analyse des performances

du capteur.

γ(t)

MEMS et Electronique analogique

∫ ∫

ref

CNA

1bit
@fs2

yΣ∆(k2)
Sortie de mesure
en boucle ouverte
(Mod. Σ∆Lect)

Correcteur

Numérique

1bit
@fs2

Sortie de mesure
en bouclefermée
(Mod. Σ∆Aect)

yΣ∆,BF (k2)

Fig. 3.46 – Sorties de mesure en boucle fermée yΣ∆,BF (k2) et en boucle ouverte yΣ∆(k2)

Le circuit de lecture13 a tout d’abord été testé seul (MEMS non connecté, mode test

électrique). Le niveau de bruit mesuré est de −108, 2 dBFS pour une bande passante de 50

Hz, soit 1, 43 aF/
√

(Hz) (pleine échelle 2, 6 pF ). Sa consommation est de 150 µA sous 3, 3

Volts [1] . Une comparaison de la performance du circuit de lecture seul, par rapport à l’état

de l’art des circuits universitaires et commerciaux est donnée en figure 3.47. Cette comparaison

considère le facteur de mérite suivant [64] :

FOM =
4 · kB · T ·DR2 ·BW

Power
(3.33)

où kB , T , DR, BW et Power sont respectivement la constante de Boltzmann, la température,

la gamme d’entrée, la bande passante et la puissance totale dissipée.

Fig. 3.47 – Comparaison des performances des circuits de lecture capacitive. Le circuit de cette

étude est encadré en rouge

13NB : La conception du circuit ne fait pas partie des contributions de cette thèse.
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3.7 Identification, synthèse du correcteur et performances de mesure du démonstrateur

Lorsque le capteur est connecté en boucle ouverte, le niveau de bruit mesuré sur la sortie yΣ∆

du modulateur analogique Σ∆Lect passe de−108, 2 dBFS à −103, 9 dBFS. Cette dégradation

peut être attribuée aux capacités parasites de la carte de test, à une contribution du bruit

brownien plus importante que prévue (−111 dBFS pour le modèle nominal approché) ou au

bruit réfléchi [49]. La figure 3.48 donne le spectre de la sortie yΣ∆ pour le capteur en boucle

ouverte en l’absence d’accélération (capture d’écran sous Labview R©).

Fig. 3.48 – Démonstrateur en boucle ouverte. Sortie Σ∆Lect. Accélération constante (0g).

La figure 3.49 donne les captures d’écran des sorties yΣ∆,BF et yΣ∆ des modulateurs (numérique

Σ∆Act et analogique Σ∆Lect) en boucle fermée et en l’absence d’accélération.

(a) Sortie Σ∆Act - Spectre (b) Sortie Σ∆Lect -Spectre

Fig. 3.49 – Signaux en sortie du démonstrateur en boucle fermée en l’absence d’accélération

En boucle fermée, le niveau de bruit mesuré sur le signal de sortie yΣ∆,BF du modulateur

numérique Σ∆Act est de −88 dBFS (pleine échelle 10 g). Cette augmentation du niveau de bruit

en boucle fermée a été observée pour d’autres accéléromètres asservis [35, 47]. Nous attribuons

cette augmentation du niveau de bruit au processus de repliement de bruit présenté dans le

paragraphe 3.6.3.
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

(a) Sortie yΣ∆,BF (Σ∆Act) - Spectre (b) Sortie yΣ∆ (Σ∆Lect) - Spectre

(c) Sortie yΣ∆,BF (Σ∆Act) - Temporel (d) Sortie yΣ∆ (Σ∆Lect) - Temporel

Fig. 3.50 – Signaux en sortie du démonstrateur en boucle fermée, accélération imposée à la

main. La pleine échelle de l’affichage correspond à 10 g.

Hormis le niveau de bruit plus important, les spectres des sorties yΣ∆,BF et yΣ∆ présentent

un pic de bruit pour une fréquence d’environ 1 kHz - fig. 3.49(a) et 3.49(b). Ce pic n’est pas

présent sur le spectre de mesure en boucle ouverte, fig. 3.48, ni sur les fonctions de sensibilité

en boucle fermée, fig. 3.45. Il correspond par contre à la fréquence de résonance attendue pour

le modèle nominal, fig. 3.44. L’hypothèse à privilégier pour expliquer la présence de ce pic est

que le fonctionnement en boucle fermée modifie le comportement dynamique entrée-sortie du

capteur - entrée uCNA(k1), sortie yCAN (k1). Si tel était le cas, la synthèse d’un correcteur adapté

au comportement en boucle fermée permettrait d’améliorer les performances - bruit et bande

passante. Cette hypothèse sera prochainement vérifiée en effectuant une identification en boucle

fermée.

Il est également intéressant d’observer la différence entre la mise en forme du bruit sur le si-

gnal yΣ∆ en sortie de lecture capacitive (Σ∆Lect) en boucle ouverte (fig. 3.48) et la mise en forme

du bruit sur cette même sortie en boucle fermée (fig. 3.49(b)). Dans la bande de fréquence où

l’asservissement est optimal, à savoir [0 ; 25 Hz], le régulateur fait en sorte qu’à chaque instant
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Fig. 3.51 – Simulation Matlab/Simulink à partir du modèle identifié et du correcteur synthétisé.

Les densités spectrales des bruit injectés en entrée et sortie sont déduites des mesures éffectuées

sur le démonstrateur. De même, nous avons imposé une accélération semblable à celle imposée

au démonstrateur.

le déplacement x de la masse sismique s’oppose au bruit byT (t) (figure 3.32) de l’électronique

analogique de la lecture capacitive : les fluctuations du signal yΣ∆ en sortie de lecture capacitive

en boucle fermée sont nettement inférieures au propre bruit byT (t) de l’électronique.

La figure 3.50 donne les spectres et les allures temporelles de ces mêmes sorties en présence

d’une entrée en accélération périodique (générée ici manuellement). On peut retrouver les mises

en forme caractéristiques (hors pic à 1 kHz) et les allures temporelles de ces signaux en simulation

(fig. 3.51).
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Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.7.5 Conclusions concernant les résultats du démonstrateur

Ce démonstrateur, premier silicium capteur et premier silicium circuit, présente en boucle

fermée des performances bien placées par rapport à l’état de l’art des capteurs commerciaux

en 2004, date à laquelle ont été effectuées ces mesures (tableau 3.7). Tout en présentant un

facteur de mérite supérieur14, l’erreur de linéarité est 4 à 35 fois inférieure à celles des capteurs

commerciaux considérés.

Société AnalogDevice MEMS IC VTI Cette étude

Réf. produit ADXL320 MXD7210 SCA320 Sim Dem unité

Type OL OL OL CL CL

Etendue de mesure (FS) 5 10 12 8 ≥ 5 g

Nombre d’axes 2 2 1 1 1

Bande passante (BPmes) 50 1 400 122 50 Hz

Bruit sur BPmes 318 400 96 3 60 µg/
√
Hz

Non-Linéarité 0, 2 1 1, 7 0, 001 0, 01 %FS

Type de sortie analog PWM analog Σ∆ Σ∆

Alimentation 3 5 3 3, 3 V olt

Consommation 1, 5 16 10 2, 7 mW

Facteur de mérite 4, 2 1 20 131, 6 ∗

Tab. 3.7 – Etat de l’art des accéléromètres en 2005. Abréviations : analog=sortie analogique,

PWM = modulation de largeur d’impulsion, Σ∆= sortie numérique Σ∆ sur 1 bit, Sim =

modèle de simulation, Dem = démonstrateur (1er silicium). ∗ : référence accéléromètre MEMS

IC-MXD7210. Dans le cas des capteurs à sortie analogique, les niveaux de bruit ramenés à

l’entrée incluent le bruit des filtres RC anti-repliement recommandés.

L’avantage premier de l’architecture proposée est d’avoir permis la synthèse d’un premier

correcteur, malgré un comportement dynamique du capteur fabriqué éloigné de celui du modèle

physique de simulation.

Le second avantage est de présenter deux sorties numériques yΣ∆,BF et yΣ∆ haute résolution

- rapport signal à bruit maximal théorique de 140 dB sur la bande passante de la mesure BPmes

(équation B.6). La première sortie, yΣ∆,BF , est la sortie de mesure en boucle fermée (figure 3.17).

On montre dans le paragraphe 3.8 que le second signal, yΣ∆ (ou le signal équivalent yCNA(k1)

échantillonné à fs1), peut être utilisé pour réduire de manière significative l’erreur de mesure

dynamique εm(t).

14Equation (3.33) modifiée en considérant la puissance dissipée divisée par le nombre d’axes plutôt que la

puissance totale
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3.8 Réduction de l’erreur de mesure dynamique par observateur

3.8 Réduction de l’erreur de mesure dynamique par observateur

Le tableau 3.5 (ligne 9) montre que l’erreur de mesure dynamique εm(t), figure 3.52, est

environ 1000 fois plus importante que l’erreur aléatoire (niveaux de bruit - ligne 5). C’est donc

le principal facteur limitant de l’architecture proposée. Cette erreur peut être corrigée en dehors

de la boucle. La référence [30] propose la reconstruction de l’accélération par un filtre de Kalman

étendu. Puisque em(t)−εm(t) = e(t), figure 3.52, on propose dans ce paragraphe de reconstruire

l’accélération en entrée en additionnant au signal em(t), un signal de correction d’erreur −ε̂m(t).

L’estimation du signal de correction d’erreur ε̂m(t) est obtenue par un observateur H∞. Dans le

domaine des microsystèmes, l’application de la synthèse H∞ pour la reconstruction d’un signal

inconnu est également proposée dans les références [54, 55].

3.8.1 Principe et formulation du problème

On reprend ici le schéma de la figure 2.5, modifié en considérant la consigne d’asservissement

r(t) et la notation e(t) = e∗(t) + be(t) avec be(t) = bact(t) + bεm(t).

MEMS et électronique analogique

(Signaux inaccessibles)

p(t) Gp

be(t)

e(t) εm(t)
Transducteur

G(s)
yT (t)

r(t)

εc(t)
Correcteur

K(s) em(t)

u(t)

byT (t)

Fig. 3.52 – Capteur asservi - point de vue capteur

Les relations entre les entrées et les différents signaux de la boucle, équations (2.3-2.6), sont

rappelées ici :

u(t) = em(t) = T (s) · e(t) + KS(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(3.34)

yT (t) = T (s) · r(t)− SG(s) · e(t) + S(s) · byT (t)(t) (3.35)

εc(t) = SG(s) · e(t) + S(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(3.36)

εm(t) = −S(s) · e(t) + KS(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(3.37)

109
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3.8.2 Structure du bloc de reconstruction de l’entrée e(t)

On propose un bloc de reconstruction réalisant l’opération ê(t) = em(t)− ε̂m(t), figure 3.53,

où ε̂m(t) est une estimation du signal εm(t) (ce signal n’est pas accessible, figure 3.52). Le

filtre de fonction de transfert Kε(s) réalise l’estimation ε̂m(t) du signal εm(t) à partir du signal

εc(t). Cette structure de reconstruction de l’entrée e(t) est semblable à celle proposée dans les

références [61, 62].

e(t)

εm(t)

G(s)
yT (t)

r

εc(t)
K(s) em(t)

Mesure
avant

correction

u(t)

byT (t)

Bloc de correction

de l′erreur dynamique Kε(s)
ε̂m(t)

ê(t)
Mesure
corrigée

εm(t)

Erreur
avant

correction

εê(t)
Erreur
après

correction

Fig. 3.53 – Structure du système de correction de l’erreur de mesure hors boucle. Le signal e(t)

étant inconnu, la construction des signaux d’erreur εm(t) et εê(t) est indiquée par des lignes en

pointillé.

3.8.3 Fonction de transfert du filtre Kε(s)

La fonction de transfert du filtre Kε(s) à réaliser est Kε(s) = −G−1(s) [62]. En effet, en

écrivant les équations relatives au système de la figure 3.53 avec Kε(s) = −G−1(s), on obtient :

ê(t) = em(t)− ε̂m(t) = em(t)−Kε(s) · εc(t)
ê(t) = (T (s) + S(s)) · e(t) +

(
KS(s) +G−1(s) · S(s)

)
·
(
r(t)− byT (t)

)

ê(t) = e(t) +
(
KS(s) +G−1(s) · S(s)

)
·
(
r(t)− byT (t)

)

(3.38)

Si la bande passante considérée pour la mesure BPmes correspond à la plage de fréquence où

l’asservissement est efficace, on a S(s)≪ 1 et K(s)≫ 1, soit KS(s) ≃ G−1(s), par conséquent :

KS(s) +G−1(s) · S(s) ≃KS(s) ∀ω ∈ BPmes (3.39)

Soit :
ê(t) = e(t) + KS(s) ·

(
r(t)− byT (t)

)
(3.40)

à comparer à la sortie de mesure initiale :

em(t) = T (s) · e(t) + KS(s) ·
(
r(t)− byT (t)

)
(3.41)
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La structure du bloc de correction et le choix Kε(s) = −G−1(s) permettent donc de s’affranchir

de l’effet de filtrage de la fonction T (s) sur l’entrée e(t), sans dégradation des performances en

bruit. Par contre, la fonction G−1(s) n’est en général pas réalisable (fonction de transfert non

propre) [61]. Un filtre Kε(s) approchant la fonction de transfert G−1(s) peut être obtenu par la

synthèse H∞ (paragraphe 3.8.4).

3.8.4 Synthèse de l’observateur Kε(s) par la synthèse H∞

On utilise ici la propriété que le correcteur central (fourni par l’algorithme de Glover-Doyle)

a une structure d’observateur [12]. On considère donc la structure d’interconnexion, figure 3.54,

associée au système de la figure 3.53 (synthèse du filtre Kε(s) uniquement). Pour simplifier le

schéma, on considère le cas r(t) = 0 et on ne fait pas apparâıtre les entrées en bruit be(t) et

by(t). Leurs influences ont été traitées dans le paragraphe précédent.

wε = e(t) −S(s)
εm(t)

G(s)

r = 0

εc(t)
yε(t)

Wε(s) ε̃ê(t) = zε(t)

εê(t)

Pε

ε̂m(t)

Kε(s)

uε(t)

Fig. 3.54 – Structure d’interconnexion associée au système de la figure 3.53 pour la synthèse du

filtre Kε(s)

La matrice d’interconnexion du système est la suivante :
[

zε(t)

yε(t)

]

=

[

−Wε(s) · S(s) Wε(s)

SG(s) 0

]

·
[

wε(t)

uε(t)

]

(3.42)

où la fonction de pondération Wε(s) permet d’ajuster l’atténuation et la bande de fréquence

de la réduction de l’erreur εê(t). En utilisant la transformation linéaire fractionnelle (2.16), on

obtient en boucle fermée :

Fl(P ,K) = Wε(s) ·
(
Kε(s) · SG(s)− S(s)

)
(3.43)

Si elle converge, la synthèse H∞ fournit une fonction de transfert stable et réalisable Kε(s)

tendant vers G−1(s) sur la bande de fréquence où la fonction de pondération Wε(s) présente un

gain important.

111



Chapitre 3 : Accéléromètre passe-bas asservi

3.8.5 Application au modèle de simulation de l’accéléromètre

La synthèse de l’observateur Kε(z
−1) ne peut s’effectuer à partir du modèle Gid,u→y(z

−1)

identifié en boucle ouverte. En effet, le comportement dynamique entre l’entrée uCNA(k1) et la

sortie yCAN(k1) est modifié par l’asservissement, y compris dans le cas du modèle de simulation.

L’identification en boucle fermée du modèle Gid,u→y,BF (z−1) est proposée dans l’annexe B.9.

Pour la fonction de pondération imposée Wε(s), figure 3.55, les itérations de la synthèse H∞

convergent vers une valeur de γ égale à 1, 07. Le correcteur central résultant est du 36ème ordre.

Il est réduit à un filtre Kε(z
−1) du 13ème ordre sans dégradation de performance.

La figure 3.55 donne également en bleu la fonction transfert entre l’entrée p̃(t) et l’erreur

εê(t) après reconstruction et, en rouge, la fonction transfert entre l’entrée p̃(t) et l’erreur εm(t),

sans correction. D’après cette figure, l’erreur dynamique maximale peut être réduite de 60 dB

sur la bande passante BPmes = [0 ; 122 Hz].
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Fig. 3.55 – Fonction de transfert entrée-erreur avant correction en rouge, fonction de pondération

pour la synthèse H∞ en noir et fonction de transfert entrée-erreur avec correction en bleu.
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Le diagramme de Bode de la fonction de transfert de l’observateur Kε(z
−1) est tracé en

figure 3.56. Cette figure montre l’adéquation, sur la bande de fréquence fixée par Wε(s), entre

la fonction de transfert 1/Gid,u→y,BF (z−1) à réaliser a priori et celle du filtre Kε(z
−1) obtenu.
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Fig. 3.56 – Diagramme de Bode de l’observateur Kε(z
−1) obtenu par la procédure de synthèse

H∞ et diagramme de Bode de l’inverse de la fonction de transfert du modèle identifié en boucle

fermée.

Essai en simulation

On considère ici le schéma de simulation de la figure 3.57, correspondant au schéma de

principe de la figure 3.53. Les sorties de mesure sans correction em(t) et avec correction ê(t)

sont comparées à l’entrée en accélération imposée p(t) après calibrage en statique. La figure 3.58

donne les spectres des erreurs de mesure dynamique sans correction εm(t) et avec correction εê(t),

pour une accélération p(t) en entrée de type bruit blanc. Cette figure montre que la réduction

d’erreur est moins importante que celle prévue par la figure 3.55. En effet, l’implémentation

simulée ici n’est pas optimale : le schéma de la figure 3.53 ne tient pas compte de l’effet du filtre

d’interpolation (Interp). On observe par contre une réduction de 20 dB de l’erreur dynamique

sur une bande passante [0 ; 90 Hz].
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MEMS et Electronique analogique

R R

ref

CNAΣ∆
num.

FIR
Interp.

F IR
Dec.

y(k1)

r = 0

εc(k1)
K(z−1)

em(k1)

Kε(z
−1)

ε̂m(k1)ê(k1)

Accélération

p(t)

KcGain de

calibration

εê(k1)

Erreur avant

calibration

εm(k1)

Erreur après

calibration

Fig. 3.57 – Système considéré pour la validation du bloc de correction avec synthèse H∞ de

l’observateur Kε(z
−1)
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Perspectives d’amélioration pour la correction de l’erreur dynamique

La figure 3.59 propose une autre configuration du bloc de réduction de l’erreur dynamique.

Dans cette configuration, le filtre de correction Kε,id(z
−1) (filtre du 4ème ordre, échantillonné à

fs2 = 250 kHz) est obtenu par identification fréquentielle [22]. Les performances sont meilleures :

la réduction de l’erreur est de 40 dB, figure 3.60. Par contre, ce filtre est moins bien conditionné

puisque l’échantillonnage est trop important par rapport à la dynamique à corriger. Ce point

est mis en évidence sur la figure 3.61 : le lieu des pôles et des zéros du filtre Kε,id(z
−1) dans

le plan imaginaire est comparé à celui du filtre Kε(z
−1) (échantillonné à fs1). L’obtention d’un

compromis entre ces deux configurations n’est pas développée ici et peut faire l’objet d’une

extension de ces travaux.
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Fig. 3.59 – Configuration pour correction de l’erreur dynamique en utilisant les signaux de sortie

des modulateurs Σ∆ échantillonnés à fs2 = 250 kHz. Le filtre de correction Kε,id(z
−1) est ici

obtenu par identification fréquentielle.
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bruit brownien et bruit de l’électronique.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.9
0.8
0.70.60.50.40.30.20.1

0.6π/T 0.5π/T 0.4π/T 0.3π/T 0.2π/T

0.1π/T

0.6π/T 0.5π/T 0.4π/T 0.3π/T 0.2π/T

0.1π/T

Partie Réelle

P
ar

tie
 Im

ag
in

ai
re

(a) Kε(z
−1)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.9

0.8

0.7

0.6

0.1π/T

0.1π/T

Partie réelle

P
ar

tie
 im

ag
in

ai
re

(b) Kε,id(z−1)

Fig. 3.61 – Lieu des pôles et des zéros des filtres Kε(z
−1) et Kε,id(z

−1) dans le plan imaginaire
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3.9 Conclusion du chapitre 3

Ce chapitre présente l’étude d’un micro-accéléromètre passe-bas asservi. Après un rappel

du principe de mesure mis en œuvre dans les accéléromètres Σ∆, on propose une architecture

de système de commande s’appuyant sur la formulation du chapitre 2. Cette nouvelle architec-

ture a l’avantage d’être très flexible. En effet, l’asservissement est réalisé grâce à un correcteur

numérique entièrement programmable de sorte que les performances du capteur peuvent être

adaptées en fonction du capteur réellement fabriqué et de l’application visée.

Deux méthodes de synthèse fréquentielle de correcteur sont proposées : la synthèse par pla-

cement de pôles et la synthèse H∞. Ces deux méthodes permettent d’atteindre des performances

similaires pour l’asservissement.

La robustesse en stabilité vis-à-vis des variations des paramètres avec les conditions de fonc-

tionnement est abordée pour le modèle de simulation et pourra être étendue au démonstrateur

après obtention d’une description des incertitudes sur les paramètres (dispersions technologiques,

variations en fonction de la pression et de la température).

La faisabilité est montrée en simulation et validée sur le démonstrateur (premier silicium du

circuit et du capteur). Les performances globales du démonstrateur (facteur de mérite incluant

la résolution, la bande passante, et la consommation) sont supérieures à l’état de l’art des

accéléromètres. L’erreur de linéarité est 4 à 35 fois inférieure à l’état de l’art.

Le démonstrateur présente actuellement un niveau de bruit équivalent en accélération de 60

µg/
√
Hz sur une bande passante de 50 Hz. Après identification en boucle fermée et synthèse

d’un correcteur mieux adapté, les performances du démonstrateur devraient se rapprocher de

celles attendues en simulation, à savoir 3 µg/
√
Hz sur une bande passante de 122 Hz et une

erreur de linéarité inférieure au niveau de bruit (0, 001 %FS).

Les performances en bruit pourront aussi être améliorées en adaptant la pleine échelle de la

détection capacitive au déplacement maximal en boucle fermée. En effet, le circuit de lecture de

ce démonstrateur a été conçu pour que le capteur puisse également fonctionner en boucle ouverte.

La détection n’est pas donc optimale en terme de rapport signal à bruit pour un fonctionnement

en boucle fermée.

On propose enfin une solution s’inspirant des techniques d’observation visant à améliorer

les performances dynamiques du système (gain unitaire et déphasage le plus faible sur la bande

passante). En simulation, elle permet de réduire l’erreur de mesure instantanée d’environ 40 dB

sur la bande de fréquence [0 ; 90 Hz].

117





Troisième partie

Exploitation d’une non-linéarité

mécanique dans les microsystèmes et

nanosystèmes





Chapitre 4

Microsystèmes, résonateur et

oscillateur de Duffing

Résumé

Ce chapitre introduit quelques origines physiques de l’apparition de la non-linéarité dite

de Duffing dans les systèmes vibro-mécaniques et en particulier dans les microsystèmes. Les

caractéristiques principales du résonateur et de l’oscillateur de Duffing sont ensuite rappelées.

4.1 Introduction

On voit apparâıtre dans la littérature un nombre croissant d’articles proposant des prin-

cipes de fonctionnement (mesure, traitement de l’information) non basés sur un fonctionne-

ment linéaire. Il peut s’agir de systèmes proposant des principes d’amplification paramétrique

[68, 75, 79, 81, 89, 97, 99, 100, 105, 112, 111] où d’exploitation de régimes essentiellement non

linéaires, tels que les régimes chaotiques [69, 71, 88, 95, 101, 102, 106, 107].

Des études associent également certaines propriétés remarquables de systèmes biologiques

particuliers à un principe de fonctionnement mettant en œuvre des oscillateurs non linéaires ou

des couplages entre des oscillateurs non linéaires - oreille [73, 78, 87, 85, 86, 103, 104], locomotion

[70, 84]. On notera également l’analogie parfois proposée entre le principe de fonctionnement de

l’oreille et le principe de super-régénération (amplification paramétrique exploitant une insta-

bilité). En particulier, ce principe a récemment été mis en œuvre pour la détection de signaux

Ultra Wide Band [2].

On s’intéresse dans cette partie, à une équation différentielle particulière présentant une

non-linéarité de type Duffing [72].
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4.2 Non-linéarité de Duffing et microsystèmes résonants

Les équations de Duffing apparaissent dans les systèmes régis par une équation différentielle

du deuxième ordre présentant un terme assimilable à une force de rappel non linéaire de la

forme :

Fr(y) = k1 · y + k3 · y3 (4.1)

Cette non-linéarité est fréquemment rencontrée dans les microsystèmes [36], [65, 66, 67, 83,

91, 98, 108]. En particulier, on obtient ce modèle de force de rappel lorsque l’on approche la

dynamique d’une poutre “encastrée-encastrée” par un modèle à une dimension correspondant

au premier mode de flexion [65, 91, 96, 109, 108]. La résolution de l’équation de la poutre est

rappelée en annexe C.

Les poutres “encastrées-encastrées” étant souvent utilisées comme élément de suspension

des parties mobiles des MEMS, on peut retrouver ce type de non-linéarité dans les équations

différentielles de structures plus complexes - accéléromètres, gyromètres. On la rencontre également

dans les dispositifs dont le fonctionnement est basé sur une poutre en torsion. Le couple de rappel

peut alors présenter un terme cubique [74].

Dans le cas d’une poutre encastrée-encastrée en flexion, l’équation différentielle régissant le

déplacement y(t) du point milieu pour le premier mode prend la forme :

meff ·
d2y(t)

dt2
+ beff ·

dy(t)

dt
+ k1 · y(t) + k3 · y(t)3 = fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

(4.2)

où meff représente le terme correspondant à la masse équivalente du modèle à une dimension,

beff représente le terme d’amortissement correspondant aux différentes pertes (mécaniques, flui-

diques ou électriques) et le terme k1 · y(t) + k3 · y(t)3 représente la force de rappel non linéaire.

Le second membre fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

correspond à la force d’excitation imposée.

On considère dans cette étude que le coefficient de raideur k1 est positif. Il englobe les

différentes origines possibles de contributions (raideur mécanique équivalente k1,mec, raideur

électrostatique négative k1,elec). Le coefficient k3, associé à la contribution non linéaire, peut

être positif (ressort durcissant) [66, 67, 76, 77, 91, 94, 96, 98, 108, 110] ou négatif (ressort

mollissant) [65, 80, 82, 90]. Son origine est d’ordre mécanique (allongement du plan médian,

non-linéarité du module de Young) ou d’origine électrostatique [65, 93].

On rappelle dans les paragraphes suivants deux types de comportement pour ces systèmes.

Dans le premier, le terme d’excitation est une force extérieure sinusöıdale de fréquence proche

de la fréquence de résonance primaire [92] du résonateur. Ceci correspond au régime forcé du

résonateur de Duffing. Dans le second cas, la force imposée est une force d’auto-excitation

conduisant au régime libre de l’oscillateur de Duffing.
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4.3 Oscillations forcées de l’équation de Duffing amortie

Dans le cas d’une excitation sinusöıdale, le second membre de l’équation (4.2) prend la forme :

fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

= Fy · cos(Ωt · t) (4.3)

On a donc :

meff ·
d2y(t)

dt2
+ beff ·

dy(t)

dt
+ k1 · y(t) + k3 · y(t)3 = Fy · cos(Ωt · t) (4.4)

Pour rendre l’équation sans dimension, on pose les changements de variables suivants [92] :

ω0 =

√

k1

meff
; τ = ω0 · t; u(τ) =

y(t)

Y
; ε · α =

k3

k1
· Y 2 (4.5)

et

Ωτ =
Ωt

ω0
; 2 · ε · µ =

beff

meff · ω0
; Fu =

Fy

meff · ω0 · Y
; (4.6)

L’équation (4.4) prend alors la forme classique de l’équation sans dimension du résonateur

de Duffing amorti et excité sinusöıdalement :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = Fu · cos(Ωτ · τ) (4.7)

Les paramètres et variables des équations (4.5), (4.6) et (4.7) peuvent être définis de la

manière suivante :

– ω0 est la pulsation naturelle des oscillations libres de l’oscillateur harmonique associée au

cas linéaire (beff = 0, k3 = 0 dans l’équation (4.4)) ;

– Y représente une dimension caractéristique du système étudié ;

– u(τ) représente la variable de l’équation sans dimension associée à la variable y(t) ;

– ε est un petit paramètre (ε≪ 1) introduit pour permettre la résolution de l’équation ;

– ε · α représente le paramètre de l’équation sans dimension associé à la non-linéarité k3 ;

– Ωτ représente la pulsation d’excitation dans l’équation sans dimension ;

– 2 · ε · µ représente le terme d’amortissement dans l’équation sans dimension ;

– Fu représente l’amplitude de la force d’excitation dans l’équation sans dimension.

Quelques méthodes pour l’étude des systèmes non linéaires tels que celui décrit par l’équation

4.7 sont rassemblées dans le tableau C.1. On propose de considérer la méthode des échelles de

temps multiples [92]. Cette méthode permet d’obtenir une solution asymptotique de l’équation

(4.7) incluant l’aspect transitoire.

On montre qu’en première approximation [92] et pour Ωτ proche de 1, la solution de

l’équation sans dimension (4.7) peut s’écrire sous la forme :

u(τ) = a(τ) · cos(Ωτ · τ − γ(τ)) +O(ε) (4.8)
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où le régime transitoire en amplitude a(τ) et en phase γ(τ) (déphasage entre les oscillations u(τ)

et la force d’excitation Fu · cos(Ωτ · τ)) est décrit par le système d’équations :

(Σtrans)







ȧ(τ) = −µ · ε · a(τ) +
1

2
· Fu · sin(γ(τ))

−a(τ) · γ̇(τ) = (Ωτ − 1) · a(τ)− 3

8
· ε · α · a3(τ) +

1

2
· Fu · cos(γ(τ))

(4.9)

On observe alors la courbe de réponse amplitude-fréquence a(Ωτ ), figure 4.1(b), caractéristique

des oscillations forcées de l’équation de Duffing pour une amplitude d’excitation Fu donnée. La

courbe de réponse en phase −γ(Ωτ ) associée est donnée en figure 4.1(d). Sur ces courbes, les por-

tions représentées en lignes discontinues rouges représentent les solutions instables de l’équation

du résonateur de Duffing forcé (4.7). Pour les amplitudes d’excitation Fu et les fréquences d’exci-

tation Ωτ donnant naissance à trois solutions, seules deux sont stables. En fonction des conditions

initiales, l’une ou l’autre est atteinte - branches supérieures ou branches inférieures sur les figures

4.1(b) et 4.1(d).

Ceci peut être observé en considérant l’évolution temporelle dans le plan de phase des va-

riables a(τ) et γ(τ), figure 4.1(c). Cette évolution correspond au régime transistoire, équation

(4.9), pour un couple amplitude et fréquence d’excitation particulier (Fu, Ωτ ). Sur cette figure,

la zone en gris correspond au bassin d’attraction de la solution stable, notée F1 (Focus), de la

branche supérieure et celle non grisée au bassin d’attraction de la solution stable, notée F2, de

la branche inférieure. Le point selle S (Saddle) correspond à la solution instable.

En observant l’évolution des bassins d’attraction lorsque, à amplitude d’excitation Fu cons-

tante, on fait varier lentement la fréquence d’excitation Ωτ , on montrerait que lorsque l’on

balaye ces fréquences dans le sens croissant, les solutions stables de la branche supérieure sont

privilégiées. Dans le cas contraire (fréquences Ωτ décroissantes), les solutions stables privilégiées

sont celles de la branche inférieure.
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Fig. 4.1 – Courbe de réponse amplitude-fréquence, phase-fréquence et diagramme de phase de

la réponse forcée de l’équation de Duffing amortie pour ε · α = 0, 1, ε · µ = 0, 001, Fu = 0, 002 ;

Ωτ = 1, 015 .
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La figure 4.2 donne l’évolution des courbes de réponse en amplitude a(Ωτ ) et en phase−γ(Ωτ )

en fonction de l’amplitude d’excitation Fu. Cette figure montre la transition entre le régime

presque linéaire (amplitudes d’excitation Fu pour lesquelles il n’existe qu’une seule solution pour

l’amplitude a(Ωτ )) et le régime non linéaire (où deux solutions stables existent). Elle montre

également que lorsque le maximum d’amplitude des oscillations est atteint, le déphasage −γ(Ωτ )

vaut π/2, quelle que soit l’amplitude de la force d’excitation.
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Fig. 4.2 – Courbe de réponse amplitude a(Ωτ ) et en phase −γ(Ωτ ) (en radians) pour différentes

valeurs de l’excitation Fu

A titre d’illustration microsystème des différents points abordés, la figure 4.3 reprend des

résultats de mesures effectuées sur un dispositif de type micro-miroir en torsion 4.3(a) (figures

issues de [74]). En particulier, la courbe en bleu de la figure 4.3(b) donne l’amplitude des os-

cillations atteintes pour des fréquences d’excitation croissantes et décroissantes, montrant ainsi

l’hystérésis de la courbe de réponse en amplitude.
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(a) Dispositif

(b) Réponse sous vide (c) Réponse à pression atmosphérique

Fig. 4.3 – Dispositif en torsion présentant une non-linéarité de type Duffing. Figures, photogra-

phie et légendes issues de [73]
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4.4 Oscillations libres de l’équation de Duffing

Lorsque le second membre de l’équation correspondant au modèle physique (4.2) compense

exactement et uniquement la force liée à l’amortissement beff , à savoir :

fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

= beff ·
dy(t)

dt
(4.10)

on obtient l’équation :

meff ·
d2y(t)

dt2
+ k1 · y(t) + k3 · y(t)3 = 0 (4.11)

En posant le même changement de variable que dans le cas du régime forcé (4.5), on obtient :

ü(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = 0 (4.12)

L’équation (4.12) correspond à l’équation de l’oscillateur de Duffing. Différentes méthodes [92]

permettent d’obtenir la solution approchée suivante de cette équation :

u(τ ; ε) = a0(ε) · cos φ(τ ; ε) +
1

32
· ε · α · a3

0(ε) · cos (3φ(τ ; ε)) +O(ε2τ) (4.13)

avec

φ(τ ; ε) = φ0(ε) + τ +
3

8
· ε · α · a2

0(ε) · τ −
15

256
· ε2 · α2 · a4

0(ε) · τ +O(ε3τ) (4.14)

où les constantes d’intégration a0(ε) et φ0(ε) relatives à l’amplitude des oscillations et à la phase

instantanée φ(τ ; ε) dépendent des conditions initiales (u̇(τ), u(τ))τ=0 et de ε. D’après l’équation

(4.14), la pulsation libre ωτ des oscillations libres de l’équation de Duffing est égale à :

ωτ =
d

dτ
φ(τ ; ε) (4.15)

⇒ ωτ = ωτ (ε, a0) = 1 +
3

8
· ε · α · a2

0(ε)−
15

256
· ε2 · α2 · a4

0(ε) +O(ε3) (4.16)

Cette relation montre que, contrairement à un oscillateur harmonique, la pulsation ω des os-

cillations libres de l’équation de Duffing dépend de l’amplitude a0 des oscillations atteintes en

régime établi.

La relation entre amplitude et fréquence des oscillations (4.16) a une conséquence importante

pour les applications de type oscillateurs, à base de MEMS présentant une non-linéarité de type

Duffing1 : si l’on souhaite que la fréquence ω0 ·ωτ/(2 · π) des oscillations soit stable, l’amplitude

a0 · Y des oscillations doit être contrôlée de manière précise [80].

Par contre, cette relation peut être intéressante pour des applications de type oscillateurs

commandés en tension, par exemple. En effet, la présence de cette non-linéarité permet, si l’on

dispose d’un moyen pour contrôler l’amplitude a0 ·X des oscillations, de faire varier la fréquence

ω0 · ωτ/(2 · π) des oscillations libres. Cette remarque est mise à profit dans le chapitre 5.

1ou encore les applications impliquant de tels oscillateurs.
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4.5 Remarque sur une des propriétés des oscillateurs à base de

résonateur de Duffing

Dans le paragraphe précédent, on a fait implicitement l’hypothèse que l’actionnement du

résonateur mécanique est réalisé en imposant une force sinusöıdale déphasée de π/2 par rapport

au déplacement y(t) et dont l’amplitude d’excitation Fy est ajustée pour réaliser un gain de

boucle unitaire2 (en pratique saturation ou système de contrôle automatique de gain - AGC).

En effet, on a considéré que la force d’excitation avait la forme :

fy

(
d2y(t)

dt2
,
dy(t)

dt
, t

)

= beff ·
dy(t)

dt
(4.17)

Ce choix semble naturel pour réaliser un oscillateur dans le cas où le résonateur est linéaire (k3

et ε · α nuls), puisqu’il s’agit du déphasage pour lequel :

– le gain entre la force d’excitation Fy et l’amplitude d’oscillation a(Ωt) est le plus important ;

– la pente de phase dγ(Ωt)/dΩt est la plus importante.

On montre par contre qu’il existe un point de fonctionnement (amplitude a(Ωτ ) et phase

−γ(Ωτ )) plus intéressant dans le cas des oscillateurs à base de résonateur de Duffing [76, 110].

La remarque fondamentale de ces travaux est que les courbes de réponse en amplitude a(Ωτ ) et

en phase −γ(Ωτ ) (figure 4.2) présentent des inverses de pente dΩτ/dγ et dΩτ/da nulles, pour

un déphasage imposé de −2π/3 et une force d’excitation correspondant à la force d’excitation

critique (force à partir de laquelle deux solutions stables d’amplitude sont possibles pour le

résonateur de Duffing).

On notera également ici que pour un résonateur de Duffing maintenu en auto-oscillation par

un retour actif, la solution instable du résonateur devient stable car le déphasage entre la force

d’excitation et les oscillations u(τ) est imposé. On peut donc atteindre chaque point de la courbe

de réponse en amplitude (figure 4.2) en ajustant le déphasage de la châıne de retour [76, 110].

4.6 Conclusion du chapitre 4

Après une introduction aux origines physiques de la non-linéarité de Duffing dans les micro-

systèmes, nous avons rappelé une des caractéristiques principales du résonateur et de l’oscilla-

teur de Duffing . Le résonateur de Duffing présente une courbe de réponse en amplitude et en

phase fonction de l’amplitude de l’excitation. L’oscillateur de Duffing présente une pulsation de

résonance fonction de l’amplitude des oscillations.

2Conditions de Barkhausen réalisées pour un déphasage de π/2 du résonateur.
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Chapitre 5

Principe de détection ou de

génération de fréquence à base

d’oscillateur de Duffing

Résumé

Ce chapitre propose l’utilisation d’un résonateur de Duffing pour la synthèse de fréquence

(VCO) ou pour réaliser un principe de détection par variation de fréquence. Le système pro-

posé est comparable à un oscillateur permettant de réaliser une modulation de fréquence. On

notera p(τ) l’entrée en commande. Dans le cas d’une application capteur, l’entrée p(τ) est la

grandeur à mesurer et la sortie de mesure est la pulsation instantanée des oscillations en sortie

de l’oscillateur, figure 5.1.

p(τ)

Grandeur à

mesurer

FM

osc.

Modulation de

fréquence

u(τ)

Signal

périodique

Détection de

fréquence
ωτ(τ)

Mesure

Fig. 5.1 – Mesure par variation de fréquence

La figure 5.2 présente le schéma de principe permettant de réaliser la modulation de fréquence

à partir d’un oscillateur de Duffing. La modulation de la force d’auto-excitation fu(τ) imposée

au résonateur de Duffing - fonction de l’entrée p(τ) - entrâıne la modulation de l’amplitude

a(τ) des oscillations. La modulation de l’amplitude a(τ) est traduite en une modulation de la

pulsation de résonance ωτ (τ), équation (4.16).
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p(τ )

Grandeur à
mesurer

G
fu(τ)

Résonateur
de Duffing

u(τ)

Détection de
fréquence

ωτ (τ )
Mesure

∂
∂τ

u̇ (τ)sign (u̇ (τ))

τ

p(τ)

τ

fu(τ) u(τ)

τ τ

ωτ(τ)

τ

sign (u̇ (τ))

Fig. 5.2 – Principe de mesure par résonateur non linéaire

Le principe est appliqué à la réalisation d’un capteur d’accélération. Dans ce capteur, l’élément

mécanique jouant le rôle du résonateur de Duffing est une micro-poutre ou une nano-poutre en

grand déplacement. Dans le cadre de la mesure d’accélération, le principe est nouveau : bien que

réalisant une modulation de fréquence comme dans le cas des accéléromètres vibrants1 [59], le

principe de fonctionnement est fondamentalement différent.

Le principe décrit dans ce chapitre présente un intérêt certain dans la course à la réduction

d’échelle vers le nanomètre. En effet, pouvoir utiliser des nano-structures (nano-poutres et

bientôt nano-tubes de carbone) en grands déplacements permettra d’extraire un signal électrique

plus important que dans le cas où on se limite aux faibles déplacements pour rester dans un

régime linéaire [96].

1La modulation de fréquence dans les accéléromètres vibrants est obtenue par modulation de la tension N0

appliquée dans l’axe du résonateur (voir les équations (C.61) et (C.105) de l’annexe C.5).
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5.1 Introduction

L’utilisation d’un résonateur mécanique en régime non linéaire a récemment été introduit

pour la mesure de champs magnétiques [140, 141]. Dans ces références, l’intensité du champ

magnétique imposé vient moduler le coefficient de qualité effectif du résonateur électro-mécanique.

L’amplitude a(τ) des oscillations u(τ) du résonateur mécanique est alors fonction de la gran-

deur à mesurer p(τ) : le champ magnétique. La modulation de l’amplitude a(τ) est traduite

en une modulation de la pulsation de résonance ωτ (τ), équation (4.16). D’après l’auteur des

références [140, 141], le système proposé serait la première application pratique d’un résonateur

mécanique en régime non linéaire. Nous proposons dans ce chapitre une autre approche (mo-

dulation de la force d’auto-excitation) et une autre application pratique (mesure d’accélération).

Les applications du principe proposé ne se limitent pas à la simple mesure d’accélération.

Nous traitons donc, dans un premier temps, le principe de base décrit par son équation sans

dimension (paragraphe 5.2). Les observations relatives au comportement entrée-sortie du système

pourront servir de références qualitatives pour le dimensionnement d’un système particulier.

C’est l’approche proposée dans le paragraphe 5.3 qui présente l’adaptation du principe à la

mesure d’accélération.

5.2 Présentation du système et modèle approché

Après une description plus précise du principe, nous proposons une solution approchée de

l’équation différentielle non linéaire décrivant le système. Elle est obtenue par la méthode des

échelles de temps multiples. Par rapport à l’article [141], nous nous intéressons à la fois à

l’aspect statique de la réponse du capteur - courbe de réponse statique - et à l’aspect transitoire

- dynamique du capteur.

5.2.1 Présentation du système

Le schéma du principe proposé est représenté par la figure 5.3. Comme introduit dans le

résumé, le but est d’exploiter la relation entre l’amplitude a(τ) des oscillations et la pulsation de

résonance ωτ (τ) d’un oscillateur de Duffing, équation (4.16), en autorisant le système à réagir à

une entrée extérieure p(τ) (commande ou grandeur à mesurer). L’amplitude a(τ) des oscillations

u(τ) du résonateur de Duffing est libre et on réalise un oscillateur en imposant un déphasage de

π/2 entre les oscillations u(τ) et le signal d’auto-excitation fu(τ). Cette valeur de déphasage per-

met d’atteindre la valeur d’amplitude a(τ =∞) maximale de la courbe de réponse en amplitude

du résonateur quelque soit l’amplitude du signal d’excitation fu(τ), figure 4.2. Le déphasage de

π/2 est obtenu en introduisant une opération de dérivation.
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Entrée

p(τ)

1

Gref
Gu(τ) fu(τ) Résonateur

de Duffing

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = fu(τ)

u(τ)
Oscillations
de pulsation

instantanée

ωτ (τ)

∂
∂τu̇ (τ)sign (u̇ (τ))

Fig. 5.3 – Schéma de principe du système étudié

On module ensuite l’amplitudeGu(τ) du signal d’auto-excitation fu(τ) en fonction de l’entrée

p(τ). Pour réaliser ceci de manière simple, on introduit un comparateur afin d’obtenir un signal

sign(u̇(τ)) d’amplitude constante à la fréquence libre des oscillations u(τ). Le signal sign(u̇(τ))

est ensuite multiplié par le signal Gu(τ) = Gref · (1 + p(τ)), où Gref est le gain nécessaire

pour obtenir des oscillations u(τ) d’amplitude a(τ) = aref pour p(τ) = 0 (l’amplitude aref des

oscillations représente le point de fonctionnement choisi pour l’oscillateur). Le système considéré

est décrit par l’équation différentielle non linéaire :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = Gu(τ) · sign(u̇(τ)) (5.1)

On considère les hypothèses suivantes :

– l’entrée p(τ) varie lentement devant les oscillations u(τ).

– les variations de l’entrée p(τ) sont telles que |p(τ)| < 1,∀τ .
– les variations de l’amplitude a(τ) des oscillations u(τ) sont telles que 0 < a(τ) < 1,∀τ .

5.2.2 Modèle approché de la relation entrée-sortie

Bien que l’équation (5.1) présente des similitudes avec les équations du résonateur et de

l’oscillateur de Duffing (équations (4.7) et (4.12)), il est nécessaire de résoudre cette nouvelle

équation. L’objectif est d’obtenir un modèle du comportement dynamique du système (figure

5.3) entre l’entrée p(τ) et la pulsation instantanée wτ (τ) des oscillations u(τ). On montre dans

l’annexe C.3 que la solution approchée de l’équation (5.1) est :

u(τ) = a(τ) · cos φ(τ) +O(ε) (5.2)

La solution est obtenue en appliquant la méthode des échelles de temps multiples [92], avec

comme hypothèse supplémentaire : ε · µ≪ 1. Les variations de l’amplitude a(τ) et la pulsation

de résonance instantanée ωτ (τ) =
dφ(τ)

dτ
sont décrites par le système d’équation (5.3).

134



5.2 Présentation du système et modèle approché







a(τ) = aref + ∆a(τ);

d∆a(τ)

dτ
≃ −ε · µ · βa ·∆a(τ) + ε · µ · βp · aref · p(τ); (a)

βa > βp ≃ 1

ωτ (τ) = 1 +
3

8
· ε · α · a2(τ)− 15

256
· ε2 · α2 · a4(τ) +

123

8192
· ε3 · α3 · a6(τ); (b)

(5.3)

Les expressions des paramètres constants Gref , βa et βp sont fonction des paramètres origi-

naux ε, α, µ et aref . Elles sont données dans l’annexe C.3, équations (C.52) et (C.54).

La relation entre l’entrée p(τ) et la sortie d’intérêt ωτ peut donc être représentée schémati-

quement par la figure 5.4.

Entrée

p(τ) G(s)
∆a(τ)

aref

a(τ)
NL(a) ωτ(τ)

Pulsation

instantanée

Fig. 5.4 – Relation entrée-sortie

La fonction de transfert G(s) correspond à l’équation (5.3.a) et représente la dynamique du

transducteur :

G(s) =
∆A(s)

P (s)
=
aref · ε · µ · βp

s+ ε · µ · βa
(5.4)

La fonction non linéaireNL(a) est la non-linéarité statique en sortie correspondant à l’équation

(5.3.b).

On notera que la dynamique du transducteur dépend essentiellement du paramètre ε · µ,

équation (5.4) ; tandis la non-linéarité statique en sortie, équation (5.3.b), ne dépend que du

paramètre ε · α.

La figure 5.5 compare la courbe de réponse statique du système complet en simulation

(équation (5.1) et figure 5.3) et celle correspondant au modèle approché - équation (5.3) et

figure 5.4. La figure 5.6 compare les réponses transitoires du système et du modèle pour un

échelon de consigne sur l’entrée p(τ). Enfin, la figure 5.7 présente le diagramme de Bode de la

fonction de transfert du système complet et celle prévue par le modèle approché. La fonction

de transfert du système complet est identifiée en simulation entre l’entrée p(τ) et la sortie ω(τ),

figure 5.3. La fonction de transfert du modèle approché correspond à l’équation (5.3) linéarisée

autour du point de fonctionnement aref .

Ces différentes figures montrent que le modèle approché permet de prédire de façon satisfai-

sante le comportement entrée-sortie du système.
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La sensibilité du système est d’autant plus importante que la non-linéarité de Duffing,

représentée par le terme ε · α, est grande. Pour une étendue d’entrée p ∈ [−0, 8 ; 0, 8] et une

non-linéarité ε ·α = 15, la pulsation de résonance varie d’environ ±18% autour de sa valeur pour

p = 0. La non-linéarité de la courbe de réponse statique pourra être traitée par les techniques

classiques, annexe C.4.

La dynamique du système (entre l’entrée p(τ) et la pulsation instantanée wτ (τ) des oscilla-

tions u(τ)) est équivalente à un premier ordre de constante de temps (ε · µ · βa)
−1. Ainsi, pour

les forts coefficients de qualité du résonateur (ε · µ ≪ 1), le système se comporte comme un

presque-intégrateur, soit :

∆ωτ (τ) ∝

∫

p(τ) · dτ (5.5)
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Fig. 5.5 – En haut : Courbe de réponse statique ωτ (p) pour p ∈ [−0, 8 ; 0, 8], aref = 0, 2,

ε · µ = 0, 0002 et différentes valeurs de ε · α. En bas, réponse en amplitude a(p).
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Fig. 5.6 – Réponse à un échelon de consigne p(τ). Lignes discontinues (Mdl) : réponse du modèle.

Lignes continues (Sim) : réponse du système en simulation.
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(Mdl) : réponse du modèle. Lignes continues (Sim) : réponse du système identifiée en simulation.
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5.3 Mode de réalisation par micro-résonateur

Ce paragraphe propose une implémentation sous forme de microsystème de l’équation étudiée.

Nous l’appliquons ici à la réalisation d’un accéléromètre-Duffing. Le principe peut être adapté

pour réaliser d’autres types de capteurs ou un oscillateur commandé en tension.

5.3.1 Schéma de principe de l’accéléromètre-Duffing

La figure 5.8 présente le schéma de principe de l’accéléromètre-Duffing proposé.

x(t)

y(t)

y

x

Masse

sismique

Fexc(t)

Electrode 3 (actionnement)

Mobile selon l′axe x

⇒ Modulation de la

force électrostatique Fexc(t)

Electrode 1
Poutre en grand déplacement

⇒ Résonateur de Duffing
Mobile selon l′axe y

Electrode 2 (lecture)

Fig. 5.8 – Schéma de principe de l’accéléromètre-Duffing

Le résonateur de Duffing de l’équation (5.1) est une micro-poutre ou nano-poutre en grand

déplacement. Cette poutre se déplace selon l’axe des y. Son déplacement y(t) est lu de manière

capacitive, en déterminant la variation de la capacité formée entre l’électrode 1 (la poutre,

mobile selon y) et l’électrode 2, fixe. L’électrode 3 est solidaire d’une masse sismique. Cette

électrode est mobile selon l’axe des x et son déplacement x(t) est proportionnel à l’accélération

γ(t) subie par la masse sismique selon l’axe des x. Cette électrode est utilisée pour imposer

une force électrostatique d’auto-excitation Fexc(t) sur la poutre. L’amplitude de cette force est

proportionnelle à la surface de recouvrement entre l’électrode 1 (la poutre) et l’électrode 3. Elle

est donc proportionnelle au déplacement x(t) de l’électrode 3 et, par suite, à l’accélération γ(t)

subie par la masse sismique.

Le système de la figure 5.8 est ensuite rebouclé (entre l’électrode 2 et l’électrode 3) par une

électronique présentée dans le paragraphe 5.3.3. Ainsi l’amplitude de la force électrostatique

d’auto-excitation (signal carré de fréquence élevée) est modulée par l’accélération subie (modu-

lation lente devant la fréquence des créneaux).

Les correspondances entre les signaux de l’équation (5.1) et ceux de l’accéléromètre-Duffing,

figure 5.8 peuvent être définies comme ceci :

p(τ)⇐⇒ x(t) ; fu(τ)⇐⇒ Fexc(t) ; u(τ)⇐⇒ y(t)

138
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5.3.2 Structure mécanique proposée

Afin de favoriser le premier mode de flexion du résonateur mécanique, on double la poutre,

figure 5.9. De plus, on adopte une structure de type doigts non-interdigités multiples pour

l’électrode d’actionnement (électrode 3), afin d’accroitre la variation relative de surface de re-

couvrement lorsque l’électrode 3 se déplace d’une distance x(t). On rend la structure symétrique

en choisissant une géométrie identique du coté de la lecture.

Electrode 1

Electrode 3 Electrode 2

y

x

Lrec,act(x)

LP

2

WP

Fig. 5.9 – Structure mécanique

On obtient l’équation de la dynamique du résonateur correspondant au premier mode de

flexion, c.f. annexe C, equation (C.114) :

meq · ÿ(t) + beq · ẏ(t) + kmec,1 · y(t) + kmec,3 · y3(t) =
4

3
· Fexc(t) (5.6)

où meq est la masse équivalente à un système masse-ressort-amortissement, kmec,1 est la contribu-

tion linéaire de la force de rappel mécanique associée au premier mode et kmec,3 sa contribution

non linéaire.

meq = (mP +
8

3
·mE); kmec,1 =

(2 · π)4 ·E · I
3 · L3

P

; kmec,3 =
E · S

3
· π

4

L3
P

(5.7)

où mP est la masse totale d’une poutre, mE est la masse d’une des deux électrodes déportées

du résonateur, E désigne le module de Young, I = W 3
P · T/12 désigne le moment d’inertie et

S = WP ·T est la section d’une poutre ; LP , WP et T étant la longueur, la largeur et l’épaisseur

d’une des poutres.

D’autres structures mécaniques sont possibles : variation d’entrefer plutôt que variation de

surface pour la modulation de la force d’excitation, structure de résonateur de type diapason.
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5.3.3 Schéma de principe pour l’électronique de lecture et d’actionnement

Le schéma de principe de l’électronique permettant de lire le déplacement y(t) et d’appliquer

la force électrostatique Fexc(t) est présenté sur la figure 5.10. Il est constitué d’un ampli de

trans-impédance suivi d’un comparateur.

Force d′inertie

Axe de
déplacement
de la masse
sismique

iin(t)

ε = 0V G

Vdd

Rf

Vout(t)

V+

V−

Vref

VP

Vact(t)
de fréquence
V ers détection

Fig. 5.10 – Schéma de principe pour l’électronique de lecture et d’actionnement

L’électrode 1 (la poutre) est reliée à la masse (0 Volt). L’électrode 2 (électode fixe) est portée

à un potentiel constant Vdd/2. Le courant iin(y, t) est alors donné par :

iin(t) =
dQ12(y, t)

dt
=

d

dt
(C12(y, t) · V12) (5.8)

Q12(y, t) est la charge de la capacité C12(y, t) à l’instant t, C12(y, t) étant la capacité variable

formée entre l’électrode 1 et l’électrode 2. V12 = Vdd/2 est la différence de potentiel constante

entre l’électrode 1 et l’électrode 2. Soit :

iin(y, t) =
Vdd

2
· dC12(y, t)

dt
+
C12(y, t)

2
· dVdd

dt
︸ ︷︷ ︸

= 0

=
Vdd

2
· ∂C12(y, t)

∂y
· ∂y(t)
∂t

(5.9)

Les électrodes 1 et 2 sont considérées comme planes et de dimensions infinies, d’où :

C12(y, t) =
ε0 · S12

e12 − y(t)
;

∂C12(y, t)

∂y
=

ε0 · S12

(e12 − y(t))2
(5.10)

où S12 et e12 sont respectivement la surface en regard et l’entrefer entre l’électrode 1 et l’électrode 2.

En considérant que l’amplificateur de trans-impédance réalise un gain Ramp et une polarisa-

tion de la sortie à Vdd/2, la tension vout(t) en sortie de l’amplificateur est définie par :

vout(t) = Ramp · iin(t) + Vdd/2 =
Ramp · Vdd

2
· ∂C12(y, t)

∂y
· ∂y(t)
∂t

+ Vdd/2 (5.11)
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5.3 Mode de réalisation par micro-résonateur

On considère un comparateur dont de seuil est fixé à Vref = Vdd/2 et de tension de sortie

V+ = V0/2 − Vact si vout(t) > Vref et V− = V0/2 + Vact si vout(t) > Vref , avec V0 ≃ Vdd et

Vact ≤ Vdd/2. Le comparateur fournit donc en sortie une tension d’actionnement vact(t) définie

par :

vact(t) =
V0

2
− Vact · sign

(
∂C12(y, t)

∂y
· ∂y(t)
∂t

)

(5.12)

Soit, puisque
∂C12(y, t)

∂y
> 0, ∀y(t), équation (5.10) :

vact(t) =
V0

2
− Vact · sign

(
∂y(t)

∂t

)

(5.13)

Le schéma électrique permet donc de réaliser l’opération de dérivation du schéma de principe

initial, figure 5.3. La non-linéarité de la lecture capacitive par variation d’entrefer est masquée

par le comparateur.

La force d’excitation exercée sur la poutre est égale à la force électrostatique exercée par

l’électrode fixe, plus la force électrostatique exercée par l’électrode de la masse sismique. Elle

est définie par :

Fexc(x, y, t) =
1

2
· (V3 − V1)

2 · ∂C13(x, y, t)

∂y
+

1

2
· (V2 − V1)

2 · ∂C12(y, t)

∂y
(5.14)

où V1, V2 et V3 sont respectivement les potentiels des électrodes 1, 2 et 3 . Ces potentiels sont

définis par :

V1 = 0; V2 =
Vdd

2
; V3 = vact(t) (5.15)

C13(x, y, t) est la capacité entre l’électrode 3 mobile selon l’axe Ox et l’électrode 1, mobile selon

l’axe Oy. Soit en considérant la surface en regard S13(x, t) entre les électrodes 1 et 3 :

C13(x, y, t) =
ε0 · S13(x, t)

e13 + y(t)
;

∂C13(x, y, t)

∂y
= − ε0 · S13(x, t)

(e13 + y(t))2
(5.16)

En développant l’expression de la force électrostatique, équation (5.14), on obtient :

Fexc(x, y, t) = −V
2
0 + 4 · V 2

act

8
· ε0 · S13(x, t)

(e13 + y(t))2
+
V 2

dd

8
· ε0 · S12

(e12 − y(t))2
+ . . .

+
Vact · V0

2
· sign

(
∂y(t)

∂t

)

· ε0 · S13(x, t)

(e13 + y(t))2

(5.17)

On pose :

S13(x, y, t) = Sref + δS(x, t) avec Sref = S13(x = 0) et δS(x, t) < Sref (5.18)

Pour simplifier les équations, on pose également que par construction :

e13 = e12 = e;
(
V 2

0 + 4V 2
act

)
· Sref = V 2

dd · S12 (5.19)
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Chapitre 5 : Principe de détection ou de génération de fréquence à base d’oscillateur de Duffing

L’expression de la force électrostatique devient :

Fexc(x, y, t) =
V 2

dd · ε0 · S12

8
·
(

1

(e− y(t))2
− 1

(e+ y(t))2

)

(a)

−V
2
dd

8
· ε0 · δS(x, t)

(e+ y(t))2
(b)

+
Vact · V0

2
· sign

(
∂y(t)

∂t

)

· ε0 · S13(x, t)

(e+ y(t))2
(c)

(5.20)

Après un développement limité à l’ordre 3 par rapport à y, le premier terme de l’expression

ci-dessus (5.20.a) conduit à une force de rappel électrostatique négative et non linéaire [93] que

l’on note Felec,sym(y, t) :
Felec,sym(y, t) = kelec,1 · y(t) + kelec,3 · y3(t) + . . . (5.21)

avec kelec,1 =
V 2

dd

2
· ε0 · S12

e3
; kelec,3 = V 2

dd ·
ε0 · S12

e5
(5.22)

Egalement après un développement limité à l’ordre 3, le second terme (5.20.b), noté Felec,asym(x, y, t),

prend la forme :

Felec,asym(x, y, t) = −V
2
dd · ε0
8 · e2 ·

(

1− 2

e
· y(t) +

3

e2
· y2(t)− 4

e3
· y3(t) + . . .

)

· δS(x, t) (5.23)

Puisque le signal y(t) correspond aux oscillations libres de l’oscillateur, les termes d’ordre pair

en y(t) de l’expression (5.23) introduisent des composantes d’excitation proches du continu

(proportionnelles à δS(x, t)) et des composantes au double de la fréquence des oscillations. En

première approximation, ces termes peuvent être négligés si le facteur de qualité de la structure

est grand et si la structure ne présente pas de mode de résonance pour les fréquences égales au

double de la fréquence de résonance du premier mode en flexion.

Les termes de l’équation (5.23) d’ordre impair conduisent à une force de rappel électrostatique

négative, non linéaire et variable dans le temps. En première approximation et en considérant

les expressions de kelec,1 et kelec,3 définies plus haut, équation (5.22), on a :

Felec,asym(y, t) ≃ 1

2
·
(
kelec,1 · y(t) + kelec,3 · y3(t)

)
· δS(x, t) (5.24)

Pour éviter des phénomènes dynamiques non linéaires indésirables, nous choisirons des pa-

ramètres géométriques et électriques tels que :

kelec,1 ≪ kmec,1 ; et kelec,3 ≪ kmec,3 ; (5.25)

Sous cette hypothèse, l’expression de la force électrostatique (5.20) se résume à :

Fexc(t) ≃
ε0 · Vact · V0

2
· Sref + δS(x, t)

(e+ y(t))2
· sign

(
∂y(t)

∂t

)

(5.26)

En substituant (5.26) dans (5.6), on obtient :

meq · ÿ(t)+ beq · ẏ(t)+kmec,1 ·y(t)+kmec,3 ·y3(t) =
2 · ε0 · Vact · V0

3
· Sref + δS(x, t)

(e+ y(t))2
· sign

(
∂y(t)

∂t

)

(5.27)
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5.3 Mode de réalisation par micro-résonateur

5.3.4 Equation sans dimension

On pose les changements de variable classiquement associés à l’oscillateur de Duffing - cha-

pitre 4, équations (4.5) et (4.6) :

ω0 =

√

kmec,1

meq
; τ = ω0 · t ; (5.28)

u(τ) =
y(τ)

e
2 · ε · µ =

beq
meq · ω0

=
1

Q
; et ε · α =

kmec,3

kmec,1
· e2 (5.29)

On pose également :

Gu,sys(τ) =
2

3
· ε0 · Vact · V0

meq · e3 · ω2
0

· (Sref + δS(x, τ)) (5.30)

On obtient alors l’équation sans dimension :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · u3(τ) = Gu,sys(τ) ·
sign(u̇(τ))

(1 + u(τ))2
(5.31)

Du fait de la présence du terme (1 + u(τ))−2, cette équation n’est pas identique à l’équation

initiale (5.1). La figure 5.11 montre la différence entre le terme d’excitation à la fréquence de

résonance de l’équation initiale (sign(u̇(τ))) et celui de l’équation modifiée

(
sign(u̇(τ)

(1 + u(τ))2

)

(5.31).

L’effet du terme correcteur (1 + u(τ))−2 n’est pas abordé de manière théorique dans cette

étude. Il pourra faire l’objet d’une poursuite de ces travaux. On considère donc que dans une

phase de pré-dimensionnement l’équation initiale est suffisante, à savoir :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · u3(τ) = Gu,sys(τ) · sign(u̇(τ)) (5.32)

5.3.5 Rappel des hypothèses et des choix imposés (par construction)

• La dynamique du système est assimilable à celle du premier mode de flexion d’une poutre

encastrée-encastrée, équation (5.6).

• Pour simplifier les équations, on pose que par construction, équation (5.19) :

e13 = e12 = e (5.33)

et
(
V 2

0 + 4 · V 2
act

)
· Sref = V 2

dd · S12 (5.34)

• La capacité formée entre les électrodes 1 et 2 peut être décrite par la formule associée aux

plans conducteurs infinis, équation (5.10) ; de même pour la capacité formée entre les électrodes

1 et 3, équation (5.16), soit :

Sref ≫ e2; et S12 ≫ e2 (5.35)
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Chapitre 5 : Principe de détection ou de génération de fréquence à base d’oscillateur de Duffing

0 5 10 15 20 25 30
−0.4

−0.2

0

0.2
 u

(τ
)

0 5 10 15 20 25 30
−1

0

1

 s
ig

n
(d

u
(τ)

)

0 5 10 15 20 25 30
0.5

1

1.5

2

2.5

 (
1

+
τ)

−
2

0 5 10 15 20 25 30
−4

−2

0

2

4

 s
ig

n
(d

u
(τ)

)
−

−
−

−
−

−
−

−
(1

+
τ)

2

Temps (normalisé)

Fig. 5.11 – Formes d’onde des signaux sign(u̇(τ)), (1 + u(τ))−2 et
sign(u̇(τ))

(1 + u(τ))2
pour u(τ) = sin(τ).

• Pour éviter des phénomènes dynamiques non linéaires indésirables, équation (5.25) :

kelec,1 ≪ kmec,1 ; et kelec,3 ≪ kmec,3 ; (5.36)

• Enfin, pour que le terme de modulation Gu,sys(τ) (équation (5.30)) du second membre de

l’équation du système physique soit équivalent à celui de l’équation sans dimension (Gu,sys(p, τ) =

Gu(p, τ)), le choix des paramètres doit vérifier :







2

3
· ε0 · Vact · V0

meq · e3 · ω2
0

· Sref = Gref (a)

x(τ)

Lref
= p(τ); (b)

(5.37)

où Lref est la longueur de recouvrement de la capacité C13 pour un déplacement de l’électrode

mobile x = 0
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5.3 Mode de réalisation par micro-résonateur

5.3.6 Exemple de choix de paramètres et résultats de simulation

Un exemple de choix de paramètres géométriques et électriques est proposé dans l’annexe

C.7.3. La figure 5.12 présente un aperçu de la structure mécanique.

(a) Structure complète

(b) Détail du résonateur (c) Détail de la surface des doigts en regard

Fig. 5.12 – Aperçu de la proposition de structure mécanique

Les paramètres géométriques et électriques ont été choisis de manière à conduire aux valeurs

de paramètre de l’équation sans dimension ε ·α = 15 et ε ·µ = 2 10−4 pour le résonateur. L’am-

plitude de référence aref des oscillations est fixée à 0, 2. La variation maximale de l’amplitude

vaut ∆amax ≃ ±0, 066 pour une accélération constante correspondant à la pleine échelle (ici

FS=±10 g).
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Chapitre 5 : Principe de détection ou de génération de fréquence à base d’oscillateur de Duffing

Pour ce choix de paramètres, le modèle prévoit une sensibilité d’environ 106 Hz/g, pour les

accélérations de fréquence inférieure à 2, 46 Hz (tableau 5.1, figures 5.13 et 5.14). En simulation,

on obtient une sensibilité de 144 Hz/g et une fréquence de coupure de 1, 75 Hz. La différence

entre modèle et simulation est liée à l’effet du coefficient (1 + u(τ))−2, équation (5.31).

Formule Modèle SimulationUnité

Fréq. de résonance (0 g) ωτ (aref ) · ω0

2 · π 9 975 10 200 Hz

Ampl. des oscillations (0 g) aref · e 600 653 nm

Ampl. des oscillations (±10 g) (aref ±∆a) · e 400-800 358-905 nm

Facteur d’échelle
∆amax

FS
· ∂ωτ (a)

∂a

∣
∣
∣
∣
aref

· ω0

2 · π 106 144 Hz/g

Erreur de linéarité 6, 8 4, 3 %FS

Fréquence de coupure fc βa ·
ω0

4 · π ·Q 2, 46 1, 75 Hz

Tab. 5.1 – Comparaison entre modèle et simulation. Les caractéristiques associées au modèle sont

déterminées à partir des équations (5.3), (5.28) et (5.29) avec un facteur de qualité de Q ≃ 2500

et des coefficients βa ≃ 1, 5 et βp ≃ 1, annexe C.7.3. Les résultats de simulation (simulations

temporelles sous Matlab-Simulink) considèrent l’équation (5.7) pour la dynamique du résonateur,

l’expression (5.14) pour la force électrostatique et un modèle masse-ressort-amortissement pour

la dynamique de la masse sismique - c.f. équation (3.1).

En fonction de l’application visée, la bande passante du capteur (fréquence de coupure fc)

peut être adaptée en réglant le rapport
ω0

Q
. On peut soit réaliser un accéléromètre presque-

intégrateur (application mesure de vitesse hors composantes très basse fréquence), équation

(5.5), en augmentant le facteur de qualité Q, soit augmenter la bande passante en augmentant

la pulsation de résonance ω0 du résonateur.

On remarque par ailleurs que la non-linéarité de la transduction accélération vers variation

de fréquence est plus faible en simulation que celle prévue par le modèle, tableau 5.1 et figure

5.13. Ceci s’observait également sur les courbes de la figure 5.5(b).
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Fig. 5.13 – Courbe de réponse statique : comparaison entre modèle et simulation.
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5.4 Conclusion du chapitre 5

Ce chapitre présente une voie d’exploration pour tirer parti d’un phénomène physique non

linéaire fréquemment rencontré dans les micro et nano-résonateurs mécaniques, à savoir la non-

linéarité de type Duffing. Alors que cette non-linéarité peut être pénalisante dans certaines

applications (oscillateur de référence de temps [80], accéléromètres résonants V BA, gyromètres,

détection de masse [96]), on propose ici de l’exploiter pour réaliser un principe de détection par

modulation de fréquence ou un principe de génération de fréquence.

Une équation différentielle particulière présentant ce type de non-linéarité est proposée afin

de réaliser la modulation de fréquence :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = Gu(τ) · sign(u̇(τ)) (5.38)

avec Gu(τ) = Gref ·
(
1 + p(τ)

)
(5.39)

Elle est résolue par la méthode des échelles de temps multiples afin d’obtenir un modèle

approché du comportement entrée-sortie ωτ (τ) en fonction de l’entrée p(τ). La sensibilité du

système est d’autant plus importante que la non-linéarité de Duffing, représentée par le terme

ε · α, est grande.

Cette caractéristique est particulièrement intéressante pour les résonateurs mécaniques (MEMS

- NEMS) : à amplitude de déplacement constant, on montre, figure 5.15, que cette non-linéarité

est d’autant plus importante que l’épaisseur vibrante est petite. Le principe tire donc profit de

la réduction de taille.

0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

10

12

Rapport  e/W
P

ε⋅
α

Fig. 5.15 – Effet de la réduction de l’épaisseur vibrante sur la non-linéarité de la force de rappel

mécanique. Le paramètre de non-linéarité ε·α est défini par l’équation (4.5), où les paramètres k1

et k3 sont donnés dans l’équation (5.7) et la dimension caractéristique Y correspond à l’entrefer

e. La valeur de l’entrefer e détermine l’amplitude maximale possible pour le déplacement y du

résonateur mécanique. A entrefer constant, le paramètre de non-linéarité ε ·α est proportionnel

au carré de l’inverse de l’épaisseur vibrante WP .
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Pour les forts coefficients de qualité du résonateur (ε ·µ≪ 1), le système se comporte comme

un presque-intégrateur, équation (5.5). Il est donc possible de concevoir une structure mécanique

réalisant simultanément une conversion en fréquence et une opération de presque-intégration.

On propose un mode de réalisation de l’équation traitée à partir d’un micro ou nano-

résonateur. Dans le cas d’une mesure inertielle, la mise en œuvre de l’équation peut être

représentée par le schéma de la figure 5.16.

Force d′inertie

Axe de
déplacement
de la masse
sismique

iin(t)

ε = 0V G

Vdd

Rf

Vout(t)

V+

V−

Vref

VP

Vact(t)
de fréquence
V ers détection

Fig. 5.16 – Mise en œuvre de l’équation dans le cas d’une mesure inertielle

Pour le choix de paramètres proposé, le dispositif présente en simulation une sensibilité de

144 Hz/g pour une fréquence centrale de 10 kHz et une étendue de mesure égale à ± 10 g.
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Conclusion générale

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés aux non-linéarités dans les microsystèmes en

abordant leur conception par une approche système.

Dans une première partie, nous nous sommes focalisés sur l’utilisation des outils de l’auto-

matique avec pour objectif principal l’amélioration de la performance en linéarité d’un micro-

accéléromètre. Cette amélioration est obtenue en mettant en place un principe de mesure en

boucle fermée. Après une formulation générale de la problématique de mesure et d’asservisse-

ment des capteurs asservis, nous avons proposé une architecture de correcteur pour le micro-

accéléromètre adaptée à l’utilisation des outils retenus : l’identification et la synthèse par place-

ment de pôles ou la synthèse H∞. L’association méthodologies de l’automatique et architecture

adaptée nous a permis de concevoir un asservissement performant et robuste. L’approche est

validée en simulation et sur un premier démonstrateur. On montre également dans cette étude

que les performances dynamiques du micro-accéléromètre sont limitées par le compromis per-

formance/stabilité inhérent à tout système bouclé. Cette remarque s’applique éventuellement à

d’autres types de capteurs asservis. Pour y remédier, nous proposons l’utilisation des techniques

d’observation.

Dans un deuxième temps, nous avons proposé un système de type oscillateur, exploitant une

non-linéarité de Duffing. Il peut être utilisé pour réaliser un principe de détection par modula-

tion de fréquence ou pour la génération de fréquence (VCO). Après une description du principe

et la présentation de l’équation différentielle non linéaire associée, nous avons utilisé la méthode

des échelles de temps multiples afin d’obtenir un modèle de comportement entrée-sortie. La

sensibilité du système est d’autant plus importante que la non-linéarité est grande. Cette parti-

cularité rend le principe attractif pour les structures mécaniques de dimensions nanométriques.

Un exemple de micro-structure permettant de réaliser une mesure d’accélération est proposé.
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Perspectives

Nous proposons tout d’abord quelques perspectives concernant le micro-accéléromètre as-

servi. Il s’agit essentiellement de voies à explorer pour son optimisation. Nous présentons ensuite

quelques ouvertures concernant le principe de détection par oscillateur de Duffing.

Micro-accéléromètre asservi

Bien que les performances globales du premier démonstrateur soient supérieures à l’état de

l’art, les premières mesures ont montré une différence importante entre le comportement prévu

par le modèle de simulation et la réponse du démonstrateur. Les incertitudes inhérentes à la fa-

brication de la structure mécanique et les phénomènes non modélisés peuvent en partie expliquer

cette différence. Nous pensons également que les non-linéarités et les bruits plus importants que

prévus réduisent l’efficacité de l’identification en boucle ouverte. Ce point sera prochainement

confirmé par une identification en boucle fermée. L’obtention d’un meilleur modèle devrait per-

mettre d’améliorer les performances de l’asservissement et par suite les performances de mesure

du capteur actuel.

Puisque le correcteur est programmable, des essais pourront être menés sur le démonstrateur

pour des tensions d’actionnement plus importantes. L’augmentation des tensions d’actionnement

et/ou de lecture conduit à une augmentation de la raideur électrostatique négative kelec et

donc à une réduction de la raideur effective keff de l’accéléromètre. Dans le cas limite (kelec ≃
kmec ⇒ keff ≃ 0), on devrait se rapprocher du comportement du système présenté dans la

référence [41], où la raideur mécanique est physiquement nulle puisque la masse sismique (un

disque) est en lévitation. Le fonctionnement en limite de stabilité pourrait permettre d’améliorer

les performances du capteur ; la figure 5.17 montre quelques résultats préliminaires pour le

micro-accéléromètre considéré dans cette thèse. L’analyse des fonctions de sensibilité prévoit en

particulier une amélioration de la linéarité et une réduction de l’erreur dynamique. De plus, la

contribution du bruit de l’électronique de lecture capacitive sur la sortie de mesure devrait être

fortement réduite puisque, d’après l’équation (3.31), elle est proportionnelle à la raideur effective

keff .

Cette figure montre par ailleurs que l’augmentation de l’ordre du correcteur est à envisager

pour les prochains circuits.
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Fig. 5.17 – Fonctionnement en limite de stabilité électro-mécanique et/ou augmentation de

l’ordre du correcteur : on considère ici le comportement d’un accéléromètre décrit par l’équation

(3.25) avec Vlect = 1, 65V et Vact = 2, 9V (courbes discontinues) et Vlect = 1, 65V , Vact = 3, 8V

(⇒ keff = 0, 015 N ·m−1, courbes continues). Les fonctions de sensibilité en bleu correspondent

à la synthèse d’un correcteur du 8ème ordre. Les fonctions de sensibilité en noir et en rouge

correspondent à la synthèse d’un correcteur du 10ème ordre. Le correcteur est optimisé pour

chacun des trois cas considérés (synthèse H∞).

Le deuxième phénomène observé sur le démonstrateur est l’augmentation du niveau de bruit

en boucle fermée. Nous avons attribué cette dégradation au mouvement résiduel de la masse

sismique dans la bande de fréquence comprise entre la bande de fréquence où l’asservissement

est optimal2 (≃ BPmes) et la bande passante du capteur (BPcapt). Ce mouvement résiduel, dont

l’origine peut être le bruit en force introduit par le modulateur Σ∆ d’actionnement ou bien une

vibration hors-spécification (f ≥ BPmes), génère un bruit de repliement dans la bande passante

de la mesure si la lecture capacitive présente des termes non-linéaires d’ordre pair.

2Pour le modèle de simulation, l’asservissement est optimal sur [0 ; 70 Hz] (figure 3.37, fonction de sensibilité

S et SG), pour une bande passante BPcapt du capteur d’environ 3, 4 kHz (figure 3.37, fonction de sensibilité T ).

Pour le démonstrateur, l’asservissement est optimal sur [0 ; 25 Hz], pour une bande passante BPcapt du capteur

d’environ 800 Hz (figure 3.45).
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Si les prochaines mesures confirment ce phénomène, une contrainte supplémentaire sur la

fonction de sensibilité SG (≃ fonction de transfert entre une entrée en force et le déplacement

de la masse sismique) devrait permettre une amélioration des performances en bruit. Dans le cas

contraire, on pourra envisager la conception d’un bôıtier d’encapsulation du MEMS réalisant

un filtrage mécanique passif des vibrations de fréquences supérieures à la bande passante de rejet

de l’asservissement.

Pour la structure mécanique actuelle, le bruit brownien représente une contribution équivalente

(ou légèrement inférieure) aux autres contributions en bruit ramenées à l’entrée. Cette contribu-

tion devra également être réduite dans les prochaines versions de l’architecture (augmentation

de la masse de la masse sismique, réduction des forces dissipatives).

Principe de détection par oscillateur de Duffing

Le principe de détection par oscillateur de Duffing ouvre des perpectives couvrant des do-

maines plus larges.

Tout d’abord, nous nous sommes limités dans cette étude au modèle à une dimension associé

au premier mode de flexion d’une poutre. L’aspect Duffing des structures mécaniques pourra

être étudié de manière plus précise en incluant, par exemple, les contributions de l’ensemble des

modes. Les modèles de comportement dynamique pourront être validés par des mesures sur des

micro et nano-structures. On pourra notamment s’intéresser à l’influence de la géométrie et de

la réduction de taille.

Les méthodes de résolution et les outils d’analyse des systèmes non linéaires font l’objet

de nombreuses recherches et de discussions [170]. Nous avons choisi de résoudre l’équation du

système par la méthode des échelles de temps multiples. D’autres méthodes pourraient se montrer

plus performantes (obtention plus aisée du modèle ou meilleure validité du modèle).

Concernant l’évaluation du principe proposé, nous avons étudié l’influence des paramètres de

l’équation sans dimension sur la courbe de réponse statique et sur la dynamique de la réponse.

Cette première étape doit être complétée, notamment par l’évaluation de l’influence d’entrées

en bruit dans la boucle de l’oscillateur. On pourra s’appuyer sur les travaux présentés dans les

articles [76, 110],[141].

La structure mécanique exposée pour l’application à la mesure d’accélération est une propo-

sition de principe à optimiser ou à repenser (variation d’entrefer plutôt que variation de surface

pour la modulation de la force d’excitation, structure de résonateur de type diapason). Le modèle

de comportement entrée-sortie est à affiner en fonction de la structure mécanique retenue.

Le principe exposé peut également être appliqué à d’autres types de mesure (voir [141] pour

l’application d’un principe similaire pour la mesure de champs magnétiques).
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Annexe A

Annexe de la partie I

Cette annexe reprend les principaux critères de performance d’une mesure.

A.1 Bande passante d’un capteur et bande utile pour la mesure

La notion de bande passante est primordiale pour caractériser les performances d’un capteur.

On distingue, figure A.1 :

– la bande passante du capteur BPcap, à savoir la plage de fréquence pour laquelle un signal

en entrée est observé en sortie avec un gain supérieur à une certaine valeur (en général 3

ou 6 dB inférieure au gain maximal de la fonction de transfert) ;

– et la bande passante utile pour la mesure BPmes, à savoir la bande passante sur laquelle

les calculs de bruits sont effectués et les erreurs du type erreur dynamique ou erreur de

linéarité sont spécifiées.

La bande passante du capteur BPcapest fixée par la conception du capteur et éventuellement

par le choix du point de fonctionnement. La bande passante utile pour la mesure BPmes est

définie en fonction de l’application, sachant qu’il s’agit d’un compromis à trouver en fonction

des différents critères de performances.

Concernant la bande passante du capteur, on peut distinguer deux types de capteurs : les

capteurs capables de mesurer les signaux continus (passe-bas) et ceux ne le pouvant pas (passe-

bande)

A.2 Définitions relatives aux performances des capteurs

Pour les capteurs incluant le continu et lorsque la grandeur à mesurer varie lentement dans le

temps (système passe-bas et bande passante de la mesure très inférieure à la bande passante du

capteur), la dynamique du capteur peut être négligée. Il est alors possible de définir des critères

de performances statiques.

163



Annexe A : Annexe de la partie I

3dB

fh

BPcapt

3dB

fb fh

BPcapt

BPmes
Gain (dB)

Fréquence

(Hz)

Fig. A.1 – Bande passante BPcapt d’un capteur passe-bas (sur la droite) ; Bande passante BPcapt

du capteur et bande passante BPmes de la mesure pour un capteur passe-bande

Courbe entrée-sortie ou courbe de réponse statique

La plupart de ces critères de performance peuvent être représentés à l’aide de la courbe de

réponse statique (fig. A.2(a)), caractérisant la valeur moyenne de la sortie du capteur à l’équilibre

(lorsque les transitoires sont passés) pour chaque valeur de la grandeur physique en entrée et dans

les conditions nominales de fonctionnement du capteur. On notera hr(p) la fonction permettant

de décrire la courbe de réponse statique. On pourra obtenir une description expérimentale de hr

par un ensemble fini de points (p, hr(p)) en réalisant la mesure de la valeur moyenne du signal

de sortie y(t) pour un certain nombre de valeurs constantes de l’entrée p :

hr(p) = lim
Tacq→∞

1

Tacq
·
∫ Tacq

0
y(t) · dt avec p = cste (A.1)

où Tacq représente la durée d’acquisition (finie en pratique).

Sortie du capteur y

Grandeur phys. p

linéaire
affine

non linéaire

(a) Courbe de réponse statique

hmc(p)

hr(p)

ymin

ymax

pmin pmax

Sortie du capteur y

Grandeur phys. p

(b) Etendues d’entrée et de sortie (hr= réponse

réelle ; hmc : approximation par les moindres

carrés)

Fig. A.2 – Courbes de réponse statique et étendues d’entrée et de sortie

La fonction hr(p) peut être linéaire, affine ou non linéaire (fig. A.2(a)). Puisque celle-ci est

utilisée pour estimer la valeur de l’entrée à partir de la sortie mesurée, il faut au moins que la

fonction hr(p) soit injective (sur l’étendue de la mesure).
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Etendue de mesure, intervalle de mesure

L’étendue de mesure correspond à la plage de variation [pmin, pmax] de la grandeur physique

en entrée (fig. A.2(b)). L’étendue de mesure nominale est l’étendue de mesure pour laquelle les

spécifications de performances annoncées sont respectées. L’intervalle de mesure correspond à

la valeur absolue de la différence entre pmax et pmin.

Etendue de sortie, intervalle de sortie

L’étendue de sortie correspond à la plage de variation [ymin, ymax] de la grandeur de sortie

(fig. A.2(b)). L’intervalle de sortie correspond à la valeur absolue de la différence entre ymax et

ymin.

Pleine échelle

La pleine échelle de mesure est définie par FS = max(pmin, pmax)

Sensibilité ou facteur d’échelle

On appelle sensibilité ou facteur d’échelle (Scale Factor) SF (p) la pente de la courbe de

réponse au point p.

SF (p) =
∂hr(p)

∂p
(A.2)

Pour les capteurs conçus pour fournir une sortie proportionnelle à la grandeur à mesurer p,

on détermine en général la droite hmc(p) = SFmc · p+ y0 de meilleure approximation de hr dans

le sens des moindres carrés (indices mc : moindres carrés et r : réelle). Pour ces capteurs, la

valeur estimée p̂ de la grandeur p est définie par la relation :

p̂ =
y − y0

SFmc
(A.3)

Linéarité

On définit la linéarité (ou écart de linéarité) d’un capteur comme l’écart maximal entre la

courbe de réponse réelle hr(p) et son approximation par les moindres carrés hmc(p). Cet écart

peut être exprimé en pourcentage de la pleine échelle de sortie, en pourcentage de l’intervalle de

sortie [7]...
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Dans ce manuscrit, l’écart de linéarité maximal δy est exprimé en pourcentage de l’intervalle

de sortie correspondant à la meilleure approximation de hr(p) au sens des moindres carrés :

δy = max
p ∈ [pmin, pmax]

|hr(p)− hmc(p)|
SFmc · (pmax − pmin)

(A.4)

On définit également l’écart de linéarité local :

δy(p) =
|hr(p)− hmc(p)|

SFmc · (pmax − pmin)
(A.5)

Un traitement de linéarisation ou de compensation de la non-linéarité, consistant à appliquer

la fonction h−1
r à y est éventuellement possible, mais il peut être délicat. En effet, trois principaux

facteurs viennent limiter la capacité à estimer la grandeur physique en entrée : les dérives,

l’hystérésis de la courbe et le bruit sur la mesure.

tր

Sortie du capteur y

Grandeur phys. p

(a) Dérive : réponse initiale en bleu,

dérive du biais de sortie en rouge,

dérive quelconque en vert.

Sortie du capteur y

Grandeur phys. p

(b) Courbe de réponse

statique présentant une

hystérésis.

Sortie du capteur y

Grandeur phys. p

(c) Illustration d’un bruit

sur la mesure.

Fig. A.3 – Illustration sur la courbe de réponse statique des facteurs limitant la capacité à

estimer une grandeur physique

Dérives

Les dérives sont les modifications de la courbe de réponse statique dans le temps. Ces modi-

fications peuvent être dues à des changements à court terme des conditions de fonctionnement

- perturbations n’apparaissant pas sur le modèle de la figure 1.4 : pression, température, hu-

midité... On parle alors de sensibilité extrinsèque. Elles sont éventuellement compensables si

l’on dispose d’une mesure et d’un modèle correct de l’influence de ces perturbations. D’autres

dérives peuvent être dues à des phénomènes à plus long terme et sont éventuellement irréversibles

- vieillissement, fatigue des structures, fluage, oxydation.

La dérive du biais de sortie est un type courant de dérive (fig.A.3(a), en rouge). La courbe de

réponse est alors décalée verticalement d’une valeur identique pour toutes les valeurs de l’entrée.

D’autres types de dérives peuvent également affecter un des paramètres déterminant la forme

de la courbe de réponse (fig.A.3(a), en vert).
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Hystérésis

La qualité de la courbe de réponse statique peut également être dégradée par des phénomènes

donnant lieu à une hystéréris (utilisation de matériaux magnétiques, par exemple). La courbe

est alors multivaluée (fig.A.3(b)).

Bruits sur la mesure

L’utilité de la courbe statique est compromise par la présence d’un bruit se superposant

à la mesure - représenté ici par un intervalle d’incertitude sur la courbe de réponse statique

(fig.A.3(c)).

Ce bruit peut avoir plusieurs origines. Il peut s’agir d’un bruit en entrée, de même nature que

la grandeur physique à mesurer. Par exemple, l’agitation moléculaire crée une force de pression

fluctuante sur les surfaces des structures mécaniques assimilable à un bruit et appelée bruit

Brownien [37]. Lorsque l’on cherche à estimer une grandeur dont la nature est également une

force sur ces structures (pression, accélération), ce bruit peut être modélisé comme un bruit en

entrée.

Une partie du bruit observé en sortie est due à l’électronique de détection. Dans le cas

des principes de mesure non bouclés, ce bruit peut être représenté par un bruit additif (ou

multiplicatif) en sortie.

Suivant l’origine physique, le bruit peut avoir différentes distributions (densité de probabilité)

et différentes colorations (répartition spectrale).

Pour une entrée p constante, le bruit en sortie est caractérisé par la valeur efficace (ou valeur

quadratique moyenne) by,eff (p) des fluctuations de la sortie y(p) autour de sa valeur moyenne.

Soit, puisque hr(p) représente la valeur moyenne de y(p) :

by,eff (p) =

√

lim
Tacq→∞

1

Tacq
·
∫ Tacq

0
(y(p, t)− hr(p))

2 · dt (A.6)

Que le bruit en sortie dépende ou non de la valeur de l’entrée p, on considère, comme valeur

efficace caractéristique du bruit, la valeur efficace maximale du bruit sur l’étendue de mesure

définie :

b2y,eff = max
p ∈ [pmin pmax]

(
b2y,eff

)
(A.7)

Pour réduire la valeur efficace du bruit observé en sortie de la châıne de mesure, un filtrage

des composantes du signal de sortie y en dehors de la bande passante d’intérêt est nécessaire. Au

final, la valeur efficace du bruit sur la mesure dépendra donc du filtrage opéré en sortie (bande

passante utile BPmes choisie et atténuation hors bande).
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On préfère en général donner une représentation fréquentielle du bruit en sortie sous forme

d’une densité spectrale du bruit en sortie Pby(f), exprimée en (unité de la grandeur de sor-

tie)2/Hz. Ainsi, on laisse à l’utilisateur du capteur le soin de calculer la valeur efficace du bruit

en fonction de la bande de mesure BPmes d’intérêt pour l’application qu’il vise.

b2y,eff =

∫

BPmes

Pby(f) · df (A.8)

Lorsque le bruit en sortie n’est pas blanc, la densité spectrale Pby (f) dépend de la fréquence

f . Dans ce cas, le bruit est en général représenté par une densité spectrale constante de bruit

blanc équivalent Pbbe,y, valable pour des bandes passantes de mesure incluses dans un intervalle

de fréquence maximal donné (BPmes ∈ [fmin ; fmax]). On a alors l’approximation :

b2y,eff ≃ BPmes · Pbbe,y (A.9)

Le bruit observé en sortie est en général ramené en entrée, sous la forme d’un bruit équivalent

exprimé dans l’unité de la grandeur à mesurer, en divisant la puissance totale ou la densité

spectrale du bruit en sortie par le carré de sensibilité S.

b2p,eff =
b2y,eff

S2 ; Pbbe,p =
Pbbe,y

S2 ; (A.10)

Seuil de mobilité

Le seuil de mobilité1 est la plus grande variation de la grandeur physique à mesurer p qui

ne provoque pas une variation perceptible en sortie. Ce seuil de mobilité peut avoir plusieurs

origines. Il est notamment limité par la valeur efficace du bruit (fonction donc de la bande

passante de mesure choisie) et le pas de quantification, lorsque la sortie est numérique.

Résolution (numérique)

Dans le cas de capteur avec sortie numérique, la résolution est égale au pas de quantification

du signal de sortie. Par suite, on associe souvent au terme résolution la plus petite valeur d’une

grandeur que l’on peut détecter sur une certaine bande passante (résolution en bruit).

Dynamique de mesure (Dynamic range)

La dynamique de mesure est le rapport entre l’intervalle de mesure et le seuil de mobilité.

1Parfois appelé résolution (Définition IEEE pour les capteurs inertiels [7]) : La plus grande valeur de la variation

minimale de l’entrée (pour les entrées supérieures au niveau de bruit) qui produit une variation en sortie égale à

un pourcentage donné (au moins 50%) de la variation en sortie prévue par le facteur d’échelle nominal.
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Justesse, fidélité et exactitude

Ces notions statistiques et issues de la métrologie caractérisent la fiabilité de la mesure fournie

par un appareil de mesure, ici le “système capteur”. La fidélité d’un capteur est caractérisée par

l’écart type des valeurs de la sortie, pour un certain nombre de mesures. La justesse caractérise

l’écart de la valeur moyenne de sortie par rapport à la vraie valeur de la grandeur physique en

entrée (valeur de référence : étalon). L’exactitude est la caractéristique qui combine les deux

qualités précédentes.

On distingue également la répétabilité (mesures répétées sur une courte période de temps

avec le même protocole, les mêmes conditions, par le même opérateur et avec le même capteur)

et la reproductibilité (mesures répétées sur une période de temps longue avec le même protocole

et les mêmes conditions, par des opérateurs différents et avec des capteurs différents).

Fig. A.4 – Justesse et fidélité

Performances dynamiques des capteurs

Plusieurs caractéristiques sont liées à la fonction de transfert du capteur :

– le temps de réponse ;

– la réponse en gain sur la bande passante de la mesure : si le gain de la fonction de transfert

associée au capteur n’est pas constant sur la bande passante, la sensibilité du capteur est

fonction de la fréqunce de variation de la grandeur en entrée ;

– la réponse en phase du capteur sur la bande passante de la mesure (à laquelle on associe

la notion de distorsion de phase linéaire).
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Annexes de la partie II
B.1 Compléments d’information sur la modulation Σ∆

Modèle linéaire associé à un comparateur

Le bruit de quantification associé à un comparateur peut être modélisé par un bruit additif

bq,σ, figure B.1(a), de variance σ2, equation (B.1). Ce modèle linéaire du comparateur permet

d’approcher le comportement d’un modulateur d’un point de vue mise en forme du bruit de

quantification.
σ2 =

∆2

12
(B.1)

où ∆ est le pas de quantification du comparateur (ici ∆ = 1).

fs2

m
bq,σ(k2)

(a)

∆2

12 · fs,NS

fs,NS

2
−fs,NS

2

∆2

12 · fs2

fs,NS

2
−fs,NS

2

E2(f)

f

(b)

Fig. B.1 – (a) Modèle équivalent linéaire d’un comparateur . (b) Etalement de la densité spec-

trale de bruit par sur-échantillonage.

La densité spectrale de puissance E2(f) du bruit de quantification vaut :

E2(f) =
σ2

fs2
=

∆2

12 · fs2
(B.2)

La densité spectrale de puissance E2(f) est donc inversement proportionnelle à la fréquence

d’échantillonnage fs2, équation (B.2) et figure B.1(b). Le principe de sur-échantillonage, à savoir

choisir une fréquence d’échantillonnage fs2 grande devant la fréquence de Nyquist-Shannon

fs,NS = 2 · fB
1 , permet donc de réduire la puissance du bruit dans la bande de fréquence

[−fB ; fB], soit la bande passante utile pour la conversion analogique-numérique.

1fB est la fréquence maximale du spectre du signal en entrée.
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Modèle linéaire associé à un modulateur Σ∆ du 1er ordre sur 1 bit

En considérant le modèle linéaire du comparateur (fig. B.1(a)) et un intégrateur sous forme

échantillonnée, un modulateur Σ∆ du 1er ordre (fig. B.2) peut être représenté par le modèle

linéaire équivalent de la figure B.3.

eΣ∆(t)
∫

Intégrateur

ε(t)

fs2

yΣ∆(k2)

CNA

0
1

Amin

Amax

Fig. B.2 – Modulateur Σ∆ du 1er ordre avec convertisseur A/N et N/A un bit

eΣ∆(t)
1

Amax −Amin

1−Amax −Amin

2

︸ ︷︷ ︸

[Amin ; Amax]→ [0 ; 1]

e′Σ∆(t) z−1

1− z−1

bq,σ(k2)

yΣ∆(k2)

Fig. B.3 – Modèle linéaire associé à un modulateur du premier ordre

Sur ce schéma, le signal eΣ∆(t) est transformé en un signal e′Σ∆(t), afin de prendre en compte

l’étendue de sortie [Amin ; Amax] du CNA de retour.

D’après ce modèle linéaire équivalent, la relation liant la sortie yΣ∆(k2) à l’entrée e′Σ∆ et au

bruit bq,σ(k2) s’écrit :

yΣ∆(k2) = z−1 · e′Σ∆(t) +
(
1− z−1

)
· bq,σ(k2) (B.3)

Le bruit de quantification bq,σ(k2) est donc mis en forme par une fonction de transfert

passe-haut du premier ordre. Il est repoussé vers les fréquences hautes.

En conclusion, le sur-échantillonnage et la mise en forme du bruit de quantification bq,σ(k2)

permettent de réduire la puissance du bruit dans la bande de fréquence d’intérêt [−fB ; fB]. En

pratique, le modulateur du premier ordre avec CAN et CAN 1 bit présente également l’avantage

d’être peu sensible aux imperfections possibles des éléments qui le composent - intégrateur, com-

parateur et réalisation de la soustraction. Il présente par contre un assez mauvais comportement

vis-à-vis des signaux e′Σ∆(t) continus ou faiblement variables (notion de bruit de trame [32, 57],

non exposée ici).
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B.1 Compléments d’information sur la modulation Σ∆

Conventions de notation

Les signaux d’entrée eΣ∆(t) utilisés par la suite seront centrés sur zéro et les sorties des CNA

de sortie seront symétriques ([−Amax ; Amax]). Par commodité, nous considèrerons dorénavant

que le signal yΣ∆(k2) peut prendre les valeurs −1 et +1 (soit ∆ = 2) et que l’entrée normalisée

vaut e′Σ∆(t) =
eΣ∆(t)

Amax
, figure B.4.

eΣ∆(t) Filtre
1

Amax

e′Σ∆(t) ε(t)
Filtre

fs2

yΣ∆(k2)

CNA

−1
1

−1
1

Fig. B.4 – Conventions de notation

Le modulateur Σ∆ du 2ème ordre

Le modulateur Σ∆ du 2ème ordre (fig. B.5(a)) peut être représenté du point de vue mise en

forme du bruit de quantification par son modèle équivalent linéaire, figure B.5(b).

eΣ∆(t)
∫

Intégrateur

ε(t) ∫

Intégrateur fs2

yΣ∆(k2)

CNA

−1
1

−1
1

(a) Schéma de principe d’un modulateur Σ∆ du deuxième ordre.

eΣ∆(t)
ε(t)

z−1

1− z−1

Intégrateur

z−1

1− z−1

Intégrateur

bq,σ(k2)

yΣ∆(k2)

CNA

−1
1

−1
1

(b) Modèle équivalent linéaire associé à un modulateur du deuxième ordre.

Fig. B.5 – (a) Schéma de principe d’un modulateur Σ∆ du 2ème ordre. (b) Modèle équivalent

linéaire.
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La relation (B.4) relie alors le signal de sortie yΣ∆(k2) à l’entrée e′Σ∆ et au bruit bq,σ(k2).

yΣ∆(k2) = z−1 · e′Σ∆(k2) +
(
1− z−1

)2 · bq,σ(k2) (B.4)

Le modulateur du deuxième ordre peut être donc représenté de manière compacte par le

schéma de la figure B.6.

e′Σ∆(t) z−1 yΣ∆(k2)

bq,σ(k2)

(1− z−1)2

Fig. B.6 – Modèle linéaire associé à un modulateur du deuxième ordre.

Le bruit de quantification bq,σ(k2) est mis en forme par une fonction de transfert passe-haut

du deuxième ordre. Il est repoussé vers les fréquences hautes plus efficacement que dans le cas

d’un modulateur du premier ordre, figure B.7. De plus, le phénomène de bruit de trame pour les

entrées constantes et lentement variables est moins important dans le modulateur Σ∆ du 2ème

ordre.

10
−3

10
−2

10
−1

−80

−60

−40

−20

0

20

Fréquence normalisée (f/f
s2

)

G
ai

n 
(d

B
)

Mise en forme du bruit de quantification b
q
(k

2
)

Sans mise en forme
Σ∆ d’ordre 1
Σ∆ d’ordre 2

Fig. B.7 – Mise en forme du bruit de quantification des modulateurs Σ∆ du premier ordre et

deuxième ordre - Fonctions de transfert entre le bruit de quantification bq,σ(k2)) et la sortie

yΣ∆(k2), équation (B.3) et (B.4) .

On montre [32] que la puissance du bruit de quantification dans une bande de fréquence

[−fs1 ; fs1] ramenée à l’entrée pour un modulateur Σ∆ du 2ème ordre est donnée par :

PQn(∆, R) =
∆2 ·A2

max · π4

60 · R5 [unité de la grandeur d′entrée]2 (B.5)

où R est le rapport de sur-échantillonnage, R = fs2/fs1 - hypothèse : fs2 ≫ fs1 [32] .
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B.2 Calcul des paramètres de l’équation de la dynamique de la masse sismique

Le rapport signal à bruit maximal théorique, à savoir pour une entrée sinusöıdale d’amplitude

Amax, est donné par :

SNR(∆, R) = 10 · log10
(

15 ·R5

2 · π4

)

dB (B.6)

En pratique, le rapport signal à bruit maximal est atteint pour une amplitude du signal d’entrée

inférieure à Amax - environ 80% [57].

B.2 Calcul des paramètres de l’équation de la dynamique de la

masse sismique de l’accéléromètre

Le tableau B.1 rassemble les désignations des paramètres de l’accéléromètre Locadyn et

quelques valeurs numériques.

Masse m

La masse considérée pour établir le modèle de la dynamique de la masse sismique est la

masse totale suspendue :

m = ρ ·WSI ·
(

LMS · lMS + 2 · n · LD · lD
)

(B.7)

La masse propre des poutres de suspension est ici négligée.

Raideur kmec

La raideur mécanique considérée dans ce modèle est égale au coefficient correspondant à la

composante linéaire de la force de rappel exercée par les poutres de suspension sur la masse

sismique, soit :

kmec = 4 · E ·WSI ·
(
lP
LP

)3

(B.8)

On peut retrouver cette expression en considérant le modèle approché (correspondant au premier

mode de flexion) de la dynamique d’une poutre encastrée-encastrée. Ce modèle est rappelé dans

l’annexe C.5.

Amortissement b

Le coefficient d’amortissement utilisé dans cette étude correspond au coefficient associé à la

force dissipative due à l’écrasement de la couche d’air entre les doigts des électrodes fixes et ceux

des peignes mobiles de la masse sismique (squeezed-film, [28, 42, 49]), soit :

b(x) = α · n · µ ·W 3
SI · (LD − eMS−D) ·

(
1

(d0 + x)3
+

1

(d0 − x)3
+

1

(d1 + x)3
+

1

(d1 − x)3
)

(B.9)

Le coefficient d’amortissement est une fonction non linéaire du déplacement x de la masse

sismique. Pour le calcul des fonctions de transfert approchées, on considère dans cette étude sa

valeur pour x = 0, soit :

b0 = b(x = 0) = 2 · α · n · µ ·W 3
SI · (LD − eMS−D) ·

(
1

d3
0

+
1

d3
1

)

(B.10)
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Tab. B.1 – Paramètres du microaccéléromètre

Symboles Descriptions (Valeur unité)

LMS Longueur de la masse sismique

lMS Largeur de la masse sismique

WSI Epaisseur d’épitaxie

n Nombre de doigts par électrode (80)

LD Longueur des doigts

lD Largeur des doigts

LP Longueur des poutres de suspension

lP Largeur des poutres de suspension

eMS−D Espacements entre masse et doigts fixes selon Oy

d0,1 Gaps au repos (2, 5 µm,10 µm)

Vlect Hauteur des créneaux de tension de lecture (1,65 V )

Vact Hauteur des créneaux de tension d’actionnement (2,9 V )

m Masse de la masse sismique (1,2 10−7 kg)

kmec Raideur mécanique (≃ 15,1 N · m−1)

S Surface des doigts en regard

b0 Estimation du coefficient d’amortissement (≃ 4,6 10−4 N · s · m−1)

KXC Gain déplacement vers variation de capacité (≃ 3 10−6 F · m−1)

Cref Capacité équivalente de retour du modulateur Σ∆ de lecture capacitive (≃ 2, 610−12 F )

keff,BO Raideur effective en boucle ouverte (13, 3 N · m−1)

keff Raideur effective en boucle fermée (4, 8 N · m−1)

Ku Gain d’actionnement (9, 8 10−6N)

µair Coefficient de viscosité dynamique de l’air (18,3 10−6 Pa · s ou kg · m−1
· s−1)

ρ Masse volumique du Silicium (2320 kg · m−3)

E Module de Young du Silicium (170 GPa)

α Coefficient sans dimension lié à la géométrie des électrodes (0, 43)
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B.3 Circuit de lecture capacitive

B.3 Circuit de lecture capacitive

B.3.1 Modélisation du circuit de lecture du micro-accéléromètre

En considérant la contribution du doigt de l’électrode E1 le plus proche (distance d0, figure

3.20(a)) et la contribution du doigt de l’électrode E1 le plus éloigné (distance d1), la capacité

C13(x) formée entre l’électrode E3 (masse sismique M) et l’électrode fixe E1 est définie par :

C13(x, t) = n · ε0 · S ·
(

1

d0 − x(t)
+

1

d1 + x(t)

)

(B.11)

où n est le nombre de doigts interdigités entre l’électrode E1 et l’électrode E3 ; S est la surface

en regard entre un doigt de l’électrode E1 et un doigt de l’électrode E3. De même, la capacité

C23(x) formée entre l’électrode E3 et l’électrode fixe E2 est définie par :

C23(x, t) = n · ε0 · S ·
(

1

d0 + x(t)
+

1

d1 − x(t)

)

(B.12)

La fonction globale du circuit de lecture capacitive est représentée schématiquement par la

figure B.8. Il réalise la lecture différentielle ∆C(x, t) = C13(x, t) − C23(x, t) et la conversion

analogique-numérique du signal ∆C(t) en un signal numérique yΣ∆(k2), à savoir le signal de

sortie de la mesure en boucle ouverte, figure 3.17. La lecture des capacités est réalisée par

un montage à capacités commutées. Le schéma du circuit est disponible via Internet : fichier

multimédia (transparents de la présentation) associé à l’article [1] et en libre accès au travers

du site IEEExplore. De manière succincte, le principe du fonctionnement est le suivant : les

capacités C13(x, t) et C23(x, t) sont chargées tour à tour sous une différence de potentiel Vlect

pendant un temps égal à une demi-période de la fréquence d’échantillonnage fs2. La quantité de

charge différentielle accumulée ∆Q(x, t) = ∆C(x, t) ·Vlect est ensuite “comparée” à une quantité

de charge de référence, soit Qref = Cref · Vlect, soit Qref = −Cref · Vlect afin de réaliser le

modulateur Σ∆ représenté par la figure B.9.

Lecture

et

conversion
A/N

yΣ∆ = 0
Sortie

E3

E2

C23(0)

E1

C13(0)

γ = 0 ⇒ C13 = C23 ⇒ yΣ∆ = 0

(a) Accélération nulle

Lecture

et

conversion
A/N

yΣ∆ > 0
Sortie

E3

E2

C23(x)

E1

C13(x)

γ > 0 ⇒ C13 > C23 ⇒ yΣ∆ > 0

(b) Accélération non nulle

Fig. B.8 – Représentation schématique du circuit électronique de lecture capacitive différentielle

et de conversion analogique-numérique (A/N).
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∆Q(t)
∫

Intégrateur

ε(t) ∫

Intégrateur fs2

yΣ∆(k2)

CNA

−1
1

−Qref

Qref

Fig. B.9 – Modulateur Σ∆ en charge

En considérant le gain KXC de la transduction du déplacement x en variation de capacité
(

KXC =
∂∆C(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=0

)

, un bruit Cn(t) représentant le bruit de l’électronique (hors bruit

de quantification) ramené en capacité et le modèle équivalent linéaire du modulateur Σ∆ du

deuxième ordre (fig. B.6), le circuit de lecture capacitive peut être modélisé par la figure B.10.

x(t) KXC

∆C(t)

Cn(t)

1

Cref ∆C ′(t)
z−1 yΣ∆(k2)

bq,σ(k2)

(1− z−1)2

Fig. B.10 – Modélisation semi-physique du circuit de lecture capacitive.

En négligeant le retard d’une période correspondant à la fréquence d’échantillonnage fs2 =

250 kHz et en notant yΣ∆(t) le signal en temps continu représentant le signal numérique yΣ∆(k2),

le circuit de lecture capacitive peut être représenté par l’équation B.13 et la figure B.11.

yΣ∆(t) = KXY · x(t) + byT (t) (B.13)

où le gain KXY =
KXC

Cref
représente le gain entre le déplacement x (en mètre) de la masse M

et la sortie numérique yΣ∆ (sans unité) du circuit de lecture. Gb,y(s) représente la fonction de

transfert entre un bruit blanc de densité spectrale unitaire by,n(t) et le bruit byT (t) total introduit

par le circuit de lecture et conversion A/N . Le bruit byT (t) inclut la contribution en bruit de

l’électronique de lecture Cn et la contribution du bruit de quantification bq,σ du modulateur Σ∆.

x(t) KXY
∆C ′(t) yΣ∆(t)

yΣ∆(k2)

by,n(t) Gb,y(s) byT (t)

Fig. B.11 – Modélisation haut niveau du circuit de lecture capacitive.
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B.3.2 Non-linéarité de la lecture capacitive

La figure B.12 illustre les conséquences de la non-linéarité de la détection capacitive par

variation d’entrefer, équations (B.11) et (B.12), sur la linéarité de la relation entrée-sortie yΣ∆(x).

Les définitions d’ordre métrologique utilisées dans ce paragraphe sont rappelées dans l’annexe

A. On considère ici le cas nominal pour la lecture capacitive :

d0(E1E3) = d0(E2E3) = d0

d1(E1E3) = d1(E2E3) = d1

(B.14)

et le cas d’un défaut d’appariement des capacités de lecture : on considère ici un défaut équivalent

à un décalage de la position d’équilibre de la masse sismique d’une distance ∆d, soit :

d0(E1E3) = d0 −∆d ; d0(E2E3) = d0 + ∆d ;

d1(E1E3) = d1 + ∆d ; d1(E2E3) = d0 −∆d .
(B.15)

Sur les figures, la distance ∆d est ici exprimée en pourcentage de d0.

La partie supérieure de la figure B.12 présente la courbe de réponse statique yΣ∆(x) pour

une gamme d’entrée x ∈ [xmin = −d0/3 ; xmax = d0/3]
2. La partie inférieure de cette figure

trace la déviation δy(x) de la courbe de réponse statique yΣ∆(x) par rapport à la droite hmc(x)

de meilleure approximation de yΣ∆(x) au sens des moindres carrés. Cette déviation est exprimée

en pourcentage de l’intervalle de sortie correspondant à la droite hmc(x).

Dans le cas nominal, l’erreur de linéarité est de ±3% pour une étendue de sortie [−1 ; 1],

ce qui correspond à l’étendue de sortie du capteur en boucle ouverte. Ces graphiques montrent

également le décalage du zéro de la sortie yΣ∆(x) et une augmentation de la non-linéarité de la

courbe de réponse statique en cas de défaut d’appariement des capacités C13(x) et C23(x).

2La distance ±d0/3 correspond au déplacement x maximal de la masse sismique en statique avant collage de

l’électrode E3 sur une des électrodes fixes E1 ou E2 (pull-in) [43].
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Fig. B.12 – En haut : courbe de réponse statique yΣ∆(x) pour une gamme d’entrée x ∈ [xmin =

−d0/3; xmax = d0/3]. En bas : écart de linéarité local δy(x)

B.3.3 Non-linéarités d’ordre pair et repliement dans les basses fréquences

On considère un système d’entrée x(t) et de sortie y(t) (représentant la lecture capacitive),

sans dynamique et décrit par son développement limité autour du point x = 0, équation (B.16).

y(x) = fnl(x) =

n∑

i=0

ai · xi (B.16)

On s’intéresse à la génération de composantes dans les basses fréquences (w < w0, où w0 peut

représenter la pulsation correspondant à la limite haute de la bande passante de la mesure) sur

le signal de sortie y(t) pour un signal d’entrée x(t) décrit par :

x(t) = xBF (t) + xHF (t) (B.17)

où xBF (t) représente le signal x(t) pour les fréquences inférieures à 2 · π ·w0 et xHF (t) le signal

x(t) pour les fréquences supérieures à 2 · π · w0. On considère que l’amplitude du signal xBF (t)

est suffisamment faible pour ne pas être affectée par la non-linéarité de la relation (B.16). Ceci

sera vrai en boucle fermée, si l’asservissement est efficace sur la bande de fréquence [0 ; 2 ·π ·w0].
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On considère alors qu’en première approximation la sortie y(t) prend la forme :

y(t) = KXY · xBF (t) + fnl(xHF (t)) (B.18)

et on cherche à déterminer l’impact du second terme sur les composantes de y(t) en basses

fréquences. On considère le signal xHF (t) sous la forme :

xHF (t) =
N∑

i=0

Gi · cos(w0 · t+ i · δw · t+ φi) (B.19)

où Gi, w0+i·δw (δw ≪ w0) et φi désignent l’amplitude, la pulsation et la phase de la composante

spectrale i du signal xHF (t).

Les termes du développement (B.16) de puissances impaires créent des harmoniques et des

produits d’intermodulation autour de la pulsation w0 et autour des multiples impairs de cette

pulsation, soit en dehors de la bande passante de la mesure. On s’intéresse donc aux termes

d’ordre pair et en particulier à la non-linéarité d’ordre 2. Il s’agit ici d’apprécier au premier

ordre et de manière qualitative l’influence de la non-linéarité de la relation (B.16). On calcule

donc l’expression de x2
HF (t) pour xHF défini par la relation (B.19). On n’effectuera pas le calcul

pour les ordres supérieurs.

x2
HF (t) =

(
N∑

i=0

Gi · cos(w0 · t+ i · δw · t+ φi)

)2

(B.20)

En développant l’expression et en regroupant les termes de pulsations égales, on obtient :

x2
HF (t) =

1

2

N∑

i=0

G2
i +

N∑

k=0

(
N∑

l=0

Gl ·Gl+k · cos(k · δw · t− φl + φk)

)

+ T.H.F (B.21)

où T.H.F représente l’ensemble des autres termes du développement. Ces termes correspondent

à des composantes de pulsations supérieures ou égales à 2 · w0. L’expression de T.H.F ne nous

intéresse donc pas.

Le premier terme de l’équation (B.21) représente une composante continue, fonction de la

puissance du signal xHF (t). Il correspond à l’erreur de rectification associée à la non-linéarité

de la lecture capacitive. Le second terme de l’équation (B.21) représente un repliement des

composantes hautes fréquences du signal x(t) dans la bande passante de la mesure.

En conclusion, le signal yBF (t) correspondant aux composantes du signal y(t) de pulsations

inférieures à w0 s’écrit sous la forme :

y(t)BF = KXY · xBF (t) + br(xHF , t) (B.22)

où le bruit de repliement br(xHF , t) dépend du signal xHF .
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B.4 Expression approchée de la force électrostatique de contre-

réaction

Dans cette étude, le mode d’actionnement est de type tout ou rien, à savoir :

– soit une différence de potentiel Vact entre l’électrode E3 (masse sismique) et l’électrode

fixe E1 et une différence de potentiel nulle entre les électrodes E3 et E2 ⇒ actionnement

vers les x positifs ;

– soit une différence de potentiel Vact entre l’électrode E3 (masse sismique) et l’électrode

fixe E2 et une différence de potentiel nulle entre les électrodes E3 et E1 ⇒ actionnement

vers les x négatifs ;

Le choix de l’actionnement vers les x positifs ou vers les x négatifs est fixé par la valeur de la

sortie du modulateur numérique Σ∆Act, figure 3.17. Pour réaliser simultanément la lecture et

l’actionnement, le circuit superpose les différences de potentiel nécessaires à la lecture et celles

nécessaires à l’actionnement (multiplexage en tension), figure B.13.

Fig. B.13 – Allure temporelle des différences de potentiel V13 et V23 appliquées pour réaliser

simultanément la lecture capacitive et l’actionnement électrostatique.

En considérant la configuration des peignes interdigités du micro-accéléromètre (figure 3.20(a)),

la force électrostatique de contre-réaction Fcr(t) appliquée sur la masse sismique est décrite par :

Fcr(t) =
n · ε0 · S

2
·
(

(V13(t))
2

(d0 − x)2
− (V13(t))

2

(d1 + x)2
− (V23(t))

2

(d0 + x)2
+

(V23(t))
2

(d1 − x)2

)

(B.23)

avec V13(t) et V23(t) définies par :
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





V13(t) = VAct + VLect et V23(t) = 0 , si u(k2) = 1 et
k2

2 · fs2 < t <
k2 + 1

2 · fs2
V13(t) = VAct et V23(t) = VLect , si u(k2) = 1 et

k2 + 1

2 · fs2 < t <
k2 + 2

2 · fs2
V13(t) = VLect et V23(t) = VAct , si u(k2) = −1 et

k2

2 · fs2 < t <
k2 + 1

2 · fs2
V13(t) = 0 et V23(t) = VAct + VLect , si u(k2) = −1 et

k2 + 1

2 · fs2 < t <
k2 + 2

2 · fs2
(B.24)

Afin de proposer un modèle approché de l’action de la force électrostatique Fcr(t) sur la

masse sismique M , on considère la valeur moyenne u de la commande u(k2) sur un nombre

nT d’échantillons, équation B.26, ainsi que l’expression Fcr de la valeur moyenne de la force

électrostatique appliquée sur la masse sismique M , équation B.25.

Fcr(t) =
fs2

nT
·
∫ T0+

nT
fs2

T0

Fcr(t) · dt (B.25)

u(k2) =
fs2

nT
·
∫ T0+

nT
fs2

T0

u(k2) · dt (B.26)

On note u = u(k2), Fcr = Fcr(t) et Ts2, la période 1
fs2

. Soit un grand nombre nT de périodes

Ts2, tel que les variations de la position x et de la commande u(k2) soient négligeables entre

un instant t0 et l’instant t0 + nT · Ts2. La sortie du modulateur Σ∆ numérique u(k2) sera en

moyenne composée de n1 echantillons à l’état haut et n2 échantillons à l’état bas, avec n1 et n2

tels que (u(k2) ∈[-1 ; 1]) :

u =
n1 − n2

nT
; n1 + n2 = nT (B.27)

On développe le calcul de la force de contre-réaction moyenne Fcr(t), équation B.25, à l’aide

des expressions (B.23) et (B.24). L’expression de Fcr(t) résultante est fonction des paramètres

n1 et n2. On fait apparâıtre la commande moyenne u en notant que, d’après l’équation (B.27) :

n1 =
1 + u

2
· nT ; n2 =

1− u
2
· nT (B.28)

On obtient alors :

Fcr =
1 + u

2
· n · ε0 · S

4
·
(
(

V 2
Act + (VAct + VLect)

2
)

·
(

1

(d0 − x)2
− 1

(d1 + x)2

)

+ · · ·

− V 2
Lect ·

(
1

(d0 + x)2
− 1

(d1 − x)2
))

+ · · ·

− (1− u)
2

·
(

n · ε0 · S
4

·
(

V 2
Act + (VAct + VLect)

2
)

·
(

1

(d0 + x)2
− 1

(d1 − x)2
)

+ · · ·

− n · ε0 · S · V 2
Lect

4
·
(

1

(d0 − x)2
− 1

(d1 + x)2

))
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On peut donner une expression approchée de la force électrostatique en calculant son dévelop-

pement limité par la formule de Taylor autour du point (x = x0 = 0, u = u0). Soit dx = x− x0

et du = u− u0. On obtient :

Fcr(u, x) =
n · ε0

2
· S · d

2
1 − d2

0

d2
0 · d2

1

· (V 2
Act + VLect · VAct) · u+ . . . (B.29)

+ n · ε0 · S ·
d3
0 + d3

1

d3
0 · d3

1

· (V 2
Act + VLect · VAct + V 2

r ) · x+ . . . (B.30)

+
3 · n · ε0

2
· S · d

4
1 − d4

0

d4
0 · d4

1

· (V 2
Act + VLect · VAct) · u0 · x2 + o(‖dx, du‖2) + . . . (B.31)

Soit, au premier ordre (et u0 = 0) :

Fcr(u, x, t) = −kelec · x(t) +Ku · u(t) (B.32)

où kelec = −n · ε0 · S ·
d3
0 + d3

1

d3
0 · d3

1

· (V 2
Act + VLect · VAct + V 2

Lect) (B.33)

et Ku =
n · ε0

2
· S · d

2
1 − d2

0

d2
0 · d2

1

· (V 2
Act + VLect · VAct) (B.34)

Sur le schéma de la figure 3.17, le signal le plus à même de représenter la valeur moyenne

du signal d’actionnement u est le signal u′(k2). On note u′(t) le signal analogique équivalent au

signal u′(k2). En ré-introduissant le temps t et le bruit de quantification associé au modulateur

numérique Σ∆Act dans la relation (B.32), on peut proposer un modèle linéaire approché de

l’actionnement par force électrostatique, équation (B.35) et figure B.14.

Fcr(u
′, x, t) ≃ Ku · u′(t)− kelec,1 · x(t) +Ku · bu(t) (B.35)

où bu(t) est le bruit observé en sortie du modulateur numérique Σ∆Act de la figure 3.17.

u′(k2)
CNA
idéal

u′(t)
Ku Fcr(t)

kelec,1

x(t)

bu,n(t) Gb,u(s)
bu(t)

Fig. B.14 – Modèle linéaire approché de l’actionnement du micro-accéléromètre

La fonction de transfert Gb,u(s) représente l’équivalent sous forme continue de la fonction de

transfert entre un bruit blanc bu,n(t) de densité spectrale unitaire et le bruit bu(t).
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B.5 Modélisation des incertitudes paramétriques

La procédure d’identification permet d’obtenir le modèle nécessaire à la synthèse d’un cor-

recteur stable et performant :

– pour un couple (capteur+circuit) donné ;

– et dans les conditions expérimentales de l’identification (pression, température, tensions

d’actionnement et de lecture).

Sans autre considération, on n’assure donc que la stabilité nominale et la performance nomi-

nale pour un unique couple “capteur+circuit”. Pour assurer la robustesse en stabilité et en

performance pour l’ensemble des accéléromètres fabriqués et quelles que soient les conditions de

fonctionnement (dans les gammes spécifiées), il faut disposer d’une représentation des incerti-

tudes sur le modèle.

Une fois le capteur et le circuit fabriqués, on pourra déterminer, par identification sur un

certain nombre de couples capteur+circuit, l’ensemble non-structuré correspondant aux incerti-

tudes liées aux dispersions technologiques, dans les conditions nominales de fonctionnement.

Les incertitudes paramétriques liées aux changements des conditions de fonctionnement

(pression, température) peuvent, elles, être modélisées par un ensemble structuré de la forme :

G =







G̃F→x(s) =
1

m · s2 + b(T, p) · s+ keff (T, p)
:

bmin ≤ b(T, p) ≤ bmax, keff,min ≤ keff (T, p) ≤ keff,max







(B.36)

où G̃F→x(s) représente la dynamique du capteur incertain. Les valeurs extrêmes des coeffi-

cients d’amortissement (bmin, bmax) et de raideur (keff,min et keff,max) peuvent être obtenues

de manière expérimentale ou à partir d’un modèle. Ce type d’incertitudes paramétriques est

représenté (figure B.15) par une incertitude multiplicative inverse (feedback uncertainty around

a nominal plant, [10]).

Fig. B.15 – Modélisation des incertitudes liées aux variations des coefficients d’amortissement

et de raideur

Sur la figure B.15, GΣF→x(s) représente la fonction de transfert nominale, ∆k et ∆b sont

des scalaires tels que |∆b,k| ≤ 1, Wb(s) et Wk(s) représentent les descriptions fréquentielles des

185



Annexe B : Annexes de la partie II

incertitudes paramétriques sur les coefficients b et keff .

Si l’on ne considère que les incertitudes liées à une variation de température, les coefficients

d’amortissement b et de raideur keff varient conjointement. L’ensemble des fonctions de transfert

prend alors la forme :

G =

{

G̃ΣF→x(s) =
1

m · s2 + b · s+ keff

: (b, keff )Tmin ≤ (b, keff )T ≤ (b, keff )Tmax

}

(B.37)

Cet ensemble peut être représenté à l’aide d’une seule incertitude multiplicative inverse (fig.

B.16).

Fig. B.16 – Modélisation des incertitudes liées aux variations de température

Pour obtenir la description fréquentielle WT (s), nous proposons ici d’utiliser des modèles de

variation de l’amortissement et de la raideur en fonction de la température afin de déterminer

les couples (b, keff )Tmin et (b, keff )Tmax.

Si l’on prend comme hypothèse que la variation du coefficient d’amortissement est principa-

lement liée au changement de la viscosité de l’air µair avec la température, on aura :

b(T ) = b(T0) ·
µair(T )

µair(T0)
(B.38)

Soit, en notant b(T0) = bnom (nominal, pour T0 = 300K) et en utilisant la loi de Sutherland

[38, 63] :

b(T ) = bnom ·
(
T

T0

)3/2

· T0 + TS

T + TS
(B.39)

avec TS , la constante de Sutherland (TS ≃ 111 K). Soit b(T = 0̊ C) = 0, 93 · bnom et b(T =

85̊ C) = 1, 15 · bnom. On majore donc la plage de variation du coefficient d’amortissement en

choisissant b(T ) ∈ bnom ± 0, 15 · bnom.

En utilisant la relation (B.44), on montre par ailleurs que keff (T = 0̊ C) = 1, 007 · keff,nom

et keff (T = 85̊ C) = 0, 985 · keff,nom , soit keff (T ) ∈ keff,nom ± 0, 02 · keff,nom.

Puisque le coefficient d’amortissement augmente avec la température alors que le coefficient

de raideur diminue avec la température, on prend [10] :

WT (s) = 0, 15 · bnom · s− 0, 02 · keff,nom (B.40)

Soit pour le modèle de procédé G(s) entre l’entrée de commande et la sortie du circuit de lecture :

W ′

T (s) =
0, 15 · bnom · s− 0, 02 · keff,nom

Ku ·KXY
(B.41)
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La figure B.17 trace la fonction de transfert G(s) pour différentes températures de fonctionne-

ment ainsi que les fonctions de transfert du modèle de procédé incertain G̃.(s) (B.42) pour des

valeurs de ∆ comprises entre -1 (0̊ C) et 1 (85̊ C).

Ku · G̃ΣF→x(s) ·KXY = Ku ·
GΣF→x(s)

1 +GΣF→x(s) ·∆ ·WT (s)
·KXY (B.42)
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Fig. B.17 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert Ku · G(z) · KXY pour différentes

températures de fonctionnement T ∈ [0̊ C, 85̊ C] en noir. Limites de l’ensemble des fonctions

décrites par la modélisation de l’incertitude en bleu et en rouge.

Dans le cadre de cette étude, la description des incertitudes, figure B.16 et équation (B.41)

est utilisée pour assurer la stabilité robuste de l’asservissement dans la procédure de synthèse

par placement de pôles. Elle pourra être utilisée ultérieurement pour assurer la performance

robuste ou/et être adaptée à la synthèse µ [20, 24].
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B.6 Synthèse H∞
La synthèse H∞ considère le modèle de procédé exposé dans le chapitre 1 (figure 2.10,

rappelée en figure B.18), où G(s) est la fonction de transfert en s équivalente à la fonction

de transfert identifiée Gid,u→y(z
−1). Le gain Gp correspond au gain statique entre l’entrée en

accélération et la sortie en boucle ouverte (Gp ≃ m/Ku).

w(t)

{ b̃(t)

p̃(t)

Wb

Wp

W w

Transducteur W z
P

p(t)
Gp

b(t)

u(t) G

(r)

y(t)

u(t)

εm(t)

εc(t)

Wu

Wm

Wc

ũ(t)

ε̃m(t)

ε̃c(t)







z(t)

Fig. B.18 – Description du procédé généralisé considéré

Les fonctions de pondération Wp, Wb, Wu, Wm et Wc retenues sont données dans la figure

B.19. Elles correspondent aux choix décrits dans les paragraphes suivants.

La fonction de pondération Wp correspond à la normalisation de l’entrée en accélération

γ par rapport au signal de commande u. Son gain correspond donc à l’accélération maximale

admissible (FS = Ku/m = 8, 2 g), puisque la commande u est comprise entre -1 et 1. Ici, on ne

fait pas d’hypothèse sur la répartition spectrale de l’accélération imposée. Une description plus

réaliste pourra être utilisée en fonction de l’application visée. On a donc Wp ·Gp = 1. Ce choix

implique, qu’après convergence des itérations vers une valeur de γ minimale, la procédure de

synthèse H∞ fournit un correcteur tel que (voir chapitre 2) :

‖Fl(P ,K)‖∞ =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

−Wu(s) ·KS(s) ·Wb(s) Wu(s) · T (s)

−Wm(s) ·KS(s) ·Wb(s) −Wm(s) · S(s)

−Wc(s) · S(s) ·Wb(s) Wc(s) · SG(s)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∞

≤ γ (B.43)

En basse fréquence, la fonction Wb correspond à la description du bruit introduit en sortie du

procédé, soit la fonction de transfert Gb,y(s), figure 3.25. Le réglage de la fonction de pondération

Wb en haute fréquence est ici utilisé comme un moyen pour forcer l’algorithme à synthétiser un

correcteur pouvant être réduit à un filtre d’ordre 8, sans perte de performance. La mise en forme

Gb,y(s) est rappelée à titre indicatif sur la figure B.19.

La fonction Wu correspond à la contrainte imposée sur les valeurs prises par la commande

u. On impose |W−1
u | ≤ 1 sur BPmes afin que le module de T soit égal à 1 sur la bande passante

de la mesure. Le réglage de Wu en haute fréquence est également utilisé comme un moyen pour

obtenir un correcteur pouvant être réduit à un filtre d’ordre 8, sans perte de performance.
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La fonction Wc correspond à la contrainte imposée pour respecter la linéarité. On souhaite

donc que |W−1
c | ≤ 0, 01 sur la bande passante de la mesure. On impose ici une contrainte plus

importante (ici |W−1
c | ≤ 0, 004 , f ≤ 130 Hz), afin de forcer l’algorithme à synthétiser un

correcteur assurant la linéarité.

La fonction de pondération Wm est relative à l’erreur de mesure instantanée et à la marge

de stabilité. Comme introduit dans le paragraphe relatif à la synthèse par placement de pôles,

il n’est pas possible d’imposer (compromis performance/stabilité) une atténuation de 100 dB

pour la fonction de sensibilité S sur toute la bande passante de mesure (BPmes = [0 ; 122Hz]).

On propose ici le choix :

– Performance : une partie de l’atténuation de la fonction S sur la bande passante de mesure

BPmes est imposée par la contrainte sur la fonction de sensibilité SG - figure B.19, fonction

de pondération W−1
c . On propose d’imposer une action intégrale (presque intégrale) afin

de minimiser l’erreur pour les fréquences inférieures à 10 Hz.

– Stabilité : on impose‖W−1
m ‖∞ ≤ 2 (6dB) afin de garantir ‖S‖∞ ≤ 6 dB.
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Fig. B.19 – Fonctions de pondération pour la synthèse H∞. La fonction de transfert Gb,y(s) est

tracée en ligne discontinue noire.
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La synthèse est réalisée sous Matlab en considérant le modèle identifié en simulation (figure

3.36), transformé en temps continu. Les itérations de la procédure de synthèse H∞ convergent

vers une valeur de γ égale à 1, 25. Le correcteur associé est du 45ème ordre. Après réduction à

un correcteur du 8ème ordre et transformation en un modèle numérique à la fréquence de travail

de circuit numérique, on obtient les fonctions de sensibilité données en figure B.20.
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Fig. B.20 – Comparaison synthèse par placement de pôles (courbes rouges) et synthèse H∞

(courbes bleues). Les contraintes sur les fonctions de sensibilité sont données en noir et ha-

chures pour le placement de pôles. Les lignes discontinues correspondent aux contraintes sur les

fonctions de sensibilité liées au choix des fonctions de pondérations de la synthèse H∞.

La synthèse H∞ et la synthèse par placement de pôles permettent donc d’atteindre des

performances similaires pour le système considéré et l’ordre du correcteur imposé.
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B.7 Variation du facteur d’échelle avec la température

Dans ce paragraphe, on considère uniquement une variation du facteur d’échelle due à la

variation du module de Young avec la température. Le module de Young est un paramètre

relativement incertain. S’il est difficile de prédire sa valeur exacte avant la fabrication du capteur,

on considère en général que sa variation avec la température prend la forme :

E(T ) ≃ E(T0) ·
(

1 +
∂E

∂T
· (T − T0)

)

(B.44)

avec E(T0) correspondant au module de Young à une température donnée T0. Le coefficient en

température (TC = ∂E
∂T ) est en général compris entre −60 ppm/K et −100 ppm/K [48].

En première approximation, le coefficient de raideur mécanique associé à la force de rappel

exercée par les quatre bras de suspension est donné par :

kmec(T ) = 4 · E(T ) ·Wsi ·
(
lP
LP

)3

(B.45)

où E(T ) est le module de Young du silicium, Wsi est l’épaisseur d’épitaxie, LP est la longueur

des poutres de suspension, lP est la largeur des poutres de suspension.

D’où :

kmec(T ) ≃ kmec(T0) ·
(

1 +
∂E

∂T
· (T − T0)

)

(B.46)

En boucle fermée, la fonction de transfert entre l’accélération et la sortie de mesure est

donnée par :

Gγ→u(s) =
m

Ku
·T(s) ∝

K(s) ·G(s)

1 +K(s) ·G(s)
(B.47)

Le facteur d’échelle est égal au gain statique de la fonction de transfert Gγ→u(s), soit :

SF ∝
1

Ku
·Gγ→u(ω = 0) ∝

K(ω = 0) ·G(ω = 0)

1 +K(ω = 0) ·G(ω = 0)
(B.48)

avec, voir équation (3.25) :

G(s) ≃ Ku · GΣF→x(s) ·KXY (B.49)

En faisant l’hypothèse que les gains Ku et KXY sont indépendants de la température (ten-

sions de lecture et d’actionnement stables en température et circuit de lecture faiblement sensible

à la température), ainsi que le gain statique K(ω = 0) de la fonction de transfert du correcteur

numérique, on obtient :

SF (T ) ∝
K(ω = 0) ·GΣF→x(ω = 0;T )

1 +K(ω = 0) ·Ku ·GΣF→x(ω = 0;T ) ·KXY
(B.50)

où la dépendance du gain statique de la fonction de transfert GF→x(s) à la température est

introduite par la notation GΣF→x(ω = 0;T ).
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On note K(ω = 0) = K0. Par ailleurs, le gain statique GΣF→x(ω = 0;T ) de la fonction

de transfert GΣF→x(s), équation (3.23), est inversement proportionnel à la raideur effective en

boucle fermée keff (T ). On écrit donc :

SF (T ) ∝
K0/keff (T )

1 +K0 ·Ku/keff (T ) ·KXY
(B.51)

Soit, en considérant l’expression de la raideur effective keff , équation (3.21) pour une raideur

mécanique kmec définie par l’équation (B.46) :

SF (T ) ∝ 1− kmec(T0)

keff +K0 ·Ku ·KXY
· ∂E
∂T
· (T − T0) (B.52)

Pour le système considéré K0 ·Ku ·KXY >> keff , on a donc :

∂SF

∂T
≃ − kmec(T0)

K(ω = 0) ·Ku ·KXY
· ∂E
∂T

(B.53)

Dans le cas du modèle de simulation, le gain K(ω = 0) est infini (aspect intégrateur),

la sensibilité du facteur d’échelle à la température est donc nulle. Si l’on considère la valeur

minimale du gain du correcteur sur l’ensemble de la bande passante de la mesure, à savoir

40 dB à 122 Hz. On obtient alors une sensibilité
∂SF (T )

∂T
inférieure à 2 ppm/K - hypothèse :

électronique insensible à la température.

B.8 Mesure en boucle ouverte

Modélisation

Pour la mesure en boucle ouverte, la partie numérique de la figure 3.17 est désactivée. La

tension de retour Vact est nulle. La raideur électrostatique kelec,BO vaut alors, voir équation

(B.32) :

kelec,BO = −n · ε0 · S ·
d3
0 + d3

1

d3
0 · d3

1

·∆V 2
lect (B.54)

La fonction de transfert entre l’entrée en force et le déplacement de la masse sismique est

définie par :

GBO(s) =
1

m · s2 + b · s+ keff,BO

(B.55)

où keff,BO = kmec + kelec,BO (B.56)

Le modèle du circuit de lecture capacitive est identique à celui en boucle fermée.

Facteurs limitant les performances de mesure en boucle ouverte

Bruit brownien (Estimation)

Puisqu’il s’agit d’un bruit en force entrant au même endroit que la force d’inertie Fγ à

mesurer, la contribution du bruit brownien en boucle ouverte est identique à celle en boucle

fermée, voir paragraphe 3.6.3.

192



B.8 Mesure en boucle ouverte

Bruit de l’électronique

La capacité équivalente en bruit du circuit de lecture capacitive, figure B.10, a été estimée

à 12, 4 aF sur la bande passante de la mesure [50], soit Cn,PSD = 1, 12 aF/
√
Hz. Ce bruit est

ramené à l’entrée en accélération, équation (B.57).

γn,Cn,PSD =
Cn,PSD · keff,BO

KXC ·m · g
[g/
√
Hz]; γn,Cn = γn,Cn,PSD ·

√

BPmes [g] (B.57)

Soit : γn,Cn,PSD = 4, 2 µg/
√
Hz et γn,Cn ≃ 47 µg (rms) (−106 dBFS) sur la bande passante

[0 ; 122 Hz].

Variation du facteur d’échelle (SF , annexe A) avec la température

Le facteur d’échelle en boucle ouverte est proportionnel au gain statique de la fonction de

transfert du capteur, équation (B.55), il est donc inversement proportionnel à la raideur effective :

SF (T ) ∝
1

kmec(T ) + kelec,BO
(B.58)

soit, en considérant l’équation (B.46) :

SF (T ) ∝ 1− kmec(T0)

kmec(T0) + kelec,BO
· ∂E
∂T
· (T − T0) (B.59)

En considérant un coefficient de variation en température de −80 ppm/K et les valeurs

numériques de kmec(T0) et keff,BO (Tableau B.1), on peut estimer que le coefficient en température

du facteur d’échelle est de l’ordre
∂SF (T )

∂T
= −90 ppm/K. Le facteur d’échelle subit donc une

variation d’environ ±0.4% entre les températures extrêmes de la gamme de mesure, si le capteur

est calibré pour une température en milieu de gamme. L’erreur est de l’ordre de 40 mg pour

une accélération constante de 10 g, soit une erreur 400 fois supérieure à la résolution en bruit

attendue.

Performances dynamiques

La figure B.21 trace le diagramme de Bode de la fonction de transfert entrée-erreur de mesure

en boucle ouverte (1−GBO(s)/GBO(s = 0)). Cette courbe montre que pour un capteur calibré

pour une accélération constante, l’erreur de mesure instantanée est de 205 mg (−31, 35 dB) pour

une accélération sinusöıdale de 10 g à 122 Hz.
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Fig. B.21 – Diagramme de Bode de la fonction de transfert entre l’entrée en accélération et

l’erreur de mesure instantanée en boucle ouverte.

B.9 Identification en boucle fermée pour la synthèse de l’obser-

vateur

Le modèle entrée-sortie du capteur est ici identifié en boucle fermée suivant le schéma de la

figure B.22 [16]. Le système est excité par un signal eident(k1). L’entrée et la sortie du modèle à

identifier sont uCNA(k1) et yCAN (k1).

r = cste

εc(k1)
Correcteur

K(z−1)
uCNA(k1)

Modèle à identifier

Gid,u→y,BF (z−1) yCAN (k1)

uCNA(k1)eident(k1)

Fig. B.22 – Schéma pour l’identification en boucle fermée.

Il s’agit ici d’obtenir un modèle pour la synthèse de l’observateur et non pour la synthèse

d’un meilleur correcteur. Le comportement dynamique du transducteur dépend fortement de la

fonction de transfert du correcteur (effet des non-linéarités), le correcteur ne peut donc pas être

modifié après l’identification pour la synthèse de l’observateur. Le correcteur3 doit donc respecter

les contraintes de stabilité, de robustesse en stabilité, ainsi que la contrainte d’asservissement

3Afin d’introduire moins de dynamiques (pôles/zéros) dans la bande passante de la mesure, un nouveau cor-

recteur a été synthétisé (H∞).
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B.9 Identification en boucle fermée pour la synthèse de l’observateur

liée à la linéarité de la mesure (contrainte sur la fonction de sensitivité GS). Par conséquent,

le signal d’excitation eident(k1) est rejeté de manière importante par la boucle et l’identification

est délicate [16]. Pour l’identification sur le modèle de simulation, nous avons utilisé un signal

d’excitation eident(k1) de type somme de sinus. La figure B.23 donne les diagrammes de Bode

du modèle identifié en boucle ouverte et en boucle fermée.
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Fig. B.23 – Diagrammes de Bode du modèle identifié en boucle ouverte et de celui identifié en

boucle fermée

La figure B.24 montre la réponse yΣ∆
4 du modèle de simulation5 pour une entrée en accélération

γ(t) de type bruit blanc, ainsi que les réponses (yCAN (k1), filtrées) en considérant les modèles

du transducteur identifiés en boucle ouverte et en boucle fermée .

4Sortie du modulateur analogique Σ∆Lect, après un filtrage de décimation correspondant à la bande passante

de la mesure.
5Modèle complet (figure 3.17 ) incluant les bruits et les non-linéarités. Simulation en boucle fermée.
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Annexe C

Annexes de la partie III

C.1 Quelques méthodes pour l’étude de systèmes non linéaires

Tab. C.1 – Récapitulatifs de méthodes pour l’étude de systèmes non linéaires

Méthodes Références

MTS, perturbation, assymptotic expansion [168], [113]

Application de MTS [159], [138], [148], [167],

[191], [165], [189]

Variational / variational perturbation theory [135], [136], [173]

Hamiltonian, Eigenvalues, WKB [179], [182], [149]

Shooting Approach [116]

Harmonic balance [137], [160]

Duffing-Harmonic oscillator / Newton’s method and the HB method [190], [158], [144]

Lindstedt–Poincaré / Linear Delta expansion [120]

Linear Delta Expansion to the Lindstedt-Poincare method [119], [121]

The Theory of Normal Forms [187]

The field method approach [152]

The coincidence degree theory [174]

The dual state variable [176]

Quasilinearization method [163]

Renormalization group [178]

Generalized extended Prelle-Singer procedure [131]
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Tab. C.2 – Dispositifs présentant une non-linéarité de type Duffing

Dispositifs Références

Cantilever, beam, cable [155], [122], [161]

Nano-tubes / nano-resonators [172], [146], [180], [185], [153], [145],

[125], [192], [127]

Stripline [126]

NbN Superconducting Microwave Resonators [114], [157]

Nano-resonator (torsion) [133], [129], [130]

Shell [177]

Other MEMS (soft Duffing) [166], [123], [183], [184], [181]

Autre MEMS (hard Duffing) [193], [134], [171]

Plasma [151]

Tab. C.3 – Etudes d’intérêt et perspectives

Etudes d’intérêt et perspectives Références

Fractal [154]

Transition to Quantum [150], [132]

Duffing [162], [164]

Duffing, chaos/synchronisation [128], [139], [186], [156], [175], [115],

[142]

Applied chaos [194]

Cryptography [118]

Duffing and EEG [147], [124]

Duffing and ear [143]

Frequency modulation [169]

Amplification [117]
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C.2 Méthodes des échelles de temps multiples (MTS - Multiple Time Scales)

C.2 Méthodes des échelles de temps multiples (MTS - Multiple

Time Scales)

Plusieurs techniques de type perturbations (l’uniformisation de la méthode directe, la méthode

de Lindstedt-Poincaré, la méthode des échelles multiples, la méthode de variation des pa-

ramètres,...) sont présentées dans la référence [92]. Elle permettent d’obtenir la solution ap-

prochée (asymptotique) des équations différentielles (4.7) et (4.12) du chapitre 4. La méthode

des échelles multiples ([92], page 123) est reprise ici. Cette méthode, tout comme celle de la

variation des paramètres, permet de prendre en compte les aspects transitoires.

Dans cette méthode, on cherche la solution u en l’exprimant (asymptotic expansion) sur une

“base de fonction” ψk (asymptotic sequence) d’un petit paramètre ε (< 1) :

u(τ ; ε) =

N∑

k=1

uk(τ) · ψk(ε) (C.1)

La séquence asymptotique peut être la suite des puissances croissantes de ε1 : ψk(ε) = εk,

k = 0..N . Dans ce cas, on aura :

u(τ ; ε) = u0(τ) + ε · u1(τ) + ε2 · u2(τ) + · · · (C.2)

Dans la méthode des échelles multiples, au lieu de considérer que u est une fonction d’un

paramètre ε et d’une seule variable temporelle τ (⇒ u = u(τ ; ε)), on autorise la solution u

à dépendre du paramètre ε et des variables temporelles τ , ε · τ , ε2 · τ , ε3 · τ , ... considérées

indépendantes au cours de la résolution (⇒ u = u(τ, ε · τ, ε2 · τ ; ε)). Puisque ε est inférieur à

1, les variables associées aux constantes de temps εn · τ (avec n > 1) varient plus lentement

que τ . Par cet artifice, on peut dissocier les dynamiques lentes (transitoires, par exemple) des

dynamiques rapides (oscillations et harmoniques), d’où le nom de la méthode échelles de temps

multiples (Multiple Time Scales) On note :

T0 = τ ; Tn = τ · εn, n = 1 · · ·N (C.3)

où la valeur de N est fixée en fonction de l’approximation souhaitée. On considère u sous la

forme :

u(τ ; ε) = u(T0, T1, T2, · · · ; ε) (C.4)

Puisque les nouvelles variables temporelles T0, · · · , TN dépendent de τ . Les opérateurs de dérivée

exacte première et seconde, appliqués à u, doivent être remplacés par les opérateurs correspon-

dants faisant intervenir les différentes dérivées partielles par rapport aux temps Tn.

d

dτ
=

∂

∂T0
+ ε · ∂

∂T1
+ ε2 · ∂

∂T2
+ · · · (C.5)

1Suivant le problème à résoudre, cette base peut ne pas être suffisante ( [92], page 22).
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d2

dτ2
=

∂2

∂T 2
0

+ 2 · ε · ∂2

∂T0∂T2
+ ε2 ·

(

2 · ∂2

∂T0∂T2
+

∂2

∂T 2
1

)

+ · · · (C.6)

Le changement de variable (C.4) transforme donc l’équation différentielle ordinaire initiale -

par exemple (4.7) et (4.12) - en une équation aux dérivées partielles.

Pour les équations de Duffing considérées, on cherche donc u sous la forme :

u = u0 + ε · u1 + ε2 · u2 + · · · (C.7)

= u0(T0, T1, T2, · · · ) + ε · u1(T0, T1, T2, · · · ) + ε2 · u2(T0, T1, T2, · · · ) + · · · (C.8)

En substituant (C.8) dans l’équation aux dérivées partielles associée à l’équation différentielle

initiale et en égalisant les puissances de ε du terme de gauche et celle du terme de droite

de l’équation obtenue, on obtient le système d’équations que doivent vérifier les fonctions

un(T0, T1, T2, · · · ; ε). Celui-ci est résolu en cherchant successivement les solutions u0, u1, ...

C.3 Obtention d’un modèle approché de la relation entrée-sortie

du système considéré dans le chapitre 5

Dans cette partie, on considère l’équation (C.9) :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = Gu(p, τ) · sign(u̇(τ)) (C.9)

où ε, µ, α sont positifs. Le signal Gu(p, τ) est également positif. On note ici de manière explicite

la dépendance p du signal Gu(τ), soit Gu(p, τ), afin de s’en rappeler le moment venu.

On cherche la solution de l’équation sous la forme :

u(τ ; ε) = u0(τ) + ε · u1(τ) + ε2 · u2(τ) + ε3 · u3(τ) +O(ε4) (C.10)

On choisit d’opérer un changement de variable temporelle, afin de séparer les dynamiques

lentes des dynamiques rapides en posant :

T0 = τ ; Tn = τ · εn, n = 0 · · ·N (C.11)

où la variable temporelle T0 est associée aux dynamiques rapides de la solution et Tn, n =

1 · · ·N aux dynamiques plus lentes [92] .

On cherche alors les fonctions ui(τ ; ε) sous la forme :

ui(τ ; ε) = ui(T0, T1, T2, · · · ; ε) (C.12)

Les opérations de différenciation exactes deviennent des opérations de différenciations partielles :

d

dτ
=

∂

∂T0
+ ε · ∂

∂T1
+ ε2 · ∂

∂T2
+ ε3 · ∂

∂T3
+O(ε4) (C.13)
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et

d2

dτ2
=

∂2

∂T 2
0

+2 · ε · ∂2

∂T0∂T2
+ ε2 ·

(

2 · ∂2

∂T0∂T2
+

∂2

∂T 2
1

)

+ ε3 ·
(

2 · ∂2

∂T2∂T1
+ 2 · ∂2

∂T3∂T0

)

+O(ε4)

(C.14)

Pour simplifier l’écriture, on pose :

Dn(.) =
∂(.)

∂Tn
; et DiDj(.) =

∂

∂Ti
·
(
∂(.)

∂Tj

)

(C.15)

Pour prendre en compte l’hypothèse que la variation de la commande Gu(p, τ) est lente par

rapport à la fréquence des oscillations, on pose [92] :

Gu(p, τ) = ε2 · g(p, T2) (C.16)

L’équation (C.9) devient :

[

D2
0 + 2 · ε ·D0D1 + ε2 ·

(
2 ·D0D2 +D2

1

)
+ · · ·

+ε3 · (2 ·D2D1 + 2 ·D3D0) +O(ε4)

]

︸ ︷︷ ︸

d2

dτ2

×
(

u0 + ε · u1 + ε2 · u2 + · · ·
+ε3 · u3 +O(ε4)

)

︸ ︷︷ ︸

u(τ ; ε)

+ · · ·

+ 2 · ε · µ
[

D0 + ε ·D1 + ε2 ·D2

+ε3 ·D3 +O(ε4)

]

︸ ︷︷ ︸

d

dτ

×
(

u0 + ε · u1 + ε2 · u2 + · · ·
+ε3 · u3 +O(ε4)

)

︸ ︷︷ ︸

u(τ ; ε)

+ · · ·

+
(
u0 + ε · u1 + ε2 · u2 + ε3 · u3 +O(ε4)

)
+ · · ·

+ ε · α ·
(
u0 + ε · u1 + ε2 · u2 + ε3 · u3 +O(ε4)

)3
= ε2 · g(p, T2) · sign(u̇(τ))

(C.17)

En regroupant les termes proportionnels aux puissances de ε et en imposant que chaque coeffi-

cient des puissances de ε soit nul [92] on obtient le système d’équations :
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(Σ)







D2
0u0 + u0 = 0 (a)

D2
0u1 + u1 = −2 ·D0D1u0 − 2 · µ ·D0u0 − α · u3

0 (b)

D2
0u2 + u2 =

(

−2 ·D0D1u1 − 2 · µ ·D0u1 − 3 · α · u2
0 · u1 −D2

1u0 + · · ·
−2 ·D0D2u0 − 2 · µ ·D1u0 + g(p, T2) · sign(u̇(τ))

)

(c)

D2
0u3 + u3 =







−2 · µ ·D0u2 − 2 · µ ·D1u1 −D2
1u1 − 2 ·D3D0u0 + · · ·

−2 ·D1D0u2 − 2 ·D2D0u1 − 2 · µ ·D2u0 − 2 ·D2D1u0 + · · ·
−α · (2 · u2

0 · u2 + u0 · u2
1 + 2 · u2

1 · u0 + u2 · u2
0)







(d)

(C.18)

Puis on résout successivement (C.18.a), (C.18.b), (C.18.c) et (C.18.d).

Ordre ε0 : Résolution de l’équation (C.18.a) :

On peut chercher u0, solution de l’équation (C.18.a), sous la forme :

u0 = a · cosφ (C.19)

avec a = a (T0, T1, T2, · · · ) ; et φ = φ (T0, T1, T2, · · · ) (C.20)

L’expression de u0 (C.19) est injectée dans l’équation (C.18.a) afin de déterminer les condi-

tions sur a et φ. On obtient alors :

− 2 ·D0(a) ·D0(φ) · sinφ+ (1− (D0(φ))2) · a · cosφ = 0, ∀φ (C.21)

soit D0(a) = 0; et D0(φ) = ±1 (C.22)

On choisit arbitrairement D0(φ) = 1. A ce stade du développement, u0 s’écrit :

u0 = a · cosφ (C.23)

avec a = a0 ; φ = T0 + φ0 (C.24)

où a0 = a0(T1, T2, · · · ) et φ0 = φ0(T1, T2, T3, · · · ) représentent des constantes d’intégration par

rapport à l’opérateur D0. Les dépendances de a0 et φ0 en T1, T2, · · · sont déterminées au cours

de la résolution des équations (C.18.b) à (C.18.d). Afin d’exprimer ces dépendances, on écrit :






da(τ)

dτ
=

∂a

∂T0
· ∂T0

∂τ
+

∂a

∂T1
· ∂T1

∂τ
+

∂a

∂T2
· ∂T2

∂τ
+

∂a

∂T3
· ∂T3

∂τ
+O

(
∂T4

∂τ

)

dφ(τ)

dτ
=

∂φ

∂T0
· ∂T0

∂τ
+

∂φ

∂T1
· ∂T1

∂τ
+

∂φ

∂T2
· ∂T2

∂τ
+

∂φ

∂T3
· ∂T3

∂τ
+O

(
∂T4

∂τ

)
(C.25)

Soit sur un court intervalle de temps [τ0, τ0 + τ ] et en laissant les dérivées partielles Dia et

Diφ dépendre de l’origine de temps τ = τ0 choisie :

a (T0, T1, T2, · · · ) = D0a+D1a · T1 +D2a · T2 +D3a · T3 + constante(τ0) (C.26)
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φ (T0, T1, T2, · · · ) = D0φ+D1φ · T1 +D2φ · T2 +D3φ · T3 +O(T4) + constante(τ0) (C.27)

On considère par la suite que les coefficients Dia et Diφ, i = 1 . . . N ne dépendent pas des

variables Tj , j = 1 . . . N .

Ordre ε1 : Résolution de l’équation (C.18.b) :

Pour résoudre cette équation, on injecte u0 (C.23) dans (C.18.b) et on cherche une solution

particulière pour u1. Rappel de l’équation (C.18.b) :

D2
0u1 + u1 = −2 ·D1D0u0 − 2 · µ ·D0u0 − α · u3

0 (C.28)

L’équation (C.28) est une équation aux dérivées partielles par rapport à la variable T0. Puisque

l’on connâıt la dépendance de la fonction u0 (C.23) en T0, l’expression actuelle de la solution

u0 est suffisante pour déterminer la solution particulière de l’équation (C.28) relative au terme

−αu0
3. Le terme D0u0 peut être explicité comme suit :

D0u0 =
∂

∂T0

(

a · cosφ
)

= −a · sinφ (C.29)

Par contre, le terme −2D1D0u0 n’est pas connu explicitement. En effet, a = A(T1, T2, ...) et

φ = T0 + Φ(T1, T2, ...) dépendent de T1. En remarquant que D0u0 peut être exprimé en fonction

de a et φ et en utilisant les équations (C.26) et (C.27), on peut donner l’expression de D1D0u0

en fonction de D1a et D1φ :

D1D0u0 =
∂(D0u0)

∂φ
· ∂φ
∂T1

+
∂(D0u0)

∂a
· ∂a
∂T1

= −a · cosφ ·D1φ− sinφ ·D1a (C.30)

En remplaçant (C.23), (C.29) et (C.30) dans (C.28), on obtient :

D2
0u1 +u1 = 2 ·D1φ ·a ·cosφ−

3

4
·α ·a3 ·cosφ+

(
2 ·µ ·a+2 ·D1a

)
·sinφ− 1

4
·α ·a3 ·cos(3φ) (C.31)

Puisque l’équation (C.31) est une équation différentielle par rapport à T0 et que φ = T0 +

φ0(T1, T2, T3, · · · ), les deux premiers termes conduisent à une solution particulière séculière ([92],

mixed-secular), on doit donc imposer que les coefficients des fonctions sinφ et cosφ soient nuls

pour que la solution ne diverge pas. Soit :






2 · µ · a+ 2 ·D1a = 0

2 ·D1φ · a−
3

4
· α · a3 = 0

⇒







D1a = −µ · a

D1φ =
3

8
· α · a2, a 6= 0

(C.32)

La solution particulière de l’équation (C.31) sans terme séculier est :

u1(τ) =
α · a3

32
· cos(3φ) (C.33)

Ordre ε2 : Résolution de l’équation (C.18.c) :

Rappel de l’équation (C.18.c) :

D2
0u2 + u2 =

(

−2 ·D0D1u1 − 2 · µ ·D0u1 − 3 · α · u2
0 · u1 −D2

1u0 + · · ·
−2 ·D0D2u0 − 2 · µ ·D1u0 + g(p, T2) · sign(u̇(τ))

)

(C.34)
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Pour exprimer le second membre de cette équation, on considère les expressions de u0 (équation

(C.23)), u1 (équation (C.33)) et leurs dérivées par rapport aux opérateurs D0, D1 et D2.. Il faut

également expliciter le terme g(p, T2) · sign(u̇(τ)) :

g(p, T2) · sign(u̇(τ)) = g(p, T2) · sign(D0u0 + ε · (D0u1 +D1u0) +O(ε2)) (C.35)

avec







D0u0 = −a · sinφ
D0u1 = −3/32 · α · a3 · sin(3 · φ)

D1u0 = −µ · a · cosφ− 3/8 · α · a3 · sinφ
(C.36)

Soit

D0u0 + ε · (D0u1 +D1u0) +O(ε2) =







−
(
a+ 3/8 · ε · α · a3

)
· sinφ+ · · ·

−3/32 · ε · α · a3 · sin(3 · φ) + · · ·
−ε · µ · a · cosφ+O(ε2)







(C.37)

On considère par la suite que sign(u̇(τ)) ≃ −sign(sinφ). D’après l’équation (C.37), ceci est

vrai si ε · µ≪ 1 puisque α > 0. D’autres conditions pourront apparâıtre lorsque le terme O(ε2)

pourra être exprimé en fonction des solutions u2 et u3.

En utilisant la fonction de description de la fonction signe pour une entrée sinusöıdale, on écrit

alors g(p, T2) · sign(u̇(τ)) sous la forme :

g(p, T2) · sign(u̇(τ)) ≃ −g(p, T2) ·
4

π
·
(

sinφ+
1

3
sin(3φ) +

1

5
sin(5φ) + · · ·

)

(C.38)

Dans ces conditions l’équation (C.34) devient :

D2
0u2 + u2 =










(
µ2 · a+ 15/128 · α2 · a5 + 2 ·D2φ · a

)
· cosφ+ · · ·

+
(
2 ·D2a− 3/4 · µ · α · a3 − 4/π · g(p, T2)

)
· sinφ+ · · ·

+21/128 · α2 · a5 · cos(3 · φ)− 3/128 · α2 · a5 · cos(5 · φ) + · · ·
−
(
3/8 · µ · α · a3 − 4/3 · g(p, T2)/π

)
· sin(3 · φ)− 4/5 · g(p, T2)/π · sin(5 · φ)










(C.39)

Les premiers termes conduisent à des solutions séculières. On les annule pour obtenir les condi-

tions sur D2a et D2φ :






D2a =
3

8
· µ · α · a3 +

2

π
· g(p, T2)

D2φ = − 15

256
· α2 · a4 − µ2

2
, a 6= 0

(C.40)

La solution particulière de l’équation (C.39) est :

u2 =









−21 · α2 · a5

1024
· cos(3 · φ) +

α2 · a5

1024
· cos(5 · φ) + · · ·

+

(
3 · µ · α · a3

64
+

1

6 · π · g(p, T2)

)

· sin(3 · φ) +
1

30 · π · g(p, T2) · sin(5 · φ)









(C.41)
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Ordre ε3 : Résolution de l’équation (C.18.d) :

Rappel de l’équation (C.18.d) :

D2
0u3 + u3 =







−2 · µ ·D0u2 − 2 · µ ·D1u1 −D2
1u1 − 2 ·D3D0u0 + · · ·

−2 ·D1D0u2 − 2 ·D2D0u1 − 2 · µ ·D2u0 − 2 ·D2D1u0 + · · ·
−α · (2 · u2

0 · u2 + u0 · u2
1 + 2 · u2

1 · u0 + u2 · u2
0)







(C.42)

On développe le second membre de cette équation en considérant les expressions de u0 (C.23),

u1 (C.33) et u2 (C.41) et leurs dérivées par rapport aux opérateurs D0, D1, D2 et D3 et on annule

les termes séculiers.

Les conditions sur D3a et D3φ pour annuler les termes séculiers sont :







D3a = −11 · α · a2

16 · π · g(p, T2) +
9 · α2 · a5 · µ

512

D3φ =
2 · µ
π
· g(p, T2)

a
+

123 · a6 · α3

8192
+

3 · µ2 · α · a2

8
, a 6= 0

(C.43)

On ne cherchera pas ici la solution de l’équation (C.42). On se contente du développement de

la solution u(τ ; ε) à l’ordre ε2 en gardant les conditions sur D3a et D3φ issues du développement

à l’ordre ε3 [92].

Expression de la solution u(τ ; ε) :

La solution à l’ordre ε2 est :

u(τ ; ε) = u0(τ) + ε · u1(τ) + ε2 · u2(τ) +O(ε3) (C.44)

avec







u0(τ) = a · cosφ

u1(τ) =
α · a3

32
· cos(3φ)

u2(τ) =









−21 · α2 · a5

1024
· cos(3 · φ) +

α2 · a5

1024
· cos(5 · φ) + · · ·

+

(
3 · µ · α · a3

64
+

1

6 · π · g(p, T2)

)

· sin(3 · φ) +
1

30 · π · g(p, T2) · sin(5 · φ)









(C.45)

et a et φ définis (C.25) par :







da(τ)

dτ
= D0a+ ε ·D1a+ ε2 ·D2a+ ε3 ·D3a+O

(
ε4
)

dφ(τ)

dτ
= D0φ+ ε ·D1φ+ ε2 ·D2φ+ ε3 ·D3 +O

(
ε4
)

(C.46)

avec (C.22), (C.32), (C.40) et (C.43) :
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





D0a = 0 ; D1a = −µ · a ; D2a =
2

π
· g(p, T2) ;

D3a = −11 · α · a2

16 · π · g(p, T2) +
9 · α2 · a5 · µ

512
;

a 6= 0,







D0φ = 1 ; D1φ =
3

8
· α · a2 ; D2φ = − 15

256
· α2 · a4 − µ2 ;

D3φ =
2 · µ
π
· g(p, T2)

a
+

123 · a6 · α3

8192
+

3 · µ2 · α · a2

8
.

(C.47)

Soit :






da(τ)

dτ
=






−ε · µ · a+
2

π
· ε2 · g(p, T2) + · · ·

− 11

16 · π ·
(
ε · α · a2

)
·
(
ε2 · g(p, T2)

)
+

9 · ε · µ
512

·
(
ε2 · α2 · a5

)




+O

(
ε4
)

dφ(τ)

dτ
=







1 +
3

8
· ε · α · a2 +− 15

256
· ε2 · α2 · a4 +

123 · ε3 · α3 · a6

8192

+
2 · ε · µ
π

· ε
2g(p, T2)

a
+

3 · ε3 · µ2 · α · a2

8
− ε2 · µ2







+O
(
ε4
)
, a 6= 0

(C.48)

Soit en se rappelant la définition (C.16) :







da(τ)

dτ
=






−ε · µ · a− 11

16 · π ·
(
ε · α · a2

)
·Gu(p, τ) + · · ·

+
9 · ε · µ

512
·
(
ε2 · α2 · a5

)
+

2

π
·Gu(p, τ)




+O

(
ε4
)

(a)

dφ(τ)

dτ
=







1 +
3

8
· ε · α · a2 − 15

256
· ε2 · α2 · a4 +

123 · ε3 · α3 · a6

8192
+ · · ·

+
2 · ε · µ
π

· Gu(p, τ)

a
+

3 · ε3 · µ2 · α · a2

8
− ε2 · µ2







+O
(
ε4
)

(b)

a 6= 0

(C.49)
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Linéarisation de l’équation (C.49.a) autour d’un point de fonctionnement :

Afin d’établir les relations
∂a(τ)

∂τ
et
∂φ(τ)

∂τ
autour d’un point de fonctionnement défini par une

amplitude d’oscillation aref donnée, on pose :







a(τ) = aref ·
(

1 +
∆a(τ)

aref

)

Gu(p, τ) = Gref · (1 + p(τ))

(C.50)

En substituant (C.50) dans (C.49) et en ne gardant que les termes linéaires en ∆a(τ) et p(τ),

on obtient :

da(τ)

dτ
≃















−ε · µ · aref +
9 · ε3 · µ · α2 · a5

ref

512
+

2

π
·Gref −

11 · ε · α · a2
ref

16 · π ·Gref + · · ·

+

(

2

π
·Gref −

11 · ε · α · a2
ref

16 · π ·Gref

)

· p(τ) + · · ·

−
(

ε · µ+
11 · ε · α · aref

8 · π ·Gref −
45 · ε3 · µ · α2 · a4

ref

512

)

·∆a(τ)















(C.51)

Afin que le gain Gref corresponde au gain nécessaire pour obtenir l’amplitude aref lorsque

p(τ) = 0, on détermine l’expression de Gref qui annule les termes constants de (C.51), soit :

Gref =
ε · µ · aref · π

2
·
1− 9

512
· ε2 · α2 · a4

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

(C.52)

En substituant (C.52) dans (C.51), on obtient la relation linéaire liant l’amplitude a(τ) à

l’entrée p(τ) :







a(τ) = aref + ∆a(τ)

d

dτ

(

∆a(τ)
)

=
da(τ)

dτ
≃ −ε · µ · βa ·∆a(τ) + ε · µ · βp · aref · p(τ)

(C.53)

avec







βa =

1 +
11

32
· ε · α · a2

ref −
45

512
· ε2 · α2 · a4

ref +
97

5351
· ε3 · α3 · a6

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

βp =
1− 11

32
· ε · α · a2

ref −
9

512
· ε2 · α2 · a4

ref +
99

16384
· ε3 · α3 · a6

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

(C.54)
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Simplification de l’équation (C.49.b) :

La pulsation instantanée ωτ (τ) des oscillations u(τ) étant définie par ωτ (τ) = dφ(τ)
dτ , il n’est

pas utile de linéariser l’équation (C.49.b). On peut par contre la simplifier en étudiant l’ordre

de grandeur de ses trois derniers termes. En effet, en considérant l’hypothèse εµ≪ 1, on montre

qu’ils peuvent être négligés.

La relation entre amplitude des oscillations a(τ) et pulsation instantanée ωτ (τ) devient :

ωτ (τ) = 1 +
3

8
· ε · α · a2(τ)− 15

256
· ε2 · α2 · a4(τ) +

123

8192
· ε3 · α3 · a6(τ) (C.55)

Le développement à l’ordre 3 du terme relatif à la pulsation correspond à celui d’un oscillateur

de Duffing classique [188].

Modèle approché final :

Rappel de l’équation initiale :

ü(τ) + 2 · ε · µ · u̇(τ) + u(τ) + ε · α · u3(τ) = Gu(p, τ) · sign(u̇(τ)) (C.56)

où Gu(p, τ) = Gref · (1 + p(τ)). En regroupant les équations(C.52), (C.53), (C.54) et (C.55), le

modèle approché de l’équation (C.56) est décrit par :

u(τ) = a(τ) cosφ(τ) +O(ε) (C.57)

où







a(τ) = aref + ∆a(τ)

d

dτ

(

∆a(τ)
)

≃ −ε · µ · βa ·∆a(τ) + ε · µ · βp · aref · p(τ); (βa & βp ≃ 1)

ωτ (τ) = 1 +
3

8
· ε · α · a2(τ)− 15

256
· ε2 · α2 · a4(τ) +

123

8192
· ε3 · α3 · a6(τ)

(C.58)

et







βa =

1 +
11

32
· ε · α · a2

ref −
45

512
· ε2 · α2 · a4

ref +
97

5351
· ε3 · α3 · a6

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

βp =
1− 11

32
· ε · α · a2

ref −
9

512
· ε2 · α2 · a4

ref +
99

16384
· ε3 · α3 · a6

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

Gref =
ε · µ · aref · π

2
·
1− 9

512
· ε2 · α2 · a4

ref

1− 11

32
· ε · α · a2

ref

(C.59)
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C.4 Amélioration de la linéarité

Pour rendre la relation entrée-sortie (ωτ (p)) plus linéaire, on peut utiliser les techniques

classiques :

– limitation de l’étendue de sortie (en boucle ouverte) ;

– lecture différentielle ;

– ou asservissement.

Concernant la dernière solution, trois stratégies peuvent être adoptées pour asservir la

fréquence ω(τ) autour d’un point de fonctionnement, en fonction des moyens d’action dispo-

nibles.

Asservissement dans le domaine physique de l’entrée p(τ)

Dans ce cas, l’asservissement peut être représenté par la figure C.1. On retombe alors dans

le cas de figure présenté dans les chapitres 2 et 3.

Fig. C.1 – Asservissement dans le domaine physique de l’entrée p(τ)

Asservissement par modulation de l’amplitude de la force d’excitation fu(τ)

Si l’on ne peut pas contre-réactionner l’entrée p(τ), on peut maintenir la pulsation de

résonance autour d’un point de fonctionnement en agissant sur l’amplitude de la force d’ex-

citation fu(τ), figure C.2.
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Fig. C.2 – Asservissement dans le domaine de l’amplitude de la force d’excitation Fu(τ)

Asservissement modulation de la phase de la force d’excitation fu(τ)

Puisque la fréquence de résonance dépend également du déphasage de la boucle [76], on peut

également maintenir la pulsation de résonance autour d’un point de fonctionnement en agissant

sur ce paramètre, figure C.3.

Fig. C.3 – Asservissement modulation de la phase de la force d’excitation Fu(τ)
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C.5 Calcul de la dynamique d’une poutre résonante

Formulation du problème

On considère une poutre encastrée-encastrée soumise à une pression f(x, t) (fig. C.4).

Fig. C.4 – Vue schématique d’une poutre encastrée-encastrée

L’élongation transverse w(x, t) est régie par l’équation du mouvement :

E · I · ∂
4w(x, t)

∂x4
−N(w, t) · ∂

2w(x, t)

∂x2
+ c · ∂w(x, t)

∂t
+ ρ · S · ∂

2w(x, t)

∂t2
= f(x, t) (C.60)

où x est la position dans la direction de la longueur de la poutre, S = W ·T et I = W 3 ·T/12
sont la surface et le moment d’inertie de la section transversale, E est le module d’Young, c

représente un coefficient d’amortissement linéaire, t est le temps, ρ est la masse volumique, L,

W et T sont la longueur, la largeur et l’épaisseur de la poutre, f(x, t) est la force de pression

surfacique. Le terme N(w, t) est décrit par :

N(w, t) =
E · S
2 · L ·

∫ L

0

(
∂w(x, t)

∂x

)2

dx+N0 (C.61)

N0 est la tension appliquée dans l’axe de la poutre.

Pour une poutre de type encastrée-encastrée, les conditions aux limites sont données par :

w(0, t) = w(L, t) = 0;
∂w(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=0

;
∂w(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=L

= 0 (C.62)

Dans un premier temps, on cherche une base de fonctions correspondant aux modes propres

de déformation de la poutre. L’équation aux dérivées partielles (C.60) sera ensuite transformée

en un système d’équations différentielles ordinaires.
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Obtention de la base de fonctions correspondant aux modes propres de la

poutre

On cherche les solutions w(x, t) de l’équation (C.60) sous la forme :

w(x, t) =

n∑

i=1

wi(x, t) =

n∑

i=1

ui(t) · φi(x) (C.63)

Les dépendances spatiales (dans la direction x) et temporelles ont ici été dissociées. On choisit

ici de prendre φi(x) sans dimension et ui(t) de la dimension d’une longueur (dans la direction

y). On souhaite que l’ensemble des φi(x) forme une base orthonormée de vecteurs propres de

l’opérateur
∂4(.)

∂x4 , n correspondant à la dimension de la base. Sur cet espace, la norme sera

associée au produit scalaire :

< f1(x)|f2(x) >=
1

L
·
∫ L

0
f1(x) · f2(x) · dx (C.64)

Les valeurs propres λ4
i de l’opérateur

∂4(.)

∂x4 satisfont :

∂4φi(x)

∂x4 = λ4
i · φi(x) (C.65)

Les fonctions solutions de (C.65) sont de la forme :

φi(x) = Ai · cos(λix) +Bi · sin(λix) + Ci · ch(λix) +Di · sh(λix) (C.66)

Les constantes Ai, Bi, Ci et Di peuvent s’exprimer en fonction de conditions aux limites de

l’encastrement. Dans le cas d’une poutre encastrée-encastrée, on obtient le système d’équations :







w(0, t) = 0

w(L, t) = 0

∂w(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=0

= 0

∂w(x, t)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=L

= 0

, ∀t ⇔







φi(0) = 0

φi(L) = 0

∂φi(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=0

= 0

∂φi(x)

∂x

∣
∣
∣
∣
∣
x=L

= 0

, ∀i (C.67)

⇔ (Σ) :







Ai + Ci = 0 (a)

Ai · cos(λi · L) +Bi · sin(λi · L) + Ci · ch(λi · L) +Di · sh(λi · L) = 0 (b)

Bi +Di = 0 (c)

−Ai · sin(λi · L) +Bi · cos(λi · L) + Ci · sh(λi · L) +Di · ch(λi · L) = 0 (d)

(C.68)

En réinjectant les conditions (a) et (c) dans les équations (b) et (d) , le système d’équations se

réduit à :

(Σ′) :

{

Ai · cos(λi · L) +Bi · sin(λi · L)−Ai · ch(λi · L)−Bi · sh(λi · L) = 0

−Ai · sin(λi · L) +Bi · cos(λi · L)−Ai · sh(λi · L)−Bi · ch(λi · L) = 0
(C.69)
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soit :

(Σ′) :

(

cos(λi · L)− ch(λi · L) sin(λi · L)− sh(λi · L)

−sin(λi · L)− sh(λi · L) cos(λi · L)− ch(λi · L)

)

.

(

Ai

Bi

)

=

(

0

0

)

(C.70)

Pour ce système d’équations linéaires (Σ′) :

– soit le déterminant associé à (Σ′) est non nul et il existe une solution unique (ici (Ai, Bi) =

(0, 0),∀i ) ;

– soit le déterminant est nul. Le système se ramène alors à une seule équation. Dans ce cas,

soit il n’existe aucune solution, soit il existe une infinité de couples (Ai, Bi) solutions.

Le couple solution (Ai, Bi) = (0, 0) ne convient pas car il ne permet pas de construire une

base orthormée. On cherche donc les conditions nécessaires pour que le déterminant associé à

(Σ’) s’annule. Soit :





(

cos(λi · L)− ch(λi · L)
)

·
(

cos(λi · L)− ch(λi · L)
)

+ . . .

−
(

sin(λi · L)− sh(λi · L)
)

·
(

− sin(λi · L)− sh(λi · L)
)



 = 0 (C.71)

Pour ce faire, les valeurs propres λi doivent donc satisfaire l’équation :

cos(λi · L) · ch(λi · L) = 1 (C.72)

Cette équation admet une infinité de valeurs propres solutions λi, la base de vecteurs propres

est donc infinie. Les valeurs propres λi peuvent être obtenues en résolvant l’équation de manière

numérique. Pour chaque λi, le couple (Ai, Bi) solution de (Σ’) respecte l’équation :

Bi = − cos(λi · L)− ch(λi · L)

sin(λi · L)− sh(λi · L)
· Ai (C.73)

L’équation (C.66) devient :

φi(x) = Ai · ψi(x) (C.74)

avec

ψi(x) = cos(λi·x)−
cos(λi · L)− ch(λi · L)

sin(λi · L)− sh(λi · L)
·sin(λi·x)−ch(λi·x)+

cos(λi · L) + ch(λi · L)

sin(λi · L)− sh(λi · L)
·sh(λi·x)

On peut vérifier que les vecteurs propres φi(x) forment bien une base orthogonale. Celle-ci

est orthonormée si on prend :

Ai = (< ψi(x)|ψi(x) >)−1/2 (C.75)
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Transformation de l’équation aux dérivées partielles (EDP) en un système

d’équations aux dérivées odinaires (EDO)

En utilisant les équations (C.63) et (C.65), on peut réécrire l’EDP (C.60) sous la forme :

n∑

i=1

[

E · I · λ4
i ·wi(x, t)−N(w) · ∂

2wi(x, t)

∂x2
+ c · ∂wi(x, t)

∂t
+ ρ · S · ∂

2wi(x, t)

∂t2

]

= f(x, t) (C.76)

n∑

i=1

[

E·I ·λ4
i ·φi(x)·ui(t)−N(w)·∂

2φi(x)

∂x2
·ui(t)+c·φi(x)·u̇i(t)+ρ·S·φi(x)·üi(t)

]

= f(x, t) (C.77)

où u̇i(t) et üi(t) représentent les dérivées premières et secondes de ui(t) par rapport au temps.

En projetant (C.77) sur la base des vecteurs propres orthogonaux φi(x) (méthode de Galer-

kin), on obtient le système de n équations :

n∑

i=1

1

L
·
∫ L

0












E · I · λ4
i · φi(x) · φj(x) · ui(t) + . . .

−N(w) · ∂
2φi(x)

∂x2 · φj(x) · ui(t) + . . .

+ c · φi(x) · φj(x) · u̇i(t) + . . .

+ ρ · S · φi(x) · φj(x) · üi(t)












· dx =
1

L
·
∫ L

0
f(x, t) · φj(x) · dx, ∀j ≤ n

(C.78)

En décomposant les termes de l’intégrale et en utilisant le fait que N(w) ne dépende pas

explicitement de x, on obtient :

n∑

i=1

















E · I · λ4
i ·
[

1

L
·
∫ L

0
·φi(x) · φj(x) · dx

]

· ui(t) + . . .

−N(w) ·
[

1

L
·
∫ L

0

∂2φi(x)

∂x2
· φj(x) · dx

]

· ui(t) + . . .

+ c ·
[

frac1L ·
∫ L

0
φi(x) · φj(x)dx

]

· u̇i(t) + . . .

+ ρ · S ·
[

1

L
·
∫ L

0
φi(x) · φj(x) · dx

]

· üi(t)

















=
1

L
·
∫ L

0
f(x, t)·φj(x)·dx, ∀j ≤ n

(C.79)

En utilisant l’orthonormalité de la base, on obtient :







E · I · λ4
j · uj(t) + c · u̇j(t) + ρ · S · üj(t) + . . .

−N(w) ·∑n
i=1

〈
∂2φi(x)

∂x2

∣
∣
∣
∣
φj(x)

〉

· uj(t)







=
〈
f(x, t)|φj(x)

〉
, ∀j ≤ n (C.80)

Ce système d’équations peut se mettre sous la forme matricielle :

K · U(t) + Ñ(U, t) + C · U̇(t) + M · Ü(t) = F (U, t) (C.81)
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avec

U(t) =










u1(t)

u2(t)
...

un(t)










, K = E · I ·










λ4
1 0 . . . 0

0 λ4
2 . . . 0

...
. . .

...

0 . . . λ4
n










, C = c ·In, M = ρ ·S ·In (C.82)

avec In, la matrice identité de dimension n.

F (U, t) =










〈
f(x, t)|φ1(x)

〉

〈
f(x, t)|φ2(x)

〉

...
〈
f(x, t)|φn(x)

〉










et Ñ(U, t) = N(w, t) ·G · U(t), (C.83)

où G =










〈
∂2φ1(x)

∂x2

∣
∣
∣
∣
φ1(x)

〉

. . .

〈
∂2φn(x)

∂x2

∣
∣
∣
∣
φ1(x)

〉

...
. . .

...
〈
∂2φ1(x)

∂x2

∣
∣
∣
∣
φn(x)

〉

. . .

〈
∂2φn(x)

∂x2

∣
∣
∣
∣
φn(x)

〉










(C.84)

Le nombre d’opérations pour le calcul numérique des coefficients de cette matrice peut être

réduit en notant que la matrice est symétrique. En effet, en utilisant l’intégration par partie et

en tenant compte des conditions aux limites de l’encastrement, on montre que :

∀i, j ≤ n, 1

L
·
∫ L

0

d2φi(x)

dx2
· φj(x) · dx = − 1

L
·
∫ L

0

dφi(x)

dx
· dφj(x)

dx
· dx (C.85)

Le vecteur N(U, t) peut être explicité en fonction du vecteur U(t) et de la matrice G. Pour

ce, on peut exprimer la tension N(w, t) en fonction de l’allongement de la poutre :

N(w, t) = E · S · ∆L(t)

L
+N0 (C.86)

avec

L+ ∆L(t) =

∫ L

0

√
√
√
√1 +

(

dw(x, t)

dx

)2

· dx (C.87)

Pour un faible allongement, on obtient :

L+ ∆L(t) =

∫ L

0



1 +
1

2
·
(

dw(x, t)

dx

)2


 · dx⇔ ∆L(t) =
1

2
·
∫ L

0

(

dw(x, t)

dx

)2

· dx (C.88)

L’équation (C.86) devient donc :

N(w, t) −N0 =
E · S
2 · L ·

∫ L

0

(

dw(x, t)

dx

)2

· dx =
E · S
2 · L ·

∫ L

0

(
n∑

i=1

ui(t) ·
dφi(x)

dx

)2

· dx (C.89)
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N(w, t) −N0 =
E · S
2 · L ·

∫ L

0

n∑

i=1

n∑

j=1

ui(t) ·
dφi(x)

dx
· dφj(x)

dx
· uj(t) · dx (C.90)

Soit :

N(w, t) =
E · S

2
· UT (t) ·G · U(t) +N0 (C.91)

On trouve alors pour Ñ(U, t) la forme matricielle :

Ñ(U, t) =
E · S

2
·
(

UT (t) ·G · U(t) +N0

)

·G · U(t) (C.92)

L’équation complète de la dynamique de la poutre sous forme matricielle devient :

M · Ü(t)+ C · U̇(t)+ (K +N0 ·G) ·U(t)+
E · S

2
·
(

UT (t) ·G ·U(t)
)

·G ·U(t) = F (U, t) (C.93)

Dans cette équation le premier terme du membre de droite correspond à l’inertie de la poutre. Le

deuxième terme correspond aux forces dissipatives (éventuellement non linéaires dans un modèle

plus complet C = C(U, U̇ , t)), le troisième aux forces de rappel linéaires (le terme N0 pouvant

être dépendant du temps, notamment dans le cas des accéléromètres vibrants). Le dernier terme

correspond à une force de rappel non linéaire. L’influence de celui-ci sera détaillée plus loin dans

le cas où l’on ne considère que le premier mode.

C.6 Modélisation approchée pour l’obtention de formules ana-

lytiques pour le premier mode

Equation du mouvement associée au premier mode

Dans le paragraphe précédent, les valeurs propres λi sont obtenues de manière numérique.

Le modèle résultant de l’application de la méthode de Galerkin est donc numérique, puisque

la base des fonctions est exprimée en fonction des λi. Dans le cas où l’on se satisfait d’un

modèle représentatif du premier mode uniquement, il est possible d’obtenir un modèle analytique

approximatif. En effet, on peut approximer la déformée associée au premier mode en cherchant

une fonction φ1(x) de la forme :

φ1(x) = Aψ1(x) = A · (1− cos(2 · π · x/L)) (C.94)

avec

A =
√

〈ψ1(x)|ψ1(x)〉 =

√

2

3
(C.95)

En déroulant le calcul décrit précédemment, on obtient pour le premier mode [96] :












ü1(t) +
c

ρ · S · u̇1(t) + . . .

+
E · I

3 · ρ · S ·
(

2 · π
L

)4

·
(

1 +
N0 · L2

4 · π2 ·E · I

)

· u1(t) + . . .

+
E

18 · ρ ·
(

2 · π
L

)4

· u3
1(t)













=
1

ρ · S 〈f(x, t)|φ1(x)〉 (C.96)
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avec

〈f(x, t)|φ1(x)〉 =
1

L
·

intL0 f(x, t) · phi1(x) · dx ,
w(x, t) ≃ w1(x, t) = u1(t) · φ1(x)

et φ1(x) =

√

2

3
·
(

1− cos
(

2 · π · x
L

))

(C.97)

Expression du second membre de (C.96) dans le cas d’une force ponctuelle

exercée au point milieu

On considère ici le second membre de l’équation (C.96) :

〈f(x, t)|φ1(x)〉 =
1

L
·
∫ L

0
f(x, t) · φ1(x) · dx (C.98)

La force ponctuelle s’écrit sous la forme :

f(x, t) = F (t) · δ(x− L/2) (C.99)

On obtient :

〈f(x, t)|φ1(x)〉 =
1

L
·
∫ L

0
F (t) · δ(x − L/2) ·

√

2

3
·
(

1− cos
(

2 · π · x
L

))

· dx (C.100)

〈f(x, t)|φ1(x)〉 =
2

L
·
√

2

3
· F (t) (C.101)
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Modèle 1D équivalent masse ressort

En substituant (C.101) dans (C.96), on obtient :









ü1(t) +
c

ρ · S · u̇1(t) +
E

18 · ρ ·
(

2 · π
L

)4

· u3
1(t) + . . .

+
E · I

3 · ρ · S ·
(

2 · π
L

)4

·
(

1 +
N0 · L2

4 · π2 ·E · I

)

· u1(t)









=
2

ρ · S · L ·
√

2

3
· F (t) (C.102)

Soit zM (t) le déplacement du point milieu de la poutre :

zM (t) = u1(t) · φ1(L/2) = 2 ·
√

2

3
· u1(t) ; u1(t) =

1

2
·
√

3

2
· zM (t) (C.103)

Soit en remplaçant dans (C.102) :









z̈M (t) +
c

ρ · S · żM (t) +
E

18 · ρ ·
(

2 · π
L

)4

· 3
8
· z3

M (t) + . . .

+
E · I

3 · ρ · S ·
(

2 · π
L

)4

·
(

1 +
N0 · L2

4 · π2 · E · I

)

· zM (t)









=
1

ρ · S · L ·
8

3
· F (t) (C.104)

m · z̈M (t)+L ·c · żM (t)+
(2 · π)4 ·E · I

3 · L3
·
(

1 +
N0 · L2

4 · π2 ·E · I

)

·zM (t)+
E · S

3
· π

4

L3
·z3

M (t) =
8

3
·F (t)

(C.105)

Soit, pour N0 = 0 :

m · z̈M (t) + ceq · żM (t) + k · zM (t) + knl · z3
M (t) =

8

3
· F (t) (C.106)

avec

k =
(2 · π)4 ·E · I

3 · L3
; knl =

E · S
3
· π

4

L3
(C.107)
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Modèle 1D équivalent masse-ressort avec masse supposée ponctuelle au point

milieu

On considère une masse ponctuelle mE centrée en L/2, figure C.5.

Fig. C.5 – Poutre encastrée-encastrée avec masse ponctuelle centrée

L’équation masse-ressort-amortissement peut être obtenue de deux manières. Soit on considère

que l’action de la masse mE est équivalente à une force Finertie(t) = −mE · z̈M (t). Dans ce cas,

on remplace F (t) dans (C.106) par F ′(t) = F (t)−mE · z̈M (t) et on obtient :
(

m+
8

3
·mE

)

· z̈M (t) + ceq · żM (t) + k · zM (t) + knl · z3
M (t) =

8

3
· F (t) (C.108)

Soit on considère une masse volumique non constante ρ′(x) = ρ+mE/S · δ(x−L/2) et, dans

le déroulement du calcul, on corrige le terme d’inertie à partir de l’équation (C.79). On retrouve

alors le même résultat.

C.7 Détail de la structure mécanique étudiée

C.7.1 Présentation et calculs préliminaires

La figure C.6 présente le détail de la structure mécanique. Le descriptif des paramètres est

donné dans le tableau C.4.

La masse de la navette vaut :

mS = ρ · T · (LS ·WS + LE · (WE,act +WE,lect) + nact · LD,act ·WD,act + nlect · LD,lect ·WD,lect)

(C.109)

Pour que la structure soit symétrique d’un point de vue masse, on impose que la masse suspendue

de la poutre (électrode 1) coté actionnement et celle coté lecture soient toutes les deux égales à

une masse mE . Soit :

mE = mS/2 (C.110)

et la condition :

LE ·WE,act + nact · LD,act ·WD,act = LE ·WE,lect + nlect · LD,lect ·WD,lect (C.111)

La surface de recouvrement S12 entre l’électrode 1, coté lecture, et l’électrode 2 vaut :

S12 = nlect · Lrec,lect · T (C.112)

La surface de recouvrement S13(x) entre l’électrode 1, coté actionnement, et l’électrode 2

vaut :
S13(x) = nact · Lrec,act(x) · T (C.113)
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Fig. C.6 – Schéma détaillé de la structure mécanique. Les dimensions ne sont pas à l’échelle

et les nombres nact et nlect de doigts des électrodes d’actionnement et de lecture ne sont pas

définis. Sur ce schéma nact=nlect=4.

C.7.2 Modèle à une dimension

On considère les masses des électrodes mE comme des masses ponctuelles ramenées aux

points milieux des deux bras de suspension (figure C.7, hypothèse 1). La somme des forces

électrostatiques Fexc(t) exercées par l’électrode fixe et l’électrode mobile est également considérée

comme une force ponctuelle ramenée au centre de la stucture. On simplifie encore le schéma

en le remplaçant par une poutre équivalente unique sur laquelle s’exerce la moitié de la force

électrostatique (figure C.7, hypothèse 2).

Fig. C.7 – Obtention d’un modèle approché de la dynamique du résonateur

Soit en reprenant l’équation (C.108) :

(

m+
8

3
·mE

)

· z̈M (t) + ceq · żM (t) + k · zM (t) + knl · z3
M (t) =

4

3
· Fexc(t) (C.114)
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C.7.3 Exemple de choix de paramètres

Tab. C.4 – Descriptif des paramètres géométriques

Symbole Désignation Valeur

Paramètres du résonateur

T Epaisseur de la structure 8 µm

LP Longueur d’une poutre du résonateur 300 µm

WP Largeur des poutres du résonateur 670 nm

eP Distance inter-poutre 74 µm

LS Longueur de la navette 100 µm

WS Largeur de la navette 20 µm

LE Longueur d’une électrode de la poutre 298 µm

x Position de l’électrode mobile (électrode 3 / masse sismique) par rapport

à sa position de référence

WE,act Largeur de l’électrode d’actionnement 10 µm

LD,act Longueur d’un doigt de l’électrode d’actionnement 12 µm

WD,act Largeur d’un doigt de l’électrode d’actionnement 6 µm

nact Nombre de doigts de l’électrode d’actionnement 12

Lref,act Longueur de recouvrement entre un doigt de l’électrode d’actionnement

coté masse sismique et un doigt de l’électrode d’actionnement coté poutre

pour x = 0

8 µm

WE,lect, . . . Valeurs identiques pour les paramètres de l’électrode coté lecture

e12 = e Entrefer entre électrode de la poutre et électrode fixe 3 µm

e13 = e Entrefer entre électrode de la poutre et électrode mobile 3 µm

Paramètres de la masse sismique

CMS Longueur d’un coté de la masse sismique 920 µm

WP,MS Largeur poutre de suspension masse sismique 1, 2 µm

LP,MS Longueur poutre de suspension masse sismique 290 µm

WE,act,MS,

. . .

Valeurs des paramètres des doigts de la masse sismique (électrode mobile)

identiques à celles de l’électrode de la poutre du coté actionnement

XMS/Res Décalage selon l’axe (Ox) entre les doigts de la masse sismique et ceux de

l’électrode du résonateur pour x = 0

4 µm

Paramètres de l’électrode fixe

WE,act,EF ,

. . .

Valeurs des paramètres des doigts de l’électrode fixe identiques à celles de

l’électrode de la poutre du coté actionnement

XEF/Res Décalage selon l’axe (Ox) entre les doigts de l’électrode fixe et ceux de

l’électrode du résonateur

4 µm
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Tab. C.5 – Valeurs électriques/mécaniques calculées ou imposées

Symbole Désignation Valeur

kMS Raideur équivalente au modèle à 1 dimension de la dynamique de

la masse sismique

0, 39 N · m−1

mMS Masse de la masse sismique 15, 6 10−9 kg

f0,MS Fréquence de résonance de la masse sismique 788 Hz

FSAcc Pleine échelle en accélération 10 g

xmax Déplacement maximal de la masse sismique 4 µm

Vdd Tension d’alimentation 3, 3 V olts

V0/2 Tension de polarisation en sortie de comparateur 1, 64 V

Vact Tension d’actionnement 0, 1 V olts

kmec,1 Coefficient de la composante linéaire de la force de rappel mécanique 0, 66 N · m−1

kmec,3 non linéaire de la force de rappel mécanique 1, 1 1012 N · m−3

kelec,1 linéaire de la force de rappel électrostatique 1, 4 10−3 N · m−1

kelec,3 non linéaire de la force de rappel électrostatique 3 108 N · m−3

meq Masse suspendue équivalente au modèle 1 dimension du résonateur 243 10−12 kg

f0 Fréquence de résonance du résonateur linéaire équivalent (ω0/2/pi) 8, 26 kHz

Q Facteur de qualité du résonateur 2 500 S. U.

ymax Amplitude maximale des oscillations du résonateur 800 nm

yref Amplitude des oscillations du résonateur en l’absence d’accélération 600 nm

Cref Capacité de lecture C12 pour y = 0 2, 25 fF

∆Cmax variation maximale de la capacité de lecture ± 0, 151 fF

aref Amplitude normalisée des oscillations pour x = 0 0, 2 S. U.

∆pmax Variation maximale de l’entrée p 0, 5 S. U.

∆amax Variation maximale de l’amplitude a 0, 0666 S. U.

ε · α Paramètre relatif à la non-linéarité de l’équation sans dimension 15 S. U.

ε · µ Paramètre relatif à l’amortissement de l’équation sans dimension 2 10−4 S. U.

βa Coefficient lié à la dynamique de la réponse en amplitude 1, 486 S. U.

βp Coefficient lié à la dynamique de la réponse en amplitude 0, 994 S. U.
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Résumé :

Les microsystèmes sont des systèmes dynamiques multi-physiques. Leurs caractéristiques

spécifiques, liées à leur petite dimension et aux phénomènes associés, nécessitent des études approfon-

dies. Les méthodologies de l’automatique peuvent apporter des solutions nouvelles pour l’optimisation

de ces systèmes. Dans ce contexte, ce travail de recherche s’intéresse plus particulièrement aux non-

linéarités dans les microsystèmes capteurs.

La première partie de cette thèse est consacrée à la conception d’un micro-accéléromètre asservi

à sortie numérique. L’objectif principal de l’asservissement est l’amélioration de la linéarité de la

mesure. L’étude s’attache à la modélisation du comportement dynamique du capteur en prenant en

compte l’effet des non-linéarités (lecture capacitive et actionnement électrostatique) et à l’analyse

des performances globales de la mesure (aspect dynamique, transfert de bruit et non-linéarité). Le

circuit réalisant l’asservissement est conçu de manière à permettre l’utilisation d’outils de l’automa-

tique avancée : l’identification pour la commande et la synthèse robuste de correcteur. L’architecture

présentée est validée en simulation et sur un démonstrateur.

Dans une deuxième partie, ce travail de recherche propose d’exploiter la non-linéarité dite de

Duffing afin de réaliser un principe de détection original. Cette non-linéarité d’origine mécanique

est fréquemment rencontrée dans les microsystèmes. Les résultats présentés ouvrent des perspectives

nouvelles pour l’utilisation de structures mécaniques de dimensions nanométriques.

Mots-clés : modélisation, identification, commande, micro-/nano-systèmes, MEMS, accéléromètre,

non-linéarités, Duffing.

Abstract :

Microsystems are multi-physic and dynamic systems. Their specific characteristics, related to their

small size and the associated physical phenomena, require deep studies. The methodologies related to

control theories can bring interesting solutions for the optimization of this kind of systems. In this

framework, this thesis focuses more particularly on microsensors nonlinearities.

The first part of this thesis is devoted to the design of a closed-loop micromachined accelerometer

with digital output. The main goal of the feedback is here to enhance the sensor’s linearity. This study

focuses on the modelling of the MEMS dynamics, including the effects of the nonlinearities (capacitive

readout and electrostatic force feedback), and on the analysis of the sensor’s performance (dynamic

aspect, noise transfer and linearity). The integrated circuit ensuring the force feedback is designed in

order to allow the use of advanced control tools such as identification for control and robust controller

synthesis. The proposed architecture is validated on the simulation model and on a first prototype.

The second part of this thesis introduces a novel sensing principle based on Duffing’s nonlinearity.

This type of nonlinearity, which is observed in many mechanical microstructures, is here turned into an

advantage. First simulations display interesting perspective for the use of nanometre-scale mechanical

structures.

Keywords : modeling, identification, control, micro-/nano-systems, MEMS, accelerometer, nonlinea-

rities, Duffing.


	Remerciements
	Symboles et notations
	Introduction
	I Introduction aux microsystèmes et aux capteurs
	Introduction aux microsystèmes capteurs
	Introduction aux microsystèmes
	Représentation d'un capteur en tant que système dynamique
	Critères de performances des microsystèmes capteurs


	II Outils de l'automatique linéaire pour la conception de microsystèmes capteurs asservis : Application à la conception d'un micro-accéléromètre asservi
	Capteurs asservis et outils de l’automatique linéaire
	Principe de mesure par capteurs asservis
	Modélisation de la boucle d'asservissement
	Analyse des fonctions de sensibilité pour un capteur asservi
	Fonctions de sensibilité et performances d'un capteur asservi
	Fonctions de sensibilité, marges de stabilité classiques et robustesse

	Deux méthodes fréquentielles de synthèse de correcteurs linéaires
	Placement de pôles avec calibrage des fonctions de sensibilité
	Synthèse H

	Identification
	Observateurs appliqués aux capteurs asservis
	Conclusion du chapitre 2

	Accéléromètre passe-bas asservi
	Introduction, objectifs et contributions
	Accéléromètres, conversion analogique-numérique  et accéléromètres 
	Généralités et principe de fonctionnement des accéléromètres linéaires
	Conversion analogique-numérique  
	Micro-accéléromètres 

	Description de l'architecture proposée
	Présentation de la structure mécanique et modélisation physique
	Description de la structure mécanique du micro-accéléromètre
	Modélisation de la lecture capacitive
	Modélisation de l'actionnement

	Modèle pour la commande et contraintes sur les fonctions de sensibilité.
	Obtention d'un modèle physique approché
	Représentation du système pour la synthèse du correcteur
	Définitions des contraintes sur les fonctions de sensibilité

	Identification, synthèse du correcteur et performances de mesure du modèle de simulation
	Identification sur le modèle de simulation
	Synthèse du correcteur par placement de pôles
	Evaluation des performances de mesure en boucle fermée d'après le modèle physique
	Performances de mesure en simulation

	Identification, synthèse du correcteur et performances de mesure du démonstrateur
	Dispositif expérimental
	Identification du modèle
	Synthèse du correcteur et analyse des performances de l'asservissement
	Performances de mesure du démonstrateur
	Conclusions concernant les résultats du démonstrateur

	Réduction de l'erreur de mesure dynamique par observateur
	Principe et formulation du problème
	Structure du bloc de reconstruction de l'entrée e(t)
	Fonction de transfert du filtre K(s)
	Synthèse de l'observateur K(s) par la synthèse H
	Application au modèle de simulation de l'accéléromètre

	Conclusion du chapitre 3


	III Exploitation d'une non-linéarité mécanique dans les microsystèmes et nanosystèmes
	Microsystèmes, résonateur et oscillateur de Duffing
	Introduction
	Non-linéarité de Duffing et microsystèmes résonants
	Oscillations forcées de l'équation de Duffing amortie
	Oscillations libres de l'équation de Duffing
	Remarque sur une des propriétés des oscillateurs à base de résonateur de Duffing
	Conclusion du chapitre 4

	Principe de détection ou de génération de fréquence à base d'oscillateur de Duffing
	Introduction
	Présentation du système et modèle approché
	Présentation du système
	Modèle approché de la relation entrée-sortie 

	Mode de réalisation par micro-résonateur
	Schéma de principe de l'accéléromètre-Duffing
	Structure mécanique proposée
	Schéma de principe pour l'électronique de lecture et d'actionnement
	Equation sans dimension
	Rappel des hypothèses et des choix imposés (par construction)
	Exemple de choix de paramètres et résultats de simulation

	Conclusion du chapitre 5

	Conclusion générale
	Perspectives

	Annexes
	Annexe de la partie I
	Bande passante d'un capteur et bande utile pour la mesure
	Définitions relatives aux performances des capteurs

	Annexes de la partie II
	Compléments d'information sur la modulation 
	Calcul des paramètres de l'équation de la dynamique de la masse sismique
	Circuit de lecture capacitive
	Modélisation du circuit de lecture du micro-accéléromètre
	Non-linéarité de la lecture capacitive
	Non-linéarités d'ordre pair et repliement dans les basses fréquences

	Expression approchée de la force électrostatique de contre-réaction
	Modélisation des incertitudes paramétriques
	Synthèse H
	Variation du facteur d'échelle avec la température
	Mesure en boucle ouverte
	Identification en boucle fermée pour la synthèse de l'observateur

	Annexes de la partie III
	Quelques méthodes pour l'étude de systèmes non linéaires
	Méthodes des échelles de temps multiples (MTS - Multiple Time Scales)
	Modèle approché de la relation entrée-sortie du système considéré dans le chapitre 5
	Amélioration de la linéarité
	Calcul de la dynamique d'une poutre résonante
	Modélisation approchée pour l'obtention de formules analytiques pour le premier mode
	Détail de la structure mécanique étudiée
	Présentation et calculs préliminaires
	Modèle à une dimension
	Exemple de choix de paramètres



	Références bibliographiques
	Bibliographie personnelle
	Bibliographie de la première partie
	Bibliographie de la deuxième partie
	Bibliographie de la troisième partie


