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Introduction générale

Un enjeu important en mécanique est de pouvoir modéliser avec la plus grande précision le com-
portement d’un matériau. Des lois sont écrites pour décrire les comportements, reliant les causes

et les effets de phénomènes mécaniques étudiés. La démarche de modélisation s’appuie la plupart du
temps sur des observations expérimentales. Pour caractériser le comportement d’un matériau dans un
cadre donné, la première étape consiste à choisir un modèle adéquat, tandis que la deuxième étape
consiste à identifier les paramètres régissant ce modèle.

Pour cette identification, des essais mécaniques appropriés doivent être réalisés. Une approche
traditionnelle se base sur l’étude de la réponse globale d’un système soumis à un chargement donné.
Des cas simples et homogènes sont donc considérés pour permettre ce type d’étude, comme par
exemple l’essai de traction simple ou de torsion pure. Le comportement d’une structure est alors
interprété comme le comportement local d’un matériau.

Ces approches sont tout à fait justifiées dans des situations simples pour lesquelles le matériau
est homogène, soumis à un chargement mécanique connu et où sa réponse est suffisamment régulière.
Mais elles ne permettent pas de caractériser des matériaux hétérogènes ou encore des phénomènes
se manifestant de façon localisée comme la striction, la fissuration,. . . Pour s’intéresser à de telles
situations il est nécessaire d’accéder à des observations plus locales.

Les techniques de mesures de champs cinématiques [Sutton et al., 1983; Bruck et al., 1989]
permettent d’obtenir des mesures de haute résolution. Des techniques de mesures tridimensionnelles
de surface ont ensuite été introduites, avec le recours à de la stéréo-corrélation d’images numériques
[Luo et al., 1993]. Applicables à la mesure de situations mécaniques variées, ces techniques de corré-
lation d’images numériques (CIN, ou DIC pour Digital Image Correlation) peuvent être utilisées pour
étudier des phénomènes locaux et transitoires, par exemple la propagation de bandes de Portevin-
Le Chatelier [Tong, 1997]. À partir de ces informations plus locales, il devient alors possible de
caractériser de façon plus fine et précise le comportement de matériaux.

La densité des champs mesurés par ces techniques expérimentales a permis d’aborder de nom-
breux problèmes dits "inverses", qui s’opposent aux problèmes dits "directs". En mécanique, le pro-
blème direct consiste à calculer la réponse mécanique d’un système connu, à partir de la connaissance
des lois du modèle et du chargement appliqué. Le problème inverse consiste, quant à lui, à déterminer
les paramètres d’un modèle mécanique pour un système dont on connaît une partie de la réponse à un
chargement, en général connu lui aussi. La réponse est alors en partie mesurable grâce à des variables
observables pouvant être par exemple le déplacement.

Les problèmes inverses qui ont pu être résolus à partir de mesures de champs cinématiques
sont très diversifiés et traitent par exemple de la fissuration [Cuitino & Ortiz, 1996; Bastawros &
Kim, 2000], de l’identification de paramètres de lois élastoplastiques [Mahnken & Stein, 1996] ou de
variables d’endommagement [Claire et al., 2002].

Cependant, encore peu de travaux existent pour identifier des paramètres de lois de comporte-
ment élastoplastique pour des matériaux hétérogènes. La possibilité de pouvoir traiter des situations
hétérogènes a donc été une de nos principales motivations. L’homogénéité d’un matériau est dépen-
dante de l’échelle d’observation : elle peut être réaliste pour des domaines d’observation suffisamment
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étendus, tandis qu’à l’échelle de la microstructure les caractéristiques mécaniques peuvent être forte-
ment hétérogènes (par exemple pour des polycristaux).

Pour ces raisons, nous avons donc fait le choix de nous intéresser à l’identification de proprié-
tés de matériaux élastoplastiques hétérogènes. Notre étude porte sur des situations où l’hypothèse de
contraintes planes s’applique, dans le cadre des petites perturbations. Une loi de Prager caractérisant
un modèle élastoplastique à écrouissage cinématique linéaire est identifiée. Pour cela une méthode
spécifique a été développée, afin de tirer profit des champs cinématiques plans obtenus expérimen-
talement par corrélation d’images numériques. Elle a été appliquée à des situations numériques et
expérimentales.

Cette méthode a également été appliquée, dans un cadre purement élastique, à l’identification de
paramètres de matériaux élastiques hétérogènes. Des puissances mécaniques fournies localement ont
alors pu être identifiées lors d’essais de fatigue à grand nombre de cycles. Cette puissance mécanique,
estimée à partir des champs de déformation mesurés expérimentalement et des champs de contrainte
obtenus par approche inverse, intervient alors dans un bilan total d’énergie réalisé pour différents
cycles de l’essai de fatigue.

Afin de présenter le travail que nous avons accompli dans ces domaines, ce mémoire sera arti-
culé autour de trois chapitres :

– le premier chapitre est consacré à un travail bibliographique dont l’objectif a été de rassem-
bler des moyens expérimentaux de mesure de champs disponibles. Il regroupe également un
certain nombre de méthodes inverses permettant l’exploitation de données expérimentales.
Puis le modèle élastoplastique choisi pour l’identification sera présenté ;

– l’objet du second chapitre est une description détaillée des différents outils numériques qui
ont été utilisés et développés pour répondre à l’objectif de l’identification élastoplastique lo-
cale ;

– le troisième chapitre présente les résultats obtenus à partir de situations numériques et ex-
périmentales, concernant l’identification de propriétés élastiques homogènes et hétérogènes,
élastoplastiques hétérogènes, ou encore la contribution à l’établissement de bilans d’énergie
lors d’essais de fatigue à grand nombre de cycles.
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14 MESURES DE CHAMPS, IDENTIFICATION ET MODÈLES DE PLASTICITÉ

Introduction

Dans les deux premières parties de ce premier chapitre consacré à un travail bibliographique, sont
développés différents aspects liés à l’identification de paramètres associés à des modèles mé-

caniques. Ce problème, souvent qualifié de problème inverse [Bui, 1993], s’oppose au problème dit
direct qui consiste à calculer la réponse d’un système mécanique, pour un chargement et une loi de
comportement donnés (cf. tableau 1.1).

Type de problème direct inverse
Loi de comportement (LdC) connue connue
Paramètres de la LdC connus inconnus
Conditions aux limites connues partiellement connues

(Neumann, Dirichlet ou mixtes) (et éventuellement surabondantes)
Champs cinématiques inconnus partiellement connus
Champs sthéniques inconnus inconnus

TAB. 1.1 – Problème direct et problème inverse en mécanique

Les problèmes inverses sont souvent assimilés à des problèmes mal posés, par opposition aux
problèmes bien posés. Un problème mécanique bien posé au sens de Hadamard est d’une part un
problème à solution unique dont l’existence est garantie. D’autre part, sa solution doit être peu sensible
aux perturbations sur les données : c’est ce que l’on appelle la stabilité du problème. Les problèmes
mécaniques bien posés les plus répandus sont par exemple les problèmes de Dirichlet, Neumann et
ceux dits mixtes qui sont une combinaison de ces deux précédents problèmes.

Les champs sthéniques ne sont pas directement mesurables, mais dans certaines situations, il
est possible de les estimer via des hypothèses sur la forme de l’état de contrainte. Cet état peut être
supposé, dans des approches simples, uniaxial ou homogène, ou dans des cas plus généraux, comme
étant une solution analytique d’un problème mécanique considéré.

Les essais expérimentaux s’appuyant sur ces hypothèses peuvent être qualifiés de "statiquement
déterminés". Parmi ces essais, on utilise fréquemment dans les centres de recherche l’essai de trac-
tion uniaxial, sur des éprouvettes axisymétriques ou prismatiques. Les essais de torsion, cisaillement,
flexion trois et quatre points sont également répandus. Certains problèmes plus complexes ont des
solutions connues en élasticité via l’écriture de potentiels d’élasticité. Parmi eux figurent l’indenta-
tion d’un milieu semi-infini, l’essai de traction sur plaque trouée, l’essai brésilien. Pour la majorité
des essais statiquement déterminés, l’identification des paramètres de la loi de comportement se fait
directement à partir de la courbe force-déplacement, ou de couples force-déformation

Pour l’essai de traction simple, on considère un état de contrainte et un état de déformation
homogène dans la partie utile de l’éprouvette. Les normes qui régissent cet essai (par exemple la
norme internationale ISO 6892) précisent les dimensions réglementaires de l’éprouvette, ou encore
les conditions d’alignement des axes d’amarrage de l’éprouvette. Cet essai est limité à des matériaux
homogènes, dans une gamme de sollicitation restant faible pour ne pas faire intervenir de phénomènes
de localisation ou de striction [Hill, 1958]. Pour des matériaux anisotropes, il est en général nécéssaire
de réaliser plusieurs essais pour différentes orientations, afin de faire travailler toutes les composantes
de la relation de comportement que l’on cherche à caractériser. Pour limiter les rotations de l’échan-
tillon, les axes d’anisotropie doivent alors être orientés parallèlement aux axes de sollicitation.
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Depuis les premiers travaux de Sutton et al. [1983], les techniques de corrélation d’images nu-
mériques ont été développées de façon importante dans le but d’accéder à des mesures de champs
cinématiques. Ces mesures fournissent une densité de points de mesure qui peut varier de quelques
points à plusieurs dizaines de milliers de points, suivant le type de matériel de mesure et des capacité
de traitement et de stockage. D’abord utilisées à des fins descriptives, elles commencent à être utili-
sées pour l’identification de propriétés matérielles, et des méthodes d’identification spécifiques sont
actuellement développées afin de tirer le meilleur profit des champs très denses obtenus à partir de ces
mesures.

Les méthodes le plus fréquemment rencontrées peuvent se séparer en deux catégories :

– La première catégorie regroupe des méthodes qui nécessitent des données mesurées sur la
frontière du domaine d’intérêt [Bonnet, 1995; Badia & Dong, 1998]. Elles permettent de
détecter des défauts (cavités, fissures. . . ), ou encore des distributions de modules, des inclu-
sions, à l’intérieur d’un domaine dont la frontière seule est observable.

– La deuxième catégorie est constituée de méthodes qui utilisent des données mesurées sur tout
le domaine d’observation. À ces données viennent éventuellement s’ajouter une mesure des
résultantes des efforts appliqués. Certaines de ces méthodes exploitent la richesse d’informa-
tion issue des champs de mesure pour identifier, avec les résultats issus d’un seul essai, des
paramètres de modèles anisotropes. D’autres utilisent des essais dans lesquels se développe
une fissuration ou une localisation, dans le but d’identifier les paramètres d’un modèle de
fissuration ou d’endommagement.

Le premier chapitre de ce mémoire s’articule autour de trois principales parties :

– L’objet de la première partie est de présenter un certain nombre de techniques de mesures
de champs applicables à la mécanique expérimentale. Ces mesures rendent possible la réso-
lution de certains problèmes d’identification et leur développement exerce une stimulation
certaine quand à l’introduction de nouvelles méthodes d’identification. Ces mesures étant
entachées d’un bruit expérimental, elles conditionnent par leur qualité les résulats de l’iden-
tification.

– Nous aborderons ensuite dans la deuxième partie les différentes stratégies adoptées dans la
littérature pour aborder la problématique de l’identification à partir de mesures de champs.
Une revue de ces méthodes est en cours de rédaction dans le cadre d’un article synthétisant
le travail de benchmark réalisé au sein du GdR 2519 "Mesures de Champs et Identification
en Mécanique des Solides". Nous essaierons d’insister plus particulièrement sur la présenta-
tion des méthodes ayant été appliquées à l’identification de comportement non-linéaires ou
hétérogènes.

– La troisième partie de ce chapitre bibliographique sera consacrée à l’écriture du modèle de
comportement élastoplastique que nous avons choisi d’identifier.
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1.1 Mesures de champs cinématiques en mécanique des solides

Les techniques de mesures de champs cinématiques présentent un intérêt crucial en mécanique des
solides, car elles permettent une description plus fine de ces champs que les mesures cinéma-

tiques traditionnelles. Ces dernières techniques peuvent correspondre à des mesures globales (obte-
nues par extensométrie ou par des comparateurs), ou encore à des mesures fournies en un nombre très
limité de zones matérielles (jauges de déformation). Un des inconvénients de ces mesures tradition-
nelles est qu’elles nécessitent des hypothèses sur l’homogénéité des champs cinématiques, et qu’elles
sont restreintes à l’identification de propriétés de matériaux supposés homogènes. D’autre part, elles
sont obtenues avec contact et peuvent donc perturber la réponse de l’échantillon testé dans certains
cas particuliers (comme celui des matériaux fragiles, des films minces, des matériaux réactifs,. . . ).

L’utilisation de techniques d’imagerie permet, dans une certaine mesure, de dépasser certaines
de ces limites. Ces techniques possèdent de nombreux avantages :

– Elles permettent de se placer à différentes échelles d’observation en changeant d’optique :
des objectifs classiques permettent une observation à l’échelle du centimètre ou plus, tandis
que des objectifs macrophotographiques permettent une observation à l’échelle du millimètre
ou de la fraction de millimètre. Pour étudier des phénomènes à l’échelle du micromètre, il
est nécessaire d’utiliser des optiques de type microscope (microscopes à longue distance fo-
cale par exemple), ou bien de travailler sur des images issues de microscopes électroniques
à balayage.

– Ce sont des méthodes sans contact, moins intrusives que les mesures classiques. Des tech-
niques de speckle (ou mouchetis) peuvent s’appliquer à des matériaux présentant un contraste
naturel à la lumière. D’autres matériaux nécessitent d’êtres préparés pour pouvoir être analy-
sés par cette technique, par exemple par le dépôt d’un marqueur de surface faiblement réactif
(poudre, peinture,. . . ). Certaines techniques de mesures de champs utilisent des figures d’in-
terférence, et d’autres encore ont recours à des préparations par dépôt de grilles ou de divers
types de marqueurs.

– Bien que l’intérêt de ces mesures soit de pouvoir traiter une classe plus vaste de situations
expérimentales permettant l’identification, elles peuvent toutefois être utilisées lors d’essais
traditionnels comme l’essai de traction simple : ces mesures peuvent alors permettre de véri-
fier la validité des hypothèses de régularité et d’homogénéité. Certains phénomènes parasites
comme la flexion peuvent être détectés ou quantifiés, ce qui peut éventuellement permettre
de contrôler ou corriger le dispositif expérimental.

– Enfin, ces méthodes permettent d’accéder directement aux conditions aux limites en dépla-
cement.

Le plus souvent, les mesures optiques utilisent des ondes visibles. Elles sont donc tout particu-
lièrement prédisposées à l’étude des surfaces, dans le cas de matériaux opaques. Néanmoins, certaines
ont été étendues pour permettre des mesures dans le volume pour des matériaux transparents [Ger-
maneau et al., 2007]. D’autres méthodes comme la tomographie exploitent des rayonnements plus
énergétiques (rayons X) et permettent alors, dans certaines conditions, de réaliser des mesures cinéma-
tiques à l’intérieur d’un volume complet, pour des matériaux présentant des variabilités d’absorption
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de ces rayons.

Ces mesures de champs sont basées sur le suivi d’une signature optique locale (mouchetis,
grille,. . . ), donnant accès à une mesure "ponctuelle" intégrée sur un certain volume lié aux dimensions
du motif retenu. Cette opération de moyenne correspond au premier filtrage de la chaîne de mesure.

Dans certains cas, il peut être souhaitable d’effectuer une opération de filtrage supplémentaire
lorsque l’erreur expérimentale qui entache les mesures rend leur interprétation difficile. Le filtrage
peut alors être purement géométrique, ou peut être permis grâce à la connaissance a priori de certaines
informations sur le chargement, sur l’essai, sur le matériau,. . . Les problèmes inverses étant connus
pour être mal posés, ils sont donc très sensibles aux perturbations sur la mesure, et un filtrage peut
s’avérer intéressant voire nécessaire.

La sensibilité, la résolution, et la fréquence d’acquisition des capteurs optiques évoluent très ra-
pidement, contribuant ainsi à l’amélioration des performances des mesures de champs. Les avantages
de ces techniques sont nombreux, comme par exemple leur caractère faiblement intrusif qui a déjà été
introduit. Mais la principale qualité de ces mesures est la densité de la mesure fournie, qui permet de
rendre compte d’hétérogénéités ou de discontinuités à l’échelle d’observation.

L’objet des trois paragraphes suivants est de présenter brièvement les principales méthodes
permettant de mesurer des champs de déplacement. Le premier paragraphe traite des méthodes inter-
férométriques (qui reposent sur les variations spatiales de la phase d’une onde lumineuse), le second
paragraphe traite des méthodes non interférométriques (qui reposent sur les variations spatiales d’une
intensité lumineuse), puis les mesures obtenues par tomographie sont présentées dans le troisième
paragraphe. Enfin, un quatrième paragraphe est consacré au filtrage des mesures expérimentales.

1.1.1 Mesures cinématiques par interférométrie

Les mesures par interférométrie reposent sur l’étude de franges d’interférences. Ces franges
permettent de mesurer la différence de phase entre les ondes lumineuses relatives à un état initial et
à un état déformé. Ces ondes lumineuses sont issues la plupart du temps d’une source de lumière
cohérente de type laser. Ces franges d’interférences peuvent être obtenues en particulier par deux
techniques différentes : l’interférométrie de moiré et l’interférométrie de speckle. Ces deux dernières
techniques permettent de mesurer les déplacements dans le plan ou hors plan, mais elles permettent
également de mesurer les déformations par une dérivation optique appelée shearographie [Yang et al.,
1995].

1.1.1.1 Interférométrie de moiré

L’interférométrie de moiré, ou interférométrie de réseau, est basée sur les propriétés de dif-
fraction des réseaux. La surface de la structure que l’on étudie est recouverte d’un réseau collé par
de la résine. Ce réseau est constitué d’un quadrillage régulier comportant typiquement un millier de
lignes au millimètre pour chaque axe. Il possède généralement une épaisseur de l’ordre d’une dizaine
de micromètres, ce qui reste suffisamment faible pour ne pas trop perturber la réponse mécanique de
structures suffisamment rigides. La surface est éclairée par deux faisceaux laser d’angles incidents
opposés par rapport à un plan normal à la surface de l’échantillon. Lorsque la structure se déforme,
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des franges d’interférence apparaissent et leur écartement permet de calculer un déplacement (par
démodulation de phase). L’image de ces franges est capturée à l’aide d’une caméra CCD. En orien-
tant les faisceaux laser suivant deux directions x et y de la surface mesurée on obtient alors les deux
composantes des déplacements dans le plan du réseau ux et uy, et éventuellement la composante hors
plan uz . De nombreux travaux dédiés aux développements et aux applications de cette méthodes à des
mesures cinématiques sont développés dans [Kang et al., 1987; Dadkhah & Kobayashi, 1990; Shield
& Kim, 1991; Zhong et al., 2005; Lee et al., 2006]. Une évolution de cette méthode est représentée sur
la figure 1.1, où l’ajout d’un interféromètre de Michelson réglé en "coin d’air" permet une dérivation
optique.

Df
x;y; Dfy;y; Df
y;y) using the four illumination
vectors and the two directional shear distances where
the first index represents each direction of the sensitivity

vector (g
i ¼ k0 
 ki; i ¼ x, 
x, y, 
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one indicates the shearing direction (x, y). On the other
side, the two phase change maps (Dfh ¼ fd

h 
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FIG. 1.1 – Interférométrie de moiré, d’après [Lee et al., 2006]

L’avantage du moiré interférométrique est le nombre très important de franges qu’il est pos-
sible d’obtenir pour de très faibles déplacements, permettant une grande précision. En contrepartie,
la sensibilité de cette méthode aux vibrations et autres perturbations atmosphériques est très grande.
Le moiré interférométrique n’est également pas adapté à des mesures en grandes déformations. Une
application de cette méthode à la mesure lors d’un essai de traction sur une éprouvette pré-entaillée
est donnée sur la figure 1.2. Le resserrement important des franges au voisinage de la fissure illustre
les limitations de cette méthode lors de la mesure de déformations importantes.
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where ao is the yield stress, N is the strain-hardening 
constant and a is a dimensionless material constant, ayy is 
calculated from eq (2c) for a given Cyy which can be 
determined experimentally from the moir~ data. Thus the 
integral value of eq (1) along the vertical edges of segments 
12 and 34 is 

Jv = f 12 + 34 W dy = ( ~ Wi Ayi)12 + ( E Wi Ayi) 34 

(3) 

where i is the ith segment of the contour. 
Along the horizontal segment 23, dy is zero and the 

first term of the integrand in eq (1) vanishes. The tractions, 
T,  along this segment are Ty = (7yy and Tx = rxy. At  this 
point we assume that the shear stress, rxy, and the dis- 
placement, Ux, are negligible along segment 23. This 
assumption is justified if segment 23 is sufficiently far 
away from the crack. The integral value of eq (1) along 
segment 23 thus becomes 

OUy AUy'~ 
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Again, for the ayy term, the same stress-strain relation, 
e.g., eqs (2), is used. Finally, the J-integral value is 
given by 

J = 2 ( J r +  Jh) (5) 

The above experimental procedure for determining the 
J-integral value was carried out using strain gages and 
linear variable displacement transducers at discrete points 
along the specimen boundary :  4-26 Since the test data in 
these references were obtained from few locations, eq (5) 
could only be evaluated at a few discrete locations. Moir~ 
interferometry, on the other hand, provides an easy 
alternative for implementing this method with better 
accuracy. Since it yields a highly sensitive displacement 
field, the approximate analysis proposed above requires 
only a single u:displacement moir~ field for calculating 
the J integral. 

NEAR-FIELD J INTEGRAL MEASUREMENT 

While the above procedure is valid for far-field J- 
integral evaluation, its validity for the near-field integra- 
tion contour, such as the inside rectangular contour 
shown in Fig. 1, must be justified. First, we will show 
that the above far-field J-integral measurement procedure 

is a reasonable approximation for the near-field J value in 
a linear-elastic field. 

Consider a rectangular contour around the crack tip as 
shown in the legend of  Fig. 2. For a linearly elastic 
material, the J integral along the horizontal segment 13 
can be expressed in terms of displacements Ux and Uy as 
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Along the two vertical segments, O1 and 34, 
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where G is the shear modulus, u is the Poisson's ratio and 

M1 = 

1 (plane stress) 
1 - v  

I - - P  (plane strain) 
1 - 2 v  

(6c) 

M2 = (2M, - 1) (6d) 

The second term of the integrand in eqs (6a) and (6b) 
was neglected in evaluating the far-field J integral. For 
the near-field J-integral evaluation, we will also assume 
that the contour integrals, as represented by eqs (3) and 
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Fig. 1--Contours for direct evaluation of far- 
and near-field J integrals of a single-edge- 
notched (SEN) specimen 
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(a) présentation de l’essai
Fig. 10--uy-displacement field surrounding a stably extended crack in a fatigue-precracked 7075-T6 aluminum SEN 
specimen and the paths chosen for J integral. Frame No. KJA1-3 

Fig, 11--uy-displacement field surrounding a stably extended crack in a fatigue-precracked 2024-0 aluminum SEN 
specimen and the paths chosen for J integral. Frame No, KJCI-2 

Experimental Mechanics �9 241 

(b) franges d’interférences pour la composante uy

FIG. 1.2 – Franges d’interférences de moiré obtenues expérimentalement, permettant de mesurer la
composante verticale du déplacement uy, d’après [Kang et al., 1987]

.

1.1.1.2 Interférométrie de speckle

L’interférométrie de speckle, ou granularité laser, exploite les propriétés de diffusion lumineuse
d’une surface rugueuse. Cette technique est présentée de façon complète dans les Techniques de l’In-
génieur [Smigielski, 2001]. L’interférométrie de speckle est souvent désignée par l’acronyme ESPI
pour Electronic Speckle Pattern Interferometry. Lorsqu’on éclaire une surface par une source laser on
observe une figure de diffraction d’aspect granulaire appelée speckle (pour tavelure, ou mouchetis),
qui est reliée à la rugosité de la surface (cf. figure 1.3).

__________________________________________________________________________________________________________    INTERFÉROMÉTRIE DE SPECKLE

Toute reproduction sans autorisation du Centre français d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de l’Ingénieur, traité Mesures et Contrôle R 6 331 − 3

Dans le cas des petits déplacements, il y a invariance locale de la
figure de speckle : une petite portion du speckle se déplace en bloc
sans modifier sa forme de façon appréciable, de sorte que la con-
naissance du déplacement local du speckle permet de remonter au
déplacement de la zone correspondante de l’objet.

Considérons la figure 3. Un objectif photographique Ob de dia-
mètre ∅  forme une image de l’objet diffusant sur un support photo-
sensible (par exemple, une plaque photographique).

Les dimensions du grain de speckle dans le plan image de l’objec-
tif photographique (diamètre ∅ , focale f ) sont explicitées à partir
des relations données plus haut :

s ≈ 1,22 λ D’/ ∅  et   σ ≈ 8D’2/ ∅ 2

En faisant intervenir le grandissement g = D ’/D et la focale f de
l’objectif, on obtient :

s ≈ 1,22 λ(1 + g)f / ∅   et  σ ≈ 8 λ(1 + g)2f 2/ ∅ 2

La petite surface Σ de l’objet contribuant à la formation du speckle
en H doit contenir un nombre suffisant d’éléments diffractants indé-
pendants (rugosité de la surface) : cette surface Σ est la tache de
diffraction du système optique rapportée sur l’objet (rayon :
1,22 λ D/ ∅) ; elle doit être plus grande que la longueur de corréla-
tion de la rugosité, ce qui est facilement réalisable, la condition

essentielle restant que la rugosité soit telle que les variations de che-
min optique qu’elle engendre soient supérieures à la longueur
d’onde λ de la lumière. En d’autres termes, l’écart-type de la rugo-
sité doit être supérieur à λ.

Toutes les conditions nécessaires à l’obtention d’un speckle cor-
rect étant obtenues, considérons un déplacement tridimensionnel
de l’élément de surface Σ. Comme on est au point sur l’objet, le
speckle se déplace comme s’il lui était rigidement lié. On suppose, et
c’est essentiel, que le déplacement longitudinal du speckle est très
inférieur à la longueur σ du grain de speckle.

■ Remarque sur la photographie de speckle : mesure des
déplacements dans le plan [2]

Considérons le montage représenté figure 3 et supposons, pour
simplifier, que l’objet quasiment plan subisse des déplacements
dans le plan caractérisés localement par les quantités (∆x, ∆y). On
réalise une photographie de l’objet avant puis après application
d’un effort particulier (compression ou traction, par exemple) provo-
quant des déplacements dans le plan.

On a donc sur la plaque photographique P la superposition de
deux images de l’objet. Les grains de speckle relatifs à l’image de
l’objet déformé se sont déplacés par rapport à ceux relatifs à l’image
de l’objet non déformé d’une quantité (∆x, ∆y). Pour mesurer le
déplacement (∆x, ∆y), il faut mesurer le déplacement équivalent du
grain de speckle sur la photographie, ce qui peut être fait en obser-
vant le cliché à l’aide d’un microscope optique. D’autres procédés
plus élégants et rapides sont couramment utilisés, l’un permettant
une mesure locale du déplacement, l’autre une visualisation globale
du champ de déplacement.

1.2 Interférométrie de speckle

Dans la méthode de photographie de speckle, on enregistre sur
un support photosensible, en général plan, l’intensité du speckle,
avant et après déformation de l’objet.

Dans l’interférométrie de speckle [3], on va enregistrer non seule-
ment l’intensité du speckle, mais également la variation de phase,
avant et après déformation de l’objet. On va superposer, de façon
générale, le grain de speckle d’un objet au grain de speckle d’un
autre objet, avant et après déformation de chaque objet, les deux
objets étant éclairés par la même source laser. Ce cas général est
très complexe. Des cas particuliers très intéressants seront exposés
concernant la superposition du grain de speckle du même objet
avant et après déformation de l’objet. Enfin, le cas simple de la
superposition de la figure de speckle d’un objet avec une onde de
référence (plane ou sphérique) sans speckle sera explicité.

Ainsi, l’interférométrie de speckle recouvre un ensemble de tech-
niques non normalisées dont les noms sont donc les plus variés
dans la littérature. Pour nous y reconnaître nous utiliserons le terme
le plus communément admis (souvent un terme « commercial ») en
le définissant bien et en citant les autres appellations.

1.2.1 Cas de deux objets diffusants différents

Considérons deux objets diffusants éclairés par de la lumière
cohérente issue d’une source laser S (figure 4).

L’objet O1 produit dans tout l’espace une figure de speckle. Son
amplitude au point H d’observation est notée A1 et sa phase ϕ1. De
même l’objet O2 produit en H un speckle d’amplitude A2 et de
phase ϕ2. L’intensité lumineuse en H résultant de l’interface des
deux figures de speckle, et qui va servir de référence, est :

Figure 2 – Photographie du speckle (granularité laser)

Figure 3 – Speckle avec lentille
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FIG. 1.3 – Figure de speckle, d’après [Smigielski, 2001]

Une des conditions pour obtenir un figure de speckle suffisamment contrastée, est que la rugo-
sité soit supérieure à la longueur d’onde du laser. Le speckle se déplace en même temps que la surface
et permet donc de suivre les déplacements, mais à la condition que l’état de surface de la face observée
ne soit pas trop modifié par le processus de déformation.
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Fig. 3. Experimental digital phase shifting SPI setup for in-plane displacement measurement. 

precision measurements. But for NDT, the optical 
setup as shown in Fig. 1, seems more practical and 
simpler to perform. 

5. Applications of digital phase shifting SPSI 

Speckle pattern shearing interferometry (SPSI), 
also called shearography, is a relative new tech- 
nique compared with SPI. It permits full-field, 
noncontacting measurement of derivatives of dis- 
placements. Therefore, it is a tool well-suited for 
either nondestructive testing or strain measure- 
ment [9-13] .  

Phase-shifting SPSI is a further technical devel- 
opment following electronic speckle pattern shear- 
ing interferometry (ESPSI). Fig. 5A shows the 
optical setup of digital phase shifting SPSI. The 
object to be studied is illuminated by a diverging 
laser beam. The light reflected from the surface of 
the object is focused on the image plane of a CCD 
camera via two mirrors placed on two sides of a 
Michelson interferometer [ 14]. By tilting mirror 1 
over a certain angle, a pair of laterally sheared 
images (cf. Fig. 5B) is generated where the CCD 
array is positioned. The shearing direction and 
amount are simply altered by changing the tilting 
direction and angle of mirror 1. The two laterally 

(A) (B) 

Fig. 4. In-plane displacement phase images for a tensile bar with a small hole in the middle, stressed by 45 N; (A) phase image 
depicting in-plane displacement u, (B) phase image depicting in-plane displacement v. 

FIG. 1.4 – Interferométrie de speckle, d’après [Yang et al., 1995]

Le speckle interférométrique consiste alors à utiliser deux sources laser de manière à obtenir
des franges d’interférence (cf. figure 1.4). Les franges, similaires à celles obtenues par interféromé-
trie de moiré, sont alors suivies au cours de la sollicitation appliquée à la structure pour remonter
jusqu’aux déplacements dans le plan. Lorsqu’on s’intéresse aux déplacements hors plan, ces derniers
peuvent être isolés par un éclairage normal à la surface. La shearographie est également applicable à
l’interférométrie de moiré.

1.1.2 Mesures cinématiques non interférométriques

Les techniques non interférométriques que nous allons présenter reposent principalement sur le
suivi de marqueurs de surface :

– la méthode des grilles utilise le suivi de motifs réguliers déposés sur la surface d’observation,
– la granularité en lumière blanche utilise comme motif un mouchetis de peinture sur la surface

à observer. Bien sûr certains matériaux (bois, mousses,bétons,. . . ) présentent des surfaces
naturellement contrastées et ne nécessitent pas d’ajout de mouchetis. Un éclairage laser peut
également être utilisé, dans ce cas le motif de speckle dépend de la rugosité de surface.

Nous allons maintenant aborder successivement la méthode de grille et la méthode de granularité.

1.1.2.1 Méthode de grille

Cette méthode, appelée également object grating technique, repose sur l’observation par une
caméra CCD d’une grille éclairée en lumière blanche. Le pas de la grille varie du millimètre au mi-
cromètre et conditionne la résolution spatiale de la mesure. Cette grille peut avoir diverses formes
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(maille, cercles, croix. . . ). La grille doit être suffisamment contrastée par rapport à son support, et
peut être gravée, imprimée, ou déposée par des procédés photolithographiques. L’application de la
grille est très souvent une opération délicate qui conditionne la qualité des mesures. En mesurant la
phase de l’intensité lumineuse sur la surface marquée, il est possible d’obtenir les déplacements par
des algorithmes de démodulation de phase. Des algorithmes de dépliement de phase ou de corréla-
tion d’images numériques (cf. §1.1.2.2) permettent de calculer des déplacements à partir des images
acquises.

La méthode de grille a été utilisée pour des mesures à une échelle macroscopique [Chalal, 2005;
Pannier, 2006, par exemple], ou à une échelle plus fine pour l’étude des déformations à l’échelle des
grains d’un polycristal métallique [Liu & Fischer, 1997; Héripré et al.; Soppa et al., 2001].

1.1.2.2 Méthodes de granularité

Les méthodes de granularité reposent sur le suivi de motifs, généralement aléatoires, présents
sur la surface pour laquelle on souhaite mesurer des déplacements [Sutton et al., 1983]. Ces motifs
granulaires peuvent être obtenus par éclairage en lumière cohérente sur une surface de rugosité adé-
quate, ou obtenus par un mouchetis de peinture éclairés en lumière blanche. Ils peuvent également
être déposés par photolithographie [Wissuchek et al., 1996]. Cette dernière technique permet alors de
contrôler de façon plus fine le motif déposé, en particulier la granulométrie moyenne, mais au prix
d’une préparation plus délicate.

Ces motifs induisent une variation de l’intensité lumineuse sur la surface de l’échantillon. Cette
intensité lumineuse est projetée, via un système optique, sur un capteur qui numérise le signal. Un
soin particulier doit être apporté au positionnement de la caméra : dans le cas de mesures planes,
l’alignement entre le plan focal de l’objectif et le plan de la surface à mesurer doit être ajusté. Pour
cela, le dispositif expérimental utilisé dans le cadre de ce travail comporte un plateau de réglage
composé de trois platines de rotation micrométiques, et de deux platines de translation (cf. figure 1.5).

Mors de la 
machine de 
traction

Éprouvette 
testée

Caméra CCD

Dispositif de 
positionnement

FIG. 1.5 – Exemple de dispositif expérimental de granularité en lumière blanche, pour un essai de
traction uniaxial de référence

Basés sur une comparaison entre les enregistrements obtenus pour une configuration déformée
et une configuration de référence, les algorithmes de corrélation d’images numériques permettent de
mesurer les déplacements de la surface de l’échantillon.
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Les méthodes classiques mesurent les déplacements dans le plan de la surface, mais il existe
également des dispositifs de stéréocorrélation, qui par l’utilisation de deux caméras, mesurent un
déplacement tridimensionnel de la surface observée [Luo et al., 1993].

Les coordonnées spatiales x permettent de parcourir une surface S testée. Un signal f1(x) de
niveaux de gris est acquis pour une configuration initiale au temps t1, et un signal f2(x) est acquis
pour une configuration déformée au temps t2. La transformation subie par la surface au voisinage
d’un point quelconque est projetée sur une base de fonctions ξ plus ou moins riche (par exemple
de fonctions affines, quadratiques, biquadratiques,. . . ). Ainsi on détermine la transformation ξ0 au
voisinage Vx0 d’un point x0 en minimisant la quantité :

ξ0 = argmin
ξ
‖f1(x)− f2(x + ξ(x))‖x∈Vx0

(1.1)

avec ‖a‖x∈Vx0
=
∫
Vx0

a2dS (1.2)

Cette minimisation est effectuée en chacun des N points de mesure xi, associés à un voisinage
Vxi , décrivant ainsi la surface mesurée S. Ces voisinages Vxi doivent être de taille suffisante pour
définir des motifs caractéristiques, mais rester petits pour offrir une bonne résolution spatiale. En fai-
sant l’hypothèse que l’intensité moyenne évolue peu autour de Vxi , la recherche des transformations
locales ξi prend la forme :

∀xi, . . . ,xN , ξi = argmax
ξ

(∫
Vxi

f1(x)f2(x + ξ(x))dS

)
(1.3)

L’équation (1.3) représente un coefficient de corrélation, il existe de nombreuses autres formu-
lations, pouvant par exemple être normées ou à moyenne nulle. Pour cette étude, le coefficient de
corrélation est normé et s’écrit :

ξi = argmax
ξ

 ∫
Vxi

f1(x)f2(x + ξ(x))dS√∫
Vxi

f1
2(x)

√∫
Vxi

f2
2(x)

 (1.4)

Le coefficient de corrélation peut être calculé dans l’espace réel [Sutton et al., 1983; Tong,
1997; Wattrisse, 1999; Wang & Cuitino, 2002] ou bien dans l’espace de Fourier afin d’utiliser les
propriétés de la transformée de Fourier [Chevalier et al., 2001; Hild & Roux, 2006a]. Un coefficient
de corrélation possible pour la corrélation dans les espaces de Fourier peut s’écrire :

ξ0 = argmax
ξ

(
TF−1

(
TF (f1(x))⊗ TF (f2(x + ξ))

))
(1.5)

où TF désigne la transformée de Fourier, ⊗ désigne le produit de convolution, et où la transformation
ξ est une translation pure.
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1.1.3 Mesure de champs cinématiques par tomographie

La tomographie est une technique permettant d’obtenir une image tridimensionnelle du volume
d’un objet à l’aide de rayons X. Cette technique a été initialement développée à la fin des années 1970
dans le cadre de l’imagerie médicale, pour les scanners tomographes. Comme les méthodes optiques
que nous venons de présenter c’est une mesure sans contact.

Le principe de la tomographie est d’utiliser un émetteur de rayons X qui tourne autour d’un
objet en même temps qu’un récepteur. Le récepteur mesure l’intensité des rayons X qui ont traversé
l’objet. La prise de vue peut durer entre une fraction de seconde à plusieurs heures selon le dispositif
expérimental. Différentes dispositions géométriques sont présentées sur la figure 1.6. Pour une source
ponctuelle associée à un capteur à une dimension, une translation verticale de l’objet par rapport à
l’ensemble récepteur/émetteur est nécessaire (cf. figure 1.6a). Des capteurs matriciels suppriment la
nécessité de cette translation (cf. figure 1.6b). L’utilisation de ces capteurs est par ailleurs bien adapté
à l’éclairage parallèle, pour lequel la source d’éclairage est très éloignée de l’objet (cf. figure 1.6c).

is placed close to the detector in the synchrotron

radiation source to avoid phase effects due to

propagation from sample to detector. Too low

transmission results in bad photon statistics
whereas too high transmission results in too low

contrast between elements. A good trade off is that

the transmission is around 10% [6,7]. When the

beam is monochromatic, artefacts due to beam

hardening are avoided and it is possible to perform

quantitative analysis since the grey level is directly

linked to the absorption coefficient l, related to

the atomic number and density.
The phase contrast mode: this contrast is ob-

served when the beam is partially coherent and

when the distance between the sample and the

detector is increased in comparison to the ab-

sorption mode. The contrast is due to interference

after propagation between parts of wave at either

side of an interface that have suffered different

phase retardation. This contrast is superimposed
to the conventional absorption contrast and it is

efficient for edge detection especially when ab-

sorption only leads to weak contrast. Increasing

the distance between the sample and the detector

results initially to stronger and broader signature

of edges in the material. At larger distance, broad

Fresnel fringes cover the image, turning it into a

hologram with less and less direct resemblance to
the object. This technique can be used in radio-

graphy [8–10] and allows one to detect defects that

are smaller than the pixel size as shown by Cloe-

tens et al. [11]. At small sample to source distance

(in the edge detection regime), the reconstructed

quantity using conventional reconstruction algo-

rithm, is proportional to the 3D Laplacian of the

refractive index [12]. This gives signature of inter-

faces in the material but in practice, segmentation
of such images for further image analysis may be

sometimes difficult [62].

The holotomography mode: this mode uses im-

ages taken at several sample to detector distances;

thanks to a specific algorithm the quantitative

distribution of the optical phase can be retrieved.

When this operation is performed for each pro-

jection, and the result used as input for a tomo-
graphic reconstruction it is possible to retrieve the

decrement with respect to unity of the refractive

index for each voxel. The latter is proportional to

the electron density of the material, hence ap-

proximately to the mass density. So in practice this

approach requires two to four complete scans at

various distances, but it is very useful to obtain

contrast when the conventional absorption mode
fails [10]. An interesting feature of this mode is

that it allows quantitative analysis in 3D of the

density in the material.

2.2. X-ray tube tomography

In this case X-rays are emitted from a metallic

target and a polychromatic, divergent beam is
generated from which a conical solid angle is se-

lected (see Fig. 1(a) and (b)). The sample is placed

in between the source and the detector and can be

moved in order to adjust the resolution which

generally lies between 10 and 500 lm. The detector

Fig. 1. (a) Fan beam geometry: micro-focus X-ray source with 1D detector: the sample need vertical translation to be scanned. (b)

Cone-beam geometry: micro-focus source with 2D detector. The sample is magnified on the detector. (c) Parallel beam geometry:

synchrotron source ensures parallel X-ray beam. The sample is not magnified on the detector.

L. Salvo et al. / Nucl. Instr. and Meth. in Phys. Res. B 200 (2003) 273–286 275

FIG. 1.6 – Différentes dispositions géométriques pour la tomographie, d’après [Salvo et al., 2003]

A partir de la série de données 2D acquises pour différentes orientations, une image 3D est
reconstruite au moyen d’algorithmes spécifiques. L’intensité de chaque voxel de l’image 3D peut être
reliée à un coefficient d’absorption radiologique local de l’objet. Il est courant de relier le coefficient
massique1 d’absorption µ/ρ d’un rayon traversant un matériau à n constituants à la constante d’Avo-
gadro NA, ainsi qu’à la section efficace si, la masse atomique Ai et la concentration pondérale wi de
chaque élément i [Thiery & Gerstenmayer, 2002] :

µ

ρ
=

n∑
i=1

(
µ

ρ

)
i

wi

avec
(
µ

ρ

)
i

= NA
si
Ai

(1.6)

L’absorption étant principalement fonction des masses atomiques et des concentrations de
chaque constituant du matériau, l’on peut aisément identifier par tomographie des cavités, trous et
fissures dans la matière.

1où µ est le coefficient d’absorption surfacique, et ρ est la masse volumique
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La principale difficulté de la tomographie est la reconstruction de l’image, qui se présente
comme un problème inverse mal posé : il s’agit, pour chaque tranche de l’image, d’estimer l’ab-
sorption µ(x, y) à partir des projection Pθ(t) obtenues pour chaque orientation des rayons θ.

La résolution spatiale des méthodes de tomographie est d’une centaine de µm en moyenne. Elle
peut descendre à quelques µm pour les microtomographes, et peut monter jusqu’à 1, 4 mm pour des
installations à très haute énergie. Les résolutions des capteurs peuvent par exemple être de 1024×1024
pixels et un millier de projections sont nécessaires en moyenne pour la reconstruction. La microto-
mographie par synchrotron (par exemple l’ESRF situé à Grenoble) offre un rayonnement monochro-
matique très cohérent, très énergétique qui fait apparaître "naturellement" des figures de diffraction
soulignant les discontinuités du milieu. Ces figures permettent de faire une tomographie par contraste
de phase beaucoup plus précise que la tomographie par absorption précédemment décrite.

Bien évidemment, ces mesures restent limitées à un certains nombre de matériaux présentant
un contraste naturel aux rayons X, par exemple des polycristaux ou alliages hétérogènes, des mousses,
ou encore des composites où la matrice diffère des fibres. Une autre limite de ces méthodes est due au
temps d’acquisition d’une image qui peut être important, il faut alors prendre des précautions pour que
la structure soit bien immobile lors de la mesure et limiter les phénomènes de vibrations. Le dispositif
appliquant la sollicitation mécanique doit également offrir une accessibilité suffisante à la mesure qui
doit pouvoir occuper une grande partie de l’environnement de l’objet à étudier.

Ce type d’images a été utilisé par exemple pour l’étude de l’endommagement de mousses mé-
talliques et de composites à matrice métalliques [Buffière et al., 1999; Maire et al., 2001; Salvo et al.,
2003], ou encore pour l’étude de la propagation de fissures liées à des mécanismes de fatigue [Buffière
et al., 2001, 2005].

2411S.F. Nielsen et al. / Acta Materialia 51 (2003) 2407–2415

Although the sample as a whole does not experi-
ence rigid body rotation during plastic defor-
mation, local rigid body rotations may develop as
a consequence of the inhomogeneity of plastic
deformation. If the results are presented as local
plastic strain components, the portion of inhomo-
geneous deformation reflected as local rigid body
rotation is lost. Thus, in the remainder of the
present article, all results are expressed as displace-
ment gradient tensor components. To extract 3D
maps of the displacement gradient tensor from the
tomographic images, an analysis procedure has
been implemented, as follows.

� Particles were identified in each 3D tomogram
as isosurfaces, using a fixed intensity threshold.

� The intensity weighted centre of mass and the
volume of each particle were determined. Since
the centre of mass is determined from the tomo-
grams by an averaging process over all the pix-
els in the vicinity of the particle location, this
allows the intensity weighted centre of mass to
be identified with a resolution of order 0.3 µm.

� An initial set of a few matching particles
(minimum three) was identified manually in the
particle fields at successive imposed strain lev-
els by comparing the intensity weighted centre
of mass and the volume of prominent particles.

� Due to the ex situ deformation, matching par-
ticles in different data sets were used to align
the data sets with respect to each other. The
alignment includes a rotation and a translation
of the particle fields. The alignment was
optimised by minimising the sum of the dis-
tances between matching particles.

� The full set of matching particles was identified
automatically by selecting those particles that
had moved less than the average distance
between neighbouring particles during one
imposed strain increment.

Alignment of the data sets for different imposed
strain levels and the identification of matching par-
ticles between different tomograms were conduc-
ted as iterative processes. A volume of 450 ×
450 × 450 µm3 containing ~5000 particles was
analysed, and a total of 2544 matching particles
were identified and used in the alignment process.

The trajectories of matching particles constitute
joined vector segments of particle displacement.
Some errors happened in the identification of par-
ticles. This was observed in a few cases where a
smooth trajectory changed direction sharply in one
imposed strain interval. The shape of these par-
ticles was inspected to determine whether this was
due to truly discontinuous displacements or errors
in the particle identification. In case of the latter,
the particle was rejected from further evaluation.
The displacement field of the remaining particles
between the initial and the final imposed strain lev-
els is plotted in Fig. 4.

The components of the displacement gradient
tensor are defined as

eij � �∂ui

∂xj
� ∀ i,j, (1)

where ui are displacement components and xj are
position components. The tensor e is not the strain
tensor, since displacements may reflect rigid body
rotation, which affects the derivatives in Eq. (1).

The displacement gradient tensor for each par-
ticle was obtained by a least square fit to the rela-
tive displacements of the eight nearest particles. In
this way, a local displacement gradient tensor is
identified at each particle location. The local e
components can be represented as distributions;

Fig. 4. 3D map of the particle displacement field for defor-
mation of 0–9.5%. The numbers on the axes are in units of
pixels of 1.5 µm.

FIG. 1.7 – Champ de déplacement tridimensionnel obtenu pour la compression d’une éprouvette
d’aluminium contenant des particules de tungstène, d’après [Nielsen et al., 2003]. Les axes sont
numérotés en pixels (taille de pixel 1.5× 1.5× 1.5µm3)
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Nielsen et al. [2003] ont obtenu des champs de déplacement et des gradients de déplacements
plastiques pour un essai de compression sur une éprouvette spécialement préparée pour être mesurable
par tomographie par absorption. L’éprouvette, réalisée à partir de poudres métalliques, est constituée
principalement d’aluminium contient des particules de tungstène possédant une absorption des rayons
X beaucoup plus importante. Un algorithme de suivi de marqueur permet de mesurer le déplacement
de 2544 particules de tungstène (cf. figure 1.7).

1.1.4 Filtrage des mesures

La donnée cinématique qui intéresse plus particulièrement le mécanicien est la déformation.
Certaines méthodes exploitent une dérivation optique et mesurent directement une déformation. Dans
les autres cas, ces déformations peuvent être obtenues par une opération de dérivation numériques sur
le champ de déplacement.

L’amplification du bruit, associée à cette dérivation, rend parfois difficile l’observation des phé-
nomènes, et dans certaines situations l’amplitude du bruit peut être de loin supérieure à l’amplitude du
signal "réel". C’est notamment le cas lorsque l’on s’intéresse à de faibles sollicitations pour lesquelles
le dispositif de mesure n’est pas suffisamment sensible. A titre d’exemple, nous pouvons citer le cas
du calcul de la dissipation à partir des mesures par caméra infrarouge lors d’essais de fatigue. Le re-
cours à des techniques de filtrage est dans ce cas impératif, mais l’opération de filtrage doit toujours
être réalisée avec précaution car un filtrage mal adapté ou trop accentué peut altérer l’information.

De nombreuses méthodes peuvent être appliquées pour réduire l’influence du bruit sur l’estima-
tion des déformations. Nous avons choisi de ne présenter ici que deux approches, dont une première
qui réalise un filtrage par approximation et que nous avons utilisé dans ce travail, et une autre, qui
intègre dès l’étape de calcul de déplacement par corrélation d’images numériques des informations
physiques supplémentaires sur la nature des déplacement, afin d’en régulariser la forme.

1.1.4.1 Projection du signal sur une base de fonction

Une première classe de méthodes de filtrage est basée uniquement sur les données mesurées (ici
le déplacement u∗). Elle consiste à interpoler le signal bruité sur une base de fonctions d’approxima-
tion pouvant par exemple être des fonctions polynomiales, ou encore trigonométriques. Ces méthodes
consistent à rechercher la meilleure approximation des données au sens d’un écart donné, par exemple
de moindres carrés.

Les fonctions polynomiales de type splines sont également adaptées à l’interpolation des don-
nées. La continuité du signal approximant peut alors être imposée jusqu’à un ordre spécifié. Les
splines offrent de nombreuses possibilités. Elles permettent par exemple d’augmenter la richesse de
description en augmentant le degré des polynômes les constituant, ou en raffinant le maillage sur
lequel les polynômes viennent s’appuyer.

Ici, nous avons utilisé des B-splines approximantes cubiques pour l’exploitation de données
obtenues expérimentalement. A partir d’un déplacement u∗ mesuré sur un ensemble de points x =
(x1, . . . ,xn) appartenant à une surface de mesure Ω, il est possible de calculer un déplacement uf
en minimisant la quantité :
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p
n∑
j=1

(
u∗(xj)− uf (xj)

λu

)2

+ (1− p)
∫

Ω

(
D2uf (x)

)2
dS (1.7)

uf étant ici une fonction polynomiale par morceaux de degré 3, de classe C1 (i.e. continuement
dérivable) sur Ω ⊂ R2. La constante λu vaut 1mm. Le coefficient d’approximation p est compris
entre 0 et 1. Pour p = 1, uf est alors la spline interpolante de u∗ aux points de contrôle xj . En
donnant plus de poids à la minimisation de la seconde dérivée D2 de uf (i.e. lorsque p s’approche de
zéro), le déplacement uf devient de plus en plus régulier et s’écarte de plus en plus des données. Un
compromis est donc nécessaire, via l’ajustement du paramètre de réglage p, entre :

– la régularité souhaitée de la fonction d’approximation,
– et la proximité souhaitée entre l’approximation et les données expérimentales.

La valeur de p optimale dépend de la qualité de la mesure : meilleure est la mesure, plus p peut être
élevé. Un des principaux inconvénients de ce filtrage purement spatial est donc l’ajustement nécessaire
du paramètre p qui possède peu de sens physique. L’application de cette méthode de filtrage dans le
cadre de ce travail est détaillé dans le troisième chapitre, au paragraphe 3.1.4.1.

1.1.4.2 Filtrage mécanique

Une méthode plus élaborée consiste à prendre en compte les mesures mais également diverses
informations relatives à la physique des phénomènes observés, qui sont ici mécaniques. Ces approches
font par exemple appel aux lois de comportement, d’équilibre ou de fissuration.

Des techniques de filtrage se basent sur la connaissance de solutions analytiques à un problème
connu. Par exemple, des lois de fissuration ont été utilisées pour interpréter les données mesurées
par une approche intrégrée appelée I-DIC pour integrated digital image correlation ou CINI pour
corrélation d’images numériques intégrée [Hild & Roux, 2006b]. L’algorithme de corrélation est
modifié pour ne plus chercher le déplacement ξ arbitrairement mais sur une base de solutions choisies.
Le développement de Taylor au premier ordre de l’équation (1.1) permet d’estimer le déplacement
par :

ξ0(x) = argmin
ξ(x)

(∫
S

[f1(x)− f2(x) + ξ(x) · ∇f2(x)]2 dS
)

(1.8)

Le champ de déplacement ξ est ensuite considéré comme étant une combinaison linéaire de
déplacements élémentaires Ui choisis comme étant soit des mouvements de solide rigide, soit des
déplacements solutions d’un problème mécanique donné. Les amplitudes ai de cette combinaison sont
obtenues en résolvant le système linéaire par développement de l’équation (1.8) sur la base choisie :

aj

∫
S

[Ui(x)⊗Uj(x)] : [∇f1(x)⊗∇f1(x)] dS =
∫
S

[f1(x)− f2(x)]∇f1(x) ·Ui(x)dx (1.9)

Cette technique de filtrage est particulièrement robuste, car le nombre de paramètres recherchés
est considérablement réduit par rapport à un problème d’identification traité en deux étapes distinctes
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(une étape de filtrage des mesures puis une étape d’identification à partir des mesures filtrées). La
prise en compte d’un résidu de filtrage permet d’apprécier l’adéquation de la modélisation de la trans-
formation comme une décomposition sur la base des déplacements élémentaires U par rapport à la
situation donnée, ou peut encore renseigner sur des artéfacts de mesure.

Pour l’application proposée dans [Hild & Roux, 2006b], Le voisinage d’une fissure est observé
grâce à un microscope longue distance, pour un essai de flexion 4 points. La modélisation d’une
fissure plane permet d’identifier d’une part les déplacements, d’autre part deux facteurs d’intensité des
contraintes. La position de fissure la plus probable minimise le résidu de corrélation. Cette approche
a également été développée en utilisant comme base de recherche une description de type éléments
finis enrichis [Réthoré et al.].

Enfin, une autre technique de filtrage repose sur l’erreur en relation de comportement et sera
présentée avec la méthode d’identification correspondante (cf. §1.2.2.4).

1.2 Méthodes d’identification appliquées à la mécanique des solides

Après avoir présenté diverses techniques de mesures de champs dans une première partie, des mé-
thodes d’identification en rapport avec ces données, pouvant être cinématiques ou thermiques,

sont ici présentées. La première catégorie de méthodes que nous allons présenter concerne les pro-
blèmes inverses principalement basés sur les mesures cinématiques à la frontière. Parmi ces méthodes,
certaines n’utilisent pas directement les mesures de champs mais peuvent potentiellement en tirer pro-
fit. La deuxième catégorie de méthodes que nous allons présenter sont liées à des problèmes d’identi-
fication qui font intervenir des mesures sur l’ensemble du domaine étudié.

1.2.1 Identification de propriétés mécaniques à partir de mesures à la frontière

Nous présentons ici en particulier deux méthodes, l’une utilisant un écart en relation de compor-
tement, l’autre utilisant un écart à la réciprocité. Cette première méthode possède un certain nombre
de similitudes avec l’approche que nous avons utilisée (cf. chapitre 2). Elle sera donc présentée plus
en détail dans cette partie bibliographique.

L’écart à la réciprocité a permis l’identification de fissures en élasticité statique et en élastody-
namique. Des fissures peuvent également être identifiées en utilisant une méthode de gradient topolo-
gique qui sera présentée plus brièvement. Enfin un problèmes inverse à partir de mesures à la frontière,
dit problème de Cauchy, sera présenté au travers d’une technique de régularisation intéressante.

1.2.1.1 Utilisation de l’erreur en relation de comportement

Une première méthode d’identification se base sur l’erreur en relation de comportement (cf.
§1.2.2.4), introduite par Ladevèze & Leguillon [1983] pour les calculs d’erreur en éléments finis.
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Cette méthode a également été utilisée par Kohn & McKenney [1990] pour identifier des conductivi-
tés électriques2 à partir de mesures de bord, en s’inspirant des travaux mathématiques présentés dans
[Calderon, 1980; Kohn & Vogelius, 1984, 1985; Kohn & Lowe, 1988]. Les conductivités sont suppo-
sées isotropes, le problème d’identification revient donc à la caractérisation d’un unique paramètre.

Une méthode similaire a été appliquée à l’identification de paramètres élastiques dans [Constan-
tinescu, 1994]. Dans ce travail sont par exemple précisées les symétries qu’il est nécessaire de consi-
dérer pour l’identification, sur le tenseur d’élasticité de Hooke. Ces conditions dépendent de la nature
des données du problème, et elles sont en particulier précisées pour des problèmes plans. L’identi-
fication est ici locale, appliquée à des problèmes plans, et le matériau choisi est élastique cubique.
Un système matériel occupant un domaine Ω subit une série de N sollicitations indépendantes qui
permettent de faire travailler chaque sous-domaine de la structure suivant les composantes de la loi
de comportement que l’on souhaite identifier. Les données mesurées sont le déplacement et les efforts
normaux sur la frontière de la structure. Ce type d’approche est particulièrement adapté à des modèles
de comportement linéaires (de conductivité ou d’élasticité par exemple) pour lesquels le principe de
superposition s’applique. Nous allons maintenant présenter les principales étapes de résolution du
problème d’identification qui vient d’être présenté.

Notons C le tenseur d’élasticité a priori hétérogène, u le champ de déplacement, ε le tenseur de
déformation et σ le tenseur de contrainte. Notons également (ϕi, ξi) chacune des N distributions de
couples force-déplacement imposées sur la frontière ∂Ω du domaine Ω. Pour chaque mesure, le char-
gement est constitué d’efforts ponctuels normaux, de répartitions d’efforts paraboliques peu étendues,
ou encore de couples de forces ponctuelles sur deux nœuds adjacents.

Notons U = (u1, . . . ,uN ) le vecteur des N champs de déplacements associés aux N sollici-
tations, et Σ = (σ1, . . . ,σN ).

Le problème d’identification est de trouver une solution (C,U,Σ) au système d’équations :
εi = 1

2

(
∇ui +∇Tui

)
, dans Ω

σi = Cεi , dans Ω
div(σi) = 0 , dans Ω, i = 1, . . . , N,

(1.10)

vérifiant les conditions aux limites :{
ui = ξi , sur ∂Ω, i = 1, . . . , N
σin = ϕi. , sur ∂Ω, i = 1, . . . , N

(1.11)

Pour ce problème, l’erreur en relation de comportement I s’écrit :

I(C,U,Σ) =
N∑
i=1

1
2

∫
Ω

∣∣∣C− 1
2σi −C

1
2ε(ui)

∣∣∣2 dΩ (1.12)

Cette erreur est une norme de l’écart entre une contrainte statiquement admissible σ et la
contrainte Cε obtenue à partir de la loi de comportement. Cette norme a été choisie pour que le
tenseur C porte sur les termes en déplacement et en contrainte avec un poids similaire. Elle est mi-
nimisée avec εi cinématiquement admissible et σi statiquement admissible. La méthode implicite à
directions alternées (IDA), utilisée pour la résolution, comporte trois étapes :

2L’identification d’impédance électrique reste un sujet d’actualité, de nombreux articles à ce sujet sont présentés dans
[Borcea, 2002]
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1. à C fixé, résoudre N problèmes de Dirichlet :{
div(Cε(ui)) = 0 dans Ω

ui = ξi sur ∂Ω
(1.13)

2. à C fixé, résoudre N problèmes de Neumann :{
div(σi) = 0 dans Ω
σin = ϕi sur ∂Ω

(1.14)

3. à ui etσi fixés respectivement par les itérations (1) et (2), calculer C en minimisant I(C,U,Σ).

FIG. 1.8 – Module de Young réel (en haut) et reconstruit après 15 itérations (en bas) pour une inclu-
sion annulaire, d’après [Constantinescu, 1994]

Sur la figure 1.8, on observe le résultat obtenu pour l’identification d’une distribution de mo-
dules de Young pour une inclusion annulaire, à partir de données simulées numériquement et non
bruitées.

Les résultats obtenus en élasticité dans [Constantinescu, 1994] ont étendu l’identification de
conductivités électriques obtenue quelques années auparavant par Kohn & McKenney [1990]. Cette
méthode, qui nécessite un nombre important de données mesurées, n’a pas été directement appli-
quée à des situations expérimentales, mais une méthode similaire a permis l’identification de modules
élastiques pour des plaques minces [Ikehata, 1993].

1.2.1.2 La méthode d’écart à la réciprocité

La méthode d’écart à la réciprocité, tout comme la méthode que nous venons de présenter, est
basée sur une formulation variationnelle. Elle est inspirée des travaux de Calderon [1980] portant
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sur la prospection de conductivités électriques. La méthode d’écart à la réciprocité tire son nom du
théorème de réciprocité de Betti. Elle a été appliquée à l’identification de fissures [Andrieux et al.,
1997; Bui et al., 2002].

Cette méthode est particulièrement bien adaptée à l’identification de défauts qui peuvent ap-
paraître à l’intérieur d’une structure au cours de son chargement, car elle nécessite d’une part la
connaissance du comportement élastique initial C, et d’autre part que le comportement sur la fron-
tière de la structure ne soit pas altéré. Nous allons maintenant présenter la formulation du problème
de l’identification d’un module altéré Cv satisfaisant la contrainte C = Cv sur ∂Ω.

Le problème d’identification de Cv repose sur l’écriture du théorème de réciprocité de Betti,
associé à un état adjoint (ou état virtuel) (ũ, ϕ̃) sur ∂Ω. Pour un problème statique, l’écart à réciprocité
R(C, ϕ̃) s’écrit :

R(C, ϕ̃) ≡
∫

Ω
ε(uv) : [Cv −C] : ε(ũ)dΩ =

∫
∂Ω

(ϕ · ũ− ϕ̃ · ξ) dS (1.15)

L’identification de Cv repose sur l’équation suivante :

R(Cv, ϕ̃) = 0 ∀ϕ̃ (1.16)

Prenons maintenant l’exemple de l’identification de fissure plane, associée à une surface libre
Γ incluse dans Ω. La condition C = Cv sur ∂Ω impose que la fissure ne soit pas débouchante.

Le problème est alors réduit à l’identification de la surface Γ (un segment pour un problème
2D), au moyen de l’écart à la réciprocité donné par l’équation (1.15) qui peut être reformulé de la
façon suivante :

R(Γ, ϕ̃) ≡
∫

Γ
JuvK · σ̃ · ndS =

∫
∂Ω

(ϕ · ũ− ϕ̃ · ξ) dS (1.17)

où JuvK représente le saut de déplacement au niveau de la fissure. Par le choix judicieux d’états
adjoints (ũ, ϕ̃), il est possible d’identifier une fissure plane, c’est à dire sa normale, sa position et son
étendue [Andrieux et al., 1997].

Un écart à la réciprocité instantané, introduit par Bui et al. [2002], a permis une extension de la
méthode à des problèmes élastodynamiques plans. Pour ce type de problème il est possible de choisir
comme états adjoints des ondes planes progressives de déplacement, dont on fait varier la direction.
La fonctionnelle d’écart à la réciprocité est calculée en chaque instant, avec l’onde plane progressive
comme champ adjoint. La fonctionnelle initialement nulle devient positive lorsque l’onde rencontre la
fissure. Un résultat obtenu par cette méthode est présenté sur la figure 1.9, la fissure est représentée par
un trait noir tandis que les traits en niveaux de gris représentent les fronts d’ondes plane progressive,
le niveau de gris étant fonction de la valeur de la fonctionnelle. L’onde s’arrête lorsqu’elle rencontre
la fissure, cette méthode permet ainsi d’identifier le domaine convexe affecté par la présence de la
fissure, et bien qu’appliquée à des situations 2D elle est directement applicable à des situations 3D.
L’identification de fissures pour des problèmes dynamiques a également été traitée dans [Andrieux &
Bui, 2006].
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Numerical identification of linear cracks 999
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Figure 5. The position of the real crack and the ‘convex hull’ obtained using the front of the
adjoint wave and the instantaneous reciprocity gap. Each line segment represents the position of
the wavefront and the colour code is the normalized value of the instantaneous reciprocity gap at
this position.
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Figure 6. The ‘convex hull’ obtained for two cracks with the technique of the instantaneous
reciprocity gap. Each line segment represents the position of the wavefront and the colour code is
the normalized value of the instantaneous reciprocity gap at this position.

defines the region where the interaction between the adjoined wave and the displacement jump
on the crack is negligible. As a consequence this domain defines together with the fronts of the
adjoined wave at each time location, a sort of ‘convex hull’ of the crack. This representation
is compared in figures 5 and 6 with the position of the real crack.

The small errors at the end of the crack have the length order of one finite element. This
is due to the fact that the displacement jump is nonzero only at the first node after the crack
tip. As such the virtual work measured by the reciprocity is nonzero only after a penetration
of the adjoint wave of more than one element in the crack region.

One can remark that both techniques have given a very good match of the identified
position and extension of the crack with the real crack.

FIG. 1.9 – Identification du domaine convexe affecté par une fissure, d’après [Bui et al., 2002]

1.2.1.3 Identification de cavités par une méthode de sensibilité du gradient topologique

La méthode du gradient topologique a été appliquée à l’identification de cavités pour des mo-
dèles plans dans [Bonnet et al., 2001; Guzina et al., 2003; Bonnet & Constantinescu, 2005]. Cette
méthode se base sur l’écriture d’une fonctionnelle associée à un problème adjoint en élastodynamique
ou en acoustique. Elle est appliquée à des calculs par éléments de frontière, et permet d’identifier
une cavité ou une fissure dans un corps élastique. Dans le cas d’une cavité, l’identification permet de
retrouver sa position et sa géométrie, tandis que dans le cas de fissures, la position et une déformation
de la fissure sont identifiées.

La méthode du gradient topologique été ensuite étendue à des problèmes elastodynamiques
tridimensionnels dans [Bonnet, 2006], appliquée à l’identification de cavités de taille variable.

1.2.1.4 Une méthode de régularisation évanescente pour des problèmes de Cauchy

Dans [Cimetière et al., 2001, 2002], une alternative à la régularisation de Tikhonov est propo-
sée. Une technique de régularisation évanescente est introduite pour résoudre des problèmes inverses
de Cauchy. Le problème est ici écrit comme un problème de type laplacien, de conduction isotrope de
la chaleur en l’absence de sources volumiques. Le solide élastique possède des propriétés matérielles
qui sont supposées connues, sa frontière est divisée en deux parties : une pour laquelle les conditions
aux limites sont imposées (Γd), l’autre pour laquelle les mesures sont possibles (Γi). Ce problème
est connu pour être mal posé au sens d’Hadamard. Les instabilités de la solution vis-à-vis de faibles
perturbations sur les données peuvent être évitées par des techniques de régularisation [Tikhonov &
Arsenin, 1977]. Le problème alors modifié permet la convergence vers des quasi-solutions pouvant
être éloignées de la solution exacte. L’originalité de l’approche proposée par Cimetière et al. [2001]
est que le terme régularisant tend vers zéro au fil des itérations de la méthode, et permet de converger
vers la solution exacte.

Le problème de Cauchy s’écrit pour un domaine Ω de frontière Γ = Γd + Γi :


∆u = 0 dans Ω
u = ϕ sur Γd
u′ = ψ sur Γd

(1.18)
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où ϕ et ψ sont deux fonctions données sur Γd, et u′ est la dérivée normale de u. La méthode itérative
à régularisation évanescente repose sur la construction d’une suite (up) convergeant vers la solution
du problème inverse. La méthode est initialisée avec u0 = 0, chacune des itérations p+ 1 est solution
du problème d’optimisation suivant :

Étant donné c > 0, trouver up+1 dans H tel que :

fp(up+1) ≤ fp(v), ∀v ∈ H =
{
v ∈ H3/2(Ω) | ∆v|Ω = 0

}
(1.19)

avec fp(v) = ‖v − ϕ‖2H1(Γd) + ‖v′ − ψ‖2L2(Γd) + c‖v − up‖2H1(Γ) + c
∥∥v′ − u′p∥∥2

L2(Γ)

Les deux premiers termes de fp(v) expriment l’écart aux données tandis que les deux derniers
sont les termes de régularisation évanescente : ils tendent vers zéro lorsque la suite (up) converge.

Cette méthode a été appliquée à la reconstruction de fonctions analytiques pour des problèmes
2D en thermique, discrétisés par la méthode des éléments de frontière. Des problèmes de recons-
truction similaires ont été abordées par minimisation d’une fonctionnelle énergétique dans [Andrieux
et al., 2005].

1.2.2 Identification de propriétés mécaniques à partir de mesures dans le volume

La catégorie de méthodes inverses que nous présentons ci-après tire profit des mesures de champs
cinématiques qui procurent un nombre très important de points de mesure sur une surface d’ob-

servation. La plupart des mesures obtenues par les techniques optiques sont des mesures de surface, en
conséquence les problèmes inverses utilisant ce type de mesure se réduisent la plupart du temps à des
situations planes (par exemple des essais sur des plaques minces, et diverses situations pour lesquelles
les hypothèses de contrainte ou de déformation planes s’appliquent). Ces situations permettent de pro-
longer les mesures de surface à des mesures sur tout le volume. Dans le but d’identifier des propriétés
matérielles, ces mesures de champs peuvent être utilisées de différentes façons :

– couplées à des éprouvettes à géométrie complexe (par exemple des éprouvettes entaillées
[Mahnken & Stein, 1996]), ou à des éprouvettes sollicitées de façon particulière (sollicita-
tion biaxiale [Chevalier et al., 2001], essai Isosipescu [Chalal et al., 2004],. . . ), ces mesures
permettent d’identifier de façon simultanée plusieurs paramètres pilotant le comportement du
matériau. L’utilisation de ce type d’éprouvette, ou de chargement, permet par ailleurs de se
rapprocher de situations concrètes, en mettant en place des dispositifs expérimentaux appli-
quant des sollicitation mécaniques correspondant à des problématiques industrielles données,

– ces mesures sont particulièrement adaptées à l’étude de matériaux hétérogènes (alliages po-
lycristallins présentant d’importants contrastes en terme de comportement [Hoc et al., 2003],
composites,. . . ), ou encore de phénomènes locaux apparaissant lors des essais traditionnels
sur les alliages métalliques comme la striction, les bandes de Lüders,. . . .

Une des méthodes inverses les plus naturelles permettant d’identifier des propriétés matérielles
est la méthode du recalage par éléments finis, que nous allons présenter en premier lieu. Nous présen-
teront ensuite des méthodes inverses basées sur des formulations faibles du problème mécanique, la
méthode des champs virtuels, la méthode de l’écart à l’équilibre, et la méthode de l’écart en relation
de comportement.
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1.2.2.1 Méthode du recalage par éléments finis

La méthode du recalage par éléments finis, introduite en mécanique des sols par Tarantola &
Valette [1982] puis en mécanique des matériaux par Hendriks [1991], consiste à modéliser la situation
expérimentale pour laquelle on souhaite identifier des propriétés matérielles par un calcul direct de
type éléments finis. Bien que la plupart des méthodes de recalage utilisent des calculs de type éléments
finis, il est également possible d’utiliser résultats issus de calculs par éléments frontières (par exemple,
des paramètres d’un modèle orthotrope sont identifiés par un recalage d’une méthode par éléments de
frontière dans [Huang et al., 2004]).

La figure 1.10 représente le principe de cette méthode : à partir des chargements imposés (ré-
sultantes ou distributions d’effort au bord, et déplacements au bord) représentés par la variable u, on
compare le champ de déplacement m mesuré au cours de l’expérience avec le champ de déplacement
h simulé car un calcul direct (par éléments finis) à partir d’un jeu de paramètres θ pilotant la loi de
comportement. Le jeu de paramètres initiaux θ0 est choisi arbitrairement et est réactualisé à chaque
itération de l’algorithme, tandis que H représente la matrice de sensibilité ∂h/∂θ. Cette matrice de
sensibilité est nécessaire pour les méthodes de minimisation d’ordre 1 et permet le choix d’un nou-
veau jeu de paramètres θ à chaque itération. La méthode converge lorsque le résidu r est suffisamment
faible.

Expérience

Calcul Direct

Algorithme 
d’estimation

u

θ0

θ H

+-h

m

r

FIG. 1.10 – Schéma de principe de la technique de recalage, d’après Meuwissen et al. [1998]

La méthode du recalage consiste à obtenir θ minimisant la fonction coût J :

J(θ) = (m− h(θ))2 (1.20)

Cette fonction coût peut être régularisée de la façon suivante :

J(θ) = (m− h(θ))T V (m− h(θ)) + (θ0 − θ)T W (θ0 − θ) , (1.21)

où V et W sont deux matrices de pondération définies positives, et le terme (θ0 − θ)T W (θ0 − θ)
est alors le terme qui régularise l’ajustement des paramètres θ à partir du jeu de paramètre initial θ0.
La fonction coût est alors la somme de deux fonctions quadratiques. Il est courant de retenir V = αI
et W = (1− α)I, I étant la matrice identité, α étant alors un paramètre unique de régularisation.
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Plusieurs algorithmes d’optimisation permettent de minimiser la fonction coût :
– les méthodes d’ordre zéro, qui ne nécessitent pas le calcul de la dérivée de la fonction coût,

comme la méthode du simplex, ou encore les méthodes génétiques,
– les méthodes d’ordre un, qui nécessitent le calcul de la dérivée de la fonction coût, comme la

descente de gradient, ou l’algorithme de Levenberg-Marquardt,
– les méthodes d’optimisation sous contraintes.
Les méthodes d’ordre zéro sont les plus rapides à mettre en place mais en contrepartie leur

convergence est moins rapide que les méthodes d’ordre un.

Nous allons maintenant présenter un certain nombre d’applications nous intéressant particuliè-
rement, puisqu’elles traitent de l’identification de comportements élastoplastiques à l’aide des mé-
thodes de recalage par éléments finis.

Identification de comportements élastoplastiques

L’étude de Mahnken & Stein [1996] porte sur l’identification d’une loi élastoplastique à écrouis-
sage isotrope linéaire ou exponentiel, à partir d’un essai de traction monotone mené sur une éprouvette
plane entaillée (cf. figure 1.11). Une grille est déposée au voisinage de l’entaille, les déplacement de
la grille sont mesurés par corrélation d’images numériques.

R. Mahnken, E. Stein I Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 136 (1996) 225-258 245 
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Fig. 5. Compact tension specimen: Geometry of the sample. 

pixel. If, e.g. the distance of the grid lines is 20 pixel, this ensues a scattering for the strains of f 0.1/20 
= f 0.005. By use of a smoothing technique this value can be reduced to f 0.001. Therefore, this grid 
technique is most suitable to measure plastic strains which are in the range of more than one percent. 

For numerical simulation of the direct problem the assumed strain method as described in [29] is used. 
The spatial discretization for this plane stress problem is shown in Fig. 7. Time integration is performed 
with the Euler backward rule in 33 load steps. For modeling of the inelastic material behaviour &flow 
theory is considered with both, linear and non-linear isotropic hardening according to Eqs. (8) and (lo), 
respectively. 

As input data for the identification process we used U- and/or u-displacements at different, arbitrarily 
chosen points as shown in Fig. 7, so that the total number of data at each time step ti, j = 1, . . , nfdat = 17 
is &&t = 22. In this respect, the 
factors is examined 

&da,=17 n&,=22 

f(K) = C C (Qj - 

i=l j=l 

following objective function of least-squares type without weighting 

liij)2 - min, 
K (72) 

where here Uij denotes the direction for the displacement in either X- or y-direction. As for the previous 
example, the numerical tool for minimizing the problem (72) is the Bertsekas algorithm as described in 
[16, 171. 

In Table 4 the results of six different runs are compared: In Run 1 to Run 3 the effect of different 
starting values and the effect of perturbed experimental data is considered for the linear kinematic rule, 

FIG. 1.11 – Eprouvette entaillée utilisé par Mahnken & Stein [1996] pour l’identification des para-
mètres d’une loi élastoplastique

Les travaux de Meuwissen et al. [1998] portent également sur l’identification d’une loi élas-
toplastique, à partir d’un essai de traction sur des éprouvettes d’aluminium dont la géométrie est
représentée sur la figure 1.12. Pour cette étude, les paramètres élastiques ne sont pas identifiés, et
sont tirés d’essais de traction uniaxiaux de référence. Un des intérêts notables de cette méthode est de
montrer, à partir d’une erreur systématique sur le déplacement résiduel (noté r sur la figure 1.10), l’in-
suffisance du critère de von Mises. La considération d’un critère orthotrope de Hill est ainsi justifiée.
La loi d’écrouissage isotrope considérée est une loi puissance de Nadai.

Plus récemment, des modèles élastoplastiques à écrouissage isotrope multilinéaire ou parabo-
lique ont été identifiés en grandes déformations par Kajberg & Lindkvist [2004]. La méthode par
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Fig. 1. Block diagram of the mixed numerical–experimental method.

yield criterion. Finally, the results of estimation are
evaluated.

2. The mixed numerical–experimental method

Fig. 1 shows a block diagram of the mixed numeri-
cal–experimental method. In this method, three com-
ponents can be discerned: (i) one or more experiments
in which non-uniform displacement fields are measured
on specimens that are more or less arbitrarily shaped
and possibly multi-axially loaded; (ii) a numerical
(finite-element) analysis of the experiment(s) in which
an assumed constitutive model of the material be-
haviour is incorporated; and (iii) an estimation al-
gorithm that determines estimates of the unknown
parameters iteratively, based on an initial guess of the
parameters and the difference between the measured
and calculated displacement fields.

In Fig. 1, u denotes the input (prescribed displace-
ments, loads, etc) to the experiment and the analysis, m
the measured field information, h the output of the
finite-element analysis, u the a priori unknown parame-
ters, u0 the initial guess of the parameters and H is the
sensitivity matrix, i.e. H=(h/(u.

New estimates of the unknown parameters are deter-
mined by minimising the following sum of squares:

J= (m−h(u))TV(m−h(u))+ (u0−u)TW(u0−u) (1)

where V and W are two positive definite symmetric
weighting matrices. This sum of squares is minimised
iteratively using the Gauss-Newton scheme. Iteration is
continued until one of the following criteria is satisfied:
the sum of squared residual displacements is smaller
than a critical value or the sum of squared parameters
adjustments is smaller than a critical value. More de-
tails about the algorithm can be found in [3].

tion is measured over the surface of the sample. This
extra information is expected to be valuable in parame-
ter determination and model validation, especially for
inhomogeneous and/or anisotropic material behaviour.

The current investigation is a pilot for the use of the
mixed numerical–experimental method as proposed by
Hendriks for parameter determination at high strains
and high strain rates. For these initial studies the
experiments are still quasi-static and the strain levels
are low. However, the geometry of the sample is non-
standard. Thin plates of commercially-available alu-
minium A1200 are mounted in a standard uniaxial
tensile-testing machine. Retro-reflective markers are
placed on the surface of the plates. The samples are
loaded and the displacements of the markers are mea-
sured optically. The measured displacement fields are
used to determine yield stresses in the isotropic
Von Mises yield criterion, and the orthotropic Hill [15]

Fig. 2. Definition of a, the angle from the global x-direction to the rolling direction (j) of the plate, characteristic dimensions of the samples and
positions of the retro-reflective markers on both samples.FIG. 1.12 – Deux éprouvettes utilisées dans [Meuwissen et al., 1998], de même géométrie mais dé-

coupées suivant deux direction de laminages ξ différentes

éléments finis du calcul direct utilise un maillage auto-adaptif, les déplacements expérimentaux sont
obtenus par corrélation d’images numériques.

La méthode du recalage par éléments finis, répandue en ce qui concerne l’identification de
modèles élastoplastiques macroscopiques, commence à être utilisée pour l’étude de phénomènes mi-
croscopiques. Par exemple, Hoc et al. [2003] ont étudié un polycristal de fer afin d’identifier le com-
portement d’un monocristal. Dans ce cas, les monocristaux sont considérés comme étant identiques
mais les différentes orientations de ces cristaux provoquent une réponse hétérogène de l’échantillon
en terme de contrainte et de déformation. Une fois identifiée, la loi d’écrouissage permet à la fois
d’obtenir un comportement du monocristal en accord avec les résultats de la littérature, un comporte-
ment macroscopique vérifié par la courbe force-allongement expérimentale, et enfin une l’évolution au
cours de la sollicitation de l’orientation cristallographique, vérifiée par la comparaison entre les figures
de pôles simulées par les paramètres identifiés, et la figure de pôle obtenue de façon expérimentale par
EBSD (pour Electron Back-Scattered Diffraction). La figure 1.13b-c permet de constater la ressem-
blance tant qualitative que quantitative entre les champs de déformation obtenus expérimentalement
et par simulation par éléments finis, à partir des paramètres du modèle identifié. La cristallographie
du domaine d’étude est représentée sur la figure 1.13a, la zone d’étude fait 100 µm par 100 µm et
comporte 87 grains.

Autres domaines d’application de la méthode de recalage

Les mesures de champs permettent d’identifier plusieurs paramètres d’une loi de comportement
au cours d’un essai unique, à condition que le champ mesuré soit suffisamment complexe pour activer
simultanément tous les différents paramètres de la loi de comportement que l’on cherche à identifier.
Dans ce but, Chevalier et al. [2001] ont utilisé un dispositif expérimental de traction bi-axiale afin
d’identifier le potentiel hyperélastique d’un matériau polymère en grandes déformations. Le Mago-
rou et al. [2002] ont identifié un comportement viscoélastique anisotrope pour des panneaux de bois
sollicités en flexion/torsion (voir également [Le Magorou et al., 2003]).
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Fig. 6. Selected area for the investigation of the polycrystal-
line sample.

Fig. 7. Experimental E11 axial strain field for the polycrystal-
line sample (overall axial strain: 2.25%).

localized strain bands at larger strain, due to
work hardening.

An adequate definition of the boundary con-
ditions is needed for the FEM simulation. Although
the area under study was large enough to be
reasonably representative, applying the macro-
scopic homogeneous conditions imposed on the
whole sample may lead to errors. Since the dis-
placement field is to be measured, it seems more
sensible to use the values measured at the border

Fig. 8. Statistical distribution of the measured normalized
local strain (E11) values for the polycrystalline sample
(macroscopic strain: 2.25%, 7.5% and 26.8%).

of this area as boundary conditions [11]. The mesh
used consists of one layer of elements (C3D8R)
with prescribed in-plane boundary conditions from
the experimental data and free surface conditions
for the normal direction.

As mentioned above, use is made of constitutive
law D, with anisotropic nonlinear hardening. The
optimal parameters are identified at a macroscopic
strain of 2.25% (Table 5). As expected, these para-
meters are not very different from those derived for
the ARMCO multicrystal (Table 3). Nevertheless,
differences do exist, which deserve discussion
(Section 4).

Fig. 9 shows the evolution of the simulated stat-
istical distribution of the reduced local axial strain
for several macroscopic strains. The experimental
distribution at 7.5% is also reproduced. The simu-
lated distributions seem to have a Gaussian shape
and look more homogeneous than the experimental
ones. The shape of the distribution stabilizes
beyond strains of 8–9%, that is, later than the
experimental values (Fig. 8). However, globally,
there is fairly good agreement between experi-
ments and simulations.

It is now possible to analyze the spatial distri-
bution of the local strain field, which was not taken
into account in the identification procedure. Fig.
10 represents the computed strain field E11 for a
macroscopic strain of 2.25%. When compared to
the experimental field (Fig. 7), this figure shows
very close similarity. In particular, the pattern of
localized deformation bands corresponds rather
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(b) ε11 expérimentale
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Table 5
Optimal material parameters for the polycrystal

Polycrystal MPa mm�2 nm

D law tP0 = 60 aP
0 = 0.29 qP = 1.2 rP

0 = 78 000 KP = 24 GP
c = 1.3

Fig. 9. Experimental (at 7.5%) and simulated (at 1.5%, 2.7%,
7.5%, 12.5% and 18%) normalized distributions of the E11

strain field component after optimization for the D type consti-
tutive law (polycrystalline sample).

Fig. 10. Computed E11 strain field at 2.25% (polycrystalline
sample).

well to the experimental one, except in the upper
right corner, which might be due to a specific
microstructural environment beneath the surface.

The validation of the present approach can also
be made from a more macroscopic point of view,
by comparing the evolution of crystallographic tex-

tures (Fig. 11) and the macroscopic strain–stress
curves (Fig. 12). These two figures show that, at
least for the grain lattice orientations, the area
investigated is a reasonably representative one.
Constitutive law D is able to reproduce both the
macroscopic behavior of the studied material and
the evolution of its crystallographic texture rather
well. However, the macroscopic localization asso-
ciated with global softening occurs earlier in the
simulation than in the experiment.

Fig. 11. Comparison of computed and experimental texture
evolution: (a) initial X-ray diffraction experimental pole; (b)
experimental X-ray diffraction pole figure after a 27% tensile
deformation along the transverse direction; (c) experimental
EBSD pole figure on the selected subarea in the initial state;
(d) corresponding simulated pole figure after a 27% defor-
mation along the transverse direction.

(c) ε11 simulée

FIG. 1.13 – Comparaison entre la déformation transverse obtenue expérimentalement et par simula-
tion, pour une même déformation axiale macroscopique de 2.5%, d’après [Hoc et al., 2003]

La méthode des éléments de frontière, une alternative à la méthode des éléments finis, a été
utilisée par Huang et al. [2004] pour le recalage. Des paramètres d’un modèle orthotrope sont alors
identifiés.

Dourado et al. [2004] ont également appliqué la méthode du recalage à l’identification de pro-
priétés élastiques orthotropes, en utilisant des algorithmes génétiques pour la minimisation de la fonc-
tion coût. Rikards et al. [1999]; Geers et al. [1999]; Milani & Nemes [2004] se sont également in-
téressés à la caractérisation de matériaux anisotropes. Araujo et al. [2000] appliquent une technique
de recalage pour identifier l’endommagement de matériaux composites, leur étude est étendue dans
[Santos et al., 2003].

Citons encore comme différents domaines d’application une étude de piezoviscosité en lubrifi-
cation [Molimard & Riche, 2003], l’identification de bimatériaux en plasticité [Yoshida et al., 2002],
l’identification de comportements plastiques localisant pendant l’écrouissage et associés à un adoucis-
sement macroscopiques [Koc & Stok, 2004], de comportements plastiques anisotropes associés à un
critère de Hill [Khalfallah et al., 2002], l’application à des situations de mise en forme [Gavrus et al.,
1996; Knockaert et al., 2001], une identification de propriétés d’interfaces pour des composites [Yang
et al., 2004] ou pour des polycristaux métalliques [Lin et al., 2004], des propriétés hyperélastiques
de polymères [Laraba-Abbes et al., 2003a,b] ou encore une caractérisation invivo de la peau humaine
[Hendriks et al., 2006].

Limites de la méthode de recalage

Le problème d’identification par la méthode de recalage est mal posé, et de nombreux travaux
ont concerné sa régularisation. Tikhonov & Arsenin [1977] figurent parmi les premiers à s’intéresser
à ce problème, qui reste d’actualité. La régularisation du problème inverse a été abordée récemment
dans [Hisada, 1995; Davies et al., 1999; Idier, 2001; Kim & Nelson, 2004], on pourra par exemple
y trouver des applications de la méthode de courbe-en-L (L-curve en anglais) pour déterminer le pa-
ramètre de régularisation optimal. Au paragraphe 1.2.1.4, nous avions déjà évoqué un des principaux
inconvénients de la méthode de régularisation au sens de Tikhonov : la convergence vers des quasi-
solutions.
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La limite de ces techniques de régularisation ont incité de nombreux travaux portant sur l’iden-
tification au moyen de principes variationnels [Bonnet et al., 2003] et possédant un plus fort sens
mécanique.

1.2.2.2 Méthode des champs virtuels

La méthode des champs virtuels a été introduite dans [Grédiac, 1989; Grédiac et al., 2002a].
Cette méthode repose sur le principe des travaux virtuels. En l’absence de forces volumiques exté-
rieures, et pour un chargement surfacique T sur une surface extérieure ∂Ωf ce principe s’écrit :

−
∫

Ω
σ : ε(u∗)dΩ +

∫
∂Ωf

T · u∗dS = 0, (1.22)

où u∗ est le champ de déplacement virtuel et ε(u∗) est la déformation associée au déplacement virtuel.
L’équation (1.22) est valable pour tout champ virtuel u∗ cinématiquement admissible sur Ω.

L’identification à partir du principe des travaux virtuels repose sur l’écriture du tenseur de
contrainte σ en fonction de ε au moyen d’une loi de comportement. La déformation étant donnée par
les techniques de mesures cinématiques, il s’agit ensuite de choisir de "bons" champs virtuels u∗, c’est
à dire des champs faisant travailler les paramètres de la relation de comportement que l’on souhaite
identifier, et menant à l’écriture d’un système d’équations dépendant des paramètres du comportement
pouvant être résolu.

Une première méthode a été de construire des champs virtuels par morceaux, les champs sont
alors construits manuellement. Cette construction fait alors appel à des champs indépendants, judi-
cieusement choisis afin de faire apparaître les paramètres à identifier dans le système d’équations dé-
coulant de l’équation (1.22) [Grédiac, 1989; Pierron & Grédiac, 2000]. Le nombre de champs virtuels
est en général égal au nombre des paramètres élastiques que l’on cherche à identifier. Pour diminuer
la sensibilité au bruit de mesure, une alternative aux champs virtuels par morceaux sont les "champs
virtuels spéciaux" développés dans [Grédiac et al., 2002b, 2003a]. Ils visent à rendre l’identifiabilité
des paramètres cherchés la meilleure possible. Ces champs sont obtenus à partir d’une famille de po-
lynômes, et dans [Grédiac et al., 2002c] une précaution supplémentaire est développée, concernant le
choix de champs virtuels ne faisant pas travailler la part inconnue des efforts extérieurs appliqués. La
sensibilité de la Méthode des Champs Virtuels a été étudiée de façon approfondie dans [Avril et al.,
2004a].

Dans ce qui suit, nous analysons plus en détail deux types de problèmes, l’un portant sur l’iden-
tification d’un comportement élastique anisotrope, l’autre sur l’identification de comportement élas-
toplastique.

Identification de propriétés mécaniques anisotropes sur des composites

La méthode des champs virtuels utilisant des champs virtuels spéciaux a été appliquée à l’iden-
tification de comportements élastiques anisotropes dans [Grédiac et al., 2003b; Grédiac, 2004; Avril
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et al., 2004b]. L’identification est effectuée à partir d’un essai de flexion de type Iosipescu (cf. fi-
gure 1.14), et quatre paramètres d’une loi de comportement élastique orthotrope sont identifiés, en
contrainte plane. Lors de cet essai les axes de symmétrie de l’échantillon sont judicieusement orientés
par rapport aux axes d’orthotropie de façon à permettre l’identification de tous les paramètres de la loi
de comportement à partir de mesures cinématiques sur une surface.

In each case, the unknown parameter is equal to the virtual work of the applied loading. ûu�ð1Þ directly
provides Qxx, ûu

�ð2Þ directly provides Qyy , ûu
�ð3Þ directly provides Qxy and ûu�ð4Þ directly provides Qss.

In Ref. Gr�eediac et al. (2002), a general procedure for constructing the special virtual fields is proposed.
The aim is here to examine the practical implementation of this procedure for a particular testing con-
figuration: a short beam in a Iosipescu fixture (see Fig. 2). Such a configuration can be tested in practice
with a suitable testing device (Pierron and Vautrin, 1994). Heterogeneous strain/stress fields take places in
the central part S0 of the specimen and no closed-form solution is available. Previous work on this geometry
has been recently carried out (Pierron and Gr�eediac, 2000; Gr�eediac et al., 2001), but the virtual fields were
found intuitively and one could not find uncoupled equations in the principal matrix of the linear system.
The objective is here to test the capability of the method for finding automatically the special virtual fields.

3. Construction of the special virtual fields

3.1. Constraints under which the special virtual fields must be built

Let us now examine the properties that must satisfy the special virtual fields ûu� to be determined. As
explained in Ref. Gr�eediac et al. (2002), those fields must obey three conditions. Two extra conditions must
also be satisfied if only one part of the actual strain field is measured. The three first conditions are

• Condition 1: The special virtual fields must be kinematically admissible. Hence,

8M 2 Su; ûu�ðMÞ ¼ 0 ð6Þ
• Condition 2: For each unknown stiffness, the special virtual fields must verify the four fundamental
equalities in Eq. (5). For instance, ûu�ð1Þ is such that the first four equalities in Eq. (5) are verified.

• Condition 3: In general, only the resulting force along the vertical direction is known but the distribution
of the applied loading remains unknown. Then the special virtual fields must be such that the virtual dis-
placement of Sf is vertical and constant. Hence the virtual work of the applied load is simply the value of
the resulting force multiplied by this constant.
In the present case, it is assumed that the actual strain field is known over the central part S0 of S only.

Such a case arises in practice when a CCD camera is used and captures only a part of the actual strain field.
Then, two additional conditions must also be verified in this case:

Fig. 2. Tested specimen.
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FIG. 1.14 – Dispositif de flexion de type Iosipescu, utilisé pour l’identification élastique orthotrope,
d’après [Grédiac et al., 2002c]

L’extension à l’élasticité endommageable a été réalisée par Chalal et al. [2004], en prenant en
compte un paramètre d’endommagement supplémentaire. Cette étude est développée dans la thèse de
Chalal [2005]. La loi de comportement prend alors la forme :σxxσyy

σxy

 =

C11 C12 0
C12 C22 0
0 0 C̃33

 εxxεyy
εxy

 (1.23)

Pour la loi de comportement orthotrope endommagable retenue pour cette étude, seul le module de ci-
saillement C̃33 s’endommage, s’écrivant alors en fonction du module de cisaillement non endommagé
C33 et de la variable d’endommagement d :

C̃33 = (1− d)C33 avec d = αε2
xy, (1.24)

α étant une constante scalaire positive définissant la cinétique de l’endommagement. Pour un disposi-
tif expérimental de type Iosipescu induisant des champs de déformations hétérogènes, la richesse du
champ mesuré permet alors d’identifier :

– en premier lieu les quatre paramètres homogènes (C11, C22, C12, C33),
– puis pour chaque autre pas de chargement un paramètre d’endommagement local d affectant

uniquement le module de cisaillement.

Identification de propriétés mécaniques élastoplastiques

La méthode des champs virtuels non linéaire a été introduite dans [Grédiac & Pierron, 2006]. Dans
cet article, l’identification se fait à partir d’une simulation numérique sur une géométrie semblable à la
figure 1.12. Un modèle de Prandtl-Reuss à écrouissage isotrope linéaire est retenu tant pour la simu-
lation que pour l’identification. L’identification se fait à partir d’un chargement incrémental, chaque
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pas étant associé à un champ de déplacement issu d’une simulation ou mesuré expérimentalement.
Les paramètres élastiques sont supposés connus et ne sont pas identifiés. Pour chaque incrément,
une procédure permet de considérer différents cas selon que le chargement est élastique, partielle-
ment plastique, complètement plastique, où qu’une décharge élastique se produit. Pour chacun de ces
différents cas, une écriture de la loi de comportement permet d’écrire une fonction coût dépendant
des deux paramètres plastiques (module d’écrouissage H , contrainte d’écoulement σ0) à partir de
l’équation (1.22). Le principe des travaux virtuels est alors discrétisé en éléments finis, et l’on écrit
l’équivalent d’un écart à l’équilibre de la structure (cf. §1.2.2.3) pour écrire la fonction coût suivante :

Gr(H,σ0) =
np∑
p=1

gp,r(k, σ0) =
np∑
p=1

 ne∑
q=1

σ(p, q) : ε∗(r)Sq −Wext
∗(r)
p

2

, (1.25)

pour np pas de chargements, ne éléments finis, Sq désignant la surface de chaque élément q. Pour
chaque pas de chargement p, la contrainte σ(p, q) s’écrit en fonction des paramètres plastiques, via
la prise en compte de la situation de chargement. Cette écriture est rendue possible en utilisant la
formulation du module tangent proposé dans [Deng & Rosakis, 1990]. L’indice r dénote le champ
virtuel permettant d’exprimer cette fonction coût. Cette fonction est minimisée par une méthode du
simplex.

Des champs virtuels sont judicieusement choisis pour ne pas faire apparaître dans la puis-
sance des efforts Wext les composantes inconnues des résultantes extérieures. Seules les composantes
connues des résultantes sont prises en compte ce qui permet de se passer d’hypothèses sur la réparti-
tion des contraintes sur les bords chargés.

Partant de paramètres élastiques connus, malgré un nombre très important de points de mesure
(en l’occurence disposés sur un maillage de 6000 éléments quadrangles), un unique pas de chargement
ne permet pas d’identifier les paramètres plastiques simultanément. La prise en compte du chargement
dans son intégralité (ici constitué de 12 pas i chacun associé à une fonction élémentaire gi,r) est
nécessaire pour l’identification de ces paramètres.

Pour la simulation présentée, la minimisation de chacune des fonctions coût élémentaires gp,r
ne permet pas à elle seule d’identifier deux paramètres plastiques, pour les champs virtuels choisis.
En effet la présence d’une vallée (cf. figure 1.15a) ne permet pas d’obtenir un minimum unique au
problème de minimisation. Une rotation de cette vallée au fur et à mesure du chargement fait qu’au
final la fonction coût Gr(H,σ0) possède une allure convexe (cf. figure 1.15b), qui laisse supposer
l’unicité de la solution au problème de minimisation. Cette unicité est démentie par l’existence de
minima locaux associés à une certaine sensibilité aux valeurs initiales.

L’application de cette méthode à des données expérimentales a été réalisée dans [Pannier,
2006], le modèle identifié comporte davantage de paramètres associés à une élasticité isotrope et
un modèle à écrouissage isotrope non linéaire (modèle de Voce possédant un terme saturant expo-
nentiel). Les paramètres sont supposés homogènes sur la structure. Différentes identifications sont
menées pour des éprouvettes de différentes géométries induisant des champs de contrainte et défor-
mation non homogènes. Des écarts parfois importants sont observés entre les valeurs des paramètres
identifiés et les paramètres de référence. Sur la figure 1.16 sont représentées différentes courbes ; la
première famille de courbes représentées en traits pleins sont le résultat des identifications réalisées
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Fig. 9. Example of cost functions gp1: (a) p = 3 (applied pressure: 15 MPa), (b) p = 6 (applied pressure:

21 MPa), (c) p = 9 (applied pressure: 27 MPa) and (d) p = 12 (applied pressure: 33 MPa).
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(a) g3,3

s
0

(b) G3

FIG. 1.15 – Comparaison entre la fonction coût élémentaire g3,3 et la fonction coût globale G3,
d’après [Grédiac & Pierron, 2006]
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Référence MCV Deg. 9
Moy.± 2σ Moy.± 2σ

σ0 (MPa) 127 ± 15 17, 1 ± 40, 3
R0 (GPa) 2, 46 ± 0, 49 2, 58 ± 0, 42

Rinf (MPa) 56, 2 ± 13, 8 143 ± 42
b (×103) 3, 37 ± 0, 72 (4, 71 ± 19, 7) × 1012

TAB . 6.9: Paramètres identifiés avec la fonction coûtCtot du paragraphe 6.5.2, à partir des champs de
déformation obtenu après un lissage polynomial de degré 9 etles paramètres de référence
comme point de départ.
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FIG. 6.29: Courbes tracées avec les paramètres identifiés (voirtableau 6.9) à partir de la fonctionCtot.
FIG. 1.16 – Comparaisons entre les courbes contrainte-déformation obtenues d’après la Méthode
des Champs Virtuels, et les courbes contrainte-déformation obtenues par jauges de déformation lors
d’essais de traction uniaxiale, d’après [Pannier, 2006]

à partir de six essais de traction sur une éprouvette en diabolo. Pour chaque essai quatre paramètres
matériels sont identifiés par la Méthode des Champs Virtuels. L’autre famille de courbes représentées
en traits pointillés a été obtenue par jauges de déformation pendant des essais de traction uniaxiale sur
le même matériau. On peut alors constater sur cette figure que la raideur élastique, la limite d’élasticité
et le module d’écrouissage sont bien identifiés, tandis que l’écrouissage identifié varie beaucoup plus
rapidement que l’écrouissage mesuré par des jauges.

1.2.2.3 Méthode de l’écart à l’équilibre

La méthode de l’écart à l’équilibre a été introduite dans [Claire et al., 2002] pour l’identification
de champs d’un endommagement isotrope3, pour des essais de traction bi-axiale. Cette méthode a en-
suite été étendue à l’identification de conductivités thermiques [Claire et al., 2003]. Le comportement
est élastique isotrope endommageable, les coefficients de Lamé endommagés s’écrivent en fonction

3Cette méthode permet également d’identifier des paramètres d’un endommagement anisotrope
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des mêmes coefficients non endommagés (λ0, µ0) et de la variable scalaire d’endommagement d(x) :

λ(x) = λ0(1− d(x)) ,∀x ∈ Ω (1.26)

µ(x) = µ0(1− d(x)) ,∀x ∈ Ω (1.27)

Dans le cas d’un endommagement discontinu sur Ω, pour chaque normale n associée à une disconti-
nuité il est possible d’écrire :

Jσ · nK = 0. (1.28)

Pour n = ex, cette équation s’écrit :

J(1−D){λ0(εxx + εxx) + 2µ0εxx}K = 0 (1.29)

J(1−D){µ0εxy}K = 0 (1.30)

Cette formulation de l’équation d’équilibre est alors associée à une représentation de type élé-
ments finis, l’endommagement est constant par élément et l’on écrit sur chaque frontière entre les
éléments du domaine Ω des équations de saut d’équilibre (équation (1.29)). Ces équations ne font pas
apparaître les forces extérieures, car l’on identifie avec cette méthode uniquement des variation par
rapport à un état initial qui n’est pas recherché.

Cette écriture permet d’aboutir à un système linéaire qu’il suffit d’inverser (par une méthode
de gradient conjugué, par exemple) pour obtenir une distribution d’endommagement. Pour illustrer
les potentialités de cette méthode, la figure 1.17a représente le déplacement mesuré lors d’un essai
de traction bi-axiale sur une éprouvette en croix réalisée en matériau composite. Ce champ mesuré
à permis d’identifier un champ d’endommagement représenté sur la figure 1.17b. Le coin supérieur
gauche de la zone d’étude, où l’endommagement est maximal, correspond à une zone fissurée de
l’éprouvette.
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(a)
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Fig. 7. (a) Éprouvette dans la machine ASTRÉE et microstructure du
composite étudié. (b) Champs de déplacement mesurés par corrélation
d’images numériques pour deux niveaux d’efforts (effort à rupture :
11,1 kN).

Fig. 7. (a) Sample in the testing machine ASTRÉE and microstructure of
the studied composite. (b) Displacement fields measured by digital image
correlation for two load levels (failure load: 11.1 kN).

donne des résultats très satisfaisants sur des données non
bruitées, où un calcul d’erreur complet peut être réalisé. En
particulier, dans le cas mécanique, une précision de quelques
pourcents est obtenue pour toutes les configurations testées,
que les données d’entrée soient bruitées ou non. L’exemple
de l’analyse d’un essai biaxial sur matériau composite
conduit à des résultats cohérents avec l’observation directe
sur les champs de déplacement mesurés à différents stades
de chargement. Dans ce dernier cas, l’indicateur d’erreur,
validé pour les exemples précédents, s’avère être un outil
utile à l’analyse de mesures pour lesquelles la solution n’est
pas connue.

La méthode présentée ici a l’avantage d’être directe-
ment applicable avec les méthodes actuelles de corrélation
d’images qui fournissent un champ de déplacement discret.
Ainsi, si le passage de ce champ discret à un champ de type
Q2 est opéré correctement, la méthode fournira des cartes
de propriétés mécaniques pour différents essais et compor-

(1-D) calculé erreurκe
(computed) (error)

Fig. 8. Champ d’endommagement (1-D) calculé pour 4 niveaux d’efforts et
champs d’erreurκe correspondants.

Fig. 8. Computed damage fields (1-D) for 4 load levels and corresponding
error fieldsκe .

tements. Nous avons donc démontré la faisabilité d’une mé-
thodeintégréede détermination des propriétés élastiques et
thermiques locales à partir de champs de déplacement ou de
température dont le potentiel d’application est considérable.
Citons, par exemple, l’identification de lois d’endommage-
ment isotrope ou anisotrope voire de lois de comportement
plus complexes.
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(b) endommagement

FIG. 1.17 – Champ de déplacement et champ d’endommagement identifié, d’après Claire et al. [2003]

Cette méthode a également été appliquée à l’identification de champs de propriétés élastiques
pour des poutres micrométriques dans [?].
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1.2.2.4 Méthode de l’écart en relation de comportement

l’ERC pour les problèmes directs

L’Écart en Relation de Comportement (ERC) a été introduite en élasticité par Ladevèze & Le-
guillon [1983], cette méthode fait intervenir un calcul d’erreur induite par la méthode des éléments
finis grâce à une approche duale reposant sur la résolution de deux problèmes directs : la résolution
d’un problème en déplacement (i.e. problème de Dirichlet, résolu par la plupart des méthodes éléments
finis classiques [Batoz & Dhatt, 1990]), et la résolution d’un problème en contrainte (i.e. problème
de Neumann). Ces calculs d’erreur ont ensuite été étendus à des problèmes en dynamique vibratoire
[Ladevèze et al., 1994].

Plus récemment, une méthode d’erreur en dissipation a permis en premier lieu d’étendre les
calculs d’erreur à des modèles élastoplastiques [Ladevèze & Moës, 1999] et élastoviscoplastiques
[Ladevèze et al., 1999].

Méthodes inverses utilisant l’ERC

Pour les problèmes inverses, l’erreur en relation de comportement (ou ERC) a tout d’abord été
adaptée pour l’identification à partir de mesures à la frontières (cf. §1.2.1.1). Cette méthode a ensuite
été utilisée pour identifier des propriétés matérielles élastiques isotropes dans [Geymonat et al., 2002],
en utilisant des données à l’intérieur du domaine. Ces deux approches utilisent une erreur formulée de
façon légèrement différente, et sont minimisées différemment. La fonctionnelle d’ERC, notée ici F ,
associée à la relation de comportement σ = C : ε, s’écrit :

F(τ ,A) =
1
2

∫
Ω

(τ −A : ε) : A−1 : (τ −A : ε) dS, (1.31)

tandis que la fonctionnelle G est associée à une relation de comportement formulée en souplesse
(ε = S : σ) :

G(τ ,B) =
1
2

∫
Ω

(ε−B : τ ) : B−1 : (ε−B : τ ) dS, (1.32)

La convexité totale de la fonctionnelle F et la convexité séparée de la fonctionnelle G ont été
démontrées dans [Geymonat & Pagano, 2003].

Dans [Bonnet et al., 2003], il a été mis en évidence que pour un même cas test numérique
d’identification de défaut, de meilleurs résultats sont obtenus à partir de l’ERC qu’à partir d’une
méthode de recalage. Cela peut être la conséquence des propriétés de convexité de la fonctionnelle
d’ERC, qui rendent intéressantes une méthode de relaxation4 pour minimiser F ou G. Ces deux fonc-
tionnelles ne sont pas strictement convexes, l’unicité de la solution n’est donc pas assurée, et dans
le cas d’une convexité séparée, l’existence de la solution n’est pas garantie. Insistons également sur
le fait que dans cette application, la fonctionnelle dépend de deux variables non liées entre elles : le
tenseur de contrainte σ et le tenseur d’élasticité C.

Une variante intéressante à la méthode de [Geymonat et al., 2002] a été présentée dans [Calloch
et al., 2002], et utilisée pour des problèmes élastodynamiques dans [Feissel & Allix, 2007]. Cette

4méthode à deux étapes qui consiste à minimiser F successivement par rapport à ses deux inconnues σ et A
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nouvelle méthode introduit un terme supplémentaire dans la fonctionnelle d’ERC afin de filtrer le
bruit sur le champ de déplacement mesuré. Dans le cadre de l’élasticité quasi-statique, l’erreur en
relation de comportement dite "modifiée" η s’écrit :

η(Kcs,Uc,Us) =
1
2 (Uc −Us)

T Kcs (Uc −Us) + 1
2 (Uc −Um)T Kcm (Uc −Um)

UT
mKmUm

(1.33)

où Kcs est une matrice de rigidité de type éléments finis faisant intervenir les coefficients élastiques
cherchés, Us est le champ de déplacement cherché associé à un champ de contrainte σ et à un tenseur
d’élasticité C tous deux inconnus : σ = Cε(Us). Le champ de déplacement supplémentaire Uc

est plus ou moins proche des données suivant le poids donné par la matrice de pondération Kcm

au deuxième terme de la fonctionnelle. Il faut donc ajuster le poids donné au membre de gauche
visant à ce que les champs Uc et Us respectent au mieux la relation de comportement par rapport
au poids donné au terme d’écart à la mesure. Cela permet un filtrage des données par la relation de
comportement, le champ de déplacement filtré est alors ici le champ Uc. Cette méthode a été appliqué
à l’identification de propriétés élastiques homogènes pour un essai brésilien dans [Calloch et al.,
2002].

À partir de l’équation (1.31), une erreur en relation de comportement modifiée F̃ peut s’écrire,
pour un champ de déplacement de filtrage ũ, un champ mesuré u∗ et un coefficient de pondération α :

F̃(τ ,A, ũ) =
(1− α)

2

∫
Ω

(τ −A : ε(ũ)) : A−1 : (τ −A : ε(ũ)) dS +
α

2
‖ũ− u∗‖ , (1.34)

Conclusion sur les méthodes d’identification abordées

Des méthodes d’identification appliquées à des situations mécaniques variées ont été présen-
tées. Des comportements pouvant être élastiques, élastoplastiques, orthotropes, ou endommageables
sont identifiés pour des matériaux métalliques, composites, rocheux, ou encore le bois. Un des intérêts
de ces méthodes réside dans la variété des échelles des systèmes mécaniques pouvant être observés,
et tout particulièrement des échelles fines d’observation qui permettent l’étude de phénomènes mi-
croscopiques comme par exemple la plasticité cristalline ou la fissuration. Les méthodes de recalage
sont flexibles et peuvent s’adapter à un très grand nombre de problèmes. D’autres méthodes sont plus
spécifiques comme l’écart à la réciprocité pour l’identification de fissures ou l’écart à l’équilibre. Ces
deux dernières méthodes font partie d’une famille de méthodes basées sur des principes variation-
nels dont font également partie la méthode des champs virtuels et la méthode d’erreur en relation de
comportement [Bonnet et al., 2003].

Grâce aux évolutions des techniques de mesure, les méthodes d’identification s’appliquent à
des domaines de plus en plus nombreux. La microtomographie, bien que délicate à mettre en œuvre,
est en constante évolution et offre un éventail d’applications qui n’ont pas toutes été abordées mais
qui promettent des résultats très intéressants. Par ailleurs, un couplage de techniques de mesures ci-
nématiques avec des mesures de température peut être employé afin d’étudier le comportement ther-
momécanique des matériaux, pour des phénomènes de fatigue, de striction, de changement de phase.
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Cependant nous avons signalé le caractère mal posé des problèmes d’identification qui ne facilite pas
l’exploitation de données expérimentales affectées d’un bruit de mesure. C’est un aspect essentiel
des problèmes d’identification qu’il est nécessaire de prendre en compte pour mettre en place des
méthodes d’identification adaptées et suffisamment robustes.
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1.3 Ecriture d’un modèle élastoplastique

L’objet de cette partie est de présenter, dans un cadre mécanique, le modèle de comportement qui
fait l’objet de la méthode d’identification développée.

Un premier paragraphe de cette partie sera consacrée à une formulation générale des lois de
comportement. Cette formulation s’inscrit dans le cadre des matériaux standards généralisés pour les-
quels les lois de comportement dérivent d’un potentiel d’énergie libre et d’un potentiel de dissipation.
Quelques modèles de plasticité parmi les plus courants seront alors présentés.

Le deuxième paragraphe est davantage consacré à l’écriture sous forme tensorielle d’un com-
portement élastoplastique sécant ou tangent. Ces tenseurs permettront l’écriture d’une erreur en re-
lation de comportement plastique, pour des situations où l’hypothèse de contrainte plane s’applique.
Ce paragraphe présente ainsi quelques fondations de la méthode d’identification que nous détaillerons
dans la partie suivante.

1.3.1 Cadre de l’étude élastoplastique

1.3.1.1 Formulation générale des lois de comportement

L’écriture de lois de comportement va se faire ici à partir d’un cadre mécanique cohérent, celui
des matériaux standards généralisés [Halphen & Nguyen, 1975; Germain et al., 1983].

Choix des variables d’état

De façon générale, nous devons choisir les variables d’état αk, pour k = 1, . . . , N , pouvant être
des variables observables ou internes, afin de décrire le mieux possible les phénomènes mécaniques
étudiés. Les lois de comportement mécanique relient alors ces variables. Dans ce qui suit, nous nous
limitons à un cadre d’élastoplasticité isotherme à écrouissage cinématique et isotrope où les variables
d’état sont :

– la déformation totale ε,
– la déformation plastique εp,
– la déformation plastique cumulée p.

La variable observable qui nous intéresse ici est la déformation totale, que l’on peut écrire dans
le cadre des petites perturbations comme :

ε =
1
2

[
∇u + (∇u)T

]
(1.35)

Nous adopterons dans ce qui suit une décomposition additive du tenseur des déformations :

ε = εe + εp (1.36)
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La déformation plastique εp sera une première variable interne permettant de décrire un écrouis-
sage cinématique. L’écrouissage isotrope peut quant à lui être décrit par la déformation plastique cu-
mulée p :

p =
∫ t

0

[
2
3
ε̇p(τ) : ε̇p(τ)

]1/2

∂τ (1.37)

Potentiel thermodynamique

L’énergie libre ψ est décomposée en une partie élastique ψe et une énergie plastique ψp :

ψ(ε, εp, p) = ψe (ε− εp) + ψp (εp, p) (1.38)

Les variables conjuguées de l’énergie libre s’écrivent :

σr = ρ
∂ψ

∂ε
= ρ

∂ψe
∂ε

(1.39)

Aεp = ρ
∂ψ

∂εp
= ρ

∂ψp
∂εp
− σr (1.40)

Ap = ρ
∂ψp
∂p

(1.41)

Le second principe de la thermodynamique permet d’écrire l’inégalité de Clausius-Duhem exprimant
la dissipation intrinsèque d1 en fonction des variables d’état et de la puissance des efforts intérieurs
faisant intervenir la contrainte de Cauchy σ :

d1 = σ : ε̇− ρ ∂ψ
∂αk

α̇k ≥ 0

d1 = σ : ε̇− σr : ε̇−Aεp : ε̇p −Apṗ ≥ 0

soit ici : d1 = (σ − σr) : ε̇+
(
σ − ρ ∂ψ

∂εp

)
: ε̇p − ρ

∂ψ

∂p
ṗ ≥ 0 (1.42)

Surface de charge et écoulement plastique

L’apparition de la plasticité se décrit généralement dans l’espace des contraintes à l’aide d’une
fonction seuil associée à une surface d’écoulement, qui caractérise le domaine d’élasticité. Cette sur-
face est représentée de façon schématique sur la figure 1.18 dans l’espace des contraintes principales
(σ1, σ2, σ3). Nous nous intéressons ici à des transformations plastiques à écrouissage cinématique
et isotrope, pour lesquelles l’écoulement de cette surface peut être décrit par une contrainte cinéma-
tique de rappel X et une variable d’écrouissage isotrope R. La fonction seuil f , nulle sur la surface
d’écoulement et négative dans le domaine élastique, peut alors s’écrire au moyen d’un invariant des
contraintes J à définir :

f = J(σ −X)−R−R0 ≤ 0, (1.43)
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FIG. 1.18 – Domaine élastique

L’indicatrice de la fonction convexe f est associée au potentiel de dissipation dual ϕ∗, qui dé-
pend par construction des forces thermodynamiques X . Ces forces thermodynamiques sont obtenues
d’après la forme de la dissipation intrinsèque d1. De plus, on admet en plasticité que les irréversibi-
lités ne dépendent pas de ε̇, ce qui d’après l’expression de d1 implique que la contrainte irréversible
σir = σ − σr = 0. Traditionnellement, les paramètres de l’écrouissage sont directement reliés aux
forces thermodynamiques, qui s’écrivent alors :

Xεp = Aεp = σ −X (1.44)

Xp = Ap = R (1.45)

La dissipation d1 se récrit alors en fonction des paramètres d’écrouissage :

d1 = (σ −X) : ε̇p −Rṗ ≥ 0 (1.46)

Les flux thermodynamiques ε̇p et ṗ associés respectivement aux forces (σ −X) et −R appar-
tiennent alors au différentiel de l’indicatrice de la fonction f . En d’autres termes, les lois d’évolution
s’écrivent en fonction du multiplicateur plastique γ̇ :

ε̇p = γ̇ ∂f
∂(σ−X)

ṗ = −γ̇ ∂f∂R
(loi de normalité généralisée) (1.47)

1.3.1.2 Présentation de lois plastiques particulières

Dans ce qui suit, nous rappelons brièvement la forme des surfaces de charge associées à deux
modèles classiques, qui sont des cas particuliers du modèle général précédent.
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Écrouissage isotrope de Prandtl-Reuss

L’écrouissage isotrope consiste en une expansion isotrope de la surface de charge, exprimée par
la variable d’écrouissage scalaire R. La fonction d’écrouissage s’écrit :

f = f(σ,−R)

Une loi d’écrouissage isotrope couramment employée est la loi de Prandtl-Reuss, pour laquelle on
suppose l’indépendance à la pression hydrostatique :

∂f

∂σH
= 0 avec σH =

1
3
Tr(σ)I

Le critère d’écrouissage est un critère isotrope de type Von Mises dépendant linéairement du deuxième
invariant J2(σ) du tenseur des contraintes. En notant s = σ − σH le déviateur des contraintes,
l’invariant des contraintes J2(σ) s’écrit alors :

J2(σ) = (s)II =
(

3
2
s : s

)1/2

La loi d’écoulement s’écrit :

f = (s)II −R− σ0 ≤ 0, (1.48)

où σ0 est la contrainte de limite élastique initiale.

σ1 σ2

σ3

σ0

R

FIG. 1.19 – Modèle d’écrouissage isotrope de Prandtl-Reuss dans l’espace des contraintes princi-
pales, limite d’élasticité initiale σ0 et variable d’écrouissage isotrope R

Sur la Figure 1.19 apparaissent deux surfaces d’écoulement, l’une en trait plein correspondant
au domaine d’élasticité initial, l’autre en pointillés relative à un état écroui. La surface d’écoulement,
dans le repère des contraintes principales, est un cylindre à base circulaire de génératrice parallèle à
l’axe σ1 = σ2 = σ3. Projeté dans le plan déviatorique des contraintes ce cylindre est un cercle centré
sur l’origine des contraintes dont l’augmentation du rayon traduit l’évolution de l’écrouissage.
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Écrouissage cinématique

L’écrouissage cinématique consiste en une translation de la surface de charge. Cette translation
est exprimée par la variable d’écrouissage X, homogène à une contrainte. L’écrouissage cinématique
de Prager fait intervenir la fonction de charge f suivante :

f = J(σ −X)− σ0 (1.49)

L’invariant des contraintes J peut être exprimé par exemple avec un critère de von Mises pour lequel
J(σ −X) = (s−X)II . Une schématisation de ce modèle est donnée sur la Figure 1.20

σ1 σ2

σ3

X

FIG. 1.20 – Modèle d’écrouissage cinématique de Prager associé à un critère isotrope de von Mises,
variable d’écrouissage X

1.3.2 Écriture tensorielle d’un comportement élastoplastique.

Avant de préciser le modèle élastoplastique qui sera retenu par la suite, rappelons que notre ob-
jectif est d’identifier un comportement élastoplastique local, sous l’hypothèse des contraintes planes.
Pour une première approche, il apparaît d’avantage souhaitable d’obtenir une description localement
fine d’un modèle de comportement simple (i.e. dépendant de peu de paramètres) et cela dans le but de
détecter des éventuelles hétérogénéités qui apparaissent et se développent au cours du chargement.

Les deux modèles élastoplastiques les plus simples, adaptés à l’étude des matériaux métal-
liques, sont le modèle d’écrouissage isotrope linéaire de Prandtl-Reuss, et l’écrouissage cinématique
linéaire de Prager, tous deux pouvant s’exprimer en fonction de deux paramètres plastiques :

– une limite d’élasticité σ0,
– un module d’écrouissage k (constant pour un écrouissage linéaire).
Le modèle d’écrouissage cinématique linéaire de Prager a été choisi dans un premier temps

comme modèle pour l’identification. Naturellement, ce modèle simple ne peut pas retranscrire toute
la complexité du développement de la plasticité. L’objectif est ici de :

– mettre en place une méthode d’identification locale des paramètres de ce modèle,
– de caractériser ses performances pour l’identification. L’utilisation de modèles plus représen-

tatifs du comportement réel des matériaux métalliques reste envisageable.
Nous allons donc décrire de façon tensorielle le comportement élastoplastique pour ce modèle.
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1.3.2.1 Description instantanée du comportement élastoplastique tangent

L’écriture du modèle de Prager se fait ici en contraintes planes, et le tenseur de contrainte peut
s’écrire sous forme vectorielle :

σ =

σxxσyy
σxy


La fonction d’écoulement associée à ce modèle s’écrit

f(σ,X) = (σ −X)II − σ0 =

√
3
2
ξTPξ − σ0, (1.50)

avec ξ = σ −X, et P = 1
3

 2 −1 0
−1 2 0
0 0 6

.

Le modèle que nous avons choisi d’identifier peut être représenté synthétiquement par les quatre
équations suivantes :

σ = Ae(ε− εp), (1.51)

f(σ,X) =

√
3
2
ξTPξ − σ0 ≤ 0, (1.52)

ε̇p = γ̇
∂f

∂σ
, (1.53)

Ẋ =
2
3
kε̇p, (1.54)

où Ae représente le tenseur d’élasticité.

De façon plus synthétique encore, le comportement peut alors être décrit par deux équations,
l’une valable à l’intérieur du domaine élastique, l’autre à la frontière du domaine :

σ̇ = Aeε̇


pour f < 0
ou

f = 0 et
(
∂f
∂σ

)
: σ̇ ≤ 0

σ̇ = Lε̇ pour f = 0 et
(
∂f
∂σ

)
: σ̇ > 0.

(1.55)

L’écriture du tenseur tangent L qui apparaît ci dessus est donc un point particulièrement im-
portant, qui va permettre d’exprimer la relation de comportement élastoplastique instantanée pendant
l’écrouissage. L’écriture du modèle qui va suivre se fait d’après [Simo & Hughes, 1998]. Nous pou-
vons écrire d’après les équations (1.51) et (1.53) :

σ̇ = Ae

(
ε̇− γ̇ Pξ√

ξTPξ

)
. (1.56)
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Il reste alors à écrire le multiplicateur plastique en fonction de ε̇. En développant la relation de cohé-
rence ḟ = 0, et en exprimant σ̇ d’après l’équation (1.51) :

γ̇ =

√
ξTPξ(

ξTPAePξ + 2
3kξ

TPPξ
) . (1.57)

L s’écrit alors :

L = Ae −
m⊗m
1 + β

, (1.58)

avec

m =
AePξ√
ξTPAePξ

, (1.59)

β =
2
3

kξTPξ
ξTPAePξ

. (1.60)

(1.61)

La formulation donnée par l’équation (1.55) est utile en cas de description continue d’un pro-
blème mécanique.

Étant donné le caractère discret de l’information expérimentale à notre disposition, une descrip-
tion incrémentale dans le temps du comportement est préférable. Pour cela nous formulons à nouveau
les relations de comportement élastoplastiques sous forme incrémentale.

1.3.2.2 Description incrémentale du comportement élastoplastique

Le modèle de Prager, décrit précédemment de façon instantanée, peut s’écrire de façon incré-
mentale grâce à un schéma implicite (toujours d’après [Simo & Hughes, 1998]). Dans ce qui suit,
pour le pas n + 1 par exemple, l’indice n fait référence à l’état en début de pas tandis que l’indice
n+ 1 fait référence à l’état en fin de pas. Le modèle de Prager s’écrit alors :

σn+1 = Ae(εn+1 − εpn+1), (1.62)

ξn+1 = σn+1 −Xn+1 (1.63)

εpn+1 = εnp + ∆γPξn+1, (1.64)

Xn+1 = Xn +
2
3

∆γkξn+1, (1.65)

f =

√
3
2
ξTn+1Pξn+1 − σ0 ≤ 0, (1.66)

avec k le module d’écrouissage constant. En combinant les équations (1.63) et (1.64), il vient :

ξn+1 =
1

1 + 2
3∆γk

(σn+1 −Xn) (1.67)



52 MESURES DE CHAMPS, IDENTIFICATION ET MODÈLES DE PLASTICITÉ

En combinant les équations (1.66) et (1.67) l’incrément de multiplicateur plastique ∆γ s’écrit :

∆γ =
3
2k

(√
3
2
α

σ0
− 1

)
(1.68)

avec
α2 = (σn+1 −Xn)T P (σn+1 −Xn)

Les équations (1.62) et (1.64) permettent d’écrire une relation liant σn+1 et εn+1 via un module Ξ :

σn+1 = Ξ (εn+1 − εpn) + Ξ
∆γ

1 + 2
3∆γk

Xn (1.69)

où Ξ =

[
A−1
e −

∆γ(σ0)
1 + 2

3k∆γ(σ0)
P

]−1

(1.70)

Cette équation se révèle être particulièrement intéressante lorsque l’on se trouve sur un pas plastique
pour lequel l’écrouissage est initialement nul (i.e. Xn = 0 et εnp = 0). Dans ce cas l’on peut obtenir
une écriture directe du tenseur élastoplastique sécant As

p :

σn+1 =
[
As
p

]
n+1

(εn+1) ,[
As
p

]
n+1

= Ξ si Xn = 0 et εpn = 0
(1.71)

Dans les autres cas, il n’existe pas de relation explicite entre σn+1 et εn+1, mais il est possible
d’écrire un tenseur élastoplastique tangent At

p tel que
[
At
p

]
n+1

= dσ
dε |n+1. Pour obtenir cette écriture,

nous suivons la démarche présentée au paragraphe 1.3.2.1 et nous écrivons l’équation de cohérence
dfn+1 = 0 sous la forme :

ξTn+1Pdξn+1 = 0 (1.72)

Pour expliciter dξn+1 nous différencions l’équation (1.67) puis (1.62) ce qui permet d’écrire succes-
sivement :

dξn+1 =
1

1 + 2
3∆γk

(
dσn+1 −

2
3
ξn+1kd∆γ

)
(1.73)

dσn+1 = Ξ

[
dεn+1 −

d∆γ
1 + 2

3∆γk
Pξn+1

]
(1.74)

Par combinaison des équations (1.72) et (1.73) l’équation de cohérence s’écrit :

d∆γ =
3
2k
ξTn+1Pdσn+1

ξTn+1Pξn+1

(1.75)

ou encore, en explicitant dσn+1 par l’équation (1.74) :

d∆γ =

(
1 + 2

3∆γk
)

(1 + βn+1)
ξTn+1PΞdεn+1

ξTn+1PΞPξn+1

(1.76)

avec βn+1 =
2
3
k

(
1 +

2
3

∆γk
)

ξTn+1Pξn+1

ξTn+1PΞPξn+1

(1.77)
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Utilisant alors l’écriture de d∆γ donnée par l’équation (1.76), nous reprenons l’équation (1.74)
pour écrire :

dσ

dε
|n+1 = Ξ− Nn+1 ⊗Nn+1

1 + βn+1
(1.78)

où le vecteur normal s’écrit :
Nn+1 =

ΞPξn+1√
ξTn+1PΞPξn+1

. Le tenseur dσ
dε |n+1 est un tenseur tangent en fin de pas, et l’on considère ici, en première approxi-

mation, que le tenseur tangent incrémental lui est égal :

[
At
p

]
n+1
≈ dσ

dε
|n+1 (1.79)

Le tenseur At
p peut donc être qualifié de pseudo-tangent.

1.3.2.3 Conclusion

Pour le modèle de Prager, nous sommes maintenant en mesure d’écrire différents tenseurs de
rigidité relatifs au comportement élastoplastique :

– le tenseur Ξ (1.70), qui sous certaines conditions est un tenseur élastoplastique sécant (1.71),
– le tenseur élastoplastique pseudo-tangent

[
At
p

]
n+1

(1.78). , s’écrivant en fonction de Ξ, ∆γ,
,ξn+1, k et σ0.

Ces tenseurs vont permettre d’écrire une fonctionnelle d’écart en relation de comportement pour la
plasticité.
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2.1 Application de la méthode d’erreur en relation de comportement à
l’identification élastoplastique

L’identification du comportement d’un matériau à partir du déplacement plan obtenu par corréla-
tion d’images numériques est le problème qui sera abordé ici. En tout généralité, les mesures de

surface dont nous disposons ne permettent pas d’identifier les propriétés du matériau dans un volume
complet. C’est pour cette raison que nous traiterons le cas d’éprouvettes fines et plates pour lesquelles
l’hypothèse de contrainte plane est réaliste. Sur chacun des incréments de déformation, trois compo-
santes planes de la déformation sont mesurées, ce qui permet d’identifier localement trois paramètres
matériels. Le paragraphe qui va suivre a pour objet la présentation du cadre choisi pour formuler et
résoudre le problème d’identification d’un comportement élastoplastique à écrouissage cinématique
linéaire en petites perturbations.

2.1.1 Identification d’un tenseur de souplesse par l’erreur en relation de comporte-
ment

La méthode inverse mise en place s’appuie sur une formulation variationnelle d’erreur en re-
lation de comportement, présentée au paragraphe 1.2.2.4. Pour plusieurs pas de chargements succes-
sifs, le champ de déplacement u∗ est mesuré sur le domaine Ω. Les résultantes des efforts Ri sont
connues sur des bords

(
ΓRi , i = 1 . . . Ni

)
de Ω. Les bords libres

(
ΓFj , j = 1 . . . Nj

)
sont tels que(

∪Ni
i=1ΓRi

)
∪
(
∪Nj

j=1ΓFj
)

= ∂Ω et
(
∪Ni
i=1ΓRi

)
∩
(
∪Nj

j=1ΓFj
)

= ∅. Les forces volumiques sont négli-
gées (devant l’amplitude des contraintes appliquées dans le cadre de cette étude).

Nous allons nous intéresser à deux types de formulation du problème mécanique : une formu-
lation standard, et une formulation incrémentale. La formulation standard est associée à un pas de
chargement global pour lequel la déformation est obtenue entre un état de référence non déformé et
un état déformé. La formulation incrémentale est associée à un incrément de chargement pour lequel
la déformation est calculée entre deux états déformés successifs.

Le problème de l’identification élastique consiste ainsi à obtenir le tenseur d’élasticité As
e et la

contrainte σ qui satisfassent l’équation d’équilibre (2.1), la relation de comportement (2.2) et l’équi-
libre global (2.3) pour un pas de chargement pour lequel il n’y a pas d’écrouissage. L’identification
plastique consiste à obtenir, lors d’une transformation plastique, le tenseur plastique tangent At

p et
l’incrément de contrainte ∆σ vérifiant les équations (2.4, 2.5, 2.6) de la formulation incrémentale,
appliquée sur un incrément plastique :

Formulation standard

div σ = 0 dans Ω (2.1)

ε(u∗) = As σ dans Ω (2.2){
Ri =

∫
ΓR

i
σ · n ds,

σ · n = 0 sur ΓFj .
(2.3)

Formulation incrémentale

div ∆σ = 0 dans Ω (2.4)

ε(∆u∗) = At ∆σ dans Ω (2.5){
∆Ri =

∫
ΓR

i
∆σ · n ds,

∆σ · n = 0 sur ΓFj .
(2.6)
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A l’intérieur du domaine élastique, le comportement est décrit par une matrice de souplesse
élastique Be, pouvant être obtenue soit par la "formulation standard" soit par la "formulation incré-
mentale". En théorie, Be = Bs

e = Bt
e, avec Bs

e le tenseur élastique sécant, et Bt
e le tenseur élastique

tangent. En pratique, pour utiliser des données servant à l’identification ayant un rapport signal sur
bruit optimal nous opterons pour une formulation sécante pour l’identification des paramètres élas-
tiques.

Comme nous l’avons vu dans le paragraphe 1.3.2.2, dès l’apparition de la plasticité, le compor-
tement associé au modèle de Prager peut être décrit soit par un tenseur élastoplastique sécant Bs

p, ou
un tenseur élastoplastique tangent Bt

p.

Nous associons à la formulation standard la fonctionnelle Gs, et à la formulation incrémentale
la fonctionnelle Gt :

Gs(τ ,Bs) =
1
2

∫
Ω

(ε(u∗)−Bs : τ )T : Bs−1 : (ε(u∗)−Bs : τ ) dΩ (2.7)

Gt(∆τ ,Bt) =
1
2

∫
Ω

(
ε(∆u∗)−Bt : ∆τ

)T : Bt−1 :
(
ε(∆u∗)−Bt : ∆τ

)
dΩ (2.8)

où ε(u∗) est la déformation associée au déplacement mesuré. Les champs de contrainte τ et ∆τ
appartiennent respectivement aux espaces Σadm et ∆Σadm :

Σadm = {τ régulière et symétrique vérifiant (2.1) et (2.3)}, (2.9)

∆Σadm = {∆τ régulière et symétrique vérifiant (2.4) et (2.6)}. (2.10)

(par τ régulière et symétrique nous entendons τ ∈ (L∞(Ω))2×2
sym, de même que pour ∆τ ).

Sous l’hypothèse des contraintes planes, en utilisant les notations de l’ingénieur, soit ξ l’espace
des tenseurs de rigidité admissibles (élastique ou plastique) :

ξ =
{
B ∈ (L∞(Ω))3×3

sym ;Bij constant par morceaux,B défini positif
}

(2.11)

La méthode d’identification est fondée sur des propositions qui ont été démontrées dans [Gey-
monat & Pagano, 2003], ces propositions peuvent s’écrire pour la fonctionnelle Gs de la façon sui-
vante :

(i) Gs(τ ,Bs
e) ≥ 0, ∀(τ ,Bs

e) ∈ Σadm × ξ
(ii) Gs(τ ,Bs

e) = 0⇔(2.2) est vraie avec σ = τ et As
e = Bs

e

(iii) La fonctionnelle Gs est séparément convexe sur Σadm × ξ

Ces propriétés restent vraies pour la fonctionnelle Gt(∆σ,Bt
e) avec (∆σ,Bt

e) ∈ (∆Σadm, ξ). Elles
s’appliquent de la même façon aux fonctionnelles pastiques Gs(σ,Bs

p) et Gt(∆σ,Bt
p) avec (σ,Bs

p) ∈
(Σadm, ξ)) et (∆σ,Bt

p) ∈ (∆Σadm, ξ), respectivement.

Pour chaque comportement sécant ou tangent, le problème d’identification est alors équivalent
à la minimisation de la fonctionnelle correspondante. La stratégie numérique de minimisation sera
développée dans le paragraphe suivant.
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2.1.2 Choix et implémentation d’une méthode éléments finis appropriée

Pour minimiser les fonctionnelles Gs et Gt, il faut en premier lieu définir une description de trois
champs : les déplacements, les contraintes et les propriétés matérielles. Ces champs sont nécessaires
au calcul des fonctionnelles et de leurs dérivées. Une solution est d’avoir recours à une méthode de
type éléments finis [Batoz & Dhatt, 1990]. La méthode que nous utilisons repose sur une formulation
mixte, dont la spécificité est l’indépendance entre le champ de contrainte et le champ de déplacement
(pour les méthodes éléments finis traditionnelles, le champ de contrainte est calculé via la relation de
comportement après dérivation du champ de déplacement).

2.1.2.1 Interpolation en contrainte

Le champ de contrainte doit être équilibré, il vérifie donc l’équation (2.1) ou (2.4) selon le
problème considéré. Une première méthode est d’imposer l’équilibre en ayant recours à des multi-
plicateurs de Lagrange lors de la détermination des contraintes. L’utilisation de ces multiplicateurs
présente l’inconvénient d’augmenter considérablement la taille du système à résoudre pour le calcul
de la contrainte, tout en détériorant le conditionnement.

Pour rendre le calcul de contrainte plus direct, nous avons choisi une formulation en contrainte
utilisant les fonctions d’Airy, cette formulation est naturellement équilibrée [Germain, 1986]. Sur
chaque élément du maillage, le potentiel d’Airy est choisi comme un polynôme de degré 3 :

ϕ(x, y) =
3∑
i=0

3∑
j=0

aijx
iyj (2.12)

Les trois composantes de la contrainte sont dérivées de ce potentiel :

τxx(x, y) = ϕ,yy =
3∑
i=0

3∑
j=2

j(j − 1)aijxiyj−2 (2.13)

τyy(x, y) = ϕ,xx =
3∑
i=2

3∑
j=0

i(i− 1)aijxi−2yj (2.14)

τxy(x, y) = −ϕ,xy = −
3∑
i=1

3∑
j=1

ijaijx
i−1yj−1 (2.15)

(2.16)

Quel que soit le choix des aij , divτ = 0. Sur chaque noeud "contrainte" (cf. figure 2.1), les inconnues

sont
(
ϕ, ∂ϕ∂x ,

∂ϕ
∂y ,

∂2ϕ
∂x∂y

)
. Ce sont donc des inconnues formulées à partir du potentiel de contrainte.

Nous avons choisi ici un potentiel bicubique car il est associé à une richesse de description que
nous avons jugée suffisante : les variations de la contrainte sont alors de degré 1 au minimum suivant
chaque axe du repère principal du plan.

Notons que du fait de cette interpolation particulière, certaines contraintes ne sont pas continues
d’un élément sur l’autre :
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– la contrainte σxx est continue suivant l’axe x mais n’est pas continue suivant l’axe y,
– la contrainte σyy est continue suivant l’axe y mais n’est pas continue suivant l’axe x,
– La contrainte σxy est continue.
La continuité des contraintes peut être imposée par ailleurs, en utilisant par exemple des multi-

plicateurs de Lagrange. Bien que ces conditions de continuité supplémentaire aient été implémentées
dans le code de calcul, leur utilisation n’a pas été nécessaire dans la suite de ce travail.

2.1.2.2 Interpolation des paramètres matériels

Les propriétés matérielles sont considérées comme étant constantes à l’intérieur de chaque élé-
ment du maillage. Nous avons choisi également d’avoir la possibilité de regrouper des éléments en
sous-ensembles pour y fixer des propriétés matérielles constantes. Cette possibilité se montre parti-
culièrement intéressante lorsque des zones matérielles étendues coexistent dans Ω (par exemple pour
des aciers polycristallins à gros grains, matériaux composites. . . ). Il est à remarquer qu’il serait pos-
sible d’opter pour une discrétisation matérielle plus fine, par exemple en introduisant des descriptions
matérielles non plus constantes par éléments mais affines (ou éventuellement plus riches).

2.1.2.3 Interpolation en déplacement

Nous retenons comme données cinématiques les déplacements plutôt que les déformations.
Cela réduit le traitement des données en amont de la procédure d’identification, et les déformations
sont alors calculées par le code, dans chaque élément. Souhaitant, dans des applications expérimen-
tales, utiliser toute la richesse du champ de déplacement obtenu par corrélation d’images numériques,
nous avons choisi de travailler avec des éléments rectangulaires, les nœuds "déplacement" de l’élément
contenant chacun deux inconnues : les valeurs de Ux et Uy. Nous nous intéressons à des interpolations
polynomiales du déplacement :

– une première formulation envisagée a été d’utiliser un élément de type Q4P1, à quatre
nœuds. Dans ce cas les déplacements sont donnés par :

Ux(x, y) =
1∑
i=0

1∑
j=0

uxijx
iyj (2.17)

Uy(x, y) =
1∑
i=0

1∑
j=0

uyijx
iyj (2.18)

et les déformations associées sont

εxx(x, y) =
1∑
j=0

ux1jy
j (2.19)

εyy(x, y) =
1∑
i=0

uyi1x
i (2.20)

εxy(x, y) =
1
2

 1∑
j=0

uy1jy
j +

1∑
i=0

uxi1x
i

 (2.21)
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Pour cette interpolation, les déformations sont des polynômes de degré unitaire au plus, et
dépendent de huit coefficients.

– pour la deuxième formulation, un élément de type Q9P2 est utilisé. Dans ce cas les dépla-
cements sont donnés par :

Ux(x, y) =
2∑
i=0

2∑
j=0

uxijx
iyj (2.22)

Uy(x, y) =
2∑
i=0

2∑
j=0

uyijx
iyj (2.23)

et les déformations associées sont

εxx(x, y) =
2∑
i=1

2∑
j=0

iuxijx
i−1yj (2.24)

εyy(x, y) =
2∑
i=0

2∑
j=1

juyijx
iyj−1 (2.25)

εxy(x, y) =
1
2

 2∑
i=1

2∑
j=0

iuyijx
i−1yj +

2∑
i=0

2∑
j=1

juxijx
iyj−1

 (2.26)

Pour cette interpolation, les déformations sont des polynômes de degré deux au plus, et dé-
pendent de dix-huit coefficients.

Le fait d’avoir une description cinématique moins riche que la description en contrainte en-
gendre des instabilités pour le calcul de la contrainte, ce qui n’est pas souhaitable pour la robustesse
de la méthode inverse. L’élément Q9P2 est un bon compromis entre la richesse de description et
la complexité de la formulation des déplacements. Ce choix permet une faible différence d’ordre de
grandeur entre les variations de contrainte et les variations de déformation pour une loi de compor-
tement constante sur chaque élément contrainte-déplacement. Le support géométrique de cet élément
est illustré sur la figure 2.1.

support géométrique

nœud « déplacement »

nœud « contrainte »

FIG. 2.1 – Élement mixte contrainte et déplacement

2.1.3 Résolution du problème d’identification élastoplastique

A partir des descriptions par éléments finis que nous venons de décrire dans le paragraphe 2.1.2,
il est possible de calculer et minimiser les fonctionnelles Gs et Gt sur l’ensemble du domaine Ω. Une
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méthode de relaxation est utilisée pour minimiser la fonctionnelle. Cette méthode consiste à minimiser
successivement les fonctionnelles par rapport à leurs premiers et seconds arguments. Elle nécessite un
champ de déplacement mesuré, des résultantes d’effort, ou encore des informations relatives aux bords
libres. Les deux minimisations (i.e. par rapport au premier argument : minimisation "en contrainte"
et par rapport au deuxième argument : minimisation "matérielle") sont exécutées de façon alternative
jusqu’à la convergence. Les propriétés de convexité séparée des fonctionnelles assurent l’existence
d’une solution à chacun des deux problèmes de minimisation.

2.1.3.1 Calcul de la contrainte

Le calcul de la contrainte sera identique en élasticité et en plasticité, que la formulation soit
standard ou incrémentale. Il consiste à minimiser la fonctionnelle correspondante par rapport à son
premier argument. Ci dessous, nous prendrons comme exemple le calcul de la contrainte dans le cas
d’une formulation standard.

Respect de la relation de comportement

Nous calculons la contrainte ou l’incrément de contrainte par minimisation de la fonctionnelle Gs.

σ = ArgminGs(B, ·) (2.27)

Notons U le vecteur contenant les inconnues nodales relatives à la contrainte
(
ϕ, ∂ϕ∂x ,

∂ϕ
∂y ,

∂2ϕ
∂x∂y

)
.

La solution en contrainte s’obtient en résolvant le système KU = F avec :
– K le Hessien de Gs calculé par rapport à U,
– F le gradient de Gs par rapport à U, calculé au point U = 0.
La résolution de ce système revient alors à vérifier l’équation (2.2), l’équation (2.1) étant sys-

tématiquement vérifiée d’après l’écriture des contraintes. Reste alors les conditions aux limites, sur-
imposées au système par des multiplicateurs de Lagrange. Deux cas peuvent se présenter :

1. une résultante des efforts extérieurs est connue (via la cellule de force d’une machine de traction
par exemple),

2. on dispose d’informations sur un bord du domaine libre d’efforts.

Nous pouvons également imposer des distributions d’efforts mais cela ne sera ni présenté ni utilisé
dans la suite, car expérimentalement l’accès à de telles distributions est délicat, voire impossible.

Équilibre des résultantes d’efforts

On calcule la résultante R sur un bord par sommation des résultantes élémentaires dR calculées
sur chaque élément du bord considéré. Nous prenons dans ce qui suit l’exemple d’un bord vertical (cf.
figure 2.2).

Sur ce bord, on calcule
∫
τ ·ndx et on fixe arbitrairement pour l’exemple la normale extérieure

n = x :
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nœud 1

nœud 2

x

y
hY

FIG. 2.2 – bord d’un élément contrainte

dRx = [ϕ,y]1 − [ϕ,y]2 (2.28)

dRy = − [ϕ,x]1 + [ϕ,x]2 (2.29)

Après sommation, l’expression de la résultante est très simple puisqu’elle ne fait intervenir que les
nœuds extrêmes du bord chargé.

Équilibre des bords libres

L’équilibre des bords libres s’écrit τn = 0 en tout point du bord. Reprenons l’exemple du bord
vertical donné sur la figure 2.2. Dans ce cas particulier,

∀(x, y) ∈ bord : τxx = 0 et τxy = 0 (2.30)

Sur le bord, τxx est de degré unitaire et τxy de degré deux. Pour remplir la condition de bord libre,
on écrit alors la nullité de τxx en deux points distincts, et la nullité de τxy en trois points distincts du
bord, pour le premier élément du bord que l’on contraint. Pour les élément suivants, il faut éviter les
redondances car τxy est continue d’un élément sur l’autre. L’algorithme 1 présente la méthode retenue
pour imposer l’équilibre d’un bord libre vertical de Ny éléments dans le cas d’un maillage régulier.

Pour ie de 1 à Ny faire
τiexx(x, y0 + (ie − 1)× hY ) = 0

τiexx(x, y0 + (ie)× hY ) = 0

τiexy(x, y0 + (ie − 1)× hY ) = 0

τiexy(x, y0 + (ie − 1/2)× hY ) = 0
Fin Pour
ie ← Ny

τiexy(x, y0 + ie × hY ) = 0

Algorithme 1: Calcul de l’équilibre d’un bord libre vertical
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2.1.3.2 Détermination des propriétés matérielles élastiques

Pour calculer les propriétés matérielles, on écrit la stationnarité de la fonctionnelle Gs ou Gt par
rapport au tenseur de souplesse B. Nous aborderons uniquement le cas du problème standard faisant
référence à la fonctionnelle Gs même si tout ce qui va suivre s’applique également à la fonctionnelle
Gt :

B = arg minGs(·, τ ) (2.31)

Le pas de chargement considéré pour l’identification des paramètres élastiques doit alors être
complètement élastique. Dans [Constantinescu, 1994] est introduite la décomposition du tenseur élas-
tique dans la base des tenseurs propres pour l’identification des paramètres élastiques. Si l’on ne fait
aucune hypothèse sur les paramètres d’orientation du tenseur élastique, pour un modèle tridimension-
nel 6 modules élastiques propres permettent de déterminer 6 paramètres de l’élasticité au plus, tandis
que pour une modélisation plane 3 modules élastiques propres permettent de déterminer 3 paramètres
de l’élasticité au plus.

Deux cas seront alors étudiés ici, selon que l’on considère un comportement élastique à symétrie
cubique ou isotrope. L’identification de l’élasticité cubique sera présentée en premier lieu, l’élasticité
isotrope en étant un cas particulier.

Élasticité à symétrie cubique

Pour un comportement élastique à symétrie cubique, en contrainte plane, en adoptant les notations
(ε1, ε2, ε3) = (εxx, εyy, εxy), la loi de comportement ε = Beτ prend la forme :

ε1

ε2

ε3

 =

be1 be2 0
be2 be1 0
0 0 be3

τ1

τ2

τ3

 (2.32)

avec be1 = 1/E, be2 = −ν/E, be3 = 1/(2G). Le tenseur élastique est ensuite décomposé sur la base
des tenseurs propres ce qui donne une écriture simple de l’identification des valeurs propres de ce
tenseur :

ε̃1

ε̃2

ε3

 =

b̃e1 0 0
0 b̃e2 0
0 0 be3

τ̃1

τ̃2

τ3

 (2.33)

D =


1√
2

1√
2

0
− 1√

2
1√
2

0
0 0 1

 , B̃e = DTBeD (2.34)

ε̃ = DTε (2.35)

τ̃ = DTτ (2.36)
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avec D la matrice de passage permettant de diagonaliser le tenseur de souplesse Be, et ε̃ = (ε̃1, ε̃2, ε3), τ̃ =
(τ̃1, τ̃2, τ3) sont les déformations et contraintes écrites dans la base propre de Be, respectivement.

La fonctionnelle élastique G(i)
s peut alors s’écrire sur chaque sous-domaine ωi :

Gs(i) =
∫
ωi

(
b̃
(i)
e1 τ̃

2
1 + b̃

(i)
e2 τ̃

2
2 + b

(i)
e3 τ3

2 +
1

b̃
(i)
e1

ε̃2
1 +

1

b̃
(i)
e2

ε̃2
2 +

1

b
(i)
e3

ε3
2 − τTε

)
dS (2.37)

Le système suivant permet de déterminer les valeurs propres en élasticité cubique
(
b̃
(i)
e1 , b̃

(i)
e2 , b̃

(i)
e3

)
:

∂Gs(i)

∂b̃
(i)
e1

= 0⇒ (b̃(i)e1 )2 =

∫
ωi
ε̃1

2dS∫
ωi
τ̃1

2dS
(2.38)

∂Gs(i)

∂b̃
(i)
e2

= 0⇒ (b̃(i)e2 )2 =

∫
ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2dS
(2.39)

∂Gs(i)

∂b
(i)
e3

= 0⇒ (b(i)e3 )2 =

∫
ωi
ε3

2dS∫
ωi
τ3

2dS
(2.40)

Le tenseur d’élasticité étant défini positif ses valeurs propres b̃e1, b̃e2, be3 sont toutes strictement posi-
tives (ce qui implique ici E > 0, G > 0,−1 < ν < 1). Les trois coefficients élastiques peuvent alors
s’écrire en intégrant les expressions précédentes sur chacun des sous-domaine de calcul ωi :

1/E(i) =
1
2


√√√√∫ωi

ε̃1
2dS∫

ωi
τ̃1

2dS
+

√√√√∫ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2dS

 (2.41)

ν(i) = −E
(i)

2


√√√√∫ωi

ε̃2
2dS∫

ωi
τ̃2

2dS
−

√√√√∫ωi
ε̃1

2dS∫
ωi
τ̃1

2dS

 (2.42)

G(i) =
1
2


√√√√∫ωi

τ2
3 dS∫

ωi
ε2

3dS

 (2.43)

Des trois équations précédentes, nous pouvons voir que des risques de division par zéro peuvent
perturber l’identification des paramètres plastiques. Ce point sera détaillé dans le paragraphe 2.2.1.2
où nous détaillons comment ce problème a été contourné.

Voici le système d’équations précédent en fonction des contraintes et déformations écrites dans
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la base d’origine pour le sous-domaine ωi :

1/E(i) =
1
2


√√√√∫ωi

(εxx − εyy)2dS∫
ωi

(τxx − τyy)2dS
+

√√√√∫ωi
(εxx + εyy)2dS∫

ωi
(τxx + τyy)2dS

 (2.44)

ν(i) = −E
(i)

2


√√√√∫ωi

(εxx + εyy)2dS∫
ωi

(τxx + τyy)2dS
−

√√√√∫ωi
(εxx − εyy)2dS∫

ωi
(τxx − τyy)2dS

 (2.45)

G(i) =
1
2


√√√√∫ωi

τ2
xydS∫

ωi
ε2
xydS

 (2.46)

Élasticité isotrope

La situation est similaire à l’élasticité à symétrie cubique, mais avec be3 = b̃e1. La fonctionnelle
élastique s’écrit alors :

Gs =
∫

Ω

(
b̃e1
(
τ̃2

1 + τ3
2
)

+ b̃e2τ̃
2
2 +

1
b̃e1

(
ε̃2

1 + ε3
2
)

+
1
b̃e2

ε̃2
2 − τTε

)
dS (2.47)

Le système suivant permet de déterminer les propriétés élastiques isotropes localement :

∂G(i)
s

∂b̃
(i)
e1

= 0⇒ (b̃(i)e1 )2 =

∫
ωi

(
ε̃1

2 + ε3
2
)
dS∫

ωi

(
τ̃1

2 + τ3
2
)
dS

(2.48)

∂G(i)
s

∂b̃
(i)
e2

= 0⇒ (b̃(i)e2 )2 =

∫
ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2dS
(2.49)

Les deux coefficients élastiques s’écrivent alors :

1/E(i) =
1
2


√√√√∫

ωi

(
ε̃2

1 + ε3
2
)
dS∫

ωi

(
τ̃2

1 + τ3
2
)
dS

+

√√√√∫
ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2 dS

 (2.50)

ν(i) =
E(i)

2


√√√√∫

ωi

(
ε̃2

1 + ε3
2
)
dS∫

ωi

(
τ̃2

1 + τ3
2
)
dS
−

√√√√∫
ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2 dS

 (2.51)

Pour l’identification, un des avantages de l’élasticité isotrope sur l’élasticité cubique apparaît alors
dans le système d’équations précédent : il n’est pas nécessaire d’avoir une déformation de cisaillement
localement non nulle pour identifier tous les coefficients de la loi élastique sur chaque sous-domaine.

2.1.3.3 Détermination des propriétés matérielles plastiques

Concernant la détermination des propriétés matérielles plastiques, deux cas peuvent se présenter
selon que l’on écrit un problème sécant ou tangent comme cela a déjà été abordé dans le paragraphe
1.3.2.2. L’écriture de ces deux situations fait également intervenir les paramètres élastiques. Comme
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nous ne pouvons pas identifier plus de trois paramètres localement, nous avons choisi de dissocier
l’identification des paramètres élastiques des paramètres plastiques. C’est donc seulement après avoir
identifié des paramètres élastiques que les paramètres plastiques seront identifiés. Chacun de ces deux
problèmes plastiques va maintenant être décrit, en particulier nous nous intéressons à la détermination
de nos deux inconnues plastiques : le module d’écrouissage k et la contrainte de limite élastique σ0,
pour chacun de ces problèmes.

Problème sécant

Pour le problème sécant nous cherchons à déterminer le tenseur élastoplastique sécant Bs
p, ce qui

est possible lorsque la contrainte de rappel Xn est nulle :

[
Bs
p

]
n+1

= Ξn+1 =

[
B−1
e −

∆γ(σ0)
1 + 2

3k∆γ(σ0)
P

]−1

(2.52)

Tout comme le tenseur élastique, le tenseur plastique sécant peut s’écrire en contrainte plane sous une
forme similaire à celle du tenseur élastique :

Bs
p =

bps1 bps2 0
bps2 bps1 0

0 0 bps3

 (2.53)

L’équation (2.52) permet d’écrire chacune des trois valeurs propres de Bs
p en fonction de k et σ0.

Après diagonalisation de Bs
p et en écrivant la stationnarité de Gs par rapport aux valeurs propres de

Bs
p, nous obtenons les trois équations suivantes :∫

ωi
ε̃1

2dS∫
ωi
τ̃1

2dS
= (b(i)e1 − b

(i)
e2 ) +

3
2
Kp(k, σ0, τ ) (2.54)∫

ωi
ε̃2

2dS∫
ωi
τ̃2

2dS
= (b(i)e1 + b

(i)
e2 ) +

1
2
Kp(k, σ0, τ ) (2.55)∫

ωi
ε3

2dS∫
ωi
τ3

2dS
= b

(i)
e3 + 3Kp(k, σ0, τ ) (2.56)

avec :

Kp(k, σ0, τ ) =
1
k

1− σ0√
1
ωi

∫
ωi

(
τ2

1 − τ1τ2 + τ2
2 + 3τ2

3

)
dS



Ces trois équations s’écrivent toutes en fonction de l’unique variable plastiqueKp(k, σ0, τ ). Le
couplage entre k et σ0 rend alors impossible leur détermination simultanée en considérant uniquement
le problème sécant associé au premier pas plastique.
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Problème tangent

Le problème tangent peut être écrit de façon générale sur un incrément de chargement plastique,
connaissant la contrainte de rappel Xn calculée au pas précédent. Nous disposons d’une expression
générale en plasticité incrémentale du tenseur élastoplastique tangent (cf. §1.3.2.2, équation (1.71)).
L’écriture du tenseur n’étant pas triviale, la dépendance des trois équations de la plasticité n’a pas pu
être démontrée.

Dans des situations simples (comme par exemple la traction uniaxiale), nous avons calculé nu-
mériquement la fonctionnelle associée au problème tangent, qui sera minimisée pour la détermination
des paramètres plastiques. Une allure de la fonctionnelle est présentée sur la figure 2.3, pour une situa-
tion de traction simple sur un acier (E = 200 GPa, ν = 0.3, k = 10 GPa, σ0 = 300 MPa). Pour cette
situation, la fonctionnelle présente une vallée qui rend impossible une identification du paramètre σ0.
Dans ce cas, le problème tangent permet néanmoins l’identification du module d’écrouissage k.

σ
0

k

280 300 320
9

10

11

1.694

1.695

1.696

1.697

1.698

1.699

1.7

1.701
x 10-5

(MPa)

(G
P

a)

FIG. 2.3 – Allure de la fonctionnelle Gt en traction simple

2.2 Algorithme de résolution

Après avoir présenté quelques éléments théoriques sur l’identification du modèle élastoplastique de
Prager, nous allons tenter de décrire de façon exhaustive dans cette partie la stratégie numérique

qui a permis l’implémentation d’un code de calcul qui sera ensuite adapté à différentes situations
numériques et expérimentales.

Le modèle élastique choisi comporte deux ou trois paramètres selon que l’on considère un
modèle à symétrie isotrope ou cubique, respectivement. En contrainte plane, comme seulement trois
paramètres du comportement peuvent être identifiés localement, nous avons choisi d’identifier les
paramètres élastiques sur un premier pas de chargement qui sera donc supposé être purement élastique.
L’algorithme de résolution élastique sera présenté en premier lieu.
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Une fois les paramètres élastiques identifiés, il devient envisageable d’identifier les paramètres
plastiques sur les pas de chargements suivants. Cette identification devient possible dès l’apparition
d’un écoulement la plastique. Un algorithme de détection a donc été implémenté, il sera présenté dans
un deuxième temps.

Enfin, une fois la plasticité détectée, les paramètres plastiques sont identifiés. La dépendance
des équations plastiques évoquée précédemment a imposé la considération d’un algorithme particulier
permettant l’identification des deux paramètres plastiques associés au modèle de Prager.

2.2.1 Algorithme élastique

Les algorithmes pour l’identification de propriétés élastiques hétérogènes cubiques ou isotropes
seront présentés dans ce paragraphe. Les fonctionnelles Gs(τ ,Be) et Gt(τ ,Be) sont séparément
convexes par rapport à leurs couples de variables respectifs, et le calcul élastique repose sur ces pro-
priétés.

Nous avons retenu une stratégie de détermination des paramètres élastique séparée en deux
étapes distinctes : Un "calcul élastique global" permet, dans un premier temps, de déterminer des
paramètres élastiques homogènes sur le domaine d’observation. Ensuite, la détermination des para-
mètres élastiques locaux est réalisée dans deuxième étape appelée "calcul élastique local". L’intérêt
de cette démarche est double :

– Le calcul élastique global converge rapidement vers les paramètres élastiques moyens, qui
constituent une valeur initiale intéressante pour l’algorithme d’identification locale.

– Parfois, l’identification locale de paramètres élastiques est impossible sur certaines zones
pour lesquelles l’énergie de déformation élastique est trop faible. L’étape préliminaire de
calcul élastique global permet de disposer de paramètres "par défaut" pouvant être attribués
à ces zones, dans le but de pouvoir estimer la contrainte dans ces zones faiblement déformées
et contraintes.

ω1
ω2
ω3
ω4
ω5
ω6
ω7

FIG. 2.4 – Illustration d’une décomposition en sous-domaines pour une identification à une échelle
intermédiaire

Le calcul local se fait pour un découpage en sous-domaines d’identification donnés. L’échelle
de description des propriétés matérielles la plus fine consiste à choisir autant de sous-domaines que
d’éléments contrainte. Une échelle intermédiaire peut être intéressante lorsque l’on dispose d’infor-
mations sur les différentes zones matérielles qui coexistent dans Ω, cette échelle considère alors des
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groupes d’éléments comme étant des sous-domaines ωi. Un exemple d’un tel découpage est représenté
sur la figure 2.4.

Le problème de minimisation étant identique quelle que soit la fonctionnelle utilisée, nous
traiterons dans la suite le cas la fonctionnelle Gs uniquement. Dans les différents algorithmes présentés
par la suite, le calcul de la contrainte est qualifié de "global" tandis que le calcul de la souplesse est
qualifié d’"explicite et local". En effet le calcul de la contrainte se fait en résolvant un système de type
éléments finis présenté au paragraphe 2.1.3.1, tandis que le calcul de la souplesse se fait localement
au moyen des équations (2.41) à (2.43) ou (2.50) et (2.51).

Nous allons maintenant présenter successivement le calcul élastique global et le calcul élastique
local.

2.2.1.1 Calcul global des propriétés élastiques homogènes

L’algorithme 2 présente la stratégie retenue pour identifier des paramètres élastiques homo-
gènes, ce qui constitue une étape préliminaire à l’identification élastique locale. Les itérations de la
minimisation par relaxation sont stoppées lorsque le test sur la contrainte et la souplesse, testτ et
testB respectivement, satisfont les critères préalablement fixés δτ et δB , respectivement.

Le test de convergence sur la souplesse est défini dans l’Algorithme 2 avec ‖•‖ dénotant la

norme 2 de •. Rappelons que Be
hom s’écrivant de façon générale en contrainte plane

b1 b2 0
b2 b1 0
0 0 b3

,

le test de convergence testB s’écrit :

(testB)2 =
2
(
bj+1
1 − bj1

)2
+ 2

(
bj+1
2 − bj2

)2
+
(
bj+1
3 − bj3

)2

2
(
bj1

)2
+ 2

(
bj2

)2
+
(
bj3

)2 (2.57)

Le test de convergence sur la contrainte est défini à l’aide d’une norme sur la contrainte τ et non
sur le potentiel d’Airy φ. Pratiquement, la convergence est testée entre les deux dernières itérations
j et j + 1 sur un nombre fini Np de points Mi sur le domaine Ω (5 × 5 points de test par élément
contrainte) :

(testτ )2 =

∑Np

i=1

[(
τ j+1
xx (Mi)− τ jxx(Mi)

)2
+
(
τ j+1
yy (Mi)− τ jyy(Mi)

)2
+
(
τ j+1
xy (Mj)− τ jxy(Mi)

)2
]

∑Np

i=1

[(
τ jxx(Mi)

)2
+
(
τ jyy(Mi)

)2
+
(
τ jxy(Mi)

)2
]

(2.58)
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[chargement des données← ux, uy, résultantes, bords libres]
[initialisation→ B0, j ← 0]
Tant que (testB > δB OU testτ > δτ ) faire

τ j+1 = argminGs(·,Be
j) + C.L.→ multiplicateurs de Lagrange

Be
j+1 = argminGs(τ j+1, ·) explicite

testB = ‖B
e
j+1−Be

j‖
‖Be

j‖ testτ = ‖τ j+1−τ j‖
‖τ j‖

j ← j + 1
Fait
[sorties]
σ,Be

hom ( Ehom, νhom (+Ghom si symétrie cubique))

Algorithme 2: Calcul élastique global

2.2.1.2 Calcul élastique local

Le tenseur d’élasticité est ici constant sur des sous-domaines d’identification ωi, qui seront
dans la suite les éléments du maillage. Une précaution doit être prise pour le calcul local. D’une
façon générale, il n’est pas toujours possible d’identifier un paramètre localement si ce paramètre
n’intervient pas dans l’énergie de déformation. Pour s’affranchir de ces problèmes d’identifiabilité des
paramètres, un test sur la déformation locale permet de décider si l’identification locale est possible
ou non.

Pour l’identification d’un matériau élastique isotrope, le test est défini localement sur chacun
des Nω sous domaines d’identification ωi comme suit :

‖ε‖(i) =
(

1
ωi

∫
ωi

(
ε2
xx + ε2

yy + ε2
xy

)
dS

)1/2

(2.59)

si ‖ε‖(i) > δε alors E et ν sont identifiés localement

Pour l’identification d’un matériau élastique à symétrie cubique, l’identification du module
de cisaillement G est indépendante de l’identification du module d’Young E et du coefficient de
Poisson ν. Seule la déformation de cisaillement intervient pour cette identification (à ce sujet voir
l’identification élastique à symétrie cubique sur l’essai brésilien, paragraphe 3.1.2). Deux tests doivent
alors être employés :
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‖ε‖(i)1 =
(

1
ωi

∫
ωi

(
ε2
xx + ε2

yy

)
dS

)1/2

(2.60)

‖ε‖(i)2 =
(

1
ωi

∫
ωi

(
ε2
xy

)
dS

)1/2

(2.61)

si ‖ε‖(i)1 > δε1 alors E et ν sont identifiés localement

si ‖ε‖(i)2 > δε2 alors G est identifié localement

Lorsque l’on choisit de ne pas identifier localement un paramètre matériel, la valeur identifiée
lors du calcul global est affectée au sous domaine ωi.

L’algorithme 3 présente le calcul local d’un matériau élastique isotrope, et l’algorithme 4 pré-
sente le calcul local d’un matériau élastique à symétrie cubique. Pour ce dernier calcul, l’identification
locale de G et celle de E et ν sont découplées. Après avoir présenté les différents algorithmes utili-
sés pour le calcul des paramètres élastiques, une étape préliminaire à l’identification des paramètres
plastiques sera abordée : il s’agit de la détection de la plasticité.
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[chargement des données← ux, uy, résultantes, bords libres]
[initialisation→ B0, j ← 0]
Tant que (testB > δB OU testτ > δτ ) faire

τ j+1 = argminGs(·,Bj) + C.L.→ multiplicateurs de Lagrange global
Pour i de 1 à Nω faire

Si ( ‖ε‖local > δε) Alors
B(i)
j+1 = argminGs(τ (i)

j+1, ·) explicite & local
Sinon

B(i)
j+1 = Be

hom
Fin Si

Fin Pour
testB , testτ
j ← j + 1

Fait
[sorties]

σ et ∀i = 1 . . . Nω, B(i)
e (E(i), ν(i))

Algorithme 3: Calcul élastique isotrope local

[chargement des données← ux, uy, résultantes, bords libres]
[initialisation→ B0, j ← 0]
Tant que (testB > δB OU testτ > δτ ) faire

τ j+1 = argminGs(·,Bj) + C.L.→ multiplicateurs de Lagrange global
Pour i de 1 à Nω faire

Bj+1
(i) = argminGs(τ j+1

(i) , ·) explicite & local
Si (‖ε‖1 < δε1) Alors(

E(i) = Ehom
)

&
(
ν(i) = νhom

)
Fin Si
Si (‖ε‖2 < δε2) Alors

G(i) = Ghom
Fin Si

Fin Pour
testB , testτ
j ← j + 1

Fait
[sorties]

σ et ∀i = 1 . . . Nω, B(i)
e (E(i), ν(i), G(i))

Algorithme 4: Calcul élastique cubique local
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2.2.2 Détection de la plasticité

Les paramètres de l’élasticité étant identifiés sur le premier pas de chargement, supposé pu-
rement élastique, ces paramètres sont alors considérés comme paramètres de "référence". Parmi les
pas de chargement suivants, il s’agit maintenant de distinguer les pas élastiques des pas plastiques.
Pour détecter les pas plastiques, une identification élastique est faite (via l’Algorithme 2), permettant
de comparer le tenseur élastique Be ainsi obtenu avec le tenseur élastique de référence Br

e. Lorsque
la différence est trop importante, le pas est considéré comme plastique. Il est possible de comparer
les tenseurs sur le chargement complet (formulation standard, fonctionnelle Gs) ou sur un incrément
de chargement (formulation incrémentale, fonctionnelle Gt). La figure 2.5 illustre cet algorithme de
détection plastique, et les intervalles de tolérance représentés sont associés à l’application du test
élastique testela sur le module tangent.

La difficulté dans l’application de cette procédure est l’ajustement nécessaire du critère δe pour
que des perturbations sur des mesures dans le domaine élastique ne soient pas interprétées comme de
la plasticité.

[Bn
e : tenseur de souplesse identifié élas-

tiquement sur un pas de chargement n]
[Br

e : tenseur de référence élastique]

testela = ‖Bn
e−Br

e‖
‖Br

e‖

Si (testela < δe) Alors
le pas n est considéré comme élas-
tique

Sinon
le pas n est considéré comme plas-
tique

Fin Si

Algorithme 5: Détection de la plasticité

σ

ε

Référence élastique

Intervalle de 
tolérance

Considéré élastique

Plastique

r
eΒ

FIG. 2.5 – Illustration de la détection plastique

L’Algorithme 5 permet de prendre également en compte des décharges élastiques, dès lors que
l’on considère le module tangent.
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2.2.3 Algorithme plastique

Une fois le comportement élastique identifié, l’identification du comportement plastique peut
être réalisée dès que l’apparition de la plasticité est détectée. Dans le paragraphe 2.1.3.3, nous avons
présenté des résultats sur l’identifiabilité des paramètres plastiques.

L’algorithme itératif permettant d’identifier k et σ0 nous a conduit à considérer deux pas de
chargement successifs notés n et n+ 1, tous deux plastiques. La situation idéale pour l’identification
comporte trois pas de chargement, dont un premier pas purement élastique suivi de deux pas plas-
tiques. Il est toutefois possible d’avoir plusieurs pas élastiques avant l’apparition de la plasticité. Les
deux pas n et n + 1 sont représentés sur la figure 2.6, avec les modules tangents et sécants utilisés
pour chacun de ces pas.

Sur le premier pas plastique n, il est intéressant d’écrire un problème sécant : cela permet de
travailler avec des déformations plus importantes que pour le problème tangent. Des déformations
importantes sont associées à un rapport signal sur bruit favorable pour l’identification. Comme c’est
sur ce premier pas que la surface de charge est atteinte, c’est uniquement la contrainte de limite
élastique σ0 qui sera identifiée à partir d’une formulation sécante associée à la fonctionnelle Gs.

Sur le second pas plastique n + 1, le module d’écrouissage k est identifié à partir de l’écriture
d’un problème tangent associé à la fonctionnelle Gt.

ε

σ

σ0

n-1

n n+1

Be
[Bp]n

[Bp]n+1
t

s

FIG. 2.6 – Courbe simple σ − ε

L’Algorithme 6 présente la résolution plastique. Une stratégie itérative et retenue, faisant inter-
venir les pas plastiques n et n+ 1. L’initialisation comporte deux étapes, une étape élastique puis une
étape plastique.

Les tenseurs élastoplastiques sécants et tangents dépendant de la contrainte, une difficulté in-
tervient lors de la minimisation en contrainte des fonctionnelles Gs et Gt. En effet nous avons ici les
relations suivantes :

∆ε = At
p(∆σ) : ∆σ (2.62)

ε = As
p(σ) : σ (2.63)
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Ce problème a été contourné en calculant les contraintes de façon itérative, pour le problème
sécant :

σi = ArgminGs(Bs
p(σ

i−1), ·) (2.64)

où i représente le numéro de l’itération. De même pour le problème tangent :

∆σi = ArgminGt(Bt
p(∆σ

i−1), ·) (2.65)

Les deux premières étapes de cet algorithme ([Initialisation I] et [initialisation II]) visent à
obtenir une première estimation de la contrainte de rappel Xn et de la limite d’élasticité σ0. Dans cette
deuxième étape, l’approximation de la contrainte seuil est basée sur une contrainte de Von-Mises :

(s)II =

√
3
2
sij : sij (2.66)

avec : sij = σij −
1
3
σkkδij (2.67)

Notons que les deux étapes d’initialisation (I et II) se font sur le même incrément de chargement.
La première étape, notée Initialisation I, permet de tester si il y a décharge élastique. Si oui alors le
calcul plastique ne se fait pas. Le module tangent ainsi estimé sur une base de recherche élastique
constitue la valeur initiale pour la deuxième étape, notée Initialisation II.

Lors de la deuxième étape d’initialisation on effectue un calcul de type plastique incrémental,
pour lequel les paramètres plastiques ne sont pas identifiés. Le but est d’estimer un incrément de
contrainte ∆σn et le tenseur d’écoulement Xn nécessaires lors de la première étape des itérations
plastiques. La contrainte σn initiale est alors calculée comme σn−1 + ∆σn, σn−1 étant identifiée
lors du dernier pas élastique.

Les itérations plastiques permettent d’identifier les deux paramètres plastiques k et σ0. À
chaque itération, le calcul plastique au pas n+1 permet de déterminer k, ensuite le calcul plastique au
pas n permet de déterminer σ0. Pour déterminer k et σ0 sur chacun de ces problèmes, la fonctionnelle
plastique correspondante est directement minimisée par rapport au paramètre cherché, à l’aide d’une
minimisation bornée par un algorithme de section dorée. Pour σ0, l’intervalle de recherche est fixé au
pas n comme étant [σn−1,σn], tandis que pour k on peut par exemple choisir l’intervalle [0, E].

Après convergence de l’algorithme, on obtient les contraintes σn et σn+1, les contraintes de
rappel Xn et Xn+1 pour chacun des deux pas plastiques, le module d’écrouissage k, la contrainte de
limite élastique σ0, le tenseur pseudo-tangent

[
Bt
p

]
n+1

au pas n + 1, le tenseur sécant
[
Bs
p

]
n

au pas
n.
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Conclusion

Le deuxième chapitre a permis d’aborder le problème de l’identification élastoplastique pour un
modèle de Prager appliqué à des problèmes plans. Selon que le comportement élastique est à

symétrie isotrope ou cubique, quatre ou cinq paramètres du matériau sont alors identifiés localement.
L’identification de ces paramètres est rendue possible par une fonctionnelle d’écart en relation de
comportement qui exprime de façon variationnelle le problème élastoplastique. Les propriétés de
convexité de cette fonctionnelle rendent intéressante une minimisation par relaxation présentant des
avantages pour l’implémentation numérique. Cette dernière repose sur une méthode de type éléments
finis, les propriétés matérielles peuvent alors être identifiées localement.

La principale difficulté de ce travail fût l’élaboration d’une procédure permettant l’identifica-
tion des paramètres plastiques, l’identification simultanée de ces paramètres étant, en ce qui nous
concerne, hors de portée. Cela a été démontré pour le problème élastoplastique sécant, et constaté
dans des cas particuliers en ce qui concerne le problème tangent. Des travaux sont en cours afin de
permettre la démonstration relative à la non identifiabilité simultanée des propriétés plastiques pour le
problème élastoplastique tangent. D’autres travaux sur l’identification de propriétés élastoplastiques
ont également présenté des problèmes d’identifiabilité similaires sans toutefois en expliquer l’origine
[Grédiac & Pierron, 2006].
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[chargement des données]
unx, u

n
y , u

n+1
x , un+1

y ,Br
e, résultantes pas n et n+ 1

[Initialisation I]
[Calcul élastique pas n, formulation incrémentale]
minGt(∆τn,

[
Bt
e

]
n
)

estimation du module tangent
[
Bt
e

]
n

[Test sur décharge élastique]
Si (
[
Bt
e

]
n
≈ Be) Alors

STOP
Fin Si
[Initialisation II]
[Calcul plastique pas n, formulation incrémentale]
hypothèse : σ0 = (sn−1)II
minGt(∆τn,

[
Bt
p

]0
n
)

Estimation de Xn

i← 1;
[Itérations plastiques]
Tant que (tests > δs OU testt > δt) faire

[Calcul plastique pas n+ 1, formulation incrémentale]
min(∆τ i

n+1) Gt(∆τ
i
n+1,

[
Bt
p(τ

i−1
n )

]i−1

n+1
)

min(k) Gt(∆τ in+1,
[
Bt
p(τ

i
n, k)

]i
n+1

)

[Calcul plastique pas n, formulation standard]
min(τ i

n) Gs(τ in,
[
Bs
p(τ

i−1
n )

]i−1

n
)

min(σ0) Gs(τ in,
[
Bs
p(τ

i
n, σ0)

]i
n
)

tests =

∥∥∥[Bs
p(τ i−1

n )]i
n
−[Bs

p(τ i−2
n )]i−1

n

∥∥∥∥∥∥[Bs
p(τ i−2

n )]i−1

n

∥∥∥
testt =

∥∥∥[Bt
p(∆τ i−1

n+1)]i
n+1
−[Bt

p(∆τ i−2
n+1)]i−1

n+1

∥∥∥∥∥∥[Bt
p(∆τ i−2

n+1)]i−1

n+1

∥∥∥
testσ = ‖τ

i
n−τ

i−1
n ‖

‖τ i−1
n ‖

test∆σ = ‖∆τ
i
n+1−∆τ i−1

n+1‖
‖∆τ i−1

n+1‖
i← i+ 1;

Fait
[sorties]
σn,σn+1,

[
Bt
p

]
n+1

(k),
[
Bs
p

]
n

(σ0),Xn,Xn+1)

Algorithme 6: Algorithme plastique
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Une analyse de la littérature montre qu’un vaste champ de recherche et d’applications en rapport
avec l’identification de paramètres de lois de comportement a été abordé ces vingt dernières

années. Cette thèse a débuté peu après la création, en France, d’un groupe de recherche (GdR 2519)
"Mesures de Champs et Identification en Mécanique des Solides". Une partie des applications qui
seront présentées ici ont donc été directement inspirées par les travaux du groupe de travail "identifi-
cation" de ce GdR, dont un des objectifs a été la comparaison de différentes méthodes d’identification
entre elles. Cette comparaison concerne l’identification de lois de comportement élastiques linéaires
isotropes ou orthotropes et utilise pour cela la même base de données expérimentales.

Pour pouvoir identifier des paramètres de lois élastoplastiques, l’identification préalable des pa-
ramètres élastiques est nécessaire. Nous avons vu dans le paragraphe 1.3.2.2 que les tenseurs associés
au comportement élastoplastique s’écrivent en fonction des paramètres élastiques. L’identification des
paramètres plastiques est donc tributaire de la réussite de l’identification de ces paramètres élastiques.
Pour cette raison motivante, l’identification de paramètres élastiques occupe une part importante de ce
chapitre. Une autre motivation a été la participation au GdR 2519, qui nous a conduit à identifier des
propriétés élastiques isotropes ou à symétrie cubique, homogènes, pour un essai de traction simple
et un essai brésilien. Ces premières études ont constitué un travail fondateur pour le reste de cette
première partie, en particulier à partir d’une simulation numérique de l’essai brésilien.

Une deuxième partie de ce chapitre présente des résultats obtenus lors d’un essai de fatigue
sur un acier Dual-Phase. Nous avons contribué à l’établissement de bilans d’énergie, pour cela une
énergie mécanique localement fournie lors d’un cycle de fatigue est calculée par une méthode basée
sur l’identification élastique. L’originalité de cette approche est que l’on ne cherche pas ici unique-
ment à identifier des propriétés matérielles, mais aussi à estimer des puissances mécaniques fournies
localement. Cette estimation requiert en effet la construction d’un champ de contrainte et d’un champ
de déformation tout au long d’un cycle d’hystérésis mécanique. Cette application permet de souligner
que dans l’erreur en relation de comportement telle que nous l’avons appliquée, le champ de contrainte
est une variable indépendante et c’est ce champ, associé à un matériau hétérogène, qui nous permet ici
l’estimation d’une puissance mécanique. L’intérêt de cette approche est le nombre particulièrement
réduit d’hypothèses fortes faites pour pouvoir déterminer la forme du champ de contrainte.

Enfin une dernière partie de ce chapitre sera consacrée aux résultats obtenus en élastoplasticité.
Les résultats présentés sont particulièrement novateurs pour deux raisons : d’une part pour le nombre
élevé de paramètres devant être identifiés pour un matériau hétérogène, d’autre part pour la difficulté
à identifier un modèle non linéaire. C’est donc la résolution d’un problème particulièrement difficile
qui est abordée dans cette partie. Une première caractérisation numérique de cette identification sera
faite, puis des résultats obtenus à partir de données expérimentales, moins nombreux par manque de
temps, seront présentés.

3.1 Applications en élasticité

3.1.1 Essai de traction simple

Dans le cadre de la participation au GdR 2519, un article écrit vise à comparer différentes
méthodes d’identification entre elles. Cette comparaison concerne en particulier les résultats obtenus
en identifiant des paramètres élastiques lors de diverses situations expérimentales. La plus simple de
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ces situations est un essai de traction simple sur un alliage d’aluminium 2024. L’éprouvette est un
barreau de section 4.8 × 4.8 mm. Deux paramètres élastiques sont identifiés, le module d’Young E
et le coefficient de Poisson ν. Pour cet essai les champs de déplacements sont fournis par F. Hild
du LMT Cachan. Les images de granularité sont prises au moyen d’une caméra 8-bit (1008 × 1016
pixels) munie d’un microscope longue distance, une surface de 2 × 2mm est observée. Une série de
21 images a été prise au cours de l’ensemble du chargement de l’éprouvette. En complément des
champs de déplacement et des mesures d’effort, des propriétés élastique de référence sont fournies.
Celles-ci ont été obtenues par régression linéaire sur l’ensemble de l’essai de traction en mesurant la
déformation par des jauges : Eref = 76± 0.5 GPa, νref = 0.33± 0.01.

Pour la dernière image qui correspond à l’effort maximal F de 2003 N, le champs de déplace-
ment est donné sur la figure 3.1. La composante ux permet d’observer l’allongement du barreau tandis
que la composante uy permet d’observer sa contraction. Les champs étant donnés sur 15× 15 points
ils sont compatibles avec la méthode d’identification.
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FIG. 3.1 – Composantes planes du déplacement pour F = 2003 N

Les résultats de l’identification des paramètres élastiques sont donnés sur la figure 3.2. Pour
chaque image i, un jeu de paramètres (Ei, νi) a été identifié, que l’on peut alors comparer avec la
valeur de référence reportée sur chacun des graphiques. Pour de faibles niveaux d’effort les paramètres
identifiés sont assez éloignés des paramètres de référence mais l’identification s’améliore lorsque la
force appliquée augmente. En effet, de façon générale, pour de faibles amplitudes de déformation
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(dans le domaine élastique) le rapport signal sur bruit s’améliore avec le niveau d’effort.
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FIG. 3.2 – Valeurs des coefficients élastiques identifiées

En moyennant les 5 derniers résultats pour i = {17, . . . , 21}, les valeurs identifiées suivantes
sont obtenues : Eid = 78.3 GPa, νid = 0.343. En comparant ces valeurs avec les valeurs de référence
fournies, l’erreur relative sur le module de Young est de 3% et l’erreur relative sur le coefficient de
Poisson est de 4%. Les valeurs obtenues sont satisfaisantes et nous constatons qu’il est préférable
sur ce type d’essai d’utiliser un nombre important de couples image-force. En effet d’une image sur
l’autre les coefficients élastiques peuvent varier de façon importante. Cette variabilité est associée ici
au bruit expérimental qui entâche les données et perturbe l’identification.

Pour conclure sur cet essai, des propriétés homogènes ont été identifiées à partir d’un essai de
traction simple. Une comparaison entre différentes méthodes d’identification (en particulier la mé-
thode des champs virtuels et la méthode du recalage par éléments finis) a ainsi pu être menée dans le
cadre du benchmark organisé par les membres du GdR 2519. Les modules d’Young identifiés par les
autres méthodes sont compris entre 70 et 75 GPa, et le coefficient de Poisson entre 0.3 et 0.36. Il y a
donc une bonne concordance entre les résultats obtenus par ces différentes méthodes. Cette situation
expérimentale n’a pas permis de montrer ici les principaux avantages de la méthode d’identification
développée, permettant de calculer un champ de contrainte et une distribution de propriétés maté-
rielles. Des situations permettant de mieux rendre compte de ce potentiel sont maintenant abordées.

3.1.2 Identification à partir d’un chargement hétérogène

Un autre essai proposé par le LMT1 de Cachan dans le cadre du GdR 2519 est l’essai de com-
pression diamétrale sur un disque. Cet essai appelé également "essai brésilien" est présenté sur la
figure 3.3. Le disque composé de polycarbonate est supposé être élastique isotrope homogène, d’une
épaisseur e de 9.87 mm et d’un diamètre D égal à 155.15 mm.

1Le LMPF de Châlons-en-Champagne a également proposé des essais de type Iosipescu sur des composites, qui ne sont
pas abordés ici car notre méthode d’identification n’a pas été adaptée à des matériaux anisotropes
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FIG. 3.3 – Description de l’essai brésilien

Une première étude est réalisée à partir de champs de déplacement simulés par le code de calcul
par éléments finis Cast3MTM. Cet essai hétérogène permet de tester les différentes procédures mises
en place pour l’identification de distributions de propriétés élastiques. Dans un deuxième temps, les
champs expérimentaux sont utilisés pour identifier des propriétés élastiques.

3.1.2.1 Identification à partir des données simulées

Le code de calcul par éléments finis Cast3MTM a permis de simuler en contraintes planes l’essai
brésilien pour un chargement et une géométrie identiques à l’essai réalisé expérimentalement. Les
propriétés matérielles ont été choisies proches de celles identifiées pour cet essai (cf. §3.1.2.2). Le
module d’Young E vaut 2.38 GPa, le coefficient de Poisson ν vaut 0.38, et module de cisaillement G
vaut 0.86 GPa. Les déformations simulées sont représentées sur la figure 3.4, celles-ci sont uniquement
affichées sur le domaine d’intérêt Ω qui est carré.

En ce qui concerne l’identification, le matériau élastique est supposé hétérogène et de compor-
tement élastique à symétrie cubique. Le domaine d’étude Ω a été maillé de façon régulière et contient
20× 20 éléments.

L’essai brésilien est particulièrement pénalisant pour l’identifiabilité des trois coefficients (E, ν,G) :
si l’on observe l’allure des champs de déformation donnés sur la figure 3.4, il apparaît que les quatre
coins du domaine Ω ne sont presque pas chargés ce qui rend l’identification de tout coefficient déli-
cate. Plus particulièrement, la composante de déformation εxy est très faible au voisinage des axes de
symétrie horizontaux et verticaux du disque.

Cet essai est donc idéal pour illustrer au travers de résultats la nécessité d’utiliser la procédure
de remplacement implémentée. Rappelons que cette procédure permet, lorsque l’identification d’un
paramètre est localement impossible, d’imposer la valeur de ce paramètre par une valeur identifiée
lors d’un calcul homogène préalable.
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FIG. 3.4 – Composantes planes de la déformation du disque

La forme locale des coefficients (E, ν,G) permet de définir deux critères δε1 et δε2 s’appliquant
à ‖ε‖1 et ‖ε‖2 (cf. équation (2.44)). Ces critères ont été choisis pour "garantir" une bonne identifiabi-
lité locale de chacun des coefficients élastiques.

L’enjeu est maintenant de caractériser l’influence du choix de ces critères sur les valeurs des
coefficients (E, ν,G) identifiées. Pour cela nous allons présenter les résultats de l’identification de
propriétés élastiques cubiques sur l’essai brésilien pour trois couples de paramètres

(
δiε1, δ

i
ε2

)
, i =

1, . . . 3, choisis convenablement. Ces paramètres déterminent l’étendue du domaine pour lequel l’iden-
tification locale sera effectuée, pour des critères trop faibles tout le domaine Ω est identifié localement
tandis que des critères trop élevés feront qu’aucun sous-domaine ne sera identifié localement. Les
trois couples choisis sont représentés sur la figure 3.5. Les critères apparaissent sous formes de lignes
de niveau, leurs valeurs sont rappelées en dessous de chaque sous-figure. Précisons enfin que pour une
meilleure visualisation de ces critères nous avons représenté les déformations ‖ε‖1 et ‖ε‖2 sous une
forme locale, alors que le critère s’applique en fait à une forme intégrée sur chacun des éléments de
ces déformations.

La figure 3.6 présente les trois coefficients d’élasticité identifiés pour le premier jeu de valeurs(
δ1
ε1, δ

1
ε2

)
=
(
8× 10−4, 3× 10−4

)
. Pour ce jeu de valeurs, 91% du domaine Ω est exploité pour

l’identification locale de E et ν, et 76% du domaine est exploité pour l’identification locale de G.
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FIG. 3.5 – Critères en déformation pour l’identifiabilité des modules élastiques

Les principales erreurs se situent au niveau des bords du domaine Ω, à proximité des zones de rem-
placement. Insistons sur le fait que ces erreurs sont principalement localisées sur les zones les plus
faiblement déformées (donc plus difficilement identifiables) et que la répercussion de ces erreurs sur
les champs de contrainte est négligeable vu les faibles niveaux de déformation.
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FIG. 3.6 – Cœfficients élastiques identifiés pour le premier jeu de critère

Pour les deux autres jeux de valeurs suivants
(
δ2
ε1, δ

2
ε2

)
et
(
δ3
ε1, δ

3
ε2

)
, les proportions de domaine

identifié localement s’élèvent à (77%,59%) et (70%,40%), respectivement. Les figures 3.7, 3.8 et 3.9
présentent pour chaque coefficient élastique l’évolution des erreurs relatives de ce même coefficient
en fonction du critère δε employé. L’erreur présentée sur chaque coefficient α est une erreur relative
telle que eα(x, y) = |αref(x, y)− αid(x, y)|/|αref(x, y)|, αref désignant la référence du paramètre α
utilisée pour le calcul direct, et αid désignant le paramètre identifié. L’erreur sur chaque coefficient
élastique diminue lorsque la valeur δε associée augmente. Cela souligne l’intérêt de la procédure de
remplacement et de son utilisation.
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FIG. 3.7 – Évolution des erreurs eE sur le module de Young E en fonction de δε1
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FIG. 3.8 – Évolution des erreurs eν sur le coefficient de Poisson ν en fonction de δε1
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3.1.2.2 identification à partir des données expérimentales

Nous allons ici présenter l’identification de coefficients élastiques cubiques homogènes à partir
de données expérimentales. Les champs de déplacement fournis par F. Hild contiennent 15×18 points
de mesure, ces champs ont été obtenus par corrélation d’images numériques pour une zone de corré-
lation ayant une taille de 64 pixels. Ici, la faible densité du champ mesuré expérimentalement n’a pas
permis d’identifier localement des propriétés élastiques, et le matériau est alors supposé homogène.
Les propriétés mécaniques identifiées sont rappelées dans le Tableau 3.1.

La méthode inverse a été implémentée pour un maillage particulier, et nécessite donc des grilles
de déplacement régulières de taille (2 × i + 1) × (2 × j + 1) pixels, i et j étant des entiers positifs.
Les champs expérimentaux (u∗1x ,u

∗1
y ) sont interpolés pour obtenir des champs (u∗2x ,u

∗2
y ) donnés sur

13× 13 points de mesure ce qui est compatible avec notre méthode d’identification.

La figure 3.10 permet de comparer le champ mesuré u∗1x avec le champ interpolé u∗2x , et l’allure
globale du champ est inchangée. Les mêmes constatations peuvent être faites sur la composante uy
(cf. figure 3.11).
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FIG. 3.10 – Influence de l’interpolation sur la composante ux

E (GPa) ν G (GPa)
valeurs identifiées 2.67 0.43 0.93

valeurs de référence, d’après [Hild & Roux, 2006a] 2.53± 0.02 0.45± 0.01 non identifié

TAB. 3.1 – coefficients élastiques identifiés pour l’essai brésilien et valeurs de référence

Sur cet essai, il peut être intéressant de comparer les champs de contrainte identifiés et les
champs de contrainte théoriques (obtenus avec un calcul par éléments finis pour le jeu de paramètres
E = 2.53 GPa, ν = 0.45). Les figures 3.12, 3.13 et 3.14 présentent pour chaque composante des
contraintes une comparaison entre le champ identifié et le champ théorique. Sur ces trois figures, on
peut observer une bonne concordance entre ces deux champs.
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FIG. 3.11 – Influence de l’interpolation sur la composante uy
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FIG. 3.12 – Champs de contraintes σxx identifiés et théoriques
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FIG. 3.13 – Champs de contraintes σyy identifiés et théoriques



3.1. APPLICATIONS EN ÉLASTICITÉ 89

axe Y

ax
e 

X

σxy (MPa)

-5

0

5

(a) identifié

axe Y

ax
e 

X

σxy (MPa)

-5

0

5

(b) théorique

FIG. 3.14 – Champs de contraintes σxy identifiés et théoriques

3.1.2.3 Conclusion sur l’essai brésilien

L’essai brésilien est de toute évidence un essai difficile à interpréter sans avoir recours à des
techniques de mesure de champ. Originellement introduit pour étudier le fendage du béton (grâce à
l’extension perpendiculaire à l’axe de sollicitation), il permet ici d’exploiter une technique d’identifi-
cation utilisant des mesures de champs : dans la mesure où le disque est déformé pour trois compo-
santes indépendantes de la déformation, il est possible d’identifier des propriétés élastiques cubiques
ce qui est impossible lors d’un essai uniaxial. Cet essai a permis d’établir ici une première caractéri-
sation de la méthode d’identification qui a été développée.

Une solution analytique s’écrivant à partir de potentiels de Kolossoff-Muskhelichvili a été uti-
lisée directement dans la formulation d’une méthode intégrée de mesure et d’identification dans [Hild
& Roux, 2006a] pour traiter cet essai, de cette étude sont issues les les valeurs de référence du Tableau
3.1.

Initialement introduit pour la réalisation d’un benchmark entre les participants du groupe de
travail "identification" du GdR, l’essai brésilien a été ici utilisé de façon originale. En particulier,
l’étude faite à partir de données simulées a permis de mettre en avant les difficultés posées par les
champs hétérogènes lorsque l’on tente d’identifier localement des propriétés mécaniques n’étant pas
sollicitées par le processus de déformation. Une procédure basée sur des critères en déformation per-
met dans ces cas extrêmes de pouvoir faire converger la méthode. Bien que des erreurs très localisées
subsistent à des endroits peu déformés, l’identification locale a pu être menée avec succès dans le cas
de simulations en l’absence de bruit.

3.1.3 Identification d’un matériau élastique hétérogène

Une des qualités de la méthode d’identification qui a été présentée est de pouvoir identifier les
propriétés mécaniques de matériaux hétérogènes. Peu de tentatives d’identification ont été réalisées
dans cette voie ([Constantinescu, 1994; Claire et al., 2003]), et des études originales vont être pré-
sentées ici. Elles concernent la compatibilité des maillages, le contraste de propriétés ou encore la
sensibilité au bruit de mesure pour l’identification de distributions de propriétés.
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Pour étudier l’identification des propriétés de matériaux hétérogènes à partir de simulations nu-
mériques, deux différentes situations mécaniques ont été abordées, en contraintes planes. La première
est celle d’un barreau en traction dans lequel se situe une inclusion dont les propriétés mécaniques
sont différentes du reste du barreau (cf. figure 3.15). Par la suite cet essai sera désigné comme "essai
de l’inclusion". La seconde situation concerne toujours un barreau en traction, cette fois ci constitué
de deux parties juxtaposées de même surface et de propriétés mécaniques différentes (cf. figure 3.19).
Cette situation sera désignée comme l’"essai sur le bicouche".

3.1.3.1 Essai de l’inclusion

Uimp
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Ω2

20
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FIG. 3.15 – Essai de l’inclusion

dans Ω1 dans Ω2

E1 ν1 E2 ν2

50 GPa 0.3 100 GPa 0.3

TAB. 3.2 – Valeurs de référence des paramètres élastiques

Description de l’essai

L’essai de l’inclusion a été initialement traité pour quantifier les performances de la méthode d’iden-
tification face à des situation hétérogènes. La méthode d’identification permet de mailler le domaine
d’identification Ω de façon régulière à l’aide d’éléments rectangulaires. D’une façon générale, quel
que soit le maillage choisi pour l’identification, les hétérogénéités ne pourront pas être retranscrites
parfaitement. Elles seront interpolées au mieux suivant la description par éléments finis rectangulaires.

Ici, le contour géométrique circulaire de l’inclusion ne présente aucune concordance avec le
maillage de la méthode d’identification (cf. figure 3.16). L’inclusion située sur Ω1 et la matrice située
sur Ω2 sont toutes deux élastiques et isotropes.

Les propriétés élastiques de référence ont permis de réaliser une simulation de cet essai. L’in-
clusion possède un module d’Young de 50 GPa et un coefficient de Poisson de 0.3, et la matrice
possède un module de Young de 100 GPa et un coefficient de Poisson de 0.3. Le Tableau 3.2 regroupe
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les valeurs de des coefficients élastiques de référence qui doivent être identifiées. Le déplacement
imposé Uimp vaut 0.6 mm soit 1% de la longueur totale du barreau.

Le domaine d’identification Ω a été discrétisé en 40×40 éléments, soit 6541 nœuds, tandis que
le calcul direct comporte environ 13000 nœuds. Pour déterminer les valeurs de référence nécessaires
pour le calcul de eE et eν , lorsqu’un élément (i) (de surface ωi) se trouve à la fois dans Ω1 et Ω2, on
calcule la valeur de référence de la propriété α par pondération :

α
(i)
ref =

1
ωi

∫
ωi

α(x, y)dS (3.1)

Le contour de l’inclusion a été tracé par rapport au maillage de l’identification sur la figure 3.16,
ainsi que le module de Young de référence Eref qui a été calculé sur le maillage. Le coefficient de
Poisson νref est constant sur Ω et vaut 0.3.
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FIG. 3.16 – Contour de l’inclusion superposé au maillage de l’identification, et module d’Young de
référence Eref

Identification des propriétés élastiques

Le module de Young identifié ainsi que l’erreur relative pour l’identification sont représentés sur la
figure 3.17. Le coefficient de Poisson νid identifié et l’erreur relative associée à son identification sont
représentés sur la figure 3.18.

L’inclusion élastique apparaît nettement sur la figure 3.17. Bien que le maillage de l’identifica-
tion soit constitué d’éléments carrés, on retrouve bien le contour circulaire de l’inclusion et le contraste
de propriétés entre la matrice et l’inclusion est retrouvé. Ce résultat pourrait être sensiblement amé-
lioré si l’on considère non plus les éléments de calcul comme sous domaines pour l’identification,
mais des éléments regroupés en sous-domaines appartenant a priori à la matrice, à l’inclusion et à
l’interface, suivant les résultats de l’identification locale par exemple.
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FIG. 3.17 – Module d’Young Eid identifié et erreur eE associée
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FIG. 3.18 – coefficient de Poisson νid identifié et erreur eν associée

Les erreurs maximales que ce soit pour l’identification du module de Young ou du coefficient
de Poisson (cf. figure 3.18) sont localisées au niveau du contour de l’inclusion pour les éléments les
moins déformés. Le Tableau 3.3 regroupe les valeurs moyennes identifiées pour l’inclusion et pour la
matrice, nous avons ici effectué les moyennes des valeurs pour les éléments de Ω strictement inclus
dans l’inclusion Ω1 ou strictement inclus dans la matrice Ω2.

On pourra remarquer que la raideur de l’inclusion Ω1 est sur-estimée de 18% puisque la moyenne
des modules d’Young de l’inclusion est de 59 GPa. L’erreur sur les autres propriétés moyennes est in-
férieure à 3% : les propriétés sont correctement identifiées en moyenne. Les erreurs maximales que ce
soit pour l’identification du module d’Young ou du coefficient de Poisson (cf. figure 3.18) sont locali-
sées au niveau du contour de l’inclusion, principalement sur les parties gauche et droite de ce contour
qui sont les moins déformées. Ces erreurs ont tendance à se propager : pour le module d’Young on
observe des bandes de raideur importante situées de part et d’autre de l’inclusion, orientées suivant
l’axe de traction X, tandis que pour le coefficient de Poisson ν on peut observer un étalement de
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l’erreur autour des valeurs maximales.

dans Ω1 dans Ω2

< Eid > < νid > < Eid > < νid >

59 GPa 0.31 98 GPa 0.30

TAB. 3.3 – Moyenne des valeurs identifiées dans chacun des sous-domaines

Conclusion sur l’essai de l’inclusion

L’utilisation d’un maillage assez fin nous a permis d’identifier une inclusion élastique avec fidé-
lité. Des erreurs sont localisées au niveau du contour de l’inclusion : c’est à cet endroit que :

– les déformations sont les plus faibles,
– les gradients de contrainte et de déformation sont les plus importants (la discontinuité des

propriétés matérielles entraînant des discontinuités sur les champs), et qu’ils sont le plus
difficilement retranscriptibles par le maillage de la méthode d’identification.

Lorsque l’on essaie de raffiner le maillage utilisé pour l’identification, l’erreur ne diminue pas
de façon significative. Il serait alors intéressant de pouvoir constater l’amélioration de l’identification
par l’utilisation d’un maillage permettant de suivre géométriquement le contour de l’inclusion. Un
maillage "optimal" pour l’identification pourrait alors être construit en se basant sur des observations
portant sur les gradients de déformation.

D’autre part, on pourra remarquer ici que les erreurs sont localisées sur des bandes orientées
suivant l’axe du chargement uniaxial appliqué. Des chargements plus complexes devraient permettre
d’améliorer les résultats de l’identification.

3.1.3.2 Essais sur un bicouche élastique

Le barreau bicouche est constitué de deux matériaux juxtaposés, l’un constituant le domaine Ω1,
et l’autre plus souple constituant le domaine Ω2. Par rapport à l’essai de l’inclusion, cette situation
permet d’étudier plus précisément l’influence de la concordance entre le maillage de l’identification
et les contours des hétérogénéités matérielles.

La figure 3.19 présente le barreau bicouche ainsi que le chargement mécanique lui étant appli-
qué. Les propriétés mécaniques du barreau sont données dans le Tableau 3.4. L’essai de traction sur le
bicouche a été simulé grâce à un code de calcul par éléments finis avec un maillage régulier de 90×60
éléments sur Ω.

Influence du contraste

Dans un premier temps les propriétés élastiques ont été identifiées sur 10 × 10 éléments, en fai-
sant coïncider la frontière entre Ω1 et Ω2 avec le maillage de l’identification. Seul varie ici le contraste
de propriétés entre Ω1 et Ω2. Onze identifications différentes pour différentes valeurs de contraste ont
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FIG. 3.19 – Essai sur le bicouche

été réalisées. Pour chacune de ces simulations, le coefficient de Poisson est homogène sur Ω, tandis
que l’on fait varier le contraste cE = E1/E2 entre 1 et 6. Pour interpréter ces simulations, on consi-
dère les moyennes des erreurs locales sur l’identification de chacun des deux paramètres élastiques :
la moyenne < eE > des erreurs relatives locales sur l’identification du module de Young E, et la
moyenne< eν > des erreurs relatives locales sur l’identification du coefficient de Poisson ν. L’évolu-
tion de ces deux erreurs en fonction du contraste cE est représentée sur la figure 3.20. L’identification
des coefficients élastiques se dégrade lorsque le contraste augmente. Cette tendance s’explique par
l’augmentation des gradients sur les champs de déplacement et de contrainte au voisinage de l’in-
terface entre les deux matériaux lorsque le contraste augmente. La méthode d’identification utilisant
toujours le même maillage, ces gradients sont donc de plus en plus difficiles à approximer au fur
et à mesure que le contraste s’accentue. Nous pouvons également remarquer que l’identification du
coefficient de Poisson se dégrade davantage que celle du module d’Young.
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FIG. 3.20 – Évolution des erreurs moyennes < eE > et < eν > en fonction du contraste cE
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FIG. 3.21 – Décalage du domaine d’identification par rapport à la frontière

Influence de la compatibilité des maillages

Pour étudier l’influence de la compatibilité des maillages, une série d’identifications est effectuée.
Pour les différents traitements de cette série, le domaine d’identification se translate par rapport à
la frontière matérielle notée ∂Ω1,2 entre Ω1 et Ω2. Sur la figure 3.21, nous avons appelé domaine
d’identification de référence le domaine lequel la frontière ∂Ω1,2 coïncide avec le maillage de l’iden-
tification. La constante associée à la largeur d’un élément du maillage suivant l’axeX étant notée hX ,
pour chacune des i simulations le décalage di est donné par l’expression :

di =
i

20
× hX

2
(3.2)

Ainsi, au décalage d0 est associé le domaine d’identification de référence, tandis qu’au déca-
lage d20 est associé le domaine pour lequel la frontière ∂Ω1,2 découpe les éléments du maillage en
deux parts égales. 41 simulations on été ensuite identifiées, pour di = {d0 . . . d40}. Les propriétés
mécaniques du barreau sont identiques pour chacune de ces 41 simulations, et sont données dans le
Tableau 3.4. Pour chacune des simulations, le domaines d’identification est discrétisé de la même
façon en 10× 10 éléments.

Les calculs précédents étaient faits avec une même valeur de référence pour les coefficients
de Poisson de référence ν1 et ν2. C’est également de cette façon que cette étude a été faite, dans
un premier temps. Mais pour mieux faire ressortir l’influence de la compatibilité des maillages sur
l’erreur sur l’identification de ν, nous avons affecté aux coefficients de Poisson de référence ν1 et ν2

des valeurs différentes.

E1 ν1 E2 ν2

200 GPa 0.3 100 GPa 0.5

TAB. 3.4 – Valeurs de référence des paramètres élastiques pour l’essai de compatibilité

La figure 3.22 représente l’évolution des erreurs moyennes sur les paramètres identifiés< eE >
et < eν > en fonction du décalage d variant entre 0 et hX , hX valant ici 2 mm. Pour chacune des
deux configurations extrêmes d = 0 et d = hX , un configuration idéale est atteinte où la frontière
∂Ω1,2 coïncide avec le maillage de l’identification. Le calcul des coefficient élastiques de référence
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FIG. 3.22 – Évolution des erreurs moyennes < eE > et < eν > en fonction du décalage d

sur le domaine d’identification Ω se fait de la façon suivante : le bloc de 4 × 10 éléments situé à
l’extrémité gauche de Ω doit être identifié comme Ω1, le bloc de 5 × 10 éléments situé à l’extrémité
droite de Ω doit être identifié comme Ω2, tandis que la bande de 1 × 10 éléments qui chevauche la
frontière ∂Ω1,2 se voit attribuée des propriétés de référence moyennées au prorata de la surface (de la
même façon que pour l’inclusion).

La figure 3.22 présente l’erreur sur l’identification des paramètres élastiques qui est maximale
pour d ≈ hX/2. C’est pour cette valeur hX/2 que l’interface ∂Ω1,2 coupe les éléments en deux.
L’évolution de < eE > est assez régulière et la croissance de l’erreur se fait de façon monotone de
chaque côté du maximum ce qui n’est pas le cas pour < eE > qui présente des minimums locaux.
En toute logique les résultats confirment l’importance d’utiliser, lorsque cela est possible, un maillage
compatible pour l’identification de matériaux à discontinuités de propriétés matérielles.

3.1.4 Sensibilité au bruit de l’identification élastique

L’étude de sensibilité a été faite dans le cadre du test numérique sur le bicouche et comporte ici
deux étapes. Dans un premier temps, nous avons tenté de caractériser un bruit sur les mesures expé-
rimentales de déplacement avec une approche basée sur la génération d’images de synthèse. L’erreur
ainsi caractérisée a permis de calibrer l’étude suivante, pour laquelle nous avons ajouté au déplace-
ment simulé une perturbation aléatoire. Les propriétés matérielles sont rappelées dans le Tableau 3.5,
la simulation de l’essai sur le bicouche est faite par un calcul éléments finis 2D en contraintes planes
qui comporte 90× 60 éléments Q1.

E1 ν1 E2 ν2

200 GPa 0.3 100 GPa 0.3

TAB. 3.5 – Valeurs de référence des paramètres élastiques pour l’étude de sensibilité au bruit
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FIG. 3.23 – Procédure d’estimation du bruit de mesure expérimental

3.1.4.1 Estimation d’un bruit de mesure par corrélation d’images numériques

La figure 3.23 permet de présenter la démarche qui a été adoptée pour estimer un bruit de me-
sure expérimental. Le bruit qui est ainsi caractérisé prend uniquement en considération les erreurs
liées au traitement des images numériques. Notre approche ne tient pas compte d’erreurs expérimen-
tales associées à la prise d’images (distortions, variations de contraste et de la luminosité, bruit élec-
tronique, défaut de positionnement. . . ). Nous allons maintenant détailler successivement trois étapes
faisant partie de cette estimation, tout d’abord la synthèse d’images, ensuite la corrélation d’images
numériques, et enfin la procédure de filtrage.

Synthèse d’un couple d’images

Pour cette étape, l’image de référence Im1 est associée à la distribution d’un signal 2D d’inten-
sité lumineuse, simulée sur la surface Ω par une distribution aléatoire de tâches gaussiennes de rayons
et d’intensités également aléatoires. Les caractéristiques de l’image sont compatibles avec les carac-
téristiques du matériel que nous utilisons expérimentalement : résolution de 1024 × 1024 pixels et
échantillonnage de l’intensité lumineuse sur 8 bits. L’image ainsi simulée est représentée sur la figure
3.24a. La génération de l’image Im1 consiste à "intégrer" le signal analytique sur chaque pixel de
l’image. L’image obtenue par simulation a été comparée avec une image obtenue expérimentalement.
L’histogramme présenté sur la figure 3.24c permet d’observer la probabilité adimensionnelle na as-
sociée à l’intensité lumineuse nI s’étendant sur 256 niveaux de gris. Pour l’image simulée Im1 la
répartition est mieux centrée et légèrement plus étendue que pour l’image expérimentale Imexp. Le
rayon d’autocorrélation moyen de l’image simulée est de 2.9 pixels, celui de l’image expérimentale
est de 1.95 pixels ce qui est du même ordre de grandeur.

Le déplacement ur est ensuite interpolé par les fonctions de forme de la méthode de calcul par
éléments finis utilisée pour la simulation de ur. Cela permet de travailler avec la déformation direc-
tement issue du calcul éléments finis sans faire d’approximation. Une seconde intensité lumineuse
est calculée à partir de l’intensité lumineuse de référence et de la description continue du champ de
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déplacement ur. Ce champ est alors appliqué à la position des tâches constituant l’image numérique
Im2.
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FIG. 3.24 – Comparaison de l’image de speckle de synthèse Im1 avec une image de speckle expéri-
mentale Imexp

Corrélation d’images numériques

Un algorithme de corrélation dans l’espaces réel est utilisé pour calculer le champ de déplacement
uc à partir des images Im1 et Im2 sur un maillage fin de 122 × 121 nœuds, sur la base de transfor-
mations affines. Le coefficient de corrélation est ici une fonction normée de corrélation. Les zones de
corrélation font 20× 20 pixels, et les nœuds sont disposés tous les 5 pixels suivant chaque axe.

Procédure de filtrage

Le champ uc est volontairement calculé sur un maillage fin pour pouvoir appliquer ensuite un
filtrage purement géométrique. Le champ filtré ucf est obtenu par la procédure de filtrage par splines
approximantes appliquée à ur (cf. §1.1.4), avec ici u∗ = ur et p = 5 · 10−5.
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Caractérisation d’erreurs

Les champs ur, uc et ucf calculés sur différents maillages fins sont ensuite projetés sur un même
maillage plus grossier qui sera utilisé pour l’identification. Ce dernier maillage comporte 20 × 20
éléments Q29. Les figures 3.25, 3.26, 3.27 représentent respectivement les composantes εxx, εyy, εxy
des champs de déformation calculés à partir des champs de déplacement grâce à l’interpolation élé-
ments finis de la méthode d’identification. Pour chacune de ces trois figures, nous avons comparé les
champs de déformation suivants :

– ε(ur) calculé par dérivation du champ de déplacement de référence ur,
– ε(uc) calculé par dérivation du champ de déplacement obtenu par corrélation d’images uc,
– ε(ucf ) calculé par dérivation du champ de déplacement obtenu par corrélation d’images puis

filtrage ucf .

Les valeurs maximales de ces différentes déformations sont compatibles avec des déformations élas-
tiques (dans le cadre de la plasticité des métaux), la valeur maximale étant de 2.7 · 10−3 pour la
composante de traction.

Il est intéressant de constater que la composante de traction εxx est la moins affectée par le
bruit de corrélation. C’est en effet la composante présentant le plus de signal. On constate par ailleurs
sur ces différentes figures que le filtrage permet de diminuer le bruit en faisant ressortir le signal de
référence.
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FIG. 3.25 – Composantes de traction des champs de déformation : (a) : champ de référence ε(ur),
(b) : champ après corrélation ε(uc) et (c) : champ après corrélation puis filtrage ε(ucf )
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FIG. 3.26 – Composantes de contraction des champs de déformation : (a) : champ de référence ε(ur),
(b) : champ après corrélation ε(uc) et (c) : champ après corrélation puis filtrage ε(ucf )
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FIG. 3.27 – Composantes de cisaillement des champs de déformation : (a) : champ de référence ε(ur),
(b) : champ après corrélation ε(uc) et (c) : champ après corrélation puis filtrage ε(ucf )

Pour mieux caractériser la performance de la procédure de filtrage qui a été employée ici, la
figure 3.28 présente des histogrammes de résidus d’erreur après corrélation, avec ou sans filtrage.
L’erreur moyenne sur chaque composante de la déformation reste très proche de zéro après filtrage,
tandis que l’écart type de l’erreur diminue nettement. Le filtrage est donc efficace et n’introduit pas de
biais sur les mesures. Les erreurs moyennes ainsi que les écarts types figurent sur le Tableau 3.6. Ces
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différentes erreurs restent faibles devant les valeurs de déformation (cf. figures 3.25a, 3.26a, 3.27a)
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FIG. 3.28 – Histogrammes d’erreur sur les champs de déformation après corrélation et filtrage

εxx(uc) εxx(ucf ) εyy(uc) εyy(ucf ) εxy(uc) εxy(ucf )
erreur moyenne 6.63·10−7 2.77·10−6 2.35·10−6 1.62·10−6 -1.15·10−6 -1.18·10−6

écart type 1.40·10−4 1.18·10−4 1.12·10−4 3.66·10−5 8.90·10−5 2.57·10−5

TAB. 3.6 – Différentes erreurs pour les déformations calculées à partir de corrélation d’images nu-
mériques, avec ou sans filtrage

Cette étude a donc permis d’obtenir les caractéristiques principales d’un bruit associé à la corré-
lation d’images numériques, ces caractéristiques ont contribué à définir les bornes de l’étude suivante
qui porte sur la sensibilité au bruit de l’identification élastique.

3.1.4.2 Sensibilité de l’identification élastique vis-à-vis du bruit sur les mesures

Ce paragraphe porte sur la robustesse de notre méthode en élasticité. Un bruit blanc gaussien
a été additionné aux données supposées exactes obtenues par le calcul éléments finis. L’amplitude de
bruit est constante sur Ω. En adoptant la convention de notations (ε1, ε2, ε3) = (εxx, εyy, εxy), un
rapport de bruit rnoise sur la déformation est défini de la façon suivante :
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rnoise = max
i=1···3

(
supΩ

∣∣∣εi(u∗noisy)− εi(u∗ref)
∣∣∣

supΩ

∣∣εi(u∗ref)
∣∣ ) (3.3)

où εi représente la ie composante de la déformation. La déformation est calculée d’après le dépla-
cement par les fonctions de forme éléments finis. Chaque composante est soit dérivée à partir du
déplacement de référence donné par le calcul direct noté ici u∗ref, ou à partir du déplacement bruité
u∗noisy. L’étude de sensibilité a été réalisée avec un rapport rnoise variant de 0 à 50%. La valeur maxi-
male du rapport de bruit rnoise est associée à une amplitude crête-à-crête de 4 × 10−4 sur la mesure
de déformation, ce qui est cohérent avec les valeurs données dans le Tableau 3.6. Les variations des
erreurs absolues sur l’identification des paramètres élastiques E et ν augmentent linéairement par
rapport au rapport de bruit (cf. figure 3.29). L’erreur maximale est d’environ 20 GPa pour le module
d’Young, soit une erreur relative inférieure à 20%. Concernant le coefficient de Poisson, l’erreur maxi-
male est de 0, 07, soit une erreur relative de 24%. Pour le bruit maximal appliqué, 10 différents tirages
de bruit ont été utilisés pour génerer 10 champs de déplacement. Ces différents tirages ont permis
d’estimer l’incertitude sur les paramètres identifiés (voir les barres verticales sur la figure 3.29 pour
rnoise = 50%).
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FIG. 3.29 – Erreurs associées à la détermination locale des paramètres élastiques : erreur maximale
(1), erreur moyenne + écart type (2), erreur moyenne (3) , erreur moyenne - écart type (4), erreur
minimale (5)

La figure 3.30 représente les erreurs relatives obtenues sur chaque élément pour l’identification
du module d’Young, sans bruit et pour le rapport de bruit maximal rnoise = 50%. En l’absence de bruit
l’erreur est principalement localisée à l’interface, de plus l’erreur maximale est très faible (1.3%).
Pour rnoise = 50%, l’erreur est plus élevée sur Ω1 que sur Ω2, pour une erreur maximale de 9%. La
dissymétrie de cette distribution peut être expliquée par un rapport signal sur bruit meilleur sur Ω2.
Nous pouvons faire des remarques tout à fait similaires sur les répartitions d’erreurs en observant la
figure 3.31 qui représente les erreurs relatives obtenues sur chaque élément pour l’identification du
coefficient de Poisson de la même façon que la figure précédente. L’erreur eν maximale en l’absence
de bruit est de 8%, tandis qu’elle est de 23% pour rnoise = 50%. Les erreurs pour l’identification de ν
sont donc plus importantes que pour l’identification de E.
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FIG. 3.30 – Erreurs relatives sur le module de Young E identifié
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FIG. 3.31 – Erreurs relatives sur le coefficient de Poisson ν identifié
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3.2 Estimation d’énergies mécaniques localement fournies pendant un
essai de fatigue à grand nombre de cycles

3.2.1 Cadre de l’étude

L’étude de la fatigue à grand nombre de cycles des métaux constitue un axe de recherche im-
portant de l’équipe Thm2 du LMGC. Les phénomènes de fatigue sont analysés dans un cadre ther-
momécanique au travers de bilans d’énergie. En particulier, l’énergie calorimétrique est estimée via
l’estimation de champs de température par thermographie infrarouge [Boulanger et al., 2004; Berthel
et al., 2007]. Berthel et al. [2007] s’intéressent en particulier à l’estimation locale de l’amplitude des
sources thermoélastiques et de l’énergie dissipée par cycle lors d’un essai de fatigue. Les essais de fa-
tigue auxquels nous allons nous intéresser sont effectués sur des éprouvettes planes à faible épaisseur
d’un acier dual phase DP600 fourni par ARCELOR, dont les caractéristiques dimensionnelles sont
rappelées sur la figure 3.32. La zone d’étude de cette éprouvette fait ici 21 mm de long, 8 mm de large
pour une épaisseur de 2,6 mm.

FIG. 3.32 – Dimensions de l’éprouvette utilisée pour les essais de fatigue

Lors d’un cycle de fatigue, l’énergie mécanique localement fournie aux éprouvettes peut être
obtenue par exemple en considérant un état de contrainte homogène dans la partie utile de l’éprouvette.
Nous allons détailler ici une procédure visant à évaluer l’énergie mécanique localement fournie aux
éprouvettes de fatigue pour un cycle. Un des avantages de cette procédure basée sur la méthode inverse
est d’utiliser un nombre d’hypothèses réduit sur la répartition des contraintes dans l’éprouvette.

En terme de bilan d’énergie, l’objectif final est d’accéder à l’énergieWs stockée par le matériau
durant la fatigue et compléter ainsi le bilan d’énergie. Ce bilan énergétique ainsi construit constitue la
base sur laquelle pourra être développée un modèle décrivant le comportement en fatigue de ce maté-
riau. L’estimation d’énergies dissipées en fatigue a fait l’objet de la thèse de B. Berthel, et l’essentiel
de la méthode employée pour cette estimation est ici brièvement rappelé.

3.2.2 Estimation d’une énergie dissipée

Ici la fatigue est considérée comme un processus dissipatif quasi-statique. Dans le cadre des
matériaux standard généralisés, l’évolution du matériau est décrite au moyen de N variables d’état :
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la température T , la déformation ε, et lesN −2 variables internes scalaires rassemblées en un vecteur
α = (α1, α2 . . . αN−2). Pour une loi de diffusion isotrope de Fourier, l’équation de la chaleur s’écrit :

ρcṪ − div (K∇T ) = d1 + sthe + sic + rext (3.4)

où ρ est la masse volumique, K la conduction du matériau, c la chaleur spécifique. Le terme de droite
de l’équation (3.4) regroupe les différentes sources de chaleur pouvant être présentes lors d’un pro-
cessus de déformation : d1 est la dissipation intrinsèque, les sources de couplages thermomécaniques
sont séparées en une source de couplage thermoélastique sthe et une source de couplage interne sic,
et rext est la source volumique liée à l’apport de chaleur extérieure.

Des hypothèses qui ne seront pas détaillées ici permettent d’écrire l’équation de la chaleur sous
une forme simplifiée, pour une éprouvette plane à faible épaisseur [Berthel et al., 2007] :

ρc

(
∂θ

∂t
+

θ

τth

)
−K∆θ = d1 + sthe (3.5)

où θ = T − T0 représente les variations de température autour de l’équilibre, τth est une constante
relative aux échanges thermiques par rapport aux faces de l’éprouvette, ∆ est l’opérateur laplacien.

La particularité de la méthode utilisée par Berthel et al. [2007] est le choix d’un polynôme
d’approximation de la température jouant à la fois un rôle de filtrage mais aussi de découplage entre
les évolutions de la température induites par les sources thermoélastiques et les évolutions liées à la
dissipation moyenne par cycle d̃1. Le choix des fonctions d’approximation utilisées pour le calcul de
la température utilise certaines propriétés des sources de chaleur mises en jeu dans les phénomènes
de fatigue : les sources thermoélastiques oscillent à une fréquence fL identique à celle de l’excitation
mécanique de l’éprouvette, avec une moyenne nulle sur un cycle, tandis qu’une dérive linéaire en tem-
pérature est sensée localement reproduire les effets éventuels de dérive de la température d’équilibre.
Le polynôme d’approximation local s’écrit dans ce cas sous la forme :

θfit = p1(x, y) + tp2(x, y) + p3(x, y) cos(2πfLt) + p4(x, y) sin(2πfLt) (3.6)

La principale difficulté de l’estimation de la dissipation vient des très faibles intensités de dis-
sipation qui sont environ mille fois plus faibles que l’amplitude des sources thermoélastiques. L’ap-
proximation locale au moyen des polynômes de l’équation (3.6) permet cependant de surmonter cette
difficulté de nature physique.

3.2.3 Éstimation de l’énergie mécanique fournie localement

Pour compléter le bilan d’énergie il faut ensuite estimer la puissance mécanique fournie à
l’éprouvette. Cette puissance peut être estimée de façon globale et en observant la courbe macrosco-
pique reliant la contrainte à la déformation au cours d’un cycle (cf. figure 3.33), pour une amplitude
de chargement proche de la limite de fatigue du matériau. Le rapport de charge Rσ est égal au rapport
des contraintes extremums : Rσ = σmin/σmax = −1. On peut remarquer sur la courbe σ − ε macro-
scopique un cycle d’hystérésis mécanique. Il a été montré que ce phénomène est indépendant de la



106 CHAPITRE 3. APPLICATIONS ET RÉSULTATS

FIG. 3.33 – Exemple d’hystérésis mécanique

fréquence de sollicitation associée à une énergie mécanique fournie au matériau, pour l’acier étudié et
la gamme de vitesse envisagée.

Dans le but d’établir un bilan énergétique local, l’aire d’hystérésis moyenne pour un cycle peut
s’écrire :

Ah(x, y) =
∫ f−1

L

0
σ(x, y, t) : ε̇(x, y, t)dt (3.7)

Pour pouvoir calculer Ah(x, y), il est donc nécessaire de calculer à chaque instant du charge-
ment le champ de contrainte et le champ de déformation sur le domaine d’intérêt Ω. Au cours d’un
cycle, une évolution du comportement du matériau, pouvant être associée à des mécanismes de mi-
croplasticité est à l’origine du cycle d’hystérésis mécanique.

L’originalité de la méthode mise en place afin d’estimer ici le champ de contrainte à chaque pas
de la boucle d’hystéresis, est d’utiliser une procédure d’identification élastique pour estimer le module
sécant. Ici, les paramètres du comportement identifiés ne sont pas utiles, mais c’est l’estimation de la
contrainte qui permet le calcul de la puissance mécanique.

L’influence de la microplasticité a donc été prise en compte au travers de légers réajustements
des paramètres élastiques, à chaque pas de chargement. L’hypothèse est que si cette microplasticité
joue très légèrement sur ces caractéristiques, le modèle d’élasticité reste toujours valable pour calculer
des contraintes. Cette identification repose donc sur la minimisation de la fonctionnelle d’erreur en
relation de comportement élastique présentée au chapitre 2, à chaque pas de chargement durant un
cycle.

Gsi(τ i,Bs
i ) =

1
2

∫
Ω

(ε(u∗i ))−Bs
i : τ i)

T : Bs
i
−1 : (εi(u∗i )−Bs

i : τ i) dΩ

Pour chaque temps ti du cycle correspondant à un temps d’acquisition d’image CCD, i =
1 . . . Nt, un champ contrainte σi ainsi qu’un champ de tenseurs élastiques sécants Ci sont identifiés.
L’évaluation de l’aire d’hystérésis Ah se fait ensuite au moyen d’une intégration numérique en temps.
En particulier, les évolutions de la contrainte et de la déformation sont linéarisées sur chaque pas de
temps [ti, ti+1] ce qui permet d’écrire la contrainte et la vitesse de déformation de la façon suivante :
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σ(x, y, t) = σi(x, y) +
t− ti
ti+1 − ti

(σi+1(x, y)− σi(x, y)) (3.8)

ε̇(x, y, t) =
1

ti+1 − ti
(εi+1(x, y)− εi(x, y)) (3.9)

L’aire d’hystérésis Ah s’écrit alors :

Ah(x, y) =
1
2

Nt−1∑
i=1

(σi(x, y) + σi+1(x, y)) : (εi+1(x, y)− εi(x, y)) dt (3.10)

3.2.4 Bilan d’énergie en fatigue

Afin de réaliser un bilan d’énergie, nous comparons la dissipation mesurée par caméra IR avec
l’énergie mécanique fournie déterminée à partir des images fournies par la caméra CCD.

La dissipation d1 est déterminée sur un nombre important de cycles à une fréquence fL de 30
Hz grâce à l’analyse calorimétrique présentée dans le paragraphe 3.2.2, pour un rapport de charge Rσ
et une amplitude de chargement ∆σ donnés.

Le calcul de l’énergie mécanique est supposé indépendant de la fréquence de sollicitation. Nous
sommes par ailleurs limités par la fréquence d’acquisition de la caméra CCD, donc pour une bonne
estimation de l’énergie mécanique nous avons choisi de travailler à un fréquence fL plus basse de
5.55×10−3 Hz pour le cycle mécanique. L’acquisition du cycle mécanique se fait immédiatement
après chaque bloc de cycles permettant le calcul de la dissipation. Cela permet, pour la mesure de
température, de s’affranchir de perturbations thermiques induites par la source lumineuse nécessaire
pour l’acquisition par la caméra CCD.

L’acquisition CCD se fait sur une des faces de l’éprouvette sur laquelle un mouchetis de peinture
a été déposé au préalable, tandis que l’acquisition IR se fait sur l’autre face de l’éprouvette recouverte
de peinture noire mate.

À partir de ces énergies estimées, l’enjeu du bilan d’énergie que nous présentons est de com-
parer l’énergie mécanique localement fournie à l’éprouvette avec l’énergie mécanique dissipée. La
dissipation d̃1 est une puissance exprimée en ˚C · s−1, nous définissons donc une puissance méca-
nique moyenne par bloc Ãh

·
homogène à d̃1 :

Ãh
·
(x, y) =

fLAh(x, y)
ρc

(3.11)

Nous pouvons alors comparer l’énergie localement fournie et l’énergie dissipée. Connaissant
l’expression analytique de l’interpolation de Ãh(x, y) en tout point du domaine d’étude, nous pouvons
exprimer deux champs Ãh

·
et d̃1 aux points (xd, yd) imposés par le traitement d’images infrarouges.

Cela nous permet notamment d’exprimer une puissance stockée par le matériau moyenne par bloc
notéeWs

· :
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Ws
·(xd, yd) = Ãh

·
(xd, yd)− d̃1(xd, yd) (3.12)

3.2.5 Résultats expérimentaux

Le matériau testé est un acier dual phase DP600 fourni par la société Arcelor. C’est un acier au
carbone laminé à chaud, contenant de la ferrite et de la martensite. Les proportion massiques (en %)
des composées le constituant sont de 0.074 C, 0.84 Mn, 0.038 P, 0.002 S, 0.217 Si, 0.04 Al, 0.702 Cr,
et de 0.005 N.

L’essai de fatigue a été effectué pour des blocs de cycles de différentes amplitudes de charge-
ment ∆σ et pour un rapport de charge Rσ = −1, les différents blocs sont représentés sur la figure
3.34. Les blocs n˚1 à n˚5 et n˚7 à n˚11 comportent 2400 cycles tandis que le bloc n˚6 est plus long
et comporte 100, 000 cycles. Les deux blocs auxquels nous allons nous intéresser sont les blocs n˚5
et n˚11, pour lesquels l’amplitude de contrainte et identique, et maximale. Bien que la sollicitation
soit identique pour ces deux blocs, ceux-ci sont séparés par le bloc n˚6 lors duquel l’état de fatigue de
l’éprouvette évolue.

FIG. 3.34 – Blocs de cycles constituant l’essai de fatigue

Nous allons maintenant d’écrire l’évolution des paramètres élastiques identifiés au cours des
cycles mécaniques Pour le bloc 11, la courbe expérimentale de l’évolution de la force appliquée au
cours du temps est représentée sur la figure 3.35.

Les paramètres élastiques sont déterminés sur 10 × 10 zones matérielles, l’évolution au cours
de chaque cycle de leurs valeurs moyennes est donnée sur la figure 3.36. Il est intéressant de voir que
pour les deux cycles associés aux blocs n˚5 et n˚11, l’identification des paramètres élastiques donne
des résultats très similaires : l’évolution de l’état de fatigue entre les blocs n˚5 et n˚11 ne permet pas
d’observer d’évolution notable de ces paramètres élastiques.

Naturellement, comme le montre la figure 3.37, l’identification des paramètres élastiques se
dégrade lorsque la force appliquée F tend vers zéro : l’écart type sur les paramètres identifés devient
important alors qu’il diminue lorsque la force appliquée croît. La figure 3.38 permet de constater que
même avec l’erreur importante sur les paramètres identifiés à effort nul, les champs de contrainte sont
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FIG. 3.35 – Force appliquée au cours du temps pour un cycle mécanique
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FIG. 3.36 – évolution des valeurs moyennes identifiées au cours des cycles mécaniques associés aux
blocs n˚5 et n˚11 ; (a) : module d’Young moyen 〈E〉 et (b) : coefficient de Poisson moyen 〈ν〉.

bien identifiés. Sur cette figure sont représentées les contraintes identifiées pour le bloc n˚11 à effort
maximal et à effort nul, au temps t = 48s la force appliquée F est maximale et vaut Fmax = 6385N ,
au temps t = 93s la force F est presque nulle et vaut F0 = 4N . Pour l’effort F0, nous avons vu que les
paramètres matériels sont mal identifiés mais cela n’altère pas l’estimation de la contrainte puisque
celle-ci reste à des valeurs proches de zéro. Le champ de contrainte identifié à Fmax est quasiment
uniaxial et l’on identifie même un léger cisaillement dû aux congés de raccordement de l’éprouvette.

Le calcul de la dissipation est fait sur une zone rectangulaire de 5.94 mm de large sur 15.84
mm de haut qui est réduite par rapport à la surface de la zone d’étude du calcul mécanique du fait
de la taille des zones d’approximation. Les Figures 3.39 et 3.40 présentent les différentes puissances
moyennes par bloc (puissance des efforts intérieurs, dissipation, taux d’énergie stockée) exprimées en
˚C.s−1 relatives aux blocs n˚5 et n˚11, respectivement.



110 CHAPITRE 3. APPLICATIONS ET RÉSULTATS

0 50 100 150 200
0

500

1000

σ E
(G

P
a)

t(s)

0

5000

10000

|F
| (

N
)

σ
E bloc n°5

σE bloc n°11
|F|

(a) écart type σE sur les modules d’Young

0 50 100 150 200
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

σ ν

t(s)

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

|F
| (

N
)

σν bloc n°5

σν bloc n°11
|F|

(b) écart type σν sur les coefficients de Pois-
son

FIG. 3.37 – évolution des écarts types sur les paramètres identifiées au cours des cycles mécaniques
associés aux blocs n˚5 et n˚11
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FIG. 3.38 – champs de contraintes identifiés au cours du bloc n˚11 pour différents niveaux d’efforts
appliqués
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3.2.6 Conclusion sur l’essai de Fatigue

Nous avons ici présenté la contribution apportée à l’établissement de bilans d’énergie en fa-
tigue à grand nombre de cycles. Une approche inverse élastique a permis de déterminer des champs
de contrainte au cours d’un cycle mécanique afin d’estimer une énergie mécanique localement fournie
au cours d’un cycle de fatigue. L’originalité de cette méthode est de considérer les faibles variations
d’un tenseur de comportement élastique sécant comme étant principalement dues aux mécanismes de
microplasticité. La détermination du tenseur se fait en chaque pas de chargement au cours du cycle mé-
canique et localement puisque nous ne faisons pas d’hypothèses sur l’homogénéité du comportement
élastique. Nous essayons ainsi de décrire le champ de contrainte avec la plus grande finesse en temps
comme dans l’espace, pour estimer le mieux possible la puissance mécanique fournie localement.
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3.3 Applications en plasticité

3.3.1 Identification d’une inclusion plastique

Un essai a été simulé, pour un barreau élastique en traction dans lequel est située une inclusion
élastoplastique Ω1 (cf. figure 3.41a). Les propriétés de référence choisies pour cet essai sont récapitu-
lées dans le tableau 3.7.
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FIG. 3.41 – Présentation de l’essai avec l’inclusion plastique (a) et test pour la détection de la plas-
ticité (b)

Ω1 Ω2

E ν k σ0 E ν

200 GPa 0.3 50 GPa 300 MPa 200 GPa 0.30

TAB. 3.7 – Paramètres de référence pour l’essai de l’inclusion élastoplastique

Les propriétés élastiques sont uniformes sur le barreau qui comporte une inclusion élastoplas-
tique Ω1 située dans une matrice purement élastique Ω2. La déformation du barreau est donc ho-
mogène jusqu’à ce que la plasticité intervienne. Le contour de l’inclusion est ici compatible avec le
maillage de l’identification constitué de 20×20 éléments, tandis que le calcul direct comporte 60×60
éléments Q1 sur le domaine d’identification Ω = (Ω1 ∪ Ω2). Le domaine Ω ne présente pas d’axe de
symétrie car l’inclusion est légèrement excentrée.

Le chargement est constitué au total de trois pas, un premier pas purement élastique suivi de
deux pas pour lesquels l’inclusion plastifie. Les propriétés élastiques sont identifiées avec des erreurs
eE et eν inférieures à 0.01%. Pour cette étude, aucune erreur sur l’identification élastique ne pourra
donc être incriminée dans la détermination des paramètres plastiques.

Ce test numérique vise en particulier à caractériser la procédure de détection de la plasticité
qui se fait dès le deuxième pas du chargement. Le test de détection testela s’applique ici aux modules
élastiques sécants identifiés à chaque pas à partir des déplacements globaux. Les résultats du test
calculé au deuxième pas de chargement est représenté sur la figure 3.41b. Un critère δe = 30%
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sur l’élasticité a permis d’identifier parfaitement les éléments qui plastifient. Le test de détection
testela fait apparître des erreurs sur la détermination des paramètres élastiques de la matrice pour le
deuxième pas. Ces erreurs se propagent de part et d’autre de l’inclusion sur une bande orientée suivant
l’axe de sollicitation. Des erreurs similaires avaient été observées pour l’identification d’une inclusion
élastique (cf. §3.1.3.1). Le critère δe doit donc être suffisament important pour que les perturbations
sur l’identification des propriétés élastiques dans Ω2 ne soient pas interprétées comme de la plasticité.
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FIG. 3.42 – Module d’écrouissage k identifié (a) et erreur relative ek associée (b)

axe X

ax
e 

Y

σ0 (MPa)

296

298

300

302

304

(a)

axe X

ax
e 

Y

e
σ

0

 (%)

0.5

1

1.5

(b)

FIG. 3.43 – Contrainte de limite élastique σ0 identifiée (a) et erreur relative eσ0 associée (b)

La procédure d’identification associée à ce critère bien choisi a permis d’identifier le module
d’écrouissage k présenté sur la figure 3.42 et la contrainte de limite élastique σ0 présentée sur la figure
3.43. Ces deux figures illustrent également les erreurs relatives ek et eσ0 associées respectivement à
l’identification de ces deux paramètres. Aucun bruit n’a été appliqué aux données simulées donc les
erreurs restent faibles pour cette application avec une erreur ek maximale valant 10% et une erreur
eσ0 maximale valant 1.7%. Ces erreurs maximales sont localisées aux quatre coins de l’inclusion, où
les gradients de contrainte sont les plus élevés comme en attestent les figures 3.44, 3.45 et 3.46. Les
champs de contrainte présentés sur ces figures correspondent au contraintes totales à la fin du second
pas du chargement. Les champs de contrainte identifiés sont comparés aux champs de contrainte
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de référence, faisant apparaître une bonne concordance pour chacune des trois composantes2. Pour
faciliter la comparaison, pour chaque composantes les amplitudes de niveaux de gris ainsi que les
valeurs associées aux lignes de niveau sont identiques pour la contrainte identifiée et la contrainte
de référence. Par ailleurs, sur tous les champs de contraintes présentés ici, qu’ils soient identifiés ou
obtenus par calcul direct, nous avons représenté le maillage de la méthode d’identification.
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FIG. 3.44 – Contrainte de traction identifiée σidxx (a) et contrainte de référence σrefxx (b)
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FIG. 3.45 – Contrainte de contraction identifiée σidyy (a) et contrainte de référence σrefyy (b)

2Les contraintes de référence calculées avec le code Cast3MTMcomme des champs par éléments ont été converties en
champs par points pour leur tracé



3.3. APPLICATIONS EN PLASTICITÉ 115

axe X

ax
e 

Y

(MPa)

-20

-10

0

10

20

(a) σidxy

axe X

ax
e 

Y

(MPa)

-20

-10

0

10

20

(b) σrefxy

FIG. 3.46 – Contrainte de cisaillement identifiée σidxy (a) et contrainte de référence σrefxy (b)

Cet essai sur l’inclusion plastique permet de constater le fonctionnement de la procédure de
détection locale de la plasticité. Après une détermination exacte du domaine plastique, les propriétés
plastiques ont été calculées avec de faibles erreurs. De plus, les champs de contrainte identifiés en
élastoplasticité sont très proches des champs de référence.

3.3.2 Identification sur un bicouche élastoplastique

L’identification de paramètres plastiques a été traitée de façon plus approfondie à partir de
l’exemple du bicouche déjà traité en élasticité (cf. figure 3.19). Cette fois ci le sous-domaine Ω1 est
purement élastique tandis que le domaine Ω2 est élastoplastique, avec des propriétés élastiques plus
souples que celles de Ω1. Le modèle élastoplastique choisi est à écrouissage cinématique linéaire (mo-
dule d’écrouissage k et contrainte de limite élastique σ0), tandis que l’élasticité est isotrope (module
d’YoungE et coefficient de Poisson ν). Cet essai académique a été initialement traité pour caractériser
la robustesse de la méthode d’identification élastoplastique locale.

Ω1 Ω2

E ν E ν k σ0

200 GPa 0.3 100 GPa 0.30 10 GPa 300 MPa

TAB. 3.8 – Paramètres de référence pour l’essai de traction sur le bicouche élastoplastique

Pour pouvoir identifier tous les coefficients, nous avons appliqué un chargement monotone
constitué de trois pas distincts sur le bicouche. Le chargement a été choisi de sorte que le domaine
Ω2 ne plastifie pas sur le premier pas, mais plastifie entièrement dès le deuxième pas. Les résultats de
l’identification pour le premier pas de chargement ont été entièrement présentés dans le paragraphe
3.1.3.2 (le barreau bicouche élastique a des propriétés identiques et le chargement qui lui a été appliqué
est identique au chargement appliqué pour le premier pas de la présente étude).

Nous avons caractérisé la multiaxialité de cet essai en calculant la distribution d’un rapport de
multiaxialité entre les deux contraintes principales σI et σII , rapport que nous avons représenté sur la
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FIG. 3.47 – Multiaxialité de l’essai

figure 3.47a. Les valeurs de contrainte ont été obtenues aux points de Gauss de la simulation. Les trois
courbes, associées aux trois pas de chargement, montrent que le rapport |σII/σI | augmente avec le
chargement : quand la plasticité se développe, le contraste de rigidité entre Ω1 et Ω2 augmente. Pour
le troisième pas de chargement, le rapport de multiaxialité est supérieur à 0.3 pour plus de 5% de la
structure, la distribution des états de contrainte est représentée sur la figure 3.47b.

Nous pouvons également remarquer que lors de cet essai, la structure ne plastifie pas unifor-
mément : le domaine Ω1 reste élastique tandis que la plasticité se développe de façon hétérogène
sur Ω2. Nous avons représenté sur la figure 3.48 la déformation plastique sur Ω2 pour le troisième
pas de chargement, qui nous permet de constater la présence de concentrations de déformation plas-
tique à proximité de l’interface et des bords libres du barreau. La déformation plastique (εp)II qui est
représentée est une déformation plastique cumulée.

%

1

1.5

2

FIG. 3.48 – (εp)II sur Ω2

L’étude que nous avons faite sur l’identification de propriétés élastoplastiques se scinde mainte-
nant en deux parties : nous allons tout d’abord présenter l’identification de propriétés élastoplastiques
pour l’essai bicouche en l’absence de bruit, puis nous étudierons l’influence du bruit sur l’identifica-
tion des paramètres plastiques.
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3.3.2.1 Résultats de l’identification élastoplastique sur l’essai bicouche

Les résultats présentés ici ont été obtenus à partir des déplacements simulés et aucun bruit n’a
été ajouté. Les propriétés matérielles sont comme pour l’étude élastique identifiées sur 20× 20 zones
matérielles. Les valeurs choisies pour les critères δε et δB valent 5% pour chacun. La plasticité est alors
uniquement identifiée sur les éléments appartenant au domaine Ω2. En conscéquence, l’interface entre
les zones matérielles coïncidant parfaitement avec le maillage de l’identification, l’interface ∂Ω1,2 est
parfaitement localisée.

La figure 3.49 illustre la distribution de la contrainte de traction σxx à la fin du premier pas
plastique. La contrainte présentée sur la figure 3.49a est donnée par la résolution du problème direct,
tandis que la contrainte donnée sur la figure 3.49b a été identifiée par la résolution du problème
inverse. Nous pouvons remarquer une bonne similitude entre ces deux distributions, en particulier les
gradients de contrainte sont bien retranscrits à proximité de l’interface.
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FIG. 3.49 – Comparaison pour le premier pas plastique (n = 2) entre la contrainte de traction donnée
par le calcul direct (a) et la même composante donnée par la méthode d’identification (b).

La figure 3.50 présente la distribution des paramètres plastiques identifiés. Nous observons que
les erreurs sur l’identification des deux paramètres est distribuée de façon aléatoire. L’erreur est plus
élevée pour les éléments où la déformation plastique est faible et pour les éléments où les gradients de
déformation sont importants. L’erreur maximale sur le module d’écrouissage k identifié est de 23%,
ce qui correspond à 2.3 GPa et est comparable avec l’erreur qui a été obtenue pour l’identification du
module de Young lorsqu’aucun bruit n’est ajouté aux données (cf. figure 3.29a). L’erreur maximale
pour σ0 est de 14% (cf. figure 3.50b).

La présence de gradients de déformation constitue une importante source d’erreurs pour l’iden-
tification. Le maillage utilisé pour l’identification étant plus grossier que celui utilisé pour le calcul
direct, les champs de contrainte ne sont pas parfaitement retranscrits au voisinage de l’interface. Un
raffinement de maillage de la procédure d’identification pourrait probablement réduire ce type d’er-
reur.

Une autre source d’erreur possible peut provenir du calcul direct, qui pourrait être moins précis
dans la résolution de problèmes non linéaires. Dans ce cas, la procédure d’identification ne pourrait
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pas être incriminée.
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FIG. 3.50 – Erreurs relatives pour la détermination des paramètres plastiques représentées sur Ω2

uniquement (les élements du domaine Ω1 ne sont pas représentés car ils ne sont pas identifiés comme
plastiques).

Une étude de sensibilité par rapport à un contraste ck entre le module de Young élastique et le
module d’écrouissage a été réalisée pour l’essai sur le bicouche, pour les valeurs de référence données
dans le tableau 3.9. Pour cette étude, les propriétés élastiques sont uniformes sur le barreau, seul le
module d’écrouissage k = E/ck varie entre 10 et 100 GPa, pour les 10 calculs effectués lors de cette
étude.

Ω1 Ω2 ck
E (GPa) ν E (GPa) ν k(GPa) σ0 (MPa)

200 0.3 200 0.30 = (10× i) 300 = (20/i)

TAB. 3.9 – Paramètres de référence pour l’étude de sensibilité au contraste ck, pour chaque calcul i,
i = 1, . . . , 10
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FIG. 3.51 – Erreur sur l’identification des deux paramètres plastiques en fonction du contraste ck
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Les résultats de cette étude sont présentés sur la figure 3.51, et font apparaître une évolution
quasiment linéaire entre le contraste ck et l’erreur relative moyenne ek sur l’identification du module
d’écrouissage k. Les évolutions de l’erreur eσ0 sont très faibles.

3.3.2.2 Influence du bruit
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FIG. 3.52 – Erreurs relatives pour la détermination des paramètres plastiques identifiés à partir de
données bruiteés (rnoise = 25%)

Une étude de sensibilité a été réalisée sur le bicouche, de façon similaire à l’étude fait dans
le cas élastique. Pour chaque pas de chargement, un bruit blanc gaussien est ajouté aux incréments
de déplacements simulés. Pour faciliter la comparaison avec l’étude élastique, nous avons adopté la
définition suivante du rapport de bruit rnoise :

rnoise = max
i=1···3

(
supΩ

∣∣∣εi(∆u∗noisy)− εi(∆u∗ref)
∣∣∣

supΩ

∣∣εi(∆u∗ref)
∣∣ ). (3.13)

Sur chaque pas de chargement, nous ajoutons un champ de déplacement associé à un rapport de
bruit rnoise variant de 0 à 50%. L’identification plastique est donc réalisée pour un jeu de paramètres
élastiques identifiés à partir de données bruitées. L’erreur sur la détermination de ces paramètres élas-
tiques sur lesquels se base l’identification plastique est donnée sur la figure 3.29. La figure 3.52 nous
permet de constater que la distribution des erreurs sur les paramètres identifiés présente une allure
similaire à la distribution obtenue en l’absence de bruit. Pour isoler l’influence du bruit de ce biais
systématique constaté en l’absence de bruit, nous avons choisi de représenter sur la figure 3.53 les
différences entre les valeurs identifiées pour des données bruitées et pour des données non bruitées.
L’erreur associée au bruit imposé est distribuée aléatoirement dans l’espace, sa valeur moyenne est
proche de zéro, et l’écart type augmente linéairement avec l’amplitude de bruit, comme nous avons
déjà pu l’observer dans le cas élastique. Nous avons également, pour le rapport de bruit maximal,
généré 10 champs de déplacements bruités associés chacun à un tirage de bruit appliqué aux donnés
simulées par calcul direct. Cela a permis d’estimer des incertitudes sur l’identification des paramètres,
représentées par des barres verticales sur la figure 3.53.
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FIG. 3.53 – Erreurs associées à la détermination locale des paramètres plastiques : erreur maximale
(1), erreur moyenne + écart type (2), erreur moyenne (3) , erreur moyenne - écart type (4), erreur
minimale (5)

3.3.3 Identification élastoplastique expérimentale

Les champs de déplacement expérimentaux ont été obtenus avec des techniques de corréla-
tion d’images numériques. Une caméra CCD Camelia 8MTM est associée à une optique macro-
photographique de longueur focale égale à 200 mm pour mesurer avec une haute résolution une
intensité lumineuse sur la surface de l’échantillon (8 · 106 pixels et niveaux de gris échantillonnés
sur 12 bits). Une table 3 rotations permet de disposer la caméra perpendiculairement à la surface de
l’échantillon et celle-ci est maintenue fixe pendant l’essai.

3.3.3.1 Présentation de l’essai réalisé

Nous avons choisi de réaliser une expérimentation reproduisant la simulation numérique du
bicouche. L’éprouvette plate de type "dog-bone" est usinée dans une plaque d’épaisseur 2.5 mm d’un
acier Dual Phase DP60 fourni par Arcelor. Le contraste de comportement est ici virtuellement généré
par une hétérogénéité de la structure pour laquelle nous avons fait varier l’épaisseur : l’épaisseur de la
zone pour laquelle x ∈ [−28 mm, 0] a été réduite de façon symétrique à 0.8 mm (cf. figure 3.54).

L’épaisseur de l’éprouvette est supposée être constante dans le plan d’observation par la pro-
cédure d’identification (i.e. 0.8 mm). Mais les variations d’épaisseur engendrent des variations de
rigidité de structure, qui seront interprétées ici comme des hétérogénéités matérielles. Nous espérons
alors identifier les propriétés de référence sur la partie fine de l’éprouvette, et des propriétés d’un
matériau plus rigide sur la partie épaisse de l’éprouvette.

Le domaine identifié Ω est de forme carrée (20 mm× 20 mm), centré sur l’éprouvette et maillé
par 10×10 éléments carrés. Nous supposerons ici un état de contrainte plane, négligeant les effet hors
plan dûs à la discontinuité d’épaisseur. Naturellement, les effets triaxiaux à proximité de l’interface
vont affecter l’identification des paramètres du modèle.
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FIG. 3.54 – Géométrie de l’éprouvette (dimensions en mm)

Un essai préalable sur une éprouvette constituée du même acier, possédant une géométrie iden-
tique mais avec une épaisseur constante de 2.5 mm, a été réalisé pour obtenir les propriétés élasto-
plastiques de référence du matériau. Le diagramme contrainte-déformation est représenté sur la figure
3.55. La première partie linéaire de ce diagramme permet d’identifier les paramètres élastiques de
référence (E = 207 GPa, ν = 0.27). À partir de ce diagramme nous obtenons également les para-
mètres suivant du modèle élastoplastique : k = 5 GPa, σ0 = 370 MPa. Sur ce matériau, la réponse au
début de l’écrouissage est relativement non-linaire, et les valeurs des paramètres plastiques associés à
un modèle à écrouissage cinématique linéaire sont très dépendantes des niveaux de déformation pour
lesquels l’identification est réalisée. Pour cette raison nous avons localisé sur la figure 3.55 les trois
niveaux de déformation utilisés pour déterminer les paramètres plastiques de référence.

L’identification locale a été ensuite réalisée sur l’éprouvette pour trois niveaux de déformation
compatibles avec ceux utilisés pour la détermination des paramètres de référence.
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FIG. 3.55 – Diagramme contrainte-déformation pour un essai de traction simple sur un acier DP60

Les déplacements mesurés par corrélation d’images numériques (CIN) sont ensuite filtrés en
utilisant la procédure décrite au paragraphe 1.1.4. L’efficacité de ce filtrage appliqué à cette situation
expérimentale est présentée sur la figure 3.56 en termes de résidu sur la composante de traction du
déplacement (Ux) associé au premier pas de chargement.

L’histogramme de filtrage, représenté sur la figure 3.56c est relatif au résidu de filtrage, défini
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FIG. 3.56 – Filtrage du déplacement Ux obtenu par CIN

comme la différence entre déplacement mesuré et déplacement filtré. Nous avons représenté sur cette
figure un histogramme gaussien de référence en trait pointillé, obtenu pour l’erreur moyenne et l’écart
type de l’histogramme de filtrage. Les deux courbes coïncident bien l’une avec l’autre, et de plus
l’histogramme de filtrage est bien centré autour de zéro, ce qui correspond à une erreur systématique
de filtrage négligeable. L’écart type est de 1.2× 10−3 mm, c’est à dire 6% de l’amplitude du déplace-
ment. En apparence, un bruit gaussien a donc été retiré. Le rapport signal sur bruit augmente ensuite
pour les pas de chargement suivants. Cela permet d’augurer que l’identification sera plus précise pour
les paramètres plastiques que pour les paramètres élastiques.

3.3.3.2 Résultats de l’identification

Les résultats de l’identification des paramètres élastiques sont présentés sur la figure 3.57. L’in-
terface entre la partie fine et la partie épaisse est représentée par un trait pointillé vertical divisant le
domaine Ω en deux sous-domaines d’égale surface. Le maillage de la procédure d’identification a été
ajusté afin de correspondre le plus précisément possible avec l’interface. Soit Ω1 la partie gauche de
Ω correspondant à la partie fine de l’éprouvette, et Ω2 la partie plus épaisse située à droite de Ω.

Naturellement Ω2 est faiblement déformée, les valeurs identifiées sur les quatre dernières co-
lonnes de droite du maillage sont donc substituées (en appliquant la procédure de substitution détaillée
dans le paragraphe 2.2.1.2). Les valeurs non identifiées ont été substituées par les coefficients homo-
gènes identifiés sur Ω2.
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FIG. 3.57 – Propriétés élastiques identifiées

Concernant le module de Young E, les valeurs obtenues sur Ω1 sont centrées autour de 150
GPa, ce qui est plus faible que les valeurs de référence obtenues lors de l’essai de traction simple
de référence. Le premier pas est supposé être élastique, mais la déformation moyenne sur Ω1 est ici
presque deux fois supérieure à la valeur associée à la détermination des coefficients élastiques de
référence. Il est fortement possible que le matériau ait très légèrement plastifié au premier pas. Dans
cette zone, les coefficients identifiés sont faiblement dispersés et le module d’Young croît à proximité
de l’interface. La première colonne de Ω2 limitrophe de l’interface a été identifiée localement. Le
module moyen pour cette colonne est 290 GPa, ce qui se situe entre la valeur attendue pour Ω1 (207
GPa) et la valeur attendue pour Ω2 (647 GPa, d’après la variation des épaisseurs de l’éprouvette).

Pour le coefficient de Poisson ν, les résultats sont plus dispersés. Néanmoins, la valeur moyenne
identifiée sur le domaine Ω1 (0.3) correspond bien à la valeur de référence (0.27). Sur les quatre
dernières colonnes de Ω2, la valeur de substitution vaut 0.11, mais cette erreur peut s’expliquer par la
composante de traction qui est très faible devant le bruit dans cette partie épaisse de l’éprouvette.
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FIG. 3.58 – Composantes de la contrainte totale σn identifiée au deuxième pas

Les distributions de contraintes présentées sur la figure 3.58 sont obtenues pour le pas plas-
tique n = 2, et correspondent au deuxième niveaux de déformation. La composante de traction de la
déformation présente une valeur maximale calculée à environ 2%. Les champs de contrainte obtenus
pour cette étude expérimentale sont très similaires à ceux obtenus lors de la simulation numérique.
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En particulier, les composantes σyy et σxy sont localisées sur l’interface, et leurs évolutions spatiales
sont réalistes. Les fortes concentrations de la composante σxx sont localisées aux deux extrémités de
l’interface, tout comme le champ qui a été simulé (cf. figure 3.49).

Du fait de l’interpolation particulière des contraintes, σxx et σyy sont discontinues suivant
les axes y et x, respectivement. Les principales discontinuités apparaissent lorsque la variation des
propriétés matérielles d’un élément à l’autre est élevée.
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FIG. 3.59 – Identified plastic properties

Les distributions des propriétés plastiques sont représentées sur la figure 3.59. Ici, la forme de
l’interface entre la zone plastique et la zone élastique coïncide avec le maillage utilisé par la procédure
d’identification, et l’interface est parfaitement localisée. L’identification de la contrainte de limite
élastique σ0 donne des résultats très satisfaisants centrés autour d’une valeur moyenne de 340 MPa ce
qui est inférieur de 8% à la valeur de référence. Le champ obtenu est presque symétrique par rapport
à l’axe (Ox), cela est dû à la symétrie du champ de contrainte.

Le module d’écrouissage k identifié est plus élevé que le module de référence à proximité de
l’interface, où sa valeur moyenne est 8 GPa. Cela peut être dû au filtrage spatial, qui tend à homogénéi-
ser les propriétés identifiées, ou encore aux effets triaxiaux au voisinage de l’interface. Les quelques
éléments pour lesquels k est très faible sont les éléments où la contrainte est à peine supérieure à la
contrainte de limite élastique (cf. figure 3.58). Dans ce cas, l’énergie de déformation plastique est trop
faible pour permettre une identification précise des propriétés plastiques. partout ailleurs, le module k
est relativement homogène et la valeur moyenne de 4 GPa correspond à la valeur de référence.

3.3.3.3 Conclusion sur l’identification expérimentale

Les résultats de cette identification sont encourageants. Cette expérience, pour laquelle les
champs de déformation sont hétérogènes et pour laquelle la plasticité se développe de façon hété-
rogène, le contraste entre deux zones de rigidités apparentes différentes a été clairement identifié. De
plus, la qualité de cette identification a été confirmée par la bonne concordance entre les propriétés
identifiées localement sur l’éprouvette à deux épaisseurs, et les propriétés homogènes obtenues pour
l’essai de traction de référence.



Conclusion et perspectives

Une des principales motivations du travail présenté ici a été l’identification de propriétés de maté-
riaux élastoplastiques hétérogènes à partir de mesures de champs. Une méthode d’identification

a donc été développée afin d’étendre une méthode initialement introduite dans [Geymonat et al., 2002]
pour l’identification de propriétés élastiques. Cette méthode variationnelle se base sur l’erreur en re-
lation de comportement.

Les mesures cinématiques par corrélation d’images numériques que nous utilisons permettent
d’accéder à un champ de déplacement plan. La méthode d’identification a donc été implémentée pour
des problèmes plans, pour lesquels l’hypothèse de contrainte plane s’applique. Les propriétés maté-
rielles sont alors identifiées dans un domaine plan, et non dans un volume complet, ce qui pourrait
être une perspective intéressante pour cette méthode. Pour traiter ce problème, il faudrait par exemple
mesurer des champs dans le volume complet. De telles mesures sont rendues possibles par des tech-
niques de tomographie qui commencent à être utilisées lors d’essais mécaniques mais restent délicates
à mettre en œuvre.

Pour pouvoir définir une erreur en relation de comportement élastoplastique, une description
incrémentale de la plasticité a été nécessaire. Cette description est retenue par de nombreux codes
de calcul par éléments finis qui traitent la plasticité avec un algorithme de retour radial. Cette étude
a permis d’écrire des tenseurs sécants et tangents associés à un modèle de Prager. La fonctionnelle
d’erreur en relation de comportement associée à ces tenseurs exprime alors de façon variationnelle
le problème élastoplastique sur chaque incrément de chargement considéré. La minimisation de cette
fonctionnelle séparément convexe se fait par une méthode de relaxation et s’appuie sur un calcul de
type éléments finis dont la particularité est le recours à des fonctions d’Airy permettant au champ de
contrainte de vérifier les équations d’équilibres sur chaque élément contrainte. Pour l’instant, seuls des
maillages réguliers et rectangulaires ont été considérés, mais une perspective intéressante consisterait
à étendre l’implémentation éléments finis de cette méthode à des situations planes plus générales.

La principale difficulté de ce travail fût l’élaboration d’une procédure permettant l’identification
des paramètres plastiques, l’identification simultanée de ces paramètres sur un seul pas de chargement
plastique étant, dans notre cas, impossible. Cela peut sembler surprenant au premier abord car un seul
pas de chargement élastique permet d’identifier trois valeurs propres élastiques tandis que dans notre
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approche, un pas plastique est nécessaire pour chaque paramètre plastique à identifier. La dépendance
des paramètres rendant l’identification simultanée impossible a été démontrée pour le problème élas-
toplastique sécant, et constatée dans des cas particuliers en ce qui concerne le problème tangent. Il
serait alors intéressant de démontrer la non-identifiabilité simultanée des deux paramètres plastiques
sur un unique incrément de chargement plastique pour lequel on écrit un problème tangent.

Un vaste champ d’application en rapport avec l’identification de paramètres de lois de compor-
tement a été abordé dans ce mémoire. Par un heureux concours de circonstances cette thèse a débuté
peu après la création d’un groupe de recherche GdR 2519 "Mesures de champs et identification en
mécanique des solides". Une partie des applications qui ont été abordées ici ont donc été directement
inspirées par les travaux du groupe de travail "identification" de ce GdR, dont un des objectifs a été la
comparaison de différentes méthodes d’identification entre elles, pour l’identification de lois de com-
portement élastiques linéaires isotropes ou orthotropes. L’autre partie des application traitée de façon
plus abondante dans ce mémoire aborde des situation plus spécifiques à notre méthode, dont la pre-
mière particularité est de pouvoir identifier des comportements de matériaux hétérogènes, la seconde
étant l’identification de lois de comportement élastoplastiques.

Pour pouvoir identifier des paramètres de lois élastoplastiques, l’identification préalable des
paramètres élastiques est nécessaire. Pour cette raison fondatrice, l’identification de paramètres élas-
tiques hétérogènes occupe une part importante du mémoire, et a permis de dégager des aspects inté-
ressants de l’identification locale. Par exemple il a été possible de constater les effets de l’adéquation
entre la maillage de l’identification et les contours des hétérogénéités matérielles dans le cas de l’essai
sur le bicouche. Une autre application pour laquelle le maillage de l’identification n’est pas compa-
tible avec les contours matériels est l’identification de propriétés élastiques en présence d’une inclu-
sion circulaire. Pour cette application purement numérique des propriétés élastiques sont identifiées
sur 40× 40 éléments soit 3200 paramètres élastiques identifiés sur un unique pas de chargement.

Un autre aspect intéressant de l’identification locale est la sensibilité aux contrastes de proprié-
tés matérielles. En toute logique les erreurs lors de l’identification augmentent avec le contraste. Le
problème n’est pas l’augmentation du contraste en elle même mais l’augmentation des gradients sur
les champs de déformation et de contrainte qui doivent être approximés avec la plus grande fidélité
possible par la méthode d’identification. Pour limiter l’influence de ce type d’erreurs, il serait envisa-
geable, tout comme cela est fait pour des calculs directs, de procéder à des remaillages automatiques
ou manuels.

L’étude de l’identification locale a également fait ressortir que l’essai mécanique utilisé pour
l’identification doit être compatible avec les paramètres que l’on souhaite identifier. Bien que cela
puisse sembler être une évidence, de nouvelles difficultés apparaissent lorsque l’on passe de situa-
tions où l’on suppose l’homogénéité des paramètres à des situations hétérogènes. Dans des situation
hétérogènes il peut arriver que quelques éléments ne soient pas assez déformés pour permettre l’iden-
tification, mais la procédure de remplacement permet de contourner cette difficulté comme cela a été
présenté avec l’essai brésilien.

La procédure d’identification élastique a également permis d’établir des bilans d’énergie en
fatigue à grand nombre de cycles. Des champs de contrainte sont identifiés au cours d’un cycle mé-
canique afin d’estimer une énergie mécanique localement fournie au cours d’un cycle de fatigue.
L’originalité de cette méthode est de considérer les faibles variations d’un tenseur de comportement
sécant, principalement dûes à des mécanismes de microplasticité, comme des faibles variation d’un
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tenseur élastique. La détermination du tenseur élastique se fait en chaque pas de chargement au cours
du cycle mécanique et localement puisque nous ne faisons pas d’hypothèses sur l’homogénéité du
comportement. Nous essayons ainsi de décrire le comportement avec la plus grande finesse en temps
comme dans l’espace. La méthode permet d’identifier des champs de contraintes associés à un maté-
riau hétérogène. Une première étude mettant en jeu des bilans énergétiques de ce type en fatigue a été
publiée au cours de cette thèse [Chrysochoos et al., 2007].

Bien qu’étant constituées d’une même nuance d’acier, les éprouvettes de fatigue montrent dès
le début des essais de fatigue une dissipation et une réponse mécanique hétérogène. Un état initial
hétérogène peut expliquer les phénomènes de localisation et l’apparition de fissures lors de l’essai
mécanique de fatigue. Sans chercher à caractériser tous les mécanismes responsables de l’hétérogé-
néité de la réponse de l’éprouvette, la méthode d’identification permet toutefois de prendre en compte
ces irrégularités dans l’estimation de la puissance mécanique fournie localement. Cette estimation a
pu être comparée à l’estimation de la puissance dissipée au travers d’un bilan énergétique permettant
d’accéder à l’énergie stockée par le matériau. Ces bilans énergétiques ont été menés pour quelques
cycles isolés au cours de l’essai de fatigue, mais une des perspectives serait de réaliser ce type de
bilan pour davantage de cycles d’un même essai, afin de caractériser l’évolution du matériau par des
approches énergétiques. Il serait également intéressant de comparer l’énergie bloquée lors d’un essai
de traction monotone jusqu’à rupture avec l’énergie bloquée jusqu’à rupture pour un essai de fatigue
à grand nombre de cycles.

Des résultats sur l’identification élastoplastique variés ont été présentés et ont fait l’objet d’une
publication [Latourte et al., 2007]. Des identifications à partir de données obtenues numériquement
ont été présentées et ont permis de caractériser la méthode. Nous nous sommes intéressés à un essai
comportant une inclusion plastique, soulignant le fonctionnement de la détection de la plasticité, et
à l’essai du bicouche élastique-élastoplastique. Ces essais académiques ont donné de bons résultats
confirmant les tendances déjà observées dans des situation élastiques : les erreurs sur l’identification
des paramètres de la loi de comportement sont souvent maximales là où la discrétisation par éléments
finis de la méthode inverse ne permet pas de retranscrire assez finement dans l’espace les gradients sur
les champs de contrainte ou sur le champ de déformation plastique. Une source d’erreur également
importante vient des zones trop faiblement déformées qui perturbent l’identification.

Un essai expérimental a ensuite été traité de façon à reproduire le cas test du bicouche élas-
toplastique déjà caractérisé de façon numérique. Les résultats de l’identification expérimentale sont
encourageants. L’identification expérimentale a pu être réalisé pour une discrétisation du domaine
d’identification assez fine de 10 × 10 éléments et a permis d’identifier localement 220 coefficients
(dont 100 coefficients plastiques) à partir de trois pas de chargement d’un unique essai.

Une extension intéressante de la méthode d’identification serait d’étendre l’identification élas-
toplastique à des lois d’écrouissage comportant d’avantage de paramètres comme par exemple des
lois comportant un terme exponentiel rendant compte de la saturation du durcissement observée pour
les aciers.

Une perspective ambitieuse serait de s’intéresser à la plasticité cristalline, la mise en oeuvre se-
rait alors certainement difficile du fait de la complexité du comportement de la microstructure. Il serait
par exemple possible, dans une étape préliminaire à l’identification, de déterminer par EBSD la cris-
tallographie de l’échantillon. Le maillage utilisé pour l’identification pourrait dans ce cas s’appuyer
sur le contour des grains mesurés. Pour cette approche plus microscopique, la zone observée serait



128 CHAPITRE 3. APPLICATIONS ET RÉSULTATS

certainement petite par rapport à la taille de l’éprouvette ce qui implique une connaissance incom-
plète des conditions aux limites : la résultante des efforts extérieures n’étant connue que globalement.
Peut être serait il alors nécessaire de recourir à deux mesures, une macroscopique pour déterminer les
conditions aux limites de l’approche microscopique, grâce à l’estimation d’un champ de contrainte
global, et une mesure plus microscopique pour l’identification de propriétés hétérogènes à l’échelle
des grains.
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