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en particulier Messieurs Michel Deville et Christophe Bailly qui ont bien voulu être rapporteurs
de ce travail. Je remercie également Monsieur Jean-Pierre Rosenblum pour son avis d’expert
industriel.
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1.3.5 DES, modèle de Spalart-Allmaras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.3.6 La transition mode RANS/mode LES ou le problème de la zone grise . . 27
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2.6 Analyse de la nouvelle longueur caractéristique de maille ∆ω . . . . . . . . . . . 71
2.6.1 Influence du ∆ω sur les cisaillements turbulents . . . . . . . . . . . . . . . 71
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Sigles :
DDES Delayed Detached-Eddy Simulation
DES Detached-Eddy Simulation
DES97 Detached-Eddy Simulation originale de Spalart-Allmaras (1997)
DNS Direct Numerical Simulation
LES Large-Eddy Simulation
(U)RANS (Unsteady) Reynolds-Averaged Navier-Stokes Simulation
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SARC modèle RANS de Spalart-Allmaras avec correction de rotation
ZDES Zonal Detached-Eddy Simulation



INTRODUCTION

Contexte de l’étude.

L’augmentation du mélange des fluides intéresse de nombreuses applications industrielles et
plus particulièrement les systèmes propulsifs en aéronautique. En effet dans un turboréacteur,
l’augmentation du mélange participe directement à l’amélioration des chambres de combustion,
à l’augmentation de poussée des éjecteurs, ainsi qu’à la réduction du bruit et du rayonnement
infrarouge émis par le jet propulsif. Ce dernier problème est à l’origine de l’étude présentée ici.

A la sortie de la tuyère, le jet est constitué d’un noyau potentiel chaud (∼ 900K) en-
touré d’une couche de mélange faisant l’interface avec l’air extérieur nettement plus froid. Ce
cône potentiel représente la principale source de rayonnement infrarouge des avions de com-
bats [256, 158, 208]. Par ailleurs, les missiles à capteurs infrarouges prolifèrent à cause de leur
simplicité d’utilisation, leur faible coût et leur disponibilité. Ces “qualités” associées à la forte
émissivité des jets propulsifs rendent les avions de combats très vulnérables : on estime [202]
que plus de 80% des pertes aériennes subies lors des conflits modernes sont dues aux missiles
à capteurs infrarouges. Ce problème concerne non seulement les avions militaires mais aussi
les avions de transports civils, cibles potentielles des actions terroristes. Bien que les moyens
de contre-mesure ne cessent d’être améliorés, les capteurs et les calculateurs embarqués à bord
des missiles sont eux aussi de plus en plus sophistiqués et se laissent difficilement leurrer, c’est
pourquoi il est primordial de diminuer directement les sources d’émission infrarouge.

Le cône potentiel contient des gaz rayonnants (principalement H2O et CO2) en fortes concen-
trations et à très hautes températures. Son volume est entièrement déterminé par l’expansion
de la couche de mélange. Une manière de réduire la signature du jet consiste donc à accélérer le
brassage du jet avec l’air extérieur. On estime par exemple [135] qu’une réduction de température
de 100K dans un jet à 900K réduit sa signature infrarouge de 60%. Cependant, les jets pro-
pulsifs sont dans des régimes d’écoulements qui rendent difficile l’accroissement du mélange :
les nombres de Reynolds sont élevés et les vitesses sont souvent supersoniques. Les nombres de
Reynolds Re = UjD

ν ou Re = (Uj−U0)D
ν (Uj la vitesse du jet, U0 la vitesse d’avancement et D le

diamètre de la tuyère) élevés impliquent une faible cohérence des structures turbulentes sur les-
quelles s’appuient certains amplificateurs de mélange. Concernant le deuxième point, l’expérience
[188, 80, 97, 41] a montré que le mélange turbulent des couches de cisaillement est significative-
ment réduit lorsque le niveau de compressibilité augmente. Ce dernier est usuellement mesuré
à l’aide du nombre de Mach convectif Mc = Uj−U0

aj+a0
[18, 188], rapport du demi-écart des vitesses

de part et d’autre de la couche de cisaillement sur la vitesse du son moyenne, et il devient signi-
ficatif approximativement lorsque Mc ≥ 0.6. En pratique, le problème de la compressibilité de
la couche de mélange concerne donc surtout les avions supersoniques à faible taux de dilution
ou les avions à forts taux de dilution avançant à faible vitesse U0 mais avec une vitesse de jet
Uj assez élevée, comme lors du décollage.
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2 INTRODUCTION

Méthodes existantes d’augmentation du mélange des jets.

En raison de la multitude des applications concernées par le mélange, un nombre considérable
de concepts a été proposé [100, 135].

Sans contrôle, les jets non axisymétriques sont connus pour avoir des capacités de mélange
bien meilleures que leurs homologues axisymétriques, c’est pourquoi les avions dits “discrets”
sont conçus avec des tuyères généralement aplaties et à bord de fuite non-rectiligne [263, 270,
204]. En particulier, les jets issus de tuyères rectangulaires permutent leur grand-axe et leur
petit-axe en évoluant vers l’aval, c’est le phénomène d’“axis switching” décrit par Zaman [269].
Il est dû à deux mécanismes : d’une part, les contours de vorticité azimutale ωt se déforment sous
l’effet de leur propre induction1 car les coins se déplacent plus vite à cause de leurs courbures
plus élevées ; d’autre part, des paires de tourbillons secondaires longitudinaux (vorticité axiale
ωx) formés dans les coins de la tuyère se déplacent initialement vers l’intérieur en écrasant le
grand-axe du jet, se réorganisent au centre en de nouvelles paires qui divergent dans la direction
du petit-axe en le dilatant. Les dynamiques de ωt et ωx interagissent et accroissent le mélange
des jets issus de tuyères à géométries complexes (voir la revue [135]). Les jets rectangulaires
supersoniques peuvent de plus être soumis au phénomène de “screech” [205] qui amplifie de
manière spectaculaire leur évasement et leur mélange. Le “screech” est une excitation auto-
entretenue de la couche de mélange basée sur l’interaction des structures tourbillonnaires avec
les chocs internes du jet supersonique, sur la remontée des ondes de pression ainsi générées dans
l’écoulement extérieur subsonique et l’impact de ces ondes sur la lèvre de la tuyère. Il apparâıt
aussi dans les jets ronds mais provoque un mélange plus important dans les jets aplatis en exci-
tant leur battement latéral. Toutefois, la très grande majorité des avions actuels est équipée de
tuyères axisymétriques car elles possèdent de meilleurs rendements propulsifs et des solutions
doivent être proposées pour ces géométries.

Parmi les concepts dont l’efficacité a été prouvée sur des “jets de laboratoire” axisymétriques,
nombreux sont ceux qui ne pourront devenir opérationnels pour des raisons de perte de poussée
et/ou de maintenance. C’est le cas notamment de l’aspiration coaxiale [244], des obstacles rigides
[206] et des cordes vibrantes [254] traversant le jet de part en part, ou encore des volets vibrants
[189]. Certains concepts sont aussi disqualifiés à cause de leurs conditions de fonctionnement. Par
exemple pour être efficace, un excitateur acoustique doit d’abord avoir une puissance suffisante
pour compenser les fluctuations turbulentes produites dans le turboréacteur (i.e. derrière la ou
les chambre(s) de combustion, les turbines et les accroche-flammes de la réchauffe). L’intensité
de la turbulence peut y atteindre 15% [207] alors qu’elle ne dépasse guère 0.5% en laboratoire.

Une tendance est de développer des actionneurs exerçant une perturbation périodique afin
d’amplifier une instabilité primaire de l’écoulement. Beaucoup d’expériences ou de simulations
directes ont démontré l’efficacité de ces méthodes sur des jets laminaires à faible nombre de
Reynolds (Re = UjD/ν ∼ 5.104). Cependant, l’application de ces techniques aux jets turbulents
à hauts nombre de Reynolds (i.e. Re ∼ 107) présentant des structures tourbillonnaires beaucoup
moins cohérentes requiert des amplitudes de forçage élevées (“high-amplitude fluidic actuation”
[89]). Généralement, cela se traduit sur la vitesse axiale par une perturbation de l’ordre de 15%
de la vitesse d’éjection [54]. Dans la colonne de jet, le mode d’instabilité le plus amplifié dépend
du profil de vitesse [169]. En début de jet, le profil de vitesse étant proche d’un créneau, les
modes axisymétriques (ou variqueux) sont les plus amplifiés. Cette instabilité croit dans le sens

1La loi de Biot et Savart dit qu’une ligne tourbillonnaire C de circulation Γ induit en un point P une vitesse
−→
V telle que :

−→
V (P ) =

R
C

−→
PM×Γ(M)

−→
dl

4π‖−→PM‖3 , où M est un point courant de C.
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de l’écoulement2 et conduit, par enroulement de la couche de cisaillement, à la formation de
structures toröıdales dont la fréquence de passage f à la fin du cône potentiel est caractérisée
par un nombre de Strouhal St = fD

Uj
= Stpm compris entre 0.3 et 0.5. C’est ce que l’on appelle

communément le “mode préféré” d’instabilité de jet (“the preferred mode” [53]). Lorsque le jet
atteint un état turbulent pleinement développé, son profil de vitesse est de forme gaussienne
et le mode d’instabilité le plus amplifié devient alors le mode hélicöıdal (ou sinueux en 2D).
L’excitation de ce deuxième mode semble être très efficace pour augmenter le mélange car son
amplitude de déplacement est de l’ordre du diamètre du jet. On peut la provoquer par différents
moyens (voir la revue de Da Silva et Métais [54]) comme par exemple deux fentes disposées de
part et d’autre du jet et soufflant en opposition de phase [189, 89, 119]. Ce mode d’excitation dit
de “flapping jet” fonctionne encore mieux sur les jets de section rectangulaire car, à débit fixé,
ils présentent une épaisseur plus faible que les jets ronds. Da Silva et Métais [54] montrent, par
des DNS et LES incompressibles, qu’une excitation à la fréquence Stpm provoque bien un ac-
croissement du mélange mais que celui-ci est inhibé au-delà de Re ≈ 103−104. Une excitation au
premier sous-harmonique Stpm/2 permet de maintenir l’action du contrôle mais seulement jus-
qu’à Re ≈ 2.5× 104. Son principe est de favoriser le basculement des structures toröıdales après
la fin du cône potentiel pour générer les tourbillons longitudinaux responsables du mélange du
jet à partir de la région de transition [152]. Au-delà et jusqu’à Re ≈ 5×104, une autre stratégie,
dénommée “bifurcating jet” [56], combinant un forçage axisymétrique à la fréquence préférée
Stpm et un battement au premier sous-harmonique Stpm/2, permet de retrouver une augmenta-
tion du mélange significative. Les auteurs l’expliquent par le fait que l’excitation axisymétrique
amplifie d’abord la cohérence des structures toröıdales formées autour du cône potentiel pour
ensuite les exploiter dans le mode “flapping”. Cependant, la transposition aux jets propulsifs
compressibles n’est pas évidente. En effet, les simulations LES à Re ≈ 3.6× 104 de Maidi et al.
[159] montrent que l’excitation en mode “bifurcating jet” permet d’obtenir l’évasement maximal
(parmi les configurations testées) d’un jet subsonique à M = 0.7 mais qu’à M = 1.4, ils trouvent
un évasement maximal avec une excitation en “flapping” au deuxième sous-harmonique Stpm/4.
Ceci provient du fait que lorsque le nombre de Mach convectif crôıt au-delà de ∼ 0.6, les modes
d’instabilités axisymétriques en incompressibles deviennent obliques [220] et donnent naissance
à des structures cohérentes inclinées par rapport au plan normal à l’axe du jet. Dans les deux
configurations contrôlées, l’amplitude d’excitation de la vitesse axiale représente 5% de la vi-
tesse initiale du jet sur chaque mode (axisymétrique et battement) et conduit à une réduction
de ∼ 27% de la longueur du cône potentiel.
La seule application connue sur réacteur réel a été effectuée par Chenault et al. [37] avec un
Pratt & Whitney JT8D. L’actionneur testé est constitué de deux blocs d’injecteurs radiaux
soufflant en sens opposés et couvrant 90 deg chacun sur la circonférence du jet. L’action du
dispositif est démontrée : l’augmentation du mélange maximale est encore obtenue pour une
fréquence de pulsation St = 0.2 ∼ Stpm/2 ; avec un débit injecté de 3% du débit primaire, la
température adimensionnée T ∗ = T−Ta

Tj−Ta (Ta, Tj , T températures ambiante, du noyau du jet et
moyennée) est diminuée de 25 à 50% selon le régime moteur. Toutefois, il serait intéressant
de connâıtre la perte de poussée occasionnée. En outre, l’efficacité de la dilution perçue dans
le champ moyen ne garantit pas l’efficacité infrarouge car le champ instantané (à l’échelle du
battement) que peuvent mesurer les capteurs infrarouges reste très cohérent. Par ailleurs, des
calculs URANS [38] indiquent que le battement est considérablement réduit lorsqu’il existe un
écoulement périphérique comme c’est le cas en vol. Au-delà de l’aspect séduisant des actionneurs
instationnaires, il est indispensable d’estimer la complexité des mécanismes à mettre en oeuvre
sur l’aéronef, leur poids, leur encombrement, leur coût de fabrication et de maintenance, leur
tenue en fatigue, les répercussions des fluctuations de pression sur la cellule et leur consomma-

2Si l’écoulement extérieur est co-courant.



4 INTRODUCTION

tion hydraulique ou électrique. De plus, l’excitation pulsée avec une grande amplitude et une
faible fréquence [37] accrôıt non seulement le mélange mais aussi le niveau de bruit de 5 à 20dB
suivant le débit et la fréquence d’injection.

Notons qu’une excitation forte peut être réalisée à un coût de contrôle très faible voire nul en
plaçant le jet dans des conditions de bifurcation [185, 257, 203]. Par ailleurs, le concept MESPI
(“Mixing Enhancement by Secondary Parallel Injection”, [187]) se base sur un écoulement secon-
daire supersonique sur-détendu parallèle et de même sens que le jet propulsif (“co-flow”) pour
déstabiliser sa couche de mélange à l’aide de chocs internes produits naturellement de manière
instationnaire. Ces deux stratégies sont très intéressantes mais ne semblent pas aisément adap-
tables à différentes conditions de vol.

Une autre méthode : l’introduction de vorticité longitudinale.

Une autre solution envisageable est de favoriser la formation de tourbillons longitudinaux
[250, 235], ces derniers étant peu influencés par la compressibilité et le caractère fortement tri-
dimensionnel de la couche de mélange aux forts nombres de Mach convectif [97, 81, 42]. De
plus, les tourbillons longitudinaux apparaissent naturellement dans les couches de mélange des
jets axisymétriques sous-détendus [138]. La vorticité longitudinale introduite au moyen de bords
de fuite ondulés ou en lobes [12, 115], de chevrons [26, 7], de tabs solides [24, 219, 271, 11],
ou d’injections de fluide secondaire [63, 69, 48] a déjà prouvé son efficacité en laboratoire et
des solutions passives (lobes,chevrons) sont déjà en opération sur des moteurs existants. Zaman
[270] explique la déformation des jets munis de tabs grâce à la dynamique ωx des tourbillons
longitudinaux contrarotatifs créés au niveau des perturbateurs solides. Pour l’avenir, le contrôle
fluidique semble néanmoins plus attractif puisqu’il peut être adapté aux différentes conditions
de vol. Ajouté à cela, il est sensé réduire la masse, le coût ainsi que la complexité mécanique
même si un examen global doit confirmer ces avantages [231].

Davis [63] a étudié l’action de deux injections radiales soufflant en opposition de manière
continue dans un jet primaire subsonique. Il a mis en évidence l’existence de deux régimes d’in-
fluence du contrôle. Le premier régime se produisant pour de faibles quantités de mouvement
injectées, provoque un mélange rapide de la couche de mélange primaire sans altérer signifi-
cativement l’écoulement moyen du jet. Le second régime, rencontré pour de fortes injections,
entrâıne lui une spectaculaire déformation du jet moyen. Collin et al. [48] ont examiné la région
proche de l’interaction entre un jet secondaire supersonique et la couche de mélange d’un jet
supersonique adapté à Mj = 1.37 pour de faibles rapports de débits et de quantités de mouve-
ment. Ces auteurs ont remarqué que, dans ce régime, la pénétration du jet de contrôle est très
intermittente et crée de grosses structures cohérentes. Selon eux, l’augmentation du mélange
résulte de cette pénétration intermittente plutôt que de la génération de tourbillons longitudi-
naux contrarotatifs. De plus, ils montrent que le taux d’évasement de la couche de mélange est
amplifié au voisinage de l’interaction des deux jets mais recouvre sa valeur naturelle en aval.
Ainsi, dans le premier régime, l’injection secondaire n’a pas d’effet persistant sur la couche de
mélange. L’étude de l’interaction d’un jet et d’une couche de mélange incompressibles aboutit
à la même conclusion [144] et indique ainsi que la compressibilité n’a pas d’effet significatif sur
les mécanismes majeurs mis en jeu lors de cette interaction, même si elle peut avoir un effet
stabilisant, du moins jusqu’au nombre de Mach convectif testé Mc = 0.5.
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L’étude expérimentale sur la maquette MARCO

Dans le cadre d’un programme de recherche sur la réduction de la signature infrarouge des
jets propulsifs d’avion de combat, une étude expérimentale sur les propriétés du mélange d’un
jet sous-détendu contrôlé par des injections radiales continues a été conduite dans la souffle-
rie S3Ch de l’ONERA Chalais-Meudon. L’étude expérimentale visait à évaluer l’applicabilité
d’un dispositif similaire à celui testé par Collin et al. sur une maquette d’arrière-corps propulsif
réaliste dénommée “MARCO”. Les mesures ont permis d’estimer l’influence du taux de détente
du jet ainsi que celles du nombre d’injections actives et de leur débit.

Objectifs, limitations et démarche de la thèse.

Cette thèse a pour but de fournir une vue plus approfondie du jet contrôlé issu de la ma-
quette MARCO au moyen de simulations numériques et d’en compléter l’analyse physique.

L’étude est focalisée sur l’effet de plusieurs injections radiales ponctuelles et stationnaires
sur un jet supersonique axisymétrique. Ce mode d’injection agit directement sur la couche de
mélange entourant le cône potentiel et doit être clairement distingué des contrôles fluidiques
visant à exciter les modes d’instabilité de colonne du jet vus précédemment. Ces derniers sont
appliqués sur une large portion de la circonférence du jet et de manière instationnaire. Bien
que la tendance en contrôle des écoulements soit d’appliquer des injections pulsées ou même
des aspirations/soufflages alternés, notamment pour économiser ou annuler le débit injecté, les
mécanismes qui permettent au soufflage stationnaire d’augmenter le mélange, et qui devraient a
priori être moins difficiles à appréhender que ceux du soufflage instationnaire, ne sont pas encore
complètement compris aujourd’hui et mérite donc que l’on s’y intéresse. De plus, le soufflage
stationnaire peut avoir un intérêt en acoustique puisqu’une diminution du bruit rayonné a été
constatée par Ibrahim et al. [119] sur un jet soumis à 12 injections stationnaires ponctuelles
équiréparties en azimut.

La démarche a été d’utiliser différents niveaux de modélisation de la turbulence non seule-
ment pour tirer partie respectivement de la rapidité des méthodes industrielles (RANS3) et de
la meilleure prévision des méthodes plus coûteuses (RANS/LES) mais aussi pour permettre de
mieux comprendre l’écoulement en supprimant artificiellement des phénomènes physiques. Plus
globalement, cette thèse a pour ambition d’extraire les mécanismes physiques fondamentaux
d’un écoulement dans une configuration appliquée en s’appuyant sur des modèles numériques
intrinsèquement incomplets.

Les simulations les plus complètes pour reproduire les écoulements à grand nombre de Rey-
nolds dans des configurations appliquées et abordables avec les moyens de calcul actuels sont les
méthodes couplées ou hybrides RANS/LES. Parmi ces dernières, la “Detached-Eddy Simulation”
proposée par Spalart et al. [241] a été pensée dans l’optique d’éliminer le recours à l’expertise
nécessaire à tout calcul LES et de rendre cette méthode applicable en production au niveau
industriel comme c’est le cas actuellement avec les méthodes RANS. La DES s’applique typi-
quement au cas des écoulements de paroi massivement4 décollés car les couches limites attachées
à traiter selon l’approche RANS et les zones de recirculation à résoudre en LES sont “clairement
distinctes”. En revanche, la DES ne permet pas de calculer les couches de mélange comme celles

3Les simulations RANS implicitement désignées ici sont celles utilisées en production dans l’industrie, étant
entendu que des recherches sont encore menées sur la modélisation RANS.

4L’adverbe “massivement” est essentiel ici car il implique que la position du décollement ne dépend pas
significativement du contenu turbulent de la couche-limite en amont.
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entourant les jets car elle ne développe pas assez rapidement les fluctuations turbulentes. Plus
généralement, aucune méthode de simulation n’est capable actuellement de restituer une couche
cisaillée libre sans l’intervention explicite de l’utilisateur. Afin de mieux mâıtriser le basculement
du mode RANS au mode LES, Deck [67] a décliné une version zonale de la DES, notée ZDES.
Shur et al. [229, 227, 228] ont proposé une méthodologie hybride RANS/LES zonale capable
de prévoir le bruit émis par un jet d’avion de ligne. La simulation est conduite en deux étapes.
D’abord, la couche limite est calculée par une approche RANS. Ensuite, le champ de viscosité
turbulente obtenu est imposé dans le domaine adjacent à la paroi et un calcul LES est effectué.
Comme le maillage est structuré et pour limiter le coût du calcul LES, Shur et al. ont diminué
le nombre de points dans la couche limite (non résolue) du calcul LES. Enfin, la viscosité turbu-
lente est imposée nulle dans tout le domaine LES pour réaliser effectivement une LES implicite
(sans modèle sous-maille). Cette méthodologie possède donc une grande part d’empirisme.

Par rapport aux travaux numériques antérieurs limités à des configurations canoniques de
jet ou demandant une intervention importante de l’utilisateur dans le processus de simulation,
cette thèse vise dans un premier temps à reproduire numériquement le champ aérodynamique
autour de la configuration appliquée MARCO sans et avec contrôle au moyen de simulations
RANS et surtout ZDES basées sur le modèle à une équation de transport de Spalart-Allmaras.
Au niveau de l’analyse physique, les cas de contrôle testés en soufflerie et reproduits dans les
simulations peuvent être classés dans les deux régimes identifiés par Davis [63], i.e. à faible et
à forte injections de quantité de mouvement. Par ailleurs, le jet propulsif étudié ici est superso-
nique sous-détendu5, il contient donc des chocs dont la structure est modifiée par l’action des
injections secondaires. Les derniers travaux publiés [11, 209] montrent que l’influence de per-
turbations appliquées à la périphérique du jet sur cette structure de choc est encore méconnue.
Par contre, son influence sur le bruit rayonné a été prouvé par des mesures [209]. D’autre part,
à partir des observations expérimentales de la configuration MARCO, il a été émis l’hypothèse
que les chocs pourraient prendre part aux mécanismes d’augmentation du mélange lorsque les
injections radiales sont activées. Une analyse théorique de la structure de choc interne au jet et
de sa réponse à des perturbations azimutales a donc été proposée dans cette thèse. Enfin, une
attention particulière est portée à l’analyse des tourbillons longitudinaux à partir des champs
numériques et l’interprétation physique est supportée par des développements analytiques.

5Le régime de sous-détente caractérisé par une pression statique en sortie de tuyère supérieure à la pression
statique extérieure est déterminé par le fonctionnement du moteur et les conditions de vol. Cela est expliqué en
annexe A.
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Le mémoire est organisé en cinq chapitres :

– chapitre 1 : présentation des approches RANS, LES, ZDES puis motivation, formulation
et discussion d’une nouvelle longueur caractéristique de maille ∆ω utilisée en mode LES ;

– chapitre 2 : présentation de la campagne expérimentale effectuée sur MARCO, mise en
oeuvre des simulations RANS et ZDES, validation des résultats numériques et discussion
des résultats fournis avec ∆ω ;

– chapitre 3 : analyse des ondes internes et de la structure de choc du jet supersonique,
influence du taux de détente, du caractère axisymétrique, de la vitesse d’éjection, de
l’écoulement extérieur, de la viscosité puis effet des perturbations azimutales et enfin
évaluation du mélange stationnaire par chocs internes ;

– chapitre 4 : analyse du brassage tourbillonnaire du point de vue stationnaire, formation des
différentes structures tourbillonnaires moyennes, évolution des tourbillons longitudinaux,
caractérisation du mélange, critères d’estimation du mélange et étude paramétrique sur
les injecteurs et les conditions d’injection ;

– chapitre 5 : analyse du brassage tourbillonnaire du point de vue instationnaire, différence
entre la diffusion turbulente et la résolution explicite de la dynamique des grandes échelles
sur le champ moyen, dynamique turbulente et dégénérescence des tourbillons longitudi-
naux, mise en évidence de deux régimes de pénétration et évaluation de l’activité du
mélange turbulent et du champ mélangé dans ces deux régimes.
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Chapitre 1

Modélisation des écoulements
turbulents

L’ensemble des simulations présentées dans ce mémoire a été effectué avec le code FLU3M
(Guillen & Dormieux [99]) développé à l’ONERA. Ce code résout les équations de Navier-Stokes
sur des maillages structurés multiblocs. Pour le calcul des écoulements turbulents à grand nombre
de Reynolds, il offre deux alternatives : les équations de Navier-Stokes sont filtrées soit selon
le formalisme “Reynolds-Averaged Navier-Stokes Simulation” (RANS) soit selon le formalisme
“Large-Eddy Simulation” (LES). Le traitement de configurations appliquées mélant écoulements
pariétaux et écoulements massivement décollés est possible grâce à l’utilisation d’une approche
hybride de type “Detached-Eddy Simulation” (DES). Néanmoins, la DES originale n’est pas
adaptée à la simulation de l’écoulement autour d’un arrière-corps propulsif (ceci est démontré
au chapitre 2) pour laquelle sa version zonale, la “Zonal-DES” (ZDES), a été utilisée.

Lors de cette étude, deux problèmes ont conduit à réaliser deux nouveaux développements.
Tout d’abord, la version originale de la ZDES présentait un retard au développement des in-
stabilités dans la couche de mélange du jet et a justifié la définition d’une nouvelle longueur
caractéristique du maillage ∆ω intervenant dans le “modèle sous-maille” de la ZDES. Celle-ci a
été implémentée et ses résultats sont comparés à l’expérience au chapitre 2. Puis, en raison des
informations fournies par l’étude expérimentale, il a été nécessaire de coder une condition aux
limites imposant un débit entrant.

L’implémentation de la méthode numérique et des modèles de turbulence dans le code
FLU3M a été réalisées lors de travaux antérieurs (voir [192, 193, 68]), elle est juste résumée
en annexe B et les détails de la condition de débit entrant y sont fournis. Brièvement, les choix
numériques adoptées lors de cette étude sont les suivants. Les équations de Navier-Stokes sont
discrétisées spatialement par un schéma volumes finis de type “cell-centered” d’ordre 2. Les flux
convectifs sont exprimés selon le schéma de Roe. Pour les calculs RANS, la précision spatiale est
étendue à l’ordre 2 par l’approche MUSCL. Pour les calculs ZDES, la précision spatiale atteint
l’ordre 3 et est combinée à un senseur de Jameson pour satisfaire les conditions TVD sur les
chocs. La correction de Harten est utilisée pour éviter les chocs de détente. Tous les termes
diffusifs sont discrétisées par différence centrée d’ordre 2. L’intégration en temps est basée sur
une formulation implicite de Gear d’ordre 2 et l’inversion du système linéaire est effectuée au
moyen d’une factorisation LU-SGS. En raison des approximations faites durant l’étape implicite,
l’algorithme de sous-itérations de Pulliam a été employé pour restituer la précision en temps.

Dans ce chapitre, les grandes lignes des filtrages RANS et LES (dans le cadre restreint de la
méthode des volumes finis) ainsi que les fermetures des équations résultantes selon les approches
RANS, DES et ZDES du modèle de Spalart-Allmaras sont rappelées. La motivation originelle de
la définition d’une nouvelle longueur caractéristique de maille ∆ω est expliquée, sa formulation
détaillée et son application aux écoulements pleinement turbulents est discutée.

9
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1.1 Les équations de Navier-Stokes d’un fluide compressible

Les équation de Navier-Stokes constituent un modèle d’écoulement de fluide continu compres-
sible, visqueux et conducteur de chaleur, représentatif des écoulements rencontrés en aérodynamique
classique. Les équations constitutives de ce modèle sont rappelées ici brièvement.

Tout d’abord, le fluide est gouverné par les équations du mouvement des milieux continus qui,
sous forme conservative, s’écrivent :

Conservation de la masse :
∂ρ

∂t
+ div

(
ρ
−→
V
)

= 0 (1.1)

Bilan de quantité de mouvement :
∂ρ
−→
V

∂t
+−→div

(
ρ
−→
V ⊗−→V

)
= −→div

(
σ
)

+−→
f (1.2)

Bilan d’énergie totale : :
∂ρE

∂t
+ div

(
ρE
−→
V
)

= div
(
σ.
−→
V −−→q

)
+−→
f .
−→
V + r (1.3)

avec E = e+
V 2

2
, où e est l’énergie interne

Dans cette étude, les forces volumiques −→f (pesanteur) et les sources de chaleur r sont négligées.
L’équilibre du moment dynamique se traduit par la symétrie du tenseur des contraintes σ.
Celui-ci se décompose en une partie réversible σR et une partie irréversible (dissipée) τ . Pour
un fluide divariant, on montre que la partie réversible se réduit à σR = −pI où p est la pression
thermodynamique.
Il n’y a que 5 équations scalaires générales pour 15 inconnues scalaires

(
ρ,
−→
V , e, p, τ ,−→q

)
. Dix

équations scalaires sont donc nécessaires pour fermer le système différentiel : ce sont les lois de
comportement. Pour lier les trois variables thermodynamiques (ρ, e, p), on adopte les lois d’état
du gaz ideal :

p = ρrT et e = cvT (où T est la température) (1.4)

avec r = R=8.314 J.mol−1.K−1

M(air)=29 kg.mol−1 = 287 J.kg−1.mol−1 ; γ = 7/5 ; cv = r
γ−1 ; cp = γr

γ−1

L’hypothèse de fluide newtonien permet d’apporter les lois complémentaires pour déterminer le
tenseur visqueux τ et le flux de chaleur −→q :

loi de newton : τ = 2µ S + η (div−→V ) I (1.5)

loi de Fourier : −→q = −λ −−→grad T (1.6)

où S = 1
2

(
−−→grad−→V + grad

T−→
V

)
est le tenseur des taux de déformation. La viscosité dynamique

d’un gaz µ est reliée à la température par la loi de Sutherland :

µ(T )
µref

=
(

T

Tref

) 3
2 Tref + 110.4

T + 110.4
(1.7)

où µref = 1, 711.10−5 kg.m−1.s−1 pour Tref = 273, 16 K représentent la viscosité et la température
de référence pour l’air.
De plus, l’hypothèse de Stokes (partie sphérique du tenseur visqueux nulle) est supposée vérifiée,
i.e. 3η+ 2µ = 0. Le tenseur visqueux se réduit alors à sa partie déviatrice et ne représente donc
que des forces de cisaillement :

τ = 2µ
(
S − 1

3
(div−→V ) I

)
(1.8)
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La conductibilité thermique est déduite de la viscosité dynamique µ en supposant que le nombre
de Prandtl Pr reste constant :

Pr =
µcp
λ

avec Pr = 0.7 pour de l’air aux conditions standard (1.9)

1.2 Ecoulements turbulents et équations de Navier-Stokes filtrées

1.2.1 Les trois classes d’échelles d’un écoulement turbulent

Les écoulements de l’aérodynamique classique présentent des nombres de Reynolds élevés de
l’ordre de Re = ρV L

µ ∼ 106 à 109 et transitionnent généralement vers un état turbulent. Celui-ci
est caractérisé par des mouvements apparemment désordonnés et aléatoires qui sont répartis sur
une très large gamme d’échelles spatiales et temporelles.

La turbulence se manifeste lorsque l’inertie du fluide est si grande que la dissipation visqueuse
ne peut amortir les perturbations à une échelle macroscopique l0. Ces perturbations tirent leur
énergie de l’écoulement moyen et forment des fluctuations à grandes échelles l0 qui possèdent
alors trop d’énergie cinétique ∼ u2

0 pour être dissipées par la viscosité moléculaire ν dans leur
temps de vie caractéristique l0/u0, autrement dit l20/ν

l0/u0
= u0l0

ν = Re0 � 1. La turbulence agit
donc comme un processus “naturel” de réorganisation de l’écoulement visant à créer les condi-
tions pour lesquelles la viscosité moléculaire parvient à dissiper ce surplus d’énergie : c’est le
concept de la cascade inertielle de Richardson-Kolmogorov [212, 136]. Dans l’hypothèse d’une
turbulence à l’équilibre, l’énergie ∼ u2

0 injectée dans le champ fluctuant au niveau des grandes
échelles l0 est transférée intégralement vers des échelles d’agitation de plus en plus petites sans
que la viscosité n’ait le temps d’intervenir. Le taux de transfert de l’énergie est donc constant
ε ∼ u2

l/u ∼
u2
0

l0/u0
∼ ε0. Ce transfert d’énergie constant donne la forme bien connue à la densité

spectrale d’énergie Eκ(κ = 1/l) ∼ u2

1/l ∼ ε
2/3
0 κ−5/3 reproduite figure 1.1.

Fig. 1.1 – Spectre d’énergie de la turbulence isotrope et cascade inertielle [122].

La théorie de la cascade inertielle permet d’expliquer les distributions d’énergie non seule-
ment dans une turbulence isotrope mais aussi dans les écoulements cisaillés [122]. Dans le cas
d’une couche de mélange, c’est la différence de vitesse des écoulements cisaillés qui dimen-
sionne l’énergie u2

0 injectée dans la cascade. En diminuant, l’échelle d’agitation l porte moins
d’énergie u2 ∼ l2/3 mais la transfère d’autant plus vite. Ajouté à cela, le taux de cisaillement
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S ∼ u
l ∼

u0
l0

(
l
l0

)−2/3
s’accrôıt jusqu’à rendre le taux de dissipation visqueuse ν

(
u
l

)2 commen-

surable avec le taux de transfert de l’énergie ε0 ∼ u2

l/u pour l’échelle minimale de fluctuation,

l’échelle de Kolmogorov η ∼ l0Re−3/4
0 .

La plus petite échelle turbulente η reste néanmoins largement supérieure à l’échelle du libre
parcours moyen des molécules l∗1, i.e. l∗

η ∼ M0Re−1/4 � 1, sachant que le nombre Mach tur-
bulent est M0 = u/a � Re1/4. Les équations de Navier-Stokes sont donc toujours applicables
et permettent de décrire l’intégralité de tout écoulement turbulent. Toutefois, la simulation
numérique directe (ou “Direct Numerical Simulation”, DNS) des écoulements à haut nombre de
Reynolds (typiquement Re > 104) est aujourd’hui irréalisable pour des raisons de stockage et
de temps de calcul excessifs. En effet, l’évolution de chaque macro-échelle l0 de la turbulence
(inférieure aux dimensions de l’écoulement complet) pendant une durée de l0/u0 nécessite de cal-

culer les 5 variables (ρ, u, v, w, p) sur
(
l0
η

)3
∼ Re9/4

0 points pendant au moins ∼ Re3/4
0 itérations

(en prenant en compte le temps de vie des échelles de Kolmogorov η/v et les conditions de
stabilité sur le CFLmax = (v+a)∆t

η , a la vitesse du son).

Pour les écoulements à haut nombre de Reynolds, les capacités informatiques actuelles ne per-
mettent de calculer explicitement que les plus grandes échelles temporelles et spatiales (elles sont
indissociables) du mouvement turbulent. Le filtrage RANS sépare formellement les échelles L du
mouvement moyen des grandes échelles l0 de la turbulence et le filtrage LES sépare formellement
les grandes échelles l0 des petites échelles η de la turbulence. Ces deux filtrages sont résumés
dans la suite. Les équations de Navier-Stokes filtrées selon ces deux approches étant identiques
sur la forme, elles sont toutes deux exposées plus tard dans la même section 1.2.4.

1.2.2 Filtrage RANS

1.2.2.1 Moyenne statistique et moyenne de Favre associée

Bien que formant un système déterministe, les équations de Navier-Stokes ont un compor-
tement chaotique d’autant plus marqué que le nombre de Reynolds est élevé. Ce comportement
est dû au terme de convection non-linéaire qui rend le système extrêmement sensible aux condi-
tions initiales (pour Re grand). Ainsi toute incertitude même infinitésimale sur les conditions
initiales peut conduire à un écoulement radicalement différent de celui issu des conditions ini-
tiales exactes au bout d’un temps long (sachant qu’un temps long à l’échelle de Kolmogorov η

est court à l’échelle macroscopique l : η/v
l0/u0

∼
(
η
l0

)2/3
∼ Re−1/2

0 ). Au bout d’un certain temps
dit “temps intégral”, l’écoulement ayant subi un enchâınement de bifurcations se décorrèle des
conditions initiales. L’hyper-sensibilité du système à grand Re vis-à-vis des conditions initiales,
des conditions aux limites ou des propriétés du fluide incertaines donne aux écoulements tur-
bulents leur caractère imprédictible et aléatoire. Ceci ajouté à la multitude d’échelles spatiales
représentées figure 1.1 rend la turbulence terriblement coûteuse à calculer ; c’est le côté négatif.
Le côté positif est que ce désordre est tellement grand qu’il peut être décrit globalement2 de
manière statistique, alors que le mouvement moyen reste explicitement calculé : c’est l’approche
RANS.

Le première forme de filtrage, nommée “décomposition de Reynolds”, sépare donc le mou-
vement moyen au sens statistique de l’ensemble des mouvements fluctuants de la turbulence.

1A posteriori, on a encore le droit de parler de viscosité moléculaire à l’échelle η car on a l∗ � η.
2En fait pas tout à fait, cf. section 1.2.3
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Toute grandeur aléatoire f( ~X, t) est décomposée en une partie moyenne < f > et une partie
fluctuante f ′. La quantité < f > est une moyenne d’ensemble définie sur un grand nombre de
réalisations de la variable f( ~X, t) à la position ~X au temps t. De manière générale, l’écoulement
moyen peut dépendre du temps et la moyenne d’ensemble est définie par :

< f > (~x, t) = lim
n→∞

1
N

N∑
k=1

fk(~x, t) (1.10)

où N représente le nombre d’expériences “hypothétiques” au cours desquelles on mesure f et fk
représente la mesure de f au cours de la kième expérience.
La partie fluctuante f ′ est simplement le complémentaire de f par rapport à sa moyenne d’en-
semble < f > :

f =< f > +f ′ (1.11)

On appelle “opérateur de Reynolds”, un opérateur < . > linéaire, commutant avec les dérivées
spatiales et temporelles et vérifiant << f > g >=< f >< g > pour toutes variables aléatoires
f et g. Un tel opérateur est idempotent (autrement dit un projecteur) << f >>=< f >, ce qui
implique dans (1.11) que < f ′ >= 0. L’ordre de grandeur des fluctuations est donc dans ce cas
mesuré par l’écart-type

√
f ′2. La moyenne statistique est un opérateur de Reynolds.

La décomposition de Reynolds (1.11) s’applique facilement aux équations de Navier-Stokes in-
compressibles et ne fait apparâıtre qu’un seul terme de fluctuation respectivement le tenseur
de Reynolds −ρ < −→

V ′ ⊗ −→V ′ > à côté du tenseur des contraintes dans le bilan de quantité de
mouvement et ρcp < T ′

−→
V ′ > à côté du flux surfacique de conduction −→q dans le bilan d’énergie

interne du mouvement moyen.
L’application de (1.11) aux équations de Navier-Stokes compressibles produit beaucoup plus de
termes supplémentaires dans les équations du mouvement moyen (cf. Chassaing et al. [34]). Afin
de se rapprocher de la forme des équations de base, la plupart des codes de calcul d’écoulements
turbulents compressibles, dont FLU3M, sont basés sur la moyenne pondérée par la masse volu-
mique, aussi appelée “moyenne de Favre” :

f̃ =
< ρf >

< ρ >
et la nouvelle partie fluctuante f ′′ telle que : f = f̃ + f ′′ (1.12)

Il est important de noter que la moyenne de Favre n’est qu’un changement de variable et n’est
pas un opérateur de Reynolds3. Par définition, on a :

< ρf >=< ρ > f̃ (1.13)

et en utilisant les propriétés de l’opérateur de Reynolds < . >, on obtient :

< ρfg >=< ρ > f̃ g̃+ < ρf ′′g′′ > d’où f̃g = f̃ g̃ + f̃ ′′g′′ (1.14)

En particulier, (1.14) permet d’exprimer le tenseur de Reynolds τR apparaissant dans l’équation
de quantité de mouvement sous une forme analogue au cas incompressible :

τ
R = −

(
< ρ

−→
V ⊗−→V > − < ρ >

−̃→
V ⊗ −̃→V

)
= − < ρ >

˜−→
V ′′ ⊗ ~V ′′ (1.15)

3Plus précisément, la moyenne de Favre associée à un opérateur de Reynolds est bien idempotente mais ne
commute pas avec les dérivations spatiales ou temporelles. En outre, la partie fluctuante f ′′ vérifie < ρf ′′ >= 0
mais < f ′′ > 6= 0.
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1.2.2.2 Filtrage temporel, hypothèse d’ergodicité et approche URANS

En pratique, on n’effectue pas N réalisations d’un écoulement mais on observe cet écoulement
sur une certaine durée T. Si l’écoulement turbulent (donc strictement instationnaire) est établi,
il est pertinent d’en prendre sa moyenne temporelle sur une durée T définie par :

〈f〉T (−→x , t) =
1
T

∫ t+T

t
f(−→x , τ)dτ (1.16)

On a dit précédemment que l’écoulement turbulent reste corrélé sur l’échelle du temps intégral
Θ. Dire que l’écoulement moyen est établi ou stationnaire revient à dire que pour tout T � Θ,
(f)T (−→X , t) prend la même valeur quelque soit t.

D’autre part, lorsque l’on regarde un écoulement turbulent à petite échelle Λ4 donc d’un temps
intégral Θ petit5 par rapport à notre temps de perception T , on a l’impression de voir le mouve-
ment fluctuant dans son ensemble sans en distinguer le détail des structures turbulentes, comme
si l’ensemble des N → ∞ réalisations hypothètiques avaient le temps de se passer pendant la
durée T : c’est l’“hypothèse d’ergodicité”.

On montre (cf. Tennekes & Lumley [249]) que lorsqu’un écoulement moyen au sens statistique
est stationnaire, la moyenne temporelle définie par (1.16) converge vers la moyenne statistique
définie par (1.10) lorsque T →∞. De plus, l’erreur quadratique relative est proportionnelle à θ

T

et au carré de l’intensité des fluctuations
(
<f ′2>
<f>

)1/2
:

< (〈f〉T− < f >)2 >
< f >

= 2
Θ
T

< f ′2 >

< f >
(1.17)

Lorsque l’écoulement moyen au sens statistique est instationnaire, la décomposition de Reynolds
(1.11) est toujours strictement applicable et formalise ce que l’on appelle l’approche “Unsteady
Reynolds-Averaged Navier-Stokes Simulation” (URANS). Si le temps caractéristique de l’insta-
tionnarité du champ moyen Tm est largement supérieur au temps intégral Θ de la turbulence,
il existe une durée T telle que Θ � T � Tm et sur laquelle la moyenne temporelle (f)T (−→x , t)
sera représentative de la moyenne statistique < f > (−→X , t) sans trop dénaturer l’évolution tem-
porelle du mouvement moyen6. C’est le domaine de validité de l’approche URANS. Par contre,
si cette séparation des échelles temporelles n’est pas vérifiée, c’est le cas par exemple lorsque
un actionneur haute fréquence excite l’écoulement, l’instationnarité du mouvement moyen et la
dynamique de la turbulence peuvent entrer en interaction, ce que l’approche URANS ne permet
pas de reproduire.

1.2.3 Filtrage LES

Même si la décomposition de Reynolds qui est aux fondements de l’approche RANS est
strictement exacte, les termes qu’elle introduit dans les équations du mouvement doivent être
modélisés et c’est cette modélisation qui rend l’approche RANS contestable. En effet, le tenseur
de Reynolds ou le flux surfacique turbulent d’énergie totale représentent l’action globale de la tur-
bulence respectivement sur la quantité de mouvement et l’énergie totale de l’écoulement moyen,
depuis les grandes échelles l0 jusqu’aux échelles dissipatives η. Une modélisation globale de la

4Pour être précis, il faut dire un écoulement dont l’échelle intégrale Λ est courte.
5En utilisant l’hypothèse de Taylor avec U l’échelle de vitesse du mouvement moyen, Θ = Λ/U .
6A la différence d’un filtre “porte” en temps, le filtre “bôıte” en temps 〈.〉T n’est pas idempotent si bien que

strictement une coupure à T détériore un signal périodique à Tm > T .
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turbulence suppose qu’elle ait un comportement universel indépendant de l’écoulement moyen.
A la manière du mouvement moléculaire qui est modélisé par les lois de comportement dans le
mouvement mésoscopique décrit par la mécanique des milieux continus, l’approche RANS vise
à imiter les effets du mouvement fluctuant à l’aide de modèles de fermeture dans le mouvement
moyen au sens statistique. La différence majeure est que la séparation nette des échelles l∗ � lm
(lm échelle mésoscopique) dans le premier cas n’est pas vérifiée dans le second puisque les grandes
échelles turbulentes doivent être commensurables avec les échelles du mouvement moyen pour en
tirer leur énergie. Ces mécanismes d’injection de l’énergie dans la turbulence la rendent sensible
à l’écoulement moyen, ce qui explique la multitude des modèles RANS tentant de les représenter.

Dans l’approche LES, cette dynamique des grandes échelles est explicitement calculée et la
modélisation est repoussée au niveau des échelles inertielles l, telles que l0 � l � η (au milieu
du spectre dessiné figure 1.1), à partir duquel la dynamique des mouvements fluctuant est sup-
posée universelle selon la théorie de Richardson-Kolmogorov. Cette séparation des échelles est
réalisée par le filtrage spatial décrit ci-dessous.

1.2.3.1 Filtrage spatial et moyenne de Favre associée

On se restreint pour commencer au filtrage homogène et isotrope appliqué sur un domaine
non borné. Toute grandeur f de l’écoulement possède une distribution spatiale à chaque instant.
A chaque instant t, les différentes échelles de variations spatiales de cette distribution sont
représentées par la transformée de Fourier de f(−→x , t), notée f̂(−→k , t) avec −→k vecteur d’onde.
Au niveau de l’introduction présentée ici, l’aspect tridimensionnel de l’espace n’apporte rien et
on se restreindra à l’espace de dimension 17. Séparer les grandes échelles des petites échelles
spatiales par rapport à une longueur d’onde 2∆ revient à appliquer un filtre passe-bas Ĝ de
nombre d’onde de coupure κc = π/∆ à la fonction spectrale f̂(k, t) :

〈f̂〉 = Ĝ f̂ (1.18)

En notant G le noyau de convolution de Ĝ, la grandeur filtrée 〈f〉 s’exprime dans l’espace
physique par le produit de convolution G ? f :

〈f〉(x, t) = (G ? f) (x, t) =
∫ +∞

−∞
f(ξ, t)G(x− ξ)dξ (1.19)

La partie fluctuante (au sens spatial) f ′ de f résulte directement de la décomposition f = 〈f〉+f ′.
Pour pouvoir être appliqué aux équations du mouvement, Sagaut [217] dit que l’opérateur de
filtrage 〈.〉 doit vérifier trois propriétés : la conservation des constantes (G doit être normé),
la linéarité (vérifiée par construction), la commutation avec les dérivation spatiale temporelle.
Ainsi spécifié, un filtre LES n’est pas obligatoirement idempotent, ce qui implique que l’on n’a
pas nécessairement 〈f ′〉 = 0. Trois filtres sont classiquement utilisés en LES : le filtre “boite” qui
représente la moyenne spatiale sur une longueur donnée (c’est un sinus cardinal dans l’espace
spectral), le filtre Gaussien qui est une fonction Gaussienne dans l’espace physique et dans l’es-
pace spectral, et le filtre “porte” qui est un filtre passe-bas parfait dans l’espace spectral (sinus
cardinal dans l’espace physique). Parmi ces trois filtres, seul le filtre “porte” est idempotent, c’est
pourquoi on l’appelle aussi filtre “projecteur” en opposition au filtre Gaussien plus progressif.

Pour les écoulements compressibles, une moyenne de Favre est associée au filtre spatial 〈.〉

7L’extension des filtres unidimensionnels à la dimension 3 peut être effectuée simplement par des produits
tensoriels de noyaux de convolution 1D.
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de la même manière que pour la moyenne statistique < . > :

f̃ =
〈ρf〉
〈ρ〉

et la nouvelle partie fluctuante f ′′ est telle que : f = f̃ + f ′′ (1.20)

Toutefois, comme les filtres LES ainsi définis ne sont pas obligatoirement idempotents, il en
est de même pour la moyenne de Favre associée et les relations (1.14) et (1.15) ne sont plus
satisfaites (sauf pour le filtre “porte”).

1.2.3.2 Quelques remarques sur le filtrage spatial

Filtrage implicite. Une application rigoureuse de la théorie soutenant l’approche LES vou-
drait que le calcul de l’écoulement soit effectué sur une grille de largeur de maille ∆, et qui
pourrait donc être porteur de nombres d’ondes κ ≤ κc = 2π

2∆ d’après le théorème de Shannon,
puis que l’on applique un filtre passe-bas de coupure κf ≤ κc. En pratique, cette manière de
procéder est très coûteuse et on préfère utiliser tous les points du maillage pour avoir un nombre
d’onde résolu maximal le plus grand possible sans appliquer explicitement de filtre. C’est alors
le maillage qui joue le rôle de filtre implicite. On peut supposer que le maillage agit comme un
filtre “porte” de coupure κc = π

∆ , mais en réalité sa fonction de transfert est inconnue.

Maillage hétérogène et erreur de commutativité. Jusqu’ici nous avons supposé que
le filtre spatial était uniforme (on se cantonne toujours au cas 1D). Pour des écoulements
“réalistes”, le coût de calcul impose au maillage d’être hétérogène pour s’adapter aux régions où
l’écoulement subit de forts gradients, donc le filtrage implicite qui en résulte est aussi hétérogène.
L’opération de filtrage spatial ne commute alors plus strictement avec l’opération de dérivation
spatiale. L’étude des effets d’un filtrage hétérogène (et anisotrope en 3D) est assez récent et nous
ne rentrerons pas dans les détails, le lecteur étant invité à consulter la revue de Sagaut [217]. Gho-
sal & Moin [96] ont modifié la définition originelle du filtre LES (qui requiert la commutativité
stricte avec la dérivation spatiale) pour définir des filtres hétérogènes commutant au second ordre
avec la dérivation spatiale et qu’ils baptisent “Second Order Commuting Filters” (SOCF). Ils
montrent que sous les conditions SOCF, l’erreur de commutation [A,B]ψ = A.(B.ψ)−B.(A.ψ)
entre l’opérateur de filtrage A = G? et l’opérateur de dérivation spatiale B = d

dx sur une fonction
ψ exprimée sous forme normale ψ(x) = ψ̂ke

ikx s’exprime par :[
G?,

d

dx

]
ψ = −α(2)δ2

(
δ′

δ

)
d2〈ψ〉
dx2

+O (kδ)4 avec α(2) =
∫ +∞

−∞
ζ2G(ζ)dζ (1.21)

L’équation (1.21) montre que l’erreur de commutation est fonction du carré de la taille de maille
locale δ(x) ainsi que de l’étirement des mailles 1

δ(x)
dδ
dx(x) et de la dérivée seconde de la fonction

ψ(x). Ghosal & Moin en déduisent que l’erreur de commutation a une action dissipative dans
les équations du mouvement. Nous nous arrêterons là sur ce sujet en signalant que l’effort de
recherche concernant les schémas numériques peu dissipatifs peut devenir vain si les calculs sont
effectués sur des maillages de configurations appliquées du fait de l’erreur de commutation entre
les opérations de filtrage et de dérivation spatiaux.

Filtrage spatial et moyenne statistique. En se basant sur l’hypothèse d’ergodicité, le
champ moyen d’un écoulement turbulent calculé par une approche LES s’obtient en moyennant
le champ résolu (i.e. échelles du mouvement moyen L et grandes échelles de la turbulence l0).
Ceci suppose implicitement que 〈f ′′〉T = 0 ou 〈〈ρ〉f ′′〉T = 0, f ′′ étant la partie fluctuante par
rapport à la moyenne de Favre associée à l’opérateur de filtrage 〈.〉 et 〈.〉T la moyenne temporelle
définie par (1.16).
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1.2.4 Equations de Navier-Stokes filtrées

Dans cette section, l’opérateur de filtrage 〈.〉 posséde les propriété d’un filtre LES défini
précédemment (section 1.2.3.1) et les grandeurs fluctuantes f ′′ désignent la partie complémentaire
des grandeurs “filtrées” au sens de la moyenne de Favre associée à 〈.〉. Comme la moyenne sta-
tistisque (ou avec l’hypothèse d’ergodicité, la moyenne temporelle) possède les propriétés d’un
opérateur de filtrage LES, les équations du mouvement filtrées par 〈.〉 sont aussi valables pour
l’approche RANS. En particulier, la propriété d’idempotence n’est pas nécessairement vérifiée
par 〈.〉 selon la définition des filtres LES [217], c’est pourquoi elle est ici explicitement signalée
lorsqu’on y a recours8. L’opération de filtrage appliquée aux équations (1.1,1.2,1.3) et l’utilisation
de la moyenne de Favre associée permettent d’écrire les équations du mouvement filtré :

(Masse)
∂〈ρ〉
∂t

+ div
(
〈ρ〉−̃→V

)
= 0 (1.22)

(QDM)
∂〈ρ〉−̃→V
∂t

+−→div
(
〈ρ〉−̃→V ⊗ −̃→V

)
= −→div

(
−〈p〉I + 〈τ〉+ τF

)
(1.23)

(Energie)
∂〈ρ〉Ẽ
∂t

+ div
(
〈ρ〉Ẽ−̃→V

)
= div

(
−〈p−→V 〉+ 〈τ .−→V 〉 − 〈−→q 〉 −

−→
QF
)

(1.24)

où l’on a noté

• le tenseur des tensions fluctuantes : τF = −〈ρ〉
(
−̃→
V ⊗−→V − −̃→V ⊗ −̃→V

)
(1.25)

• le vecteur flux surfacique fluctuant d’énergie totale :
−→
QF = 〈ρ〉

(
Ẽ
−→
V − Ẽ

−̃→
V

)
(1.26)

Ayant pour objectif d’écrire les équations du mouvement des grandes échelles (temporelles
ou spatiales) d’un écoulement compressible, nous avons d’abord dû nous rabattre, à l’aide de la
moyenne de Favre, sur les équations du mouvement d’un “écoulement équivalent” possédant
les mêmes grandeurs volumiques ou conservatives (i.e. ∼ 〈ρf〉). On se contente alors pour
l’“écoulement résolu” des équations du mouvement d’un écoulement ayant la même masse volu-
mique 〈ρ〉, la même vitesse Ṽ que l’écoulement filtré avec la pondération par la masse sachant
que l’énergie totale dite “résolue” n’est pas seulement celle du mouvement filtré. Si l’on suppose
que le filtre est idempotent, le terme supplémentaire s’identifie à l’énergie cinétique fluctuante :

Ẽ = ẽ+
1
2
−̃→
V 2 =︸︷︷︸

si 〈.〉
idempotent

ẽ+
1
2
−̃→
V

2

︸ ︷︷ ︸
énergie totale

du mouvement moyen

+
1
2
−̃→
V ′′2︸ ︷︷ ︸

énergie cinétique
fluctuante

(1.27)

La définition de l’“énergie totale résolue” étant modifiée par rapport à une vraie énergie totale,
les variables thermodynamiques de l’écoulement résolu sont modifiées en conséquence comme
suit.

Les lois d’état de l’écoulement équivalent sont :

〈p〉 = 〈ρ〉rT̃ et ẽ = cvT̃ (1.28)

8Certains papiers traitant du formalisme LES compressible ne mentionnent pas l’hypothèse d’idempotence mais
supposent quand même la validité “approximative” de la relation (1.14). La non-idempotence du filtre LES pose
un sérieux problème de manipulation et d’interprétation des équations filtrées. Par exemple, en incompressible,

la décomposition triple de Leonard [149] met en évidence le tenseur de Leonard L = 〈〈−→V 〉 ⊗ 〈−→V 〉〉 − 〈−→V 〉 ⊗ 〈−→V 〉
représentant des interactions entre les grandes échelles dans le tenseur sous-maille modélisé τF .
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Suivant la démarche de Lesieur & Comte [150], on décompose le tenseur des tensions fluctuantes
en sa partie sphérique et sa partie déviatrice :

τF = τF − 1
3
Tr
(
τF
)
I︸ ︷︷ ︸

partie déviatrice τD

+
1
3
Tr
(
τF
)
I︸ ︷︷ ︸

partie sphérique −p∗I

(1.29)

Dans le cas d’un filtre idempotent, p∗ = 2
3〈ρ〉

−̃→
V ′′2

2 . Comme dans le bilan de quantité de mouve-
ment RANS ou LES incompressible, il est alors “naturel” de définir une “macro-pression” :

p̂ = 〈p〉+ p∗ = 〈p〉
(
1 + γM2

F

)
avec M2

F =
p∗/〈ρ〉
γ〈p〉/〈ρ〉

si 〈.〉
=

idempotent

−̃→
V ′′2/3
γ〈p〉/〈ρ〉

(1.30)

d’où vient la notation p∗. En définissant une “macro-énergie interne” comme :

ê = ẽ+
3
2
p∗

〈ρ〉
= cv

(
T̃ +

3
2cv

p∗

〈ρ〉

)
(1.31)

l’énergie totale résolue peut être réécrite, avec l’hypothèse d’idempotence du filtre, sous la forme
classique :

Ẽ = ê+
1
2
−̃→
V

2
(1.32)

Pour donner la forme classique à la seconde loi d’état, il est alors cohérent de définir une “macro-
température” T̂ telle que :

ê = cvT̂ d’où T̂ = T̃ +
3(γ − 1)

2
p∗

〈ρ〉r
= T̃

(
1 +

3(γ − 1)
2

γM2
F

)
(1.33)

La première loi d’état (1.28) devient alors dans l’écoulement résolu :

p̂ = 〈ρ〉rT̂ +
5− 3γ

2
p∗ ou encore p̂ = 〈ρ〉rT̂

(
1 +

5− 3γ
2

γM2
F

)
(1.34)

Nous reviendrons sur cette loi d’état de l’écoulement résolu et donnerons des lois de comporte-
ment pour τF et

−→
QF lors de la fermeture des équations, section 1.3.1.1. La reformulation des

termes restants aux seconds membres des équations filtrées (1.23) et (1.24) est effectuée dans la
section suivante.

Pour finir, notons que le passage d’un écoulement compressible ne retenant que les mouvements
à grandes échelles à un écoulement équivalent (basé sur la moyenne pondérée par la masse)
et enfin à un écoulement dit résolu n’est motivé que par le soucis de toujours se ramener aux
équations de Navier-Stokes de base. Ceci s’explique, d’une part parce qu’au niveau pratique,
on “sait” déjà implémenter numériquement les équations de base, et d’autre part parce qu’on
a plus l’“habitude”, lorsqu’on regarde le champ moyen, de discuter physiquement de la même
manière que sur les équations de base (i.e. laminaires) en ajoutant au tenseur des contraintes et
au vecteur flux surfacique de conduction de la chaleur l’action de l’écoulement fluctuant. Plu-
sieurs chemins sont empruntés dans la littérature pour parvenir aux équations de l’écoulement
résolu, on peut notamment mentionner le travail de Vreman [258]. L’approche de Lesieur &
Comte [150], jugée plus synthétique, a été adoptée ici. Néanmoins, cette présentation ne prétend
pas montrer la seule voie pour comprendre les effets de la compressibilité. Le lecteur pourra par
exemple se reporter à une approche différente se passant de la moyenne de Favre et exprimant
une décomposition non en deux mais en trois termes, comme présenté par Chassaing et al. [34].
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1.2.4.1 Reformulation des équations filtrées

La forme conservative des équations du mouvement se prête bien à leur résolution numérique.
Aussi, les équations du mouvement résolu (1.22,1.23,1.24) doivent être reformulées pour faire ap-

parâıtre explicitement les variables conservatives (〈ρ〉, 〈ρ〉−̃→V , 〈ρ〉Ẽ) ou des fonctions des variables

primitives (〈ρ〉, −̃→V , 〈p〉, T̃ ). Néanmoins, les opérations de “filtrage” effectuées précédemment ont
produit des moments d’ordre 2 (i.e. f̃.g) qui doivent être remplacés par certaines approximations
pour permettre cette reformulation.

Par analogie avec la loi de comportement (1.8), le tenseur visqueux moyen 〈τ〉 est assimilé
à :

〈τ〉 ≈ 2µ(T̃ ) Ŝ avec Ŝ =
1
2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

− 2
3
∂ũk
∂xk

δij

)
−→ei ⊗−→ej (1.35)

De même avec la loi de Fourier 1.6, le flux surfacique de chaleur moyen < −→q > est assimilé à :

〈−→q 〉 ≈ −λ(T̃ ) −−→grad T̃ (1.36)

La puissance des forces surfaciques extérieures est elle aussi approchée à l’aide des variables du
calcul :

〈τ .−→V 〉 ≈ 2µ(T̃ ) Ŝ.−̃→V (1.37)

Ces trois approximations ne sont pas rigoureusement démontrables et sont habituellement jus-
tifiées de deux manières suivant que l’on se place dans l’approche RANS ou LES. Bien que leurs
principes de filtrage soient différents, leurs significations sont identiques : d’une part, les grandes
échelles l0 portent l’essentiel de l’énergie turbulente et sont donc supposées représenter l’action
prédominante de la turbulence sur l’écoulement moyen, et d’autre part, cette action turbulente
est supposée prédominante sur les tensions visqueuses et sur les échanges conductifs assurés par
l’agitation moléculaire. En RANS, l’action prédominante des grandes échelles est contenue dans
le tenseur des tensions de Reynolds τR et dans le vecteur de flux surfacique turbulent d’énergie
totale

−→
QF . En LES, l’action des grandes échelles est explicitement résolue.

1.2.4.2 Formulation vectorielle des équations de Navier-Stokes filtrées

Après simplification, les équations du mouvement (1.22),(1.23) et (1.24) de l’écoulement
résolu peuvent s’écrire sous forme vectorielle comme :

∂
−→
W

∂t
+
∂
−→
F i

∂xi
− ∂

−→
F d
i

∂xi
= 0 (1.38)

où −→W , −→F i et −→F d
i sont les vecteurs des variables conservatives, des flux d’Euler et des flux diffusifs

définis par :

−→
W =


〈ρ〉
〈ρ〉ũ1

〈ρ〉ũ2

〈ρ〉ũ3

〈ρ〉Ẽ

 ,
−→
F i =


〈ρ〉ũi

〈ρ〉ũ1ũi + p̂δ1i
〈ρ〉ũ2ũi + p̂δ2i
〈ρ〉ũ3ũi + p̂δ3i
(〈ρ〉Ẽ + p̂)ũi

 ,
−→
F d
i =


0

2µ(T̃ )Ŝ1i + τD1i
2µ(T̃ )Ŝ2i + τD1i
2µ(T̃ )Ŝ3i + τD1i

2µ(T̃ )Ŝij ũj + λ(T̃ ) ∂ eT∂xi + Q̂F i + Pi


avec la notation −→

P = Pi−→ei = −〈p−→V 〉+ p̂
−̃→
V (1.39)
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1.3 Fermeture des équations du mouvement

1.3.1 Lois d’état et lois de comportement

Le système (1.38) de dimension 5 a bien un vecteur inconnu W =
(
〈ρ〉, 〈ρ〉ũ1, 〈ρ〉ũ2, 〈ρ〉ũ3, 〈ρ〉Ẽ

)
de dimension 5 mais contient en plus des termes non-exprimés en fonction des composantes de
W : τF ,

−→
QF et −→P . Il reste à définir des lois de comportement pour fermer ces termes. En

fait, nous avons fait la décomposition τF = −p∗I + τD. En mécanique des milieux continus,
une décomposition (presque9) analogue du tenseur des contraintes σ introduit la pression p
cöıncidant avec la pression thermodynamique et conduit à se reporter sur les lois d’état du gaz.
Il en est de même ici. Une manière de déterminer le terme p∗ est de lui consacrer une équation
séparée comme proposé en LES par Yoshizawa [266]. Dans une approche LES, Lesieur & Comte
[150] proposent une solution semblant séduisante qui est de négliger 5−3γ

2 γM2
F dans la loi d’état

(1.34) uniquement10. Il reste alors deux lois d’état :

p̂ = 〈ρ〉rT̂ et ê = cvT̂ (1.40)

qui sont formellement identiques aux lois de base (1.4) si l’on remplace p par p∗ et T par T̂ .
Toutefois, les coefficient de diffusion µ et λ ont jusqu’ici été exprimés en fonction de T̃ . Lesieur
& Comte [150] supposent donc implicitement de remplacer T̃ par T̂ pour les raisons exprimées
en fin de section (1.2.4.1).

Il convient à présent de préciser que l’on souhaite effectuer des simulations de type hybride
RANS/LES, i.e. basée soit sur le formalisme RANS soit sur le formalisme LES suivant les
régions de l’écoulement. Une revue récente des simulations hybrides a été écrite par Sagaut,
Deck & Terracol dans la référence [218]. Deux caractéristiques propres à l’approche hybride sont
d’une part que les calculs n’utilisent qu’un seul système d’équation du mouvement, ceci n’est
pas un problème au niveau de l’implémentation puisque les 5 équations de bilan RANS et LES
sont formellement identiques (cf. 1.2.4), et d’autre part que la solution résolue est continue à la
jonction des zones traitées en RANS et en LES, par construction. Or, si l’on adopte le point de
vue de Lesieur & Comte [150], à la jonction RANS/LES, l’énergie cinétique fluctuante contenue
implicitement dans p̂ et T̃ subit un saut (de l’énergie cinétique turbulente globale à l’énergie
cinétique sous-maille ou inversement), ce qui n’est pas satisfaisant.

La solution la plus simple, généralement suivie, est de négliger tous les termes d’énergie cinétique
fluctuante (RANS ou LES) devant les variables thermodynamique filtrées 〈p〉 et T̃ dans (1.30)
et (1.33), et on a alors les approximations :

p̂ ≈ 〈p〉 et T̂ ≈ T̃ et Ẽ ≈ cvT̃ +
1
2
−̃→
V ′′2 (1.41)

qui offrent l’avantage de confondre l’écoulement équivalent et l’écoulement résolu, en particulier
l’énergie totale résolue devient exprimable à l’aide des variables résolues suivant la forme de base.
C’est donc avec cette dernière hypothèse que l’ensemble des discussions de ce mémoire seront
menées. Il convient toutefois de préciser que les deux derniers points de vue exposés ici sont
formellement identiques au niveau de l’implémentation et ne diffèrent que par l’interprétation
de l’écoulement résolu.

9La décomposition n’est strictement analogue qu’avec l’hypothèse de Stokes.
10Lesieur & Comte [150] font remarquer que ce terme est nul pour un gaz mono-atomique γ = 5/3.
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Enfin, la validité de cette hypothèse repose sur une approximation portant entièrement sur le
Mach turbulent MT :

γ

−̃→
V ′′2/3
γ〈p〉/〈ρ〉

=
γ

3
M2
T � 1 avec M2

T =
−̃→
V ′′2

γ〈p〉/〈ρ〉
(1.42)

qui est raisonnable tant que le nombre de Mach de l’écoulement M2 =
g−→
V

2

γ〈p〉/〈ρ〉 n’est pas trop
élevé.

1.3.1.1 Fermeture de l’équation de quantité de mouvement

Dans cette étude, la fermeture du tenseur des fluctuations τD est réalisée de manière similaire
en mode RANS et mode LES en transposant l’ensemble {loi de Newton (1.5)+hypothèse de
Stokes} :

τ
D = 2〈ρ〉µt Ŝ avec Ŝ =

1
2

(
∂ũi
∂xj

+
∂ũj
∂xi

− 2
3
∂ũk
∂xk

δij

)
−→ei ⊗−→ej (1.43)

Cette forme de fermeture est appelée “hypothèse de Boussinesq”. Elle réduit la détermination
du tenseur d’ordre 2, τD, à celle du scalaire νt dite “viscosité cinématique turbulente” en RANS
et “viscosité cinématique sous-maille” en LES. Comme toute fermeture, l’hypothèse de Boussi-
nesq est beaucoup plus forte lorsqu’elle est appliquée en RANS que lorsqu’elle est appliquée en
LES puisqu’elle doit représenter l’action de l’ensemble des échelles turbulentes et notamment les
grandes échelles l0 qui ne sont pas vraiment découplées du champ moyen. Pour la détermination
de νt, il existe une multitude de modèles RANS et de modèles sous-maille dont le modèle à une
équation de transport de Spalart-Allmaras en RANS et le modèle algébrique de Smagorinsky en
LES décrits dans la suite.

Par ailleurs, notons qu’il existe en LES l’approche “Monotone Integrated Large-Eddy Simu-
lation” (MILES) selon laquelle le tenseur sous-maille τD est retiré des équations du mouve-
ment. Cette approche compte sur la dissipation de schémas numériques de capture de choc
intrinsèquement dissipatifs pour mimer l’effet diffusif et dissipatif du tenseur sous-maille. Après
le filtrage implicite, l’approche MILES représente la modélisation sous-maille implicite. En fait,
si l’on dispose de schémas “trop” dissipatifs, la solution d’enlever la modélisation explicite peut
parfois améliorer le résultat mais ne constitue pas une approche satisfaisante.

1.3.1.2 Fermeture de l’équation de l’énergie

Bien que
−→
QF représente le flux surfacique fluctuant de la somme de l’énergie interne et de

l’énergie cinétique et bien que −→P représente un terme de couplage entre les champs de vitesse
et les champs de pression moyen et fluctuant, la somme de ces deux termes est modélisée, dans
FLU3M comme usuellement, à la manière de la loi de Fourier (1.6) avec un nombre de Prandtl
constant Prt :

−→
QF +−→

P = −λt
−−→grad T̃ avec λt =

µtcp
Prt

(1.44)

Pour de l’air à température ambiante, on pose Prt = 0.9 en RANS et Prt = Pr = 0.7 en LES.

A partir de maintenant, les notations des différents filtres sont omises pour faciliter
la lecture. Ainsi le vecteur (〈ρ〉, ũ1, ũ2, ũ3, 〈p〉) sera dorénavant écrit (ρ, u1, u2, u3, p) de
même T̃ sera simplement noté T .
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1.3.2 RANS, modèle de Spalart-Allmaras

Le modèle empirique de Spalart-Allmaras et al. [238, 239] a été développé pour traiter les
écoulements de couches minces attachées selon l’approche RANS. Ce modèle est basé sur l’unique
équation de transport de la quantité ν̃ confondue avec la viscosité turbulente νt = fv1ν̃, excepté
dans la zone tampon et la sous-couche visqueuse :

Dν̃

Dt
= cb1S̃ν̃︸ ︷︷ ︸

production

+
1
σ

[
div
(
(ν + ν̃).−−→grad ν̃

)
+ cb2(

−−→grad ν̃)2
]

︸ ︷︷ ︸
diffusion

− cw1fw

(
ν̃

d

)2

︸ ︷︷ ︸
destruction

(1.45)

avec S̃ = ‖−→ω ‖+
ν̃

κ2d2
fv2, −→ω = −→rot−→u (1.46)

fv1 =
χ3

χ3 + c3v1
, fv2 = 1− χ

1 + χfv1
où χ =

ν̃

ν
(1.47)

fw = g

(
1 + c6w3

g6 + c6w3

)1/6

, g = r + cw2

(
r6 − r

)
où r =

ν̃

S̃κ2d2
(1.48)

cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622, σ = 2/3, κ = 0.41, cw1 = cb1
κ2 + 1+cb2

σ , cw2 = 0.3, cw3 = 2, cv1 = 7.1

La quantité S̃ est égale à S = ‖−→ω ‖11 excepté dans la zone tampon et la sous-couche visqueuse.
Les termes de production et de diffusion ont été calibrés de manière à reproduire les écoulements
cisaillés libres. Dans le but de mimer l’effet de blocage de la paroi, les auteurs ont introduits
le terme de destruction dont l’action est d’autant plus importante que la distance à la paroi d
est faible. Sa décroissance dans la couche externe est accélérée grâce à la fonction de correction
fw. Les fonctions de correction fv1 et fv2, dépendant seulement du rapport ν̃/ν, ont été créées
afin de permettre aux quantités ν̃ et S̃ de maintenir leur comportement de couche logarithmique
jusqu’à la paroi, ceci pour des considérations numériques.

Le modèle implémenté dans FLU3M par Deck [65] est une version modifiée, destinée à trai-
ter les écoulements à masse volumique variable :

Dρν̃

Dt
= cb1S̃ρν̃︸ ︷︷ ︸

production

+
1
σ

[
div
(
(µ+ ρν̃).−−→grad ν̃

)
+ cb2ρ(

−−→grad ν̃)2
]

︸ ︷︷ ︸
diffusion

− ρcw1fw

(
ν̃

d

)2

︸ ︷︷ ︸
destruction

(1.49)

Comme tout modèle de turbulence RANS, le modèle de Spalart-Allmaras n’est pas universel et
il existe des corrections permettant d’améliorer ses prévisions dans certaines conditions parti-
culières. Dans le cadre des travaux présentés ici, deux corrections ont été utilisées et sont notées
respectivement SARC et SACC dans la suite de ce mémoire.

La “correction de rotation” a été créée par Morton et al. [174] pour limiter la diffusion
turbulente excessive des tourbillons d’aile delta. Les auteurs se sont inspirés de la correction
apportée par Daclès et Mariani [55] au modèle de Baldwin-Barth : au 2nd membre de l’équation
de transport (1.49) est soustrait un terme de destruction qui s’active seulement lorsque le taux

11Dans les couches minces cisaillées, le module du cisaillement égale celui du rotationnel. Ce dernier a proba-
blement été préféré pour des raisons numériques car, dans les écoulements d’aérodynamique externe pour lesquels
le modèle a été conçu, le rotationnel est confiné aux couches minces, libres ou attachées, alors que le cisaillement,
à une distance r éloignée du corps solide, est en 1/r2 en 2D ou 1/r3 en 3D.
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de rotation ‖Ω‖ = ‖−→ω ‖/
√

212 excède le taux de déformation ‖S‖13 :

Destruction(SARC) = 2.
√

2cb1ρν̃max(‖Ω‖ − ‖S‖, 0) (1.50)

Dans le coeur des tourbillons, le terme de destruction dépasse le terme de production et réduit
ainsi globalement la viscosité turbulente.

La “correction de compressibilité” introduite par Secundov [85] permet de mimer l’“effet
stabilisant” de la compressibilité sur la turbulence au moyen d’un terme de destruction :

Destruction(SACC) =
C5ρν̃

2

a2

∂Ui
∂xj

∂Ui
∂xj

avec C5 = 3.5 (1.51)

que l’on peut interpréter comme un terme de destruction proportionnel au carré d’un nombre
de Mach convectif Mc défini par (a vitesse du son) :

M2
c = ν̃

√
∂Ui
∂xj

∂Ui
∂xj

/a2 Destruction(SACC) = C5ρν̃M
2
c

√
∂Ui
∂xj

∂Ui
∂xj

(1.52)

1.3.3 LES, modèle de Smagorinsky

Le modèle de Smagorinsky [234] du tenseur sous-maille est un modèle fonctionnel selon la
terminologie employé par Sagaut [217], c’est-à-dire qu’il vise à reproduire l’action du tenseur

sous-maille div(τD) dans l’équation de quantité de mouvement sans nécessairement en avoir la
même structure. Plus précisément, il repose sur les hypothèses suivantes [217] :

– L’action des échelles sous-maille sur les échelles résolues est essentiellement une action de
nature énergétique, si bien que l’équilibre des transferts d’énergie entre les deux classes
d’échelles seul est suffisant pour décrire l’action des échelles sous-maille.

– Le mécanisme de transfert d’énergie des échelles résolues vers les échelles sous-maille (“for-
ward scatter”) est analogue aux mécanismes moléculaires représentés par le terme de
diffusion dans lequel la viscosité ν apparait (= hypothèse de Boussinesq). Le transfert
d’énergie des échelles sous-maille vers les échelles résolues (“backward scatter”) n’est pas
pris en compte.

– Une échelle de longueur charactéristique l0 et une échelle caractéristique de temps t0 sont
suffisant pour décrire les échelles sous-maille.

– Il existe une séparation totale entre les échelles sous-maille et les échelles résolues.
– L’écoulement est localement et à chaque instant dans le même équilibre spectral qu’une

turbulence pleinement développée homogène et isotrope, il n’y a donc aucune accumulation
d’énergie à une fréquence particulière et la forme du spectre d’énergie est invariante dans
le temps :

E(k) = K0ε
2/3k−5/3 avec K0 = 1.4 la constante de Kolmogorov (1.53)

Avec ces hypothèses et en écoulement incompressible, le modèle de Smagorinsky donne l’expres-
sion de la viscosité sous-maille νsgs = νt pour achever la détermination de τD :

νsgs = (Cs∆)2
(
2‖S‖2

)1/2
(1.54)

12On rappelle que le vecteur des taux de rotation
−→
Ω = 1

2

−→
rot
−→
V est le vecteur dual associé à la partie anti-

symétrique Ω de grad
−→
V , et doit être distingué de la vorticité −→ω =

−→
rot
−→
V .

13Pour éviter de prendre en compte des effets de dilatation/compression, il serait peut être judicieux de remplacer

le taux de déformation S par sa partie déviatrice SD.
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où S est le tenseur des taux de déformation résolu, 2∆ la longueur de coupure caractéristique
du filtre (en filtrage implicite et avec le théorème de Nyquist, ∆ est la taille de maille) et Cs est
une constante. L’extension au cas compressible devrait logiquement faire intervenir uniquement
la partie déviatrice de S mais en pratique la formulation (1.54) est souvent conservée. Dans
une turbulence homogène isotrope dont le spectre d’énergie est donné par (1.53), le taux de
dissipation < ε > s’exprime à l’aide de K0 et < (2‖S‖2)1/2 > puis en l’égalant au taux de

transfert d’énergie à travers la coupure kc = ∆/π, < τD : S >, on obtient après quelques
approximations la valeur de la constante Cs :

Cs =
1
π

(
3
2
K0

)−3/4

≈ 0.18 (1.55)

Il est à noter que cette valeur a été réajustée par certains auteurs (de Cs ≈ 0.1 à 0.23) dans le
cas d’écoulements cisaillés pour obtenir de meilleurs résultats. Il est à noter que baisser la valeur
de Cs peut parfois compenser une “viscosité numérique” excessive bien qu’on ne puisse pas dire
que celle-ci s’exprime par une relation de la forme (1.54) et augmenter sa valeur permet selon
les auteurs de “remplacer” une sous-résolution du maillage.

Toutes les hypothèses du modèle de Smagorinsky sont contestables et se contredisent entre
elles14, c’est pourquoi il existe, comme en RANS, des modèles sous-mailles plus élaborés. Pour
plus de détails, le lecteur est invité à consulter la littérature spécialisée [217]. Toutefois, le modèle
de Smagorinsky est très simple à implémenter et a déjà donné des résultats satisfaisants, no-
tamment avec le code FLU3M : écoulement de cavité [143], écoulement dans un étage complet
de turbine basse-pression [210], contrôle du décollement sur une marche descendante [57].

1.3.4 L’approche couplée RANS/LES

Les modèles RANS et en particulier le modèle de Spalart-Allmaras ont largement prouvé
leur capacité à reproduire les écoulements de couche limite attachée sous un gradient de pres-
sion modéré pour un coût de calcul abordable. Néanmoins, la plupart des modèles RANS ne
parviennent pas à simuler des configurations plus complexes comme des écoulements cisaillés
soumis à une forte compressibilité, à une forte courbure, et présentant de forts gradients de
température. Même si quelques modèles dédiés arrivent à reproduire l’écoulement moyen de jets
académiques, leur application à des jets réalistes contrôlés par des technologies nouvelles est
donc discutable. L’approche LES généralement fermée par le modèle de Smagorinsky dans les
calculs de configurations appliquées est supposée plus apte à reproduire ces écoulements com-
plexes puisqu’elle résout explicitement les grandes échelles porteuses de l’essentiel de l’énergie
cinétique fluctuante. Toutefois, les grandes échelles de la turbulence sont plus ou moins petites à
l’échelle globale du mouvement. Prenons pour exemple deux cas bien distincts et caractéristiques
des écoulements cisaillés : les couches de mélange libres et les couches limites attachées.

Dans les couches de mélange (cf. figure 1.3.4(a)), la différence des vitesses ∆U = U2−U1 four-
nit l’énergie cinétique injectée dans la cascade u2

0 ∼ (∆U)2 et l’épaisseur de la couche de cisaille-
ment représentative de la taille des grandes échelles du mouvement fluctuant δ(x) ∼ l0 s’adapte
pour que le taux d’énergie transféré aux petites échelles puisse être dissipé par la viscosité.
Ces grosses structures résultent de l’instabilité primaire de Kelvin-Helmholtz et sont orientées
selon l’envergure 15. Une analyse des dimensions en présence permet de se rendre compte de

14En particulier, les axes principaux de τD forment des angles allant de 35 à 45 deg avec ceux de S [110], et la
séparation des échelles contredit la continuité du spectre d’énergie. De plus, si l’écoulement résolu est stationnaire
mais cisaillé, le modèle de Smagorinsky introduit une action des échelles sous-maille non-justifiée.

15aux faibles nombre de Mach convectif Mc < 0.6. [220]
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l’évolution linéaire de l’épaisseur δ(x) ∼ ∆U
U
x. Expérimentalement, on mesure δ(x) ≈ 0.05∆U

U
x.

L’épaisseur de vorticité δω = ∆U/
(
∂U
∂y

)
max

est une mesure communément utilisée. Elle est égale

à δω = 0.68 δ90% dans un profil de vitesse en tangente hyperbolique (δ90% est l’épaisseur à 90%
des vitesses extérieures). En pratique pour une simulation LES, on préconise les tailles de maille
longitudinale et en envergure ∆x ≈ ∆z ≈ δω/2 et ∆y ≈ δω/20 à travers la couche de mélange.

Dans les couches limites attachées, (cf. figure 1.3.4(b)), le blocage constant de la vitesse à la
paroi y = 0 limite les fluctuations normales < v′2 > et conduit les structures les plus énergétiques
à s’orienter dans le sens longitudinal de l’écoulement. Celles-ci sont située dans la zone tampon
(entre la sous-couche visqueuse et la zone logarithmique) entre y+ = yuτ

ν ≈ 5 et 60. Au niveau de

ces structures, c’est la vitesse de frottement uτ =
√
τ/ρ (τ = µ

(
∂U
∂y

)
y=0

le frottement pariétal)

qui fixe l’échelle d’énergie cinétique injectée dans la cascade. En pratique pour une simulation
LES, on préconise des tailles de maille longitudinale, transverse et en envergure respectivement
de l’ordre de ∆x+ ≈ 50, ∆y+ ≈ 1 (à la paroi) et ∆z+ ≈ 15 à 20. En comparaison, les tailles
de mailles requises pour un calcul RANS sont plutôt de l’ordre de ∆x+ ≈ 500, ∆y+ ≈ 1 (à la
paroi) et ∆z+ ≈ 1000. Dans l’épaisseur de couche limite δ99%, 30 à 50 points sont généralement
nécessaires, contre seulement 30 typiquement en RANS.

Numériquement, si l’on prend une couche d’air cisaillée entre 0 et 100 m/s au bout de
Lx = 1 m, le nombre de Reynolds est égal à Re = 100×1

1.5×10−5
≈ 7.106. S’il s’agit d’une couche de

mélange, son épaisseur de vorticité est de l’ordre de δω ≈ 0.05 × 0.68 × 50
100/2 ≈ 3.4 cm, donc

les mailles doivent avoir localement pour dimensions 17× 1.7× 17 mm. S’il s’agit d’une couche
limite pariétale, le coefficient de frottement est égal à τ/1

2ρU
2 = Cf = 0.059/Re0.2 = 0.0025, la

vitesse de frottement vaut alors uτ = 3.6 m/s et l’unité de paroi est ν/uτ = 4.2 µm. Les tailles
de mailles requises à la paroi sont donc 0.2 mm × 4.2 µm × 0.08 mm. De plus, son épaisseur
atteint seulement δ99% = 0.38× Lx/Re0.2 = 1.6 cm.

(a) Dans la couche de mélange [28] (b) Dans la couche limite [224, 127]

Fig. 1.2 – Les grandes échelles de structures cohérentes dans deux formes canoniques
d’écoulement cisaillé.
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Cette petite application numérique montre clairement que les contraintes de calcul LES d’une
couche limite sont beaucoup plus exigentes que celles d’une couche de mélange16. Aussi, le cal-
cul LES d’une configuration appliquée comprenant des couches limites attachées est impossible
avec les moyens informatiques actuels. Pour ces écoulements complexes, les seules méthodes
prédictives applicables à l’heure actuelle sont les méthodes couplées ou hybrides RANS/LES
[93, 229, 218]. Leur principe, d’un point de vue pratique, est de calculer explicitement la dy-
namique de toutes les structures turbulentes jusqu’aux échelles abordables par les calculateurs
actuels, c’est-à-dire les écoulements détachés ou hors parois, et de se contenter de la prévision
moyenne en temps des méthodes RANS dans les couches minces attachées. Dans les écoulements
à hauts nombres de Reynolds où l’énergie cinétique est principalement portée par les grandes
échelles, cette approche a donné des résultats très satisfaisants sur le champ moyen ainsi que sur
les données instationnaires. La méthode hybride la plus largement implémentée est probable-
ment la “Detached-Eddy Simulation” (DES) proposée à l’origine par Spalart et al. [241]. Parmi
ses applications réussies ou encourageantes, on peut mentionner les écoulements turbulents au-
tour de corps solides variés comme une marche descendante et un train d’atterrisage [243], une
sphère [49], un F-15E à 65 degrés d’incidence [86], et plus récemment avec le code FLU3M,
l’écoulement autour d’un profil hyper-sustenté [67], le tremblement sur un profil supercritique
[66], l’écoulement interne dans un diffuseur d’entrée d’air en S [259] et des écoulements de culot
axisymétriques [233].

1.3.5 DES, modèle de Spalart-Allmaras

La “Detached-Eddy Simulation” introduite par Spalart et al. en 1997, est une méthode
hybride RANS/LES destinée à calculer les écoulements comportant à la fois des couches-limites
attachées et des zones décollées. A la différence des méthodes de couplage RANS/LES, la DES
en tant que méthode hybride, résout la turbulence par un seul ensemble d’équations dans tout
le domaine de calcul, que la turbulence soit filtrée selon l’approche RANS ou l’approche LES17.
Son implémentation est évidemment simplifiée par la similitude des équations filtrées suivant
les deux approches. La DES originelle [241], nommée dans ce mémoire DES97, est basée sur
le modèle RANS de Spalart-Allmaras décrit ci-dessus. L’idée suggérée par Spalart et al. [241]
a été de modifier le terme de destruction de manière à réduire le modèle RANS à un modèle
LES sous-maille dans les zones détachées de l’écoulement. Pour cela, les auteurs ont proposé de
remplacer la distance d à la paroi la plus proche par la longueur d̃ définie par :

d̃ = min (d,CDES∆) (1.56)

où ∆ est la taille caractéristique de maille locale. Loin de la paroi d̃ = CDES∆, dans l’hypothèse
où le terme de destruction équilibre celui de production (ce qui se produit, en particulier, si la
viscosité turbulente ne varie plus au long du mouvement et si la diffusion d’une ligne de courant
à l’autre est nulle, autrement dit, en régime établi, si la viscosité turbulente est homogène), la
viscosité turbulente devient :

νt =
cb1
cw1

C2
DES∆2‖−→ω ‖2 (1.57)

La relation (1.57) est à rapprocher du modèle sous-maille de Smagorinsky (1.54) où le module
du tenseur des taux de déformation ‖S‖ =

√
SijSij (égal à celui du taux de cisaillement lorsque

16Du point de vue plus fondamental, on peut noter que la présence de la paroi dans l’écoulement cisaillé et
l’effet bloquant qu’elle y produit ont une influence profonde sur la structure de l’écoulement turbulent alors qu’ils
sont complètement transparents en écoulement laminaire. Comme élément de preuve, le taux de croissance d’une
couche cisaillée laminaire est toujours proportionnelle à ∼

√
x que celle-ci soit attachée ou non. Par contre, une

couche cisaillé libre turbulente s’épaissit linéairement ∼ x alors qu’une couche limite turbulente crôıt en ∼ x0.8.
17Le raccord entre les deux modes de filtrage n’a pas jusqu’à présent reçu de justification formelle [218].
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l’écoulement est incompressible) est remplacé par le module du tenseur des taux de rotation
‖Ω‖ =

√
ΩijΩij =

√
2‖−→Ω ‖ = ‖−→ω ‖/

√
2. On obtient ainsi une expression de la constante de

Smagorinsky équivalente :

C2
eq =

cb1
cw1

C2
DES (1.58)

La constante CDES a été calibrée par Shur et al. [230] dans une turbulence homogène isotrope
(THI) pour laquelle ils ont obtenu CDES = 0.65. C’est la valeur implémentée dans FLU3M. Dans
une THI incompressible, on a < SijSij >=< ΩijΩij >, si bien que la constante de Smagorinsky
équivalente donnée par la relation (1.58) est égale à Ceq = 0.133 proche de Cs = 0.18. Toutefois,
en pratique, la valeur de cette constante n’est pas universelle puisque la dissipation numérique
propre à chaque code de calcul vient s’ajouter à l’effet du modèle sous-maille.

Les formulations basées sur ‖S‖ ou sur ‖−→ω ‖ sont faciles à implémenter et ont globalement
montré des résultats satisfaisant dans des simulations LES d’écoulements cisaillés18. De manière
plus générale, et comme l’indique le papier original [241], le modèle sous-maille se comporte
comme un modèle dynamique par l’intervention de la dérivée particulaire et du terme de diffu-
sion. Par construction, les auteurs ont choisi de définir ∆ comme la plus grande des largeurs de
maille dans les 3 directions du maillage structuré :

∆ = ∆max = max (∆x,∆y,∆z) (1.59)

de manière à ce que le modèle commute automatiquement du mode RANS dans les zones
discrétisées par un maillage de type couche-limite, i.e. d � ∆ = max(∆x,∆z) (y étant la
direction normale à la paroi) au mode LES, loin des parois, i.e. ∆ � d.

La résolution de l’équation de transport de Spalart-Allmaras permet de déterminer la visco-
sité turbulente ou la viscosité sous-maille νt et de fermer l’équation du mouvement. Concernant
l’équation de l’énergie (1.23), le modèle de diffusion (1.44) est complètement déterminé par un
nombre de Prandtl constant, Prt = 0.9, en mode RANS et en mode LES.

1.3.6 La transition mode RANS/mode LES ou le problème de la zone grise

Dès l’origine de la DES, une attention toute particulière a été portée, dans les écoulements
pariétaux, à la région nommée “zone grise” où le modèle commute et où les fluctuations de
vitesse, le “LES content” [240], ne sont pas encore suffisamment développées pour compenser
la diminution des tensions turbulentes modélisées (la “modeled-stress depletion”, MSD)19. Ceci
peut conduire à des phénomènes non physiques, comme par exemple, la sous-estimation du
frottement pariétal. Pour éviter ce problème, Spalart [237] a, dans un premier temps, publié un
article didactique indiquant les spécificités du maillage à employer pour effectuer un calcul de
type DES97. Un tel calcul exige donc a priori un certain degré d’expertise de l’écoulement à
simuler. Afin de rendre la méthode moins empirique, Spalart et al. [240] ont proposé un modèle
dérivé, baptisé “Delayed-DES” ou DDES, dans lequel la longueur d̃ dépend non seulement du

18Toutefois comme le modèle de Smagorinsky, le modèle sous-maille de la DES en mode LES révèle certaines
inconsistances physiques. En particulier, dans une couche de cisaillement plane laminaire ou dans un écoulement
stationnaire en rotation uniforme, la formulation basée sur le rotationnel donne une viscosité turbulente non-nulle.

19Le modèle commute d’un mode à l’autre pour d = ds = CDES∆. Avec ∆ = ∆max, dans une couche limite
∆ = max(∆x,∆z). Si le maillage de la couche limite est de type RANS, max(∆x,∆z) � δ, où δ est l’épaisseur
de couche limite. Un maillage appliqué à la DES97 doit satisfaire cette condition[237]. Si le maillage est trop fin,
i.e. en x ou z, comme par exemple un maillage LES de couche limite (∆x = 50,∆y = 1,∆z = 15 à la paroi), le
modèle commutera à ∆ = max(∆x,∆z) << δ, i.e. à l’intérieur de la couche limite.
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maillage ∆ = ∆max et de la distance à la plus proche paroi d mais aussi de l’écoulement, par le
biais d’une fonction de correction fd :

d̃ = d− fd.max(0, d− CDES∆) (1.60)

où fd(rd) = 1− tanh
(
[8rd]3

)
avec rd =

νt + ν√
Ui,jUi,jκ2d2

(1.61)

où rd est un paramètre classiquement utilisé par les modèles RANS (notamment algébriques et
SA) pour se repérer dans la couche-limite (rd � 1 en dehors, rd = 1 dans la zone logarithmique,
rd > 1 en proche paroi). Ainsi, en dehors de la couche limite rd � 1 ⇒ fd = 1, le modèle DDES
est en mode DES97. Ailleurs, fd = 0, le modèle est en mode RANS. Autrement dit, la DDES
repousse la hauteur de commutation RANS/LES en dehors de la couche limite.

(a) “transversely induced MSD” (b) “longitudinally induced MSD”

Fig. 1.3 – Les deux formes de “modeled-stress depletion”.

La situation décrite ci-dessus et schématisée figure 1.3.6(a) correspond à une sous-estimation
des tensions modélisées (en mode LES) lors d’une commutation RANS→LES transversale à la di-
rection de l’écoulement trop précoce (autrement dit une “transversely induced modeled-stress de-
pletion”). C’est typiquement le cas qui peut se produire dans les simulations de décollement d’une
couche limite. Cette situation est clairement à distinguer de celle où les tensions modélisées (en
mode LES) sont sous-estimées lors d’une commutation RANS→LES dans le sens de l’écoulement
(ou “longitudinally induced modeled-stress depletion”) représentée figure 1.3.6(b). Ce cas peut
se produire dans le calcul d’une couche cisaillée libre nécessairement issue d’une couche limite
attachée (jets, sillages). La viscosité turbulente très forte issue de la couche limite calculée en
mode RANS est convectée dans la couche de mélange et y amortit la croissance des instabilités si
bien que lorsque le modèle commute en mode LES, la viscosité turbulente passe du niveau RANS
au niveau beaucoup plus faible de la viscosité sous-maille alors que les fluctuations turbulentes
ne sont pas encore suffisamment développées.

1.3.7 ZDES, modèle de Spalart-Allmaras

Pour éviter le problème de la zone grise, Deck a proposé une approche zonale de la DES97,
appelé Zonal-DES ou ZDES [66, 67], dans laquelle les zones RANS et (DES) sont sélectionnées
individuellement en forçant la valeur d̃ respectivement à d et d̃. Dans les régions RANS, le
modèle est forcé de se comporter comme le modèle RANS, alors que dans les régions (DES), le
modèle peut commuter du mode RANS au mode LES (ou inversement) au moyen de la relation
(1.56). L’approche zonale est tout particulièrement bien adaptée pour traiter les écoulements
cisaillés libres soumis à la “longitudinally induced modeled-stress depletion” (figure 1.3.6(b)).
Elle a l’avantage de permettre à l’utilisateur de focaliser le raffinement du maillage dans les
régions qui l’intéressent sans corrompre les propriétés de la couche-limite située en amont ou
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en aval. Par exemple, dans les domaines (DES), le maillage est conçu pour obtenir des cellules
presque cubiques. Dans ces régions, Deck a également suggéré d’adopter l’échelle de longueur
caractéristique classiquement utilisée en LES et basée sur le volume des cellules :

∆ = ∆vol = (∆x∆y∆z)
1/3 (1.62)

De plus, les fonctions de correction en proche paroi du modèle RANS sont explicitement désactivées
dans les zones (DES) en mode LES (mais pas en mode RANS) en posant [25, 66] :

fv1 = 1, fv2 = 0, fw = 1 (1.63)

Ce choix évite que les faibles niveaux de viscosité turbulente, typiques des régions LES, soient
traités comme dans les couches limites. L’utilisation des relations (1.62) et (1.63) dans les régions
(DES) justifie que la notation (DES) se distingue de DES97. De cette manière, la viscosité sous-
maille νt en mode LES est gouvernée par l’équation de transport de νt comportant le terme
de production calibré pour les écoulements cisaillés libres [239], à laquelle s’ajoute le terme de
destruction qui ajuste νt en fonction de la résolution du maillage. De plus, comme ∆vol ≤ ∆max,
la commutation RANS→LES se produit plus rapidement que dans la version DES97 et le terme
de destruction de la viscosité sous-maille est plus élevé. Dans l’hypothèse où la zone LES est
correctement imposée par l’utilisateur, l’approche ZDES évite la “modeled-stress depletion” tout
en favorisant le développement rapide des fluctuations turbulentes.

1.4 Nouvelle longueur caractéristique de maille ∆ω

1.4.1 Motivation

L’application de la LES aux maillages hexahédriques structurés requiert des cellules aussi
cubiques que possibles. Cependant, en pratique, les écoulements rencontrés par l’ingénieur, en
particulier autour des tuyères de réacteur axisymétriques munis de chevrons, lobes ou actionneurs
fluidiques, ne peuvent pas satisfaire ces exigences. L’anisotropie du maillage doit donc être prise
en compte dans la définition de la viscosité sous-maille. Il est important de souligner le fait que
l’approche zonale adoptée dans cette étude permet de modifier le modèle sous-maille actif en
mode LES indépendamment de la résolution des couches limites attachées. Dans le cadre de la
LES, de nombreux modèles sous-mailles dédiés aux maillages anisotropes ont été développés et
sont résumés par Sagaut [217]. Un moyen simple de considérer l’anisotropie dans la viscosité
sous-maille est de modifier directement la longueur caractéristique de maille ∆. Le modèle le
plus courant en LES est celui proposé par Deardorff [64] et adopté par Deck [67] pour la ZDES,
∆vol. Des extensions du modèle de Deardoff comptent notamment l’échelle de longueur choisie
pour la DES97 [241], ∆max, et une autre définie par :

∆ =
√(

∆2
x + ∆2

y + ∆2
z

)
/3 (1.64)

Par ailleurs, Scotti et al. [225] ont proposé une définition de ∆ basée sur l’estimation du taux
de dissipation d’une turbulence isotrope dans un maillage anisotrope.

Au tout début de la couche de cisaillement du jet contrôlé étudié dans le cadre de cette thèse,
les tailles des cellules sont soumises à une très forte distorsion due à la distribution très resserrée
des points provenant de la couche limite de la tuyère primaire ainsi qu’à l’inhomogénéité causée
par le raffinement autour des injecteurs de contrôle. A la connaissance de l’auteur, toutes les
définitions existantes de ∆ dépendent de la taille des cellules dans la direction en envergure −→z
de la couche de mélange. Si la répartition spatiale des points suivant −→z est inhomogène, par
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exemple parce que la couche de mélange est contrôlée par des micro-actionneurs discrets, la
viscosité sous-maille résultante sera inhomogène suivant −→z ce qui n’est physiquement pas jus-
tifié lorsque le contrôle est inactif. Dans le cadre plus général du calcul des couches de mélange,
cette dépendance de la solution numérique vis-à-vis d’une taille de maille transverse arbitraire
est indéfendable. Plus précisément, les instabilités primaires se développant dans une couche de
mélange incompressible sont orientées dans la direction de l’envergure −→z , comme l’illustre la
figure 1.4.1.

Fig. 1.4 – Schéma d’une couche de mélange turbulente alignée avec les axes du maillage.

Puisqu’en pratique, et tout particulièrement dans les couches de mélange axi-symétriques,
la taille ∆z est beaucoup plus grande que les deux autres ∆x,∆y, les définitions classiques du
∆ conduisent à une viscosité sous-maille excessive. Dans la couche de mélange du jet calculé
avec ∆vol présenté dans le chapitre suivant (2), il est montré que la déstabilisation et la création
de structures tourbillonnaires sont alors retardées ce qui appuie les arguments avancés ici. A
la fois les aspects d’anisotropie et d’inhomogénéité du maillage expriment la nécessité de créer
une définition de ∆ qui coupe cette dépendance vis-à-vis de la taille de maille transverse ∆z en
introduisant la notion de dépendance à l’écoulement.

Il est essentiel de souligner le fait que la modification de la longueur caractéristique de maille
a bien pour objectif de corriger certains effets négatifs de l’anisotropie du maillage mais ne
prétend en aucun cas se substituer à la modélisation sous-maille20. En particulier, on constate
(voir chapitre 2) que cette modification permet de limiter un retard dans le développement des
instabilités d’une couche de mélange calculée sur un maillage anisotrope, ce qui justifie a poste-
riori son action et son utilité. Dans la classe des modèles fonctionnels [217], il existe des senseurs
structurels comme le modèle de sélection de David [61] qui inhibe le modèle sous-maille lorsqu’il
“sent” à partir du champ résolu que la turbulence n’est pas encore développée (hypothèse de
base des modèles fonctionnels). Le modèle de sélection permet ainsi d’éviter l’action stabilisa-
trice du tenseur sous-maille dans une zone de transition et favorise donc le développement des
instabilités dans une couche de mélange. La modification de la longueur caractéristique de maille
et le modèle de sélection ont des effets similaires (qualitativement) mais leurs philosophies sont
bien différentes, d’ailleurs on peut a priori penser qu’ils pourraient être appliqués conjointement.

20A priori, ∆ω pourrait d’ailleurs être utilisée dans n’importe quel modèle LES sous-maille basé sur une longueur
caractéristique de maille.
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1.4.2 Formulation

Dans une couche de mélange plane de direction −→z suivant l’envergure, comme représentée
figure 1.4.1, la recommendation exprimée précédemment se traduit en la dépendance de ∆ vis-
à-vis de ∆x et ∆y uniquement, par exemple :

∆ =
√

∆x∆y (1.65)

Dans une couche de mélange arbitrairement orientée par rapport aux directions du maillage,
la nécessité d’une définition invariante par changement de repère galiléen (cf. les règles que
doit respecter tout modèle sous-maille [217]) rejète l’utilisation directe du vecteur vitesse mais
autorise celle de certaines de ses opérations de dérivation spatiale. La vorticité−→ω est une quantité
toute désignée pour indiquer la direction en envergure de la couche de mélange. Ainsi, une
nouvelle expression de ∆ fut proposée telle que :

∆ = ∆ω =
√
N2
x∆y∆z +N2

y∆z∆x +N2
z∆x∆y (1.66)

avec −→ω = −→rot−→u ; −→ε =
ε√
3

(−→x +−→y +−→z ) ; −→
N =

−→ω +−→ε
‖−→ω +−→ε ‖

(1.67)

Le vecteur normé −→N , dont les composantes sont (Nx, Ny, Nz), donne l’orientation de −→ω . Le petit
paramètre ε est là pour empêcher la division par zéro lorsque la vorticité s’annule. La valeur
ε = 10−8 a été choisie dans la présente étude. Une autre formulation a aussi été envisagée :

∆ =
√

(∆y∆z)
N2
x (∆z∆x)

N2
y (∆x∆y)

N2
z (1.68)

La formule (1.68) donne les mêmes résultats que (1.66) lorsque −→ω est aligné avec une direction
du maillage mais produit des variations plus brusques de ∆ lorsque −→ω se réoriente entre ces
trois directions canoniques. De plus, elle est d’un coût de calcul plus élevé que (1.66) et n’a pas
été retenue.

Une définition alternative et peut-être à étudier dans l’avenir serait d’utiliser non pas direc-
tement −→ω dans la formule (1.66) mais sa partie fluctuante

−→
ω′ 21. Cette formulation alternative

permet de sensibiliser ∆ω aux fluctuations uniquement et plus au champ moyen. En particulier,
cette formulation serait plus appropriée dans le cas d’un écoulement en rotation uniforme −→Ω0.
Comme expliqué dans la section précédente, la nouvelle définition a été initialement proposée
pour empêcher un développement différé des instabilités dans les couches de mélange et une tran-
sition ultérieure tardive vers la turbulence pleinement développée lorsque le calcul est effectué
sur un maillage ne respectant pas la condition ∆z ≈ ∆x dans la région initiale de la couche de
mélange. Au début d’une couche de mélange à faible nombre de Mach convectif (Mc ≤ 0.6), les
structures cohérentes sont essentiellement orientées dans la direction en envergure −→z [220], si
bien que la direction de −→ω dans la formule (1.66) la ramène à l’expression (1.65). Dans le cadre
d’une modélisation zonale où la couche limite amont est maillée selon les exigences du mode
RANS (i.e. en unités de paroi, ∆+

x ≈ 500, ∆+
y ≈ 1, ∆+

z ≈ 1000) et où la couche de mélange
pleinement turbulente en aval doit respecter les dimensions du mode LES (∆x ≈ ∆z ≈ δω/2 et
∆y ≈ δω/20), on a de toute manière :

∆y

∆z
<

∆z

∆x
d’où ∆ω = ∆vol

(
∆y

∆z
÷ ∆z

∆x

)1/6

< ∆vol (1.69)

21Comme la partie moyenne statistique de −→ω , < −→ω > (−→x , t), n’est pas connue a priori au cours de la simulation,

on pourrait utiliser une partie fluctuante
−→
ω∗ définie à l’aide de la décomposition −→ω (−→x , t) = [−→ω ](−→x , t)+

−→
ω∗(−→x , t)

où [.] représente une moyenne locale en temps ou en espace.
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ce qui produit une viscosité sous-maille plus faible et favorise bien le développement des instabi-
lités. Dans la section suivante, le comportement de ∆ω est discuté dans le cas d’un écoulement
pleinement turbulent.

1.4.3 Discussion de la nouvelle definition pour les écoulements turbulents

Dans un maillage isotrope, ∆x = ∆y = ∆z, il est facile de vérifier que toutes les définitions
sont équivalentes ∆max = ∆vol = ∆ω = ∆x. En ce qui concerne la constante CDES , elle a été
calibrée à l’aide d’une THI [230] réalisée sur un maillage cartésien pour lequel ∆ω = ∆max, donc
il n’est pas nécessaire de la réévaluer. Indépendamment de la direction de la vorticité, on montre
aisément que ∆ω vérifie l’encadrement :

min
α=x,y,z

(∆α) ≤ min
α 6=β

√
∆α∆β ≤ ∆ω ≤ max

α 6=β

√
∆α∆β ≤ max

α=x,y,z
(∆α) (1.70)

Contrairement aux définitions vues précédemment, ∆ω dépend de l’écoulement. Plus precisément,
elle introduit la notion qu’en tout point de l’espace et du temps, si la vorticité n’est pas nulle, elle
indique une direction particulière de l’écoulement. Si l’on considère un tourbillon localisé dont
l’axe de rotation est −→N , le mouvement de rotation est capturé par le maillage seulement si sa
résolution est assez fine dans le plan normal à −→N . En ce point et dans la direction −→N de la vorti-
cité, ce sont les longueurs caractéristiques du maillage dans le plan normal à −→N qui déterminent
la plus petite échelle de tourbillon qui peut être résolue. Ces longueurs sont intuitivement les
seules longueurs caractéristiques qui doivent être prises en compte dans le filtre spatial et donc
inclues dans la définition de ∆ω. Comme la turbulence est instationnaire et tridimensionnelle
par nature, −→N en une position donnée, se réoriente au cours du temps et désigne alors deux
autres longueurs caractéristiques à chaque instant.
De manière concise, la définition ∆max correspond à un filtre empêchant le calcul de résoudre les
plus petites échelles de tourbillon que peut capter le maillage quelles que soient leurs orientations.
A l’opposé, la définition ∆ω autorise la résolution des plus petites structures tourbillonnaires
qui peuvent être supportées par le maillage dans le plan normal à leur axe de rotation. La
définition ∆vol est à mi-chemin entre ces deux visions. On peut supposer que les trois définitions
donnent statistiquement le même champ moyen si le maillage est suffisamment fin pour que les
structures résolues à l’échelle ∆max se trouvent dans la gamme inertielle. Toutefois, dans les
applications pratiques, cette condition peut ne pas être vérifiée et dans ce cas, la définition ∆ω

peut permettre d’abaisser l’échelle de résolution à condition que le maillage puisse être adapté à
la solution. Comme contre-exemple, une turbulence homogène isotrope ne peut être proprement
résolue avec la définition ∆ω (comme avec ∆max ou ∆vol) que sur un maillage isotrope. De
même, le maillage où la couche de mélange est pleinement turbulente doit satisfaire ∆z ≈ ∆x.

1.5 La simulation numérique comme outil d’investigation de la
physique

Les applications aéronautiques et plus généralement beaucoup de problèmes industriels sont
concernés par les écoulements subsoniques, transsoniques, voire supersoniques, à grand nombre
de Reynolds et comprenant des parties attachées et décollées dans des domaines internes et
externes. Dans le passé, alors que les outils informatiques n’étaient pas encore assez puissants,
l’expérience était le seul moyen de comprendre la physique de ces écoulements, de tester et
d’optimiser la forme d’objets ou d’engins en contact avec des écoulements turbulents. Toute-
fois, l’expérience souffre des effets de bords, du respect des lois de similitudes, notamment des
nombres de Reynolds de vol, et du coût considérable que peuvent représenter les maquettes à
géométries ou mécanismes complexes. En principe, les simulations numériques permettent de
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traiter des conditions d’écoulement arbitraires et semblent ainsi être une alternative séduisante
aux problèmes qui viennent d’être énumérés. Néanmoins, la simulation complète dans l’approxi-
mation des milieux continus, couramment appelée DNS pour “Direct Numerical Simulation”,
n’est toujours pas réalisable pour des écoulements industriels à cause de la limitation des res-
sources informatiques nécessaires au calcul de la large gamme des échelles turbulentes ainsi
qu’aux échelles du mouvement moyen éventuellement instationnaire (forçage basse fréquence ou
phase transitoire). Pour ces écoulements complexes, les seules méthodes prédictives applicables
à l’heure actuelle sont les méthodes couplées ou hybrides RANS/LES [93, 229].

L’objet de l’étude présentée dans ce mémoire est d’expliquer les mécanismes qui permettent
à des injections radiales d’augmenter le mélange d’un jet supersonique sous-détendu. Des cam-
pagnes expérimentales menées par le Département d’Aérodynamique Fondamentale et Expérimentale
de l’ONERA fournissent les résultats de référence que l’on se propose d’expliquer. Afin d’avoir
accès à l’ensemble du champ aérodynamique et d’étudier l’écoulement en détail, des simulations
numériques complémentaires ont été réalisées dans le cadre de cette thèse. Ainsi, le premier
objectif de la thèse, par ordre chronologique, a été de reproduire numériquement les résultats
expérimentaux avec le plus de précision possible étant données les capacités de calcul actuelles
de l’ONERA. Pour cela, la ZDES a été mis en oeuvre et a été associée avec la nouvelle longueur
caractéristique de maille ∆ω. La phase de reproduction numérique du jet contrôlé étant accom-
plie (avec un certain degrés de satisfaction, ici seul le champ moyen est vérifié, voir chapitre
suivant), la simulation est utilisée comme un outil de filtrage des phénomènes physiques.

De toute manière, quelle que soit la méthode de simulation utilisée, il faut garder à l’esprit
qu’elle ne constitue qu’une approximation du système réel que l’on veut étudier (même la DNS !).
Nous avons vu dans ce chapitre que la LES compressible n’est pas exactement une méthode de
simulation des grandes échelles mais plutôt une approximation mathématique dans laquelle on
met les ingrédients que l’on souhaite pour reproduire l’évolution des grandes échelles. L’essentiel
est de savoir si le niveau de complexité du modèle est suffisant pour reproduire les phénomènes
physiques observés au moment de l’étude.

Dans cette optique, deux types de calculs ont été effectués : tout d’abord, des calculs RANS
basés sur le modèle de Spalart-Allmaras permettent de créer un champ aérodynamique moyen
dans lequel l’ensemble de la turbulence aurait uniquement une action diffusive isotrope (hy-
pothèse de Boussinesq), puis des calculs ZDES basés sur le modèle de Spalart-Allmaras per-
mettent de créer un champ aérodynamique instationnaire à l’échelle de temps lr/ur des échelles
résolues, les échelles sous-mailles ayant uniquement une action diffusive isotrope.

Dans le chapitre suivant, les champs numériques ainsi produits sont comparés aux mesures
expérimentales pour pouvoir ultérieurement faire l’objet d’une analyse physique de l’augmenta-
tion du mélange provoquée par les injections radiales.
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Chapitre 2

L’arrière-corps propulsifs MARCO :
résultats expérimentaux et
numériques

2.1 Objectif du chapitre

Dans le cadre d’un programme de recherche sur la réduction de la signature infrarouge
des avions de combat, un dispositif d’augmentation du mélange du jet propulsif a été testé
sur une maquette représentative d’un arrière corps d’avion de combat nommée “MARCO” pour
“Modélisation d’ARrières COrps”. Les essais ont été conduits par le Département d’Aérodynamique
Fondamentale et Expérimentale (DAFE) de Chalais-Meudon et sont décrits dans la section 2.2.
Le dispositif est composé d’actionneurs fluidiques semblables à ceux précédemment testés par
Collin et al. [48] ou Davis [63]. Leur action peut être assimilée en première approximation à un
effet d’obstacle, c’est pourquoi des calculs préliminaires ont d’abord été réalisés avec des simu-
lations Euler et RANS sur une tuyère simplifiée munie de tabs rectangulaires similaires à ceux
expérimentés par Bradbury & Khadem [24]. Ensuite, les tabs ont été remplacés par des injec-
tions radiales plus proches du moyen de contrôle utilisé sur MARCO (Section 2.3). Ne disposant
pas de référence expérimentale pour valider ces premiers résultats numériques, la simulation des
essais MARCO a été entreprise selon les approches RANS puis ZDES basées sur le modèle de
Spalart-Allmaras. La section 2.4 détaille les phases de mise au point de ces deux types de simu-
lation et permet de justifier les procédures de calcul adoptées par la suite. Des calculs RANS
et des calculs ZDES avec la longueur caractéristique de maille originelle ∆vol ainsi qu’avec la
nouvelle ∆ω ont été effectués. La section 2.5 valide ces trois types de simulation à l’aide des
mesures expérimentales du champ moyen. Enfin, l’effet de la nouvelle longueur caractéristique
de maille ∆ω utilisée en ZDES est analysée plus en détails dans la section 2.6.

35
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2.2 Campagne d’essais menée par le DAFE

2.2.1 Description du dispositif expérimental

Les expériences ont été réalisées par le DAFE dans la soufflerie continue S3Ch au centre
ONERA de Chalais-Meudon. La section d’essai est de forme carrée et a pour dimensions
0.78 × 0.78m2. La maquette est représentative d’un arrière-corps d’avion de combat délivrant
un jet primaire sonique entouré par un écoulement secondaire de ventilation annulaire. Celui-
ci est monté sur un dard profilé. Les conditions à l’infini amont de l’écoulement externe sont
M0 = 0.8 pour le nombre de Mach et p0 = 0.66hPa pour la pression statique. Le jet primaire
est entièrement caractérisé par ses conditions génératrices Ti1 = 300K et pi1 =NPR×p0 (NPR :
nozzle pressure ratio). Deux taux de détente ont été testés correspondant respectivement au
régime de croisière basse-altitude (NPR=3.1) et au régime plein-gaz (NPR=5.0). L’écoulement
de ventilation est déterminé par sa température totale Ti2 = 270K et son débit Q2 égal à 3% du
débit primaire Q1. Plusieurs dispositifs de contrôle fluidiques ont été testés. Ils consistent en 8
injecteurs radiaux, parmi lesquels on peut activer un nombre arbitraire d’injecteurs. L’air injecté
est froid Ti3 = 300K et son débit Q3 varie de 1.4 à 3.7%Q1 . L’écoulement a été caractérisé
au moyen de visualisations strioscopiques, de tomoscopies, de sondages de pression (statique et
totale) et de température sur l’axe et dans le champ ainsi que par des PIV deux-composantes
(uniquement pour les jets non-contrôlés). Les configurations testées ainsi que les mesures as-
sociées sont résumées respectivement dans les tableaux 2.1 et 2.2. Une description complète des
campagnes expérimentales est disponible dans les références [172, 173].

(a) Le dard monté dans la veine de la souflerie S3Ch (b) La couronne d’injecteurs entourant
la tuyère primaire

(c) Nomenclature des conditions
d’écoulement

Fig. 2.1 – Montage expérimental de l’arrière-corps propulsif MARCO.
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Configuration Cn V1 V1b V1bp V3b
nombre d’injections 0 8 4 4 4

A3/A1 (%) 0 2.6 1.3 0.65 1.3
allongement 10 10 5 10

incidence (deg) 0 0 0 45
NPR = 3.1 X X X X X

debit Q3/Q1 (%) 4 2.0 1.4 3.7
3.0
3.7

NPR = 5.0 X X
debit Q3/Q1 (%) 3.7

Tab. 2.1 – Récapitulatif des configurations de contrôle et des conditions d’essais.

NPR jet injection strios. sondages sondages sondages PIV
primaire secondaire axiaux génératrices plans trans.

3.1 aucune X X X X
V1 4.0% X X
V1b 2.0% X

3.0% X
3.7% X X X

V1bp 1.4% X
V3b 3.7% X X

5.0 aucune X X X X
V3b 3.7% X X X

Tab. 2.2 – Récapitulatif des mesures disponibles.

Dans le tableau 2.1, la configuration (Cn) est la configuration nominale de référence, c’est-
à-dire sans contrôle. Quatre modèles de contrôle sont présentés dans ce mémoire. La forme des
fentes d’injection et leur orientation par rapport au jet primaire sont schématisées en tête de
chaque colonne. Tous les schémas sont à la même échelle. Ces différents actionneurs ont été
testés aux deux régimes de détente du primaire (NPR) et pour différents débits relatifs Q3/Q1.
La configuration (V1b) possède exactement les mêmes fentes d’injection que la configuration
(V1) dans laquelle on a bouché alternativement un injecteur sur deux. La configuration (V1bp)
est identique à la configuration (V1b) dans laquelle les deux quarts de fente situés aux extrémités
ont été bouchés réduisant de moitié leur largeur et donc leur allongement. La configuration (V3b)
est similaire à la configuration (V1b) dont on aurait tourné chaque fente d’injection de 45 deg
suivant l’axe radial. Les sondages ont été effectués sur l’axe du jet (O,−→X ) (l’origine O étant
au centre de la sortie de la tuyère primaire), selon 3 génératrices radiales (cos θ−→Y + sin θ−→Z ,
θ = 0, 90, 45, 22.5 deg), et dans des plans transverses complets à l’aide d’une sonde trident
mesurant la pression totale1, la pression statique et la température statique (cf. figure 2.1(a)).

1Conformément à l’usage des expérimentateurs, la “pression totale” désigne ici la pression d’arrêt mesurée par
la sonde pitot derrière l’éventuel choc fort qu’elle provoque lorsque l’écoulement est supersonique. La “pression
d’arrêt isentropique” d’une particule fluide désigne la pression statique que l’on obtiendrait si l’on ramenait cette
particule à l’arrêt de manière isentropique, on la calcule à partir des mesures de pression totale et de pression
statique (formule du pitot de Rayleigh [242]). Comme le choc fort parasite n’existe pas lorsqu’on examine un
résultat de simulation numérique, les termes “pression totale” et “pression génératrice” désigneront dans la suite
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2.2.2 Présentation et discussion des résultats expérimentaux

(a) Sans contrôle

(b) Avec 4 injecteurs actifs (V1b)

Fig. 2.2 – Strioscopies “classiques” du jet NPR=3.1 sans et avec contrôle.

(a) Sans contrôle (b) Avec 4 injecteurs actifs (V3b)

Fig. 2.3 – Strioscopies “classiques” du jet NPR=5.0 sans et avec contrôle.

La figure 2.2 présente des strioscopies à long temps de pose réalisées suivant deux procédés
distincts (pour les détails voir les rapports du DAFE [172]) dans le cas du jet de référence à
NPR=3.1 (a) et dans le cas du jet contrôlé par 4 injecteurs droits (V1b) (b). Dans le jet de
référence, on remarque un choc courbé, convexe dans le sens de l’écoulement, puis une suc-
cession d’ondes de détente et de compression se reproduisant quasi-périodiquement. Lorsque le
contrôle est activé, la structure de choc dans le premier diamètre en aval de la tuyère change
radicalement. La photographie 2.2(b) de gauche accentue plus les variations de masse volumique
au centre du jet et laisse supposer que les injections radiales créent des chocs qui n’existaient pas
dans le jet de référence. Les expérimentateurs ont alors émis l’hypothèse que ces chocs pourraient

la même notion que la “pression d’arrêt isentropique”.
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interagir en donnant une image des gradients très hétérogène et participer à l’augmentation du
mélange. Lorsque le jet sous-détendu possède une pression initiale plus forte, les chocs liés à sa
non-adaptation sont plus violents. La figure 2.3 présente des strioscopies du jet fortement sous-
détendu (NPR=5.0) sans contrôle (a) et avec le contrôle (V3b) (b). La structure de choc initiale
présente des gradients plus contrastés que dans le cas NPR=3.1 et une organisation différente :
un choc oblique (∼conique) converge vers l’axe et aboutit à un choc normal dit “disque de Ma-
ch” d’où repart un choc oblique s’éloignant de l’axe. De même qu’à NPR=3.1, l’activation des
injecteurs dans le régime NPR=5.0 provoque une modification spectaculaire des ondes dans le
jet. En revenant sur l’image de droite du jet contrôlé à NPR=3.1, figure 2.2(b), on constate que
le train d’ondes suivant la structure de choc initiale se resserre suite à l’activation des injecteurs.
De plus, on note que le jet semble s’évaser plus largement que dans le cas de référence.

(a) NPR = 3.1, contrôle V1b. (b) NPR = 5.0, contrôle V3b.

Fig. 2.4 – Pressions d’arrêt isentropique et pressions statique sur l’axe des jets faiblement sous-
détendu NPR = 3.1 et fortement sous-détendu NPR = 5.0 sans et avec contrôle Q3/Q1 = 3.7%.

Afin de caractériser quantitativement la modification des ondes de pression internes au jet et
d’estimer l’effet du contrôle sur le mélange, les mesures de pression statique et de pression d’arrêt
isentropique ont été tracées pour le jet de référence et pour le jet contrôlé dans le régime NPR=3.1
figure 2.4(a) et dans le régime NPR=5.0 figure 2.4(b). Les pressions sont adimensionnées par la
pression génératrice extérieure pi0 et la position longitudinale est adimensionnée par le diamètre
du col de la tuyère primaireD. Sur la pression statique, on remarque que dans les deux régimes de
sous-détente les oscillations spatiales (stationnaires) dues à la propagation des ondes de détente
et de compression dans le jet se reproduisent périodiquement avec la même amplitude dans la
zone observée. Dans les deux régimes, l’activation du contrôle s’accompagne d’une réduction
de la période des oscillations ainsi que d’une atténuation assez rapide. Le premier front de
gradient positif est très raide, il correspond au choc initial. On constate que celui-ci ne bouge pas
significativement sous l’effet du contrôle. Concernant, la pression totale, elle reste constante dans
le jet de référence à NPR=3.1 (fig. 2.4(a)) jusqu’à X/D = 5, indiquant qu’aucun mécanisme
non-isentropique n’atteint encore l’axe du jet et donc que la couche de mélange ne s’est pas
encore répandue jusqu’au centre du jet. Cette mesure permet d’affirmer que la région du jet
isolée des phénomènes visqueux et turbulents de la couche de mélange, autrement qualifiée de
“cône potentiel” pour un jet axisymétrique ou “région potentielle” de manière plus générale,
se prolonge au-delà de 5 diamètres en aval de la tuyère. La chute de pi observée à X/D ≈ 2.5
lorsque les 4 injecteurs sont actifs permet de prouver l’efficacité de ce moyen de contrôle pour
augmenter le mélange : le dispositif réduit la longueur du cône potentiel d’un facteur supérieur
à 2.
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Les effets de différents paramètres de contrôle ont ensuite été testés sur le jet à NPR=3.1 et
sont illustrés par les mesures de pressions axiales, figure 2.5. Tout d’abord, le débit d’injection
Q3 a été ajusté à 2.0, 3.0, et 3.7% du débit primaire Q1 en faisant varier la pression génératrice
pi3, graphe 2.5(a). Si l’on juge l’action du contrôle sur la structure des ondes internes et plus
précisément la diminution de la longueur d’onde et l’amortissement des oscillations de pression
statique sur l’axe, on constate que cette action est d’autant plus grande que le débit d’injection
est grand. On note la même tendance avec la chute de pression totale sur l’axe excepté au débit
Q3/Q1 = 2.0% pour lequel on observe une oscillation spatiale stationnaire de la pi. Ce phénomène
a été reproduit par plusieurs séries de mesures et constitue donc bien une caractéristique propre
au jet contrôlé par 4 injections (V1b) à faible débit. En regardant plus globalement le niveau
moyen de la pi, on voit tout de même que la réduction de la région potentielle du jet est amplifiée
aux forts débits d’injection.

Dans le but d’estimer l’effet du débit, les expérimentateurs ont par ailleurs réduit la section
de sortie des injecteurs tout en gardant les conditions génératrices constantes. Ainsi, de la conf-
guration (V1b) à la configuration (V1bp), le débit passe de Q3/Q1 = 3.0% à 1.4%. Les résultats
sont exposés figure 2.5(b). La conclusion des expérimentateurs est que le débit ainsi réduit dimi-
nue l’efficacité du dispositif. On peut dire que cette interprétation est erronée. Comme schématisé
en haut du tableau 2.1, la configuration (V1bp) comporte des injecteurs d’un allongement deux
fois plus petit que ceux de la configuration (V1b). L’effet de l’allongement doit donc être es-
timé avant de comparer les deux configurations à des débits différents. On peut toutefois tirer
une information importante du graphe 2.5(b). Le cas (V1b) à Q3/Q1 = 2.0% a été superposé
aux deux cas précédents. On constate sur l’évolution de la pression statique que l’atténuation
des oscillations avec la (V1bp) avec Q3/Q1 = 1.4% est aussi importante qu’avec la (V1b) à
Q3/Q1 = 3.0% mais que d’autre part les oscillations sont déphasées. En particulier, le choc
initial est déplacé de X/D ≈ 1.0 à environ 1.1. Ceci signifie que la structure de choc initiale et
la propagation des ondes sont modifiées différemment selon les deux stratégies de contrôle. Si
l’on regarde la pression totale, on remarque que les régions potentielles se terminent quasiment
au même endroit alors que l’on injecte deux fois moins de débit avec la configuration (V1bp).
Si l’on rapproche le débit de la configuration (V1b) de celle de la (V1bp) à Q3/Q1 = 2%, on
constate alors que c’est la configuration (V1bp) munie d’injecteurs plus allongés dans le sens de
l’écoulement qui est plus efficace. De plus, dans ce cas la pi ne présente pas d’oscillations.

Enfin, l’influence de l’orientation de la fente a été mise en évidence en comparant les configura-
tions (V1b) et (V3b), graphe 2.5(c). Tant sur la pression statique que sur la pression totale, l’effet
de donner une incidence à la fente (ici 45 deg) semble augmenter son action sur l’écoulement et
notamment accrôıt le mélange du jet. Les expérimentateurs considèrent que ceci est un effet de
“swirl”, autrement dit d’un mouvement de rotation longitudinal dont l’impulsion serait fournie
par la dissymétrie des injections à la manière d’un “vortex generator” fluide. Le résultat du
test précédent, figure 2.5(b), permet d’interpréter cet effet d’incidence différemment : donner de
l’incidence au fentes d’injection ramène leur grand axe vers la direction de l’écoulement primaire
et peut donc être interprété comme une diminution de l’allongement de Λ > 1 vers 1/Λ < 1.

Une cartographie du champ de vitesse longitudinale a été réalisée à partir de la PIV (“Particle
Image Velocimetry”, voir [172]) du jet de référence à NPR=3.1. On retrouve la structure de choc
dans le champ proche déjà observée dans les strioscopies. Plus loin en aval, entre X/D = 3.6
et 7, la PIV permet de mettre en évidence l’organisation de l’écoulement en cellules à forte
vitesse correspondant aux pics bas de pression statique mesurés sur l’axe (figure 2.4 ou 2.5(a)).
Ces cellules quasi-périodiques sont étonnamment rondes et légèrement dissipées/diffusées en
progressant vers l’aval.
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(a) Effet du débit de contrôle Q3/Q1 (b) Effet de la section d’injection A3

(c) Effet de l’incidence des injecteurs

Fig. 2.5 – Effets de différentes variations du contrôle sur la pression d’arrêt isentropique axiale
et la pression statique axiale du jet faiblement sous-détendu NPR = 3.1.

Fig. 2.6 – Champ PIV de vitesse longitudinale dans le jet de référence faiblement sous-détendu
(NPR=3.1).
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Pour finir, la figure 2.7 présente la distribution de pression totale dans les demi-plans trans-
verses (toutes les configurations étant symétriques par rapport à l’axe (O,−→Z )) du jet de référence
à NPR=3.1 sans contrôle, avec le contrôle V1 (8 injecteurs actifs) et avec le contrôle V1b (4
injecteurs actifs) au même débit Q3/Q1 = 3.7%. Ces distributions ont été extrapolées à partir
des sondages suivant les 4 génératrices (représentées par des segments noirs). Cette extrapola-
tion peut parâıtre osée, néanmoins des visualisations tomoscopiques montrent bien que ces 4
génératrices sont placées suivant les directions les plus représentatives de la déformation des
jets contrôlés. Les coupes de la figure 2.7(b) montrent que le dispositif à 4 injections radiales
(suivant ±−→Y et ±−→Z ) provoque une déformation spectaculaire du jet axisymétrique qui aboutit
à une forme cruciforme : les injections radiales repoussent l’interface du jet vers l’axe tandis
que les régions du jet situées entre les injecteurs sont expulsées vers l’extérieur. On note que la
pression totale est plus rapidement diffusée dans le plan (Y,Z) d’où une réduction de la région
potentielle auparavant déduite de l’observation des mesures axiales (figure 2.4). L’examen de
la figure 2.7(a) révèle qu’au même débit total l’injection sur 8 injecteurs est inefficace comparé
à celle sur 4 injecteurs : les sillages des jets secondaires ne semblent pas pénétrer dans le jet
primaire et la pression totale reste constante au coeur du jet.

(a) Jet de référence à gauche et jet contrôlé par le dispositif V1 à Q3/Q1 = 3.7% à droite

(b) Jet de référence à gauche et jet contrôlé par le dispositif V1b à Q3/Q1 = 3.7% à droite

Fig. 2.7 – Pression d’arrêt isentropique dans trois demi-plans transverses aux jets faiblement
sous-détendus (NPR = 3.1) sans et avec contrôle (pression extrapolée à partir des 4 génératrices).

En conclusion, les résultats expérimentaux ont clairement montré la capacité du contrôle par
injections radiales à augmenter le mélange d’un jet issu d’une configuration réaliste d’arrière-
corps d’avion de combat. De plus, le nombre, le débit et l’orientation des injecteurs ont été iden-
tifiés comme des paramètres déterminants dans l’optique d’optimiser l’efficacité du mélangeur.
Enfin, ajouté au mécanisme des tourbillons longitudinaux responsable de la déformation du jet
(cf. par ex. Zaman et al. [271]), les strioscopies montrent l’existence d’une structure de chocs
internes complexe dont le rôle dans l’augmentation du mélange reste à éclaircir.
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2.3 Simulations numériques d’un jet canonique perturbé par
tabs solides et fluides

2.3.1 Tuyères simplifiées et analogie tabs fluides/tabs solides

Jusqu’au présent travail de thèse, aucun calcul tridimensionnel de l’arrière-corps propulsif
MARCO, et a fortiori de la maquette munie du dispositif d’augmentation du mélange, n’avait
encore été réalisé à l’ONERA. Comme décrit dans la section précédente, l’arrière-corps contrôlé
(figure 2.1) est une configuration appliquée dans lequel l’écoulement est composé de 4 flux de
vitesses très différentes, incluant des couches minces cisaillées attachées ou libres ainsi que des
zones de recirculation. Afin de se familiariser avec l’écoulement d’un jet soumis à des perturba-
tions azimutales tant sur le plan de la simulation que sur le plan de l’analyse physique, l’étude
numérique a débuté sur une configuration simplifiée du cas expérimental MARCO.

(a) Tuyère de référence (b) Tuyère à 4 tabs (c) Tuyère à 4 injections

Fig. 2.8 – Tuyères canoniques de référence, avec 4 tabs solides et avec 4 injections.

Tout d’abord, le flux de ventilation a été supprimé. Ensuite s’est posé le problème du sillage
de la tuyère et du dispositif perturbateur. Le jet principal étant sonique en sortie de tuyère,
celle-ci est nécessairement convergente. D’autre part, l’air extérieur en mouvement à M0 = 0.8
durant les essais de MARCO n’a pas pu être immobilisé dans la simulation (ou significativement
ralenti ce qui aurait grandement simplifié l’étude du champ moyen) car la couche de cisaillement
du jet est alors soumise à un gradient de vitesse tel que le calcul devient fortement instationnaire
même en présence de la viscosité turbulente dans les calculs RANS. Aussi, l’angle de conver-
gence à 45 deg de la tuyère principale de MARCO a été réduit pour éviter le décollement de
l’écoulement extérieur. De plus, ce dernier a été ralenti à M0 = 0.6 (pi0 réduite de 16%) pour
empêcher la formation d’une poche transonique et la création d’un gradient d’entropie venant
s’ajouter à celui de la couche limite au niveau de la courbure initiale de la tuyère joignant la
partie cylindrique d’entrée du domaine de calcul à la partie convergente. Enfin, dans l’optique
de simplifier la mise en oeuvre de la simulation et de décomposer la physique de l’écoulement,
l’effet perturbateur des injections secondaires sur le jet principal a été réduit dans un premier
temps au seul effet d’obstruction en remplaçant les jets secondaires par des tabs solides.

La tuyère de référence représentée figure 2.8(a) est donc formée d’une partie convergente à
14 deg prolongée par un support de tabs ou d’injecteurs. Le col semblable à celui de la configu-
ration MARCO a un diamètre de D = 44mm, il est joint au convergent rectiligne par un arrondi
de 3mm et se termine par un méplat de 2, 781mm. Le support de tabs est axisymétrique (i.e. de
forme annulaire) pour limiter les zones de recirculation entre les tabs et il est quasiment tangent à
la ligne de glissement d’un jet sous-détendu au même NPR qui serait émis par une tuyère conver-
gente classique non équipée du support de tabs. Les perturbations présentées dans ce mémoire
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consistent d’une part en 4 tabs équirépartis sur la circonférence et d’autre part en 4 injections
fluides, voir respectivement les figures 2.8(b) et 2.8(c). Les tabs et les jets secondaires sont situés
à X/D = 11% du col de la tuyère primaire comme sur la maquette MARCO. Pour bien mon-
trer l’effet d’une perturbation azimutale sur le jet axisymétrique, des tabs parallépipédiques de
20 deg de large ont d’abord été simulés. Leur profondeur (radiale) de h/D = 7% est un compro-
mis entre la volonté de créer une perturbation significative et celle de ne pas modifier la surface
sonique du flux primaire2. Ensuite, la largeur de chaque tab a été réduite à 10 deg. Dans le cas
des injections, chaque tab est remplacé par une petite tuyère sonique de même largeur 10 deg
et de même épaisseur (suivant −→X ). Le débit total injecté est fixé à Q3/Q1 = 2.5% en ajus-
tant la pression génératrice à pi3/pi1 = 2.48. Tous les jets primaires et secondaires sont froids,
i.e. à température génératrice ambiente Ti = 300K. Concernant les conditions du jet primaire,
l’hypothétique “mélangeur à choc” reposant sur l’interaction des chocs doit avoir une action
plus importante lorsque le jet est fortement sous-détendu, c’est pourquoi le taux de détente
du jet simplifié a été choisi égal à NPR = 7. Dans ce cas, le jet de référence a une structure
de choc en disque de Mach de topologie semblable à celle du jet produit par MARCO à NPR = 5.

Des calculs Euler et des calculs RANS avec le modèle de Spalart-Allmaras ont été effectués.
Pour indication, les calculs Euler comptent approximativement 2.4 à 2.6.106 cellules, les calculs
Navier-Stokes sur tuyères avec tabs 4.8 à 8.0.106 cellules, et les calculs Navier-Stokes des tuyères
avec injections environ 8.106 cellules. Pour les tuyères avec tabs fins et avec injections, les plans
(x,r) du maillage (en coordonnées cylindriques) sont resserrés autour des perturbateurs solides
ou fluides. Les jets de contrôle sont calculés explicitement dans de petites tuyères au droit
des orifices d’injection. Ceux-ci sont discrétisés en 10 cellules dans chaque direction (taille de
mailles ∆x = 0.2%D,∆θ = 1deg). Toutes les couches limites sont calculées sauf dans les tuyères
d’injection où une condition de glissement est appliquée.

2.3.2 Influence du maillage sur la structure de choc du jet

Une étude préliminaire a été conduite afin de déterminer une topologie de maillage structuré
multibloc capable de reproduire les phénomènes physiques présents dans le jet axisymétrique
supersonique perturbé par 4 tabs équirépartis en azimut avec un nombre de points raisonnables
et avec le code FLU3M. La reproduction du disque de Mach s’est révélée être le critère décisif
dans la stratégie de maillage sur l’axe du jet. Deux questions se posent lors de la conception
d’un tel maillage :

– Peut-on placer des mailles dégénérées sur l’axe (i.e. réduire la face des cellules hexahédriques
en contact avec l’axe à un segment) ?

– L’écoulement étudié comportant des plans de symétrie, peut-on réduire le domaine de
calcul à l’aide de conditions de symétrie ?

Quatre topologies ont ainsi été testées sur le jet non perturbé (axisymétrique) à NPR=7.0 et
sont regroupées dans le tableau 2.3.

La même procédure de calcul a été appliquée aux quatres maillages : un calcul Euler de 10000
itérations à CFL=10 permet d’évacuer une phase transitoire pour arriver à un régime établi.
Le disque de Mach n’étant alors pas parfaitement propre (saut d’une maille d’une itération sur
l’autre), le calcul Euler est ensuite moyenné sur 7000 itérations, le pas de temps global étant fixé
à 2µs et résolu en 4 sous-itérations. Par ailleurs, d’autres procédures de calcul ont été entreprises
(réduction du CFL, pas de temps global depuis le début du calcul, calculs Navier-Stokes) dans

2Le jet étant supersonique, une perturbation modérée a une distance finie du col peut avoir une influence nulle
sur la surface sonique. Cette propriété de l’écoulement permet, en théorie, de contrôler le jet sans modifier le
régime de fonctionnement du flux primaire du turboréacteur.
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les topologies montrant un écoulement pathologique avec la première méthode, mais aucune n’a
résolu les problèmes observés.

Description du maillage Qualité du disque de Mach
Quartier 90 deg, mailles dégénérées sur l’axe Mauvaise

360 deg, mailles dégénérées sur l’axe Mauvaise
Quartier 90 deg, maillage en H sur l’axe du jet Mauvaise

Maillage en H sur l’axe du jet Bonne
entouré par un maillage en O

Tab. 2.3 – Récapitulatif des maillages testés pour reproduire le disque de Mach.

Finalement, avec le code FLU3M, tant la dégénérescence des mailles sur l’axe de symétrie
que les conditions de plan de symétrie détèriorent la solution numérique. En ce qui concerne
le calcul du champ moyen (approche RANS avec modèle de Spalart-Allmaras) des jets, ces
deux stratégies de maillage pourraient éventuellement être adoptées à condition de modifier la
manière dont sont codées les conditions aux limites. Toutefois, dans le cadre de cette étude,
un des objectifs est de calculer l’écoulement instationnaire au moyen de la méthode ZDES pour
lequel les plans de symétrie n’existent pas. Aussi, le codage des conditions limites sur l’axe ou des
plans de symétrie n’a pas été modifié. La seule topologie alors capable de capturer correctement
la réflexion des chocs sur l’axe du jet est celle composée, au centre, d’un bloc en H, et autour,
d’un maillage en O. Cette topologie O-H a ensuite été retenue pour toutes les calculs présentés
dans ce mémoire.

2.3.3 Action des tabs solides et fluides sur le jet canonique

La figure 2.9 présente les vues 3D du jet de référence et du jet perturbé par 4 tabs solides de
20 deg de large calculés en RANS. La surface extérieure est l’iso-surface M = 1 et le jet est coupé
selon deux demi-plans longitudinaux, l’un (0,−→X ,

−→
Y ) vertical et l’autre (0,−→X ,

−→
Z −−→Y ) oblique

situés dans le jet perturbé, figure 2.9(b), respectivement dans le plan de symétrie à travers un
tab et dans le plan de symétrie entre deux tabs. Dans ces deux demi-plans de coupe, les lignes
iso-Mach ont été tracées. Vue de l’extérieur, la surface axisymétrique du jet de référence est
drastiquement déformée par les tabs, elle est creusée dans leurs sillages et présente des lobes en
forme de champignon dans les plans intermédiaires. Dans le cas de référence, figure 2.9(a), on
reconnâıt le choc droit ou disque de Mach où aboutit un choc oblique incident convergent et
d’où partent une surface axisymétrique de cisaillement et un choc oblique réfléchi divergent. Ce
dernier se réfléchit sur la périphérie du jet et donne lieu à une succession d’ondes de détente et
de compression guidées entre la surface extérieure du jet et la surface de cisaillement issue du
disque de Mach. Celle-ci s’adapte avec la pression de l’écoulement central en se dilatant et se
contractant “périodiquement”, tout en faisant apparâıtre sur l’axe des zones d’accélération et
de détentes alternées. Dans le jet perturbé, figure 2.9(b), cette structure de nature compressible
est fortement modifiée. Les traces du choc incident axisymétrique dans le cas de référence se
différencient dans le plan des tabs et dans le plan intermédiaire. Pourtant, le disque de Mach
reste étonnamment rectiligne et sa position axiale ne change pas de manière significative. Sa
forme circulaire s’applatit en face des perturbateurs et s’approche ainsi d’un carré (voir la sec-
tion représentée juste en aval du disque de Mach, figure 2.9(b)). La section du tube de courant
qui en est issu évolue en aval vers une forme de trèfle dont les quatres feuilles sont déphasées de
45 deg par rapport aux diagonales du carré initial. Ceci rappelle le phénomène d’“axis-switching”
décrit par Zaman [269] dans les jets issus de tuyères carrées. L’espace de propagation des ondes
en aval du choc réfléchi étant très resserré dans les plans des tabs et très élargi dans les plans
intermédiaires, les structures compressibles qui en résultent sont très différentes.
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(a) Jet de référence (b) Jet perturbé par 4 tabs

Fig. 2.9 – Perturbation azimutale d’un jet axisymétrique.

La figure 2.10 compare l’action de 4 tabs solides de 10 deg de large à 4 injections fluides de
même largeur. Ces perturbations solides ou fluides sont orientées suivant les directions obliques
±(−→Y ± −→Z )3. Dans les deux jets perturbés, on retrouve les caractéristiques relevées sur le jet
contrôlés de la figure 2.9(b) tant sur la déformation de la surface externe du jet que sur la struc-
ture de ses ondes internes. Entre les deux cas présentés figure 2.10, l’amplitude de déformation
de la surface externe suggère que la perturbation fluide est plus puissante que la perturbation
solide, mais il est très probable qu’une déformation similaire aurait pu être obtenue en diminuant
le débit d’injection. Les figures 2.10(c) et 2.10(d) présentent des grossissements de la région des
perturbateurs solide et fluide. La première remarque est que le jet secondaire, figure 2.10(d),
pénétrant initialement dans la direction perpendiculaire (ou presque) à l’écoulement principal, se
comporte vis-à-vis de ce dernier comme un obstacle solide semblable au tab de la figure 2.10(c).
Cet effet d’obstacle se traduit dans l’écoulement incident supersonique par la génération d’un
choc fort détaché se courbant en raison de l’extension finie de l’obstacle pour devenir évanescent
en aval. On constate aussi que le choc détaché n’est pas assez raide pour venir intercepter la
surface sonique du jet principal. Regardons maintenant les différences. Sur le jet secondaire,
on peut distinguer une portion initiale assez raide presque radiale puis une portion déviée à
≈ 45 deg dans le sens de l’écoulement principal et enfin une portion quasiment alignée avec le
jet primaire. En raison de sa vitesse supersonique, le jet secondaire s’oriente dans la direction de
l’écoulement incident −→X par à-coups à chaque impact des faisceaux internes d’ondes de détente
et de compression sur sa frontière. La portion la plus raide, la plus semblable au tab solide de la
figure 2.10(c) est plus petite mais sa portion oblique à ≈ 45 deg se prolonge plus vers l’intérieur
du jet primaire et y crée un choc détaché plus long, plus persistent. En outre, on constate des
différences dans la forme de la surface externe du jet primaire : elle diverge de l’axe du jet
primaire dans 2.10(c) et converge dans 2.10(d). Dans le cas du tab solide, la surface sonique
matérialisée figure 2.10(c) cöıncide en bonne approximation avec les lignes de courant au début
de la couche de mélange. L’écoulement primaire après avoir traversé le choc détaché continue
son parcours tout droit, i.e. suivant −→X , en passant sur la partie plate supérieure du tab4 et y
conserve une pression élevée. Lorsqu’il arrive au niveau de l’atmosphère extérieure à pression
plus basse5, il s’adapte en déviant vers l’extérieur tout en émettant un faisceau de détente vers

3Les perturbateurs solides et fluides de la figure 2.10 ont été tournés de 45 deg par rapport aux tabs de la
figure 2.9(b)

4On aurait pu a priori imaginer que l’écoulement décolle au niveau de l’arête amont du tab et fasse apparâıtre
un bulbe de recirculation sur la tête du tab, mais ce n’est pas le cas.

5Plus précisément, il existe une zone de recirculation du fluide extérieur en aval du tab. Comme la pression y
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l’intérieur du jet primaire. Dans le cas de l’injection, figure 2.10(d), la surface initiale du jet
primaire ne coincide plus avec la surface sonique puisque le jet secondaire est supersonique.
Toutefois, on note que leurs formes sont similaires car les deux faces du jet secondaire sont
quasiment parallèles à l’échelle considérée. La différence avec l’écoulement comportant le tab
solide est que le fluide issu du jet secondaire ainsi que le flux primaire voisin de l’interface amont
du jet secondaire sont initialement verticaux et ne peuvent se redresser d’un coup dans la di-
rection −→X . Pour l’écoulement secondaire supersonique, le virage se fait schématiquement (parce
qu’en réalité l’écoulement est tridimensionnel et résulte de la compatibilité avec l’écoulement
primaire) en deux coups à travers l’impact de deux faisceaux de détente successifs sur l’interface
amont. Pour l’écoulement primaire localement subsonique, le virage se produit intrinsèquement
de manière continue (au sens C∞). Il en résulte que l’écoulement primaire ou secondaire ne se
détend pas jusqu’à diverger de l’axe (O,−→X ) et continue localement à converger vers celui-ci. Les
ondes de Mach émises vers l’intérieur du jet sont donc aussi différentes du cas avec tab solide et
induisent une distribution de nombre de Mach différente.

(a) Action de 4 tabs solides (b) Action de 4 tabs fluides

(c) Zoom sur un tab solide (d) Zoom sur un tab fluide

Fig. 2.10 – Comparaison du jet perturbé par 4 tabs solides et du jet perturbé par 4 tabs fluides
(situés sur les axes obliques).

La figure 2.11 montre les répartitions de pression totale dans des vues similaires à celles des
figures 2.9(a), 2.10(a) et 2.10(b), et la figure 2.12 présente l’évolution longitudinale des pressions
totales et des pressions statiques sur l’axe des trois jets. Globalement, on retrouve les tendances
mesurées sur le jet à NPR=5 des essais MARCO : sur la pression statique, diminution de la

est encore plus basse qu’à l’infini amont, le raisonnement simplifié présenté ici est toujours valable.
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période des oscillations et amortissement des pics et sur la pression totale, une portion initiale
constante suivie d’une montée puis d’une chute. Toutefois, les oscillations de pression statique
observées dans les jets canoniques perturbés ne produisent pas un schéma périodique comme
dans la configuration MARCO, ce qui révèle une modification d’autant plus profonde de la struc-
ture des ondes internes. Concernant la pression totale, la figure 2.11 souligne la similitude entre
le champ proche du jet sans contrôle et celui des jets perturbés. Dans les trois configurations, on
note en effet la présence d’une structure égale ou semblable à un disque de Mach. En aval, deux
écoulements se distinguent, un écoulement central à faible pi et un écoulement périphérique à
plus forte pi, séparés par une surface de cisaillement. Lorsque cette surface de cisaillement atteint
l’axe, la pression totale périphérique est “diffusée”6 sur l’axe et se traduit par les branches mon-
tantes de la figure 2.12. Ensuite, lorsque la surface de cisaillement externe du jet atteint l’axe,
c’est la pression totale plus faible de l’air extérieur qui est “diffusée” et qui provoque la chute de
pi sur la figure 2.12. On peut donc dire que le mélange du jet avec l’écoulement extérieur s’est
propagé jusqu’à l’axe à partir du moment où la pi commence à décrôıtre, c’est-à-dire lorsque pi
est maximale. Ceci se produit à X/D = 23|19|9 respectivement dans le jet de référence, le jet
contrôlé par tabs et le jet contrôlé par injections. Dans ce dernier cas, on distingue l’arrivée de
la couche de cisaillement interne sur l’axe, cf. figure 2.11.

Fig. 2.11 – Distribution de pi dans les jets. Fig. 2.12 – Pressions totales et statiques
sur l’axe des jets.

En conclusion, cette étude préliminaire réalisée sur une configuration simplifiée par rapport
au cas d’étude MARCO a permis de déterminer une topologie de maillage pouvant capturer les
deux conséquences majeures des perturbations azimutales sur le jet supersonique, à savoir, une
forte déformation extérieure et une modification de la structure compressible interne. Sur cette
configuration canonique, l’effet d’obstacle a été isolé en remplaçant les injections secondaires
par des tabs solides. On constate à première vue que l’effet d’obstacle permet de reproduire les
deux actions provoquées par l’injection radiale. Cependant, un examen plus approfondi met en
évidence des différences entre ces deux types de perturbations. L’écoulement autour d’un tab
étant fondamentalement différent de celui causé par une injection transverse (cf. par exemple
[73] et [164]), l’analogie s’arrête ici. De plus, le besoin de confronter les résultats numériques à
une référence expérimentale explique le passage aux simulations du cas appliqué MARCO.

6En fait, on ne peut pas exactement parler d’un processus de diffusion, ceci est discuté dans les chapitres
suivants, en particulier dans la section 4.4.4.
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2.4 Mise en oeuvre des simulations de la configuration MARCO

2.4.1 Description des différents cas simulés

Plusieurs calculs ont été nécessaires avant d’aboutir aux simulations RANS et ZDES finales
de la configuration MARCO (représentée figure 2.13(a)). Ce sont uniquement ces dernières si-
mulations qui sont comparées aux mesures expérimentales dans la section 2.5 et analysées sur le
plan physique dans les chapitres suivants. Pour commencer, les simulations RANS avaient pour
ambition de restituer le champ du jet de référence à NPR=3.1 et le champ du jet contrôlé par
4 injecteurs. Comme les maillages ont été réalisés au moyen de programmes Fortran, leur com-
plexité géométrique a été étoffée par étapes. Ainsi, une première configuration (figure 2.13(b))
a été modélisée avec seulement 4 injecteurs solides, les parois des 4 injecteurs inactifs étant
supposées avoir une influence négligeable sur le jet. Par la suite, le calcul du jet contrôlé par 8
injecteurs actifs a été entrepris et a nécessité la construction d’un modèle à 8 injecteurs solides.
Hormis le nombre d’injecteurs, les configurations à 4 et 8 injecteurs solides se différencient par les
parois latérales des injecteurs : elles sont dans des plans radiaux pour la première alors qu’elles
sont parallèles pour la seconde. Cette modification rapprochant le modèle numérique de la ma-
quette a été faite pour limiter l’obstruction du fluide entre les injecteurs. Les caractéristiques
des maillages des différentes configurations MARCO présentées dans ce mémoire sont résumées
dans le tableau 2.4. Les tableaux 2.5 et 2.6 résument respectivement les calculs de mise au point
et les configurations utilisées dans les simulations finales. Ces tableaux sont commentés dans la
suite.

(a) maquette CAO (b) modèle CFD 4 injecteurs (c) modèle CFD 8 injecteurs

Fig. 2.13 – Comparaison des modèles CFD au modèle CAO de la maquette MARCO.

Ref. Injecteurs Injections Λ nombre de mailles en calculs
maillage solides maillées mailles azimut type configurations

M01 4 4 10. 8× 106 128 RANS tests
M02 8 4 10. 8× 106 128 RANS tests
M1 8 4 10. 8× 106 128 (H) RANS F0,F1,F2,F4,

F8,F9,F50,F51,
C0,C1,C2

ZDES F0,F1
M2 8 8 10. 10.5× 106 168 (H) RANS F0,F1,F3

ZDES F0,F1,F2
M3 8 4 2.5 8× 106 128 (H) RANS F5
M4 8 4 1.0 8× 106 128 (H) RANS F6
M5 8 4 0.5 8× 106 128 (H) RANS F7

Tab. 2.4 – Récapitulatif des maillages des configurations MARCO.
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Ref. Maillage Injecteurs Dard Entrée de modélisation schéma
calculs solides calculé ventilation turbulence numérique

MPRANS1 M01 4 non axisymétrique RANS SARC Minmod
MPRANS2 M01 4 non axisymétrique RANS SARC Koren
MPRANS3 M01 4 non axisymétrique RANS SA Minmod
MPRANS4 M01 4 non axisymétrique RANS SACC Minmod
MPRANS5 M01 4 non axisymétrique SARC+SACC Minmod
MPRANS6 M01 4 oui axisymétrique RANS SARC Minmod
MPRANS7 M02 8 non axisymétrique RANS SARC Minmod
MPRANS8 M01 4 non axi. Q3 + 10% RANS SARC Minmod
MPZDES1 M2 8 oui axisymétrique ZDES (∆vol) Minmod
MPZDES2 M2 8 oui 4 trous ZDES (∆vol) Minmod
MPZDES3 M2 8 oui 4 trous ZDES (∆vol) Koren

Tab. 2.5 – Récapitulatif des calculs de mise au point des simulations RANS et ZDES.

Nom jet primaire injections secondaires Type de Cas
de la NPR Ti1 SPR Ti3 Q3/Q1 N A3/Ar Λ calculs exp.

config. (K) (K) (%)
F0 3.1 300. jet froid de référence pour NPR=3.1 RANS/ZDES oui
F1 2.8 300. 3.7 4 1. 10. RANS/ZDES oui
F2 1.4 300. 2.0 4 1. 10. RANS/ZDES oui
F3 1.4 300. 3.7 8 2. 10. RANS oui
F4 5.6 300. 3.7 2 2. 10. RANS non
F5 2.8 300. 3.7 4 1. 2.5 RANS non
F6 2.8 300. 3.7 4 1. 1.0 RANS non
F7 2.8 300. 3.7 4 1. 0.5 RANS non
F8 2.8 600. 3.7 4 1. 10. RANS non
F9 2.8 1200. 3.7 4 1. 10. RANS non
F50 5.0 300. jet froid de référence pour NPR=5.0 RANS oui
F51 2.8 300. 3.7 4 1. 10. RANS non
C0 3.1 1100. jet chaud de référence pour NPR=3.1 RANS non
C1 2.8 300. 3.7 4 1. 10. RANS non
C2 2.8 1100. 3.7 4 1. 10. RANS non

Tab. 2.6 – Récapitulatif des configurations représentées dans les simulations finales.

Nomenclature :
– NPR = pi1/p0 taux de détente du jet primaire (“Nozzle Pressure Ratio”),

avec pi1 pression génératrice du jet primaire et p0 pression statique extérieure
– Ti1 température génératrice du jet primaire
– SPR = pi3/pi1 taux de détente des jets de contrôle (“Secondary Pressure Ratio”),

avec pi3 pression génératrice des jets de contrôle et pi1 celle du primaire
– Q3/Q1 débit d’injection rapporté à celui du jet primaire
– N nombre d’injecteurs actifs
– A3/Ar section de sortie totale des jets de contrôle rapportée à la référence Ar = 20mm2

– Λ = R∆θ/∆x allongement des orifices d’injection,
avec R∆θ la dimension orthoradiale et ∆x la dimension longitudinale
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2.4.2 Mise au point de la simulation RANS

Afin d’identifier les paramètres qui affectent le développement du jet et qui doivent être pris
en compte dans les calculs RANS, un modèle numérique du jet non-contrôlé a d’abord été choisi
comme référence, puis l’influence de chaque élément pouvant en augmenter sa complexité a été
évaluée. Les effets des différentes modifications sont observés sur les pressions axiales, figure 2.14.

Le modèle numérique de référence est noté MPRANS1 (pour Mise au Point RANS n̊ 1)
dans le tableau 2.5. Il est basé sur la géométrie à 4 injecteurs solides (figure 2.13(b)), son domaine
s’étend 3D en amont de la section d’éjection (où D est le diamètre de sortie du flux primaire), 25D
en aval, et 12D dans la direction radiale. Aucun profil de couche limite n’est appliqué à l’entrée
de l’écoulement extérieur. La section d’entrée du flux de ventilation est annulaire et les couches
limites internes du canal de ventilation ne sont pas discrétisées. Seules la couche-limite extérieure
et la couche-limite du flux primaire reçoivent un maillage dédié (y+ ≤ 1, 3 points dans la zone
linéaire, 30 points dans l’épaisseur de couche-limite). Le modèle de Spalart-Allmaras (SA) est
utilisé avec la correction de rotation (RC) inspirée de la correction de Daclès-Mariani [55] pour
inhiber la sur-diffusion des tourbillons longitudinaux créés par les injections radiales, l’ensemble
du modèle est noté SARC dans le tableau 2.5. Le schéma numérique est le schéma de Roe étendu
au second ordre par l’approche MUSCL et bridé par le limiteur minmod. Ce dernier est le plus
robuste mais aussi le plus dissipatif des limiteurs. Le maillage comporte 8 millions de noeuds
répartis en 304 points dans la direction longitudinale et 128 plans en azimut.

L’influence de la dissipation numérique est évaluée en comparant le calcul MPRANS1,
utilisant le schéma de Roe étendu au 2nd ordre par l’approche MUSCL et bridé par le limiteur
Minmod, au calcul MPRANS2, utilisant le schéma de Roe étendu au 3ème ordre par l’approche
MUSCL (“third-order upwind-biased”) et bridé par le limiteur Koren. Le calcul MPRANS2
possède donc globalement un schéma numérique moins dissipatif que le MPRANS1. On ne
constate pas de différence significative entre les deux calculs, cf. figure 2.14(a), ce qui indique
que la diffusion/dissipation numérique est négligeable par rapport à la diffusion/dissipation du
modèle de turbulence.

L’influence de la modélisation de la turbulence est mise en évidence à travers cer-
taines corrections du modèle original de Spalart-Allmaras. Les calculs MPRANS3, MPRANS1,
MPRANS4, MPRANS5 ont été réalisés respectivement avec les modèles SA de base, SARC (SA
avec correction de rotation), SACC (SA avec correction de compressibilité), et SARC+SACC
(SA avec correction de rotation et correction de compressibilité). Les corrections ont des ef-
fets cumulatifs si bien que les calculs présentant les plus grandes viscosités turbulentes sont par
ordre croissant SARC+SACC, SACC, SARC et SA. La figure 2.14(b) montre les résultats sur les
pressions statiques tandis que la figure 2.14(c) met en valeur les conséquences sur les pressions
totales sur l’axe du jet. On constate que plus la viscosité turbulente est élevée, plus les oscilla-
tions de pression statique sont amorties avec une pseudo-période d’autant plus grande et plus le
cône potentiel se raccourcit. Les corrections du modèle SA ont des effets très puissants puisque le
rapport des longueurs de cône potentiel entre SARC+SACC et SA atteint 2.5 ! Nous reviendrons
sur l’effet significatif de la modélisation de la turbulence dans la section 5. En outre, on remarque
que plus la viscosité turbulente est élevée, plus le choc initial se produit tôt, et plus la pression
statique et la pression totale en aval sont faibles. Ces deux tendances apparemment contradic-
toires s’expliquent par le fait que plus la viscosité turbulente est élevée, plus l’écoulement en
amont du choc est rapide (le nombre de Mach allant de M = 1.73 en SARC+SACC à M = 2.08
en SA) alors que plus la pression statique y est basse (entre p/pi0 = 0.40 et 0.24). Ceci résulte à
la fois de l’épaississement de la surface de cisaillement du jet et de son équilibre qui dépendent
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directement et indirectement de la viscosité turbulente.

(a) Dissipation numérique (b) Corrections du modèle SA jusqu’à 5D

(c) Corrections du modèle SA jusqu’à 20D (d) Couche-limite extérieure

(e) Nombre d’injecteurs (f) Débit de la ventilation

Fig. 2.14 – Effet de différents paramètres sur les pressions totales et statiques sur l’axe du jet.
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L’influence de la couche-limite extérieure est mise en évidence en comparant les résultats
de MPRANS1 et MPRANS6 affichés figure 2.14(d). MPRANS1 calcule explicitement la couche
limite sur la longueur 3D (D diamètre du col) de l’arrière-corps alors que MPRANS6 la calcule
en plus sur toute la longueur du dard supportant l’arrière-corps (voir figure 2.1(a)) c’est-à-dire
sur une longueur de 18D. La couche limite résultante au bout de la paroi extérieure est ainsi 3.9
fois plus épaisse et donne lieu en aval à une couche de cisaillement plus progressive (gradient
transverse moins fort). La quantité de mouvement du fluide extérieure heurte alors l’interface
du jet moins violemment et y impose donc une pression moins forte en aval du choc initial. Les
courbes des pressions axiales montre que ce paramètre a une influence très importante sur le jet.

L’influence du nombre d’injecteurs solides est illustré figure 2.14(e) à l’aide des calculs
MPRANS1 et MPRANS7 dans lesquels respectivement 4 et 8 injecteurs solides sont représentés.
On note une différence plus marquée dans les courbes de pression totale que dans celle de la
pression statique à cause du déplacement très sensible du choc fort.

L’influence du flux de ventilation a été évaluée en augmentant son débit de 10% entre les
calculs MPRANS1 et MPRANS8. Le graphe 2.14(f) montre que le jet n’est pas significativement
perturbé par une telle variation.

La convergence en maillage a été atteinte dans le sens azimutal sur les maillages M1 et
M2 (resp. 128 et 168 points sur la circomférence) dans le cas de référence et le cas contrôlé par
4 injecteurs (cas F0 et F2, tableau 2.6). comme en témoignent les pressions axiales de la figure
2.15. La convergence du maillage dans la direction radiale est probablement atteinte étant donné
le grand nombre de points provenant des couches limites attachées. La convergence en maillage
dans la direction longitudinale n’a pas été vérifiée pour des raisons de coût de calcul.

Fig. 2.15 – Convergence du calcul RANS vis-à-vis de la discrétisation azimutale (M1,M2).

2.4.3 Mise au point de la simulation ZDES

Les tests en ZDES ont été réalisés avec le dard et avec 8 injecteurs solides.

L’influence des conditions d’entrée de la ventilation est illustrée à l’aide des calculs
MPZDES1 et MPZDES2. Dans les calculs RANS ainsi que dans MPZDES1, l’entrée de la ven-
tilation est axisymétrique. En réalité sur la maquette testée en soufflerie, le flux de ventilation
entre par 4 trous dont la surface cumulée représente à peine 6% de la section totale du canal
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annulaire. C’est ce qui a été modélisé dans le calcul MPZDES2. La figure 2.16 présente le champ
résultant de vitesse longitudinale moyenné en temps à mi-hauteur du canal de ventilation. On
constate que le flux de masse initialement beaucoup plus concentré, dans le cas de l’entrée par
4 trous, ne se répartit pas du tout de manière homogène comme cela été implicitement sup-
posé avant mais conserve une section de courant relativement limitée et fait apparâıtre, par
effet visqueux, quatre larges zones de recirculations. A la fin du canal, l’écoulement entourant
la région initiale du jet primaire comporte donc des zones co-courantes (U > 0) et des zones à
contre-courant (U < 0).

(a) Entrée axisymétrique (b) Entrée par les 4 trous

Fig. 2.16 – Champs de vitesse longitudinale à mi-hauteur du canal de ventilation.

La réaction de la couche de mélange du jet primaire est mise en évidence, figure 2.17, au
moyen du critère Q [126]7 : Q = (‖Ω‖2−‖S‖2)/2. Les iso-surfaces Q/(a∗/D)2 = 10 y représentent
les structures cohérentes de la couche de mélange. On remarque qu’elles sont quasi-toröıdales
lorsque la condition d’entrée est annulaire et que l’axisymétrie est complètement brisée lorsque
la ventilation est alimentée par les 4 trous. En raison des différences assez spectaculaires entre
les deux écoulements de ventilation, un calcul RANS a été effectué avec une entrée par 4 trous :
les résultats montrent que le calcul RANS n’y est pas sensible.

Fig. 2.17 – Structures tourbillonnaires mis en valeur par le critère Q/(a∗/D)2 = 10 en fonction
des conditions d’entrée de la ventilation.

7A l’origine le critère Q a été élaboré en écoulement incompressible [126]. En compressible, le tenseur des taux

de déformation S contient à la fois les dilatations/compressions isotropes et les cisaillements (partie déviatrice

SD). Un équivalent compressible plus approprié ici serait donc QC = (‖Ω‖2 − ‖SD‖2)/2. Dans la couche de
mélange étudiée ici, les critères Q et QC donnent cependant le même résultat, c’est pourquoi Q est adopté dans
la suite.
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L’influence de la dissipation numérique est évaluée à l’aide des calculs MPZDES2 et
MPZDES3. Le premier utilise le schéma de Roe étendu au 2nd ordre par l’approche MUSCL et
bridé par le limiteur Minmod alors que le second utilise le schéma de Roe étendu au 3ème ordre
par l’approche MUSCL (“third-order upwind-biased”) et bridé par le limiteur Koren. Le calcul
MPZDES3 possède donc globalement un schéma numérique moins dissipatif que MPZDES2.
Contrairement aux calculs RANS, les calculs ZDES, et plus précisément les calculs en mode
LES, sont très sensibles à la dissipation numérique car le modèle sous-maille est (normalement)
peu diffusif. Ceci est démontré par le très mauvais accord entre les solutions MPZDES2 et
MPZDES3 tracées figure 2.18.

Fig. 2.18 – Effet de la dissipation numérique.

Quelques mots sur le calcul MPZDES1 : Même s’il apparâıt indispensable d’imposer
la géométrie réelle à l’entrée de la ventilation, il est intéressant de s’attarder un instant sur
la solution quasi-axisymétrique donnée par le calcul MPZDES1. En regardant les iso-surfaces
Q = 0.5 représentées en haut de la figure 2.19, on pourrait penser que le calcul MPZDES1 en
raison de ses conditions limites quasi-axisymétriques et de sa forte dissipation numérique peut-
être considéré comme représentatif d’un écoulement de jet à faible nombre de Reynolds : on
remarque en effet des tourbillons toröıdaux dans sa partie initiale et des tourbillons longitudinaux
plus loin en aval, apparemment similaires aux tourbillons longitudinaux créés par l’éclatement
des structures axisymétriques en fin de cône potentiel.

Fig. 2.19 – Structures tourbillonnaires dans le calcul MPZDES1 : Q = 0.5 en haut (les recircu-
lations en aval de la ventilation ont été retirées), strioscopie numérique en bas.
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L’examen d’une strioscopie numérique dans le plan de symétrie longitudinal (bas de la figure
2.19) montre que les structures toröıdales ne se développent pas suffisamment pour se répandre
jusqu’à l’axe du jet. A la place, elles s’épuisent et se destructurent pour se réorganiser dans le
sens axial mais seulement en périphérie du jet ; le coeur central reste isolé de l’extérieur (le cône
potentiel se prolonge au-delà de la figure). De plus, le maillage bien que relativement fin dans la
zone décrite ici est étiré vers l’aval pour des raisons évidentes de coût de calcul et a peut être une
influence sur l’apparition des structures longitudinales. Cet exemple montre qu’il faut être très
prudent dans l’interprétation des figures et illustre l’intérêt de diversifier les post-traitements.

2.4.4 Procédures de calcul retenues pour les simulations RANS et ZDES
finales

2.4.4.1 Description des maillages

La construction du maillage est d’une importance majeure pour un calcul hybride RANS/LES
car elle peut, si elle n’est pas réalisée avec soin, mener à des résultats aberrants sur le plan phy-
sique. Les simulations RANS sont moins sensibles au maillage mais nécessitent tout de même
un nombre suffisant de points de calcul dans les zones à forts gradients. La géométrie de la
maquette expérimentale a donc été reproduite en prenant en compte les enseignements donnés
par l’ensemble des calculs précédents. Tout d’abord, les calculs sur configuration canonique ont
mis en évidence la nécessité d’adopter un maillage régulier sur l’axe (bloc en H) pour capturer
proprement la réflexion des chocs sur l’axe. Les calculs qui ont suivi ont souligné la sensibilité
de la structure de choc interne à l’épaisseur de la couche de mélange sur le carénage externe.
Cette dernière fixe l’étalement de la quantité de mouvement extérieure qui impacte la frontière
du jet et la pression qui en résulte dans le jet. Il a alors été décidé de calculer la couche limite
le long d’une paroi cylindrique longue de 15D (D le diamètre du col primaire) représentative de
l’ensemble du dard porteur de l’arrière corps MARCO.

L’extension des domaines de calcul RANS ou ZDES sans et avec contrôle est de 12D dans la di-
rection radiale, 18D en amont et 25D en aval de la sortie du primaire, voir figure 2.20. Toutefois,
le maillage fin couvre seulement l’espace maximum sondé durant la campagne expérimentale,
i.e. 9D en aval de l’arrière-corps. En raison de la formulation du code, chacun des 35 blocs
composant le domaine de calcul sont constitués de cellules hexahédriques. Aussi, la difficulté
a été de construire un maillage structuré qui combine les exigences RANS pour les couches
limites attachées, des raffinements adaptés au niveau des singularités géométriques, i.e. les in-
jecteurs solides et les jets secondaires, ainsi que des mailles aussi homogènes et isotropes que
possibles dans les zones LES, i.e. le jet. En ZDES comme en RANS, le même maillage a été
utilisé pour calculer la configuration de référence (F0) et les configurations contrôlées testées
en soufflerie (F1,F2,F3), voir tableau 2.6. Comme signalé en début de cette section, les calculs
RANS nécessitent eux aussi un nombre suffisant de points à la fois dans le coeur du jet pri-
maire pour capturer les chocs et dans sa couche de mélange périphérique. Cette dernière est
fortement distordue par les jets secondaires, c’est pourquoi on ne peut pas a priori concentrer
des points autour de direction azimutales particulières. En RANS, les points sont donc aussi
équirépartis dans la circonférence du jet. De plus, que ce soit en RANS ou en ZDES, les zones
d’interaction des jets secondaires avec le jet primaire doivent faire l’objet d’une discrétisation
assez fine. Toutes ces considérations justifient que, dans l’étude numérique du cas MARCO, les
calculs RANS utilisent les mêmes formes de maillage que les calculs ZDES. Une vue écorchée
du maillage 3D (M2) autour de l’arrière-corps est présentée figure 2.21 alors que la figure 2.22
montre des vues planes dans des sections transverses et longitudinales.
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Fig. 2.20 – Domaine des calculs RANS et ZDES.

Chaque maillage est construit en 3 étapes à l’aide du mailleur multibloc structuré analytique
Mesh3D [123] et à l’aide de programmes Fortran et shell scripts permettant d’automatiser le
processus de maillage à partir des seuls paramètres géométriques de la maquette. Tout d’abord,
l’axe du jet est discrétisé en un bloc en H. Celui-ci est ensuite entouré d’un bloc en O raccor-
dant les points équirépartis du bloc en H sur sa face intérieure aux points resserrés près des
injecteurs (figure 2.22(a)) ainsi qu’aux points équirépartis en azimut plus loin dans le jet (fi-
gure 2.22(b)). Le reste du maillage englobant toutes les parties solides a été élaboré en deux
temps. Premièrement, un maillage plan de 9 blocs (voir figure 2.22(d)) est calculé par le pro-
gramme Mesh3D pour fixer la distribution de points dans le plan de projection (−→X ,−→r ) (environ
48000 points/plan), (X, r, θ) étant le système de coordonnées cylindriques. Les couches limites
à l’intérieur de la tuyère primaire et le long du carénage extérieur comptent de 25 à 30 points
et les tailles de leurs premières mailles à la paroi sont respectivement y+ = 0.5 et y+ = 0.8
(∆r/D = 2.3 × 10−5 et ∆r/D = 4.5 × 10−5). Concernant le courant de ventilation, en raison
de sa faible vitesse et pour économiser des points, ses couches limites n’ont pas été discrétisées
aussi finement. Dans un second temps, un programme Fortran duplique ce maillage plan (x,r)
en le faisant tourner autour de l’axe du jet (O,−→X ) tout en ajustant les positions azimutales dans
les directions longitudinale et radiale afin d’adapter le maillage 3D aux flancs latéraux parallèles
des injecteurs et de connecter le maillage adapté à l’arrière-corps et au dispositif de contrôle à
la distribution de points homogène (en azimut) dans le jet.

Le volume occupé par le jet depuis le col de la tuyère primaire est discrétisé en 236 points dans
la direction longitudinale et 172 points dans la direction radiale. Concernant la discrétisation en
azimut, deux familles de maillages ont été construites. D’une part, les maillages (M1,M3,M4,M5)
dont seules 4 injections sont maillées finement (10 cellules en azimut contre 4 dans les injections
inactives) comportent 128 mailles en azimut et comptent au total 8 millions de cellules. D’autre
part, le maillage (M2) qui possède 8 injections maillées finement, a 168 mailles en azimut et
représente au total 10.5 millions de cellules. Le nombre de points dans la direction radiale est
élevé à cause de la propagation du maillage structuré des couches limites. Néanmoins, tous
ces points sont utilisés pour couvrir la couche de mélange qui est fortement distordue dans le
cas contrôlé. Le jet sans contrôle s’étend radialement sur seulement 100 cellules. La section de
sortie de chacune des injections est découpée en 6 × 10 cellules (taille ∆x/D = 2.7 × 10−3,
∆r/D = 1.6×10−2). Aucun raffinement particulier n’a été réalisé sur le premier choc pour trois
raisons. D’abord, la distribution des points adaptée à la croissance de la couche de cisaillement
est assez fine, conduisant à des cellules de longueur 1.6 × 10−2D sur le choc, ce dernier étant
capturé sur 3 cellules. Ensuite, le maillage est construit de manière à pouvoir supporter plu-
sieurs simulations de jet à NPR différents, i.e. pour différentes positions de choc. Enfin, cette
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Fig. 2.21 – Ecorché du maillage 3D autour de l’arrière-corps muni des 8 injecteurs.

(a) Plan transv. X/D=0.1 (b) Plan longitudinal à travers les injecteurs

(c) Plan transv. X/D=0.6 (d) Plan longitudinal entre les injecteurs

Fig. 2.22 – Détails du maillage dans des plans caractéristiques (une cellule sur trois est dessinée).
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discrétisation spatiale est supposée être suffisante pour reproduire l’influence du choc sur les
structures résolues de la couche de mélange. De plus, comme le maillage est structuré et que
les chocs obliques se propagent vers l’aval, un raffinement de maillage dédié au choc aurait
ajouté un nombre excessif de points. Cet argument a d’autant plus de poids que le choc peut
être instationnaire et se déplacer sur une distance a priori inconnue sous l’action des structures
tourbillonnaires de la couche de mélange. Pour finir, concernant les injections secondaires, on a
préféré calculer des petites tuyères plutôt que d’imposer des conditions aux limites. De manière
globale, aucune astuce numérique n’a été employée pour mimer l’effet des actionneurs ou des
couches-limites (lois de paroi, fluctuations artificielles), ce qui est en accord avec la philosophie
d’un outil numérique “utilisable en production” [229] visant à tester des technologies nouvelles
dans les géométries les plus générales.

Pour en finir sur les maillages, la figure 2.23 présente les domaines de valeurs de ∆ω en fonction
des composantes Nx et Nz de la vorticité a priori inconnue (N2

y = 1−N2
x−N2

z ) et précise l’enca-
drement donné par (1.70) dans le cas particulier du maillage (M2). Ces domaines tracés pour 3
points de (M2) sont représentatifs des différentes portions du maillage de la couche de mélange :
juste en aval des injections àX/D = 0.19, dans le plan des injections (fig. 2.23(a)) où la résolution
azimutale est fine et dans le plan intermédiaire (fig. 2.23(b)) où la résolution est plus grossière, et
plus en aval à X/D = 1.52 où les mailles sont équiréparties en azimut. Depuis la couche limite
de la tuyère primaire résolue en mode RANS jusqu’à la couche de mélange résolue en mode
LES, l’écoulement traverse une “zone grise” dans laquelle le calcul doit générer des fluctuations
(par des instabilités intrinsèques puisqu’aucun forçage n’est imposé ici). Quand la couche de
cisaillement quitte la paroi de la tuyère, aucune fluctuation ne peut encore être capturée et −→N
est aligné suivant la direction de la vorticité moyenne, i.e. selon l’envergure −→z (dans le trièdre
(~x, ~y, ~z) local aux mailles). Ceci est encore valable lorsque des tourbillons de la couche de mélange
induits par l’instabilité de Kelvin-Helmoltz se développent. Sur les graphes 2.23(a) et 2.23(b),
on peut alors vérifier qu’en raison de la stratégie de maillage adoptée ∆ω(−→N = −→z ) =

√
∆x∆y

est indépendant de l’azimut. On peut en outre remarquer qu’un basculement de ces tourbillons
dans la direction longitudinale −→X ne modifie pas significativement la valeur de ∆ω puisque√

∆y∆z ≈
√

∆x∆y dans le maillage M2. Cette particularité n’est plus vérifiée dans le maillage
M1 plus hétérogène en azimut. Plus loin, à partir de X/D = 0.6, le maillage devient homogène
dans la direction azimutale et on vérifie que la relation

√
∆y∆z ≈

√
∆x∆y tient toujours car la

couche de mélange est maillée conformément aux recommandations LES ∆z ≈ ∆x. Au contraire,
un basculement de la vorticité suivant la direction radiale −→y tend partout à augmenter ∆ω car
∆x,∆z � ∆y.

(a) X/D=0.19, fin en azi-
mut

(b) X/D=0.19, grossier
en azimut

(c) X/D=1.52, ho-
mogène en azimut

Fig. 2.23 – Les trois domaines de valeurs extrêmes de ∆ω (en mm).
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2.4.4.2 Procédure de calcul RANS

Les conditions génératrices (pi, Ti) du jet primaire et des jets secondaires mesurées expérimen-
talement sont imposées en entrée des modèles numériques. Concernant le flux de ventilation,
seuls la température génératrice Ti2 et le débit-masse Q2 ont été mesurés et sont imposés par
la condition subsonique de débit entrant détaillée en annexe B. Etant données les informations
expérimentales, le recours à la condition subsonique de débit entrant est la seule manière de res-
tituer les conditions d’essai puisque l’écoulement dans le canal de ventilation impose une relation
a priori inconnue entre le nombre de Mach et la pression statique en entrée. Comme l’influence
de l’entrée de la ventilation sur 4 trous dans les calculs ZDES a été découverte après les der-
niers calculs RANS de la configuration MARCO, ceux-ci ont tous été réalisés avec une entrée
axisymétrique. Toutefois, un calcul-test a montré que les résultats RANS ne sont pas modifiés
avec une entrée par 4 trous. Une condition d’entrée-sortie basée sur les invariants de Riemann
est imposée sur la frontière extérieure latérale du domaine et la frontière en aval de l’arrière-corps.

Tous les calculs RANS ont été effectués avec le modèle de Spalart-Allmaras. Georgiadis et al.
[94] ont simulé l’écoulement autour d’une tuyère munie de lobes au moyen de plusieurs modèles
de turbulence linéaires et non-linéaires et ont conclu que le modèle de Spalart-Allmaras donne
des résultats en bon accord avec le champ de vitesse mesuré expérimentalement. Payne et al.
[191] ont comparé ce modèle à d’autres modèles classiquement utilisés, le modèle k − ε bas
Reynolds et le modèle k − ω de Wilcox, dans le cas d’un jet supersonique dans un écoulement
transverse transonique : le modèle de Spalart-Allmaras donne des résultats satisfaisants sur la
pression totale en aval et les mesures de vorticité. Comme la vorticité longitudinale joue un
rôle-clé dans les écoulements étudiés ici, la correction de rotation (SARC) a été employée pour
limiter une diffusion turbulente excessive des tourbillons. La couche de mélange du jet n’étant
pas franchement compressible (Mach convectif allant de 0.64 à 0.23), on n’a pas eu recours a la
correction de compressibilité (SACC). Le schéma numérique de Roe étendu à l’ordre 2 et bridé
par le limiteur Minmod a été choisi pour sa robustesse dans le calcul des chocs.

Tous les calculs RANS ont été menés sur NEC-SX6 de la même manière : l’équivalent de 15
traversées de domaine (25D de long) sont effectuées en 10000 itérations8 avec un pas de temps
global de ∆t = 4µs (∆t/(D/a∗) ≈ 3.10−2) ce qui, à une vitesse de calcul de 1µs/itération/point,
représente environ 23 heures de calcul. Ce temps de simulation est suffisant pour atteindre un
état stationnaire. Dans l’écoulement de jet, l’état stationnaire est jugé atteint lorsque les pres-
sions axiales n’évoluent plus dans le temps. La convergence en temps des efforts aérodynamiques
sur l’arrière-corps arrivant beaucoup plus vite que l’établissement du jet (sur une longueur de
25D), elle ne constitue pas un critère suffisant.

2.4.4.3 Procédure de calcul ZDES1 et ZDES2

Dans le cas des calculs ZDES, la géométrie de l’entrée du flux de ventilation doit être
représentative de celle de la maquette : l’écoulement entre dans le canal annulaire par 4 trous
dont la section de passage est égale à 6% de la section totale du canal. Un de ces trous est visible
figure 2.21. Les calculs ont été effectués sans aucune excitation artificielle et ont révélé malgré
tout que la couche de cisaillement du jet était capable de développer une instabilité croissance
menant à un jet apparemment turbulent. Se basant sur l’analyse de Wallace et Redekopp [260],
Jacquin a suggéré [173] que le profil mixte jet-sillage causé par le flux de ventilation à très faible
débit pourrait entretenir une instabilité absolue dans la région initiale du jet. Une analyse de sta-
bilité plus proche des conditions d’essai est toutefois nécessaire pour confirmer cette hypothèse.

8Le calcul implicite étant réalisé sans sous-itération, l’écoulement transitoire n’a pas de signification physique.
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Fig. 2.24 – Attribution des zones RANS et des zones (DES) pour l’approche ZDES.

En particulier, l’influence du caractère non-axisymétrique du flux de ventilation (co-courant ou
contre-courant suivant l’azimut) est à creuser. Par ailleurs, le bruit numérique ainsi que la phase
transitoire peuvent déclencher des instabilités convectives dans la couche cisaillée du jet. Dans un
calcul de type LES, la dissipation numérique doit être réduite le plus possible, c’est pourquoi le
schéma de Roe étendu au 3ème ordre hors des chocs et bridé par le limiteur de Koren a été utilisé.
Les chocs rencontrés dans le jet sous-détendu à NPR = 3.1 étant relativement faibles, ce schéma
est suffisamment robuste. L’affectation des zones RANS et des zones (DES) est schématisé figure
2.24 : en particulier, il est utile de mentionner que le calcul (DES) de l’ensemble du jet bascule
quasi-immédiatement en mode LES après la paroi de la tuyère primaire, i.e. en 2 mailles soit à
partir de X/D = 1.10−2.

Deux types de simulations ZDES ont été réalisés : les calculs ZDES menés avec l’échelle
de longueur caractéristique du maillage originelle ∆vol sont notés ZDES1 et ceux
avec la nouvelle échelle ∆ω sont notés ZDES2.

Chaque calcul ZDES du jet de référence a été conduit en 3 étapes. Tout d’abord, un cal-
cul RANS est réalisé avec le modèle de Spalart-Allmaras combiné à la correction de rotation
(SARC) pour fournir un champ stationnaire initial au calcul ZDES. Ensuite, un calcul ZDES
est lancé pour évacuer la viscosité turbulente RANS par convection et développer des struc-
tures turbulentes résolues. Cette phase transitoire de Tphysique = 10ms représentant 4 traversées
de domaine (25D de long) est traitée en 10000 itérations avec un pas de temps de ∆t = 1µs
(∆t/(D/a∗) ≈ 7.10−3) et 5 sous-itérations. La convergence du processus de sous-itération est
vérifié par la chute d’un ordre de grandeur dans les résidus. On obtient un CFL maximum de
CFLmax = (u+ a)∆t/∆x = 13. Enfin, le calcul ZDES est poursuivi à partir de ce régime turbu-
lent établi pendant 20ms ≈ 150(D/a∗) (≈ 7.5 traversées de domaine) pour calculer les moyennes
de Reynolds des moments d’ordre 1 et 2. Le calcul ZDES a été prolongé à 120ms ≈ 900(D/a∗)
afin de collecter suffisamment de signal pour réaliser ultérieurement une étude spectrale (non
rédigée dans ce mémoire) et ne présente pas de différence significative dans les résultats exposés
dans cette section. Chaque calcul ZDES du jet contrôlé est initialisé avec l’écoulement établi de
la simulation ZDES correspondante du jet de référence. Chaque simulation ZDES représente 140
heures de calcul sur 1 processeur NEC-SX6 fonctionnant à 4 Gflops pour la phase transitoire et
280 heures supplémentaires pour obtenir un champ moyenné sur 20ms.

Dans la section suivante, les calculs RANS, ZDES1 et ZDES2 du jet de référence (F0) et du jet
contrôlé (F1) sont validés par rapport aux mesures expérimentales.
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2.5 Validation des simulations numériques RANS et ZDES

2.5.1 La structure de choc à l’intérieur du jet

2.5.1.1 Jet faiblement sous-détendu NPR=3.1

La figure 2.25 présente les strioscopies à couteaux horizontaux (gradient vertical de masse
volumique) du champ moyen des jets sans et avec contrôle extraits de l’expérience, des calculs
RANS et des calculs ZDES1 et ZDES2 (du haut vers le bas). Les jets de référence y sont disposés
dans la colonne de gauche. L’axe du jet est (O,−→X ), l’origine O est placée au col, (X,Y, Z) sont les
coordonnées cartésiennes attachées à la maquette et (X,R,Θ) sont les coordonnées cylindriques
utilisées pour post-traiter les champs numériques. La photographie du jet contrôlé prise lors de
l’expérience représente le plan (X,Z) dans lequel les injecteurs sont actifs. Pour les simulations,
les images situées dans la colonne centrale de la figure 2.25 sont dans le plan de 2 injecteurs
actifs, alors que celles disposées dans la colonne de droite sont dans le plan de 2 injecteurs inactifs.

Dans le jet de référence (sans contrôle) expérimental, on peut noter un choc en forme de len-
tille caractéristique des jets sous-détendus. Dans la littérature, ce choc est habituellement appelé
“disque de Mach”. Ceci sera discuté dans le chapitre 3. Dans la configuration particulière étudiée
ici, ce choc est extrêmement sensible à l’évasement initial de la couche de mélange. Aussi, même
si les mesures expérimentales ne donnent aucune information avant X/D = 0.5 à cause du mas-
quage par le carénage extérieur, nous pouvons considérer que la simulation reproduit bien la
croissance initiale de la couche de mélange si la lentille de choc a une forme similaire à celle
observée dans l’expérience et si sa position axiale est correcte. Un examen plus poussé révèle que
l’épaisseur de la couche cisaillée influence la confluence du flux de ventilation et de l’écoulement
extérieur, plus précisément la topologie de leur lignes de courant, et donc la distribution de
pression sur la surface du jet, conduisant à une modification de la réflexion des ondes internes
au jet qui fixe la structure du choc. Le calcul RANS produit une couche cisaillée plus épaisse que
la ZDES1 jusqu’au choc en lentille. L’épaisseur de la couche de mélange produite par la ZDES2
est proche de celle fournie par la ZDES1 jusqu’à la fin du carénage extérieur, à X/D = 0.5,
puis crôıt rapidement pour se rappocher de celle du calcul RANS. En conséquence, on peut voir
que dans la ZDES1, le choc apparait légèrement plus en amont que dans les calculs RANS et
ZDES2. Par ailleurs, dans tous les champs calculés, on remarque la présence d’une onde de Mach
axisymétrique prenant son origine sur la lèvre de la tuyère primaire. Cette onde est une onde
de compression due à la réflexion des ondes issue de la ligne sonique sur le méplat du col de
la tuyère primaire (le comportement des ondes de Mach est détaillé au chapitre 3). Cette onde
de forme conique est raide et lorsqu’elle arrive sur l’axe des écoulements ZDES, elle forme un
disque de Mach de taille réduite. Il en résulte un tube de courant sur l’axe possédant une entropie
plus élevée visualisé ici par les gradients transverses de masse volumique. Cette assertion a été
vérifiée sur le champ de pression totale non présenté dans ce mémoire. L’onde de forme conique
est faiblement visible sur la strioscopie de droite, figure 2.2(a), mais on ne distingue pas le tube
central à faible entropie. Toutefois, celui-ci n’est pas supposé avoir une influence significative sur
l’ensemble du champ aérodynamique puisque la chute de pression totale est faible et très loca-
lisée. Lorsque 4 injecteurs sont activés, le choc fort détaché en amont de chaque jet secondaire
intercepte cette onde et empêche la formation du disque de Mach infinitésimal. En outre, tous
les écoulements calculés présentent la succession d’ondes de détente et de compression typique
des jets supersoniques non-adaptés.

Dans le cas contrôlé, tous les calculs reproduisent la structure de choc en diamant à 5 facettes
visible dans le cliché expérimental (b). Cependant, les champs ZDES contiennent des ondes plus
faibles qui n’apparaissent pas dans les résultats RANS. Ces dernières ne peuvent être identifiées
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(a) Experiment, (b) Experiment,
control off control on

(c) RANS, control off (d) RANS, control on (e) RANS, control on
active-injection plane inactive-injection plane

(f) ZDES1, control off (g) ZDES1, control on (h) ZDES1, control on
active-injection plane inactive-injection plane

(i) ZDES2, control off (j) ZDES2, control on (k) ZDES2, control on
active-injection plane inactive-injection plane

Fig. 2.25 – Strioscopies expérimentales et gradients verticaux de masse volumique issus des
simulations RANS, ZDES1 et ZDES2.
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précisément dans les images expérimentales en raison du caractère tridimensionnel de l’écoulement.
Contrairement aux jets de référence, les jets contrôlés simulés par les deux ZDES semblent iden-
tiques. Par contre, les champs RANS et ZDES exhibent des gradients différents à travers la
couche de mélange à partir de la région d’impact du choc interne à X/D ≈ 0.75. Ces gradients
radiaux sont très accentués en RANS alors qu’ils sont beaucoup plus diffus dans les ZDES. Ce
constat permet de penser que les échanges turbulents ainsi que la diffusion et la dissipation sont
amplifiés dans les couches de mélanges produites par les ZDES. A cause de leurs gradients plus
persistants, les images RANS mettent en évidence une distorsion beaucoup plus accentuée du
jet contrôlé.

Les vues instantanées correspondantes sont exposées figure 2.26. En haut de la figure, les
clichés expérimentaux mettent bien en évidence la nature turbulente des jets étudiés. Pour-
tant, la lentille de choc du jet de référence, figure 2.26(a), ne semble pas être significativement
perturbée par les fluctuations de la couche de mélange et reste quasi-stationnaire. Quand les 4
injections sont activées, le jet semble s’étendre dans la direction radiale et le sillage des injections
orthogonales au plan de la figure est à peine discernable. Concernant les résultats numériques,
dans le jet de référence (figures 2.26(c) and 2.26(f)), on peut voir que la déstabilisation de la
couche de mélange est retardée avec la ZDES1. Cela a été une des raisons de la nouvelle définition
de ∆. Au contraire, la ZDES2 munie de ∆ω produit une couche de mélange dans lesquelles les
instabilités se développent plus tôt. Celles-ci sont par ailleurs mises en évidence par les ondes
supersoniques instationnaires émises par la surface distordue de la couche de cisaillement. Ces
ondes impactant le choc en lentille créent une stratification radiale d’entropie s’appuyant sur les
trajectoires de l’écoulement et visibles à travers des bandes de masse volumique, figure 2.26(f).
Ces bandes n’apparaissent évidemment pas dans le calcul ZDES1, puisque les structures tour-
billonnaires qui en sont l’origine sont absentes. De plus, les structures des ondes par les ZDES1
et ZDES2 sont différentes en aval du choc en lentille. Un élément frappant qui est bien mis en
avant par les vues 2.26(c) et 2.26(f) est la stationnarité du choc en position et en forme comparée
au comportement très instationnaire de la couche de mélange.

Lorsque les injections radiales sont activées, (images au centre et à droite de la figure 2.26), l’orga-
nisation et la position des structures turbulentes change drastiquement. Ces dernières pénètrent
plus profondément au coeur du jet (figures 2.26(d) et 2.26(g)) et s’éloignent plus loin de l’axe dans
les plans des injecteurs inactifs (figures 2.26(e) et 2.26(h)). Ces images suggèrent une réduction
du cône potentiel due à une amplification notable de la diffusion du jet. Consécutivement à
la forte déformation du jet, les chocs sont plus perturbés par les structures de la couche de
mélange que dans le jet de référence. Le caractère hautement tridimensionnel de cet écoulement
est clairement illustré par les différences entre les plans des injecteurs actifs et les plans des in-
jecteurs inactifs. Ceci indique qu’une interprétation physique de l’écoulement étudié ici à partir
de strioscopies expérimentales intégrées est délicate. Cette complexité justifie le recours à une
investigation numérique telle que celle effectuée ici.

2.5.1.2 Jet fortement sous-détendu NPR=5.0

La figure 2.27 montre l’effet de 4 injections radiales de type V1b (F51, tableau 2.6) sur la
structure de choc du jet fortement sous-détendu. La configuration V1b n’a pas été expérimentée
à NPR=5.0 et la configuration V3b n’a pas été calculée car le maillage structuré est trop com-
pliqué. Les strioscopies obtenues par le calcul RANS ont été affichées ici pour montrer leur forte
similitude avec la strioscopie expérimentale du cas V3b représentée figure 2.3(b). L’organisation
des ondes est discutée en détail au chapitre 3.
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(a) Experiment, (b) Experiment,
control off control on

(c) ZDES1, control off (d) ZDES1, control on (e) ZDES1, control on
active-injection plane inactive-injection plane

(f) ZDES2, control off (g) ZDES2, control on (h) ZDES2, control on
active-injection plane inactive-injection plane

Fig. 2.26 – Strioscopies instantanées expérimentales et norme du gradient de masse volumique
des résultats numériques.

(a) Control off (b) Control on (c) Control on
active-injection plane inactive-injection plane

Fig. 2.27 – Gradients verticaux de masse volumique dans le jet fortement sous-détendu
(NPR=5.0) sans et avec contrôle issus des simulations RANS.
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2.5.2 Champs de vitesse

Le champ de vitesse axiale du jet de référence est présenté figure 2.28 pour l’expérience
(PIV) et les simulations RANS, ZDES1 et ZDES2. Le choc en lentille précédemment observé
sur les strioscopies est de nouveau visible. Plus loin en aval, la PIV montre une succession de
cellules rondes de vitesse élevée provoquées par le régime sous-détendu du jet. Le calcul RANS
ne reproduit pas correctement ces motifs malgré un choc en lentille très proche de l’expérience.
Au contraire, les deux ZDES sont en très bon accord avec la PIV : les cellules ont bien une
forme ciculaire et sont placées aux mêmes positions. L’examen du champ de pression totale
(non représenté ici) révèle la présence d’un tube de courant central en aval du choc en lentille
enfermant une pression totale plus faible que l’écoulement périphérique du jet. Cette zone à plus
faible pi indique que le choc produit en RANS est légèrement plus fort au voisinage de l’axe.
Par conséquent, dans la solution RANS, les particules fluides, approximativement soumises aux
mêmes variations de pression statique qu’en ZDES durant leur convection sur l’axe, atteignent
les pics de basse pression avec une vitesse plus faible qu’en ZDES. Ceci explique pourquoi les
cellules RANS sont similaires à des cellules rondes mais avec un déficit de vitesse sur l’axe. Tou-
tefois, la réflexion et la réfraction des faisceaux d’ondes de compression et de détente contre et
à l’intérieur de la couche de mélange est aussi à prendre en compte. Par ailleurs, le tube à faible
pi provoqué par l’impact de l’onde conique sur l’axe du jet et déjà observé sur les strioscopies
(figure 2.25(f) et (i)) est aussi visible sur la figure 2.28 sous la forme d’un pic de sous-vitesse sur
l’axe. Si l’on regarde de plus près, on note certaines différences entre la ZDES1 d’une part et
l’expérience et la ZDES2 d’autre part. En effet, en se concentrant sur les deux premières cellules,
on peut remarquer que le choc de la ZDES1 est décalé en aval ce qui a pour effet de modifier
l’allure de la fin de la seconde cellule (à X/D ≈ 2) : dans les champs PIV et ZDES2, les contours
de vitesse constante forment une courbe convexe, alors que dans le champ ZDES1, ils forment
un triangle semblable à une “queue de poisson”. Il est à noter que la PIV est connue pour rendre
une image décalée du champ de vitesse si celui-ci présente de forts gradients longitudinaux à
cause de l’inertie des particules d’ensemencement. Néanmoins, on peut admettre que la topolo-
gie globale du champ de vitesse est correctement reproduite. Ainsi, même si la position du choc
donnée par la PIV ne permet pas de départager les simulations entre elles, la structure des ondes
qu’elle nous fournit permet de montrer que la ZDES2 reproduit mieux le champ aérodynamique
du jet de référence que la ZDES1.

Les profils de vitesse longitudinale ont été tracés figure 2.29 pour trois positions axiales
X/D = 0.94|2.19|3.89. La vitesse est adimensionnée par la vitesse critique du flux primaire
a∗ = 317m.s−1. Dans le jet de référence (haut de la figure), on constate un bon accord entre les
calculs et l’expérience, excepté pour la ZDES1 à X/D = 0.94, voir figure 2.29(a). Le déficit de
vitesse observé sur l’axe à X/D = 0.94 dans l’expérience, les calculs RANS et ZDES2 est dû à
l’intersection du plan de sondage avec le choc en lentille. Ce déficit de vitesse n’est pas visible
sur le profil ZDES1 car le choc est situé légèrement plus en aval. A X/D = 3.89, figure 2.29(c),
c’est-à-dire dans la quatrième cellule, on peut remarquer un déficit de vitesse sur l’axe du profil
RANS parce que la pression totale y est plus faible (cf. figure 2.28).
Les courbes au milieu et en bas de la figure 2.29 montrent les profils de vitesse aux mêmes
abscisses dans le jet contrôlé respectivement dans les plans des injecteurs actifs et dans le plan
des injecteurs inactifs. Dans ce cas, aucune différence significative n’est à remarquer entre les
deux ZDES. L’excellente corrélation avec les profils expérimentaux démontre la capacité de la
ZDES à reproduire la diffusion turbulente complexe du champ de vitesse qui caractérise un
tel écoulement. A l’opposé, les profils RANS se démarquent par des gradients radiaux trop
concentrés, tout particulièrement à X/D = 3.89, cf. figures 2.29(f) et 2.29(i). Ceci traduit une
sous-estimation de la diffusion turbulente par les calculs RANS.
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PIV

RANS

ZDES1

ZDES2

Fig. 2.28 – Comparaison des champs de vitesse axiale (de haut en bas : expérience, RANS,
ZDES 1, ZDES 2).

2.5.3 Comparaison des pressions statiques et totales sur l’axe

Les pression statiques et les pressions totales sur l’axe du jet sont tracées sur la figure 2.30
dans le cas de référence (a) et le cas contrôlé (b). Elles sont adimensionnées par la pression
totale extérieure pi0. Dans le jet de référence, la pression statique oscille autour du niveau
de la pression statique extérieure p0/pi0 = 0.66. Dans l’expérience, on note que les pics de
pression en aval du choc en lentille conservent une amplitude constante dans la région explorée.
Toutefois, le calcul RANS atténue fortement les pics de pression et prévoit une période trop
grande. Les méthodes ZDES donnent une meilleure prévision bien qu’une légère atténuation
des pics soit toujours visible. La ZDES1 diffère de la ZDES2 par une amplitude plus forte des
variations de la pression statique en aval du choc en lentille. On note aussi un comportement
un peu étrange de la pression dans la première recompression. Cette variation correspond à
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(a) Control off X/D=0.94 (b) Control off X/D=2.19 (c) Control off X/D=3.89

(d) Control on X/D=0.94 (e) Control on X/D=2.19 (f) Control on X/D=3.89

(g) Control on X/D=0.94 (h) Control on X/D=2.19 (i) Control on X/D=3.89

Fig. 2.29 – Profils de vitesse longitudinale u/a∗ à travers le jet de référence (en haut) et le jet
contrôlé dans le plan des injecteurs actifs, au centre, et dans le plan des injecteurs inactifs, en
bas.

la forme en “queue de poisson” remarquée dans le champ de vitesse, figure 2.28. En outre, la
pression d’arrêt mesurée dans le jet (pi/pi0 ≈ 1.9) est plus basse que celle mesurée dans la tuyère
primaire (pi/pi0 ≈ 2.0) et adoptée comme condition-limite en entrée de toutes les simulations
RANS, ZDES1, ZDES2. La pression d’arrêt a été mesurée par un capteur fixé à l’intérieur
de la tuyère et aucune mesure complémentaire ne permet d’estimer un possible comportement
non-isentropique entre ce capteur et la première position sondée sur l’axe du jet.
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(a) Jet de référence

(b) Jet contrôlé

Fig. 2.30 – Comparaison des pressions axiales totales et statiques dans (a) le jet de référence et
(b) dans le jet contrôlé.

Les mesures expérimentales disponibles ne permettent donc pas d’expliquer les différences dans
la pression totale initiale9. La marche descendante subie par la pression totale en RANS est la
marque du choc en lentille plus fort au voisinage de l’axe. Toutes les pressions totales affichées
sont constantes jusqu’à la fin de la zone sondée, i.e. X/D = 5, indiquant que le cône potentiel
s’étend plus loin en aval. On mesure respectivement dans les calculs RANS et ZDES (1 ou 2)
les longueurs de cône potentiel de 9D et 5D.

9De petites variations dans la pi1 du jet primaire ont été testées numériquement mais n’ont pas amélioré les
résultats par rapport aux mesures expérimentales.
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Lorsque le contrôle est activé (voir l’expérience matérialisée en symboles, figure 2.30(b), les
oscillations de pression statique réduisent leur longueur d’onde et sont rapidement atténuées.
La pression totale mesurée chute à partir de X/D ≈ 2.4 et indique ainsi la fin du cône poten-
tiel. Ceci est aussi visible dans la figure 2.29 où à X/D = 2.19, graphes 2.29(e) et 2.29(h), les
variations radiales de vitesse traduisent l’existence d’ondes internes, alors qu’à X/D = 3.89,
graphes 2.29(f) et 2.29(i), les profils de vitesse sont lissés, plus proche d’une forme gaussienne,
consécutivement à l’amortissement turbulent des ondes internes. Toutes les simulations repro-
duisent qualitativement la diminution de la longueur d’onde ainsi que l’atténuation des pics de
pression statique et sont quantitativement satisfaisantes. Concernant les pressions totales, les
calculs RANS sur-estiment la longueur du cône potentiel à environ 5D alors que les deux ZDES
donnent des résultats comparables, environ 2D plus proches de la valeur 2.4D obtenue par les
mesures. Ainsi, bien que les calculs RANS sous-estiment globalement la diffusion turbulente, ils
reproduisent bien l’effet global du contrôle.

2.5.4 Comparaison des pressions totales dans des coupes transverses

(a) RANS X/D=0.93 (b) ZDES1 X/D=0.93 (c) ZDES2 X/D=0.93

(d) RANS X/D=3.89 (e) ZDES1 X/D=3.89 (f) ZDES2 X/D=3.89

Fig. 2.31 – Lignes à pression totale constante (pi/pi0 de 0.8 à 1.8 par pas de 0.2) dans les plans
transverses des jets contrôlés à X/D=0.93 et X/D=3.89 (Mesures —, Simulations - - -).

La figure 2.31 compare les distributions de pression totale issues des mesures expérimentales
(les données représentées figure 2.7(b)) à celles obtenues numériquement dans les calculs RANS,
ZDES1, et ZDES2. On remarque sur les vues en champ proche (X/D = 0.93) que les trois
simulations donnent des résultats très similaires d’une part entre eux et d’autre part avec les
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contours expérimentaux : les contours de pi sont très resserrés en raison de la faible épaisseur de
la couche de mélange initiale et prennent une forme en croix sous l’action des 4 injections radiales
(soufflant suivant ±−→Y ,±−→Z ). Au contraire, plus loin dans le jet (X/D = 3.89) les contours de pi
mesurée sont beaucoup plus écartés et indiquent une rapide diffusion de la pression génératrice
du jet. Les calculs ZDES1 et ZDES2 donnent tous deux des résultats semblables à l’expérience
alors que le calcul RANS présente encore des gradients de pi assez élevés à cette abscisse ce qui
supporte l’hypothèse d’une sous-estimation de la diffusion turbulente.

2.6 Analyse de la nouvelle longueur caractéristique de maille ∆ω

2.6.1 Influence du ∆ω sur les cisaillements turbulents

La tension de Reynolds de cisaillement dans le plan (x,r) adimensionnée τRxr/(ρ
∗a∗2) (ρ∗ étant

la masse volumique critique) a été tracée figure 2.32 en trois position X/D = 0.48|2.19|3.89 pour
le jet de référence (haut), le jet contrôlé dans le plan des injecteurs actifs (milieu) et dans le
plan des injecteurs inactifs (bas). La tension de Reynolds τRxr est ici définie comme la somme
de la tension modélisée τRMxr = τDxr = 2ρνtSxr et de la tension résolue τRRxr = −ρ < u′xu

′
r >.

Dans les courbes RANS, τRxr = τRMxr puisque aucun mouvement fluctuant n’est explicitement
résolu. A l’opposé, dans les deux ZDES, la part résolue constitue de manière prépondérente la
tension de Reynolds puisqu’à X/D = 2.19, τRMxr ne représente que 0.3% de τRxr. Cependant, plus
tôt à X/D = 0.48, τRMxr /τRxr = 2.4% en ZDES2 alors qu’en ZDES1, τRMxr /τRxr s’élève jusqu’à
68%. Ces valeurs montrent qu’au début de la couche de mélange, la ZDES1 n’a pas encore
suffisamment développé ses fluctuations. Autrement dit, la transition de la couche RANS aux
grandes structures de la couche de mélange est retardée comme illustré dans les strioscopies
instantanées figure 2.26(d). Ces valeurs concernent le jet de référence. Dans le cas où les injecteurs
sont activés, les perturbations dans la couche de mélange semblent être excitées puisqu’à la
même abscisse, la proportion des tensions modélisées diminue (τRMxr /τRxr = 5.6%) en ZDES1
et reste sensiblement constante en ZDES2. Comme le suggère la structure des ondes internes,
figure 2.28, la couche de mélange prévue par la ZDES2 semblent être plus proche de celle de
l’expérience que celle prévue par la ZDES1. Sur le graphe 2.32(a), on peut voir que τRxr est
beaucoup plus faible en ZDES1 qu’en ZDES2. A X/D = 0.48, la ZDES1 souffre typiquement du
phénomène de “longitudinally-induced modeled-stress depletion”, les fluctuations qu’elle génère
n’étant pas encore suffisamment puissantes pour compenser la chute de viscosité νt. La ZDES2,
grâce à ∆ω, diminue sa viscosité νt plus tôt ce qui a pour conséquence de diminuer la tension
modélisée mais permet en même temps aux fluctuations résolues de crôıtre suffisamment vite
pour finalement remplir le “LES-content”, i.e. produire l’énergie cinétique fluctuante des grandes
échelles, à X/D = 0.48. Plus loin en aval, les proportions des tensions résolues en ZDES1 et
ZDES2 deviennent comparables et il en est de même pour les tensions de Reynolds, voir les
graphes à X/D = 2.19 et X/D = 3.89. Aucune différence significative entre les deux ZDES ne
peut être remarquée dans le cas contrôlé non plus. En comparant le cisaillement turbulent RANS
à celui produit par l’une ou l’autre des deux ZDES à partir de X/D = 2, on peut globalement
conclure que le cisaillement turbulent et l’épaisseur de la couche de mélange sont sous-estimés
bien qu’à X/D = 3.89 la valeur extrême τRxr/(ρ

∗a∗2) ≈ −0.0045 soit atteinte. La sous-estimation
globale du mélange du jet, notamment des longueurs de cône potentiel, par le modèle RANS
utilisé ici est donc un résultat évident. Sur le graphe 2.32(h), on peut noter la présence d’un pic
négatif en ZDES mais pas en RANS. Ceci résulte de la désintégration plus rapide des lobes et
des bandes de fluide les liant au coeur du jet comme on peut le voir sur les coupes transverses,
figure 2.31. Cette désintégration se produit plus tard dans le jet RANS si bien que le pic de
cisaillement négatif apparait plus loin, voir le graphe 2.32(i) à X/D = 3.89.
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(a) Control off X/D=0.48 (b) Control off X/D=2.19 (c) Control off X/D=3.89

(d) Control on X/D=0.48 (e) Control on X/D=2.19 (f) Control on X/D=3.89

(g) Control on X/D=0.48 (h) Control on X/D=2.19 (i) Control on X/D=3.89

Fig. 2.32 – Tensions de Reynolds τRxr/(ρ
∗a∗2) dans le jet de référence (en haut) et dans le jet

contrôlé (dans le plan des injecteurs actifs, au milieu, et dans le plan des injecteurs inactifs, en
bas).

2.6.2 Comportement du modèle ZDES muni de ∆ω

Nous avons déjà vu dans les sections précédentes l’effet bénéfique du nouveau ∆ sur le
champ aérodynamique calculé par la méthode ZDES. Afin de visualiser plus précisément le
comportement couplé de la ZDES et de ∆ω, les composantes du vecteur directeur −→N de la
vorticité, les valeurs des trois ∆, et la viscosité sous-maille normalisée par la viscosité moléculaire
µt/µ ont été tracées, figure 2.34 pour deux positions axiales, X/D = 0.19 et 1.52, dans la couche
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Fig. 2.33 – Position des points de mesures (X/D=0.19 et X/D=1.52) dans la couche de mélange
du jet de référence, champ de vorticité Ω et champ de viscosité sous-maille µT /µ.

de mélange du jet de référence à un instant arbitrairement choisi. La première position est ca-
ractéristique de la région très proche et la seconde représente la couche de mélange pleinement
turbulente (voir figure 2.33). Commençons par la région initiale. Le graphe 2.34(a) montre que
les tourbillons mis en évidence par les figures 2.26(c) et 2.26(f) sont essentiellement orientés dans
la direction de l’envergure −→z . Par conséquent, ∆ω a été défini de manière à être égal à

√
∆x∆y

et adopte donc la plus petite valeur des domaines de ∆ω dans les régions maillées finement en
azimut (sous les injecteurs) ou celles maillées plus grossièrement (entre les injecteurs) représentés
figures 2.23(a) et 2.23(b). Grâce à la manière dont le maillage a été construit, cette valeur est
constante en azimut comme on peut le vérifier sur le graphe 2.34(c). ∆max et ∆vol sont aussi
représentés sur ce graphe et ont des valeurs supérieures à ∆ω. De plus, on vérifie que comme
prévu les valeurs de ∆max et ∆vol dépendent toutes deux de la position azimutale par le biais de
la taille de maille en envergure ∆z(θ), ce qui n’est absolument pas justifié sur le plan physique.
Il n’est alors pas étonnant de constater la même tendance dans les valeurs de µt : la ZDES2
présente une viscosité sous-maille faible et constante dans la direction circonférentielle alors que
la ZDES1 restitue une viscosité sous-maille plus élevée en moyenne, figeant la couche de mélange
et qui dépend en plus de la position azimutale. Plus loin en aval, à X/D = 1.52 (graphe 2.34(b)),
on s’aperçoit que la vorticité n’a apparemment plus de direction privilégiée, même si une ana-
lyse statistique devrait être effectuée pour estimer les probabilités de ses différentes orientations.
Aussi, la valeur prise par ∆ω (figure 2.34(d)) fluctue entre les extrema,

√
∆y∆z ≈ 4.10−4 et√

∆y∆z ≈ 1.10−3, du domaine de ∆ω défini par (1.66) et représenté figure 2.23(c). ∆max et ∆vol

sont à cette position X/D = 1.52 constants en azimut car le maillage y est invariant selon la
direction circonférentielle. On constate que la valeur de ∆ω fluctue autour de la valeur constante
de ∆vol, c’est pourquoi les valeurs de la viscosité sous-maille résultantes en ZDES1 et ZDES2,
tracées figure 2.34(f), sont sensiblement identiques. Au contraire, la valeur de ∆max est bien
supérieure aux deux autres ce qui explique que la viscosité sous-maille résultante en DES97 ou
DDES soit trop forte et empêche le développement des instabilités dans la couche de mélange.
Le cas particulier qui vient d’être présenté montre bien l’avantage de l’invariance (relative) vis-
à-vis de la distribution des points le long de la circonférence apporté à la ZDES2 par rapport
à la ZDES1. Toutefois, il est indispensable d’insister sur deux points cruciaux (respectés sur le
maillage M2) : lorsque la turbulence est pleinement développée, le maillage doit s’approcher de
l’isotropie (dans une couche de mélange ∆x ≈ ∆z) et de l’homogénéité (∆x,y,z ≈ constant), et
le nombre de points dans la direction en envergure doit être suffisant pour capturer les tour-
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billons longitudinaux. Cette dernière remarque est d’autant plus importante dans les jets car
au moment où les couches de mélange atteignent l’axe (fin du cône potentiel) les structures
cohérentes s’orientent majoritairement dans la direction axiale et sont les principaux moteurs
de l’entrâınement turbulent en aval du cône potentiel [152].

(a) X/D=0.19 (b) X/D=1.52

(c) X/D=0.19 (d) X/D=1.52

(e) X/D=0.19 (f) X/D=1.52

Fig. 2.34 – Variations azimutales de la direction de la vorticité (en haut), ∆max, ∆vol et ∆ω

(au milieu) et µT /µ (en bas) à deux positions X/D=0.19 (à gauche) et X/D=1.52 (droite) de la
couche de mélange (sans contrôle).
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(a) Jet de référence ZDES1 (b) Jet de référence ZDES2

(c) Jet contrôlé ZDES1 (d) Jet contrôlé ZDES2

Fig. 2.35 – Iso-surfaces du critère Q/ (a∗/D)2 = 50).

La figure 2.35 illustre les structures cohérentes présentes dans la région initiale de la couche
de mélange au moyen du critère Q [126] : Q = (‖Ω‖2−‖S‖2)/2, pour les deux ZDES. La valeur
Q/(a∗/D)2 = 50 a été choisie. En comparant les figures 2.35(a) et 2.35(b), le retard dans la
transition de la couche de cisaillement est flagrant. Depuis le col de la tuyère jusqu’à l’extrémité
du carénage extérieur, on peut clairement compter 4 rouleaux dans la ZDES2 alors qu’il n’y en
a aucun dans la ZDES1. Ces rouleaux sont presque axisymétriques, bien que certaines directions
obliques semblent se dégager de la vue 2.35(b). Selon les études théoriques [17] et expérimentales
[188], une couche de mélange plane commence à être sensible aux effets de la compressibilité à
partir de Mc ≈ 0.6 qui est le nombre de Mach convectif au début de la couche de mélange étudiée
ici. Sandham et Reynolds [220] ont montré que l’instabilité 2D dans le plan perpendiculaire à
l’envergure est la plus amplifiée jusqu’à Mc ≈ 0.6, et qu’au delà, ce sont les ondes obliques qui
sont les plus amplifiées. Une analyse plus approfondie basée sur l’analyse statistique est nécessaire
pour conclure sur la structure turbulente de la couche de mélange. Plus loin, on observe une
topologie tourbillonnaire plutôt désordonnée à cause des bulles de recirculation instationnaires
en aval du canal de ventilation, comme illustré sur la figure 2.36, et à cause de l’impact de
l’écoulement extérieur. Les structures tourbillonnaires semblent être plus longitudinales qu’en
amont. Plus en aval, la grande valeur du critère Q ne permet plus de capturer les tourbillons
qui interagissent, diffusent et voient donc diminuer leur vorticité. Lorsque les injecteurs radiaux
soufflent, la différence entre le champs ZDES1 et ZDES2 (resp. figures 2.35(c) et 2.35(d)) est bien
moins marquée comme cela a déjà été souligné auparavant. Les quatre directions de soufflage
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sont dans le plan des figures et normales à celui-ci. On constate que le dispositif d’injection
augmente le nombre de structures turbulentes. De plus, il n’y a plus de structure tourbillonnaire
axisymétrique comme dans le cas de référence et les tourbillons longitudinaux sont plus apparents
que lorsque le contrôle est désactivé.

(a) Plan longitudinal θ = 90deg RANS

(b) Plan longitudinal θ = 90deg ZDES2 (c) Plan longitudinal θ = 180 deg ZDES2

Fig. 2.36 – Topologies des lignes de courant dans le jet de référence selon les méthodes de calcul.

2.6.3 Influence de la discrétisation azimutale

L’effet d’une réduction de 169 à 129 points dans la direction azimutale est évaluée, figure
2.37, en comparant les pressions axiales obtenues respectivement sur les maillages M2 et M1
avec les deux longueurs caractéristiques de maille ∆vol (ZDES1) et ∆ω (ZDES2).

(a) Calculs ZDES1 (b) Calculs ZDES2

Fig. 2.37 – Effet de la discrétisation en azimut.
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Il est avant tout utile de rappeler que les calculs RANS ont donné exactement les mêmes solutions
sur les deux maillages (cf. figure 2.15). On remarque que le champ de la ZDES1, figure 2.37(a),
est plus sensible à une réduction du nombre de points dans la circonférence que la ZDES2, figure
2.37(b). De plus, ce dernier graphe montre que la ZDES2 avec le maillage le plus fin a quasiment
atteint la convergence en maillage relativement à la direction azimutale alors que ce n’est pas
encore le cas avec la ZDES1. Conformément à ce qui a été dit dans les sections précédentes,
le calcul ZDES2 se comporte en moyenne comme le calcul ZDES1 à partir du moment où le
maillage est homogène en azimut et où les structures turbulentes n’ont plus une direction −→z
privilégiée. Aussi, on note que entre le maillage M2 et le maillage M1, les pressions statiques
de la ZDES1 conservent une pseudo-période à peu près constante comme dans le calcul ZDES2.
Le décalage observé dans la ZDES1 sur les oscillations de pression obtenues sur M1 et M2 est
entièrement dû à la différence des champs proches (approximativement pour X/D ≤ 2.4). Cette
différence est aussi notée avec le calcul ZDES2 mais de manière légèrement moins marquée.
L’objectif de la nouvelle échelle ∆ω qui était de minimiser la dépendance de la solution vis-à-vis
de la discrétisation en envergure lorsque la couche de mélange transitionnelle est essentiellement
2D, est donc atteint.

2.6.4 Résultats des ZDES avec les autres ∆

Le jet de référence a été simulé en ZDES à l’aide des longueurs caractéristiques du maillage
∆max,∆vol,∆ω puis sans modèle sous-maille (en pratique, on annule νt en imposant CDES = 0).
Les pressions résultantes sur l’axe sont tracées figure 2.38 et les champs de viscosité turbulente/sous-
maille sont exposés pour les trois ∆ figure 2.39. On y distingue les zones RANS à forte viscosité
turbulente en proche parois (de l’ordre de νt/ν ≈ 300) des zones LES où la viscosité sous-maille
est nettement plus faible.

Fig. 2.38 – Pressions statiques et totales sur l’axe du jet de référence en fonction de la
modélisation sous-maille.

La pression statique produite par la ZDES basée sur le ∆max est en total désaccord avec celle
mesurée lors des essais. La strioscopie numérique (figure 2.39(a)) montre très clairement que la
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couche de mélange du jet ZDES(∆max) est quasiment stationnaire, elle ne transitionne pas du
tout vers un état turbulent et ne construit donc aucune fluctuation pour compenser la diminution
des tensions turbulentes modélisées : c’est le cas extrême de “longitudinally induced modeled-
stress depletion”. La figure 2.39(b) illustre l’origine de ce symptôme par une sur-estimation
de la viscosité sous-maille qui stabilise trop la couche de mélange : on mesure, par exemple à
X/D = 0.5, νt/ν ≈ 120|60 et 30 pour les ZDES utilisant respectivement ∆max,∆vol et ∆ω. Dans
la zone (DES) (qui en pratique commute vite en mode LES), νt est bien inférieure à une viscosité
turbulente RANS mais aussi bien supérieure à une viscosité sous-maille permettant d’autoriser
un développement suffisamment rapide des instabilités. Ces trois calculs ZDES dans lesquels la
viscosité sous-maille représentative du niveau des tensions modélisées a été modifiée par le biais
du ∆ permettent de tirer deux enseignements.

Tout d’abord, en raisonnant sur le champ moyen statistique, le niveau de transition entre ten-
sions modélisées et tensions résolues ne peut être ajusté de manière continue avec le modèle
actuel de la DES ou de ses dérivées (DDES,ZDES). Ceci est en fait aisément compréhensible si
l’on se souvient des hypothèses du modèle de Smagorinsky : celui-ci se base sur la loi inertielle
d’une turbulence homogène isotrope en équilibre qui n’est plus du tout vérifiée lorsque l’échelle
de filtrage ∼ ∆ est déplacée vers les échelles du mouvement moyen.

Par ailleurs, la ZDES utilisant ∆max montre très clairement que toutes les stratégies DES basées
sur cette longueur caractéristique de maille (i.e. DES97 et DDES) sont inapplicables pour le cal-
cul de couches de mélange libres dans des configurations appliquées si ce n’est au prix d’un
sur-dimensionnement du maillage et d’un coût de calcul non abordable à l’heure actuelle.

(a) ZDES avec ∆max (b) ZDES avec ∆max

(c) ZDES1 (∆vol) (d) ZDES2 (∆ω)

Fig. 2.39 – Effet du ∆ sur le jet de référence : (a) strioscopie numérique du jet calculé avec
∆max, viscosité turbulente/sous-maille dans le jet calculé avec (b) ∆max, (c) ∆vol, (d) ∆ω.
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Enfin, nous avons vu que l’emploi de la nouvelle longueur ∆ω a pour conséquence de réduire
la viscosité sous-maille et améliore la prévision de la couche de mélange (bien qu’une vérification
basée sur des mesures expérimentales plus poussées serait nécessaire). Afin de tester l’effet d’une
réduction du niveau des tensions modélisées, il est intéressant de regarder les résultats de la si-
mulation ZDES où la viscosité sous-maille est annulée. Théoriquement, si la diffusion/dissipation
numérique était nulle ou négligeable, les tensions modélisées devraient être indispensables pour
représenter l’action des échelles sous-mailles sur le mouvement résolu et une annulation du ten-
seur sous-maille devrait en dégrader sa prévision. Or, les résultats de la figure 2.38 ne permettent
pas de distinguer nettement la simulation ZDES avec ∆ω de celle avec νt = 0. Bien qu’on ne
puisse pas la quantifier explicitement, ces résultats prouvent que, dans les calculs réalisés dans
cette étude, la diffusion/dissipation numérique n’est pas négligeable par rapport à celle qui est
modélisée. Comme cela a été dit dans le chapitre 1, l’idéal serait de réduire cette dissipation
numérique à un ordre négligeable, mais en pratique, tant la robustesse du schéma indispensable
au calcul des chocs que la déformation du maillage nécessaire au traitement des configurations
appliquées rend cette tache très difficile. Toutefois, l’importance du modèle sous-maille et en
particulier du ∆ dans le mode LES de la ZDES est d’autant plus à souligner que la dissipation
du schéma numérique sera diminuée.

2.7 Conclusion sur les résultats expérimentaux et numériques

L’ensemble des résultats expérimentaux et numériques ont été présentés dans ce chapitre.

Au niveau expérimental, plusieurs dispositifs d’augmentation du mélange par injections radiales
ont été testés par le DAFE sur la maquette MARCO représentative d’un arrière-corps d’avion
de combat. Les mesures de pression d’arrêt isentropique sur l’axe du jet prouvent que ce type
de contrôle permet de diviser la longueur du cône potentiel d’un facteur supérieur à 2 avec un
débit injecté de Q3/Q1 = 3.7%. Le sondage de la pression totale dans des plans transverses
met en évidence la déformation du jet induite par les tourbillons longitudinaux générés par les
injections radiales et la plus grande diffusion latérale du jet. Par ailleurs, les mesures de pression
statique ainsi que les vues strioscopiques montrent que l’activation des injections radiales modifie
profondément les ondes de pression et les ondes de choc se propageant dans le jet supersonique.
A partir de cette constatation, les expérimentateurs ont émis l’hypothèse que la structure de
choc très complexe du jet contrôlé pourrait participer à l’augmentation de son mélange par le
biais des interactions de chocs. Ce mécanisme hypothétique baptisé “mélangeur à choc” pour-
rait alors s’ajouter au mécanisme purement tourbillonnaire observé dans les jets munis de tabs
solides [271] lorsque le jet possède une vitesse supersonique. Une analyse paramétrique a en-
suite été réalisée. Il en ressort que l’action du dispositif mélangeur est d’autant plus grande
que le débit injecté est élevé. On peut supposer que l’allongement des orifices d’injection a un
effet non négligeable mais qui reste à clarifier. Des injections dont le grand-axe des orifices a
une incidence de α = 45 deg par rapport à l’axe du jet ont une action plus importante que
lorsque α = 90 deg. Les expérimentateurs supposent qu’il s’agit d’un effet de “swirl”. Ici, il a
été émis l’hypothèse que cet effet pourrait plutôt être un effet d’allongement apparent de l’orifice.

L’étude numérique constituant ce travail de thèse a été initiée par des simulations de jets ca-
noniques perturbés par des tabs solides puis par des injections radiales. Celles-ci confirment
que la perturbation azimutale d’un jet supersonique sous-détendu produit très clairement deux
phénomènes : d’une part, une distorsion spectaculaire de la surface extérieure semblable à celle
constatée sur les jets subsoniques et d’autre part, une modification de la structure de choc in-
terne. La comparaison des perturbations solides et fluides permet de dire d’abord que l’effet
d’obstacle provoqué par les injections radiales est à première vue capable à lui seul de générer
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les deux phénomènes de nature respectivement tourbillonnaire et compressible. Toutefois, un
examen plus précis montre que les deux types de perturbations agissent de manière différentes
et conduit à ne pas développer d’avantage l’étude de la perturbation solide.

La simulation des cas expérimentaux testés sur la maquette MARCO a été effectuée selon les
approches RANS et ZDES avec les trois longueurs caractéristiques de maille ∆max,∆vol,∆ω.
Les mises au point de ces simulations révèlent que le modèle numérique doit être le plus proche
possible de la réalité du point de vue des conditions limites (courant de ventilation, couche
limite extérieure) et de la géométrie de la maquette (nombre d’injecteurs solides). Comme sou-
ligné sur le jet canonique, la topologie du maillage a en outre une influence déterminante sur
la forme des réflexions des chocs sur l’axe de symétrie. Par ailleurs, les effets de la géométrie
d’alimentation du flux de ventilation persistent jusqu’au niveau de la sortie du jet étudié. Les
simulations montrent que si l’écoulement de ventilation réel à reproduire est axisymétrique, un
dispositif comme une grille d’homogénéisation doit être ajouté à la maquette existante. Concer-
nant la ZDES, les calculs prouvent que l’utilisation de ∆max est inappropriée pour la simulation
d’une configuration appliquée de jet. Les stratégies comme la DES97 [241] ou la DDES [240]
ne peuvent donc reproduire un tel écoulement avec les capacités de calcul actuelles. De plus,
comme cela a déjà été largement prouvé antérieurement à cette étude, la dissipation numérique
est suffisamment faible dans les schémas numériques classiques pour ne pas avoir d’influence sur
la solution RANS mais constitue encore un problème essentiel des méthodes faisant intervenir
l’approche LES et pour lesquelles elle doit être réduite autant que possible.

Les résultats numériques RANS et ZDES (avec ∆vol et ∆ω) sont enfin comparés aux mesures
expérimentales du champ moyen. La difficulté majeure dans la configuration de jet propulsif
faiblement sous-détendu consiste à restituer la structure des ondes de chocs et des ondes isentro-
piques car celle-ci est très sensible à trois facteurs très intriqués : le champ de pression imposé
par l’écoulement environnant (ventilation et atmosphère), l’évasement de la couche de mélange
initiale et le champ turbulent lui-même. Ce dernier a une influence croissante puis prédominante
lorsque l’écoulement progresse vers la fin du cône potentiel et vers le jet turbulent pleinement
développé. Toutes les simulations RANS et ZDES reproduisent bien qualitativement le jet de
référence et les deux phénomènes prépondérants consécutifs à l’activation du contrôle. Sur le
plan quantitatif, le calcul RANS et la ZDES utilisant la nouvelle longueur caractéristique ∆ω

restituent bien la structure de choc en zone proche (i.e. X/D ≤ 2). La ZDES originelle basée
sur ∆vol présente un retard au développement des instabilités dans la couche de mélange à
cause d’une sur-estimation de la viscosité sous-maille. Ceci provoque une sous-estimation de
l’évasement de la couche de mélange qui entrâıne un décalage de la lentille de choc. Dans la
zone lointaine (i.e. X/D ≥ 2), le traitement de la turbulence joue un rôle prépondérant. Le
calcul RANS sur-estime l’atténuation des ondes de pressions alors qu’il sous-estime la dissipa-
tion turbulente. Les calculs ZDES donnent des résultats similaires avec ∆vol et ∆ω, résultats très
proches des mesures expérimentales. Concernant l’action du contrôle, les deux ZDES fournissent
à la fois une bonne prévision de la longueur du cône potentiel et une bonne représentation des
gradients dans les plans transverses. Comme les calculs RANS sous-estiment globalement la
diffusion turbulente, les longueurs de cône potentiel du jet de référence et du jet contrôlé sont
toutes deux sur-estimées. Néanmoins la réduction du cône potentiel causée par les actionneurs
est bien reproduite par cette méthode.

Au niveau de la méthodologie, la longueur caractéristique de maille ∆ω satisfait le cahier des
charges fixé au chapitre 1 : la dépendance du calcul à l’échelle de maille en envergure est bien
éliminée dans le cas où la couche de mélange présente clairement un caractère bidimensionnel
comme c’est le cas dans la région initiale d’une couche cisaillée à faible nombre de Mach convectif
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[220]. On constate sur les simulations que la couche de mélange résolue développe rapidement
les instabilités initialement 2D et évolue bien par la suite vers un état turbulent 3D. Notons tout
de même que la méthode ZDES avec ∆ω est contrainte à satisfaire les règles de maillage LES
dans la zone turbulente pleinement développée.

En conclusion, la méthodologie mise au point dans cette étude a permis de réaliser la première
simulation de jet propulsif par une méthode hybride de type DES zonale. Cette méthodologie a
de plus été appliquée au cas où des injections radiales sont utilisées pour augmenter le mélange
et donne des résultats en bon accord avec le champ moyen expérimental.

Le travail de restitution des écoulements mesurés sur la maquette MARCO s’achève ici pour
passer à la phase d’interprétation physique des résultats. Deux phénomènes prépondérants vont
être analysés : la structure des chocs internes et la dynamique des tourbillons longitudinaux.
L’analyse physique commence dans le chapitre suivant par l’étude des ondes isentropiques et des
chocs apparaissant à l’intérieur des jets supersoniques, l’étude des mécanismes qui les modifient
lorsque les jets secondaires sont activés et la vérification de l’hypothèse de “mélangeur à chocs”
formulée lors de la campagne expérimentale.
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Chapitre 3

Analyse de la structure des ondes
internes du jet

3.1 Objectif du chapitre

Ce chapitre a pour objectif de déterminer si les injections radiales peuvent augmenter le
mélange du jet supersonique par un processus stationnaire basé sur l’interaction des ondes de
choc internes. Autrement dit, on souhaite :

1) savoir comment les injections radiales modifient la structure de choc moyenne du jet ;
2) estimer si cette modification de la structure de choc participe à l’augmentation du mélange.

A la connaissance de l’auteur, aucune étude de la structure de choc d’un jet supersonique
soumis à des perturbations azimutales n’a jusqu’à présent été publiée. Les ondes jouent un rôle
crucial dans l’organisation interne du jet contrôlé et font donc ici l’objet d’une analyse détaillée.
Leur formalisme mathématique est celui de la théorie des caractéristiques. Celle-ci a d’abord
été appliquée aux écoulements plans et axisymétriques1 puis a été étendue aux écoulements
tridimensionnels selon différentes méthodes (voir la revue détaillée de Holt [109]). Ces méthodes
ont néanmoins été jugées trop complexes pour en tirer des interprétations physiques claires. Par
ailleurs, on peut noter que le jet contrôlé étudié ici comporte des plans de symétrie, à travers
et entre les injecteurs actifs, qui sont très représentatifs de la déformation occasionnée par les
injections secondaires. C’est pourquoi on espère comprendre les grands traits de la structure
de choc interne du jet contrôlé en expliquant l’organisation de l’écoulement dans ces plans de
symétrie. Pour cela, la théorie des caractéristiques en écoulement stationnaire bidimensionnel
plan a été étendue aux écoulements tridimensionnels comportant un plan de symétrie.
Le chapitre est donc articulé de la manière suivante. Tout d’abord, la section 3.2 rappelle les
bases de la théorie des caractéristiques en écoulement plan et présente des exemples illustrant
l’organisation des ondes, la formation des chocs et différentes topologies qu’ils peuvent adopter.
La section 3.3 détaille les structures compressibles des jets plans et axisymétriques, supersoniques
et soniques, sur-détendus et sous-détendus, montre l’influence de l’écoulement extérieur et les
effets de la viscosité. La théorie des caractéristiques est ensuite adaptée, dans la section 3.4, aux
écoulements tridimensionnels comportant un plan de symétrie. Les résultats précédents sont
alors utilisés pour tenter d’expliquer l’organisation des jets testés sur la maquette MARCO.
Enfin, une estimation du mélange provoqué par la modification de la structure de choc est
effectuée, section 3.5, pour conclure sur l’existence de l’hypothétique “mélangeur à chocs”.

1on se restreint ici aux écoulements stationnaires. Historiquement, la théorie a d’abord été appliquée aux
écoulements compressibles monodimensionnels instationnaires (Courant et Friedrichs [51]).
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Il est important de souligner que toute l’analyse présentée dans ce chapitre s’attache à décrire
un mécanisme stationnaire puisque l’on cherche à comprendre comment les injections radiales
peuvent modifier la structure de choc observée sur les strioscopies à long temps de pose et re-
produite par des simulations RANS ou ZDES moyennées en temps.

3.2 Ondes isentropiques et ondes de choc en écoulement plan

3.2.1 Ondes isentropiques dans un écoulement supersonique plan

En écoulement supersonique, les ondes de pression sont portées par des surfaces caractéristi-
ques qui ne sont définies dans la suite de ce chapitre que pour les systèmes régis par des équations
hyperboliques sans phénomène de diffusion. Dans le jet que nous étudions, les diffusions visqueuse
et thermique, moléculaire et turbulente, sont concentrées dans la couche de mélange et nous
conviendrons de les négliger pour le moment. Cette section commence donc par l’analyse des
ondes dans un fluide considéré comme non-visqueux et non conducteur de chaleur.

3.2.1.1 Les équations d’Euler du fluide parfait

Les écoulements compressibles de fluide parfait constituent un modèle continu de fluide selon
lequel la puissance des efforts intérieurs est réversible. La connaissance du tenseur des contraintes
se réduit alors à celle d’un seul scalaire p cöıncidant avec la pression thermodynamique qui vérifie
les équations d’état du gaz idéal (ou plus généralement d’un gaz divariant). De plus, le milieu
étant non dissipatif, il n’a pas de variable interne, donc la dissipation intrinsèque est nulle.
Ce modèle suppose aussi que le milieu ne comporte pas de source (ou puit) de chaleur et que
les flux conductifs sont nuls. Ceci conduit à une dissipation thermique nulle. Avec la première
propriété, ceci implique enfin que toute particule de fluide ayant une évolution continue conserve
son entropie le long de sa trajectoire. (Pour plus de détails, consulter les ouvrages [46],[95]).
L’évolution continue de ce modèle est formalisée par les équations d’Euler :

Conservation de la masse :
Dρ

Dt
+ ρ.div−→V = 0 (3.1)

Bilan de quantité de mouvement : ρ
D
−→
V

Dt
= −−−→gradp+−→

f (3.2)

Bilan d’enthalpie totale Hi = h+
V 2

2
: ρ

DHi

Dt
=
∂p

∂t
+−→
f .
−→
V (3.3)

Evolution isentropique :
DS

Dt
= 0 (3.4)

où l’on convient de noter la dérivée particulaire : D.Dt = ∂.
∂t +grad(.).−→V . L’équation (3.3) contient

le bilan de l’énergie interne. Elle peut prendre différentes formes selon la variable d’état thermo-
dynamique choisie et en la combinant avec l’équation de quantité de mouvement. Ainsi, elle est
strictement équivalente à celle traduisant la conservation de l’entropie dans le cas d’une évolution
continue. Ce système hyperbolique en temps traduit la nature propagative des ondes instation-
naires. Nous nous cantonnerons ici aux propriétés des écoulement stationnaires ∂./∂t = 0. De
plus, nous négligerons les forces de volumes −→f . En régime stationnaire et lors d’une évolution
continue, chaque particule de fluide conserve donc à la fois son enthalpie totale Hi et son entropie
S, et il ne reste qu’à déterminer sa vitesse −→V pour caractériser totalement son état (ρ,−→V , p)2.

2On adopte ici la notion d’“état du mouvement”, ou “motion state”, de Meyer [168] caractérisant à la fois
l’état thermodynamique du fluide (ρ, p) et sa cinématique

−→
V .
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Le son et plus généralement les ondes de pression s’appuient sur le milieu matériel en mou-
vement pour se propager. En linéarisant les équations d’Euler autour d’un état de référence de
vitesse V∞−→x franchement distinct de la célérité du son a∞, et en supposant que le champ de
vitesse est irrotationnel et plan, on met clairement en évidence deux modes de propagation, au
sens eulérien, des perturbations dans l’écoulement en fonction du nombre de Mach de référence
M∞ = V∞/a∞ :

(1−M2
∞)

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0 (3.5)

∂v

∂x
− ∂u

∂y
= 0 (3.6)

(u, v) étant les composantes de la perturbation de vitesse. Tant que la vitesse est subsonique
M∞ < 1, ce système est elliptique : toute onde de pression, se propageant plus vite que ne se
déplace le fluide, est diffusée dans toute les directions. Tout point dépend du reste de l’écoulement
et a une influence sur celui-ci. Le problème subsonique stationnaire se résume à un problème de
conditions aux limites. Lorsque la vitesse est supersonique M∞ > 1, le système est hyperbolique :
le fluide en amont d’une perturbation arrive plus vite sur elle que l’onde de pression qui en est
émise ne se propage vers l’amont. Pour un observateur fixe, toute perturbation est donc piégée à
l’intérieur d’un cône, appelé “cône de Mach”, d’angle solide α∞ = arcsin(a∞/V∞) autour de la
direction de l’écoulement. Ce cône définit en tout point de l’écoulement une zone de dépendance
et une zone d’influence disjointes. Le problème supersonique stationnaire se résume alors à un
problème de conditions initiales. Le caractère hyperbolique autorise en outre la présence de
discontinuités dans l’écoulement. Lorsque ce sont les variables d’état elles-mêmes qui sont dis-
continues, on parle de “choc”. En raison du caractère hyperbolique non-linéaire des équations
d’Euler, des chocs peuvent apparâıtre dans un écoulement circulant sur des parois décrites par
des fonctions continuement différentiables, i.e. sans discontinuité de pente.

Les écoulements de fluide parfait peuvent comporter deux types de surfaces de discontinuité.
Les équations de Rankine-Hugoniot lient localement les propriétés du fluide de part et d’autre
de ces surfaces (fixes en régime stationnaire) :

Conservation de la masse : m = ρ0VN0 = ρ1VN1 (3.7)
Bilan de quantité de mouvement normale : mVN0 + p0 = mVN1 + p1 (3.8)

Bilan de quantité de mouvement tangentielle : m
−→
V T0 = m

−→
V T1 (3.9)

Bilan d’énergie totale : m(h0 + V 2
0 /2) = m(h1 + V 2

1 /2) (3.10)

où l’on a noté VN = −→
V .
−→
N la vitesse normale à la surface et −→V T = −→

V − VN .
−→
N la composante

tangentielle de la vitesse. m est le flux surfacique de masse traversant la discontinuité. Si m = 0,
la surface de discontinuité est une “surface de glissement” qui s’appuie sur des lignes de courant.
Son équilibre se traduit seulement par la continuité normale de la pression p0 = p1. Les autres
quantités (ρ,Hi, S), et en particulier V , de part et d’autre de la surface ne sont alors liées par
aucune relation. Si m 6= 0, la surface de discontinuité est un “choc” au travers duquel la vitesse
tangentielle est conservée, ainsi que l’enthalpie totale Hi = h+ V 2/2. Seul l’écoulement normal
subit le choc. A la difference d’une évolution continue, l’entropie subit un saut non nul, qui, d’un
point de vue physique, est obligatoirement positif en vertu du 2nd principe de la thermodyna-
mique : c’est le choc de compression. De plus, la relation de Prandtl VN0.VN1 = a∗ (a∗ est la
vitesse critique) découlant de (3.7) et (3.10) montre que VN0 ≥ a∗ et VN1 ≤ a∗3.

3Le lecteur peut se reporter à la référence [242] pour toutes les formules de calcul du choc oblique résultant
des relations (3.7) à (3.10).
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Par ailleurs, les équations d’Euler sont invariantes par changement de signe de la vitesse.
Cela signifie que si un champ (ρ, u, v, w, p, e) est une solution stationnaire continue d’écoulement
non-visqueux, le champ (ρ,−u,−v,−w, p, e) est aussi une solution qui représente l’écoulement
se déplaçant en sens inverse. Autrement dit, l’évolution stationnaire d’un fluide parfait est
“réversible”4 tant qu’il n’existe pas de choc. Néanmoins, cette propriété ne dit absolument pas si
l’écoulement inverse est stable, puisqu’elle s’appuie uniquement sur les équations stationnaires5.
Cette propriété d’inversion du sens de circulation est brisée dès que l’écoulement comporte un
choc à cause du 2nd principe. Il est à noter que les équations de Navier-Stokes, elles, ne sont
pas invariantes par un tel changement de variables, ce qui traduit la notion d’irréversibilité
introduite par la viscosité.

3.2.1.2 Equations d’Euler intrinsèques planes

Fig. 3.1 – Définition des coordonnees intrinsèques planes.

On suppose désormais que l’écoulement est invariant suivant la direction −→z . En coordonnées
intrinsèques planes (s, n, z) (cf. figure 3.1) où le vecteur vitesse −→V = V−→s est caractérisé par
son module V et son orientation (−→x ,−→s ) = ϕ, les équations d’Euler s’écrivent :

1
ρV

∂(ρV )
∂s

+
∂ϕ

∂n
= 0 (3.11)

1
V

∂V

∂s
= − 1

ρV 2

∂p

∂s
(3.12)

∂ϕ

∂s
= − 1

ρV 2

∂p

∂n
(3.13)

∂Hi

∂s
= 0 (3.14)

∂S

∂s
= 0 (3.15)

Le gaz étant supposé parfait, la définition de l’entropie dS = cv [dp/p− γdρ/ρ] et les équations
(3.12),(3.15) permettent de lier les variations de ρ à celle de V le long de la ligne de courant :

1
ρ

∂ρ

∂s
= −M2 1

V

∂V

∂s
(3.16)

4L’adjectif “réversible” est utilisé volontairement car cette notion est liée à la réversibilité thermodynamique.
5Par exemple, un écoulement supersonique entrant dans un convergent sans choc, passant le col à M =

1 et s’évacuant dans le divergent est la solution stationnaire inverse de celle d’un écoulement subsonique qui
s’amorcerait au col. Le premier écoulement est instable alors que le second est stable [130].
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Cette relation (valable aussi en 3D) permet de comprendre la différence essentielle entre les
régimes subsonique et supersonique au niveau des transferts d’énergie. L’équation (3.16) est
équivalente à une combinaison des équations de conservation de la masse, de l’entropie, et de
l’enthalpie totale qui, en gaz parfait où on néglige les interactions intermoléculaires autres que
les collisions, traduit la conservation de l’énergie cinétique totale {microscopique + macrosco-
pique}. En régime subsonique, les variations relatives de vitesse macroscopique sont compensées
par de petites variations relatives de la vitesse d’agitation moléculaire, traduite au niveau ma-
croscopique par la variation de température, et en évolution isentropique par la variation de
masse volumique. En régime supersonique, au contraire, les variations relatives de vitesse ma-
croscopique sont compensées par d’importantes variations relatives de masse volumique. Aussi,
on peut retenir qu’en régime subsonique, les variations relatives de flux surfacique de masse (ρV )
sont dirigées par les variations relatives de vitesse V , alors qu’en régime supersonique, elles sont
dirigées par les variations relatives de masse volumique ρ. Cette interprétation est intuitivement
satisfaisante car le carré du nombre de Mach M = V/a peut être interprété comme le rapport
de l’énergie cinétique macroscopique ∼ V 2 sur l’énergie cinétique microscopique ∼ a2 puisque la
vitesse d’agitation moléculaire est de l’ordre de la vitesse du son a. Avec la conservation de la
masse (ρV )A = cste, ceci permet d’expliquer pourquoi un écoulement subsonique accélère dans
une section convergente dA/A < 0, alors qu’un écoulement supersonique y décélère. Notons au
passage que la relation (3.16) liant les variations relatives de masse volumique et de vitesse est
monotone, le signe moins traduisant bien la notion de “compensation”. Enfin, elle montre qu’à
M = 1, le flux surfacique de masse atteint un point critique, qui est en fait un maximum global.

Les relations (3.12), (3.16) montrent que parmi les 3 scalaires ρ, V, p, il y en a 2 qui n’apportent
aucune information supplémentaire sur l’évolution d’une particule au cours de son mouvement.
Comme signalé plus haut, toute ligne de courant peut potentiellement être une ligne de glisse-
ment puisque les dérivées normales de ρ et V n’apparaissent pas dans les équations d’Euler, c’est
pourquoi seule la pression p est indispensable dans les équations. Les 4 équations nécessaires et
suffisantes à la résolution de l’écoulement s’écrivent donc :

−1−M2

γM2

1
p

∂p

∂s
+
∂ϕ

∂n
= 0 (3.17)

1
γM2

1
p

∂p

∂n
+
∂ϕ

∂s
= 0 (3.18)

∂hi
∂s

= 0 (3.19)

∂S

∂s
= 0 (3.20)

Les équations (3.17),(3.18),(3.19),(3.20) sont valables aussi bien en subsonique qu’en superso-
nique. Tant que M 6= 1, on a les propriétés :

∂p

∂s
= 0 ⇔ ∂ϕ

∂n
= 0 (3.21)

∂ϕ

∂s
= 0 ⇔ ∂p

∂n
= 0 (3.22)

Lorsque M = 1, on a ∂ϕ
∂n = 0 traduisant la présence d’un col local au tube de courant infi-

nitésimal.
En particulier, pour les mouvements incompressibles au sens 1

ρ
∂ρ
∂s = 0 (et non au sens plus

restrictif ρ = constante), les lignes isobares et les lignes (ϕ = constante) forment un réseau de
courbes orthogonales. Ceci n’est plus vrai lorsque ρ varie au cours du mouvement.
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3.2.1.3 Equations de compatibilité en écoulement plan

On peut se demander si, connaissant les valeurs de (p, ϕ,Hi, S) sur une ligne, les équations
(3.17),(3.18),(3.19),(3.20) permettent d’en déduire les valeurs sur une ligne voisine. C’est ce que
l’on nomme le “problème de Cauchy”. Inversement, on peut se demander s’il existe des lignes
telles que le problème de Cauchy soit indéterminé. Si de telles lignes existent, certaines variables
y vérifient nécessairement une équation différentielle ordinaire par rapport à l’abscisse curviligne,
indiquant que leur variations sur ces lignes sont indépendantes des valeurs prises au voisinage.
Quand elles existent, ces lignes sont appelées “lignes caractéristiques” (cf. Courant et Friedrichs
[51]), “lignes de Mach”, ou “ondes de Mach”, et leurs équations différentielles sont appelées
“relations de compatibilité”. Une ligne est caractéristique vis-à-vis d’un ensemble de variables.
Par définition, toute discontinuité d’une variable est nécessairement propagée le long des lignes
caractéristiques associées. Cette propriété s’étend aux dérivées d’ordres supérieurs et conduit
au résultat suivant : si deux régions adjacentes d’un écoulement sont décrites par des fonctions
analytiques différentes, leur ligne de séparation est nécessairement une ligne caractéristique.
Dans le cas particulier où l’équation de compatibilité peut s’intégrer indépendamment de la
position de la caractéristique, elle définit une fonction des variables associées uniforme dans tout
l’écoulement que l’on nomme “invariant de Riemann”.
Ainsi, les deux questions que l’on vient de poser se ramènent à la détermination des lignes ca-
ractéristiques. Les équations (3.19) et (3.20) montrent directement que les lignes de courants
sont des lignes caractéristiques pour l’enthalpie totale Hi et l’entropie S. Reste à déterminer
les lignes caractéristiques dont les variables associées sont des fonctions de la pression p et de
l’orientation de la vitesse ϕ. Pour cela, on cherche une combinaison linéaire des équations (3.17)
et (3.18) de manière à obtenir une équation dans laquelle les différentielles de toutes les va-
riables présentes dans l’équation se combinent suivant une même et unique direction qualifiée
de “caractéristique” correspondant à la pente locale de la ligne caractéristique. Cela revient à
exprimer les équations (3.17),(3.18) dans un système de coordonnées (s̃, ñ) déduit du système
de coordonnées intrinsèques (s, n) par une rotation d’angle χ et de trouver les valeurs de χ
correspondant aux directions caractéristiques pour lesquelles les dérivées normales ∂./∂ñ sont
indéterminées (cf. Meyer [168]). En pratique, le plus rapide est de prendre les 2 équations in-
trinsèques du mouvement (3.17) et (3.18), et d’y ajouter les 2 équations différentielles traduisant
les évolutions respectives de p et ϕ supposées connues le long des lignes caractéristiques :

∂p

∂s̃
= cosχ

∂p

∂s
+ sinχ

∂p

∂n
(3.23)

∂ϕ

∂s̃
= cosχ

∂ϕ

∂s
+ sinχ

∂ϕ

∂n
(3.24)

On obtient donc un système linéaire à 4 équations, 4 inconnues ∂p
∂s ,

∂p
∂n ,

∂ϕ
∂s ,

∂ϕ
∂n . L’indétermination

du problème de Cauchy se traduit par l’annulation de son déterminant, lorsque χ est une di-
rection caractéristique. Ceci ne se produit que si M > 1 lorsque χ = ±α, où α est l’“angle de
Mach” défini par :

α = arcsin(1/M) (3.25)

Autrement dit, la vitesse normale aux lignes caractéristiques étant sonique, celles-ci constituent
la trace de l’enveloppe conique des ondes sphériques de pression dans le plan. On définit ainsi
deux familles de courbes caractéristiques : les caractéristiques descendantes (C−) de vecteur
directeur −→s − tel que (−→s ,−→s −) = −α et les caractéristiques montantes (C+) de vecteur directeur
−→s + tel que (−→s ,−→s +) = +α (voir figure 3.2).
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Fig. 3.2 – Définition des coordonnées liées aux lignes caractéristiques.

En exprimant la différentielle par rapport aux coordonnées caractéristiques, i.e. les abscisses
curvilignes sur les lignes caractéristiques respectivement s− et s+,

(C−) :
∂.

∂s−
= cosα

∂.

∂s
− sinα

∂.

∂n
(3.26)

(C+) :
∂.

∂s+
= cosα

∂.

∂s
+ sinα

∂.

∂n
(3.27)

dans les équations (3.17),(3.18), on obtient les relations de compatibilité :

(C−) :
√
M2 − 1
γM2

1
p

∂p

∂s−
− ∂ϕ

∂s−
= 0 (3.28)

(C+) :
√
M2 − 1
γM2

1
p

∂p

∂s+
+

∂ϕ

∂s+
= 0 (3.29)

3.2.1.4 Ecoulement plan isoénergétique et homentropique

Tant qu’il n’y a pas de choc, la pression génératrice définie par la relation isentropique

pi = p

(
1 +

γ − 1
2

M2

) γ
γ−1

(3.30)

est constante sur chaque ligne courant, et y établit une bijection entre p et M . Si l’écoulement est
isoénergétique (Hi = constante) et homentropique (S = constante), cette relation biunivoque
entre p et M est uniforme dans tous l’écoulement et permet d’intégrer le terme de variation
relative de pression en une fonction ν du nombre de Mach seulement, appelée “angle de déviation
de Prandtl-Meyer” :

dν(p,M) = −
√
M2 − 1
γM2

dp

p
et (3.30) =⇒ dν(M) =

√
M2 − 1

1 + γ−1
2 M2

dM

M
(3.31)

En choisissant ν(M = 1) = 0, dν s’intègre en :

ν(M) =
√
γ + 1
γ − 1

arctan
√
γ − 1
γ + 1

(M2 − 1)− arctan
√
M2 − 1 (3.32)

On peut aussi exprimer ν en fonction de l’angle de Mach α :

ν(α) =
√
γ + 1
γ − 1

arctan
[√

γ − 1
γ + 1

cotanα
]

+ α− π

2
(3.33)
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En particulier, ν admet une limite finie en M → +∞ :

ν(M → +∞) =
π

2

[√
γ + 1
γ − 1

− 1
]

' 130 deg pour γ = 1.4 (3.34)

Dans le cas d’un écoulement plan isoénergétique et homentropique, les équations de compati-
bilité peuvent être intégrées indépendemment de la géométrie de l’écoulement, pour donner à
proprement parler des invariants de Riemann J±6 sur chaque ligne caractéristique :

(C−) : ν(M) + ϕ = J− (3.35)
(C+) : ν(M)− ϕ = J+ (3.36)

Dans un écoulement plan supersonique isoénergétique et homentropique, les conditions génératrices
(pi, Ti) sont homogènes, et seulement 2 variables, par exemple (M,ϕ) suffisent à décrire l’état
du fluide (ρ, p, T, V, ϕ) en chaque point :

ρ

ρi
=

(
1 +

γ − 1
2

M2

)− 1
γ−1

(3.37)

p

pi
=

(
1 +

γ − 1
2

M2

)− γ
γ−1

(3.38)

T

Ti
=

(
1 +

γ − 1
2

M2

)−1

(3.39)

V√
γrTi

= M

(
1 +

γ − 1
2

M2

)−1/2

(3.40)

On peut alors définir 3 degrés croissants de complexité de l’écoulement plan isoénergétique
et homentropique :

1. Le plus simple est l’écoulement uniforme caractérisé par un seul état (M,ϕ), les deux
familles de caractéristiques ont chacune 1 invariant de Riemann constant dans toute la
zone uniforme.

2. Ensuite, il y a l’écoulement à ondes simples pour lequel l’état (M,ϕ) est uniforme sur
chaque ligne caractéristique d’une des 2 familles. Dans ce cas, l’état en un point ne dépend
que d’une variable d’espace.

3. Enfin, dans le cas le plus général, l’écoulement a des états (M,ϕ) différents d’un point à
tout autre point voisin. On dira alors que l’écoulement est à ondes non-simples. Dans ce
cas, l’état en un point dépend des 2 variables d’espace.

A l’aide des équations de compatibilité (3.35),(3.36), on établit facilement les résultats sui-
vants :
- l’état du fluide (M,ϕ) est uniforme sur une ligne caractéristique si et seulement si cette ligne
est rectiligne ;
- une région est à ondes simples si et seulement si une famille possède des caractéristiques droites ;
- l’écoulement est à ondes simples si et seulement si, pour une des deux familles de lignes ca-
ractéristiques, l’invariant de Riemann est uniforme ;
- tout écoulement supersonique uniforme passe obligatoirement par une région à ondes simples

6 Dans l’ensemble de ce chapitre, la notation A± sera largement utilisée pour dire que la quantité A est associé
aux lignes caractéristiques (C+) ou bien au (C−). Lorsque plusieurs “±” ou “∓” apparaissent dans une équation,
celle-ci se lit soit avec tous les signes supérieurs soit avec tous les signes inférieurs.
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avant de devenir à ondes non-simples ou avant de revenir continuement (au niveau des variables
d’état) à un autre état uniforme ;
- plus généralement, si deux régions adjacentes d’un écoulement continu sont décrites par
des fonctions analytiques différentes, leur ligne de séparation est nécessairement une ligne ca-
ractéristique ;
- la zone d’influence formée par une caractéristique droite et une ligne de courant sur laquelle 1
des 2 paramètres d’état est constant est uniforme.

3.2.1.5 Faisceaux de compression/détente

L’objet de ce paragraphe est de clarifier les notions physiques à déduire d’un réseau de
lignes caractéristiques. Autrement dit, que peut-on dire des propriétés locales d’un écoulement
isoénergétique et homentropique lorsqu’on dispose d’une cartographie de ses lignes caractéristiques ?

Les pentes locales respectives des lignes caractéristiques, représentées sur la figure 3.2, sont :

(C−) : ψ− = ϕ− α (3.41)
(C+) : ψ+ = ϕ+ α (3.42)

Prenons un faisceau de caractéristiques d’une même famille, disons de (C+). Choisissons une
caractéristique (C−) traversant le faisceau de part en part. En se déplaçant sur (C−), les
différentielles de (3.35) et (3.42) permettent d’écrire :

d−ψ+ = −d−(ν − α) = −d(ν − α)
dM

∂M

∂s−
ds− (3.43)

De même, si on se déplace sur une (C+) traversant un faisceau de (C−), (3.36) et (3.41) im-
pliquent que :

d+ψ− = +d+(ν − α) = +
d(ν − α)
dM

∂M

∂s+
ds+ (3.44)

Or la fonction (ν−α) du seul nombre de Mach M est strictement croissante en fonction de M :

d(ν − α)
dM

=
1

M
√
M2 − 1

[
M2 − 1

1 + γ−1
2 M2

+ 1

]
> 0 ∀M (3.45)

Donc lorsque le nombre de Mach augmente à travers un faisceau de (C+) (resp. de (C−)),
d−ψ+ < 0 (resp. d+ψ− > 0). A l’opposé, lorsque le nombre de Mach diminue à travers un
faisceau de (C+) (resp. de (C−)), d−ψ+ > 0 (resp. d+ψ− < 0). Et Réciproquement. Avec (3.38),
on peut en tirer l’enseignement suivant :

Si en se déplaçant sur une caractéristique (C∓), les tangentes des caractéristiques (C±) du
faisceau que l’on croise divergent, alors la vitesse augmente et la pression diminue. Le faisceau
est alors appelé “faisceau de détente”. Si en se déplaçant sur une caractéristique (C∓), les tan-
gentes des caractéristiques (C±) du faisceau que l’on croise convergent, alors la vitesse diminue et
la pression augmente. Le faisceau est alors appelé “faisceau de compression”. Et réciproquement.

De plus, la fonction d(ν−α)
dM est strictement décroissante par rapport à M , donc à d±M donné,

|d±ψ∓| décroit en fonction de M.

L’évolution de l’orientation ϕ du vecteur vitesse est immédiate compte-tenu de la relation de
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compatibilité sur la caractéristique sécante du faisceau : ϕ varie toujours de manière à tourner
vers le(s) point(s) de concours des tangentes au faisceau.

On attire ici l’attention du lecteur sur le fait que la phrase “la vitesse augmente et la pres-
sion diminue” ne signifie pas “l’écoulement accélère tout en se détendant”, car on se déplace sur
une ligne caractéristique et non sur une ligne de courant. Ce qui est trompeur ici, c’est que la
pression génératrice est constante sur les lignes caractéristiques comme sur les lignes de courant.
Pourtant, le choix des définitions de faisceau de détente/compression est justifié comme ce sera
démontré dans la partie suivante.

Cas particulier en écoulement en ondes simples : Comme l’état du fluide est uniforme
sur chaque caractéristique droite, une particule se déplaçant sur une ligne de courant passe par
exactement tous les états rencontrés par une caractéristique quelconque qui traverserait tout le
faisceau, d’où le résultat bien connu :
Une particule traversant un faisceau de caractéristiques en ondes simples convergentes est ra-
lentie et comprimée. Une particule traversant un faisceau de caractéristiques en ondes simples
divergentes est accélérée et détendue.

Maintenant que l’on sait comment varient les propriétés d’un écoulement lorsqu’on se promène
sur une caractéristique, regardons comment se déforme une caractéristique en fonction de l’état
de l’écoulement. Pour cela, il suffit de dériver respectivement (3.28),(3.41) et (3.29),(3.42), pour
obtenir les variations de pente de la caractéristique lorsqu’on se déplace dessus :

(C−) : d−ψ− = −d−(ν + α) = −d(ν + α)
dM

∂M

∂s−
ds− (3.46)

(C+) : d+ψ+ = +d+(ν + α) = +
d(ν + α)
dM

∂M

∂s+
ds+ (3.47)

La fonction (ν + α) n’est pas monotone. Sa dérivée première s’annule pour le nombre de Mach
d’inflexion :

MI =
2√

3− γ
MI(γ = 1, 4) ≈ 1.58 (3.48)

d(ν + α)
dM

{
< 0 si M < MI

> 0 si M > MI
(3.49)

Cela signifie que tant que M < MI , la caractéristique sécante s’incurve de manière à s’éloigner
des points de concours des tangentes du faisceau. Lorsque M > MI , la caractéristique sécante
s’incurve vers les points de concours des tangentes.

Ce résultat provient du fait que tant que M < MI , les pentes des caractéristiques sont majori-
tairement gouvernées par les accélérations du fluide, alors que lorsque M > MI , elles sont ma-
joritairement commandées par les déviations de l’écoulement. A la limite sonique, l’écoulement
accélère en courbant fortement les lignes caractéristiques dα/dM → −∞, tout en ne déviant
quasiment pas l’écoulement |dϕ/dM | = dν/dM → 0+.

Les équations (3.46),(3.47) montrent aussi que comme le nombre de Mach M(x, y) est une
fonction continue de (x, y) dans tout écoulement sans discontinuité de contact ou de choc, les
pentes ψ∓ sont continues le long des caractéristiques, i.e. les lignes caractéristiques ne com-
portent pas de rupture de pente.
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Ajoutons que lorsque une ligne de courant traverse un faisceau de détente (dM > 0) à ondes
simples C∓, sa déviation dϕ = d±ϕ est toujours plus petite que l’ouverture du faisceau dψ∓ =
d±ψ∓ en valeur absolue :

|d±ψ∓| = |d±ϕ∓ d±α| = | ± |dϕ| ± |dα|| = ||dϕ|+ |dα|| > |dϕ| (3.50)

La même observation se fait pour une ligne de courant traversant une faisceau de compression
(sans choc).

3.2.1.6 Croisement de deux faisceaux d’ondes

Fig. 3.3 – Schéma du croisement de deux faisceaux d’ondes de familles opposées.

Le but de cette partie est de comprendre les transferts d’informations lorsque deux faisceaux
de caractéristiques de familles opposées se croisent. Pour cela, nous isolons une maille telle
que schématisée sur la figure 3.3, formée de 4 points {1, 2, 3, 4} reliés par 2 caractéristiques
montantes (C+

12) et (C+
34) et deux caractéristiques descendantes (C−13) et (C−24). Remarquons que

puisque nous disposons d’invariants de Riemann sur les caractéristiques, les variables ϕ et M
sont comme des variables d’état au sens où leurs valeurs en un point ne dépendent pas du chemin
suivi par les caractéristiques qui y passent. C’est pourquoi nous n’avons pas besoin de considérer
une maille de dimension infinitésimale pour raisonner sur l’état de l’écoulement en ses 4 coins.
Physiquement, les lignes caractéristiques propagent directement des ondes de pression et non
des différences de vitesse (ou Mach) comme semble le montrer la fonction ν dans les équations
(3.35),(3.36). C’est la raison pour laquelle nous utilisons ici le nombre de pression de Busemann
P7 :

P(M) = P(1)− ν(M) (3.51)

toujours positif et lié de manière bijective à la pression statique p (pi étant fixée) avec le même
sens de variation. En combinant les équations de compatibilité, on obtient :

P4 − P3 = P2 − P1 (3.52)
ϕ4 − ϕ3 = ϕ2 − ϕ1 (3.53)
P4 − P2 = P3 − P1 (3.54)
ϕ4 − ϕ2 = ϕ3 − ϕ1 (3.55)

7Il est souvent convenu de prendre la constante P(1) égale à 1000. Un autre choix pourrait être ν(M −→∞).
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Les équations (3.52) et (3.54) sont identiques ainsi que (3.53) et (3.55). Elles expriment la pro-
priété suivante : le saut du nombre de pression P et le saut de l’angle d’orientation ϕ du vecteur
vitesse à travers un faisceau d’onde est conservé le long du faisceau.

(s−, s+) ne forment pas un système de coordonnées curvilignes et en particulier leur dérivées
partielles ne commutent pas. En adoptant un système de coordonnées curvilignes (x−, x+) défini
par : ds∓ = h∓dx∓, où h∓ sont les normes respectives des vecteurs de la base locale naturelle
(cf. [46]), (3.52) à (3.55) peuvent être transcrits en termes différentiels :

d−
[
d+P

]
= 0 (3.56)

d−
[
d+ϕ

]
= 0 (3.57)

d+
[
d−P

]
= 0 (3.58)

d+
[
d−ϕ

]
= 0 (3.59)

avec la notation d∓. = ∂./∂x∓dx∓8. Comme précédemment, les équations (3.56) et (3.58) sont
identiques ainsi que (3.57) et (3.59), en raison de la commutativité des différentielles qui viennent
d’être définies.

Les équations (3.56) et (3.58) justifient les définitions des faisceaux de détente/compression
faites dans la partie précédente : puisque la variation du nombre de pression se conserve sur tout
le faisceau, un faisceau de détente (resp. de compression) reste un faisceau de détente (resp. de
compression) dans tout l’écoulement.
On peut alors définir la quantité d±P pour un faisceau de (C∓) comme l’“amplitude algébrique”
de la détente, si d±P < 0, ou de la compression, si d±P > 0, car cette quantité se conserve tout
le long du faisceau d’ondes, quelque soit la nature des faisceaux de la famille opposée. L’am-
plitude du faisceau peut s’exprimer, de manière totalement équivalente, en terme de déflection
d±ϕ puisque d±ϕ = ∓d±P, mais cela est moins pratique : un faisceau d’ondes de compression
montantes est caractérisé par d−ϕ > 0 alors qu’un faisceau d’ondes de compression descendantes
par d+ϕ < 0.

Les équations de compatibilité peuvent être manipulées de manière à faire apparaitre l’influence
des états en (2) et (3) sur l’état en (4) relativement à (1). D’une part, les influences de même
nature :

(P4 − P1) = (P2 − P1) + (P3 − P1) (3.60)
(ϕ4 − ϕ1) = (ϕ2 − ϕ1) + (ϕ3 − ϕ1) (3.61)

D’autre part, les influences mixtes :

(P4 − P1) = (ϕ3 − ϕ2) (3.62)
(ϕ4 − ϕ1) = (P3 − P2) (3.63)

La relation (3.60) peut s’interpréter comme la superposition des ondes de pression provenant
de (2) et (3) relativement à (1). Si l’on considère le cas particulier où le point (4) appartient
à la ligne de courant (C0) issue du point (1)9, l’utilisation des relations (3.62) à (3.63) permet
de comprendre l’évolution d’une particule dans son déplacement de (1) vers (4) en fonction

8En d’autres termes, si le long d’une (C+
1 ), on se décale de ds−−→s −, avec ds− constant, on se décale d’une

distance constante, alors que si on se décale de dx−−→x −, avec dx− constant, on tombe toujours sur la même (C+
2 )

voisine.
9les points (1) et (4) sont sur la même ligne de courant ssi les débits passant à travers [C+

12] et [C−24] sont égaux,R 2

1
ρa(M)ds+ =

R 4

3
ρa(M)ds−.
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des états aux points (2) et (3). La relation (3.62) peut alors être considérée comme la version
intégrale supersonique de l’équation locale intrinsèque (3.17) que l’on peut résumer en conserva-
tion de la masse (les conservations de Hi et S étant implicites). La relation (3.63) peut, elle, être
interprétée comme la version intégrale supersonique de l’équation locale intrinsèque (3.18) qui
caractérise l’équilibre transverse de la ligne de courant soumis aux forces de pressions latérales.
Cependant, les relations (3.62) et (3.63) sont plus générales que cela puisque le point (4) ne se
situe pas obligatoirement sur la ligne de courant passant par le point (1).

Regardons maintenant comment évolue l’ouverture d’un faisceau de (C+) donné par la for-
mule (3.43) lorsqu’il traverse un faisceau de (C−). L’ouverture ou fermeture du faisceau est
proportionel(le) (au premier ordre) à la variation du nombre de pression à travers le faisceau de
(C+) :

d−ψ+ = −d−(ν − α) = d(ν−α)
dν d−P = −

[
1−

(
dν
dα

)−1
]
d−P (3.64)

En utilisant (3.33), on déduit :

dν
dα = − 2

γ−1

(
1 + γ+1

γ−1 tan2 α
)−1

(3.65)

d−ψ+ = γ−1
2

1
cos2 α

d−P (3.66)

et avec la relation (3.58), on obtient la variation à la traversée du faisceau de (C−) de l’ouverture
du faisceau de (C+) :

d+
[
d−ψ+

]
=

(γ − 1)(γ + 1)
2

sinα
cos3 α

(
1 +

γ + 1
γ − 1

tan2 α

)
d−P d+P (3.67)

On peut faire de même pour la variation de pente du faisceau de caractéristiques descendantes
(C−) :

d+ψ− = −γ − 1
2

1
cos2 α

d+P (3.68)

et on obtient en raison de la commutativité des dérivées par rapport à x− et x+ :

d−
[
d+ψ−

]
= −d+

[
d−ψ+

]
(3.69)

qui signifie que l’écartement que crée un faisceau d’ondes montantes sur un faisceau d’ondes
descendantes et égal à celui que crée le faisceau d’ondes descendantes sur le faisceau d’ondes
montantes. Il y a “réciprocité des ouvertures des faisceaux sécants”.

Si on considère un faisceau montant de détente, d’aprés (3.66) d−P < 0 ⇒ d−ψ+ < 0, la
relation (3.67) nous dit qu’un faisceau descendant de détente (d+P < 0) pincera le faisceau
montant, d+ [d−ψ+] > 0, alors qu’un faisceau descendant de compression (d+P > 0) l’écartera,
d+ [d−ψ+] < 0.

Le tableau (3.1) récapitule toutes les variations possibles. Comme la fonction d+ [d−ψ+] /d−P d+P(α)
est strictement croissante par rapport à α, en particulier d+ [d−ψ+] /d−P d+P(α = 0) = 0 et
d+ [d−ψ+] /d−P d+P(α→ π/2) → +∞, la relation (3.67) permet de dire que le côté du faisceau
le plus écarté par le croisement d’un faisceau de la famille opposé correspond au nombre de Mach
le plus faible.
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Ondes descendantes (C−) de Ondes montantes (C+) de
détente compression détente compression

amplitude d+P < 0 d+P > 0 d−P < 0 d−P > 0
variation de pente d+ψ− > 0 d+ψ− < 0 d−ψ+ < 0 d−ψ+ > 0
allure des tangentes divergentes convergentes divergentes convergentes
évolution de la pente lors d’un croisement avec un faisceau de :
détente d−ψ− > 0 si M < MI d+ψ+ < 0 si M < MI

d−ψ− < 0 si M > MI d+ψ+ > 0 si M > MI

compression d−ψ− < 0 si M < MI d+ψ+ > 0 si M < MI

d−ψ− > 0 si M > MI d+ψ+ < 0 si M > MI

évolution de l’angle d’ouverture lors d’un croisement avec un faisceau de :
détente d−[d+ψ−] < 0 d−[d+ψ−] > 0 d+[d−ψ+] > 0 d+[d−ψ+] < 0

fermeture ouverture fermeture ouverture
compression d−[d+ψ−] > 0 d−[d+ψ−] < 0 d+[d−ψ+] < 0 d+[d−ψ+] > 0

ouverture fermeture ouverture fermeture

Tab. 3.1 – Récapitulatif sur la courbure des ondes de Mach et l’ouverture des faisceaux d’ondes
lors d’un croisement avec un faisceau de l’autre famille.

3.2.1.7 Réflexion des ondes de Mach

Les équations (3.35) et (3.36) permettent de calculer l’état d’un point (4), intérieur au do-
maine fluide D ou appartenant à une frontière de fluide sortant, à partir de la connaissance
de l’écoulement en deux points (2) et (3) quelconques des caractéristiques respectivement mon-
tante et descendante passant par (4) (voir figure 3.3). Lorsque le point (4) est sur une frontière
imperméable du domaine, i.e. sur une ligne de courant (C0), par exemple comme sur la figure
3.4(a), l’information provenant du point (3) via la relation de compatibilité de la caractéristique
descendante (3.35) est remplacée par une condition limite de la forme f(p0, ϕ0) = 0, où p0(s) et
ϕ0(s) sont les distributions de pression et de direction de la vitesse le long de (C0). Cependant,
il est toujours possible d’imaginer un écoulement externe fictif (hachuré sur la figure 3.4(a)),
continu avec D sur (C0), permettant d’obtenir les mêmes conditions sur la ligne de courant-
frontière. Dans le cas où (C0) est une paroi plane (figure 3.4(b)), la condition limite se réduit

(a) réflexion d’ondes et
écoulement fictif

(b) réflexion sur ligne de
courant isobare

(c) réflexion sur paroi rec-
tiligne

Fig. 3.4 – Schéma de la réflexion d’un faisceau d’ondes sur une ligne de courant.

à ϕ0 = constante. D’après (3.63), la réflexion sur une paroi plane est équivalente au croisement
d’un faisceau de même nature et de même amplitude absolue : (P3 − P1) = (P2 − P1). Dans le
cas où (C0) est une ligne de glissement isobare (figure 3.4(c)), p0 = constante. D’après (3.60),



3.2. ONDES ISENTROPIQUES ET ONDES DE CHOC EN ÉCOULEMENT PLAN 97

la réflexion sur une ligne de glissement isobare est équivalente au croisement d’un faisceau de
nature opposée et de même amplitude absolue : (P3 − P1) = −(P2 − P1). Lorsqu’une onde de
Mach impacte une ligne de courant-frontière, l’onde de la famille opposée en repart forcément
avec le même angle α. Les ondes de Mach (contrairement aux ondes de choc) se réfléchissent
donc comme des rayons lumineux. La réflexion d’un faisceau d’ondes est, elle, plus complexe,
car les ondes réfléchies doivent traverser les ondes du faisceau non encore réfléchies. La région
d’interaction est délimitée sur la figure 3.4(a) par le triangle curviligne (124). Ayant introduit les
faisceaux fictifs provenant du dessus de la ligne (C0), il est alors possible d’utiliser les résultats
concernant le croisement de faisceaux d’ondes (table (3.1)) pour prévoir comment le faisceau se
réfléchit. En particulier, un faisceau de détente (resp. compression) impactant une paroi recti-
ligne se réfléchit en un faisceau de détente (resp. compression) plus fermé que le faisceau incident.
De même, un faisceau de détente impactant une ligne de courant isobare se réfléchit en un fais-
ceau de compression d’angle de fermeture égal à l’angle d’ouverture du faisceau incident.
Plus généralement, sur une paroi imposant la direction de l’écoulement, il suffit d’écrire :

(P4 − P2) = (P2 − P1)− (ϕ4 − ϕ1) (3.70)

pour se rendre compte que l’amplitude de déviation de la paroi (ϕ4−ϕ1) conditionne l’amplitude
algébrique du faisceau réfléchi, et donc sa nature (compression ou détente). De même avec la
variation de pression imposée sur une ligne de courant :

(P4 − P2) = (P4 − P1)− (P2 − P1) (3.71)

Enfin, il est utile de noter que la réflexion d’un faisceau d’ondes d’amplitude (P2 −P1) sur une
ligne de glissement à variation de pression imposée (P4 − P1) est équivalente à la réflexion du
même faisceau10 sur une paroi imposant la déflexion

(ϕ4 − ϕ1) = 2(P2 − P1)− (P4 − P1) (3.72)

et inversement.

3.2.1.8 La détente centrée de Prandtl-Meyer

La détente centrée de Prandtl-Meyer est un écoulement-modèle pour illustrer les notions
présentées précédemment car on dispose d’une solution analytique qui permet d’avoir une vision
géométrique de l’écoulement, alors que jusqu’à présent nous n’en avions qu’une vision topolo-
gique de ses états (p, ϕ). Prenons un écoulement uniforme (M0, ϕ0) de pression statique p0 séparé
d’un fluide immobile à pression p1 < p0 par une paroi haute jusqu’à un point O. L’écoulement
s’adapte de p0 à p1 en passant à travers une détente centrée à ondes simples descendantes (C−)
nécessairement droites. Le système de coordonnées tout désigné ici est le système polaire (r, θ)
de centre O et d’origine azimutale la première (C−) du faisceau de détente. Dans ce système,
les (C−) sont les rayons repérés par l’azimut θ. L’équation d’un ligne caractéristique montante
(C+) issue du point (r = r0, θ = 0) peut être paramétrée par le nombre de Mach (cf. Annexe
C.1) :

r+(M) = r0
f+(M)
f+(M0)

avec f+(M) =

(
1 + γ−1

2 M2
) γ

2(γ−1)

(M2 − 1)1/4
(3.73)

θ+(M) = ϕ0 + [ν(M)− ν(M0)]− arcsin(1/M) (3.74)

10L’équivalence ne vaut que pour un faisceau incident donné, comme le terme 2(P2 − P1) le dit explicitement
dans la relation (3.72).
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De même, une ligne de courant issue du point (r = r0, θ = 0) a pour équation paramétrique :

r0(M) = r0
f0(M)

f0 + (M0)
avec f0(M) =

(
1 +

γ − 1
2

M2

) (γ+1)
2(γ−1)

(3.75)

et θ0(M) = θ+(M). Un tel écoulement est représenté figure 3.5 pour un écoulement initial
sonique (M0 = 1, ϕ0 = 0) détendu jusqu’au vide (bien que l’hypothèse de milieu continu ne
tienne plus du tout !).

Fig. 3.5 – Réseau de caractéristiques et lignes de courant dans une détente centrée amenant un
écoulement sonique à la pression nulle.

On distingue nettement la différence de courbure des caractéristiques montantes de part et
d’autre de la caractéristique descendante (C−I ) où M = MI . Pour M < MI , les lignes ca-
ractéristiques (C+) sont principalement courbées vers le bas par la diminution de α i.e. l’accélération
du fluide (figure 3.6(a)), alors que pour M > MI , elles sont incurvées vers le haut sous l’action
prédominante de la déviation des lignes de courant (figure 3.6(b)).

Fig. 3.6 – Schéma illustrant les deux régimes de déviation des lignes caractéristiques.
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3.2.2 Ondes de choc dans un écoulement supersonique plan

3.2.2.1 Focalisation d’ondes, formation de chocs obliques et de lignes de vorticité

Le raisonnement conduisant aux équations de compatibilités suppose implicitement que les
lignes caractéristiques d’une même famille ne se coupent pas11. Dans le cas contraire, les relations
de compatibilité sont surabondantes pour déterminer un état (M,ϕ) unique au point de concours.
Par exemple, le centre O d’une détente centrée est un point singulier puisqu’il possède une infinité
d’états. Ceci ne pose pas de problème puisque O est sur la frontière du domaine fluide. Si l’on
inverse le sens de l’écoulement d’une détente, on obtient une compression isentropique. La figure
3.7 illustre une telle compression, ralentissant un écoulement uniforme de M0 = 2.6 à M1 = 1.52.
Le faisceau d’ondes de compression issu de la rampe peut être considéré comme la réflexion d’un
faisceau d’ondes parallèles (dP = 0) provenant de l’écoulement uniforme (0) sur la paroi incurvée
selon la relation (3.72).

Fig. 3.7 – Inversion d’une détente centrée en compression isentropique centrée et focalisation
des ondes en un point.

En ralentissant, l’écoulement s’échauffe et augmente alors la vitesse des ondes de pression.
Les deux phénomènes coopèrent pour accélérer la propagation latérale des ondes au détriment de
leur propagation dans l’axe de la vitesse amont et ouvrent ainsi le cône de Mach. De plus, cette
tendance est amplifiée par la déviation de l’écoulement qui se traduit par un basculement du cône.
Tout contribue donc à ce que les ondes de pression provenant de l’amont rattrapent les ondes
de compression en aval et les “croisent”, on dit qu’elles focalisent. Dans le cas particulier décrit
par la figure 3.7, la focalisation des ondes se produit en un seul et unique point F . Au delà du
point F, les ondes montantes (C+) provenant de l’amont et de l’aval de la rampe de compression
se croisent le long d’une ligne, dans ce cas rectiligne, au travers de laquelle l’écoulement est
discontinu et subit un choc. La figure 3.8 illustre une propriété essentielle des chocs obliques
avec écoulement aval supersonique : une onde de choc montante (resp. descendante) est touchée
à la fois par des ondes montantes (resp. descendantes) provenant de l’amont et celles venant
de l’aval. Ceci découle [125] d’une part du fait que la vitesse normale aux ondes de Mach est
sonique et d’autre part du fait que la vitesse normale au choc est nécessairement supersonique
en amont et subsonique en aval. Un choc, qu’il soit droit ou oblique, est donc influencé à la fois
par (une partie de) l’écoulement amont et par (une partie de) l’écoulement aval12.

11Explicitement, on doit supposer que le changement de variable (x, y) → (s̃, ñ) est bijectif.
12En fait, c’est la non-compatibilité des conditions en amont et en aval du choc qui se confrontent au lieu du

choc pour le former.
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Fig. 3.8 – Ondes de Mach autour du choc oblique et de la ligne de glissement.

L’écoulement (2), qui a traversé le choc, a augmenté son entropie et a donc diminué sa
pression génératrice (la température totale étant conservée à la travers du choc) alors que le
fluide (1), ayant suivi la compression isentropique, a gardé la pression isentropique initiale.
Pour que la ligne de glissement entre les écoulements (1) et (2) soit en équilibre, la pression
doit nécessairement être continue à sa traversée, ce qui implique que l’écoulement (1), ayant
une plus grande pression totale que (2), est plus rapide. Dans notre exemple (figure 3.7), les
nombres de Mach en aval de la rampe sont respectivement M1 = 1.52 et M2 = 1.20, ce qui
conduit avec une température génératrice de Ti = 300K, à une discontinuité de vitesse relative
de 2|VT1 − VT2|/|VT1 + VT2| = 17%. Au niveau de la surface de glissement, les ondes de Mach
subissent une discontinuité de pente [arcsin(1/M2)− arcsin(1/M1)].

3.2.2.2 Equilibrage de la ligne de glissement par choc ou faisceau de détente

L’écoulement représenté sur la figure 3.7 est très particulier, puisqu’il suppose que pour la
même déviation δ de l’écoulement amont, le choc impose le même saut de pression p1/p0 que
la compression isentropique : l’“équilibre pression-déviation” de la ligne de glissement séparant
les écoulements qui traversent d’un côté la compression isentropique et de l’autre le choc, est
donc satisfait. Le graphe (p, ϕ) de la figure 3.9 montre la polaire des chocs incidents possibles
à partir de l’écoulement amont (M0 = 2.6) (courbe bleue), , ainsi qu’une portion de la polaire
décrivant les compressions isentropiques à partir des conditions amont (courbe noire). Les gran-
deurs de référence sont celles de l’écoulement amont (p0, ϕ0 = 0). La configuration introduite
ci-dessus correspond à une déviation δe ≈ 29 deg. L’équilibre pression-déviation est représenté
par le symbole situé à l’intersection de la polaire du choc incident et de la polaire isentropique .

En dehors de ce cas idéal, deux situations peuvent se produire :
a) Pour des déviations plus petites, δ < δe, la compression isentropique est plus forte que le choc
(p1 > p2) et l’équilibre de la ligne de glissement est assurée par un faisceau d’ondes de détente
descendantes centrées en F . L’écoulement inférieur (2) se détend isentropiquement suivant la
courbe verte jusqu’à atteindre le point d’équilibre pression-déviation (3) avec l’écoulement (2).
b) Pour des déviations plus importantes, δ > δe, la compression est plus faible que le choc
(p1 < p2) et l’équilibre de la ligne de glissement est assurée par une onde de choc descendante
(portion de polaire de choc rouge) issue de F .

Cependant, on peut constater que les courbes du choc incident (portion choc faible) et de la
compression isentropique sont quasiment confondues. Pour de faible déviations, les développements
de Taylor des deux évolutions sont identiques jusqu’au 2ème ordre compris. Pourtant, la compa-
raison des polaires (p, ϕ) (cf. Annexe (C.2)) montre que les évolutions par choc ou compression
isentropique sont quasiment confondues pour des angles allant jusqu’à δ ≈ 30 deg et M0 ≈ 3.
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Fig. 3.9 – Focalisation et création de faisceaux de détente ou de chocs.

La détente ou la compression chargée d’équilibrer l’écoulement (1) avec (2) est donc en pratique
négligeable pour M0 < 3.

3.2.2.3 Focalisation des ondes de Mach et ondes de choc : généralisation

Dans le cas général, les ondes de compression admettent, si l’extension du domaine le permet,
une enveloppe non dégénérée en un point unique F , comme cela vient d’être présenté. La figure
3.10 montre les ondes réfléchies (droites noires) sur une rampe à rayon de courbure constant
R0 amenant un écoulement uniforme M0 = 3 jusqu’à la vitesse du son 13. L’enveloppe de ces
ondes simples (en rouge) possède un point de rebroussement R. On montre que R est situé sur
la caractéristique (C+

R ) repérée par le nombre de Mach MR, fonction de γ uniquement (pour
γ = 1.4, MR ≈ 1.33) :

MR =
√[

(γ − 1) +
√
γ2 + γ + 1

]
(3.76)

En fonction du nombre de Mach local, on peut distinguer deux modes de coalescence des
ondes de compression :
a) pour M > MR, le point de l’enveloppe se déplace, au cours de la compression, dans le sens
de propagation des ondes qui coalescent (de E0 vers R sur la figure 3.10),
b) pour M < MR, le point de l’enveloppe se déplace dans le sens opposé aux ondes qui le forment
(i.e. de R vers E1), car, la vitesse se rapprochant de la célérité du son, l’ouverture du cône de
Mach s’amplifie relativement à la déviation et à l’avancée de l’écoulement.

13Tous les développements analytiques de cette section ont été reportés en annexe C.3.
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Fig. 3.10 – Enveloppe d’un faisceau d’ondes de compression simples sur une rampe à courbure
constante et modes de coalescence.

Toutefois, cette enveloppe n’a pas d’existence physique. Le seul et unique point de l’enveloppe
qui a une signification physique est le point asymptotique tel que toutes les caractéristiques de
la même famille qui y aboutissent ont la même pente. Ce point, noté F et appelé “point de foca-
lisation” du faisceau d’onde de compression, initie un choc dit de focalisation. Pour comprendre
comment évolue ce choc à partir de F, il est nécessaire de revenir sur la vision générale du choc
oblique.

En supposant que l’écoulement en aval du choc oblique est toujours supersonique, le choc peut
être considéré comme un front de discontinuité assurant la compatibilité entre deux réseaux de
caractéristiques de la même famille n’ayant pas les mêmes pentes, localement ψ+

0 = (ϕ0 +α0) et
ψ+

2 = (ϕ2+α2) pour le cas d’un choc montant et avec les notations de la figure 3.8. L’écoulement
amont étant fixé, le choc est d’autant plus intense et plus redressé, i.e. p2/p0 et σ sont d’autant
plus grands, que l’angle ∆ψ = (ψ+

2 − ψ+
0 ), formé par les caractéristiques en aval relativement à

celles en amont, est grand. La pente du choc σ, rendant compatible les deux réseaux d’ondes,
s’équilibre entre ψ+

0 et ψ+
2 , comme il a été dit plus haut.

Dès la naissance du choc en F , le saut subit par l’entropie qui est convectée le long des lignes
de courant (C0), influence la propagation des ondes de Mach en aval (notamment les (C+) sur
la figure 3.10 qui ne sont alors plus des ondes simples), et donc leur enveloppe. Cependant,
au voisinage de F , ∆ψ étant infiniment petit, le choc peut être assimilé à une compression
isentropique au 3ème ordre près, donc l’enveloppe donne, dans ce voisinage, la forme et la direction
initiales du choc de focalisation. Ultérieurement, l’enveloppe formée par les ondes simples ou
corrigée par les sauts d’entropie met en évidence l’existence du choc de focalisation, même si elle
n’est pas confondue avec lui. En effet, le choc n’est pas dû à la coalescence des ondes qui forment
l’enveloppe, puisqu’elles forment entre elles un angle ∆ψ infinitésimal. Le choc de focalisation
apparâıt car les ondes du faisceau de compression rencontrent les ondes de la même famille
provenant de l’amont, si M > MR, ou de l’aval, si M < MR est fini, avec un angle ∆ψ fini. En
progressant à partir de F, le long de l’enveloppe, cet angle ∆ψ matérialisé par la caractéristique
tangente à l’enveloppe et la caractéristique en amont, si M > MR, ou en aval, si M < MR,
s’accrôıt et requiert l’existence d’un choc qui assure la compatibilité entre les deux réseaux
d’ondes. Le choc de focalisation s’équilibre alors en se courbant vers le côté de l’enveloppe d’où
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proviennent les ondes qui la forment.

Fig. 3.11 – Schéma de la position du point de focalisation suivant le mode de coalescence.

Dans le cas où le nombre de Mach en fin de compression M1 (en B sur la figure 3.11(a)) ne
descend pas en dessous de MR, la position du point de focalisation F est définie sur la première
onde du faisceau de compression (AF ) :

AF = R0
2

γ + 1
M2

0 − 1
M3

0

(3.77)

Inversement, si M0 < MR (figure 3.11(b)), F est positionné sur la dernière onde du faisceau de
compression (BF ) :

BF = R0
2

γ + 1
M2

1 − 1
M3

1

(3.78)

De manière plus générale, l’enveloppe (E) des ondes simples sur une rampe de compression
quelconque, dont on connâıt a priori la position, la pente φ(s) et la courbure R(s) en tout point
P repéré par l’abscisse curviligne s, a pour équations :

PE(s) = R(s)
2

γ + 1
M2(s)− 1
M3(s)

(
1 +

dR

ds
(s)
√
M2(s)− 1

)
(3.79)

(−→PE,−→x )(s) = φ(s) + arcsin(1/M(s)) (3.80)
avec M(s) = ν−1(ν(M0)− φ(s)) (3.81)

Notations pour la définition de l’enveloppe :

Le mode de coalescence des ondes est alors déterminé non seulement par le nombre de Mach
local M(s) mais aussi par l’évolution de la courbure de la rampe dR/ds. Sur cette enveloppe,
seul le point de focalisation F a une signification physique et sa position sur la première ou la
dernière onde du faisceau de compression suivant le mode de coalescence, est donnée par :

PF = RP
2

γ + 1
M2
P − 1
M3
P

(
1 +

(
dR

ds

)
P

√
M2
P − 1

)
(3.82)
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où P est le point de l’onde à la paroi (analogue de A ou B sur (3.11)(a) ou (b)).

Enfin, la pression statique p0 = pi0

(
1 + γ−1

2 M2
0

)− γ
γ−1 subit à la traversée d’un choc incliné

de σ par rapport à une direction fixe −→x , un saut positif d’autant plus important que le nombre
de Mach normal MN0 = M0 sin(|σ−ϕ0|) est grand selon la relation (notations de la figure 3.8) :

p2

p0
= 1 +

2γ
γ + 1

(
M2
N0 − 1

)
(3.83)

La focalisation non centrée des ondes de compression à partir d’un écoulement uniforme (pi0,Ti0,
M0), forme un choc incurvé vers l’amont (resp. vers l’aval) et s’accompagne donc, tant que
l’écoulement reste supersonique, de l’émission d’ondes de compression (resp. de détente) de la
famille opposée afin d’équilibrer les lignes de courant en aval, comme ce que décrit la figure 3.9.

3.2.2.4 Création de vorticité par les chocs

Alors que la température totale se conserve en passant le choc, la pression génératrice, elle,
chute, corrélativement à l’augmentation d’entropie :

pi2
pi0

= e−
S2−S0
R =

[
(γ + 1)M2

N0

(γ − 1)M2
N0 + 2

] γ
γ−1
[

(γ + 1)
2γM2

N0 − (γ − 1)

] 1
γ−1

(3.84)

et cette perte crôıt avec MN0, donc avec M0 ou |σ − ϕ0|.

Si l’écoulement en amont du choc est continu et que le choc ne comporte pas de rupture de
pente, alors l’écoulement en aval est aussi continu, en raison de la continuité des relations de saut
vis-à-vis des conditions amont (M0, ϕ0) et de l’angle du choc σ. En particulier, si l’écoulement en
amont est uniforme, et que le choc est courbé, la relation (3.84) montre qu’un gradient d’entropie
sera créé en aval, on parle de “couche d’entropie”(voir lignes pointillées sur les figures (3.12) (a)
et (b)). Toujours dans l’hypothèse d’un écoulement continu, l’équation de Crocco (stationnaire,
sans force de volume) lie la vorticité aux gradients de (S,Hi) :

−→rot−→V ∧ −→V = T
−−→gradS −−−→gradHi (3.85)

Sachant que (S,Hi) et (pi, Ti) sont liés par dS = cp
dTi
Ti

+Rdpi
pi

et dHi = cpdTi, on peut exprimer
la vorticité en fonction des gradients de (pi, Ti).

D’autre part, toute discontinuité de Ti0, pi0, M0 ou ϕ0 en amont du choc se prolonge en aval.
Le rapport des nombres de Mach, sur les deux lignes de courant (C0

a) et (C0
b ) de part et d’autre

de cette surface de glissement, dépend uniquement de leur rapport de pression totale pib/pia et
du niveau de détente sur, disons, la première ligne de courant p/pia :

Mb

Ma

(
pib
pia

,
p

pia

)
=

√√√√(pib/pia)
γ−1
γ (pia/p)

γ−1
γ − 1

(pia/p)
γ−1
γ − 1

(3.86)

Le rapport des vitesses dépend, en plus, du rapport des températures totales :

Vb
Va

(
pib
pia

,
Tib
Tia

,
p

pia

)
=
Mb

Ma

(
pib
pia

,
p

pia

)(
pib
pia

)− γ−1
2γ
(
Tib
Tia

) 1
2

(3.87)

Donc de manière générale, toute non-uniformité (pi0, Ti0,M0, ϕ0) en amont d’un choc ou tout
changement de sa pente σ modifie le cisaillement des lignes de courant et dans la même mesure
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la vorticité14 en aval. En particulier, dans un écoulement isoénergétique et homentropique, un
choc non rectiligne crée obligatoirement de la vorticité. En dérivant les équations (3.8) et (3.10)
et à l’aide de l’équation de Crocco (3.85), Carrière [125] a exprimé la vorticité ω2 créée en aval
d’un choc de courbure κ = dσ/dt (t abscisse curviligne sur le choc et dans le même sens) dans
un écoulement plan uniforme de vitesse (V0, ϕ0) :

ω2 = V0 κ cos(σ − ϕ0)
(1− ε)2

ε
avec ε =

ρ2

ρ0
=

tan(σ − ϕ2)
tan(σ − ϕ0)

(3.88)

On constate, en effet, que la vorticité en aval du choc est d’autant plus grande que le choc
est courbé, et qu’en particulier, elle s’annule pour un choc rectiligne κ = 0 ou pour un choc
localement droit (σ − ϕ0 = π/2).

Un choc formé dans un écoulement uniforme se courbe sous l’action de faisceaux d’ondes
de compression ou de détente de la même famille situés en aval (cf. figures (3.12) (a) et (b)).
L’autre moyen non-visqueux de générer de la vorticité dans un écoulement uniforme est de faire
se rencontrer les chocs. Les figures (3.12) (c) et (d) illustrent les deux classes d’interaction de
deux chocs, respectivement, de la même famille ou de familles opposées. Dans le premier cas
(3.12)(c), on peut considérer que le premier choc permet d’introduire, à partir d’un écoulement
uniforme, une discontinuité de (pi,M, ϕ) en amont du second choc. Cette vision est aussi va-
lable pour le second cas, mais seulement dans des conditions particulières. Suivant les angles
des chocs et le nombre de Mach en amont, ces interactions donnent lieu à une des six topologies
d’écoulement identifiées par Edney [77, 72].

Fig. 3.12 – Interactions choc/choc ou choc/ondes et génération non-visqueuse de vorticité.

14Vorticité −→ω au sens des distributions [156] :
RRR

D
−→ω dV =

RRR
D1∪D2

−→
rot
−→
V dV +

RR
S
−→
N ∧

�−→
V2 −

−→
V1

�
dA, où

D domaine incluant une surface de glissement S séparant D en D1 ∪ D2.
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3.2.2.5 Réflexion d’un choc sur une paroi rectiligne

Lorsqu’un choc oblique s’approche d’une paroi, l’écoulement s’adapte localement pour adop-
ter la même direction et un choc oblique de la famille opposée peut être émis si l’écoulement
reste supersonique : on dit alors que le choc incident s’est réfléchi sur la paroi. La réflexion
n’est cependant pas aussi simple que pour les ondes de Mach, et plusieurs configurations sont
possibles. La figure 3.13 illustre le problème de la réflexion sur une paroi rectiligne d’un choc
oblique montant, créé par un dièdre d’angle δ dans un écoulement uniforme (M0).

Réflexion Régulière (RR) Non Réflexion I (NRI) Non Réflexion II (NRII)

Réflexion de Mach Directe Réf. de Mach Stationnaire Réflexion de Mach Inverse
(RMD) (RMS) : lignes (RMI)

Fig. 3.13 – Schemas des topologies possibles de la réflexion d’un choc sur paroi plane.
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Zone I Zone II Zone III

Zone IV Zone V Zone VI

Zone VII Zone VIII Zone IX

Zone X Zone XI

Fig. 3.14 – Polaires représentatives des 11 zones du plan (p, ϕ).
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Ce problème est équivalent à celui de l’interaction de deux chocs symétriques de familles op-
posées15. Cette situation apparâıt dans les jets supersoniques non-adaptés et nécessite donc une
attention particulière. La forme de la réflexion dépend des mêmes paramètres (M0, δ) que ceux
qui caractérisent le choc incident. Une étude systématique des topologies de chocs possibles dans
le plan (M0, δ) a été menée à l’aide des polaires de choc (p, ϕ) de M0 = 1.001 jusqu’à M0 = 3,
pour γ = 1.4 (détails en annexe C.4). Les résultats sont résumés sur la figure 3.13 et sont com-
mentés brièvement à l’aide des polaires affichées dans la figure 3.1416.

Tout d’abord, il ne peut exister de choc réfléchi que si l’écoulement (1) en aval du choc
incident est supersonique M1 > 1, ce qui dans le plan (M0, δ) est représenté par l’aire grisée en
dessous de la courbe (M1 = 1).
D’autre part, comme le montre la figure 3.8(b), un choc descendant ne peut être émis que si
l’écoulement reçoit l’“ordre” de dévier sa direction de ϕ1 = δ vers ϕ2 < δ, pour se ramener à un
état (2) forcément représenté sur la partie gauche ϕ < δ de la polaire des chocs réfléchis .
Celle-ci est à présent notée (PRG).

Si (PRG) croise l’axe ϕ = 0, la “réflexion régulière” (RR), caractérisée par le point ϕ2 = 0,
est possible. La réflexion régulière, uniquement possible en dessous de l’angle de détachement
δD(M0) (courbe ), est la seule topologie qui permet à l’écoulement uniforme (1) de se re-
dresser “en bloc” suivant la direction de la paroi (~x) en émettant un choc rectiligne. L’écoulement
est alors intégralement décrit par 3 états représentés par 3 points sur les polaires de choc (p, ϕ)
(points (0), (1), (2)RR sur la figure 3.14). Lorsque (PR) croise l’axe ϕ = 0, il existe obligatoi-
rement 2 points d’intersection correspondant respectivement à un choc faible et un choc fort.
Dans la littérature, on invoque parfois (par ex. Li et Ben-Dor [151] ou Durand [74]) le “principe
de production minimale d’entropie” pour écarter la solution choc fort. La position de l’auteur à
ce sujet est, d’abord, qu’il n’existe pas à notre connaissance de preuve formelle de non-existence
de la solution choc fort. Ensuite, la réflexion en choc faible est caractérisée par un écoulement
(2)RR supersonique, alors que celle en choc fort est caractérisée par un écoulement (2′)RR sub-
sonique à une pression statique p′2 plus forte. Comme le choc réfléchi possède une région de
dépendance en aval, si l’on se donne les moyens d’imposer la pression p′2 par des conditions aux
limites appropriées, la solution choc fort sera sélectionnée. Ces conditions aux limites très parti-
culières sont néanmoins difficiles à reproduire en laboratoire, contrairement à celles conduisant
au choc réfléchi faible, ce qui explique probablement le fait qu’elle n’ait pas été mentionnée dans
la littérature consultée.

Si (PRG) croise la portion chocs forts de la polaire des chocs possibles à partir de l’état
(0), la “réflexion de Mach” est possible. L’intersection (2)RM ? dans le plan (p, ϕ) définit alors
un état (2) = (M2, p2, ϕ2) caractérisant l’écoulement en aval du choc réfléchi ainsi qu’un état
(3) = (M3 < 1, p2, ϕ2) caractérisant l’écoulement en aval d’un choc fort prenant sa source dans
l’écoulement (0). Dans le plan physique, ces deux états ne représentent que les deux écoulements
au voisinage d’un point T dit “triple”, en raison du choc incident montant (0 → 1) qui y aboutit,
et des deux chocs descendant (1 → 2) et montant (0 → 3) qui en partent. L’ensemble des états
juste en aval du choc fort reliant, dans le plan physique, le point triple T à la paroi, est décrit
par la portion (2)RM? à (3)P de la polaire (courbe ) où (3)P représente le choc droit à
la paroi.
Si ϕ2 > 0, la réflexion est appelée “réflexion de Mach directe”, (2)RM ? = (2)RMD, alors

15Cette interaction de chocs symétrique est en fait le seul moyen expérimental de reproduire un plan de réflexion
sans les effets de couche limite.

16Une telle étude précédemment effectuée par Hornung [111] a été retrouvée a posteriori. Cependant, une
interprétation différente de certaines solutions est donnée ici.
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que si ϕ2 < 0, la réflexion est appelée “réflexion de Mach inverse”, (2)RM? = (2)RMI. Entre
les deux, lorsque ϕ2 = 0, on parle de “réflexion de Mach stationnaire”, RMS. La RMS a été
mise en évidence par Von Neumann pour expliquer la transition de RR vers RMD[108]. Cette
forme de réflexion est la seule qui comporte 4 écoulements uniformes. Elle n’est possible que sur
les courbes et qui décrivent l’“angle de Von Neumann” δN (M0).
La réflexion de Mach directe n’est possible que pour δN (M0) < δ < δD(M0), c’est-à-dire au-
dessous de la ligne et au-dessus des lignes et . La réflexion de Mach inverse
n’est possible que pour δ < δN (M0), c’est-à-dire au-dessous des lignes et .

RR,RMD,RMS,RMI sont les 4 formes de réflexions possibles d’un choc oblique sur une paroi
rectiligne. En continuant l’analyse des polaires de choc, on s’aperçoit qu’il peut exister deux
configurations pour lesquelles l’écoulement adapte localement sa direction sans émettre de choc
réfléchi.
La première forme de ce que l’on nommera “non-réflexion”, NRI, apparâıt dans le domaine II
du plan (M0, δ). Sur la figure 3.14, Zone II, on voit qu’il n’existe pas d’intersection de la polaire
des chocs réfléchis ni avec la polaire des chocs possibles à partir de l’état (0) ni
avec l’axe ϕ = 0. La solution proposée par Hornung [111] est que le choc incident se courbe
jusqu’à devenir normal à la paroi, les états en aval de ce choc étant décrits par la portion de
polaire (1)NRI à (3)P . Néanmoins, à la lumière de la figure 3.8(b), on peut affirmer qu’une telle
solution n’est possible que si la paroi basse est convexe (δ(s) croissant) afin de courber le choc
dans sa portion où son aval est supersonique à la manière de la figure 3.12(a). Si la paroi basse
est rectiligne, seule la solution choc fort (1′)NRI permet d’obtenir un choc courbe devenant droit
à la paroi grâce à l’influence vers l’amont de l’aval subsonique. C’est cette dernière solution NRI
qui est représentée figure 3.13.
La deuxième forme de non-réflexion, NRII, est possible lorsque la partie droite de la polaire

des chocs possibles à partir de l’état (1) possède une intersection avec la polaire
des chocs possibles à partir de l’état (0). Le choc (1) → (2)NRII créé à partir de l’état (1)
est donc montant (figure 3.13, NRII) et accrôıt la pente de la vitesse ϕ avec la paroi haute. Si
M2 > 1, ce choc doit être provoqué par une rupture de pente [ϕ(2NRII) − ϕ(1)] de la paroi
basse. De plus, celle-ci doit nécessairement être convexe pour la même raison que dans le cas
M(1NRI) > 1. Si M2 < 1, une répartition de pression appropriée en aval peut provoquer ce choc
oblique montant grâce à son influence vers l’amont.

L’ensemble de cette discussion a jusqu’ici été cantonnée à la description des différentes formes
d’adaptation de l’écoulement lorsqu’un choc oblique arrive sur une paroi rectiligne ainsi qu’aux
domaines (M0, δ) dans lesquelles elles peuvent apparâıtre. La figure 3.13 en fait le bilan. On
constate qu’il existe des valeurs (M0, δ) pour lesquelles plusieurs formes d’écoulement sont
possibles. Comme vient de l’illustrer le dernier exemple, ce sont alors les conditions aux li-
mites en aval qui déterminent l’écoulement observé. Finalement, les paramètres qui définissent
complètement la forme de la réflexion du choc oblique sont tant (M0, δ) que les conditions aux
limites en aval. Cette conclusion est étayée par plusieurs expériences et calculs numériques.

En particulier, dans les zones IX et X, les solutions RR et RMD sont toutes deux pos-
sibles. Dans ces deux zones, un phénomène d’hystérésis en angle (i.e. en faisant varier δ tout
en maintenant M0 constant) , d’abord supposé par Hornung et al. [112], a été mis en évidence
expérimentalement par Chpoun et al. [40] et prouve que pour un couple de valeur (M0, δ), les
deux solutions sont possibles, celle observée étant déterminée par les conditions en aval. Le
phénomène d’hystérésis en nombre de Mach a, en outre, pu être constaté numériquement par
Ivanov et al. [120]. D’autre part, un phénomène d’hystérésis a été observé par Ben-Dor et al.
[13] pour un choc oblique donné (i.e. (M0, δ) fixés) en faisant varier la pression en aval.
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La réflexion du choc oblique sur paroi rectiligne est un sujet qui a soulevé beaucoup de
questions dont certaines ont reçu des réponses parfois arbitraires. Aujourd’hui, l’existence des
solutions RR(2),RMD,RMI,RMS a été prouvée et acceptée en régime stationnaire, mais celle des
solutions RR(2),NRI,NRII n’a pas encore été prouvée, ni réfutée. Aussi, cette section a volontai-
rement été restreinte à l’identification des domaines (M0, δ) où ces solutions sont possibles, suite
à l’analyse stricte des polaires de choc, et laisse la question de leur apparition réelle dans ces
domaines ouverte. Pour illustrer le fait qu’on ne doive pas écarter arbitrairement ces solutions,
il est instructif de rappeler l’histoire de la réflexion de Mach inverse. En 1878, Mach [157] révéla
expérimentalement l’existence de la réflexion qui porte son nom (RM). Soixante-dix ans plus
tard, en 1945, Von Neumann proposa son critère de transition RR-RM, qui en particulier ex-
cluait l’existence de la RM pour δ < δN . Pourtant, en 1985, Takayama et Ben-Dor [247] mirent
en évidence l’existence de la réflexion de Mach dite inverse pour δ < δN en écoulement insta-
tionnaire. Depuis, aucune réflexion de Mach inverse ne fut observée en écoulement stationnaire,
si bien que celle-ci fut assimilée à phénomène purement instationnaire, car elle était “considérée
comme instable” en régime stationnaire. Ce n’est qu’en 1999 que Ben-Dor et al. [13] ont montré
expérimentalement son existence dans un écoulement stationnaire lorsque la pression en aval de-
vient suffisamment élevée. De plus, Ben-Dor et al. remarquèrent a posteriori que la réflection de
Mach constatée en écoulement stationnaire par Azevedo [9] pour δ < δN , à partir des résultats
expérimentaux obtenus dix-sept ans plus tôt par Hornung et Robinson [113], était probablement
aussi une réflexion de Mach inverse.

Pour finir, la représentation des différentes zones de réflexions adoptées par Hornung [111] dans
le plan (M0, σ) (avec ϕ0 = 0), et équivalente à celle de la figure 3.13, est affichée figure 3.15. Les
numéros de zones se réfèrent au tableau et aux schémas de la figure 3.13.

Fig. 3.15 – Formes de réflexions possibles dans le plan (M0, σ) (pour γ = 1.4).
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3.3 Structures compressibles des jets supersoniques non-adaptés

3.3.1 Structures de choc d’un jet supersonique plan

3.3.1.1 Introduction au jet supersonique plan

Les jets supersoniques se distinguent radicalement de leurs homologues subsoniques par
leur capacité à évoluer indépendamment des conditions extérieures jusqu’à ce que l’écoulement
atteigne les premières ondes en contact avec l’extérieur (indiquées par deux flèches, figure 3.16).
Cette propriété leur permet d’être non “adaptés”, c’est-à-dire d’avoir une pression statique de
sortie pe à la fois différente et découplée de la pression statique extérieure p0. Pour commencer,
on suppose que le jet débouche dans une atmosphère au repos. La pression ambiante p0 est donc
constante, en particulier sur les lignes de glissement délimitant le jet. Sur la figure 3.16, sont
représentées les régions uniformes (zones blanches), les faisceaux d’ondes simples (zones en gris
clair), et leurs régions de croisement à ondes non-simples (zones en gris foncé). Les zones en
sur-pression, en équilibre, et en sous-pression relativement à p0 sont respectivement symbolisées
par “+”,“0”,“-”.

Fig. 3.16 – Schémas de jets supersoniques plans sur-détendu (a) adapté (b) et sous-détendu (c).

Dans le cas où pe > p0, figure 3.16(c), le jet est dit “sous-détendu”. Afin d’assurer l’équilibre
de la surface de glissement du jet, l’écoulement se ramène à la pression extérieure par le biais
de faisceaux de détente. Cependant, ces faisceaux se propagent en aval puis se croisent sur l’axe
du jet (ou de manière équivalente, se réfléchissent sur l’axe de symétrie) et le détendent une
deuxième fois. Ensuite les faisceaux de détente continuent leur propagation et se réfléchissent
sur la ligne de glissement isobare du jet en faisceaux de compression qui ramènent provisoirement
le jet à la pression extérieure. Ces faisceaux de compression se croisent sur l’axe et compriment
une deuxième fois le jet pour le ramener à la surpression initiale pe > p0. Les faisceaux de com-
pression se réfléchissent enfin sur la ligne de glissement isobare du jet en faisceaux de détente, et
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le même schéma se poursuit “indéfiniment” (enfin presque, voir paragraphe suivant). Les ondes
de détente initiées sur la lèvre de la tuyère se réfléchissent donc à l’intérieur du jet comme dans
un guide d’onde, et y dessinent alternativement des cellules de compression “+” et des cellules
de détente “-”.

Dans le cas d’un jet sur-détendu (pe < p0, figure 3.16(a)), le jet est ramené brutalement à
la pression extérieure à travers des chocs initiés sur la lèvre de la tuyère, qui se croisent sur l’axe
du jet et l’amènent ensuite à une condition de “sous-détente” (zone “+”). A partir de l’impact
des chocs sur la frontière du jet, on retrouve donc la structure compressible du jet sous-détendu
(sauf que...voir paragraphe suivant).

Un jet supersonique ne peut être uniforme que s’il est initialement uniforme et adapté (pe = p0,
figure 3.16(b)).

Si l’on considère que le jet est constitué d’un fluide parfait, de capacités calorifiques spécifiques
cv et cp fixées, sortant uniformément d’une tuyère à la pression pe dans une atmosphère au repos
à la pression p0, alors la structure de l’écoulement compressible est entièrement déterminée par
2 paramètres :
- le nombre de Mach de sortie Me ;
- le rapport des pressions statiques (“jet pressure ratio”) JPR = pe/p0.

Me caractérise l’état initial des ondes (ψ± = ±α = ±arcsin(Me)) et JPR = pe/p0 caractérise la
perturbation initiale introduite sur la lèvre de la tuyère sous forme d’un faisceau d’ondes isen-
tropiques ou de choc. Plus précisément, on définit, dans le cadre de cette étude, la “structure
compressible” d’un jet supersonique comme étant l’ensemble du champ de nombre de Mach,
et du champ de pression adimensionnée par p0, en tout point du jet. Ce champ (M,p/p0) est
entièrement représentatif des compressions et détentes isentropiques ainsi que des chocs qui ap-
paraissent dans le jet.

Sur cette structure (Me, JPR), l’écoulement est alors dimensionné par 3 grandeurs :
- le diamètre de sortie de la tuyère De, donnant l’échelle de longueur ;
- la pression génératrice pi, donnant l’échelle de pression ;
- la température génératrice Ti, donnant les échelles de température et de vitesse (par ex. la

vitesse au col est a∗ =
√

2cpTi γ−1
γ+1).

Si l’on dispose des conditions génératrices (pi, Ti) et du champ (M,p/p0) qui dépend uniquement
de (Me, JPR), l’état en tout point de l’écoulement s’obtient directement par application des
formules isentropiques (3.37) à (3.40).

3.3.1.2 Evolution de la structure de choc d’un jet plan en fonction du JPR

On considère, pour le moment, le cas d’un jet franchement supersonique, c’est-à-dire Me ≥
1.2 environ. La figure 3.16 présente une vision simplifiée des jets sur-détendus et sous-détendus.
Hormis l’hypothèse de fluide parfait maintenue ici, la non-linéarité des équations d’Euler conduit
les ondes des compressions, lorsqu’elles sont suffisamment fortes, à focaliser pour former des
chocs. De plus, supposer le simple croisement des chocs sur l’axe équivaut à admettre que
leur réflexion sur l’axe de symétrie est régulière, ce qui n’est pas toujours possible (cf. section
réflexion de choc sur paroi rectiligne 3.2.2.5). La figure 3.17 montre l’effet du rapport de pression
JPR = pe/p0 sur l’organisation des ondes internes d’un jet supersonique (Me = 1.45) plan à
travers les lignes iso-Mach : conformément aux schémas de la figure 3.16, on distingue les zones
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d’écoulement pseudo-uniformes (on verra pourquoi elles ne sont pas exactement uniformes plus
tard), les faisceaux d’ondes isentropiques à ondes pseudo-simples correspondant aux lignes iso-
Mach quasi-rectilignes, ainsi que leurs zones d’interaction à ondes non-simples. Les chocs sont
visibles grâce à la coalescence des lignes iso-Mach.

Fig. 3.17 – Effet du JPR = pe/p0 sur la structure de choc d’un jet supersonique plan.(Calculs
RANS, Me = 1.45, écoulement extérieur M = 0.4)

Quand JPR < 1, le jet est sur-détendu. Le premier problème à résoudre pour déterminer
la structure des jets plans sur-détendus est de savoir comment se réfléchit le choc initié au ni-
veau de la lèvre sur l’axe de symétrie du jet (on raisonne ici sur la moitié inférieure du jet). A la
différence d’un choc créé par un dièdre (cf. figure 3.13), le choc généré dans un jet sur-détendu
plan est entièrement déterminé par le JPR = pe/p0

17. En augmentant le JPR, on se déplace
sur l’axe M0 = Me = 1.45 du diagramme de la figure 3.15 dans le sens σ décroissant. Pour

17A une valeur p0/pe correspond un seul point de la polaire des chocs incidents, alors qu’à une valeur de la
déviation δ correspond une solution choc fort et une solution choc faible.
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les chocs faibles, cela est équivalent à se déplacer sur l’axe M0 = Me = 1.45 du diagramme de
la figure 3.13 dans le sens δ décroissant. Au JPR = 0.47 correspond une déviation δ = 9 deg.
Sur la figure 3.14, le choc fort (1’)NRI de la zone II est donc sélectionné : ce choc est courbé
par l’écoulement subsonique aval jusqu’à devenir normal sur l’axe (choc convexe) et il ne donne
aucun choc réfléchi. Pour JPR = 0.63, on obtient la solution choc faible (1)NRI correspondante
(δ = 9 deg) de la zone II. L’écoulement aval est supersonique mais aucun choc réfléchi n’est
prévu par les polaires. Pourtant, on constate un choc partant d’un point triple et se propageant
vers la frontière du jet. Ceci n’est pas expliqué. On constate une structure de type réflexion de
Mach directe : la ligne de glissement issue du point triple converge vers l’axe de symétrie et le
choc fort est convexe. Une telle réflexion est aussi constatée dans les jets axisymétriques pour
lesquelles le choc fort est nommé “disque de Mach”. Nous utiliserons désormais abusivement
cette expression en écoulement plan. Lorsqu’on augmente le JPR, (JPR = 0.72, figure 3.17) on
observe encore un disque de Mach dont la taille a néanmoins diminué. Pourtant, JPR = 0.72
se situe dans la zone IV où aucun choc réfléchi n’est encore prévu par les polaires (cf. solution
NRII figures 3.13 et 3.14). Pour des JPR correspondant aux zones II et IV, le jet adopte une
structure à disque de Mach typique de la solution RMD prévue par les polaires dans les zones
VI,VII,IX,X,XI. A partir du disque de Mach, un tube de courant à forte entropie18 occupe la
partie centrale du jet. Ce tube central est séparé de l’écoulement périphérique du jet par une
couche d’entropie et donc de cisaillement (l’enthalpie totale étant uniforme en amont). Si l’on
augmente de nouveau le JPR, on passe dans la zone III où la réflexion régulière RR devient
possible. C’est ce que l’on constate pour JPR = 0.86, figure 3.17.
Pour résumer, lorsqu’on augmente le JPR d’un jet sur-détendu plan, le choc formé sur la lèvre de
la tuyère initialement choc fort devient choc faible. Ce dernier se réfléchit d’abord en formant un
disque de Mach direct. Alors que JPR crôıt, le choc incident se redresse (σ diminue) et la taille
du disque de Mach diminue. Lorsque σ atteint la valeur de Von Neumann σN , le disque de Mach
est réduit à un point : le choc se réfléchit de manière régulière. Le choc incident continue à se re-
dresser par élévation du JPR, jusqu’à devenir une onde de Mach σ = αe à l’adaptation JPR = 1.

Quand JPR > 1, le jet est sous-détendu, il tente donc de s’adapter par un faisceau de
détente. Au fur et à mesure que la surpression initiale crôıt, les faisceaux d’ondes simples
s’ouvrent, en éclatant latéralement le jet tout en amplifiant la cellule sur-détendue (zone “-”
figure 3.16(c)) (JPR = 1.2|1.5|2.0 figure 3.17). Il est “généralement admis” que pour les faibles
JPR, les jets sous-détendus reproduisent périodiquement le schéma d’ondes décrit par la figure
3.16(c), mais qu’en pratique celui-ci est plus ou moins rapidement brouillé par les effets visqueux
ou turbulents. Si l’on continue à augmenter le JPR, on constate que l’onde de compression issue
de la réflexion du faisceau de détente sur la frontière isobare du jet focalise en formant un choc
au voisinage de son point d’impact avec la ligne de glissement (JPR = 3.0 figure 3.17). Cette
focalisation apparâıt de plus en plus tôt, au fur et à mesure que JPR augmente, et vient à se
produire avant que le faisceau de compression se soit réfléchi sur l’axe du jet (JPR = 5.0 figure
3.17). Le choc ainsi formé avant l’axe de symétrie s’y réfléchit d’abord de manière régulière.
Enfin, si l’on poursuit l’élévation du JPR, le choc de coalescence ne se réfléchit plus de manière
régulière mais donne lieu à un disque de Mach. Une analyse plus détaillée du disque de Mach
apparaissant dans les jets sous-détendus fait l’objet de la section 3.3.3.

Remarque sur la possibilité d’une structure périodique. Nous revenons dans ce para-
graphe sur l’existence de la structure périodique généralement admise pour les jets sous-détendus
non-visqueux à faible JPR. La formation des chocs et les phénomènes diffusifs étant des processus
irréversibles, ils sont naturellement exclus de la discussion. Dans le cas d’une tuyère produisant

18le saut d’entropie étant plus fort à la traversée d’un choc qu’à la traversée de plusieurs chocs pour la même
pression en aval, en vertu du “triple-shock entropy theorem” [107]
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un écoulement uniforme (Me, pe) en sortie, s’il existe une configuration de jet périodique, elle
commence nécessairement par une détente centrée. Démontrons-le par l’absurde. Si la détente
du jet sous-détendu n’est pas centrée sur une lèvre ponctuelle, la lèvre forme une sorte de pe-
tit divergent. Initialement, la ligne de courant qui deviendra la ligne de glissement du jet suit
cette lèvre en se détendant progressivement de pe à p0 tout en émettant un faisceau de détente.
Si on suppose que le jet résultant a une structure périodique, le faisceau d’ondes convergentes
arrivant sur la ligne de glissement est le symétrique de la détente initiale. Par symétrie, la ligne
de glissement du jet doit repasser par les pressions intermédiaires entre p0 et pj , or la ligne de
courant doit rester isobare à p0, d’où l’absurdité.
Pour déterminer, si une structure périodique est effectivement possible, il reste donc à savoir : 1)
comment se réfléchit un faisceau de détente centrée sur un axe de symétrie, 2) Est-ce que le fais-
ceau de détente réfléchi donne un faisceau de compression symétrique en se réfléchissant sur la
ligne de glissement isobare ? La condition d’une réflexion symétrique est nécessaire à l’existence
d’une structure périodique. Or la formation des chocs pour des JPR élevés semble indiquer que
la réflexion sur la ligne de glissement isobare n’est pas symétrique.

Origine des chocs dans les jets sous-détendus. Pack [184] est le seul, parmi la littérature
consultée, qui propose une explication de la formation des chocs dans les jets plans au moyen
de la méthode des caractéristiques. Son explication est la suivante : “L’effet de l’interaction des
ondes de détente issues des deux lèvres opposées est d’accrôıtre la détente. En conséquence, les
compressions qui résultent de leurs réflexions sur la limite libre du jet en sont d’autant plus
intenses si bien que les caractéristiques correspondantes se coupent avant d’atteindre la ligne de
glissement.”

Toutefois, cette explication n’est pas satisfaisante. Avant tout, Pack ne précise pas de mesure
quantifiant l’intensité de la détente qu’il prétend plus intense après réflexion. Précédemment,
nous avons vu que l’angle d’ouverture du faisceau de détente était toujours diminué par la
réflexion sur une paroi rectiligne (voir tableau récapitulatif 3.1). D’autre part, le saut de P ou
ϕ à la traversée du faisceau de détente se conserve le long de celui-ci (cf. equations (3.56) à
(3.59))19. Si l’on définit l’intensité de la détente par le saut de P ou ϕ à sa traversée rapporté à
son angle d’ouverture, on peut dire que l’intensité d’un faisceau de détente est toujours amplifiée
par une réflexion sur une paroi rectiligne ou de manière équivalente par le croisement de son
faisceau symétrique.
Une explication différente est proposée ici : la formation des chocs dans les jets ne peut être
due qu’à la réflexion non symétrique des ondes de détente en ondes de compression sur la ligne
de glissement isobare. Ceci est justifié en se rappelant la propriété d’inversion des écoulements
non-visqueux. Cette propriété nous dit que l’écoulement supérieur partant uniformément de la
tuyère, traversant le faisceau de détente issu de la lèvre du haut, traversant le faisceau de détente
issu de la lèvre du bas, peut être parcouru en sens opposé. Si l’on considère un jet dans lequel
la réflexion du faisceau de détente sur la ligne de glissement isobare donne un faisceau de com-
pression symétrique, alors on se donne les conditions de parcours de la première moitié de la
cellule de détente-compression en sens opposé, ce qui démontre que l’écoulement retrouve, après
traversée des deux faisceaux de compression, l’état initial qu’il avait en sortie de tuyère, quelque
soit l’interaction des ondes sur l’axe du jet. La manière dont se réfléchissent les ondes sur une
ligne de glissement isobare du point de vue géométrique est donc une question clé pour, d’une
part, savoir si une structure périodique est possible, et d’autre part, comprendre l’origine des
chocs dans les jets sous-détendus.

19Si l’on regarde le saut de pression statique δp = pi
γM2√
M2−1

�
1 + γ−1

2
M2

�− γ
γ−1 δP, on voit qu’il est d’autant

plus faible que M est élevé.
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La réflexion d’un faisceau d’ondes de détente montantes (faisceau encadré par (C+
1 , C

+
2 ) sur

la figure 3.4(a)) sur une ligne de glissement isobare ((C0
14) figure 3.4(a)) peut être interprétée

comme le croisement d’un faisceau d’ondes de compression descendantes ((C−1 , C
−
3 ) figure 3.4(a))

de même amplitude |P(3)−P(1)| = |P(2)−P(1)|. Suivant les résultats du tableau 3.1, l’évolution
de l’angle d’ouverture du faisceau de compression fictif (C−) lors du croisement avec le faisceau
de détente (C+) est une ouverture. Autrement dit, le faisceau de compression fictif voit son angle
de convergence diminuer à la traversée du faisceau d’ondes descendantes. D’autre part, l’équation
(3.67) nous a indiqué que le côté du faisceau le plus influencé par l’autre faisceau est celui où
le Mach est le plus faible. Ceci signifie qu’à une distribution de détente (ψ+(s−), s− ∈ [12])
incidente donnée, correspond une répartition de compression fictive (ψ−(s+), s+ ∈ [13]) dont la
convergence des ondes est d’autant mieux conservée à travers la zone d’interaction ((1243) figure
3.4) que le nombre de Mach est grand, i.e. que les ondes sont proches du début du faisceau de
compression réfléchi. De plus, les premières ondes du faisceau de compression dispose d’une plus
grande distance pour converger. En effet, on constate, figure 3.18, que les ondes du faisceau de
compression commencent à focaliser sur la première onde du faisceau (rencontrée dans le sens
de l’écoulement), ensuite le choc s’équilibre entre les directions des ondes de compressions et les
ondes de la région uniforme en amont (voir plus spécialement le cas JPR = 5.0, à comparer à la
figure 3.11(a)).

Fig. 3.18 – Focalisation des ondes de Mach dans les jets plans JPR = 3.0 et JPR = 5.0 de la
figure 3.17.

A propos de la linéarisation Pour les jets faiblement sous-détendus JPR � 1, les équations
d’Euler peuvent être linéarisées autour des conditions du jet adapté20 dont le nombre de Mach
est :

Mj =
[

2
γ − 1

[
JPR

γ−1
γ

(
1 +

γ − 1
2

M2
e

)
− 1
]]1/2

(3.89)

Les équations linéarisées (3.5) sont alors strictement équivalentes aux équations (3.17) et (3.18)
à l’ordre 1. On voit alors immédiatement que la linéarisation revient à geler le réseau de lignes
caractéristiques selon les directions ψ∓ = ∓αj avec αj = arcsin(1/Mj). Il n’est donc pas étonnant
de faire dire à cette théorie que le jet reproduit indéfiniment et de façon strictement périodique
les cellules de compression-détente. Cette théorie donne une valeur de la longueur des cellules de
détente-compression (1 traversée des ondes de détente + 1 traversée des ondes de compression)
valable pour les jets plans à faibles JPR :

λ/D = 2
√
M2
j − 1 = 2 cotan(αj) (3.90)

où D est le diamètre initial du jet.
20La méthode des petites perturbations, résumée en annexe C.5, a d’abord était appliquée par Prandtl [199]

autour des conditions d’éjection, puis a été corrigée par Pack [183] en appliquant les conditions aux limites à la
solution générale de l’équation du potentiel linéarisé.
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3.3.2 Structures de chocs d’un jet sonique axisymétrique

3.3.2.1 Structure de chocs d’un jet plan sonique

Le paramètre Me conditionne non seulement l’inclinaison initiale des ondes dans le jet mais
aussi la manière dont les faisceaux interagissent : nous avons vu (section 3.2.1.6) que pour
M > MI , les ondes sont majoritairement courbées par la déviation du fluide, vers le point de
concours des ondes sécantes, alors que pour M < MI , elles s’incurvent majoritairement sous l’ef-
fet de l’accélération du fluide dans la direction opposée au point de concours des ondes sécantes.
De plus, comme l’illustre la figure 3.19, lorsque Me tend vers 1+, les régions d’écoulement
plan uniforme (en blanc) et celles à ondes simples (en gris clair) rétrécissent et disparaissent
complètement à Me = 1 pour ne laisser que les régions à ondes non-simples (en gris foncé).

Fig. 3.19 – Schéma des ondes dans un jet plan proche de la vitesse du son Me → 1.

La figure 3.20 présente les champs du nombre de Mach dans un jet sonique Me = 1 et
un jet supersonique Me = 2, tous deux sous-détendus au même taux JPR = 1.6. Dans le
jet supersonique Me > 1, on distingue nettement les trois types de région décrits dans la fi-
gure 3.19, notamment les zones quasi-uniformes séparées par les faisceaux d’ondes quasi-simples
(dans lesquelles les iso-Mach matérialisent chaque onde). Ces zones découpent clairement le
plan en régions triangulaires et losangiques. Dans le jet sonique Me = 1, aucune de ces formes
géométriques n’est décelable, ce qui se justifie par l’extension des ondes non-simples à toute la
surface du jet. On constate que les zones de vitesse maximale en forme de losange dans le jet
supersonique sont plutôt (∼) circulaires dans le jet sonique. De plus, un choc convexe que nous
qualifierons de “choc en lentille” apparâıt en fin de la première cellule. Ce choc particulier est
discuté dans la section 3.3.5.

Influence d’une ligne sonique courbée. La première hypothèse formulée pour décrire la
structure du jet sous-détendu est d’avoir un écoulement amont uniforme. Pour obtenir un jet plan
franchement supersonique et uniforme en sortie de tuyère, il suffit que celle-ci annule les ondes
de détente émises après le col par une paroi adoptant la forme de la ligne de courant traversant
le faisceau de détente en question comme s’il traversait un milieu uniforme. Ovsiannikov [181] a
montré que l’on peut obtenir un écoulement sonique uniforme à condition d’utiliser une tuyère
infiniment longue dont la pente de la paroi tend asymptotiquement vers 021. De manière générale,
il est possible grâce aux équations d’Euler (3.17) et (3.18) de relier l’évolution de ϕ = (−→x ,−→V ) le

21Comme signalé au début de ce chapitre, nous nous sommes placés dans l’hypothèse d’un fluide parfait. On
peut appliquer les propos de cette section au cas d’un fluide visqueux à condition de décaler les parois de la tuyère
de l’épaisseur de déplacement de la couche limite.
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long d’une isobare (ou iso-Mach en écoulement homentropique et isoénergétique) à la courbure
de la ligne de courant locale (cf. figure 3.21 pour l’orientation de lM=1) :

∂ϕ

∂lM
= − 1

||−−→gradp||

[
γpM2

(
∂ϕ

∂s

)2

+
1−M2

γpM2

(
∂p

∂s

)2
]

(3.91)

et en particulier le long de la ligne sonique, on a :

∂ϕ

∂l1
= − γp

||−−→gradp||

(
∂ϕ

∂s

)2

(3.92)

La relation (3.92) signifie que l’angle ϕ de la vitesse par rapport à l’axe de symétrie d’une tuyère
amorcée est toujours décroissant lorsqu’on remonte la ligne sonique et peut être constant ϕ = 0
si et seulement si les lignes de courant sont rectilignes.

La figure 3.21(a) montre l’organisation de la ligne sonique (M = 1), de la ligne des cols (vi-
tesse verticale nulle v = 0), et des lignes caractéristiques au voisinage d’un col à faible rayon
de courbure. Seule la partie située au-dessus de l’axe de symétrie est dessinée. La figure 3.21(b)
présente le cas d’un col à bord aigu typique des tuyères convergentes à parois minces. Dans
les deux cas, l’écoulement dessiné est “bloqué”, c’est-à-dire qu’il est suffisamment détendu pour
qu’il existe une caractéristique provenant de la paroi convergente qui atteigne la ligne sonique
sur l’axe. Sous cette condition, la ligne sonique est entièrement déterminée par la forme du
convergent et ne dépend pas des conditions extérieures. En particulier, le débit étant déterminé
par la forme de la ligne sonique, il est alors bloqué d’où le nom de la condition.

Un jet supersonique débouchant d’une tuyère simplement convergente (à parois terminales non-
parallèles) ne peut pas être adapté et est nécessairement sous-détendu. Comme l’écoulement
en sortie n’est pas uniforme, la définition du JPR devient ambigu et le taux de détente peut
alors être caractérisé à l’aide du rapport de la pression génératrice pij du jet sur la pression
statique extérieure p0, ou “nozzle pressure ratio” : NPR = pij/p0. Si l’écoulement est uniforme
en sortie de tuyère, on a : NPR = (1 + (γ − 1)M2

e /2)γ/(γ−1)JPR. Un jet supersonique issu
d’une tuyère simplement convergente (à parois terminales non-parallèles) est donc caractérisé
par NPR > pij/p

∗ ≈ 1.89 pour γ = 1.4. Au niveau de la lèvre de la tuyère, l’écoulement s’adapte
localement à la pression extérieure p0 en déviant d’un angle ∆ϕ0 et en émettant un faisceau
de détente centré d’intensité ∆P = ∆ϕ0 dans le jet. Une partie de ce faisceau impacte la ligne
sonique (voir figure 3.21(b)) et détermine ainsi les conditions du “blocage sonique”.

La figure 3.21(c) représente deux lignes caractéristiques réfléchies sur la ligne sonique. Bien
que la forme de la ligne sonique dépende de la forme du convergent, la relation (3.92) permet
de dire que l’on a toujours ϕ1 < ϕ2. De plus, les 3 relations de compatibilités sur les deux ca-
ractéristiques montantes (C+

13) et (C+
24) et sur la caractéristique descendante (C−34) et la condition

isobare sur la ligne sonique (L12) : P2 = P1 permettent d’écrire :

ϕ4 − ϕ3 = P4 − P3 = (ϕ2 − ϕ1)/2 > 0 (3.93)

Le faisceau d’ondes montantes émis par la ligne sonique entre 1 et 2 quelconques est donc un
faisceau d’ondes convergentes de compression. Lorsque ce faisceau impacte la ligne de courant
(C0) frontière du jet, on a donc :

(P5 − P3) + (ϕ5 − ϕ3) = ϕ2 − ϕ1 > 0 (3.94)

Si la pression est imposée par un fluide ambiant au repos P5 = P3, la ligne de courant est
incurvée vers l’extérieur du jet et un faisceau réfléchi de détente est renvoyé vers l’intérieur du
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Fig. 3.20 – Surfaces iso-Mach dans des jets sous-détendus plans sonique Me = 1 et supersonique
Me = 2.

jet. Si le col est suivi par une paroi rectiligne (méplat) ϕ5 = ϕ3, le faisceau de compression se
réfléchit vers l’intérieur du jet.

(a) Col à faible courbure (b) Col à bord aigu

(c) Schéma des lignes caractéristiques

Fig. 3.21 – Voisinage des lignes soniques.
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3.3.2.2 Equations d’Euler et équations de compatibilité en écoulement axisymétrique

En écrivant les équation d’Euler en coordonnées cylindriques (x, r, θ) pour un écoulement
axisymétrique d’axe (O,−→x ), puis en passant aux coordonnées intrinsèques (s, n) dans le plan
de symétrie (x, r), les équations du mouvement prennent la forme :

−1−M2

γM2

1
p

∂p

∂s
+
∂ϕ

∂n
= −sinϕ

r
(3.95)

1
γM2

1
p

∂p

∂n
+
∂ϕ

∂s
= 0 (3.96)

Le terme source (− sinϕ/r) dans l’équation de conservation de la masse (3.95) se retrouve en
considérant une section annulaire δA = 2πrδn de rayon r et d’épaisseur infinitésimale δn � r
constante22. Si cet anneau fluide diverge ϕ > 0 ou converge vers l’axe ϕ < 0, l’écoulement ayant
avancé de ds dilate ou contracte la section de passage δA. Le taux de variation relative de δA :

1
(δA)

∂(δA)
∂s

=
1
r

∂r

∂s
=

sinϕ
r

(3.97)

s’ajoute donc à l’équation plane de conservation de la masse (3.11). Ce terme s’interprète aussi
comme le débit de masse sortant du plan (x, r) rapporté au débit entrant initialement dans
l’anneau (cf. section 3.4.2). Les équations de conservation de l’entropie et de l’enthalpie totale
le long des lignes de courant gardent évidemment leurs formes intrinsèques (3.14) et (3.15).

Fig. 3.22 – Illustration du terme source sinϕ
r par un écoulement annulaire d’épaisseur infi-

nitésimale δn constante.

En suivant la même démarche qu’en écoulement plan, on aboutit aux équations de compa-
tibilité planes (3.28) et (3.29) auxquelles s’ajoute un terme source Daxi :

(C−) :
√
M2 − 1
γM2

1
p

∂p

∂s−
− ∂ϕ

∂s−
= Daxi (3.98)

(C+) :
√
M2 − 1
γM2

1
p

∂p

∂s+
+

∂ϕ

∂s+
= Daxi avec Daxi = − sinα sinϕ

r (3.99)

Ce terme source Daxi rend les équations (3.98) et (3.99) dépendantes de la position des ondes
dans l’espace. Aussi, il n’est pas possible d’en déduire des invariants de Riemann, c’est pourquoi
la plupart des résultats démontrés en écoulement plan (section 3.2.1) ne sont plus applicables
strictement. L’écoulement à ondes simples n’existe pas et le seul écoulement uniforme possible
est forcément aligné avec l’axe de symétrie (O,−→x ), i.e. ϕ = (−→V ,−→x ) ≡ 0.

22En fixant localement la hauteur de passage du fluide δn dans le plan (x, r), on isole l’effet non-plan. On

rappelle que l’effet de 1
(δn)

d(δn)
ds

dans le plan (x, r) est déjà représenté par le terme ∂ϕ
∂n

.
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3.3.2.3 Quelques particularités des écoulements axisymétriques

La présence de Daxi complique sérieusement le traitement analytique et nous nous limitons
dans cette section à mettre en évidence des aspects exclusivement dus au caractère axisymétrique
de l’écoulement au travers de quelques exemples.

Couplage de la pression et des dilatations/contractions de la section de passage.
Une variation de pression P appliquée au bord d’un écoulement plan uniforme provoque la
formation d’un faisceau de détente s’appuyant sur la frontière et accompagné d’une déviation
|∆planϕ| = |∆P|. En écoulement axisymétrique, cette variation de pression P provoque aussi une
déviation mais elle est plus faible qu’en plan |∆axiϕ| < |∆P| car elle est couplée au terme source
sinϕ/r. Aussi, on constate souvent que les écoulements axisymétriques possèdent des angles ϕ
moins élevés que leur homologues plans pour des écarts de pressions identiques. Pour la même
raison, les lignes soniques aux cols des tuyères de révolution sont moins courbées que dans les
tuyères planes. Par simple effet géométrique, si l’on compare le rayon final re/rc d’une tuyère
de révolution supersonique adaptée à Me (rc rayon du col) à la hauteur he/hc d’une tuyère
plane équivalente (hc hauteur du col), on a re/rc =

√
he/hc < he/hc. De la même manière, la

variation relative du rayon d’un tube de courant axisymétrique δr/r est 2 fois moins grande que
la variation relative de l’épaisseur d’un tube de courant plan δh/h soumis au même écart de
pression infinitésimal δp.

Réalignement spontané avec l’axe de symétrie. Dans un écoulement supersonique,
si l’on se donne les moyens de générer des conditions uniformes dans une section Σ(s0) d’un
tube de courant séparé de l’axe de symétrie, i.e. ∂p

∂n = ∂ϕ
∂n = 0 pour s = s0 et n ∈ [n1, n2]

avec r(n1) 6= 0, alors il existe un voisinage de cette section Σ(s0) dans lequel l’écoulement est
complètement indépendant des conditions latérales au tube de courant. Sur Σ(s0), l’équation
(3.95) dit que le terme source crée une variation de pression longitudinale :

∂p

∂s
(s0) = − γM2p

M2 − 1
sinϕ
r

(3.100)

Si on suppose que ϕ > 0, comme p est constante sur Σ(s0) et ∂r
∂n(s0) > 0, alors il apparâıt un

gradient transverse ∂p
∂n(s0 + ε) > 0 dans une section voisine Σ(s0 + ε) et donc d’après (3.96)

∂ϕ
∂s (s0 + ε) < 0. En résumé, si l’on se donne les moyens de générer des conditions uniformes dans
une section Σ(s0) d’un tube de courant séparé de l’axe de symétrie, un écoulement divergent ou
convergent tend à se réaligner avec l’axe de symétrie, alors qu’il continuerait tout droit en plan23.

Longueur d’onde d’un jet axisymétrique. Dans un jet supersonique uniforme de
révolution faiblement sous-détendu à JPR = 1 + ε (ε � 1), si l’on suppose que les varia-
tions d’ordres supérieurs à O(ε) sont négligeables, l’écoulement vérifie l’équation du potentiel
linéarisé autour du nombre de Mach d’adaptation Mj (3.89) :

(1−M2
j )
∂2Φ
∂x2

+
∂2Φ
∂r2

= −1
r

∂Φ
∂r

(3.101)

où Φ est le potentiel de la perturbation de vitesse. Le membre de droite, nul en écoulement plan,
provient directement du terme source axisymétrique. En effectuant une séparation des variables
x et r, puis en appliquant les conditions aux limites du jet, la solution de l’équation (3.101)

23L’hypothèse d’uniformité locale est primordiale ici. Par exemple, si l’on considère un écoulement conique, on
a toujours ∂ϕ

∂s
> 0 quelque soit ϕ 6= 0.
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s’exprime sous la forme d’une série (cf. Prandtl [199], Rayleigh [211], Pack [183]) :

Φ(x, r) =
∞∑
n=1

ArJ0(ξnr) sin(ξnx/
√
M2
j − 1) (3.102)

avec An = −2
√
M2
j − 1(Uj − Ue)/ξ2nJ1(ξn) (3.103)

où J0 (resp. J1) est la fonctions de Bessel d’ordre 0 (resp. 1) de première espèce, {ξn, n ∈ N}
ses racines successives (non parfaitement périodiques), Uj la vitesse moyenne et Ue la vitesse
d’éjection. La série (3.102) est uniformément convergente mais n’est pas strictement périodique
(contrairement au jet plan). En choisissant de mesurer la pseudo-longueur d’onde λ comme la
distance de la tuyère au premier minimum y de la frontière du jet, Pack [183] obtient :

λ/D ≈ 1.22
√
M2
j − 1 ≈ 1.22 cotan(αj) (3.104)

où D est le diamètre initial du jet. En comparant les relations (3.104) et (3.90), on voit que dans
les mêmes conditions d’éjection (Me, JPR), un jet axisymétrique possède une longueur d’onde
2/1.22 ≈ 1.64 fois plus petite qu’un jet plan. Ce rapport se vérifie bien dans les jets plan et
axisymétrique présentés figure 3.23.

Fig. 3.23 – Comparaison des jets soniques plan et axisymétrique (calculs RANS).

Affaiblissement des chocs axisymétriques divergents. L’influence du terme source
Daxi dans les régions continues de l’écoulement se répercute aussi sur la génération des chocs.
Par exemple, un écoulement plan de nombre de Mach M0 rencontrant un dièdre d’angle δ se
réoriente en bloc par l’intermédiaire d’un choc d’angle σp alors qu’un écoulement axisymétrique
uniforme équivalent (M0, nécessairement d’orientation ϕ = 0) rencontrant un cône de demi-angle
au sommet δ créera toujours un choc conique de demi-angle au sommet σr < σp. Dans le cas
axisymétrique, l’écoulement dévie de ϕ = 0 à ϕ = δ en deux étapes : tout d’abord, le choc co-
nique réoriente les lignes de courant de ϕ = 0 à ϕ = ϕint < δ (d’où σr < σp), puis la compression
isentropique conique à lignes de courant divergentes ϕ > 0 termine la réorientation jusqu’à ϕ = δ.

Focalisation accélérée des ondes de compression convergeant vers l’axe. Si l’on
force un écoulement axisymétrique à converger vers l’axe, le terme source a tendance à renforcer
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les faisceaux de compression et donc favorise leur focalisation. Prenons l’exemple d’un écoulement
uniforme arrivant dans un convergent de rayon de courbure constant Rs sans rupture de pente
(figure 3.24). Le convergent émet des ondes convergentes qui se propagent vers l’axe et peuvent
focaliser avant de l’atteindre si la courbure de la paroi 1/Rs est assez forte.

Fig. 3.24 – Ecoulement uniforme arrivant dans un convergent lisse.

Plaçons-nous d’abord dans le cas d’un écoulement plan. Si l’on se trouve dans le mode de
coalescence de la figure 3.11(a), la distance du point de focalisation F à l’axe de symétrie s’obtient
à l’aide de l’expression de AF (3.77) :

rF = r0 −AF × sinα0 = r0

(
1− 2

Rs
r0

M2
0 − 1

(γ + 1)M4
0

)
(3.105)

Dans le cas axisymétrique, la démonstration effectuée en plan ne peut plus s’appliquer et le
calcul doit être mené avec les systèmes de coordonnées orthogonales liées à chaque famille de
lignes caractéristiques. A partir des développements de Meyer [167], on déduit :

rF = r0

(
1− Rs

r0

M2
0 − 1

(γ + 1)M4
0

)
(3.106)

Le point de focalisation en écoulement axisymétrique est donc 2 fois plus proche de l’origine de
la paroi courbée qu’en écoulement plan24.

Raidissement des chocs axisymétriques convergents. La présence de l’axe de symétrie
dans les écoulements axisymétriques se manifeste par la singularité en 1/r dans le terme source.
Tant que l’écoulement est continu, Daxi possède un comportement régulier au voisinage de l’axe
limr→0

sinϕ
r = limr→0

∂ϕ
∂r car limr→0 ϕ = 0. Lorsque l’écoulement comporte un choc se propa-

geant vers l’axe, en aval l’angle de la vitesse ϕ peut se maintenir à une valeur éloignée de 0 très
près de l’axe et y induire des valeurs très grandes du terme source provoquant des effets propres
au caractère axisymétrique. Prenons l’exemple d’une entrée d’air de type Pitot avec des parois
internes coniques. Celles-ci génèrent un choc oblique de révolution se propageant vers l’axe. Sous
l’influence du terme source, l’écoulement convergeant (ϕ < 0) en aval du choc ne peut maintenir
sa pression post-choc constante (comme en plan) et se comprime de manière isentropique. Ceci
se traduit par le raidissement du choc oblique initié sur la lèvre de l’entrée d’air conduisant à un
choc fort qui se courbe pour devenir normal à l’axe de symétrie. Ferri [84] a effectué une série de
calculs d’une telle entrée d’air à différentes valeurs de l’angle interne δ pour un nombre de Mach
incident de M0 = 1.6. Le rapport du diamètre du choc fort sur celui de l’entrée d’air D′/D en
fonction de δ a été reproduit figure 3.25.

24Les relations (3.105) et (3.106) disent aussi que le nombre de Mach supportant le mieux la courbure Rs sans
créer de focalisation est

√
2.
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Fig. 3.25 – Raidissement du choc dans une
entrée d’air Pitot axisymétrique [84].

Fig. 3.26 – Ligne limite en aval d’un choc
conique interne.

Impossibilité de la réflexion régulière sur l’axe de symétrie. Rylov [215] démontre
que la réflexion régulière d’un choc oblique (RR, figure 3.13) est impossible sur un axe de
symétrie et donne lieu à une réflexion de Mach comme illustré figure 3.26. Pour cela, il considère
que, dans un voisinage de l’axe, l’existence d’un choc oblique quelconque impactant l’axe de
symétrie en O se ramène à l’existence d’un choc conique de centre O à partir d’un écoulement
incident uniforme. Un tel choc conique n’est possible que si l’écoulement en aval du choc est lui
même conique25. Si l’on reconstruit la ligne de courant issue de A qui permet de maintenir le
choc AO rectiligne, en calculant le réseau de caractéristiques à partir du choc OA, on aboutit
à une ligne caractéristique descendante BC tangente au rayon OB appelé “limiting-line” [252]
sur lequel les dérivées normales deviennent infinies. D’autre part, si l’on reconstruit le réseau de
caractéristiques en partant de la ligne BC et du choc CO supposé rectiligne, on constate que les
caractéristiques descendantes ainsi produites croisent la caractéristique descendante BC, ce qui
n’est pas physiquement réalisable. L’écoulement conique est donc limité au triangle curviligne
ABC et le choc AN n’étant plus conique après C devient forcément normal à l’axe en N.
Si les conditions d’écoulement concentrent le disque de Mach dans une région très proche de
l’axe, il est prévisible que les moyens expérimentaux aient du mal à en mesurer l’existence.
Aussi, de nombreuses photographies semblent indiquer la possibilité de la réflexion régulière en
écoulement axisymétrique. Par ailleurs, Mölder [171] a montré que des calculs CFD effectués
sur des maillages trop grossiers peuvent ne pas capturer un disque de Mach localisé et ainsi
semblent prévoir une réflection régulière comme les expériences mentionnées précédemment.
Toutefois, lorsqu’un maillage plus fin est employé dans les mêmes conditions d’écoulement, les
calculs de Mölder [171] reproduisent bien un disque de Mach et confirment la théorie de Rylov.

3.3.2.4 Structures de choc d’un jet sonique axisymétrique

La figure 3.27 présente l’évolution de la structure interne d’un jet axisymétrique sonique
sous-détendu débouchant uniformément d’une tuyère cylindrique à la pression pe dans une at-
mosphère à la pression p0 lorsque l’on augmente le taux de détente pe/p0. (Calculs RANS)

Légèrement au-delà de la condition d’adaptation JPR = 1, fig. 3.27(pe/p0 = 1.6), on voit que le
faisceau de détente s’appuyant sur la lèvre de la tuyère impacte la surface de courant limite du
jet sur toute la longueur de la première cellule comme cela est schématisé pour le jet sonique

25Un écoulement conique de centre O est un écoulement axisymétrique invariant par homothétie de centre O.
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Fig. 3.27 – Effet du JPR sur la structure de choc d’un jet sonique sous-détendu axisymétrique.

plan, figure 3.19. Les lignes caractéristiques y sont fortement courbées dans le sens opposé aux
centres de rotation de l’écoulement sous l’effet prépondérant de l’accélération (car initialement
M < MI , cf. figure 3.6(a)) auquel vient s’ajouter l’effet du terme source Daxi. A la fin de la
première cellule, on note une lentille subsonique similaire à celle du jet sonique plan de la figure
3.23. La première cellule se reproduit ensuite de manière quasi-périodique (mais pas strictement)
comme prévu par la théorie linéarisée (section 3.3.2.3).
Lorsqu’on augmente le taux de détente, le faisceau d’ondes convergentes créé par la réflexion des
faisceaux de détente26 sur la ligne de glissement du jet, focalise en fin de cellule, au voisinage de
la frontière du jet, voir figure 3.27(pe/p0 = 2.1). On constate que comme en écoulement plan (cf.
section 3.3.1.2), la focalisation se produit le long de la première ligne caractéristique du faisceau
d’ondes convergentes. Par contre, on peut noter une différence majeure entre le jet supersonique
plan et le jet supersonique axisymétrique : le faisceau convergent n’apparâıt qu’après l’impact
du faisceau de détente issu de la lèvre sur la frontière isobare du jet plan alors qu’il se forme tout
de suite après la détente initiale du jet axisymétrique. Le choc de focalisation est donc toujours
plus précoce en jet rond qu’en jet plan. En jet rond, la première onde du faisceau de compression
est la dernière onde du faisceau de détente. Toutefois, cette propriété est aussi vérifiée par le jet
plan lorsque Me → 1+, comme représenté figure 3.19.
Au fur et à mesure que le JPR crôıt, le point de focalisation apparâıt de plus en plus tôt et
se déplace donc vers l’axe. A JPR ≈ 2.6, le point de focalisation apparâıt juste avant l’axe et
comme la réflexion régulière y est impossible [215], il donne naissance à un petit disque de Mach,
un choc réfléchi et une ligne de glissement. En aval, on remarque que l’écoulement subsonique
se restreint à une région très limitée et redevient vite supersonique.
Si l’on augmente encore le JPR, l’éclatement du jet s’amplifie, le point de focalisation se pro-
duit de plus en plus tôt, l’angle (algébrique) σ du choc de focalisation par rapport à l’axe −→x
augmente, le disque de Mach grossit et se déplace vers l’aval (voir figure 3.19(pe/p0 = 3.7)).
Corrélativement, le tube de courant issu du disque de Mach s’élargit. Au début, l’écoulement à

26Il est indispensable de préciser que le terme “faisceau de détente” est employé ici car il désigne le faisceau
de caractéristiques initié sur la lèvre de la tuyère pour diminuer la pression de pe à p0, mais qu’il ne possède pas
toutes les propriétés d’un “faisceau de détente plan”. En particulier, le saut du nombre de pression P et le saut
de l’angle d’orientation ϕ ne se conservent pas le long du faisceau. En plus du croisement avec les faisceaux de la
famille opposée, le terme source influence le taux de convergence du faisceau.
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l’intérieur du tube se réamorce et se désamorce par des chocs forts, mais lorsque le JPR devient
très important, l’écoulement central reste subsonique. L’écoulement supersonique à la périphérie
du jet se comporte lui comme un guide d’onde annulaire dans lequel se propage l’impulsion de
pression générée en entrée par le choc réfléchi axisymétrique issu du disque de Mach.

3.3.3 Structures à disque de Mach dans les jets sous-détendus

La structure à disque de Mach présente dans les jets sous-détendus a été schématisée figure
3.28(a) afin d’en résumer les éléments essentiels : un choc incident FT formé par focalisation en
F des ondes issues de la surface du jet se scinde au niveau du point triple T en un choc fort TN se
courbant pour devenir normal à l’axe et en un choc réfléchi TR impactant la frontière isobare du
jet (atmosphère extérieure au repos). A partir du point triple, une surface de glissement sépare
l’écoulement central subsonique de l’écoulement périphérique supersonique. Cette structure ap-
parâıt en écoulement plan et en écoulement axisymétrique et reçoit le nom de disque de Mach
(”Mach disk” ou encore “Mach stem”). Tous ces éléments sont visibles dans la strioscopie de la
figure 3.28(b).

Fig. 3.28 – (a) Schéma du disque de Mach dans un jet sous-détendu et (b) strioscopie d’un jet
à JPR=2.6 (MARCO sans contrôle à NPR=5).

Lorsque l’on augmente le JPR d’un jet présentant déjà un disque de Mach, on constate que
l’éclatement du jet s’amplifie, le point de focalisation se produit de plus en plus tôt, l’angle
(algébrique27) σ du choc de focalisation par rapport à l’axe −→x augmente et le disque de Mach
grossit et se déplace vers l’aval. Ces tendances sont expliquées ci-dessous.

Sur la lèvre de la tuyère, au niveau du point de dégénérescence de la détente centrée, l’intégrale
de l’équation de compatibilité axisymétrique (3.99) à travers la détente dégénère en l’intégrale
de sa version plane (3.29), car l’intégrale de Daxi est nulle (∆r → 0), et fournit la déviation
initiale ∆ϕ0 de la ligne frontière du jet :

∆ϕ0(JPR) = P(Me)− P(Mj(JPR)) (3.107)

avec Mj(JPR) fonction croissante de JPR (relation (3.89)) et P(M) fonction décroissante de M
(relation (3.51)). L’éclatement initial ∆ϕ0 est donc une fonction croissante du JPR et ne dépend
pas de la géométrie plane ou axisymétrique de l’écoulement.

Concernant le déplacement du point de focalisation, le cas plan et le cas axisymétrique doivent
être distingués. Dans un jet plan, lorsque le JPR augmente, c’est l’asymétrie de la réflexion du
faisceau de détente sur la surface isobare du jet qui est supposée (dans cette thèse, aucune autre
explication n’ayant été formulée dans la littérature consultée) être responsable de l’avancée du
point de focalisation le long de la première onde de compression réfléchie. On rappelle que dans

27L’angle σ est négatif sur les figures 3.27 mais peut devenir positif lorsque le JPR est très fort.
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le cas particulier où Me → 1+, la réflexion du faisceau de détente débute dès le début de la
surface du jet, i.e. juste derrière la dernière onde de détente. Dans un jet circulaire, lorsque le
JPR augmente, ∆ϕ0 augmente et la tendance du terme source Daxi à ramener l’écoulement dans
la direction de l’axe s’amplifie en courbant de plus en plus les lignes de courant divergentes vers
l’intérieur du jet ∂ϕ

∂s . En fait, l’écoulement en fin de détente n’est pas uniforme comme en jet
supersonique plan. La divergence ϕ > 0 de l’écoulement axisymétrique fait diverger les toutes
premières ondes montantes qui traversent le faisceau de détente et se réfléchissent sur la frontière
isobare du jet en ondes convergentes. La convergence de ces ondes réfléchies est accélérée lorsque
∆ϕ0 augmente et font remonter le point de focalisation le long de la dernière onde du faisceau
de détente.

Que l’on soit en jet plan ou axisymétrique, l’ensemble du faisceau de détente est uniquement
déterminé par le rapport pe/p0. Lorsque l’on passe d’un taux de (JPR) à un taux plus élevé
(JPR + ∆JPR), l’ensemble du faisceau de détente du jet à (JPR) est présent à l’identique dans
le jet à (JPR + ∆JPR) auquel se rajoute une portion de faisceau divergent supplémentaire. Le
choc de focalisation se forme pour assurer la compatibilité entre d’une part les caractéristiques
descendantes du faisceau de détente et d’autre part les caractéristiques descendantes réfléchies
par la surface du jet. Ce choc aussi appelé choc d’interception (“intercepting shock”) s’équilibre
entre les deux réseaux de caractéristiques. Lorsque JPR crôıt, la divergence accentuée des ondes
de détente ∂ψ−

∂s+
> 0 tend à accrôıtre l’angle algébrique du choc σ alors que la convergence am-

plifiée des ondes réfléchies ∂ψ−

∂s+
< 0 tendent à le courber vers l’intérieur du jet.

Enfin, le bord du disque de Mach T se positionne par construction sur le choc d’interception
FT. Celui-ci étant déjà déterminé par les mécanismes décrits précédemment, si l’on admet que
le disque de Mach est quasiment rectiligne, sa taille 2rT est donc uniquement fonction de sa
position longitudinale.

D’intenses recherches ont été menées sur les jets fortement sous-détendus en raison des nom-
breuses applications pratiques comme les fusées ou missiles à hautes altitude [3]. Cependant,
beaucoup d’études [3, 261, 154, 52, 148] s’appuient sur des simplifications applicables unique-
ment à très forts JPR (≥ 10). Crist et al. [52, 62] ont montré expérimentalement que la position
et la taille du disque de Mach sont toutes deux proportionnelles à

√
NPR. Certaines études

ont fourni des lois empiriques intéressantes pour les jets modérément sous-détendus. Pour un
jet sonique débouchant dans un air au repos, Adamson et Nicholls [4] ont trouvé que la posi-
tion du disque de Mach pouvait être prévue avec une bonne approximation en supposant que
la pression en aval du disque de Mach est égale à la pression extérieure p0. Pour cela, ils ont
utilisé la distribution de nombre de Mach sur l’axe calculée par Owen et Thornhill [182] étant
donné qu’elle est invariante de la tuyère jusqu’au choc28. La valeur de la pression en aval du
disque de Mach a par la suite été réajustée [179] à 1.3p0. Eastmann et Radtke [76] ont prétendu
obtenir de meilleurs résultats en supposant que la position du disque de Mach cöıncide avec le
minimum de pression en aval du choc incident. Bowyer et al. [23] ont suggéré que la pression
derrière le disque de Mach courbe soit constante et que le choc de Mach soit normal à la ligne de
courant arrivant sur le point triple. Tous ces critères empiriques sont locaux et ne sont basés sur
aucune loi physique. En particulier, ils ne prennent pas en compte la dépendance du disque de
Mach vis-à-vis de l’écoulement subsonique en aval soulignée par les expériences de Polyboyari-
nov [196]. Afin de combler cette lacune, Abbett [1] a proposé une théorie fondée sur l’hypothèse
que l’écoulement du jet en aval du disque de Mach peut être considéré comme composé d’un
tube central quasi-monodimensionnel s’appuyant sur le contour du choc fort et d’un écoulement

28Comme c’est une zone qui ne “voit” pas l’influence de l’extérieur, elle est parfois nommée “blind region” [140].
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périphérique supersonique axisymétrique calculé par la méthode des caractéristiques. L’équilibre
non-visqueux de la surface de glissement correspond localement à la continuité normale de la
pression et celle de la direction de la vitesse en chacun de ses points. L’écoulement central initia-
lement subsonique est aussi supposé accélérer au-delà de la vitesse du son (ce qui au passage n’est
applicable qu’en dessous d’un certain taux de détente). Sous ces premières hypothèses, Abbett
avance que le point triple se place sur le choc d’interception de manière à ce que l’écoulement
central devienne sonique dans une section minimum du tube de courant central et lorsque celui-
ci possède des lignes de courant parallèles à l’axe (ce que Abbett appelle un “smooth throat”).
Des comparaisons avec les expériences de Love [155] valident la théorie du “throat-like choking”
[1, 88]. Cette dépendance du disque de Mach vis-à-vis du col de ré-amorçage du tube central avait
été introduite auparavant par Peters et Phares [194] dans un modèle de jet un peu plus grossier.
De plus, Chang et Chow [33] soulignent que même si la théorie du “throat-like choking” explique
le phénomène majeur fixant la position et le rayon du disque de Mach, l’influence de la vorti-
cité générée par la courbure des chocs doit être prise en compte pour obtenir des résultats précis.

Pour finir, les figures 3.29 et 3.30 présentent une vue rapprochée au voisinage des points triples
obtenus par calculs RANS respectivement en jet plan et en jet axisymétrique. Dans les deux cas,
3 points voisins de T ont été sondés et reportés dans le diagramme pression-déviation. Sur la
polaire de choc de l’écoulement incident (1), on retrouve les conditions (2) derrière le choc faible
incident FT ainsi que les conditions (3) derrière le choc fort TN. Tant dans l’écoulement plan
que dans l’écoulement axisymétrique, on constate que la déviation de (1) vers (3) est positive,
autrement dit, il s’agit d’une réflexion de Mach inverse (RMI, figure 3.13). Lorsque le maillage
axial est suffisamment fin (figure 3.29), le disque de Mach a bien une forme convexe dans le sens
de l’écoulement.

Fig. 3.29 – Zoom sur le point triple du jet plan JPR=10 de la figure 3.17.

Fig. 3.30 – Zoom sur le point triple du jet axisymétrique JPR=3.7 de la figure 3.27.
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Le nombre de points considérable nécessaire pour capturer une courbure aussi faible explique
qu’elle n’ait pas été remarquée dans les travaux antérieurs. Le calcul 3D axisymétrique étant
beaucoup plus coûteux (128 plans en azimut) un tel raffinement n’a pu être réalisé et le choc
est parfaitement aligné avec le maillage. Par contre, la déviation (1)-(3), elle, est bien marquée.
Dans tous les calculs de jet sous-détendu avec disque de Mach réalisés dans cette thèse, les
déviations (1)-(3) indiquent une réflexion de Mach inverse. Ceci prouve que la structure interne
d’un jet fortement sous-détendu peut générer “naturellement” le gradient de pression nécessaire
à l’existence du disque de Mach inverse précédemment obtenu “artificiellement” par Ben-Dor et
al. [13].

Effet d’un petit divergent sur la structure de choc. Même si les mécanismes de foca-
lisation sont différents dans les jets plans et les jets axisymétriques, la formation du disque de
Mach dépend directement du taux de détente pe/p0 imposé au niveau de la lèvre de la tuyère.
La température en aval de ce choc fort est beaucoup plus élevée que dans le reste du jet et
constitue un point chaud aisément détectable par des capteurs infra-rouges. Le NPR = pij/p0

de la tuyère étant fixé, il est possible d’éliminer le disque de Mach en ajoutant un divergent
dont le contour est adaptée au NPR. Toutefois, si l’on considère que NPR = 5, un tel divergent
ne peut, en raison de sa longueur, être monté sur un avion conçu initialement avec une tuyère
simplement convergente. Une solution alternative est d’ajouter une portion divergente courte
permettant d’espacer les détentes entre le col et l’extérieur. Notons que ce divergent n’a pas
du tout l’ambition d’adapter le jet puisque la totalité de la détente de pe (de la tuyère sans
divergent) à p0 est émise dans le jet. Cette solution est illustrée par la figure 3.31 : le disque de
Mach d’un jet sonique uniforme sous-détendu à NPR = 7 est considérablement réduit par un
simple divergent conique d’une longueur égale au rayon de la tuyère initiale.

Fig. 3.31 – Effet d’une paroi divergente (indiquée par les flèches) sur le disque de Mach.

3.3.4 Influence des conditions à la surface du jet

Pour finir cette introduction au jet supersonique plan ou axisymétrique, l’influence des condi-
tions limites agissant sur la frontière du jet est ici mise en évidence par quelques exemples.
Jusqu’à présent, on supposait que le jet était non visqueux et traversait un milieu au repos. La
pression statique imposée par le fluide extérieur sur sa ligne de glissement était donc supposée
constante. Comme la surface d’un jet non adapté est non rectiligne, tout mouvement du fluide
à sa périphérie y induit une répartition de pression non homogène : la surface de glissement
n’est plus isobare. A ce stade, nous pouvons préciser que tous les calculs de jet canonique uni-
forme exposés dans ce chapitre ont été réalisés en RANS, donc avec des effets visqueux, et avec
un écoulement extérieur à M0 = 0.6. Ce nombre de Mach a été réduit, mais la surface du jet
résultante était instable et aucune solution stationnaire ne pouvait être obtenue dans ce cas.
L’influence d’un écoulement extérieur supersonique est d’abord illustrée dans la section 3.3.4.1
par la solution des petites perturbations proposée par Kawamura [132]. Afin d’évaluer l’influence
d’un écoulement extérieur subsonique, les développements analytiques exposés par Pack [183]
concernant un jet supersonique débouchant dans une atmosphère au repos sont étendus dans
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la section 3.3.4.2. Ces deux cas restreints au jet plan permettent d’avoir un premier aperçu des
effets de l’écoulement extérieur. Toutefois, contrairement à ce qui est souvent admis, la transpo-
sition au jet axisymétrique n’est pas systématique, son traitement analytique est plus délicat et
n’est pas exposé ici. L’influence de l’écoulement extérieur sur un jet axisymétrique est illustrée
grâce à des simulations numériques RANS effectuées sur une large plage de vitesses.

3.3.4.1 Jet plan entouré d’un écoulement extérieur supersonique

Kawamura [132] propose une solution séduisante au problème du jet plan supersonique
débouchant à Me à la pression pe dans un écoulement supersonique M0 de pression p0, dans le
cas d’une faible non-adaptation (pe−p0) � p0. Pour cela, il note tout d’abord que l’équilibre de
la ligne de glissement supérieure au niveau du point d’impact Q d’une onde incidente IQ issue de
l’intérieur du jet (cf. figure 3.32) conduit à l’émission d’une onde QT transmise vers l’extérieur
et d’une onde QR réfléchie vers l’intérieur. La linéarisation des équations de compatibilité planes
(3.28) et (3.29) donne :

à travers une C− : ∆ϕ = − λ
p0

∆p (3.108)

à travers une C+ : ∆ϕ = + λ
p0

∆p avec λ =
√
M2 − 1
γM2

(3.109)

En considérant l’équilibre pression-déviation (resp. ∆T p = ∆Ip+ ∆Rp et ∆Tϕ = ∆Iϕ+ ∆Rϕ)
de la surface de glissement QB, on arrive à des relations analogues à celles des rayons optiques
transmis et réfléchis sur une interface de réfraction :

perturbation incidente : ∆Ip ; ∆Iϕ (3.110)

perturbation transmise : ∆T p =
2λe

λe + λ0
∆Ip ; ∆Tϕ =

2λ0

λe + λ0
∆Iϕ

perturbation réfléchie : ∆Rp =
λe − λ0

λe + λ0
∆Ip ; ∆Rϕ = −λe − λ0

λe + λ0
∆Iϕ

Les équations (3.110) montrent que :
- l’onde transmise est toujours de même nature (compression ou détente) que l’onde incidente ;
- l’amplitude (∆T p ou ∆Tϕ) de l’onde transmise est inférieure en valeur absolue à celle de l’onde
incidente ssi λ0 < λe

29 ;
- l’onde réfléchie est de même nature que l’onde incidente ssi λ0 < λe ;
- l’amplitude (∆Rp ou ∆Rϕ) de l’onde réfléchie est toujours inférieure en valeur absolue à celle
de l’onde incidente.
Cette dernière propriété implique que toute perturbation introduite dans un jet supersonique
entouré par un écoulement supersonique est atténuée au fur et à mesure des réflexions.

Les différents états du jet schématisé figure 3.32 vont maintenant être représentés dans le
diagramme p − ϕ. Chaque fois que l’état (n′) du jet est mis en contact avec l’état (n) de
l’écoulement extérieur, l’état résultant (n+ 1) vérifie :

pn+1 = pn + ∆pn = pn′ + ∆pn′ (3.111)
ϕn+1 = ϕn + ∆ϕn = ϕn′ + ∆ϕn′ (3.112)

avec à l’ordre 1 (cf. équations (3.108) et (3.109) :

à travers la C+ transmise à l’extérieur : ∆ϕn = +λ0
p0

∆pn (3.113)

à travers la C− réfléchie à l’intérieur : ∆ϕn′ = −λe
p0

∆pn′ (3.114)

29La fonction λ(M) est maximale en M =
√

2.



3.3. STRUCTURES COMPRESSIBLES DES JETS SUPERSONIQUES NON-ADAPTÉS 131

Fig. 3.32 – Approche linéarisée du jet supersonique entouré par un écoulement supersonique.

Les 4 équations précédentes signifient que dans le diagramme p− ϕ, le point (n+ 1) se situe à
l’intersection de la droite de pente −λe

p0
passant par le point (n′) et de la droite de pente +λ0

p0

passant par (n). L’onde descendante (C−) faisant passer le jet de l’état (n′) à l’état (n + 1) se
réfléchi sur l’axe de symétrie en une onde montante (C+) redressant le jet dans la direction ϕ = 0
dans l’état (n+1′). Le point (n+1′) se situe donc dans le diagramme p−ϕ à l’intersection de la
droite de pente +λe

p0
passant par le point (n+1) et de l’axe ϕ = 0. Dès que le jet est non-adapté,

deux situations sont à distinguer (cf. figure 3.33) :
- Si λe < λ0 alors la nature de l’onde réfléchie en Q est toujours opposée à celle de l’onde
incidente. Le jet oscille donc autour de la pression p0 tout en s’en rapprochant à cause des
“fuites” de pression à chaque réflexion d’onde sur la frontière.
- Si λe > λ0 alors l’onde réfléchie en Q est toujours de même nature que l’onde incidente. Le jet
se ramène donc de manière monotone de la pression d’éjection pe à la pression extérieure p0.
Dans les deux cas, la convergence vers p0 est d’autant plus rapide que λ0 et λe sont proches
(pour λ0 = λe et pe > p0 on retrouve l’écoulement d’une tuyère divergente adaptée).

Fig. 3.33 – Les régimes de sous-détente (pe > p0) d’un jet supersonique dans un écoulement
supersonique (ondes de détente en pointillés, ondes de compression en traits continus).

Notons enfin que Kawamura [132] propose de prendre la condition de sortie (Me, pe) comme
état de référence du jet. En fait, il serait peut être plus judicieux de prendre l’état (Mj , p0)
adapté à la pression extérieure comme l’a suggéré Pack [183] dans le cas du jet sortant dans un
air au repos. Une autre approche pourrait être de re-linéariser à partir de chaque état (n) ou
(n′). Cependant, dans le cadre des petites perturbations, les différences sont d’ordre 2.
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3.3.4.2 Jet plan entouré d’un écoulement extérieur subsonique

Afin d’estimer l’effet d’un écoulement extérieur subsonique, nous nous plaçons encore dans le
cadre d’une faible non-adaptation (pe − p0)/p0 = ε� 1. Ceci permet de supposer, en première
approximation, que les perturbations d’ordres supérieurs à O(ε) sont négligeables et permet
d’étendre la théorie du potentiel linéarisé déjà appliquée au cas du jet Mj > 1 débouchant
dans une atmosphère au repos M0 = 0 (Prandtl [199], Pack [183]) au cas où le fluide extérieur
se déplace à une vitesse subsonique 0 ≤ M0 < 1. Une solution générale a été trouvée dans
l’hypothèse où M0 → 0. Les calculs ont été reportés dans l’annexe C.5 et les résultats sont
commentés dans cette section30.

La figure 3.34 présente le champ de perturbation de pression p1 dans un jet faiblement sous-
détendu autour de la condition d’adaptation (Mj = 1.4, p0) ainsi que la forme de sa frontière
obtenue par intégration de la pente ϕ1(x, y = 1). Le nombre de Mach de l’écoulement extérieur
varie de M0 = 0 à M0 = 0.3 alors que le rapport pe/p0 est fixé31. Lorsque l’atmosphère est au
repos, on retrouve la solution de Pack [183] aisément calculable à la main puisqu’un seul faisceau
d’onde (dégénérant par la linéarisation en une onde de pente asin(1/Mj)) adapte initialement le
jet de pe à p0 et se propage ensuite par réflexions successives dans le tube de courant. Dès que
le fluide extérieur se met en mouvement à M0 < 1, les changements de pente de l’interface avec
le jet provoque des variations de pression qui, contrairement au cas où M0 > 1, se propagent
en amont et en aval et l’incurve : les portions montantes ∂ϕ1

∂x (x, y = 1) > 0 deviennent convexes
(relativement à −→y ) et les portions descendantes ∂ϕ1

∂x (x, y = 1) < 0 deviennent concaves. Ceci
s’explique de la manière suivante.
Comme l’écoulement extérieur est subsonique, la pression sur la frontière est maximale dans les
creux et minimale sur les bosses (cf. solution linéaire de la paroi ondulée). Le long de la frontière,
il y a donc un gradient de pression négatif sur les portions montantes joignant les creux aux
bosses qui ne peut être compensé dans le jet que par l’émission d’ondes de détente provoquées
par la courbure de la ligne de glissement vers le haut. A l’inverse, le long de la frontière, il y a
un gradient de pression positif sur les portions descendantes joignant les bosses aux creux qui
ne peut être compensé dans le jet que par l’émission d’ondes de compression provoquées par la
courbure de la ligne de glissement vers le bas.

Ainsi, l’écoulement extérieur dissymétrise les cellules périodiques de détente-compression au
premier ordre. Dans chaque cellule, les détentes ainsi que les compressions sont initialement plus
faibles mais terminent plus fortes. Les extrema de pressions résultants sont donc amplifiés et ce
d’autant plus que la vitesse subsonique extérieure est élevée.
De plus, les ondes de détente émises par une portion montante de la surface de cisaillement
se propagent vers l’axe, s’y réfléchissent en ondes de détente, impactent la portion descendante
adjacente sur laquelle est appliqué un gradient de pression positif, s’y réfléchissent en ondes de
compression qui se réfléchissent sur l’axe et viennent impacter la portion montante suivante. Ce
faisceau de compression se cumule donc à la compression imposée par l’écoulement extérieur et
brise la périodicité des cellules de détente-compression observée à l’ordre 1 lorsque M0 = 0.
Enfin, comme les compressions se traduisent par des faisceaux convergents dans l’écoulement
non-linéarisé, on peut conjecturer que leur amplification provoquée par l’écoulement subsonique
extérieur le long de l’axe du jet est un facteur de focalisation, i.e. de création des chocs internes.

30L’influence d’un écoulement extérieur subsonique sur la pseudo-longueur d’onde 2π/kN , équation (C.38), avait
déjà été écrite par Pai [186] mais aucune solution analytique complète n’a été trouvée dans la littérature consultée.

31Fixer le taux de détente pe/p0 revient à fixer l’écart initial de vitesse (Ue−Uj)/Uj , cf. Annexe C.5. Ce dernier
a été choisi égal à 50% pour générer une déformation visible de la surface du jet, la pression adimensionnée
p1/(2ρjUj(Uj − Ue)) étant indépendante de ce rapport.
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Fig. 3.34 – Influence de l’écoulement extérieur sur la pression et la forme d’un jet plan faiblement
sous-détendu dans l’hypothèse des petites perturbations.

3.3.4.3 Influence de l’écoulement extérieur sur un jet axisymétrique

Fig. 3.35 – Influence de l’écoulement extérieur sur la structure de choc du jet.

Le traitement analytique du jet axisymétrique étant plus ardu, des exemples issus de calculs
RANS sont présentés figure 3.35. Le jet est initialement sonique uniforme et son taux de sous-
détente est maintenu constant égal à JPR = pe/p0 = 3.2. A faible nombre de Mach extérieur,
M0 = 0.6, ce rapport de pression est assez fort pour générer une structure à disque de Mach. Au
fur et à mesure que la vitesse extérieure augmente, le jet s’ouvre moins et sa structure interne
change comme si l’on diminuait son taux de sous-détente. Si l’on suppose que l’organisation
de l’écoulement est invariant par rapport à M0, la pression appliquée sur la surface du jet est
proportionnelle à ρ0U

2
0 = γ0p0M

2
0 . Comme p0 est fixée, la pression appliquée sur le jet augmente
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avec M0 et diminue le taux de détente perçu initialement par le jet. Le jet s’ouvre donc moins
et sa structure de choc change. Toutefois, comme le montrent les deux sections précédentes, la
distribution de pression résultant de l’équilibre de la surface de glissement dépend de M0 si bien
que l’augmentation de M0 ne peut pas être simplement transposée en la diminution d’un taux de
détente effectif. A M0 = 0.8, le disque de Mach a complètement disparu et laisse place à un choc
en lentille semblable au cas faiblement sous-détendu pe/p0 = 1.6 sans écoulement extérieur (cf.
figure 3.27). A M0 = 1.2, le jet ne comporte plus du tout de choc et devient quasiment adapté à
partir de X/D ≈ 4. Ces trois cas assez différents montrent la grande influence de l’écoulement
extérieur sur la structure interne du jet.

3.3.4.4 Influence de la diffusion visqueuse sur la structure compressible

L’interaction de la turbulence avec les ondes de pression est un vaste sujet d’investigation.
Aussi, cette section n’a pour seul ambition que de montrer les effets les plus marquant de la
turbulence sur la propagation des ondes de Mach à l’intérieur du jet supersonique, en assimilant
son action à une diffusion visqueuse (hypothèse de Boussinesq).
L’application de la théorie linéaire (cf. section 3.3.4.1) permet de comprendre qu’une onde ar-
rivant sur une couche cisaillée donne naissance à une infinité de faisceaux transmis et réfléchis.
Les ondes isentropiques ou de choc initiées au début d’un jet non-adapté sont donc réfléchies
mais aussi réfractées lors de leur propagation. La réfraction des ondes est en outre altérée par
les effets thermiques, i.e. la conduction et la dissipation visqueuse (voir l’étude numérique de
Dash et al. [59]).

Tam et al. [248] remarquent que pour représenter l’écoulement d’un jet faiblement non-adapté,
Prandtl [199] et Pack [183] ont linéarisé les équations d’Euler autour d’un jet à profil de vi-
tesse rectangulaire (“the vortex-sheet vortex model”). Ils notent que dans un jet réel turbulent
une couche de mélange se substitue à la surface de glissement du modèle Eulerien et que deux
phénomènes supplémentaires doivent alors être pris en compte :
- d’une part, l’épaississement de la couche de mélange se traduit par une évolution longitudinale
du profil de vitesse initialement rectangulaire discontinu vers un profil Gaussien,
- d’autre part, la turbulence interagit avec les ondes de pression au sein de la couche de mélange
et réduit leur intensité.

Afin de reproduire l’effet de l’évolution spatiale du profil de vitesse sur la propagation des
ondes dans un jet faiblement non-adapté, Tam et al. [248] proposent de linéariser les équations
de Navier-Stokes autour du champ moyen (ρj , uj , vj , p0)(x, r) d’un jet rond turbulent adapté
à la pression externe p0. Le champ de vitesse moyen (uj , vj) est déterminé par les mesures
expérimentales de Eggers [78], Birch & Eggers [15], Lau et al. [145, 146] (ces corrélations ont été
reportées dans l’annexe C.6) puis ρj en est déduit par la relation de Crocco. Afin de modéliser
l’interaction des ondes avec la turbulence, les auteurs utilisent le modèle de viscosité turbulente
νt et supposent que le nombre de Reynold turbulent ReT = ucb

νt
est constant. Comme le problème

du jet turbulent fait intervenir deux échelles très différentes, la longueur d’onde des oscillations
de pression et l’échelle beaucoup plus longue d’évasement de la couche de mélange, Tam et
al. s’appuient sur des développements asymptotiques multi-échelles et baptisent leur méthode
“multiple-scales shock-cell model”. Après calculs, ils constatent que lorsque ReT est diminué
tout en conservant le même champ aérodynamique, les oscillations de pressions sont atténuées
mais leur pseudo-période ne change pas. De plus, le nombre de Reynolds le plus approprié pour
le calcul des ondes de pression est le même que celui qui permet d’obtenir le meilleur accord du
calcul du champ moyen avec les données expérimentales.
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Plus tard, Choi et Lele [39] ont obtenus des résultats similaires à l’aide des équations de stabilité
parabolisées (“Parabolized Stability Equations” ou PSE) basées sur le champ moyen fourni par
des calculs Navier-Stokes parabolisés (“Parabolized Navier-Stokes” ou PNS) couplés à un modèle
de turbulence v2f. Pour les détails concernant la méthodologie, le lecteur est invité à consulter
la référence [39]. Les ondes stationnaires sont associées au modes propres des équations PSE
dont la fréquence est nulle. La figure 3.36 montre l’évolution du 1er mode spatial de la pression
axiale lorsque la viscosité turbulente est réduite (du cas 1 au cas 4) tout en figeant le champ
aérodynamique. En accord avec l’étude de Tam et al., Choi et Lele montrent donc que la viscosité
turbulente amortit les oscillations de pression mais ne les déphase pas. La figure 3.37 présente
l’évolution du 1er mode spatial de la pression axiale calculé avec une viscosité nulle lorsque le
profil de vitesse est de plus en plus diffusé (du cas 1 au cas 3). Ces courbes montrent que la
diffusion du gradient de vitesse, d’une part, diminue la période des oscillations et, d’autre part,
les atténue mais dans une moindre mesure que la viscosité. Par ailleurs, les études de Tam et al.
[248] et de Choi et Lele [39] s’accordent pour dire que les modes d’ordre élevé ne sont présents
que dans la zone proche du jet et sont vite atténués en aval.

Finalement, on peut retenir que l’action diffusive de la turbulence se répercute directement
sur la propagation des ondes dans le jet et indirectement par l’intermédiaire de la diffusion du
profil de vitesse moyenne : la diffusion turbulente provoque essentiellement un amortissement
de l’amplitude des ondes ; la diffusion du profil de vitesse se traduit par un amortissement plus
modéré des ondes mais réduit surtout leur pseudo-longueur d’onde.

Fig. 3.36 – Effet de la viscosité [39]. Fig. 3.37 – Effet du profil de vitesse [39].

3.3.5 Discussion sur le choc en lentille des jets soniques faiblement sous-
détendu

Nous avons vu que lorsque les jets soniques sont faiblement sous-détendus, il apparâıt un
choc de forme convexe, baptisé “choc en lentille”. Cette topologie de choc a été observée lors
de l’expérience réalisée sur le banc MARCO (cf. figure 2.2), dans des simulations de jet sonique
plan et axisymétrique, ainsi que dans le jet propulsif d’avions réels sous certaines conditions de
vol. Le calcul d’un jet sonique plan initialement uniforme (voir figure 3.20) permet d’affirmer que
ce choc n’est ni dû à une ligne sonique courbée ni à la géométrie axisymétrique. On peut alors
supposer que c’est la non-linéarité de l’écoulement transonique qui en est l’origine. Cependant,
aucune des simulations présentées dans ce mémoire ne restitue le cas d’un jet plan parfaitement
non-visqueux à ligne de glissement isobare. Aussi, les effets visqueux ainsi que les effets de
l’écoulement extérieur jouent probablement un rôle dans l’apparition du choc en lentille mis en
évidence lors de cette étude. Pour isoler les facteurs à l’origine du choc en lentille, il est nécessaire
d’effectuer le calcul d’un jet sonique plan limité par une ligne de glissement isobare parfaite, ce
qui n’a pas été fait dans le cadre de cette thèse.
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3.4 Analyse des structures d’ondes internes aux jets MARCO

Dans la première partie de ce chapitre, la théorie des caractéristiques a été utilisée pour
décrire le comportement des écoulements supersoniques plans. L’extension de cette théorie à
la géométrique axisymétrique, bien qu’ayant fait ses preuves en tant que méthode de calcul,
s’est avérée inapplicable en tant que méthode d’analyse du champ aérodynamique. D’autre
part, les résultats expérimentaux et numériques ont montrés que l’introduction de perturbations
azimutales dans la partie initiale du jet axisymétrique rend l’écoulement tridimendionnel. Un
des deux buts de ce chapitre étant d’identifier les mécanismes tridimensionnels qui modifient la
structure des chocs internes au jet, la théorie des caractéristiques 3D a d’abord été étudiée dans
l’espoir de pouvoir l’utiliser par la suite comme outil d’analyse de l’écoulement.

3.4.1 Theorie des caractéristiques 3D

3.4.1.1 Equations d’Euler en coordonnées polaires 3D

Fig. 3.38 – Définition des coordonnées polaires 3D.

Les équations d’Euler en coordonnées polaires 3D (s, n, b)32 (voir figure 3.38) s’écrivent [125] :

−1−M2

γM2

1
p

∂p

∂s
+
∂ϕ

∂n
+ sinϕ

∂θ

∂b
= 0 (3.115)

1
γM2

1
p

∂p

∂n
+
∂ϕ

∂s
= 0 (3.116)

1
γM2

1
p

∂p

∂b
+ sinϕ

∂θ

∂s
= 0 (3.117)

La conservation de l’enthalpie totale (3.19) et de l’entropie (3.20) le long des lignes de courant
ont naturellement les mêmes équations qu’en écoulement plan. L’équation (3.115) représente la
conservation de la masse, les hypothèses d’écoulement isentropique et isoénergétique étant impli-
cites. Les équations (3.116) et (3.117) expriment, quant à elles, l’équilibre des forces centrifuges
et des gradients transverses de pression suivant les directions transverses respectives −→n et −→b .
Dans le cas particulier de l’écoulement plan (x, y), θ = 0 de sorte que (3.115) et (3.116) se simpli-
fient respectivement en (3.17) et (3.18). Dans le cas particulier de l’écoulement axisymétrique,
∂θ/∂b = 1/r et ∂θ/∂s = 0 de sorte que (3.115) et (3.116) deviennent respectivement (3.95)

32Contrairement à ce que les notations semblent suggérer, (s, n, b) n’est pas, de manière générale, le système de
coordonnées intrinsèques 3D formé de la tangente, de la normale, et de la binormale à la ligne de courant.
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et (3.96). Dans ces deux cas particuliers, (s, n, b) est confondu avec le système de coordonnées
intrinsèques lié aux lignes de courant.

3.4.1.2 Equations de compatibilité 3D

Fig. 3.39 – (a) Définition des coordonnées liées au plan Π, (b) cône de Mach, plan caractéristique,
et direction bicaractéristique.

Pour trouver les surfaces caractéristiques et les équations de compatibilité associées aux
équations d’Euler 3D, on suit la même démarche qu’en écoulement plan, dans l’espace. On
considère une surface plane Π repérée par deux vecteurs unitaires normaux (−→σ ,−→β ), tels que
(−→s ,−→σ ) = χ et (−→b ,−→β ) = ω, voir figure 3.39. On note −→η , la normale unitaire au plan qui
forme une base (−→σ ,−→η ,−→β ) orthonormée directe. Les dérivées partielles dans ce plan Π(χ, ω)
s’expriment en fonction des dérivées polaires [125] :

∂.

∂σ
= cosχ

∂.

∂s
+ sinχ cosω

∂.

∂n
+ sinχ sinω

∂.

∂b
(3.118)

∂.

∂β
= − sinω

∂.

∂n
+ cosω

∂.

∂b
(3.119)

ce qui, lorsqu’on les applique aux trois variables p, ϕ, θ, permet de définir 6 équations venant
s’ajouter aux 3 équations (3.115),(3.116),(3.117). On obtient alors un système de 9 équations
dont les 9 inconnues sont les dérivées spatiales de p, φ, θ par rapport à (s, n, b). Le plan Π(χ, ω)
est caractéristique si ce système est indéterminé, autrement dit, si son déterminant est nul, ce
qui arrive seulement si M > 1 lorsque χ = arcsin(1/M) = α.

Pour obtenir la condition de compatibilité, on exprime les dérivées spatiales des équations
(3.115),(3.116),(3.117) dans le système (σ, η, β), avec χ = α :

∂.

∂s
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∂σ
− sinα

∂.

∂η
(3.120)
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= sinα cosα
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(3.121)
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= sinα sinω

∂.

∂σ
+ sinω cosα

∂.

∂η
+ cosω

∂.

∂β
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puis on effectue la combinaison linéaire :
sin α (3.115) + cos α cos ω (3.116) + cos α sin ω (3.117)
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pour finalement arriver à la condition de compatibilité le long d’une direction dite “bica-
ractéristique” −→σ déterminée par (χ = α, ω) (voir figure 3.39(b)) :

√
M2 − 1
γM2

∂p

∂σ
+ cosω

∂ϕ

∂σ
+ sinω sinϕ

∂θ

∂σ
= sinα sinω

∂ϕ

∂β
− sinα sinϕ cosω

∂θ

∂β
(3.123)

On vérifie bien que la condition de compatibilité ne fait pas intervenir la dérivée normale au
plan caractéristique Π(χ = α, ω), ∂./∂η, ce qui traduit l’indétermination du problème de Cauchy
dans cette direction.
Par ailleurs, on retrouve les équations de compatibilité planes ou axisymétriques, le long des
caractéristiques montantes C+ et descendantes C− respectivement pour ω = 0 et ω = π.

En supposant que l’on connaisse l’état de l’écoulement dans un plan Π0 non caractéristique
et à condition de pouvoir évaluer les dérivées normales à la direction bicaractéristique ∂./∂β
qui figurent au second membre de (3.123), il suffit d’exprimer (3.123) suivant 3 directions
bicaractéristiques quelconques pour déterminer les 3 inconnues (p, ϕ, θ) en un point Q situé
dans un voisinage aval du plan Π0. Théoriquement, on peut choisir autant de directions bica-
ractéristiques supplémentaires que l’on souhaite pour déterminer l’état en Q, le nombre minimal
requis étant de 3 au total, puisque celles-ci sont des combinaisons linéaires des 3 équations
générales (3.115),(3.116),(3.117). Numériquement, les erreurs de calcul conduisent à utiliser une
méthode de type moindres carrées pour résoudre le système surabondant ainsi formé. Des va-
riantes de la méthode de calcul par caractéristiques 3D (Sauer, Thornhill, Butler) concernent
essentiellement le choix des directions bicaractéristiques et le mode de calcul des dérivées trans-
verses ∂./∂β. D’autres variantes (Coburn et Dolph, Holt, Bruhn et Haack, Schaetz, Albrecht et
Urich, Sauer) sont partiellement ou totalement basées sur des lignes non caractéristiques.

En particulier, Butler [29] a montré que l’on pouvait se passer du calcul des dérivées ∂./∂β
en exprimant la condition (3.123) suivant les 4 directions bicaractéristiques (ωi = (i−1)π/2, i =
1, 2, 3, 4) puis en les combinant linéairement :

(3.123)1−(3.123)3
(3.123)2−(3.123)4

(3.123)1+(3.123)2+ (3.123)3+(3.123)4 − sinα(3.115)

On obtient ainsi un système de 3 équations qui ne comportent plus que des dérivées suivant les
4 directions bicaractéristiques (−→σ i)i=1,4 et suivant la ligne de courant. La figure 3.40 représente
les repères polaires associés aux directions indiquées par Butler.

Fig. 3.40 – Schéma des repères associés aux directions indiquées par Butler.

On vérifie aisément que la combinaison ((3.123)1−(3.123)3)) (resp. ((3.123)2−(3.123)4)) est
équivalente à l’équation de quantité de mouvement transverse (3.116) (resp. (3.117)). D’autre
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part,
∑4

i=1(3.123)i est équivalente à la conservation de la masse (3.115). Chacune des équations
générales (3.115),(3.116),(3.117) peut donc être exprimée en fonction des variations le long des
4 caractéristiques de Butler (−→σ i, i = 1, 4).

De manière générale, la théorie des caractéristiques 3D se révèle trop compliquée pour pouvoir
analyser un écoulement totalement tridimensionnel. Dans le cas particulier d’un jet rond contrôlé
par 4 injections radiales équiréparties en azimut (et sans dérapage) sur les 8, l’écoulement possède
8 plans de symétrie de deux types : les plans des injecteurs actifs et les plans des injecteurs
inactifs. On va donc s’appuyer sur cette particularité géométrique afin de rendre la théorie des
caractéristiques exploitable pour analyser le jet contrôlé dans ses plans de symétrie.

3.4.2 Théorie des caractéristiques dans un plan de symétrie

Nous présentons dans cette section les équations du mouvement dans un plan de symétrie
en partant des équations d’Euler classiques. Ainsi, le lecteur pourra comprendre comment sont
établies les équations servant à l’analyse du jet contrôlé, indépendamment de la théorie générale
3D introduite précédemment. Le lien entre ces relations et les équations polaires 3D est établi
en fin de section.

3.4.2.1 Equations d’Euler dans un plan de symétrie

Pour commencer, on considère un plan de symétrie (z = 0) auquel on associe le système
cartésien (x, y, z). Toutes les dérivées normales au plan ∂./∂z sont nulles, exceptées celles des
vecteurs colinéaires à −→z :

∂X
∂z = 0 avec X ∈ {ρ, u, v, p} (3.124)

w = 0 mais ∂w
∂z 6= 0 en général (3.125)

Les équations d’Euler (3.1),(3.2) se simplifient alors en :
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On reconnâıt les équations planes avec un terme supplémentaire ρ∂w∂z qui représente le débit-
masse volumique sortant par les faces z = 0∓. En passant aux coordonnées intrinsèques planes
(s, n, z), les équations dans le plan de symétrie deviennent :
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avec ϕ = (−→x ,−→V ). Comme en écoulement plan, le système formé des 3 équations (3.129),(3.130),(3.131)
peut être réduit à 2 équations :
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Les équations de conservations de l’enthalpie totale et de l’entropie gardent la même forme qu’en
écoulement plan (resp. (3.19) et (3.20)).

3.4.2.2 Conditions de compatibilité dans un plan de symétrie

En suivant la même démarche qu’en écoulement plan, on obtient deux familles de lignes ca-
ractéristiques (C−) et (C+) localement tangentes aux vecteurs−→s − et−→s + définis par (−→V ,−→s −) =
−α et (−→V ,−→s +) = +α, dont les équations de compatibilité associées sont :

(C−) :
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où D représente le terme source lié au débit transverse (orthogonal) au plan de symétrie :

D = − sinα
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En reprenant ce raisonnement à partir des coordonnées cylindriques (x, r, θ), le terme source
s’exprime comme la somme du terme de débit orthoradial axisymétrique Daxi = − sinα sinϕ

r et
d’un terme de débit orthoradial non-axisymétrique Dna = − sinα

r
1
V
∂uθ
∂θ :

D = −sinα
r

(
sinϕ+

1
V

∂uθ
∂θ

)
(3.137)

D (resp Dna) est positif quand le débit transverse rentre dans la tranche plane [−dz,+dz]
d’épaisseur infinitésimale dz → 0+, i.e. 1

V
∂w
∂z < 0 (resp. le quartier θ = 0∓, + 1

V
∂uθ
∂θ < 0).

3.4.2.3 Reformulation des équations du mouvement

On souhaite maintenant exprimer le comportement de l’écoulement à partir de la propa-
gation de ses ondes, comme nous l’avons fait en écoulement plan (cf. section 3.2.1.6). Afin
d’exprimer le taux de convergence/divergence des faisceaux d’ondes, on se place dans le système
de coordonnées lié aux lignes caractéristiques (s−, s+)33. En rappelant que les pentes des lignes
caractéristiques C∓ sont mesurées par les angles ψ∓ = ϕ∓ α, on définit par :

– ∂ψ−

∂s+
le taux de divergence des ondes descendantes,

– ∂ψ+

∂s− le taux de convergence des ondes montantes.
Conformément à la figure 3.2, si ∂ψ−

∂s+
> 0 (resp.< 0), les ondes descendantes divergent (resp.

convergent). De même, si ∂ψ
+

∂s− > 0 (resp. < 0), les ondes montantes convergent (resp. divergent).

Pour passer localement du système (s, n) à (s−, s+), il suffit de noter que pour M 6= 1, on
a (cf. figure 3.1) :

−→s =
1

2 cosα
(−→s − +−→s +

)
et −→n =

1
2 sinα

(−→s + −−→s −
)

(3.138)

Ainsi, les dérivées partielles dans les deux systèmes sont reliées par :

∂.

∂s
= grad(.).−→s =

1
2 cosα

(
∂.

∂s−
+

∂.

∂s+

)
et

∂.

∂n
= grad(.).−→n =

1
2 sinα

(
∂.

∂s+
− ∂.

∂s−

)
(3.139)

33(s−, s+) ne forme pas un système de coordonnées curvilignes contrairement à (x−, x+) abondamment utilisé
en écoulement plan.
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Equation du mouvement tangentielle. Les accélérations et ralentissements du fluide sont
gouvernés par la conservation de la masse (3.132), le bilan de quantité de mouvement tangentielle
(3.133), et la conservation de l’entropie (3.15) (ou de manière équivalente par (3.132),(3.14),(3.15)).
Tant que le fluide a une évolution continue, la pression totale (3.30) se conserve le long des lignes
de courant, d’où :

∂α

∂s
=

1 + γ−1
2 M2

√
M2 − 1

1
γM2p

∂p

∂s
(3.140)

D’autre part, en appliquant les relations (3.139) à α et ϕ, on a :

∂α

∂s
=

1
2 cosα

(
∂α

∂s−
+

∂α

∂s+

)
(3.141)

∂ϕ

∂n
=

1
2 sinα

(
∂ϕ

∂s+
− ∂ϕ

∂s−

)
(3.142)

Enfin, l’introduction de (3.141) et (3.142) dans l’équation de conservation de la masse (3.132)
conduit à la relation :

1
γM2p

∂p

∂s
=

1
(γ + 1)M

(
∂ψ+

∂s−
− ∂ψ−

∂s+
+ 2D

)
(3.143)

L’équation (3.143) décrit l’évolution de la pression le long d’une ligne de courant : des faisceaux
d’ondes incidentes (C−) et (C+) convergentes (respectivement ∂ψ−

∂s+
< 0 et ∂ψ+

∂s− > 0) ainsi qu’un
débit transverse rentrant D > 0 contribuent à accrôıtre la pression d’une particule (et donc à la
ralentir) au cours de son mouvement ∂p

∂s > 034. L’évolution opposée est évidente.

Equation du mouvement normale. On suit ici la même démarche pour déterminer l’évolution
de la direction de l’écoulement à l’aide de l’équation de quantité de mouvement normale (3.133).
Dans l’hypothèse d’un écoulement isoénergétique et homentropique, la pression génératrice se
conserve d’une ligne de courant à une autre, d’où :

∂α

∂n
=

1 + γ−1
2 M2

√
M2 − 1

1
γM2p

∂p

∂n
(3.144)

et en introduisant les relations déduites de (3.139) :

∂ϕ

∂s
=

1
2 cosα

(
∂ϕ

∂s−
+

∂ϕ

∂s+

)
(3.145)

∂α

∂n
=

1
2 sinα

(
∂α

∂s+
− ∂α

∂s−

)
(3.146)

dans l’équation de quantité de mouvement normale (3.133), on obtient :

∂ϕ

∂s
=
√
M2 − 1

(γ + 1)M

(
∂ψ+

∂s−
+
∂ψ−

∂s+

)
(3.147)

L’équation (3.147) décrit la courbure des lignes de courant : en un point de l’écoulement, un
faisceau d’ondes montantes convergentes ∂ψ+

∂s− > 0 ou un faisceau d’ondes descendantes diver-
gentes ∂ψ−

∂s+
> 0 contribuent à courber la ligne de courant dans le sens direct ∂ϕ

∂s > 0. L’évolution
opposée est évidente.

34De ce fait, les faisceaux d’ondes convergentes peuvent toujours être qualifiés de “faisceaux de compression”,
dans le sens où ils contribuent à augmenter la pression sur les lignes de courant mais ne l’impliquent pas forcément
à cause du débit transverse.
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3.4.2.4 Interprétations des nouvelles équations du mouvement

Une première interprétation des équations du mouvement en termes de convergence/divergence
d’ondes de Mach a été donnée lors de leur établissement. Une autre interprétation en est proposée
ici afin de décrire, par la suite, l’écoulement du jet contrôlé.

Effet du débit entrant sur la convergence des ondes. Si l’on considère le cas d’un
écoulement possédant un plan de symétrie dans lequel il existe une section s = s0 d’un tube
de courant où l’écoulement est localement uniforme (∂ϕ∂n = ∂p

∂n = 0), alors les équations du
mouvement se réduisent à :

1
p

∂p

∂s
=

γM2

M2 − 1

(
− 1
V

∂w

∂z

)
(3.148)

et

∂ψ+

∂s−
= −∂ψ

−

∂s+
=

1 + γ−1
2 M2

M2 − 1
D (3.149)

L’équation (3.148) nous dit qu’un débit entrant dans le plan de symétrie d’un écoulement su-
personique dont les lignes de courant sont canalisées (ϕ imposé) induit une compression et donc
un ralentissement de l’écoulement. En effet, dans une tranche [−dz,+dz], l’écoulement reçoit
une masse supplémentaire

(
−2ρ∂w∂z dz

)
par unité de longueur parcourue qu’il doit faire passer à

travers une section 4∆ydz constante. Son seul recours est alors d’augmenter ρV en ralentissant
l’écoulement supersonique. L’équation (3.149) exprime la convergence des ondes provoquée par
l’apport transverse de fluide. Inversement, au voisinage aval d’un écoulement axisymétrique di-
vergent (ϕ > 0) localement uniforme dans une section s = s0 d’un tube de courant, le terme de
débit sortant axisymétrique D = − sinα sinϕ/r < 0 tend à faire diverger les ondes montantes
et descendantes.

Réflexion des ondes sur une paroi. Comme cela a déjà été dit dans la section 3.2.1.7,
la réflexion d’un faisceau d’ondes descendantes (C−) sur une ligne de courant (C0) peut être
interprétée comme son croisement avec un faisceau d’ondes (C+) fictif. La figure 3.41 illustre
une telle situation. Après passage de la zone d’interaction (1243), le faisceau fictif devient le
faisceau d’ondes (C+) réfléchi. L’équation (3.147) permet d’exprimer localement35 le taux de
convergence du faisceau (C+) réfléchi ∂ψ+

∂s− en fonction du taux de divergence du faisceau (C−)
incident ∂ψ−

∂s+
et de la courbure de la ligne de courant ∂ϕ

∂s :

∂ψ+

∂s−
= −∂ψ

−

∂s+
+

(γ + 1)M√
M2 − 1

∂ϕ

∂s
(3.150)

En considérant qu’une paroi impose la direction de la vitesse en tout point de la ligne de
courant (C0), la relation (3.150) formalise le fait qu’un faisceau incident convergent ∂ψ−

∂s+
< 0

ainsi qu’une paroi convexe ∂ϕ
∂s > 0 contribuent à faire converger le faisceau réfléchi ∂ψ+

∂s− > 0.

35Si l’on considère un faisceau incident de largeur ∆s− non-nulle comme représenté sur la figure 3.41, l’angle

d’ouverture ∆−ψ+ = ∂ψ+

∂s− ∆s− que décrit l’équation 3.150 est celui du faisceau fictif avant croisement avec le

faisceau incident, i.e. ∆ψ+ = ψ2 −ψ3. De plus, sur la figure 3.41, ∆s+ est lié à ∆s− de façon à conserver le débit
entre [13] et [34]. Cependant, lorsqu’on se restreint à une analyse locale, ∆s− → 0−, alors ∆s+ → 0−, et le taux

de convergence du faisceau fictif ∆ψ+

∆s+
= ∂ψ+

∂s− entre 1 et 2 tend vers celui du faisceau réfléchi entre 3 et 4.
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Fig. 3.41 – Schéma de réflexion d’un faisceau d’ondes (C−) et écoulement fictif.

Réflexion des ondes sur une ligne de glissement. De manière analogue, l’équation (3.143)
permet d’exprimer la convergence des ondes réfléchies sur une ligne de glissement (C0) le long
de laquelle on impose la pression :

∂ψ+

∂s−
=
∂ψ−

∂s+
− 2D +

γ + 1
γ

1
Mp

∂p

∂s
(3.151)

La relation (3.151) montre que la divergence du faisceau d’ondes incident ∂ψ−

∂s+
> 0, un débit

transverse sortant D < 0, ou un accroissement de la pression le long de (C0) contribuent à faire
converger le faisceau réfléchi ∂ψ+

∂s− > 0.

Les relations (3.150) et (3.151) permettent de retrouver la réflexion des ondes en écoulement
plan pour lequel D = 0. Lorsque D 6= 0, on constate que le terme de débit transverse, disons
entrant D > 0, provoque la convergence des ondes quand les lignes de courant sont canalisées
(ϕ imposé) alors qu’il contribue à leur divergence lors de la réflexion sur une ligne de glissement
isobare (p =constante). Cette apparente contradiction est levée en rappelant que la direction des
ondes ψ∓ = ϕ∓ α est entièrement gouvernée (en écoulement homentropique et isoénergétique)
par la direction de la vitesse ϕ et la pression p. Dans le cas où les lignes de courant sont canalisées
dans une direction, D > 0 provoque la convergence des ondes à l’intérieur du domaine. Sur ses
bords où ϕ = 0, les ondes de compression (dans le cas où D > 0) se réfléchissent sans que D
n’intervienne (cf. (3.147)). Dans le cas où les ondes se réfléchissent sur une ligne de glissement
isobare (∂p∂s = 0), tout débit de fluide sortant par les côtés du plan D < 0 contribue à courber la
ligne de glissement vers le haut ∂ϕ

∂s > 0 :

∂ϕ

∂s
=

2
√
M2 − 1

(γ + 1)M
∂ψ−

∂s+
− 2

√
M2 − 1

(γ + 1)M
D +

√
M2 − 1
γM2p

∂p

∂s
(3.152)

Cette réaction de la ligne de glissement pour conserver le gradient de pression imposé est telle
qu’elle tend à faire converger les ondes réfléchies selon la relation (3.150).

3.4.2.5 Lien avec la théorie 3D

Si (x, y) est un plan de symétrie de normale −→z , alors on a en coordonnées polaires 3D :

θ = 0 et
∂ϕ

∂b
=
∂p

∂b
= 0 d’où sinϕ

∂θ

∂b
=

1
V

∂

∂b
(V sinϕ tan θ) =

1
V

∂w

∂z

et les équations du mouvement 3D (3.115,3.116,3.117) se confondent avec les équations (3.132,3.133).
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3.4.3 Application aux jets MARCO sans et avec contrôle

L’ensemble des éléments exposés depuis le début de ce chapitre est maintenant utilisé pour
comprendre l’organisation des ondes de Mach et la formation des chocs dans les jets testés sur la
configuration MARCO sans et avec injections radiales. Plus précisément, on souhaite expliquer
les images strioscopiques issues des simulations RANS du jet de référence et du jet contrôlé
faiblement sous-détendus (NPR=3.1), figures 2.25(c,d,e) du chapitre 2, celles-ci étant plus lisibles
que les strioscopies expérimentales à cause du caractère tridimensionnel de l’écoulement. La
configuration contrôlée (cas F1) comporte 4 injecteurs actifs parmi les 8. Les lignes de Mach
(intersection des conöıdes de Mach avec le plan de symétrie) ont été tracées, figure 3.42, dans
un plan de symétrie longitudinal du jet de référence à NPR=3.1 et pour le jet contrôlé dans un
plan de symétrie passant à travers deux injecteurs actifs et dans un plan de symétrie passant à
travers deux injecteurs inactifs. Les lignes caractéristiques (C+) (resp. (C−)) ont été obtenues
en traçant des lignes de courant à partir d’un champ de vecteurs déduit du champ de vitesse−→
V par rotation de l’angle de Mach local α = arcsin(1/M) (resp. −α). Ces plans sont de plus
colorés par le nombre de Mach.

(a) jet de référence (b) jet contrôlé (c) jet contrôlé
plan des injecteurs actifs plan des injecteurs inactifs

Fig. 3.42 – Contours du nombre de Mach et lignes de Mach dans le jet sans et avec contrôle à
NPR = 3.1.

Afin d’expliquer la forme du réseau de lignes caractéristiques de la figure 3.42, tous les termes
de l’équation (3.151) ont été représentés sur la figure 3.43 :

∂ψ+

∂s−
=

∂ψ−

∂s+︸ ︷︷ ︸
dΨ−/ds+

+(−2Daxi)︸ ︷︷ ︸
Axi.Tr.

+(−2Dna)︸ ︷︷ ︸
NA.Tr.

+
γ + 1
γ

1
Mp

∂p

∂s︸ ︷︷ ︸
P. Term

(3.151)

On rappelle que ces grandeurs n’ont de sens que dans les régions supersoniques de l’écoulement.
Les termes sources Axi.Tr. et NA.Tr. singuliers en r = 0 n’ont pas été calculés sur l’axe.

En haut de la figure 3.43, le taux de convergence des ondes montantes ∂ψ+

∂s− en un point
(x, r) quelconque du plan de symétrie se déduit directement du taux de divergence des ondes
descendantes ∂ψ−

∂s+
au point (x,−r) par symétrie autour de l’axe du jet (O,−→x ) :

∂ψ+

∂s−
(x, r) = −∂ψ

−

∂s+
(x,−r) (3.153)

Si l’on regarde les ondes descendantes, on remarque que le taux de divergence (∂ψ
−

∂s+
> 0)

des ondes qui impactent la couche cisaillée inférieure prend des valeurs très élevées et qu’il
en est de même pour le taux de convergence (∂ψ

−

∂s+
> 0) des ondes réfléchies sur la couche ci-

saillée supérieure. Ceci peut s’interpréter en écoulement plan. Tout d’abord, en raisonnant sur
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un écoulement homentropique et iso-énergétique et en reprenant le schéma du croisement de
deux faisceaux d’ondes, figure 3.3, on s’aperçoit que si l’onde montante est divergente et l’onde
descendante est convergente, comme c’est le cas dans la couche cisaillée représentée dans le
demi-plan R/D > 0, alors M3 < M2 : les couches supérieures (i.e. à l’extérieur du jet) sont plus
lentes que les couches inférieures (à l’intérieur du jet). Ceci isole le lien entre le cisaillement pur36

et les ondes de Mach. En outre, le cisaillement pur provoque une déviation des lignes de courant,
ϕ4 < ϕ1, qui est compensée par le rotationnel inclu dans la couche mince de cisaillement (Ω = S
si couche rectiligne). On peut aussi l’exprimer en disant que l’effet du cisaillement pur tend à
créer une différence de pression statique p2 < p3 (car P2 < P3 et pi constante) qui est compensée
par le gradient de pression génératrice normal à la couche mince pi2 > pi3. En particulier, si la
couche mince cisaillée est rectiligne alors l’effet du rotationnel (ou du gradient de pi) double le
gradient normal de vitesse prévu par le raisonnement homentropique.

L’équation (3.151) a été établie pour un écoulement de fluide parfait, iso-énergétique et ho-
mentropique. Cette hypothèse n’est évidemment plus vérifiée lorsque l’écoulement est visqueux,
conducteur de chaleur et comporte des chocs comme c’est le cas dans nos calculs RANS. Aussi,
pour vérifier le domaine de validité de l’équation (3.151), la différence (notée ∆) entre le membre
de droite et le membre de gauche a été calculée dans les trois plans de symétrie et est représentée
sur la dernière ligne de la figure 3.43 avec la même échelle de valeurs que les différents termes de
l’équation. On constate que l’égalité (3.151) est bien vérifiée dans la majeure partie de la région
initiale du jet calculée en RANS et qu’elle n’est plus valable seulement dans 3 types de régions
confinées :
- les chocs qui brisent l’hypothèse d’écoulement isentropique et rendent les dérivées spatiales
indéfinies (au niveau numérique, ils donnent des dérivées spatiales très grandes),
- les couches de mélange où l’hypothèse d’écoulement homentropique et iso-énergétique n’est
plus valable,
- les lignes soniques où le calcul numérique des taux de convergence/divergence des ondes
nécessite une résolution spatiale trop grande (α→ π/2).
Il est surprenant de noter que l’égalité (3.151) est toutefois conservée assez profondément dans
les couches de mélange.

Les résultats du jet fortement sous-détendu à NPR=5.0 sont aussi exposés car ils ont l’avan-
tages de montrer des phénomènes identiques mais amplifiés grâce aux nombres de Mach su-
personiques plus élevés. Un post-traitement identique a été appliqué dans les mêmes plans de
symétrie (voir figure 3.44) et correspondent aux strioscopies présentées par la figure 2.27 du cha-
pitre 2. On peut remarquer que l’écoulement dans le prolongement en aval du disque de Mach
présente des gradients positifs et négatifs élevés. Ceci est dû au fait que le disque de Mach n’est
pas parfaitement stationnaire, oscille sur une maille dans la direction longitudinale et crée des
couches d’entropies différentes (cisaillées). Comme la zone de dépendance du disque de Mach
est entièrement issue de la portion de la couche de mélange située entre le convergent et les
injecteurs, ce phénomène est probablement causé par la faible instationnarité des recirculations
confinées dans ces régions. Cependant il n’altère en rien la discussion menée sur l’écoulement
moyen.

Nous allons maintenant discuter des éléments essentiels composant les structures compres-
sibles des jets de référence et des jets contrôlés précédemment observés sur les strioscopies.

36Ici “cisaillement pur” signifie grad
−→
V =

�
0 S
S 0

�
(x,r)
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jet de référence jet contrôlé jet contrôlé
plan des injecteurs actifs plan des injecteurs inactifs

Fig. 3.43 – Cartographie des termes de l’équation (3.151) dans les plans de symétrie des jets à
NPR=3.1 sans et avec contrôle.
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jet de référence jet contrôlé jet contrôlé
plan des injecteurs actifs plan des injecteurs inactifs

Fig. 3.44 – Cartographie des termes de l’équation (3.151) dans les plans de symétrie des jets à
NPR=5.0 sans et avec contrôle.
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3.4.4 Analyse des ondes dans les plans de symétrie des jets de référence

Avant de commencer, une information essentielle doit être mentionnée. Comme le jet princi-
pal est supersonique, les perturbations générées sur sa frontière se propagent vers l’intérieur, le
long des surfaces caractéristiques ou dans les plans de symétrie, le long des lignes de Mach. En
écoulement plan, les faisceaux d’ondes initialement convergents (ou divergents) sur la frontière
le restent tout au long de leur propagation avec une amplitude ∆∓ϕ ou ∆∓P constante. Cette
propriété n’est plus vraie dans un plan de symétrie (notamment en écoulement axisymétrique)
lorsque le terme D de débit transverse n’est pas nul. Toutefois, dans les quatre calculs présentés
ici, les lignes caractéristiques ont été tracées sur le champ de ∂ψ−

∂s+
et on a vérifié que, dans le

champ proche, les zones ∂ψ−

∂s+
> 0 ou les zones ∂ψ−

∂s+
< 0 correspondent à des zones délimitées par

les lignes de Mach d’une des deux familles montante ou descendante. Dans la discussion qui suit,
nous supposons donc que les perturbations imposées à la surface du jet déterminent initialement
et ultérieurement la nature des ondes émises vers l’intérieur du jet bien que ce ne soit pas un
résultat général.

Dans le jet à NPR=3.1, figures 3.42 et 3.43, on distingue nettement le choc en lentille ca-
ractéristique des jets soniques faiblement sous-détendus. En partant du col, l’écoulement traverse
la ligne sonique puis la ligne des cols (on distingue la région (a’) Axi.Tr. ∼ ϕ < 0 entre les deux)
et on constate le même phénomène que ce qui a été montré en écoulement plan (section 3.3.2.1) :
les faisceaux d’ondes émis par la ligne sonique sont des faisceaux convergents (voir (a) indiqué
figures 3.43 et 3.44) qui se réfléchissent d’abord en faisceau d’ondes divergentes (b) sur la pa-
roi concave du col37 (d’après l’équation (3.70)) puis en faisceau d’ondes convergentes (c) sur le
méplat final de la tuyère. La détente initiale du jet sous-détendu commence sur les parois du
col (b), est momentanément interrompue par le méplat (c) et se poursuit sur l’arête finale du
convergent ainsi que le long de la surface de cisaillement initiale (d). Le croisement des ondes
convergentes issues du méplat se croisent sur l’axe du jet (c’) et cumulent leurs effets : conver-
gence de l’écoulement vers l’axe (zone Axi.Tr. ∼ ϕ < 0) et compression (P.Term∼ ∂p

∂s > 0).
L’effet axisymétrique de concentration des ondes sur l’axe (cf. section 3.3.2.3) peut faire focali-
ser les faisceaux convergents en un choc oblique devenant droit sur l’axe et y occasionner une
perte de pression totale (assez inattendue a priori). C’est ce qui arrive dans les calculs ZDES
(cf. strioscopies (f) et(i) de la figure 2.25).
Le champ de pression extérieure a été représenté figure 3.45. L’impact (i.e. ralentissement) de
l’écoulement extérieur sur le jet ainsi que la diffusion de la forte pression totale de l’extérieur
vers l’écoulement de ventilation conduit à un gradient de pression statique positif le long de
la frontière du jet tendant à faire converger les ondes qui s’y réfléchissent. Dans les calculs, le
modèle de turbulence a une grande influence sur la topologie de la zone de recirculation en aval
du canal de ventilation, peut donc modifier ce gradient de pression et renforcer la convergence
des ondes réfléchies. Ainsi, on a observé dans le jet faiblement sous-détendu à NPR=3.1 que
la forme convexe du choc en lentille peut dévier sous l’effet de l’écoulement extérieur vers une
forme angulaire similaire à un disque de Mach sans choc incident. Dans le jet fortement sous-
détendu (NPR=5.0), figure 3.44, on identifie bien la structure à disque de Mach classique mais le
choc incident n’est pas clairement visible. En fait, il n’est pas possible de dire si l’apparition du
point triple est provoquée par les ondes convergentes situées immédiatement en aval du dernier
faisceau de détente (k) ou par le faisceau convergent (e) provoqué par le gradient de pression
extérieur et qui focalise tardivement. Par ailleurs, on peut remarquer que l’expansion radiale
du jet est si large que la couche de mélange vient en contact avec les injecteurs inactivés. Ceci
provoque l’émission d’un faisceau d’ondes convergentes se propageant vers l’intérieur du jet de
la même manière qu’avec le méplat de la tuyère convergente.

37Le col de la maquette a un rayon de courbure de 3mm suivi d’un méplat horizontal de 2.8mm.
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Fig. 3.45 – Contours de la pression totale, du nombre de Mach et de la pression statique dans
le jet de référence à NPR = 3.1.

3.4.5 Analyse des ondes dans les plans de symétrie des jets contrôlés

Lorsque les 4 injections sont activées dans le jet faiblement sous-détendu, la structure des
ondes change radicalement et le choc en lentille laisse place à une “forme de choc en diamant”
pentagonale (cf. strioscopies (b,d,e) de la figure 2.25). Chaque injection radiale pénétrant dans
le jet primaire y génère un choc droit devenant oblique (f) et qui se courbe dans la direction
des ondes de Mach en raison de l’aspect fini de la perturbation. On peut voir que ce choc (f) se
propage latéralement dans le plan des injecteurs inactifs et y intercepte le faisceau d’ondes de
compression (c) issues de la lèvre. Dans la région d’impact de l’onde (f) avec la frontière du jet,
un faisceau d’ondes convergentes de compression (g) est émis et focalise juste au niveau d’un
choc droit en donnant une structure semblable à une réflexion de Mach. L’écoulement en aval du
choc réfléchi est localement subsonique dans le plan des injecteurs actifs mais se réamorce vite
par convergence des lignes de courant (non tracées). Ce choc réfléchi est beaucoup plus visible
dans le plan des injecteurs inactifs. Ce sont les ondes de compression (f) et (g) et le choc fort (∼
disque de Mach) qui forment la “structure en diamant”. Celle-ci est en outre schématisée figure
3.46(a). Dans le jet contrôlé à NPR=5.0, figure 3.46(b), on identifie les mêmes ondes (f) et (g)
mais la détente plus forte modifie leurs positions respectives et montre que la naissance de l’onde
de compression (g) est décorrélée de l’onde (f) (de toute manière, la réflexion d’une onde conver-
gente sur une ligne de glissement ne peut être à l’origine de la convergence du faisceau réfléchi38).

Afin d’identifier les facteurs faisant converger le faisceau d’ondes (g) qui focalise par la suite,
les termes de l’équation de réflexion (3.151) ont été calculés, à partir des résultats des simulations,
au pied des ondes C+ dans le plan des injecteurs actifs et dans le plan des injecteurs inactifs
(voir flèches figures 3.42(b,c)). Les valeurs ont été prises en dehors de la couche de mélange afin
de respecter les hypothèses d’homentropie et d’iso-énergie. Les valeurs locales de tous les termes
ont été reportés dans le tableau 3.2. On peut vérifier que la somme des termes du membre
de droite de l’équation (3.151) égale le terme du membre de gauche à 2% près ce qui valide a
posteriori les hypothèses.

38Un faisceau d’ondes convergentes ne peut se réfléchir sur une ligne de glissement en un faisceau d’ondes
convergentes que si le débit transverse sortant ou/et le gradient de pression positif ∂p/∂s est/sont suffisamment
fort(s).
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(a) jet contrôlé à NPR=3.1 (b) jet contrôlé à NPR=5.0

Fig. 3.46 – Schéma des ondes de compression dans les jets contrôlés.

Plans de symétrie ∂ψ+

∂s−
∂ψ−

∂s+
(−2Daxi) (−2Dna) γ+1

γ
1
Mp

∂p
∂s

plan des injecteurs actifs 78 -4 -13 51 43
plan des injecteurs inactifs 56 26 11 -12 30

Tab. 3.2 – Valeurs locales des termes de l’équation (3.151) au pied des ondes C+ réfléchies sur
la couche inférieure du jet contrôlé à NPR=3.1 (voir flèches, figure 3.42).

Dans le plan des injecteurs actifs (1èrepremière ligne du tableau 3.2(b)), on peut voir que
la convergence des lignes de courant (Daxi > 0) provoquée par le jet de contrôle entrâıne un
transfert de masse du plan des injecteurs actifs vers celui des injecteurs inactifs (Dna < 0).
Le débit-masse résultant quitte le plan de symétrie (D = Daxi + Dna < 0). En comparant
−2(Daxi+Dna) et le terme de gradient de pression imposé sur la surface du jet par l’écoulement
externe (∂p/∂s), on voit que ces deux termes sont équivalents et sont les facteurs prédominants
de la convergence du faisceau d’ondes C+. Le faisceau incident d’ondes C− convergentes ne
contribue pas significativement à faire diverger les ondes réfléchies dans ce plan.

Dans le plan des injecteurs inactifs (2ème ligne du tableau 3.2(b)), le débit de masse prove-
nant du plan des injecteurs actifs (Dna > 0) est pratiquement compensé par la divergence des
lignes de courant dans le plan de symétrie (Daxi < 0). Ainsi, dans ce plan, la convergence des
C+ est uniquement due à la réflexion du faisceaux incident d’ondes C− divergentes renforcée
par le gradient de pression extérieur (∂p/∂s).

Par ailleurs, on peut noter la présence d’ondes de compression de moindre intensité (i) et
(h), figure 3.43, non visibles dans les strioscopies des calculs RANS mais bien présents dans
celles des calculs ZDES (cf. figures 2.25(g,h,j,k)). Leurs origines n’a pas été étudiée mais elles
sont probablement liées en partie au débit de masse transverse.

Dans cette section, nous nous sommes restreint à l’étude des ondes dans la partie initiale
du jet où les phénomènes visqueux sont confinés dans des régions très limitées de l’espace. A
partir de X/D ≈ 1, les effets visqueux (et turbulents) ne peuvent être négligés et doivent être
intégrés dans l’analyse. L’explication de la réduction de la pseudo-période des oscillations de
pression et leur atténuation dans le jet contrôlé est donc très complexe et n’est pas abordée ici.
En revanche, on peut faire le rapprochement avec les résultats de Tam et al. et Choi & Lele
[248, 39]. Globalement, en adoptant une vision moyennée en azimut, le contrôle a pour effet
d’épaissir la couche de mélange en augmentant l’intensité de la turbulence (ceci est détaillé dans
le chapitre 5) et ainsi de réduire la longueur du cône potentiel. L’accroissement de l’activité
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turbulente peut être perçue comme une augmentation de la viscosité turbulente si l’on se place
dans l’hypothèse de Boussinesq. Or les études précédentes montrent qu’une augmentation de
la viscosité turbulente se traduit directement par un amortissement des ondes de pression et
indirectement par une réduction de leur pseudo-période, ce que l’on observe dans les jets soumis
aux injections radiales. Du point de vue non-visqueux, la contraction du jet dans les plans des
injecteurs actifs augmente la fréquence des réflexions d’ondes et contribue à la réduction de leur
pseudo-période.

3.5 Discussion du mélange par interaction des chocs internes

Après avoir étudié les mécanismes qui permettent aux injections radiales de modifier la struc-
ture des chocs internes, cette section a pour but d’évaluer si cette modification peut contribuer
à augmenter le mélange du jet. Nous avons vu précédemment que des perturbations appliquées
à la périphérie du jet peuvent y engendrer plusieurs chocs à l’intérieur. L’interaction de ces
chocs peut donner naissance à des couches de cisaillement et donc produire de la turbulence au
coeur du jet. La question est de savoir si le cisaillement ainsi généré par un processus purement
compressible est suffisamment puissant pour alimenter un mouvement turbulent. Le taux de
production turbulente (modélisée avec l’hypothèse de Boussinesq) associée à la partie déviatrice

S
D

du tenseur des déformations (i.e. le tenseur des cisaillements) PD = τ
D : S

D
= 2µTS

D
: S

D

a été représenté dans les plans de symétrie du jet de référence et du jet contrôlé, figure 3.47.
On constate que le cisaillement produit par les chocs internes n’est pas suffisamment fort pour
créer une production de turbulence significative à l’intérieur du jet. Le même constat a été fait
sur le jet plus fortement sous-détendu (NPR=5.0). L’hypothétique “mélangeur à choc” basé sur
l’interaction des chocs créés à l’intérieur du jet n’existe donc pas, ici.

3.6 Conclusion sur la structure des ondes internes

Ce chapitre consacré à l’étude des ondes de Mach et des chocs se propageant à l’intérieur du
jet supersonique montre que c’est un sujet très complexe.

L’analyse des ondes de pression supersoniques est formalisée par la théorie des caractéristiques.
En écoulement plan, les équations de compatibilité sont intégrables indépendamment du chemin
parcouru dans l’espace le long des ondes concernées. Cette propriété permet de déduire un lien
direct entre l’organisation des ondes et le comportement de l’écoulement. La relative simplicité
des équations planes permet de lier le lieu de focalisation des ondes et la manière dont elles coa-
lescent pour former des chocs à la forme de la paroi sur laquelle elles s’appuient. A la place de
la paroi, ces ondes peuvent s’appuyer sur une ligne de glissement et dans ce cas c’est le gradient
de pression le long de cette ligne qui détermine la formation du choc. Lorsqu’un choc impacte
une paroi, il se réfléchit suivant l’une des six topologies possibles uniquement en fonction du
nombre de Mach amont et de la déviation qu’il impose (du moins avant l’interaction avec la
paroi). Toutes ces notions permettent de décrire assez précisément les différentes structures des
jets supersoniques plans sur-détendus et sous-détendus. L’origine des chocs non prouvée dans
les jets sous-détendus est discutée dans ce chapitre ainsi que la stricte périodicité des cellules de
détente/compression qui est souvent abusivement admise en fluide parfait. Il est montré qu’une
vitesse d’éjection sonique rend l’analyse plus difficile et l’influence de la forme de la ligne sonique
est mise en évidence.

Dès que l’écoulement n’est plus plan, beaucoup de propriétés habituellement utilisées pour
les écoulements plans ne sont plus valables. En particulier, les écoulements axisymétriques sont
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Fig. 3.47 – Production de turbulence PD adimensionnée dans les jets à NPR=3.1 sans et avec
contrôle (PD est adimensionnée par µ(a∗/D)2, a∗ vitesse au col, D son diamètre).

gouvernés par des équations ne différant des équations planes que par un terme source. Celui-ci
rend l’intégration des équations de compatibilité dépendante de la géométrie de l’écoulement et
empêche d’en tirer des enseignements aussi généraux qu’en écoulement plan. Aussi, différentes
particularités des écoulements axisymétriques ont été identifiées et illustrées sur des cas simples.
Ces derniers permettent de mieux comprendre les structures des ondes et des chocs dans les jets
soniques axisymétriques sous-détendus et leurs différences avec celles de leur homologues plans.
La structure à disque de Mach apparaissant dans les jets fortement sous-détendus est analysée
plus en détail : on montre ainsi numériquement que ce type d’écoulement peut produire “naturel-
lement” les conditions d’existence d’une réflexion de Mach inverse. Par ailleurs, il est démontré
que l’écoulement extérieur a, par le biais du gradient de pression imposé sur la frontière du jet,
une influence considérable sur l’organisation des ondes internes et les schémas de choc qui en
résultent. La diffusion visqueuse provoque directement l’amortissement des ondes de pression et
indirectement la réduction de leur pseudo-longueur d’onde par son action sur le champ moyen,
en particulier sur l’épaisseur de la couche de mélange et la longueur du cône potentiel.

L’ensemble des calculs réalisés permet de dire que le choc en lentille observé dans le jet
MARCO de référence à NPR = 3.1 est typique des jets soniques faiblement sous-détendus.
L’examen des réseaux de lignes caractéristiques montre qu’il se distingue de la topologie clas-
sique du disque de Mach par l’absence de choc d’interception en amont. De plus, le choc en
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lentille n’est ni dû à une hétérogénéité de l’écoulement en sortie de tuyère ni à la géométrie
axisymétrique. Bien que les effets de la viscosité et de l’écoulement extérieur ont une influence
certaine sur l’organisation des ondes internes, il est probable que l’origine de la lentille de choc
se situe dans le comportement non-linéaire de l’écoulement transsonique.

Afin de comprendre comment les injections radiales modifient sa structure compressible, la
théorie plane développée précédemment est étendue aux plans de symétrie en général. Le lien
entre les faisceaux d’ondes d’une part et le gradient longitudinal de pression, la courbure des
lignes de courant et le débit transverse au plan de symétrie est établi analytiquement. Ces rela-
tions permettent de formaliser la manière dont se réfléchissent les ondes sur la frontière du jet
dans les plans de symétrie et donnent ainsi des arguments pour comprendre comment se forment
les chocs dans le jet. Le raisonnement pourrait être complètement bouclé au niveau théorique si
l’on savait exprimer l’évolution du taux de convergence des ondes lors de leur propagation39, ce
qui n’a pas été fait dans le cadre de cette étude.

Enfin, l’évaluation du cisaillement produit par la modification de la structure des chocs
internes au jet montre que celui-ci n’est pas suffisamment élevé pour pouvoir générer un mouve-
ment turbulent. L’effet du contrôle sur la structure compressible du jet supersonique faiblement
sous-détendu (NPR=3.1) voire fortement sous-détendu (NPR=5.0) n’a donc aucune conséquence
sur son mélange, ce qui invalide l’hypothèse de “mélangeur à chocs”. Il est possible que le ci-
saillement produit par l’interaction des chocs devienne significatif lorsque le jet devient très
sous-détendu (NPR>10) mais ce régime n’est en pratique jamais atteint sur les propulseurs
d’avions.

39Plus précisément, avec les notations utilisées dans ce chapitre, il faudrait exprimer ∂2ψ−

∂s+2 et ∂2ψ+

∂s−2 ou ∂2ψ−

∂x+2 et
∂2ψ+

∂x−2 .
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Chapitre 4

Analyse du brassage tourbillonnaire :
aspect stationnaire

4.1 Objectif du chapitre

Le chapitre précédent a invalidé l’hypothèse d’un mélangeur à choc agissant sur le champ
moyen du jet. Comme l’avaient avancé les études précédentes [219], l’augmentation du mélange
d’un jet supersonique faiblement sous-détendu soumis à des perturbations azimutales est donc,
du point de vue moyen, uniquement causée par l’action des tourbillons qu’elles génèrent. L’ob-
jectif de ce chapitre est d’approfondir nos connaissances des mécanismes tourbillonnaires moyens
d’augmentation du mélange.

L’analyse du champ moyen s’appuie dans ce chapitre sur les champs aérodynamiques fournis
par les calculs RANS. Tout d’abord, l’action globale de quatre injections sur le jet primaire
est mise en évidence. Ensuite, devant l’importance de l’interaction des jets secondaires avec
l’écoulement primaire, une revue des travaux effectués sur les jets en écoulement transverse est
présentée et permet de décrire plus précisément la formation des structures tourbillonnaires
générées par les injections. Une étude paramétrique est alors effectuée pour deux raisons. D’une
part, elle permet de dégager des orientations pour la conception d’un dispositif d’augmentation
du mélange par injections radiales plus efficace. D’autre part, les variations de certains pa-
ramètres soulignent les aspects essentiels du processus de mélange. Afin d’évaluer les efficacités
respectives des différentes configurations testées et pour mieux décrire le processus de mélange,
une réflexion sur la définition du mélange et sur sa quantification est menée et débouche sur la
proposition de plusieurs critères d’estimation du mélange. Les considérations “opérationnelles”
bien que non prioritaires dans cette étude ne sont pas oubliées, grâce à un critère d’estimation
thermique et au calcul de la perte de poussée du système propulsif.

155
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4.2 Description de la déformation externe du jet contrôlé

4.2.1 Vue tridimensionnelle de la distorsion provoquée par l’injection radiale

La figure 4.1 présente une vue globale de l’action de 4 injections radiales sur la surface du jet
matérialisée ici par la surface M = 1. Celle-ci a été obtenue à partir du champ RANS. Dans le
jet de référence (en bas de la figure 4.1), on peut remarquer, que la forme quasi-axisymétrique du
jet présente des pincements et des renflements qui correspondent respectivement aux réflexions
d’ondes de compression et de détente. Quand le contrôle est activé (en haut de la figure 4.1), on
observe une déformation spectaculaire de cette surface sous l’action de la quantité de mouvement
introduite au niveau des injecteurs. Cette action persiste loin en aval grâce aux tourbillons
longitudinaux caractéristiques du champ lointain des jets transverses [129, 83].

Fig. 4.1 – Effet de 4 injections radiales sur la surface du jet (Surface Mach=1) (jet de référence
en bas, jet contrôlé en haut).

4.2.2 Evolution des tourbillons longitudinaux

La vorticité longitudinale (adimensionnée par 2a∗/D, a∗ la vitesse au col et D son diamètre)
dans plusieurs sections transverses est représentée figure 4.2 avec les lignes pi/pi0 = 1.05. Les
injecteurs soufflent dans les directions verticale et horizontale. Cette figure met en évidence le
mécanisme d’induction des tourbillons déjà décrit par Zaman [269, 270] pour des jets perturbés
par des tabs solides. Le scénario est le suivant. Un couple de tourbillons contra-rotatifs (ou CVP
pour “counter-rotating vortex pair”) est généré par chaque jet secondaire [129, 83] et migre vers
l’axe du jet sous l’action de la vitesse auto-induite (flèches convergentes, fig. 4.2(X/D=0.5)).
Lorsque les CVP se rapprochent les uns des autres, leur vitesse induite mutuelle devient assez
forte pour séparer les couples de tourbillons initiaux. Les tourbillons adjacents de chaque paire
de couple forment alors de nouveaux CVP qui s’éloignent de l’axe du jet selon les directions
médianes initiales (flèches en diagonale, figure 4.2(X/D=5.0)).

La figure 4.3 illustre l’effet de ce contrôle dans les plans de symétrie longitudinaux. Dans le
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Fig. 4.2 – Contours de vorticité adimensionnée Ωx, ligne pi/pi0 = 1.05 jet controlé (ligne fine
noire), ligne pi/pi0 = 1.05 jet de référence (ligne épaisse rouge).

Fig. 4.3 – Comparison of the Mach number contours (Simulations NPR=3.1) (Reference jet in
the upper side, controlled jet in the middle and in the bottom side).

plan des injecteurs actifs, on remarque le pincement du jet causé par la pénétration des doublets
générés au niveau des injections (voir figure 4.2 X/D = 0.5 à 3.0). Dans le plan des injecteurs
inactifs, on observe tout d’abord l’évasement du jet provoqué par le débit transverse provenant
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des plans d’injection. Ensuite, à partir de X/D ≈ 3 ou 4, le jet est pincé par les côtés du plan par
les doublets issus du ré-accouplement des tourbillons longitudinaux (voir la phase de divergence,
figure 4.2 X/D = 5.0). A partir de la même position X/D ≈ 3 ou 4, on constate que le jet
cesse d’ailleurs d’être pincé dans le plan des injecteurs actifs, l’excés de vitesse contenue dans
l’épaisseur 2R/D = 0.36 du jet dans ce plan étant alors diffusé par la turbulence.

4.3 Analyse des tourbillons engendrés par les jets radiaux

La description de l’écoulement du jet primaire soumis à des injections secondaires qui vient
d’être faite a clairement montré que la génération d’une paire de tourbillons contra-rotatifs par
chaque jet radial est un processus primordial pour augmenter le mélange. Le but de cette section
est d’analyser comment ces structures tourbillonnaires sont engendrées par un jet soufflant per-
pendiculairement dans un écoulement transverse. On trouve peu de données sur le problème de
l’interaction d’un jet et d’une couche de mélange. L’essentiel de la littérature disponible traite
le cas des jets émis à travers une plaque plane dans un écoulement transverse. Les rares articles
traitant le cas d’un jet impactant une couche de mélange détaillent plus particulièrement les
aspects instationnaires et turbulents. Dans cette section nous ne considérons que les aspects
moyens du jet contrôlé, c’est pourquoi nous reviendrons sur cette littérature plus tard (dans le
chapitre 5). La revue bibliographique commence naturellement par le cas subsonique pour limi-
ter les effets de compressibilité et les repousser à la revue du cas supersonique. La génération des
tourbillons est ensuite détaillée dans la configuration du jet primaire soumis à quatre injections
secondaires radiales.

4.3.1 Phénoménologie tourbillonnaire d’un jet transverse débouchant d’une
paroi

4.3.1.1 Jet subsonique dans un écoulement transverse subsonique

Lorsqu’un jet subsonique débouche d’une paroi dans un écoulement transverse, il se forme 4
types de structures tourbillonnaires distinctes (voir figure 4.4) : le tourbillon de couche-limite, les
tourbillons de la couche de mélange du jet, les tourbillons de sillage, et une paire de tourbillons
contra-rotatifs (ou CVP pour “counter-rotating vortex pair”).

Fig. 4.4 – Les 4 types de structure tourbillonnaire engendrée par un jet subsonique en écoulement
transverse subsonique (schéma de Fric et Roshko [90]).
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Le tourbillon de couche-limite dit “en fer à cheval” est dû à l’enroulement des lignes de
vorticité de la couche-limite extérieure autour du jet qui est alors vu par l’écoulement principal
comme un obstacle à contourner par les côtés. C’est le cisaillement dû à l’obstacle équivalent
au jet qui réoriente la vorticité de la couche limite. Formellement, ceci s’explique de manière
séduisante en se plaçant dans le repère intrinsèque lié au champ de vitesse (voir le paragraphe
ci-dessous). La viscosité est à l’origine de la vorticité transverse ωn par adhérence de l’écoulement
extérieur sur la paroi, mais c’est un processus purement non-visqueux et stationnaire qui, par
la courbure 1/Rs des tubes de courant autour du jet, réoriente une partie de ωn dans le sens
longitudinal. Ces tourbillons étant plongés dans la couche-limite, ils sont très vite dissipés en
aval par la viscosité. Le gradient de pression localisé au voisinage du point d’arrêt amont des
lignes de courant entrâıne en pratique le décollement de la couche-limite1.

A propos de l’origine non-visqueuse de la vorticité secondaire :
Lakshminarayana et al. [141] ont écrit l’équation de la vorticité −→ω = −→rot−→V en coordonnées
intrinsèques (s, n, b) afin d’expliquer le développement de sa composante longitudinale ωs dans
des écoulements de complexités variées. En particulier, en écoulement compressible non-visqueux,
ils montrent que :

∂

∂s

(
ωs
ρV

)
=

2ωn
ρV Rs

(4.1)

où Rs est le rayon de giration local de la ligne de courant ( 1
Rs

= ∂−→s
∂s .

−→n ). Si l’on note A la
section de passage d’un tube de courant élémentaire, et Γs = Aωs la circulation sur son contour,
la conservation du flux de masse ρV A (hypothèse d’écoulement stationnaire) permet d’écrire
(4.1) sous la forme :

∂Γs
∂s
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2Aωn
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(4.2)

L’équation (4.2) décrit un mécanisme non-visqueux de production de circulation longitudinale
Γs à partir explicitement de la vorticité normale ωn et implicitement de la vorticité binormale
ωb ayant provoqué la courbure2. Ce mécanisme n’est pas simplement une ré-orientation de la
vorticité ωn. En effet, il est possible de conserver la composante ωn constante tout en produi-
sant de la vorticité longitudinale ωs par effet de courbure (i.e. ajout de ωb). Le mécanisme de
ré-orientation de la vorticité est aussi contenu dans l’équation (4.2), mais pas à travers le terme
de couplage 2Aωn

Rs
. En effet, si le tube de courant est un tube de vorticité, alors ωn = 0 et on

retrouve la conservation de la circulation ∂Γ
∂s = 0 (cas particulier stationnaire du théorème de

Kelvin) entre deux sections du tube de courant d’orientations différentes.
Un écoulement ayant généré de la vorticité normale ωn par adhérence sur une paroi, ou par
friction avec du fluide plus lent, génère donc de manière non-visqueuse de la vorticité longitudi-
nale lorsqu’il change de direction dans le plan (s, n). Ce phénomène se produit notamment dans
les conduites coudées où il fait apparâıtre les “cellules de recirculation de Dean” (cf. ouvrage de
Guyon et al. [101]). On retrouve aussi ce phénomène dans le fond du virage d’une rivière où il
déplace les sédiments de la berge externe vers la berge interne, comme si le phénomène tendait
à remettre le cours d’eau dans le droit chemin.

1Près du bord amont de l’orifice, la topologie détaillée de l’écoulement est plus complexe, voir les travaux de
Krothapalli et al. [139] ou ceux de Kelso et Smits [134], mais nous avons décrit ici l’essentiel du phénomène moyen.

2En effet, la courbure du tube de courant 1/Rs est causée à la fois par le taux de rotation binormal Ωb =
1
2

�
V
Rs
− ∂V

∂n

�
et par le cisaillement dans le plan (s, n) Ssn = 1

2

�
V
Rs

+ ∂V
∂n

�
.
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Les tourbillons de la couche de mélange et les tourbillons de sillage ont eux une
existence purement instationnaire puisqu’ils résultent de l’instabilité non-visqueuse de l’interface
entre l’écoulement du jet initialement suivant Y et l’écoulement transverse suivant X. Comme
le suggèrent Fric et Roshko [90], les tourbillons de sillages ne sont pas dus au décollement des
lignes de courant extérieures sur le cylindre fluide que constitue la partie initiale du jet. Ces
lignes de vorticité verticale ωy apparaissent sous l’effet de l’aspiration de la vorticité transverse
ωz contenue dans la couche-limite pariétale. Cette aspiration est induite par les CVP qui com-
mencent à se former. Lorsque le jet est décalé de la paroi par l’intermédiaire d’une cheminée,
ces tourbillons sont connectés aux tourbillons de von Karman lachés par le cylindre [79].

En champ lointain, la paire de tourbillons contra-rotatifs (CVP) est la structure do-
minante du jet dans l’écoulement transverse [129, 83]. De plus, la CVP persiste loin en aval de la
même manière que le sillage d’une aile en incidence [75, 27, 131, 121]. Elle reflète l’action de la
quantité de mouvement verticale appliquée continûment par l’injection sur l’écoulement trans-
verse. La CVP est donc visible dans le champ moyen dès que le jet commence à se courber [8].
A l’aide d’injection de colorant, Kelso et al. [133] indiquent que ces deux tourbillons se forment
par déformation de la couche de cisaillement dès le début du jet.

Smith et Mungal [236] montrent que la formation de la CVP dans la région proche de
l’injection est responsable d’un accroissement significatif du mélange du jet avec l’écoulement
transverse comparé à un jet débouchant dans un fluide au repos. Ils y mesurent en effet une
décroissance de la concentration d’un scalaire passif en s−1.3 alors qu’elle n’est qu’en s−1 pour
un jet turbulent isolé (s étant l’abscisse curviligne le long du jet). En revanche, lorsque la for-
mation des tourbillons est achevée, le mélange du jet avec le fluide extérieur se poursuit mais
de manière bien moins intense avec une décroissance de concentration en s−0.67. Ainsi, Smith
et Mungal [236] définissent la région proche du jet comme étant la zone de formation des CVP
associée à une forte augmentation du mélange et la région lointaine comme la zone de déclin de
la paire de tourbillons pleinement développés où le mélange est réduit.

L’allure de cet écoulement dépend principalement du rapport de la quantité de mouvement
injectée sur celle de l’écoulement transverse :

R =

√
ρjV 2

j

ρ∞V 2
∞

(4.3)

où les indices j et ∞ désignent respectivement les propriétés du jet et celles de l’écoulement
transverse. R est aussi appelé “rapport des vitesses effectives” [160] et dégénère en r = Vj/V∞
pour les écoulements à densité uniforme.

Ce paramètre étant introduit, Smith et Mungal [236] positionnent la limite entre les régions
proche et lointaine du jet à s/(R2.d) = 0.3 ou x/(R2.d) = 0.2. Le tableau 4.1 regroupe quelques
lois de similitude décrivant la trajectoire des jets en écoulement transverse avec leur domaine
d’établissement. Strictement, la trajectoire moyenne d’un jet continu est l’ensemble des lignes
de courant issues de l’orifice d’injection et intégrées sur le champ moyenné en temps. Cepen-
dant, une telle trajectoire n’est pas aisément accessible expérimentalement. C’est pourquoi, dans
la littérature, on trouve plutôt des “trajectoires conventionnelles” basées sur le maximum de
concentration d’un scalaire passif ou le maximum de vitesse dans chaque section x = constante.
En général, les points de vitesse maximale “pénètrent” plus loin que ceux correspondant à la
concentration maximale. Par ailleurs, Moussa et al. [175] suggèrent de définir la trajectoire de
la surface du jet à partir des points de vorticité maximale car ils constatent qu’elle se confond
mieux avec une ligne de vorticité. De toutes ces corrélations, il se dégage une loi de pénétration
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y(x) en puissance ≈ 1/3. Broadwell et Breidenthal [27] retrouvent analytiquement cette ten-
dance dans le champ lointain en assimilant le jet à deux tourbillons contrarotatifs longitudinaux
concentrés, ayant un mouvement bidimensionnel dans le plan normal à l’écoulement. L’évolution
des deux tourbillons dans cette section se déplaçant avec l’écoulement transverse à la vitesse V∞
est alors régie par leur vitesse induite (loi de Biot et Savart), sachant que l’impulsion du doublet
introduite par l’injection se conserve dans le mouvement. Enfin, ils arrivent à la loi en y ∼ x1/3

en supposant que l’écoulement en champ lointain n’a pas de mémoire et que la distance entre
les tourbillons se cale sur la hauteur y du doublet. Cette similitude permet en outre de montrer
que les trajectoires de différents jets sont confondues lorsque l’on adimensionne les longueurs
par R.d. L’analyse de Broadwell et Breidenthal [27] se justifie d’autant mieux que l’écoulement
est turbulent.

L’importance des effets visqueux est mesurée soit par le nombre de Reynolds externe Re∞ =
V∞d/ν (d le diamètre de l’injection) soit par le nombre de Reynolds du jet Rej = R.Re∞. La
trajectoire du jet semble être indépendante du nombre de Reynolds lorsque celui-ci est grand [27,
236, 226]. Shan et Dimotakis [226] montrent que l’intimité du mélange (en clair la distribution
de scalaire passif) reste dépendante du nombre de Reynolds jusqu’à Rej ≈ 2×104 mais suppose
son indépendance pour des Reynolds plus élevés (corrélativement au papier de Dimotakis [70]).
Karagozian [131] insiste sur l’importance de la viscosité (moléculaire et turbulente) et son effet
d’entrâınement sur l’évolution de la paire de tourbillons dans le champ lointain. En particulier, la
viscosité totale est essentielle à l’évolution de l’écartement du doublet b et à celle de la circulation
de chaque tourbillon Γ (s’il n’y avait pas d’effet visqueux au sens large, la paire de tourbillon
conserverait une circulation et un écartement constants, et aurait donc une trajectoire rectiligne
y ∼ x en champ lointain). Toutefois, pour des nombres de Reynolds supérieurs à 103, Karagozian
remarque que l’augmentation du nombre de Reynolds n’a plus d’effet significatif.

4.3.1.2 Origine de la paire de tourbillons contra-rotatifs

De nombreuses études ont tenté d’expliquer les mécanismes de formation des CVP (voir
notamment la revue de Margason [160] résumant les travaux antérieurs à 1993), mais aucun
scénario n’a fait l’unanimité jusqu’à aujourd’hui. Cependant, tout le monde s’accorde pour dire
que les CVP résultent de la réorientation de la vorticité contenu dans la couche de cisaillement
du jet avec l’écoulement extérieur. Guidées par les moyens d’investigations expérimentaux et
numériques de leurs temps, les auteurs ont adopté différentes approches. D’une part, on peut
distinguer les scénarios basés sur l’analyse du champ moyen et ceux basés sur l’observation de
l’évolution temporelle des structures tourbillonnaires. D’autre part, si l’on assimile le jet à une
tube de courant de repère intrinsèque (−→s ,−→n ,−→b ) la vorticité contenue dans la couche de cisaille-
ment initiale peut être décomposée en une vorticité axiale −→ωs verticale (−→y ) due au contourne-
ment du jet par le fluide extérieur dans le plan (X,Z) (voir figures 4.4 ou 4.5) et une vorticité
azimutale −→ωnb = −→ωxz contenue dans le plan (X,Z) due à la vitesse verticale du jet Vj−→y . De plus,
il n’y a pas de consensus sur l’origine de la déflexion du jet (force visqueuse ou force de pression).

Limités par la puissance de calcul, les premiers modèles de jet circulaire en écoulement trans-
verse furent construits sur des considérations à la fois théoriques et empiriques du champ moyen.
Ainsi, Chang [32], Margason [161] ou Adler [5] ont d’abord proposé une explication quasi-2D
de la déformation du jet et de la formation de la CVP. Ils supposent que l’on peut assimiler la
surface du jet à une nappe de vorticité dont la forme peut être décrite en ne considérant que
la composante axiale du rotationnel ωs dans les sections perpendiculaires à la trajectoire du jet
(cf. figure 4.5 à gauche3). La conservation de la vorticité ωs et sa convection induite dans le plan

3Le schéma de gauche est construit à partir des calculs quasi-2D de Muppidi [177] et représente la vitesse
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Auteurs Domaine d’établissement Expression de la trajectoire

Patrick [190] 6 ≤ R ≤ 50 y
d

= R0,85
�
x
d

�0,38
Pratte & Baines [200] 5 ≤ R ≤ 35 y

R.d
= 2, 05

�
x
R.d

�0,28
Kamotani [129] 3, 87 ≤ R ≤ 7, 75 y

d
= 0, 89R0,94

�
x
d

�0,36
Chassaing et al. [35] 2, 37 ≤ R ≤ 6, 35 y

d
=
�
2, 351 + 4

R

�−0,148
R
�
x
d

�0,36
Fearn & Weston [83] 3 ≤ R ≤ 10 centre des tourbillons : y

d
= 0, 3473R1,127

�
x
d

�0,4291
maximum de vitesse : y

d
= 0, 9772R0,9113

�
x
d

�0,3346
Broadwell & Breidenthal [27] 0, 03 ≤ R ≤ 0, 57 y

R.d
∝

�
x
R.d

�1/3
Karagozian [131] 4 ≤ R ≤ 8 y

d
= 0, 527R1,178

�
x
d

�0,314
Margason [160] 2 ≤ R ≤ 10 y

d
= 4R2

�
x
d

�1/3
Yuan & Street [267] 2 ≤ R ≤ 3, 3 y

R.d
= A

�
x
R.d

�0,28
avec 1, 2 ≤ A ≤ 1, 4

Smith & Mungal [236] 5 ≤ R ≤ 25 y
R.d

= 1, 5
�
x
R.d

�0,27
Hasselbrink & Mungal [103, 104] région proche ( x

R.d
<< 1) y

R.d
=
�

2
cej

x
R.d

�1/2

, cej = 0, 32

région lointaine ( x
R.d

>> 1) y
R.d

=
�

3
cew

x
R.d

�1/3

,
�

3
cew

�1/3

= 1, 6

Camussi et al. [30] Rej ' 100, R ≤ 2, 5 y
d
' (1, 05R+ 0, 5).

�
x
d

�0,39
R > 2, 5 y

d
' (3, 66R− 6, 7).

�
x
d

�0,39
Su & Mungal [245] max. de concentration y

R.d
= 1, 92

�
x
R.d

�0,342
max. de vitesse y

R.d
= 1, 36

�
x
R.d

�0,402
Muppidi & Mahesh [176] 1, 5 ≤ R ≤ 5, 7 y

R.d
' 1, 85

�
x
R.d

�0,33 �h
d

�0,15
0, 44 ≤ δ/d ≤ 6, 4 où h

d
=

�
3
4
πCmR

2 δ
2d2j
d4

�1/3

quand h ≤ δ

et h
d

= 2
3
δ
d

+ π
4
CmR

2 d
2
j

d2
quand h ≥ δ

Cm = 0, 05, définition de dj : voir texte

Tab. 4.1 – Fonctions de corrélation de la trajectoire d’un jet transverse subsonique dans un
écoulement subsonique [57].

de la section reproduit bien qualitativement la forme de haricot (ou de rein,“kidney” en anglais)
observée expérimentalement par Kamotani et Greber [129] ou Fearn et Weston [83]. Le modèle
de Karagozian [131] construit sur l’évolution bidimensionnelle de deux tourbillons contrarotatifs
évalue d’ailleurs leur circulation initiale uniquement sur la vorticité ωy de contournement avant
de la faire évoluer en champ lointain vers la circulation imposée par l’équilibre de la force d’in-
jection (comme l’avait précédemment fait Durando [75]). Cette vision 2D montre clairement que
la section du jet n’a ni besoin de force de pression longitudinale (les lignes de courant extérieures
étant symétriques par rapport à (0, Z)) ni besoin de force de viscosité pour se mouvoir dans le
sens de l’écoulement, ce mouvement étant uniquement induit par la vorticité de contournement
ωy. Toutefois, Coelho et Hunt [44] soulignent que la vorticité sur la surface de discontinuité
des vitesses est à la fois axiale et azimutale, cette dernière étant prépondérante dans les jets
forts. S’appuyant sur un raisonnement mathématique valable au voisinage immédiat de l’orifice
et pour des jets forts (y → 0 et r → ∞), ils montrent qu’en considérant les deux composantes,
le modèle de jet 3D non-visqueux se déforme initialement de manière symétrique (par rapport
à l’axe (O,Z), O le centre de l’orifice circulaire) et n’est pas défléchi. Leur explication est que
l’écoulement extérieur perturbe la vitesse dans l’orifice et y courbent les anneaux de vorticité, ce
qui réoriente la vorticité azimutale contenue dans les anneaux et compense ainsi la convection de

normale à la section.
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la vorticité axiale ωs prévue par la théorie quasi-2D. Ils en concluent que la déflexion du jet est
entièrement provoquée par une force longitudinale due à l’entrâınement visqueux. L’explication
quasi-2D est pourtant ressortie dans un papier récent de Muppidi [177] (cf. figure 4.5, gauche).

D’autres auteurs défendent le scénario selon lequel les CVP se formeraient par étirement de
la vorticité longitudinale ωx des bords latéraux du jet (cf. figure 4.5 à droite), du moins pour
les jets forts (i.e. r > 4). Parmi eux, Sykes et al. [246] ont analysé le champ moyen résultant
d’une simulation de type RANS d’un jet circulaire. Ces auteurs montrent très clairement que
sur un champ turbulent moyen (modélisé), les lignes de vorticité sont radicalement différentes
des anneaux matériels convectés dans le champ de vitesse moyen à partir du bord de l’orifice.
Tout d’abord, les lignes de vorticité lachées au niveau de l’orifice sont d’autant moins confon-
dues avec son contour que r est petit (typiquement en dessous de r ≤ 4). D’autre part, les deux
types de ligne suivent des évolutions opposées : les contours matériels se replient sur eux-mêmes
autour de la direction Z, alors que les lignes de vorticité restent essentiellement horizontales,
leurs bords situés en aval étant légèrement soulevés (voir 4.5 à droite). La comparaison entre la
convection des lignes matérielles et le tracé des lignes de vorticité, valable pour r grand, indique
que les effets visqueux sont très importants dans leurs écoulements (modélisés par une approche
RANS)4. Les auteurs montrent en effet que la diffusion visqueuse domine le terme de bascule-
ment dans l’équation de transport de la vorticité. Selon eux, les anneaux de vorticité initialement
créés par les jets forts (r > 4) sont donc principalement étirés par les effets visqueux et donnent
loin en aval, dans un plan de coupe, l’apparence d’une paire de tourbillons longitudinaux. En
revanche, pour les jets peu puissants (r ≤ 4), la composante de vorticité verticale à la source est
importante et ce raisonnement n’est plus valable. L’analyse de Jacquin [121] corrobore ce point
de vue. Selon lui, les tourbillons de sillage (la CVP) sont l’extension des anneaux de vorticité
émanant de l’injecteur, la transition de la vorticité initiale du jet vers la vorticité dans le sillage
n’étant pas due à un mécanisme de réorientation mais à sa convection et son étirement par
l’entrâınement turbulent.

Fig. 4.5 – Deux scénarios de formation des CVP dans le champ moyen : la vorticité longitudinale
(schéma adapté de [177]) à gauche et la vorticité transversale [91] à droite (relativement au sens
d’écoulement du jet).

4La différence entre un écoulement de fluide parfait et celui gouverné par les équations RANS est le terme
visqueux. Dans un fluide parfait, le théorème d’Helmoltz dit qu’une ligne tourbillon est convectée comme une
ligne matérielle. Si ce n’est plus le cas dans un fluide visqueux, la cause est nécessairement de nature visqueuse.
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Si l’on ignore les effets visqueux, l’existence de la vorticité ωx = ωn localisée sur les bords
latéraux du jet, assimilé à un tube de courant de repère intrinsèque (−→s ,−→n ,−→b ), permet d’en-
visager la production de circulation longitudinale Γ par le mécanisme de courbure décrit par
l’équation 4.2. Le rayon de courbure Rs du jet joue donc un rôle important dans la phase
d’établissement de la CVP. En s’appuyant sur les travaux de Wooler [264], Nunn [180] suggère
que la variation longitudinale de l’impulsion Γb est déterminée par le flux incident ρ∞V∞ et par
la force de pression agissant normalement au jet (de manière analogue à la théorie de Prandtl
pour une aile en incidence), cette dernière étant équilibrée par la force centrifuge associée à la
courbure du jet. Cette proposition permet d’établir une relation (locale en s) entre les quan-
tités représentatives du jet en tant que tube de courant (A,Rs, Vj)(s) et les caractéristiques du
doublet (Γ, b)(s) :

1
V∞d2

d(Γb)
ds

=
ρjV

2
j

ρ∞V 2
∞

A

d2

1
Rs

(4.4)

Afin de déterminer complètement l’évolution du jet, il faut néanmoins séparer les évolutions
respectives de la circulation Γ(s) et de l’écartement du doublet b(s), ce que font Wooler [264] et
Nunn [180] à l’aide de relations empiriques. Quelques fonctions de corrélation de la circulation
issues de ce type de littérature ont été regroupées dans le tableau 4.2.

Auteurs Domaine de validité Expression de la circulation
Broadwell & Breidenthal [27] 0, 03 ≤ R ≤ 0, 57 Γ

2U∞.d
∝ R4/3

(
x
d

)−1/3

Nunn [180] 4 ≤ R ≤ 10 et s < sM
Γ

ΓM
=
(

s
sM

)−1/3
[1 + ln

(
s
sM

)1/3
]

4 ≤ R ≤ 10 et s > sM
Γ

ΓM
=
(

s
sM

)−0.85

où sM = 0.13dR2.37 ΓM
U∞d

= 0.63R1.457
(
sM
R.d

)−1/3

Karagozian [131] 4 ≤ R ≤ 8 Γ
2U∞.d

= 0, 469.R1,631
(
x
d

)−0,38

Hasselbrink & Mungal [103] Γ
Ujd

= π
2,56

(
ρj
ρ∞

)1/2 (
x
Rd

)−1/3

Tab. 4.2 – Fonctions de corrélation de la circulation.

Grâce à l’accroissement de la puissance de calcul et à l’amélioration des moyens de mesure
expérimentaux, les travaux parus depuis la fin des années 90 ont plus été orientés vers l’observa-
tion du champ instantané et l’analyse de l’évolution temporelle des structures tourbillonnaires.
Toutefois, les nombres de Reynolds étudiés sont faibles et ne dépassent pas Re = V∞d/ν ≈ 5000
[133, 178]. La littérature est là encore divisée en deux courants. D’un côté, Kelso et al. [133],
Cortelezzi et Karagozian [50], Marzouk et Ghoniem [162] misent sur la déformation d’anneaux
tourbillonnaires initialement formés au tout début de la couche de cisaillement du jet près de la
zone d’injection (leur scénario ne s’applique que pour des jets forts). Selon ces auteurs, chaque
anneau tourbillonnaire nouvellement formé se plie en deux suivant la direction Z, son bord aval
se dressant verticalement sous l’effet de la vitesse induite par la structure précédente et son bord
amont se relevant pour rester perpendiculaire à la trajectoire du jet. La vorticité axiale (suivant
−→s ) moyenne dans le temps résulte alors de l’intégration de la vorticité des bords latéraux, alors
que les contributions transverses (suivant Z) des bords amont et aval sont opposées et s’annulent
(vorticité ωz positive en rouge et négative en bleu, figure 4.6 à gauche). Leurs calculs montrent
en outre que le jet peut bien être défléchi sans qu’aucune force de viscosité n’intervienne contrai-
rement à ce que prétendaient Coelho et Hunt [44]. D’un autre côté, Lim et al. [153], New et
al. [178] ou Yuan et al. [268] n’observent pas d’anneaux tourbillonnaires. Yuan et al. ayant
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réalisé une simulation LES de jet rond, distinguent trois catégories de structures tourbillon-
naires : les “hanging vortices” (difficilement visibles sur les figures de Yuan et al. [268]) formés
sur les bords latéraux du jet et dont certains sont quasi-stationnaires, les “spanwise rollers” sur
les bords amont et aval du jet, et des “vertical streaks” formés par étirement des “spanwise
rollers”. Ils supposent que ce sont les “hanging vortices” qui en éclatant sous l’effet d’un gra-
dient de pression, donnent par la suite naissance à la paire de tourbillons contra-rotatifs. Cet
éclatement tourbillonnaire (“vortex breakdown”) a été observé expérimentalement par Kelso et
al. [133] et numériquement par Marzouk et al. [164] peu après la réorientation longitudinale
de la vorticité contenue dans la couche de cisaillement du jet et donnent naissance à un en-
semble très enchevêtré de petites structures tourbillonnaires. Cette éclatement est soupçonné
par Kelso et al. [133] d’être responsable des capacités d’augmentation du mélange du jet trans-
verse. Néanmoins, Marzouk et al. [164] révèlent au moyen d’un filtrage spatial la persistance de
deux régions symétriques en rotations longitudinales contra-rotatives. Lim et al. [153] montrent
qu’au lieu des anneaux de vorticité (“vortex rings”), il existe des boucles tourbillonnaire (“vor-
tex loops”) non fermées (voir figure 4.6 à droite). Selon eux, les CVP qui se forment dès la
base du jet empêchent le développement des anneaux tourbillonnaires et rendent indépendants
les développements des “spanwise rollers” en amont et en aval du jet. D’après ce scénario, les
CVP sont les pattes situées en aval de ces boucles tourbillonnaires. Les auteurs identifient les
“hanging vortices” aux prolongements des “spanwise rollers” amont avant leur fusion dans les
CVP, et les “vertical streaks” avec les pattes aval des boucles tourbillonnaires.

Fig. 4.6 – Deux scénarios de formation temporelle des CVP : à partir d’anneaux tourbillonnaires
[163] à gauche et à partir de boucles tourbillonnaires [153] à droite.

Pour finir, une autre vision de la distribution de vorticité est proposée ici pour tenter de se
représenter le problème de la génération de la CVP de manière plus globale. Elle est schématisée
sur la figure 4.7. Considérons un volume de contrôle entourant la moitié du jet défléchi par
l’écoulement venant de la gauche. Ce volume de contrôle est délimité par le plan horizontal P1,
le plan de symétrie vertical P2 et une section transverse P3 dans le champ lointain du jet. Soit
on prend P1 au dessus de la couche-limite de la paroi, soit on confond P1 avec la paroi dotée
de la condition de glissement. Le volume de contrôle est fermé par une surface latérale Sl sur
laquelle on suppose soit que la vorticité est négligeable soit qu’elle est tangente5. Le flux de

5La condition que le flux de vorticité soit nul à travers Sl est peut être trop forte pour certains régimes. Par
exemple, Eiff et Keffer [79] suggèrent que les tourbillons de sillage qui peuvent apparâıtre pour certains régimes
pourraient contribuer aux CVP.
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vorticité sortant de ce volume de contrôle est nul (div(−→rotV ) = 0), à chaque instant ou dans le
champ moyen, c’est pourquoi on peut identifier les différentes contributions de flux entrants à
la circulation ΓCVP du tourbillon de la CVP isolé dans le demi-plan P3 (flux sortant) :

ΓCVP =

CV P︷ ︸︸ ︷−→
A 3.−→ω 3︸ ︷︷ ︸
>0

=

LV︷ ︸︸ ︷
−−→A 1.−→ω 1︸ ︷︷ ︸

>0

LEV︷ ︸︸ ︷
−−→A 2U .−→ω 2U︸ ︷︷ ︸

>0

LSV︷ ︸︸ ︷
−−→A 2D.−→ω 2D︸ ︷︷ ︸

<0

(4.5)

où −→A i sont les vecteurs surfaces sortants. Le flux à travers le plan P1 isole la circulation due
au contournement du jet par le fluide extérieur −−→A 1

−→ω 1 qui alimente la circulation de la CVP
(> 0)6. Dans le plan P2, on intègre la contribution de la couche de mélange du jet. On peut
y distinguer la contribution positive (−−→A 2U .−→ω 2U ) > 0 de la couche amont (formée des struc-
tures tourbillonnaires “windward” ou “leading-egde vortices”, LEV) et la contribution négative
(−−→A 2D.−→ω 2D) < 0 de la couche aval (formée des structures tourbillonnaires “lee-side vortices”,
LSV). Les importances respectives de ces deux contributions dépendent du rapport des vitesses
R et du nombre de Reynolds Re∞ [30, 116], ainsi que de la forme de l’orifice [105, 178]. Pour
illustrer ce dernier point de vue, prenons les résultats de Camussi et al. [30], bien qu’ils soient à
un nombre de Reynolds très bas (≈ 100). Ces auteurs mettent en évidence l’existence de deux
régimes d’écoulement distincts selon la valeur de R, R = 3 étant la valeur de transition. A
faible rapport de vitesse R < 3, les tourbillons transverses aval, ou ”lee-side vortices” qui cor-
respondent à des structures de type sillage (“wake-like vortices”) dominent. En revanche, pour
des vitesses de jet plus élevées R > 3, ce sont les tourbillons transverses amont, ou ”windward
vortices” correspondant à des structures de type jet (“jet-like vortices”) qui dominent. Selon le
rapport de vitesse7, on voit bien que la contribution négative (−−→A 2D.−→ω 2D) < 0 (pour R < 3)
ou la contribution positive (−−→A 2U .−→ω 2U ) > 0 (pour R > 3) détermine l’apport du plan P2 à
la circulation de CVP. Milanovic et Zaman [170] ont aussi observé ces deux régimes, avec une
transition à R ≈ 2, pour des écoulements à un nombre de Reynolds plus grand Re∞ = 104.

Fig. 4.7 – Bilan de vorticité sur un volume de contrôle entourant le jet en écoulement transverse.

Haven et Kurosaka [105] et New et al. [178] ont décrit la structure toubillonnaire et notam-
ment le développement des CVP dans des jets issus d’orifices d’allongements variés pour des

6Ceci justifie le choix du plan P1. En effet, dans le cas où on confondrait P1 avec la paroi adhérente, cette
circulation serait redistribuée dans la couche-limite et contribuerait au flux de vorticité à travers Sl.

7Selon Camussi et al. , ces deux régimes sont en fait dus à un effet de Reynolds, mais ça ne change rien à l’idée
que l’on veut indiquer ici.
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nombres de Reynolds maximaux respectifs de 2900 et 5100. Ces auteurs présentent plusieurs
scénarios de dynamique tourbillonnaire suivant l’allongement. En bref, on peut considérer que
les portions latérales de la couche de mélange du jet produisent des paires de tourbillons contra-
rotatifs stationnaires nourrissant les CVP (car de même sens de rotation) et que le bord amont
de la couche de mélange peut développer des doublets contra-rotatifs de sens opposés. Les jets
initialement allongés dans le sens de l’écoulement favorisent la formation du premier type de
structures et se soulèvent d’autant mieux de la paroi. Au contraire, les jets initialement plus
allongés transversalement à l’écoulement (suivant Z) restent plus collés à la paroi et sont donc
plus intéressants pour des applications de refroidissement par “film-cooling”. Cet exemple sou-
ligne encore l’effet de la contribution (−→A 2U .−→ω 2U ) du bord amont sur le développement de la
CVP.

Par ailleurs, Peterson et Plesniak [195] ont étudié l’influence des conditions précédant l’in-
jection. Ils observent qu’un conduit d’alimentation orienté dans le même sens que l’écoulement
extérieur (resp. dans le sens opposé) produit un couple de tourbillons contra-rotatifs tournant
dans le même sens (resp. dans le sens opposé) que la CVP. Consécutivement, l’alimentation
co-courant (“co-flow”) permet d’obtenir une trajectoire plus profonde et un évasement latéral
du jet plus restreint qu’une alimentation normale ou encore plus qu’une alimentation en contre-
courant (“counter-flow”). Ce phénomène s’explique aisément par le mécanisme de courbure du
tube de courant décrit par l’équation (4.2).

Milanovic et Zaman [170] ont aussi regardé l’effet d’un angle de tangage (“pitch angle”,
d’axe Z) dans le sens de l’écoulement transverse et d’un angle de lacet (“yaw angle”, d’axe Y).
Sans surprise, le jet pénètre plus lorsque le jet est redressé orthogonalement à l’écoulement.
Lorsqu’on donne au jet une composante latérale (suivant Z), en mettant du lacet à un jet déjà
incliné en tangage, celui-ci s’évase plus. Enfin, le taux de décroissance de la vorticité axiale est si-
gnificativement diminué par l’angle de lacet alors qu’il semble indépendant de l’angle de tangage.

Pour résumer, à l’heure actuelle, le problème de la formation des CVP n’est toujours pas
résolu. Il n’existe pas d’explication générale valable dans tous les régimes de fonctionnement du
jet sur la façon dont se forment les CVP et comment est alimentée leur circulation. L’existence de
la CVP étant essentiellement stationnaire, elle doit pouvoir s’expliquer par des mécanismes agis-
sant sur le champ moyen. L’équation (4.2) décrit les mécanismes 3D non-visqueux de génération
de la circulation longitudinale : la réorientation et la création de vorticité provoquée par la cour-
bure du jet. Les phénomènes visqueux ne sont toutefois pas négligeables et sont même essentiels
à l’épuisement de la CVP en champ lointain. De plus, les expériences réalisées à faibles nombres
de Reynolds montrent que la dynamique instationnaire de la vorticité est très complexe mais
organisée, ce qui indique que l’action de la turbulence aux grands nombres de Reynolds n’est
pas juste un effet de diffusion assimilable à l’hypothèse de Boussinesq. L’anisotropie très forte
de la turbulence mesurée dans ces écoulements [6, 170, 226] soutient cette hypothèse et joue
probablement un rôle important dans la création des CVP. Ceci est d’autant plus souligné que
les noyaux des tourbillons cöıncident avec les zones de forte intensité turbulente [170]. Toutefois,
du point de vue applicatif, de nombreux travaux de la littérature permettent déjà d’orienter la
conception des injections afin d’obtenir soit une forte pénétration et l’augmentation du mélange
soit un jet plus proche de la paroi comme dans les applications où l’on cherche à réaliser une
protection thermique des matériaux.
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4.3.1.3 Jet transverse supersonique en écoulement transverse supersonique

Lorsqu’un jet rond débouche d’une paroi dans un écoulement transverse supersonique, il est
localement perçu comme un corps emoussé [272, 114] dont la forme peut être assimilée à un quart
de sphère prolongé par un demi-cylindre. En égalant la force de trâınée D = 1

2ρ∞V
2
∞CDπR

2
b/2

au gain de quantité de mouvement du fluide injecté ṁiV∞, Hsia [114] (inspiré des travaux de
Zukoski et Spaid [272]) exprime le rayon de l’obstacle équivalent par :

Rb =
(

4ṁi

πCDρ∞V 2
∞

)1/2

(4.6)

où CD = 0.94 et ṁi désignent respectivement le coefficient de trâınée du quart de sphère et le
débit injecté. En supposant que le jet a pour température totale Tij , une pression totale pij et
un nombre de Mach Mj , le rayon de l’obstacle équivalent est :

Rb
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∞
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(4.7)

où C = ṁi/ṁi1D est le coefficient de débit de l’injection circulaire. Cette formule néglige les
transferts de chaleur entre le jet et l’écoulement incident. Zukoski et Spaid [272] et Hsia [114]
vérifient que la formule (4.7) est en bon accord avec des mesures expérimentales effectuées avec
une injection sonique Mj = 1. En présence du jet transverse, l’écoulement supersonique s’adapte
alors violemment en formant un choc fort (ou “bow shock”) devant le jet secondaire (voir figure
4.8). Schetz et Billig [222] proposent un modèle plus élaboré faisant l’analogie du jet transverse
avec un corps solide cylindrique courbé par une force de trâınée. En aval du choc fort, le jet se
retrouve dans une région subsonique et il se forme les quatre types de structures tourbillonnaires
discutées précédemment pour les écoulements subsoniques. Toutefois, le gradient de pression im-
posé par le choc amont sur la couche-limite provoque son décollement et fait apparâıtre un choc
en lambda. La zone de recirculation qui en découle s’enroule autour du jet sous la forme d’un
tourbillon en fer à cheval (ou “horseshoe vortex”, les anglophones disent aussi “necklace vortex”
pour la forme en collier). A la paroi, la zone en amont du choc est en sur-pression par rapport
à la pression à l’infini alors que la zone en aval est en sous-pression. La résultante positive est
appelée “force d’interaction” et vient s’ajouter à la force de poussée du jet. Cette force d’inter-
action est notamment utilisée dans le “pilotage en force” des engins supersoniques et a motivé
un grand nombre d’études antérieures à 1995 [160].

Par ailleurs, si le jet est supersonique, il comporte nécessairement un choc interne. En effet,
la pression étant supérieure en amont qu’en aval de l’injection, soit le jet est sur-détendu par
rapport à la pression amont, ce qui provoque un choc d’adaptation locale du bord amont, soit le
jet est très sous-détendu (ce qui en pratique est souvent le cas pour éviter les chocs internes à la
tuyère ou son désamorçage) et des chocs se forment par réflexion des ondes de détente issus des
lèvres de la tuyère sur les surfaces de cisaillement du jet soumises à des gradients de pression
très forts (cf. chapitre 3). Si le jet est fortement sous-détendu, un choc droit semblable à un
disque de Mach apparâıt, sinon les chocs se croisent de manière régulière.

Le paramètre prépondérant du jet supersonique dans un écoulement transverse est encore
d’après la littérature le rapport R et il n’est jamais fait référence au nombre de Reynolds car
celui-ci est en pratique très élevé, Re � 104, et n’a donc plus d’influence sur le jet corrélativement



4.3. ANALYSE DES TOURBILLONS ENGENDRÉS PAR LES JETS RADIAUX 169

Fig. 4.8 – Jet supersonique en écoulement transverse supersonique (image 3D de Lee et Mitani
[147] et image plane de Rogers [214]).

à ce qui a été dit sur les configurations subsoniques. Toutefois, dans la littérature traitant des
régimes supersoniques, le rapport des quantités de mouvement J est plus souvent utilisé :

J = R2 =
γjpjM

2
j

γ∞p∞M2
∞

(4.8)

Il est intéressant de noter que la pression dynamique γpM2/2 à pression génératrice fixée est
maximale pour M =

√
2. A l’aide du paramètre J , des auteurs ont fourni des fonctions de

corrélation sur les trajectoires du jet, quelques unes ont été reportées dans le tableau 4.3. De
nombreux modèles analytiques ont été construits sur des raisonnements mélant la théorie (théorie
des gaz monodimensionnelle et bilans de masse, de forces et d’énergie) à des corrélations empi-
riques, les principaux articles étant ceux de Schetz et Billig [222, 223, 14]. Nous ne détaillerons
pas ces modèles. Pour résumer leur principe, la zone d’interaction du point de vue de l’écoulement
extérieur est calculée en remplaçant le jet par un obstacle solide équivalent et le jet est calculé en
deux étapes. Tout d’abord, la phase de pénétration qui se termine par le choc droit (la configu-
ration où les chocs de focalisation se croisent n’étant pas traitée analytiquement) est déterminée
par des corrélations empiriques sur la position du disque de Mach (voir tableau 4.4)8. En résumé,
Schetz et Billig [222] exploitent les corrélations sur la hauteur de pénétration des jets libres et
y remplacent la pression statique extérieure par une pression effective (“effective back pressure”
peb). Ensuite, un modèle de jet semblable à ceux élaborés dans le cas subsonique est initialisé
avec les conditions en aval du disque de Mach et un grand nombre d’hypothèses. Bien que leur
modélisation soit très simplifiée, Schetz et Billig [222] mettent en évidence une caractéristique
essentielle des jets supersoniques sous-détendus en écoulement transverse : un fort taux de sous-
détente initial p∗j/peb permet d’atteindre une hauteur de pénétration du disque de Mach élevée.
Par contre la perte d’énergie mécanique qui s’en suit à travers le choc interne provoque une
trajectoire d’autant plus aplatie dans la seconde phase. Par ailleurs, Heister et Karagozian [106]
proposent un modèle analytique/numérique conçu pour les jets transverses “presque adaptés” et
négligent le choc interne. En outre, l’état de la couche-limite pariétale et l’étalement de la zone
décollée en amont du jet ont une influence non-négligeable comme le soulignent Schetz et Billig
[222]. Sur les jets 2D (fentes très allongées dans le sens transverse Z), la taille de cette zone
décollée est du même ordre que la hauteur de pénétration, c’est pourquoi nous ne les considérons
pas ici.

8Habituellement, la hauteur du disque de Mach est appelée “hauteur de pénétration” à ne pas confondre avec
la profondeur de pénétration du jet qui, elle, n’est pas limitée en aval. Toutefois, lorsque le choc interne est intense
la pénétration qui suit dans la région d’observation est parfois négligée [223].
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auteurs loi de trajectoire domaine d’établissement
Abramovich et al. [2] y

d∗ = Jm
(
x
d

)n
M∞ < 1, d∗ = dM=1

avec m = 0.39 et n = 0.39
ou m = 0.43 et n = 1/3

Schetz et Billig [222] y
d = J0.43

(
x
d

)0.43
pj ≈ peb, M∞ � 1 et M∞ = 4

Povinelli et al. [198] y
d = 1.92J0.350

(
M∞
Mj

)0.094 (
x
d + 0.5

)0.277
M∞ = 2.0 2. ≥ J ≥ 11.

Bowersox et al. [22] y
d = 2.1J0.25

(
x
d

)0.32
M∞ = 5.0 0.08 ≥ J ≥ 1.73

Tab. 4.3 – Différentes fonctions décrivant la trajectoire du jet supersonique en écoulement
transverse supersonique (section circulaire).

auteurs hauteur de pénétration position horizontale

Crist et al. [52] yd
d = 0.65

(
pij
p∞

)1/2
xd = 0 (jet libre)

Billig et al. [14] yd
d = M

1/4
j0

(
p∗j
p∞

)1/2
xd = 0 (jet libre)

Billig et al. [14] yd
d = M

1/4
j0

(
p∗j
peb

)1/2
(jet transverse)

avec peb = 0.8p′i∞ [223] xd = yd

avec peb = 2
3p
′
i∞ [14] xd

yd
= 1.25

(
1− exp(−M∞

Mj0
)
)

Cohen et al. [45] yd
d = 1.05J1/2 xd = 0 (jet transverse)

Tab. 4.4 – Corrélations sur la position (xd, yd) du disque de Mach dans le jet transverse.

Concernant l’influence des conditions géométriques d’injection, Foster et Engblom [87] ont
calculé les jets sortant de dix orifices d’allongement compris entre 1 : 8 (appelé “latitudinal
slot”) et 8 : 1 (aligné suivant X). Conformément aux résultats subsoniques de Haven et Kuro-
saka [105] et New et al. [178], les fentes longitudinales provoquent une pénétration plus profonde
et un mélange amplifié. Les fentes en forme de diamant (“diamond orifices”) [22], losanges dont
le grand axe est aligné suivant l’écoulement extérieur, semblent intéresser les concepteurs de
chambre de combustion supersonique puisque ces injections permettent de pénétrer plus en pro-
fondeur tout en diminuant les pertes de pression totale induites par le choc amont. Des jets
elliptiques alignés avec l’écoulement transverse ont aussi été testés par Gruber et al. [98] mais
dans leur cas, les jets elliptiques pénètrent moins loin que les jets circulaires (tant que l’injec-
tion n’a aucun angle de tangage, de lacet ou de roulis). Gruber et al. remarquent cependant
que leur jet elliptique est soumis au phénomène d’“axis-switching” [269] ce qui explique l’effet
opposé de l’allongement de l’orifice. Cet exemple montre que l’écoulement secondaire en amont
de l’orifice peut aussi avoir des effets très importants en écoulement supersonique. Tomioka et
al. [251] précisent cependant que l’avantage de l’injection en diamant sur l’injection circulaire
n’est perceptible que pour les faibles rapports de pression dynamique J , car aux forts rapports J ,
le jet en diamant s’étend dans la direction de son petit axe et se rapproche ainsi du jet circulaire.

L’inclinaison en tangage (d’axe Z) de l’injection dans le sens de l’écoulement permet elle-
aussi de réduire les pertes de charge dans l’écoulement extérieur. Toutefois, l’effet de l’inclinaison
en tangage sur la profondeur de pénétration du jet est plus complexe. En effet, Tomioka et al.
[251] et McClinton [165] mesurent un accroissement de la pénétration dans le champ lointain
lorsque le jet est incliné dans le sens de l’écoulement alors que Gruber et al. [98] constatent une
tendance inverse dans le champ proche. L’extrapolation des résultats des premiers auteurs dans



4.3. ANALYSE DES TOURBILLONS ENGENDRÉS PAR LES JETS RADIAUX 171

le champ proche de l’interaction présente la même contradiction. Tomioka et al. [251] expliquent
ceci en disant que suivant les conditions de l’écoulement, la pression exercée par l’écoulement
extérieur sur le jet varie, détermine sa structure de choc interne et donc les pertes de pression
totale. Ces auteurs supposent alors que les pertes par choc de leurs jets sont plus fortes que dans
les jets testés par Gruber et al. [98] et qu’en les inclinant, le gain sur la perte de pression totale
permet à leurs jets de compenser la réorientation de la quantité de mouvement introduite, ce
qui n’est pas le cas des jets de Gruber et al. [98]. Tomioka et al. [251] notent une pénétration
maximale pour un angle de tangage de 60 deg. Ils évaluent enfin l’influence de l’angle de lacet
sur le jet incliné à 60 deg. Ils observent une augmentation de la pénétration jusqu’à un angle de
lacet de 15 deg suivie d’une décroissance rapide au-delà de cette valeur, ce qui est cohérent avec
les résultats précédents [87] puisque le jet se ramène alors vers la configuration “latitudinal slot”.

Comme pour les configurations subsoniques, toutes les publications consultées traitant du
jet supersonique dans un écoulement transverse supersonique soulignent l’importance de la paire
de tourbillons contra-rotatifs et de sa formation dans le mécanisme d’augmentation du mélange
par rapport à un jet libre. Pour des études plus détaillées sur les structures tourbillonnaires de
la couche de mélange des jets transverses supersoniques, consulter les travaux de VanLerberghe
et al. [255] ou ceux de Huang et Lan [116].

4.3.2 Description des structures tourbillonnaires du jet contrôlé

Après avoir résumé les principales caractéristiques de l’interaction d’un jet et d’un écoulement
transverse, nous décrivons maintenant l’écoulement formé par les quatre injections radiales so-
niques appliquées sur le jet primaire supersonique de la configuration MARCO et plus précisément
les structures tourbillonnaires du champ moyen issu des calculs RANS.

4.3.2.1 Interaction d’un jet radial avec le jet primaire

La figure 4.9 présente différentes vues de l’interaction d’un jet radial avec le jet primaire.
Dans le plan de symétrie Z/D = 0, les contours iso-Mach mettent clairement en évidence le
choc fort détaché en amont du jet secondaire ainsi que le choc interne (∼ disque de Mach).
En aval du choc fort, l’écoulement comporte une poche subsonique très restreinte. En effet, le
jet primaire contraint à passer dans une section très resserrée sous l’action du jet secondaire
accélère vite au-delà de la vitesse du son (bien qu’une partie du fluide s’échappe par les côtés
du plan de symétrie). De même, sur la surface cylindrique de rayon R/D = 0.497 passant juste
au dessus du choc interne au jet secondaire, on constate que le jet primaire après avoir subi le
choc détaché redevient rapidement supersonique en contournant le jet secondaire.

Des lignes de courant ont été tracées dans le plan de symétrie Z/D = 0, figure 4.10. On
distingue bien la poche subsonique en blanc. La vue globale (à gauche) met en évidence deux
zones de recirculation en amont de l’injection, l’une de même sens de rotation (+) que la vorticité
contenue dans la couche de mélange du jet primaire et l’autre de sens opposé (−) située au dessus.
Le tourbillon (+) est formé par l’enroulement de la couche de mélange causé par le gradient de
pression lors de l’impact avec le jet secondaire, on le note HV pour “horseshoe vortex”. Sur la
vue rapprochée (à droite), les lignes de courant présentent un point selle S qui sépare localement
le plan de symétrie en 4 parties. A gauche de S, une petite partie du jet primaire est refoulée
vers le haut dans la cavité formée par le bras de l’injecteur (ouverte sur les côtés) et génère le
tourbillon HV. Au dessous de S, la majeure partie du jet primaire passe sous le jet secondaire.
A droite de S, le jet secondaire pénètre dans l’écoulement primaire. Enfin, au dessus de S,
on distingue une petite recirculation (SV) entrâınée dans le sens horaire par le jet secondaire.
Malgré la forte ressemblance avec l’image du jet pariétal de la figure 4.8, le fait que, d’une part,
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Fig. 4.9 – Interaction d’un jet radial avec le jet primaire : contours iso-Mach dans le plan
longitudinal Z/D = 0 (à gauche) et sur la surface iso-R/D = 0.497 (à droite).

le jet radial soit décalé en retrait par rapport à l’écoulement transverse et que, d’autre part,
l’écoulement transverse ne puisse pas s’appuyer sur une paroi rend les corrélations du tableau
4.4 complètement inapplicables dans le cas étudié ici. De plus, les orifices d’injection utilisés
ici sont loin d’être circulaires et l’interaction n’est pas bidimensionnelle, même dans le plan de
symétrie.

Fig. 4.10 – Interaction d’un jet radial avec le jet primaire : lignes de courant dans le plan
Z/D = 0 en vue globale (à gauche) et en gros plan (à droite). Les zones en blanc, gris clair et
gris foncé sont respectivement les régions {M < 1}, {1 < M < 2} et {M > 2}.

Le refoulement d’une partie du jet primaire est entièrement dû au gradient de pression
provoqué par l’impact contre le jet radial. En effet, au niveau phénoménologique tout est contenu
dans le cas d’école du jet plan incompressible non-visqueux impactant une plaque infinie en
incidence α (figure 4.11). La pression ambiante étant uniforme à p0, la force résultante F sur la
plaque ainsi que le débit de fluide dévié ṁ2 et le débit de fluide refoulé ṁ3 s’expriment par :

ṁ2 = ṁ1
1 + cosα

2
(4.9)

ṁ3 = ṁ1
1− cosα

2
(4.10)

F = ṁ1V1 sinα (4.11)
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Ces relations montrent explicitement que dès que l’on exerce une force de pression supérieure à
la pression ambiante sur la surface du jet, α 6= 0, il existe obligatoirement un point d’arrêt S et
une partie du jet est refoulée vers l’amont, ṁ3 > 0. Tant que les efforts visqueux sont négligés,
le gradient de pression est maximal sur la ligne de courant aboutissant au point d’arrêt S où
la pression statique atteint sa valeur maximale, i.e. la pression totale. Cependant cette analyse

Fig. 4.11 – Schéma du jet non-visqueux incompressible plan impactant une plaque plane infinie
à gauche et influence du rotationnel sur la topologie du point selle à droite.

ne tient pas compte des effets d’entrâınement visqueux du jet secondaire qui sont à l’origine
du tourbillon supérieur (SV). Il est possible de mettre en évidence leur influence en regardant
les branches du point selle S. Si le fluide était initialement irrotationnel, l’hypothèse de fluide
parfait le ferait rester irrotationnel lors de son évolution et le point d’arrêt serait du point de
vue du jet impactant un demi-point selle S à branches orthogonales. Or, on constate, figure
4.10, que ces branches ne sont pas orthogonales, ce qui prouve l’action des effets visqueux. Plus
précisément, il est facile de prouver que sur un point hyperbolique S9 (voir schéma de droite
figure 4.11) où on a nécessairement Ω < S (Ω taux de rotation, S taux de cisaillement), l’angle
entre la direction d’étirement −→x + et la direction de contraction −→x − s’exprime par :(−→x +,−→x −) =

π

2
− 2θ =

π

2
− 2 arctan

[
Ω/S√

1− (Ω/S)2 + 1

]
(4.12)

Sur la figure 4.10, on mesure (−→x +,−→x −) = 142 deg ce qui correspond à Ω/S = −0.79. La vorticité
qui en fluide parfait est concentrée dans les lignes de glissement est donc fortement diffusée par
les effets visqueux moléculaires et turbulents dans tout la région d’interaction et y joue un rôle
non négligeable. Ici Ω < 0, c’est la vorticité du jet secondaire qui s’impose au niveau du point
selle. Ceci est aussi montré, figure 4.12, par les champs de pression statique (à gauche) et de
pression totale (à droite). Sur le champ de pression statique, on distingue deux maxima locaux,
le plus élevé situé dans le jet secondaire juste derrière le disque de Mach et le second dans la
région d’impact. Toutefois, ce second maximum de pression ne cöıncide pas avec le point selle S,
comme ce serait le cas en fluide parfait irrotationnel. Le champ de pression totale montre en effet
que suite à la diffusion et à la dissipation visqueuse, la ligne de courant aboutissant au point S
perd plus de pression totale qu’elle ne gagne de pression statique par compression isentropique.

Par ailleurs, en aval du canal de ventilation (image de gauche, figure 4.10), on peut noter
une très forte aspiration des lignes de courant extérieures vers l’axe du jet qui doit probable-
ment provoquer une importante trâınée de l’arrière-corps contrôlé. Toutefois, il est nécessaire

9On rappelle que l’on se place dans le plan de symétrie. De plus, ces résultats sont valables tant que la dilatation
dans le plan n’excède pas 2

p
|S2 − Ω2| en valeur absolue pour que le point d’arrêt S reste un point selle.
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Fig. 4.12 – Contours iso-p et ligne p/pi0 = 1.85 (à gauche) et contours iso-pi et ligne M = 1 (à
droite) dans le plan longitudinal Z/D = 0 au voisinage du jet secondaire.

de préciser que l’augmentation de trâınée provoquée par l’activation du contrôle sur l’ensemble
de l’arrière-corps est modérée par une diminution de cette effet d’aspiration dans les sections
d’évasement du jet, voir figure 4.3 (“culot équivalent” moins haut).

4.3.2.2 Formation des tourbillons proche des injections

Après avoir détaillé l’impact du jet primaire contre le jet secondaire (et pas le contraire), on
s’intéresse désormais à la formation des tourbillons dans la région de l’injection. La figure 4.13
présente la vorticité longitudinale adimensionnée Ωx = −→rot−→V .−→X/(2a∗/D) dans quelques coupes
transverses depuis le voisinage amont de l’injection (X/D = 0.05) jusqu’à l’aval proche de la
sortie de l’arrière-corps (située à X/D = 0.5). Sur les premières sections, les pseudo lignes de
courant (tracées sur le champ 2D (V,W )) ont été ajoutées pour mieux décrire l’écoulement.

En X/D = 0.05, on remarque principalement deux paires d’amas de vorticité contra-rotatifs
de sens opposés. La paire inférieure correspond au tourbillon HV, noté (+) sur la figure 4.10. Sur
la figure 4.10, le tourbillon (+) est précisément un foyer dont le débit sort du plan de symétrie. On
peut donc imaginer un tube de courant adjacent au plan de symétrie Y/D = 010 qui en impactant
le jet secondaire le contourne dans le plan (X,Y ). Par le mécanisme décrit par l’équation 4.1,
la vorticité ωn = ωY contenue dans la couche de mélange du jet primaire génère de la vorticité
longitudinale dωs = dωY lors de la déviation initiale du tube11. Lorsque le tube de courant
ayant contourné le jet secondaire se réoriente dans la direction du jet primaire −→X , cette vorticité
longitudinale ωs (ou plus rigoureusement la circulation Γs) est conservée et réorientée dans le
sens longitudinal du jet primaire ωs = ωX . Le tourbillon HV est donc semblable au tourbillon
de couche-limite (“horseshoe vortex”) rencontré dans les injections pariétales. La paire d’amas
de vorticité opposée, notée RV (pour “recirculation vorticity”) située au dessus du HV, provient
du même mécanisme appliqué au tube de courant passant par la zone de recirculation (−) de
la figure 4.10. Si l’on suit les pseudo lignes de courant, on constate que seules les lignes passant
dans la zone du HV s’enroulent. Ceci signifie uniquement que le cisaillement SY Z dans le plan
(Y, Z) est inférieur au taux de rotation ΩX dans la zone du HV alors qu’il est supérieur dans la
zone du RV.

En X/D = 0.1 (ce plan est en fait au milieu de l’injection à X/D = 0.114), on retrouve les
paires d’amas de vorticité HV et RV, mais il vient s’ajouter la vorticité longitudinale ωX créée
sur les parois latérales du jet secondaire et que l’on note LV pour “lateral vorticity”. Ensuite,

10Alors que jusqu’à présent, le plan de symétrie du jet transverse était Z = 0, on considère à présent l’injecteur
du haut sur la figure 4.13 dont le plan de symétrie est Y = 0.

11Rigoureusement, il faudrait aussi évaluer la part des effets visqueux dans la génération de vorticité ωX .
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lorsque s’achève la phase d’injection, les vorticités co-rotatives LV et RV fusionnent pour former
la paire de tourbillons contra-rotatifs (CVP) à X/D = 0.2. En progressant vers l’aval (voir la
section X/D = 0.4), la portion supérieure de chaque tourbillon de la CVP (correspondant aux
anciens RV) s’accouple avec le tourbillon le plus proche, un HV de sens de rotation opposé12.
Chaque couple se déplace alors vers la paroi de la tuyère de ventilation. Lorsque ceux-ci sont
suffisamment proches de la paroi, l’effet bloquant de la paroi (au sens de la condition de non-
pénétration) que l’on peut mieux se représenter à l’aide des distributions images (voir méthode
des images hydrodynamiques par ex. dans [142, 10]) induit leur séparation. Du point de vue
global, les HV se rapprochent et les tourbillons de chaque CVP aussi. Cependant, ce processus
est interrompu par la fin de la paroi en X/D = 0.5. Dans cette section, on peut noter que
les tourbillons libres ont généré de la vorticité longitudinale dans la couche-limite pariétale.
Une partie de cette vorticité est libérée dans l’écoulement, mais elle est très vite diffusée par la
viscosité (entreX/D = 0.6 et 0.7). Finalement, àX/D = 1.0, ne subsistent que la CVP et les HV.

Enfin, il est très intéressant de noter qu’à l’abscisse X/D = 1.0, les tourbillons longitudinaux
sont entièrement en dehors du jet supersonique. Par conséquent, il n’existe pas d’interaction entre
les tourbillons longitudinaux et les chocs internes au jet primaire dans le champ moyen.

4.3.2.3 Caractérisation des tourbillons longitudinaux loin des injections

Approximation de l’écoulement transverse 2D incompressible. Loin des injecteurs,
c’est-à-dire à partir de X/D = 1.0, on considère que l’écoulement moyen subsonique à l’extérieur
du jet supersonique suit une dynamique essentiellement bidimensionnelle dans le plan transverse
(Y, Z). Une justification de cette approximation est proposée ici en appliquant les hypothèses
de la théorie des corps élancées (énoncée pour un fluide parfait) aux équations de Navier-Stokes
3D. Pour commencer, on définit un petit paramètre ε� 1. Ensuite, on suppose que l’écoulement
extérieur uniforme ayant les conditions de l’infini amont

(
ρ0, U0

−→
X , p0

)
subit une perturbation

infinitésimale (ρ,−→v (u v w), p) vérifiant les ordres de grandeur :

[ρ] = O(ε2ρ0)
[u] = O(ε2U0) et [v, w] = O(εU0) (4.13)

[p] = O(ε2ρ0U
2
0 )[

∂.

∂x

]
= O

(
[.]
L

)
et

[
∂.

∂y
,
∂.

∂z

]
= O

(
1
ε

[.]
L

)
où L est une dimension caractéristique de l’évolution longitudinale, i.e. de l’ordre du diamètre
du col [L] = O(D). La conservation de la masse se réduit alors à l’ordre dominant O

(
ρ0U0

L

)
à :

ρ0

(
∂v

∂y
+
∂w

∂z

)
= 0 (4.14)

Le bilan de quantité de mouvement fait intervenir les viscosités µ et η dont les valeurs à l’infini
amont sont µ0 et η0 = −2

3µ0 (hypothèse de Stokes). En faisant le changement de repère galiléen
(X,Y, Z) → (τ = X/U0, Y, Z) et avec l’aide de (4.14), les équations de quantité de mouvement

12Quand on dit ici que deux tourbillons s’accouplent, on veut rigoureusement dire que la vitesse qu’ils induisent
mutuellement l’un sur l’autre est prépondérante par rapport aux vitesses induites par les autres tourbillons, si
bien qu’ils semblent se mouvoir ensemble comme un couple de tourbillons isolé.
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Fig. 4.13 – Contours de vorticité longitudinale adimensionnée ΩX et ligne sonique et
ligne sonique (HV=horseshoe vortex, RV=recirculation vorticity, LV=longitudinal vorticity,
CVP=counter-rotating vortex pair).
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dans le plan transverse (Y, Z) s’écrivent à l’ordre dominant O
(
ε
ρ0U2

0
L

)
:

ρ0

(
∂v

∂τ
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ0

(
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
(4.15)

ρ0

(
∂w

∂τ
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ0

(
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

T.V.

(4.16)

L’équation de quantité de mouvement longitudinale s’écrit à l’ordre dominant O
(
ε2
ρ0U2

0
L

)
:

ρ0

(
∂u

∂τ
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= − 1

U0

∂p

∂t
+ µ0

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
(4.17)

Comme dans la théorie des corps élancés, on s’aperçoit que les équations de Navier-Stokes
compressibles 3D se réduisent dans le plan transverse (Y, Z) aux équations du mouvement bidi-
mensionnel incompressible. L’écoulement extérieur dans le plan transverse évolue donc le long du
jet indépendamment de la vitesse axiale U0 + u. Dans (4.15,4.16), l’ordre de grandeur du terme
visqueux s’exprime en fonction du nombre de Reynolds Re = ρ0U0L

µ0
: [T.V.] = O(εRe)−1 ρ0U2

0
L .

En notant Re = O (εα), les équations du mouvement transverse tendent asymptotiquement vers
les équations d’Euler 2D, si α > 2. Au contraire, si α < 2, elles dégénèrent en l’équation de
Laplace qui est indépendante du temps de convection t (i.e. l’écoulement transverse est figé) ce
qui n’est pas envisageable. Dans l’écoulement étudié ici, on a bien α > 2.

En toute rigueur, les hypothèses (4.13) ne sont pas satisfaites, d’autant plus que la vitesse lon-
gitudinale s’inverse dans l’écoulement de retour situé juste en aval de l’arrière-corps (voir figure
4.10), mais on vérifie dans la suite qu’elles permettent tout de même d’expliquer qualitative-
ment l’évolution des tourbillons longitudinaux et de prévoir les tendances provoquées par une
modification des conditions initiales dans le plan (Y, Z) de l’injection. Sous cette hypothèse
d’écoulement transverse bidimensionnel et incompressible, on s’appuie dans la suite de l’analyse
sur l’équation de transport du rotationnel longitudinal ωx = −→rot−→V .−→X (avec ν0 = µ0/ρ0) :

∂ωx
∂τ

+ v
∂ωx
∂y

+ w
∂ωx
∂z

= ν0

(
∂2ωx
∂y2

+
∂2ωx
∂z2

)
(4.18)

On rappelle que l’équation (4.18) a été établie pour un écoulement laminaire. Tant que l’on
adopte l’hypothèse de Boussinesq consistant à assimiler l’action de la turbulence sur le champ
moyen à une viscosité turbulente νt venant s’ajouter à la viscosité moléculaire ν, l’approximation
2D incompressible s’applique encore et l’équation (4.18) reste valable à condition d’ajouter νt à
ν. Ce niveau d’approximation est suffisant pour le moment, nous y reviendrons plus tard.

Enfin, les hypothèses (4.13) ne sont pas raisonnablement applicables à l’ensemble du do-
maine intérieur au jet primaire. Toutefois, ce n’est pas le caractère supersonique qui remet en
cause l’approximation des corps élancés adoptée pour l’écoulement extérieur, mais c’est le fait
que l’écoulement interne comporte des chocs faisant varier ses propriétés sur de courtes dis-
tances longitudinales. Aussi, en acceptant de ne pas décrire la déformation du jet provoquée
par les compressions et détentes se propageant à l’intérieur du jet, on se propose de décrire la
déformation causée uniquement par les tourbillons longitudinaux, en supposant qu’elle puisse
être découplée de celle due aux ondes internes.
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Définition des moments de vorticité complexes. Afin de caractériser les distributions de
vorticité longitudinale ωx = −→rot−→V .−→X dans une région D du plan (Y, Z) situé à l’abscisse X13,
nous allons utiliser les moments de vorticité complexes [128] exprimés au point η0 définis par :

Iη0m =
∫∫

D
ωx(y, z)(η − η0)mdydz (4.19)

avec Iη0m et η = y + iz à valeurs complexes (i2 = −1).
En particulier, on a :

- le moment de vorticité d’ordre 0 : I0 =
∫∫

D
ωx(y, z)dydz (4.20)

- le moment de vorticité d’ordre 1 exprimé au point O : IO1 = IO1y + iIO1z (4.21)

avec IO1y =
∫∫

D
ωx(y, z)ydydz et IO1z =

∫∫
D
ωx(y, z)zdydz (4.22)

- le moment de vorticité d’ordre 2 exprimé au point O : IO2 = IO2y + iIO2z (4.23)

avec IO2y =
∫∫

D
ωx(y, z)(y2 − z2)dydz et IO2z =

∫∫
D
ωx(y, z)2yzdydz (4.24)

On définit aussi un moment de vorticité polaire d’ordre 2 exprimé au point O :

Iη02r =
∫∫

D
ωx(y, z)|η − η0|2dydz (4.25)

Variables caractéristiques d’une distribution de vorticité. Le moment d’ordre 0 s’iden-
tifie à la circulation de la distribution de vorticité Γ = I0. Si celle-ci n’est pas nulle, les moments
d’ordres supérieurs permettent de caractériser plus précisément la distribution de vorticité :

- la position du barycentre de vorticité G : yG = IO1y/I0 et zG = IO1z/I0 (4.26)

- le rayon de dispersion : a =
√
IG2r/I0 (4.27)

- l’excentrement : c = 2

√√
(IG2y)2 + (IG2z)2/I0 (4.28)

- l’orientation : θE =
1
2

arctan
(
IG2z/I

G
2y

)
(4.29)

où O est l’origine du système de coordonnées14. Ces notions sont représentées figure 4.14 pour des
cas simples : un disque de vorticité, une ellipse, et une paire de tourbillons concentrés co-rotatifs.
Pour une distribution de vorticité uniforme à l’intérieur d’un cercle de rayon R (i.e. un tourbillon
de Rankine), le rayon de dispersion est égal à a = R/

√
2. L’excentrement c et l’orientation θE ,

proviennent de la relation IG2 = I0c2

4 e2iθE démontrée en annexe D. L’excentrement est nul pour
une distribution axisymétrique. Pour une distribution de vorticité elliptique uniforme, c est la
distance de séparation d’un foyer au centre, c = F1F2/2, et θE est l’orientation du grand axe par
rapport à la direction −→y . Il est utile de remarquer que le rayon de dispersion a est une grandeur
à considérer avec précaution. En effet, le rapport des rayons de dispersion d’une distribution
elliptique uniforme et d’une distribution axisymétrique d’aires et de vorticités égales est une
fonction croissante de l’ellipticité e = c/aE ∈ [0, 1] :

a2(ellipse)
a2(disque)

=
1
4

[
3
2

(
2− e2

1− e2

)
+ 1
]

(4.30)

13Dans ce paragraphe, on se fixe une abscisse X quelconque que nous ne mentionnons plus dans les notations
pour plus de lisibilité.

14Par définition IG1 = 0.
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Fig. 4.14 – Exemple de distributions de vorticité et leurs caractéristiques associées (pour l’ellipse,
aE et bE sont respectivement le demi-grand axe et le demi-petit axe).

En pratique, tous les moments sont calculés en O et on utilise les relations15 :

IG2y = IO2y − (y2
G − z2

G)I0 (4.31)

IG2z = IO2z − 2yGzGI0 (4.32)
IG2r = I0

2r − (y2
G + z2

G)I0 (4.33)

En notant C le contour fermé entourant le domaine D, on peut montrer (voir annexe D) que les
évolutions de la circulation et du moment d’ordre 1 (représenté ici sous forme d’un vecteur de
R2) sont gouvernés par 16 :

DΓ
Dτ

= ν

∫
C

∂ωx
∂n

dl (4.34)

D
−→
IO1
Dτ

= ν

∫
C

−−→
OM

∂ωx
∂n

dl − ν

∫
C
ωx−→n dl︸ ︷︷ ︸

termes visqueux

+
1
2

∫
C

−→
V
(−→
V .
−→
t
)
dl︸ ︷︷ ︸

non−visqueux

(4.35)

où −→t et −→n sont respectivement la tangente et la normale sortante du contour fermé C orienté
dans le sens trigonométrique et dl est un élément de longueur curviligne. La relation (4.34)
montre que la circulation Γ varie sous l’effet de la diffusion visqueuse de vorticité à travers la
frontière C du domaine D uniquement. On retrouve le théorème de Kelvin : en l’absence d’effet
visqueux, la circulation sur un contour matériel se conserve dans le mouvement. La relation
(4.35) montre que l’évolution du moment d’ordre 1 est gouvernée à la fois par des termes vis-
queux et un terme non-visqueux.

Afin d’illustrer ces notions, considérons un doublet de tourbillons contra-rotatifs formé par
le sillage d’une aile en incidence (cf. Saffman [216]). Dans ce cas, le rayon de dispersion a est en
général beaucoup plus petit que l’écartement b = 2yG des tourbillons dans la région lointaine en
aval. Le doublet est donc habituellement assimilé à une paire de tourbillons concentrés, comme
cela est représenté figure 4.15 (gauche). On isole maintenant le tourbillon droit en prenant pour
D la région grisée y ≥ 0 du plan. L’hypothèse a � b conduit à un flux de vorticité nul (ou
négligé) sur l’interface y = 0 si bien que la circulation Γ du tourbillon droit se conserve (idem
pour le tourbillon gauche). De plus, en plaçant l’origine O sur l’axe de symétrie, la composante
transverse du moment d’ordre 1 du tourbillon droit, IO1y(y ≥ 0), se conserve aussi car d’une part
pour le terme visqueux −−→OM.−→y = 0,∀M ∈ {y = 0} et d’autre part −→V .−→y = 0 sur l’axe y = 0.
Par symétrie, la composante transverse du moment d’ordre 1 de l’ensemble de la distribution

15Ces relations sont semblables aux relations d’Huygens pour les moments d’inertie des solides rigides.
16Pour (4.35), le débit de fluide à travers C doit être nul. L’évolution des moments d’ordres supérieurs peut

s’obtenir de la même manière, le lecteur pourra par exemple se référer à Saffman [216].
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{y ≤ 0}∪ {y ≥ 0} est égale au double de celui d’un tourbillon IO1y(R2) = 2IO1y(y ≥ 0) = Γb, donc
se conserve aussi. En champ lointain, l’écartement b des tourbillons est donc constant. Dans
l’approximation de la théorie de la ligne portante de Prandtl (incompressible), si l’on intègre
le moment d’ordre 1 transverse IO1y de la distribution de vorticité correspondante aux lanières
tourbillonnaires lachées au niveau de l’aile, on obtient :

IO1y(R2) = Γ0b0

∫ +1/2

−1/2
f(ξ)dξ (4.36)

où ξ = y/b0 et Γ(y) = Γ0f(ξ) caractérise la répartition de circulation sur l’aile d’envergure b0
donnée par la théorie de Prandtl. On en déduit d’une part, avec IO1y(R2) = Γb, l’expression de
l’écartement du doublet b en champ lointain en fonction de l’envergure b0 et de la loi de charge
de l’aile f :

b = b0

∫ +1/2

−1/2
f(ξ)dξ (4.37)

et d’autre part, que le moment d’ordre 1 transverse de l’écoulement dans tout l’aval de l’aile est
égal à l’impulsion qu’elle fournit initialement :

IO1y(R2) =
ρ0V0Γ0b0

∫ +1/2
−1/2 f(ξ)dξ

ρ0V0
=

FL
ρ0V0

(4.38)

où FL est la portance de l’aile et ρ0 et V0 respectivement la masse volumique et la vitesse de
l’écoulement incident.

Lorsque l’écartement b entre les deux tourbillons d’un doublet devient comparable au rayon
de dispersion a, comme c’est le cas pour les CVP se trouvant dans le sillage d’un jet en écoulement
transverse, le flux de diffusion à travers l’interface y = 0 n’est plus nul et fait donc chuter la
circulation Γ. Par contre, le moment d’ordre 1 transverse IO1y(R2) = Γb se conserve malgré la
viscosité non nulle car ωx = 0 sur l’axe de symétrie y = 0. Par conséquent, la diffusion visqueuse
de vorticité augmente l’écartement b de la CVP ; c’est sur ce mécanisme que Karagozian [131]
base une bonne partie de son modèle. Dans le cas du sillage d’une aile, pendant la phase initiale
d’établissement des deux tourbillons concentrés le flux de diffusion n’est pas nul, c’est pourquoi
on n’a pas strictement Γ = Γ0 en aval.

Fig. 4.15 – Domaine d’intégration des moments de vorticité (zone grise) : dans le cas d’un
doublet de tourbillons concentrés (à gauche) et dans une coupe du jet contrôlé par 4 injections
radiales (à droite).
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La composante verticale du moment d’ordre 1 varie, elle, sous l’effet de la diffusion visqueuse
et de l’induction non-visqueuse provoquée par le plan de symétrie17 :

D
−→
IO1
Dτ

=
[
ν

∫ +∞

−∞

∂ωx
∂y

zdz − 1
2

∫ +∞

−∞
w2dz

]
−→z (4.39)

Dans le cas d’un doublet de tourbillons singuliers, seul subsiste le terme non-visqueux qui est
de plus invariant. La vitesse de translation du doublet est donc constante dans le temps.

Application aux distributions de vorticité longitudinale du jet contrôlé par 4 injec-
teurs. Les relations (4.26) à (4.29) vont maintenant permettre de caractériser plus précisément
la distribution du système tourbillonnaire décrit précédemment, figure 4.2. Pour cela, on définit
le domaine d’intégration D comme étant la surface couverte par l’angle 2π/(2N), où N = 4
injecteurs, à partir du plan de symétrie d’un injecteur. D est représenté par la zone grisée, figure
4.15. Afin de ne capter que le tourbillon de la CVP (ωx > 0 dans la région grisée), on remplace la
vorticité ωx par sa partie positive ω+

x = (ωx + |ωx|)/2 dans toutes les définitions du paragraphe
précédent. Ceci revient à restreindre D au tourbillon isolé de la CVP. Pour le tourbillon HV, on
fait de même avec la partie négative ω−x = (ωx − |ωx|)/2.

Les caractéristiques du tourbillon de la CVP sont tracées sur la figure 4.16. Le mouvement de
pénétration-divergence du système tourbillonnaire est clairement mis en évidence par l’évolution
de la position radiale RG =

√
y2
G + z2

G, figure 4.16(a). La comparaison des circulations du tour-
billon de la CVP et du HV, figure 4.16(e), permet de négliger raisonnablement l’action du HV
par rapport à celle du tourbillon de la CVP. Le seul effet notoire du HV dans la phase initiale
est de creuser la tête du lobe induit par les CVP.

La relation (4.39) permet de décrire formellement la trajectoire de chaque tourbillon des CVP
dans la zone de mouvement limitée par les plans de symétrie (zone grise, figure 4.15). Dans le cas
du doublet isolé présenté ci-dessus, nous avons vu que du point de vue du tourbillon droit, c’était
le plan de symétrie {y = 0} qui provoquait sa translation dans la direction −→z uniquement alors
que sa position transverse yG = b/2 restait constante. Dans le cas du jet soumis à 4 injecteurs,
le problème est réductible à 1/8ème du plan limité par 2 axes de symétrie (O,−→z ) (plan des
injecteurs actifs) et (O,−→y + −→z ) (plans des injecteurs inactifs). On repère désormais ces deux
axes à l’aide de l’angle polaire θ = (−→y ,−→er ), respectivement θ = π/2 et θ = π/4. Le tourbillon
évolue donc sous les influences opposées des vitesses induites le long des deux axes :

D
−→
IO1
Dτ

=
[(
ν

∫ +∞

0

∂ωx
r∂θ

rdr − 1
2

∫ +∞

0
u2
rdr

)
−→er
]θ=π/2
θ=π/4

(4.40)

où [f(θ)]θ=π/2θ=π/4 = f(θ = π/2)− f(θ = π/4). La formation du doublet étant achevée au niveau de
l’injection, la distance b1 du tourbillon droit au tourbillon gauche du même doublet est plus petite
que celle b2 du tourbillon droit au tourbillon gauche du doublet voisin situé à sa droite (voir figure
4.15 pour la topologie et la figure 4.16(b) pour les valeurs de b1 et b2). La vitesse induite est donc
initialement dirigée de manière prépondérante suivant la direction (O,−−→er )θ=π/2 = (O,−−→z ) et
fait pénétrer la CVP. Au fur et à mesure de la translation des CVP le long de l’axe (O,−−→z ),
l’écartement b2 diminue et dans le même temps, b1 augmente sous l’action de la vitesse induite
par l’axe (O,+−→er )θ=π/4 (voir l’évolution de la position azimutale θG et corrélativement celles
de b1 et b2, figures 4.16(d) et (b)). Si les tourbillons étaient ponctuels, la position telle que

17En écoulement non-visqueux, c’est une vision équivalente à la celle des images hydrodynamiques [142, 10].
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b1 = b2 correspondrait à la position radiale minimum RGmin des tourbillons où la vitesse est
purement orthoradiale (négative si l’on considère le tourbillon isolé, figure 4.15) et à partir de
laquelle les nouveaux CVP se forment pour diverger vers l’extérieur. On constate toutefois que
les CVP commencent à diverger à partir de X/D = 3 alors que la transition b1 = b2 n’arrive
qu’à X/D = 3.5. Ceci est probablement dû à la dispersion non-axisymétrique de la vorticité.
On observe en effet figures 4.16(c) et (d) que l’excentrement est de l’ordre de c/D ≈ 0.15 et
que la distribution est principalement orientée suivant la direction −→z (θE ≥ 75 deg). La portion
basse de la distribution de vorticité approche donc l’axe (O,+−→er )θ=π/4 plus tôt que le centre de
vorticité et avance la phase de divergence à X/D = 3. L’excentrement a aussi probablement un
effet sur l’évolution de l’écartement du doublet initial. En effet, si l’on suit l’explication donnée
pour décrire la courbe de b1, figure 4.16(b), on ne retrouve pas la décroissance initiale. La com-
paraison entre X/D = 0. et 1.5 de toutes les caractéristiques calculées et tracées figure 4.16,
semble indiquer que le rapprochement initial des centres de vorticité G vers l’axe (0,−→z ) est lié
à la rotation de la distribution dans la direction ∼ −→z (θE ≈ 80 deg figure 4.16(d)) ainsi qu’à la
diminution initiale de l’excentrement c (qui passe de c/D = 0.2 à 0.15, figure 4.16(c)).

Enfin, la croissance du rayon de dispersion a d’un tourbillon rectiligne infini et isolé est
gouvernée par [216] :

Da2

Dτ
= 4ν (4.41)

soit

a(τ) =
√

4ν(τ − τ0) + a2
0 (4.42)

En posant τ = X/D × D/U0, on peut faire l’analogie entre l’évolution longitudinale du rayon
de dispersion d’un des CVP disposés autour du jet et la croissance du rayon de dispersion d’un
tourbillon isolé de viscosité apparente νa :

a(X/D) =
√

4νaD/U0(X/D − (X/D)0) + a2
0 (4.43)

Une courbe d’équation a(X/D) =
√

4× 0.0007 max(X/D − 0.3, 0) + 0.12 (non tracée ici) a été
superposée à la courbe a(X/D) tracée figure 4.16(c). En prenant pour vitesse de référence U0 ≈
270m/s, cette corrélation correspond approximativement à une viscosité apparente νa = 105ν
qui dépasse largement la viscosité turbulente (de l’ordre de 5000ν maximum). La croissance du
rayon de dispersion tracé figure 4.14 reflète donc plutôt l’effet de l’étirement de la distribution
de vorticité sous l’action du cisaillement (cf. c/D figure 4.14) qui a été signalé précédemment
lors de sa définition.

D’autre part, le rapport a/b = max(a/b1, a/b2) varie entre 0.35 et 0.45. D’après la littérature
sur les tourbillons [82], les tourbillons des CVP ne sont donc pas assimilables à des tourbillons
concentrés et les effets visqueux sont à prendre en compte.

En regardant les courbes de circulation ΓCVP et ΓHV, figure 4.16(e), on observe que les
tourbillons HV finissent leur croissance assez tôt, vers X/D = 0.5 alors que les CVP atteignent
leur circulation maximale plus tard, à environ X/D = 1. Une corrélation de la circulation du
même type que celles du tableau 4.2 pour les CVP isolées, ΓCVP isole = 0.3(max(X/D, 1))−1/3 ,
a été superposée à la circulation du tourbillon de la CVP, ΓCVP. On constate que la décroissance
de la circulation ainsi modélisée, bien qu’en bon accord dans la zone proche, s’amenuise moins
rapidement dans le champ lointain. Cette observation soulève trois questions : Est-ce que le
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modèle RANS utilisé est capable de reproduire la décroissance de la circulation en x−1/3 sur
une CVP isolée ? Est-que l’interaction de plusieurs CVP peut expliquer cette décroissance plus
forte ? Quelle est l’influence du cisaillement moyen de la couche de mélange sur les tourbillons
longitudinaux ? Des éléments de réponse seront apportés au chapitre 5.

(a) Position radiale des centres de vorticité G des CVP

(b) Ecartements des CVP b1 et b2 (c) Rayon de dispersion a et excentrement c

(d) Position azimuthale θG et orientation θE (e) Circulations des CVP et des HV

Fig. 4.16 – Evolution des caractéristiques des tourbillons CVP (les circulations sont adimen-
sionnées par a∗D).
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4.4 Caractérisation du mélange

En vue d’élaborer des critères d’estimation du mélange nécessaires à la réalisation d’une étude
paramétrique dans la section suivante, il apparâıt indispensable de s’arrêter momentanément
pour définir précisément ce que l’on entend par le terme “mélange”, du moins dans le cadre du
problème étudié ici.

4.4.1 Discussion phénoménologique sur le mélange

Dans le langage courant, le mot “mélange” représente tant l’action de mélanger que le
résultat de cette action. Cependant, lorsqu’on parle d’“augmenter le mélange”, il s’agit clai-
rement d’accrôıtre l’action de mélanger, et le terme “mélange” désigne alors un processus.
Suivant la définition du petit Larousse illustré, “mélanger” signifie associer plusieurs corps,
substances diverses ou choses de natures différentes, pour former un tout dans lequel les corps
mis ensemble deviennent indistincts, sans toutefois former une combinaison (i.e. toute réaction
chimique étant exclue). Les mot-clés de cette définition sont les adjectifs “différents” puis “in-
distincts” car ils contiennent toutes les notions nécessaires à la définition mathématique du
mélange : la différenciation, l’hétérogénéité puis l’homogénéité et, dans le même temps, la per-
ception de l’hétérogénéité. Donner une définition mathématique du mélange revient à préciser
chacune de ces notions en termes de mesures ou grandeurs quantifiables.

Avant tout, pour différencier deux corps A et B, il faut nécessairement que l’on ait au préalable
choisi une caractéristique ou propriété particulière, défini un ensemble E des valeurs possibles
de cette caractéristique, et associé à chacun de ces corps une variable X à valeurs dans cet en-
semble E . Par exemple, on peut différencier deux corps inertes par leurs compositions chimiques
ou encore leurs températures. Le choix des variables de caractérisation du mélange est discuté
dans la section suivante.
Lorsque l’on parle de mélange d’un fluide continu, on ne compare plus de corps discrets mais
de particules élémentaires de fluide positionnées en P (x, y, z) dans l’espace D ∈ R3. Le domaine
matériel D représente une partie quelconque du fluide considéré. La différenciation des parti-
cules se traduit alors sous forme d’hétérogénéité, et l’ensemble des traceurs X associés à chaque
particule en P constitue une distribution spatiale :

X : D ∈ R3 −→ E = RN (4.44)
P (x, y, z) 7−→ X(P ) (4.45)

Ainsi, mélanger un fluide continu signifie réduire son hétérogénéité ou de façon équivalente
accrôıtre son homogénéité. On peut définir le degré d’hétérogénéité d’un fluide de masse MD =∫
D dm occupant le domaine D vis à vis du traceur X par l’écart-type18 :

IX =

√
1
MD

∫
D
||X(P )−X||2dm(P ) (4.46)

où ||.|| désigne une norme de E et X désigne la moyenne de X sur D :

X =
∫
D
X(P )dm(P ) (4.47)

Le degré d’hétérogénéité IX est à valeurs dans R+. Lorsque IX = 0, la distribution X est
homogène, sinon elle est hétérogène. Dans ce cas, IX mesure l’écart de la distribution X à
l’homogénéité.

18Les intégrales sont pondérées par la masse plutôt que par le volume parce que, de manière générale, la masse
d’une particule se conserve toujours dans le mouvement, contrairement à son volume.
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Pour commencer, nous allons considérer un fluide continu parfait, c’est-à-dire un fluide qui
occupe un espace dense dans R3, où quelque soit l’échelle spatiale l à laquelle on le regarde,
on trouve du fluide. Dans ce modèle de fluide parfait, on nie donc la nature discrète du fluide
réel à l’échelle microscopique, et donc les phénomènes de diffusion. Un fluide parfait hétérogène
évoluant selon les équations d’Euler peut être caractérisé par une distribution X(t) qui est une
fonction continue du temps, ainsi que le degré d’hétérogénéité associé IX(t). Puisque la définition
du mélange exclut toute transformation du fluide (comme une réaction chimique, pour une ca-
ractérisation par la composition chimique), X se conserve le long des trajectoires du fluide. Par
conséquent, la moyenne de X sur D et son degré d’hétérogénéité IX sont invariants dans le
temps. De manière stricte, un fluide parfait initialement hétérogène le reste éternellement.

L’adjectif “indistinct” utilisé dans la définition du mélange ajoute la notion de perception de
l’hétérogénéité. Supposons que notre acuité d’observation ait une résolution l > 0, c’est-à-dire
que seuls les détails d’une taille supérieure à l peuvent être perçus. On peut alors définir la
caractéristique X perçue en un point P à l’échelle l par exemple par :

Xl(P ) =
∫
D
Gl(PQ).X(Q)dm(Q) (4.48)

où Gl est le filtre porte dans l’espace physique de longueur d’onde de coupure l (dans l’espace
des longueurs d’ondes, Ĝl(λ) = 1 si |λ| < l, 0 sinon)19. Xl contient donc exclusivement les com-
posantes de X dont les longueurs d’onde sont supérieures à l. Le degré d’hétérogénéité perçu à
l’échelle l est défini par :

IX,l =

√
1
MD

∫
D
||Xl(P )−X||2dm(P ) (4.49)

Xl est à valeurs dans E et IX,l dans R+. On peut prolonger Xl pour l > 0 à Xl=0 = X. Lorsque
IX,l = 0, la distribution X est homogène à l’échelle l, sinon elle est hétérogène à l’échelle l. On
peut alors qualifier l’évolution suivie par le fluide de “processus de mélange à l’échelle l”, ou
“l-mélange”, sous la condition que le degré d’hétérogénéité perçu à l’échelle l soit une fonction
strictement décroissante du temps. La vitesse de mélange VX,l(t) perçue à l’échelle l est alors
définie par :

VX,l(t) = −
dIX,l
dt

(t) (4.50)

On peut toujours définir une “échelle d’hétérogénéité” λ telle que :
∀l ≥ λ, le milieu est homogène à l’échelle l, et ∀l < λ, le milieu est hétérogène à l’échelle l.
Enfin, on peut prolonger la notion de “l-mélange” à l’échelle l = 0, en disant que la distribution
X est homogène (resp. hétérogène) à l’échelle l = 0 si IX = 0 (resp. IX > 0).

Afin d’illustrer ces définitions, considérons le mélange de deux peintures incompressibles non-
miscibles initialement disposées séparément dans un pot cylindrique, figure 4.17(a). Si l’on brasse
le tout avec une cuillère en décrivant un mouvement circulaire, on obtient des franches alternées
noires et blanches comme schématisées 4.17(b) puis 4.17(c). Bien que les couleurs noires et
blanches soient de plus en plus intriquées, on ne peut pas pour le moment parler de mélange.
En effet, si l’on caractérise la couleur de la peinture par X ∈ [0, 1] avec X = 0 pour le blanc et
X = 1 pour le noir, alors ∀t > 0 : IX(t) = 0.5. Sur les images 4.17(a,b,c), l’échelle de perception
est nulle (ou plus précisément la résolution l de l’image est inférieure à celle que peut distinguer

19Le niveau de la discussion étant seulement phénoménologique et non quantitatif, on ne s’occupe pas des
problèmes aux limites qui se posent pour un domaine borné.
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Fig. 4.17 – Mélange de deux peintures non-miscibles dans un pot circulaire et échelles d’obser-
vation (distributions de couleur X dans le pot aux instants (a) t = 0, (b) t = δt, (c) t = ∆t, et
distributions de couleur perçue Xl aux échelles (d) l = f/2 et (e) l = 2f , à l’instant t = ∆t).

Fig. 4.18 – Effet de la diffusion (b) (resp. (d)) sur la distribution de couleur X initiale (a) (resp.
à t = ∆t (c)).

le lecteur). Notons f la largeur de frange mesurable sur la figure 4.17(c). Les images 4.17(d)
et 4.17(e) représentent les champs de couleur perçue Xl définis par (4.48) respectivement aux
échelles l = f/2 et l = 2f , et correspondant à la même distribution X représentée figure 4.17(c).
On voit bien, figure 4.17(c), que là où la couleur est soit noire (X = 1) soit blanche (X = 0), on
perçoit à une échelle l non-nulle, figures 4.17(d) et 4.17(e), une couleur Xl grise plus ou moins
foncée, i.e. Xl ∈ [0, 1], donnant une impression de mélange. La notion d’échelle d’observation
est donc bien inséparable de la notion de mélange. De plus, sur la figure 4.17(d), les franges
sont encore perceptibles, bien que moins nettes que sur la figure 4.17(c), 0 < IX,l < 0.5, alors
que sur la figure 4.17(e), la peinture semble avoir une couleur grise uniforme Xl = X = 0.5,
IX,l = 0. En fait, l = 2f est égale à l’échelle d’hétérogénéité λ = 2f . Toute observation à l’échelle
l ≥ λ donne une distribution de couleur perçue homogène à Xl = 0.5. Enfin, en comparant les
figures 4.17(b) puis 4.17(c), on peut remarquer que le brassage produit par notre cuillère rend
les franges f de plus en plus fines. Le mélange par brassage macroscopique se caractérise donc
par une échelle d’hétérogénéité λ = 2f décroissante dans le temps. L’échelle d’hétérogénéité λ
admet une valeur maximale égale à l’échelle de l’hétérogénéité initiale. Pour un fluide parfait,
l’échelle d’hétérogénéité λ n’a pas de valeur minimale, même si elle est bornée inférieurement
par 0. Lorsque t −→ +∞, f −→ 0+ et donc λ −→ 0+, pourtant IX(t) = 0.5. Autrement dit, le
mélange à l’échelle l = 0 est impossible en fluide parfait.

A présent, considérons un fluide réel composé d’un nombre très grand de molécules. Les
molécules étant indivisibles, le mélange de deux gaz purs est impossible à l’échelle des molécules.
En fluide réel, l’échelle d’hétérogénéité λ a donc toujours un sens et possède une valeur minimale
supérieure à l’échelle du libre parcours moyen des molécules ξ. De même qu’en fluide parfait,
le mélange à l’échelle l = 0 n’est pas plus possible en fluide réel. Pourtant, la définition du
mélange au sens courant ne précise pas explicitement l’échelle d’observation au niveau de la-
quelle on doit considérer le mélange. Cette échelle implicite est l’“échelle mésoscopique”. L’échelle
mésoscopique lm est l’échelle de raccord entre la vision microscopique, discrète, des gaz et celle
macroscopique des milieux continus. D’une part, lm � ξ pour que l’énergie cinétique moyenne
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d’agitation des molécules contenues dans une particule de taille lm de tout fluide à l’équilibre soit
stationnaire et constitue, par définition, la température de la particule. Au niveau de cette échelle
mésoscopique lm, tout fluide à l’équilibre est donc homogène, autrement dit lm > λ. D’autre
part, lm est suffisamment petite par rapport à l’échelle macroscopique du mouvement pour être
considérée comme un infiniment petit de la théorie des milieux continus. L’étude présentée dans
ce mémoire est entièrement basée sur le modèle de fluide visqueux conductif gouverné par les
équations de Navier-Stokes. C’est un modèle mathématique asymptotique permettant de décrire
les macro-évolutions des fluides réels aux échelles l∗ dans lequel la limite l∗ −→ 0+ signifie phy-
siquement que l −→ l+m. Ainsi, dans le cadre de la théorie des milieux continus, le mélange à
l’échelle l∗ = 0 est possible et il est assuré, au niveau microscopique, par la diffusion (au sens
large) qui est non pas décrite explicitement comme les macro-mouvements, mais modélisée (par
les lois de Fick, de Fourier, et la loi de comportement des fluides newtoniens). On peut donc
distinguer un processus de mélange purement macroscopique par VX,l∗=0 = 0 d’un processus de
mélange faisant intervenir la diffusion (mélange microscopique) où VX,l∗=0 < 0.

En reprenant l’exemple précédent, on suppose maintenant que les deux peintures sont miscibles.
Les distributions de couleur Xl=lm , ou Xl∗=0 = X si l’on admet que l’on se place désormais
dans le cadre de la théorie des milieux continus, sont représentées sur la figure 4.18. La ligne
séparant initialement les peintures noire et blanche, figure 4.18(a), est traversée par un flux de
diffusion moléculaire du bas vers le haut pour la peinture blanche et du haut vers le bas pour le
peinture noire. La distribution de couleur au bout d’un temps ∆t est représentée figure 4.18(b),
elle illustre uniquement le mélange par diffusion à partir de 4.18(a). Alors que la distribution
de couleur Xl∗=0 = X du fluide parfait conserve seulement deux valeurs, 0 (blanc) ou 1 (noir),
celle qui résulte de la diffusion prend toutes les valeurs entre 0 et 1 (tous les dégradés de gris).

A partir de la figure 4.18(a), et au bout d’un temps ∆t, les fronts de diffusion des peintures
blanche et noire (respectivement définies ici par les lignes X = 1 − ε et X = ε, avec ε = 0.5
par ex.) ont progressé d’une distance δ ≈ 2f , voir figure 4.18(b). Comme le front de diffusion
moléculaire progresse suivant

√
t [221], on peut prévoir que leur temps de propagation jusqu’au

bord du pot de rayon R prendra
(
R
δ

)2 ∆t� ∆t. Le mécanisme de diffusion ne peut être accéléré
par un moyen mécanique macroscopique. Par contre, la vitesse de mélange à l’échelle l∗ = 0
peut être amplifiée par un brassage macroscopique à l’échelle du pot L = 2R. La figure 4.18(c)
montre la distribution de couleur dans un pot brassé par une cuillère au bout du temps ∆t
lorsque les fluides sont non-miscibles. Lorsque le même mécanisme de diffusion est permis, on
constate qu’au bout de la même durée ∆t, figure 4.18(d), le fluide est homogénéisé à l’échelle
l∗ = 0. Cet exemple illustre de manière flagrante les deux mécanismes du brassage macrosco-
pique amenant l’écoulement dans les conditions, ou plus précisément les échelles spatiales, où
la diffusion a une action significative dans un temps donné. Ces deux mécanismes schématisés
figure 4.19 sont l’étirement (+S) = 1

b
∂b
∂t de l’interface de diffusion et la compression (−S) = 1

h
∂h
∂t

de l’épaisseur des fluides à mélanger. L’étirement (+S) et la compression (−S) sont en fait les
deux composantes du cisaillement (S) dans les axes principaux de déformation.

En résumé, nous avons souligné que la notion de mélange est indissociable de la notion
d’échelle. L’échelle de perception l permet de distinguer le macro-mélange ou brassage macro-
scopique, du micro-mélange ou mélange par diffusion. Dans le cadre de la théorie des milieux
continus, le domaine de perception l ∈ [lm,+∞], où lm est l’échelle mésoscopique, est trans-
posé dans l∗ ∈ [0,+∞]. Le mélange par diffusion, modélisé dans le cadre de la théorie des
milieux continus, agit au niveau des échelles microscopiques ξ � lm et altère donc la distribu-
tion Xl∗=0 = X perçue à l’échelle l∗ = 0. Le mélange par brassage, explicitement décrit pour
l∗ > 0, agit quant à lui depuis les échelles macrosopiques l � lm jusqu’à l’échelle mésoscopique
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Fig. 4.19 – Décomposition du mécanisme élémentaire du mélange macroscopique : le cisaille-
ment.

l = lm. Dans la théorie des milieux continus, il n’existe pas de mélange à l’échelle l∗ = 0 sans
phénomène de diffusion. Si la diffusion n’est pas active (modèle de fluide parfait), le mélange
macroscopique peut toutefois homogénéiser le fluide à une échelle l > lm ou l∗ > 0 dans un temps
fini. De plus, par cisaillement, le mélange macroscopique étend les interfaces (ou surfaces iso-X)
tout en faissant décrôıtre dans le temps l’échelle d’hétérogénéité λ (ou l’épaisseur caractéristique
des volumes à X ≈ constant). Ainsi, le macro-mélange produit les conditions favorables à l’ex-
pression du mélange par diffusion. Localement, en termes de gradients, gradX#IX

λ , le mélange
par diffusion tend à diminuer les gradients en diminuant l’écart-type IX alors que le mélange
par brassage tend à augmenter les gradients en diminuant l’échelle d’hétérogénéité λ et déforme
ainsi la distribution X de manière à accrôıtre le flux de diffusion proportionnel à gradX.

Comme le suggèrent les figures 4.17 et 4.1820, le tourbillon est une brique élémentaire du
mélange des fluides. Plus précisément, toute variation de rotationnel au sein d’un écoulement
induit du cisaillement et provoque donc un mélange macroscopique. La turbulence, basée sur
l’intrication d’une multitude de structures rotationnelles d’échelles variées, est un processus
de mélange macroscopique agissant à chaque instant au niveau d’une large gamme d’échelles,
depuis la macro-échelle du mouvement jusqu’à l’échelle de Kolmogorov η. L’analyse des échelles
de la turbulence [249] montrent en fait que η/ξ ∼ Re1/4/M � 1 en aérodynamique classique
(où Re et M sont respectivement le nombre de Reynolds et le nombre de Mach). Le mélange
turbulent conduit ainsi, par le biais d’une cascade d’échelles de brassage, une hétérogénéité
d’échelle macroscopique L jusqu’à une échelle η où le mélange par diffusion devient efficace
pour aboutir à une homogénéité d’échelle l∗ = 0. L’objectif des systèmes mélangeurs conçus par
l’ingénieur est d’exploiter au mieux les capacités du mélange turbulent (aux échelles l > lm)
pour accélérer l’homogénéisation du fluide (implicitement à l’échelle l∗ = 0).

4.4.2 Discussion sur les variables de caractérisation du mélange

La température n’est pas forcément une bonne quantité pour estimer le mélange d’un fluide.
En effet, la température d’un fluide peut varier par détente-compression ou par conduction de la
chaleur. La conduction de la chaleur est due à la diffusion de l’énergie d’agitation moléculaire,
c’est donc un processus de mélange microsopique de l’énergie interne. Par contre, les effets
thermiques dus aux compressions et détentes se produisent en fluide parfait, i.e. hors de tout
phénomène diffusif (à l’échelle l = lm). C’est parce que l’on ne peut distinguer ces deux sources
de variation à l’aide du champ de température uniquement, que ce dernier n’est pas, de manière
générale, un bon candidat pour caractériser le mélange. On postule donc qu’une variable X peut
caractériser le mélange, sous les hypothèses des milieux continus, si en dehors de tout proces-

20Le champ de vitesse conduisant la distribution fig.4.17(a) à fig.4.17(b) puis fig.4.17(c) est du type
−→
V = uθ(r)−→eθ

en coordonnées cylindriques (r, θ) avec uθ(r) = Ar +B/r, i.e. rotation solide + tourbillon singulier.
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sus de mélange microscopique, elle constitue un traceur passif de chaque particule. Autrement
dit, les variables X pouvant caractériser le mélange sont les invariants du mouvement du fluide
parfait : la composition chimique et la température totale Ti (ou d’arrêt isentropique)21. Si on
suppose que l’écoulement ne comporte pas de choc (ou que les chocs sont suffisamment faibles),
la pression d’arrêt pi (et donc la masse volumique d’arrêt ρi) se conserve (ou chute peu) et peut
être considérée comme un traceur passif22. Dans un régime incompressible où les vitesses sont
négligeables devant la célérité du son, Ti ≈ T , de sorte que la température est alors un bon
traceur pour caractériser le mélange thermique (microscopique + macroscopique). Ce n’est plus
du tout le cas lorsqu’on veut étudier le mélange d’un jet propulsif en régime supersonique.

4.4.3 Paramètres de similitude

On peut distinguer un mélange microscopique fondé sur les mécanismes à l’échelle des
molécules et un mélange macroscopique basé sur la non-uniformité cinématique du fluide. Si
l’on caractérise le mélange de l’énergie cinétique, le nombre de Reynolds Re = V.L/ν permet
de caractériser l’importance du mécanisme macroscopique par rapport au mécanisme microsco-
pique. En effet, un écoulement à faible Re homogénéise son champ de vitesse principalement par
diffusion visqueuse, alors qu’un écoulement pleinement turbulent l’homogénéise principalement
par brassage macroscopique. Le mélange d’un scalaire passif est principalement produit par le
mécanisme macroscopique ou par le mécanisme microscopique suivant la valeur du paramètre
(Re.Sc), où Sc = ν/Dm est le nombre de Schmidt, rapport de la diffusivité de quantité de mou-
vement ν sur la diffusivité moléculaire Dm. Le mécanisme d’homogénéisation thermique d’un
fluide non-réactif est lui désigné par le paramètre (Re.Pr), où Pr = ν/χ est le nombre de Prandtl,
rapport de la diffusivité de quantité de mouvement ν sur la diffusivité thermique χ. Enfin, on
peut évaluer le mélange dans un fluide réactif exothermique en mesurant la température [70],
dans ce cas, il faut regarder le paramètre (1/Da = Re.[ν/(L2/tch)]), où Da = L/(U.tch) est le
nombre de Damkhöler, rapport du temps caractéristique de la convection L/U sur celui de la
réaction chimique tch.

Ainsi, on voit que, dans tous les cas, le nombre de Reynolds est un paramètre clé du processus
de mélange qui détermine la part du mécanisme macroscopique. Dimotakis [70] assimile le régime
de turbulence pleinement développée au régime de mélange turbulent. En raisonnant sur l’exis-
tence du régime inertiel introduit par Richardson [212] et repris par Kolmogorov, Dimotakis a
montré qu’une condition nécessaire de transition vers la turbulent pleinement développée est que
le nombre de Reynolds basé sur les grosses échelles L soit supérieur à ReD = U.L/ν ' 1−2×104.
Dimotakis montre que ce nombre de Reynolds ReD ' 1−2×104 se retrouve dans de très diverses
géométries d’écoulement et présente donc un certain caractère universel.

Selon les termes introduits dans la section 4.4.1, on peut donc dire que si les mécanismes
macroscopiques sont prépondérants (i.e. (Re.χ) � 1 avec χ=Sc, Pr ou ν/(L2/tch)) alors :

– pour Re > ReD, les échelles l du mélange turbulent macroscopique descendent au niveau
des échelles affectées par le mélange microscopique, i.e. l’échelle de Kolmogorov η ;

– pour Re < ReD, les échelles l du mélange turbulent macroscopique n’atteignent pas le
niveau des échelles où agit le mélange microscopique.

21Ti n’est un invariant du mouvement qu’en écoulement stationnaire (la distribution X peut bien-sûr évoluer
dans le temps alors que le mouvement est stationnaire).

22Là encore en écoulement stationnaire.
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Sur la figure 4.20, des images de jets liquides, pour lesquels le nombre de Schmidt Sc est
bien plus grand que pour les jets gazeux, illustrent très clairement ces deux régimes. Dans les
cas où Re < ReD, on distingue des parcelles de fluide extérieur (en noir) au milieu du jet. Dans
les cas où Re > ReD, le fluide du jet dilué remplit totalement le coeur de la région turbulente.

Fig. 4.20 – Concentration de liquide dans le plan de symétrie d’un jet rond (a) à Rej ≈ 2.5×103

(0 < X/D < 35), (b) Rej ≈ 104 (0 < X/D < 200) [71]. Jet = liquide blanc, fluide ambient =
liquide noir. [31].

Dans notre cas, le nombre de Reynolds basé sur le diamètre du col et la vitesse d’adaptation
du jet est Re = 407×44.10−3

1.5×10−5 ≈ 1.2× 106 � ReD = 2× 104. La turbulence est donc complètement
développée et le mélange turbulent s’effectue des échelles macroscopiques D/2 jusqu’aux échelles
du mélange microscopique. Cette information est très importante pour caractériser le mélange
du jet contrôlé car elle signifie que même si l’on pouvait faire une DNS de notre écoulement, on
ne pourrait distinguer le mélange turbulent macroscopique du mélange microscopique.

4.4.4 Sur l’utilisation des variables (Ti, pi) pour caractériser le mélange

On revient ici sur la pertinence d’une utilisation des conditions génératrices pour caractériser
le mélange. En l’absence d’un scalaire passif dans l’écoulement étudié, la température d’arrêt
isentropique Ti et la pression d’arrêt isentropique pi sont les seules variables disponibles pour
caractériser le mélange stationnaire (cf. section 4.4.2). Toutefois, il est bon de s’attarder un
moment sur les mécanismes précis qui font évoluer respectivement Ti et pi.

Pour commencer, prenons l’équation d’évolution de la température génératrice (cf. cours de
mécanique des fluides, par ex. [156]) dans un écoulement laminaire :

ρcp
DTi
Dt

=
∂p

∂t︸︷︷︸
inst.

+div
(
τ .
−→
V
)

︸ ︷︷ ︸
diff. meca.

+ −→
f .
−→
V︸ ︷︷ ︸

prod. meca.

+ div
(−→−q)︸ ︷︷ ︸

diff. thermique

+ r︸︷︷︸
prod. thermique

(4.51)
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En l’absence de source de chaleur ou de force volumique (termes de production mécanique et
thermique nuls) et en régime stationnaire, la température d’arrêt isentropique évolue donc dans
un tube de courant uniquement sous l’effet des diffusions visqueuse et thermique agissant à sa
surface. Ti évolue seulement sous l’action des mélanges microscopiques. Si l’on considère mainte-
nant un écoulement turbulent, une équation semblable à (4.51) peut être obtenue en reprenant
les équations du mouvement et le formalisme de la moyenne de Reynolds. Cependant les termes
de fluctuation supplémentaires apparaissant dans cette nouvelle équation sont très complexes
à analyser, c’est pourquoi nous nous contenterons ici de reprendre l’hypothèse de Boussinesq.
Autrement dit, dans (4.51), on remplace la viscosité ν par ν + νt et la conductivité λ par λ+ λt
dans les lois de comportement respectives du tenseur des efforts visqueux τ et du flux de cha-
leur −→q . Avec cette approximation, la température totale moyenne Ti évolue en régime établi
turbulent uniquement sous l’action des mélanges microscopiques et macroscopiques à la surface
du tube de courant. Ti est donc bien une variable de caractérisation du mélange.

Maintenant, occupons nous de l’évolution de la pression d’arrêt isentropique. On peut mon-
trer (voir démonstration en annexe D.6) que celle-ci vérifie :

1
pi

Dpi
Dt

=
(

1 +
γ − 1

2
M2

)−1 1
p

∂p

∂t
terme instationnaire

+
γ

γ − 1
1
ρHi

[
div
(
τ .
−→
V
)

+−→
f .
−→
V − γ − 1

2
M2 (r − div−→q )

]
diffusion + production

− γ

γ − 1
1
ρHi

[(
1 +

γ − 1
2

M2

)
τ : S

]
dissipation (4.52)

Toujours sous l’hypothèse de Boussinesq, en l’absence de source de chaleur ou de force volumique
(termes de production mécanique et thermique nuls) et en régime stationnaire, la pression d’arrêt
isentropique pi évolue donc dans un tube de courant sous l’effet des diffusions visqueuse et ther-
mique agissant à sa surface mais aussi sous l’effet de la dissipation de l’énergie mécanique.
Au niveau phénoménologique, le mélange moléculaire microscopique ou le mélange turbulent
macroscopique ne correspondent globalement qu’à un processus de diffusion. D’autre part, la
dissipation est indissociable de l’action de diffusion de la quantité de mouvement (par le biais du
tenseur des efforts visqueux). La pression totale est donc non seulement un indicateur du résultat
du mélange mais évalue en plus la dissipation consécutive à l’action du mélange mécanique.

Dans l’étude présentée ici, comme le jet a la même température totale que l’extérieur, il n’est
pas possible d’appliquer des critères de mélange basés sur la Ti. Ceux-ci seront donc définis à
partir de la pression d’arrêt malgré la remarque précédente. Il est nécessaire d’ajouter que de
tels critères ne sont plus applicables dans les jets fortement non-adaptés car les chocs internes
provoquent des pertes de pression génératrice non-négligeables par rapport à celles provoquées
par les couches de mélange. Dans ce cas, seule la Ti reste insensible à ces phénomènes. L’analyse
du mélange de pi reste légitime ici car le jet n’est que modérément sous-détendu.
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4.5 Etude paramétrique du mélangeur par injections radiales

4.5.1 Paramétrisation de l’injection

De manière générale, l’écoulement d’un jet primaire soumis à des injections secondaires
dépend d’un grand nombre de paramètres. Avant de réaliser une étude paramétrique, il est donc
indispensable de choisir un certain nombre d’hypothèses afin de limiter le champ des paramètres.
Dans l’étude présentée ici, les conditions du jet primaire sont fixées et nous supposons que l’ac-
tion prédominante des injections radiales est l’introduction de quantité de mouvement. Ainsi,
au premier ordre, les conditions de soufflage de chaque injecteur sont décrites par 3 variables
d’état indépendantes (par exemple, les variables primaires en sortie, ρ3, V3, p3)23 et 2 paramètres
géométriques (par exemple, l’ouverture longitudinale de l’orifice d’injection ∆x et la dimension
latérale R∆θ). Le choix de ces paramètres est arbitraire24. Nous choisissons de prendre succes-
sivement :

– 2 variables d’état caractérisant les conditions génératrices (pi3, Ti3) ;
– 1 variable d’état, le nombre de Mach M3, pour établir l’état du fluide en sortie ;
– 1 paramètre géométrique, l’aire de l’orifice d’injection A3 = R∆θ∆x qui détermine le débit

de masse injecté ;
– 1 paramètre géométrique, l’allongement transverse de l’orifice d’injection Λ = R∆θ/∆x

qui caractérise la forme de l’orifice.

Comme discuté dans la section 4.3.1, il existe un paramètre pertinent pour caractériser la
pénétration du jet. Néanmoins, le choix de ce paramètre a évolué pour s’adapter à la com-
plexité de l’écoulement [160] :

– V3/V1 pour les écoulements à densité uniforme ;

– R3 =
√(

ρ3V 2
3 /ρ1V 2

1

)
pour les écoulements hétérogènes, subsoniques ou supersoniques ;

– pi3/pi1 parfois utilisé en régime supersonique.

Nous avons vu que c’est le “rapport des vitesses effectives” R3 qui est le plus communément
utilisé pour dimensionner la trajectoire du jet (cf. tableaux 4.1 et 4.3). Dans les cas considérés
ici, si l’on choisit les conditions d’adaptation des jets primaire et secondaires à la pression
extérieure p0, les rapport des vitesses effectives sont R3 = 1.16|1.49|1.81 respectivement pour
les cas où SPR = 1.4|2.8|5.6. Les cas que nous étudions sont donc dans la limite inférieure des
corrélations sur les trajectoires relevées dans la littérature [201]. Cependant, ce paramètre R3

ne représente que la quantité de mouvement initialement introduite ρ3V
2
3 et ne prend pas en

compte l’accélération consécutive à la surpression p3 > p0 qui caractérise les jets sous-détendus.
Ainsi, R3 n’établit pas à lui seul une relation générale de similitude [176, 116]. Puisque la force
appliquée par l’injection sur l’écoulement transverse est une notion importante, un paramètre
unificateur pourrait être le rapport de la dynalpie relative D3 = ρ3V

2
3 +p3−p1 de l’injection sur

celle de l’écoulement transverse D3 = ρ1V
2
1 , où p1 est une pression statique caractéristique de

l’écoulement incident, celui-ci n’étant pas uniforme [160, 222, 106]. Davis [63] qui a expérimenté
l’influence de deux jets radiaux sur un jet primaire, a choisi de construire un “rapport de vi-
tesses équivalentes” sur la dynalpie et a alors montré une bonne corrélation entre différents
régimes d’injection. Ainsi, nous choisissons d’utiliser la dynalpie comme une mesure unique de
la force d’injection, même si l’examen d’anciens travaux focalisés sur l’injection supersonique

23L’indice “3” correspond aux injections secondaires.
24A3 est le paramètre géométrique prépondérant ; Λ = R∆θ/∆x est le paramètre le plus simple permettant de

rendre compte du caractère 2D de la surface d’injection.
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[272, 222, 14] suggèrent la nécessité d’un paramètre supplémentaire, comme le rapport de pres-
sion du jet secondaire p3/p1, pour prendre en compte l’influence des chocs internes aux jets
fortement non-adaptés 25. Pour compléter l’ensemble des paramètres de contrôle, on choisit de
ne traiter que des dispositifs constitués de N injecteurs identiques uniformément répartis en azi-
mut. Plus précisément, N désigne le nombre d’injecteurs actifs. Ainsi, on dispose d’un ensemble
de paramètres de contrôle (pi3, Ti3,M3, A3,Λ, N) et un ensemble de paramètres globaux tels que
(Q3, D3,M3, A3,Λ, N). Q3 est le débit de masse total délivré par le dispositif de contrôle. Il
s’écrit :

Q3 = N × δ (γ, r)
pi3A3√
Ti3

1
Σ (M3)

(4.53)

où δ (γ, r) est fonction de γ et de r, et Σ (M3) est le rapport de la section sortie A3 de chaque
injecteur sur sa section sonique. La dynalpie relative D3 = ρ3V

2
3 + p3 − p1 caractérise l’action

locale de chaque injecteur sur le jet principal :

D3 = pi3
(
1 + γM2

3

)(
1 +

γ − 1
2

M2
3

)− γ
γ−1

− p1 (4.54)

4.5.2 Cas simulés

Dans cette étude, tous les injecteurs testés sont soniques, M3 = 1. Le débit de masse total Q3

dépend donc seulement de N, pi3, Ti3, A3, et la dynalpie est entièrement déterminée par pi3, ou de
manière équivalente par le rapport de quantités de mouvement R2

3 ou par le rapport de pression
des jets secondaires p3/p1. Par ailleurs, l’aire de chaque injecteur est maintenue constante, donc
l’aire totale d’injection N×A3 ne dépend que du nombre d’injecteurs N . Pour résumer, les 4 pa-
ramètres de contrôle restants sont (pi3, Ti3,Λ, N) et les paramètres globaux sont (Q3, D3,Λ, N).

L’ensemble des configurations testées dans cette étude paramétrique est résumé dans le ta-
bleau 4.6. Les variations paramétriques testées sont résumées dans le tableau 4.5. L’influence
d’une variation de chaque paramètre de contrôle dans (pi3, Ti3,Λ, N) est évaluée en gardant les
autres paramètres constants, excepté pour l’effet du nombre d’injecteur N où (Ti3,Λ) restent
inchangés et où le débit total Q3 est conservé en modifiant la pression génératrice pi3.

Effets paramètres paramètres configurations
testés constants variants comparées

pression totale pi3 Ti3,Λ, N pi3, Q3, D3 F0,F1,F2
nombre d’injecteurs N Q3, Ti3,Λ pi3, D3, N F0,F1,F3,F4

allongement Λ Q3, pi3, Ti3, N Λ F0,F1,F5,F6,F7
température totale Ti3 pi3,Λ, N Q3 (primaire froid) F0,F1,F8,F9
température totale Ti3 pi3,Λ, N Q3 (primaire chaud) C0,C1,C2

Tab. 4.5 – Récapitulatif des effets testés et des configurations correspondantes.

25Comme la pression en amont de l’injection transverse est supérieure à celle en aval, le jet secondaire ne peut
être strictement adapté partout. On entend donc ici par injection fortement non-adaptée, une injection ayant une
pression statique en sortie très différente de celle de l’écoulement incident sans injection.
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Nom jet primaire injections secondaires Cas
de la NPR Ti1 SPR Ti3 Q3/Q1 N A3/Ar Λ exp.

config. (K) (K) (%)
F0 3.1 300. jet froid de référence pour NPR=3.1 oui
F1 2.8 300. 3.7 4 1. 10. oui
F2 1.4 300. 2.0 4 1. 10. oui
F3 1.4 300. 3.7 8 1. 10. oui
F4 5.6 300. 3.7 2 1. 10. non
F5 2.8 300. 3.7 4 1. 2.5 non
F6 2.8 300. 3.7 4 1. 1.0 non
F7 2.8 300. 3.7 4 1. 0.5 non
F8 2.8 600. 2.6 4 1. 10. non
F9 2.8 1200. 1.9 4 1. 10. non
C0 3.1 1100. jet chaud de référence pour NPR=3.1 non
C1 2.8 300. 7.1 4 1. 10. non
C2 2.8 1100. 3.5 4 1. 10. non

Tab. 4.6 – Récapitulatif des configurations MARCO simulées (NPR=pi1/pi0 et SPR=pi3/pi1).

4.5.3 Critères d’estimation du mélange

Comme l’ont montré les résultats décrits précédemment, le processus de mélange dans le
jet contrôlé par des injections radiales est complexe et sa nature tridimensionnelle26 doit être
prise en compte pour évaluer les capacités réelles de ce type de dispositif de mélange. Dans
cette partie, plusieurs critères d’estimation du mélange, locaux ou intégraux, sont proposés afin
de quantifier différents aspects du jet manipulé. Ces critères ont été appliqués aux cas décrits
dans le tableau 4.6. Seules les valeurs du cas F1 auparavant testé en soufflerie sont commentées
dans cette section pour démontrer l’action du contrôle. L’influence de variations des conditions
d’injection sera discutée dans la section 4.5.4 suivante.

4.5.3.1 Critères locaux

Le diamètre de jet équivalent Deq(X/D) est défini pour chaque position longitudinale
X/D en intégrant la section transverse A(X/D) dans laquelle la pression d’arrêt isentropique
est légèrement supérieure à celle de l’écoulement externe, pi ext = ((1−ε).pi0+ε.pi1). On choisit la
valeur ε = 5%. La figure 4.21 représente la surface pi = pi ext et la figure 4.2 montre les contours
pi = pi ext entourant la surface A(X/D) que l’on vient de définir, dans le jet contrôlé (ligne
noire) ainsi dans le jet de référence (ligne rouge). Deq est le diamètre d’un disque de même
aire : Deq(X/D) =

√
4A(X/D)/π, cf. figure 4.22(a). L’évolution longitudinale du diamètre

de jet équivalent Deq(X/D) donne une estimation de l’évasement du jet, ou plus précisément
du fluide ayant un flux de quantité de mouvement élevé. Celle-ci est tracée pour différentes
géométries d’injections, figures 4.24(a) et 4.24(b). On y voit clairement que le contrôle à 4
injecteurs d’allongement Λ = 10. (cas F1) provoque un accroissement significatif du diamètre
équivalent et donc accélère l’évasement du jet.

La pression d’arrêt moyenne < pi/pi0 > (X/D) intégrée sur la surface A(X/D) définie
ci-dessus pour chaque abscisse X/D permet d’estimer la dilution de l’énergie cinétique avec

26L’adjectif “tridimensionnel” ne s’oppose pas à l’approximation 2D effectuée précédemment mais à l’évaluation
du mélange basée uniquement sur les sondages axiaux que l’on rencontre parfois.
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(a) Surface externe du jet (b) Surface du noyau

Fig. 4.21 – Effet de 4 injections radiales sur la surface externe et sur le noyau du jet (Jet contrôlé,
cas F1, en haut et jet de réference F0 en bas).

Fig. 4.22 – Illustration des définitions des critères locaux : (a) diamètre équivalent Deq, (b)
débit transverse entrant ṁin et débit transverse sortant ṁout.

l’écoulement environnant plus lent. Les figures 4.24(c) et 4.24(d) montrent l’évolution de cette
quantité le long du jet. Lorsque le processus de mélange est achevé, < pi/pi0 > tend vers 1
car la surface initiale du jet finie se dilue dans un espace d’extension infinie < pi/pi0 >= 1.
L’homogénéisation provoquée par le mélange est d’autant plus rapide que < pi/pi0 > décrôıt
vers 1 rapidement. On constate que le contrôle F1(N=4,Λ = 10.) accentue la chute de pression
totale moyenne, la valeur asymptotique < pi/pi0 >= 1 étant effectivement approchée beaucoup
plus tôt que dans le jet de référence.

Les variations des critères locaux Deq et < pi/pi0 > peuvent être reliées en considérant le
tube de courant issu de la lèvre de la tuyère primaire représenté sur la figure 4.23. Au fur et
à mesure que < pi/pi0 > décrôıt, la tendance globale du flux surfacique de masse longitudinal
est décroissante, et en raison de la conservation de la masse, la section du tube de courant
matérialisant le jet a tendance à s’étendre. Le flux de masse surfacique moyen < ρV > dans
une section du tube de courant dépend notamment à la fois de < pi > et de la pression statique
moyenne < p >. Cette dernière oscille dans un jet sous-détendu autour de la pression statique
extérieure p0 (cf. chapitre 3) si bien que l’on peut considérer le comportement du flux de masse
< ρV > dans les sections où < p >= p0. On note alors Dtdc le diamètre équivalent du tube de
courant. A l’infini aval, X/D −→∞, l’écoulement s’homogénéise dans le plan transverse et on a
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pi −→ pi0, p −→ p0 donc M −→ M0. On rappelle ici que la température génératrice initiale du
jet est égale à celle de l’écoulement extérieure Ti1 = Ti0. En supposant que les pertes de Ti par
cisaillement (cf. équation (4.51)) sont négligeables, la limite M −→M0 se traduit sur la vitesse
par V −→ V0, sur la masse volumique par ρ −→ ρ0 et donc sur le flux surfacique de masse par
ρV → ρ0V0 (l’indice 0 indique les conditions à l’infini amont de l’écoulement extérieur). Finale-

ment, à l’infini aval, Dtdc −→
√

ρ∗1V
∗
1

ρ0V0
D > D (la notation .∗1 représente les conditions soniques

initiales du jet)27.
Dans un soucis de simplification, on considère le jet axisymétrique équivalent de mêmes sections
transverses que le jet réel et on adopte un système de coordonnées cylindriques. Du fait de
la diffusion de la pi, aucune ligne iso-pi ne permet de repérer la position du tube de courant,
autrement dit Deq 6= Dtdc. Plus précisément, dans la région observée, le cercle de diamètre Deq

ne cesse de s’étendre (cf. annexe D.7). Ainsi, à travers la surface latérale d’un tube de courant,
il n’y a aucun débit masse, alors qu’à travers la surface iso-pi = pi ext, le débit masse n’est
pas nul. Si on définit l’épaisseur E = (Deq − Dtdc)/2 ≥ 0, l’accroissement de E le long du jet
est représentatif du flux de masse extérieure entrâınée par les effets visqueux (moléculaire et
turbulent) et entrant exclusivement par la surface pi = pi ext.

Fig. 4.23 – Schéma du tube de courant matérialisant le jet et de la surface iso-pi = pi ext.

En résumé, le diamètre équivalent Deq = Dtdc + 2E crôıt sous l’action de deux phénomènes
consécutifs à la diffusion de pi que l’on peut distinguer artificiellement28. Tout d’abord, la diffu-
sion de pi tend à uniformiser la pi à l’intérieur du tube vers la valeur asymptotique pi0, ce qui,
en raison de la conservation de la masse dans le tube de courant, conduit à une augmentation

de la section de passage de la valeur Dtdc = D à Dtdc =
√

ρ∗1V
∗
1

ρ0V0
D > D. Ajouté à cela, l’effet

d’entrâınement du fluide extérieur accrôıt l’épaisseur de la région de fluide compris entre les
diamètres Dtdc et Deq par la surface iso-pi = pi ext (dans la phase croissante de Deq).

Débits de masse transverses ṁin(X/D) et ṁout(X/D). Afin d’évaluer l’entrâınement
transverse macroscopique, dû à la fois à la vitesse induite par les tourbillons et à l’entrâınement
turbulent, considérons un cylindre s’appuyant sur le col circulaire de la tuyère (diamètre D)
et d’axe (O,−→X ). En intégrant le flux de masse entrant (ρur < 0) sur le contour circulaire à
chaque position longitudinale X/D, on obtient le débit masse injecté dans le jet par unité de

27Pour simplifier la formulation, on suppose ici que la ligne sonique est plane, ce qui ne change rien aux
conclusions.

28Cette distinction est tout aussi artificielle que de considérer le tube de courant sur le champ moyen, puisque
à chaque instant, cette surface est traversée par le flux de masse turbulent.
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longueur longitudinale, −ṁin(X/D) < 0, cf. figure 4.22(b). De la même manière, en intégrant
le flux de masse sortant (ρur > 0), on obtient le débit de masse éjecté vers l’extérieur du jet,
ṁout(X/D) > 0. Ces quantités divisées par le débit de sortie du jet sont représentées figures
4.24(e) et 4.24(f). Concernant le jet de référence, comme l’écoulement est axisymétrique, soit le
débit entrant ṁin(X/D) soit le débit sortant ṁout(X/D) est nul dans chaque section X/D. Ceci
n’est plus le cas dans les jets contrôlés, comme le montre explicitement la section schématisée
figure 4.22(b). Contrairement aux critères précédents, les débits transverses caractérisent les
conditions préliminaires au mélange. En effet, les mouvements macroscopiques de fluide entrant
et sortant induits par les tourbillons longitudinaux étirent la surface de transfert et alimente
les gradients de l’écoulement. Suite à la discussion sur la phénoménologie du mélange (cf. sec-
tion 4.4.1), le débit entrant dans le cylindre de diamètre D agit comme un macro-mélangeur à
l’échelle d’observation l = D du jet puisqu’il tend à ramener la pression totale moyenne < pi >
à l’intérieur du cylindre vers celle de l’écoulement environnant pi0. Ainsi, pour améliorer le
mélange, il est essentiel d’augmenter les débits transverses. De plus, la méthode de calcul RANS
étant par construction une modélisation fonctionnelle [217], elle est plutôt destinée à reproduire
le champ moyen que les mécanismes turbulents plus fins. Ceci justifie l’utilisation d’un critère
construit sur des transferts macroscopiques de fluide, même si l’influence de l’entrâınement tur-
bulent sur la dynamique des CVP a été démontrée [131, 121, 262]. Les débits transverses calculés
pour le cas F1(N=4,Λ = 10.) montrent bien que d’une part, les tourbillons longitudinaux pro-
voquent à la fois l’injection de fluide extérieur dans le jet primaire et l’éjection de fluide du jet
vers l’extérieur, et d’autre part que ces débits transverses dépassent largement le débit trans-
verse dû aux oscillations de pression internes au jet primaire. De plus, on constate que le débit
sortant est beaucoup plus élevé que le débit entrant dans la zone des injections radiales ce qui
signifie que le mouvement longitudinal du jet est redistribué radialement vers l’extérieur. Par
contre, à partir de X/D ≈ 1.0, les débits transverses entrants et sortants tendent à s’équilibrer,
ce qui supporte l’hypothèse d’un brassage bidimensionnel établi des tourbillons longitudinaux
dans le champ lointain.

4.5.3.2 Critères intégraux

Les critères qui viennent d’être définis sont locaux à chaque section transverse du jet et per-
mettent de suivre la progression du processus de mélange vers l’aval. Afin de pouvoir comparer
plus directement les dispositifs de contrôle, on établit dans cette section des critères intégraux
représentatifs de l’augmentation du mélange sur l’ensemble du jet inclus dans le domaine d’ob-
servation qui s’étend de X/D=0 à X/D=9.

Volume du jet. Le tableau 4.7 fournit ces grandeurs intégrées de X/D = 0 à 9. Dans cette
plage d’abscisses, le “volume du jet” est défini comme le volume de fluide tel que pi ≥ pi ext =
((1 − ε).pi0 + ε.pi1), pi0 et pi1 étant respectivement la pression totale extérieure et la pression
totale initiale du jet et ε = 5%. Ce volume est représenté figure 4.21(a) dans le cas contrôlé
F1 pour lequel on mesure un accroissement de 63% du volume du jet. Ce critère représente
globalement l’expansion du jet de la même manière que Deq le fait localement.

Aire du jet. L’aire de la surface externe au volume du jet, c’est-à-dire l’ensemble des points
tels que pi = pi ext = ((1 − ε).pi0 + ε.pi1) avec ε = 5%, est nommée “aire du jet” dans le
tableau 4.7. Cette surface est visible figure 4.21(a) pour le jet contrôlé à 4 injecteurs (cas F1).
Toutes les valeurs tabulées sont relatives à l’aire du jet de référence. La surface externe du jet
situe approximativement le lieu où la couche de cisaillement commence à transférer la quantité de
mouvement du jet vers l’extérieur. L’activation du contrôle (cas F1) étire cette surface d’échange
à une valeur plus de deux fois supérieure à celle du jet de référence.
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Facteur de forme. Dans le but d’estimer la déformation de la frontière du jet, on déduit
tout d’abord une section de jet moyenne A et une longueur de contour moyenne L en divisant
respectivement le volume du jet et l’aire du jet par la longueur de sondage 9D. Ensuite, on
définit un “facteur de forme” SF = L

2
/(4πA). Sa valeur minimum SF = 1 est obtenue pour

un jet de section circulaire. Pour un contour fractal, SF = ∞. Ainsi, le facteur de forme SF
quantifie l’étirement de la surface d’échange dû uniquement au changement de forme du jet
axisymétrique29. Par exemple, on voit, tableau 4.7, que l’injection radiale (cas F1) permet de
tripler la surface d’échange à iso-volume de jet.

Pression totale moyenne. Le tableau 4.7 donne aussi la pression totale moyennée dans le
volume du jet. Ceci fournit une estimation intégrale des capacités de diffusion des dispositifs
mélangeurs. Toutes les quantités reportées dans le tableau 4.7 sont adimensionnées par les va-
leurs correspondantes du jet de référence. Ainsi, pour le jet contrôlé, on note une diminution de
la pression totale d’environ 20% par rapport au jet non-contrôlé.

Volume du noyau. La présence de chocs à l’intérieur du jet ne permet pas de caractériser
le volume du cône potentiel par un domaine où pi ≥ pi ext = ((1 − ε).pi0 + ε.pi1) avec ε = 95%
qui serait la contrepartie du volume du jet défini plus haut. On peut toutefois remarquer qu’une
telle définition serait tout à fait appropriée pour un jet subsonique. A la place, on définit le
“noyau du jet” par l’ensemble des points tels que pi ≥ pi core = (pi0 + pi1)/2. Ce domaine
s’étend grossièrement de l’axe du jet à la moitié intérieure de la couche de mélange. La figure
4.21(b) montre le noyau du jet contrôlé par 4 injecteurs (cas 3F). Le volume du noyau quantifie
l’extension spatiale des hauts niveaux d’énergie mécanique contenue dans le jet. Un dispositif
mélangeur doit diffuser et dissiper l’énergie cinétique initiale du jet et donc diminuer le volume
du noyau. C’est ce que l’on observe pour le dispositif à 4 injecteurs (cas F1) qui réduit le volume
du noyau de moitié.

Les débits transverses globaux Ṁin et Ṁout sont obtenus par intégration des débits trans-
verses locaux de X/D = 0 à 9. Les valeurs écrites dans le tableau 4.7 ont été soustraites par les
débits transverses correspondant du jet de référence puis adimensionnées par le débit de sortie
du jet.

En résumé, les objectifs des dispositifs de contrôle en terme de critères de mélange intégraux
sont : par rapport au jet de référence, le dispositif doit diminuer l’extension spatiale de la forte
énergie mécanique contenue initialement dans le jet, c’est-à-dire minimiser le volume du noyau en
accélérant la diffusion de cette énergie qui se traduit par une augmentation du volume du jet et
une diminution de la pression totale moyenne. Ce résultat est obtenu en multipliant les transferts
turbulents par une extension de la surface du jet et une amplification des débits transverses.
De plus, le facteur de forme caractérisant la surface d’échange par rapport au volume à diluer
doit être maximisé. Toutes ces caractéristiques ont été observées lorsque 4 injecteurs radiaux
(configuration F1) sont activés, ce qui justifie les capacités d’hyper-mélangeur attribuées à cette
technologie de contrôle. Dans la partie suivante, des variations sur les conditions d’injection sont
évaluées au moyen des critères de mélange auxquels sont ajoutés deux critères supplémentaires
décrits ci-dessous.

29En termes mécaniques, on peut dire que le facteur de forme mesure le résultat du cisaillement (partie
déviatrice) du tenseur des déformations dans le plan (Y,Z) indépendamment de la dilatation (partie sphérique).



4.5. ETUDE PARAMÉTRIQUE DU MÉLANGEUR PAR INJECTIONS RADIALES 199

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 4.24 – Effet du nombre d’injecteurs actifs (colonne de gauche) et de leur allongement
(colonne de droite) sur (a,b) le diamètre de jet équivalent, (c,d) la pression totale moyenne, (e,f)
les débits transverses.
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Case number F0 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 C0 C1 C2
Xc/D 1. 0.54 0.73 0.95 0.14 0.43 0.45 0.43 0.56 0.56 1. 0.63 0.63

core volume 1. 0.49 0.73 0.80 0.45 0.40 0.40 0.39 0.48 0.49 1. 0.51 0.51
jet volume 1. 1.63 1.21 0.92 1.50 1.78 1.83 1.80 1.63 1.62 1. 1.30 1.28
jet area 1. 2.31 1.49 1.21 1.75 2.26 2.37 2.35 2.34 2.41 1. 2.13 2.07

shape factor 1. 3.23 1.81 1.56 2.02 2.85 3.02 3.04 3.32 3.54 1. 3.46 3.31
mean Pi 1. 0.82 0.91 0.96 0.84 0.80 0.79 0.79 0.82 0.82 1. 0.85 0.85
Ṁin 0. 1.00 0.23 0.10 0.66 0.97 1.04 1.11 0.97 0.96 0. 0.56 0.50
Ṁout 0. 1.15 0.30 0.13 0.81 1.13 1.19 1.26 1.13 1.13 0. 0.60 0.54

∆T (%) — — — — — — — — — — 0. -1.8 12.3
TL (%) 0. 3.05 0.22 0.66 1.87 3.20 3.33 3.59 2.96 2.75 0. 2.17 2.30

Tab. 4.7 – Critères intégraux d’évaluation du mélange (quantités adimensionnées par les cas de
référence F0 et C0 respectivement pour les jets froids et chauds).

4.5.3.3 Critères supplémentaires

Critère thermique. Concernant les jets chauds, l’effet du contrôle sur le champ de température
est évalué par la quantité τ = T 4 − T 4

0 intégrée sur le volume extérieur qui est visible en visée
latérale par rapport à l’arrière-corps, autrement dit sans le volume de fluide contenue à l’intérieur
de la tuyère secondaire. T0 est la température extérieure à l’infini amont et l’exposant 4 est inspiré
de la loi de rayonnement de Stefan. On définit le critère thermique par ∆T = (τ − τ(ref))/τ(ref)
où τ est calculé dans le jet considéré and τ(ref) est la valeur du jet de référence (cas 11). Si
∆T < 0, la variation de température du jet contribuera à réduire la signature thermique. Le
critère thermique ∆T n’a pas été calculé pour les jets froids (Ti1 = Ti0) puisque la température
statique dans le jet est alors plus faible qu’à l’extérieur.

Perte de poussée. Les poussées nettes30 FT ont été calculées en intégrant le flux de dynalpie
relative (ρu2 + p − p0) sur la section de sortie de l’arrière-corps (voir figure 4.25). La perte de
poussée est alors définie par TL = (FT (ref) − FT )/FT (ref). Par ailleurs, on a constaté que les
variations de pression appliquée sur la paroi externe de l’arrière-corps (“trâınée aérodynamique
externe” sur le schéma) ne modifient pas significativement l’estimation de la poussée, c’est
pourquoi elles n’ont pas été prises en compte, FT = F1. De plus, les forces de viscosité ont été
négligées pour l’évaluation de la poussée nette.

Fig. 4.25 – Schéma des forces de poussée calculées.

30La poussée nette est la force axiale qui s’exercerait sur la maquette si la pression statique externe était
constante égale à p0.
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4.5.4 Influence des paramètres d’injection sur le mélange du jet

4.5.4.1 Effet de la pression totale des injections

La comparaison des cas F1 et F2 (cf. tableau 4.6) illustre l’effet d’une variation de la pression
génératrice pi3. Comme prévu, tous les critères de mélange montrent que le mélange est diminué
lorsque pi3 est réduite. La dynamique tourbillonnaire bidimensionnelle discutée dans la section
4.3.2.3 dépend uniquement des paramètres (N, b0 = R∆θ,ΓCVP). Lorsque l’on passe du cas F1
à F2, seule la pression génératrice pi3 est diminuée donc seule la circulation résultante des CVP
est réduite. C’est bien ce que l’on observe sur la courbe des circulations, figure 4.26. On note
au passage que le rapport des circulations maximales Γmax(F2)/Γmax(F1) est du même ordre
que le rapport des pressions d’injection SPR(F2)/SPR(F1) ≈ 1/2. Dans l’approximation 2D,
l’évolution longitudinale des tourbillons longitudinaux est assimilable à une progression dans le
temps. En adimensionnant le temps t par b20/ΓCVP, t∗ = t/(b20/ΓCVP), on voit bien que les
systèmes tourbillonnaires des deux cas F1 et F2 devraient suivre la même trajectoire, la position
radiale minimale étant atteinte à t∗min = tminΓCVP/b

2
0. On devrait donc avoir :

tmin(F2)Γ(F2)
b20

=
tmin(F1)Γ(F1)

b20
et Γ(F2) ≤ Γ(F1)

⇒ tmin(F2) ≥ tmin(F1) (4.55)

et les tourbillons longitudinaux devraient atteindre la position minimale RGmin/D plus tard
(i.e. Xmin/D = tminU0/D plus loin) dans le cas F2 que dans le cas F1. Or on constate sur
graphe RG/D(X/D), figure 4.26, que la position radiale minimale est plus grande dans le cas
F2 et qu’elle arrive plus tôt. La dynamique 2D non-visqueuse est donc dans ce cas clairement
insuffisante pour décrire quantitativement la déformation du jet. La courbe du rayon équivalent
déduit du diamètre équivalent du jet de référence F0, Deq/D, a été ajoutée sur ce graphe. La
comparaison de ces courbes permet de supposer que dans le cas F2, la circulation des CVP étant
initialement faible, elle s’épuise vite par effet visqueux et devient incapable de prolonger la phase
de pénétration. On peut supposer que les CVP s’appuyant sur la surface du jet (par le biais de
la vitesse induite) sont alors essentiellement repoussés par son évasement.

Fig. 4.26 – Effet de la pression totale d’injection SPR=pi3/pi1 sur la circulation Γ et la position
RG des tourbillons longitudinaux.
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4.5.4.2 Effet du nombre d’injections N

L’effet du nombre d’injecteurs actifs N est discuté en comparant les cas F1, F3 et F4 (cf. ta-
bleau 4.6). La déformation du noyau (pi = pi core) de ces jets est visible sur les figures 4.21(b) et
4.27(b). Dans les trois cas, on peut noter que l’injection a une forte influence sur le champ moyen
en zone proche. De plus, les distortions provoquées par 2 ou 4 injecteurs actifs se prolongent loin
en aval, alors que l’action de 8 injecteurs actifs semble s’atténuer rapidement le long du jet. Ces
résultats RANS proviennent de la diffusion turbulente des tourbillons longitudinaux : dans les
sections transverses figure 4.2 et 4.28, on voit en effet que la vorticité persiste plus longtemps
avec 2 ou 4 injecteurs qu’avec 8 injecteurs.

(a) Surface externe du jet (b) Surface du noyau

Fig. 4.27 – Effet de 2 (en haut) et 8 (en bas) injections radiales sur la surface externe et sur le
noyau du jet.

Ce phénomène est aussi visible sur les figures 4.24(a) et 4.24(c). Si l’on considère la décroissance
de la pression totale moyenne sur la figure 4.24(c), on peut remarquer que le dispositif à 8
injecteurs est comparable aux deux autres jusqu’à approximativement X/D = 2, puis devient
progressivement inactif puisqu’il tend à donner la même évolution de < pi/pi0 > que le jet non-
contrôlé. Ceci est encore plus frappant lorsque l’on regarde l’expansion du jet, figure 4.24(a) :
le diamètre équivalent du jet contrôlé par 8 injecteurs suit la même croissance que le jet de
référence. Pour le contrôle à 2 injecteurs, on peut distinguer deux régimes de croissance du
diamètre équivalent, un premier rapide et un second plus lent, comme dans le cas à 4 injecteurs.
On note toutefois que la rupture de pente est plus prononcée dans le cas à 4 injecteurs. La
transition se produit à environ X/D = 4.5, c’est-à-dire bien après la transition à X/D = 3.0
entre la phase de pénétration et la phase de divergence des tourbillons longitudinaux.

Sur la base des critères globaux rassemblés dans le tableau 4.7, on peut dire que le jet ma-
nipulé par 2 injecteurs possède un noyau plus restreint que celui à 4 injecteurs en raison d’une
pénétration plus profonde des jets secondaires (voir vues 3D et sections transverses). Ceci s’ex-
plique par le fait que les tourbillons de 2 CVP interagissent plus tard que les tourbillons de 4
CVP. En effet, plus il y a de doublets ayant un écartement fixé b1 répartis sur la périphérie du jet,
plus l’écartement inter-doublet b2 est réduit, et la transition entre les phases de pénétration et
de divergence se produisant pour b2 ≈ b1 a donc lieu à un rayon RGmin d’autant plus grand. La
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configuration à 2 injecteurs est celle qui retarde le plus cette transition (au sens de la progression
radiale). En effet, la position radiale minimale atteinte par les tourbillons est de RGmin/D = 0.32
alors qu’elle n’est que de RGmin/D = 0.49 avec 4 injecteurs (voir figure 4.29). A l’opposé,
dans la configuration à 8 injecteurs, la distance inter-doublet b2 est initialement plus courte que
l’écartement b1 du doublet créé au niveau de chaque injection, si bien que la phase de pénétration
est inexistante et que les tourbillons forment immédiatement les nouveaux couples pour effectuer
la phase d’éclatement.

Fig. 4.28 – Contours de vorticité longitudinale adimensionnée pour les cas à 2 (en haut) et 8
injecteurs (en bas). Ligne pi/pi0 = 1.05 jet controlé (ligne fine noire), ligne pi/pi0 = 1.05 jet de
référence (ligne épaisse rouge).

Fig. 4.29 – Effet du nombre d’injecteurs N sur la circulation Γ et la position RG des tourbillons
longitudinaux.

Ajouté à cela, on rappelle que comme le débit d’injection Q3 ∼ Npi3 est conservé entre
les trois configurations F4(N=2), F1(N=4) et F3(N=8), la pression totale d’injection pi3 est à
chaque fois divisée par 2, et la circulation des CVP est réduite en conséquence. La circulation
des CVP tracée figure 4.29 corrobore cette assertion, même si la circulation maximale ne s’étage
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pas dans les mêmes proportions que le rapport des pressions d’injection. Ces courbes montrent
qualitativement la plus faible circulation initiale du dispositif à 8 injecteurs par rapport aux deux
autres ainsi que son épuisement plus rapide. Ceci explique que la phase de divergence de la confi-
guration F3(N=8) ne soit pas très spectaculaire, les tourbillons étant rapidement transportés
par l’évasement du jet (voir la similitude entre Deq/D, figure 4.24(a), et RG/D, figure 4.29),
comme dans le cas F2(faible pi3) discuté plus haut. Enfin, pour revenir au cas à deux injecteurs
(F4), on voit que les tourbillons sont assez puissants pour qu’un raisonnement essentiellement
non-visqueux s’applique à la comparaison des cas (F1,N=4,SPR=2.8) et (F4,N=2,SPR=5.6) :
avec Γ(F4) ≥ Γ(F1), on voit bien que la transition dans le cas F4 arrive avant celle du cas F1
Xmin(F4) ≤ Xmin(F1), cf. figure 4.29.
Dans le tableau 4.7, une longueur de cône potentiel Xc est définie comme l’abscisse où la pres-
sion totale sur l’axe commence à chuter, c’est-à-dire où la couche de mélange extérieure atteint
l’axe du jet. De nombreuses études e.g. [219, 11] évaluent souvent l’efficacité d’un dispositif de
mélange par un sondage de la pression totale sur l’axe du jet (ou d’une quantité apparentée
comme la pression Pitot, la pression statique, le nombre de Mach ou la vitesse). Cela a été
fait dans l’expérience exploitée ici. Cependant, ce critère n’est pas approprié pour caractériser
l’augmentation du mélange d’un jet fortement déformé comme c’est le cas de la configuration
à 2 injecteurs (cas F4), voir haut de la figure 4.27. En effet, comme l’ont souligné des études
antérieures sur des tuyères munies de tabs [24, 219], dans cette configuration, le jet primaire est
séparé en deux portions persistantes à forte énergie, voir les deux lobes à haute pi figure 4.27(b),
alors que la longueur Xc/D est réduite de manière spectaculaire en comparaison aux autres cas
(cf. tableau 4.7).

De plus, le tableau 4.7 montre que même si les débits de masse transverses (entrants ou sor-
tants) sont plus élevés au début du jet contrôlé par 2 injecteurs, voir figure 4.24(c), les débits
intégraux sont plus forts avec le dispositif à 4 injecteurs. Ceci indique qu’un système de doublets
distribués transfère plus de fluide latéralement qu’un système concentré, bien que l’exemple de
la configuration à 8 injecteurs montre que à la fois l’avancée du point de transition (pénétration-
divergence) et la diffusion limitent le nombre de tourbillons sur la périphérie du jet.

Pour résumer, le dispositif à 8 injecteurs (cas F3) est le moins efficace, pour ne pas dire
inefficace ; celui à 4 injecteurs (cas F1) est le plus efficace, celui à 2 injecteurs (cas F4) menant à
des performances proches. Cependant, la perte de poussée causée par le contrôle sur 2 injecteurs
(TL=1.87%) est réduite de 40% par rapport à celle obtenue avec 4 injecteurs (TL=3.05%).

4.5.4.3 Effet de l’allongement des injections

Les cas F1, F5, F6, F7 permettent d’étudier l’influence de l’allongement Λ = R∆θ/∆x des
orifices d’injection, où ∆x et R∆θ sont respectivement les dimensions longitudinale et transverse
de chaque orifice. Tous les critères locaux et intégraux s’accordent sur le fait que plus l’allonge-
ment est réduit, plus le mélange est amplifié : pénétration plus rapide et plus profonde (figure
4.24(b)) et volume du noyau, tableau 4.7), mélange plus rapide de la pression totale (graphe
4.24(d)), volume du jet et pression totale moyenne, tableau 4.7), débits transverses initiaux et
intégrés plus forts (figure 4.24(f) et tableau 4.7).

Pour comprendre l’effet de l’allongement des injections sur le processus d’hyper-mélange du
point de vue du champ moyen, on doit avant tout savoir comme il affecte la pénétration de
chaque injection radiale. En ce qui concerne les jets dans un écoulement transverse, des études
expérimentales [105, 251, 121] ont montré que la CVP créée par les injections à faibles allon-
gements pénètrent plus en profondeur que celles à grand allongement. Pour expliquer comment
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Fig. 4.30 – Les différents allongements d’orifice d’injection testés.

les propriétés de la CVP sont influencées par l’allongement, il est nécessaire de savoir comment
la CVP est générée. Nous avons vu que cette question n’est pas résolue à l’heure actuelle (cf.
section 4.3.1). Le challenge est d’expliquer comment la vorticité intégrée dans la couche de ci-
saillement très fortement déformée est orientée ou générée en progressant de l’orifice d’injection
vers l’aval. De plus, les forts effets de compressibilité isentropiques et non-isentropiques (chocs)
rendent le problème encore plus complexe. Son analyse poussée dépasse largement le cadre de
cette étude.

En revanche, on peut remarquer que la loi gouvernant l’évolution de la vorticité est incluse
dans le bilan de quantité de mouvement. Celle-ci est partiellement résolue dans les simulations
RANS où la turbulence est modélisée. Ceci explique pourquoi les CVP peuvent être reproduits
par des calculs de type RANS [246] et pourquoi l’influence de l’allongement a pu être restituée par
ces méthodes [87]. Toutefois, les simulations RANS ont du mal à fournir des résultats quantitatifs
à cause de la modélisation de la turbulence. Afin d’indiquer comment les conditions d’injection
peuvent affecter les propriétés consécutives de la CVP, nous allons faire l’analogie entre la
force D3A3 appliquée par chaque injection radiale sur le jet primaire et la force de portance
L exercée sur une aile immergée dans le même écoulement et dont la corde et l’envergure sont
respectivement c = ∆x et b0 = R∆θ, voir figure 4.31.

Fig. 4.31 – Analogie de la force appliquée par un jet sur l’écoulement transverse et la force de
portance d’une aile équivalente.

Si Γ0 est la circulation maximale autour de l’aile équivalente, on peut supposer que la distribution
de circulation s’écrit Γ(y) = Γ0.f(y/b0) avec f(0) = 1 et f(±1/2) = 0. Si l’on néglige les
effets visqueux, Γ0 est aussi la circulation de chacun des deux tourbillons de sillage formé par
l’enroulement de la nappe tourbillonnaire en aval de l’aile. Si ρ1 et V1 représentent respectivement
la masse volumique et la vitesse de l’écoulement incident sur l’aile équivalente, alors L vérifie
[10] :

L = ρ1V1

∫ +b0/2

−b0/2
Γ(y)dy = ρ1V1KΓ0b0 (4.56)
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avec K =
∫ +1/2
−1/2 f(ξ)dξ. Par exemple, pour une aile elliptique ou en d’autre termes pour une

vitesse induite constante sur l’aile équivalente, on a K = π/4. En égalant D3A3 avec L, on
obtient une expression adimensionnée de la circulation de la CVP :

Γ0

V1b0
=

1
K

D3

ρ1V 2
1

1
Λ

(4.57)

En supposant que chaque jet radial est isolé, l’impulsion introduite initialement par chaque
injecteur est conservée en aval et l’écartement de la CVP résultante est donc b = K.b0. Chaque
tourbillon alors considéré comme 2D et concentré induit une vitesse Vi = Γ0/ (2πb) sur l’autre
tourbillon. Sous ces hypothèses, la vitesse de pénétration de chaque doublet est

Vi
V1

=
1

2πK2

D3

ρ1V 2
1

1
Λ

(4.58)

Cette expression indique que réduire l’allongement Λ, en gardant tous les autres paramètres
constants, augmente la vitesse de pénétration et donc aussi les gradients de vitesse. Ceci consti-
tue un modèle phénoménologique très simplifié qui ne prend notamment pas en compte l’intrica-
tion des CVP avec la couche de cisaillement. Ce modèle suggère juste quelle peut être l’influence
des conditions d’injection sur le potentiel de pénétration (car on a négligé les pertes visqueuses)
du régime assimilé comme 2D.

Toujours en raisonnant simplement, on peut schématiser l’effet de l’allongement de l’action-
neur (au sens de “quelque chose qui produit une force sur l’écoulement”) sur les caractéristiques
circulation-écartement de la CVP en aval par les dessins de la figure 4.32. Tout d’abord, on
considère un actionneur élémentaire d’allongement Λe = be/ce ≈ 1 (dessin de gauche) provoquant
une CVP de circulation Γ et d’écartement b. En combinant plusieurs actionneurs élémentaires,
on peut construire un actionneur à grand allongement (dessin du milieu) et un actionneur à
faible allongement (à droite). En admettant que l’on peut appliquer le principe de superposi-
tion31, on comprend immédiatement (voir figure 4.32) que la superposition de k actionneurs dans
la direction transversale cumule les écartements b → kb sans changer la circulation Γ en aval,
alors que la superposition de k actionneurs dans la direction transversale cumule les circulations
Γ → kΓ sans changer l’écartement b en aval. Bien que la linéarité du processus de formation des
CVP est fortement contestable, on constate que cette schématisation simple donne les bonnes
tendances. Autrement dit, à impulsion fixée I1 = Γb, un grand allongement favorise b alors qu’un
faible allongement favorise Γ.

Fig. 4.32 – Schématisation de l’effet de l’allongement sur la ciculation et l’écartement du doublet
en aval.

Les mécanismes essentiels du processus d’augmentation du mélange dans le “régime 2D”
sont les phases de pénétration et de divergence. On retrouve naturellement ces phases dans

31Plus précisément, cela revient à supposer que les caractéristiques de la CVP sont des fonctions linéaires des
conditions d’injection.
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les sections transverses des cas F5, F6 et F7. La vorticité longitudinale adimensionnée Ωx =
−→rot−→V .−→X/(2a∗/D) (a∗ vitesse au col du primaire, D son diamètre) est tracée figure 4.33 dans
certaines sections des cas extrêmes testés : F1(Λ = 10.) et F7(Λ = 0.5). Les caractéristiques des
tourbillons longitudinaux sont tracées figure 4.34. On vérifie que pour les actionneurs à faible
allongement, la circulation ΓCVP, figure 4.34(a), est plus élevée et que l’évolution de la position
radiale RG, figure 4.34(b) indique une vitesse de pénétration plus rapide. De plus, on constate
que les doublets générés à partir des injecteurs à faible allongement pénètrent plus profondément
(voir RG figure 4.34(b)) grâce à un écartement b1 plus étroit (cf. figure 4.34(c)). En outre, il
est intéressant de noter, figure 4.34(a), que pour les 4 allongements testés, le maximum de
la circulation marquant la fin de la formation des tourbillons est atteint à la même abscisse
X/D ≈ 1.

Fig. 4.33 – Contours de vorticité longitudinale adimensionnée pour les allongements Λ = 10. (en
haut) et Λ = 0.5 (en bas). Ligne pi/pi0 = 1.05 jet controlé (ligne fine noire), ligne pi/pi0 = 1.05
jet de référence (ligne épaisse rouge).

Cependant, l’observation des critères de mélange (cf. figures 4.24(b),4.24(d),4.24(f)) révèle
que le bénéfice apporté par une réduction de l’allongement arrive à saturation vers Λ = 1. On
peut supposer que pour les faibles allongements, le rapport a/b devenant assez élevé, la diffusion
entre les tourbillons amortit le potentiel de pénétration des jets radiaux. De plus, la réduction
de l’allongement des injecteurs diminue la section de passage du fluide extérieur entre les lobes
(voir figure 4.33, à X/D=3.0).

Par ailleurs, on constate que, dans tous les cas testés à température d’injection froide fixée,
toute variation des conditions d’injections qui améliore le mélange du jet détériore la capacité
propulsive de l’arrière-corps.



208 CHAPITRE 4. BRASSAGE TOURBILLONNAIRE : ASPECT STATIONNAIRE

(a) Circulations (b) Position radiale

(c) Ecartements (d) Rayon de dispersion a et excentrement c

Fig. 4.34 – Effet de l’allongement sur les caractéristiques des CVP.

4.5.4.4 Effet de la température totale d’injection

L’influence d’une variation de la température totale d’injection Ti3 est évaluée à l’aide des
cas F1, F8, F9 de 300K à 1200K. Comme tous les autres paramètres sont maintenus constants,
le débit de masse alimentant le dispositif de contrôle est divisé d’un facteur

√
2 à 2 respective-

ment sur les configurations F8(600K) et F9(1200K) par rapport au cas F1(300K). D’un point
de vue “fluide parfait”, les conditions génératrices (pi,Ti) sont conservées sur chaque ligne de
courant du jet primaire et des jets secondaires. Comme à la fois la pression statique extérieure
p0 et les pressions génératrices pi1 et pi3 sont inchangées, le champ du nombre de Mach est aussi
strictement inchangé. Une augmentation de la température d’injection Ti3 par un facteur τ pro-
voquera donc uniquement une ré-évaluation de la vitesse par un facteur

√
τ dans les tubes de

courant issus des injecteurs. A partir de là, l’introduction de la notion de frottement et conduc-
tion turbulents change très probablement cette vision idéale de l’écoulement et rend les choses
beaucoup plus complexes. Néanmoins, un accroissement de la diffusion turbulente mécanique et
thermique peut raisonnablement être attendu puisque les gradients de vitesse et de température
sont accentués entre les jets primaire et secondaires. Pourtant, tous les critères de mélange basés
soit sur la pression totale soit sur les débits transverses (cf. tableau 4.7 cas F8 et F9) sont
quasiment insensibles à la modification de température d’injection. Ce résultat étonnant permet
de supposer que, dans ces résultats de simulation RANS, l’effet prépondérant des actionneurs
sur le jet primaire est un effet de dynalpie et que l’influence de la viscosité (même turbulente
au sens RANS) entre les jets secondaires et le jet primaire est négligeable. On voit clairement
qu’à pression totale d’injection fixée, on obtient un mélange donné (relatif à la distribution de
pi et aux débits transverses) indépendant de la température d’injection. Du point de vue du jet
primaire, la distribution de quantité de mouvement contrôlée par les injecteurs secondaires est
diffusée et dissipée par les effets visqueux turbulents qui là ne sont évidemment pas négligeables.
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En outre, on peut noter que l’augmentation de Ti3 réduit légèrement les pertes de poussée.

Pour résumer, un accroissement de la température des jets secondaires, même s’il ne pro-
duit pas l’augmentation du mélange attendue par effets visqueux, permet au moins de conserver
les capacités d’augmentation du mélange (estimé sur la pression totale) des injections froides
provoquée par la dynalpie introduite tout en réduisant le débit-masse de contrôle ainsi que les
pertes de poussée.

A la lumière de ce dernier résultat, nous pouvons conjecturer un moyen original de réduire
la température du jet primaire à l’aide de jets secondaires chauds. Cette méthode serait en
effet efficace à condition que l’augmentation du mélange du jet primaire chaud avec l’air froid
ambiant soit assez importante pour compenser l’apport de chaleur des injections secondaires.
Cette proposition est évaluée dans le paragraphe suivant.

4.5.4.5 Mélange de jets chauds

Afin d’évaluer les capacités de refroidissement du dispositif à 4 injecteurs précédemment
testé avec un jet froid (cas F1), la température totale du primaire est élevée à Ti1 = 1100K
(cas C0). Cette augmentation de température s’accompagne d’un réduction de 26% du cône
potentiel du jet de référence, en accord avec l’accélération du mélange des jets chauds déjà
signalée par des études antérieures [146, 60]. Deux températures ont été choisie pour le fluide
injecté : Ti3 = 300K (cas C1) et Ti3 = 1200K (cas C2). Dans les deux cas, les critères de
mélange ont été calculés, cf. tableau 4.7. En ce qui concerne les critères basés sur la pression
totale et sur les débits transverses, l’efficacité du dispositif mélangeur précédemment observée
pour un jet primaire froid est encore obtenue pour un jet chaud. Du point de vue de ces critères,
il n’y a aucune différence entre les injections froides et chaudes, comme cela a été établi en jet
primaire froid (cas F0, F1, F9). Le critère ∆T est maintenant utilisé pour vérifier l’hypothèse
formulée à la fin du paragraphe précédent. Dans le cas de l’injection froide (C1), on mesure un
refroidissement modeste du jet ∆T = −1.8%. Au contraire, le cas de l’injection chaude (C2)
présente une augmentation du critère de température plus significative de ∆T = +12.3%. Les
réactions différentes des champs de pi et de Ti pourraient faire douter de la représentativité
des critères choisis par rapport au mélange. La figure 4.35 montre que les champs de pi et Ti
avec injections froides et chaudes dans la section X/D = 5.0 sont en accord avec les indications
des critères : les iso-pi sont quasiment confondues pour les deux températures de contrôle alors
que les iso-Ti du contrôle chaud présentent des poches à température plus élevée dans les lobes
du jet primaire ainsi qu’une région centrale plus chaude. Le mélange de l’énergie mécanique
(représentée par la pi) est donc différent du mélange de l’énergie thermique (représentée par la
Ti) dans les calculs RANS exploités ici.

Un jet contrôlé par injections chaudes (C2) pourrait donc émettre un rayonnement plus
intense que celui émis par le jet de référence (C0), ce qui est à l’opposé du résultat espéré. De
plus, la pression totale d’injection étant constante, le débit masse froid injecté est

√
1200/300 = 2

fois plus important que le débit chaud. Cette remarque est plutôt pessimiste pour la réduction de
la signature infra-rouge puisqu’elle signifie qu’une réduction thermique ne pourrait être obtenue
qu’au prix d’un très fort débit secondaire. Cependant, cette conclusion doit être considérée avec
précaution car les capacités de la méthode RANS utilisée ici à prédire le champ thermique est
fortement contestable. Ajouté à cela, l’estimation des propriétés radiatives d’un tel écoulement
est une tâche extrêmement complexe, faisant intervenir entre autres les concentrations et les
émissivités respectives des différentes espèces contenues dans les gaz d’éjection qui sont en plus
le siège de combustions résiduelles [20]. De telles considérations dépassent largement le cadre de
cette étude.
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Fig. 4.35 – Lignes iso-pi/pi0 (à gauche) et iso-Ti (à droite) à travers la section X/D = 5.0 du
jet chaud contrôlé par injections froides (cas C1, traits pointillés) et par les injections chaudes
(cas C2, traits continus).

En admettant que le mélange estimé par les critères basés sur la pi et sur les débits transverses
est aussi représentatif du mélange thermique (celui-ci étant alors supposé sous-estimé dans nos
calculs), le contrôle par injections chaudes pourrait être aussi efficace qu’un contrôle froid, pour
un débit injecté plus faible. Le flux froid serait probablement prélevé au niveau d’un étage
compresseur. Une autre solution est peut-être envisageable : un flux chaud pourrait être prélevé
dans la tuyère convergente. Ainsi, le contrôle par injections chaudes n’introduirait pas de chaleur
supplémentaire par rapport au jet de référence. Pour une masse de fluide donnée, le prélèvement
de gaz chauds est certainement plus pénalisant pour les capacités propulsives qu’un prélèvement
de gaz froids moins énergétiques. Toutefois, les calculs indiquent qu’à pi3 fixée, on peut atteindre
les mêmes capacités d’augmentation du mélange avec un débit secondaire chaud plus faible. Ce
raisonnement indique qu’il pourrait exister une solution par prélèvement de flux chaud dans la
tuyère plus efficace que le prélèvement de flux froid dans le compresseur. La vérification de cette
hypothèse requiert un examen global du système propulsif qui est du ressort de l’industriel.

4.6 Conclusion sur l’aspect stationnaire du brassage tourbillon-
naire

Dans ce chapitre construit autour des résultats des simulations RANS, le rôle des tourbillons
longitudinaux dans la déformation du jet auparavant mis en évidence dans le cas de jets soumis
à des tabs solides [271] ou des injections secondaires [63, 47] est identifié dans la configuration
MARCO contrôlée. Ces tourbillons longitudinaux sont générés sous forme de paires contrarota-
tive (les CVP) en aval de chaque injection transverse.

Une analyse bibliographique de leurs mécanismes de formation révèle qu’il n’existe pas de
scénario universel. En particulier, l’origine des CVP dépend grandement du rapport des quan-
tités de mouvement R2. L’organisation de la vorticité dans le champ proche est tridimensionnel
et très complexe. Même si une analyse détaillée de l’injection transverse dépasse le cadre de
cette étude, on montre que des mécanismes bien déterminés régissent l’évolution de la vorticité
moyenne. De plus, une vision “intégrale” est proposée pour dégager les origines prépondérantes
des CVP en fonction des différents régimes d’écoulement. A côté des aspects phénoménologiques,
la littérature indique des tendances assez nettes concernant l’influence du rapport R, de l’allon-
gement de l’orifice d’injection ainsi que de la direction de soufflage sur l’évolution du jet et
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notamment sa pénétration. En outre, l’apparition des chocs dans le régime supersonique rend
des tendances assez imprévisibles sans test expérimental ou calcul numérique.

Juste en aval de l’arrière-corps MARCO, deux types de structures tourbillonnaires significa-
tives peuvent être distinguées : les CVP et les HV. Leurs mécanismes de formation sont décrits
dans le chapitre. A partir de X/D ≈ 3, seuls les CVP persistent et continuent à déformer la
surface du jet. Une remarque importante est à retenir : les tourbillons longitudinaux sont situés
dans la région externe subsonique, ils n’interagissent donc pas avec les chocs internes au jet
et aucun mécanisme d’augmentation du mélange par effet barocline d’un tourbillon passant à
travers un choc n’est possible (on ne parle ici que du champ moyen). Loin de la zone d’injection,
l’écoulement périphérique présente de faibles variations longitudinales par rapport aux variations
transverses. Aussi les hypothèses des corps élancés sont employées pour le décrire. Il en ressort
que malgré l’emploi de fortes hypothèses, l’évolution longitudinale des tourbillons peut être
réduite à l’évolution de l’écoulement transverse considéré comme bidimensionnel et incompres-
sible. La distribution de vorticité est décrite quantitativement à l’aide des moments de vorticité.
En particulier, on rappelle que l’évolution de la circulation des tourbillons dépend uniquement
de la viscosité (moléculaire ou turbulente avec l’hypothèse de Boussinesq). Leur mouvement
dans le plan transversal est déduit d’une équation du moment d’ordre 1 généralisant celle de
Saffman [216] et permet de retrouver le scénario décrit par Zaman [271]. Schématiquement il
se résume ainsi : le long des plans de symétrie à travers les injecteurs actifs, les tourbillons
pénètrent vers l’axe du jet jusqu’à ce qu’ils deviennent équirépartis sur un cercle centré sur
l’axe et repartent vers l’extérieur le long des plans de symétrie entre les injecteurs actifs. Le
mouvement de pénétration initial favorise l’injection de fluide extérieur dans le jet et la phase
de divergence étire le jet vers l’extérieur.

Afin de quantifier l’effet du contrôle sur le mélange du jet, une réflexion a été menée pour ca-
ractériser précisément la notion de processus de mélange. Ainsi, il apparâıt que la notion d’échelle
de perception est primordiale. L’augmentation du mélange dans le jet contrôlé par injections
radiales est actionnée par un processus de brassage macroscopique à l’échelle du diamètre du
jet D qui est enchâınée via la cascade turbulente par une série de mélanges macroscopiques à
échelles de plus en plus petites vers les échelles du mélange par diffusion. Toutefois en RANS,
l’ensemble de la châıne turbulente est modélisé par un processus de diffusion. Dans le champ
lointain, les tourbillons longitudinaux sont les moteurs d’un mélange macroscopique bidimen-
sionnel par le biais du cisaillement qu’ils induisent dans les plans transverses. A partir de ces
réflexions, des critères de mélanges locaux et intégraux sont proposés sur la base des champs de
pression d’arrêt isentropique et du flux de masse.

Enfin, grâce à ces critères d’évaluation, une étude paramétrique a été conduite pour dégager
les tendances à adopter lors de la conception des injections. On peut en conclure que : la pres-
sion génératrice doit être maximisée, un allongement faible (≈ 1 voire inférieur) est à favoriser
ainsi qu’un faible nombre d’injecteur actifs (entre 2 et 4 équirépartis en azimut pour conserver
une force résultante dans l’axe du jet de référence32). Bien que cela n’ait pas été mis en évidence
dans les calculs présentés ici, des travaux expérimentaux antérieurs montrent qu’une forte pres-
sion génératrice d’injection conduit à des pertes importantes de dynalpie par chocs internes et
laissent ainsi penser qu’il pourrait toutefois exister un SPR optimal. Par ailleurs, à température
d’injection fixée, on constate que toute augmentation du mélange s’accompagne dans la même
mesure d’une perte de poussée de l’arrière-corps. Selon les simulations RANS réalisées, un ac-
croissement de la température d’injection permet d’augmenter le mélange du point de vue des

32Des calculs par la méthode des singularités (non présentés ici) montrent que toute asymétrie même dans la
position initiale des tourbillons fait très rapidement bifurquer la forme du jet.
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critères basés sur la pression totale tout en diminuant à la fois le débit injecté et les pertes de
poussée. Bien que ce soit assez surprenant, les résultats de cette étude suggèrent que la signature
infrarouge pourrait être éventuellement réduite en prélevant des gaz chauds pour alimenter le
dispositif de contrôle. Seule une étude globale du système propulsif peut appuyer ou réfuter cette
hypothèse.



Chapitre 5

Analyse du brassage tourbillonnaire :
aspect instationnaire

5.1 Objectif du chapitre

Dans le chapitre précédent, la formation et l’évolution longitudinale des tourbillons longitu-
dinaux moyens ont été étudiées à partir des champs aérodynamiques fournis par des simulations
RANS. Ces tourbillons longitudinaux sont les moteurs du processus de mélange par injection
radiale. Une fois formés par des mécanismes complètement tridimensionnels dans la région très
proche de l’injection, ils suivent une évolution quasi-bidimensionnelle le long du jet primaire.
Cette évolution dépend fortement du champ fluctuant. La comparaison des champs RANS aux
mesures expérimentales, chapitre 2, a mis en évidence la faiblesse de l’approche RANS (du moins
avec le modèle SARC utilisé ici) à reproduire à la fois la forte diffusion turbulente de la quan-
tité de mouvement et la propagation des ondes de pression à l’intérieur du jet. Ceci suggère que
l’action de la turbulence sur le champ moyen n’est pas réductible à un processus de diffusion tur-
bulente simulé par la méthode RANS mais regroupe un ensemble de mécanismes plus complexes
que nous résumons ici sous le terme d’“aspect instationnaire”. L’approche ZDES calculant expli-
citement la dynamique des grosses échelles de la turbulence a, quant à elle, montré sa capacité
à reproduire ces deux caractéristiques essentielles du champ moyen. Les fluctuations résolues
par ZDES sont donc supposées être représentatives de l’écoulement réel et vont être analysées
dans ce dernier chapitre pour comprendre leur influence sur l’évolution quasi-bidimensionnelle
des tourbillons longitudinaux.
Le chapitre est décomposé en quatre parties. Tout d’abord, l’influence de la dynamique instation-
naire sur le champ moyen est évaluée en comparant les champs ZDES et RANS/SARC et l’effet
d’une sur-diffusion turbulente est estimée grâce aux résultats RANS/SA. Ensuite, l’évolution
des tourbillons longitudinaux est analysée en détail du point de vue moyen puis du point de
vue instantané. Il ressort que la dynamique instationnaire produit une dégénérescence rapide
du système tourbillonnaire conduisant à un champ aérodynamique semblable à celui produit
par une sur-diffusion turbulente. Le lien entre la dégénérescence des tourbillons et le champ
turbulent est établi analytiquement et vérifié à l’aide du champ fluctuant fourni par la ZDES.
Dans un troisième temps, on revient sur le mode de pénétration des injections radiales supposé
quasi-stationnaire depuis le début de cette étude. On montre en effet que conformément à l’étude
antérieure de Davis [63], il existe deux régimes de pénétration et que le scénario général de l’aug-
mentation du mélange basé sur les tourbillons longitudinaux doit être révisé. Enfin, l’activité et
le résultat de l’augmentation du mélange provoquée par le système à quatre injecteurs radiaux
sont évalués à partir des champs ZDES. Dans tout ce chapitre, les résultats ZDES exploités sont
ceux de la ZDES2 utilisant ∆ω.
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5.2 Effet de la dynamique instationnaire sur le champ moyen

5.2.1 Comparaison des champs moyens ZDES et RANS/SARC

La comparaison des champs moyens obtenus par ZDES et RANS/SARC avec les mesures
expérimentales est rappelée de manière synthétique, figure 5.1, pour le jet de référence et pour
le jet contrôlé par 4 injecteurs. Les différences essentielles sont :

– Les champs très proches (X/D < 1.5) de la ZDES et du RANS/SARC sont quasiment
identiques, tant du point de vue qualitatif que quantitatif : même structure de choc en
lentille pour le jet de référence (fig. 5.1(a) et 5.1(b)), mêmes profils de vitesse longitudinale
(fig. 5.1(c) et 5.1(d)) et mêmes évolutions de la pression statique axiale (fig. 5.1(e) et 5.1(f))
dans les jets sans et avec contrôle.

– Les champs plus lointains (X/D > 1.5) exhibent les mêmes tendances : dans le jet de
référence, propagation des cellules de détente/compression (fig. 5.1(a) et 5.1(b)) et diffusion
de la couche de mélange turbulente (fig. 5.1(c) et 5.1(d)) ; dans le jet contrôlé, pincement
et évasement du jet respectivement dans les plans des injecteurs actifs et dans les plans
des injecteurs inactifs (fig. 5.1(c) et 5.1(d)), réduction de la période et amortissement des
oscillations de pression statique sur l’axe (fig. 5.1(e) et 5.1(f)).

– Mais les champs lointains (X/D > 1.5) de la ZDES et du RANS/SARC présentent des
différences significatives1 : dans le jet de référence, les cellules de détente/compression sont
très vite diffusées par les calculs RANS alors qu’elles sont assez bien conservées avec la
ZDES (fig. 5.1(a) et 5.1(b)) ce qui se traduit sur l’axe du jet par un fort amortissement des
oscillations de pression statique. Pourtant la chute de pression totale sur l’axe (fig. 5.1(e)
et 5.1(f)) indique que la couche de mélange de la ZDES atteint l’axe du jet à X/D ≈ 2. et
se développe donc beaucoup plus vite. Dans le jet contrôlé, ces tendances apparemment
contradictoires sont encore plus visibles. Les gradients radiaux de vitesse longitudinale sont
notamment beaucoup plus forts dans le champ RANS/SARC malgré un cône potentiel (fig.
5.1(e) et 5.1(f)) plus de deux fois plus long qu’en ZDES.

En résumé, le calcul explicite des fluctuations à grande échelle de la turbulence en ZDES
permet de restituer à la fois la propagation des ondes de pression dans le jet de référence (fig.
5.1(a)) et une diffusion turbulente en accord avec les mesures effectuées sur le jet contrôlé (profils
de vitesse axiale fig. 5.1(c), chute de pression totale sur l’axe fig. 5.1(e)). Par rapport aux résultats
ZDES, le calcul RANS/SARC diffuse de manière excessive les oscillations de pression internes
au jet (5.1(b)) et sous-estime la diffusion turbulente de quantité de mouvement (voir pression
totale 5.1(f)). Tam et al. [248] ont montré (cf. chapitre 3) que les oscillations de pression internes
à un jet non-adapté sont d’autant plus amorties que la viscosité turbulente est grande. D’autre
part, plus la viscosité turbulente est grande, plus la longueur du cône potentiel est réduite.
Les deux variations du RANS/SARC par rapport à la ZDES2 sont donc contradictoires. Cette
constatation permet de supposer que l’hypothèse de Boussinesq, ou du moins le modèle SARC
utilisé dans cette étude, est ici trop simple pour pouvoir reproduire l’action du champ fluctuant
sur le champ moyen. L’interaction forte entre les ondes de pression supersoniques internes au
jet non-adapté et le champ turbulent rend probablement l’emploi de l’hypothèse de Boussinesq
contestable.

1On note aussi que dans le jet de référence, les cellules de survitesse, i.e. de détente, (fig. 5.1(a) et 5.1(b)) sont
plus arrondies dans le calcul ZDES, celles du calcul RANS/SARC présentant un défaut de vitesse au voisinage de
l’axe. La visualisation des champs de pression génératrice montre que ceci est entièrement dû à un choc en lentille
légèrement plus fort sur l’axe du jet RANS/SARC. Bien que le résultat soit facilement visible, il ne constitue pas
une différence essentielle du point de vue du mélange turbulent du jet entre les deux simulations.
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(a) Vitesse longitudinale u, ZDES2 (b) Vitesse longitudinale u, SARC

(c) Profils de vitesse u, ZDES2 (d) Profils de vitesse u, SARC

(e) pressions axiales, ZDES2 (f) pressions axiales, SARC

Fig. 5.1 – ZDES2 (a,c,e,g) et RANS/SARC (b,d,f,h) : (a,b) champ de vitesse axiale ; profils
de vitesse axiale : (c,d) case F0, (e,f) cas F1, plan des inecteurs actifs, (g,h) case 3, plan des
injecteurs inactifs ; (i,j) pressions totales et statiques (cas F0 et F1).
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5.2.2 Effet d’une sur-diffusion turbulente

Afin d’évaluer l’effet de la diffusion modélisée par l’approche RANS, nous reprenons ici les
résultats de la simulation RANS/SA. Celle-ci n’utilise pas la correction de rotation du modèle de
Spalart-Allmaras et produit donc une viscosité turbulente plus grande que le calcul RANS/SARC
avec correction. L’ensemble des résultats RANS/SA est comparé aux résultats ZDES, figure 5.2.
Si l’on ne regarde que les profils de vitesse longitudinale (fig. 5.2(c) et 5.2(d)), on constate que la
sur-diffusion du modèle RANS/SA entrâıne une diminution des gradients transverses et permet
ainsi de reproduire plus fidèlement l’évasement de la couche de mélange. Corrélativement, la
chute de pression totale sur l’axe (fig. 5.2(f)) semble indiquer que la diffusion de la quantité de
mouvement du coeur du jet vers l’extérieur est mieux estimée qu’avec la correction de rotation.
Cependant, avant de conclure, il est indispensable d’examiner la propagation des ondes de pres-
sion supersoniques du jet de référence sous-détendu. En effet, on constate que l’amortissement
des cellules de détente/compression déjà notée en RANS/SARC est amplifié en RANS/SA à
cause de la sur-diffusion provoquée par la viscosité turbulente. Cette tendance est en accord
avec le résultat de Tam et al. [248] et corrobore la contradiction soulignée précédemment.

La figure 5.3 montre l’allure de la surface du jet assimilée à la surface sonique fournie par les
simulations ZDES, RANS/SARC et RANS/SA. La surface moyenne du jet ZDES sans contrôle
est caractérisée par des pincements et renflements alternés consécutifs à la réflexion des ondes
de compression et détente internes. Celles-ci sont plus prononcées et se poursuivent plus loin en
aval que dans les calculs RANS/SARC ou RANS/SA. Cette observation est en accord avec la
comparaison des pressions axiales effectuées plus haut, figures 5.1(e), 5.1(f) et 5.2(f). Lorsque
le contrôle est activé, la surface sonique est très fortement déformée, creusée dans le sillage des
injecteurs actifs et évasée dans les plans des injecteurs inactifs. Toutefois, la ZDES2 prévoit une
surface sonique beaucoup plus courte que le RANS/SARC en raison de son cône potentiel plus
petit (X/D ≈ 2. contre X/D ≈ 5.). De plus, les lobes formés par l’éjection latérale du jet sont
deux fois plus courts et n’ont plus vraiment une forme de champignon comme dans les coupes
transverses du jet RANS/SARC. Grâce à la sur-diffusion turbulente, la surface sonique fournie
par le calcul RANS/SA est étonnamment proche de celle du calcul ZDES2, mais la trace des
ondes de pression internes y est beaucoup moins marquée.

Nous avons indiqué au chapitre précédent que les tourbillons contra-rotatifs générées par
chaque injection radiale sont les moteurs du processus de mélange. Ils se forment par des
mécanismes 3D puis évoluent selon une dynamique essentiellement 2D. Il convient donc de
les examiner soigneusement. La figure 5.5 présente l’évolution de la composante longitudinale
du rotationnel adimensionné (Ωx = −→rot−→V .−→X/(2a∗/D)) dans différentes coupes transverses le
long des jets contrôlés obtenus par ZDES2 (moyennée en temps), RANS/SA et RANS/SARC.
La forme des jets est matérialisée par la ligne pi/pi0 = 1.05 en trait fin noir pour le jet contrôlé
et trait épais rouge pour le jet de référence. Les contours des jets de référence ne se distinguent
pas radicalement entre eux. Par contre, les contours des jets contrôlés ZDES et RANS/SA sont
très semblables et se distinguent clairement des résultats donnés par le calcul RANS/SARC.
Peu après les injections, à X/D = 0.5, les formes des jets simulés par les 3 méthodes sont en-
core assez similaires. En progressant vers l’aval, on constate en X/D = 1.0 que les régions du
jet RANS/SARC étirées sous l’action de la vitesse induite par les tourbillons longitudinaux ne
sont plus visibles dans les jets ZDES ou RANS/SA. Ces derniers présentent des lobes nettement
plus arrondis. Plus loin, à X/D = 3.0 et X/D = 5.0, les lobes en forme de champignon du jet
RANS/SARC deviennent même inexistants dans les jets ZDES et RANS/SA.
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(a) Vitesse longitudinale u, ZDES2 (b) Vitesse longitudinale u, SA

(c) Profils de vitesse u, ZDES2 (d) Profils de vitesse u, SA

(e) pressions axiales, ZDES2 (f) pressions axiales, SA

Fig. 5.2 – ZDES2 (a,c,e,g) et RANS/SA (b,d,f,h) : (a,b) champ de vitesse axiale ; profils de
vitesse axiale : (c,d) case F0, (e,f) cas F1, plan des inecteurs actifs, (g,h) case 3, plan des
injecteurs inactifs ; (i,j) pressions totales et statiques (cas F0 et F1).



218 CHAPITRE 5. BRASSAGE TOURBILLONNAIRE : ASPECT INSTATIONNAIRE

(a) ZDES2 instantanée (b) ZDES2 moyennée

(c) RANS/SARC (d) RANS/SA

Fig. 5.3 – Effet de 4 injections radiales sur la surface du jet (surface Mach=1, jet de référence
F0 en bas, jet contrôlé F1 en haut).

Fig. 5.4 – Viscosités turbulentes adimensionnées µt/µ à X/D = 1 dans les calculs SA et SARC.
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ZDES

RANS/SA

RANS/SARC

Fig. 5.5 – Contours de vorticité adimensionnée Ωx, ligne pi/pi0 = 1.05 jet controlé (ligne fine
noire), ligne pi/pi0 = 1.05 jet de référence (ligne épaisse rouge) dans les champs produits par
ZDES moyennée en temps (haut), RANS/SA (milieu) et RANS/SARC (bas).

Par rapport au jet RANS/SARC, le jet RANS/SA est par construction soumis à une diffu-
sion turbulente modélisée plus intense par le biais de la viscosité turbulente (cf. figure 5.4). On
constate que cette sur-diffusion est apparemment suffisante pour reproduire la forme du jet ex-
plicitement résolu (ZDES). Si l’on regarde maintenant les distributions de vorticité à X/D = 3.0
et X/D = 5.0, on voit que les calculs ZDES et RANS/SA donnent des résultats très proches
caractérisés par des niveaux de vorticité bien plus faibles que ceux du calcul RANS/SARC.
Au contraire, à X/D = 0.5 et X/D = 1.0, on observe que les distributions de vorticité rap-
prochent plutôt les calculs ZDES et RANS/SARC : les paquets de vorticité (CVP et HV) sont
plus concentrés et possèdent des valeurs extrémales plus fortes que dans le champ RANS/SA.
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A ce niveau de l’analyse, nous pouvons affirmer les éléments suivants :

– Parmi les trois calculs ZDES, RANS/SARC, RANS/SA, le seul capable de reproduire
quantitativement, de manière satisfaisante les deux caractéristiques essentielles de l’écoulement,
à savoir la propagation des ondes et la diffusion turbulente, est la ZDES. Les champs four-
nis par la ZDES vont donc servir de référence à l’analyse.

– Les calculs RANS, SA ou SARC, sont incapables de reproduire quantitativement ces deux
phénomènes et montrent même des tendances opposées par rapport à l’expérience ou la
ZDES : sur-atténuation des ondes de pression et sous-diffusion turbulente.

– La simulation RANS/SARC utilise la correction de rotation du modèle de Spalart-Allmaras.
L’emploi de cette correction a été largement justifié par les travaux traitant de tourbillons
d’ogives ou d’ailes delta [174] car elle permet de limiter une production turbulente exces-
sive dans les tourbillons isolés. Dans la configuration étudiée ici, on constate néanmoins
que les tourbillons longitudinaux sont trop peu diffusés.

– La diffusion turbulente excessive du calcul RANS/SA par rapport au calcul RANS/SARC
permet de réduire fortement le niveau de vorticité dans le champ lointain. Toutefois, cette
sur-diffusion provoque, de manière prévisible (cf. Tam et al. [248]), une atténuation trop
forte des ondes de pression dans le jet de référence. De plus, les distributions de vorticité
initiales produites par le RANS/SA ne sont pas en accord avec les résultats de la ZDES.
Ces deux arguments indiquent clairement que la désactivation de la correction de rotation
n’est pas du tout justifiée.

Pour résumer, le champ RANS/SARC sous-estime la dégénérescence des tourbillons longi-
tudinaux formés à la surface du jet par le dispositif de contrôle. Une sur-diffusion modélisée par
une formulation standard de l’hypothèse de Boussinesq permet d’accélérer cette dégénérescence
pour retrouver les valeurs correctes du rotationnel dans le champ lointain (X/D ≥ 3) mais sa
validité physique est démentie par l’observation complète du champ aérodynamique. L’analyse
du système tourbillonnaire doit donc être poursuivie.

5.3 Dynamique des tourbillons longitudinaux

5.3.1 Evolution moyenne des tourbillons longitudinaux

Afin de discuter plus précisément de l’évolution du système tourbillonnaire, la circulation et
la position radiale des CVP (voir section 4.3.2.3) sont tracées sur la figure 5.6 pour les champs
ZDES, RANS/SA et RANS/SARC23.
Par rapport aux calculs RANS, la simulation ZDES prévoit une circulation maximale en fin de
formation des CVP plus grande ainsi qu’une décroissance plus forte. Jusqu’à X/D ≈ 1.0, la
circulation donnée par la ZDES crôıt initialement selon une pente proche de celle prévue par le
calcul RANS/SARC. La simulation RANS/SA sous-estime la circulation jusqu’à X/D ≈ 2.0. A
partir de là, c’est le calcul RANS/SA qui fournit une circulation plus proche de celle de la ZDES,
même si la pente demeure plus faible jusqu’à X/D ≈ 3.2. Ce constat est conforme aux commen-

2Les caractéristiques des 8 tourbillons sont identiques dans les champs RANS. Ces caractéristiques variant
légèrement d’un tourbillon à un autre dans le champ ZDES moyenné sur 900.Tc = 120ms, elles ont été moyennées
sur les 8 tourbillons.

3Plus une section transverse est située loin en aval, plus l’échelle de temps caractéristique de la turbulence
est grande et plus le temps nécessaire pour converger vers le champ moyen est long. L’examen du champ moyen
calculé permet de dire que concernant les variables prépondérantes, i.e. la vitesse axiale ou la pression totale,
le champ calculé peut être considéré comme convergé jusqu’à X/D = 9.0. Par contre pour les variables d’ordre
inférieur comme v ou w et la vorticité axiale qui s’en déduit, on considére que le champ moyen n’est atteint que
pour X/D < 7.0.
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taires de la figure 5.5. Cependant, le très bon accord des coupes transverse ZDES et RANS/SA
pour X/D > 2 n’est pas dû à une forte diffusion des tourbillons longitudinaux lors de leur
évolution quasi-2D comme on pouvait le supposer auparavant. En effet, la pente de décroissance
de la circulation en RANS/SA n’est pas plus forte que celle obtenue en RANS/SARC. La faible
puissance des tourbillons RANS/SA à partir de X/D = 2 résulte plutôt de leur faible intensité
en fin de formation à X/D ≈ 1.0.

En ce qui concerne les trajectoires des CVP, on reconnâıt les phases de pénétration et de
divergence du système tourbillonnaire pour les trois simulations. Dans l’ordre, les tourbillons
RANS/SA, ZDES et RANS/SARC pénètrent plus longtemps et plus profondément dans le coeur
du jet primaire. En l’absence d’effet visqueux et si les CVP étaient ponctuels, la transition de
la phase de pénétration à la phase de divergence se produirait lorsque les huits tourbillons sont
équirépartis, i.e. pour b1 = b2. Ceci se vérifie à peu près dans le champ RANS/SARC, l’écart
entre la position X/D ≈ 3.0 du rayon RG minimum avec le lieu X/D ≈ 3.5 où b1 = b2 étant
supposé être dû à l’extension spatiale des CVP. De plus, toujours selon ces deux hypothèses, la
profondeur de pénétration est indépendante de la valeur de la circulation. En effet, comme les
seuls paramètres initiaux sont le rayon R0 du cercle sur lequel les CVP sont équirépartis, les
écarts entre tourbillons b10 et b20 et leur circulation Γ, la seule échelle de temps du problème est
liée à Γ, par ex. R2

0/Γ. Le rayon minimum (RG)min atteint par les tourbillons est donc unique-
ment fonction de R0, b10 et b20. Si maintenant, on introduit la notion de viscosité ν, la circulation
peut alors jouer sur la valeur de (RG)min à travers le paramètre sans dimension Γ/ν. Pour les
calculs RANS/SA ou ZDES, l’écart entre les positions où RG = (RG)min et où b1 = b2 devient
vraiment important (respectivement X/D ≈ 1.5 et X/D ≈ 2.5 pour le RANS/SA et X/D ≈ 1.5
et X/D ≈ 3.7 pour la ZDES) et les phénomènes visqueux et turbulents sont les seuls éléments
pouvant expliquer cette différence dans le cadre bidimensionnel formulé ici.

(a) Circulations (b) Position radiale

(c) Ecartements b1 et b2

Fig. 5.6 – Evolution de la circulation (adimensionnée par a∗D) et de la position des tourbillons
CVP selon les méthodes de simulation.
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5.3.2 Dégénerescence turbulente des tourbillons

Dans cette section, on propose une analyse de l’effet des fluctuations turbulentes sur l’évolution
longitudinale de la circulation des CVP. Nous avons vu précédemment que le calcul explicite de
la turbulence à grande échelle permettait de reproduire la dégénérescence rapide des tourbillons
longitudinaux. Notre but est ici de lier le taux de décroissance de la circulation des CVP aux
fluctuations turbulentes.

jet contrôlé

jet de référence

Fig. 5.7 – Contours de vorticité adimensionnée Ωx dans le jet contrôlé (haut) et dans le jet de
référence (bas) donnés par la ZDES2.

Observation de la vorticité longitudinale instantanée. La figure 5.7 présente la vorticité
axiale instantanée dans les jets avec contrôle (en haut) et sans contrôle (en bas) produits par la
ZDES. Les niveaux de vorticité sont identiques à ceux de la figure 5.5. Sur les deux premières
images, à X/D = 0.5 et X/D = 1.0, on distingue le contour du jet entourant une zone irrota-
tionnelle : c’est la région potentielle. Ces contours sont encore similaires à ceux déjà observés sur
le champ moyen, figure 5.5. On peut remarquer que l’enchevêtrement des ondes de Mach visibles
sur les strioscopies numériques (X/D = 0.5 et X/D = 1.0, figure E.10 annexe E) ne provoque
aucune vorticité significative dans le coeur du jet. En progressant vers l’aval, l’épaississement de
la couche de mélange turbulente brouille complètement la vision moyenne des coupes transverses
(voir X/D = 3.0 et 5.0). La couche de mélange turbulente fortement déformée et étirée par le
dispositif de contrôle atteint l’axe entre X/D = 2.0 et 3.0 ce qui correspond à la fin de la zone
potentielle repérée par la chute de pression totale sur l’axe, figure 5.1(e). En revanche, dans le
cas du jet de référence, le cône potentiel se poursuit au-delà de X/D = 5.0. D’autre part, on
constate que l’activation du contrôle provoque un épaississement de la couche de mélange ainsi
qu’une dispersion radiale des tourbillons longitudinaux et un évasement du jet plus importants.
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Si l’on regarde maintenant les niveaux de vorticité, on s’aperçoit que les fluctuations sont du
même ordre de grandeur que les valeurs moyennes. Cela justifie une analyse plus précise de
l’action du champ turbulent sur l’évolution des tourbillons longitudinaux du champ moyen.

Approximation 2D incompressible de l’écoulement turbulent. Dans la section 4.3.2.3,
nous avons vu que dans un écoulement ayant une direction −→X privilégiée et vérifiant les hy-
pothèses des corps élancés (4.13), l’évolution transverse (Y, Z) est découplée de l’évolution lon-
gitudinale (suivant −→X ) et vérifie les équations du mouvement 2D incompressible dans ce plan
(Y, Z). Jusqu’à ce niveau de l’étude, l’action de la turbulence sur le champ moyen était assimilée
à une action de diffusion visqueuse par le biais de l’hypothèse de Boussinesq. Nous revenons dans
ce paragraphe sur l’action de la turbulence en l’exprimant à l’aide des grandeurs fluctuantes.

En appliquant la même démarche que dans la section 4.3.2.3 aux équations turbulentes in-
compressibles formulées avec la moyenne de Reynolds et en supposant que les amplitudes des
composantes de la vitesse fluctuante

−→
v′ (u′ v′ w′) sont au plus de l’ordre de la vitesse de pertur-

bation transverse :

(max |u′|,max |v′|,max |w′|) = O(εU0) (5.1)

on obtient les équations du mouvement moyen d’une perturbation infinitésimale (ρ,−→v (u v w), p)
autour de l’état de référence

(
ρ0, U0

−→
X , p0

)
sous l’effet des tensions turbulentes.

En négligeant les termes dont l’ordre de grandeur est strictement inférieur àO
(
ε2
ρ0U2

0
L

)
, l’équation

de quantité de mouvement longitudinale s’écrit :

ρ0

(
∂u

∂τ
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= − 1

U0

∂

∂τ

(
p+ ρ0u′

2
)
− ρ0

(
∂u′v′

∂y
+
∂u′w′

∂z

)
+ µ0

(
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
(5.2)

De même en négligeant les termes dont l’ordre de grandeur est strictement inférieur à O
(
ε
ρ0U2

0
L

)
,

les équations du mouvement transverse s’écrivent :

ρ0

(
∂v

∂τ
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
= −∂p

∂y
+ µ0

(
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
− ρ0

(
∂v′2

∂y
+
∂v′w′

∂z

)
(5.3)

ρ0

(
∂w

∂τ
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)
= −∂p

∂z
+ µ0

(
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂y2

)
︸ ︷︷ ︸

T.V.

− ρ0

(
∂w′v′

∂y
+
∂w′2

∂z

)
︸ ︷︷ ︸

T.T.

(5.4)

Comme pour le cas laminaire décrit dans la section 4.3.2.3, l’écoulement turbulent respectant les
hypothèses (4.13) et (5.1) est régi par des équations semblables aux équations bidimensionnelles
dans le plan transverse (y,z) mais qui comportent en plus un terme turbulent (T.T.).

Par ailleurs, les ordres de grandeur (5.1) impliquent que la vorticité axiale fluctuante ω′x
peut être du même ordre de grandeur que la vorticité axiale moyenne ωx, ce qui est conforme
aux figures 5.5 et 5.7. Sous les hypothèses (4.13) et en négligeant les termes du champ moyen
dont l’ordre de grandeur est inférieur à O

(
U2

0
L2

)
, le rotationnel longitudinal ωx = −→rot−→v .−→X est

gouverné par l’équation quasi-2D dans le plan (y,z) :
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Dωx
Dτ

= ν∆ωx +−→rot
(
−→
v′ ∧

−→
ω′
)
.
−→
X (5.5)

où ωx,
−→
v′ et

−→
ω′ = −→rot

−→
v′ désignent respectivement le rotationnel longitudinal moyen, la vitesse

fluctuante et le rotationnel fluctuant, D.
Dτ = ∂.

∂τ + v ∂.∂y + w ∂.
∂z est la dérivée particulaire dans le

plan (Y, Z) avec τ le temps de convection à la vitesse de référence U0 (voir section 4.3.2.3) et
∆ = ∂2.

∂y2
+ ∂2.

∂z2
.

Evolution de la circulation en écoulement turbulent. En intégrant (5.5) sur une surface
matérielle D du plan transverse (Y,Z), on obtient de la même manière que pour le cas laminaire
(cf. annexe D.2) l’évolution de la circulation le long de son contour C :

DΓ
Dτ

= ν

∫
C

∂ωx
∂n

dl +
∫
C

−→
v′ ∧

−→
ω′ .
−→
t dl︸ ︷︷ ︸

terme turbulent

(5.6)

où −→t est le vecteur tangentiel du contour orienté direct C.

Par rapport à la loi laminaire (4.34), l’équation (5.6) comporte un terme turbulent agissant
le long de la frontière C. Dans le chapitre précédent 4, ce terme a été approché avec l’hypothèse
de la viscosité turbulente νt par :∫

C

−→
v′ ∧

−→
ω′ .
−→
t dl = νt

∫
C

∂ωx
∂n

dl (5.7)

Nous allons maintenant essayer de préciser l’action de ce terme turbulent. Dans le cas d’un
doublet symétrique de tourbillons contra-rotatifs, comme schématisé figure 4.15 (à gauche), la
circulation du tourbillon droit suit la loi :

DΓ
Dτ

= −ν
∫ +∞

−∞

∂ωx
∂y

dz−
∫ +∞

−∞

(
u′ω′y − v′ω′x

)
dz︸ ︷︷ ︸

terme turbulent

(5.8)

On peut montrer que le terme turbulent se réduit à l’ordre dominant au flux turbulent de vorticité
longitudinale fluctuante. D’autre part, on démontre (cf. Annexe D.4) qu’avec l’hypothèse de
turbulence incompressible div

−→
v′ = 0, l’intégrande (de l’opposé) du terme turbulent peut être

reformulée à l’aide des tensions de Reynolds :

u′ω′y − v′ω′x =
∂k

∂z
−
(
∂w′u′

∂x
+
∂w′v′

∂y
+
∂w′w′

∂z

)
(5.9)

où k est l’énergie cinétique turbulente :

k =
1
2
(
u′u′ + v′v′ + w′w′

)
(5.10)

En supposant que la turbulence est nulle à une distance infinie du doublet (k (±∞) = 0),
l’intégrale de (5.9) de z = −∞ à z = +∞ se réduit à :

T.T. = −
∫ +∞

−∞

(
u′ω′y − v′ω′x

)
dz (5.11)

= −
∫ +∞

−∞

(
∂
(
−w′u′

)
∂x

+
∂
(
−w′v′

)
∂y

+
∂
(
−w′w′

)
∂z

)
dz (5.12)



5.3. DYNAMIQUE DES TOURBILLONS LONGITUDINAUX 225

qui est la force massique suivant (−−→z ) produite par les tensions de Reynolds massiques
(
−−→v′ ⊗−→v′

)
le long de la frontière (y = 0). Intuitivement, on sent bien en effet qu’une force dans le même
sens que l’orientation du contour C tend à faire crôıtre la circulation de D. Le terme ∂k

∂z peut
être interprété (au coefficient 2/3 près provenant probablement du mélange 2D de l’écoulement
de base et du mélange 3D des fluctuations turbulentes4) comme la force massique suivant (−−→z )
de la partie sphérique du tenseur de Reynolds −−→grad

(
−2

3k
)
.(−−→z ) = 2

3
∂k
∂z .

L’équation (5.6) est maintenant appliquée au tourbillon longitudinal créé dans le jet propulsif par
l’injection radiale et isolé figure 4.15 (schéma de droite). On obtient une formule analogue à celle
du doublet, sauf qu’il y a désormais deux plans frontières repérés en coordonnées cylindriques
(X, r, θ) par θ = π/2 et θ = π/4 :

DΓ
Dτ

=
[
ν

∫ +∞

0

∂ωx
r∂θ

dr −
∫ +∞

0
−
(
u′ω′θ − u′θω

′
x

)
dr

]θ=π/2
θ=π/4

=
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ν

∫ +∞
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∂ωx
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dr −
∫ +∞

0

(
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−

(
∂u′ru

′

∂x
+
∂u′ru

′
θ

r∂θ
+
∂u′ru

′
r

∂r

))
dr

]θ=π/2
θ=π/4

(5.13)

où [f(θ)]θ=π/2θ=π/4 = f(θ = π/2)− f(θ = π/4).

Dans les trois simulations, ZDES, RANS/SA ou RANS/SARC, le terme visqueux (moléculaire)
est inférieur de 3 à 4 ordres de grandeur au terme turbulent qu’il soit modélisé dans les simu-
lations RANS ou explicitement calculé en ZDES. Dans la simulation ZDES, le terme turbulent
modélisé est inférieur de 3 ordres de grandeur au terme turbulent résolu. Le terme turbulent
résultant (-T.T.) et la vitesse de décroissance de la circulation (−dΓ/dτ) sont tracés en fonction
de la position axiale pour les trois simulations, figure 5.8. On constate que pour chaque calcul,
les allures des courbes 5.8(a) et 5.8(b) sont semblables pour X/D > 1.5, mais qu’elles sont
franchement différentes pour X/D < 1.5. La croissance de la circulation jusqu’à X/D ≈ 1 (cf.
figure 5.6) indique que le processus tridimensionnel de génération de la vorticité longitudinale
se prolonge assez loin en aval de l’injection à environ 15 diamètres hydrauliques d’injection5.
Jusqu’à X/D ≈ 1, le raisonnement basé sur l’hypothèse des corps élancés n’est donc pas appli-
cable. Ensuite, le raisonnement développé ci-dessus n’a pour seule ambition que de caractériser
l’évolution longitudinale d’une perturbation (v, w) dans les plans (y, z) autour d’un écoulement
de base de vitesse −→V = U0

−→
X . Comme le montre la figure 5.9(a), le champ de vitesse est très

loin d’être uniforme, notamment suivant X. Sur la figure 5.9(b) ont été tracées quelques valeurs
de la vitesse longitudinale −→V .−→X = U au coeur des tourbillons longitudinaux repérés ici par
le maximum de vorticité axiale ωx dans chaque section transverse (y, z). Pour X/D < 1.0, le
champ de vitesse étant très hétérogène et la distribution de vorticité ωx étant très étirée, la
région centrale des tourbillons est convectée à des vitesses allant de 120 à 290m/s. On constate
que la vitesse U ne peut être considérée comme constante et égale à la vitesse de référence
U0 = 270m/s qu’à partir de X/D ≈ 2.. Dans la région où elle peut être appliquée, X/D ≥ 2.,
on vérifie donc que la théorie des corps élancés permet de bien reproduire la dégénérescence des
tourbillons longitudinaux uniquement sous l’action du champ turbulent.

A l’issue du processus de formation 3D, la circulation prévue par la ZDES est élevée (Γmax ≈ 0.35,
figure 5.6). Ensuite, le fort terme turbulent (fig. 5.8(b)) la fait chuter très rapidement. Dans le cas

4Si la théorie était complètement 2D, i.e. u′ = 0, k = 1
2

�
v′v′ + w′w′

�
, le terme turbulent s’identifierait à la

force massique suivant (−−→z ) produite par la partie déviatrice des tensions de Reynolds le long de la frontière
(y = 0).

5Le diamètre hydraulique de la section d’injection A3 est défini par
p

4A3/π.
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RANS/SARC, les tourbillons possèdent en X/D ≈ 1. une circulation presque aussi élevée qu’en
ZDES et la conserve de manière excessive à cause de la faible diffusion turbulente modélisée.
Dans le cas RANS/SA, la circulation atteint un maximum plus faible (Γmax ≈ 0.22) en fin de
formation à cause d’une forte diffusion turbulente modélisée initiale et bien que celle-ci soit plus
modérée par la suite (pour X/D > 1.5), le faible niveau de circulation au début de la phase de
dégénérescence lui permet d’être relativement proche de celle prévue par la ZDES comparative-
ment au calcul RANS/SARC.

En ce qui concerne les termes turbulents calculés séparément sur les plans interfaces θ = π/2
et θ = π/4, on relève que pour X/D > 2., la contribution du terme turbulent sur le plan des
injecteurs actifs est toujours supérieure à celle du terme turbulent sur le plan des injecteurs
inactifs dans les calculs RANS/SA et RANS/SARC. Par contre, dans le calcul ZDES, les deux
contributions sont comparables. Les fluctuations turbulentes calculées par la ZDES sont donc
probablement plus intenses près du plan des injecteurs inactifs comparativement à celles prévue
par les simulations RANS (cf. figure 5.5).

(a) Vitesse de décroissance de la circulation (b) Terme turbulent

Fig. 5.8 – Comparaison du terme turbulent à la vitesse de décroissance de la circulation des
CVP (termes adimensionnés par D,U0).

Ajoutés à ces tendances globales, les pics de décroissance de la circulation à X/D = 0.9|1.6|2.2
pour la ZDES cöıncident avec les impacts des ondes de compression sur la frontière du jet dans
le plan des injecteurs actifs (cf. lignes pointillées, figure 5.9). Il en est de même pour les résultats
RANS. Ceci s’explique par le fait que les tourbillons longitudinaux subsoniques étant disposés
sur la surface du jet ondulée par les réflexions des ondes internes sont soumis à des compressions
et des détentes respectivement dans les creux et les bosses. Dans les creux, la pression étant

(a) (b)

Fig. 5.9 – Contours de vitesse longitudinale dans le plan d’injection du jet contrôlé (a) et
évolution de la vitesse longitudinale au coeur des tourbillons longitudinaux (b).
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plus forte, la section de passage du tube tourbillon, qui est aussi (approximativement) un tube
de courant, s’élargit (la vitesse y étant subsonique) et diminue le rapport de l’écartement b1
ou b2 des paires de tourbillons sur le rayon de dispersion a. Si l’on raisonne sur l’action de la
turbulence avec l’hypothèse de viscosité turbulente (5.7), l’accroissement du rayon de dispersion
a augmente la diffusion de la circulation ∼ νtΓ/a3 sur l’interface θ = π/2 ou θ = π/4 et explique
l’accélération de sa décroissance. Ceci se vérifie bien avec les calculs RANS. Dans le cas de la
ZDES où les fluctuations aux grandes échelles sont résolues, l’accroissement du rayon de dis-
persion se traduit par un rapprochement des niveaux moyens de vorticité de part et d’autre de
l’interface qui pourrait être à l’origine de l’augmentation du niveau des fluctuations turbulentes
à l’interface. On vérifie sur le graphe de TT(X/D), figure 5.8(b), que le terme turbulent de
l’équation (5.13) présente en effet des pics, bien que moins marqués que sur le graphe 5.8(a),
manifestant une amplification locale du terme de dégénérescence turbulente (-TT) de la circu-
lation. Les divergences entre 5.8(a) et 5.8(b) à partir de X/D ≈ 1.5 sont attribuées aux effets
compressibles qui ne sont pas pris en compte dans l’analyse proposée ici.

Afin d’estimer la compressibilité de la turbulence, le nombre de Mach turbulent a été calculé
dans tout l’écoulement. Dans les cas étudiés ici, les régions où le nombre de Mach turbulent est
maximal cöıncident avec les régions où l’énergie cinétique turbulente est maximale. Les valeurs
relevées respectivement dans le jet de référence et le jet contrôlé sont :

max

(
MT =

√
2k
a

)
= 0.45 et 0.6 (5.14)

On ne peut donc pas affirmer que la compressibilité a un effet négligeable sur l’action de la
turbulence dans l’évolution des tourbillons longitudinaux et ses effets restent à explorer.

Un mot sur la trajectoire des tourbillons. Dans la section 5.3.1, nous avons indiqué
par une simple analyse dimensionnelle que les effets visqueux et turbulents peuvent avoir une
action sur le mouvement des tourbillons longitudinaux. Afin de préciser cette action, il est
nécessaire d’écrire l’équation d’évolution de la position du centre de vorticité −→OG à partir de
celles du moment d’ordre 1

−→
IO1 = Γ−→OG et de la circulation Γ. Ceci n’a pas été fait dans le cadre

de ce travail. Toutefois, l’équation du moment d’ordre 1 développée en annexe (D.5) permet
de distinguer l’action purement non-visqueuse de celles de la viscosité et du champ fluctuant.
Lorsque la circulation devient assez faible, typiquement après X/D ≈ 2, la vitesse induite par la
distribution de vorticité sur les plans θ = π/4 et θ = π/2 diminue et rend probablement le terme
non-visqueux beaucoup moins important devant les autres termes. Cette analyse doit néanmoins
être poursuivie pour pouvoir en dire davantage.

5.4 Existence de deux régimes de pénétration : régime intermit-
tent et régime quasi-stationnaire

Deux rapports de pression d’injection SPR = pi3/pi1 ont été testés lors de cette étude. Un
scénario d’augmentation du mélange a été proposé suite à l’examen du jet contrôlé par l’injection
forte à SPR = 2.8. Dans cette partie, nous nous attardons sur l’injection plus faible à SPR = 1.4.
Tout d’abord, il a été remarqué au chapitre 2 que la pression totale mesurée sur l’axe du jet
pendant l’expérience oscille spatialement en X (cf. figure 2.5(a)). Bien que ce phénomène n’ait
pas pu être reproduit par les simulations, une analyse théorique est effectuée dans la première
section. Dans la deuxième section, l’analyse de la pénétration des jets secondaires au cours du
temps montre que celle-ci présente deux régimes bien distincts suivant la valeur du SPR.
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5.4.1 Oscillations de pression totale moyenne sur l’axe en injection faible

La pression totale mesurée sur l’axe du jet contrôlé par les injections à SPR=1.4 est tracée fi-
gure 5.10. Le but de l’analyse présentée dans cette section est d’expliquer à l’aide de considérations
de nature stationnaire tant les portions où la pression totale crôıt que celles où elle décrôıt. On
suppose pour commencer que le jet possède bien un axe de symétrie central et que le sondage a
bien été effectué sur cette axe.

Fig. 5.10 – Sondage axial de la pression totale, de la pression statique et du nombre de Mach
dans le jet contrôlé par l’injection à SPR=1.4.

Nous avons vu au chapitre 3 que la contrainte géométrique d’axisymétrie entrâıne une concentra-
tion des ondes de compression convergeant vers l’axe qui peuvent focaliser en un choc et former
un disque de Mach [215]. Lorsque le jet est soumis à quatre injections radiales, le schéma de ses
ondes internes est modifié. Pour le fort débit d’injection (SPR=2.8), des ondes de compression
focalisent et donnent naissance sur l’axe à un structure semblable à un disque de Mach dans les
plans de symétrie des injecteurs. L’hypothèse formulée ici est que pour le faible débit d’injection
(SPR=1.4), l’organisation des ondes du jet de référence n’est pas autant perturbée que sous
l’action des injections fortes (SPR=2.8) si bien que les ondes de compression focalisent moins
rapidement et forment un disque de Mach très localisé au voisinage de l’axe de symétrie. Un tube
de courant s’appuie alors sur le contour (non-circulaire) du disque de Mach et sépare le jet en une
zone centrale à faible entropie d’une zone périphérique à plus forte entropie. Ce tube central est
supposé de faible extension radiale. Au passage du disque de Mach, la pression totale sur l’axe
chute brusquement comme on le voit en X/D ≈ 0.9, figure 5.10. Reste à expliquer pourquoi elle
remonte par la suite. En vertu du “Triple-shock Entropy Theorem” [107], la pression totale sur
l’axe est inférieure à celle de l’écoulement périphérique. Pour une pression statique donnée sur
l’interface entre ces deux régions du jet, le nombre de Mach et la vitesse sont donc plus petites
et la température est plus grande dans le tube de courant central. Ce sont alors les diffusions
de quantité de mouvement et de chaleur qui agissent et expliquent la remontée de pi sur l’axe.
Nous allons l’écrire de manière plus formelle.

L’équation (4.52) donne l’évolution de la pression d’arrêt isentropique dans le cas général. Regar-
dons comment cette équation dégénère sur l’axe de symétrie du jet. L’écoulement est stationnaire
et il n’y a ni force de volume −→f ni source volumique de chaleur Q. Le flux de chaleur peut être ex-
primé au moyen de la loi de Fourier −→q = −λ.−−→gradT . En supposant que les variations transverses
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sont prépondérantes (hypothèse de tube mince), ∂/∂y ∼ ∂/∂z � ∂/∂x, on obtient :

u

pi

∂pi
∂x

=
γ χ

2 (γ − 1)
u2

Hi

[
Pr

1
u2

∆yzu
2 − 1

T
∆yzT

]
où ∆yzT = ∂2T

∂y2
+ ∂2T

∂z2
. La viscosité dynamique µ ainsi que la conductivité thermique λ ont

été considérées comme constantes. Ces coefficients ont de plus été regroupés dans le nombre
de Prandtl Pr = µcp

λ et la diffusivité thermique χ = λ
ρcp

. On rappelle aussi que (O,−→x ,−→y ) et
(O,−→x ,−→z ) sont des plans de symétrie, ce qui implique que u est une fonction paire de y et
z. De ce fait, le terme de dissipation τ : S ∼ (∂u/∂y)2 + (∂u/∂z)2 s’annule sur l’axe. De plus,
l’allure globale constante de la pi, figure 5.10, permet de dire que la couche de mélange turbu-
lente externe du jet n’a pas encore atteint l’axe du jet à X/D = 5, ce qui justifie l’hypothèse
d’écoulement laminaire au voisinage de l’axe dans la zone sondée. Sous ces approximations, on
peut remarquer que la pression d’arrêt crôıt par le travail des forces de frottement (∼ ∆yzu

2 > 0
puisque la vitesse est plus faible derrière le choc sur l’axe) ainsi que par diffusion de l’énergie
thermique (∼ ∆yzT < 0 car la température est plus élevée derrière le choc sur l’axe).

Ce raisonnement pour expliquer l’oscillation de la pi axiale est satisfaisant et pourrait s’ap-
pliquer à un jet axisymétrique présentant un disque de Mach de taille très réduite. Toutefois,
il ne permet pas de comprendre totalement l’allure des courbes de la figure 5.10. En effet, on
remarque que le nombre de Mach ne devient subsonique qu’après la chute de pi en X/D ≈ 0.9,
i.e. là où pourrait être positionné le disque de Mach. De plus, le raisonnement précédent permet
d’expliquer les portions de pi croissante mais ne justifie pas l’existence des zones de décroissance
progressive autour de X/D = 2.4|3.2|4.1. L’existence de chocs successifs sur l’axe devrait être
accompagnée d’une chute de pi brutale et d’une zone subsonique immédiatement en aval, ce qui
n’est pas le cas.

Les conditions de sondages sont aussi à remettre en cause. L’arrière-corps étant maintenu au
centre de la veine d’essai par un dard, le sillage du mât dissymétrise légèrement le jet et dévie
son axe de symétrie (qui n’en est donc strictement plus un). Ainsi, la sonde peut avoir mesuré
des points alignés sur la périphérie du tube à faible entropie bombé et resserré periodiquement
sous l’action des ondes de détente/compression. Nous arrêtons là cette analyse basée sur des
considérations stationnaires pour maintenant regarder comment évolue le champ aérodynamique
dans le temps.

5.4.2 Régimes de pénétration des injections fortes et des injections faibles

Le calcul RANS (SARC) du jet contrôlé par 4 injecteurs à SPR=2.8 effectué en pas de
temps local (CFL imposé =10) converge vers un état stationnaire. Le calcul du jet contrôlé par
4 injecteurs à SPR=1.4 réalisé dans les mêmes conditions ne converge pas strictement vers un
état stationnaire. Toutefois, comme l’écoulement produit au cours des itérations par la méthode
RANS ne présente que de faibles fluctuations seulement visibles dans le champ de pression totale
sur l’axe du jet, le champ aérodynamique a été moyenné pour avoir un premier aperçu de l’effet
d’une variation de pression d’injection sur le jet primaire (cf. chapitre 4). Nous revenons ici sur
cette condition d’injection particulière.

Simulation URANS. Afin de vérifier la consistence en temps du phénomène instationnaire,
un calcul URANS a été réalisé avec un pas de temps de 1µs et 5 sous-itérations (mêmes réglages
que les calculs ZDES). On observe que le phénomène instationnaire balbutiant dans le ”calcul
RANS” précédent s’exprime alors pleinement : les 4 injections secondaires pénètrent de manière
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intermittente et en phase dans le jet primaire avec une forte amplitude de battement (voir strio-
scopies en annexe E). La pénétration intermittente des jets secondaires provoque une pulsation
des ondes de pression qui induisent périodiquement à la fréquence fi = 22kHz (Ti = 45µs) une
perte de pression totale sur l’axe du jet primaire à X/D ≈ 0.5. Le choc situé à X/D ≈ 0.9 voit
alors un écoulement incident dont la pression totale varie dans le temps et génère donc un cha-
pelet de poches à faible pression génératrice transporté le long de l’axe suivant l’équation (4.52).
La figure 5.11 illustre la répartition de pi/pi0 dans le plan d’injection pour deux cas extrêmes : à
gauche, la pression totale est minimale entre X/D = 0.5 et 0.9 et à droite, elle atteint sa valeur
maximale. Cette dernière est supérieure à la valeur stationnaire initiale, probablement en raison
du terme purement instationnaire ∼ 1

p
∂p
∂t dans l’équation (4.52). On mesure que les paquets de pi

faible situés après le choc (X/D ≈ 0.9) se déplacent à une vitesse proche de 650m/s ce qui cor-
respond plus à l’ordre de grandeur de la vitesse de l’onde de pression avançante u+ a qu’à celui
de la vitesse de convection u ≈ 350. Le terme purement instationnaire ∼ 1

p
∂p
∂t corrélé à l’onde de

pression avançante n’est donc pas négligeable et une analyse plus approfondie est nécessaire pour
pouvoir interpréter précisément l’évolution spatiale et temporelle de la pi sur l’axe. Nous nous
contentons ici de relier le battement en phase des 4 jets secondaires à l’oscillation temporelle de
la pi sur l’axe du jet.

t = t0 + 10µs t = t0 + 30µs

Fig. 5.11 – Champ URANS de pression totale pi/pi0 dans le plan d’injection du jet contrôlé à
SPR=1.4 à deux instants caractérisitiques.

Simulation ZDES. Suite à ces résultats, un calcul ZDES a été entrepris avec un pas de
temps de 1µs et 5 sous-itérations. Le régime de pénétration intermittente est de nouveau ob-
servé pour l’injection à SPR=1.4 et a une période Ti ≈ 44µs proche de celle relevée en URANS
(Ti ≈ 45µs). La figure 5.12 montre deux vues caractéristiques de la pénétration du jet secondaire
prises avec un intervalle de temps identique de 30µs pour l’injection faible SPR=1.4 et l’injec-
tion forte SPR=2.8. Les contours colorés représentent la vitesse radiale ur adimensionnée par
la vitesse au col du primaire a∗. A faible SPR, le jet secondaire, repéré par la zone ur < 0 issue
de l’injecteur, part à t0 d’une position très retirée par rapport au jet primaire, vue 5.12(a), et
pénètre progressivement dans celui-ci jusqu’à t0+30µs, vue 5.12(b). A ce moment là, la partie du
jet secondaire ayant pénétré est balayée par le jet primaire et se détache sous forme d’une poche
de fluide convergent vers l’axe ur < 0. La partie du jet secondaire située en dehors du jet primaire
n’a plus qu’à reprendre la phase de pénétration en 5.12(a) et un nouveau cycle commence. Ainsi,
on observe dans la couche de mélange du jet primaire à une succession de poches ur < 0 entre
lesquelles s’intercalent des poches de fluide plus réduites éjectées du jet primaire ur > 0. Dans le
cas à fort SPR, vues 5.12(c) et 5.12(d), la portion initiale du jet secondaire pénètre continûment
dans le flux primaire. Seule la partie terminale située en dessous de R/D ≈ 0.45 semblent fluctuer
de manière significative bien qu’avec une amplitude moins marquée que dans le cas à faible SPR.
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(a) SPR=1.4, t = t0 (b) SPR=1.4, t = t0 + 30µs

(c) SPR=2.8, t = t0 (d) SPR=2.8, t = t0 + 30µs

Fig. 5.12 – Deux régimes de pénétration en fonction du SPR : régime intermittent (a-b) et
régime quasi-stationnaire (c-d). Les lignes noires correspondent à ur/a∗ = ±0.2.

La figure 5.12 illustre donc clairement l’existence de deux régimes de pénétration distincts :
- un régime de pénétration intermittente pour un faible rapport de pression d’injection,
- un régime de pénétration quasi-stationnaire pour un fort rapport de pression d’injection.

L’évolution temporelle de la pression génératrice a été tracée, figure 5.13, pour 3 positions
particulières du jet contrôlé à SPR=1.4 : (1) au niveau de l’injection, (2) sur l’axe avant l’onde
de Mach moyenne issue de la zone d’injection, (3) sur l’axe après cette onde de Mach (cf. figure
5.13(c)). Le temps d’origine t0 = 0 correspond à la position la plus en retrait du jet secondaire
conformément à la figure 5.12.

On constate tout d’abord, figure 5.13(a) que les signaux (1) et (3) présentent une périodicité
flagrante (les signaux relevés en URANS sont eux strictement périodiques) et que leurs périodes
d’oscillation sont identiques Ti ≈ 44µs. Le signal (2) situé en dehors du cône d’influence de la
zone d’injection est constant. Ces trois signaux indiquent donc que la pénétration intermittente
du jet secondaire est bien à l’origine d’une fluctuation de la pression d’arrêt isentropique sur
l’axe. Si l’on regarde de plus près le signal mesuré en (1) au voisinage de l’injection, figure 5.13(b),
on s’aperçoit que la pression génératrice continue de décrôıtre alors que le jet secondaire pénètre
dans le jet primaire. Ceci s’explique par le fait que le jet secondaire repousse progressivement le
flux primaire à forte pi hors du point de sondage (1). La figure 5.13(d) montre l’allure du champ
de pi/pi0 au moment où la pi est minimale en (1) : celle-ci est proche de la pression génératrice
de l’écoulement extérieur pi/pi0 ≈ 16. Ensuite, le jet secondaire continue à pénétrer dans le jet

6Plus précisément, la pression génératrice en (1) résulte de la pression génératrice de la ventilation pi2/pi0 ≈ 0.6
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(a) évolution sur 19 périodes (b) Evolution sur 3 périodes

(c) Position des capteurs (d) t = t0 + 10µs (e) : t = t0 + 30µs

(f) t = t0 + 55µs (g) t = t0 + 71µs

Fig. 5.13 – Evolution temporelle de la pression d’arrêt isentropique en 3 points particuliers du
jet contrôlé (SPR=1.4) et zoom sur l’injection (le losange représente la position du capteur).
(La vue (c) positionne les capteurs par rapport aux lignes iso-||gradρ|| du champ moyen)

primaire, mais il est progressivement dévié vers l’aval. A t = t0 + 30µs, le jet secondaire passe
a travers le point de sondage (1) (cf. figure 5.13(e)) et y fait grimper la pression totale jusqu’à
la valeur maximale pi/pi0 ≈ 4. Cette valeur dépasse largement la pression génératrice maximale
injectée de manière stationnaire pi3/pi0 ≈ 2.8 probablement à cause du terme purement insta-
tionnaire de l’équation (4.52). On vérifie en effet que la contribution positive du terme ∼ 1

p
∂p
∂t

cöıncide bien avec les plages de croissance de la pi. A partir de là, la partie basse du jet secondaire
se détache de sa partie supérieure sous l’action du jet primaire et un nouveau cycle recommence
(t = t0 + 44µs). A partir de l’instant où le jet secondaire commence la phase de pénétration, à
t0, une onde de pression est émise et se progage dans le cône de Mach moyen issu de la zone
d’injection. Cette onde arrive sur l’axe ≈ (D/2)/a∗ ≈ 70µs plus tard (voir figure 5.13(g)) et
forme une onde oblique (bien que, localement sur l’axe, cette onde doive dégénérer en disque
de Mach infinitésimal). A peu près au même instant, la pression totale en (3) atteint sa valeur

et d’une contribution instationnaire.
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maximale. Ce résultat est très surprenant. En fait, l’onde instationnaire émise aux alentours de
(1) à t = t0 forme, au cours de sa propagation vers l’axe du jet, une onde semblable à un choc
droit (voir figure 5.13(f)) peu avant t = t0 +55µs. Cette onde étant mobile, l’écoulement en aval
peut rester supersonique dans le repère fixé à la tuyère et permet l’existence d’une onde de choc
oblique stationnaire. Comme cette onde est droite, elle induit une perte de pression génératrice
maximale, voir le point (f) sur le graphe 5.13(b). En réalité, rien ne prouve que cette onde soit
un choc ou une onde isentropique, puisqu’en instationnaire on ne peut se baser uniquement sur
la chute de pression totale pour déterminer la nature de l’onde (il faudrait analyser en plus la
distribution de température totale, insensible aux chocs mais sensible à ∂p/∂t). Ultérieurement,
lorsque l’onde atteint l’axe, le supposé choc droit n’est plus visible (figure 5.13(g)) et la pression
totale au point (3) atteint sa valeur maximale à t = t0 + 71µs.

Ceci ne constitue qu’une toute première analyse de l’écoulement instationnaire et une étude
bien plus approfondie est nécessaire pour comprendre précisément l’évolution spatio-temporelle
de la pression totale et en déduire le lien entre la pénétration intermittente du jet secondaire
et la fluctuation de pression totale sur l’axe. Enfin, une nouvelle hypothèse peut être formulée
pour expliquer les oscillations de pression totale moyenne sur l’axe du jet contrôlé à faible SPR.
Même si le mécanisme de sa génération reste à établir, il est maintenant évident que la fluc-
tuation de pression totale produite en X/D ≈ 0.5 se propage le long de l’axe du jet (cf. figure
5.11). En supposant que cette fluctuation soit de faible amplitude, on peut considérer qu’elle
se propage dans le champ moyen du jet contrôlé. Celui-ci n’est pas uniforme puisqu’il contient
des cellules de compression-détente. Aussi, il est possible que l’interaction des fluctuations de
pi avec le champ porteur favorise la croissance (resp. décroissance) de pi dans les cellules lentes
(resp. rapides) de manière à ce que celles-ci persistent dans le champ moyenné (cf. figure 5.10)
et forme l’oscillation apparemment stationnaire de pi.

5.4.3 Questions sur l’origine du régime de pénétration intermittente

Cette section n’a absolument pas l’ambition d’expliquer l’existence du régime de pénétration
intermittente. Ce problème est très complexe et nous nous contenterons ici de poser quelques
questions pour faire avancer la réflexion. Selon la littérature consultée, l’existence de deux
régimes de fonctionnement bien distincts du contrôle de jet par injections radiales a été découverte
par Davis [63]. Celui-ci a montré expérimentalement qu’une faible vitesse d’injection7 permet
d’accrôıtre le mélange turbulent du jet sans en altérer significativement la forme. Il a observé
que lorsque la vitesse d’injection devient suffisamment grande, le jet est fortement déformé, de
manière similaire à un jet perturbé par des tabs solides [24].

L’intermittence de la pénétration du jet de contrôle a été mise en évidence plus tard par Collin
[47, 48]. Celui-ci a analysé l’évolution temporelle du champ aérodynamique au voisinage de l’in-
teraction des deux jets. Il remarque que la fréquence de battement des jets de contrôle est proche
de la fréquence des structures de Kelvin-Helmoltz (KH) au droit des injecteurs et propose deux
scénarios pour expliquer l’existence du régime intermittent.

Tout d’abord, la dimension ∆x de l’orifice d’injection étant petite par rapport à l’épaisseur
de la couche de mélange, il suggère que les fluctuations de pression induites par le passage des
tourbillons de KH peuvent refouler ou favoriser la pénétration du jet secondaire selon la position
de l’allée de tourbillons vis à vis du jet impactant. Ce premier scénario est représenté sur la figure
5.14(a) tirée de [48]. La pénétration intermittente d’un jet impactant une couche de mélange
sous un angle de 45 deg a également été constaté par Lardeau et al. [144] dans une DNS incom-

7Davis [63] quantifie la force du contrôle au moyen d’une vitesse équivalente liée à la dynalpie du jet secondaire.
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pressible à faible nombre de Reynolds. Toutefois, il est important de noter que dans ce dernier
cas, d’une part, les structures de la couche de mélange ont une cohérence spatiale et temporelle
très forte, et que d’autre part, le jet possède une quantité de mouvement normale à la couche
de mélange (30%) plus faible. Un tel scénario exprime donc que le jet secondaire est plus passif
que acteur vis à vis de la dynamique propre de la couche de mélange. Ce scénario n’est donc
applicable que si les structures de la couche de mélange sont suffisamment développées, i.e. que
les structures tourbillonnaires formées par enroulement de la couche de mélange possèdent une
circulation suffisante pour contrer la quantité de mouvement introduite par l’injection secon-
daire. En particulier, le premier scénario est d’autant plus contestable que l’injection est forte
et qu’elle est proche de la tuyère principale. Aussi, ce premier scénario est rejeté par Collin.

(a) 1er scénario (b) 2ème scénario

Fig. 5.14 – Deux scénarios de pénétration intermittente proposés par Collin [47, 48].

La deuxième hypothèse formulée par Collin est qu’il existerait une “instabilité intrinsèque” au
niveau de l’interaction entre le jet de contrôle et la couche de mélange du jet principal. En fait,
dans un premier temps, il propose plutôt une description phénoménologique de la pénétration
intermittente qu’une explication de son origine : en raison de la déviation de l’écoulement pri-
maire provoquée par l’intrusion du jet secondaire, une zone de sur-pression se développe sur son
bord amont (voir figure 5.14(b)(1)) ; lorsque la sur-pression devient suffisamment forte, elle est
convectée vers l’aval et stoppe la pénétration du jet secondaire (2). Ensuite, le jet secondaire
pénètre de nouveau et le processus commence une nouvelle période (1). On note que les clichés
(a-b), figure 5.12, issus des simulations ZDES sont semblables aux photographies (1-2), figure
5.14(b), auparavant réalisées par Collin.

Ajouté à ce deuxième “scénario”, Collin propose une explication concernant l’origine de l’in-
termittence. Lorsque le jet secondaire pénètre de bas en haut, figure 5.14(b)(1), une partie du
flux primaire fuit vers le bas. Si l’on considère l’analogie de la plaque plane faite au chapitre
4, ce résultat n’est pas surprenant. Collin justifie l’existence de ce contre-courant vis-à-vis du
jet secondaire à l’aide du champ de vitesse verticale moyenne obtenu par LDV. A partir de ce
constat, il émet l’hypothèse qu’une instabilité absolue pourrait être portée localement par la
surface de cisaillement amont du jet secondaire étant donné que le rapport R = V2−V1

V2+V1
des vi-

tesses verticales maximales qu’il mesure (V2 > (−V1) > 0) dépasse le rapport critique R = 1.315
obtenu sur un écoulement de base à lignes parallèles et à profil de vitesse en tangente hyperbo-
lique (cf. Huerre et Monkewitz [117]). Si l’on considère que la théorie actuelle n’est formellement
bien développée que pour évaluer la stabilité d’un écoulement autour d’un champ de base sta-
tionnaire vérifiant les équations du mouvement (Euler ou Navier-Stokes), l’hypothèse formulée
par Collin est très contestable. En effet, si l’on prend un cliché instantané, tel que représenté
figure 5.14(b)(1), ou un écoulement semblable moyenné en phase pour le champ de base, celui-ci
est hors équilibre au sens des équations du mouvement stationnaires. L’accélération non-nulle
peut être interprétée comme une force d’inertie. Afin de réaliser une analyse de stabilité tra-
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Fig. 5.15 – Schéma du bambou sur pivot rempli par un débit d’eau constant.

ditionnelle, i.e. autour d’un écoulement de base stationnaire, on peut imaginer que cette force
soit fixée dans le temps à sa valeur instantanée. Si l’analyse met en évidence une instabilité
qui crôıt plus vite que le temps caractéristique d’existence de la force d’inertie, elle a peut-être
une chance de se développer durant l’évolution du système. Toutefois, une analyse de stabilité
basée sur les équations du mouvement n’a plus aucun sens si l’on soustrait cette force d’iner-
tie puisque l’écoulement de base ne vérifiera pas les équations du mouvement stationnaires. De
même, si l’on prend le champ instationnaire moyenné en temps qui est équilibré par les tensions
de Reynolds, on ne peut effectuer une analyse de stabilité basée sur les équations d’Euler ou
de Navier-Stokes puisqu’en faisant cela on retire la force de volume représentative de l’activité
turbulente ce qui peut déséquilibrer l’écoulement8. Si l’on veut faire une analyse de stabilité de
l’écoulement, la deuxième question à résoudre est comment déterminer un écoulement de base
stationnaire vérifiant les équations du mouvement qui satisfasse les conditions limites (station-
naires) de notre problème et la première question est de savoir si un tel écoulement de base
existe. Pour illustrer ce dernier point, prenons l’exemple d’un tube de bambou articulé par une
liaison pivot et rempli par un débit d’eau continu, figure 5.15. Au début, le bambou basculé
en arrière se remplit progressivement d’eau dans sa partie avant. Lorsque celle-ci est suffisam-
ment lourde, le bambou bascule en avant et vide son eau. La vitesse de vidange du bambou
est déterminée par sa géométrie, par son inertie et par le frottement de la liaison pivot. Si le
débit d’alimentation est suffisamment faible par rapport au débit de vidange, le bambou vidé
de son eau rebascule en arrière. Tant que le débit d’alimentation est maintenu, le processus
instationnaire se reproduit périodiquement sous forme d’un battement du bambou et pourtant
ce système n’a aucun état d’équilibre9. En raison de sa dynamique intrinsèque, le système oscille
dans une plage limitée de mouvement sans y posséder d’état d’équilibre. Pour cette raison, on
ne peut donc pas dire que le système présente une “instabilité absolue” au sens classique [118].
Un autre exemple de ce phénomène de battement distinct d’un phénomène instable est incarné
par le flottement aéroélastique [16]. L’interaction des deux jets à faible SPR présente peut être
ce type de dynamique.

Bien que le scénario 2 proposé par Collin soit ici contesté, on peut essayer d’interpréter son
hypothèse d’instabilité absolue (IA) à l’aide d’un schéma des lignes de courant moyennées en
temps (puisqu’il justifie la présence de cette IA à l’aide du champ moyen). C’est ce qui est

8Ce problème est “esquivé” lorsque l’on analyse la stabilité d’une couche cisaillée à ldc rectilignes parallèles
car tout profil u(y)−→x est solution des équations d’Euler stationnaires.

9Bien sûr, si l’on augmente le débit d’alimentation, le bambou va rester basculé en avant à cause de la force
d’impact de l’eau. Toutefois, le débit est un paramètre de contrôle du système qui détermine si le système a soit
un état d’équilibre soit un mouvement de battement. Il ne doit pas être confondu avec un paramètre de contrôle
au sens de la théorie de la stabilité [118], i.e. limitant un domaine de stabilité et un domaine d’instabilité autour
d’un état d’équilibre.
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présenté figure 5.16. Ce schéma est pour l’instant tracé en considérant que le fluide est parfait
donc non-visqueux et éventuellement discontinu. La ligne séparatrice amont du jet secondaire
est ainsi une surface de glissement entre les écoulements primaire et secondaire. L’instabilité
absolue indiquée par Collin étant de nature non-visqueuse, il n’est a priori pas trop restrictif de
se placer en fluide parfait. Comme le signale Collin dans sa thèse [47], le phénomène d’intermit-
tence a aussi été observé lorsque le jet primaire est subsonique, ce qui indique que l’existence de
l’intermittence n’est pas conditionnée par la présence des chocs. On peut donc raisonner sur un
écoulement incompressible dont la masse volumique est constante et dont la pression génératrice
pi est constante par morceaux : pi = pi1 et pi = pi3 respectivement dans les flux primaire et
secondaire.

Il existe alors deux configurations possibles suivant la valeur du rapport SPR = pi3/pi1. Si
SPR > 1, figure 5.16(a), l’écoulement primaire est stoppé au point S en atteignant la pression
statique pS = pi1, alors que sur la ligne de courant voisine appartenant au jet secondaire, la
vitesse V3 =

√
2(pi3 − pi1)/ρ ne s’annule pas, ce qui signifie que le jet secondaire pénètre de

manière stationnaire dans le jet primaire. Au contraire, si SPR < 1, figure 5.16(b), le jet secon-
daire est stoppé au point S en atteignant la pression statique pS = pi2, alors que sur la ligne
de courant voisine appartenant au flux primaire, la vitesse V1 =

√
2(pi1 − pi3)/ρ ne s’annule

pas, ce qui signifie que le jet secondaire ne peut pas pénétrer dans le jet primaire de manière
stationnaire. Dans le cas SPR < 1, la pénétration du jet ne peut donc se faire que de manière
instationnaire.

(a) SPR > 1 (b) SPR < 1

Fig. 5.16 – Lignes de courant en fluide parfait dans le plan d’injection en fonction du SPR.

Les schémas 5.16(a) et 5.16(b) montrent que le SPR conditionne l’existence d’une zone cisaillée
par des courants contraires, i.e. une zone possible d’instabilité absolue : pour SPR > 1, il s’agit
de la portion IS et pour SPR < 1, il s’agit de la portion TS. On note également que les vues
schématiques moyennes 5.16(a) et 5.16(b) sont semblables aux clichés instantanés et dessins de
Collin, figures 5.14(b)(1) et 5.14(b)(2). Toutefois, mener la discussion de la pénétration du jet
secondaire à l’aide de la pi instantanée est très délicat pour les raisons indiquées dans la sec-
tion précédente. C’est pourquoi, soit l’analyse doit être fondée sur des variables primitives de
l’écoulement (pression, vitesse...) soit la compréhension de l’évolution temporelle de la pi et son
interprétation physique doivent être approfondies. Pour SPR > 1, on peut en outre identifier
la zone d’instabilité absolue indiquée par Collin à la branche IS, figure 5.16(a). Pour le régime
SPR < 1 où la pénétration du jet secondaire, si elle existe, est nécessairement instationnaire,
on constate que cette zone de contre-courants est déplacée sur la branche TS. Le régime de
pénétration intermittente désigné ici pourrait donc être déclenché localement par l’instabilité
absolue de la couche de mélange sur la branche TS et non plus sur le bord amont du jet secon-
daire comme supposé par Collin. Sur le schéma 5.16(a) (resp. 5.16(b)), on remarque enfin qu’un
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tourbillon se forme par enroulement dans le sens trigonométrique (resp. horaire) d’une partie
du flux primaire (resp. secondaire) lorsque SPR > 1 (resp. SPR < 1).

Cependant, les topologies décrites par la figure 5.16 sont impossibles lorsque la viscosité
est “activée” et impose au champ de vitesse d’être continu. Dans ce cas, le demi point selle S
devient un point selle complet composé de deux branches colinéaires divergentes (1ère direction
principale du tenseur des déformations dans le plan) et de deux branches colinéaires conver-
gentes (2ème direction principale). Les lignes de courant ont été tracées, figure 5.17, dans le
plan des injections des champs ZDES moyens pour SPR=1.4 et SPR=2.8. On voit que les tour-
billons orientés respectivement dans le sens horaire et dans le sens trigonométrique et existant
indépendamment pour SPR > 1 et SPR < 1 en fluide parfait sont maintenant présents en même
temps quelque soit la valeur du SPR. La surface de cisaillement qui pourrait être soumise à
une instabilité absolue selon Collin n’existe pas strictement dans le champ moyen. Dans le cas
SPR=2.8 (voir figures 5.17(b) et 5.16(a)), on peut dire de manière imagée que l’introduction
de la viscosité force la continuité du champ de vitesse (et donc du champ de pi) en ouvrant la
branche à contre-courants IS pour donner une extension finie (à opposer à infinitésimale) au
tourbillon tournant dans le sens horaire. On peut en dire de même avec le tourbillon tournant
en sens trigonométrique et la branche TS (figures 5.17(a) et 5.16(b)) si l’on rapproche les cas
SPR < 1 non-visqueux et SPR = 1.4 visqueux. Il est essentiel de rappeler ici que les calculs
ZDES reproduisent des écoulements compressibles comportant des chocs. Dans cette région très
hétérogène, les pertes et transferts visqueux de pi sont intimement confondus avec la perte non-
visqueuse par choc ce qui rend impossible toute mesure d’un SPR équivalent pour se ramener
au raisonnement incompressible précédent après le choc. De plus, la nature sous-détendue du
jet secondaire empêche une détermination sans ambigüıté de l’état du jet secondaire dans la
région d’interaction. Par exemple, Collin montre qu’en augmentant le SPR basé sur les pres-
sions de réservoir jusqu’à ≈ 3.3, l’intermittence est encore visible. Toutefois, le jet étant très
sous-détendu, il subit un choc fort très violent qui doit drastiquement diminuer la pi en aval et
donc diminuer du même coup le SPR effectif au niveau de l’interaction.

(a) SPR = 1.4 (b) SPR = 2.8

Fig. 5.17 – Lignes de courant dans le plan d’injection en fonction du SPR. Les zones en blanc,
gris clair et gris foncé sont respectivement les régions {M < 1}, {1 < M < 2} et {M > 2}.

Dans le cas SPR = 2.8, figure 5.17(b), la vitesse du jet secondaire est bien plus forte que celle
du flux primaire incident si bien que la vorticité répartie le long de la couche de mélange entre
ces deux flux a une norme élevée et est orientée dans le sens horaire (Ω < 0). Conformément
à la formule (4.12), les branches principales (−→x −,−→x +) du point selle S encadrant le tourbillon
adjacent au jet secondaire se referment presque totalement. A la limite, lorsque SPR � 1, la
topologie des lignes de courant moyenne se rapproche de celle de la figure 5.16(a). L’instabilité
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absolue indiquée par Collin n’est présente que sur la branche IS du schéma-limite 5.16(a) va-
lable pour SPR � 1. Or, on constate qu’à fort SPR, figure 5.12(c-d), le régime de pénétration
intermittente n’existe plus, ce qui invalide l’explication de Collin. De plus, la transposition d’un
résultat de stabilité obtenu sur un champ de base 2D ne dépendant que d’une variable d’espace
à la topologie de la figure 5.16(a) peut aussi être contestée. A l’inverse lorsque SPR = 1.4, les
vitesses du jet secondaire et du flux primaire sont comparables sur leur interface et y induisent
une vorticité négligeable. Par conséquent, les branches principales du point selle sont quasiment
perpendiculaires et le tourbillon adjacent au jet secondaire est plus étendu.
On remarque aussi que pour SPR = 1.4, ce tourbillon cöıncide avec un foyer divergent ce qui
signifie qu’il est alimenté par le fluide entrant par les côtés du plan de symétrie, alors que
pour SPR = 2.8, le tourbillon est apparemment alimenté par le flux primaire issu du plan de
symétrie. A la lumière d’une discussion avec M. Delery, les zones de recirculation comme celles
rencontrées derrière les culots peuvent être sujettes à des phénomènes de remplissage et vidange
qui les rendent très instationnaires. La différence entre les topologies du tourbillon adjacent au
jet secondaire rencontrées à SPR = 1.4 et SPR = 2.8 indique qu’il serait peut être intéressant
d’estimer son influence dans le phénomène de pénétration intermittente.

Nous arrêtons là cette série de questions car elle nous mènerait trop loin. Les points à
retenir de cette discussion sont les suivants. De toute manière, que la pénétration soit quasi-
stationnaire ou intermittente, on arrivera toujours à obtenir un champ moyen dans le temps
puisque l’écoulement suit une évolution cyclique. De plus, on note que la turbulence ou les
structures cohérentes de la couche de mélange du jet primaire simulées en ZDES ne se sont pas
encore développées au niveau de l’injection secondaire ce qui n’empêche pas le phénomène de
battement d’exister10. Les forces mises en jeu sont donc uniquement les forces de pression et les
forces visqueuses (moléculaires). Conformément à l’étude de Lardeau et al. [144], l’état turbulent
de la couche de mélange a probablement pour seul effet de réduire l’efficacité de son excitation par
le jet de contrôle. Un raisonnement stationnaire purement non-visqueux isolant l’effet des forces
de pression montre clairement que l’écoulement au niveau de l’interaction des deux jets ne peut se
présenter que sous deux formes distinctes et qu’il est uniquement déterminé par le SPR. La prise
en compte de la viscosité impose la continuité du champ de vitesse et modifie par conséquent la
topologie de l’écoulement. Toutefois, on constate sur le champ moyen calculé en ZDES que là
encore, suivant la valeur du SPR, la topologie des lignes de courant possède des caractéristiques
bien distinctes sur les points selles et sur les foyers. L’analyse du champ moyen pour discuter de la
stabilité de l’interaction des deux jets est néanmoins très discutable ou doit du moins être mieux
formalisée, de même qu’une analyse des champs instantanés ou moyennés en phase. Mais avant
tout, il est nécessaire de savoir sur quel champ de base stationnaire l’analyse de stabilité doit être
conduite, et encore plus en amont, il est indispensable de savoir si un tel écoulement existe ou
s’il est possible au contraire que la dynamique de l’interaction entre les deux jets évolue suivant
un phénomène de battement sans aucun état d’équilibre. Enfin, les résultats expérimentaux
[47, 48] et la discussion menée précédemment permettent de penser qu’une analyse numérique
approfondie de la confluence de deux écoulements incompressibles, plans, non parallèles (en
particulier perpendiculaires) pourrait être suffisante pour identifier l’origine de l’instationnarité,
les phénomènes hors du plan de symétrie et les phénomènes compressibles n’étant pas supposés
essentiels à son existence.

10En outre, la pertinence de l’approche URANS pour simuler un phénomène aussi haute fréquence (≈ 20kHz)
peut a priori être fortement contestée puisqu’il n’est pas clairement séparé des fréquences de la turbulence.
Toutefois, la fréquence exhibée par le calcul URANS étant en accord avec l’expérience de Collin et al. [48], ceci
montre bien qu’a posteriori l’aspect turbulent de la couche de mélange n’entre pas en jeu.
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5.5 Evaluation plus précise de l’augmentation mélange

Dans le chapitre 4, une étude paramétrique a été menée au moyen de calculs RANS pour
estimer l’effet de différentes variations du contrôle sur le mélange du jet primaire. Afin d’obtenir
une meilleure prévision du champ aérodynamique, des calculs ZDES ont ensuite été effectués
avec 4 injecteurs actifs à SPR = 1.4 et SPR = 2.8. Nous avons précédemment montré qu’à ces
deux régimes de contrôle correspondent deux réactions bien distinctes du jet primaire. Dans cette
partie, la capacité d’augmentation du mélange par 4 injecteurs est tout d’abord évaluée à l’aide
de grandeurs moyennes, puis l’activité du mélange est analysée grâce à l’accès aux grandeurs
fluctuantes fournies par la ZDES. Enfin les conséquences du régime de pénétration intermittente
à faible SPR sur le mélange sont identifiées et quantifiées.

5.5.1 Effet du contrôle sur les grandeurs moyennes

Nous reprenons ici quelques uns des critères d’estimation du mélange définis au chapitre 4
pour les appliquer au jet de référence et au jet contrôlé par 4 injecteurs à SPR = 2.8 simulés par
ZDES2, RANS/SA et RANS/SARC. Les évolutions le long de l’axe du jet du diamètre équivalent
et de la pression totale moyennée dans les plans transverses sont affichées respectivement figures
5.18(a) et 5.18(b).

(a) Diamètre équivalent (b) Pression totale moyenne

Fig. 5.18 – Evolution de la pression totale moyenne et du diamètre équivalent selon les différents
modèles de simulation.

On constate que lorsque le contrôle est inactif, les simulations RANS/SARC et ZDES donnent
des résultats relativement proches tant sur le diamètre équivalent que sur la pression totale
moyenne. A cause de la sur-diffusion, le calcul RANS/SA produit un jet plus évasé et sa
répartition de pression totale y est plus diluée. Lorsque le contrôle est activé, on note une
forte expansion moyenne du jet ainsi qu’une chute spectaculaire de la pression totale moyenne.
Les calculs RANS donnent à peu près les mêmes évasements. Dans le calcul ZDES, la crois-
sance du diamètre équivalent est initialement comparable à celle des jets RANS mais s’atténue
rapidement à partir de X/D ≈ 3.5. Cette courbe a une allure similaire à celle des tourbillons
longitudinaux, figure 5.6(b). Nous avons remarqué, figure 5.6(a), que la circulation s’écroule
brutalement sous l’action de la turbulence (cf. section 5.3.2), les tourbillons longitudinaux mo-
teurs de l’augmentation du mélange s’épuisent donc rapidement en perdant à la fois leur force
de déplacement (5.6(b)) et leur capacité de brassage dans les plans transverses (5.18(a)). On
observe alors (non montré ici) que lorsque les tourbillons longitudinaux ont quasiment disparu,
le jet retrouve progressivement un section axisymétrique (à X/D = 9, le jet a encore une forme
intermédiaire entre le carré et le cercle). Bien que l’évasement du jet ralentisse dans le calcul
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ZDES, les tourbillons longitudinaux y sont plus puissants dans la phase initiale et provoquent
une chute plus accentuée de la pi moyenne que dans les calculs RANS, si bien que celle-ci atteint
un niveau asymptotique environ 30% plus tôt. Dans les trois simulations, la longueur du cône
potentiel est réduite de moitié même si la simulation RANS/SARC prévoit un cône potentiel
deux fois plus long que la ZDES (resp. X/D ≈ 9 et ≈ 5 pour le jet de référence). En ce qui
concerne les critères intégraux, le volume du noyau est réduit de 51, 58 et 69% respectivement
en RANS/SARC, RANS/SA et ZDES. Tous les critères montrent donc que la dynamique des
grosses échelles turbulentes directement simulée en ZDES provoque une augmentation beau-
coup plus intense qu’une simple distorsion du jet liée à une diffusion idéale de Boussinesq (du
moins avec le modèle de Spalart-Allmaras). Toutefois, cette meilleure capacité d’hyper-mélange
se paye au niveau de la poussée de l’arrière-corps : on mesure une perte de poussée nette de
TL = 7.4% en ZDES alors qu’elle n’est estimée qu’à 3.1% et 4.4% en RANS/SARC et RANS/SA.

Regardons maintenant quelle est l’influence de la force du contrôle, via le SPR, sur le mélange
du jet primaire. Lorsque les injections sont activées à SPR=1.4 puis à 2.8 dans le jet de référence,
le volume du jet augmente de 18% puis de 44%, la pi moyenne diminue de 11% puis de 17% et le
volume du noyau ne représente plus que 44% puis 31% de celui du jet non-contrôlé. Si l’on suit
l’évolution du mélange le long de l’axe X, figure 5.19, on constate que plus le SPR est élevé plus
l’évasement du jet et le taux de décroissance de la pi moyenne dans les sections transverses sont
amplifiés. Enfin, cette amélioration du mélange se fait sentir dans la perte de poussée nette : on
passe de TL = 5.1 à 7.4%. Néanmoins, on peut remarquer que de X/D = 0 à X/D ≈ 0.7, la
pi moyenne décrôıt plus vite dans le jet contrôlé à SPR=1.4. Ce point est étudié plus en détail
dans la suite (section 5.5.3).

(a) Diamètre équivalent (b) Pression totale moyenne

Fig. 5.19 – Evolution du diamètre équivalent et de la pression totale moyenne en fonction du
SPR.

5.5.2 Effet du contrôle sur l’activité du mélange

5.5.2.1 Les mécanismes mélangeurs

L’objet de cette section est de mesurer l’influence du contrôle non plus sur le résultat
du mélange comme précédemment mais directement sur l’activité du mélange, c’est-à-dire les
mécanismes qui mènent à ce résultat. Dans la section 4.4.1, nous avons mis en évidence l’impor-
tance du mécanisme d’étirement-compression dans le processus de mélange macroscopique. Un
processus de mélange reconnu depuis longtemps comme très efficace est le mélange turbulent.
Dans les écoulements turbulents, le rôle de la vorticité est supposé crucial bien que non totale-
ment compris aujourd’hui. La vorticité −→ω = −→rotV ou le taux de rotation −→Ω = 1

2
−→ω associé à la

partie antisymétrique du gradient de la vitesse et le tenseur de cisaillement pur (i.e. la partie
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symétrique de la partie déviatrice de grad−→V ) sont intimement liés dans le mélange turbulent.
Plus précisément, comme l’indiquent la décomposition de Helmholtz (champ de vitesse = champ
solénöıdal + champ irrotationnel) et la loi de Biot-Savart, dans un fluide incompressible, seule la
partie rotationnelle induit un champ de vitesse et est donc motrice de l’écoulement11. Le champ
de cisaillement peut être ainsi vu seulement comme un champ résultant des champs de la vorti-
cité libre et de la vorticité attachée. Par contre, comme nous l’avons indiqué dans la section 4.4.1,
la vorticité ne mélange pas directement : il ne viendrait à l’idée de personne de mélanger le lait
dans sa tasse de café en lui procurant un mouvement de solide rigide (Ω uniforme) ! Par contre,
il est tout naturel d’y faire tourner une cuillère pour créer du cisaillement qui est le véritable
mécanisme mélangeur macroscopique. En fait, lorsqu’on fait tourner une cuillère dans la tasse
à café, on crée une zone rotationnelle entourée par une zone cisaillée12. Aussi, si l’on agite la
cuillère de manière désordonnée, on crée une multitude de spots rotationnels (en d’autres mots
de structures cohérentes) induisant de forts cisaillements et le mélange lait-café en est d’autant
plus amplifié. En résumé, le mécanisme moteur essentiel du mouvement est la rotation et celle-ci
induit du cisaillement qui est le véritable mécanisme mélangeur macroscopique. On peut dire que
le but d’un système mélangeur est de produire une distribution de vorticité dans l’écoulement
de manière à maximiser le champ de cisaillement induit. La turbulence est peut être en cela un
processus “automatique” d’organisation de l’écoulement qui optimise l’action du cisaillement,
ce qui expliquerait pourquoi le mécanicien des fluides n’a pas trouvé mieux pour mélanger. Le
lien entre la vorticité et le cisaillement reste à établir et ne sera pas développé ici.

Pour être plus précis, au niveau d’une interface entre deux fluides, le mélangeur macrosco-
pique repose sur la combinaison de l’étirement et de l’amincissement des couches de fluide. Il est
donc le plus efficace lorsque le cisaillement a ses deux axes principaux respectivement parallèle
et perpendiculaire à la surface de séparation (situation de la figure 4.19). Lorsqu’une couche-
mince de cisaillement (simple) est laminaire (Ω = S), ces axes n’ont pas ces directions et la
concurrence du rotationnel empêche l’étirement de l’interface. Si cette couche-mince développe
une instabilité primaire (l’instabilité de “Kelvin-Helmholtz”), le rotationnel se concentre dans
les structures tourbillonnaires co-rotatives et le cisaillement se concentre entre ces dernières.
Les axes principaux du cisaillement sont les mêmes que dans le cas laminaire, mais comme le
taux de rotation est plus faible entre les structures cohérentes, l’interface bascule dans la direc-
tion principale d’étirement et le cisaillement peut s’exprimer pleinement pour mélanger les deux
fluides. Ce raisonnement 2D du mélange par les structures primaires de la couche de mélange (les
“Kelvin-Helmholtz”) se transpose directement au cas 3D pour lequel vient s’ajouter le mélange
par les structures secondaires (les “braids”)13. Dans le cas du jet soumis à quatre injections
radiales, les tourbillons longitudinaux générés de manière stationnaire agissent localement selon
le même principe. En outre, les quatre paires de tourbillons sont contra-rotatifs et induisent un
cisaillement dont les axes principaux sont directement alignés avec l’interface du jet (dans les
plans (y,z)) au milieu de chaque paire de tourbillons adjacents. Par un processus stationnaire14,
les tourbillons fabriqués dans le sillage des injections radiales permettent donc un mélange ma-
croscopique à l’échelle du diamètre du jet dans les plans (y,z) qui favorise le mélange global
(microscopique+macroscopique). Ajouté à ce processus stationnaire, les mécanismes turbulents
produisent une puissante distorsion du champ moyen et mélangent ainsi depuis les échelles ma-
croscopiques jusqu’à l’échelle de diffusion moléculaire.

11Dans un champ irrotationnel défini sur un domaine D, la vitesse est induite par la vorticité répartie sur les
bords extérieurs à D.

12Cette vision est un peu plus juste dans un pot de peinture car la plus forte viscosité empêche le développement
de la turbulence.

13En détail, la dynamique des structures cohérentes au sein de la couche de mélange est plus complexe, mais
ce n’est pas le propos de la discussion

14En d’autres termes, un processus basé uniquement sur des considérations relatives au mouvement moyen.
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Dans cette section, nous profitons de la résolution temporelle des grandes échelles de la couche de
mélange turbulente fournie par la ZDES pour évaluer l’augmentation instantanée de la vorticité
et du cisaillement provoqués par les injections radiales. Bien que le mélange soit complètement
tridimensionnel, nous nous limitons ici à quantifier le brassage dans les plans transverses (y,z).
Celui-ci est actionné par le taux de rotation longitudinal Ωx et le mélange s’effectue à travers le
cisaillement Sx =

√
DijDij/2 où Dij~ei ⊗ ~ej est la partie déviatrice du tenseur de déformation

dans le plan (~e1, ~e2) = (~y, ~z). L’évolution de Ω2
x et S2

x intégrées dans les plans (y,z) du champ
fluctuant (champ instantané - champ moyen) du jet de référence et dans les champs moyen et
fluctuant du jet contrôlé a été tracée figure 5.20. Evidemment, Ωx = Sx = 0 dans le champ
moyen du jet axisymétrique. Les valeurs affichées ont été adimensionnées par (a∗/D)2πD2/4.

(a) Taux de rotation (b) Taux de cisaillement

Fig. 5.20 – Evolution du mélange dans le plan (y,z).

La première remarque est que dans chaque cas, les courbes de Ωx et de Sx ont la même
allure. Ensuite, on s’aperçoit que le contrôle multiplie la vorticité longitudinale fluctuante et
par conséquent le taux de cisaillement dans le plan (y,z). Enfin, dans le cas du jet contrôlé, la
vorticité et le cisaillement fluctuants ont des valeurs beaucoup plus grandes que leurs parties
moyennes respectives. Le processus de mélange turbulent est donc beaucoup plus actif que le
processus stationnaire. De plus, si l’on juge l’action du contrôle à une abscisse donnée par la
différence entre les courbes avec et sans contrôle, on constate que l’action sur le champ fluc-
tuant persiste plus longtemps (environ jusqu’à X/D ≈ 5) que l’action sur le champ moyen.
Cette dernière est quasiment inexistante à partir de X/D ≈ 2 malgré la plus longue persistance
des lobes provoqués par les tourbillons longitudinaux. Néanmoins, nous avons déjà remarqué
que les tourbillons longitudinaux présentent une dégénérescence rapide sous l’action du champ
fluctuant. Nous pouvons donc à présent proposer un nouveau scénario de l’augmentation du
mélange provoquée par les injections radiales.

Les injections génèrent dans leur sillage de puissants tourbillons longitudinaux qui véhiculent
l’énergie introduite par le contrôle sous forme de circulation. Des simulations numériques (non
présentées ici) effectuées avec un programme basé sur la méthode des singularités indiquent
que le système tourbillonnaire ainsi produit est extrêmement sensible aux conditions initiales.
Sous l’effet de perturbations venant par exemple de l’interaction avec la couche de mélange
du jet primaire, le système formé par les tourbillons longitudinaux se désorganise rapidement.
L’écoulement résultant de l’activation du contrôle est régi par l’équilibre de deux phénomènes
concurrents : d’un côté, l’énergie des tourbillons alimente la production de fluctuations, et d’un
autre côté, ce sont les fluctuations qui sont à l’origine de leur déclin.
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5.5.2.2 Champs fluctuants des jets sans et avec contrôle

Les champs fluctuants du jet de référence et du jet contrôlé à SPR = 2.8 sont analysés plus
précisément dans cette section et vont permettre de vérifier l’hypothèse qui vient d’être formulée.
La figure 5.21 présente l’évolution de l’énergie cinétique turbulente ρk = 1

2ρ
(
u′u′ + v′v′ + w′w′

)
et des tensions de Reynolds ρu′iu

′
j (en coordonnées cylindriques, voir annexe D.8) intégrées dans

les plans transverses et adimensionnées respectivement par ρ∗a∗2πD2/8 et ρ∗a∗2πD2/4. Ces
grandeurs notées avec un “∗” sont représentées dans les sections X/D = 1.0 du jet sans et avec
contrôle, figures 5.22 et 5.23.

Dans le jet de référence, on retrouve les proportions classiques (cf. Pope [197]) entre les ten-
sions normales et croisées à savoir u′2x ≈ 2u′2r ≈ 2u′2θ ≈ 4u′xu′r. En outre, on vérifie bien la
quasi-axisymétrie u′θu

′
x ≈ u′ru

′
θ ≈ 0. Par ailleurs, l’énergie cinétique et les tensions de Reynolds

présentent des pics caractéristiques de l’interaction des ondes de choc ou de compression isen-
tropique avec la couche de mélange (cf. Dash et Wolf [59]).

Que le contrôle soit actif ou non, tous les moments d’ordre 2 sont maximaux aux alentours
de X/D ≈ 1 qui correspond au lieu de confluence de l’écoulement extérieur vers le jet. C’est
l’écart de vitesse de part et d’autre de la couche de mélange qui alimente la production de la
turbulence en son sein. Jusqu’à X/D ≈ 1, la couche de mélange se développe sous l’action d’un
écart de vitesse constant ≈ 410m/s, mais à partir de X/D ≈ 1, cet écart commence à ralen-
tir de ≈ 410m/s à ≈ 410 − 260 = 150m/s, ce qui explique la position des maxima observés.
L’activation du contrôle a pour effet de multiplier l’énergie cinétique turbulente et les tensions
turbulentes du jet de référence d’un facteur quasiment proportionnel au SPR15. Par exemple,
si l’on regarde le maximum d’énergie cinétique turbulente, relativement au jet de référence, le
contrôle à SPR = 1.4 entrâıne une augmentation de 52% et celui à SPR = 2.8 à 101%. La tension
normale axiale u′2x qui est la plus importante dans le jet de référence subit l’accroissement le
plus faible de l’ordre de 60% (sur les valeurs maximales) pour SPR = 2.8, alors qu’on mesure un
accroissement de 105% et 210% respectivement pour u′2θ et u′2r , si bien que cette dernière atteint
le niveau de u′2x. Sur les accroissement nets des valeurs maximales, on relève ∆u′2x = 0.025,
∆u′2r = 0.045 et ∆u′2θ = 0.024, c’est donc l’amplification de la tension radiale qui représente la
majeure contribution à l’augmentation de l’énergie cinétique turbulente.

Ajouté à cela, le contrôle crée les cisaillements non-axisymétriques u′θu
′
x et u′ru′θ. La produc-

tion de ces cisaillements turbulents sont plus importants que l’accroissement net du cisaillement
axisymétrique u′xu′r : on relève sur les extrema ∆u′xu′r = 0.006, ∆u′θu

′
x = 0.013 et ∆u′ru′θ = 0.010.

La figure 5.22 montre que l’énergie cinétique turbulente est globalement bien répartie le long de
la couche de mélange. Ce constat met en évidence l’accroissement du mélange par un étirement
moyen de l’interface du jet avec l’extérieur. De plus, on note un épaississement de la zone
turbulente et une amplification des niveaux de fluctuation entre les lobes. L’énergie cinétique
turbulente a été intégrée dans les plans longitudinaux indiqués figure 5.22(c), les résultats sont
regroupés dans le tableau 5.1. On voit que l’énergie cinétique ne diminue dans aucun de ces
plans, ce qui signifie que l’énergie cinétique du jet de référence n’est pas simplement redistribuée
par déformation de l’interface du jet. L’accroissement de k∗ est maximal dans les plans (c)
correspondant aux flancs des lobes induits par les tourbillons moyens longitudinaux.

15Cette observation est toutefois à modérer car elle n’est basée que sur deux cas contrôlés.
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plan SPR=1.4 SPR=2.8
(a) +27% +52%
(b) +24% +81%
(c) +53% +121%

Tab. 5.1 – Augmentation de l’énergie cinétique turbulente provoquée par le contrôle dans les
plans longitudinaux (a,b,c) par rapport au jet de référence.

Les différentes vues de la figure 5.23 permettent de localiser précisément les zones d’accrois-
sement des tensions de Reynolds et corrélativement du mélange dans la section X/D = 1.0
correspondant au maximum des grandeurs intégrées figure 5.21.

Au niveau des tensions normales (colonne de gauche, figure 5.23), l’aire de la surface couverte
par le fluide dont u2∗

x dépasse le seuil 0.04 a été intégrée à X/D = 1.0, dans les jets sans et
avec contrôle (SPR = 2.8). Cette procédure a été reproduite pour les deux autres tensions nor-
males et pour d’autres seuils. Les rapports des aires calculées dans le jet avec contrôle sur celles
obtenues dans le jet de référence sont reportées dans le tableau 5.2. Ces valeurs mesurent ce
que l’on peut observer sur la figure 5.23. Tout d’abord, l’activation du contrôle provoque une
diminution de l’étendue des grandes fluctuations axiales, bien que le niveau maximal reste sen-
siblement constant (u2∗

x (control off) = 0.065 et u2∗
x (control on) = 0.063). L’accroissement global

de u2∗
x constaté figure 5.21(b) provient en fait d’un étalement des fluctuations de niveaux plus

bas. Au contraire, les tensions radiales sont celles qui sont les plus amplifiées par le contrôle :
augmentation de la valeur maximale maxu2∗

r (control off) = 0.025 de 20% et extension spatiale
de la zone fluctuante plus large, surtout aux forts niveaux de fluctuation. Ce dernier point ne
peut s’expliquer par un simple étalement des fluctuations radiales du jet de référence, il résulte
d’une puissante production turbulente localisée dans le creux formé entre les lobes et sur les
têtes de ces lobes. Enfin, les tensions orthoradiales sont globalement dopées mais de manière
plus modérée que les tensions radiales : la valeur maximale passe de maxu2∗

θ (control off) = 0.035
à maxu2∗

θ (control off) = 0.042 et on constate une plus large distribution tant des niveaux bas
que des niveaux élevés.

Condition u2∗
x > 0.04 u2∗

r > 0.02 u2∗
θ > 0.02 u2∗

x > 0.01 u2∗
r > 0.01 u2∗

θ > 0.01
aire(control on)
aire(control off) 0.81 3.95 1.92 1.91 2.18 2.28

Tab. 5.2 – Aires intégrées pour différents niveaux de fluctuations à X/D = 1.0.

En ce qui concerne les tensions de cisaillement (colonne de droite, figure 5.23), uxu∗r est très
amplifiée corrélativement à u2∗

r : la valeur maximale maxuxu∗r(control off) = 0.022 augmente
de 23%, l’étendue spatiale des hauts niveaux est drastiquement agrandie (l’aire occupée par
les cisaillements dépassant le seuil 0.02 est multipliée par 3.3), beaucoup plus que celle des
bas niveaux (l’aire occuppée par les cisaillements dépassant 0.0025 n’augmente que de 10%).
D’autre part, le cisaillement uxu∗θ est produit par réorientation de la couche de mélange (qui
s’aligne avec ~er) si bien que sa valeur maximale atteint l’ordre de grandeur de la composante
uxu∗r . Enfin, le champ de vitesse induit par les tourbillons longitudinaux moyens dans le plan
transverse (y,z) produit le cisaillement uru∗θ. Celui-ci est plus modéré que les deux autres, il
ne dépasse pas maxuru∗θ = 0.016. De plus, aucun des maxima relevés dans les six contours
des tensions de Reynolds ne coincide avec la topologie mesurée dans le cas de tourbillons isolés
[129, 166, 36, 21]. Aussi, on peut en déduire que l’augmentation des fluctuations turbulentes
consécutives à l’activation du contrôle résulte de l’interaction des tourbillons longitudinaux avec
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(a) Energie cinétique turbulente

(b) Tension axiale (c) cisaillement dans plan (x, r)

(d) Tension radiale (e) cisaillement dans plan (θ, x)

(f) Tension orthoradiale (g) cisaillement dans plan (r, θ)

Fig. 5.21 – Evolution de l’énergie cinétique turbulente et des tensions de Reynolds en fonction
du SPR.
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(a) Control OFF (b) Control ON (c) plans longitudinaux

Fig. 5.22 – Energie cinétique turbulente dans le jet de référence et dans le jet contrôlé (SPR=2.8)
à X/D=1.0. La ligne noire est la ligne sonique.

Tensions de Reynolds normales Tensions de Reynolds de cisaillement
Control OFF Control ON Control OFF Control ON

Fig. 5.23 – Tensions de Reynolds dans le jet de référence et dans le jet contrôlé (SPR=2.8) à
X/D=1.0. La ligne noire est la ligne sonique.
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la couche de mélange du jet et non comme supposé dans la section précédente de la seule bifur-
cation du système de tourbillons longitudinaux. A posteriori, on pourrait se dire que ce résultat
n’est pas surprenant puisque l’énergie alimentant la couche de mélange turbulente et introduite
au niveau de la tuyère primaire est bien plus forte que celle alimentant les tourbillons longitu-
dinaux et introduite par les injections radiales, mais ce n’est pas en réalité si évident.

Pour finir, comparons les proportions entre les tensions de Reynolds dans la couche de mélange
du jet de référence et dans celle du jet contrôlé. Dans le jet de référence, le point de mesure se
situe au lieu commun des extrema. Dans le jet contrôlé, trois points particuliers ont été choisis :
(1) dans le creux entre deux lobes, (2) sur la tête d’un lobe, et (3) sur le flanc d’un lobe. Afin
de les rendre comparables, les tensions de Reynolds ont été exprimées dans les axes locaux de la
couche de mélange (~x, ~α, ~β), ~α et ~β étant respectivement normal et tangent au contour dans le
plan (y, z). Première constatation : les valeurs maximales mesurées à X/D = 1.0 ne vérifient pas
du tout les proportions obtenues dans une couche de mélange canonique (cf. Pope [197]) contrai-
rement à ce que peuvent laisser penser les grandeurs intégrées, figure 5.21. Ce désaccord peut
être attribué à la confluence de l’écoulement extérieur mais cela reste à démontrer. Deuxième
constatation : lorsque le contrôle est activé, les proportions entre les tensions de Reynolds varient
d’un point à l’autre de la couche de mélange et sont clairement différentes de celles du jet de
référence. Cela signifie que l’interaction entre les tourbillons longitudinaux moyens et la couche
de mélange est une interaction forte : la couche de mélange n’est simplement pas déformée par le
champ de vitesse induite moyenne, sa structure locale change et devient hétérogène. Aux points
(1) et (2), la tension normale devient aussi importante que la fluctuation axiale. La tension
croisée u′xu′α augmente relativement à u′2x, surtout sur la tête des lobes (2). Enfin, la composante
de cisaillement tangentielle u′xu′β apparâıt sur les flancs des lobes (3) sous l’effet de la vitesse
induite par le tourbillon longitudinal adjacent.

Points ref 1 2 3
direction α r r r θ

direction β θ θ θ r
maxu′2x/a

∗2 0.065 0.063 0.041 0.057
maxu′2α/maxu′2x 0.38 0.92 1.04 0.67
maxu′2β/maxu′2x 0.54 0.39 0.54 0.51

maxu′xu′α/maxu′2x 0.33 0.43 0.65 0.39
maxu′xu′β/maxu′2x 0 0 0 0.20

Tab. 5.3 – Proportion des tensions de Reynolds en trois points particuliers.

En résumé, l’analyse de l’activité du mélange à travers les champs de vorticité et de cisaille-
ment instationnaires et les tensions de Reynolds permet de dire que le contrôle par injection
radiale augmente le mélange majoritairement par un processus de brassage instationnaire basé
sur l’extension du volume de fluide turbulent, l’amplification générale de toutes les composantes
fluctuantes et en particulier le très fort accroissement des fluctuations radiales. Plus précisément,
les tourbillons longitudinaux générés par les injections radiales modifient en profondeur la struc-
ture de la couche de mélange turbulente. Enfin, le processus instationnaire d’augmentation du
mélange peut être interprété de la manière suivante.
Les paires de tourbillons contra-rotatifs disposés à la surface du jet véhiculent l’énergie injectée
par le contrôle sous la forme d’une rotation axiale persistant relativement loin en aval dans
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le champ moyen. Ce système tourbillonnaire est très sensible aux perturbations si bien que
sous l’excitation provoquée par la couche de mélange, ce système explose (cf. comparaison vue
moyenne/vue instantanée, figure 5.3) et alimente ainsi globalement l’énergie cinétique turbu-
lente, la vorticité et le cisaillement instantanés et le mélange instationnaire (i.e. turbulent). En
fait, cette “explosion” n’est pas désordonnée puisqu’elle restructure en moyenne la couche de
mélange du jet et suggère une interaction forte entre les tourbillons longitudinaux et la couche
de mélange. Les tourbillons longitudinaux décrépissent alors sous l’action des fluctuations qu’ils
ont eux-même contribué à produire.

5.5.3 Effet spécifique du contrôle à faible SPR

Nous revenons dans ce dernier paragraphe sur le régime intermittent mis en évidence à SPR =
1.4 pour quantifier son effet sur le mélange du jet primaire. Figure 5.18, nous avions remarqué
une perte de pression totale initiale plus marquée à faible SPR. Sur les graphes des tensions
de Reynolds, figure 5.21, des pics de fluctuation radiale et axiale sont visibles au voisinage aval
très proche de l’injection, entre X/D = 0.1 et ≈ 0.4, à SPR = 1.4 et non à SPR = 2.8. Dans
les deux premières lignes du tableau 5.1, on peut noter que le contrôle à SPR = 1.4 amplifie
plus l’énergie cinétique turbulente dans le plan des injecteurs actifs (a) alors que le contrôle à
SPR = 2.8 l’amplifie plus dans le plan des injecteurs inactifs (b). Toutes ces différences entre
les régimes à faible et fort SPR sont dues au phénomène de pénétration intermittente. La figure
5.24 montre l’amplitude des fluctuations radiales au niveau de l’interaction d’un jet secondaire
avec le jet primaire. A SPR = 1.4, on remarque clairement la zone de pénétration intermittente
caractérisée par une fluctuation radiale rms maximale de u′2r = 0.8a∗ et une extension spatiale de
l’ordre de l’épaisseur du jet secondaire. A côté, le jet de contrôle à SPR = 2.8 semble stationnaire.

(a) SPR = 1.4 (b) SPR = 2.8

Fig. 5.24 – Lignes de courant et fluctuation radiale dans le plan d’injection en fonction du SPR.

L’énergie cinétique turbulente a été tracée dans les plans longitudinaux (a,b,c) (indiqués
figure 5.22(c)) pour le jet de référence et les deux régimes de contrôle, figure 5.25. Dans le jet
de référence, la couche de mélange turbulente axisymétrique accrôıt son épaisseur et ses niveaux
de fluctuation jusqu’à environ X/D = 1, puis elle rencontre l’écoulement extérieur co-courant à
M0 = 0.8 ce qui épuise rapidement les fluctuations initialement générées.

Dans le jet contrôlé à SPR = 2.8, on retrouve le pincement du jet primaire dans le plan des
injecteurs actifs et son évasement dans le plan des injecteurs inactifs déjà observés figure 4.3.
La figure 5.25 montre en plus l’étalement spectaculaire de la couche de mélange turbulente
tridimensionnelle contre les flancs des lobes, fig.5.25(g), mais aussi dans les plans de symétrie,
fig.5.25(c) et fig.5.25(e). Dans le plan des injecteurs inactifs, fig.5.25(e), on remarque que la
couche turbulente atteint la même distance à l’axe du jet que dans le plan des injecteurs actifs,
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(a) Jet de référence

(b) SPR=1.4 : plan des injecteurs actifs (c) SPR=2.8 : plan des injecteurs actifs

(d) SPR=1.4 : plan des injecteurs inactifs (e) SPR=2.8 : plan des injecteurs inactifs

(f) SPR=1.4 : plan hors injecteurs (g) SPR=2.8 : plan hors injecteurs

Fig. 5.25 – Energie cinétique turbulente dans les sections longitudinales du jet de référence (a)
et des jets contrôlés à SPR = 1.4 (b,d,f) et à SPR = 2.8 (c,e,g).
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fig.5.25(c) à partir de X/D ≈ 1.5. Ceci est dû à la diffusion turbulente provenant latéralement
des flancs des lobes, cf. u2∗

x et u2∗
θ figure 5.23.

Dans le jet contrôlé à SPR = 1.416, le pincement et l’évasement sont encore visibles mais moins
accentués qu’avec l’injection forte. En particulier, la couche turbulente dans le plan des injecteurs
inactifs reste assez fine en raison d’une intensité de la turbulence trop faible de part et d’autre
des lobes qui sont par ailleurs moins sculptés (non montrés ici) que sous un fort SPR, figure
5.22. C’est dans la région initiale du jet, entre X/D = 0.1 et ≈ 1, que l’on observe la différence
majeure entre les deux jets contrôlés. Tout près de l’injection, entre X/D = 0.1 et ≈ 0.3, on
reconnâıt la zone de pénétration intermittente de la figure 5.24. Celle-ci active le développement
de la turbulence de manière très puissante puisqu’on y mesure une énergie cinétique k∗ = 0.72
qui dépasse largement le niveau maximal atteint dans le jet de référence (max k∗ = 0.13) mais
aussi dans le jet contrôlé par l’injection plus forte à SPR = 2.8 (max k∗ = 0.21). Le battement
du jet de contrôle est bien, comme supposé précédemment, essentiellement 2D dans le plan lon-
gitudinal, voire 1D dans la direction radiale, car les composantes u2∗

r , u2∗
x et u2∗

θ y représentent
respectivement 90%, 10%, et ≈ 0% de l’énergie cinétique. Au contraire, c’est en aval de la zone
d’injection, entre X/D ≈ 0.5 et ≈ 1.0, que le jet contrôlé à SPR = 2.8 tout comme le jet de
référence atteint son énergie cinétique maximale. Dans le jet à SPR = 1.4, l’énergie cinétique
atteint aussi une valeur maximale à X/D ≈ 0.7 mais il s’agit d’un maximum local d’intensité
plus faible (k∗ = 0.10) qu’au niveau de l’injection et aussi plus faible que les maxima mesurés
dans le jet de référence et le jet contrôlé à SPR = 2.8. Néanmoins, dans le plan des injecteurs
inactifs, max k∗(SPR = 1.4) = 0.15 dépasse la valeur maximale du jet de référence. Enfin, on
constate que le battement des jets de contrôle n’a guère d’influence au-delà de X/D ≈ 1 où le
champ d’énergie cinétique du jet à SPR = 1.4 présente une allure qualitativement similaire à
celui du jet à SPR = 2.8.

On peut supposer que les caractéristiques des injecteurs vis-à-vis de celles du jet primaire
confèrent aux injecteurs plus un rôle d’excitateur que d’alimentation de la couche de mélange
turbulente. Ainsi, les caractéristiques du flux primaire, du flux de ventilation et de l’écoulement
extérieur n’étant pas changées, l’alimentation de la turbulence de la couche de mélange peut
être considérée comme figée. A SPR = 2.8, l’injection est quasi-stationnaire et le développement
de la turbulence est commandée par la surface déformée du jet et l’interaction forte avec les
CVP. A SPR = 1.4, l’injection bat violemment et force ainsi de manière très puissante un
développement turbulent précoce de la couche de mélange. En d’autres termes, le forçage créé
par la pénétration intermittente provoque un taux d’amplification de la turbulence dépassant le
taux d’amplification “naturel” donné par les conditions d’alimentation de la couche de mélange.
L’alimentation étant fixée, le taux d’amplification ne peut se maintenir au régime initial forcé
par le battement et chute, les fluctuations s’épuisent (cf. X/D = 0.3− 0.4, figure 5.25(b)) et les
conditions de développement de la couche de mélange déformée par les tourbillons longitudinaux
17 reprennent la main à partir de X/D ≈ 0.5.

Par ailleurs, il est intéressant de noter que l’activité turbulente est insignifiante aux endroits
où les chocs internes sont les plus forts ce qui confirme l’indépendance de l’augmentation du
mélange consécutive à l’activation des injections vis-à-vis de la modification de la structure de
choc étudiée au chapitre 3. Toutefois, l’interaction ondes/couche de mélange reste à étudier.

16Pour le cas SPR = 1.4, la moyenne en temps des moments d’ordre 2 n’a pas tout à fait convergé en raison
d’une durée de simulation 5 fois plus courte que pour le cas SPR = 2.8, mais on peut considérer que l’allure
globale du champ moyen est atteinte.

17Que le jet de contrôle batte ou non, les CVP sont la signature de la quantité de mouvement transverse
introduite donc sont toujours présents dans le champ moyen.
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5.6 Conclusion sur l’aspect instationnaire du brassage tourbillon-
naire

Dans ce dernier chapitre, les fluctuations turbulentes ont été explicitement prises en compte
dans l’analyse à travers le champ fourni par les ZDES du jet de référence (cas F0 dans le tableau
2.6) et du jet contrôlé par 4 injecteurs (cas F1). Les champs moyens ZDES sont comparés aux
champs RANS SA et SARC. Le chapitre 2 a mis en évidence deux caractéristiques essentielles
du jet sous-détendu turbulent : d’une part, l’évasement de la couche de mélange turbulente
s’étendant jusqu’à l’axe en diffusant/dissipant la quantité de mouvement du jet et d’autre part,
la propagation d’ondes stationnaires de détente/compression. Dans cette étude, seules les si-
mulations ZDES calculant explicitement les fluctuations des grandes échelles de la turbulence
ont été capables de reproduire quantitativement ces deux caractéristiques. Les champs ZDES
ont donc été pris comme références de l’analyse. La comparaison du modèle RANS SARC au
modèle RANS SA permet de montrer l’effet d’un accroissement global de la viscosité turbu-
lente : en accord avec des travaux théoriques antérieurs [248, 39], on constate que cela provoque
une diminution de la longueur du cône potentiel et une réduction de la période et de l’ampli-
tude des oscillations de pression. La comparaison avec l’expérience indique que le modèle de
Spalart-Allmaras présente deux tendances contradictoires : il sous-estime la diffusion turbulente
et sur-estime l’atténuation des ondes stationnaires. L’atténuation des ondes peut en outre être
provoquée par une trop forte dissipation numérique. Dans les simulations présentées dans ce tra-
vail, nous ne pouvons affirmer que cette dissipation n’a aucun effet sur l’atténuation des ondes
puisque même la ZDES présente ce défaut. En fait, il est probable qu’un maillage plus dense
dans la direction longitudinale aurait été souhaitable au prix d’un coût de calcul plus élevé. Tou-
tefois, comme les calculs ZDES et RANS ont été réalisés avec le même schéma numérique et sur
le même maillage, l’effet de la modélisation de la turbulence est incontestable et plus important
que celui de la numérique (par rapport au schéma et au maillage employés ici). Dans l’approche
RANS et dans le cadre des modèles à viscosité turbulente linéaires (“Linear Eddy-Viscosity
Models”, LEVM), l’effet de la turbulence est simplement simulé par un modèle de diffusion
du champ cinématique moyen dont la valeur de la diffusivité νt est aussi déduite du champ
cinématique moyen. Le modèle de Spalart-Allmaras appartient à cette classe de modèles. Il est
probable mais non-prouvé que ce soit toute l’approche LEVM qui soit incapable de reproduire
la physique rencontrée dans le jet turbulent sous-détendu. Alors qu’une approche de type LES
permet de reproduire les deux caractéristiques du jet, on ne peut dire où se situe le niveau de
modélisation minimal requis le long de l’échelle de complexité des simulations de la turbulence,
de l’approche Linear EVM à l’approche LES, en passant par les approches “Non-Linear EVM”
et “Reynolds-Stress Models” (RSM). Le calcul du jet contrôlé en RANS SA de base plus diffusif
qu’avec la correction de rotation permet d’obtenir un champ lointain proche de celui de la ZDES.
Toutefois, un examen plus précis montre que malgré sa plus forte diffusivité le modèle RANS
SA ne parvient ni à restituer la propagation des ondes ni à reproduire l’évolution des tourbillons
longitudinaux. De plus, la désactivation de la correction de rotation n’est pas justifiée à cause
de la présence des tourbillons longitudinaux.

L’analyse des tourbillons longitudinaux effectuée au chapitre 4 a été reproduite sur le champ
moyen de la ZDES. Qualitativement, les tourbillons calculés en RANS ou en ZDES suivent la
même évolution le long du jet. Cependant sur le plan quantitatif, leur taux de dégénérescence est
beaucoup plus rapide en ZDES qu’en RANS. Par conséquent, les tourbillons pénètrent initiale-
ment dans le jet mais n’ont ensuite plus de force pour l’étirer vers l’extérieur (phase de divergence
du système). La dégénérescence des tourbillons est reliée analytiquement aux fluctuations turbu-
lentes. Celles-ci se traduisent par la présence d’un terme proprement turbulent dans l’équation
d’évolution de la circulation venant s’ajouter au terme de diffusion visqueuse. L’analyse du
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champ ZDES montre que le terme turbulent est beaucoup plus fort que le terme de diffusion
turbulente modélisé en RANS (SA ou SARC) ce qui est cohérent avec la rapide dégénérescence
observée. Le mécanisme d’alimentation des fluctuations turbulentes reste néanmoins à établir.

Par ailleurs, deux régimes de pénétration ont été identifiés en accord avec l’expérience du
jet subsonique de Davis [63] : une pénétration intermittente à SPR = 1.4 (cas F2) et une
pénétration quasi-stationnaire à SPR = 2.8 (cas F1). L’origine du régime intermittent n’est pas
identifiée mais elle est discutée en détail. Les mécanismes de base sont probablement à trouver en
écoulement plan incompressible laminaire. Les effets tridimensionnels, comme celui de l’allonge-
ment de l’orifice d’injection, les effets turbulents et les effets compressibles ont incontestablement
une influence mais ne sont pas essentiels à l’existence du régime intermittent. En outre, la ques-
tion de l’origine des oscillations spatiales de pression totale sur l’axe du jet contrôlé à SPR = 1.4
est abordée. Un scénario stationnaire est tout d’abord proposé, mais il est probable que la
véritable explication soit basée sur des mécanismes purement instationnaires. La pénétration in-
termittente provoque sur l’axe une focalisation périodique des ondes donc une perte de pression
totale oscillatoire. Les poches à faible pression totale sont ensuite convectées en aval le long de
l’axe du jet et interagissent avec les cellules de détente/compression du champ moyen. On ne
peut dire a priori si le champ de pi résultant d’une moyenne en temps est homogène en x et s’il
ne l’est pas, c’est peut-être le mécanisme conduisant aux oscillations stationnaires de la pi axiale.

Le meilleur accord des simulations ZDES avec l’expérience permet de préciser l’évaluation du
dispositif de mélange au moyen des critères élaborés au chapitre 4. Ces derniers indiquent que
le mélange provoqué par les injections est encore plus puissant que ce que n’avaient prévu les
simulations RANS. Le côté néfaste du point de vue applicatif est que cette efficacité dans le
mélange s’accompagne d’une perte de poussée plus grande de l’ordre de 7% pour 4 injecteurs
à SPR = 2.8. Les simulations ZDES permettent en outre d’accéder directement aux champs
instantanés (à l’échelle des grandes structures) et aux grandeurs fluctuantes et ainsi d’analyser
l’activité des mécanismes mélangeurs. On peut attribuer aux concentrations de vorticité le rôle
de moteur du mélange activant le cisaillement, véritable mécanisme mélangeur macroscopique.
La vorticité existe de manière stationnaire dans le champ moyen et de manière fluctuante dans
le champ instantané. Bien que le champ turbulent moyen soit diffusé par les fluctuations, l’ana-
lyse de l’écoulement permet d’avancer que le mélange s’effectue de manière prépondérante par
le brassage instationnaire du champ fluctuant. Dans le régime de pénétration quasi-stationnaire
(SPR = 2.8), l’énergie introduite par les injections secondaires est initialement transférée en
intégralité au champ moyen (les fluctuations n’étant pas encore développées). Au cours de la
formation des CVP, la circulation longitudinale et le niveau des fluctuations turbulentes aug-
mentent ensemble et atteignent leur valeur maximale aux alentours deX/D ≈ 1. A cette abscisse,
le jet a déjà été considérablement creusé par les injections et les tourbillons longitudinaux (vi-
sion moyenne) possèdent la puissance maximale pour le déformer. D’autre part, les fluctuations
turbulentes responsables du déclin des tourbillons sont aussi à leur puissance maximale et les
épuisent avant qu’ils n’aient le temps d’étirer le jet dans la phase de divergence. On peut donc
dire que l’énergie des injections est finalement transférée du mouvement moyen vers le mouve-
ment fluctuant qui apparâıt comme plus efficace pour accrôıtre globalement le mélange du jet.
L’augmentation de l’activité turbulente se traduit par une élévation de l’énergie cinétique turbu-
lente et un étalement du volume de fluide turbulent. Plus précisément, l’activation des injections
radiales provoque une redistribution des tensions de Reynolds et restructure donc la couche de
mélange en plus de l’étirer. En particulier, on constate une forte croissance des fluctuations ra-
diales dans les creux et sur la tête des lobes. L’amplitude des fluctuations et leurs distributions
suggèrent que l’interaction des tourbillons longitudinaux avec la couche de mélange est forte
et que l’augmentation du mélange ne peut être interprétée seulement comme un étirement de
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la couche de mélange ni comme une explosion du système formé uniquement des tourbillons
longitudinaux.

Enfin, on montre que l’excitation provoquées par le battement des jets de contrôle à SPR = 1.4
et l’augmentation du mélange qui en résulte restent très locales (jusqu’à X/D ≈ 0.3) comme
l’avaient souligné Collin et al. [48]. De plus, on assiste à une chute de l’activité turbulente di-
rectement après la zone d’excitation. A partir de X/D ≈ 1, les mécanismes de mélange sont
essentiellement les mêmes que dans le jet contrôlé à SPR = 2.8, c’est-à-dire gouvernés par
l’interaction de la couche de mélange et des tourbillons longitudinaux moyens générés par les in-
jections radiales. Comme ces derniers sont déterminés par la quantité de mouvement introduite,
ils véhiculent d’autant plus d’énergie que le SPR est grand et mélangent ainsi d’autant mieux.
Comme le mécanisme d’augmentation du mélange basé sur l’injection de quantité de mouve-
ment est globalement plus efficace que le mécanisme de pénétration intermittente (qui accrôıt
localement la turbulence mais la fait chuter par la suite), si l’on veut augmenter le mélange,
il faut injecter plus fort. Toutefois, le cas particulier de l’injection faible restructure l’organi-
sation de la couche de mélange turbulente et parvient même à réduire localement le niveau de
ses fluctuations. Ceci n’a pas d’utilité pour augmenter le mélange mais est peut être une voie
d’investigation intéressante pour la réduction de la signature acoustique.
Afin d’avoir un aperçu des ondes de pression qui se propagent hors du jet turbulent, le taux de
variation temporelle de la masse volumique 1

ρ
∂ρ
∂t = −1

ρdiv
(
ρ
−→
V
)

18 (adimensionné par a∗/D) a
été tracé, figure 5.26, dans un plan longitudinal du jet de référence et dans les plans des injec-
teurs actifs des jets contrôlés à SPR = 1.4 et SPR = 2.8. Même si ces calculs ne possèdent pas les
qualités nécessaires à une réelle étude de propagation acoustique, ils montrent que l’activation
du contrôle modifie le champ de pression rayonné à l’extérieur du jet et que celui-ci est sensible
au régime imposé par le SPR.

(a) Control OFF (b) Control ON, SPR = 1.4 (c) Control ON, SPR = 2.8

Fig. 5.26 – Taux de variation temporelle de la masse volumique 1
ρ
∂ρ
∂t (dans le plan des injecteurs

actifs pour (b) et (c)).

18Cette quantité basée sur la conservation de la masse offre l’avantage de donner une information temporelle
sur un champ instantané. Il est utile de noter que le champ div
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V est souvent tracé pour observer les ondes

acoustiques émises par un jet dans un air au repos. Ici il est plus pertinent de tracer 1
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gradρ qui à l’ordre dominant (avec les hypothèses de l’acoustique) provient du champ moyen non-uniforme

(en particulier, il n’est pas nul sur un champ RANS établi !).
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Le but de cette thèse était d’améliorer au moyen de calculs numériques notre compréhension
des mécanismes mélangeurs agissant dans un jet propulsif supersonique sous-détendu soumis à
des injections radiales.
Préliminairement à cette étude numérique, des essais en soufflerie avaient été réalisés par le
Département d’Aérodynamique Fondamentale et Expérimentale sur la maquette MARCO repré-
sentative d’un arrière-corps d’avion de combat, munie de différents injecteurs radiaux et placée
dans des conditions de vol de croisière à basse-altitude. Les mesures révélèrent que sur une telle
configuration appliquée, un dispositif constitué de 4 injecteurs soufflant 3.7% du débit primaire
permettait de réduire de plus de moitié la longueur du cône potentiel, région la plus pénalisante
pour la signature infrarouge. Au niveau de l’écoulement, les jets de contrôle provoquèrent une
déformation de grande amplitude de la surface du jet principal similaire à celle observée sur les
jets subsoniques ainsi qu’une modification de l’organisation des chocs se produisant à l’intérieur
du jet supersonique.
Les simulations numériques ont été entreprises afin de comprendre et évaluer l’influence des
mécanismes compressibles (interaction de chocs) et des mécanismes tourbillonnaires sur le mélange
provoqué par les injections radiales dans le jet de la configuration MARCO.

Résultats des simulations numériques :

La simulation d’un jet supersonique hors adaptation et à grand nombre de Reynolds pose des
difficultés en termes de schéma numérique et de modélisation de la turbulence. Deux niveaux de
modélisation de la turbulence ont été adoptés ici, tous deux basés sur le modèle à une équation
de transport de Spalart-Allmaras : l’approche RANS déjà bien éprouvée dans l’industrie et une
approche DES zonale ou ZDES encore jamais testée sur une configuration appliquée de jet pro-
pulsif. Dans le jet libre, les moyens de calcul actuels ne permettent de calculer explicitement que
les grandes échelles de la turbulence. Toutefois ces dernières possèdent des dimensions beaucoup
trop réduites dans les couches limites attachées pour être résolues et l’on doit pour le moment
se contenter d’une modélisation RANS au voisinage des parois de l’arrière-corps. La ZDES est
donc aujourd’hui une des méthodes de résolution les plus complètes abordables pour ce type de
configuration. L’enjeu était de prouver son applicabilité à l’écoulement de jet cisaillé libre.

Ceci a été réalisé sur le cas expérimental MARCO sans injection transverse. La reproduction
de ce cas-test est très délicate car la structure des ondes supersoniques internes au jet dans le
champ proche (i.e. X/D ≤ 2), caractérisée par un choc de forme lenticulaire, est extrêmement
sensible à l’évasement et l’orientation de la couche de mélange, elle-même conditionnée par le
flux annulaire de ventilation et la confluence de l’écoulement extérieur. Ces deux écoulements
périphériques doivent donc être proprement restitués dans la simulation à l’aide de conditions
aux limites appropriées et d’une géométrie aussi proche que possible de la maquette. De plus,
une attention particulière doit être portée au maillage de l’axe du jet afin de bien reproduire la
réflexion des chocs internes.
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Dans le champ plus lointain (i.e. X/D ≥ 2), la couche turbulente s’étend sur une portion non
négligeable du diamètre du jet pour l’occuper totalement à partir deX/D ≈ 5. Dans cette région,
le champ turbulent interagit fortement avec les ondes de pression pour donner un schéma de
détentes et compressions alternées, avec des cellules de détente quasi-circulaires. Il est important
de souligner que le schéma numérique utilisé en ZDES doit être le moins dissipatif possible pour
favoriser, lors du calcul en mode LES, le développement de la couche de mélange turbulente
et bien décrire par la suite l’évolution du jet complètement turbulent. Ceci est d’autant plus
contraignant que le schéma doit conserver une dissipation suffisante sur les chocs.

Après avoir identifié les ingrédients à prendre en compte dans les simulations, les calculs
RANS et ZDES se sont montrés capables de reproduire qualitativement la structure des chocs
initiale mais seuls les calculs ZDES ont pu restituer les cellules de compression-détente dans la
région lointaine. Que ce soit en RANS ou en ZDES, les simulations des jets contrôlés ont été
effectuées avec les mêmes réglages que celles du jet de référence.

Les calculs RANS munis d’une correction de rotation (notée SARC) ont d’abord été considérés
car le modèle de Spalart-Allmaras original (noté SA) produit une viscosité turbulente excessive
dans les tourbillons stationnaires, ces derniers jouant un rôle majeur dans le jet contrôlé. Le
calcul RANS/SARC du jet de référence restitue fidèlement la topologie du choc en lentille mais
ne parvient pas à reproduire la taille et la forme des cellules de détentes/compressions qui se
forment dans le champ lointain. Globalement les calculs RANS/SARC surestiment la longueur
du cône potentiel en sous-estimant la diffusion latérale du jet. Toutefois, l’action des injections
secondaires sur la surface du jet ainsi que sur la structure des chocs en champ proche est cor-
rectement restituée. Comme observé sur les strioscopies longitudinales, le choc en lentille laisse
place à une topologie similaire à un disque de Mach. De plus, le cône potentiel est bien réduit
d’un facteur proche de 2 lorsque le contrôle fluidique est activé.

La ZDES a été testée avec trois longueurs caractéristiques de maille ∆max, ∆vol et ∆ω.
Le calcul réalisé avec ∆max, par ailleurs utilisé dans le modèle DES original (DES97) et dans
la DDES, souffre d’une viscosité sous-maille excessive qui limite la croissance des fluctuations
turbulentes. Ce test suggère qu’aucune des approches DES97 ou DDES n’aurait permis ici de re-
produire les couches cisaillées libres, si ce n’est au prix d’un raffinement très coûteux du maillage.

La version originale de la ZDES basée sur la longueur caractéristique de maille ∆vol arrive à
restituer les cellules de détente quasi-circulaires du champ lointain. Les oscillations spatiales de
la pression axiale correspondantes possèdent une amplitude et une pseudo-période en bon ac-
cord avec l’expérience. Cependant, la ZDES basée sur ∆vol décale la structure des chocs dans la
région proche en raison d’un développement tardif des instabilités dans la couche de cisaillement.

Afin de limiter le phénomène de “longitudinally induced modeled-stress depletion”, la nou-
velle définition ∆ω a été proposée. Celle-ci s’appuie en chaque point et à chaque instant sur la
direction du rotationnel instantané de l’écoulement pour déterminer l’échelle de longueur qui
agit sur la dissipation de la structure tourbillonnaire locale par le biais de la viscosité sous-maille.
L’application de ∆ω dans une couche cisaillée possédant des structures primaires orientées dans
la direction en envergure rend ainsi la viscosité sous-maille indépendante de la taille de maille
en envergure qui est généralement beaucoup plus grande que les deux autres. Dans la couche
de mélange initiale du jet de référence faiblement sous-détendu de la configuration MARCO, les
structures primaires sont essentiellement toröıdales et légèrement inclinées en raison du nombre
de Mach convectif modéré Mc ≈ 0.6. Il en résulte que le calcul ZDES réalisé avec ∆ω produit
une viscosité sous-maille plus faible qui facilite le développement des instabilités dans la couche
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de cisaillement. Le champ moyen se corrèle alors très bien avec les mesures PIV et les sondages
Pitot. En particulier, le choc en lentille est correctement reproduit en forme et en position. Dans
le champ lointain, le jet est pleinement turbulent et le rotationnel instantané ne possède plus une
direction aussi privilégiée qu’au début de la couche de mélange. Le champ moyen est alors simi-
laire à celui de la ZDES originale (avec ∆vol) c’est-à-dire en très bon accord avec les mesures PIV.

Dans le cas du jet contrôlé, la couche de mélange initiale est naturellement perturbée si bien
que les simulations ZDES avec ∆vol ou ∆ω donnent sensiblement le même résultat. Comme
dans la simulation RANS/SARC, le jet contrôlé est déformé et sa structure interne est mo-
difiée. Toutefois, les simulations ZDES sont quantitativement en bon accord avec l’expérience
non seulement dans le champ proche mais aussi dans le champ plus lointain. Les deux ZDES du
jet contrôlé anticipent légèrement la fin du cône potentiel mais leur estimation reste proche de
la valeur X/D ≈ 2.4 mesurée.

Comme les champs aérodynamiques obtenus par les simulations RANS-SARC et ZDES(∆ω)
se sont corrélés de manière satisfaisante avec les mesures du champ moyen effectuées sur la
maquette MARCO, ils ont été pris comme données de référence pour entreprendre l’analyse
physique du mélange.

Résultats de l’analyse physique :

Etant donné qu’il est impossible de comprendre d’emblée tous les mécanismes physiques
ayant lieu dans un écoulement aussi complexe qu’un jet sonique sous-détendu contrôlé par des
injections radiales, notre démarche a été de nous appuyer sur le fait que tout modèle de simula-
tion est par définition incomplet pour isoler des mécanismes physiques et dégager ceux qui ont
un effet prépondérant sur le phénomène étudié.

Dans le processus de mélange qui nous a intéressés, les acteurs principaux sont les tourbillons.
Ceux-ci génèrent entre eux du cisaillement qui étire les surfaces d’échange et diminue l’épaisseur
des couches de fluides hétérogènes. Ce mélange que nous avons qualifié de “macroscopique” fa-
vorise le mélange à l’échelle moléculaire pour finalement conduire à l’homogénéisation du fluide.
Concrètement, les structures tourbillonnaires sont des régions localisées de fluide en rotation.
Elles peuvent faire partie intégrante d’un champ turbulent moyen stationnaire ou instationnaire
et sont aussi les éléments essentiels de tout mouvement turbulent fluctuant.

Lorsqu’un jet sonique sous-détendu est soumis à des injections radiales, la surface externe
du jet est déformée sous l’action des tourbillons longitudinaux générés par les jets transverses et
la structure des chocs internes change. Contrairement aux tourbillons longitudinaux du champ
moyen, la structure des chocs propre au jet contrôlé n’a jamais été étudiée dans la littérature.
Pourtant, l’interaction des chocs peut donner naissance à des couches de cisaillement qui sont au-
tant de zones potentielles d’augmentation du mélange turbulent. L’analyse a donc été organisée
en trois parties : tout d’abord, on s’est intéressé à la particularité des jets supersoniques, à savoir
leurs chocs internes, ensuite, on a abordé le mélange stationnaire actionné par les tourbillons lon-
gitudinaux du champ moyen pour finir sur l’étude des mécanismes proprement instationnaires.
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L’analyse de la structure compressible moyenne dans la région initiale du jet s’est appuyée
sur les résultats des calculs RANS/SARC. En raison de la complexité de la formation des chocs
dans les jets, l’analyse a été conduite progressivement en commençant dans les jets plans sans
contrôle. L’apparition des chocs dans un écoulement continu ne peut être comprise que par une
description précise du comportement des ondes isentropiques. Ceci a été fait grâce à la théorie
des caractéristiques qui, en écoulement plan, permet de tirer des conclusions générales sur l’orga-
nisation des ondes de Mach et leur manière de focaliser pour former des chocs obliques. Une fois
formés, les chocs obliques peuvent se réfléchir suivant différentes topologies sur l’axe de symétrie
du jet et déterminent ainsi la structure des chocs internes. Les différentes structures de chocs que
l’on peut rencontrer dans un jet supersonique plan en fonction de son taux de détente ont été
compilées dans ce mémoire. Les règles qui, à partir du nombre de Mach amont et de l’angle du
choc par rapport à l’axe, donnent les topologies d’écoulement possibles, sont locales aux lignes
de courant et sont donc applicables en écoulement tridimensionnel. Par contre, le comportement
des ondes à l’origine des chocs obliques est fortement influencé par le caractère tridimension-
nel. Malheureusement, dès que l’écoulement n’est plus plan, aucune conclusion théorique ne
peut être dégagée indépendamment de la géométrie. Dans le cas particulier des écoulements
axisymétriques, l’effet de la confluence du fluide vers l’axe de symétrie a été mis en évidence
à travers quelques exemples : dans les jets, il favorise essentiellement la focalisation des ondes
convergeant vers l’axe ainsi que le raidissement des chocs convergents et provoque un resserre-
ment des trains d’ondes de compression/détente. Par ailleurs, il est démontré analytiquement
et numériquement que l’écoulement extérieur a une influence considérable sur l’organisation des
ondes internes, il peut favoriser leur focalisation et affecte la structure des chocs internes. Enfin,
la diffusion visqueuse provoque directement l’amortissement des ondes de pression et indirecte-
ment la réduction de leur pseudo-longueur d’onde via son action sur le champ moyen. Pour les
jets soniques faiblement sous-détendus comme le jet de référence à NPR=3.1 de la configuration
MARCO, il apparâıt une topologie particulière que nous avons baptisé “choc en lentille”. La
visualisation des ondes de Mach en amont montre que cette structure se distingue du disque
de Mach classique. Bien que les effets de l’écoulement extérieur et de la viscosité n’aient pas
pu être annulés dans cette étude, son apparition est attribuée au caractère à la fois sonique et
faiblement sous-détendu du jet.

Afin de comprendre l’action des injections sur la structure des chocs internes, la théorie des
caractéristiques plane a été étendue aux écoulements tridimensionnels comportant des plans de
symétrie. Il a ainsi été montré que dans les plans de symétrie, la convergence des ondes se propa-
geant dans un jet depuis la surface de cisaillement vers l’axe peut être provoquée non seulement
par la réflexion d’un faisceau d’ondes divergentes et/ou un gradient de pression extérieure positif
mais aussi par la divergence du fluide par rapport au plan ou en d’autres termes par du débit de
masse sortant du plan de symétrie. Dans le cas du jet contrôlé par 4 injecteurs sur les 8, ceci est
appliqué aux plans des injecteurs actifs et aux plans des injecteurs inactifs et permet d’identifier
les facteurs de formation des chocs. Les chocs obliques ainsi formés se réfléchissent sur l’axe en
faisant apparâıtre une structure semblable à un disque de Mach. Par rapport au choc en len-
tille du jet de référence, cette nouvelle topologie produit donc plus de cisaillement au niveau du
contour joignant les points triples. Toutefois, l’observation du champ de viscosité turbulente, qui,
bien que constituant une modélisation de la turbulence, est corrélée au cisaillement du champ
moyen, montre que le cisaillement généré en aval des points triples est négligeable devant celui
de la couche de mélange externe et ne peut alimenter de manière significative une hypothétique
couche de mélange turbulente interne. L’hypothèse de “mélangeur à choc” stationnaire est donc
invalidée pour les jets faiblement sous-détendus. Comme l’avaient supposé les études antérieures,
l’activation du mélange dans un jet supersonique perturbé en azimut par des obstacles fluides
ou solides est donc bien exclusivement provoquée par des mécanismes tourbillonnaires.
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Du point de vue stationnaire, chaque jet secondaire initialement transverse à l’écoulement
primaire produit en se courbant une paire de tourbillons longitudinaux contrarotatifs dans le
champ moyen. Ces tourbillons sont responsables de la déformation du jet et de la modification
de la structure des chocs internes par la vitesse qu’ils induisent dans tout l’espace. L’analyse
des mécanismes de brassage stationnaires a été réalisée à l’aide des calculs RANS/SARC. En
effet, bien qu’ils ne soient pas capables de prévoir la longueur du cône potentiel, les calculs
RANS donnent des premières tendances concernant les effets moyens du contrôle. On constate
tout d’abord que les tourbillons longitudinaux sont situés à la périphérie du jet, en dehors de
la région supersonique. Ceci prouve qu’il ne peut y avoir d’interaction directe des tourbillons
longitudinaux avec les chocs internes du jet dans l’écoulement moyen. Loin de la zone d’in-
jection, i.e. pour X/D ≥ 1, les variations transverses de l’écoulement dominent les variations
longitudinales. En appliquant les hypothèses des corps élancés, l’évolution axiale des tourbillons
stationnaires peut être décrite comme l’évolution d’un écoulement transverse bidimensionnel et
incompressible. Dans les plans transverses, la distribution de vorticité axiale a été caractérisée
par des moments de vorticité. En particulier, l’équation de transport du moment d’ordre 1
généralisant celle écrite par Saffman [216] décrit formellement le mouvement des centres de vor-
ticité : chaque tourbillon longitudinal se déplace principalement sous l’action non-visqueuse des
vitesses induites, tout d’abord selon un mouvement de pénétration vers le centre du jet le long
du plan d’injection, puis diverge vers l’extérieur le long du plan de symétrie situé entre son plan
d’injection et le plan d’injection adjacent. En raison de la périodicité azimutale des injecteurs, la
transition entre le mouvement de pénétration et le mouvement de divergence se produit approxi-
mativement lorsque les tourbillons sont équi-répartis sur un cercle centré au milieu du jet. Ce
mouvement de pénétration/divergence des tourbillons s’ajoute à la déformation du jet provoquée
par les vitesses induites pour actionner un mécanisme stationnaire de brassage macroscopique
à l’échelle du diamètre du jet : le fluide extérieur est aspiré vers l’intérieur du jet tandis que le
jet est étiré vers l’extérieur.

Afin de mieux comprendre ces mécanismes stationnaires et de mieux les exploiter, une étude
paramétrique a été effectuée. Pour pouvoir quantifier le mélange obtenu dans les différentes confi-
gurations de contrôle, la notion de mélange a été discutée. En particulier, il ressort que la seule
manière de quantifier rigoureusement le mélange de plusieurs fluides est d’employer un invariant
du mouvement du fluide parfait. La température totale est ainsi une grandeur appropriée pour
caractériser le mélange. Toutefois, la température génératrice étant ici constante entre le jet et
les écoulements périphériques, elle ne permet pas de les différencier. La pression totale peut, elle
aussi, être constante dans un écoulement de fluide parfait à condition que celui-ci ne comporte
pas de choc. Comme le taux de détente du jet étudié ici est relativement bas, les chocs y sont
faibles ce qui permet de négliger les pertes de pression totale non-visqueuses vis-à-vis de celles
d’origine visqueuse. L’emploi de la pression totale pour caractériser le mélange doit néanmoins
être considéré avec précaution. En effet, la pression totale varie non seulement sous l’effet de la
diffusion de l’énergie cinétique par le biais de la viscosité mais aussi sous l’effet de sa dissipa-
tion. Lorsque l’analyse du mélange est réalisée à partir de calculs numériques, la simulation du
transport d’un ou de plusieurs scalaires passifs est la manière la plus propre de caractériser le
mélange et est à préconiser. Ceci n’a pas pu être fait dans le cadre de ce travail. Des critères
d’estimation du mélange basés sur la pression totale ont finalement été proposés et utilisés dans
l’étude paramétrique. Celle-ci a permis de dégager des indications pour concevoir un dispositif
mélangeur efficace.
Tout d’abord, les conditions de sortie de l’écoulement injecté doivent être ajustées de manière
à maximiser, à débit fixé, l’effet de la “force d’injection” sur l’écoulement primaire. Dans cette
étude, la “force d’injection” a été contrôlée par l’intermédiaire du rapport des pressions totales
SPR = pi3/pi1, mais nous avons noté que cette caractérisation n’était pas suffisante. En effet, la
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force exercée initialement par l’injecteur se traduit en aval par l’impulsion de la paire de tour-
billons longitudinaux. Ce transfert s’effectue progressivement dans la zone proche de l’injection
très tridimensionnelle quand le jet secondaire se courbe. Toutefois, comme le jet secondaire est
supersonique, des chocs se forment à l’intérieur et y introduisent une perte de pression totale qui
diminue l’impulsion finale des tourbillons. Aussi, la dynalpie initiale du jet secondaire correspond
à la “force de l’injection” initiale mais n’est pas suffisante pour représenter son effet global. Au
niveau géométrique, chaque injection doit déboucher d’un orifice allongé préférentiellement dans
le sens de l’écoulement afin de pénétrer plus profondément au coeur du jet. Dans le même but, le
nombre d’injections doit être limité à 4 pour retarder la transition de la phase de pénétration à
la phase de divergence. Plus longtemps les tourbillons longitudinaux restent au coeur du jet, plus
les vitesses induites y sont rapides pour activer le brassage stationnaire. Enfin, nous avons vu
qu’il est important de favoriser une dynalpie d’injection forte tout en limitant le débit prélevé
sur le moteur. Dans cette optique, il a été proposé d’employer des injections de fluide chaud
plutôt que froid. On rappelle que les injections sont sensées refroidir globalement le jet chaud
en augmentant son mélange avec l’air froid extérieur et non en apportant du flux froid puisque
leur débit doit être petit relativement au débit primaire. L’estimation du mélange basée sur la
pression génératrice à partir des calculs RANS montre que le contrôle par injections chaudes a
bien un effet positif. Néanmoins, l’effet sur le champ de température n’est pas très convaincant et
nécessite des simulations plus précises des transferts thermiques turbulents pour pouvoir statuer.

L’analyse des calculs RANS a permis d’écarter provisoirement les phénomènes instationnaires
pour se focaliser sur les mécanismes de l’écoulement moyen. Pour finir, les phénomènes instation-
naires ont été pris en compte en exploitant les calculs ZDES. Le jet de référence ainsi que deux
cas contrôlés ont été reproduits par cette approche : un cas d’“injection faible” à SPR=1.4 et
un cas d’“injection forte” à SPR=2.8. Comme dans les simulations RANS, le champ moyen des
deux jets contrôlés est déformé sous l’action des tourbillons longitudinaux formés en aval des in-
jections. Les simulations ZDES montrent en plus qu’il existe deux régimes de pénétration des jets
secondaires dans le jet primaire : un régime de pénétration quasi-stationnaire pour les injections
fortes et un régime de pénétration intermittent semblable à celui observé expérimentalement
par Collin et al. [48] pour les injections faibles. Cette pénétration intermittente est caractérisée
par une amplitude de battement radial de l’ordre de plusieurs épaisseurs de jet secondaire et
une fréquence élevée de f = 22kHz ou f/(D/a∗) ≈ 0.3. Par ailleurs, un calcul URANS ayant
la même résolution temporelle que la ZDES reproduit le battement avec la même fréquence et
montre ainsi que l’existence du phénomène est décorrélée des fluctuations turbulentes.

La simulation des grandes échelles a de plus permis de mesurer précisément l’intensité et
l’étalement du mélange turbulent. L’énergie cinétique turbulente locale atteint son niveau maxi-
mal dans le jet contrôlé par les injections faibles au niveau de la zone d’interaction où elle est
principalement dopée par les fluctuations radiales. Cependant, on constate que l’accroissement
du mélange provoqué par le battement des jets secondaires reste très localisé, comme l’avaient
remarqué Collin et al. . Au contraire, le mélange turbulent provoqué par les tourbillons lon-
gitudinaux devient pleinement actif lorsque ces derniers ont fini leur formation, aux environs
de X/D = 1, et s’étend sur un plus large volume. Globalement, on constate que le mélange
actionné par les tourbillons longitudinaux domine le mélange local provoqué par la pénétration
intermittente, quand elle a lieu. Or la capacité de mélange du premier mécanisme est directe-
ment liée à la force exercée par les injections secondaires sur le jet primaire, c’est pourquoi le
contrôle par “injections fortes” est probablement la meilleure stratégie pour accrôıtre le mélange.
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L’analyse du mélange actionné par les tourbillons longitudinaux a été poursuivie sur les
résultats du jet contrôlé à SPR=2.8. Les simulations instationnaires révèlent que le processus de
mélange n’est pas limité au brassage stationnaire mis en évidence sur les simulations RANS mais
fait intervenir un processus de dégénérescence rapide des tourbillons longitudinaux. Compara-
tivement aux résultats RANS/SARC, les tourbillons longitudinaux du jet contrôlé persistent
beaucoup moins longtemps dans le champ ZDES.
Afin d’estimer l’effet d’une plus grande diffusion turbulente modélisée, des calculs RANS ont
été réalisés avec le modèle de Spalart-Allmaras original (SA). A première vue, les résultats
RANS/SA sont très proches de ceux de la ZDES et laissent supposer que la diffusion turbulente
modélisée en RANS est mieux représentée dans les calculs SA que dans les calculs SARC. De
plus, la longueur du cône potentiel du jet contrôlé par 4 injecteurs est mieux estimée avec le
modèle SA. Cependant, plusieurs éléments prouvent que la diffusion plus forte du modèle SA
n’est pas justifiée du point de vue physique.
Tout d’abord, comme nous l’avons vu précédemment, lorsque la viscosité est augmentée dans
un jet axisymétrique sous-détendu, la longueur du cône potentiel diminue et les ondes de
compression-détente sont plus vite amorties. C’est bien ce que l’on observe en passant du champ
RANS/SARC au champ RANS/SA. Par contre, on constate une tendance opposée en passant du
champ RANS/SARC au champ ZDES : la longueur du cône potentiel diminue mais les ondes de
compression-détente conservent leur amplitude plus longtemps. Ce résultat permet de dire que
la modélisation RANS avec l’hypothèse de viscosité turbulente est insuffisante pour reproduire
l’interaction du champ turbulent et des ondes supersoniques.
D’autre part, les travaux antérieurs sur la simulation des tourbillons isolés à l’aide du modèle SA
ont montré que la viscosité turbulente modélisée doit y être atténuée. Le faible niveau de turbu-
lence au centre des tourbillons a de plus été justifié par des travaux théoriques antérieurs. Ces
résultats permettent de dire que l’accroissement de la viscosité turbulente dans la modélisation
RANS/SA par rapport au RANS/SARC n’a pas de fondement physique et ne permet de retrou-
ver le champ lointain du jet que par un artefact numérique.
L’évolution de la circulation de chacun des tourbillons longitudinaux est pilotée par un terme
turbulent représentant les transferts de vorticité entre le tourbillon considéré et ceux qui l’en-
tourent. Ce terme a été exprimé d’une part à l’aide de la viscosité turbulente des calculs RANS
et d’autre part à l’aide des tensions turbulentes accessibles par traitement statistique des calculs
ZDES. On a alors constaté que la valeur du terme turbulent issu du calcul ZDES dépasse large-
ment celles déduites des calculs RANS, SARC ou SA, ce qui est cohérent avec la dégénérescence
rapide des tourbillons observée en ZDES.
Comme la turbulence est faible au coeur des tourbillons isolés, on suppose que le fort accrois-
sement des fluctuations turbulentes provient d’un mécanisme de déstabilisation coopératif de
l’ensemble des tourbillons longitudinaux. De plus, ces derniers étant plongés dans une couche
de cisaillement, on ne peut pas a priori négliger l’interaction de cette vorticité axiale avec le
cisaillement et la vorticité de la couche de mélange du jet.

En résumé, l’étude du mélange d’un jet sonique faiblement sous-détendu soumis à des injec-
tions radiales a montré que :
- les chocs internes ne sont pas suffisamment puissants pour provoquer un mélange significatif à
l’intérieur du jet ;
- le mécanisme de mélange prépondérant est actionné par les tourbillons longitudinaux générés
en aval des injections radiales ;
- pour les injections fortes, les injections pénètrent de manière quasi-stationnaire dans le jet
primaire ;
- pour les injections faibles, la pénétration est intermittente et provoque un mélange très localisé,
négligeable par rapport au mélange causé par les tourbillons longitudinaux ;
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- la puissance de mélange est directement corrélée à l’impulsion des paires de tourbillons contra-
rotatifs qui dépend elle-même de la force des injections ;
- les tourbillons longitudinaux produisent un brassage stationnaire et un mélange turbulent ;
- le brassage stationnaire est principalement actionné par le mouvement de pénétration-divergence
des tourbillons longitudinaux et la vitesse radiale qu’ils induisent vers l’intérieur et l’extérieur
du jet ;
- le brassage stationnaire est quasiment interrompu par la rapide dégénérescence des tourbillons
longitudinaux, si bien que l’on n’observe principalement que la phase de pénétration ;
- le mélange turbulent est le plus puissant, il est alimenté par le transfert d’énergie cinétique du
mouvement moyen des tourbillons longitudinaux vers le champ fluctuant lors du processus de
dégénérescence.
- le processus de dégénérescence est supposé provenir d’un mécanisme de déstabilisation coopératif
de l’ensemble du système tourbillonnaire.

Perspectives pour la simulation numérique de configurations appliquées :

Les calculs mis au point dans cette étude prouvent que la DES zonale munie de la longueur
caractéristique de maille ∆ω est aujourd’hui capable de prévoir l’écoulement d’un jet propulsif
sans et avec contrôle par injections radiales. Toutefois, dans la philosophie originale de la DES
introduite par Spalart, l’objectif était de limiter au maximum l’intervention de l’utilisateur en
accordant au modèle le contrôle de la commutation du mode RANS au mode LES et inverse-
ment. Les problèmes de “transversely induced MSD” dont souffrait la DES97 ont été résolus
grâce à l’introduction d’une fonction de retard dans la DDES. A l’origine, la DDES a été basée
sur ∆max ce qui, comme nous l’avons montré, l’empêche de traiter des écoulements cisaillés libres
dans des configurations appliquées, à moins d’utiliser un raffinement excessif du maillage.
Maintenant, il serait intéressant d’employer conjointement une fonction de retard semblable à
celle de la DDES avec la nouvelle longueur caractéristique ∆ω. Cette stratégie n’affecterait pas
le calcul de la couche limite car, bien que ∆ω soit toujours plus petit que ∆max, la fonction de
retard empêcherait la commutation RANS/LES au sein de la couche limite. En revanche, elle
pourrait résoudre le problème de “longitudinally induced MSD”. Le modèle DDES(∆ω) pourrait
alors être utilisé en production, i.e. sans procédure empirique, pour traiter des configurations de
jet propulsif et rejoindrait ainsi la philosophie originale de la DES. Cependant, des calculs DDES
récents [232] réalisés avec ∆vol révèlent que la fonction de retard actuellement implémentée dans
la DDES n’est pas suffisamment robuste pour repousser la limite de la zone RANS lorsque la
taille caractéristique de maille est diminuée et devrait donc être modifiée.

Par ailleurs, afin d’affiner la simulation du jet propulsif, il serait intéressant de pouvoir calcu-
ler explicitement les parties finales des couches limites attachées. Dans cette étude, l’intégralité
des couches limites était traitée par un modèle RANS. De cette manière, l’effet de la distribu-
tion de quantité de mouvement moyenne des couches cisaillées impactant la surface du jet était
simulé et nous avons vu qu’il n’est pas négligeable. L’épaisseur de la couche limite extérieure
permet de penser que les structures turbulentes qu’elle contient pourraient avoir une influence
sur la couche de mélange du jet. Cependant, dans la configuration MARCO, il est probable
que l’écoulement de ventilation et l’écoulement de culot soient les principaux responsables de
la déstabilisation de la couche de mélange initiale du jet. Dans une configuration plus lisse de
type “avion civil”, les fluctuations lâchées par les couches limites sur la couche de mélange du
jet pourraient jouer un rôle excitateur déterminant et devraient dans ce cas être explicitement
introduites dans la simulation.
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Perspectives pour l’analyse physique :

Un jet supersonique perturbé par des injections transverses faisant intervenir des phénomènes
compressibles et tourbillonnaires, son étude a naturellement soulevé un grand nombre de ques-
tions fondamentales.

Tout d’abord, le comportement des ondes isentropiques se propageant à l’intérieur des jets
supersoniques non-adaptés n’est toujours pas complètement compris, même dans les jets cano-
niques axisymétriques. Le grand écueil à éviter est d’appliquer des raisonnements valables uni-
quement en écoulement plan. La théorie des caractéristiques étendue ici aux plans de symétrie
donne des indications sur la manière dont le débit hors-plan peut influencer la réflexion des ondes
sur la ligne de glissement du jet. Ainsi, pour chercher les facteurs d’apparition d’un choc d’inter-
ception nécessairement issu d’un faisceau d’ondes convergentes, nous avons identifié les facteurs
qui font converger les faisceaux d’ondes réfléchis à la surface du jet. Cependant, contrairement
aux écoulements plans, la convergence des faisceaux d’ondes n’est pas fixée à leur lieu d’origine
et peut évoluer au cours de leur propagation sous l’effet du débit hors-plan. Afin de comprendre
entièrement le comportement des écoulements supersoniques dans les plans de symétrie, il reste
donc à exprimer l’équation d’évolution du taux de convergence des ondes de Mach. Par ailleurs,
on a prouvé qu’un écoulement extérieur peut provoquer la focalisation des ondes dans un jet
franchement supersonique légèrement sous-détendu. Pour confirmer que l’origine de la lentille de
choc est bien de nature purement transsonique, il serait intéressant d’éliminer numériquement
les effets de l’écoulement extérieur et ceux de la viscosité.
Comme nous l’avons montré, la modification de la structure des chocs n’a pas d’influence sur le
mélange interne du jet. Toutefois, mieux mâıtriser la structure des chocs internes peut permettre
de diminuer directement la signature infrarouge en réduisant les points chauds directement à
l’intérieur du jet. En effet, il a été mis en évidence sur un jet axisymétrique comportant ini-
tialement un disque de Mach, qu’une modification de la forme finale de la tuyère peut limiter
l’expansion du choc fort et de la région à haute température statique située en aval.

Concernant l’augmentation du mélange provoquée par des injections radiales continues, deux
axes de recherche devraient être approfondis afin d’en améliorer l’efficacité et pourraient être
menés en parallèle. Tout d’abord, notre compréhension du jet isolé dans un écoulement transverse
doit être approfondie. Ce problème d’apparence simple est en fait très complexe puisqu’il repose
entièrement sur la dynamique tridimensionnelle de la vorticité dans un écoulement libre. Cette
dynamique possède en plus des comportements différents suivant le régime de fonctionnement
du jet. Consécutivement à l’impulsion introduite par l’injection dans l’écoulement transverse,
il apparâıt en aval un couple de tourbillons contrarotatifs. Il est crucial pour l’optimisation du
mélangeur de pouvoir corréler les conditions de l’injection (variables d’état et géométrie) aux
caractéristiques des tourbillons longitudinaux, i.e. essentiellement leurs positions, leur(s) circu-
lation(s) et leur impulsion. Une des questions à résoudre est de savoir quelles sont les grandeurs
représentatives de la force exercée par le jet secondaire sur l’écoulement transverse sachant qu’un
choc interne se forme dans sa portion la plus courbée. Autrement dit, il s’agit de préciser quan-
titativement ce que nous avons appelé la “force d’injection”.
Les caractéristiques des tourbillons longitudinaux à l’issue de leur formation constituent les
données d’entrée du second axe de recherche à savoir comment évolue un système de plusieurs
paires de tourbillons contrarotatifs placés longitudinalement à la périphérie d’un jet. En écartant
momentanément l’interaction avec la vorticité et le cisaillement de la couche de mélange qu’il
conviendrait de traiter par la suite, un premier problème serait d’évaluer si la coopération des
tourbillons longitudinaux seuls peut engendrer une déstabilisation rapide du système semblable
à la dégénérescence brutale des tourbillons longitudinaux observée dans les calculs ZDES. Ce
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problème de stabilité présente la particularité d’avoir un écoulement de base non stationnaire
quel que soit le repère adopté. L’approche des perturbations optimales appliquée par Fabre [82]
aux sillages d’avion pourrait fournir des éléments de réponse. Néanmoins, le fait que le rayon
de dispersion des tourbillons ne soit pas négligeable par rapport à leurs écartements nécessite
l’emploi d’une autre méthode. Ensuite, il serait utile d’estimer l’influence de la couche de cisaille-
ment sur l’évolution de ce système tourbillonnaire. En effet, la stratégie de contrôle basée sur
des tourbillons longitudinaux semble très robuste vis-à-vis des conditions de vol. A la différence
des autres stratégies s’appuyant sur la déstabilisation de la couche de mélange ou du jet, on peut
supposer qu’elle est moins sensible aux différences de vitesse du jet et de l’écoulement extérieur.
Du point de vue global, le mélange par les tourbillons longitudinaux peut être scindé en un
brassage stationnaire et un mélange turbulent dû au transfert de l’énergie cinétique du mouve-
ment moyen vers le mouvement fluctuant. L’optimisation des injections radiales consiste donc
probablement à ajuster le niveau de stabilité du système tourbillonnaire afin que celui-ci pénètre
suffisamment dans le jet primaire et explose au meilleur moment pour favoriser le mélange. Enfin,
le mélange et la pénétration des jets secondaires dans la région initiale, complètement tridimen-
sionnelle, ont été occultés durant cette analyse et méritent pourtant une sérieuse investigation.

Enfin, l’application du dispositif mélangeur sur un aéronef requiert que l’on estime ses “effets
secondaires”. Au niveau de la propulsion, tous les calculs réalisés dans ce travail s’accordent sur
le fait que toute augmentation du mélange se traduit dans la même mesure par une perte de
poussée. Par exemple, le calcul ZDES du jet de la configuration MARCO contrôlé par 4 injec-
teurs prévoit une perte de poussée d’environ 7%. Il serait, en outre, intéressant d’évaluer les
effets du contrôle sur le champ acoustique rayonné par le jet.

Pour finir sur une note plus générale, cette étude avait pour ambition de comprendre les
mécanismes fondamentaux qui régissent l’écoulement autour d’une configuration appliquée. La
grande difficulté de ce genre d’étude est d’identifier parmi l’ensemble des mécanismes phy-
siques présents ceux qui sont essentiels au phénomène étudié puis de les isoler afin de mieux
les comprendre. La simulation numérique est pour cela un formidable outil d’investigation. En
complément à l’expérience qui permet d’ausculter l’écoulement réel, la simulation numérique
permet d’observer le comportement de modèles théoriques et de vérifier qu’il est conforme au
phénomène considéré. Les équations fondamentales de la dynamique des fluides classiques in-
carnées par les équations de Navier-Stokes sont aujourd’hui bien établies avec leurs hypothèses
de validité. Les problèmes de modélisation (URANS, LES) concernent la représentation globale
de cette dynamique à une certaine échelle de temps ou d’espace. Ils peuvent en outre avoir pour
objectifs de minimiser les mécanismes que peut reproduire un modèle afin de se cantonner aux
mécanismes essentiels à la représentation d’un phénomène particulier. Le nombre de mécanismes
explicitement résolus dans les simulations peut être multiplié grâce à l’augmentation de la puis-
sance de calcul. Toutefois, ces écoulements numériques se rapprochent des écoulements réels dans
toute leur complexité. Les simulations plus “complètes” nécessitent en amont un ensemble de
plus en plus volumineux de données de plus en plus fines, ce qui renforce leur complémentarité
avec les méthodes expérimentales. En aval, l’analyse de leurs résultats demande des outils de
post-traitement capables de quantifier la grande quantité des informations disponibles et de les
présenter de manière synthétique. Les modèles approchés ont donc non seulement une utilité
industrielle grâce à leur rapidité de restitution des résultats numériques, mais ils sont en plus
indispensables à une vraie compréhension des écoulements.
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Annexe A

Evolution de la pression totale dans
un turboréacteur

L’objet de cette section est d’expliquer comment évolue la pression génératrice à travers le
turboréacteur d’un avion pour donner les conditions initiales du jet propulsif. En particulier, elle
permet de comprendre pourquoi la pression totale du jet est augmentée lorsqu’on met les gaz
alors que la combustion est plus forte. Intéressé par le principe, nous considérons un réacteur
simple flux monocorps sans réchauffe dans lequel le compresseur et la turbine fonctionnent sans
perte, et on négligera le débit de carburant dans le débit total. De plus, on suppose que le
rapport des capacités calorifiques est constant. En reprenant la nomenclature des motoristes
(figure A.1), les équations gouvernant les conditions génératrices (Ti, pi) sont :

– Génération des conditions génératrices par avancement :

Ti0 = T0

(
1 + γ−1

2 M2
0

)
; pi0 = p0

(
1 + γ−1

2 M2
0

) γ
γ−1

– Pertes par chocs et pertes de charges entre l’infini amont et l’entrée compresseur, en passant
par l’entrée d’air : Ti2 ' Ti0 ; pi2 = ηpi0, η < 1.

– Travail fourni W > 0 par le compresseur au fluide : Ti3 = Ti2 +W/cp ; pi3pi2 = Π =
(
Ti3
Ti2

) γ
γ−1

– Apport de chaleur Q > 0 par combustion : Ti4 = Ti3 +Q/cp ; dpi
pi = −γM2

2
dTi
Ti

– Travail cédé (−W ) < 0 par le fluide à la turbine : Ti5 = Ti4 −W/cp ; pi5
pi4

=
(
Ti5
Ti4

) γ
γ−1

– Détente isentropique jusqu’au col de la tuyère : Ti8 = Ti5 ; pi8 = pi5

En choisissant de tout paramétrer en fonction des grandeurs caractéristiques du vol et du régime
moteur, à savoir :

– le rendement de captation ε ;
– le rapport de pression (Overall Pressure Ratio) Π du compresseur ;
– le rapport des températures entrée compresseur / entrée turbine Ti4/Ti2 qui caractérise (à

Π près) l’apport de chaleur Q

on obtient :

pi5
pi4

=

[
1−

(
Ti4
Ti2

)−1 (
Π
γ−1
γ − 1

)] γ
γ−1

(A.1)

S’il n’y avait pas de combustion, on aurait Ti4 = Ti3 soit Ti4
Ti2

= Ti3
Ti2

= Π
γ−1
γ donc pi5

pi4
= Π−1. Le

fait d’apporter de la chaleur entre le compresseur et la turbine fait baisser la pression génératrice
(environ de 5%) mais permet à la turbine de fournir au compresseur la totalité du travail dont
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Fig. A.1 – Ecorché du Snecma M-53 et nomenclature simplifiée.

il a besoin pour comprimer l’air d’un rapport Π sans consommer tout cet apport de pression
totale : Ti4 > Ti3 ⇒ pi5/pi4 > Π−1.

Pour résumer et donner quelques ordres de grandeur, le niveau de pression génératrice en entrée
de tuyère pij = pi5 obtenu à partir de la pression statique de l’atmosphère p0 (donc la fabrication
du NPR) s’explique par les gains et pertes suivants :

– Vol d’avancement : à M0 = 0.8, pi0/p0 ' 1.52 et à M0 = 1.4, pi0/p0 ' 3.18
– Captation : à M0 = 0.8, pi2 ' pi0 et à M0 = 1.4, pi2/pi0 ' 0.98
– Compresseur : pi3/pi2 = Π ' 25
– Combustion : pi4/pi3 ' 0.95
– Turbine : pi5/pi4 ' 0.21 ' 4.76−1 > Π−1 pour Ti4/Ti2 = 1500K/290K ' 5

Ce qui fait un total de pi5/p0 ' 7.6. Ce rapport est plus élevé qu’en pratique car nous n’avons
pas pris en compte, entre autres, les pertes dans le compresseur et la turbine dont les rendements
sont approximativement de 85% (un peu plus pour le compresseur que pour la turbine). On voit
par ces ordres de grandeur que le NPR dépend essentiellement de 2 paramètres : l’avancement
de l’avion (énergie cinétique) caractérisé par le nombre de Mach de vol M0 et le régime moteur
(énergie apportée par turbine = travail net compresseur-turbine + énergie thermique) caractérisé
par Ti4/Ti2. Si on augmente la vitesse d’avancement à M0 = 1.4, pi0/p0 ' 3.18 > 1.52. Si on
réduit les gaz à Ti4/Ti2 = 900K/290K ' 3, pi5/pi4 ' 0.09 ' 11.14−1 < 4.76−1. On peut aussi
noter que les avions équipés de turboréacteurs volent couramment à M0 = 0.8, qui provoque déjà
une augmentation de pi0 à 1.5 ∗ p0 à laquelle il faut ajouter la croissance de pression génératrice
due au système {turbine à gaz}={compresseur, chambre de combustion, turbine}, ce qui montre
que généralement le NPR dépasse la valeur critique 1.893, qui signifie que la tuyère est amorcée.
Pour les réacteur à double flux, le NPR du flux secondaire est plus fort que celui du flux primaire
car le secondaire est uniquement comprimé par la soufflante et les étages basse pression dont
l’énergie est prélevée sur le primaire par des étages de la turbine basse pression.



Annexe B

Méthode Numérique

Les principales caractéristiques du code FLU3M utilisé lors de cette étude sont ici résumées
ainsi que l’implémentation de la condition de débit entrant.

B.1 Méthode des volumes finis

Soit Ω un volume arbitraire de frontière S et de normale −→n . La discrétisation des lois de
conservation sous forme intégrale assure la conservation des grandeurs de base (masse, quantité
de mouvement et énergie). L’intégration du système des lois de conservation (1.38) sur le volume
Ω conduit, après utilisation du théorème d’Ostrogradski, à :∫∫∫

Ω

∂
−→
W

∂t
dΩ +

∫∫
S
(−→F p −

−→
F d
p)npdS = −→0 (B.1)

−→n = np−→xp étant la normale sortante à S. Le domaine de calcul est maintenant discrétisé en un
ensemble structuré de cellules hexaédriques de volume Ωijk repérées par les indices (i, j, k). On
note respectivement −→F ijk,l et −→F d

ijk,l les flux d’Euler et les flux diffusifs agissant sur la cellule
(i, j, k) par la face l d’aire Al (l = 1...6). L’équation (B.1) s’écrit alors sous forme discrétisée :

∂

∂t
(Ωijk

−→
W ijk) +

6∑
l=1

(−→F ijk,l −
−→
F d
ijk,l)Al = 0 (B.2)

On convient à présent d’inclure le produit avec l’aire Al de la facette l dans la notation −→F ijk,l :
−→
F ijk,lAl 7→

−→
F ijk,l. Idem pour −→F d

ijk,l. Il reste donc à évaluer les flux d’Euler −→F ijk,l et les flux
diffusifs −→F d

ijk,l pour chaque interface l.

B.2 Discrétisation spatiale

B.2.1 Discrétisation des flux d’Euler

Les flux d’Euler sont traités suivant la méthode de Roe [213]. Celle-ci consiste à approcher
le problème de Riemann à l’interface l à partir des états à gauche et à droite de l’interface (les
sens étant fixés sur chaque ligne i,j ou k)1. Pour chaque interface l, le flux numérique de Roe
est défini par (on omet la notation de l’interface l) :

−→
F ROE(−→WL,

−→
WR) =

1
2

[−→
F (−→WL) +−→

F (−→WR)− |A(−→WLR)|
(−→
WL −−→WR

)]
(B.3)

1Par exemple, l’interface (i+ 1
2
) entre les cellules (i, j, k) et (i+ 1, j, k).

281
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avec A(−→W ) =
∂
−→
F

∂W
(B.4)

La différence des flux à l’interface satisfait la relation :

−→
F L −−→F R = A(−→WLR)

(−→
WL −−→WR

)
(B.5)

avec :

|A(−→W )| = P |∆|P−1

|∆| = diag(|λA|)
−→
WLR =

√
ρL
−→
WL+

√
ρR
−→
WR

√
ρL+

√
ρR

(B.6)

La matrice |∆| représente la matrice diagonale du module des valeurs propres λA de A et −→WLR

désigne la moyenne de Roe des états de part et d’autre de l’interface.

Le flux numérique de Roe peut conduire à des solutions non entropiques (choc de détente). Pour
obtenir la solution physique du problème, on utilise la correction de Harten [102] qui consiste
à remplacer le module des valeurs propres lorsqu’elles se rapprochent de zéro par une fonction
parabolique non nulle comme illustré sur la figure B.1.

Fig. B.1 – Tracé de la correction du module des valeurs propres par la fonction de Harten.

Le flux de Roe modifié s’exprime alors :

−→
F ROE(−→WL,

−→
WR) =

1
2

[−→
F L +−→

F R −Ψ(|A(−→WLR)|)
(−→
WR −−→WL

)]
(B.7)

où Ψ(|A|) = PΨ(|∆|)P−1 avec la fonction Ψ de Harten définie par :

Ψ(z) =

{
z2+σ2

2σ si |z| < σ
|z| sinon

(B.8)

La fonction Ψ s’applique aux valeurs propres de la matrice Jacobienne A tandis que σ désigne
le paramètre de correction entropique. Ce dernier est proportionnel à la vitesse maximale des
ondes :

σ = β(|u|+ |v|+ |w|+ a) (B.9)

où u,v,w sont les composantes de la vitesse et a la célérité du son.
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Avec cette formulation, le flux reste toujours dissipatif aux points où la vitesse caractéristique
s’annule. Cependant elle introduit un nouveau paramètre β qu’il faut ajuster. Cette dissipation
peut nuire à la précision des résultats notamment dans la couche limite dominée par les effets
visqueux. C’est pourquoi on introduit parfois une valeur non uniforme de ce paramètre. On
prend typiquement β = 10−4 dans la couche limite et β = 0.1 en dehors de la couche limite.

Le schéma décentré de Roe avec la correction de Harten est capable de capturer les discontinuités
présentes dans un écoulement supersonique sans créer d’oscillations au voisinage de celles-ci. Ce-
pendant ce schéma est d’ordre 1 en espace et son extension à l’ordre supérieur est indispensable.
La méthode MUSCL [253] (“Monotonic Upstream Schemes for Conservation Laws”) est utilisée
pour reconstruire les valeurs des variables primitives U de part et d’autre de l’interface. Par
exemple, la reconstruction des état à gauche et à droite de l’interface

(
i+ 1

2

)
s’écrit :

UL
i+ 1

2

= Ui +
[
1− κ

4
∆i− 1

2
+

1 + κ

4
∆i+ 1

2

]
(B.10)

UR
i+ 1

2

= Ui+1 −
[
1 + κ

4
∆i+ 1

2
+

1− κ

4
∆i+ 3

2

]
(B.11)

où ∆i+ 1
2

= Ui+1 − Ui (B.12)

Fig. B.2 – Reconstructions MUSCL d’ordre 1 et 2 [65].

Le choix du paramètre κ permet de piloter la précision du schéma. Ainsi, les valeurs κ =
−1; 1; 1/3 correspondent respectivement à un schéma décentré d’ordre 1, un schéma centré
d’ordre 2 et un schéma partiellement décentré d’ordre 3 (“third-order upwind biased”).

Toutefois, cette reconstruction peut facilement conduire à des oscillations (“spurious oscilla-
tions, wiggles”) lorsque l’écoulement présente de forts gradients. Pour éviter l’apparition de ces
oscillations, le schéma doit être à “variation totale décroissante” ou TVD (“Total Variation Di-
minishing” [102]). L’application de ce concept à la reconstruction MUSCL conduit à brider dans
(B.10,B.11) les différences de la forme ∆i+ 1

2
au moyen de limiteurs Γ :
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UL
i+ 1

2

= Ui +
[
1− κ

4
∆i− 1

2
+

1 + κ

4
∆i+ 1

2

]
(B.13)

UR
i+ 1

2

= Ui+1 −
[
1 + κ

4
∆i+ 1

2
+

1− κ

4
∆i+ 3

2

]
(B.14)

∆i+ 1
2

= Γ(∆i− 1
2
,∆i+ 1

2
) (B.15)

∆i+ 1
2

= Γ(∆i+ 1
2
,∆i+ 3

2
) (B.16)

Dans FLU3M, l’implémentation du limiteur Minmod est associé au schéma centré d’ordre 2
(κ = 1) ainsi qu’à un limiteur C(p) portant sur la pression :

UL
i+ 1

2

= Ui + 1
2C(p)minmod

(
∆i− 1

2
,∆i+ 1

2

)
(B.17)

UR
i+ 1

2

= Ui+1 − 1
2C(p)minmod

(
∆i+ 1

2
,∆i+ 3

2

)
(B.18)

C(p) = max
(
0,min

(
p

pmin
− 0.5, 1

))
(B.19)

minmod(a, b) = sign(a) max (0,min(|a|, sign(a)b) (B.20)

Les reconstructions à gauche UL et à droite UR sont représentées, figure B.3, en fonction res-

pectivement des rapports r =
∆
i+1

2
∆
i− 1

2

et r =
∆
i+3

2
∆
i+1

2

. L’allure de la fonction C(p) est aussi tracée

sur cette figure : elle ramène la formulation du schéma MUSCL au flux de Roe originel d’ordre 1
lorsque la pression devient trop faible (pmin = 10−6). On voit qu’en pratique l’ordre du schéma
se situe entre 2 (seulement si r = 1) et 1 (si p < pmin).

Fig. B.3 – Action du limiteur minmod et de la fonction C(p).

Le schéma de Roe a été étendu à l’ordre 3 (κ = 1/3 dans (B.10,B.11)) par Ph. Guillen qui l’a
doté de la fonction C(p), des fonctions d1(π) et d2(π) dépendant du senseur de Jameson π et du
limiteur de Koren K(a, b)2. Son implémentation est la suivante :

UL
i+ 1

2

= Ui + gi

[
1− κ

4
∆i− 1

2
+

1 + κ

4
∆i+ 1

2

]
(B.21)

2K(a, b) ne se situe pas entre le limiteur minmod et superbee car il est adapté au schéma d’ordre 3 et il n’a
rien à voir avec le limiteur de Koren TVD du second ordre défini dans [137].
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UR
i+ 1

2

= Ui+1 − gi+1

[
1 + κ

4
∆i+ 1

2
+

1− κ

4
∆i+ 3

2

]
(B.22)

gi = C(p)d2(π)
[
1− d1(π)

(
1−K(∆i− 1

2
,∆i+ 1

2
)
)]

(B.23)

K(a, b) = 3ab+ε
2(a−b)2+3ab+ε

avec ε = 10−32 (B.24)

π = |pi+1−2pi+pi|
pi+1+2pi+pi

(B.25)

d1(π) = 1−min
(
1,max(0, π−dl2

dl1−dl2
)
)

et d2(π) = min
(
1,max(0, π−dl4

dl3−dl4
)
)

(B.26)

avec dl1 = 0.05 ; dl2 = 0.06 ; dl3 = 0.2 ; dl4 = 0.3 (B.27)

Ces fonctions ont été tracées figure B.4. Si p < pmin, C(p) = 0, la reconstruction MUSCL est
annulée , supposons donc que p > pmin. Lorsque la dérivée seconde de la pression est très faible
(π ≤ 0.05), le limiteur K est inhibée et le schéma est d’ordre 3. A l’opposée, lorsque la pente de
la pression crôıt très rapidement comme c’est le cas sur les chocs (π ≥ 0.3), le schéma dégénère
en la version originale des flux de Roe à l’ordre 1. Dans le cas intermédiaire (0.06 ≤ π ≤ 0.2), le
schéma MUSCL d’ordre 3 est progressivement ramené à l’ordre 1 par le limiteur K lorsque les
pentes de la pression varient rapidement (r � 1 ou r � 1).

Fig. B.4 – Fonctions d1(π), d2(π),K(1, r).

B.2.2 Discrétisation des flux visqueux

A cause de leur caractère diffusif, les flux visqueux sont discrétisés suivant un schéma centré
précis à l’ordre 2 qui s’écrit pour l’interface (i+ 1/2) :

−→
F d
i+ 1

2

=
−→
F d
i +−→

F d
i+1

2

Le flux visqueux pour l’interface (i+1/2) est donc la moyenne arithmétique des flux au centre des
cellules de part et d’autre de l’interface. Dans les flux visqueux interviennent donc des gradients
au centre des cellules. Ces gradients pour une variable φ sont évalués à partir du théorème
d’Ostrogradski :

∂φ

∂x

⌋
i
' 1

Ωijk

∫∫∫
Ω

∂φ

∂x
dΩ =

1
Ωijk

∫∫
S
φndS =

φi+ 1
2
− φi− 1

2

∆x
(B.28)

où

φi+ 1
2

=
φi + φi+1

2
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B.3 Intégration temporelle

Les schémas d’intégration temporelle utilisés traditionnellement en LES sont de type ex-
plicite afin de s’affranchir de la dissipation d’un schéma en temps implicite. Toutefois, dans le
cas de simulations instationnaires où des phénomènes basses fréquences sont présents, le pas de
temps imposé par la condition de stabilité d’un schéma explicite est trop petit pour permettre de
simuler des écoulements sur des temps longs. Il apparâıt alors comme nécessaire d’avoir recours
à des schémas d’intégration temporelle implicites inconditionnellement stables. Néanmoins, en
particulier dans le cas d’écoulements à faible nombre de Mach, une attention particulière doit
être portée à la convergence des résidus lors du processus de sous-itérations de l’algorithme de
Newton approché utilisé dans cette thèse.

Le schéma implicite utilisé est le schéma backward Euler du second ordre proposé par Gear
[92]. La dérivée à l’instant n du vecteur variable conservative −→W s’écrit :(

∂
−→
W

∂t

)n
ijk

'
3
2(−→W )n+1

ijk − 2(−→W )nijk + 1
2(−→W )n−1

ijk

∆t
(B.29)

Du fait du caractère implicite recherché, les flux d’Euler et visqueux sont considérés à l’instant
n + 1. En combinant l’équation précédente avec l’équation (B.2), le système à résoudre s’écrit
en unidimensionnel sous la forme ”delta” comme :

3
2
∆(−→W )n+1

ijk − 1
2
∆(−→W )nijk +

∆t
Ωijk

(
6∑
l=1

(−→F −−→F ν)ijk,l

)n+1

= 0 (B.30)

où ∆(−→W )n+1
ijk = (−→W )n+1

ijk −(−→W )nijk. La formulation implicite en temps repose sur une linéarisation
des flux numériques à l’interface l du volume Ωijk :

−→
F ijk,l

(−→
W n+1,−→n n+1

)
= −→
F ijk,l

(−→
W n,−→n n+1

)
+
(
∂
−→
F

∂
−→
W

)
ijk,l

(−→
W n,−→n n+1

)
∆(−→W )n+1

ijk,l + O(∆t2)
−→
F ν
ijk,l

(−→
W n+1,−→n n+1

)
= −→
F ν
ijk,l

(−→
W n,−→n n+1

)
+
(
∂
−→
F ν

∂
−→
W

)
ijk,l

(−→
W n,−→n n+1

)
∆(−→W )n+1

ijk,l + O(∆t2)

(B.31)

où ∆(−→W )n+1
ijk,l est le produit scalaire de ∆(−→W )n+1

ijk par Sl−→n l.

On notera par la suite
(
∂
−→
F

∂
−→
W

)n
ijk,l

et
(
∂
−→
F ν

∂
−→
W

)n
ijk,l

les matrices jacobiennes précédentes dans la

mesure où tous les termes intervenant dans leur construction sont connus, y compris −→n n+1 car
le mouvement du maillage est une donnée du problème.
En injectant les relations (B.31) dans l’équation (B.30), on obtient :

3
2
∆−→W n+1

ijk +
∆t
Ωijk

6∑
l=1

(∂−→F
∂
−→
W
− ∂

−→
F ν

∂
−→
W

)n
ijk,l

∆−→W n+1
ijk,l

 =
1
2
∆−→W n

ijk −
∆t
Ωijk

6∑
l=1

(−→F −−→F ν)nijk,l

(B.32)

Le calcul des matrices jacobiennes des flux d’Euler et visqueux est coûteux et conduit à
une matrice mal conditionnée qui rend la résolution délicate. C’est pourquoi des expressions
approchées des matrices jacobiennes des flux sont utilisées afin de simplifier les calculs (voir la
thèse de Péchier [192] pour plus de détails).
- La matrice jacobienne des flux visqueux est simplifiée par la méthode de Coakley [43].
- La matrice jacobienne des flux d’Euler est simplifiée par une approche LCI [265] couplée à un



B.3. INTÉGRATION TEMPORELLE 287

renforcement de la diagonale selon la méthode de Jameson et Turkel [124].

A cause des diverses simplifications (linéarisation approchée des matrices jacobiennes, facto-
risation de l’opérateur implicite), il est nécessaire d’incorporer un algorithme de sous-itérations
afin de retrouver un ordre 2 en temps. Cet algorithme s’écrit :

3
2∆−→W n+1,p+1

ijk + ∆t
Ωijk

∑6
l=1

[(
∂
−→
F

∂
−→
W
− ∂

−→
F ν

∂
−→
W

)n+1,p

ijk,l
∆−→W n+1,p+1

ijk,l

]
= 3

2

−→
W n

ijk −
3
2

−→
W n+1,p

ijk − 1
2∆−→W n

ijk −
∆t

Ωijk

∑6
l=1(

−→
F −−→F ν)n+1,p

ijk,l

(B.33)

Le processus converge lorsque ∆−→W n+1,p+1 → 0 et alors on a −→W n+1 = −→
W n+1,p+1 ' −→

W n+1,p. En
réinjectant cette égalité dans l’équation (B.33), on retrouve l’expression (B.32). La résolution de
l’équation (B.33) est effectuée au moyen d’une factorisation LU présentée ci-dessous.

Pour simplifier la présentation, notons J la différentielle du bilan des flux convectifs et
diffusifs et R le résidu explicite. Le système (B.33) peut alors s’écrire sous la forme :(

3
2

Ω
∆t

I + J
)

∆Wn+1 = −R (B.34)

Notons maintenant L, D, U les parties strictement inférieure, diagonale et supérieure de la
matrice implicite globale (voir [192] pour leurs expressions). Le système (B.34) s’écrit alors :

(L+D + U)∆Wn+1 = −R (B.35)

La résolution du système (B.35) est approchée en introduisant une décomposition incomplète
du type Gauss-Seidel symétrique :

L+D + U ' (L+D)D−1(D + U) (B.36)

La résolution du système (B.36) à la sous-itération p s’effectue en trois étapes :

(L+D)∆W ∗ = −R
D−1∆W ∗∗ = ∆W ∗

(U +D)∆Wn,p+1 = ∆W ∗∗
(B.37)

La deuxième étape est une simple multiplication par une matrice diagonale qu’on peut écrire
∆W ∗∗ = D∆W ∗. L’avantage de la méthode LU est qu’elle est facilement vectorisable par ba-
layage sur des plans ”i + j + k = constante”. En pratique, plutôt que de fixer un seuil de
convergence pour arrêter le processus de sous-itérations, on préfère fixer le nombre de sous-
itérations pour éviter un calcul trop long dû parfois à une vitesse de convergence trop lente.
L’ordre de grandeur des résidus est alors vérifié a-posteriori. Généralement, entre 4 et 8 sous-
itérations sont nécessaires pour obtenir au moins un ordre de grandeur de réduction des résidus
qui sont calculés par la norme L2 :

R(−→W )n+1,p =

 1
ni × nj × nk

∑
i,j,k

(
3
2

−→
W n

ijk −
3
2

−→
W n+1,p

ijk + 1
2∆−→W n

ijk

∆t
− 1

Ωijk

6∑
l=1

(−→F −−→F ν)n+1,p
ijk,l

)2
 1

2

(B.38)

où ni, nj , nk sont les nombres de mailles dans chaque direction.
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B.4 Conditions limites : imposition du débit

Comme le code FLU3M repose sur une formulation de type “cell-centered”, toutes les condi-
tions aux limites sont traitées en imposant les flux à l’interface. Les travaux sur les conditions
aux limites n’ont concerné que l’imposition d’un débit subsonique entrant. Celle-ci est détaillée
ici, le lecteur étant invité à consulter les références [58, 192, 65] pour le traitement des conditions
aux limites déjà existantes dans FLU3M.

L’objectif de la condition de débit subsonique entrant (nommée “esd” dans le code) est
d’imposer un débit Q de fluide entrant à la vitesse subsonique par un ensemble de faces frontières
du domaine de calcul, en spécifiant :

1) soit la température génératrice Ti et le débit total Q,
2) soit les conditions génératrices Ti, pi et l’aire Ac du col sonique (fictif dans la simulation).

Lors des essais expérimentaux, le débit des écoulements aérodynamiques est généralement fixé
au moyen d’un col (réel) amorcé de section Ac grâce à la relation :

Q = δ(γ)
piAc√
cpTi

avec δ(γ) =
γ√
γ − 1

(
γ + 1

2

)− γ+1
2(γ−1)

(B.39)

où Ti, pi caractérise l’état du réservoir d’air comprimé. Le choix (2) permet alors d’imposer di-
rectement les paramètres expérimentaux.

Lorsque l’utilisateur sélectionne le choix (2), l’utilisation de la formule (B.39) permet de se
ramener aux données du choix (1) : Ti et Q.

A partir du débit total Q, on se ramène au débit de masse surfacique uniforme à imposer
q = (ρ−→V .−→N ) = Q/AE sur la surface d’entrée de normale −→n et d’aire AE . Celle-ci est calculée
en sommant les aires Ai de toutes les cellules qui la composent, ces dernières étant calculées par
(voir figure B.5(a)) :

Ai = AireABCD = Aire1 + Aire2

= ‖1
2
−→
AC ×−→AD‖+ ‖1

2
−→
AB ×−→AC‖ (B.40)

Fig. B.5 – Schéma d’une cellule sur laquelle la face ABCD est soumise à la condition de débit
subsonique entrant (a) et lignes caractéristiques en écoulement monodimensionnel (b).

Finalement, la routine de condition de débit n’a plus qu’à imposer la température génératrice Ti
et le débit de masse surfacique q sur chaque face-frontière . Pour cela, on suppose que l’écoulement
entre perpendiculairement à la face de la cellule et raisonne sur l’écoulement monodimensionnel
dans la direction −→n notée −→x dans la suite. De plus, les effets visqueux sont négligés. Sous ces
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hypothèses, l’écoulement déterminé par (ρ, u, p) est régi par les équations d’Euler 1D :

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
+ ρ

∂u

∂x
= 0 (B.41)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ ∂p∂x
= 0 (B.42)

∂S

∂t
+ u

∂S

∂x
= 0 (B.43)

où ρ,u,p,S sont respectivement la masse volumique, la vitesse, la pression et l’entropie massique.
Ce système différentiel est hyperbolique et nous allons en écrire les relations caractéristiques. La
conservation de l’entropie (B.43) permet d’écrire :

∂ρ

∂t
+ u

∂ρ

∂x
=

∂ρ

∂p

)
S=cste

(
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x

)
(B.44)

=
1
a2

(
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x

)
(B.45)

“a” étant la vitesse du son ; pour un gaz parfait a2 = γp
ρ = γrT . La relation (B.44) qui n’est

autre que la relation de compatibilité sur la trajectoire C0 : dxdt = u permet de réécrire le système
(B.41,B.42) sous la forme :

1
ρa2

(
∂p

∂t
+ u

∂p

∂x

)
+
∂u

∂x
= 0 (B.46)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1
ρ

∂p

∂x
= 0 (B.47)

En faisant les combinaisons (B.47)∓a(B.46), on obtient les relations de compatibilité :[
∂u

∂t
+ (u− a)

∂u

∂x

]
− 1
ρa

[
∂p

∂t
+ (u− a)

∂p

∂x

]
= 0 (B.48)[

∂u

∂t
+ (u+ a)

∂u

∂x

]
+

1
ρa

[
∂p

∂t
+ (u+ a)

∂p

∂x

]
= 0 (B.49)

Puis, en notant :

d−. =
[
∂.

∂t
+ (u− a)

∂.

∂x

]
dt (B.50)

d+. =
[
∂.

∂t
+ (u+ a)

∂.

∂x

]
dt (B.51)

les différentielles le long des lignes caractéristiques respectives :

(C−) :
dx

dt
= (u− a) (B.52)

(C+) :
dx

dt
= (u+ a) (B.53)

on obtient les relations de compatibilité sous la forme :

sur (C−) : d−u− 1
ρa
d−p = 0 (B.54)

sur (C+) : d+u+
1
ρa
d+p = 0 (B.55)
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Le code étant formulé en “cell-centered”, la condition aux limites est imposée via les flux à
l’interface entre la cellule réelle (R) (calculée) et une cellule fictive (F). La condition aux li-
mites se réduit donc à la détermination de l’état (ρf , uf , pf ) dans la cellule fictive. L’état de la
cellule fictive (F) est lié en amont à l’état extérieur (E) que l’on peut spécifier arbitrairement
et en aval à celui de la cellule réelle (R) par les équations d’Euler (B.41,B.42,B.43). Celles-
ci peuvent s’écrire sous les formes différentielles (B.54,B.55,B.44) respectivement associée aux
lignes caractéristiques (C−), (C+), (C0) (cf. figure B.5(b)) pour suivre le sens de propagation
des informations. Ainsi, pour un écoulement subsonique entrant dans le domaine de calcul, on
a3 :

• u > 0 qui signifie que l’information propagée par (C0), S, est imposée de (E) vers (F),
• u − a < 0 qui signifie que l’information propagée par (C−) suivant la relation (B.54), est

imposée de (R) vers (F),
• u + a > 0 qui signifie que l’information propagée par (C+) suivant la relation (B.55), est

imposée de (E) vers (F).

On ne peut donc imposer, via l’état extérieur (E), que 2 variables sur les 3 caractérisant
l’écoulement en (F) en remplaçant les équations de compatibilité (B.44) et (B.55) relatives
à la propagation de l’information de (E) vers (F). D’autre part, on est obligé de conserver la
relation (B.54) traduisant l’influence subsonique de l’aval (R). En pratique, dans la routine “
esd”, les variables (uf , pf , Tf ) sont déterminées à l’aide des relations :

- la conservation de la température totale de (E) vers (F) : Tf +
u2
f

2cp
= Ti , (B.56)

- l’imposition du débit surfacique de (E) vers (F) : (ρfuf =)
pfuf
rTf

= q , (B.57)

- la propagation de l’information de (R) vers (F) : (uf − ur) =
1

(ρa)r
(pf − pr). (B.58)

La détermination de la vitesse ur se réduit à trouver la racine positive du polynôme d’ordre 2 :

Au2
f +Buf + C = 0 (B.59)

avec A = rq
2cp

+ (ρa)r ; B = pr − (ρa)rur ; C = −rqTi

d’où en notant ∆ = B2 − 4AC :

uf = −B+
√

∆
2A

Tf = Ti −
u2
f

2cp

pf = rTf q
uf

On en déduit les variables conservatives (on se replace dans le système cartésien du maillage
global (−→x ,−→y ,−→z )) : 

ρ
ρu
ρv
ρw
ρE


f

=


pf
rTf

ρfuf−→n .−→x
ρfuf−→n .−→y
ρfuf−→n .−→z
pf
γ−1 + 1

2ρfu
2
f


3Dans le cas où l’entropie S est invariante dans le temps, l’information propagée par C− (resp. C+) est sim-

plement l’invariant de Riemann
R �

du− 1
ρa
dp
�

= u− 2
γ−1

a
�
resp.

R �
du+ 1

ρa
dp
�

= u+ 2
γ−1

a
�

(en gaz parfait).
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puis les flux d’Euler :

−→
Ff .Ai−→n = Ai


ρfuf

(ρu)fuf + pf−→n .−→x
(ρv)fuf + pf−→n .−→y
(ρw)fuf + pf−→n .−→z

((ρE)f + pf )uf


Il est important de noter que dans la relation de compatibilité (B.58) associée à (C−), les

conditions (ur, pr) utilisées pour calculer l’état en (R) au temps tn devraient rigoureusement
être prises au temps antérieur tn− ∆x

u−a conformément au graphe (x, t) de la figure B.5(b). Dans
la routine “esd”, ces conditions sont simplement prises à l’itération précédente tn −∆t.

Pour finir, comme la viscosité turbulente ν̃ est convectée de l’extérieur (E) vers (F), son flux en
(F) est donc simplement Aiν̃uf .

Restrictions : comme la condition de débit est formulée en négligeant les effets visqueux
et en supposant que le débit de masse surfacique est uniforme, elle ne peut être rigoureusement
utilisée contre une paroi adhérente parallèle à l’écoulement. En pratique, la routine est toutefois
suffisamment robuste pour que le calcul s’effectue bien avec les bonnes conditions spécifiées par
l’utilisateur et l’écoulement n’a présenté aucune pathologie dans les tests effectués sur plaque
plane avec le modèle de Spalart-Allmaras. Dans les calculs RANS de la configuration MARCO,
la condition de débit a été imposée sur toute la section annulaire d’entrée du canal de ventilation,
alors que dans les calculs ZDES, elle n’a été appliquée que sur les 4 trous représentatifs de la
maquette, décalés des parois inférieure et supérieure. Dans ces deux cas, il a été vérifié que les
conditions d’entrées sont bien satisfaites tout au long des calculs.
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Annexe C

Compléments sur la structure des
ondes internes

C.1 Equations des lignes de courant et des lignes de Mach dans
une détente centrée de Prandtl-Meyer

Les équations paramétriques des lignes de Mach (3.73,3.74) et des lignes de courant (3.75,3.74)
dans une détente centrée de Prandtl-Meyer sont démontrées ici.

Fig. C.1 – Schéma des lignes caractéristiques C0, C−, C+ dans une détente centrée de Prandtl-
Meyer.

Considérons la détente centrée en O déviant l’écoulement (M0, ϕ0 = 0) vers le haut par
l’intermédiaire des ondes simples descendantes (C−) comme représentée sur la figure C.1. Il est
alors naturel de se placer dans le système de coordonnées polaires (r, θ) de centre O puisque les
(C−) y sont les rayons θ = Ψ− = cst. On note (r+, θ+) (resp. (r0, θ0)) les coordonnées de la
(C+) (resp. (C0)) passant par (r0, θ0) où r0 est arbitraire et où l’angle de la première (C−) du
faisceau de détente est choisi comme origine des azimuts θ0 = 0. D’après le schéma C.1, il vient :

C+ :
dr+

r+dθ+
= cotan(2α) (C.1)

C0 :
dr0

r0dθ0
= cotan(α) (C.2)

Occupons-nous pour commencer de la (C+). Comme l’écoulement est iso-énergétique et ho-
mentropique, l’équation de compatibilité des ondes montantes (d+ϕ = d+ν) permet de lier

293
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bijectivement θ à α = asin(1/M) (on rappelle que ν(α) est exprimée par (3.33)) :

d+θ+ = d+Ψ− = d+ϕ− d+α = d+ν − d+α =
(
dν

dα
− 1
)
d+α

= −γ + 1
γ − 1

1
1 + 2

γ−1 sin2 α
d+α (C.3)

ce qui permet de réécrire (C.1) sous une forme paramétrée par α :

C+ : dr+

r+dα
= −γ+1

γ−1
1−tan2 α
2 tanα

1
1+ 2

γ−1
sin2 α

(C.4)

θ+(α) = ϕ0 + [ν(α)− ν(α0)]− α (C.5)

En choisissant de passer au paramétrage par M = arcsin(1/M), (C.4) et (C.5) deviennent :

C+ :
dr+

r+dM
=
γ + 1

4

(
1− 1

M2 − 1

)
M

1 + γ−1
2 M2

(C.6)

θ+(M) = ϕ0 + [ν(M)− ν(M0)]− arcsin(1/M) (C.7)

L’équation (C.6) se décompose en éléments simples et s’intègre en :

ln
(
r+(M)
r0

)
=

1
4

[
2γ
γ − 1

ln
(

1 +
γ − 1

2
M2

)
− ln

(
M2 − 1

)]
+ cste (C.8)

Les équations (C.8) et (C.7) définissent finalement le paramétrage (3.73,3.74) de la (C+) passant
par (r0, θ0 = 0) :

r+(M) = r0
f+(M)
f+(M0)

avec f+(M) =

(
1 + γ−1

2 M2
) γ

2(γ−1)

(M2 − 1)1/4

θ+(M) = ϕ0 + [ν(M)− ν(M0)]− arcsin(1/M)

On peut suivre exactement la même démarche pour l’équation de la (C0) passant par (r0, θ0 =
0), les calculs sont mêmes plus simples. Toutefois, il existe une manière astucieuse d’y arriver
plus vite : il suffit de se rappeler que d’une part, le débit-masse entre deux lignes de courant
est constant en régime stationnaire et que d’autre part, le débit-masse Q traversant une portion
A1A2 d’une ligne caractéristique, disons C−, est :

Q =
∫ A2

A1
ρ(s)a(s)ds− (C.9)

Dans le cas particulier de la figure C.1 pour le débit-masse passant entre O et la ligne de courant
(C0) passant par (r0, θ0 = 0), (C.9) se simplifie en :

Q = ρ0a0r0 = ρ(θ)a(θ)r0(θ) (C.10)

En indiçant par i les conditions génératrices, on a :

r0

r0
=

ρa

ρ0a0
=

ρ/ρi
ρ0/ρi

(
T/Ti
T0/Ti

)1/2

(C.11)

et les relations isentropiques (3.37) et (3.39) permettent alors d’arriver directement à :

r0(M)
r0

=

(
1 + γ−1

2 M2

1 + γ−1
2 M2

0

) 1
2
γ+1
γ−1

(C.12)

et θ0(M) s’exprime évidemment comme (C.7).
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C.2 Polaires de chocs et de compression isentropique

Fig. C.2 – Polaires de chocs pour différents nombres de Mach incident M0.

Fig. C.3 – Comparaison des polaires de chocs et des polaires de compression isentropique pour
différents nombres de Mach incident M0.
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C.3 Enveloppe des ondes focalisant sur une rampe de compres-
sion

Dans cette annexe, les équations utilisées lors de la discussion sur la focalisation des ondes
de Mach et la création d’ondes de choc (section 3.2.2.3) sont démontrées.

Tout d’abord, nous allons démontrer l’équation (3.79,3.80,3.81) de l’enveloppe (E) des ondes
simples sur une rampe de compression quelconque, dont on connâıt a priori la position, la pente
φ(s) et la courbure R(s) en tout point P repéré par l’abscisse curviligne s (cf. figure C.4).

Fig. C.4 – Schéma de la paramétrisation de la rampe de compression.

Le calcul est effectué en deux temps. D’abord, considérons que le rayon de courbure R0 est
constant. Une telle situation est représentée figure C.5. La rampe de compression commence au
point A. A gauche de la caractéristique montante C+ issu de A, l’écoulement est uniforme au
nombre de Mach M0. Supposons pour commencer qu’il n’apparâıt aucun choc lors du croisement
des C+. Dans ce cas l’ensemble de la zone de dépendance de la paroi est à ondes simples. Le
point P est un point quelconque de la paroi où la direction de la vitesse est notée (−→V ,−→x ) = ϕ
et l’angle de Mach α = arcsin(1/M). L’intersection de la droite caractéristique montante issue
de P croise la C+ issue de A en I. L’angle ϕ est lié bijectivement à α grâce à la relation de
compatibilité sur la C− arrivant sur P :

ϕ+ ν(α) = ν(α0) (C.13)

où ν(α) est l’angle de Prandtl-Meyer défini par (3.33). La distance AI est notée f(α), α 6= α0.
On fixe l’origine des coordonnées en A. En utilisant les relations géométriques :{

xP = R0 sinϕ
yP = R0(1− cosϕ)

{
xI = f(α) cosα0

yI = f(α) sinα0
et yI − yP = (xI − xP ) tan(ϕ+ α)

on obtient :

f(α) = R0
1− cosϕ− sinϕ tan(ϕ+ α)
sinα0 − cosα0 tan(ϕ+ α)

(C.14)

En faisant des développements limités de (C.13) et (C.14) par rapport à α autour de α = α0,
on obtient (on prolonge au passage f par continuité en α0) :

lim
α→α0

f(α) = f(α0) = R0
2

γ + 1
sinα0

1 + tan2 α0
(C.15)

que l’on peut réécrire sous la forme :

f(α0) = R0
2

γ + 1
M2

0 − 1
M3

0

(C.16)
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Fig. C.5 – Schéma de l’intersection de deux
ondes réfléchies sur une paroi convexe (R0).

Fig. C.6 – Schéma de l’effet d’une variation
du rayon de courbure R.

Maintenant, supposons que le rayon de courbure R ne soit plus constant, voir figure C.6. Au
voisinage de A, on peut faire un développement limité en ϕ (comme précédemment) mais aussi
en R : {

xP = Rdϕ+O(dϕadRb)
yP = −dR+O(dϕadRb)

avec a+ b = 2 (C.17)

Avec les nouvelles coordonnées de P et en notant que ds = Rdϕ (s abscisse curviligne le long de
la paroi) le raisonnement précédent conduit à :

f(α0) = R
2

γ + 1
sinα0 + dR

ds cosα0

1 + tan2 α0
(C.18)

où R et dR
ds sont respectivement le rayon de courbure et sa dérivée le long de la paroi en A.

L’équation C.18 s’exprime aussi sous la forme :

f(α0) = R0
2

γ + 1
M2

0 − 1
M3

0

(
1 +

dR

ds

√
M2

0 − 1
)

(C.19)

Comme M0, R et dR/ds sont arbitraires, (C.13) et (C.19) définissent les équations de l’enveloppe
(E) des ondes simples réfléchies sur la rampe (3.79,3.80,3.81).

A présent, supposons que le rayon de courbure soit constant R0 et cherchons le nombre de
Mach MR de l’onde simple sur laquelle l’enveloppe (E) présente un point de rebroussement R
(voir figure 3.10), autrement dit on va démontrer la relation (3.76). Pour cela, on doit calculer
la variation de la longueur AI suivant la direction de la C+ initiale lorsque l’on déplace vers
l’aval le point P situé sur la paroi. On choisit cette fois de le paramétrer par le nombre de Mach
M . Cette variation notée dAI lorsque le nombre de Mach passe de M à M + dM se décompose
en une variation due au déplacement du point I sur l’onde simple à M + dM , i.e. df , et en une
variation notée dl due au déplacement de cette onde à M + dM par rapport à la première onde
à M . En dérivant (C.16) par rapport à M , on obtient :

df = R
2

γ + 1
3−M2

M4
dM (C.20)

Puis, en regardant la figure C.7 et avec la relation (3.32), il vient immédiatement :
dl = ds cosα =

√
M2−1
M ds

ds = R sin dϕ ≈ Rdϕ

dϕ = −dν = −
√
M2−1

1+ γ−1
2
M2

1
M dM

d’où dl = −RM
2 − 1
M2

1
1 + γ−1

2 M2
dM (C.21)
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A partir des relations (C.20) et (C.21), le déplacement de I dans la direction de C+ lorsqu’on

Fig. C.7 – Schéma du déplacement du point I d’intersection des ondes montantes.

passe de l’onde simple à M à l’onde simple à M + dM est donc :

df + dl = R
−γM4 + 2(γ − 1)M2 + 3
γ+1

2 M4
(
1 + γ−1

2 M2
) dM (C.22)

qui s’annule lorsque

M = MR =

√
(γ − 1) +

√
γ2 + γ + 1

γ
(C.23)

qui correspond au point de rebroussement de l’enveloppe (E).

C.4 Réflexion d’un choc sur une paroi rectiligne : légende

Les définitions des lignes séparatrices tracées dans les diagrammes 3.13 et 3.15 sont données
ici afin que le lecteur comprenne comment les différentes zones d’existence des topologies de
choc schématisées figure 3.13 ont été trouvées.

Afin d’alléger le tableau, les notations suivantes ont été utilisées : dans le plan (p, ϕ), la polaire
des chocs incidents possibles à partir de l’écoulement amont (M0, ϕ0 = 0) est notée PI, sa partie
droite (ϕ > 0), PID, sa partie gauche (ϕ < 0), PIG, et sa partie haute (p/p0 > p/p0(δmax)),
PIH. La polaire des chocs réfléchis possibles à partir de l’écoulement (M1, ϕ1 = δ) en aval
du choc incident est notée PR, sa partie droite (ϕ > δ), PRD, et sa partie gauche (ϕ < δ),
PDG. L’écoulement résultant de l’interaction du choc incident et de la paroi, représentée par
l’axe ∆0 : ϕ = 0, est déterminé par les intersections de PR avec PI et ∆0. La forme (pilotée
par M1) ainsi que l’origine (p1, ϕ1 = δ) de PR dans le plan (p, ϕ) sont fonctions de (M0, δ).
Les intersections de PR avec PI et ∆0, et ainsi l’écoulement résultant, dépendent donc unique-
ment de (M0, δ). Le tableau (C.1) définit les lignes du plan (M0, δ) qui délimitent des zones
caractéristiques des positions de PR, PI et ∆0.
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Ligne Description des zones séparées du plan (M0, δ)
L1 Ligne δ(M0) telle que M1 = 1. Au dessus de la courbe, M1 < 1, aucun choc

réfléchi n’est possible
L2 Ligne de détachement : au dessus de la courbe, PR n’a pas d’intersection avec

l’axe ϕ = 0, aucune réflexion de choc régulière n’est possible
L3 A gauche de la courbe, PRD est entièrement à gauche de PID

(seulement pour M0 ≥ 1.25)
L4 A gauche de la courbe, PRG est entièrement en dessous de PIH

(seulement pour M0 ≥ 1.48)
L5 A gauche de la courbe L5 et à droite de L4, PRD est entièrement à droite de PID
L6 Ligne du critère de Von Neumann : en-dessous de la courbe, l’intersection basse de

PRG avec l’axe ϕ = 0 est en-dessous du max(p/p0) de PI (seulement pour
1.48 ≤M0 ≤ 2.20)

L7 En-dessous de la courbe, l’intersection haute de PRG avec l’axe ϕ = 0 est
au-dessus du max(p/p0) de PI (seulement pour M0 ≥ 2.20)

Tab. C.1 – Définition des lignes du plan (p, ϕ) caractérisant les positions de PR par rapport à
PI et ∆0.

C.5 Jet supersonique plan entouré d’un écoulement subsonique

La solution analytique du jet supersonique plan entouré d’un écoulement subsonique est ici
développée autour de l’écoulement de base constitué d’une atmosphère en mouvement −→V = U0

−→x
à la pression p0 et d’un jet uniforme de vitesse −→V = Uj−→x et de pression p0 (forcément). Le
plan (x, y) est adimensionné par le rayon de la tuyère. L’écoulement calculé est la réponse de
l’écoulement de base à une faible perturbation de la pression d’éjection (pe − p0) � p0 qui se
traduit à pression génératrice constante par une perturbation de vitesse (Ue − Uj) � Uj .
(ρj + ρ1, Uj−→x + −→v1 , p0 + p1) est la solution perturbée du jet et (ρ0 + ρ2, U0

−→x + −→v2 , p0 + p2)
celle de l’écoulement extérieur1. En notant ε un petit paramètre (ε→ 0), l’hypothèse des petites
perturbations2 s’écrit :

ρ1/ρj = O(ε) ; u1/Uj = O(ε) ; v1/Uj = O(ε) ; p1/ρjU
2
j = O(ε) (C.24)

ρ2/ρ0 = O(ε) ; u2/U0 = O(ε) ; v2/U0 = O(ε) ; p2/ρ0U
2
0 = O(ε) (C.25)

l’écoulement extérieur et le jet sont alors isentropiques à l’ordre 3 près et on a en particulier :

p1 = −2ρjUju1 +O(ε2ρjU2
j ) et p2 = −2ρ0U0u2 +O(ε2ρ0U

2
0 )

ϕ1 = (Uj−→x +−→v1 ,−→x ) = v1/Uj +O(ε2) et ϕ2 = (U0
−→x +−→v2 ,−→x ) = v2/U0 +O(ε2)

La théorie linéarisée consiste à résoudre seulement les perturbations d’ordre O(ε). Ainsi, la
perturbation de vitesse de chaque écoulement peut s’exprimer sous la forme d’un potentiel
(adimensionné) :

pour le jet : −→v1 = Uj
−−→gradΦ1 (C.26)

pour l’extérieur : −→v2 = U0
−−→gradΦ2 (C.27)

et les équations d’Euler se ramènent alors à l’équation du potentiel linéarisé :

(1−M2
j )
∂2Φ1

∂x2
+
∂2Φ1

∂y2
= 0 et (1−M2

0 )
∂2Φ2

∂x2
+
∂2Φ2

∂y2
= 0 (C.28)

1La perturbation de vitesse −→vi a pour composantes (ui, vi) dans la base (−→x ,−→y ).
2Pour les détails de la théorie linéarisée, le lecteur est invité à consulter [156], par exemple.
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Cette équation va être résolue sur la moitié supérieure (y ≥ 0) étant donnée la symétrie du
problème. On se restreint ici au cas où le jet est supersonique Mj > 1 et où l’écoulement
extérieur est subsonique M0 < 1. Les conditions aux limites à l’ordre O(ε) sont donc :

Entrée du jet x = 0 :

u1(0, y) = Uj
∂Φ1

∂x
(0, y) = Ue − Uj (C.29)

et v1(0, y) = Uj
∂Φ1

∂y
(0, y) = 0 (C.30)

Symétrie sur l’axe du jet y = 0 :

v1(x, 0) = Uj
∂Φ1

∂y
(x, 0) = 0 (C.31)

Compatibilité des pressions à l’interface y = 1 :

ρjUju1(x, 1) = ρ0U0u2(x, 1) soit
∂Φ1

∂x
(x, 1) =

γ0M
2
0

γjM2
j

∂Φ2

∂x
(x, 1) (C.32)

Compatibilité des déviations à l’interface y = 1 :

ϕ1(x, 1) = ϕ2(x, 1) soit
∂Φ1

∂y
(x, 1) =

∂Φ2

∂y
(x, 1) (C.33)

Atténuation de la perturbation de l’écoulement subsonique pour y →∞ :

u2 = U0
∂Φ2

∂x
−→ 0 et v2 = U0

∂Φ2

∂y
−→ 0 (C.34)

Fig. C.8 – Schéma du problème.

On pose βj =
√
M2
j − 1 et β0 =

√
1−M2

0 .

En effectuant la séparation des variables x et y dans Φ1 et Φ2, l’équation (C.28) munie des
conditions limites (C.31) et (C.34) admet les solutions particulières :

Φ1(x, y) = cos(βjky) [A cos(kx) +B sin(kx)] (C.35)
Φ2(x, y) = e−β0ky [C cos(kx) +D sin(kx)] (C.36)

où k,A,B,C,D sont des réels quelconques pour le moment. La compatibilité des deux écoulements
(C.32) et (C.33) fournit l’équation des valeurs propres admissibles :

cotan(βjk) =
γ0M

2
0

γjM2
j

βj
β0

(C.37)

d’où les valeurs propres kN , N ∈ N :

kN =
(2N + 1)π

2βj
− ξ avec ξ =

1
βj

tan−1

(
γ0M

2
0

β0

βj
γjM2

j

)
(C.38)
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La solution générale Φ1 de (C.28) avec les conditions limites (C.31,C.32,C.33,C.34) s’écrit sous
la forme :

Φ1(x, y) =
∞∑
N=0

cos(βjkNy) [AN cos(kNx) +BN sin(kNx)] (C.39)

avec kN vérifiant (C.38) et AN et BN des réels quelconques.

L’application de la condition d’entrée (C.30) impose AN = 0,∀N ∈ N.
Enfin, dans la limite d’un écoulement extérieur à très faible vitesse M0 → 0 (i.e. ξ → 0), on
peut supposer que l’ordre de grandeur de M0 � 1 est M0 = O(εp) avec p > 0 et la série (C.39)
dégénère alors, à l’ordre O(ε) dans l’intervalle [−2 + 2], en la série de Fourier :

u1(0, y)
Uj

=
∂Φ1

∂x
(0, y) =

∞∑
N=0

(2N + 1)π
2βj

BN (ξ → 0) cos
(

(2N + 1)π
2

y

)
(C.40)

Le profil de vitesse rectiligne en entrée (C.29) peut alors être imposé à l’ordre O(ε) en identifiant
la série de Fourier (C.40) avec la distribution périodique en y de longueur d’onde 4 :

u1(0, y)
Uj

=


−2 ≤ y ≤ −1 : −(Ue − Uj)/Uj

y = −1 : 0
−1 ≤ y ≤ +1 : +(Ue − Uj)/Uj

y = +1 : 0
+1 ≤ y ≤ +2 : −(Ue − Uj)/Uj

(C.41)

Le potentiel de la perturbation des vitesses dans le jet s’écrit finalement dans la limite des petits
nombres de Mach extérieurs M0 = O(εp) � 1 (p ≥ 1)3 :

Φ1(x, y) = 8βj
Ue − Uj
Uj

∞∑
N=0

(−1)N

π2(2N + 1)2
cos(βjkNy) sin(kNx) (C.42)

En particulier, lorsque le fluide extérieur est au repos M0 = 0, ξ = 0 et on retrouve la solution
de Prandtl [199] et Pack [183] :

Φ1(x, y) = 8βj
Ue − Uj
Uj

∞∑
N=0

(−1)N

π2(2N + 1)2
cos
(

(2N + 1)π
2

y

)
sin
(

(2N + 1)π
2βj

x

)
(C.43)

pour laquelle la pression sur l’axe p1(x, 0) = −2ρjUju1(x, 0) (relative à pj) et l’angle de la
frontière ϕ1(x, 1) = v1/Uj(x, 1) sont à l’ordre 1 des fonctions en créneaux.

Dans le cas général, lorsque M0 6= 0, le rapport de deux valeurs propres quelconques n’est
plus un nombre rationnel et la somme C.42 n’est donc plus périodique.

La pression p1 dans un jet à Mj = 1.4 sous-détendu ainsi que la forme de sa frontière sont
représentées figure 3.34 pour M0 allant de 0.0 à 0.4 et sont commentées dans la section 3.3.4.2.
Les sommes u1 et v1 ont été caclulées sur les 1000 premiers termes. La pression p1(x, y) =

3On ne peut étendre cette théorie à des nombres de Mach M0 finis (par opposition à infinitésimaux) car la
série (C.39) n’est pas strictement périodique [186, 19] et ne peut être identifiée à (C.41) sur (x, y) ∈ 0 × R.
La perturbation créée par l’écoulement extérieur M0 = O(εp), p ≥ 1, sur la condition initiale du jet est de
l’ordre de βjξy = O(ε2py) et peut donc être négligée à l’ordre O(ε) si y = O(1). Par contre, cette perturbation
s’accumule dans le développement longitudinal du jet et devient significative lorsque ξx/βj = O(ε), i.e. lorsque
x/βj = O(ε−1).



302 ANNEXE C. COMPLÉMENTS SUR LA STRUCTURE DES ONDES INTERNES

−2ρjUju1(x, y) a été ensuite calculée sur une grille de 1001× 251 points uniformément répartis
sur 4 périodes du jet, i.e. pour (x/R, y/R) ∈ [0, 16βj ] × [0, 1]. La forme de sa frontière a été
obtenue par intégration de ϕ1(x, 1) le long des 4 périodes et calculée sur 4001 points. Il est
intéressant de noter qu’il suffit d’un très petit nombre d’“harmoniques” pour obtenir une bonne
approximation de la solution : pour M0 = 0.4, les 16 premiers termes constituent 99% de la
déformation obtenue avec 1000 termes.

C.6 Corrélations sur le jet turbulent utilisées dans le modèle de
Tam et al.

Les corrélations expérimentales du jet turbulent adapté utilisées par Tam et al. [248] pour
déterminer le champ de base de leur modèle multi-échelle sont rappelées ici. Dans un jet turbu-
lent, on peut distinguer 3 zones (cf. figure C.9) : une région initiale contenant le cône potentiel
de rayon rc(x) entouré d’une couche de mélange annulaire autosimilaire dont l’épaisseur 2b(x)
crôıt linéairement, une zone lointaine de jet turbulent complètement développé auto-similaire
dont le rayon crôıt linéairement et une zone de transition joignant la zone de confluence de la
couche de mélange initiale à la zone lointaine.

Fig. C.9 – Schéma d’un jet turbulent adapté.

A partir de nombreuses mesures expérimentales, il a été trouvé que la vitesse longitudinale dans
les 3 zones peut s’exprimer simplement sous la forme :

uj(x, r) =


uc(x), r ≤ rc(x)

uc(x) exp
[
− ln(2)

(
r−rc(x)
b(x)

)2
]
, r > rc(x)

(C.44)

L’expression de la vitesse sur l’axe du jet uc est fournie par Lau et al. [145, 146] :

uc(x)
uc(0)

= 1− exp

[
α

(
1− x

xc

)−1
]

(C.45)

et les valeurs de α et xc sont déterminées par les corrélations d’Eggers [78] :

xc
D = 4.2 + 1.1M2

j + f
(
Tj
T0

)
(C.46)

avec f
(
Tj
T0

)
=


1.1
(
1− Tj

T0

)
pour Tj

T0
≤ 1

exp
[
−3.2

(
Tj
T0
− 1
)]
− 1 pour Tj

T0
> 1

(C.47)
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où Tj et T0 sont les températures respectives du jet et de l’extérieur.

Enfin, la masse volumique ρj est déduite de la vitesse longitudinale uj par la relation de Crocco :

ρj/ρj(0, 0) =
[
γ − 1

2
uj
uc(0)

(1− uj
uc(0)

)M2
j +

uj
uc(0)

+
T0

Tj

(
1 +

γ − 1
2

M2
j

)
(1− uj

uc(0)
)
]−1

(C.48)
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Annexe D

Compléments à l’analyse du brassage
tourbillonnaire

D.1 Définitions de l’excentrement et de l’orientation d’une dis-
tribution de vorticité

Fig. D.1 – Schéma de la distribution elliptique de vorticité.

Les définitions de l’excentrement (néologisme) et de l’orientation respectivement :

c = 2
√√

(IG2y)2 + (IG2z)2/I0 (D.1)

θE = 1
2atan

(
IG2z/I

G
2y

)
(D.2)

proviennent de la relation sur le moment d’ordre 2 complexe (i2 = −1) :

IG2 = I0c2

4 e2iθE (D.3)

La relation (D.3) provient de l’expression du moment d’ordre 2 d’une distribution de vorticité
elliptique uniforme de distance entre les deux foyer F1 et F2 égale à 2c, de demi-grand axe a,
de demi-petit axe b et telle que (−−→F1F2,−→y ) = θE dans le plan (y, z). En effet, la définition du
moment d’ordre 2 complexe est (4.23) :

I0
2 =

∫∫
D
ωx(y, z)(y + iz)2dydz (4.23)

qui exprimée au barycentre de vorticité G s’écrit :

IG2 =
∫∫

D ωx(y − yG, z − zG) [(y − yG) + i(z − zG)]2 dydz (D.4)

305
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sachant que la distribution de vorticité est définie par :

ω(y, z) =
{
ω0 si (y, z) est dans l’ellipse
0 sinon

(D.5)

Si on note (α, β) le système de coordonnées orthogonales liées aux axes de l’ellipse (voir figure
D.1) d’origine G le barycentre de la vorticité uniforme et le centre de l’ellipse, on a par rotation
d’angle θE autour de G :

(y − yG) + i(z − zG) = eiθE [α+ iβ] (D.6)

d’où il vient par changement de variables d’intégration (y − yG, z − zG) 7→ (α, β) dans (D.4) :

IG2 = ω0e
2iθE

∫∫
D

(α+ iβ)2 dαdβ

= ω0e
2iθE

∫ α=+a

α=−a

∫ β=+βm(α)

β=−βm(α)

[
(α2 − β2) + 2iαβ

]
dβdα

= 2ω0e
2iθE

∫ α=+a

α=−a

[
α2βm(α)− β3

m(α)
3

]
dα

avec βm(α) = b
(
1− α2

a2

)1/2
.

En faisant les changements de variable α 7→ t = α/a puis t 7→ θ = sin(t), on obtient :

IG2 = 4ω0abe
2iθE

[(
a2 +

b2

3

)∫ π/2

0
cos2 θ sin2 θdθ − b2

3

∫ π/2

0
cos2 θ

]
dθ

= 4ω0abe
2iθE

π

16
(
a2 − b2

)
Sachant que le moment d’ordre 0 (la circulation) s’exprime simplement par :

I0 =
∫∫

D ωx(y, z)dydz = πabω0 (D.7)

et que c2 = a2 − b2, on arrive finalement à la relation (D.3).

D.2 Equation d’évolution du moment d’ordre 0 en écoulement
laminaire

On démontre ici l’équation (4.34)1 :

DΓ
Dτ

= ν

∫
C

∂ωx
∂n

dl

Pour cela, on se place dans le plan (y, z) et on reprend l’équation de transport du rotationnel
(4.18) :

∂ωx
∂τ

+ v
∂ωx
∂y

+ w
∂ωx
∂z

= ν

(
∂2ωx
∂y2

+
∂2ωx
∂z2

)
1Pour les relations différentielles, voir le cours de mécanique des milieux continus [46]
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que l’on peut ré-écrire sous forme intrinsèque :

Dωx
Dτ

= ν div
(−−→grad ωx

)
où Dωx

Dτ = ∂ωx
∂τ + v ∂ωx∂y + w ∂ωx

∂z représente la dérivée particulaire dans le plan (y, z). Soit D le
domaine matériel du plan (y, z) sur le bord C duquel on intègre la circulation Γ ou, ce qui
est équivalent, au travers duquel on intègre le flux de vorticité ωx. Comme l’écoulement est
incompressible dans le plan, l’aire du domaine D est invariante dans le mouvement et on a
alors :

DΓ
Dτ

=
D

Dτ

∫∫
D
ωxdydz

=
∫∫

D

Dωx
Dτ

dydz

=
∫∫

D
ν div

(−−→grad ωx
)
dydz

= ν

∫
C

−−→grad ωx.−→n dl

= ν

∫
C

∂ωx
∂n

dl

avec −→n le vecteur normal extérieur au contour C.

D.3 Equation d’évolution du moment d’ordre 1 en écoulement
laminaire

On démontre ici l’équation (4.35)2 :

D
−→
IO1
Dτ

= ν

∫
C

−−→
OM

∂ωx
∂n

dl − ν

∫
C
ωx−→n dl +

1
2

∫
C

−→
V
(−→
V .
−→
t
)
dl

où C est un contour fermé s’appuyant sur une ligne de courant et orienté dans le sens trigo-
nométrique par le vecteur normé tangent −→t . Pour cela, on procède de la même manière que
pour le moment d’ordre 0 et avec les mêmes hypothèses on a :

D
−→
IO1
Dτ

=
D

Dτ

∫∫
D
ωx
−−→
OMdydz

=
∫∫

D

D

Dτ

(
ωx
−−→
OM

)
dydz

=
∫∫

D

Dωx
Dτ

−−→
OMdydz +

∫∫
D
ωx
D
−−→
OM

Dτ
dydz

= ν

∫∫
D

div
(−−→grad ωx

)−−→
OMdydz +

∫∫
D
ωx
−→
V dydz

2Pour les relations différentielles, voir le cours de mécanique des milieux continus [46]
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On va traiter les deux termes du second membre séparément. D’une part, on a :∫∫
D

−−→
OMdiv

(−−→grad ωx
)
dydz =

∫∫
D

−→div
(−−→
OM ⊗−−→grad ωx

)
dydz −

∫∫
D

grad −−→OM.
−−→grad ωxdydz

=
∫
C

−−→
OM ⊗−−→grad ωx.−→n dl −

∫∫
D

−−→grad ωxdydz

=
∫
C

−−→
OM

∂ωx
∂n

dl −
∫
C
ωx−→n dl

Et d’autre part, on a :∫∫
D
ωx
−→
V dydz =

∫∫
D

(
∂w

∂y
− ∂v

∂z

){
v
w

}
yz

dydz

=
∫∫

D

{
∂(vw)
∂y − w ∂v

∂y −
1
2
∂(v2)
∂z

1
2
∂(w2)
∂y − ∂(vw)

∂y + v ∂w∂z

}
yz

dydz

qui, à l’aide de la conservation de la masse (écoulement 2D incompressible) :

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0

peut s’écrire :∫∫
D
ωx
−→
V dydz =

1
2

∫∫
D

{
2∂(vw)

∂y + 2w ∂w
∂z −

∂(v2)
∂z

∂(w2)
∂y − 2∂(vw)

∂y − 2v ∂v∂y

}
yz

dydz

=
1
2

∫∫
D

{
2∂(vw)

∂y + ∂(w2)
∂z − ∂(v2)

∂z
∂(w2)
∂y − 2∂(vw)

∂y − ∂(v2)
∂y

}
yz

dydz

=
1
2

∫∫
D


∂(2vw)
∂y − ∂(v2−w2)

∂z
∂(w2−v2)

∂y − ∂(2vw)
∂z


yz

dydz

=
1
2

∫
C

{ (
v2 − w2

)
dy + (2vw) dz

(2vw) dy −
(
v2 − w2

)
dz

}
yz

=
1
2

∫
C

[ (
v2 − w2

)
2vw

2vw −
(
v2 − w2

) ]
yz︸ ︷︷ ︸

A

{
dy
dz

}
yz︸ ︷︷ ︸

−→t dl

A étant un tenseur symétrique diagonalisable en diag
(
+V 2,−V 2

)
, avec V 2 =

(
v2 + w2

)
dans

la base intrinsèque aux lignes de courant (−→s ,−→s⊥), on arrive à :

∫∫
D
ωx
−→
V dydz =

1
2

∫
C
V 2−→s

(
−→s .−→dl

)
− 1

2

∫
C
V 2−→s⊥

(
−→s⊥.
−→
dl
)

En particulier, si le débit de fluide traversant le contour C est nul ou si C s’appuie sur une ligne
de courant, on a :

∫∫
D
ωx
−→
V dydz =

1
2

∫
C

−→
V
(−→
V .
−→
dl
)

=
1
2

∫
C

[−→
V ⊗−→V

]
.
−→
dl
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D.4 Equation d’évolution de la circulation en champ fluctuant

On démontre ici l’équation (5.9)

u′ω′y − v′ω′x =
∂k

∂z
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y
+
∂w′w′

∂z

)
En développant les composantes du rotationnel, on obtient :

u′ω′y − v′ω′x = u′
(
∂u′

∂z
− ∂w′

∂x

)
− v′

(
∂w′

∂y
− ∂v′

∂z

)
=

1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z

)
−
(
u′
∂w′

∂x
+ v′

∂w′

∂y

)
=

1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z

)
−
(
∂u′w′

∂x
− w′

∂u′

∂x
+
∂v′w′

∂y
− w′

∂v′

∂y

)
=

1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z

)
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y

)
+ w′

(
∂u′

∂x
+
∂v′

∂y

)
Dans l’hypothèse où le champ fluctuant 3D est incompressible, on a :

∂u′

∂x
+
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z
= 0

d’où il vient finalement :

u′ω′y − v′ω′x =
1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z

)
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y

)
− w′

∂w′

∂z

=
1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z
− ∂w′w′

∂z

)
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y

)
=

1
2

(
∂u′u′

∂z
+
∂v′v′

∂z
+
∂w′w′

∂z

)
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y
+
∂w′w′

∂z

)
=

∂k

∂z
−
(
∂u′w′

∂x
+
∂v′w′

∂y
+
∂w′w′

∂z

)

D.5 Equation d’évolution du moment d’ordre 1 en champ fluc-
tuant

L’équation (5.5) s’écrit sous forme développée :

∂ωx
∂τ

+ v
∂ωx
∂y

+ w
∂ωx
∂z

= ν

(
∂2ωx
∂y2

+
∂2ωx
∂z2

)
+

∂

∂y

(
u′ω′y − v′ω′x

)
+

∂

∂z

(
u′ω′z − w′ω′x

)
(D.8)

En notant
−→
T =

(
u′ω′y − v′ω′x

)−→y +
(
u′ω′z − w′ω′x

)−→z (D.9)

On peut ré-écrire (D.8) sous forme intrinsèque (les opérateurs différentiels sont 2D dans (y,z)) :

Dωx
Dτ

= div
(
ν
−−→grad ωx

)
+ div

(−→
T
)

(D.10)

ce qui permet d’écrire, en supposant que C s’appuie sur une ligne de courant :

D
−→
IO1
Dτ

= ν

∫
C

−−→
OM

∂ωx
∂n

dl − ν

∫
C
ωx−→n dl︸ ︷︷ ︸

terme visqueux

+
∫
C

−−→
OM

(−→
T .−→n

)
dl −

∫∫
D

−→
T dydz︸ ︷︷ ︸

terme turbulent

+
1
2

∫
C

−→
V
(−→
V .
−→
t
)
dl︸ ︷︷ ︸

terme non−visqueux
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D.6 Equation d’évolution de la pression d’arrêt isentropique

On donne ici la démonstration de l’équation de transport de la pression d’arrêt isentropique
(4.52). La pression d’arrêt isentropique pi (resp. la température d’arrêt isentropique Ti) est
définie de manière locale et instantanée pour toute particule élémentaire de fluide d’état (ρ,−→V , p)
à (−→X , t) comme étant la pression statique (resp. la température statique) de cette particule si on
la ralentissait jusqu’au repos (V = 0) par un processus isentropique et stationnaire en négligeant
les forces de volume et les sources/puits de chaleur.

Tout d’abord, l’équation d’état de l’entropie S :

cpdT = TdS + 1
ρdp (D.11)

permet lier la variation de l’entropie au cours du mouvement aux variations des conditions
d’arrêt isentropique (le mouvement n’est pas isentropique mais le passage de (p, T ) à (pi, Ti)
l’est) :

DS

Dt
=
cp
T

DT

Dt
− r

p

Dp

Dt
=
cp
Ti

DTi
Dt

− r

pi

Dpi
Dt

(D.12)

Par ailleurs, l’évolution de l’entropie s’obtient à partir de l’équation de l’énergie interne (avec
de = Tds− p d(1/ρ)) :

ρT
DS

Dt
= r − div−→q︸ ︷︷ ︸

echange

+ τ : S︸︷︷︸
creation

(D.13)

En éliminant S entre (D.13) et (D.12), on obtient :

τ : S + r − div−→q = ρcp
T

Ti

DTi
Dt

− p

pi

Dpi
Dt

(D.14)

En combinant (D.14) à l’équation de transport de la température d’arrêt (4.51), qui n’est autre
que l’équation de l’enthalpie totale Hi = cpT + 1

2V
2 dans laquelle on a supposée cp constant :

ρcp
DTi
Dt = ∂p

∂t + div
(
τ .
−→
V
)

+−→
f .
−→
V + div

(−→−q)+ r (D.15)

on obtient :

p
pi
Dpi
Dt = T

Ti

[
∂p
∂t + div

(
τ .
−→
V
)

+−→
f .
−→
V
]
−
(
1− T

Ti

)
[r − div−→q ]− τ : S (D.16)

L’équation (D.15) permet en outre de déduire Ti de T = p
ρr et M = V/

√
γp/ρ :

T

Ti
=
(

1 +
γ − 1

2
M2

)−1

(D.17)

D’autre part, (D.11) permet de déduire pi de Ti : p
pi

=
(
T
Ti

) γ
γ−1 d’où

p

pi
=
(

1 +
γ − 1

2
M2

)− γ
γ−1

(D.18)
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L’utilisation des relations (D.17) et (D.18) permet de réécrire (D.16) sous la forme (4.52)
présentée dans le chapitre 4 :

1
pi

Dpi
Dt

=
(

1 +
γ − 1

2
M2

)−1 1
p

∂p

∂t

+
γ

γ − 1
1
ρHi

[
div
(
τ .
−→
V
)

+−→
f .
−→
V − γ − 1

2
M2 (r − div−→q )

]
− γ

γ − 1
1
ρHi

[(
1 +

γ − 1
2

M2

)
τ : S

]

D.7 Quelques précisions sur l’expansion de la pression génératrice
dans les sections transverses du jet

Fig. D.2 – Schéma des différentes régions d’un jet.

Dans cette section, on discute de la manière dont évolue la distribution de pression génératrice
dans le plan transverse au jet représenté figure D.2 lorsqu’on se déplace de la tuyère vers l’aval.
L’objectif étant d’exhiber qualitativement les phénomènes importants, nous nous basons sur un
modèle ultra-simplifié mais tout de même assez démonstratif.

On considère tout d’abord une grandeur scalaire φ uniquement soumise à une diffusion de
coefficient ν constant. Ensuite, on suppose que l’évolution longitudinale de ce scalaire dans les
sections transverses d’un jet d’axe −→x de vitesse moyenne U0 peut être qualitativement décrite
en faisant l’analogie avec la diffusion de ce scalaire dans un champ de vitesse uniforme U0

−→x 3.
Après changement de repère x 7→ τ = x/U0, la distribution φ(y, z, τ) vérifie l’équation de
diffusion classique :

∂φ

∂τ
= ν∆φ (D.19)

Conformément aux régions du jet schématisé figure D.2, nous allons distinguer deux situations
modèles.

Dans la région proche de la tuyère, on peut réduire le problème à celui d’une couche de mélange

3En fait, ce modèle se situe à un degré d’approximation supérieur à celui des écoulements en couches minces
(couches limites) où la convection transverse v ∂φ

∂y
+ w ∂φ

∂z
liée aux variations longitudinales de vitesse axiale ∂u

∂x

via la conservation de la masse est en plus prise en compte.
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plane de direction transverse −→y située à y = 0 dans un espace non-borné. L’équation de diffusion
(D.19) s’exprime comme :

∂φp
∂τ

= ν
∂2φp
∂y2

(D.20)

La condition initiale peut s’écrire au voisinage de la lèvre du haut :

φp(y, 0) =
{
φc si y ≤ 0 ;
0 si y > 0.

(D.21)

La solution de (D.20,D.21) est :

φp(y, τ) =
φc
2

[
1− erf

(
y

2
√
ντ

)]
(D.22)

avec

erf(η) = 2√
π

∫ η
0 exp(−s2)ds (D.23)

en particulier

erf(η → −∞) = −1 (D.24)
erf(η = 0) = 0 (D.25)

erf(η → +∞) = 1 (D.26)

Le scalaire φ passe continûment de la valeur φc pour y → −∞ à la valeur φc/2 sur la ligne
médiane de la couche de mélange y = 0 puis s’annule pour y → +∞. En notant erf−1 l’application
réciproque de la fonction erf et φ0 une valeur particulière de φ entre 0 et φc, la position explicite
du contour φ(y, t) = φ0 s’écrit :

y0(t) = 2
√
νt erf−1

(
1− 2

φ0

φc

)
(D.27)

On retrouve le résultat bien connu y0(τ) ∼
√
ντ . Dans le demi-plan des faibles valeurs de φ

(φ < φc/2), i.e. dans la région initiale à l’extérieur du jet (y > 0), y0 est donc monotone stricte-
ment croissante.

Par la suite, la couche de mélange axisymétrique se referme sur l’axe limitant ainsi le cône po-
tentiel. Après une zone de transition, l’écoulement atteint le régime de jet établi auto-similaire
dans la région lointaine. Dans cette région, (D.19) s’exprime en coordonnées polaires (r, θ)4 :

∂φr
∂τ

= ν
1
r

∂

∂r

(
r
∂φ

∂r

)
(D.28)

En prenant une distribution initiale gaussienne :

φr(r, 0) = φj exp
(
−r2

4ντ0

)
(D.29)

où φj est la valeur initiale maximale (au centre r = 0) et τ0 ajuste l’écart-type initial. La solution
de (D.28,D.29) est :

φr(r, τ) =
φj

τ
τ0

+ 1
exp

 −r2

4ντ0
(
τ
τ0

+ 1
)
 (D.30)

4On aurait pu rester en écoulement plan pour la démonstration, mais en pratique, il existe plus de jets ronds
que de jets plans.
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Quelques profils sont tracés figure D.3 pour φj = 1 et 4ντ0 = 1. Ce qui nous intéresse, c’est de
suivre l’évolution d’un contour φ = φ0 constant. En considérant que le jet contienne un colorant
de concentration φr(r, 0) > 0 en début de région lointaine et que l’extérieur n’en contienne pas
φ(r → ∞) = 0, on peut remarquer que contrairement au cas de la couche de mélange où le
colorant est fourni en permanence par le demi-plan y < 0, le cas du jet complètement établi ne
présente pas d’autre approvisionnement de colorant le long du jet que celui fourni initialement.

Aussi, le colorant se diffuse dans l’espace et sa valeur maximale φmax(τ) = φj

(
τ
τ0

+ 1
)−1

diminue
au cours du temps. Le contour φ = φ0 n’existe donc à l’instant τ que s’il est compris entre 0 et
φmax(τ). Autrement dit, le contour φ = φ0 n’existe plus à partir de τf = τ0

(
φj
φ0
− 1
)
. Le rayon

du contour φ(r, τ) = φ0 pour τ ≤ τf est :

r0(τ) =

√√√√4ντ0

(
τ

τ0
+ 1
)

ln

(
φj/φ0
τ
τ0

+ 1

)
(D.31)

le mouvement du contour r0(τ) dépend donc du rapport φ0/φj :

- si φ0/φj < e−1 alors le contour s’éloigne de l’axe jusqu’à τ = τ0

(
φj/φ0

e − 1
)

et converge vers
l’axe par la suite.
- si φ0/φj > e−1 ≈ 0.37 alors le contour converge tout de suite vers l’axe ;

Fig. D.3 – Contour iso-φ dans la zone lointaine.

Bien que ce ne soit pas prouvé ici, si le coefficient de diffusion n’est pas constant (mais quand
même positif !), comme c’est le cas lorsqu’on adopte l’hypothèse de viscosité turbulente, on peut
penser que ces résultats sont toujours valables du point de vue qualitatif.

Ces résultats concernent la distribution d’un scalaire φ uniformément convecté par le fluide
et uniquement soumis à de la diffusion. Dans un écoulement stationnaire, la pression génératrice
est en plus soumise à de la dissipation qui contribue toujours à la diminuer (cf. équation (4.52)).
Cela ne change donc pas qualitativement la conclusion : dans un jet, les contours de pi proches de
la pi extérieure divergent initialement de l’axe mais à partir d’une certaine abscisse située dans
la région de jet établi (zone lointaine) convergent de nouveau vers l’axe jusqu’à leur disparition
complète.

Dans l’étude du jet MARCO, la zone d’observation de l’écoulement ne dépasse pas la région
initiale dans laquelle les contours pi = pi0 + ε divergent. Ce résultat est important pour la
signification des critères de mélange définis dans la section 4.5.
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D.8 Passage en coordonnées cylindriques

Ici, on rappelle simplement les formules de passage des vecteurs et des matrices depuis la
base cartésienne (−→x ,−→y ,−→z ) vers la base cylindrique (−→x ,−→er ,−→eθ ) obtenue par rotation d’axe −→x
et d’angle (−→y ,−→er ) = (−→z ,−→eθ ) = θ.


Ux
Ur
Uθ


(x,r,θ)

=

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

T .


Ux
Uy
Uz


(x,y,z)

(D.32)

soit 
Ux = Ux
Ur = Uy cos θ + Uz sin θ
Uθ = −Uy sin θ + Uz cos θ

(D.33)

 Axx Axr Aθx
Axr Arr Arθ
Aθx Arθ Aθθ


(x,r,θ)

=

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

T .


Axx Axy Azx
Axy Ayy Ayz
Azx Ayz Azz

 .

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


(x,y,z)

(D.34)

soit 

Axx = Axx
Axr = Axy cos θ +Azx sin θ
Aθx = −Axy sin θ +Azx cos θ
Arr = Ayy+Azz

2 + Ayy−Azz
2 cos 2θ +Ayz sin 2θ

Aθθ = Ayy+Azz
2 − Ayy−Azz

2 cos 2θ −Ayz sin 2θ
Arθ = −Ayy−Azz

2 sin 2θ +Ayz cos 2θ

(D.35)

En raison de la linéarité des opérateurs de Reynolds, les composantes du tenseur de Reynolds
(ou les corrélations d’ordre 2 basées sur un opérateur de Reynolds < . >) vérifient les mêmes
relations :

< u′xu
′
x >=< u′xu

′
x >

< u′xu
′
r >=< u′xu

′
y > cos θ+ < u′zu

′
x > sin θ

< u′θu
′
x >= − < u′xu

′
y > sin θ+ < u′zu

′
x > cos θ

< u′ru
′
r >= <u′yu

′
y>+<u′zu

′
z>

2 + <u′yu
′
y>−<u′zu′z>

2 cos 2θ+ < u′yu
′
z > sin 2θ

< u′θu
′
θ >= <u′yu

′
y>+<u′zu

′
z>

2 − <u′yu
′
y>−<u′zu′z>

2 cos 2θ− < u′yu
′
z > sin 2θ

< u′ru
′
θ >= −<u′yu

′
y>−<u′zu′z>

2 sin 2θ+ < u′yu
′
z > cos 2θ

(D.36)

Rappel : la symétrie de révolution autour de (O,−→x ) signifie seulement que Aθx = Arθ = 0 mais
pas que Aθθ = 0.
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t=0µs t=25µs

t=50µs t=75µs

t=100µs t=125µs

t=150µs t=175µs

t=200µs t=225µs

Fig. E.1 – Evolution temporelle du jet de référence à NPR=3.1 (cas F0).
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t=0µs t=25µs

t=50µs t=75µs

t=100µs t=125µs

t=150µs t=175µs

t=200µs t=225µs

Fig. E.2 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=2.8 (F1), plan des injecteurs actifs.
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t=0µs t=25µs

t=50µs t=75µs

t=100µs t=125µs

t=150µs t=175µs

t=200µs t=225µs

Fig. E.3 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=2.8 (F1), plan des injecteurs non-actifs,
grand pas de temps.
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t=0µs t=10µs

t=20µs t=30µs

t=40µs t=50µs

t=60µs t=70µs

t=80µs t=90µs

Fig. E.4 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=2.8 (F1), plan des injecteurs actifs, vue
rapprochée, petit pas de temps. Phase d’excitation de t=10 à 40µs et phase d’apaisement de
t=40µs à 90µs.
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t=0µs t=10µs

t=20µs t=30µs

t=40µs t=50µs

t=60µs t=70µs

t=80µs t=90µs

Fig. E.5 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=2.8 (F1), plan des injecteurs actifs, vue
rapprochée, vitesse verticale (en m/s), petit pas de temps. Phase d’excitation de t=10 à 40µs
et phase d’apaisement de t=40µs à 90µs.
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t=0µs t=5µs

t=10µs t=15µs

t=20µs t=25µs

t=30µs t=35µs

t=40µs t=45µs

Fig. E.6 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=1.4 (F2), plan des injecteurs actifs.
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t=0µs t=5µs

t=10µs t=15µs

t=20µs t=25µs

t=30µs t=35µs

t=40µs t=45µs

Fig. E.7 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=1.4 (F2), plan des injecteurs actifs, vue
rapprochée.
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t=0µs t=5µs

t=10µs t=15µs

t=20µs t=25µs

t=30µs t=35µs

t=40µs t=45µs

Fig. E.8 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=1.4 (F2), plan des injecteurs actifs, vue
rapprochée, vitesse verticale (en m/s).
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t=0µs t=5µs

t=10µs t=15µs

t=20µs t=25µs

t=30µs t=35µs

t=40µs t=45µs

Fig. E.9 – Evolution temporelle du jet contrôlé à SPR=1.4 (F2), plan des injecteurs actifs, vue
rapprochée, vitesse verticale (en m/s). Calcul URANS.
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Control OFF Control ON Control OFF Control ON

Fig. E.10 – Evolution longitudinale des coupes transverses du jet de référence et du jet contrôlé
à SPR=2.8 (F2).







RESUME :

A cause de sa température élevée, le jet propulsif d’un avion de combat est une source de
rayonnement infrarouge qui rend l’appareil très vulnérable. Ce rayonnement peut toutefois être
réduit en accélérant le mélange du jet avec l’atmosphère. Cette thèse est consacrée à la simu-
lation numérique d’un jet propulsif réaliste contrôlé par des injections radiales et à l’analyse
physique des mécanismes d’augmentation de son mélange. Deux types de simulations, RANS et
ZDES, ont été réalisés sur la base du modèle de Spalart-Allmaras. Dans le modèle ZDES, une
nouvelle longueur caractéristique de maille est formulée et améliore sensiblement la prévision
de la région initiale du jet. Globalement, les simulations ZDES restituent fidèlement le champ
moyen du jet supersonique sans et avec contrôle, aussi bien les cellules de détente/compression
que la diffusion turbulente. L’analyse physique est dédiée à la compréhension d’une part des
mécanismes compressibles concentrées au coeur du jet et d’autre part des mécanismes tour-
billonnaires périphériques ainsi qu’à l’évaluation de leurs rôles respectifs dans l’augmentation
du mélange. Il en ressort que l’augmentation du mélange est exclusivement due aux mécanismes
tourbillonnaires. Une étude paramétrique fournit des indications pour concevoir un mélangeur
efficace. L’analyse des tourbillons focalisée sur le régime lointain quasi-bidimensionnel souligne
leur dynamique moyenne et fait apparâıtre l’action des fluctuations turbulentes sur leur taux
de dégénérescence. Enfin, deux régimes de contrôle sont identifiés et associés aux pénétrations
respectivement quasi-stationnaire et intermittente des jets secondaires.

MOTS CLES : Modélisation de la turbulence, Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes,
Detached-Eddy Simulation, jet supersonique, tuyère, arrière-corps, contrôle, mélange.

ABSTRACT :

Because of its high temperature, a propulsive jet is a source of infrared radiation which makes
combat aircraft vulnerable. However, radiation can be alleviated by an enhancement of the
mixing between the jet and the ambient air. This thesis is dedicated to the numerical simulation
of a real-life propulsive jet controlled by radial injections and to the physical investigation of
the mixing enhancement mechanisms. As for the simulations, RANS and ZDES based upon the
Spalart-Allmaras model are used. In the ZDES model, a new mesh cutoff size is proposed and
is shown to improve the prediction of the jet near-field. On the whole, the results provided by
ZDES are in fair agreement with the mean flow fields of the supersonic jets without and with
control, as well for the expansion/compression cells as for the turbulent diffusion. The physical
analysis deals with both the compressible and the vortical mechanisms. It is proved that mixing
enhancement is only due to the action of vortices. A parametric study gives some information
to design an efficient mixer. The analysis of the vortices is focused on the quasi-bidimensional
regime of the far-field. Their mean longitudinal evolution is highlighted and the action of the
turbulent fluctuations on their decay rate is shown. Finally, two control regimes are identified
and respectively associated to a quasi-steady penetration and to an intermittent penetration of
the secondary jets.

KEY WORDS : Turbulence modeling, Unsteady Reynolds-Averaged Navier-Stokes, Detached-
Eddy Simulation, supersonic jet, nozzle, after-body, flow control, mixing.


