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Résumé

Les écoulements turbulents gaz-particules sont présents dans une large gamme d’applications, des pro-
cédés naturels (dispersion de polluants, sédimentation...) aux procédés industriels (turbomachines, lits flui-
disés...). La modélisation numérique de tels écoulements offre en conséquence un large panel de modèles.
La prédiction de la phase dispersée est ainsi effectuée dansle formalisme lagrangien ou dans le formalisme
eulérien.

Il n’existe pourtant pas actuellement d’outil numérique permettant d’obtenir une résolution à moindre coût
de l’écoulement (de l’ordre du coût d’une résolution eulérienne) tout en conservant une prédiction précise
dans toutes les zones de l’écoulement (comme le font les approches lagrangiennes suffisamment résolues).
Une méthode élégante pour résoudre ce type de problèmes réside dans l’utilisation d’une méthode hybride
couplant des approches issues de formalismes différents.

Ce travail vise donc à développer une méthode hybride eulérienne-lagrangienne pour la modélisation
numérique de la phase dispersée dans les écoulements turbulents gaz-particules. A cette fin, le domaine
spatial de l’écoulement est décomposé en sous-domaines dans lesquels une seule des deux approches est
utilisée. Les deux approches couplées ont en commun la description en termes statistiques de la phase
dispersée, effectuée à l’aide d’une fonction densité de probabilité (pdf) jointe fluide-particule. La première
repose sur une discrétisation directe de l’équation d’évolution de la pdf à l’aide d’une méthode particulaire
stochastique. La deuxième est basée sur la résolution des équations eulériennes des moments déduites de
l’équation de la pdf (densité, vitesse moyenne et contraintes cinétiques particulaires . . . ), fermées à l’aide
d’hypothèses supplémentaires, et discrétisées par volumes-finis.

Le couplage des deux approches est basé sur la description cinétique des flux de moments au travers
des interfaces entre sous-domaines, permettant la mise en place de conditions aux limites bien posées. La
condition à la limite de couplage concernant le lagrangien est spécifiée par la distribution des vitesses (ou
pdf) des particules entrantes dans le domaine lagrangien. Cette pdf est déduite d’informations provenant à
la fois des calculs lagrangien et eulérien de l’itération decouplage précédente. Cette pdf est alors simulée
par une méthode statistique dite de réjection, permettant ainsi d’imposer les caractéristiques entrantes au
domaine lagrangien. Les conditions aux limites imposées audomaine eulérien peuvent être de type Dirichlet
(calcul lagrangien des moments à imposer) ou de type flux (décomposition des flux en une partie donnée
par les particules sortantes du domaine lagrangien, l’autre par le calcul eulérien précédent).

Les deux approches, ainsi que les méthodes de couplage, sontcodées en FORTRAN90, permettant une
validation dans des configurations d’écoulements homogènes (écoulements cisaillés homogènes) et inhomo-
gènes (écoulement de canal plan ascendant) par comparaisonavec des résultats d’expériences numériques.
La méthode hybride est ainsi appliquée dans des situations fortement déséquilibrée (canal plan) pour les-
quelles l’approche eulérienne ne permet une prédiction adéquate de l’écoulement. L’utilisation de la mé-
thode hybride améliore sensiblement cette prédiction et démontre ainsi la faisabilité et l’intérêt d’une telle
méthode.
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Abstract

Gas-particle flows are found in a very wide range of applications, from industrial (fluidized bed, turbo-
machines) to natural (pollutant dispersion, sand transport) processes. It is thus unsurprising that numerical
treatments vary from one problem to another. Actually, whendealing numerically with the particle phase in
gas-particle flows, the prediction can be issued in a lagrangian or an eulerian framework.

No numerical tool has yet been developped that enable a lost-cost resolution of the flow (like in an eulerian
framework) while issuing accurate predictions in the wholeflow (as can be done in a lagrangian framework).
One elegant way to tackle this type of problem is the use of hybrid methods coupling approaches issued fron
different formalisms.

This work aims to develop a hybrid eulerian-lagrangian method for the numerical modeling of the disperse
phase in turbulent gas-particle flows. The spatial domain issplit in sub-domains where only one of the
approaches is used. Both approaches share the same description of the dispersed phase in terms of statistics,
i.e. the dispersed phase is represented by the mean of a joint fluid-particle probability density function (pdf).
the first approach is based on a direct resolution of the evolution equation of the pdf by a stochastic particle
method. The second is based on the resolution of the eulerianequations governing the behavior of the
moments (density, mean velocity and particle kinetic constraints . . . ) derived from the pdf equation, closed
by additional hypothesis and discretized using finite-volume schemes.

The coupling of the two approaches is based on the kinetic description of the moments fluxes across
the sub-domains interfaces, allowing the development of well-posed boundary conditions. The lagrangian
boundary condition is given by the choice of the velocity distribution of ingoing particles in the lagran-
gian domain. This pdf is deduced from predictions of both thelagrangian and eulerian approaches. This
pdf is then simulated by a statistical method called rejection method, which allows to impose the ingoing
caracteristics in the lagrangian domain. The eulerian boundary conditions can be either of Dirichlet’s type
(computation of the lagrangian moments to be imposed) or of flux-type (splitting of the fluxes between a
part given by the outgoing particles, the other part by the preceding eulerian prediction).

The two approaches, as well as the coupling methodologies, are developed in FORTRAN90, which en-
ables validations in homogeneous flows (homogeneous shear flows) as well as inhomogeneous flows (plane
channel flows) by direct comparison with the results of numerical experiments. The hybrid method is then
applied in highly non-equilibrium flows (channel flow) wherethe eulerian approaches fail to accurately
predict the flow. The use of the hybrid method increase the accuracy in the prediction. The feasbility and
interest of such hybrid method is thus demonstrated.
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Nomenclature

La dimension des variables est présentée entre crochet : longueur (L), masse (M), temps (T). Les variables
soulignées représentent des vecteurs. L’indice ’p’ se rapporte à la phase particulaire et ’f’ à la phase fluide.

Sigles
DNS "Direct Numerical Simulation", Simulation Numérique Directe
DPS "Discrete Particle Simulation", Simulation Déterministe des Particules
HELM "Hybrid Eulerian-Lagrangian Method", Méthode Hybride Eulérienne-

Lagrangienne
HELM-
EKC

"HELM with Eulerian Knudsen Correction", HELM avec Correction de
Knudsen

LES "Large Eddy Simulation", Simulation des Grandes Structures
LIPM "Lagrangian Isotropisation of Production Model"
NCLIPM "Noise-Corrected LIPM", Modèle LIPM avec Correction du Bruit
NCSLM "Noise-Corrected SLM", Modèle SLM avec Correction duBruit
PDF "Probability Density Function", Fonction de Densité deProbabilité
RANS "Reynolds Averaged Navier-Stokes", Equations de Navier-Stokes moyen-

nées
SLM "Simplified Langevin Model", Modèle de Langevin Simplifié

Lettres latines

A,G Matrice de dérive dans une équation de Langevin [s−1]

B Matrice de dispersion dans une équation de Langevin [m.s−3/2]

C0 Constante de Kolmogorov [1]

C(Ψ) Taux de variation collisionnel de la variable< Ψ > [[Ψ].m−3.s−1]

CD Coefficient de traînée [1]

Cm Charge massique de l’écoulement [1]

D
f

Tenseur de dispersion turbulente de l’écoulement fluide [m−2.s−3]

D
fp
,D

p
Dispersion par le mouvement d’agitation particulaire [m−2.s−3]

dp Diamètre des particules [m]

epp Coefficient de restitution normal lors de collisions interparticulaires [1]

epw Coefficient de restitution normal lors d’un rebond sur une paroi [1]

ffp Pdf jointe fluide-particule en un point [m−9.s9]

ffpfp Pdf jointe fluide-particule en deux points [m−18.s18]

fp Pdf de la phase particulaire en un point [m−6.s6]

fMp Pdf Maxwellienne [m−6.s6]

fGp Pdf Gaussienne ou de Richman [m−6.s6]

fpp Pdf de la phase particulaire en deux points [m−12.s12]
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F d Force de traînée exercée sur une particule [m.kg.s−2]
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f Agitation turbulente du fluide m2.s−2

Kn Nombre de Knusen [1]
Kt
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Tenseur de diffusivité du mouvement d’agitation particulaire [m2.s−1]

Li Dimension macoscopique de l’écoulement dans la directioni [m]

mp Masse d’une particule [kg]

n Normale à la face de couplage [1]
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τ ε
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τη Échelle de temps de Kolmogorov de l’écoulement fluide [s]

Υ
fp
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φ
f
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Autres symboles
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< . >ϕ Opérareur de moyenne sur la phaseϕ

< . >−
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∂
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∣∣
coll

Opérateur de taux de variation sous l’effet des collisions
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Ψ∗ Valeur de la varaibleΨ après une collision
a.b Produit scalaire
a⊗ b produit tensoriel
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Introduction

Contexte Général

La nature a de tout temps offert à nos yeux une diversité incommensurable de manifestations d’écou-
lements fluides. Comme rien n’y est jamais "pur", tout écoulement est par nature multiphasique. Lorsque
l’intérêt est porté sur la phase fluide les "impuretés" sont généralement négligées et seul le fluide porteur est
pris en considération. Il existe néanmoins de nombreux écoulements naturels où le comportement des "im-
puretés" devient une information importante. Les processus naturels de sédimentation (que ce soit à l’échelle
humaine pour la modification d’un lit de rivière ou bien à l’échelle planétaire pour la captation deCO2 par
la sédimentation océanique) ou de dispersion (que ce soit defumées dans l’atmosphère ou de plancton dans
les océans) sont ainsi des exemples de phénomènes pour lesquels le comportement de la phase particulaire
est d’importance au moins égale au comportement de la phase fluide. Le génie humain (ou industriel) a de
plus engendré de nouvelles applications des écoulements multiphasiques qui sont aujourd’hui étudiées dans
un but d’amélioration des rendements (par exemple concernant le transport/combustion d’hydrocarbures ou
le génie chimique) et/ou de réduction de l’impact des procédés sur le milieu naturel (traitement des eaux,
dispersion de polluants. . . ).

Les échelles macroscopiques associées à ces écoulements varient donc sur plusieurs ordres de grandeurs,
du centimètre de la chambre de combustion ou du tuyau extracteur de chaleur d’une centrale nucléaire aux
centaines ou milliers de mètres de la formation des nuages oudu développement des avalanches. Les phé-
nomènes physiques prépondérants dans certains écoulements multiphasiques (eta fortiori diphasiques) ne
le sont donc pas nécessairement dans d’autres configurations. A cette multitude d’échelles macroscopiques
viennent de plus se greffer les échelles propres à un écoulement diphasique. La transition vers la turbulence
en ce qui concerne l’écoulement fluide entraîne ainsi l’apparition d’une cascade d’échelles qui s’étend sur
plusieurs ordres de grandeurs. La réponse de la phase particulaire à cette sollicitation engendre elle aussi
l’apparition de nouvelles échelles caractéristiques dansl’écoulement, tant et si bien qu’une superposition de
plusieurs échelles caractéristiques est à l’origine du comportement de l’écoulement. Ces échelles évoluent
de plus, dans les écoulements inhomogènes, en fonction de lazone de l’écoulement observée. Par exemple
dans un canal turbulent l’écoulement évolue de très peu agité dans les zones proches des parois à très agité au
centre du canal. Les échelles caractéristiques de l’écoulement peuvent donc elles-mêmes évoluer de manière
significative à l’intérieur du même écoulement.

Les inhomogénéités des échelles caractéristiques posent des problèmes ardus de modélisation de l’écou-
lement. La plupart des phénomènes physiques sont en effet modélisés très efficacement dans une gamme
d’échelles caractéristiques mais ces modélisations peuvent s’avérer insuffisantes pour d’autres gammes
d’échelles et donc d’autres zones de l’écoulement. Les modélisations (ou représentations) des phénomènes
physiques sont en effet issues d’un compromis entre leur complexité et leur efficacité. L’évolution spatiale
des échelles caractéristiques peut être telle dans les écoulements qu’un modèle adapté à une zone de l’écou-
lement peut échouer à rendre compte de la physique dans d’autres zones. L’évolution des caractéristiques
de la turbulence dans un canal en est un bon exemple car les phénomènes physiques prépondérants au com-
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portement de l’écoulement ne sont pas identiques aux paroisou au centre du canal.

La modélisation des écoulements à phase dispersée fait usuellement appel à deux principaux formalismes
de modélisation. La phase fluide est pratiquement exclusivement traitée dans une approche continue, c’est-
à-dire par une description macroscopique. Les descriptions microscopique (de type Boltzmann) ou méso-
scopique (de type Pope) sont en effet écartées pour des raisons d’efficacité, les équations de Navier-Stokes
(qui décrivent le comportement du fluide par une approche continue) présentant un accord remarquable avec
les expériences. Les deux formalismes de description des écoulements diphasiques se distinguent donc par
le traitement de la phase particulaire. Les approches Euler-Lagrange (ou lagrangiennes en omettant le Euler
relatif à la description fluide) se proposent donc de décrireles particules au niveau discret (ou microsco-
pique) tandis que les approches Euler-Euler (ou eulériennes) décrivent elles la phase particulaire de manière
continue (ou macroscopique).

Approches lagrangiennes déterministes

Les approches lagrangiennes modélisent les interactions entre la phase particulaire et la phase fluide di-
rectement au niveau de la particule. Chaque particule est ainsi suivie le long de sa trajectoire par un bilan des
forces s’exerçant sur elle. La modélisation intervient donc au niveau de la spécification des forces s’exerçant
sur une particule plongée dans un écoulement fluide, et éventuellement des collisions possibles avec d’autres
particules. Ces approches permettent donc d’obtenir l’information au niveau microscopique (on parle de ni-
veau microscopique en référence à la théorie cinétique des gaz) puisque le vecteur d’état de chaque particule
est connu. L’information macroscopique (comme la densité de particules, la vitesse moyenne ou l’agitation)
est accessible par des processus simples de moyennes (temporelles ou spatiales) de l’état microscopique.
Des paramètres plus fins tels que les corrélations spatialesen deux points sont aussi accessibles au prix
de processus de moyenne plus élaborés. La mise en place de simulations lagrangiennes pose un problème
théorique de modélisation des forces exercées sur les particules. Si une résolution exacte des équations de
Navier-Stokes autour de chaque particule fournit théoriquement les forces exercées par le fluide sur chaque
particule, ce type de simulation se heurte aux coûts démesurés à payer pour atteindre cette précision. Il est
donc généralement fait dans l’obtention des forces agissant sur les particules l’hypothèse de point-masse.
Cette hypothèse stipule que la particule est suffisamment petite pour considérer que les forces agissent au
centre de la particule. On parle alors de simulation aux particules discrètes (ou DPS pour "Discrete Particle
System"). Plusieurs forces peuvent alors être isolées (Maxey and Riley [1983]), l’expression de ces forces
étant fonction de la vitesse du fluide vu par la particule. Cette vitesse est définie comme la vitesse du fluide
à l’endroit de la particule si la particule n’était pas là (mais le reste du nuage bien présent). L’obtention
de cette vitesse a fait l’objet de nombreuses études. La solution idéale est la résolution des équations de
Navier-Stokes de manière directe sur un maillage suffisamment fin pour capturer toutes les échelles de la
turbulence (on parle alors de Simulation Numérique Directeou DNS pour "Direct Numerical Simulation").
La vitesse de fluide vu est alors simplement la projection à l’emplacement de la particule des vitesses cal-
culées sur le maillage fluide. L’association DNS/DPS a souvent été qualifiée d’expérience numérique car
elle représente la modélisation la plus précise pour laquelle des calculs sur des configurations relativement
complexes peuvent être effectués (Squires and Eaton [1990,1991], Elghobashi and Truesdell [1993], Sun-
daram and Collins [1997]). Ce type de technique, bien qu’amenée à se généraliser avec le développement
impressionnant du calcul scientifique, est tout de même extrêmement coûteuse et se limite aujourd’hui (et
pendant quelques années encore) à des écoulements peu turbulents. C’est pourquoi ce type de technique est
majoritairement utilisé comme simulations de référence pour vérifier l’acuité de nouveaux modèles. Pour
des écoulements plus turbulents il est nécessaire de restreindre le calcul à une partie du spectre turbulent.
Les effets de la partie omise sur la partie calculée du spectre doivent alors être modélisés. Si seule une partie
du spectre est omise (les plus petites échelles de longueur)on parle alors de LES (pour "Large Eddy Simu-
lation") car seules les plus grosses structures sont calculées. Ce type de résolution peut s’avérer très efficace
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si les particules présentes dans l’écoulement sont suffisamment inertielles pour ne pas être influencées par
les petites échelles de la turbulence (les simulations LES/DPS peuvent être alors aussi considérées comme
des expériences numériques). Pour des particules encore plus inertielles pour lesquelles la turbulence n’a
que peu d’effet, le profil de vitesse moyenne peut être calculé par une approche de type RANS (pour "Rey-
nolds Averaged Navier-Stokes") ou laminaire. Associée à une résolution DPS de la phase particulaire, cette
résolution de l’écoulement peut aussi être considérée comme une expérience numérique pour des particules
extrêmement inertielles. Une fois cette difficulté passée,la trajectographie des particules ne présente pas de
problème particulier, hormis dans les cas où les collisionsdoivent être considérées. La résolution des colli-
sions lors d’une DPS est très coûteuse car il est nécessaire àchaque pas de temps de classer les particules
pour obtenir les paires de particules qui entrent en collision. Ces algorithmes de repérage proposent usuel-
lement des coûts en27N , oùN représente le nombre de particules réelles dans l’écoulement. La résolution
des collisions pénalise donc sensiblement les codes de simulations DPS.

Méthodes à deux fluides

Les approches eulériennes traitent la phase dispersée dansle même esprit que pour la phase fluide, c’est-
à-dire comme un milieu continu. La phase dispersée est représentée par un certain nombre de moments
(densité, vitesse moyenne, contraintes cinétiques. . . ) qui sont des champs eulériens et ont donc un sens en
tout point de l’espace (contrairement à la description lagrangienne par un vecteur d’état uniquement valable
pour chaque particule). Le comportement de la phase particulaire est décrit à l’aide de l’évolution de ses
moments, évolution pilotée par des équations aux dérivées partielles écrites pour ces moments. Historique-
ment ces équations étaient obtenues par simple similitude avec les équations décrivant le fluide (Elghobashi
and Abou-Arab [1983], Chen and Wood [1986]). Des termes de transfert étaient ajoutés pour prendre en
compte les interactions entre les phases, mais les équations écrites possédaient de grandes analogies avec
les équations RANS pour le fluide. C’est pourquoi ce type de modélisation a été appelé modèle à deux
fluides. Une autre "école" d’obtention des équations eulériennes décrivant la phase particulaire a vu le jour
avec l’ application des concepts de la théorie cinétique desgaz (mais aussi de la modélisation statistique des
écoulements monophasiques) à la modélisation de la phase particulaire.

Approches PDF

Une troisième voie de modélisation de la phase particulaireappelée approches PDF (pour "probability
density function") fait appel à une description statistique du nuage de particules (Buyevitch [1971], Reeks
[1980], Derevich and Zaichik [1988], Simonin [1996]). La description des interactions entre les deux phases
est effectuée au niveau de la particule (en reprenant la modélisation des forces effectuée pour la DPS) mais
les particules ne sont plus considérées dans leur mouvementindividuel mais dans leur mouvement d’en-
semble. On parle ici d’approche mésoscopique (entre le micro- et le macroscopique). Toutes les particules
sont considérées comme indiscernables et décrites par une description dite contractée. Une fonction den-
sité de probabilité (ou pdf), fonction des variables de la description contractée, représente l’information
statistique de la phase dispersée. La modélisation des forces agissant sur les particules ainsi que des colli-
sions permet alors d’obtenir une équation d’évolution fermée de cette pdf. Les dimensions des espaces dans
lesquels est écrit cette équation (d ∼ 7 − 10) n’ont permis que très récemment une résolution directe de
cette équation (résolution Boltzmann sur réseau). D’autres méthodes, une fois l’équation d’évolution de la
pdf écrite, permettent une résolution approchée de l’équation de la pdf. Les écoulements gaz-particules se
différencient des écoulements monophasiques dans les possibilités de choix de la description contractée.
Suivant le choix de cette description, certains paramètresstatistiques ne peuvent plus être obtenus (comme
les corrélations spatiales pour une pdf en un point) ou doivent être modélisé (par exemple si la vitesse du
fluide vu est omise des variables contractées). Le choix de lapdf représentative de l’écoulement fait, deux
principales approches de résolution approchée de l’équation de la pdf ont été développées.
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Approches lagrangiennes stochastiques

Une première famille d’approche adapte les outils statistiques développés pour la résolution de l’équation
de Boltzmann en théorie cinétique des gaz à la résolution de l’équation de la pdf par une discrétisation de
cette dernière en "particules numériques". Ces représentants de l’ensemble des réalisations sont suivis le long
de leurs trajectoires. L’analogie est donc forte avec les approches lagrangiennes décrites plus haut, mais pour
des objets statistiques. C’est pourquoi ces approches sontdénommées lagrangiennes stochastiques (Gosman
and Ioanides [1981], sommerfeld and Zivkovic [1992]). Les approches lagrangiennes stochastiques héritent
la plupart des avantages et inconvénients des approches lagrangiennes. Ainsi, même si le vecteur d’état mi-
croscopique n’est pas accessible, le caractère discret desparticules numériques permet une très bonne prise
en compte des interactions avec le fluide et tout particulièrement des collisions inter-particulaires et des
rebonds sur les parois. Ces approches nécessitent assez peud’hypothèses de modélisation puisque la résolu-
tion est effectuée directement au niveau de résolution de lapdf (elle partage donc les hypothèses émises pour
la fermeture de l’équation de la pdf). Les approches lagrangiennes stochastiques visant l’efficacité, seules
les composantes stationnaires sont généralement calculées (et tout le reste du spectre modélisé) par une ré-
solution RANS. La projection du champ de vitesse calculé ne représente alors plus la vitesse instantanée
du fluide à l’endroit de la particule. Il est donc nécessaire de reconstruire la partie manquante de la vitesse
du fluide, par exemple par un processus de Langevin (Pope [1985, 1994a], Simonin et al. [1993]). Ces ap-
proches héritent des défauts des approches lagrangiennes car, si toutes les particules ne sont plus suivies
le long de leur trajectoire mais seulement un certain nombrede "représentants", il est nécessaire pour des
raisons statistiques de considérer l’évolution d’un nombre suffisant de particules numériques. Les calculs
effectués à l’aide d’une approche lagrangienne stochastique sont donc des calculs coûteux pour lesquels la
précision numérique des calculs n’est pas très bonne (fluctuations statistiques).

Approches eulériennes

Une deuxième famille d’approche établit les équations gouvernant les moments de la phase particulaire
à partir de l’équation d’évolution de la pdf. Les moments étant des paramètres statistiques du nuage de
particules, ils peuvent être obtenus par la moyenne de fonctions des variables contractées suivant la mesure
qu’est la pdf (la pdf étant une densité de probabilité). Par intégration de l’équation de la pdf il est ainsi
possible d’obtenir un système d’équations aux dérivées partielles décrivant le comportement des moments
du système. Ce système est assez proche du système d’équations obtenues par le modèle à deux fluides. Les
termes de transfert entre les deux phases sont maintenant obtenus par moyenne du transfert individuel des
particules et non plus par des considérations au niveau macroscopique comme dans le cas du modèle à deux
fluides. Ces équations sur des variables continues peuvent être traitées à l’aide de tous les outils numériques
développés lors de la résolution des équations décrivant lecomportement du fluide. La discrétisation des
équations sur des maillages et l’utilisation de techniquestype différences-finies ou volumes-finis permet
ainsi de résoudre les écoulements les plus complexes avec untemps de calcul raisonnable et une précision
très bonne. Le problème majeur dans l’utilisation de tellesapproches est la nécessité, pour fermer le système
d’équations, d’effectuer de nombreuses hypothèses supplémentaires par rapport à la résolution lagrangienne
stochastique de l’équation de la pdf. Ces hypothèses, basées sur l’existence d’équilibres caractéristiques de
l’écoulement, se retrouvent être mises en défaut dans certaines zones de l’écoulement. La prédiction dans
ces zones est alors fortement dégradée par rapport aux approches lagrangiennes stochastiques.

Méthodes hybrides

Le développement d’outils numériques efficaces de simulation des écoulements gaz-particules n’est donc
pas chose aisée. Chaque approche présentant ses avantages et inconvénients, les outils numériques dévelop-
pés à partir de celles-ci se retrouvent donc à devoir effectuer un choix entre coût et précision de la simulation.
Il n’existe actuellement pas d’outil numérique permettantd’obtenir une résolution à moindre coût de l’écou-
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lement (de l’ordre du coût d’une résolution eulérienne) tout en conservant une prédiction précise dans toutes
les zones de l’écoulement (comme le font les approches lagrangiennes). La multitude d’échelles caractéris-
tiques présentes dans un écoulement réel limite en effet le domaine d’application de chaque modèle. Les
approches particulaires sont ainsi très efficaces lorsque le nombre de particules est faible (c’est-à-dire pour
des écoulements dilués) mais deviennent trop coûteuses lorsque ce nombre augmente. Les approches eulé-
riennes au contraire trouvent toute leur justification dansla simulation d’écoulements chargés en particules,
mais peinent à retranscrire la physique lorsque certaines parties de l’écoulement sont plus diluées ou plus
hors-équilibre. Ce type de dualité entre les approches se retrouve dès qu’il existe un lien entre des approches
micro- ou mésoscopiques et des approches continues. Tel lien peut se retrouver par exemple entre l’équation
de Boltzmann et les équations d’Euler ou de Navier-Stokes enthéorie cinétique (Schneider [1996], Le Tallec
and Mallinger [1997], Schwartzentruber and Boyd [2006]). Lorsque l’écoulement devient très raréfié (par
exemple lors de la rentrée atmosphérique de la navette spatiale) l’expérience a montré que les équations de
Navier-Stokes n’étaient plus valides dans la zone proche ducorps. Il est alors nécessaire de résoudre directe-
ment l’équation de Boltzmann. Loin du corps par contre une résolution de type Boltzmann serait beaucoup
trop coûteuse au vu du nombre de particules numériques à considérer.

Une méthode élégante pour résoudre ce type de problème, présentant une évolution significative des
échelles caractéristiques de l’écoulement, est l’utilisation de méthodes hybrides. Ces méthodes éludent le
problème de l’extension des domaines de validité des différentes approches en utilisant plusieurs approches
de modélisation de l’écoulement. L’ensemble des méthodes actuelles couvrent en effet une large bande de
phénomènes physiques et permettent chacune de modéliser avantageusement certains régimes de l’écou-
lement. Une méthode hybride est donc une méthode qui fait un choix quant à l’approche à utiliser pour
résoudre telle partie de l’écoulement, la problématique majeure devenant l’échange d’informations entre les
différentes approches utilisées dans la résolution globale de l’écoulement. Ce type de méthode a déjà été
utilisé de manière pertinente dans la résolution des écoulements de rentrée atmosphérique ou dans la réso-
lution d’écoulements turbulent avec combustion. Dans le premier cas l’écoulement est séparé spatialement
entre des zones où la résolution est effectuée par une approche particulaire et dans le reste du domaine par
une approche continue. Dans le deuxième cas la séparation est effectuée entre partie dynamique et partie
combustion de l’écoulement turbulent. La séparation de domaines entre les deux approches peut donc être
de deux natures : séparation dans l’espace physique ou séparation dans l’espace des phases.

Les remarques précédentes sur l’utilisation de méthodes hybrides pour pallier aux inconvénients d’ap-
proches complémentaires sont pertinentes dans le cas des écoulements gaz-particules. Les approches par-
ticulaires et eulériennes possèdent une complémentarité très similaire à celle existant entre l’équation de
Boltzmann et les équations d’Euler ou de Navier-Stokes. Elles ont en effet été construites par les mêmes rai-
sonnements que dans le cas monophasique. Cette constatation a amené le désir de développer des méthodes
hybrides similaires pour les écoulements gaz-particules.

Une telle démarche de couplage entre deux approches de résolution d’un même problème présente trois
problématiques majeures :

– le choix des deux approches de résolution à coupler. Le couplage se fait généralement entre deux
approches aux niveaux de résolution différents mais se basant sur un même formalisme de description
de l’écoulement. Les problèmes posés dans chacun des deux sous-domaines doivent être identiques pour
que la méthode hybride soit consistante. Le couplage se faitdonc entre deux approches de résolution
de la même équation. C’est par exemple le cas du couplage Boltzmann/Navier-Stokes où les deux
approches résolvent de manière approchée l’équation de Boltzmann chacune à sa façon (Le Tallec and
Mallinger [1997]).

– la détermination de l’extension spatiale des sous-domaines. Cette détermination est donnée par la
contrainte que l’écoulement, dans le domaine où l’écoulement est résolu par l’approche continue, doit
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être proche des conditions d’équilibre nécessaires à la fermeture du système d’équations. La méthode
hybride gagnant en efficacité lorsque les zones où l’écoulement est résolu par l’approche particulaire
sont réduites, l’extension spatiale du domaine eulérien est une problématique importante dans le déve-
loppement d’une méthode hybride (Tiwari [1998]).

– l’échange d’informations entre les deux approches. Le couplage est assuré par cet échange d’informa-
tions pendant lequel les résultats de chaque approche viennent influencer les résultats de l’autre. Cet
échange d’informations doit être mis en place par la dérivation de conditions aux limites bien posées
sur la frontière de chaque sous-domaine en fonction des résultats dans le sous-domaine adjacent.

Les premiers pas en direction de l’utilisation de telles méthodes sont abordés ici dans un cadre un peu
simplifié nécessaire à la conception des outils permettant le développement d’une telle méthode hybride.

Cadre de l’étude

Les écoulements étudiés dans cette étude considèrent le comportement de particules solides identiques,
inertes thermiquement, chimiquement et électriquement. Les caractéristiques de la phase particulaire, no-
tamment en ce qui concerne la densité de particules, sont telles que l’action des particules sur le fluide
porteur peut être négligée. On parle ainsi d’interactions àsens unique ("one-way coupling") puisque le mou-
vement de la phase fluide influence celui de la phase particulaire mais pas l’inverse. Pour ce type d’écou-
lements la simulation de l’écoulement fluide peut s’effectuer de manière indépendante et simultanée à la
résolution de l’écoulement de la phase particulaire. Le fluide n’est donc plus une variable du problème (si
on se place du point de vue des particules) et il suffit de spécifier les champs associés à l’écoulement (que ce
soit le champ de vitesse d’une DNS ou bien les champs de vitesse moyenne et d’agitation d’une résolution
RANS) sans se soucier de la phase particulaire. En ce qui concerne la phase particulaire, des hypothèses
assez restrictives sont effectuées sur le type de particules considérées afin d’obtenir une expression allégée
de la résultante des forces agissant sur une particule.

La phase particulaire est étudié dans le formalisme des approches PDF à l’aide d’une description et terme
de pdf jointe fluide-particule en un point. L’équation d’évolution de la pdf représentative de l’écoulement
peut alors être résolue par une approche lagrangienne stochastique ou une approche eulérienne, toutes deux
basées sur la même description. La complémentarité et la consistance des deux approches est alors uti-
lisée pour développer une méthode hybride eulérienne-lagrangienne pour les écoulements turbulents gaz-
particules.

Plan de l’étude

Le premier chapitre présente une revue des phénomènes physiques apparaissant dans les écoulements
gaz-solides pour des particules inertielles. La phase fluide est tout d’abord décrite dans ses aspects les plus
pertinents dans le but d’une modélisation du comportement de la phase particulaire. Le diamètre des parti-
cules est considéré comme petit et la masse volumique beaucoup plus élevée que celle du fluide. Sous ces
hypothèses l’action du fluide sur les particules se manifeste principalement par la force de traînée visqueuse.
Associée à la gravité, la force de traînée représente le moteur principal de l’écoulement de la phase particu-
laire. Sous l’effet de la traînée les particules sont en effet dispersées par la turbulence ou tout simplement
convectées par le mouvement moyen du fluide. Les modélisations au niveau particulaire des interactions des
particules avec l’ensemble du nuage ou avec des obstacles sont aussi présentées.

Le chapitre 2 présente le formalisme probabiliste pour la modélisation de la phase particulaire. La phase
particulaire est ainsi représentée à l’aide d’une fonctiondensité de probabilité ou pdf qui suit une équation de
type Boltzmann. Deux fermetures au niveau mésoscopique sont nécessaires à la résolution de cette équation.
La première fermeture est une modélisation de l’effet de la turbulence sur la phase particulaire. Il est en effet
indispensable de reconstruire la vitesse du fluide vu par la particule pour prendre en compte la dispersion
de particules par la turbulence. Les caractéristiques de l’écoulement fluide n’étant connues qu’au travers
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certains paramètres statistiques (vitesse moyenne, agitation. . . ), l’utilisation de techniques stochastiques est
nécessaire à la reconstruction de la vitesse du fluide à l’endroit de la particule. Les processus de Langevin
semblent être une possibilité intéressante de mimer l’effet de la turbulence sur le nuage de particules. Les
corrélations spatiales ou temporelles de la turbulence sont ainsi modélisées à l’aide d’un tenseur de dérive
tandis que le caractère aléatoire du mouvement turbulent est mimé par un processus stochastique dont les
propriétés découlent des paramètres statistiques du mouvement turbulent. La deuxième fermeture essentielle
d’une modélisation probabiliste de la phase particulaire concerne la prise en compte des collisions inter-
particulaires. Une fois de plus les effets individuels ne sont pas modélisés car seul l’effet sur l’ensemble
du nuage de particules est pertinent. L’effet des collisions est modélisé par l’action d’un opérateur (dit de
collision) sur la pdf de l’écoulement. Plusieurs hypothèses peuvent être émises pour fermer cet opérateur,
dont l’exemple le plus connu est l’hypothèse de chaos moléculaire de Boltzmann. La fin du chapitre est
enfin consacrée aux méthodes numériques mises en œuvre pour la résolution particulaire de l’équation de la
pdf, i.e. les approches lagrangiennes stochastiques.

Le chapitre 3 introduit la procédure de résolution eulérienne de l’équation de la pdf déterminée au cha-
pitre précédent. Les équations génériques associées à la densité, vitesse moyenne et contraintes cinétiques
particulaires sont présentées. Les hypothèses de fermeture du système sont détaillées afin de d’établir les
régimes d’écoulements pour lesquels les fermetures eulériennes sont précises. La fermeture des termes de
traînée fait ainsi apparaître l’influence de l’écoulement fluide sur la phase particulaire par l’intermédiaire
de corrélations entre le mouvement fluide et le mouvement particulaire telles que la vitesse de dérive tur-
bulente ou les corrélations fluide-particules. Les équations associées à ces grandeurs sont alors explicitées,
puis fermées, pour obtenir le système d’équations eulériennes de l’écoulement gaz-particules.

Le chapitre 4 présente la méthodologie de couplage développée pour les écoulements gaz-particules. Les
différentes stratégies de couplage associées à une décomposition du domaine spatial sont présentées et la
méthodologie de couplage choisie est développée. Cette méthodologie est en partie basée sur la décom-
position cinétique des flux de moments en demi-flux incidentset sortants des surfaces de couplage. Cette
décomposition est utilisée afin de déduire des conditions aux limites bien posées pour l’approche lagran-
gienne stochastique. La condition à la limite est prise en compte dans le code lagrangien par une injection
de particules numériques au niveau de la surface de couplage. Le couplage du lagrangien vers l’eulérien est
quant à lui effectué par l’imposition de conditions de type Dirichlet ou de type flux à la face de couplage du
domaine eulérien.

Le chapitre 5 présente la validation de la méthodologie développée au chapitre précédent dans le cas
d’écoulements homogènes. Le type d’écoulements retenu estun écoulement turbulent homogène simple-
ment cisaillé. La turbulence de la phase fluide et le mouvement d’agitation particulaire sont ainsi homogènes
et il est alors possible de caractériser l’écoulement à l’aide d’une pdf gaussienne de type Richman étendue
aux écoulements gaz-particules. Une étude des demi-flux, dela procédure d’injection et du comportement
de la méthodologie de couplage permettent la validation de la méthode hybride dans les cas d’écoulements
homogènes.

Le chapitre 6 est une extension de la validation de la méthodehybride aux cas d’écoulements inhomo-
gènes. L’inhomogénéité fait ainsi apparaître un déséquilibre dans la pdf de l’écoulement qui ne peut ainsi
plus être caractérisée comme dans un écoulement homogène. Le cas étudié est un canal plan turbulent as-
cendant dans lequel des particules de gros diamètre sont transportées. L’inertie des particules permet de
négliger l’effet de la turbulence sur le comportement de la phase dispersée, l’interaction entre le fluide et
la phase particulaire se faisant uniquement par l’intermédiaire des termes de traînée de la vitesse moyenne
des particules. La méthode hybride est appliquée pour différentes propriétés de la phase particulaire ce qui
permet d’appréhender les réussites et les défauts de l’approche hybride eulérienne-lagrangienne développée
au chapitre 4.
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FIG. 1 – Hiérarchie des méthodes de résolutions numériques pourles écoulements turbulents gaz-solides.



Chapitre 1

Modélisation Physique des Écoulements
Turbulents Gaz-Particules

Sommaire
1.1 Définitions préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 3

1.1.1 Moyennes de phase . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 3

1.1.2 Décompositions de Reynolds des variables . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 4

1.2 Phase fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 4

1.2.1 Phénoménologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 4

1.2.2 Hypothèses de Kolmogorov sur la turbulence . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 4

1.2.3 Équations RANS décrivant le comportement de la phase fluide . . . . . . . . . . . 5

1.2.4 Échelles de longueur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 8

1.2.5 Échelles de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 8

1.2.6 Échelles de temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 8

1.2.7 Nombres de Reynolds de l’écoulement fluide . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 11

1.3 Réaction d’une particule à la sollicitation du fluide . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Bilan des forces s’exerçant sur une particule isolée .. . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.2 Quelles sont les forces prépondérantes? . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 13

1.3.3 Nombre de Reynolds particulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 13

1.3.4 Modélisation du coefficient de traînée . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 14

1.3.5 Vitesse du fluide et vitesse du "fluide vu" . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 14

1.3.6 Vitesse de dérive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 16

1.3.7 Croisement de trajectoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 16

1.3.8 Concentration préférentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 17

1.3.9 Échelles de temps des interactions . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 17

1.3.10 Nombres de Stokes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 20

1.4 Mouvement d’ensemble de la phase dispersée . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . 20

1.4.1 Vitesse moyenne des particules . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 20

1.4.2 Mouvement d’agitation des particules . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 21

1.4.3 Équilibre de Tchen-Hinze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 21

1.4.4 Échelles internes à la phase dispersée . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 22

1.4.5 Nombre de Knudsen particulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 24

1.4.6 Two-way coupling ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 24

1.4.7 Modélisation des interactions particule-particule. . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1



2 1 - MODÉLISATION PHYSIQUE DESÉCOULEMENTS TURBULENTS GAZ-PARTICULES

1.5 Influence des parois . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 28

1.5.1 Couche limite monophasique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 28

1.5.2 Influence des parois sur les particules . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 29

L es écoulements gaz-solide font partie de la famille des écoulements à phase dispersée. Cette classe
d’écoulements présente la particularité de posséder une phase au caractère discret (les particules)
"entourée" d’une phase continue (le gaz). La prédiction correcte de tels écoulements nécessite de

modéliser la physique de chacune des phases mais aussi leursinteractions.

Les interactions fluide-particule sont à la source d’un couplage entre les deux phases qui représente une
part importante de la physique de l’écoulement. Dans sa plusgrande généralité, le fluide et les particules
interagissent mutuellement (selon le principe d’action-réaction), raison pour laquelle on parle de "two-way
coupling". Les propriétés des phases continues et dispersées étant souvent très éloignées, les interactions
peuvent être prépondérantes dans le comportement de la phase dispersée tandis que la phase fluide fait
preuve de trop d’inertie pour être influencée par celles-ci.Ces écoulements sont alors classés dans la caté-
gorie "one-way coupling", pour lequel le fluide est considéré comme indépendant de la phase particulaire.
Dans notre étude les écoulements appartiennent tous à cettecatégorie.

La première famille de phénomènes intervenant dans ces écoulements est due à la nature de la sollicitation
(i.e. l’écoulement fluide). La prise en compte de la turbulence du fluide amène à considérer des phénomènes
tels que le caractère aléatoire du champ de sollicitation, ainsi que la diffusion et l’agitation qui en découlent.
Il est donc indispensable d’avoir une représentationa minimades caractéristiques de l’écoulement fluide afin
de "mimer" l’influence du fluide sur la phase dispersée. Cettereprésentation du fluide porteur se devra d’être
fidèle à la physique, mais comme l’étude des propriétés de cesécoulements n’est pas le sujet d’étude, il est
préférable de trouver les représentations les plus simple permettant de prendre en compte les phénomènes
qui apparaissent. C’est pourquoi la phase fluide sera toujours décrite au travers de champs de grandeurs
moyennes, autrement dit en représentation eulérienne. Hormis dans des cas d’extrêmes raréfactions ou de
fluide non-newtownien, le modèle de Navier-Stokes représente alors la meilleure modélisation disponible de
ce point de vue. Ce modèle fait tout de même preuve d’une tellecomplexité (aussi bien mathématique que
de mise en application) que ne seront considérés que les champs eulériens issus de modèles dérivés moins
coûteux du type LES ou RANS.

Une fois donné le champ des sollicitations, une autre étape dans la compréhension des écoulements gaz-
solide consiste à déterminer comment réagit le nuage de particules plongées dans ce champ. Il faut pour cela
connaître la réaction d’une particule isolée pour ensuite en extraire un comportement d’ensemble. Le com-
portement de nos particule (dont on rappelle qu’elles sont solides et inertes) est donné par l’ensemble des
forces qui s’exercent sur celle-ci. La taille caractéristique de nos particules (∼ 100µm) ainsi que le rapport
de densité élevé (ρp/ρf > 100) place les écoulements dans un régime dominé par la traînée (plus éventuel-
lement la gravité). L’équilibre entre inertie et traînée est alors la source d’un grand nombre de phénomènes
physiques (à la fois temporels et spatiaux). La turbulence du fluide est à l’origine, via la traînée, d’un mou-
vement d’agitation des particules qui se superpose au mouvement d’ensemble. Ce mouvement d’agitation
engendre à son tour des vitesses relatives entre deux particules pouvant donner lieu à des collisions. Ces col-
lisions viennent modifier le comportement de la phase particulaire, redistribuant (et/ou détruisant) l’énergie
du mouvement d’agitation, et ce même pour des régimes peu collisionnels.

Finalement, pour caractériser complètement nos écoulements il est nécessaire de connaître les interac-
tions de celui-ci avec son contenant. L’écoulement est en effet spatialement limité par des obstacles qui
seront toujours des parois imperméables. Ceci impose des conditions aux limites pour l’écoulement, dont
la nature dépend fortement des interactions considérées. Pour le cas de particules solides, le modèle le plus
communément admis est le rebond avec frottement.
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1.1 Définitions préliminaires

1.1.1 Moyennes de phase

Dans les problèmes d’écoulements turbulents gaz-particules il est nécessaire de se doter d’équations pré-
disant le comportement de chaque phase. D’un point de vue théorique, la meilleure approche pour définir
les variables pertinentes de notre écoulement est de recourir à une moyenne sur chaque phase. Pour cela,
introduisons la fonction de présence de phaseχϕ définie par :

χϕ(x, t) =

∣∣∣∣∣
1 si le point(x, t) appartient à la phaseϕ
0 sinon

Cette fonction de présence de phase permet, lorsqu’elle estmoyennée sur une infinité de réalisations
identiques (du point de vue des conditions initiales et limites) et indépendantes (cette opération de moyenne
est notée< · >1, de définir nos moyennes de phase< · >ϕ (ϕ = f oup) pour toute fonctionψ par :

αϕ(x, t) = < χϕ(x, t) > (1.1)

αϕ(x, t) < ψ >ϕ (x, t) = < (ψ ◦ χϕ)(x, t) > (1.2)

La conservation de la masse impose la relation :

αp + αf = 1 (1.3)

Hypothèse :Les écoulements considérés lors de cette étude font intervenir des fractions volumiques
de la phase dispersée négligeables, permettant ainsi de considérer queαp ≪ αf . L’approximation
de phase particulaire continue sera tout de même toujours considérée comme valable.

Concernant la phase particulaire la notation adoptée fait intervenir la densité de particules qui, dans les
cas mono-disperse et mono-masse, est relié à la fraction volumique par la relation (sinp ne varie pas trop
vite à l’échelle du diamètre des particules) :

np =
6αp

πd3
p

(1.4)

oùdp est le diamètre des particules.

La moyenne de phase sur la phase particulaire se réécrit donc:

np(x, t) < ψ >p (x, t) =< (ψ ◦ 6

πd3
p

χp)(x, t) > (1.5)

Il est possible de récrire les moyennes de phase sous la forme:

αϕ(x, t) < ψ >ϕ (x, t) =< ψ(x, t) | x = xϕ(t) > (1.6)

en notant| x = xϕ(t) le conditionnement que le pointx appartienne à la phaseϕ à l’instantt.

1Depuis Gibbs il est d’usage de remplacer, en mécanique statistique, les moyennes temporelles sur les fluctuations par
des moyennes d’ensemble faisant intervenir un grand nombrede systèmes identiques. On entend par systèmes identiques des
systèmes dont l’évolution temporelle macroscopique est identique mais dont les évolutions microscopiques sous-jacentes sont
différentes. On défini alors une sous-famille de cet ensemble : (Hj)j=1,N sur laquelle on effectue la moyenne d’ensemble

< ϕ >= limN→∞

[
1
N

∑
j=1,N (ϕ | Hj)

]
. IntroduisonsN (t; q(N); q̇(N)) le nombre de réalisationsHj dont l’état microsco-

pique au tempst est{q(N); q̇(N)}. Dans la limite oùN tend vers l’infini, le rapportN (t; q(N); q̇(N))/N devient la probabilité
d’occupation de l’état{q(N); q̇(N)}
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1.1.2 Décompositions de Reynolds des variables

Il est d’usage depuis Reynolds (Reynolds [1976]) de prendreen compte le caractère aléatoire des écou-
lements turbulents par une décomposition des variables suivant la somme d’une composante moyenne et
d’une composante aléatoire. Il est nécessaire pour les écoulements diphasique de considérer un opérateur de
moyenne par phase. La décomposition de Reynolds n’est donc pas unique et il faut en définir une par phase.
Nous noterons doncψ′′ (resp.ψ′) la composante aléatoire de la variableψ par rapport à sa moyenne sur la
phase particulaire< . >p (resp. sur la phase fluide< . >f ) :

ψ′′ = ψ− < ψ >p (1.7)

ψ′ = ψ− < ψ >f (1.8)

1.2 Phase fluide

1.2.1 Phénoménologie

La turbulence est un des problèmes majeurs (si ce n’est le plus important) de la mécanique des fluides car
elle concerne une gamme très variée et étendue d’écoulements (du robinet à l’aérodynamique). Ce problème
est de plus très ardu car l’état d’un fluide turbulent apparaît comme chaotique et non-prévisible. Reynolds
[1976] relia son apparition à une valeur critique d’un nombre adimensionnel qui aujourd’hui porte son nom.
Passé ce nombre critique, se développe un type d’écoulementpour lequel existe une hiérarchie dans laquelle
les tourbillons à grande échelle alimentent les tourbillons aux échelles inférieures, et ce jusqu’à ce que la
viscosité prenne le dessus et dissipe l’énergie transféréeaux plus petits tourbillons.

La turbulence fait naître dans l’écoulement des mouvementschaotiques qui ont une structure complexe
et qui présentent un caractère continu sur une large gamme d’échelles. C’est pourquoi il peut sembler plus
habile d’adopter la démarche pragmatique de modéliser la turbulence au travers certains paramètres statis-
tiques pour lequel existe un certaindéterminisme statistique. On définit alors le niveau de description de la
turbulence en fonction des paramètres choisis pour modéliser celle-ci.

1.2.2 Hypothèses de Kolmogorov sur la turbulence

La première tentative aboutie d’axiomatisation de la turbulence est due à Kolmogorov [1941, 1962]. Kol-
mogorov décrit la turbulence essentiellement comme un transfert d’énergie des grandes échelles vers les
petites. Le vecteur de ce transfert sont les structures d’échelles médianes, encore appelées échelles iner-
tielles. La turbulence de Kolmogorov est dite "en cascade" car l’énergie produite par les grandes structures
de l’écoulement est transférée de proche en proche aux petites échelles de l’écoulement où celle-ci est dis-
sipée en chaleur par effets visqueux. Le transfert de cette énergie d’agitation par les échelles inertielles se
fait quasiment sans pertes ce qui implique que l’énergie dissipéeεf aux petites échelles est égale à l’énergie
produiteP aux grandes.

La première hypothèse faite par Kolmogorov pour obtenir cette image de cascade est une hypothèse d’iso-
tropie locale du mouvement fluctuant. Il suppose que pour desécoulements à grand nombre de Reynolds
la turbulence peut être localement vue comme isotropique, au moins pour des échelles suffisamment petites
par rapport aux échelles énergétiques.
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Hypothèse :Ne seront considérés par la suite, en accord avec la premièrehypothèse de Kolmogorov,
que des écoulements turbulents localement isotropes à petite échelle. Cette restriction permet de dé-
finir de manière univoque les paramètres statistiques représentant la turbulence. De plus, l’isotropie
supposée du fluide n’impose pas l’isotropie du mouvement fluctuant des particules.

La deuxième hypothèse de Kolmogorov stipule que la viscosité moléculaire influence seulement les
échelles dissipatrices. Le comportement des échelles inertielles n’est donc pas influencé par la viscosité.
Cette hypothèse implique que les incréments de vitesseδuf (r, s) = uf (x + r, t + s) − uf (x, t) ne dé-
pendent, dans les échelles inertielles, que des variablesr, s etεf . Il est alors possible d’établir une hiérarchie
de moments (eulériens et lagrangiens) de cet incrément qui sont reliés par des analyses dimensionnelles aux
trois variables précédentes. Une analyse dimensionnelle permet d’écrire pour des tempsdt se situant dans
la plage inertielle :

< δu2
f (ufdt, dt) > ∼ εfdt (1.9a)

= C0εfdt (1.9b)

où C0 est la constante de Kolmogorov. Dans la théorie de Kolmogorov (c’est-à-dire pour des nombres
de Reynolds infinis), cette constanteC0 est supposée être universelle et ne pas dépendre de l’écoulement
considéré.

L’équation (1.9) quantifie la corrélation d’incréments de vitesse pour une turbulence isotropique à très
grand nombre de Reynolds. Elle est donc fondamentale à la modélisation stochastique de la turbulence. La
valeur prise par la constanteC0 y joue un grand rôle, mais malheureusement les résultats expérimentaux et
numériques mettent en défaut l’hypothèse d’universalité faite par Kolmogorov. Celle-ci est en effet dépen-
dante de l’écoulement, provoquant une disparité importante dans la littérature (Heinz [2002]). Sa valeur est
généralement comprise entre1, 4 et6.

1.2.3 Équations RANS décrivant le comportement de la phase fluide

Les équations décrivant le comportement de fluides Newtoniens sont les équations de Navier-Stokes, qui
s’écrivent dans le cas d’écoulements incompressibles :

∂uf,i

∂xi
= 0 (1.10a)

∂uf,i

∂t
+ uf,j

∂uf,i

∂xj
= − 1

ρf

∂pf

∂xi
+ νf

∂2uf,i

∂xj∂xj
(1.10b)

oùuf (t;x) etpf (t;x) sont respectivement la vitesse et la pression du fluide au point x à l’instantt, etρf et
νf sont la masse volumique et la viscosité cinématique du fluide(propriétés physiques intrinsèques au fluide
considéré).

Comme dit auparavant, il est d’usage depuis Reynolds de décomposer les écoulements en parties moyenne
et fluctuante, ce processus de moyenne filtrant toutes les échelles spatiales pour ne retenir que des informa-
tions "en un point". Les paramètres statistiques décrivantl’écoulement fluide doivent donc modéliser à la
fois le mouvement moyen et le mouvement d’agitation (dit turbulent dans le cas monophasique). Cette mo-
délisation est faite pour des écoulements turbulents homogènes isotropes (THI), c’est-à-dire dont la partie
turbulente est statistiquement invariante par rotation outranslation. On définit ainsi les quantités moyennes
et fluctuantes de l’écoulement fluide :

uf,i = Uf,i + u′f,i (1.11a)

pf = Pf + p′f (1.11b)
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Pour des écoulements gaz-particule où le couplage inverse (cf. § 1.4.6) peut être négligé l’étude des
équations décrivant le comportement du fluide peut sembler inutile. En effet, seule la donnée des profils
des quantités moyennes intervient dans les modèles, permettant ainsi de s’affranchir (en ce qui concerne la
phase dispersée) de la simulation de l’écoulement fluide. Toutefois il existe de nombreuses connections entre
les modèles développés pour prendre en compte l’effet de la turbulence sur les particules et les équations
RANS d’un écoulement, spécialement en ce qui concerne les équations des contraintes de Reynolds. C’est
pourquoi une attention particulière est faite aux équations décrivant le comportement des contraintes de
Reynolds. De plus, dans l’optique d’une extension à des cas présentant un couplage inverse, il est important
de comprendre les différents mécanismes agissant sur l’écoulement fluide.

Concernant le mouvement moyen, étant donné l’hypothèseαf = 1, l’écoulement fluide sera en premier
lieu décrit par sonprofil de vitesse moyenneUf (x, t) :

Uf (x, t) =< uf (x, t) >f (1.12)

L’équation régissant le comportement de cette vitesse moyenne est donnée par un processus de moyenne
des équations de Navier-Stokes ce qui résulte en :

(
∂

∂t
+ Uf,k

∂

∂xk

)
Uf,i = − 1

ρf

∂Pf

∂xi
+ νf

∂2Uf,i

∂xj∂xj
− ∂Rff,ik

∂xk
(1.13)

où letenseur des contraintes de Reynoldsdu fluideR
ff

(x, t) est défini par :

R
ff

(x, t) = < u′f (x, t)⊗ u′f (x, t) >f (1.14a)

= < uf (x, t)⊗ uf (x, t) >f −Uf ⊗ Uf (1.14b)

en utilisant la notation⊗ pour le produit tensoriel ((a⊗ b)ij = aibj).

Il apparaît ici le problème classique d’une modélisation d’un phénomène à de multiples degrés de liberté
par des quantités moyennes : l’équation décrivant le comportement de cette quantité fait intervenir des
termes nécessitant une modélisation. De nombreuses étudesont été menées pour modéliser les tensions
de Reynolds à partir de quantités connues (modèles de viscosité turbulente), mais il apparaît préférable
d’établir une équation sur ces quantités dans laquelle les termes d’ordre supérieur seront cette fois fermés
par certaines hypothèses (Hanjalic and Launder [1972]) :

(
∂

∂t
+ Uf,k

∂

∂xk

)
Rff,ij = Df,ij + Pf,ij + φf,ij − 2νf <

∂u′f,i

∂xk

∂u′f,j

∂xk
>f (1.15)

Le termeDf,ij est le terme de diffusion ou dispersion turbulente. Il dépend pour partie du tenseur des cor-
rélations triples qui doivent être modélisées afin de fermerle système d’équations. Pour de grands nombres
de Reynolds, le terme prépondérant est le terme issu des corrélations triples. Hanjalic and Launder [1972]
modélisent alors le terme de dispersion turbulente par :

Df,ij = − ∂

∂xk

[
< u′f,iu

′
f,ju

′
f,k >f −νf

∂Rff,ij

∂xk
+ <

pf

ρf
(δjku

′
f,i + δiku

′
f,j) >f

]
(1.16a)

≃ ∂

∂xk

[
Cs
kf

εf

(
Rff,il

∂Rff,jk

∂xl
+Rff,jl

∂Rff,ik

∂xl
+Rff,kl

∂Rff,ij

∂xl

)]
(1.16b)

oùCs est une constante.

Daly and Harlow [1970] dérivent une forme contractée de la fermeture précédente :

Df,ij =
∂

∂xk

[
C ′

s

kf

εf
Rff,kl

∂Rff,ij

∂xl

]
(1.17)



1.2 - Phase fluide 7

avecC ′
s une constante. Cette fermeture, bien que tensoriellement incorrecte, peut se justifier car la forme du

tenseur de dispersion turbulente intégrant tous les termes(1.16a) n’est pas non plus tensoriellement correcte.

Le termePf,ij est un terme de production par les gradients de vitesse moyenne et s’exprime sous la forme :

Pf,ij = −Rff,ik
∂Uf,j

∂xk
−Rff,jk

∂Uf,i

∂xk
(1.18)

Enfin, le termeφf,ij est dit de corrélation pression-déformation :

φf,ij =<
p′

ρf
(
∂u′f,i

∂xj
+
∂u′f,j

∂xi
) >f (1.19)

Ce terme de pression-déformation peut être décomposé en deux contributions principales (en omettant les
termes de traitement des parois, Hanjalic and Launder [1972]) : une contribution dite de redistribution
φf,1,ij + φf,1,ji qui tend à rendre le tenseur des contraintes de Reynolds isotrope, et une composante dite
"terme rapide de pression"φf,2,ij + φf,2,ji. Rotta [1951] propose de modéliser la composante de redistribu-
tion suivant :

φf,1,ij + φf,1,ji = −Cφ1
εf
kf

(Rff,ij −
2

3
kf δij) (1.20)

oùkf = 1
2Rff,ii est l’agitation turbulente etδij est le symbole de Kronecker. En ce qui concerne le deuxième

terme il est possible de l’exprimer en turbulence homogène :

φf,2,ij = hijkl
∂Uf,l

∂xk
(1.21)

où le tenseur d’ordre 4h est donné en fonction des tensions de Reynolds mais aussi de leurs produits (cf.
Hanjalic and Launder [1972]).

Le dernier terme du membre de droite est un terme de destruction ou dissipation, qui s’exprime en fonction
du taux de dissipation turbulent :

2νf <
∂u′f,i

∂xk

∂u′f,j

∂xk
>f=

2

3
εf δij (1.22)

εf = νf <
∂u′f,i

∂xk

∂u′f,i

∂xk
>f (1.23)

La dernière inconnue du système est maintenant le taux de dissipation turbulentεf . Cette quantité peut
aussi faire l’objet d’une équation d’évolution (voir par exemple Launder and Sharma [1974] en monopha-
sique et Vermorel [2003] en diphasique) qui n’est pas explicitée par soucis de concision.

Outre les paramètres statistiques "en un point" précédents, la description d’un écoulement turbulent né-
cessite la connaissance de certaines échelles définies ci-dessous. Les échelles caractéristiques (de temps, de
longueur, de vitesse, d’énergie. . . ) d’un phénomène sont très utiles pour comprendre phénoménologique-
ment la physique d’un problème, spécialement en mécanique des fluides. Lorsque qu’un couple d’échelles
(une de longueur et une de vitesse par exemple) semble dicterla physique du problème, il est possible de
reformuler le problème sous une forme adimensionnée (cf. couche limite, aérodynamique. . . ) qui donne
une plus grande généralité aux résultats. Malheureusementil existe dans les écoulements turbulents gaz-
particule une grande diversité d’échelles, d’une part duesà la turbulence du fluide, et de l’autre à la présence
des particules. Le diamètre des particules étant souvent très petit, il est de plus nécessaire de considérer
l’ensemble des échelles turbulentes du fluide.
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1.2.4 Échelles de longueur

Les échelles de longueur retenues se divisent en deux familles : turbulentes et macroscopiques. Ces
échelles de longueur caractéristiques, tout les échelles de temps présentées par la suite, ne sont correcte-
ment définies que dans le cas de la Turbulence Homogène Isotrope (THI)

– Concernant les échelles turbulentes,l’échelle de longueur intégrale eulérienneLE
f provient du tenseur

eulérien d’autocorrélations :

RE
ff

(x, t, r, s) =< u′f (x, t)⊗ u′f (x+ r, t+ s) >f (1.24)

La fonction de corrélation longitudinale ainsi que l’échelle de longueur intégrale eulérienne sont défi-
nies par :

f(x, t, r) = trace(RE
ff

(x, t, r, 0))/
√

4q2f (x, t)q2f (x+ r, t) (1.25a)

LE
f (x, t) =

∫ +∞

0
f(x, t, r)dr (1.25b)

Cette échelle de longueur intégrale eulérienne donne les distances typiques de corrélations du champ,
et est ainsi caractéristique des grandes échelles de la turbulence (aussi dites échelles énergétiques)

– On caractérise de même les échelles de longueur des plus petits tourbillons à l’aide de la théorie de
Kolmogorov.L’échelle de longueur de KolmogorovηK est donnée en fonction de la viscosité ciné-
matiqueνf et la dissipationεf par :

ηK =

(
ν3

f

εf

) 1
4

(1.26)

– Pour ce qui est des échelles macroscopiques caractéristiques de l’écoulement moyenLM
f , elles dé-

pendent de la géométrie des écoulements considérés (par exemple la demi-largeur d’un canal planLc).

1.2.5 Échelles de vitesse

– L’échelle de vitesse turbulenteuturb est reliée à l’agitation turbulente :

uturb ≡
√

2/3q2f (1.27)

En plus de l’échelle de vitesse caractéristique de la l’agitation turbulenteuturb, on défini comme échelles
de vitesse :

– L’échelle de vitesse du mouvement moyenUM
f dépend de l’écoulement. Elle est la plupart du temps

basée sur la vitesse moyenneUf .
– La vitesse de frottementuτ peut aussi faire office de vitesse caractéristique dans le cas du canal. Elle

est définie à partir de la force de frottement surfaciqueτw appliquée à la paroi par le fluide :

τw = ρfu
2
τ (1.28)

1.2.6 Échelles de temps

Les échelles de temps sont celles de première importance pour la suite de notre étude. Les particules ayant
des dimensions très petites, il n’y a pas de compétition entre les effets spatiaux dus à la turbulence et ceux
dûs aux particules. Par contre en ce qui concerne les phénomènes temporels les échelles sont très proches,
ce qui implique une simultanéité des phénomènes.

Concernant la turbulence du fluide, les échelles de temps lesplus usitées sont :
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– L’échelle temporelle intégrale lagrangienneτL
f provient du tenseur d’autocorrélations temporelles

lagrangiennes. Celui-ci a été introduit pour caractériserla décorrélation des vitesses d’éléments fluide
le long de leurs trajectoires :

RL
ff

(x, t, s) =< u′f (xf (t), t)⊗ u′f (xf (t+ s), t+ s) | xf (t) = x >f (1.29)

On introduit alors souvent l’échelle temporelle intégralelagrangienneτL
f lors de la modélisation de la

fonction d’autocorrélation temporelle (trace du tenseur normalisé) :

RL
f (x, t, s) =

trace(RL
ff

(x, t, s))
√

4q2f (x, t)q2f (x+, t+ s)
= exp(−s/τL

f (x, t))

Ceci indique une relation de type intégrale entre l’échelletemporelle lagrangienne et la fonction d’au-
tocorrélation temporelle

τL
f (x, t) =

∫ +∞

0
RL

f (x, t, s)ds (1.30)

Cette modélisation est très intéressante car elle donne uneinterprétation naturelle au termeτL
f . Ce temps

peut en effet maintenant s’interpréter comme le temps caractéristique de la "mémoire" de la turbulence
le long des trajectoires des particules fluides. De plus, unemodélisation sous forme d’exponentielle de
la fonction d’autocorrélation est bien soutenue par l’expérience (figure 1.1), excepté pour des temps très
courts. La forme exponentielle est en effet obtenue sous l’hypothèse d’un nombre de Reynolds infini
(Sawford [1991], Pope [1994a]). Les formes des fonctions d’autocorrélations observées expérimenta-
lement ne montrent donc pas une forme exponentielle pour lestemps courts (figure 1.1).

FIG. 1.1 – Fonctions d’autocorrélations des vitesses fluide en Turbulence Homogène Isotrope en condition
de micro-gravité. (Tirée de Groszmann and Rogers [2004]).

– L’échelle temporelle intégrale eulérienneτE
f est une caractérisation issue du tenseur eulérien d’auto-

corrélations. Ceux-ci s’écrivent :

RE
f (x, t, s) =

trace(RE
ff

(x, t, 0, s))
√

4q2f (x, t)q2f (x, t+ s)
(1.31a)

τE
f (x, t) =

∫ +∞

0
RE

f (x, t, s)ds (1.31b)
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Ce tenseur caractérise la décorrélation des vitesses observée par une sonde immobile. Plus les particules
seront inertielles et donc immobiles par rapport à l’écoulement fluide, plus le temps de décorrélation
des vitesses du fluide se rapprochera de ce temps intégral eulérien (en absence de gravité).

– L’échelle de temps de retournement des tourbillonsτ e
f est définie à partir de l’échelle intégrale de

longueur longitudinaleLE
f . Celle-ci donne les distances typiques de corrélations du champ, et est ainsi

caractéristique des grandes échelles de la turbulence (quisont aussi les échelles dites énergétiques).
L’échelle de temps eulérienne définie par :

τ e
f =

LE
f√

2/3q2f

(1.32)

Hypothèse :Il est d’usage en THI de faire l’hypothèse :

τE
f = τ e

f (1.33)

Lorsque les deux temps ci-dessus sont écrits sous forme intégrale, cette formule peut être retrouvée
formellement par un changement de variabler = uturb · s, ce qui tendrait à valider l’hypothèse ci-
dessus pour peu que les tourbillons énergétiques soient advectés avec une vitesseuturb dans l’écou-
lement.

– Le temps caractéristique de durée de vie des tourbillons énergétiquesτ ε
f s’exprime en fonction des

données macroscopiques du fluide :

τ ε
f =

q2f
εf

(1.34)

C’est aussi le taux de décroissance de l’énergie turbulentepar dissipation ou encore le taux de cascade
de l’énergie vers les petites échelles.

Hypothèse :L’échelle temporelle intégrale lagrangienne introduite un peu plus haut est représenta-
tive de l’influence d’un tourbillon le long de la trajectoiredes éléments fluide qui le composaient. On
peut s’attendre à ce que cette influence soit fortement corrélée à la durée de vie de ce même tourbillon.
On assumera donc une relation de proportionnalité entre cesdeux temps caractéristiques :

τL
f =

1

βf
τ ε
f (1.35)

où le coefficient de proportionnalitéβf devra être précisé.

– L’échelle de temps de KolmogorovτK est relative à l’échelle de longueurηK , et caractérise ainsi
l’échelle de temps des plus petits tourbillons :

τK =

(
νf

εf

) 1
2

(1.36)

En plus des échelles dues à la turbulence, rajoutons les macro-échelles de temps basées sur le mouvement
moyen du fluideτM

f ou le gradient de vitesse moyenne∇ · Uf .
– L’échelle de temps du mouvement moyenτM

f peut, par exemple, être basée sur une longueur carac-
téristique (demi-hauteur de canal) et une vitesse caractéristique (vitesse moyenne dans le canal). Dans
le cas du canal on utilise aussi régulièrement l’échelle de temps "de paroi" définie parτM

f = Lc/uτ

– L’échelle de temps basée sur le gradientτ∇f est simplement donnée par l’inverse de ce gradient :

τ∇f = 1/∇Uf (1.37)
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1.2.7 Nombres de Reynolds de l’écoulement fluide

Les nombres de ReynoldsRe sont construits au départ pour avoir une idée du rapport de force entre ad-
vection et diffusion par viscosité. En partant d’une échelle de vitesseU , on construit le nombre de Reynolds
associé avec une échelle de longueurL (associé à l’échelle de vitesse, où à une longueur caractéristique
comme la demi-largeur d’un canalLy) et la viscosité cinématique du fluideνf . L’échelle de temps associée
à un processus de diffusion (de diffusivitéνf ) est relié àL parTνf

= L2/νf . L’échelle de temps associée
aux échellesL et U est quant à elle simplementT = L/U . Le nombre de Reynolds est défini comme le
rapport de ces temps, soitRe = LU/νf . Suivant l’échelle de vitesse choisie (et donc l’échelle delongueur),
le nombre de Reynolds est représentatif de divers phénomènes :

U ≡ U∞ , L ≡ LM
f → Re∞ représentatif de l’importance de la visco-

sité dans les équations de Navier-Stokes
U ≡ uτ , L ≡ Ly → Reτ représentatif de l’épaisseur de la couche li-

mite par rapport à la demi-largeur du canal
U ≡ uturb , L ≡ LE

f → Ret représentatif de l’importance relative de la
diffusion turbulente par rapport à la diffu-
sion moléculaire

1.3 Réaction d’une particule à la sollicitation du fluide

Pour caractériser la trajectoire (au sens de l’espace des phases : position et vitesse de translation du centre
de gravité) d’une particule dans le cadre de la mécanique classique il est suffisant, selon la loi de Newton,
de se donner une condition initiale ainsi que la somme des forces s’exerçant sur elle :

d

dt
xp(t) = up(t) (1.38a)

d

dt
[mpup(t)] = F (t) (1.38b)

Hypothèse :L’influence de la rotation des particules est négligée.

1.3.1 Bilan des forces s’exerçant sur une particule isolée

La force exercée par le fluide sur une particule est idéalement obtenue par une moyenne des forces de
pression et des contraintes visqueuses sur la surface la particule. Ces intégrations ne sont bien sûr pas
possibles dans le cadre le plus général (ce qui est dû au manque de solution explicite aux équations de
Navier/Stokes), et limitées numériquement à de faibles vitesses relatives (cf§ 1.3.4). D’un point la force
exercée sur la particule s’écrit :

F =

∫

Sp

−pfndS +

∫

Sp

σ
f
· ndS

où pf est la pression thermodynamique du fluide etσ
f

le tenseur des contraintes visqueuses. Ces deux
grandeurs sont affectées par le mouvement de la particule dans le fluide, ce qui entraîne l’apparition de
nombreuses composantes. Ces composantes sont issues à la fois du mouvement rectiligne et de rotation de
la particule. Ne considérant pas le mouvement de rotation, les composantes de la force issues de celle-ci
(effet Magnus par exemple) ne seront pas prises en considération.
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Pour expliciter cette composante surfacique Stokes [1851], Basset [1888], Boussinesq [1903] et Oseen
[1927] entreprennent de résoudre les équations de Navier/Stokes pour une sphère en chute libre dans un
fluide au repos. Ils obtiennent l’équation suivante pour l’accélération de cette sphère :

mp
dup

dt
= −3πdpµfup −

1

2
mf

dup

dt
− 3

2
d2

p
√
πµfρf

∫ t

0

dup/dt√
t− τ dτ + (mp −mf )g (1.39)

oùmf est la masse de fluide déplacée par la particule. Le premier terme est le terme de traînée de Stokes (va-
lable pour un écoulement rampant), le deuxième le terme de masse ajoutée, le troisième le terme d’histoire
(ou de Basset) et le dernier la différence entre le poids et lapoussée d’Archimède.

Maxey and Riley [1983] et Gatignol [1983] re-dérivent cetteéquation pour des hypothèses moins restric-
tives. En supposant un nombre de Reynolds particulaire faible (Rep ≪ 1) et un diamètre de particule de
l’ordre de l’échelle de longueur de Kolmogorov (dp = O(ηK)) Gatignol [1983] obtient l’équation suivante
(en omettant les termes d’ordre supérieurs dûs aux gradients de vitesse locale) :

mp

dup

dt
= 3πdpµf (uf@p − up) +

1

2
mf

d(uf@p − up)

dt
+mf

Duf@p

Dt

−3

2
d2

p
√
πµfρf

∫ t

0

d(uf@p − up)/dt√
t− τ dτ + (mp −mf )g (1.40)

dans laquelle les dérivées lagrangiennes le long de la trajectoire des particulesddt(.) et le long des particules
fluide D

Dt(.) sont différenciées. Dans cette expression, la vitesseuf@p est la vitesse du "fluide vu" (cf.§
1.3.5) qui est la vitesse du fluide localement non perturbé par la particule.

Les équations dérivées par Maxey and Riley [1983] et Gatignol [1983] ne sont pas rigoureusement iden-
tiques, une des différences concernant les hypothèses en terme de diamètre de la particule. Gatignol [1983]
suppose un diamètre de l’ordre de l’échelle de longueur de Kolmogorov, tandis que Maxey and Riley [1983]
le suppose très inférieur. Minier [1988] montre que cette dernière hypothèse aboutit à un paradoxe, puisque
le terme de traînée devient alors prépondérant devant les autres.

Les hypothèses restrictives en terme de nombre de Reynolds particulaire dans Maxey and Riley [1983],
Gatignol [1983] conduisent la plupart du temps à devoir changer le terme de traînée pour y inclure des effets
de non-linéarité. L’équation (1.40) est alors récrite en prenant en compte les observations de Magnaudet
et al. [1995] concernant la force de masse ajoutée :

mp

dup

dt
=

3mp

4dp

ρf

ρp
CD | uf@p − up | (uf@p − up) +

1

2
mf

Duf@p − dup

dt
+mf

Duf@p

Dt

−3

2
d2

p
√
πµfρf

∫ t

0

d(uf@p − up)/dt√
t− τ dτ + (mp −mf )g (1.41)

oùCD est le coefficient de traînée.

Les termes de masse ajoutée et d’histoire de Basset de l’équation (1.41) font intervenir les dérivées la-
grangiennes des vitesses, ce qui rend la résolution de cetteéquation plus difficile en présence de ces termes.
Motivé par la valeur souvent petite du rapportmf/mp, l’équation (1.41) est donc souvent simplifiée en
négligeant les termes de masse ajoutée et de Basset. Il ne reste alors plus que la force de traînée ainsi que le
poids :

dup

dt
=
F d

mp
+ g (1.42)

F d =
uf@p − up

τp
(1.43)
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où τp est le temps de relaxation particulaire :

τp =
4dpρp

3ρfCD | uf@p − up |
(1.44)

Ce dernier caractérise le temps que met une particule à réagir à une sollicitation du fluide, typiquement de
trois à cinq temps caractéristique de traînée.

1.3.2 Quelles sont les forces prépondérantes ?

La figure 1.2 présente le coefficient de traînée global associé à toute les forces, donné par :

Ctotal
D =

F

1
2ρf | uf@p − up |2 π

d2
p

4

oùF est la résultante des forces dans une direction donnée.

FIG. 1.2 – Évolution du coefficient de traînée total pour une particule injectée dans un fluide stagnant donné
par Navier/Stokes (——), équation (1.42) (- - -) et équation (1.41) (· · · · · · ) : rapport de densité de 5 (a) et
200 (b). (Tirée de Kim et al. [1998]).

Pour de petits rapports de masse volumique la modélisation des forces s’exerçant sur une particule sphé-
rique demande amélioration (Kim et al. [1998]), mais dès quece rapport devient suffisamment important,
les termes inertiels dûs à la particule deviennent prépondérants. On peut remarquer sur le graphe (b) de la
figure 1.2 que l’équation la plus simple (1.42) se comporte detrès bonne manière (à part en temps court
pour lesquels la force de Basset joue un rôle à cause du caractère stagnant du fluide). Pour des rapports de
densitéρp/ρf suffisamment grands, l’expérience montre ainsi que les forces prépondérantes sont la traînée
et la gravité.

Hypothèse :Les rapports de masse volumiqueρp/ρf considérés sont suffisamment grands pour mo-
déliser l’accélération des particules par l’équation :

dup

dt
=
F d

mp
+ g

1.3.3 Nombre de Reynolds particulaire

En ce qui concerne les particules, la traînée provenant de laviscosité il n’est pas surprenant qu’un nombre
de Reynolds influence le comportement des interactions entre phases. Soit̃uf la vitesse du fluide vu par une
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particule, etup sa vitesse. L’échelle de vitesse au niveau de la particule peut être prise commeU ≡| ũf−up |,
ainsi que l’échelle de longueurL ≡ dp. Le nombre de Reynolds particulaire est alors défini par :

Rep =
dp | ũf − up |

νf
(1.45)

Ce nombre de Reynolds particulaire est représentatif de l’écoulement fluide autour de la particule. Pour de
faibles Reynolds, l’écoulement autour de la sphère est totalement laminaire. Pour des nombres de Reynolds
particulièrement petits (Rep < 1) on parle d’écoulement rampant ou de Stokes. Avec l’augmentation du
nombre de Reynolds, il y a apparition de zones de recirculations à l’arrière de la sphère, puis de lâchers
tourbillonnaires (équivalents des allées de Von Karman derrière un cylindre), et ce sur une gamme assez
large de nombre de Reynolds. Pour des nombres de Reynolds plus grand la couche limite devient turbulente
ce qui réduit fortement l’importance des décollements à l’arrière de la sphère et fait chuter la traînée. Tous
ces phénomènes se retrouvent dans la courbe du coefficient detraînée standard (fig. 1.2), mais le diamètre
des particules étant très petit le nombre de Reynolds particulaire reste dans une gamme étroite (générale-
mentRep < 100) qui permet de considérer une formulation assez simple pourle coefficient de frottement,
l’équation (1.46).

1.3.4 Modélisation du coefficient de traînée

La force de traînée exercée sur une particule isolée (et l’action réciproque de la particule sur la turbulence)
a fait l’objet de nombreuses études. Elles furent premièrement expérimentales (Torobin and Gauvin [1961],
Clamen and Gauvin [1969], Clift and Gauvin [1970], Uhlherr and Sinclair [1970]), puis numériques avec
l’émergence d’outils de simulation capables de résoudre les équations de Navier/Stokes autour d’une parti-
cule (Kim et al. [1987, 1998], Bagchi and Balachandar [2003], Burton and Eaton [2005]). Ces simulations
numériques restent tout de même très limitées en terme de gammes de Reynolds particulaires, favorisant
ainsi une modélisation très empirique de l’influence de la vitesse relative (et donc deRep) sur le coefficient
de traînéeCD. Il est d’usage de considérer le comportement standard représenté par la courbe de la figure
1.3. Ce comportement standard se retrouve être en défaut parrapport à de nombreuses expériences car il
ne fait apparaître que la dépendance du coefficient de traînée au seulRep (voir par exemple Bagchi and
Balachandar [2003]). On peut tout de même le voir comme un comportement moyen assez proche de la
réalité.

Le modèle retenu pour le coefficient de traînée standard est le modèle semi-empirique développé par
Schiller and Nauman [1935] et étendu par Clift et al. [1978] (les très grands nombres Reynolds particulaires
ne sont pas pris en compte car jamais atteints dans nos écoulements) :

Cstd
D =

∣∣∣∣∣
24

Rep
(1 + 0.15Re0.687

p ) siRep ≤ 1000

0.44 siRep > 1000
(1.46)

La corrélation empirique (1.46) fait l’objet d’un assez bonconsensus dans la communauté scientifique
du fait de sa très bonne comparaison à l’expérience. Des études récentes (Bagchi and Balachandar [2003])
ont même démontré qu’il pouvait être préférable de ne pas prendre en compte les termes de masse ajoutée
et d’histoire lorsque la traînée est modélisée avec la corrélation (1.46). La modélisation du coefficient peut
dans certains cas inclure implicitement l’influence de ces termes.

1.3.5 Vitesse du fluide et vitesse du "fluide vu"

Une notion essentielle à l’étude des écoulements gaz-particule est la notion de vitesse du fluide ressentie
par la particule. Elle sera nommée vitesse du "fluide vu" dansla suite du mémoire. Ne pouvant prendre
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FIG. 1.3 – Courbe du coefficient de traînée standard d’une sphère. (Tirée de Crowe et al. [1998]).

en compte la modification locale (à l’échelle de la particule) du champ de vitesse due à la présence de
chaque particule, on introduit donc la variable de vitesse du fluide localement non-perturbé. On créé ainsi
une variable virtuelle attachée à chaque particule et sensée représenter l’effet global de l’écoulement autour
de la particule. Pour chaque particule, la vitesse du fluide vu n’est pas perturbée par la présence de la
particule, mais peut l’être par contre par le reste du nuage de particules. Pour des diamètres suffisamment
petits (dp ≤ ηK), l’écoulement autour de chaque particule peut être considéré comme laminaire (bien que
non-rampant) et l’ensemble des forces et couples s’exerçant sur la particule peuvent être modélisés par des
forces et couplent agissant au centre de celle-ci (cf fig. 1.4).

uf@p − upuf@p − up
F (uf@p − up)

FIG. 1.4 – Principe d’équivalence de la vitesse du fluide vu.

Cette définition peut devenir épineuse si les interactions hydrodynamiques entre particules (interactions
continues et de "longue" portée, de l’ordre de la dizaine de diamètres) sont non-négligeables. En effet, pour
résoudre le champ fluide vu, il faudrait prendre en compte (à l’endroit de la particule) les perturbations
qui proviennent des autres particules. Ces perturbations dépendent elles-mêmes de la particule considérée,
rendant difficile une résolution satisfaisante du problèmesous une hypothèse de type "fluide vu" (Durlofsky
et al. [1987], Brady et al. [1988]). Ce type d’interaction entraîne de plus une modification du comportement
du nuage de particules car les sillages des inclusions viennent modifier localement la traînée exercée sur les
particules.
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Hypothèse : Les interactions hydrodynamiques entre particules serontconsidérées comme négli-
geables. La vitesse du "fluide vu" est donc simplement la vitesse du fluide localement non-perturbé
par la particule. On utilisera donc de manière indifférentela notationuf@p ouuf .

En ce qui concerne la définition du fluide vu, Gatignol [1983] définie plusieurs vitesses de fluide vu en
fonction d’intégrales de la vitesse du fluide non perturbé sur la surface et le volume de la particule. Si
ces considérations permettent une assise mathématique pleinement justifiée pour la théorie, des simulations
numériques tendent à prouver qu’une définition sous forme intégrale donne des résultats similaires à une
définition de la vitesse du fluide vu prise au centre de la particule (Bagchi and Balachandar [2003]). La
définition usitée est la suivante :

Hypothèse :Les forces s’exerçant sur la particule sont modélisées en fonction de la vitesse du fluide
vu, qui n’est autre que : "la vitesse du fluide au centre de la particule si la particule n’était pas là".

uf@p(t) = uf (xp(t), t) (1.47)

1.3.6 Vitesse de dérive

L’égalité entre vitesse du fluide vu et vitesse du fluide au centre de la particule ne doit pas occulter la
richesse de phénomènes physiques qui peuvent tout de même résulter d’une telle modélisation. Un exemple
est la valeur moyenne ressentie par les particules de la vitesse du fluide vu :

< uf (x, t) >p=< uf (x, t) | x = xp(t) > 6= Uf (x, t) (1.48)

oùUf (x, t) est la vitesse moyenne du fluide au pointx à l’instantt :

Uf (x, t) =< uf (x, t) >f=< uf (x, t) | x = xf (t) > (1.49)

La non-égalité entre ces deux vitesses moyennes provient dufait que le processus de moyenne se fait sur
la phase particulaire. Pour cette moyenne, la fluctuationu′f (par rapport à la moyenne sur la phase fluide)
n’a pas de raison d’avoir une moyenne nulle :

< u′f >p 6= 0 (1.50)

On appelle vitesse de dérive (ou encore vitesse de glissement entre phases) la moyenne sur la phase
particulaire de la fluctuation du fluide vuV d =< u′f >p. Cette vitesse représente la dispersion turbulente
de masse (et donc de densité) des particules. En ce sens elle caractérise aussi le transport de particules par
les grandes échelles de la turbulence (Deutsch and Simonin [1991], Simonin et al. [1993]).

1.3.7 Croisement de trajectoires

La turbulence induit des corrélations spatio-temporelles. Une façon de décrire ces corrélations consiste
à effectuer des statistiques le long des trajectoires de particules fluides afin d’obtenir les fonctions d’au-
tocorrélations lagrangiennes. En ce qui concerne la phase dispersée, sous l’action de forces extérieures, la
trajectoire moyenne des particules issues d’un même point peut être différente de la trajectoire moyenne des
particules fluide qui leurs sont associées (fig. 1.5).

Ainsi la gravité peut entraîner des particules lourdes "au travers" de l’écoulement turbulent, ne permet-
tant ainsi qu’à une partie de la turbulence de venir influencer le comportement de celles-ci. Les vitesses
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FIG. 1.5 – Schématisation du croisement de trajectoires.

moyennes des particules et du fluide ne sont plus colinéaires, les particules les plus grosses sont alors moins
affectées par les fluctuations de vitesse du fluide. Ce phénomène physique porte le nom de "crossing trajecto-
ries effect" (Yudine [1959], Csanady [1963], Wells and Stock [1983]), effet de croisement de trajectoires. Ce
croisement de trajectoires entraîne une modification de la turbulence ressentie, car une direction de mouve-
ment est privilégiée par rapport aux autres. Le croisement affecte ainsi les temps caractéristiques turbulents
ressentis par les particules (Simonin et al. [1993]).

1.3.8 Concentration préférentielle

Certaines particules plongées dans un écoulement turbulent ont tendance à être éjectées des tourbillons
les plus énergétiques et donc à s’accumuler dans les zones defaible vorticité. Ces particules, à la fois trop
lourdes pour suivre exactement l’écoulement du fluide et trop légères pour ignorer les fluctuations turbu-
lentes, ne sont plus distribuées spatialement de manière aléatoire (Squires and Eaton [1991], Eaton and
Fessler [1994]). Les concentrations locales peuvent alorsdevenir très importantes par rapport à la concen-
tration moyenne de la phase dispersée, induisant une augmentation locale de la charge massique et des
interactions hydrodynamiques, ainsi qu’une augmentationlocale de la fréquence de collision. La non-prise
en compte des interactions hydrodynamiques peut donc ne plus être justifiée dans un écoulement dilué du
fait du phénomène de concentration préférentielle.

Hypothèse :Les effets de concentration préférentielle seront considérés comme négligeables. Même
si les facteurs de concentration peuvent être grands, les densités de particules observées dans les

écoulements permettent de continuer à négliger les interactions hydrodynamiques.

1.3.9 Échelles de temps des interactions

– Dans le cadre de l’hypothèse de "one-way coupling" et de particules inertes (thermiquement et chimi-
quement), l’échelle de temps la plus représentative des interactions entre les deux phases est le temps
d’interaction de traînéeτF

fp, c’est-à-dire la durée que met le nuage de particules à s’adapter à un change-
ment de vitesse du fluide (à cause de son inertie, une particule ne réagit pas immédiatement à un chan-
gement de vitesse du fluide, contrairement à un traceur ou uneparticule fluide). Sous les hypothèses
précédentes (cf.§ 1.3.1), l’équation de mouvement d’une particule peut s’écrire en ne considérant que
la force de traînée :

dup

dt
=
F d

mp
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oùRep est le nombre de Reynolds particulaire etCD le coefficient de traînée (cf.§ 1.3.1).
On définit l’échelle de temps de StokesτSt

fp (Stokes [1851], Oseen [1927]) pour les écoulements ram-
pants (Rep → 0, CD → 24/Rep) par :

τSt
fp =

ρpd
2
p

18ρfνf
(1.51)

L’échelle de temps caractéristique de traînéeτF
fp est alors donné par (Simonin [1996]) :

τF
fp =<

24

CDRep
>p τ

St
fp (1.52)

– L’échelle temporelle intégrale lagrangienne du fluide "vu" par les particulesτ t
f@p est basée sur le

tenseur d’autocorrélations temporelles lagrangiennes des fluctuations du fluide "vu" par les particules :

RL
f@p

(x, t, s) =< u′′f (x, t)⊗ u′′f (x+, t+ s) | x = xp(t), x
+ = xp(t+ s) >p (1.53)

De la même manière que pour le fluide, on peut définir un temps intégral lagrangien du fluide "vu" par
une hypothèse sur la fonction d’autocorrélation temporelle du fluide vu :

Rf@p(x, t, s) = exp(−s/τ t
f@p) (1.54a)

τ t
f@p(x, t) =

∫ +∞

0
Rlag

f@p(x, t, s)ds (1.54b)

L’hypothèse d’une fonction d’autocorrélation du fluide "vu" exponentielle est elle aussi bien supportée
par les expériences (numériques cette fois) dans le cas d’écoulements où existe peu de concentration
préférentielle (Fig. 1.6).

FIG. 1.6 – Fonctions d’autocorrélations temporelles lagrangiennes du fluideRt
1 ≡ Rf et du fluide "vu" par

les particules< Rt
1 >2≡ Rf@p pourCm = 0 en Turbulence Homogène Isotrope. Simulations : —-Rf ;

· · · Rf@p. Modèles : - - - - Reynolds infini ; – – – dépendant du Reynolds. (Tirée de Boivin [1996]).

La figure 1.7 trace l’évolution des rapports entre propriétés du fluide vu et propriétés du fluide en
fonction de l’inverse l’inertie des particules (ou de l’inverse du nombre de Stokes basé sur l’échelle
temporelle intégrale lagrangienne).
Si l’égalité des énergies d’agitation semble ne pas être mise en défaut sur une large gamme d’inertie des
particules, l’égalité des temps lagrangiens ne présente pas un aussi bon accord (à part dans le cas limite



1.3 - Réaction d’une particule à la sollicitation du fluide 19

τt
f / τF

fp

q2 f@
p
/q

2 f

10-2 10-1 100 101 102 1030.6

0.8

1

1.2

1.4

τt
f / τF

fp

τt f@
p
/τ

t f

10-2 10-1 100 101 102 1030.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

FIG. 1.7 – Évolution des propriétés du fluide vu avec l’inertie des particules. gauche : agitation turbulente du
fluide vuq2f@p. droite : temps intégral lagrangien du fluide vuτ t

f@p ≡ τ t
f@p. � : DNS ; ⋄ : LES de Deutsch

[1992] ;△ : LES de Laviéville [1997]. (Tirée de Fede [2004]).

de traceurs). L’égalité des agitations du fluide vu et de l’agitation turbulente est en fait la conséquence
d’une propriété plus large des écoulements gaz-solides quiest observée dans toutes les expériences
numériques :

< (uf@p,i − Uf@p,i)(uf@p,k − Uf@p,k) >p= Rff,ik (1.55)

Dans toutes les expériences numériques réalisées avec des particules solides (ce qui n’est bien plus vrai
pour des bulles par exemple) les contraintes cinétiques du fluide vu sont en effet égales aux contraintes
de Reynolds de l’écoulement fluide.
L’égalité des temps intégraux lagrangiens n’est vérifiée que pour des particules ayant un faible nombre
de Stokes. Pour des nombres de Stokes plus grands le rapport des temps intégraux lagrangiens passe
par un maximum pour des nombres de Stokes de l’ordre de l’unité. La limite de ce rapport pour les
grands nombres de Stokes ne semble pas être1, ce qui peut s’expliquer par la différence en les échelles
temporelles intégrales lagrangienne et eulérienne dans unécoulement turbulent. Plus les particules sont
inertielles et moins elles sont influencées par l’écoulement fluide et donc restent immobiles. Pour de
très grands nombres de Stokes, les particules ressentent ainsi la turbulence comme une sonde immo-
bile, et "voient" donc leur échelle de temps intégrale du fluide vu se rapprocher de l’échelle temporelle
intégrale eulérienne du fluide.

Hypothèse :L’égalité des énergies d’agitation turbulente du fluide et du fluide vu ainsi que l’égalité
des temps intégraux lagrangiens seront assumées dans tous les écoulements étudiés :

q2f@p = q2f (1.56)

τ t
f@p = τL

f (1.57)
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1.3.10 Nombres de Stokes

Le nombre de Stokes est un très bon exemple de nom à multiples usages car dépendant d’une quantité qui
n’est pas toujours définie de manière univoque. Ainsi la définition générale du nombre de Stokes est :

St =
τF
fp

τfluide
(1.58)

où τfluide peut être n’importe quelle échelle de temps de la phase fluideet τF
fp est une échelle de temps

représentative de l’influence du fluide sur les particules (cf § 1.3.9). Sous l’appellation "nombre de Stokes" se
cache donc une grande variété de nombres adimensionnels quisont représentatifs de différentes interactions
du fluide et des particules.

De manière générale, lorsque le nombre de Stokes relatif àτfluide tend vers0, les particules réagissent très
vite aux changements de vitesse du fluide à l’échelle de tempsτfluide, et donc les vitesses des particules et
du fluide seront considérées comme proches à ces échelles de temps là. Par exemple, des particules ayant un
Stokes relatif à l’échelle de temps de Kolmogorov très petitrépondent à toutes les échelles de la turbulence,
et suivent donc parfaitement le fluide (en absence de gravité) ; ce sont des traceurs passif idéaux.

De même lorsque ce nombre de Stokes tend vers l’infini, les particules réagissent très lentement aux
variations de vitesse fluide ; ce qui implique qu’à cette échelle de tempsτfluide la vitesse fluide sera vue par
la particule comme un processus à fluctuations rapides.

Finalement, tout se passe comme si les particules filtraientles échelles de la turbulence inférieures au
temps d’interaction de traînée. Les écoulements pour lequel ce filtrage n’entraîne pas de situation physique
claire (au contraire du cas des traceurs ou des particules très inertielles) sont les plus durs à modéliser. En
effet, pour des nombres de Stokes de l’ordre de l’unité apparaît le phénomène de concentration préférentielle
(cf. § 1.3.8).

Il faut remarquer ici que la grande variété et dispersion deséchelles de temps dans un écoulement turbulent
engendre la même diversité de nombres de Stokes. Un nombre deStokes très petit (resp. grand) pour un
phénomène physique (mouvement moyen par exemple) n’entraîne pas obligatoirement des Stokes petits
(resp. grand) pour les autres phénomènes entrants en jeu dans l’écoulement (turbulence par exemple). Il est
donc très important de définir très précisément à quelle échelle de tempsτfluide il est fait référence pour
pouvoir discuter de l’effet de ce nombre de Stokes.

1.4 Mouvement d’ensemble de la phase dispersée

1.4.1 Vitesse moyenne des particules

Introduisons premièrement les propriétés lagrangiennes de la particulem x
(m)
p (t) et u(m)

p (t) dénotant
respectivement la position et la vitesse de la particule à l’instantt. Le premier moment du champ de vitesse
des particules est le champ eulérien de vitesse moyenne des particules qui peut être défini comme :

Up(x, t) =< u(m)
p (t) | x = x(m)

p (t) > (1.59)

où la moyenne< · > est prise sur toutes les réalisations possibles de l’écoulement.
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1.4.2 Mouvement d’agitation des particules

Comme dans le cas de la turbulence monophasique, on caractérise le mouvement d’agitation des particules
par le tenseur d’autocorrélation des vitesses des particules :

RE
pp

(x, t, r, s) =< u
′′(m)
p (t)⊗ u′′(n)

p (t+ s) | x = x(m)
p (t), x+ r = x(n)

p (t+ s) > (1.60)

Ce tenseur contient beaucoup d’informations, et on se limitera donc au tenseur en un point et un instant
R

pp
:

R
pp

(x, t) = RE
pp

(x, t, 0, 0) =< u′′p ⊗ u′′p >p (1.61)

On définit alors l’énergie d’agitation des particulesq2p par :

q2p(x, t) =
1

2
trace(R

pp
(x, t)) (1.62)

1.4.3 Équilibre de Tchen-Hinze

L’existence du mouvement d’agitation des particules est à l’origine de la dispersion de celles-ci dans
l’écoulement. Ce phénomène est similaire à la dispersion turbulente dans le cas monophasique. Pour expri-
mer cette dernière Taylor [1921] écrit le tenseur des corrélations lagrangiennes de position en fonction du
tenseur des corrélations lagrangiennes de vitesseRL

ff
(ξ) =< uf (t) ⊗ uf (t + ξ) > pour une turbulence

homogène isotrope stationnaire :

< xf (t)⊗ xf (t) >=

∫ t

0

∫ τ

0

1

2
[RL

ff
(ξ) +t RL

ff
(ξ)]dξdτ (1.63)

Batchelor [1949] relie ces entités au tenseur de diffusionD
ff

:

D
ff

=
1

2

d

dt
< xf (t)⊗ xf (t) > (1.64a)

=
1

2

∫ t

0
[RL

ff
(τ) +t RL

ff
(τ)]dτ (1.64b)

et introduit le tenseur spectral ou tenseur d’énergieE
ff

qui n’est autre que la transformée de Fourier du
tenseur d’autocorrélation :

E
ff

(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
RL

ff
(τ) exp(−iωτ)dτ (1.65)

Par analogie on définit les tenseurs de diffusion et d’énergie des particules :

D
pp

=
1

2

∫ t

0
[RL

pp
(τ) +t RL

pp
(τ)]dτ (1.66)

E
pp

(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
RL

pp
(τ) exp(−iωτ)dτ (1.67)

Tchen [1947] pense alors à relier ce tenseur d’énergie du fluide au tenseur d’énergie des particules en
prenant la transformée de Fourier de l’équation (1.42). Tchen [1947] ne prend en compte que le terme de
traînée, et sous une forme linéarisée (temps de relaxation donné par (1.51)). L’extension de cette théorie à
d’autres forces est due à Hinze [1975], d’où le nom de théoriede Tchen-Hinze. Tchen [1947] ne considère
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que des particules plus petites que la plus petite échelle deturbulence et pour lesquelles l’élément fluide
entourant la particule reste le même. Pour une traînée de Stokes, la transformation de Fourier donne alors :

E
pp

(ω) =
1

1 + ω2τSt2
fp

E
ff

(ω) (1.68)

Cette dernière relation impose queE
pp

(0) = E
ff

(0), ce qui se traduit en terme de tenseur de diffusion
par :

lim
t→+∞

D
pp

= lim
t→+∞

D
ff

(1.69)

Quelque soient leur inertie, la dispersion en temps longs des particules est gouvernée par la dispersion
turbulente du fluide.

En intégrant les temps intégraux lagrangiens dans l’analyse, il est même possible d’établir une analogie
entre les mouvements fluctuants des deux phases. En sommant les termes diagonaux< u′′p,i · u′′p,i >, et en
supposant une forme exponentielle pour le tenseur de corrélations lagrangiennes de vitesse, on obtient une
relation reliant l’énergie d’agitation des particules à l’énergie d’agitation turbulente du fluide :

q2p =
τL
f

τL
f + τSt

fp

q2f (1.70)

Desjonqueres et al. [1986] étendent l’analyse au mouvementcorrélé fluide-particule :

qfp =
2τL

f

τL
f + τSt

fp

q2f (1.71)

Finalement, Deutsch [1992] revisite la linéarisation de l’équation du mouvement en remplaçantτSt
fp par

τF
fp (équation (1.52)). Il ne pose plus l’hypothèse d’un même élément fluide accompagnant la particule dans

sa trajectoire, ce qui l’amène au temps intégralτ t
f@p et à l’énergie d’agitation du fluide vuq2f@p. Les relations

de Tchen-Hinze s’écrivent alors :

q2p =
1

2
qfp =

τ t
f@p

τ t
f@p + τF

fp

q2f@p (1.72)

Les hypothèses d’équilibre de Tchen-Hinze permettent ainsi une prise en compte de la corrélation forte
entre les mouvements d’agitation de la phase fluide et de la phase particulaire. Elle est néanmoins seulement
"en temps longs" pour un écoulement homogène ce qui ne permetpas d’utiliser directement cette relation
pour la prédiction des énergies d’agitation fluide-particule et particulaire.

1.4.4 Échelles internes à la phase dispersée

1.4.4.1 Échelle de temps

La principale échelle de temps interne à la phase dispersée est le temps caractéristique de collisions
inter-particulaires ou temps moyen entre deux collisions pour une particuleτ c

p . Elle dépend principalement
de la densité, taille et énergie d’agitation des particules. L’importance des collisions sur le comportement de
la phase dispersée est généralement évaluée en terme du ratio τF

fp/τ
c
p (Crowe [1981]) :

– τF
fp/τ

c
p < 1. Le mouvement des particules est principalement influencé par l’interaction avec le fluide

environnant. On parle d’écoulement diphasique dilué.
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– τF
fp/τ

c
p > 1. La fréquence des collisions est alors suffisamment grande pour que le comportement

des particules découle principalement des interactions lors des collisions. On parle alors d’écoulement
diphasique dense

Du point de vue de la théorie cinétique le caractère collisionnel (dense) ou cinétique (dilué) d’un écou-
lement n’est pas déterminé par le rapportτF

fp/τ
c
p mais par le rapport entre le libre parcours moyenlc et le

diamètre des particules. Si nos écoulements seront toujours considérés comme dilués du point de vue de la
théorie cinétique, les collisions ne peuvent être systématiquement négligées du point de vue diphasique.

Hypothèse :Les écoulements de cette étude peuvent être tous considéréscomme dilués. Cependant,
dans la plupart des cas le ratioτF

fp/τ
c
p n’est pas suffisamment petit (bien que inférieur à 1), et les

collisions ont un effet faible mais non négligeable sur le comportement physique de la phase disper-
sée (i.e. isotropisation du mouvement d’agitation des particules principalement). C’est pourquoi les
collisions seront étudiées par la suite.

Cette hypothèse est corroborée par la figure 1.8 qui montre l’influence des collisions sur la fonction
d’autocorrélation lagrangienne des particules en fonction de la fraction volumique moyenne en turbulence
homogène isotrope. Même pour des fractions volumiques faibles (≈ 10−3), les collisions ont un effet non-
négligeable sur les caractéristiques de la fonction d’autocorrélation lagrangienne des particules.

FIG. 1.8 – Fonction d’autocorrélation lagrangienne temporelle normalisée des vitesses des particules en
fonction de la fraction volumique (ρp/ρf = 171, Stlag = 5). —- : sans collisions ; – – :αp = 2, 1.10−3 ;
· · · : αp = 5, 3.10−3 ; – · – : αp = 1, 41.10−2. (Tirée de Sommerfeld [2001]).

1.4.4.2 Échelles de vitesse

– L’échelle de vitesse du mouvement d’agitationufluct
p est, comme pour le fluide, reliée à l’agitation :

ufluct
p ≡

√
2/3q2p (1.73)

– L’échelle de vitesse du mouvement moyenUM
p dépend essentiellement de l’échelle de vitesse moyenne

du fluide ainsi que de l’inertie des particules.
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1.4.4.3 Échelles de longueur

Les échelles de longueurs de la phase dispersée sont issues des interactions instantanées : collisions et
rebonds :

– Le libre parcours moyen lc d’une particule représente la distance moyenne parcourue par une particule
entre deux chocs successifs.

– La distance à la paroiest représentative dans le sens où les conditions de rebond viennent "déséquili-
brer" l’écoulement, et ce déséquilibre se répercute dans ladirection normale à la paroi.

1.4.5 Nombre de Knudsen particulaire

Le nombre de Knudsen de la phase particulaireKn est défini comme le rapport d’un équivalent, pour les
particules, du libre parcours moyen à une longueur caractéristique de l’écoulement. Ce pseudo libre parcours
moyen dépend des caractéristiques du mouvement d’agitation des particules. Lorsque le nombre de Knudsen
particulaireKn est très petit, la phase dispersée peut être représentée comme un continuum, la concentration
de particules étant suffisamment grande au vu des échelles del’écoulement. Par contre pour desKn plus
grands l’hypothèse de milieu continu cesse d’être valide eton doit résonner au niveau mésoscopique. Cette
situation est identique au cas monophasique pour lequel il est habituel de résoudre l’équation de Boltzmann
en lieu et place des équations de Navier-Stokes pour des Knudsen supérieurs à10−3 (Bourgat et al. [1995]).

1.4.6 Two-way coupling ?

Le principe d’action-réaction, dans tout écoulement diphasique, entraîne un couplage mutuel d’une phase
sur l’autre. Théoriquement on devrait donc toujours considérer un couplage à deux sens fluide⇄ particules.
Mais les termes de couplage ne sont pas ressentis identiquement par les deux phases car les propriétés de
celles-ci sont très éloignées. Par exemple pour ce qui est dela force de traînée, elle ne peut être négligée au
niveau des particules (au risque de perdre presque toute la physique associée à la phase dispersée dans nos
cas), mais en est-il de même pour la phase fluide ? En occultantles problèmes liés aux échanges de masse ou
chaleur, nous allons essayer de caractériser l’effet couplage inverse (fluide← particule) sur le mouvement
moyen et le mouvement d’agitation (dit aussi fluctuant ou turbulent) du fluide.

1.4.6.1 Chargement massique

Le chargement massique se définie comme le rapport des massesde la phase dispersée et continue dans
le volume élémentaire :

Cm =
npmp

αfρf
= αp ×

ρp

ρf
(1.74)

oùmp est la masse d’une particule. Le rapport des densités étant souvent de l’ordre de103, le chargement
ne devient faible que pour de très petites valeurs deαp.

Les échanges de quantité de mouvement entre les deux phases faisant appel à l’inertie de chacune, le
chargement massique influe directement sur le caractère du couplage entre les deux phases. Pour de "faibles"
chargements (Cm < 0, 1), l’inertie du fluide est trop grande, et le couplage se fait uniquement du fluide vers
les particules. Pour des chargements plus élevés par contre, l’influence retour des particules sur le fluide ne
peut plus être négligée.
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1.4.6.2 Influence des particules sur le mouvement moyen du fluide

Pour connaître l’effet du transfert de quantité de mouvement sur la phase fluide on construit le nombre
représentatif (en ne prenant en compte que la force de traînée) :

Πmom ≡
d
dt(qtté de mvt du fluide)

∣∣
dû aux particules× τM

f

qtté de mvt du fluide

≡ − Cm

Stmvt moyen
× Uf − Up

Uf

Ce nombre évolue selon plusieurs facteurs, mais a de fortes chances de se retrouver petit dans les cas sui-
vants : chargement massique faible, nombre de Stokes associé au mouvement moyen relativement élevé ou
vitesse relative moyenne faible. Ces phénomènes sont souvent observés dans nos écoulements gaz-particules
(Cm < 1, Stmvt moyen > 10, vitesse relative faible), et il est donc raisonnable de penser que la phase par-
ticulaire n’influence pas le mouvement moyen du fluide. On peut ici noter que le transfert de quantité de
mouvement ne s’effectue pas toujours du fluide vers les particules. En effet, lorsque des particules arrivent
d’une zone de grande vitesse dans une zone de faible vitesse du fluide, celui-ci les freine, et c’est alors les
particules qui transmettent une partie de leur impulsion aufluide.

1.4.6.3 Influence des particules sur le mouvement fluctuant du fluide

De la même manière que précédemment, l’action de la force de traînée sur le mouvement fluctuant du
fluide peut être évaluée par un nombre adimensionnel :

Πflu ≡
d
dt(q

2
f )
∣∣∣
dû aux particules

× τ t
f@p

q2f

≡ − 2Cm

Stlag
× (1− qfp

2q2f
)

Cette analyse peut être poussée plus loin dans le cadre d’un équilibre de Tchen-Hinze où le mouvement
corrélé et le mouvement d’agitation du fluide sont reliés. Ceci permet d’écrire :

Πflu ≡ −
2Cm

1 + Stlag

De manière identique au cas du mouvement moyen, le paramètrede couplage dépend fortement de la
charge massique ainsi que d’un nombre de Stokes (associé cette fois à la turbulence "vue" par une parti-
cule). Ce paramètre aura moins tendance à être petit que le précédent car dans certains cas le StokesStlag
sera proche de l’unité, tout comme le chargement massique.

Hypothèse :Les écoulements considérés seront toujours considérés dans le cas d’un couplage à sens

unique fluide→ particules. Même dans des cas où le two-way coupling ne pourrait plus être négligé
au niveau de la physique, ce problème serait considéré commesecondaire vis-à-vis de cette étude.

1.4.7 Modélisation des interactions particule-particule

Après avoir étudié le mouvement de chaque particule indépendamment des autres, il est nécessaire d’étu-
dier leurs interactions. En l’absence d’interactions de type hydrodynamique (effet de sillage par exemple),
celles-ci se résument aux collisions. Ces dernières sont très importantes pour appréhender la physique des
écoulements homogènes gaz-particules, et ont donc été largement traitées. Les hypothèses permettant de
choisir le modèle (qui sera détaillé par la suite) sont exposées par la suite.
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1.4.7.1 Hypothèses simplificatrices

Les écoulements traités lors de cette étude sont constituésde particules solides dans de l’air (avec une
fraction volumique ne dépassant jamais10−2), ce qui permet de faire des hypothèses simplificatrices surle
type des collisions rencontrées.

La principale hypothèse est de considérer les collisions comme instantanées ; ainsi les paires de particules
entrant en collision n’ont pas le temps d’entrer en collision avec une troisième (la probabilité d’une collision
ternaire dépend du rapport entre la durée d’une collision etle temps moyen entre deux collision). On peut,
partout où cette hypothèse n’est pas mise en défaut, ne considérer que des collisions binaires.

Sont considérées comme instantanées toutes les interactions qui ne peuvent être modélisées par un champ
d’énergie potentielle continu (comme il est fait par exemple en gravitation ou pour une paire de particules
chargées). Dans notre cas, l’énergie potentielle de répulsion est nulle pour des distances supérieures au
diamètre des particules (pas d’interactions hydrodynamiques), et infiniment répulsive pour des distances
inférieures. On s’interdit ainsi toute coalescence partielle ou inter-pénétration des particules. Pour des parti-
cules sphériques, cette interaction est connue sous le nom de modèle des sphères dures. On peut alors utiliser
la mécanique classique du point pour résoudre les collisions (comme pour deux boules de billard).

Lors de ce type de collision, les particules échangent une quantité de mouvement appelée impulsion.
Les caractéristiques de cette impulsionJ déterminent complètement la cinématique de la collision. Dans le
cadre des sphères dures, Walton [1988] propose un modèle dont le nombre de paramètres nécessaires à la
caractérisation de l’impulsion est réduit à3 donnant des résultats proches de l’expérience.

Hypothèse :Les particules interagissent entre-elles telles des boules de billard, par des collisions
instantanées et localisées. Sous ces hypothèses, le modèlele mieux adapté est le modèle de sphères
dures de Walton [1988].

1.4.7.2 Modèle de collision

On considère dans ce paragraphe la collision des deux particulesA etB dont les centres respectifs sont
situés enOA etOB , et dont les vitesses sontuA etuB . On définit alors la vitesse relative deB par rapport à
A :

wr = uB − uA (1.75)

et la vitesse de glissement deB par rapport àA :

wg
r = wr − (wr.k)k (1.76)

aveck le vecteur directeur unitaire deA versB

k =
OAOB

| OAOB |
(1.77)

On définit aussi le vecteur unitaire de glissement par

t =
wg

r

| wg
r |

(1.78)

On décompose alors l’impulsion (nos particules étant sphériques, la collision se fait dans un plan, ce qui
ne serait pas le cas par exemple pour des ellipsoïdes) selon :

J = Jnn+ Jtt (1.79)

. Le modèle est alors le suivant (⋆ désignant la valeur d’une variable après collision) :
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FIG. 1.9 – Particules entrant en collision binaire.

– Pour la composante normalew⋆
r.k = −eppwr.k soit

Jn = mr(1 + epp)(wr.k) (1.80)

epp ∈ [0, 1] est le coefficient de restitution normal des interactions particule-particule etmr la masse
réduite de la paire de particules (ici égale àmp/2). Le coefficient de restitution normal peut être direc-
tement relié à l’énergie cinétique perdue lors de la collision ∆Ec :

∆Ec =
1

2
(mA∆u2

A +mB∆u2
B) (1.81a)

= −1

2
mr(1− e2pp)(wr.k)

2 (1.81b)

Si les particules ont un coefficient de restitution (entre-elles) epp = 1, il n’y a pas de perte d’énergie
cinétique. Les collisions deviennent micro-réversibles,ou encore appelées élastiques.

– En cas de non-glissementwg⋆
r = βppw

g
r soit

Jt = mr(βpp − 1) | wg
r | (1.82)

βpp ∈ [0, 1] est le coefficient de restitution tangentiel des interactions particule-particule.
– En cas de glissement, on utilise la loi de Coulomb :

Si | Jt |> µs
pp | Jn | , alorsJt = µd

pp | Jn | (1.83)

µs
pp et µd

pp sont les coefficients de friction statique et dynamique des interactions particule-particule.
Quatre coefficients sont donc nécessaires à la résolution dela collision, mais il est souvent fait l’hypo-
thèse d’égalité entre les coefficients de frottement statique et dynamiqueµs

pp etµd
pp, réduisant le nombre

de paramètres à 3.
On calcule alors les valeurs après choc à partir des équations :

u⋆
A = uA +

1

mA
J (1.84a)

u⋆
B = uB −

1

mB
J (1.84b)

Muni des 3 paramètresepp, βpp et µpp il est possible de résoudre les collisions entre deux sphères. Ces
3 paramètres doivent donc intégrer la physique des collisions entre particules. Il faut se donner une valeur
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de ses coefficients en fonction des particules considérées.De plus les valeurs de ces paramètres varient en
fonction de l’angle de collision. Ces effets ne sont pas prisen compte dans les collisions pour ne pas occulter
les effets principaux des collisions sur l’écoulement (cf.figure 1.8).

Dans le cas de collision sans glissement la cinématique ainsi définie possède la propriété intéressante de
pourvoir être renversée. La connaissance des vitesses post-collision (notéesu) permet en effet de reconstruire
les vitesses des particules avant la collision (notéesu⋆−) :

u⋆−
A = uA +

1 + epp

2epp
(wr.k)k (1.85a)

u⋆−
B = uB −

1 + epp

2epp
(wr.k)k (1.85b)

1.5 Influence des parois

Les problèmes industriels relevant des écoulements gaz-particule voient, dans l’interaction entre écou-
lements turbulents et paroi solide, un concentré de phénomènes de transfert généralement dimensionnant,
qu’il s’agisse :

– de transferts de quantité de mouvement (frottement du fluide et des particules sur la paroi)
– de transferts de chaleur (échauffement cinétique du fluide, phénomène de Leidenfrost pour des goutte-

lettes)
– ou encore de transferts de masse (condensation ou évaporation du fluide, dépôt des particules)

Une des spécificités de ces écoulements - inhabituelle en écoulement à grand nombre de Reynolds global
- est l’importance des effets de viscosité. On introduit donc un nombre de Reynolds de turbulence (cf.§
1.2.7) permettant de mesurer l’importance relative - pour le fluide - de la diffusion turbulente par rapport
à la diffusion moléculaire. Les écoulements pariétaux se classent alors dans la catégorie des écoulements à
faible nombre de Reynolds turbulent.

1.5.1 Couche limite monophasique

La turbulence de canal est un phénomène qui a été longuement étudié que ce soit de manière théorique,
expérimentale ou bien numérique. La condition d’adhérencedu fluide à la paroi fait apparaître une zone
de forts gradients entre l’écoulement extérieur (caractérisé par sa vitesse moyenneUext, pression, densité,
température . . . ). L’adhérence engendre de plus un frottement du fluide sur la paroi souvent caractérisé par
la force de frottement surfaciqueτw. Certaines conditions d’écoulement extérieur sont de plusassociées à
un écoulement turbulent dans le canal, notamment au niveau de la couche limite (zone des forts gradients
en proche paroi), entraînant un accroissement de l’extension spatialeδ de cette dernière.

Contrairement au cas de la couche limite laminaire, où il estpossible de définir un couple d’échelle
caractéristiques (locales) permettant d’a-dimensionnerdes variables sous forme de similitude globale, la
séparation d’échelles des temps basées sur les caractéristiques habituelles (Uext et δ) ou le couple(νf , τw)

ne permet pas de formuler le problème sous la forme d’une similitude globale dans le cas turbulent. Heu-
reusement il est possible à grand nombre de Reynolds de séparer deux zones de l’écoulement interne à la
couche limite, chacune évoluant en similitude partielle.

Sous-couche visqueuseProche de la paroi, l’advection devenant nulle (du fait de l’adhérence du fluide
à la paroi), il existe une zone de cisaillement constant où domine le frottement visqueux. La vitesse y est
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linéaire, ce qui s’exprime à l’aide d’une similitude partielle basée sur un a-dimensionnement par le couple
(νf , uτ ) :

Uf

uτ
= U+

f = y+ =
yuτ

νf
(1.86)

On peut aussi montrer dans cette zone queq2f se comporte eny2 (y étant la distance à la paroi), alors que
εf garde une valeur constante non-nulle.

q2f
y→0∼ y2 etεf

y→0∼ εwf (1.87)

Ces propriétés des écoulement turbulents de proche paroi engendrent aussi un raccourcissement de la durée
de vie des tourbillons près de la paroi :

τ ε
f

y→0∼ y2 (1.88)

De même la présence de la paroi induit une anisotropisation de la turbulence par effet de blocage de la
composante normalev à la paroi (Kim et al. [1987]).

Rff,uu
y→0∼ y2 ; Rff,vv

y→0∼ y4 ; Rff,ww
y→0∼ y2 ; Rff,uv

y→0∼ y3 (1.89)

Zone logarithmique La deuxième zone de similitude partielle est spécifique aux couche limite turbulentes
à grand nombre de Reynolds. En effet, "loin" de la paroi (c’est-à-dire poury+ "grand"), on peut exprimer
une nouvelle similitude théorique sous la forme :

U+
f =

1

κ
log(y+) + C (1.90a)

q2f =
u2

τ√
Cµ

; εf =
u3

τ

κy
(1.90b)

oùκ = 0.41 est la constante de Von Karman.

A l’intérieur de cette zone, l’agitation turbulenteq2f varient peu, et l’anisotropie présente la remarquable
particularité de peu varier elle aussi. Ces propriétés sontconfirmées par l’expérience avec l’obtention des
relations :

Rff,uu/q
2
f ≈ 1 ; Rff,vv/q

2
f ≈ 0, 4 ; Rff,ww/q

2
f ≈ 0, 6 ; Rff,uv/q

2
f ≈ −0, 3 (1.91)

La dernière équation peut se récrire de manière plus simple

Rff,uv ≈
−0, 3u2

τ√
Cµ

(1.92)

ce qui impose une valeur àCµ car, par définition, la contrainteRff,uv est précisément égale dans la couche
logarithmique au frottement.

Cµ = 0, 09, Rff,uv = −u2
τ (1.93)

1.5.2 Influence des parois sur les particules

L’influence des parois sur le comportement des particules est de deux types :
– Il existe premièrement une interaction de type hydrodynamique du fait que l’écoulement du fluide

en proche paroi est modifié par la présence de la particule, cequi se traduit par une modification du
coefficient de traînée
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– La deuxième influence est due aux rebonds éventuels des particules sur ces parois. Ces interactions
ponctuelles obéissent à la même physique que les collisions, à la différence qu’une des deux entités est
fixe et infiniment inertielle.

En ce qui concerne les interactions hydrodynamiques, la figure 1.10 présente l’évolution du coefficient de
traînée en fonction de la distance à la paroi (Arcen et al. [2005]). Celle-ci montre que l’influence de la paroi
sur l’évolution du coefficient de frottement est faible, et ce quelque soit le nombre de Reynolds particulaire.

FIG. 1.10 – Influence de la distance à la paroi sur le coefficient detraînée d’une particule isolée pour
différents nombre de Reynolds particulaires.� : y = 4dp ; ◦ : y = 2dp ; + : y = dp ; ∗ : y = 0.75dp ; — :
Coefficient de traînée standard (1.46). (Tirée de Arcen et al. [2005]).

Hypothèse :Les interactions hydrodynamiques paroi-particule serontnégligées (de manière iden-
tique aux interactions hydrodynamiques particule-particule)

En ce qui concerne les interactions ponctuelles entre la paroi et les particules, les phénomènes physiques
sont très nombreux dans le cas de particules liquides (rebond, splashing, création de film liquide . . . ).

Dans le cas de particules solides et sphériques, on ne considère que le modèle précédent de sphères dures,
mais en prenant comme caractéristiques pour la paroimA = +∞ etuA = 0. Généralement, les propriétés
d’échange d’impulsion dépendent de la nature des deux entités entrant en collision. Les paramètres de re-
bond ne sont donc pas identiques aux paramètres de collision. Nous noterons donc les paramètres de rebond
epw, βpw et µpw. De même que les paramètres de collision varient en fonctionde l’angle de collision, les
paramètres de rebond sont influencés par l’angle d’incidence de la particule sur la paroi. Nous négligerons
tout de même ces effets pour se concentrer sur les effets prépondérants des rebonds des particules sur la
paroi. La vitesse d’une particule entrant en collision avecune paroi se voit donc modifiée comme suit :

u⋆
p = up − (1 + epw)(up.n)n− Jtt (1.94)

oùJt est calculé suivant (1.82) ou (1.83) etn est le vecteur normal à la paroi orienté vers l’écoulement.
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Un de ces effets notables de la paroi est la possible dissymétrie des flux incidents et réfléchis de particules.
Pour des coefficient de restitution normauxepw inférieurs à l’unité, les particules repartent de la paroi avec
une vitesse normale réfléchie plus faible (en valeur absolue) que la vitesse normale incidente. Pour conserver
la masse il faut ainsi qu’il y ait, dans un volume adjacent à laparoi, plus de particules repartant de la paroi
qu’arrivant vers elle. Cette dissymétrie apparaît aussi due au frottement des particules sur la paroi (qui
accélère les particules dans la direction longitudinale).Elle est dans tous les cas à l’origine de flux de
contraintes cinétiques particulaires.

La principale différence entre rebond et collision provient de la dissymétrie du problème dans le cas du
rebond. La paroi étant plane, le problème présente une direction privilégiée de plus que celle alignée sur la
vitesse relative. Lors de rebonds, la résolution est effectuée dans un repère privilégié lié à la paroi. Cette
dissymétrie est un concept important qui permet d’aborder le problème de la rugosité de paroi.
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De manière identique à la turbulence, la présence d’une phasedispersée dans certains écoulements
diphasiques introduit un très grand nombre de degrés de liberté. En effet pour caractériser complè-
tement la phase dispersée il faudrait se donner les propriétés de toutes les particules présentes au

sein de l’écoulement. La variété de propriétés caractérisant une particule (position, vitesse, volume, forme,

33
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température, composition . . . ) ainsi que le nombre important de particules dans l’écoulement rendent im-
possible une telle caractérisation de la phase particulaire.

Bien que théoriquement possible, la trajectographie de toutes les particules est limitée par les capacités
des calculateurs actuels (limitations qui perdureront encore quelques décennies). Le deuxième problème
rencontré par ce genre d’approches concerne la prise en compte des interactions internes à la phase par-
ticulaire. Dans notre cas celles-ci se limitent à des collisions de sphères dures. La résolution exacte des
collisions au niveau numérique sous-tend un repérage de l’ensemble des particules pour déterminer quelles
particules sont entrées en collision durant le pas de temps courant. Ces algorithmes de recherche se révèlent
très coûteux en terme de temps de calcul (l’algorithme optimum est enN log(N) pourN particules).

Comme auparavant pour la turbulence, le nombre excessif de degrés de liberté impose alors de traiter la
phase dispersée par une approche statistique. C’est donc dans le cadre de la mécanique statistique que les
phénomènes physiques évoqués au chapitre précédent seronttraités.

La mécanique statistique fut introduite par Maxwell et Boltzmann pour modéliser le comportement des
gaz. Elle fut longtemps décriée car postulant que les propriétés macroscopiques des gaz découlaient de pro-
priétés plus fondamentales d’entités dites microscopiques (l’existence de l’atome n’était pas communément
acceptée à cette époque, pas plus que la dérivation d’un second principe, dit d’irréversibilité, à partir d’un
système microscopique aux phénomènes réversibles). La preuve de l’existence de l’atome ainsi que les tra-
vaux d’Einstein sur le mouvement brownien finirent d’accréditer cette théorie qui se révélera par la suite
très prédictive.

Les succès de la théorie cinétique des gaz encouragèrent alors certains scientifiques à étendre la métho-
dologie pour des écoulements habituellement modélisés pardes équations continues du type Navier/Stokes.
L’élément dit "microscopique" dans ce type d’approche n’est plus l’atome mais la particule fluide. Il est
alors possible de définir des méthodes pertinentes basées sur une modélisation statistique des écoulements
monophasiques turbulents (par exemple, voir Pope [1994a]).

C’est tout naturellement enfin que la modélisation de la phase dispersée dans les écoulements diphasiques
intégra ce genre d’approches. L’élément microscopique estalors défini par les particules composant la phase
dispersée. L’information sur la phase dispersée est alors contenue dans une fonction de densité de probabilité
(ou "probability density function", pdf) qui obéit à une équation de type Boltzmann. Le choix des variables
pertinentes décrivant l’état d’une particule n’est pas aisé. Dans un premier temps, comme application directe
du formalisme de la théorie cinétique des gaz, les approchespdf n’ont pris en compte que des variables
intrinsèques à la particule : position et vitesse de celle-ci. Cette approche, qualifiée par certains de "Kinetic
Model", a été développée notamment par Buyevitch [1971], Reeks [1980] ou encore Derevich and Zaichik
[1988] et se propose d’étudier le comportement de la pdf à uneparticulefp(t;x, cp). Pour étendre les travaux
de Pope [1994a] aux écoulements gaz-particule, Simonin [1996] propose alors d’ajouter aux variables de la
description contractée la vitesse du fluide vu par la particule. La phase dispersée est alors décrite la pdf jointe
fluide-particule (toujours à une particule)ffp(t;x, cf , cp). L’introduction de cette variable supplémentaire
permet de généraliser le formalisme des modèles cinétiquesau prix de la nécessité de fournir une équation
d’évolution pour cette dernière.

L’approche statistique développée doit prendre en compte les phénomènes physiques présents dans l’écou-
lement. Les deux principaux phénomènes considérés ici sontla dispersion de particules par la turbulence et
les collisions inter-particulaires.

La connaissance et la modélisation de la dispersion de particules inertielles dans un écoulement gaz-solide
s’appuient sur la dispersion de particules fluides. Même si les différences de comportement entre les deux
sont nombreuses (cf.§ 1.3) la dispersion de particules inertielles s’appuie sur les mêmes mécanismes que la
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dispersion de particules fluides. De plus les modèles développés pour des particules inertielles se doivent de
retrouver, dans le cas limite de traceurs, les modèles préexistants de dispersion turbulente (§ 1.4.3).

La connaissance de la dispersion turbulente n’est tout de même pas suffisante à la modélisation de la
dispersion de particules inertielles. Parce qu’elles ne suivent pas les mêmes trajectoires que les particules
fluides, les particules inertielles ne suivent pas exactement les fluctuations de vitesse du fluide. Leur dis-
persion ne peut être aussi bien quantifiée que dans le cas de particules fluide, et donc leurs trajectoires ne
peuvent être directement simulées par un processus stochastique sur leurs positions. Le meilleur moyen de
calculer la trajectoire d’une particule inertielle est donc de résoudre l’équation du mouvement de celle-ci
(1.42) :

dup

dt
= −

up − uf@p

τp
+ g

Le principal problème de cette approche est d’estimer la vitesse fluide instantanée qui apparaît dans l’équa-
tion (1.42). Celle-ci peut être obtenue par une résolution directe des équations Navier-Stokes permettant la
prise en compte de toutes les échelles de vitesse. Cette résolution s’avérant trop coûteuse, il est d’usage de
se tourner vers des modèles dérivés de moindre précision (LES, URANS ou RANS) pour lesquels il est
alors nécessaire de se doter d’un modèle pour estimer à l’endroit de la particule la partie non résolue de
la vitesse du fluide (que ce soit à l’échelle de sous-maille pour la LES ou toute la partie fluctuante pour
l’approche RANS). Afin de représenter le caractère aléatoire de la turbulence, des grandeurs stochastiques
sont intégrées. L’amplitude et le temps caractéristique associés à ce bruit permettent alors de classifier la
plupart des modèles en deux familles : les modèles "Eddy Lifetime" et les processus de Langevin. L’idée
sous-jacente est de simuler la pdf de l’ensemble des vitesses du fluide vues et non pas directement la vitesse
du fluide vue par une seule particule.

La résolution des collisions est un autre avantage de la modélisation statistique de la phase dispersée. A
ce niveau de description il n’est pas pertinent de vouloir résoudre exactement toutes les collisions de l’écou-
lement mais il est suffisant de caractériser l’effet de l’ensemble des collisions sur le nuage de particules.
L’effet des collisions est alors représenté par un opérateur aux propriétés très intéressantes.

Une fois les modélisations des phénomènes physiques pour l’approche statistique choisies, la résolution
du problème peut se faire par une approche lagrangienne (méthode particulaire stochastique). Elle consiste
à résoudre l’équation décrivant le comportement de la pdf représentative de l’écoulement en la discrétisant
en "numerical parcels" ou particules numériques. L’utilisation du terme "particules numériques" peut être
trompeur car ces entités ne sont en fait que des échantillonsde la pdf. Mais comme la résolution de l’équation
de la pdf par cette discrétisation revient à suivre les échantillons le long d’une trajectoire dont les équations
sont identiques à celles d’une particule réelle, ces échantillons ont été dénommés particules numériques.

L’utilisation de méthodes statistiques associées à une telle modélisation permet de fournir des algorithmes
de traitement stochastique des collisions très efficaces etbeaucoup moins coûteux que les algorithmes de
repérage nécessaires à une simulation déterministe de la phase dispersée.



36 2 - MODÉLISATION STATISTIQUE ET APPROCHE LAGRANGIENNESTOCHASTIQUE

2.1 Approche statistique des écoulements gaz-particule

2.1.1 Motivations

L’apparition, au cours de la dernière moitié duXXe siècle, de l’outil numérique a entraîné de grandes
avancées dans la modélisation des écoulements gaz-particules. Les méthodes furent d’abord limitées à la
résolution d’équations eulériennes dont les termes étaient introduits de manière empirique. L’apparition de
la Simulation Numérique Directe (DNS) du fluide porteur (permettant de résoudre toutes les échelles de
la turbulence) ouvrit ensuite la porte aux simulations à l’échelle de la particule des écoulements à phase
dispersée.

Une résolution numérique "exacte" du comportement du nuagede particules et du fluide est ainsi ac-
cessible par une simulation "DNS" du fluide autour de chaque particule associée à une modélisation du
comportement interne des particules (par exemple en utilisant la mécanique des solides pour des particules
solides, ou encore Navier/Stokes pour des particules liquides). Une résolution "DNS" du fluide dans ce
cadre suppose une résolution à des échelles inférieures au plus petit diamètre de particule afin d’obtenir une
bonne approximation des interactions entre la particule etle fluide. Pour des particules dont le diamètre est
inférieur à l’échelle de longueur de Kolmogorov, il est aiséde voir que le nombre de points de calcul devient
démesurément grand, d’autant plus que ces points de maillage devraient se déplacer avec les particules.
C’est pourquoi ce genre d’approches est aujourd’hui limitéà quelques centaines de particules (Randriana-
rivelo [2005]), ce qui représente un nombre dérisoire comparé à des configurations classiques (par exemple
79g de charbon représentent plus d’un milliard de particules de50 microns de diamètre, ou encore1L de
kérosène2 1015 gouttelettes de10 microns).

Pour des systèmes à grand nombre de particules la résolutionnumérique passe alors par des hypothèses
de modélisation des interactions fluide-particule. L’hypothèse de point-masse pour les particules est ainsi
très souvent faite dès quedp ≤ ηK . Les interactions sont alors identifiées et quantifiées par les équations du
chapitre 1. Cette approximation de point-masse permet en outre de dissocier le traitement des deux phases
du système. Le fluide et la phase particulaire sont résolus séparément, même s’il subsiste les termes d’in-
teraction entre les deux phases. Le nombre de degrés de liberté associé au fluide est ainsi considérablement
réduit, même s’il peut rester très grand dans le cadre d’une résolution DNS ou même LES. Par contre la
phase particulaire est toujours décrite par les vecteurs d’état de chaque particule, ce qui représente une
somme d’informations importante pour un grand nombre de particules.

C’est pourquoi il est préférable de travailler avec une description contractée de la phase particulaire en
travaillant avec une approche probabiliste1. L’information sur les particules est alors exprimée en termes

1L’avènement du formalisme de la théorie cinétique des gaz deBoltzmann [1872, 1964] et Maxwell [1867, 1995] à l’aube du
XXe siècle et ses grands succès prévisionnels ont définitivement ancré l’idée que tout phénomène observé à notre échelle est
une conséquence, plus ou moins directe, de phénomènes et de réalités sous-jacents mettant en jeu les constituants microscopiques
des objets considérés. Ainsi de l’interaction de millions de molécules naît un gaz dont les propriétés ne dépendent que de ces
interactions. De cette représentation des phénomènes résulte obligatoirement le problème théorique du saut d’échelles entre le
microscopique et le macroscopique. Au niveau microscopique un gaz peut être représenter par6N nombres (6 pour le nombre
de degrés de liberté, N pour le nombre de molécules). En théorie cinétique des gaz, le nombreN est de l’ordre de grandeur
du nombre d’AvogadroN = 6, 02 × 1023 qui est immense. La donnée du système au niveau microscopique requiert alors une
somme énorme d’information.A contrario, les propriétés macroscopiques de ce gaz (volume, pression, température, viscosité . . . )
forment un ensemble restreint de caractéristiques. Le passage d’une description à une autre n’est donc pas direct, et entraînera une
perte d’information. Le nombre important d’objets au niveau microscopique incite à travailler dans un formalisme probabiliste.
Il est en effet impossible (et sans intérêt) de caractériserexpérimentalement une réalisation microscopique du gaz. Les mesures
macroscopiques ne sont d’ailleurs pas sensibles au comportement individuel des objets microscopiques, mais seulement à des
moyennes sur ces objets. Ce processus de moyenne permet de justifier l’utilisation du formalisme probabiliste au regardde la "loi
des grands nombres". Celle-ci assure que, pour un nombre suffisamment grand d’événements, le processus de moyenne aboutit à
des prédictions pratiquement exactes.
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probabilistes sous la forme d’une densité de probabilité des états du système constitué par lesN particules.
Afin de représenter au mieux la physique de ces écoulements, la description contractée se doit alors d’in-
corporer toutes les variables décrivant l’état d’une particule (ou de plusieurs particules en plusieurs temps et
plusieurs points de l’espace des phases pour une description plus détaillée de la phase particulaire).

2.1.2 Choix de la description contractée

Le choix de la description contractée varie en fonction de laphysique du problème mais se limite, comme
dans le cas monophasique, le plus souvent à une description en un point et un temps de la phase particu-
laire. La littérature considère souvent le vecteur d’état comme composé de la position et de la vitesse de la
particule (de manière identique à la mécanique statistiqueclassique2). Mais cette description ne prend pas
en compte les spécificités des écoulements gaz-particule, dans lesquels existent des interactions fortes entre
particules et entre fluide et particules.

Une dispersion en diamètre (coalescence, break-up) peut naître des interactions entre particules qui né-
cessite dans ces cas de prendre en compte la variable diamètre dans le choix de la description contractée.
Ce paramètre n’apparaît pas dans notre analyse du fait que l’on considère uniquement des particules solides
monodisperses (toutes les particules ont le même diamètre qui ne varie pas au cours du temps). Nos parti-
cules seront de plus supposées isothermales et chimiquement inertes, ce qui élimine des variables décrivant
le système la température ainsi que la composition des particules. Pour des raisons de simplicité, on ou-
bliera de même dans notre description statistique de la phase dispersée la vitesse de rotation des particules.
L’extension de l’approche pdf à des cas où la vitesse de rotation influence l’écoulement se fait de manière
naturelle (Sakiz [1999]).

Ces interactions entre particules impliquent de plusa minimadeux particules, ce qui rend nécessaire une
description par une pdf en deux points pour étudier finement les phénomènes. Notre approche prend le parti
d’une description en un point de la phase dispersée ce qui oblige à formuler des hypothèses sur la forme de
la pdf en deux points du systèmefpp. Ces hypothèses sont nécessaires à la fermeture de notre description
en cas de prise en compte des collisions, de manière identique à l’hypothèse de chaos moléculaire formulée
par Boltzmann3.

2.1.3 Description en terme de pdf de particules

La deuxième famille d’interactions, c’est-à-dire entre lefluide et les particules, n’est pas toujours prise
en compte directement dans les descriptions contractées dusystème. Le nuage de particules est alors sim-
plement modélisé par l’évolution de la fonctionfp(t;x, cp) où cp est la variable de l’espace des phases
associées à la vitesse d’une particuleup. Cette fonction peut être définie comme la fonction de répartition
réduite à une particule dans l’équivalent de la hiérarchie BBGKY4 appliquée à la phase particulaire. Elle

2En mécanique classique l’état d’une particule ponctuelle àun instant donné est caractérisé par sa positionx et sa vitesseu (elle
possède donc 6 degrés de liberté en dimension 3). Pour un système constitué deN particules, l’état instantané est donné par les6N

paramètres :{x1, · · · , xN ; u1, · · · , uN}
3Seule la fonction de répartition à deux particules intervient dans l’équation d’évolution de la pdf à une particule, mais celle-ci

est a priori inconnue. Boltzmann fit alors une hypothèse sur la fonction de répartition à deux particules en se basant sur le concept
physique de "chaos moléculaire". Partant du principe que les particules entrant en collision proviennent de régions différentes et
ont expérimenté des collisions antérieures différentes, Boltzmann émit l’hypothèse de décorrélation de leurs vecteurs d’état. La
fonction de répartition à deux particules s’exprime alors comme le produit des fonctions à une particule aux points considérés.

4La hiérarchie BBGKY (explicitée de manière indépendante par Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood et Yvon) est une hiérarchie
de descriptions du système. Cette hiérarchie est faite par le choix de sous-systèmes représentatifs composés non pas desN particules
du système mais d’un nombre plus petitS.
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représente donc la densité moyenne de particules à l’instant t au point(x, cp) de l’espace des phases. Dans
le cadre des écoulements gaz-particules, Reeks [1991] et Zaichik and Vinberg [1991] proposent une défini-
tion équivalente mais d’origine physique, basée sur la notion moyenne des réalisationsW (n)

p des variables
position-vitesse des particules :

W (m)
p (t;x, cp) = δ(x(m)

p (t)− x)δ(u(m)
p (t)− cp) (2.1a)

fp(t;x, cp) =

〈 Np∑

m=1

W (m)
p (t;x, cp)

〉
(2.1b)

où< · > est l’opérateur de moyenne sur l’ensemble des réalisationsde l’écoulement (cf.§ 1.1.1).

Dans les approches dites à pdf de particules la variable "vitesse du fluide vu" (de même que la température
du fluide vu dans des cas non isothermes) est alors considéréecomme extérieure à la description du système.
Vu que cette variable intervient dans l’équation du mouvement des particules au travers de la traînée (1.42),
il apparaît alors un terme non fermé dans l’équation d’évolution defp dû à la méconnaissance de la vitesse
du fluide vu par la particule :

∂fp

∂t
+

∂

∂xk
[cp,kfp] = − ∂

∂cp,k

[
dcp,k

dt
fp

]
+

(
∂fp

∂t

)

coll

=
∂

∂cp,k

[
cp,k

τp
fp

]
− ∂

∂cp,k

[
1

τp
< uf@p | xp, cp > ·fp

]
+

(
∂fp

∂t

)

coll

(2.2)

où l’opérateur 1
τp

< uf@p | xp, cp > doit être modélisé pour fermer l’équation (en plus du terme de
collisions). Ceci peut être fait moyennant des hypothèses assez fortes sur la forme du champ fluide vu.
En particulier les travaux de Derevich and Zaichik [1988] etReeks [1991, 1993] permettent une approche
consistante de fermeture de l’équation (2.2) dans un cadre néanmoins pas tout à fait général et utilisant un
formalisme coûteux à mettre en œuvre.

Les moments statistiques de la phase particulaire sont alors obtenus en effectuant une moyenne des va-
riables microscopiques suivant la loi de probabilitéfp. Par exemple la densité de particule est donnée par :

np(x, t) =

∫
fp(t;x, cp)dcp (2.3)

2.1.4 Description en terme de pdf jointe fluide-particule

Afin d’éviter les problèmes de fermeture précédents, il est possible d’élargir la description du système
en y incorporant les variables associées au fluide porteur, dans notre cas la variable "vitesse du fluide vu"
uf@p

5. On parle alors pour les écoulements diphasiques de pdf jointe fluide-particuleffp (Simonin [1996]).
La quantitéffp(t;x, cf , cp)dxdcfdcp est le nombre probable de particules dont le centre de masse au temps
t est situé dans le volume[x, x + dx] avec une vitesse de translationup ∈ [cp, cp + dcp] et une vitesse du
fluide le long de sa trajectoireuf@p ∈ [cf , cf + dcf ]. Cette quantité s’interprète aussi comme le nombre
probable de particules dont le vecteur d’état à l’instantt est situé dans le volumedxdcpdcf centré autour du

5Alors que dans la théorie cinétique des gaz, l’élément de base était la molécule, les équations déterministes gouvernant un
écoulement turbulent (les équations de Navier/Stokes) portent sur le vecteur d’état de "particules fluides". Ces particules sont
définies comme le plus petit élément de fluide regroupant suffisamment de molécules pour obtenir des statistiques fiables,c’est-
à-dire permettant à la particule fluide d’avoir la même vitesse que celle du champ eulérien à l’endroit de la particule :uf (t) =

uf (xf (t), t).
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point (x, cp, cf ) de l’espace des phases. Elle peut aussi être définie à partir de la moyenne d’ensemble :

W
(m)
fp (t;x, cf , cp) = δ(x(m)

p (t)− x)δ(u(m)
f@p(t)− cf )δ(u(m)

p (t)− cp) (2.4a)

ffp(t;x, cf , cp) =

〈 Np∑

m=1

W
(m)
fp (t;x, cf , cp)

〉
(2.4b)

De plus, cette fonction de distribution jointe contient aussi l’information relative à la seule phase particu-
laire. Une intégration sur l’ensemble des réalisations fluide permet d’accéder à l’information statistique sur
les positions et vitesses des particules :

fp(t;x, cp) =

∫
ffp(t;x, cp, cf )dcf (2.5)

Il est alors habile d’utiliser la notion de probabilité conditionnelle (p(B) = p(A)p(B | A)) pour écrire
notre pdf jointe sous la forme :

ffp(t;x, cf , cp) = ff (t;x, cf | cp)fp(t;x, cp) (2.6)

où ff (t;x, cf | cp) est la pdf conditionnelle des vitesses du fluide vu. Elle représente la probabilité qu’une
particule ayant une vitessecp voit une vitesse de fluidecf . Du fait des fortes interactions entre le fluide et
les particules (notamment par la traînée) il existe une corrélation entre la vitesse d’une particule et la vitesse
fluide qu’elle "voit". Les deux variables n’étant pas indépendantes, la pdf conditionnée ne s’apparente donc
pas à la pdf des vitesses fluide :

ff (t;x, cf | cp) 6= ff (t;x, cf ) (2.7)

Cette propriété n’est que la transcription de la différenceentre vitesse du fluide vu par la particule et vitesse
intrinsèque du fluide (cf.§ 1.3.6). C’est elle qui est à l’origine de la vitesse de dérive.

Comme dans le cas d’une description particulaire, les moments du système sont obtenus en effectuant des
moyennes comme par exemple la densité de particules :

np(x, t) =

∫
ffp(t;x, cf , cp)cfdcp (2.8)

Une intégration uniquement sur les vitesses des particulesdéfinit la pdf de vitesse du fluide conditionnée
par la présence d’une particule (quelconque) :

ff |p(t;x, cf ) =
1

np(x, t)

∫
ffp(t;x, cf , cp)dcp (2.9)

Il est à noter queff |p(t;x, cf ) coïncide avecff (t;x, cf | cp) uniquement s’il n’existe pas de corrélation
entre vitesse de la particule et vitesse du fluide vu.

De manière générale la pdf jointe fluide-particule peut êtreécrite :

ffp(t;x, cf , cp) = fp(t;x, cp | cf )ff |p(t;x, cf ) (2.10)

2.2 Équation d’évolution du système

L’évolution du système est déterminée par l’équation d’évolution de la pdf qui a été prise comme repré-
sentative du système. L’approche de cette étude est une approche à pdf jointe fluide-particule à une particule
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où l’écoulement est représenté par la pdfffp(t;x, cf , cp). L’équation d’évolution de cette dernière s’obtient
par une différenciation de la relation (2.4a) qui est ensuite moyennée sur l’ensemble des réalisations de
l’écoulement (et procède de propriétés de conservation dans l’espace des phases) :

∂ffp

∂t
+
∂cp,kffp

∂xk
+

∂

∂cp,k

[〈
dup,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]

+
∂

∂cf,k

[〈
duf@p,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
=

(
∂ffp

∂t

)

coll

(2.11)

d
dt représente la dérivée lagrangienne le long des trajectoires des particules de n’importe quelle propriété

du fait des interactions avec le fluide ou des forces extérieures.< · > représente la moyenne d’ensemble
sur une infinité de réalisations identiques de l’écoulementdiphasique et< ψ | cf , cp > est la moyenne
conditionnée deψ :

< ψ | cf , cp >=< ψ(uf@p, up) | xp = x, uf@p = cf , up = cp > (2.12)

Les termes apparaissant dans l’équation sous une forme non-fermée nécessitent une modélisation pour
pouvoir simuler l’écoulement :

– le termedup,k

dt est issu, via la loi du mouvement de Newton, de la modélisation des forces s’exerçant sur
la particule.

– le termeduf@p,k

dt n’est pas accessible à partir d’un calcul eulérien du fluide porteur. Il faut donc se donner
un modèle d’évolution de la vitesse fluide le long de la trajectoire des particules. Il est alors nécessaire
de créer un champ fluide composite dont les propriétés respecteront des contraintes imposées par la
physique du problème. Ce terme sera modélisé, dans la continuation des approches pdf monophasiques
et dans le cadre d’une pdf jointe fluide-particule, par un processus stochastique qui devra satisfaire :

fL+

f (t;x, cf ) ≈ fL
f (t;x, cf | cp) (2.13)

– le terme de collision(∂ffp

∂t )coll représente l’influence des collisions sur la pdf. Sous une hypothèse
d’interaction binaire celui-ci ne fait appel qu’à la pdf jointe à deux particulesffpfp . Cette pdf n’est
bien sûr pas accessible dans nos simulations et requiert donc d’être modélisée à partir de grandeurs
connues,i.e.en termes de pdf jointe à une particule.

2.3 Transport des particules

Les termes représentant le transport des particules sont :

1. le terme de déplacement des particules dans l’espace réel:

∂cp,kffp

∂xk
(2.14)

qui dans l’effet des vitesses des particules sur la distribution spatiale de celles-ci.

2. le terme de déplacement des particules dans le sous-espace des phases associé à la vitesse des parti-
cules :

∂

∂cp,k

[〈
dup,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
(2.15)

qui représente l’effet des accélérations des particules sur la distribution des vitesses.
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3. le terme de déplacement des particules dans le sous-espace des phases associé à la vitesse du fluide
vu :

∂

∂cf,k

[〈
duf@p,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
(2.16)

qui représente l’effet de l’accélération du fluide sur la distributions des vitesses.

Dans le cadre d’une approche pdf prenant en compte la vitessed’une particule comme variable de la
description contractée (ce qui est toujours le cas), le premier terme de transport ne nécessite pas d’hypothèse
de modélisation puisque la distribution de vitesse est connue. Par contre l’accélération n’étant pas prise en
compte comme variable de la description contractée, celle-ci n’est pas connue et doit être modélisée. Cette
modélisation est dans ce cas précis aisée si l’on fait appel àla loi de Newton et l’approximation de point-
masse pour écrire (cf.§ 1.3) :

dup

dt
=
F d

mp
+ g (2.17)

Le terme de transport des vitesses des particules s’écrit donc (en l’absence de gravité) :

∂

∂cp,k

[〈
dup,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
=

∂

∂cp,k

[〈
Fd,k

mp
| cf , cp

〉
· ffp

]
(2.18)

où, dans le cadre d’une approche pdf jointe fluide-particule, tous les termes sont connus (puisque les dis-
tributions des vitesses particule et du fluide vu sont connues). Tel ne serait pas le cas dans une approche
pdf de particules où l’effet de la vitesse du fluide vu sur la distribution de vitesse des particules devrait être
modélisé. Des hypothèses fortes sur la distribution de cette vitesse (distribution gaussienne) doivent être for-
mulées pour obtenir des fermetures explicites Buyevitch [1971], Reeks [1980], Derevich and Zaichik [1988].
Ces hypothèses ne sont plus nécessaires dans une approche pdf jointe fluide-particule en contre-partie d’un
terme supplémentaire dans l’équation d’évolution du système. Il est en effet maintenant nécessaire, pour
modéliser le transport des particules, de modéliser l’accélération de la vitesse du fluide vu pour connaître
l’effet de cette dernière sur la distribution de vitesse du fluide vu.

2.4 Modélisation lagrangienne du fluide vu

La présence du terme d’accélération du fluide le long de la trajectoire de la particuleduf@p,k

dt dans l’équa-
tion d’évolution du système impose de se doter d’une modélisation de l’accélération du champ fluide
pour fermer le système. Les configurations d’écoulements accessibles aux simulations numériques directes
(DNS) du fluide associées à un suivi lagrangien des particules se limitent actuellement et à moyen terme à
des configurations académiques (Turbulence Homogène Isotrope, écoulements cisaillés . . . ). Pour des écou-
lements plus complexes, la limitation des moyens de calcul impose de résoudre des équations dérivées de
Navier-Stokes où toutes les échelles de vitesse ne sont pas résolues.

L’équation de quantité de mouvement d’une particule (1.42)s’écrit :

dup

dt
= −

up − uf@p

τp
+ g

C’est une équation différentielle du premier ordre, non-homogène et non-linéaire. Pour de petits incréments
de tempsδt cette équation peut être résolue analytiquement en considérant la vitesse instantanée du fluide et
le temps d’interaction de traînée constants sur le pas de temps. Les trajectoires des particules peuvent ainsi
être construites par les équations :

up(t+ δt) = up(t)e
−δt/τp +

[
1− e−δt/τp

]
(uf@p(t) + τpg) (2.19a)

xp(t+ δt) = xp(t) +
δt

2
(up(t+ δt) + up(t)) (2.19b)
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Sous cette forme il est visible que le principal problème estla détermination de la vitesse instantanée
du fluide vu par la particule le long de sa trajectoire et l’intervalle de temps pendant lequel elle peut être
considérée comme constante.

Une première possibilité serait de n’utiliser que les échelles résolues pour calculer les trajectoires de nos
particules. Si cette approche a été souvent utilisée lors desimulations fluide réalisées en LES, les limites de
cette approche sont visibles dans le cas de calculs RANS où aucune échelle turbulente n’est présente dans
le champ de vitesse fluide calculé. Les particules sont alorsseulement convectées par le mouvement moyen
du fluide et aucune interaction avec la turbulence du fluide n’est présente, inhibant les mécanismes décrits
au§ 1.3 (notamment la dispersion turbulente des particules).

Il apparaît donc nécessaire de simuler les parties non-résolues du champ de vitesse fluide à partir des
variables connues du fluide. Ce sujet a été abondamment traité dans le cas de calculs RANS du fluide du
fait de leur absolue nécessité, mais l’idée de recréer les parties non-résolues s’implante aujourd’hui aussi
pour les simulations LES (Vinkovic et al. [2006], Fede and Simonin [2006]). En effet il est maintenant avéré
que les échelles spatiales du mouvement particulaire (pourcertaines inerties de particules engendrant de
la concentration préférentielle) sont très petites (inférieures même au diamètre des particules), ce qui im-
plique que même les échelles de sous-maille de la LES vont venir influencer le comportement des particules
(notamment en terme de concentration préférentielle§ 1.3.8).

L’étude sera limiterons aux écoulements où le champ fluide nesera représenté que par les variables ma-
croscopiques que sont la vitesse moyenne, les tensions de Reynolds et la dissipation. L’information utilisée
sera donc identique à celle issue de calculs RANS, même si lesdonnées pourront être fournies par un calcul
LES. C’est donc toute la partie fluctuante de la vitesse fluidele long des trajectoires des particules qu’il est
nécessaire de mimer.

La transition "chaotique" entre deux instants de la vitessedu fluide dans un écoulement turbulent présente
certaines similitudes avec les objets mathématiques stochastiques que sont les processus de Markov. Ceux-ci
présentent tout de même le désavantage de ne pas avoir de mémoire. La transition vers l’instant suivant ne
dépend en effet que de l’état au moment présent, contrairement à la turbulence qui présente de nombreuses
échelles de temps (cf.§ 1.2.6). La simulation de l’évolution de la vitesse du fluide le long des trajectoires
des particules se doit donc d’associer au processus de Markov un terme permettant de mimer la mémoire de
la turbulence.

2.4.1 Modèles "Eddy lifetime"

Le modèle stochastique dit de durée de vie des tourbillons ("Eddy lifetime") repose sur une modélisation
de l’interaction entre la particule et l’écoulement. La particule est supposée interagir avec une succession de
tourbillons au fur et à mesure de sa progression dans l’écoulement (Yuu et al. [1978], Gosman and Ioanides
[1981]). Chaque tourbillon est caractérisé par une vitesse, une échelle de temps et une échelle de longueur.
La taille et la durée de vie du tourbillon sont estimés à partir des propriétés locales de la turbulence (q2

f et
εf ) :

τe = A
q2f
εf

(2.20a)

le = B
q2f

√
q2f

εf
(2.20b)

avec les coefficientsA etB variant suivant les modèles.
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La vitesse du tourbillon (qui est la vitesse fluctuante à superposer à la vitesse moyenne) est quant à elle
tirée aléatoirement à partir d’une pdf dont les propriétés sont encore issues des valeurs locales de turbulence.
La forme généralement assumée pour cette pdf est une maxwellienne centrée ce qui permet de la caractériser
uniquement à l’aide sa variance :

P (ue,i) =
1√

4/3πq2f

exp

[
−

u2
e,i

4/3q2f

]
(2.21)

Cette vitesse est considérée comme constante durant tout letemps d’interaction de la particule avec ce
tourbillon τint. Ce temps d’interaction est pris comme le minimum entre la durée de vie du tourbillon et la
durée de transit de la particule au travers du tourbillon :

τint = min(τe, τc) (2.22)

Le temps de transit peut être approximé par la formule :

τc = −τp ln

(
1− le

τp | uf@p − up |

)
(2.23)

Le pas de temps d’intégration du système (2.19) est alors directement pris commeδt = τint. A la fin de
chaque pas de temps une nouvelle vitesse fluctuante est générée aléatoirement à partir de la pdf issue des
valeurs turbulentes à la nouvelle position de la particule.Le nouveau temps d’interaction est aussi déterminé
et le processus reprend place.

Les modèles "Eddy lifetime" présente tout de même le désavantage majeur de ne pas prendre en compte
correctement les corrélations temporelles et spatiales del’écoulement turbulent. En effet, la fonction d’auto-
corrélation lagrangienne temporelle du processus est linéaire. Le comportement est donc éloigné de la forme
typique en exponentielle observée expérimentalement (cf.§ 1.2.6) et le temps intégral lagrangien du fluide
vu par les particules est donné par :

τ t
f@p =

1

2
τint (2.24)

2.4.2 Équation de Langevin

La prédiction de la vitesse du fluide vu par des approches de type "Eddy lifetime" se heurte donc à une
modélisation trop simplifiée de la turbulence par un processus Markovien. La turbulence induit en effet des
corrélations spatiales et temporelles dans l’écoulement,corrélations qui doivent être prises en compte lors
de la modélisation de la vitesse du fluide vu.

En parallèle, Berlemont et al. [1990] et Burry and Bergeles [1993] développe alors l’idée de simuler le
comportement de la particule fluide par un processus Markovien simultanément au suivi lagrangien de la
particule inertielle. La méthode est similaire à celle de "Eddy lifetime" dans les sens où elle cherche à
résoudre le système (2.19). Ces méthodes diffèrent dans la détermination de la vitesse fluctuante le long de
la trajectoire de la particule.

En suivant simultanément une particule fluide située initialement à la position de la particule inertielle et
la trajectoire de la particule inertielle il est possible d’évaluer la position relative de la particule fluide par
rapport à la particule inertielle après la duréeδt. Il est alors possible de reconstruire la vitesse fluctuanteà
l’endroit de la particule en se donnant l’équation d’évolution de la vitesse d’une particule fluide le long de
sa trajectoire ainsi que les corrélations spatiales présentes dans l’écoulement. On peut donc ici faire appel
aux études qui ont été menées sur la modélisation lagrangienne de la turbulence.
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2.4.2.1 Incrément de vitesse d’une particule fluide

La modélisation stochastique de l’incrément de vitesse d’une particule fluide dans un écoulement turbulent
a fait l’objet de nombreuses études. Ce domaine de la mécanique des fluides doit beaucoup à Pope [1981,
1983, 1985, 1994a] qui fut l’acteur principal de la modélisation par une équation de Langevin de la vitesse
d’une particule fluide. La modélisation stochastique des écoulements monophasiques consiste à chercher
une processusx+(t), Dx+(t)

Dt = U+(t) pour lequel la pdf de transition est proche de la pdf de l’écoulement :

fL+

f (x, cf , ψ; t | x0, cf0, ψ0; t0) ≈ fL
f (x, cf , ψ; t | x0, cf0, ψ0; t0) (2.25)

Afin de trouver ce processus il est d’abord nécessaire de connaître l’incrément "vrai" de vitesse d’une
particule fluidedu+

f . Celle-ci est obtenue à l’aide des équations de Navier-Stokes incompressibles :

Du+i
f

Dt
= − ∂p

∂xi
+ νf

∂2uf,i

∂xk∂xk
(2.26a)

= −∂ < p >

∂xi
+ νf

∂2Uf,i

∂xk∂xk
− ∂p′

∂xi
+ νf

∂2u′f,i

∂xk∂xk
(2.26b)

oùUf,i =< uf,i > est la vitesse moyenne dans la directioni. Toutes les quantités du terme de droite sont
évaluées à la position de la particulex+

f et où la dérivée lagrangienne le long de la trajectoire de la particule
fluide est définie par :

D

Dt
=

∂

∂t
+ uf,k

∂

∂xk
(2.27)

Un modèle lagrangien stochastique consiste à suivre des particules dans leurs trajectoires (dx+
i /dt = u+

f,i)
dont l’incrément de vitesse "vrai" a été modélisé par un processus prenant la forme générale :

Du+
f,i

Dt
= −∂ < p >

∂xi
+ νf

∂2Uf,i

∂xk∂xk
+Gik(u

+
f,k − Uf,k) +Bikwf,k (2.28)

oùG etB sont des matrices dont la forme est à déterminer pour obtenirla meilleure approximation possible
de la pdffL

f . Le vecteurwf est un bruit blanc isotropique, c’est-à-dire queW (t) =
∫ t
0 w(s)ds un processus

de Wiener isotropique (vecteur aléatoire de loi normale centrée et de variancet).

Ces modèles basés sur une équation de Langevin ont prouvé leur efficacité mais présentent deux princi-
paux désavantages :

– Ces modèles mènent à une équation d’évolution de la pdfff non fermée car le taux de dissipation
moyenεf doit être fourni à la simulation. Cette faiblesse a été en partie résolue par l’introduction
d’une nouvelle équation de Langevin sur une nouvelle variable (Pope [1994a]) : la fréquence turbu-
lenteω(t;x) = εf (t;x)/q2f (t;x). Cette variable (et non pas directement la dissipation) futchoisie en
concordance avec le modèle de Kolmogorov [1941].

– Ces modèles ne sont pleinement justifiés que sur une hypothèse de nombre de Reynolds infini. La
forme de la fonction d’autocorrélation issue de ces modèlesest une forme exponentielle qui est valable
pour tout temps seulement pour un Reynolds infini. Pour prendre en compte l’influence du nombre de
Reynolds a alors été développé des modèles basés sur une équation de Langevin sur l’accélération de
la particule fluide (Sawford [1991]).

Le premier de ces défauts n’a plus cours dans une modélisation stochastique lagrangienne des écoule-
ments gaz-particule car alors la dissipation turbulenteεf (t;x) est une donnée du problème, et non plus une
inconnue à calculer. la deuxième faiblesse de ces modèles persiste au passage à des particules inertielles
mais une modélisation en terme d’accélération du fluide ne serait pas pertinente dans le cas d’écoulements
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gaz-particule. Le meilleur moyen de calculer la trajectoire d’une particule inertielle semble être de suivre si-
multanément une particule fluide puis d’utiliser des corrélations spatiales pour relier la vitesse de la particule
fluide après un pas de temps à la vitesse du fluide vu par la particule. Cette démarche pourrait théoriquement
être menée avec l’accélération mais les corrélations spatiales d’accélération ne sont pas du tout identifiées
dans les écoulements turbulents, contrairement aux corrélations spatiales de vitesse (gradient de vitesse
moyenne, tenseur de corrélations eulérien). C’est pourquoi l’équation (2.28) est utilisée comme base du
modèle de vitesse de fluide vue par les particules.

Cette équation peut être récrite pour fournir la composantefluctuante de la vitesse des particules fluides
en utilisant les équations de Navier-Stokes pour la vitessemoyenne. Ces dernières s’écrivent :

DUf,i

Dt
= −∂ < p >

∂xi
+ νf

∂2Uf,i

∂xk∂xk
− ∂Rff,ik

∂xk
(2.29)

oùR
ff

=< uf ⊗ uf > −Uf ⊗ Uf est le tenseur des tensions de Reynolds et la dérivée lagrangienne dans
le champ fluide est définie par :

D

Dt
=

∂

∂t
+ Uf,k

∂

∂xk
(2.30)

En soustrayant l’équation sur la vitesse moyenne à l’équation (2.28) on obtient l’équation sur la vitesse
fluctuante d’une particule fluide :

Du+′

f,i

Dt
=
∂Rff,ik

∂xk
+Aiku

+′

f,k +Bikwf,k (2.31)

avec

Aik = Gik −
∂Uf,i

∂xk
(2.32)

Enfin cette équation est récrite pour satisfaire au formalisme des équations différentielles stochastiques
(voir la très bonne introduction aux SDE : Evans [2000]) :

Du+′

f,i =
∂Rff,ik

∂xk
dt+Aiku

+′

f,kdt+BikδWf,k (2.33)

où le vecteurB · δW f est maintenant un vecteur aléatoire de loi gaussienne avec une matrice d’autocorré-
lations donnée partB ·B × dt

2.4.2.2 Corrélations spatiales entre particules fluide et inertielle

Pour établir les corrections dues à la différence de trajectoires entre la particule inertielle et le particule
fluide qui lui est associée à l’instantt écrivons l’incrément de vitesse du fluide vu le long de la trajectoire de
la particule (cf. figure 2.1,Minier [1988]) :

duf@p,i = uf,i(t+ δt;x+ upδt)− uf,i(t;x) (2.34a)

= uf,i(t+ δt;x+ uf@pδt)− uf,i(t;x) (2.34b)

+Uf,i(t+ δt;x+ upδt) − Uf,i(t+ δt;x+ uf@pδt) (2.34c)

+u′f@p,i(t+ δt;x+ upδt)− u′f@p,i(t+ δt;x+ uf@pδt) (2.34d)

– Le premier terme (2.34b) est l’incrément de vitesse de la particule fluide le long de sa trajectoire et à ce
titre peut être modélisé par l’équation (2.28).
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(t, x)

(t+ δt, x+ upδt)

(t+ δt, x + ufδt)

particule fluide

particule inertielle

FIG. 2.1 – Différences de trajectoires entre particule inertielle et particule fluide.

– le deuxième terme (2.34c) est dû à la différence de vitesse moyenne du fluide entre les deux points
d’arrivée des particules inertielle et fluide. Il s’écrit aupremier ordre :

Uf,i(t+ δt;x+ upδt) − Uf,i(t+ δt;x+ uf@pδt) = (up,k − uf@p,k)
∂Uf,i

∂xk
(t+ δt)δt (2.35)

– le dernier terme (2.34d) représente l’incrément de vitesse fluctuante du fluide. Cette grandeur n’est pas
accessible dans les simulations fluide à moins de se donner une modélisation du tenseur des corrélations
eulériennes en deux points (1.24) (Berlemont et al. [1990]). On profite des degrés de liberté fournis par
A etB pour inclure les effets de ce terme dans ces matrices.

2.4.2.3 Équation de Langevin de la vitesse du fluide vu

Finalement l’équation mimant le champ de vitesse ressenti par la particule le long de sa trajectoire peut
être prise sous la forme proposée par Simonin et al. [1993] :

du+
f@p,i =

(
−∂ < p >

∂xi
+ νf

∂2Uf,i

∂xk∂xk

)
δt+(up,k−u+

f@p,k)
∂Uf,i

∂xk
δt+Gik(u+

f@p,k−Uf,k)δt+BikδWfp,k

(2.36)

2.4.2.4 Équation de Langevin sur la vitesse fluctuante

Le même traitement que dans le cas monophasique peut être effectué pour obtenir l’équation de la vitesse
fluctuante le long de la trajectoire de la particule. Il est à remarquer que la vitesse fluctuante est donnée par
rapport à la vitesse moyenne du fluideUf et non de la vitesse moyenne du fluide vu :

u′′f@p,i = uf@p,i − Uf,i (2.37)

En notant que l’équation de quantité de mouvement de Navier-Stokes ne doit plus s’exprimer en fonction
de la dérivée lagrangienne dans le champ fluide mais le long dela trajectoire de la particule inertielle il est
possible d’écrire :

dUf,i

dt
=
DUf,i

Dt
+ (up,k − Uf,k)

∂Uf,i

∂xk
(2.38)

L’équation (2.36) peut alors s’écrire pour la vitesse fluctuante :

du+′′

f@p,i =
∂Rff,ik

∂xk
δt+Aiku

+′′

f@p,kδt+BikδWfp,k (2.39)
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avec les matricesA etB qui sont à déterminer pour avoir la meilleure approximationpossible du champ
fluide.

2.4.3 Équation de Kolmogorov rétrograde associée

L’équation sur la vitesse totale le long de la trajectoire peut s’écrire :

du+
f@p,i =

∂Uf,i

∂xk
up,kδt+ du+′′

f@p,i (2.40a)

=
∂Uf,i

∂xk
up,kδt+

∂Rff,ik

∂xk
δt+Aik(u

k
f@p,k − Uf,k)δt+BikδWfp,k (2.40b)

L’étude des équations différentielles stochastiques Lapeyre et al. [1997], Evans [2000] permet d’associer à
ce processus une équation d’évolution dite de Kolmogorov rétrograde sur la pdff+. Définissons le processus
stochastiqueV (t) par : {

dV = b(V )dt+B(V )dW

V (0) = v
(2.41)

La moyenne du processus
f(t, v) = Evg(V (t)) (2.42)

est alors la solution unique de l’équation de Kolmogorov rétrograde
{

∂f
∂t (t, v) = (Af)(t, v) , t > 0, v ∈ R

3

f(0, v) = g(v) , v ∈ R
3 (2.43)

où l’opérateurA est le générateur du semi-groupe du processus de Markov précédent Lapeyre et al. [1997].
Ce dernier s’exprime comme suit :

(Af) =
1

2
aij

∂2f

∂vi∂vj
+
∂f

∂vi
(2.44a)

aij = BikBjk (2.44b)

Cette équation de Kolmogorov rétrograde permet d’expliciter l’influence du terme stochastiqueδW fp sur
la pdf. En supposant que notre processus stochastique représente adéquatement le champ fluide vu par les
particules (f+ ≈ ff (cf | cp)) il est alors possible d’écrire le terme dû à l’accélérationdu fluide le long des
trajectoires des particules comme :

∂

∂cf,k

[〈
duf@p,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
=

∂

∂cf,k

[
cp,l

∂Uf,k

∂xl
ffp

]
+

∂

∂cf,k

[
∂Rff,ik

∂xk
ffp

]

+
∂

∂cf,k
[Akl(cf,l − Uf,l)ffp] (2.45)

− ∂

∂cf,k

[
∂

∂cf,m

[
1

2
BklBmlffp

]]

2.4.4 Détermination des matrices de l’équation de Langevindans le cas monophasique

La détermination des matrices intervenant dans l’équationde Langevin se fait habituellement par des
considérations physiques reliant le modèle à un comportement "connu". Ces matrices sont à priori dépen-
dantes du processus de Langevin lui-même. Dans le cas d’écoulements gaz-particules le champ fluide est
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déjà calculé et il n’est aucun besoin de recourir au champu+
f pour recomposer le champ fluide à l’endroit

de la particule et on utilisera les champs eulériens du calcul fluide :

A = A
(
Uf (t;x), R

ff
(t;x), εf (t;x), . . .

)

B = B
(
Uf (t;x), R

ff
(t;x), εf (t;x), . . .

)

Les composants de la matriceA ont pour dimension l’inverse d’un temps et sont reliés à la fonction
d’autocorrélation du processus de Langevin. La matricetB · B quant à elle à pour dimensionm2.s−3 ce
qui lui donne la dimension de la dissipation turbulente. L’équation de Langevin (2.36) possède pour une
turbulence homogène les propriétés :

d

ds

t

RL+
ff,ij(t, s) = Aik

tRL+
ff,kj(t, s) (2.46a)

lim
δt→0

1

δt
< du+

f,idu
+
f,j > = BilBjl (2.46b)

Dans le cas d’un écoulement statistiquement permanent (ne dépendant pas det) la première équation per-
met de relier la matriceA au tenseur des temps intégraux lagrangiens du processus de LangevinτL+

f
=

∫ +∞
0 RL+

ff
(s)ds qui se doivent d’être aussi proche que possible du "vrai" tenseur des temps intégraux la-

grangien :

τL
f
≈ τL+

f
=t A−1 (2.47)

2.4.4.1 Détermination deB conforme aux hypothèses de Kolmogorov

En monophasique, Haworth and Pope [1986] se conforment aux hypothèses de Kolmogorov sur la turbu-
lence pour fermer l’équation de Langevin (cf.§ 1.2.2). Ces hypothèses postulent une turbulence localement
isotrope pour les échelles inertielles ce qui entraîne que la matrice de covariance du bruittB ·B soit propor-
tionnelle à la matrice identité. Le bruit stochastique n’est ainsi plus caractériser que par sa norme. Celle-ci
est obtenue aussi par transcription d’une hypothèse de Kolmogorov postulant que pour un tempsdt se situant
dans la plage inertielle (cf.§ 1.2.2) :

<
(
δu2

f (0, δt)
)2
>= C0εf δt

Le calcul du carré de l’incrément de vitesse dû à notre processus de Langevin doit être fait en choisissant
une règle de calcul stochastique qui ici sera celle d’Ito (Evans [2000]). Ce calcul permet de fixer la norme
du bruit blanc car le seul terme d’ordreδt qui apparaît est directement relié à la matrice de covariance du
bruit. Les hypothèses de Kolmogorov imposent ainsi à la matriceB de satisfaire la relation :

tB · B = C0εf Id (2.48)

Le bruit issu de cette modélisation est ainsi un processus agissant à une fréquence élevée, localement
isotrope et dont l’amplitude est fonction de la seule dissipationεf .

2.4.4.2 Détermination deA

Le tenseur des temps intégraux lagrangiensτL
f

n’est généralement pas accessible lors de simulation clas-
siques du fluide. Sa relation avec le temps caractéristique de durée de vie des tourbillons n’est de plus pas
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assez explicitée dans l’état de connaissance actuel de la turbulence inhomogène (la relation (1.35) n’est pas
tensorielle et la constante n’a pas d’expression universelle).

La détermination de la matriceA se fait donc à partir de l’équation de Kolmogorov rétrogradeassociée
au processus de Langevin (2.28). En utilisant cette équation il est possible d’écrire pour une variableψ son
équation eulérienne d’évolution directement associée au processus de Langevin. Dans le cas monophasique
le transport des contraintes de ReynoldsR+

ff
s’écrit (Pope [1994b]) :

(
∂

∂t
+ U+

f,k

∂

∂xk

)
R+

ff,ij = D+
f,ij + P+

f,ij +GikR
+
ff,kj +GjkR

+
ff,ik + C0εf δij (2.49)

oùD+
f,ij est le terme de dispersion turbulente etP+

f,ij = −R+
ff,ik

∂U+
f,j

∂xk
− R+

ff,kj

∂U+
f,i

∂xk
est le terme de pro-

duction.

Cette dernière équation est à mettre en parallèle avec l’ équation exacte d’évolution de la contrainteRff,ij

(1.15) : (
∂

∂t
+ Uf,k

∂

∂xk

)
Rff,ij = Df,ij + Pf,ij + φf,ij −

2

3
εf δij (2.50)

Il est ainsi possible d’établir une correspondance entre lechoix de la matriceG et un modèle de turbulence
de contraintes de ReynoldsRij−εf . Cette correspondance est largement étudiée dans Pope [1994b]. Afin de
représenter correctement le terme de pression-déformation dans (1.15) la matriceG prend la forme générale :

Gij =
εf
q2f

(α1δij + α2bij + α3bijbij) +Hijkl
∂Uf,k

∂xl
(2.51)

avecb le tenseur d’anisotropie (bij = Rff,ij/(2q
2
f )− 1/3δij ) et le tenseurH donné par :

Hijkl = β1δijδkl + β2δikδjl + β3δilδjk + γ1δijbkl + γ2δikbjl

+γ3δilbjk + γ4δklbij + γ5δjlbik + γ6δjkbil

Le choix des coefficientsαi, βi et γi peut donc se faire pour satisfaire à une fermeture connue de la
turbulence. Comme le remarque Pope [1994b], ce processus dechoix par consistance avec un modèle défini
n’a pas toujours de solution. Par contre, le choix d’un modèle de Langevin permet de construire de manière
systématique une fermeture eulérienne consistante qui ne pose pas de problème de réalisabilité. Les passages
d’une description à une autre sont donc nombreux et subtils,et donneront peut-être quelques indications
quant à la modélisation de la turbulence.

L’équivalence entre modèles de Langevin et fermeture eulérienne de la turbulence n’est pas toujours assu-
rée du fait de la contrainte imposée par l’équation d’évolution de l’agitation turbulente. Celle-ci s’écrit dans
l’hypothèse d’un bruit suivant l’hypothèse de Kolmogorov :

< Gimu
′
f,mu

′
f,i >f +

3

2
C0εf = −εf (2.52)

Le processus de Langevin le plus usité est choisi pour être consistant avec le modèle de Rotta [1951].
Celui-ci est obtenu en assumant une forme sphérique pour le tenseurG. Ceci est équivalent à prendre tous
les coefficients nuls saufα1 = −(1/2 + 3/4C0), ce qui a pour résultat (Pope [1994b]) :

Gij = −(
1

2
+

3

4
C0)

εf
q2f
δij (2.53)
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on retrouve ainsi la relation de proportionnalité entre le temps intégral lagrangien et le temps de durée de
vie de tourbillon évoquée au§ 1.2.6 :

τL
f =

1

βf

q2f
εf

(2.54)

La constante de proportionnalité est ainsi fixée à :

βf =
1

2
+

3

4
C0 (2.55)

Ce modèle de processus de Langevin est appelé modèle de Langevin simplifié (SLM). Sa simplicité en
fait un des modèles les plus utilisés dans les approches pdf.Les modèles basés sur une spécification plus
élaborés du tenseurG sont eux regroupés sous la dénomination de modèles de Langevin généralisés (GLM).

2.4.4.3 Limites et améliorations du modèle SLM

Corrélation pression-déformation Le modèle SLM correspondant à la modélisation de Rotta [1951]
du terme de corrélation pression-déformation (cf§ 1.2.3) et hérite donc des lacunes de ce dernier. Il ne
prend donc pas en compte les termes dits "rapides" d’interaction entre déformation moyenne et turbulence.
Haworth and Pope [1986] proposent deux modèles permettant de prendre en compte les termes rapides de
manière consistante avec les modèles d’isotropisation de la production (IPM), ce pourquoi ces modèles sont
dénommés Lagrangian isotropization of Production Models (LIPM).

La première solution consiste à ajouter un terme dépendant du gradient de vitesse moyenne :

Gij = − 1

βf

q2f
εf
δij + γf

∂Uf,i

∂xj
(2.56)

ce qui a pour effet de modifier la condition issue de l’équation d’évolution de l’agitation turbulente (2.52) :

βf =
1

2
+

3

4
C0 −

γf

4

Pf,kk

εf
(2.57)

D’un autre côté ce modèle est consistant avec un modèle d’isotropisation de production :

φf,ij = −Cφ1
εf
q2f

(Rff,ij −
2

3
kf δij)− Cφ2(Pf,ij −

1

3
Pf,kkδij) (2.58)

à condition que : {
γf = Cφ2

βf =
Cφ1

2

(2.59)

et on obtient donc la condition :
Cφ1

2
=

1

2
+

3

4
C0 −

γf

4

Pf,kk

εf
(2.60)

Si la constante de Kolmogorov est considérée comme universelle (et vraiment constante), ce modèle prédit
une décroissance de la valeur de la constante de RottaCφ1 = 2βf avec la production, alors que Pope [1983]
juge qu’elle devrait au contraire croître. Les valeurs obtenues pour la constante suivant ce modèle (Cφ1 ∼ 4)
ne sont de plus pas en accord avec les valeurs communément admises pour une modélisation eulérienne IPM
de la turbulence (Cφ1 ∼ 2). Pour remédier à ce problème, Pope [1983] propose de préserverβf etγf en tant
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que constantes consistantes avec le modèle IPM. Ceci implique de faire varier la constante de Kolmogorov
C0 (qu’on noteraC∗

0 ) : 



γf = Cφ2 = 0.6

βf = 0.9

C∗
0 = 2

3 (2βf +
γf

2
Pf,kk

εf
− 1)

(2.61)

Il n’est donc pas très coûteux de modifier le modèle SLM afin de prendre en compte les termes rapides
de la corrélation pression-déformation. Cependant, ces corrections semblent trop importantes au regard de
l’isotropisation qu’ils engendrent dans les modèles. Ainsi Laviéville [1997] montrent que dans le cas d’un
écoulement homogène cisaillé, les deux modèles précédentsconduisent à une prédiction fortement erronée
de la turbulence du fluide par suite d’une trop forte redistribution des contraintes (ces résultats sont discutés
en 5.2.1). Ces termes intervenant principalement dans les zones d’écoulements secondaires induits par la
turbulence, le modèle de Rotta [1951] semble approprié dansla majeure partie des écoulements (Hanjalic
and Launder [1972]).

Bruit stochastique Un autre problème, concernant cette fois tous les modèles deLangevin présentés
jusqu’à présent, est la relation entre le bruit du processuset les hypothèse de Kolmogorov sur la turbulence.
Partant du constat que l’équation (2.49) peut se réécrire enfonction des matricesA etB :

(
∂

∂t
+ U+

f,k

∂

∂xk

)
R+

ff,ij = D+
f,ij +AikR

+
ff,kj +AjkR

+
ff,ik + (tB ·B)ij (2.62)

il existe dans le cas d’un écoulement permanent, et en faisant l’hypothèse que la convection et la dispersion
des contraintes de Reynolds peuvent être négligées, une relation forte entre les deux matrices :

A ·R+
ff

+t (A ·R+
ff

) = −tB · B (2.63)

Pour des écoulements anisotropes il n’y a donc pas de raison pour que la matrice de covariance du bruit
soit diagonale, et encore moins isotrope. Cette propriété de la matrice de covariance est en désaccord avec
l’hypothèse d’isotropie locale formulée par Kolmogorov, comme noté par Pope [2002]. La valeur de la ma-
trice de covariance du bruit déduite à partir de simulation DNS d’un écoulement turbulent homogène cisaillé
et de l’équation (2.63) dans Pope [2002] est d’ailleurs résolument anisotrope. Ceci pourrait s’expliquer par
des effets de nombre de Reynolds (l’anisotropie disparaît localement pour des écoulements à très grands
nombre de Reynolds). Il se peut aussi qu’un modèle de type Langevin soit trop simple pour représenter
toute la physique d’un écoulement turbulent anisotrope (qui plus est en cas d’inhomogènéité).

Constante de Kolmogorov La "constante"C0 utilisée dans le détermination de l’amplitude du bruit sto-
chastique

√
C0εf compatible avec les hypothèses de Kolmogorov sur la turbulence devrait ainsi posséder un

caractère universel. Ainsi la constanteC0 dépend en turbulence homogène isotrope du nombre de Reynolds
turbulent, et semble posséder selon Pope [1994a] et Sawford[1991] une limite asymptotique pour de très
grands nombre de ReynoldsC0(∞) = 6.2. Malheureusement cette universalité n’est pas du tout observé
lorsque des écoulements différents sont observés,i.e. C0 tend bien asymptotiquement vers une constante
C0(∞), mais celle-ci dépend de l’écoulement considéré. Pour une turbulence décroissante ou une couche
limite atmosphérique, les valeurs sont inférieures à la limite précédente,1 ≤ C0(∞) ≤ 3 (Rodean [1991]).

Heinz [2002] relie cette variation de la constante "universelle" de KolmogorovC0(∞) aux effets d’ani-
sotropie et de fluctuation d’accélération. Lorsque ces deuxeffets font parti prenante du comportement de
l’écoulement une constante proche de2 semblent la plus appropriée. Dans les écoulements où ces effets sont
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négligeables (principalement les THI à grand nombre de Reynolds) cette constante semble être plus proche
de6, en accord avec les observations précédentes. Heinz [2002]détermine à partir de résultats de DNS dans
un canal la valeur de la constante la plus appropriéeC0(∞) = 2.1 ± 0.04 ce qui est exactement la valeur
utilisée dans nos modèles.

2.4.5 Passage aux écoulements gaz-particules

La méthode précédente de raisonnement successifs en terme d’équation de Langevin et/ou d’équation
eulériennes associées est ici réutilisée pour les écoulements gaz-particules. Lors du suivi de particules,
l’équation de Langevin mimant la turbulence fluide est prisesous la forme :

du
′′

f@p,i =
∂Rff,ik

∂xk
δt+Aiku

′′

f@p,kδt+BikδWfp,k (2.64)

A partir de l’équation de Kolmogorov rétrograde associée (2.45) et de la fermeture des termes d’accéléra-
tion des particules (2.18) et des termes de collision (2.76)il est possible d’écrire les équations eulériennes
gouvernant le comportement des moments du système (cf§ 3.1.3). Celle-ci s’écrit pour les contraintes du
fluide vu par les particules̃Rff,ij :

np

(
∂

∂t
+ Up,k

∂

∂xk

)
R̃ff,ij = − ∂

∂xk
[npSffp,ijk] + npAikR̃ff,kj + npAjkR̃ff,ki (2.65)

+npBikBjk − npRfp,jk

(
∂Uf@p,i

∂xk
− ∂Uf,i

∂xk

)

oùUf@p,i est la vitesse moyenne du fluide vu par les particules etUf,i la vitesse moyenne du fluide.

En négligeant la différence entre les gradients de vitesse moyenne du fluide et du fluide vu cette équation
se réécrit :

(
∂

∂t
+ Up,k

∂

∂xk

)
R̃ff,ij +

1

np

∂

∂xk
[npSffp,ijk] = AikR̃ff,kj +AjkR̃ff,ki + (tB · B)ij (2.66)

En faisant alors l’hypothèse d’un écoulement où la convection par le mouvement particulaire et la disper-
sion par le mouvement d’agitation des particules n’auraient pas d’influence sur les contraintes de Reynolds
du fluide vu (c’est-à-dire pour tout écoulement sans couplage inverse pour lesquels̃R

ff
= R

ff
), une équa-

tion différentielle du premier ordre en temps relieR̃
ff

,A etB :

∂

∂t
R̃

ff
−A · R̃

ff
−t (A · R̃

ff
) = B ·t B (2.67)

Lorsque l’écoulement est stationnaire, l’équation précédente se simplifie en une simple équation algé-
brique :

−A · R̃
ff
−t (A · R̃

ff
) = B ·t B (2.68)

Un travail identique peut être mené concernant les corrélations fluide-particulesRfp,ij. L’équation d’évo-
lution s’écrit :

np

(
∂

∂t
+ Up,k

∂

∂xk

)
Rfp,ij = − ∂

∂xk
[npSfpp,ijk] +

1

τF
fp

[Rfp,ij −Rff,ij ] (2.69)

+npAikRfp,kj − npRfp,ik
∂Up,j

∂xk
− npRpp,jk

(
∂Uf@p,i

∂xk
− ∂Uf,i

∂xk

)
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L’équation d’évolution des contraintes particulaires s’écrit quant à elle :

np

(
∂

∂t
+ Up,k

∂

∂xk

)
Rpp,ij = − ∂

∂xk
[npSppp,ijk] +

1

τF
fp

[2Rpp,ij −Rfp,ij −Rfp,ji] (2.70)

−npRpp,ik
∂Up,j

∂xk
− npRpp,jk

∂Up,i

∂xk
+ C(Rpp,ij)

La première remarque que l’on peut faire sur les systèmes d’équations précédents est que le choix des
coefficients de l’équation de Langevin n’influent pas directement sur l’évolution des contraintes particu-
laires. Ceux-ci n’apparaissant pas dans l’équation (2.70), le choix doit être effectué pour obtenir une bonne
prévision des momentsRfp,ij. Si ces derniers sont correctement prédits par l’équation de Langevin, alors le
comportement de la phase particulaire sera lui aussi correctement prédit.

La prédiction des contraintes fluide-particule par (2.69) est directement influencée par le choix de la
matriceA et la prédiction des contraintes cinétiques du fluide vuR̃ff,ij. Si le modèle de Langevin permet

d’assurerR̃
ff

= R
ff

, la bonne prédiction des contraintes fluide-particule (et donc de la phase particulaire)
est donc dépendante de la modélisation de la matriceA.

L’équation (2.68) peut être considérée comme une équation de consistance avec l’hypothèsẽR
ff

= R
ff

.
Dans le cas monophasique celle-ci ne donne pas d’informations car les tensions de Reynolds de l’écoule-
ment ne sont pas des données mais des inconnues du problème. Cette difficulté est écartée dans le cas des
écoulement gaz-particules car alors les tensions de Reynolds du fluide sont connues, et l’équation (2.68)
peut être utilisée pour s’assurer que le processus de Langevin respecte l’hypothèsẽR

ff
= R

ff
. En effet

pour chaque choix de la matriceA, il peut être trouvé une matrice de bruitB satisfaisant à

B ·t B = −A ·R
ff
−t (A · R

ff
) (2.71)

par une simple décomposition de Choleski de la matrice (symétrique) de droite. Pour peu que l’on aban-
donne l’idée d’une description physique du bruit stochastique intervenant dans l’équation de Langevin (cf.§
2.4.4.1), et que la matrice de bruitB est maintenant considéré comme des degrés de libertés, il est alors pos-

sible dans les écoulements gaz-particule de s’assurer deR̃
ff

= R
ff

et ainsi de s’affranchir de la condition
(2.52).

La bonne prédiction des écoulements gaz-particule semble donc être particulièrement dépendante du choix
de la matriceA.

2.5 Opérateur de collision

Pai [1974] eu l’idée de traiter les collisions entre particules inertielles dans le formalisme de la théo-
rie cinétique, s’appuyant ainsi sur les nombreuses études physiques (Truesdell and Muncaster [1980]) et
mathématiques (Villani [2000]) concernant l’équation de Boltzmann. Comme dans le cas de l’équation de
Boltzmann pour les gaz monoatomiques, le traitement de la phase dispersée par une description statistique
faisant intervenir une description contractée (en seul point) entraîne l’apparition sous forme d’intégrale des
interactions internes à la phase. Les interactions étant supposées instantanées et binaires, seule la pdf à deux
particules intervient dans ce terme ouvert.

2.5.1 Opérateur de collision

Le terme de collision apparaissant dans l’équation (2.11) représente l’effet des collisions sur la densité
de particules dans l’espace des phases. L’obtention de la forme actuelle du terme de collision est dû à
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Boltzmann6. Celui-ci s’obtient par un bilan du nombre de particules gagnées et perdues par un volume
infinitésimal de l’espace des phases. Le terme de perte s’exprime à l’aide des formules (1.84) qui permettent
de "transporter" les particules ayant les vitesses pré-collision cpA etcpB dans le nouveau volume de l’espace
des phases centré autour dec⋆pA et c⋆pB . Le terme de gain fait appel quant à lui à la cinématique de collision
inverse (1.85) qui ne peut être explicitée que dans le cas de collisions sans glissement. Il est alors possible de
dénombrer les particules entrant en collision dont les vitesses après collision se retrouvent dans le volume
de l’espace des phases centré autour decpA etcpB . Laviéville [1997] écrit alors l’opérateur de collision sous
la forme :
(
∂ffp

∂t

)

coll

= −d2
p

∫

wr .k<0
wr.k∆ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xA + dpk, cfB , cpA + wr)dwrdkdcfB (2.72)

où la variation de la pdf à deux particulesffpfp due à la collision entre les particulesA etB s’écrit :

∆ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xA + dpk, cfB, cpA + wr)= −ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xA + dpk, cfB , cpA + wr)

+
1

e2pp

ffpfp(t;xA, cfA, c
⋆−
pA, xA + dpk, cfB, c

⋆−
pA + w⋆−

r ) (2.73)

2.5.2 Fermetures de l’opérateur de collision

L’opérateur de collision (2.72) fait appel à la la pdf jointeà deux particulesffpfp qui n’est pas connue dans
une approche pdf jointe à une particule. La complexité de l’opérateur écrit sous cette forme est à la source
d’une fermeture directe du terme de collision par un opérateur plus simple ne faisant pas intervenir la pdf
jointe à deux particules tel l’extension de la fermeture BGK. Ces approches ne sont néanmoins intéressantes
que lorsque seule la transition vers des équations hydrodynamiques est étudiée.

Pour une prise en compte plus fine des collisions au niveau microscopique il est alors nécessaire de
travailler sur la pdf jointe à deux particules. Celle-ci doit donc être modélisée afin de fermer le terme de
collision. Les premières tentatives de fermeture ont fait appel au même raisonnement que la fermeture de
Boltzmann par le "chaos moléculaire". Cette fermeture a dû ensuite évoluer pour prendre en compte les
spécificités des écoulement gaz-particule.

2.5.2.1 fermeture BGK

Au vu de la complexité de l’opérateur de collision (2.72) il peut être intéressant de remplacer celui-ci
par un opérateur plus simple. L’opérateur (2.72) assurant un certain nombre de propriété à l’équation de
type Boltzmann associée, l’opérateur de remplacement se devra d’en conserver certaines. Plus le nombre de
propriétés conservées sera grand, plus l’opérateur approximera le véritable opérateur de collision (2.72).

6Depuis son obtention par Boltzmann [1964] l’opérateur de collision est écrit en fonction d’une propriété intrinsèque des colli-
sions qu’est la section efficace de collisionB(k, wr) qui dépend de la nature de l’interaction dominante entre particules (dans le cas
de sphères duresB(k, wr) = πd2

p | wr.k |). L’opérateur de collision s’écritQ(f, f) =
∫

w
r

.k
[f⋆

Af⋆
B − fAfB ] B(k, wr)dkdwr

où sont utilisées les raccourcis d’écriturefA = f(t; xA, cA), fB = f(t; xB , cB), f⋆
A = f(t; xA, c⋆

A) et f⋆
B = f(t; xB , c⋆

B). La
forme quadratique de cet opérateur est à l’origine de propriétés de conservation, particulièrement conservation de lamasse, quantité
de mouvement et énergie dans le cas de collisions élastiques. Elle permet aussi d’exprimer l’opérateur sous une forme faible due à
Maxwell. Pour toute fonctionϕ de la variable vitesse :

∫
Q(f, f)(c)ϕ(c)dc =

1

4

∫
Q(f, f)(c) [ϕA + ϕB + ϕ⋆

A + ϕ⋆
B ] dc

=
1

2

∫
Q(f, f)(c) [ϕA + ϕB ] dc



2.5 - Opérateur de collision 55

Dans le cas de collisions élastiques l’opérateur de collision conserve les trois quantités que sont la masse,
la quantité de mouvement et l’énergie d’agitation. Si seules ces trois lois de conservation sont intéressantes
pour la physique du problème il est possible de construire unopérateur plus simple approchant l’effet des
collisions. En s’inspirant des études de Bhathager, Gross et Krook concernant la théorie cinétique des gaz,
on définit l’opérateur de collision BGK selon :

(
∂ffp

∂t

)

coll

= −βc

τ c
p

[
fp − fMp

]
(2.74)

où τ c
p est le temps caractéristique de collision (βc est une constante) etfMp est la pdf "d’équilibre" (Max-

wellienne) des vitesses particule :

fMp (cp) =
np[

4/3πq2p
]3/2

exp

(
−
| cp − Up |2

4/3q2p

)
(2.75)

Cette méthode de simplification de l’opérateur de collisionn’a pas de fondements mathématiques rigou-
reux mais est très utilisée car elle permet d’obtenir de manière systématique (à l’aide de l’expansion de
Chapman-Enskog) des équations hydrodynamiques issues de l’équation de Boltzmann. La méthode est par
ailleurs puissante car elle permet avec un développement dutype (2.74) de retrouver dans le cas mono-
phasique les équations de Navier-Stokes, permettant ainsiune interprétation cinétique de celles-ci (Bourgat
et al. [1994]). Ces méthodes présentent le désavantage de pouvoir être non-réalisables (i.e.contraintes ciné-
tiques et flux associés à une densité négative). Cette ambiguïté a été élégamment enlevée par Levermore en
ne considérant plus la Maxwellienne comme pdf de référence mais une gaussienne (Levermore [1996]).

2.5.2.2 Fermeture de type chaos moléculaire

Par analogie avec l’hypothèse de chaos moléculaire formulée par Boltzmann [1964] il est possible de
modéliser la pdf à deux particulesffpfp en supposant que les variables attachées aux particules entrant en
collision ne sont pas corrélées. Sous cette hypothèse de "chaos fluido-particulaire" la pdf à deux particules
s’écrit alors simplement en fonction de la pdf à une particule :

ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xB , cfB , cpB) = ffp(t;xA, cfA, cpA)ffp(t;xB , cfB , cpB) (2.76)

Cette hypothèse de fermeture de la pdf à deux particules est utilisée dans de nombreux travaux (par-
fois implicitement), notamment dans la dérivation de méthodes stochastiques de résolution des collisions
(Sommerfeld [1999]). Cependant l’hypothèse d’indépendance des variables est à remettre en cause dans
les écoulements gaz-particules. Il n’est pas possible par exemple d’assumer les vitesses fluide vues par les
particules indépendantes. Pour des particules de rayon inférieurs à l’échelle de longueur de Kolmogorov ces
deux vitesses sont d’ailleurs totalement corrélées car égales.

L’hypothèse de chaos fluido-particulaire est tout de même précieuse pour des particules très inertielles.
La description contractée du système peut alors omettre la variable fluide vu et l’hypothèse est partiellement
justifiée. L’hypothèse de non-corrélation des propriétés des deux particules incidentes n’est tout de même
pas totalement justifiée en écoulement dense.

2.5.2.3 Fermeture aux vitesses fluide corrélées

L’hypothèse de chaos fluido-particulaire formulée au paragraphe précédent ne tient pas compte des spéci-
ficités des écoulements gaz-particule. Pour des particulesen contact dont le diamètre est inférieur à l’échelle
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de longueur de Kolmogorov les vitesses du fluide vues sont identiques. Il n’est alors plus possible de postu-
ler une décorrélation des propriétés incidentes sous peinede perdre de l’information statistique. Berlemont
et al. [1995] et Laviéville [1997] ont ainsi montré qu’assumer des vitesses fluide décorrélées entraîne une
destruction non-physique (et donc indésirable) de la covariance fluide-particule. Le mouvement corrélé étant
un moteur de l’agitation des particules (cf.§ 3.2.3), la destruction de la covariance entraîne une destruction
fictive du mouvement d’agitation des particules, et ce même pour des collisions élastiques.

Laviéville [1997] exprime ainsi, à l’aide de la formule de probabilitép(A,B) = p(A)p(B | A), la pdf
jointe à deux particules par décomposition par rapport aux vitesses du fluide vu :

ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xB , cfB , cpB) = fff (t;xA, cfA, xB, cfB)fpp(t;xA, cpA, xB , cpB | cfA, cfB)

(2.77)

La pdf à deux particules est de nouveau décomposée suivant :

fpp(t;xA, cpA, xB , cpB | cfA, cfB) = fp(t;xA, cpA | cfA, cfB)fp(t;xB , cpB | xA, cpA, cfA, cfB) (2.78)

Laviéville [1997] émet ensuite deux hypothèses qui permettent d’obtenir une expression en fonction de
pdf connues :

– le première hypothèse stipule que la vitesse de la particuleA est uniquement conditionnée par la valeur
de la vitesse fluide vue au point de la particule. Cette hypothèse est équivalente à postuler une corré-
lation entre les vitesses fluide vues nulle ou totale. Elle peut donc se justifier pour des particules au
contact (avecdp < ηK ) ou très éloignées. Elle permet d’écrire :

fp(t;xA, cpA | cfA, cfB) = fp(t;xA, cpA | cfA) (2.79)

– la deuxième hypothèse est une hypothèse d’indépendance des vitesses des particules (vitesses tout de
même conditionnées par la vitesse fluide), que l’on pourraitqualifier de "chaos particulaire condi-
tionné". En conjonction avec la première hypothèse elle permet d’écrire :

fp(t;xB , cpB | xA, cpA, cfA, cfB) = fp(t;xB, cpB | cfB) (2.80)

la pdf jointe à deux particules se récrit sous ces hypothèses:

ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xB, cfB , cpB) = fff (t;xA, cfA, xB, cfB)fp(t;xA, cpA | cfA)fp(t;xB, cpB | cfB)

= fff (t;xA, cfA, xB , cfB)
ffp(t;xA, cfA, cpA)

ff |p(t;xA, cfA)

ffp(t;xB , cfB, cpB)

ff |p(t;xB , cfB)

Des particules au contact avecdp < ηK voient la même vitesse fluide ce qui permet d’exprimerfff en
fonction de la probabilité d’avoircfB sachant qu’il doit exister une particule enxB :

fff (t;xA, cfA, xB, cfB) = ff |p(xB , cfB)δ(cfB − cfA) (2.81)

La fermeture de la pdf jointe à deux particules s’écrit finalement :

ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xB, cfB , cpB) =
δ(cfB − cfA)

ff |p(xA, cfA)
ffp(t;xA, cfA, cpA)ffp(t;xB , cfB , cpB) (2.82)
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2.5.3 Temps caractéristique de collision

Dans une description statistique des collisions comme celle qui a été présentée aux paragraphes précédents
il est important de ressortir les variables macroscopiquesassociées au phénomène. Dans le cas de collisions
de sphères dures monodisperses, le paramètre statistique le plus important est le temps caractéristique de
collision (ou son pendant la fréquence de collisionνc

p = 1/τ c
p ).

Le temps caractéristique de collision est défini comme le temps moyen que passe une particule entre deux
collisions. Il s’obtient par un comptage du nombre probablede collisions que subit une particule par unité
de temps (Laviéville [1997]).

τ c
p = np

[
−d2

p

∫

wr .k<0
wr.kffpfp(xA, cfA, cpA, xB , cfB , cpA + wr)dcpAdwrdkdcfAdcfB

]−1

(2.83a)

= np

[
−d2

p

∫

wr .k<0
wr.kfpp(xA, cpA, xA + dpk, cpA + wr)dcpAdwrdk

]−1

(2.83b)

En considérant que les particules au contact lors de la collision voient le même champ fluide (considéré
comme localement homogène), il est possible de calculer lestemps caractéristiques de collision associés aux
diverses fermetures présentées précédemment. Pour plus desimplicité la vitesse moyenne des particules est
occultée car celle-ci n’influence pas les collisions.

2.5.3.1 Écoulement isotrope et chaos moléculaire

Faire de manière simultanée l’hypothèse d’isotropie de l’écoulement ainsi que celle du chaos moléculaire
permet d’exprimer simplement la pdf en deux pointsfpp à partir de la distribution Maxwellienne (cf.§ 6.6) :

fpp(t;xA, cpA, xB , cpB) = fMp (t;xA, cpA)fMp (t;xB , cpB) (2.84a)

=
n2

p(t;x)

(4/3πq2p(t;x))3
exp

(
−1

2

( c
′′2
pA

2/3q2p(t;x)
+

c
′′2
pB

2/3q2p(t;x)

)
)

(2.84b)

Cette expression de la pdf en deux pointsfpp est alors intégrable et donne pour temps caractéristique de
collision :

τ c
p =

[
np(t;x)πd

2
p

√
16

π
2/3q2p(t;x)

]−1

(2.85)

qui est l’extension au gaz-particule du temps caractéristique de collision de la théorie cinétique des gaz.
Cette expression n’est donc pas valable pour des écoulements où existe une corrélation entre les vitesses
fluide et particule.

2.5.3.2 Écoulement isotrope et vitesses corrélées

Pour prendre en compte théoriquement la corrélation des vitesses des particules entrant en collision il
est nécessaire d’utiliser la fermeture aux vitesses corrélées (§ 2.5.2.3). L’expression précédente est alors
modifiée par un facteur dépendant du niveau de corrélation entre phase particulaire et phase fluide :

τ c
p =

[
np(t;x)πd2

p

√
16

π
2/3q2p(t;x)

√
1− ξ2fpf(dp)

]−1

(2.86)
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oùf est la fonction de corrélation longitudinale du fluide (f(dp) ≈ 1, cf. § 1.2.4) etξfp est un indicateur de
covariance :

ξfp =
qfp

2
√
q2fq

2
p

Cette expression contient l’expression issue de la théoriecinétique (2.85) pour des particules suffisamment
inertielles (ξfp ≈ 0). Il est possible de montrer qu’elle est aussi compatible avec la cas de particules très
peu inertielles suivant le fluide. Un développement limité (Laviéville [1997]) de la fonctionf permet de
retrouver l’expression du temps caractéristique de collision quand le seul moteur des collisions est le volume
des particules (Saffman and Turner [1956]).

La fermeture aux vitesses corrélées apparaît donc une fois de plus comme pertinente vis-à-vis de la mo-
délisation des collisions. Elle permet ainsi de retrouver les expressions du temps caractéristique de collision
pour les deux cas limitesSt → 0 et St → ∞. Les calculs sont cependant effectués dans le cadre d’un
écoulement isotrope. Le temps caractéristique de collision étant directement donné par la pdf des vitesses
relatives entre particules, l’anisotropie du mouvement fluctuant doit jouer sur les vitesses relatives.

2.5.3.3 Prise en compte de l’anisotropie

Dans le cadre d’une hypothèse de chaos moléculaire, l’anisotropie du mouvement fluctuant particulaire
peut-être prise en compte en prenant la pdf de Richman (cf.§ 6.6) comme pdf en un point de référence :

fpp(t;xA, cpA, xB , cpB) = fGp (t;xA, cpA)fGp (t;xB , cpB) (2.87a)

=
n2

p(t;x)

8π3det(R
pp

)
exp

(
−1

2
t(c′′pA + c′′pB).R−1

pp
.(c′′pA + c′′pB)

)
(2.87b)

En effectuant le changement de variables :u = 1
2 (c′′pA + c′′pB);w = c′′pB − c′′pA la fréquence de collision

s’écrit alors :

νc
p(t;x) =

np(t;x)d
2
p√

8π3det(R
pp

)

∫ ∫

w.k≥0
(w.k) exp

(
−1

2
tw.(2R

pp
)−1.w

)
dwdk (2.88a)

=
np(t;x)d2

p√
π

∫

k∈S2

√
tk.R

pp
.kdk (2.88b)

En appelantλi les valeurs propres du tenseurR
pp

, la fréquence de collision apparaît sous forme d’intégrale
elliptique :

νc
p(t;x) =

np(t;x)d2
p√

π

∫

k∈S2

√
λik2

i dk (2.89)

Les intégrales elliptiques n’ayant pas de formulation explicite, il peut être intéressant d’effectuer des
suppositions supplémentaires sur la forme du tenseurR

pp
. Par exemple, si le tenseur possède deux valeurs

propres identiques inférieures à la troisièmeλ1 = λ2 ≤ λ3 (ce qui est souvent le cas d’écoulements plans
type écoulement homogène cisaillé ou écoulements de canal), la fréquence de collision est donnée par :

νc
p(t;x) =

np(t;x)d2
p√

π

∫

ϕ∈[0,2π]

∫

k3∈[−1,1]

√
λ1(1− k2

3) + λ3k2
3dk3dϕ (2.90a)

= 2
√
πnp(t;x)d2

p

[
√
λ3 +

λ1√
λ3 − λ1

sinh−1

√
λ3 − λ1

λ1

]
(2.90b)
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En caractérisant l’anisotropie par le facteurS = λ3/λ1, et en remarquant que le temps caractéristique de
collision isotrope est donné pour2q2p = λ3 + 2λ1, il est possible d’établir le rapport des temps caractéris-
tiques :

τ c
p(anisotrope)

τ c
p(isotrope)

=
1

2
√

S+2
3

[√
S +

sinh−1
√
S − 1√

S − 1

]
(2.91)
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FIG. 2.2 – Influence du paramètre d’anisotropie sur le temps caractéristique de collision

La correction apportée par l’anisotropie est donc de l’ordre de quelques pourcents. Si cette correction
semble faible, elle apporte néanmoins une augmentation de précision du calcul du temps caractéristique
de collision qui peut se révéler significative. Les prédictionsa priori issues des deux modèles à partir des
moments calculés dans une simulation lagrangienne stochastique du canal du chapitre 6 sont données dans
le figure 2.3.

0 0.005 0.01 0.015 0.02
0.056

0.058

0.06

0.062

0.064

0.066

0.068

0.07

y

τ
c p
(s

)

FIG. 2.3 – Comparaison des prédictionsa priori du temps caractéristique de collision avec les temps me-
suré par une simulation lagrangienne stochastique dans le cas du canal du chapitre 6.◦ : mesures dans la
simulation lagrangienne stochastique ; —— : modèle isotrope ;− · − · − : modèle anisotrope.
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La figure 2.3 montre ainsi que le calcul du temps caractéristique de collision à l’aide de la formule ani-
sotrope améliore la prédiction de celui-ci. Le calcul n’étant pas beaucoup plus coûteux que pour le calcul
isotrope, cette extension paraît intéressante. Il reste cependant à la généraliser au cas de la fermeture aux
vitesses corrélées car, même si l’effet est visible dans la figure 2.3, la correction due à la corrélation entre
le mouvement turbulent et le mouvement d’agitation particulaire est d’ordre supérieur à la correction aniso-
trope dans la plupart des écoulements.

2.6 Equation finale d’évolution de la pdf jointe à une particule

En vertu des choix de fermeture effectués dans les paragraphes précédents, l’équation d’évolution modé-
lisée de la pdf représentant notre système est la suivante :

∂ffp

∂t
+

∂

∂xk
[cp,kffp] +

∂

∂cp,k

[
(
Fd,k

mp
+ gk)ffp

]
− ∂

∂cf,k

[
∂

∂xk
[Rff,ik] ffp

]

+
∂

∂cf,k
[Gkl(cf,l − Uf,l)ffp] +

∂

∂cf,k

[
(cp,l − cf,l + Uf,l)

∂Uf,k

∂xl
ffp

]
(2.92)

− ∂

∂cf,k

[
∂

∂cf,m

[
1

2
BklBmlffp

]]
=

(
∂ffp

∂t

)

coll

2.7 Méthodes de résolution

Une fois une modélisation choisie pour ces différents termes, le système est fermé. Il existe diverses
méthodes à disposition afin de résoudre celui-ci.

Il est par exemple possible de travailler avec des "particules numériques" dont le comportement suit exac-
tement les lois de fermeture précédentes. On suit alors ces particules numériques le long de leur trajectoire
et les valeurs des divers moments du système sont obtenues aucours d’un processus de moyenne volu-
mique. Parce qu’elles traitent le fluide par une approche eulérienne (Navier/Stokes et équations dérivées)
et la phase particulaire par une approche lagrangienne, cesméthodes sont dites Euler/Lagrange. De plus,
le champ fluide (ainsi que les collisions) étant modélisé parun processus stochastique, ces méthodes sont
dites Euler/Lagrange stochastique. Ces méthodes sont précieuses car elles répondent de façon approchée au
problème complet, c’est-à-dire à la détermination complète de la pdf de l’écoulement.

Si une telle connaissance de l’écoulement n’est pas nécessaire, il est alors possible non pas de travailler
directement sur l’équation (2.11) mais sur un problème approché qui ne tient compte que des premiers
moments deffp. Une moyenne surcf et cp de l’équation (2.11) multipliée par des variablesψ(cf , cp)

permet ainsi d’obtenir des équations aux dérivées partielles sur les grandeurs moyennes décrivant le système
au niveau macroscopique. Parce qu’elles traitent à la fois le fluide et la phase dispersée dans une approche
eulérienne ces méthodes sont dites Euler/Euler.

Malgré leur différence de formalisme, ces deux familles de méthodes découlent d’une approche pdf et
il existe ainsi une forte cohérence entre les modèles issus de ces deux familles. Les modèles Euler/Euler
sont en effet dérivés d’hypothèses faites lors de la modélisation des différents termes dans les méthodes
Euler/Lagrange stochastiques.
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2.8 Approche lagrangienne Stochastique

2.8.1 Principe de "dévissage" des opérateurs

La résolution numérique d’équations du type Boltzmann a engendré une littérature considérable. Toutes
les méthodes utilisées à ce jour considèrent séparément leseffets du transport et des collisions. Ce "dévis-
sage" (en anglais "splitting") des opérateurs agissant surla répartition dans l’espace des phases des particules
peut être justifiée théoriquement (Desvillettes and Mischler [1996]). Les opérateurs de transport et de colli-
sion sont alors traités indépendamment l’un de l’autre et non simultanément.

L’étape de transport s’effectue en suivant les caractéristiques des particules, c’est-à-dire la trajectoire des
particules dans l’espace des phases. En résolvant les équations du mouvement de particules il est alors
possible de faire une simulation numérique de l’équation :

∂ffp

∂t
= −∂cp,kffp

∂xk
− ∂

∂cp,k

[〈
dup,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
− ∂

∂cf,k

[〈
duf@p,k

dt
| cf , cp

〉
· ffp

]
(2.93)

De manière indépendante l’étape de collision est résolue ensimulant l’effet des collisions, généralement
par des méthodes de type Monte-Carlo. Ces algorithmes permettent de simuler l’équation :

∂ffp

∂t
=

(
∂ffp

∂t

)

coll

(2.94)

En additionnant les effets des deux étapes il est alors possible de retranscrire le comportement global du
nuage de particules.

2.8.2 Résolution du transport

2.8.2.1 Discrétisation de la pdf

Les méthodes particulaires sont basées sur la discrétisation de la pdf du problème par une somme de
Diracs. La pdfffp est alors approximée par la somme :

ffp(t;x, cp, cf ) =

Np∑

m=1

κm · δ[x − x(m)
p (t)]δ[cp − u(m)

p (t)] · δ[cf − u(m)
f@p(t)] (2.95)

Np est le nombre total de particules numériques, et peut être choisi aussi petit que possible (la limite infé-
rieure étant dictée par les erreurs statistiques acceptables).

Chaque Dirac de la somme (2.95) est usuellement interprété dans cette approche comme une "particule
numérique". L’ensemble des particules de l’écoulement sont alors représentées par un échantillon de par-
ticule numériques. Chaque particule numérique représenteun ensemble deκ particules réelles possédant
les même propriétés physiques (position, vitesse. . . ). C’est pourquoi on utilise souvent la dénomination de
poids numérique pourκ. Le nombre total de particules réelles, dans le cas où toutesles particules numé-
riques possèdent le même poids, est simplement donné par :

Np = κNp
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2.8.2.2 Résolution du transport de particules

Lorsque la pdf jointe de l’écoulementffp est discrétisée suivant (2.95), la résolution du transportdes
particules dans l’écoulement (2.93) est équivalent à la résolution du système d’équations lagrangiennes :

dx
(m)
p,i

dt
= u

(m)
p,i (2.96a)

du
(m)
p,i

dt
= −

u
(m)
p,i − Uf,i − u

′′(m)
f@p,i

τ
(m)
p

(2.96b)

du
′′(m)
f@p,i =

∂Rff,ik

∂xk
dt+Aiku

′′(m)
f@p,kdt+BikδW

(m)
fp,k (2.96c)

où les termesUf,i,
∂Rff,ik

∂xk
, Aik etBik représentent la projection des champs fluides associés sur la position

de la particule.

Une remarque importante concernant la résolution du transport de particules, et donc la dispersion du
nuage par la turbulence du fluide, est l’absence d’information locale sur l’écoulement fluide. Les termes
issus du fluide intervenants dans les équations lagrangiennes des trajectoires des particules numériques sont
en effet des moments statistiques de l’écoulement du fluide.Deux particules numériques numériques très
proche dans l’espace physique peuvent ainsi voir des vitesses fluide sensiblement différentes, et décorrélées
spatialement. L’approche lagrangienne stochastique développée à partit d’une équation sur la pdf jointe en
un point ne peut donc prendre en compte les phénomènes physiques de corrélation spatiale telle la concen-
tration préférentielle. En contrepartie cette approche nenécessite la connaissance que de quelques moments
statistiques de l’écoulement fluide, réduisant drastiquement le nombre de degrés de liberté associés au fluide.

2.8.3 Résolution stochastique des collisions

La résolution stochastique des collisions dans les écoulements gaz-particule découlent des travaux ef-
fectués en théorie cinétique des gaz. Pour se convaincre de la forte analogie entre les deux problèmes il
suffit d’écrire l’opérateur de collision (2.72) pour des particules élastiques et une fermeture de chaos fluido-
particulaire : (

∂ffp

∂t

)

coll

=

∫

wr.k≤0

[
f⋆

fpAf
⋆
fpB − ffpAffpB

]
B(k,wr)dkdwrdcfB (2.97)

dont la forme est très similaire à l’expression de l’opérateur de Boltzmann.

Il n’est donc pas surprenant d’adapter les techniques issues de la théorie cinétique des gaz à nos écou-
lements. Les techniques exploitant au mieux la modélisation probabiliste du problème sont les techniques
de simulation particulaire faisant appel à une discrétisation de la pdf. Une très bonne introduction aux di-
verses techniques développées dans le cadre de la théorie cinétique des gaz est due à Perthame [1994] et
la dérivation d’un algorithme issu de ces idées peut être trouvé dans Bird [1994] et Babovsky [1986]. Les
adaptations nécessaires aux spécificités des écoulements gaz-particule sont dues à Fede et al. [2002], Moreau
et al. [2004] et Hylkema and Villedieu [1999].

2.8.3.1 Discrétisation de la pdf

La résolution des collisions fait aussi appel à une discrétisation de la pdf. Les collisions sont néanmoins
résolues dans chaque cellule spatialeCk en considérant l’écoulement comme homogène à cette échelle(ce
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qui permet de simplifier certaines intégrales suivant le vecteur directeurk qui n’a plus alors de direction
privilégiée). La discrétisation se fait sous la forme :

ffp(t;x, cp, cf ) =
∑

k

χCk
(x)

VCk

Nk∑

m=1

κm · δ[cp − u(m)
p (t)] · δ[cf − u(m)

f@p(t)] (2.98)

Dans cette cellule considérée comme homogène, la fréquencede collisionν(Ck) est définie par :

ν(Ck) =
1

Nk

∑

i<j≤Nk

BT (wr) =
1

Nk

∑

i<j≤Nk

∫

S2

B(k,wr)dk (2.99)

2.8.3.2 Méthodes basées sur l’équation de Boltzmann

Les méthodes de résolution des collisions basée sur l’équation de Boltzmann exploitent les propriétés
de symétrie de l’opérateur, spécialement lorsque l’équation de Boltzmann est écrite sous sa forme faible
discrétisée (Babovsky [1986]) :

∫
f

(k+1)
fp ϕ(cp, cf )dcpdcf =

∫
f

(k)
fp ϕ(cp, cf )dcpdcf + δt

∫ (
∂ffp

∂t

)(k)

coll

ϕ(cp, cf )dcpdcf (2.100)

où les indices(k) font référence au pas de temps auxquels sont évaluées les expressions.

En utilisant la symétrie de l’opérateur de collision il est possible d’obtenir une autre formulation de la
dernière intégrale :

δt

∫ (
∂ffp

∂t

)(k)

coll

ϕ(cp, cf )dcpdcf = −δt
2

∫
f

(k)
fpAf

(k)
fpB(ϕA + ϕB)BT (wr)dcAdwr

+
δt

2

∫
f

(k)
fpAf

(k)
fpB(ϕ⋆

A + ϕ⋆
B)B(k,wr)dcAdwrdk (2.101)

En utilisant l’approximation par une somme de diracs de la pdf, il est possible de montrer qu’en effectuant
un appariement enp = [Nk/2] paires de particules numériques et un tirage aléatoire uniformes ∈ [0, 1]

(Nanbu [1983]) la pdf en fin de pas de temps doit avoir la forme :
∫
f

(k+1)
fp ϕ(cp, cf )dcpdcf =

κ

VC

p∑

q=1

[
δ(c − c(k+1)

qA ) + δ(c− c(k+1)
qB )

]
(2.102)

Pour chaque paire de particulesq :
– sis ≥ πd2

p | wr | Nkδt la collision n’est pas effectuée et(c
(k+1)
qA , c

(k+1)
qB ) = (c

(k)
qA , c

(k)
qB ).

– dans le cas contraire, la collision est effective. Un vecteur directeur tiré aléatoirement suivant la loidµi

et les nouvelles vitesses sont données par :

dµi(k) =
B(k,wr)

BT (wr)
dk (2.103)

(c
(k+1)
qA , c

(k+1)
qB ) = (c

(k)⋆
qA , c

(k)⋆
qB ) (2.104)

Les principaux inconvénients de cet algorithme résident dans la nécessité de trier les particules par paires
(opération de coûtO(n)) et dans la contrainte imposée sur le pas de temps :

∆t ≤ 1

κ(p− 1)maxBT (wr)
(2.105)

Ces deux contraintes font de l’algorithme de Nanbu [1983] unalgorithme coûteux de résolution de l’opé-
rateur de collision. Il est tout de même possible de construire certains algorithmes basés sur l’équation de
Boltzmann avec des conditions moins restrictives sur le pasde temps en s’inspirant des méthodes DSMC (§
2.8.3.3).
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2.8.3.3 Méthodes basées sur l’équation maîtresse

Les méthodes basées sur l’équation maîtresse ou équation deLiouville7 sont encore appelées méthodes
de Monte-Carlo (DSMC pour Direct Simulation Monte-Carlo).Elles furent à l’origine des premiers al-
gorithmes de résolution des collisions car, se proposant derésoudre la phase de collision de l’équation
maîtresse pourNp particules, l’opérateur est linéaire contrairement à l’opérateur de Boltzmann. La pdf de
l’écoulement pouvant être obtenu par prise à la limite (Np → ∞) d’un système deNp particules, résoudre
les collisions sur le système réduit permet d’approximer l’opérateur de collision.

L’opérateur de collision intervenant dans l’équation maîtresse étant linéaire, il est possible de faire le lien
avec les processus de Markov (Lapeyre et al. [1997]). Considérant le processus de Markov

{(X(t), V (t)), t ≥ 0} (2.106)

la fonction définie paru(t, x, c) = E [g(X(t), V (t)) | X(0) = x, V (0) = c] est solution de l’équation de
Kolmogorov rétrograde :

∂u

∂t
(t, x, c) = (A∗u)(t, x, c) (2.107a)

u(0, x, c) = g(x, c) (2.107b)

oùA∗ est l’adjoint du générateur du processus de Markov. Le générateurA permet de connaître l’évolution
du processus au cours du temps et ainsi de construire un processus dont l’espérance sera la solution à notre
problème (Lapeyre et al. [1997], Graham and Méléard [1999]). Il peut exister plusieurs processus de Markov
ayant un générateur identique et c’est pourquoi il existe différents algorithmes, par exemple de collision avec
une particule fantôme, ou de collision entre deux particules tirées aléatoirement. Les méthodes de Monte-
Carlo dans leur ensemble ne font que simuler un de ces processus et en prennent les moyennes.

L’algorithme DSMC utilisé lors de cette thèse a été développé à l’IMFT par Fede et al. [2002] comme une
extension de l’algorithme de Bird [1994] aux écoulements gaz-particule. Il fait donc partie des algorithmes
pour lesquels une collision affecte simultanément deux particules de la cellule.

Dans sa version originale, l’algorithme de Bird simule les instants de collision par une un tirage aléatoire
suivant une loi de Poisson de paramètre la fréquence de collision. Deux particules de la cellule sont alors
sélectionnées au hasard à chaque instant pour entrer en collision. Le vecteur directeur est lui aussi tiré aléa-
toirement suivant la même loi qu’en (2.103). L’algorithme nécessite tout de même la valeur de la fréquence
de collision (2.99), valeur qui ne peut être obtenue qu’avecde nombreux calculs (enn2).

Pour remédier à ce problème, il est possible d’introduire leconcept de "majorant de fréquence de colli-
sion". Cette technique fait partie des méthodes de réjection (cf. chapitre 4). Il faut premièrement connaître

une fréquenceλ qui majore la fréquence réelle, c’est-à-dire telle queBT (wr) =
πd2

p

2 | wr |≤ λ pour toute
paire de particules. il est alors possible de sur-échantillonner les instants de collision et de décider pour
chaque instant si la collision est effective ou fictive.

L’algorithme (dû à Bird [1994]) utilisé pour résoudre les collisions dans chaque cellule est alors le suivant :

7L’équation de Liouville d’un système est une équation de conservation dans l’espace des phases. Le théorème de Liouville
stipule que le volume d’un domaine de l’espace des phases se conserve au cours du temps lorsqu’on suit le mouvement des divers
points de ce domaine. Cette conservation le long des trajectoires dans l’espace des phases permet d’écrire pour la pdfw fonction
des coordonnées(q

i
, q̇

i
) :

dw

dt
=

∂w

∂t
+

N∑

i=1

(
∂w

∂q
i

q̇
i
+

∂w

∂q̇
i

q̈
i

)
= 0
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1. les instants de collision probables sont calculés par incrément de durée suivant une loi de Pois-
son de paramètreλ :

t(k+1)
c − t(k)

c = − ln(z)

λNk(Nk−1)
2

κ
VCk

(2.108)

jusqu’à obtenir une durée cumulée supérieure au pas de tempst
(k+1)
c − t(0)c ≥ δt

2. à chaque instant est sélectionné aléatoirement un couplede particules. Pour savoir si la collision
entre ces deux particules peut être considérée comme effective, la procédure de réjection se fait
par comparaison de la probabilité de collision de la paire avec un tirage aléatoire uniformez
sur [0, λ].

(a) Siλz ≤ BT (wr) la collision est effectuée suivant les équations du§ 1.4.7.

(b) Dans le cas contraire les vitesses des deux particules restent inchangées.

3. lorsqu’une collision est effective, le vecteur directeur est tiré aléatoirement pour satisfaire à la
loi (écrite en coordonnée sphérique) :

dµi(k) =
B(k,wr)

BT (wr)
dk

=
2πd2

p | wr | sin θ cos θ

πd2
p | wr |

dθdφ

= 2 sin θ cos θdθdφ (2.109a)

Par opposition avec l’algorithme de Nanbu [1983], la résolution de l’opérateur de collision par un proces-
sus de Markov du type Bird [1994] ne demande pas de nombreusesressources informatiques.

2.8.3.4 Prise en compte de la fermeture aux vitesses corrélées

Jusqu’à présent dans les algorithmes de résolution des collisions présentés il a été assez peu fait mention
des vitesses du fluide vu par les particules entrant en collision. Ce vide, provenant de l’habitude de travailler
avec une hypothèse de chaos particulaire, doit être comblé pour prendre en compte les spécificités des
écoulements gaz-particule.

Berlemont et al. [1995] ont en effet montré qu’avec la dynamique de choc décrite au§ 1.4.7 la covariance
fluide-particule ne se conserve pas obligatoirement, et ce même pour des collisions élastiques. La variation
de covariance fluide-particule lors d’une collision est donnée par :

δqfp = −1 + epp

2
(ufB − ufA).(upB − upA) (2.110)

La seule fermeture de l’opérateur de collision n’entraînant pas de destruction de la covariance fluide-
particule est donc la fermeture aux vitesses corrélées de Laviéville [1997]. Les algorithmes présentés dans
les paragraphes précédents étant basés sur l’hypothèse de chaos fluido-particulaire, ne prennent pas en
compte cette corrélation et détruisent donc la covariance fluide-particule. Cette covariance étant à l’origine,
via la traînée, d’une partie du mouvement d’agitation des particules, les algorithmes précédents détruisent
aussi une partie de l’énergie du mouvement d’agitation particulaire Fede [2004]. C’est pourquoi il est obli-
gatoire de remédier à ces lacunes en forçant les algorithmesen prendre en compte la fermeture aux vitesses
fluide corrélées.

L’adaptation de l’algorithme de Nanbu [1983] à ce conditionnement est naturelle. Hylkema and Villedieu
[1999] proposent ainsi un premier tri des particules en fonction de la vitesse du fluide vu associée. Rangeant
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les particules dans des boîtes pour lesquelles les vitessesdu fluide vu sont proches (en assumant une forme
Maxwellienne pour la pdf des vitesses du fluide vu), ils appliquent ensuite l’algorithme à chacune de ces
boîtes. Il est à noter que la probabilité de collision dans chaque cellule est elle aussi modifiée. Les vitesses du
fluide vu par les particules entrant en collision sont alors forcément proches ce qui minimise la destruction
de covariance fluide-particule.

Dans le cas de l’algorithme de Bird, une adaptation possiblea été réalisée à l’IMFT par Fede [2004] et
Moreau et al. [2004]. Afin de préserver l’efficacité de l’algorithme initial (qui ne nécessite pas de classement
de toutes les particules), le tri en fonction de la vitesse dufluide vu n’est pas envisageable. Il est donc
nécessaire d’introduire le conditionnement à l’intérieurmême du processus de collision. Afin de s’assurer
que les vitesses du fluide sont proches un test sur les vitesses du fluide vu est réalisé avant la procédure de
réjection. Le paramètre de conditionnementβ dicte à quel point les vitesses doivent être proches :

0 ≤ | ufB − ufA |
| ufB | + | ufA |

≤ β (2.111)

Le paramètreβ pilote bien sûr les performances de ce nouvel algorithme baptisé M3C (Monte-Carlo Condi-
tionned Collision) et nécessite une attention particulière (Fede [2004]). Les études récentes de Moreau et al.
[2004] semblent de plus indiquer que ce conditionnement n’est pas suffisant au regard de statistiques fines
telles que des moyennes conditionnées. Il est alors nécessaire d’introduire un conditionnement plus fin en
assumant une forme Maxwellienne de la pdf des vitesses du fluide vu (de manière identique à Hylkema and
Villedieu [1999]).

2.8.4 Conditions aux limites de paroi

La prise en compte de l’influence des parois sur l’écoulementse fait de manière naturelle dans l’approche
lagrangienne stochastique. Ainsi quand une particule numérique vient à heurter une paroi, la vitesse par-
ticulaire de celle-ci est modifiée suivant (1.94). Le détermination de l’instant de rebond est effectuée par
résolution de l’équation de la trajectoire de la particule en considérant que l’accélération de la particule est
constante sur la durée du pas de temps,i.e.en résolvant :

yp(treb) = yreb = vp(tn)(treb − tn) +
vp(tn+1)− vp(tn)

tn+1 − tn
(t2reb/2 − tntreb) (2.112)

où la particule rebondi sur la paroi pendant le pas de temps[tn, tn+1]. La vitesse pré-rebond de la particule
est alors re-calculée en utilisant le schéma habituel (cf.§ 2.8.5.1) mais sur un pas de tempstreb − tn. La
vitesse post-rebond de la particule est alors calculée et laparticule déplacée pendanttn+1 − treb.

Il est à noter que des conditions similaires seraient idéalement imposées à la vitesse du fluide vu par la
particule. En effet, le suivi de cette vitesse du fluide par unprocessus de Langevin résolvant de manière
implicite les équations eulériennes associées, de mauvaise conditions aux limites imposées au schéma de
Langevin doivent perturber le champ fluide vu par les particules. Les effets les plus notables devraient être
l’absence de frottement et un mauvais comportement des contraintes du fluide vu à la paroi. Ces effets n’ont
pas été observés dans nos simulations du fait du temps de réponse assez court du schéma de Langevin (qui
dégénère suffisamment vite vers une turbulence nulle en proche paroi), mais ne pourraient être négligés
dans le cas de particules lourdes. Il serait alors nécessaire d’imposer des conditions sur la vitesse du fluide
vu qui permettent de satisfaire les conditions aux limites sur le fluide. Dans la continuité des travaux de
Sakiz [1999], des conditions de type (1.94) pourraient êtreimposées sur la vitesse du fluide vu. La pour-
suite des calculs a alors montré qu’il serait nécessaire notamment de satisfaire àefw = epw et de calculer
un coefficient de frottement équivalentµfw permettant d’intégrer le frottement du fluide à la paroi. Ces
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développements retrouvent une forme similaire aux travauxdéjà mené en monophasique (Minier and Po-
zorski [1999]). Cette démarche devrait tout de même trouverdes solutions quant aux conditions aux limites
imposées sur les contraintes fluide-particule et qui ne suivent pour l’instant aucune contrainte physique.

2.8.5 Considérations numériques

2.8.5.1 Schéma de résolution du transport

Les équations du mouvement d’une particule s’écrivent :

dx
(m)
p,i

dt
= u

(m)
p,i (2.113a)

du
(m)
p,i

dt
= −

u
(m)
p,i − Uf,i − u

′′(m)
f,i

τ
(m)
p

(2.113b)

du
′′(m)
f,i =

∂Rff,ik

∂xk
dt+Aiku

′′(m)
f,k dt+BikδW

(m)
fp,k (2.113c)

En ce qui concerne les équations du mouvement de la particule(2.113a) et (2.113b) c’est un système
d’équations différentielles du premier ordre, non-homogène et non-linéaire. Celui-ci possède tout de même
une solution pouvant s’exprimer de manière analytique :

x
(m)
p,i (t) = x

(m)
p,i (t0) +

∫ t

t0

u
(m)
p,i (s)ds (2.114a)

u
(m)
p,i (t) = u

(m)
p,i (t0) exp[−α(t)]− exp[−α(t)]

∫ t

t0

exp[α(s)]β(s)Uf,i(s) + u
′′(m)
f,i (s)ds(2.114b)

avecβ(s) = 1/τp,(m)(s) etα(t) =
∫ t
t0
β(s)ds.

Il est possible à partir de la formulation précédente de construire des schémas numériques dont les pro-
priétés, notamment en terme d’ordre du schéma, peuvent êtreassurées. D’autres schémas numériques tirent
parti de plusieurs tirages d’un schéma de bas ordre pour, en les combinant, obtenir un schéma numérique
global d’ordre plus élevé. C’est la philosophie des schémasde Runge-Kutta.

La dernière équation (2.113c), concernant la fluctuation devitesse fluide vue par la particule, est une
équations différentielle stochastique. Contrairement ausystème (2.113a)-(2.113b), l’obtention de schéma
numériques d’ordre élevés pour cette dernière est très ardu. Le schéma d’ordre le plus élevé proposé actuel-
lement dans le cadre de la modélisation stochastique de la turbulence est dû à Haworth and Pope [1986] et
concerne un schéma d’ordre deux. Une extension de ces travaux au cas diphasique a été réalisé par Minier
et al. [2003]. La difficulté réside dans la présence de deux temps caractéristiques (celui du processus et celui
du bruit) qui ne permet pas de simplifier tous les termes apparaissant dans les intégrales. Il est alors néces-
saire d’évaluer de nombreuses intégrales du processus de bruit afin de construire un schéma ne serait-ce que
d’ordre deux.

Comme il apparaît que l’évolution de la vitesse fluctuante vue influence le comportement de la particule,
le problème se propage à tout le système.

Résolution "semi-analytique" Pour de petits incréments de tempsδt la résolution analytique peut être
simplifiée en considérant le temps d’interaction de traînéeconstants sur le pas de temps :β(s) = 1/τp(tn)
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pours ∈ [tn, tn+1] oùtn+1 = tn+δt. Une approximation possible de la vitesse du fluide vuUf,i(s)+u
′′
f,i(s)

sur l’intervalle[t0, t0 + δt] peut être prise suivant :

Uf,i(s)+u
′′
f,i(s) = Uf,i(tn)+(s−tn)

∂Uf,i(tn)

∂xk
up,k(tn)+(1− s− tn

δt
)u′′f,i(tn)+

s− tn
δt

u′′f,i(tn+1) (2.115)

Commeτp = τp(tn), la vitesse de la particule s’exprime alors suivant :

up,i(t) = up,i(tn)e−δt/τp(tn) + e−δt/τp(tn)

∫ tn+1

tn

e
s−tn

τp(tn)
Uf,i(s) + u′′f,i(s)

τp(tn)
ds (2.116)

Après calculs :

e−δt/τp(tn)

∫ tn+1

tn

e
s−tn

τp(tn)
Uf,i(tn)

τp(tn)
ds = [1− e−δt/τp(tn)]Uf,i(tn) (2.117a)

e−δt/τp(tn)

∫ tn+1

tn

e
s−tn

τp(tn)
∂Uf,i(tn)

∂xk
up,k(tn)

s− tn
τp(tn)

ds =
∂Uf,i(tn)

∂xk
up,k(tn)[δt− τp(tn)(1− e−δt/τp(tn))]

≃ δt
∂Uf,i(tn)

∂xk

up,k(tn)δt

2τp(tn)
(2.117b)

qui est un terme négligeable dès que le gradient de vitesse moyenne du fluide est petit devant le pas de
temps.

e−δt/τp(tn)

∫ tn+1

tn

e
s−tn

τp(tn) (1− s− tn
δt

)
u′′f,i(tn)

τp(tn)
ds =

[
τp(tn)

δt
(1− e−δt/τp(tn))− e−δt/τp(tn)

]
u′′f,i(tn)

≃
u′′f,i(tn)δt

2τp(tn)
(2.118a)

e−δt/τp(tn)

∫ tn+1

tn

e
s−tn

τp(tn)
s− tn
δt

u′′f,i(tn+1)

τp(tn)
ds =

[
1− τp(tn)

δt
(1− e−δt/τp(tn))

]
u′′f,i(tn+1)

≃
u′′f,i(tn+1)δt

2τp(tn)
(2.118b)

Pour des incréments suffisamment petits pour lesquels la vitesse du fluide vu pourrait être considérée
comme constante sur le pas de temps, ce schéma dégénère vers un schéma plus simple. Les trajectoires des
particules sont alors construites en résolvant les équations :

up,i(tn+1) = up,i(tn) exp−δt/τp(tn) +
[
1− exp−δt/τp(tn)

]
(Uf,i(tn) + u′′f,i(tn)) (2.119a)

xp,i(tn+1) = xp,i(tn) +
δt

2
(up,i(tn+1) + up,i(tn)) (2.119b)

Cette méthode présente le désavantage de corréler la vitesse de la particule en fin de pas de temps avec la
vitesse du fluide vu en début de pas de temps. Ceci pourrait entraîner un mauvais calcul des corrélations de
vitesse fluide-particule puisque celles-ci sont calculéespour les valeurs en fin de pas de tempsup,i(tn+1) et
uf@p,i(tn+1).

Le problème provient de la résolution de la vitesse du fluide vu. La partie fluctuante est résolue par une
équation de Langevin (qui donneu′′f,i(tn+1) en fonction deu′′f,i(tn)), à laquelle doit s’ajouter la vitesse
moyenne à la position de la particule. La vitesse du fluide vu en fin de pas de temps n’est donc connue que
lorsque la position de la particule en fin de pas de temps est connue. Mais pour avoir des schémas d’ordre
plus élevés, la donnée deuf@p,i(tn+1) est nécessaire pour le calcul de cette position finalexp,i(tn+1). on se
mord donc la queue . . .
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Résolution Runge-Kutta explicite Une autre piste pour construire un schéma numérique plus précis que
le simple schéma d’Euler explicite est l’utilisation de méthodes Runge-Kutta. Cette méthode à pas séparés
ne possède pas de justification mathématique en ce qui concerne l’équation de Langevin (impliquant un
terme évoluant en

√
δt), mais il nous a semblé qu’une extension de ces méthodes d’intégration pouvait

s’appliquer au système d’équations régissant le comportement d’une particule. De manière générale, la
résolution Runge-Kutta de notre système peut s’écrire :





xp,i(t+ δt) = xp,i(t) +
∑

k γkK
tk
xp,i

up,i(t+ δt) = up,i(t) +
∑

k γkK
tk
up,i

u′′f@p,i(t+ δt) = u′′f@p,i(t) +
∑

k γkK
tk
u′′

f@p,i

(2.120)

avec les coefficientsγk déterminés afin que l’ordre soit le plus élevé possible. Les incréments de pas séparés
Ktk sont quant à eux définis pour une méthode de Runge-Kutta explicite par les formules de récurrence
suivantes (la variable temps n’intervenant pas dans les accélérations) :





Ktk
xp,i

= u
tk−1

p,i δt

Ktk
up,i

= −
(

u
tk−1
p,i −u

tk−1
f@p,i

τ
tk−1
p

+ gi(x
tk−1

p,i )

)
δt

Ktk
u′′

f@p,i
=

∂Rff,ij

∂xj
(x

tk−1

p,i )δt+Aij(x
tk−1

p,i )u
′′tk−1

f@p,jδt+
√
δtBij(x

tk−1

p,i )wtk
j

(2.121)





xtk
p,i = xp,i(t) +

∑k
l=1 αk,lK

tl
xp,i

utk
p,i = up,i(t) +

∑k
l=1 αk,lK

tl
up,i

u
′′tk
f@p,i = u′′f@p,i(t) +

∑k
l=1 αk,lK

tl
u′′

f@p,i

(2.122)

oùwtk est un bruit blanc (tirage aléatoire gaussien) qui est retiré aléatoirement pour chaque pas de temps
séparé.

Les schémas de Runge-Kutta les plus usités sont les schémas explicites d’ordre 2 et 4 qui sont définis par
les coefficients du tableau 2.8.5.1 :

Ordre 2 Ordre 4

α2,1 = α3,1 = α3,2 = 0

α1,1 = 1
2 α1,1 = α2,2 = 1

2

α3,3 = 1

γ1 = 0 γ1 = γ4 = 1
6

γ2 = 1 γ2 = γ3 = 1
3

TAB . 2.1 – Coefficients des schémas Runge-Kutta explicites d’ordre 2 et 4

Le schéma utilisé sera toujours le schéma d’ordre deux car aucune différence (pour nos écoulements)
entre les prédictions issues de ce dernier et celles issues d’un schéma d’ordre quatre n’a pu être observée.
Des études avec des pas de temps lagrangiens très grands n’ont cependant pas été menées, en particulier
lorsque les échelles de temps de la turbulence deviennent petites.

2.8.5.2 Résolution des collisions

La résolution de l’opérateur de collision est faîte suivantl’algorithme présenté au paragraphe 2.8.3.3. Dans
ces conditions, le tirage aléatoire du vecteur directeur doit suivre la loi de probabilité :

dµi(k) = 2 sin θ cos θdθdφ (2.123)
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dans un repère préférentiel de collision{e1, e2, e3}. Ce repère est construit à partir de la vitesse relative des
deux particuleswr et du repère (fixe) de l’écoulement{ex, ey, ez} comme suit :

1. le vecteure1 est le vecteur unitaire de la direction de la vitesse relative :

e1 = wr/ | wr |

2. le vecteure2 est déterminé par :

e2 =

{
ex ∧ e1 si | ex ∧ e1 |>| ey ∧ e1 |
ey ∧ e1 si | ex ∧ e1 |<| ey ∧ e1 |

pour s’assurer quee2 est bien défini dans toutes les configurations (sie1 est colinéaire à un des
vecteurs du repère fixe)

3. e3 = e1 ∧ e2
Dans cette base le vecteurk qui suit la loidµi est donc simplement calculé par :

k = cos θe1 + sin θ cosφe2 + sin θ sinφe3 (2.124)

avec l’angleφ déterminé par un tirage aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 2π] et l’angleθ par un tirage
suivant la loi2 sin θ cos θdθ = d sin2 θ. En remarquant que la variablesin2 θ ∈ [0, 1] il est possible de la
relier à un tirage aléatoirez uniforme sur[0, 1]. La variableθ est alors prise commeθ = arcsin(

√
z)

La collision entre les deux particules est alors résolue à l’aide des équations du§ 1.4.7.

2.8.5.3 Statistiques

Lors de simulations lagrangiennes (ou particulaires) le lien vers les moments (ou observables macro-
scopiques), comme la vitesse moyenne ou l’agitation, est effectué par des processus de moyenne sur les
variables mésoscopiques (ou microscopiques) adéquates. Les résultats de telles simulations sont donc par
construction des résultats statistiques soumis aux erreurs statistiques due à l’échantillonnage limité (au
nombre limité de particules considérées). Il serait donc nécessaire d’établir la variance de telles moyennes
pour obtenir l’intervalle de confiance des prédictions de telles simulations. L’obtention de ces variances lors
de la simulation aurait un coût numérique non négligeable (de l’ordre du coût des statistiques) et il est donc
préférable de disposer d’estimées de ces variancesa priori. La loi faible des grands nombre permet d’af-
firmer que le processus de moyenne possède une variance, lorsque le nombre d’échantillons devient grand,
inversement proportionnelle au nombre d’échantillons. Leprocessus de moyenne converge donc "au moins"
en 1/

√
N . Cette convergence peut être considérée comme lente mais est malheureusement celle qui est

observée. Il est possible de donner des estimée de convergence plus précises (en explicitant notamment les
constantes de proportionnalité dans les lois de convergence des moments, Hadjiconstantinou et al. [2003]),
mais cette convergence toujours lente quelque soit le moment constitue le principal défaut des simulations
particulaires. Une limite basse généralement admise du nombre d’échantillons nécessaire pour établir des
moyennes sur des moments d’ordre faible (≤ 2) est de l’ordre de10 à15 échantillons.

la précision des simulations particulaires est donc directement reliée au nombre d’échantillons (ou parti-
cules) sur lesquels sont effectués les statistiques. Afin demaximiser ce nombre d’échantillons dans toutes
les situations , deux processus de moyenne complémentairespeuvent être développés :

– la première approche dite "volumique" est la plus naturelle. Elle décompose l’espace en cellules à l’in-
térieur desquelles le processus de moyenne peut être plus moins compliqué. Le processus de moyenne
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est ainsi un filtre volumique dont le représentant le plus simple est le filtre porte qui équivaut à faire une
simple somme sur les particules intérieures à la celluleCk :

< Ψ > (Ck) =
1

NCk

∑

i∈Ck

ψi (2.125)

Lorsque les statistiques ont besoin d’être plus précise, des filtres plus élaborés (comme le filtre gaussien)
doivent être employés. Cette technique peut devenir très pénalisante lorsque les échelles de longueur
macroscopiques de l’écoulement oblige à considérer des cellules de taille caractéristique petite.

– la deuxième approche dite de flux ne considère plus les particules présentes dans une cellule mais
les particules traversant une surface sur laquelle les variables sont calculées. Les moments ne sont
pas alors connus directement mais à travers leurs flux. Commeles moments d’ordren + 1 sont des
flux de moments d’ordren, il est alors possible de reconstruire les moments avec cette approche (cf.
§ 4.3.3). Cette dernière peut être particulièrement utile lorsque le nombre de particules traversant la
face de moyenne devient grand. Les calculs présentés au§ 4.5 permettent d’approximer ce nombre de
particules par la formule :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = np(xΓ, t)

[
√
Rpp,nnJ1(

Up.n√
Rpp,nn

) + (Up.n)J0(
Up.n√
Rpp,nn

)

]
(2.126)

où J0 et J1 sont des fonction explicites,Up.n et la vitesse moyenne des particules dans la direction
normale à la face, etRpp,nn l’agitation dans cette direction. Si dans la direction normale à la face
de moyenne l’écoulement possède une vitesse moyenne ou une agitation importante le nombre de
particules traversant la face devient important.

En appelantLc la longueur caractéristique des cellules, un calcul rapidemontre que dans le cas de vi-
tesse moyenne normale particulaire nulle (Up.n = 0) le rapport des variances issus des deux approches
précédentes peut s’écrire :

σvol

σflux
∼

√√
Rpp,nndt

Lc
(2.127)

Les écoulements étudiés ici présentent une direction privilégiée d’évolution (la direction normale), di-
rection dans laquelle la vitesse moyenne des particules estnulle à l’équilibre. La contrainte cinétique
normale étant dictée par la physique (nous avons observé dans nos écoulements pour valeur maximum√
Rpp,nn ∼ 0, 2m.s−1) et la taille des cellules est dictée par les échelles de longueur de variation ma-

croscopique de l’écoulement (avec pour minimumLc ∼ 4 10−4m), le rapport des variances dépend don
principalement de la valeur choisie pour le pas de temps (quiprend une valeur maximum dans nos simu-
lations dt ∼ 5 10−4s). Les valeurs données ne permettent pas de discriminer directement une des deux
approches (σvol/σflux ∼ 0, 5), mais le calcul est fait avec les valeurs les plus favorables pour le calcul type
flux. Les statistiques effectuées sur les flux seraient donc toujours plus bruitées que des statistiques volu-
miques dans nos cas de simulations. C’est pourquoi nous utiliserons toujours des statistiques volumiques par
simple moyenne sur les particules intérieures pour le calcul des moments. Les demi-flux ou flux traversant
une surface seront bien sur calculés avec une approche type flux.
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Chapitre 3

Approche aux Moments
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L ors de la résolution de problèmes d’ingénierie particulièrement complexes à l’échelle industrielle
(que ce soit au niveau des processus physiques ou de la géométrie), les seules approches numériques
raisonnables en terme de temps de calcul sont les approches eulériennes. Placées dans un repère

de référence stationnaire, les particules passent alors autravers de volumes de contrôle fixes et ne sont pas
suivies le long de leurs trajectoires. Les caractéristiques de la phase particulaire sont alors obtenues par la
résolution d’équations aux dérivées partielles dans un système de coordonnées donné. Ces modèles traitant
le nuage de particules comme un milieu continu (de manière identique au fluide porteur) sont aussi appelés
"modèles à deux fluides" ou "modèles continus".

L’hypothèse de milieu continu est importante car elle permet de traiter la phase dispersée avec la même
discrétisation (les maillages pour le fluide et la phase dispersée peuvent coïncider) et les mêmes méthodes
numériques que pour le fluide porteur. Elle pose tout de même le problème du passage de la description
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cinétique à la description hydrodynamique. Ce passage est généralement basé sur l’hypothèse que le libre
parcours moyen d’une particule (la distance moyenne parcourue entre deux collisions) et/ou la distance
d’interaction de traînée (distance à partir de laquelle la vitesse de la particule et du fluide se corrèlent) sont
beaucoup plus petits que les échelles macroscopiques de l’écoulement. Les collisions et/ou la turbulence ont
un effet de "brassage" qui tend à ramener localement la pdf del’écoulement vers une pdf dite d’équilibre. Si
les deux effets (voire un seul) sont suffisamment importants, les équations hydrodynamiques associées à la
pdf d’équilibre locale permettent alors de représenter de manière efficace l’écoulement. Dans le cas contraire
l’écart de la pdf à l’équilibre local peut devenir grand et faire apparaître des inconsistances (notamment des
moments qui ne peuvent être associés à une densité de particules positive).

Il est possible de continuer à décrire des écoulements proche de l’équilibre par des équations de type
hydrodynamique en augmentant le nombre de moments résolus (Grad [1949]). Une telle procédure nécessite
néanmoins la fermeture des équations d’évolution de ces moments et des flux d’ordre encore supérieur,
fermetures qui nécessite une fois de plus des hypothèses d’équilibre local. De tels systèmes d’équations aux
moments présentent ainsi plusieurs problèmes majeurs :

– la complexité due aux nombres d’équations. Même si le coût de telles simulations est très faible com-
paré à des simulations particulaires, augmenter le nombre d’équations résolues résulte en une augmen-
tation du temps de calcul.

– les équations deviennent raides lorsqu’on s’approche de la limite fluide. Cette limitation peut toutefois
être atténuée par des schémas numériques appropriés.

– la perte de réalisabilité des moments prédits. Les momentsprédits par la simulation peuvent évoluer
jusqu’au point où ceux-ci violent des inégalités qui devraient être satisfaite par toute pdf non-négative.
Il peut en résulter l’apparition de densités de particules négatives, ce qui est contraire à la physique.
Pour contrôler ce problème il est donc nécessaire de s’assurer que les moments prédits satisfont bien
les inégalités, voire de "clipper" les variables qui les violeraient (le terme clipper implique que certaines
variables sont re-calculées pour satisfaire aux inégalités).

– mauvaise réaction des modèles lorsqu’on s’éloigne de régimes modérés. Le système peut en effet de-
venir elliptique au cours de la simulation pour des régimes fortement hors-équilibre et ainsi être mal
posé. La solution du système n’est alors plus obligatoirement représentative de la physique.

Les approches eulériennes se heurtent de plus à des problèmes de prise en compte de phénomènes phy-
siques complexes tels la dispersion en diamètre, en densitéou la thermique du nuage de particules. En
effet, le diamètre ou la densité influent de manière trop importante sur le comportement du nuage de parti-
cules associé pour permettre de représenter un nuage polydisperse de manière rigoureuse dans une approche
eulérienne classique. Il est alors nécessaire de définir plusieurs "classes" de particules ayant chacune ses ca-
ractéristiques propres (diamètre, vitesse moyenne ...). Chaque classe défini alors un nouveau continuum qui
interagit non seulement avec le fluide porteur mais aussi avec les autres classes dans le cas de coalescence
et fragmentation. Des avancées encourageantes ont été faites dans ce domaine, que ce soit par l’application
de méthodes multi-fluides (Dufour [2005]) ou de méthodes DQMOM (Blanquart et al. [2006], Fox [2006]).

La modélisation des conditions aux limites dans les approches eulériennes présente aussi des difficultés
dans le cas d’interactions non-triviales entre la phase particulaire et les parois. Le formalisme macrosco-
pique eulérien présente ainsi des incohérences lors de la modélisation de phénomènes se passant à l’échelle
microscopique, tel les rebonds sur des parois rugueuses ou la déposition/éclatement de particules liquides.
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3.1 Mise en place du problème

Dans le cadre d’une approche statistique de la phase dispersée il est possible de représenter le nuage
de particules par une fonction de densité de probabilité appelée pdf jointe à une particuleffp. L’équation
d’évolution de cette pdf jointe à une particule est une équation de type Boltzmann (cf. chapitre 2) :

∂ffp

∂t
+
∂cp,kffp

∂xk
+

∂

∂cp,k

[〈
dup,k

dt
| cf , cp

〉
ffp

]

+
∂

∂cf,k

[〈
duf@p,k

dt
| cf , cp

〉
ffp

]
=

(
∂ffp

∂t

)

coll

(3.1)

La fermeture des termes dus aux accélérations est effectuéeen modélisant les forces exercées par le fluide
sur les particules, en mimant le champ fluide "vu" par les particules et en émettant des hypothèses sur
l’opérateur de collision. En prenant en compte la physique du chapitre 1 et les modélisations du chapitre 2,
l’équation à résoudre est :

∂ffp

∂t
+

∂

∂xk
[cp,kffp] +

∂

∂cp,k

[
(
Fd,k

mp
+ gk)ffp

]
− ∂

∂cf,k

[
∂

∂xk
[Rff,ik] ffp

]

+
∂

∂cf,k
[Gkl(cf,l − Uf,l)ffp] +

∂

∂cf,k

[
(cp,l − cf,l + Uf,l)

∂Uf,k

∂xl
ffp

]
(3.2)

− ∂

∂cf,k

[
∂

∂cf,m

[
1

2
BklBmlffp

]]
=

(
∂ffp

∂t

)

coll

3.1.1 Résolution aux moments de l’équation sur la pdf jointe

La résolution complète de cette équation fait appel à des méthodes particulaires ou lagrangiennes (cf. cha-
pitre 2). Celles-ci souffrent d’une faible précision pour des temps de calcul assez longs. Cette faible efficacité
numérique provient de la somme d’informations trop grande que ces méthodes se proposent d’obtenir. Il est
ainsi possible d’obtenir n’importe quel moment de la phase particulaire en contrepartie d’un temps de calcul
toujours de plus en plus long (pour des raisons de convergence statistique). Ces méthodes ne sont d’ailleurs
pleinement accessibles que depuis l’avènement du calcul parallèle et les progrès du calcul scientifique.

Pour remédier au temps de calcul trop importants, il faut alors limiter la connaissance que l’on a de
l’écoulement. De manière identique à la turbulence, le mouvement d’agitation de la phase particulaire ne
sera plus caractérisé par toutes ses échelles mais par certains paramètres statistiques appelés moments. Pour
chacun de ces paramètres il est possible d’écrire une équation d’évolution qui est une équation aux dérivées
partielles ordinaire. Les équations pour le fluide et la phase particulaire présentent alors des similitudes
fortes que l’on peut exploiter pour diminuer les temps de calcul.

3.1.2 Moments représentatifs de l’écoulement

Les paramètres statistiques représentatifs de la phase dispersée ont été évoqués au§ 1.4 comme des mo-
ments du champ de vitesse instantané des particules. Plus lenombre de moments décrivant le système sera
grand, plus précise sera la description. Ces variables eulériennes peuvent être obtenues par un processus de
moyenne sur les variables "microscopiques". Cette moyenneest celle sur toutes les réalisations possibles
de l’écoulement dont nous avons vu qu’elle est équivalente àla moyenne suivant la pdf. Un moment de
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l’écoulement est alors défini à partir de tout polynômeψ(cf , cp) dépendant uniquement des vitessescf et
cp :

< ψ >p (x, t) =

∫
ψ(cf , cp)ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp∫

ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp
(3.3)

Le facteur de normalisation dans l’expression précédente s’interprète comme la densité de particulesnp :

np(x, t) =

∫
ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.4)

et représente la densité probable de particules dans un voisinage dex à l’instantt.

On associe généralement au terme moment les monômes à puissances entières des variablescf et cp. Par
exemple les moments d’ordre 1 de l’écoulement sont la vitesse moyenne des particulesUp et la vitesse
moyenne du fluide vuUf@p :

npUp(x, t) =

∫
cpffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.5)

npUf@p(x, t) =

∫
cfffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.6)

Les moments d’ordre 2 sont généralement exprimés en fonction des vitesses fluctuantesc′′f et c′′p qui sont
les équivalents dans l’espace des phases des vitesses fluctuantesu′′p etu′′f@p (formellementc′′f = cf −Uf@p

et c′′p = cp − Up). Cette décomposition présente le désavantage de donner des systèmes d’équations sous
formes non-conservatives mais permet de caractériser plusdirectement le mouvement fluctuant de chaque
phase. C’est l’approche qui est adoptée ici. On défini ainsi le tenseur des contraintes particule-particule
(ou contraintes particulaires)R

pp
, le tenseur des contraintes fluide-particuleR

fp
ainsi que le tenseur des

contraintes du fluide vũR
ff

:

npRpp
(x, t) =

∫
c′′p ⊗ c′′pffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.7)

npRfp
(x, t) =

∫
c′′f ⊗ c′′pffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.8)

npR̃ff
(x, t) =

∫
c′′f ⊗ c′′fffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.9)

On définit aussi le tenseur symétrique des contraintes fluide-particule par :

Rfp,ij =
1

2
(Rfp,ij +Rfp,ji) (3.10)

De manière générale les moments d’ordre supérieurs peuventêtre définis comme les composantes des
tenseurs :

npMmfnp =

∫
(
⊗

m

c′′f )⊗ (
⊗

n

c′′p)ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.11)

oùMmfnp est un un tenseur d’ordrem+ n.
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3.1.3 Équation générique de transport d’une variable eulérienne

Les équations de transport des moments de la pdf sont obtenues en intégrant (3.2)×ψ(cf , cp) pour les
fonctionsψ décrivant l’écoulement. Ces équations peuvent être écrites sous la forme générique :

∂np < ψ >p

∂t
= − ∂

∂xk
[np < cp,kψ >p]− np < (

Fd,k

mp
+ gk)

∂ψ

∂cp,k
>p

−np
∂

∂xl
[Rff,kl] <

∂ψ

∂cf,k
>p +np

∂Uf,k

∂xl
< (cp,l − cf,l + Uf,l)

∂ψ

∂cf,k
>p (3.12)

+npG
kl < (cf,l − Uf,l)

∂ψ

∂cf,k
>p +

1

2
npB

klBml <
∂

∂cf,k

[
∂ψ

∂cf,m

]
>p

+np <
∂ψ

∂t
+ cp,k

∂ψ

∂xk
>p +npC(< ψ >p)

oùC(< ψ >p) est le terme collisionnel et représente la modification du moment par les collisions :

npC(< ψ >p) =

∫
ψ(cf , cp)

(
∂ffp

∂t

)

coll
dcfdcp (3.13)

Ce terme s’écrit (après un changement de variables) suivantle "splitting" de l’opérateur de collision (2.94)
en fonction des valeurs post-collisionnellesψ⋆ = ψ(cf , c

⋆
p) :

npC(< ψ >p) = −d2
p

∫

wr .k<0
(ψ⋆−ψ)ffpfp(t;xA, cfA, cpA, xA +dpk, cfB, cpA +wr)dwrdkdcfB (3.14)

3.2 Équations exactes de transport des moments particulaires

3.2.1 Bilan de densité de particules

L’équation d’évolution de la densité de particules est obtenue en prenantψ(cf , cp) = 1 :

∂np

∂t
+

∂

∂xk
(npUp,k) = npC(1) (3.15)

Dans le cas de collisions élastiques, le nombre de particules étant un invariant de collision (pas de coales-
cence), le terme de collision est nul :C(1) = 0.

L’équation de continuité s’écrit donc :

∂np

∂t
+

∂

∂xk
(npUp,k) = 0 (3.16)

3.2.2 Bilan de quantité de mouvement

On prend cette foisψ(cf , cp) = cp,i :

∂npUp,i

∂t
+

∂

∂xk
(npRpp,ik + npUp,iUp,k) = np <

Fd,i

mp
>p +npgi + npC(Up,i) (3.17)

En utilisant (3.16) le premier terme de la partie gauche peutêtre écrit :

∂

∂t
(npUp,i) = np

∂Up,i

∂t
+ Up,i

∂np

∂t
= np

∂Up,i

∂t
− ∂

∂xk
(npUp,iUp,k) + npUp,k

∂Up,i

∂xk
(3.18)
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L’équation précédente se met alors sous la forme :

np
dUp,i

dt
= − ∂

∂xk
(npRpp,ik) + np <

Fd,i

mp
>p +npgi + npC(Up,i) (3.19)

où d
dt

représente l’opérateur de dérivée lagrangienne dans le champ de vitesse moyenne des particules,i.e. :

dφ

dt
=
∂φ

∂t
+ Up,k

∂φ

∂xk
(3.20)

La partie droite est constituée des termes dûs aux forces agissant sur les particules (traînée et gravité) et
du terme collisionnel.

Le terme découlant de la gravité ne présente pas de difficultéde calcul contrairement au terme dû à la
traînée. En effet la traînée présente une dépendance non-linéaire à la vitesse relative entre la particule et le
fluide vu, et ne peut donc s’intégrer de manière directe. Il est nécessaire d’utiliser une approximation qui est
détaillée au§ 3.2.5.1.

Lorsque la densité de particules n’est pas trop importante (dans les écoulements dilués), le terme de
collision est nul pour des collisions élastiques, la quantité de mouvement étant alors conservée pour la paire
de particules lors d’une collision.

3.2.3 Equation d’évolution des contraintes particulaires

En prenantψ(cf , cp) = (cp,i−Up,i)(cp,j−Up,j) on obtient l’équation d’évolution de la contrainte cinétique
particulaireRpp,ij :

dRpp,ij

dt
= Dp,ij + Pp,ij + Πp,ij + C(Rpp,ij) (3.21)

Le premier terme du membre de droite représente la dispersion pour le mouvement d’agitation :

Dp,ij = − 1

np

∂

∂xk
[npSppp,ijk] (3.22)

Le deuxième terme représente la production d’agitation parle gradient de vitesse moyenne des particules :

Pp,ij = −Rpp,kj
∂Up,i

∂xk
−Rpp,ki

∂Up,j

∂xk
(3.23)

Le troisième terme représente l’action du fluide sur le mouvement d’agitation des particules par l’inter-
médiaire de la traînée :

Πp,ij = − < Fd,i

mp
u′′p,j +

Fd,j

mp
u′′p,i >p (3.24)

Le dernier termeC(Rpp,ij) représente l’influence des collisions sur le mouvement d’agitation de la phase
particulaire. Ce dernier peut être explicitement calculé àl’aide d’hypothèses sur la pdf à deux particules (cf.
§ 2.5). Lorsque les collisions sont élastiques, la trace du tenseur des termes collisionnels est alors nulle car
l’énergie cinétique de la paire de particules est conservéelors d’une collision.
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3.2.4 Modèles d’agitation

D’une manière similaire aux équations turbulentes apparaît dans les équations décrivant la phase dispersée
des termes d’ordres supérieurs à l’ordre du moment pour lequel est écrit l’équation. La dispersion par le
mouvement d’agitation fait en effet apparaître dans les équations pour les moments d’ordren les dérivées
spatiales des moments d’ordren + 1. Une description eulérienne de la phase dispersée sera donctoujours
une description tronquée à un certain ordre ; et nécessitantla fermeture des termes d’ordre supérieur par des
hypothèses sur le comportement du nuage de particules.

La fermeture des équations (3.19) nécessite la connaissance des corrélations de vitesse particule d’ordre
deuxRpp,ij. Ces corrélations peuvent être approximées par une hypothèse de type Boussinesq ou par des hy-
pothèses d’équilibre locaux donnant lieux à une expressionde corrélationsRpp,ij en fonction des gradients
de vitesse locale (Hinze [1972]).

Une hypothèse de type Boussinesq suppose que les contraintes cinétiques particulairesRpp,ij peuvent
s’écrire en fonction du gradient de vitesse moyenne et de l’agitation particulaireq2

p :

Rpp,ij = −νt
p

[
∂Up,i

∂xj
+
∂Up,j

∂xi

]
+

2

3

[
q2p + νt

p

∂Up,k

∂xk

]
δij (3.25)

où la viscosité particulaireνt
p est obtenue à partir des équations sur les contraintes extra-diagonales écrites

pour un écoulement cisaillé homogène en équilibre :

νt
p =

[
1 +

τF
fp

2

σc

τ c
p

]−1 [
1

3
qfpτ

t
f@p +

τF
fp

2
q2p

]
(3.26)

La description du mouvement d’agitation des particules estalors réduite à la variableq2
p pour laquelle

il est nécessaire d’écrire une équation d’évolution. Celle-ci s’obtient par sommation des équations sur les
contraintes diagonales :

dq2p

dt
= Dq2

p
+ Pq2

p
+ Πq2

p
(3.27)

Ces approximations se révèlent être assez différentes des valeurs observées dans les écoulements gaz-
particules dès qu’existe de la production par les gradientsde vitesse moyenne qui entraîne une forte aniso-
tropie du mouvement fluctuant de la phase dispersée. Il est alors nécessaire de travailler avec des équations
de transport séparées pour chaque composante (Simonin [1991a], He and Simonin [1993], Wang et al.
[1998]) et ainsi travailler sur les six équations (3.21) (pour des raisons de symétrie seules six composantes
du tenseurR

pp
sont indépendantes). Dans ces équations apparaissent de nouveau des termes non fermés.

Par exemple, la dispersion du mouvement d’agitation par lui-même fait intervenir les corrélations triples
du mouvement fluctuant, corrélations qu’il faudra modéliser s’il s’agit de tronquer la description aux mo-
ments à l’ordre deux (cet ordre est d’ailleurs l’ordre le plus élevé généralement admis pour une résolution
eulérienne, la plupart des codes industriels faisant toujours la part belle aux modèles d’agitation cités plus
haut).

3.2.5 Hypothèses de fermeture supplémentaire du modèle eulérien

Les équations ci-dessus comprennent un certain nombre de termes inconnus :
– Les termes dus à la traînée dont la moyenne n’est pas calculable de manière exacte à cause de la non-

linéarité de l’expression de la force de traînée. Du fait de l’interaction entre phases fluide et particulaire,
ces termes font apparaître des contraintes fluide-particule.
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– Les termes collisionnels intervenants dans les équationsde transport des corrélationsRpp,ij se calculent
à partir d’hypothèses sur la forme de la pdf de paires de particules, leurs actions entraînant essentielle-
ment destruction et isotropisation du mouvement d’agitation des particules.

– Les corrélations d’ordre 3 intervenant dans les équations(3.21) ne peuvent être déduites de la résolution
des équations les gouvernants sous peine d’augmenter encore le nombre d’équations à résoudre. Il faut
donc se donner un modèle les exprimant en fonction des moments calculés jusqu’à présent, c’est-à-dire
les moments d’ordre inférieur à 2.

3.2.5.1 Approximation des termes dûs à la traînée

Pour fermer les termes dûs à la traînée il faut moyenner l’influence de la traînée sur l’ensemble des
particules. Pour une particule isolée, la force de traînée est donnée par (1.42) :

Fd,k

mp
= − vr,k

τp(| vr |)
(3.28)

L’influence de la traînée sur la variableψ s’exprime donc selon :

np <
Fd,k

mp
ψ >p= −np

∫
vr,k

τp(| vr |)
ψffp(cf , cp)dcfdcp (3.29)

Du fait de la dépendance non-linéaire de la force de traînée àla vitesse relativevr, cette intégrale ne
possède pas d’expression analytique pour tous les moments< ψ >p. Simonin [1991a] propose alors la
fermeture suivante :

< −vr,k

τp
ψ >p= −

1

τF
fp

< vr,kψ >p (3.30)

où τF
fp est donné par :

τF
fp = τp(vr) (3.31a)

v2
r = <| up − uf@p |2>p (3.31b)

= | Up − Uf@p |2 +2(q2p + q2f − qfp) (3.31c)

Cette simplification est équivalente à remplacer la fermeture du terme d’accélération particulaire (2.18)
de l’équation de la pdf par :

∂

∂cp,i

[
<
dup,i

dt
|cf , cp, x > ffp

]
= − 1

τF
fp

∂

∂cp,i
[(cp,i − cf,i)ffp] , (3.32)

L’équation (3.32) est exacte pour de faibles nombres de Reynolds particulairesRep ≪ 1 car alorsτp est
indépendant de la vitesse relative. L’effet de la non-linéarité est aussi limité pour des nombres de Reynolds
particulaires intermédiairesRep ≤ 10 (Simonin et al. [1995], Wang et al. [1998]). Pour des nombresde
Reynolds particulaires plus grands un développement limité en terme de vitesse relative permet d’obtenir
des expressions de l’influence de la force de traînée préservant la consistance entre les approches eulérienne
et lagrangienne quant au traitement des termes de traînée. Ce type de développement limité sera exposé au
chapitre 6.
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Force de traînée ressentie par les particules : On approxime l’influence de la traînée sur le mouvement
moyen des particules par la formule (Simonin [1996]) :

np <
Fd,k

mp
>p= −np

< vr,k >p

τF
fp

(3.33)

où la vitesse relative moyenne est donnée en fonction des vitesses moyennes des particules et du fluide vu
par ces particules :

< vr,k >p =
1

np

∫
(cp,k − cf,k)ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.34a)

= Up,k − Uf@p,k (3.34b)

La vitesse moyenne du fluide vuUf@p n’est pas accessible directement à partir du calcul de la phase
fluide. C’est pourquoi il est préférable de travailler avec la vitesse moyenne du fluideUf comme référence de
vitesse moyenne. Il est alors nécessaire d’introduire une nouvelle variable traduisant la différence entre ces
deux vitesses. Cette variable est appelée "vitesse de dérive turbulente fluide-particule", ou plus simplement
vitesse de dériveV d. Elle est définie par :

Vd,k = Uf@p,k − Uf,k (3.35a)

=
1

np

∫
(cf,k − Uf,k)ffp(cf , cp, x, t)dcfdcp (3.35b)

= < c′f >p (3.35c)

Finalement l’expression retenue pour la force de traînée exercée par le fluide sur le nuage de particules
sans correction de Reynolds particulaire est :

np <
Fd,k

mp
>p= −np

Up,k − Uf,k − Vd,k

τF
fp

(3.36)

Terme d’interaction avec la turbulence du fluide : Le termeΠp,ij d’interaction du mouvement d’agita-
tion particulaire avec la turbulence du fluide est approximéavec les mêmes hypothèses que pour le mouve-
ment moyen :

Πp,ij = − < Fd,i

mp
u′′p,j +

Fd,j

mp
u′′p,i >p (3.37a)

= − 2

τF
fp

[Rpp,ij −Rfp,ij] (3.37b)

qui fait aussi intervenir les contraintes fluide-particuleRfp,ij, cette fois-ci caractérisant l’interaction des
mouvements fluctuants.

3.2.5.2 Fermeture des termes de collisions

La fermeture des termes collisionnels par intégration directe de l’opérateur de Boltzmann (moyennant des
hypothèses sur les formes defp, fpp ou bien encoreffpfp) a fait l’objet de nombreuses études. Par exemple
dans le cadre de la théorie de Grad [1949] avec des sphères dures élastiques les termes sont nuls pour les
équations de continuité et de quantité de mouvement (ce qui reste le cas au premier ordre endp pour des
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collisions inélastiques). Il est possible de montrer que leterme de collision intervenant dans les équations
des contraintes cinétiques est dans ce cadre un terme de retour à l’isotropie :

C(Rpp,ij) = −σc

τ c
p

[
Rpp,ij −

2

3
q2pδij

]
(3.38a)

σc =
4

5
(3.38b)

Ce terme est responsable de la destruction des contraintes extra-diagonales et de la redistribution de l’énergie
d’agitationq2p vers les composantes diagonales, tendant à isotropiser le mouvement d’agitation particulaire.

Jenkins and Richman [1985] étendent les calculs de Grad [1949] au cas de collisions inélastiques. Il
apparaît alors un terme de destruction du mouvement d’agitation des particules. Au premier ordre endp les
termes de collision s’écrivent :

C(Rpp,ij) =

[
−σc

τ c
p

Rpp,ij +

(
σc

τ c
p

−
1− e2pp

3τ c
p

)
× 2

3
q2pδij + Θ(dp)

]
(3.39a)

σc =
(1 + epp)(3− epp)

5
(3.39b)

Laviéville [1997] étend le calcul des termes de collision dans le cas d’une hypothèse de collisions élas-
tiques corrélées et obtient alors une expression faisant intervenir les contraintes fluide-particule et les contraintes
de Reynolds :

C(Rpp,ij) = − 4

5τ c
p

[
(Rpp,ij −

2

3
q2pδij) +

(
qfp

2q2f

)2

(Rff,ij −
2

3
q2fδij) (3.40)

− qfp

2q2f
(Rfp,ij −

2

3
qfpδij)

]

3.2.5.3 Fermeture des corrélations triples

L’idée directrice de la fermeture des corrélations triplesest d’exprimer que pour un ordre suffisamment
élevé (ici 3), le caractère non-stationnaire du mouvement d’agitation n’influe pas sur l’équilibre des moments
d’ordre élevé. Cela se traduit dans notre cas par une dérivéelagrangienne nulle des corrélations triples
dans le champ de vitesse moyenne des particules. Or l’équation sur les corrélations triples s’écrit (Simonin
[1991b]) :

np
dSppp,ijk

dt
= − ∂

∂xl
(npQpppp,ijkl)− npSppp,lij

∂Up,k

∂xl
+Rpp,ij

∂

∂xl
(npRpp,kl)

− np

τF
fp

[Rpp,ijVd,k + 3Sppp,ijk − Sfpp,ijk] (3.41)

−np

[
3σc

2τ c
p

Sppp,ijk −
(1 + ec)(3ec + 1)

60τ c
p

Sppp,lliδjk

]

Dans cette équation les familles d’indices en gras sont à moyenner sur toutes les permutations (aijk =
1
3!(aijk + ajik + aikj + ajki + akij + akji)).

Pour modéliser les corrélations triples il est nécessaire de faire une série d’hypothèses. La première sti-
pule que les moments d’ordre supérieurs ont des temps caractéristiques d’évolution temporelle très petits
comparés aux temps caractéristique des ordres inférieurs.L’équation précédente peut alors être considérée
à tout instant comme à l’équilibre et ainsi le terme de gaucheest pris nul. Il en va de même pour tout les
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termes incluant des gradients de vitesse moyenne (temps caractéristiques plus grands). La vitesse de dérive
est prise nulle en première approximation.

On utilise une hypothèse de pdf gaussienne pour modéliser les corrélations quadruples selon une formule
de Milan-Tchekov (cf.§ 6.6) :

Qpppp,ijkl = 3Rpp,ijRpp,kl (3.42)

Le terme de collision peut s’exprimer plus simplement à l’aide de l’hypothèse aux 13 moments de Grad
qui relient les corrélations triples suivant la formule :

Sppp,lliδjk = 5Sppp,ijk (3.43)

L’équation (3.41) se récrit donc sous ces hypothèses :

np

[
3

τF
fp

+
ξc
τ c
p

]
Sppp,ijk = −npRpp,lk

∂

∂xl
[Rpp,ij] +

np

τF
fp

Sfpp,ijk (3.44)

où ξc = 2
3σc.

La modélisation des corrélations triples particulaires demande donc aussi la modélisation des corrélations
triples fluide-particule. Il serait souhaitable d’appliquer la même méthodologie à ces corrélations fluide-
particule. On obtiendrait ainsi des corrélationsSffp,ijk qu’il faudrait à leur tour expliciter. Cette étape ferait
apparaître les corrélations triple fluide ce qui permettrait de fermer le système. Mais il est facile de s’aper-
cevoir de la lourdeur de cette méthode (on rappelle que les astérisques sont une écriture condensée d’une
moyenne sur des permutations), raison pour laquelle on raisonne par analogie avec le cas monophasique dès
les corrélationsSfpp,ijk.

Simonin [1991b] écrit les corrélations triples jointes sous une forme qui redonne, dans la limite où nos par-
ticules deviennent des particules fluides, l’expression deHanjalic and Launder [1972] pour les corrélations
triples turbulentes :

Sfpp,ijk = −2

3

Cs

Cµ
τ t
f@p ×

1

2
(Rfp,lk +Rfp,kl)

∂

∂xl
Rpp,ij (3.45)

et en prenant la forme contractée de Daly and Harlow [1970] :

∂

∂xk
Sfpp,ijk = − ∂

∂xk
Kt

fp,kl

∂Rpp,ij

∂xl
(3.46a)

Kt
fp,mn =

2

3

C ′
s

Cµ
τ t
f@p ×Rfp,mn (3.46b)

oùCs = 0, 11 etC ′
s = 0, 22.

Dans le cas d’une fermeture type Hanjalic and Launder [1972]des corrélations fluide-particule, on peut
finalement écrire les corrélations triples sous la forme :

Sppp,ijk = −Kt
p,kl

∂

∂xl
Rpp,ij (3.47)

avec le tenseur de diffusivité donné par :

Kt
p,mn =

[
1 +

τF
fp

ξF
fp

ξc
p

τ c
p

]−1

×
[
τF
fp

ξF
fp

Rpp,mn +
ξc
p

τ c
p

Rfp,mn

]
(3.48)

avecξF
fp = 3 et ξc

p = (1 + epp)(49 − 33epp)/60

La forme contractée similaire aux fermetures type Daly and Harlow [1970] s’écrit quant à elle :

∂

∂xk
[Sppp,ijk] = − ∂

∂xk

[
Kt

p,kl

∂

∂xl
Rpp,ij

]
(3.49)

avecξF
fp = 9/5 et ξc

p = 2/5σc
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3.2.5.4 Fermeture des moments covariants fluide-particule?

Des tentatives de fermetures théoriques de ces termes ont été initiées par Derevich and Zaichik [1988]
et Reeks [1993] pour modéliser les moments fluide-particuleà partir des moments particulaires et fluides.
Ces tentatives, nécessaires dans le formalisme d’approches pdf type "Kinetic Model" (cf. introduction du
chapitre§ 2), s’appuient sur les équations du mouvement d’une particule pour calculer ces termes par inté-
grations. Il est alors nécessaire de supposer une forme particulière (ici gaussienne) de la force de sollicita-
tion (ici la partie fluctuante de la traînée) pour pouvoir établir des relations analytiques reliant les moments
fluide-particule à des moments connus. Ces relations, qui peuvent se révéler très précises en écoulements
homogènes isotropes ou cisaillés, n’ont cependant pas d’équivalents pour des écoulements inhomogènes.
Il semble alors plus judicieux d’établir des équations de transport pour ces grandeurs afin de représenter
correctement le système, ce qui implique de travailler avecune description de l’écoulement en terme de pdf
jointe fluide-particule.

3.2.6 Equation de transport de la vitesse de dérive

La vitesse de glissement ou de dérive est définie parV d =< cf−Uf >p. En prenantψ(cf , cp) = cf,i−Uf,i

on obtient donc l’équation de transport deVd,i :

∂

∂t
(npVd,i) +

∂

∂xk
[np(Up,kVd,i +Rfp,ik)] = −npUp,k

∂Uf,i

∂xk

+np

(
− 1

ρf

∂P

∂xi
+ νf∇2Uf,i

)

+np
∂Uf,i

∂xk
(Up,k − Uf,k − Vd,k) (3.50)

+npGfp,ikVd,k

+C (mpVd,i)

Pour simplifier cette équation il est intéressant de remarquer que :
– Navier-Stokes donne pour la composanteUf,i :

− 1

ρf

∂P

∂xi
+ νf∇2Uf,i = Uf,k

∂Uf,i

∂xk
+

∂

∂xk
(Rff,ik)

– Par hypothèse la turbulence du fluide "vu" le long des trajectoires est égale à la turbulence du fluide :

< (uf@p,i − Uf@p,i)(uf@p,k − Uf@p,k) >p= Rff,ik

– Il est peu probable que les collisions influent sur la vitesse de dérive ce qui implique :

C (mp(cf,i − Uf,i)) = 0

En utilisant l’équation de continuité on peut alors écrire :

np
dVd,i

dt
= −np

∂

∂xk
[Rfp,ik −Rff,ik]−Rfp,ik

∂np

∂xk

−np
∂Uf,i

∂xk
Vd,k + npGfp,ikVd,k (3.51)

Il est alors souvent effectué l’hypothèse que la vitesse de dérive est une variable rapide du système,i.e. le
vitesse de dérive est considérée à l’équilibre. En rappelant l’expression de la matriceA = G

fp
−∇ · Uf , il

est alors possible d’exprimer la vitesse de dérive par la relation (tensorielle) :

AikVd,k =
∂

∂xk
[Rfp,ik −Rff,ik]−

Rfp,ik

np

∂np

∂xk
(3.52)
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3.2.7 Equation de transport des corrélations fluide-particules

En prenantψ(cf , cp) = [cf,i − Uf@p,i][cp,j − Up,j] on obtient, l’équation d’évolution de la corrélation
fluide-particuleRfp,ij :

dRfp,ij

dt
= Dfp,ij + Pfp,ij + Πfp,ij + Υfp,ij + C(Rfp,ij) (3.53)

Le premier termeDfp,ij représente la dispersion par le mouvement d’agitation particulaire :

Dfp,ij = − 1

np

∂

∂xk
[npSfpp,ijk] (3.54)

Pfp,ij représente la production de corrélations fluide-particulepar les gradients de vitesses moyennes des
particules et du fluide :

Pfp,ij = −Rfp,kj
∂Uf,i

∂xk
−Rpp,kj

∂Vd,i

∂xk
−Rfp,ik

∂Up,j

∂xk
(3.55)

Le termeΠfp,ij représente le taux de transfert du mouvement turbulent versles corrélations fluide-
particule :

Πfp,ij = − < Fd,i

mp
u′′p,j +

Fd,j

mp
u′′f,i >p (3.56)

Le termeΥfp,ij représente la dissipation des contraintes fluide-particules et s’écrit en fonction du tenseur
G

fp
du schéma de Langevin choisi pour mimer la turbulence :

Υfp,ij = Gfp,ikRfp,kj (3.57)

Le dernier termeC(Rfp,ij) représente l’influence des collisions sur les contraintes fluide-particule.

3.2.7.1 Modèles basés sur la covariance fluide-particule

De manière identique au mouvement d’agitation de la phase particulaire, la modélisation des corréla-
tions fluide-particule peut s’effectuer à partir de la covariance fluide-particuleqfp = Rfp,ii. L’équation de
transport de la covariance fluide-particule s’écrit à partir de (3.53) :

dqfp

dt
= Dqfp

+ Pqfp
+ Πqfp

+ Υqfp
+ C(qfp) (3.58)

Le terme de production nécessite la connaissance des corrélationsRfp,ij. Celles-ci sont évaluées à l’aide
du modèle aux contraintes algébriques (ASM) développé par Février and Simonin [1998] qui est dérivé à
partir d’une hypothèse d’équilibre sur le tenseur d’anisotropie des corrélations fluide-particule :

Rfp,ij =
δij
3
qfp +

qfp

2q2f

[
Rff,ij −

2

3
q2pδij

]
(3.59)

+
τF
fp

2q2f
[qfpPfp,ij −Pfp,kkRfp,ij]

Ce modèle, basé sur une hypothèse d’équilibre, prédit de bonnes valeurs pour les corrélations fluide-
particule dans les écoulements cisaillés (Singh et al. [2004]).
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3.2.7.2 Relations de fermeture pour les corrélations fluide-particule

Les relations de fermeture pour les corrélations fluide-particule sont identiques au fermeture pour le mou-
vement d’agitation particulaire. Ainsi les corrélations triples sont modélisées afin d’obtenir une expression
identique à Launder and Sharma [1974] dans le cas de particules fluide :

Sfpp,ijk = −2

3

Cs

Cµ
τ t
f@p ×

1

2
(Rfp,lk +Rfp,kl)

∂

∂xl
Rpp,ij (3.60)

et pour la forme contractée de Daly and Harlow [1970] :

∂

∂xk
Sfpp,ijk = − ∂

∂xk
Kt

fp,kl

∂Rpp,ij

∂xl
(3.61a)

Kt
fp,mn =

2

3

C ′
s

Cµ
τ t
f@p ×Rfp,mn (3.61b)

Le terme de transfert par action de la traînée s’écrit sous les hypothèses de (3.30) :

Πfp,ij = − 1

τF
fp

[
Rfp,ij − R̃ff,ij

]
(3.62)

Le terme de collision dépend de la fermeture de l’opérateur de collision. Ainsi, si dans une fermeture
de type vitesses corrélées (cf.§ 2.5.2.3) la physique est respectée et les collisions n’ont pas d’effet sur
les contraintes fluide-particule, tel n’est pas le cas dans le cadre de l’hypothèse de chaos particulaire (cf§
2.8.3.4). Ainsi le terme de collision s’écrit pour un chaos particulaire :

C(Rfp,ij) = − 2

3τ c
p

Rfp,ijδij (3.63)

3.3 Cas de l’écoulement canal plan infini

3.3.1 Notations

La direction privilégiée du cisaillement dans l’espace physique est appeléey. La direction longitudinale
de l’écoulement dans l’espace des vitesses (i.e. la direction de la vitesse moyenne) est notéeu, la direction
normale (i.e. la direction du gradient de la vitesse moyenne longitudinale) v, et la direction transversale
w. Ainsi dans l’espace physique les vecteursv et y sont confondus. Par notations,up, vp etwp désignent
respectivement les composantes longitudinale, normale ettransversale de la vitesseup. Nous utiliserons de
même pour notation des moments, par exemple,Rpp,vv ou< v′′pv

′′
p >p (et non pasRpp,yy) pour représenter

la contrainte cinétique particulaire dans la direction normale de l’écoulement cisaillé.Ruu, Rvv , Rww, Ruv

et Rvu seront respectivement appelées contraintes longitudinale, normale, transversale et de cisaillement
(pour les deux dernières).

La terminologie d’écoulement homogène simplement cisaillé désigne un écoulement homogène pour la
partie fluctuante (la vitesse moyenne n’est en effet pas homogène, mais les propriétés du mouvement fluc-
tuant le sont), et simplement cisaillé pour la partie moyenne, c’est-à-dire qu’une composante de la vitesse
moyenne présente un gradient homogène. La symétrie de l’écoulement réduit ainsi le nombre de moments
non-nuls. Ainsi seule la composante longitudinale des vitesses moyennes (Up etUf ) est non-nulle. De même
les tenseurs de corrélations doubles ne présentent que 5 valeurs pertinentes (Ruu, Ruv, Rvu, Rvv , Rww), et
se réduit à 4 valeurs en cas de tenseur symétrique (Ruv = Rvu).



3.3 - Cas de l’écoulement canal plan infini 87

3.3.2 Equations résolues par l’approche eulérienne en canal plan

Du fait de la symétrie de l’écoulement, le nombre d’équations à résoudre dans l’approche eulérienne est
réduit. Une autre simplification est effectuée en résolvantles équations sans considérer la convection. Dans
le cas du canal plan la convection par le mouvement moyen est en effet assurée par la composanteVp qui est
nulle à l’équilibre. Afin de ne pas déstabiliser le code, il a alors été pris le parti d’"éteindre" la convection
pour tous les moments excepté la densité de particule (pour laquelle la convection est le seul terme de
l’équation). Les équations résolues dans le cas du canal plan sont donc les suivantes :

∂np

∂t
=

∂npVp

∂y
(3.64a)

∂Vp

∂t
=

1

np

∂npRpp,vv

∂y
− 1

τF
fp

[Vp − Vd] (3.64b)

∂Up

∂t
=

1

np

∂npRpp,uv

∂y
− 1

τF
fp

[Up − Uf − Ud] (3.64c)

∂Rpp,ij

∂t
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1

np

∂

∂y

[
npK

t
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∂

∂y
[Rpp,ij]

]
− 1

τF
fp

[2Rpp,ij −Rfp,ij −Rfp,ji]

−Rpp,iv
∂Up,j

∂y
−Rpp,jv

∂Up,i

∂y
+
σc

τ c
p

(Rpp,ij −
2

3
q2pδij)−

2− 2e2pw

9τ c
p

q2pδij (3.64d)

AikVd,k =
∂

∂y
[Rfp,iv −Rff,iv]−

Rfp,iv

np

∂np

∂y
(3.64e)

∂Rfp,ij

∂t
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1

np

∂

∂y

[
npK

t
fp,vv

∂

∂y
[Rfp,ij]

]
− 1

τF
fp

[Rfp,ij −Rff,ij ]

−Rfp,iv
∂Up,j

∂y
−Rfp,jv

[
∂Uf,i

∂y
+
∂Vd,i

∂y

]
+Gfp,ikRfp,kj −

2

3τ c
p

Rfp,ijδij(3.64f)

3.3.3 Conditions aux limites

3.3.3.1 Présence d’une paroi

Dans l’optique d’une méthode hybride l’approche eulérienne ne serait pas utilisée jusqu’en paroi puis-
qu’alors l’approche lagrangienne prendrait le relais. Il est néanmoins intéressant d’effectuer une initialisa-
tion du calcul de couplage par un calcul eulérien afin de réduire les temps de calcul. La prise en compte des
conditions aux limites de paroi s’avère donc nécessaire pour ce calcul préliminaire. L’obtention de condi-
tions de paroi compatible avec les hypothèses de rebonds inélastiques (cf.§ 1.5.2) s’effectue par une étude
fine des relations entre les pdfs des particules incidentes et réfléchies. Sakiz [1999] en déduit des conditions
dans le cas où toutes les particules subissent des rebonds avec glissement sur une paroi lisse (ce qui est
toujours le cas dans nos simulations). Les conditions à la limite en paroi sont exprimées en terme de flux
(de masse, de quantité de mouvement et de contraintes cinétiques) excepté pour la vitesse moyenne normale
Vp et la contrainte de cisaillementRpp,uv dont les valeurs sont contraintes par la physique. Ces conditions
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s’écrivent :

npVp = 0 (3.65a)

Rpp,uv = −µpwRpp,vv (3.65b)

Vp = 0 (3.65c)

Rpp,wv = 0 (3.65d)

Sppp,uuv = −2µpwSppp,uvv − µ2
pwSppp,vvv (3.65e)

Sppp,vvv = − 4√
2π

1− epw√
epw

[Rpp,vv]
3/2 (3.65f)

Sppp,wwv = 0 (3.65g)

L’extension de ces conditions aux limites eulériennes dansle cadre d’interactions particule-paroi faisant
intervenir la rugosité est actuellement étudié dans le groupe EEC et a permis d’obtenir des résultats satisfai-
sants (Konan et al. [2006], Konan [2007]). La prédiction d’écoulement en présence de paroi rugueuse par
une approche eulérienne reste tout de même moins précise qu’avec l’utilisation d’approche lagrangienne.

3.3.3.2 Conditions de symétrie

Dans le cas du canal plan du chapitre 6 il est possible de réduire le domaine de calcul en utilisant les
symétries de l’écoulement. Il existe ainsi au centre du canal un plan de symétrie qui permet d’imposer des
conditions aux limites sur la valeur ou la dérivée des moments :

1. Les momentsnp, Up, Rpp,uu, Rpp,vv etRpp,ww sont symétriques par rapport au plan médian ce qui
permet d’imposer que leur dérivée soit nulle au centre du canal,

2. Les momentsVp etRpp,vv sont anti-symétriques par rapport au plan médian et donc leur valeur au
centre du canal est nulle.

3.4 Considérations numériques

3.4.1 Discrétisation temporelle

L’avancement dans le temps du système constitué des équations eulériennes d’évolution des moments re-
présentatifs du système (np, U ,R) est effectué par une résolution successive des équations.La méthodologie
de résolution du système d’équations eulériennes est baséesur l’algorithme du code MELODIF développé
par Electricité De France pour des problèmes de dimensionnement des extracteurs de chaleur dans les cen-
trales nucléaires. Les contraintes de Reynolds du fluide y sont données par une simulation fluide effectuée
en parallèle de la simulation de la phase particulaire.

3.4.1.1 Résolution des équations de transport des contraintes fluide-particule

Les premières équations résolues sont celles des contraintes fluide-particule. Cette résolution est effectuée
de manière implicite excepté pour les termes de production.La discrétisation en temps de ces équations se
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fait selon le schéma :
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fp,ij −R

(n)
fp,ij

δt
=

1

n
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(3.66)
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3.4.1.2 Calcul d’un estimateur des contraintes particulaires

Le problème des termes de production se posent aussi pour ceséquations, et on choisit donc de calculer
un estimateur en explicitant ces termes. Cet estimateur sera ensuite corrigé en fonction des valeurs calculées
en fin de pas de temps pour les vitesses. L’estimateurR̂pp,ij est calculé par :

R̂pp,ij −R(n)
pp,ij
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(3.67)
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3.4.1.3 Résolution des équations de transport des vitessesmoyennes

Les trois composantes de la vitesse moyenne ne peuvent être traitées de manière identique du fait que
la vitesseUv

p intervient dans l’équation de continuité (3.16). La discrétisation en temps suivante concerne
donc les variablesUp etWp. Le terme de dispersion turbulente est traitée semi-implicitement,en ce sens
que les corrélationsRpp,ij sont décomposées en deux termes : l’estimateur et la partie implicite du terme de
production qui n’avait pas été prise en compte lors du calculde celui-ci. Cela donne :
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(n)
p

∂

∂y

[
n(n)

p R̂pp,iy − n(n)
p νt,(n)

p

] ∂
∂y

[
U

(n+1)
p,i − U (n)

p,i

]

− 1

τF
fp

[
U

(n+1)
p,i − U (n+1)

f,i − V (n)
d,i

]
(3.68)

avecνt
p qui est déduit de la différence entre estimateur et valeur réelle en fin de pas de temps pourR

pp
(voir

le paragraphe "correction des estimateurs"),

νt
p =

Rpp,vv

1
δt + 2

τF
fp

(
+σc

τc
p

)

3.4.1.4 Résolution couplée de la densité et de la vitesse normale

Comme dit au paragraphe précédent, les équations gouvernant αp etVp font apparaître un couplage entre
ces deux grandeurs. Ceci devient évident lorsque les deux équations sont écrites sous la forme :

∂np

∂t
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∂y
[npVp] (3.69a)

∂Vp
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)
(3.69b)
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Ces équations sont résolues en faisant une estimation deVp qui est réinjectée dans l’équation de continuité
avec des termes implicites qui rendent compte de la dépendance suivantnp de l’équation surVp. Si on
implicite totalement l’équation de continuité on obtient :

n
(n+1)
p − n(n)

p
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= − ∂
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[
n(n+1)

p V (n+1)
p

]

On décompose alors le terme de droite selon :
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Du fait des deux incréments le dernier terme est négligeableà l’ordre 1 en temps. On a donc décomposé
le terme de flux en une convection s’effectuant à la vitesseUv(n)

p (premier terme) plus un terme de dérive
rendant compte de l’instationnarité du système couplé (deuxième terme). Ce dernier terme est évalué de
manière semi-implicite ennp en utilisant (3.69) :

[
1

δt
+

1

τF
fp

](
V (n+1)

p − V (n)
p

)
= − 1

n
(n)
p

∂

∂y

[
n(n+1)

p R̂pp,vv

]
(3.71)

− 1

τF
fp

(
V (n)

p + τ t
f@pR

(n+1)
fp,vv

1

n
(n)
p

∂n
(n+1)
p

∂y
+ τ t

f@p

∂

∂y

[
R

(n+1)
fp,vv −R

(n+1)
fp,vv

])

On introduit alorsdt∗ comme pas de temps fictif (qui dépend de plus de l’endroit du calcul via τF
fp)
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]−1

L’équation devient donc pournp :
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On calcule ensuite la vitesse en fin de pas de temps avec (3.71).

3.4.1.5 Correction des estimateurs des contraintes cinétiques

Une idée de la correction à apporter aux estimateurs est donnée en soustrayant l’équation (3.67) à la même
équation prise en implicite. On obtient alors :
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3.4.2 Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale des équations est effectuée à l’aide de schémas de type volumes-finis centrés
d’ordre 2 pour lequel une décomposition LU permet de résoudre le système par double pivot de Gauss. Ces
schémas, bien que d’ordre peu élevé, sont néanmoins très robustes et donnent des résultats très satisfaisants.
L’utilisation conjointe de schémas d’ordre 2 sur deux maillages décalés (cf. chapitres 5 et 6) permettant une
approximation précise des termes de flux s’avère être la méthode la plus robuste de résolution du système
d’équations eulériennes (résolution assez raide par ailleurs).

3.5 Limites de validité d’un modèle eulérien

La validité d’un modèle eulérien dépend de la précision des fermetures supplémentaires effectuées pour
fermer le système d’équations eulériennes découlant de l’équation de la pdf. Les inconsistances peuvent
donc provenir de plusieurs termes :

– En ce qui concerne la prédiction des moments de la phase particulaire les fermeture concernent :

1. l’approximation des termes de traînée. L’approximationlinéaire présentée ici n’est valable que
pour des nombres de Reynolds particulaires faibles. Des fermetures précises de ces termes peuvent
aussi être fournies dans le cas d’un fort glissement entre les deux phases (cf. chapitre 6), mais
de légères inconsistances peuvent apparaître dans un écoulement où la différence des vitesses
moyennes est importante dans une grande partie de l’écoulement mais faible (voire nulle) sur une
zone localisée, notamment dans la prédiction du temps caractéristique de traînéeτF

fp associé à la
vitesse moyenne (cf. chapitre 6). Cette inconsistance ne fait pas partie des défauts majeurs des
fermetures eulériennes.

2. la fermeture des termes de collision. Les formes obtenuesavec les fermetures de type chaos fluido-
particulaire ou aux vitesse corrélées ont prouvé leur efficacité. Le point difficile réside alors dans
la prédiction à partir des moments du système du temps caractéristique de collisionτ c

p . Une petite
étude au§ 2.5.3 fait un pas dans le sens d’une meilleure prédiction, mais cette étude reste à étendre
aux écoulements où les corrélations fluide-particules jouent un rôle important. La fermeture des
termes de collision reste néanmoins très précise dans la majorité des écoulements gaz-solides.

3. la fermeture des corrélations triples. Cette fermeture est la principale cause d’inconsistance des
modèles eulériens. De nombreuses hypothèses sont émises afin d’obtenir une forme exploitable
des corrélations triples. Les prédictions de ces modèles peuvent d’ailleurs être considérées comme
bonnes (cf. chapitre 6) au vu de la complexité du problème posé. Il semblerait (Sakiz [1999]) que
la principale source d’inconsistance est la modélisation des corrélations quadruples en utilisant
une formule de Milan-Tchekov valable pour des pdfs gaussiennes. L’inconsistance des modèles
eulériens se trouve donc être la conséquence d’une mauvaisemodélisation des corrélations qua-
druples ! Malheureusement actuellement aucun modèle simple de pdf ne permet une meilleure ap-
proximation que la formule de Milan-Tchekov. Cette limitation apparaît donc aujourd’hui comme
une limitation intrinsèque des modèles eulériens.

4. enfin, les inconsistances au niveau de la prédiction des moments particulaires peuvent être la
conséquence, par l’intermédiaire des termes de traînée, d’une mauvaise prédiction des corrélations
entre le mouvement turbulent et le mouvement d’agitation particulaire.

– La prédiction des corrélations entre les mouvements fluctuants des deux phases est donc aussi d’une
grande importance. Les sources possibles d’inconsistances sont encore nombreuses :
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1. la modélisation du terme de dispersion turbulente est effectuée afin d’obtenir une expression iden-
tique à la fermeture de Launder and Sharma [1974] dans le cas limite des particules fluides,

2. Les termes de traînée sont modélisés à l’aide des mêmes hypothèses que précédemment,

3. les termes provenant de modélisation par une équation de Langevin de la vitesse du fluide vu sont
a priori les termes présentant le plus de risques d’inconsistance. le tenseurA notamment, qui a été
introduit pour prendre en compte une partie des corrélations temporelles et spatiales induites par
la turbulence, apparaît dans les équations de transport de la vitesse de dérive et des corrélations
fluide-particules. Une modélisation unique du tenseurA sera-t-elle suffisante pour obtenir une
bonne prédiction simultanée de la vitesse de dérive et des corrélations fluide-particule ?

Les limites de validité pour un modèle eulérien sont donc lesconséquences de multiples limitations d’une
multitude de fermetures. Il serait dès lors déraisonnable de fixer une limite précise au domaine de validité
de tel ou tel modèle eulérien. En l’absence de turbulence néanmoins, les sources possibles d’inconsistances
sont moins nombreuses et il ressort des travaux de Sakiz [1999] que l’hypothèse la plus rapidement mise en
défaut est l’hypothèse d’une pdf gaussienne permettant la fermeture des corrélations triples à l’aide d’une
formule de Milan-Tchekov pour la modélisation des corrélations quadruples.
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formalisme adopté.
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Si l’approche lagrangienne stochastique permet une meilleure prise en compte de phénomènes physiques
complexes tels que les rebonds sur paroi "réalistes" (avec des modélisations incluant par exemple le frot-
tement, la rugosité ou le dépôt) ou les effets de polydispersion, celle-ci se fait au dépend du coût de la
simulation numérique. Les statistiques réalisées afin d’obtenir les moments de l’écoulement demandent en
effet un nombre important de particules numériques, spécialement dans les écoulements fortement inhomo-
gènes ou instationnaires (c’est-à-dire pour la plupart desécoulements réels).

L’approche eulérienne quant à elle bénéficie de la présence d’outils numériques performants pour la ré-
solution du système d’équations gouvernant l’évolution des premiers moments du système. L’utilisation de
méthodes de différences finies, volume finis ou éléments finispermet une résolution précise et peu coûteuse
du système eulérien. Le défaut majeur de telles approches réside donc dans les approximations et hypothèses
qu’il est nécessaire d’effectuer pour obtenir un système eulérien fermé. Ces hypothèses, qui reposent soit
sur des concepts d’équilibre soit sur des comportements de référence, peuvent être mises en défaut dans
certaines parties de l’écoulement (voire dans tout l’écoulement pour les cas les plus extrêmes). Toutes les
inconnues (les premiers moments de l’écoulement) étant reliées aux autres par les équations du système,
une erreur dans la prédiction d’un des moments peut se répercuter sur les autres moments. Les phénomènes
de dispersion par la turbulence ou par le mouvement d’agitation particulaire peuvent de plus "transporter"
cette erreur dans d’autres zones de l’écoulement, éventuellement les zones où les hypothèses de fermeture
eulériennes sont en théorie correctes. Le système d’équations eulériennes peut donc, dans certains cas, ne
pas permettre une prédiction fidèle de l’écoulement.

approche lagrangienne stochastiqueapproche eulérienne

principe de résolu-
tion

résolution approchée de l’équation
exacte de la pdf

résolution exacte d’équations appro-
chées dérivées de l’équation de la pdf

prise en compte
des phénomènes
physiques

aisée, au niveau de la particule complexe, nécessite des hypothèses
de fermeture et des approximations

qualité de la prédic-
tion de l’écoulement

très bonne dans l’ensemble de
l’écoulement

bonne dans les zones "en équilibre"
et dégradée dans les zones "hors-
équilibre"

précision de la réso-
lution

mauvaise à cause des fluctuations
statistiques

très bonne (schémas numériques
classiques)

Les deux approches apparaissent donc comme complémentaires dans leurs avantages et inconvénients.
Alors qu’une approche est plus fidèle à la physique, l’autre est moins coûteuse en temps de calcul et plus
simple à discrétiser. Une méthode hybride couplant ces deuxapproches pourrait donc profiter :

– de l’acuité des prédictions de l’approche particulaire dans les zones où les phénomènes physiques les
plus complexes ont lieu,

– du coût numérique réduit de l’approche eulérienne dans leszones de l’écoulement où les fermetures
sont justifiées.

Le coût numérique global serait donc abaissé d’un facteur dépendant du rapport de volume simulé en lagran-
gien sur le volume global de l’écoulement et du coût de la procédure de couplage. La résolution du système
d’équations eulériennes, même sur des maillages très raffinés, est en effet négligeable en comparaison du
coût numérique d’une simulation lagrangienne stochastique. Réduire l’extension du domaine lagrangien ré-
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duit donc presque d’autant le coût de la simulation (le coût de la procédure de couplage est elle aussi très
faible en comparaison de la simulation lagrangienne stochastique).

Le problème principal lors du développement d’une méthode hybride couplant deux approches aux for-
malismes différents réside dans l’échange d’informationsentre les deux approches. Le couplage doit être
assuré par cet échange d’informations tel que les résultatsde chaque approche viennent influencer les résul-
tats de l’autre. Nous proposons ici les premiers pas en direction d’un couplage entre approches lagrangienne
stochastique et eulérienne dans les écoulements gaz-particules. C’est pourquoi l’accent est particulièrement
mis sur les échanges d’informations nécessaires entre les deux approches, et les questions concernant la
décomposition en sous-domaines ne seront que partiellement abordées. Cette décomposition devra être étu-
diée plus amplement pour une transposition de la méthode hybride à des écoulements plus complexes (i.e.
écoulements de dimension 2 ou 3 et/ou écoulements instationnaires).
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4.1 Stratégies de couplage proposées dans la littérature

4.1.1 Décomposition de domaines

Les méthodes de décomposition de domaines connaissent un regain d’intérêt motivé par les développe-
ments du calcul parallèle et de méthodes pour la résolution de problèmes présentants de multiples échelles.

La décomposition de domaines est par exemple utilisée dans la résolution par calculs parallèles des sys-
tèmes linéaires de grandes tailles issus de la discrétisation par éléments finis, différences finies ou volumes
finis des équations décrivant l’élasticité ou la mécanique des fluides. Il est alors effectué un découpage du
domaine spatial global de l’écoulementΩ, chaque sous-domaine interagissant avec ses voisins suivant diffé-
rentes méthodes de couplage, la plus connue étant la méthodealternée de Schwarz (Lions [1987, 1988,
1989]). Cette décomposition de domaines ne fait pas intervenir différentes approches car chaque sous-
domaine est résolu de manière identique à ses voisins. Le butici recherché est l’utilisation maximale du
calcul parallèle.

D’autres méthodes de décomposition de domaines sont utilisées pour le calcul de problèmes présentants
de multiples échelles. La décomposition de domaine est alors généralement imposée dans l’espace des
phases (ou non plus au niveau spatial, même si la variable d’espace peut être considérée comme une va-
riable de l’espace des phases). Ainsi, Muradoglu et al. [1999] dissocient le traitement des effets convectifs
et des effets chimiques dans leur résolution des écoulements réactifs turbulents. Ils séparent ainsi l’espace
des phases en deux sous-domaines qui sont d’une part l’espace des phases associé aux variables positions
et vitesses des particules, et d’autre part l’espace des phases associé à la composition chimique de l’écoule-
ment. L’écoulement est alors résolu par deux approches différentes dans les deux sous-espaces des phases
(par une discrétisation volume-finis des équations eulériennes de transport et par une méthode particulaire
pour la composition). Il est aussi possible d’effectuer unedécomposition en sous-domaines pour l’espace
des phases associées aux variables de transport. Crouseilles et al. [2004] décompose ainsi l’espace des vi-
tesses des particules d’un gaz entre le mouvement des particules "thermiques" (particules lentes) résolu par
une approche fluide et le mouvement des particules rapides résolu par une méthode particulaire.

La méthode développée dans cette thèse est un mélange des deux approches précédentes. La décomposi-
tion de domaines est en effet utilisée dans le domaine spatial, mais deux approches différentes sont utilisées
dans les deux sous-domaines. Cette méthode s’inspire de travaux antérieurs dans des problèmes similaires,
en particulier dans le couplage des équations de Boltzmann et de Navier-Stokes (Qiu [1992], Bourgat et al.
[1994], Schneider [1996], Le Tallec and Mallinger [1997], Schwartzentruber and Boyd [2006]). Ce type de
méthodes, que nous appellerons par la suite méthodes hybrides, a été récemment développée dans de nom-
breuses applications comme les écoulements micro- et nano-fluidiques (O’Connell and Thompson [1995],
Nie et al. [2004], Werder et al. [2005]).

Dans sa plus grande généralité l’écoulement gaz-particules est défini dans un domaine spatial global
notéΩ. Ce domaine est alors décomposé en deux sous-domaines : le domaine eulérienΩeul et le domaine
lagrangienΩlag où l’écoulement est respectivement résolu suivant l’approche eulérienne et l’approche la-
grangienne. La réunion des deux sous-domaines est égale au domaine global et il doit exister au moins une
frontière commune au deux sous-domaines ce qui se traduit par les conditions mathématiques :

Ω = Ωeul ∪Ωlag (4.1a)

Ωeul ∩ Ωlag 6= ∅ (4.1b)

Seuls des cas où les deux sous-domaines sont compacts, c’est-à-dire en une seule partie, sont considérés.
Il existe ainsi deux configurations de découpage géométrique du domaine global :
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– couplage avec recouvrement où l’intersection des deux sous-domaines est lui-même un espace de même
dimension que les deux sous-domaines.

– couplage sans recouvrement où l’intersection des deux sous-domaines est un hyperplan (ou surface) de
l’espace global. Les deux sous-domaines sont alors séparéspar une interface appeléeΓ dont le vecteur
normaln(xΓ) est par définition dirigé deΩlag versΩeul (avecxΓ ∈ Γ).

Dans le cadre de la thèse ne seront considérées que les géométries de couplage avec sous-domaines fixes,
c’est-à-dire dont l’extension spatiale ne varie pas au cours du temps. La contrainte de sous-domaines fixes
est dictée par un soucis de clarté. Nous recherchons les solutions d’écoulements gaz-solides pour lesquels
il n’est pas indispensable d’adapter la décomposition à un changement de physique du problème. C’est
pourquoi les deux sous-domaines resteront inchangés au cours de nos simulations.

4.1.2 Méthode de couplage avec recouvrement total

On parle de recouvrement total lorsque le domaine de l’approche continue englobe totalement le domaine
cinétique,i.e.Ωeul∩Ωlag = Ωlag (ouΩeul = Ω). Ce type de méthode est utilisé lorsque l’approche continue
est valide à travers tout le domaine de calcul mais ne permet pas une bonne prise en compte des condi-
tions aux limites. Cette approche a notamment été développée dans le couplage des équations d’Euler et de
Boltzmann pour le calcul de l’écoulement autour d’un véhicule en rentrée atmosphérique (Qiu [1992]), dans
un couplage des versions conservative et non-conservativedes équations de Navier-Stokes et un couplage
Navier-Stokes/Boltzmann (Tidriri [1992]).

Cette approche est très séduisante dans les cas où la difficulté de prise en compte de la physique se situe
au niveau des conditions aux limites. Dans le cas du couplageNavier-Stokes/Boltzmann (Tidriri [1992]),
la résolution de l’écoulement par des méthodes de Monte-Carlo dans le domaine "local" (Ωlag) permet de
dériver des conditions aux limites de glissement pour les équations de Navier-Stokes qui peuvent être appli-
quées aux frontières du domaine entier (ici directement surla surface du corps plongé dans l’écoulement).
Il est ainsi possible de calculer par la simulation locale laforce de frottement ainsi que le flux de chaleur
sur l’obstacle. Ces conditions sont alors imposées au calcul Navier-Stokes en lieu et place de la condition
d’adhérence (qui introduit usuellement des problèmes de résolution).

Ce type d’approche échoue néanmoins pour des écoulements oùla validité de l’approche continue n’est
pas assurée dans tout le domaineΩ. Il est en effet nécessaire d’émettre certaines hypothèsespour obte-
nir la fermeture du système d’équations de l’approche continue. Par exemple par une fermeture BGK de
l’opérateur de collision (cf§ 2.5.2.1) pour obtenir les équations de Navier-Stokes, ou encore les fermetures
supplémentaires eulériennes présentées au§ 3.2.5. Si ces dernières sont mises en défaut les conditions aux
limites calculées par une simulation "locale" ne suffisent pas à assurer une bonne prédiction de l’écoulement
par l’approche continue dans tout le domaine. Il est alors nécessaire de restreindre l’extension spatiale du
domaine de simulation de l’approche continue.

4.1.3 Méthode de couplage avec recouvrement partiel

Lorsque l’approche continue n’est plus valable dans tout ledomaine il est alors indispensable de res-
treindre le domaine eulérien à son domaine de validité. La configuration la plus classique est alors une
situation où les deux sous-domaines se recouvrent, c’est-à-dire qu’une partie de chaque sous-domaine est
commune avec l’autre, comme dans la figure 4.1 où la zone de recouvrement est hachurée. Les conditions
aux limites imposées aux deux sous-domaines ne sont pas co-localisées mais sur deux surfaces distinctes que
nous appelleronsΓlag et Γeul et qui désignent respectivement la frontière intérieure dudomaine lagrangien



98 4 - MÉTHODE HYBRIDE EULÉRIENNE-LAGRANGIENNE

et du domaine eulérien. on entend par frontière intérieure la frontière du domaine qui n’est pas commune
avec la frontière du domaine global∂Ω (cf. figure 4.1).

Ω
∂Ω

Γlag

Γeul

Ωlag

Ωeul

FIG. 4.1 –

Cette décomposition de domaines est directement issue de l’étude de la méthode alternée de Schwarz.
Celle-ci fut développée pour les équations de convection-diffusion avec conditions aux limites de type Diri-
chlet sur les bords du domaine global. Prenons pour exemple le problème mono-dimensionnel :

vφ′ − νφ′′ = 0 sur ]0, 1[ (4.2a)

φ(0) = a (4.2b)

φ(1) = b (4.2c)

et décomposons le domaine]0, 1[ en deux sous-domaines]0, h1[ et]h2, 1[ avech2 ≤ h1. La méthode alternée
de Schwarz consiste à remplacer le problème (4.2) par l’algorithme suivant :

1. trouverφ2 sur]h2, 1[ telle que

vφ
(n)′

2 − νφ(n)′′

2 = 0 sur ]h2, 1[ (4.3a)

φ
(n)
2 (h2) = θ2φ

(n−1)
1 (h2) + (1− θ2)φ(n−1)

2 (h2) (4.3b)

φ
(n)
2 (1) = b (4.3c)

2. trouverφ1 sur]0, h1[ telle que

vφ
(n)′

1 − νφ(n)′′

1 = 0 sur ]0, h1[ (4.4a)

φ
(n)
1 (0) = a (4.4b)

φ
(n)
1 (h1) = θ1φ

(n)
2 (h1) + (1− θ1)φ(n−1)

1 (h1) (4.4c)

Dans cette configuration il est possible de démontrer qu’il n’y a pas convergence de l’algorithme dans le
cas sans recouvrement (h2 = h1 et avec0 ≤ θ1, θ2 ≤ 2) et que cette méthode converge toujours sih2 < h1

(Tidriri [1992]). Il est possible de montrer qu’une convergence optimale peut être obtenue sous condition
qu’une des conditions ne soit pas relaxée (θ1 = 1 ou θ1 = 2). Dans ce cas la convergence optimale est
obtenue pour une condition à la limite du deuxième problème sur-relaxée, une valeur précise permettant la
convergence de l’algorithme en une itération (Tidriri [1992]). C’est pourquoi la méthode avec recouvrement
partiel a été abondamment utilisée.

Les résultats obtenus dans le cas simple présenté au-dessusne sont pas directement généralisables au
couplage des deux systèmes d’équations qu’il s’agit de coupler ici. Premièrement, l’équation d’évolution
de la pdf de notre système ne présente pas les mêmes propriétés que l’équation de convection-diffusion
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stationnaire du système (4.2). Deuxièmement, les conditions aux limites (sur les bords du domaine global)
associées à nos problèmes font intervenir à la fois des conditions de type Dirichlet et de type Neuman.
L’étude précédente ne peut donc être menée pour obtenir des conditions de convergence de l’algorithme de
couplage ou des conditions de relaxation des conditions auxlimites pour une convergence optimale.

4.1.4 Méthode de couplage sans recouvrement

Les résultats du paragraphe précédent concernant la non-convergence de la méthode alternée dans le cas
de non-recouvrement ne sont pas non plus généralisables à nos écoulements. De plus, imposer des conditions
de type Dirichlet sur les deux facesΓlag et Γeul ne semble pas être la meilleure méthodologie de couplage
des deux approches (en particulier en ce qui concerne l’approche particulaire). C’est pourquoi les cas sans
recouvrement sont aussi à considérer. La frontière intérieure des domaines lagrangien et eulérien est alors
confondue et on utilise alors une notation condenséeΓ représentant les deux frontières :

Γlag = Γeul = Γ (4.5)

Les méthodes sans recouvrement de domaines ont été utilisées dans le développement de méthodes de
couplage des équations de Boltzmann et des équations de Navier-Stokes ou Euler. Le Tallec and Mallinger
[1997] et Tiwari [1998] développent ainsi des méthodologies de couplage basées sur une étude précise des
flux cinétiques à travers une face unique de couplage. Les deux sous-domaines sont pris distincts l’un de
l’autre comme dans la figure 4.2. Les deux sous-domaines sontalors séparés par une interface appeléeΓ,
prise par définition dirigée par le vecteur normaln(xΓ) dirigé deΩlag versΩeul

Γ

Ω

Ωlag

Ωeul

n

FIG. 4.2 – Configuration sans recouvrement

Les conditions aux limites imposées aux deux approches sontdonc localisées sur la même surface, ce
qui permet de limiter le coût du couplage (les informations sur les conditions aux limites d’une approche
pouvant être reprises par l’autre approche et le domaine cinétique étant plus petit). Qiu [1992] effectue dans
le cas d’un couplage des équations d’Euler et de Boltzmann par demi-flux des couplages avec et sans recou-
vrement. Dans les deux cas, les nombres d’itérations à convergence sont voisins, et si le raccordement est
légèrement moins bon sans recouvrement, les temps d’exécutions sont plus faible car le domaine cinétique
est réduit par rapport au cas avec recouvrement.

4.1.5 Extension spatiale des sous-domaines

La question de l’extension spatiale des sous-domaines est liée aux domaines de validité des deux ap-
proches, en particulier de l’approche continue qui possèdeun domaine de validité plus restreint. La dé-
composition du domaine s’effectue donc par une reconnaissance des zones de l’écoulement où l’approche
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eulérienne est valide. La reconnaissance de ces zones est intimement liée à l’évaluation de l’écart de la pdf
de l’écoulement à la pdf d’équilibre de référence de l’approche eulérienne (définie comme la pdf satisfaisant
à toutes les hypothèses de fermeture émises lors de la dérivation de l’approche continue).

Les hypothèses de fermeture sont néanmoins nombreuses (cf.§ 3.5) et chacune peut être mise en défaut
dans une zone différente de l’écoulement. Deux fermetures peuvent être tout de même incriminées comme
principales sources des inconsistances de l’approche eulérienne :

– La première à trait à la modélisation de la vitesse du fluide vu par une équation de Langevin. Le tenseur
A est en partie responsable de la prédiction de la vitesse de dérive et des corrélations fluide-particules.
Une modélisation inadéquate de ce tenseur entraînera donc une mauvaise prédictions des corrélations
entre le mouvement d’agitation des deux phases et, par l’intermédiaire de la traînée, des moments de la
phase particulaire.

– la deuxième est la fermeture des corrélations triples (ou plutôt des termes de dispersion du mouvement
d’agitation particulaire par lui-même), et en particulierl’hypothèse de pdf gaussienne nécessaire à la
modélisation des corrélations quadruples. En l’absence d’effet de la turbulence sur la phase particulaire,
Sakiz [1999] a montré que cette modélisation est la source principale d’inconsistance des modèles
eulériens.

L’obtention de critères (ou d’un critère unique) sur la validité d’une approche eulérienne en fonction des
observations précédentes est un travail théorique qui n’a pas été effectué. De tels critères permettraient
cependant une décomposition automatique des sous-domaines qui améliorerait l’efficacité de la méthode
hybride.

Le temps de calcul lors d’une simulation est en très grande partie (> 90%) utilisé pour la résolution
lagrangienne stochastique. La réduction de l’extension dudomaine lagrangien s’accompagne donc d’une
réduction pratiquement équivalente du temps de calcul global de la simulation. L’utilisation d’un critère
(comme lors de l’utilisation d’un critère CFL) permettraitde déterminer avec précision quelles zones se-
raient correctement prédites par l’approche eulérienne etdonc abaisserait le temps de calcul global.

4.2 Principes de la méthode hybride eulérienne lagrangienne

4.2.1 Notations

Pour des raisons de clarté les notations utilisées par la suite pour expliquer la méthodologie de couplage
sont ici définies (ou rappelées). Lorsque les abréviations "lag" et "eul" sont utilisées en indice elles dénotent
l’appartenance respective au domaine lagrangien et eulérien. AinsiΓlag etΓeul désignent respectivement les
frontières intérieures du domaine lagrangien et eulérien.Lorsque la frontière intérieure n’est pas spécifiée,
ou dans le cas du couplage sans recouvrement, la notationΓ sera utilisée. L’utilisation des abréviations
"lag" et "eul" en exposant d’une variable dénote la prédiction de cette variable par l’approche concernée.
Par exemplêf eul

fp désigne la pdf estimée par l’approche eulérienne et< Ψ >lag
p désigne la valeur du moment

< Ψ >p calculé par la simulation lagrangienne.

Par définition les surfaces de couplage sont orientées par levecteur normaln dirigé du domaine lagrangien
vers le domaine eulérien.

Pour toute fonction des vitessesΨ(cf , cp), le flux deΨ au travers la surfaceΓ est défini par la quantité :

FΓ(Ψ, xΓ, t) =

∫
(cp.n)Ψ(cf , cp)ffp(cf , cp, xΓ, t)dcfdcp (4.6)
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Ce flux cinétique peut ensuite se décomposer en deux demi-fluxreprésentant chacun l’influence des sous-
ensemble de particules ayant une vitesse normale à la frontière Γ positive ou négative.Par convention
nous appellerons demi-flux sortantsF+

Γ les flux de propriétés transportés par les particules ayant une
vitesse normale à la faceΓ positive. Les demi-flux incidents (ou entrants)F−

Γ sont alors le résultat du
transport de propriétés par les particules de vitesse normale négative:

F+
Γ (Ψ, xΓ, t) =

∫

cp.n>0
(cp.n)Ψ(cf , cp)ffp(cf , cp, xΓ, t)dcfdcp (4.7a)

F−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

∫

cp.n<0
(cp.n)Ψ(cf , cp)ffp(cf , cp, xΓ, t)dcfdcp (4.7b)

FΓ(Ψ, xΓ, t) = F+
Γ (Ψ, xΓ, t) + F−

Γ (Ψ, xΓ, t) (4.7c)

4.2.2 Généralités

Le couplage entre approche lagrangienne et approche eulérienne est basé sur la description probabiliste
de l’écoulement à l’aide de la pdf jointe à une particuleffp. Cette base commune permet un échange d’in-
formations entre les deux approches à partir d’une décomposition cinétique des flux au travers de la surface
de couplageΓ (ouΓlag etΓeul dans le cas du recouvrement partiel).

L’équation d’évolution de la pdf jointe à une particule (2.92) est une équation hyperbolique. Des condi-
tions aux limites bien posées à la frontière∂Ωlag deΩlag nécessitent donc d’imposer les valeurs correspon-
dantes aux caractéristiques entrantes le long de cette frontière. Cette frontière étant composée d’une partie
commune avec le domaine global et d’une partie à l’intérieurde ce dernier, la solution dans le domaine
lagrangien est donc imposée :

– d’une part par la donnée de la pdf des particules incidentessur∂Ωlag
⋂
∂Ω. Cette donnée est obtenue

par des conditions de symétrie ou par la pdf des particules rebondissant sur les obstacles.
– d’autre part par la donnée de la pdf des particules incidentes surΓlag. C’est à travers cette pdf incidente

que le couplage de l’eulérien vers le lagrangien est réalisé. Ces particules incidentes dans le domaine
lagrangien étant des particules sortantes du domaine eulérien, la condition à la limite de couplage de
l’eulérien vers le lagrangien s’écrit∀(xΓlag

∈ Γlag, t) :

∀cp.n < 0, f̂ lag
fp (cf , cp, xΓlag

, t) = f̂ eul
fp (cf , cp, xΓlag

, t) (4.8)

qui est néanmoins une condition de couplage théorique car l’information disponible à partir du modèle
eulérien ne permet pas de caractériser complètement la pdff̂ eul

fp . Cette condition est intégrée dans la
méthodologie de couplage pour les premiers moments qui lui sont associés,i.e. par la prise en compte
des demi-fluxFeul−

Γlag
(Ψ, xΓlag

, t) pour les premiers moments de l’écoulement. Le couplage est donc
effectué par génération de particules numériques à la frontièreΓlag permettant de représenter (??) pour
Ψ = {1; cf,i; cp,i; c

′′
f,ic

′′
f,j; c

′′
f,ic

′′
p,j; c

′′
p,ic

′′
p,j}. Ce processus est dénommé "injection de particules numé-

riques dans le domaine lagrangienΩlag". L’injection est effectuée par un tirage aléatoire des propriétés
des particules numériques incidentes au domaine lagrangien. Il est alors nécessaire de se donner la
loi de probabilité de ce tirage. Malheureusement la connaissance exacte de cette loi nécessiterait la
connaissance des demi-fluxFeul−

Γlag
pour tous les variablesΨ. Le modèle eulérien ne pouvant fournir

toutes ces informations, il est alors nécessaire d’émettreune hypothèse sur la forme de la pdf de flux.
Les conditions aux limites à imposer au domaine eulérien sont elles aussi doubles :
– sur la frontière commune avec le domaine global∂Ωeul

⋂
∂Ω les conditions seront toujours de type

symétrie. La méthode hybride permet en effet d’éviter le traitement de conditions aux limites sur les
frontières d’éventuels obstacles, puisque celles-ci sonttraitées par l’approche lagrangienne.
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– les conditions aux limites sur la frontièreΓeul sont les conditions de couplage avec le modèle lagran-
gien. Compte-tenu des fermetures eulériennes additionnelles (correspondant notamment au transport
diffusif), le système eulérien n’est pas un système hyperbolique. Le couplage du lagrangien vers l’eu-
lérien s’effectue donc par des conditions aux limites classiques de systèmes eulériens :

1. dans les cas sans recouvrement des conditions de type flux sur toutes les variables résolues sont
préférées. On impose ainsi pour toutes les variablesΨ calculées dans le domaine eulérien et sur
toute la surface de couplage (∀(xΓeul

∈ Γeul, t)) les flux :

FΓeul
(Ψ, xΓeul

, t) (4.9)

Les demi-flux associés aux particules incidentes dans le domaine lagrangien étant déjà connus, il
est alors seulement nécessaire de calculer dans la simulation lagrangienne les demi-flux sortant
du domaine pour les différentes variables (cf.§ 4.5). Ce type de conditions assurent la continuité
des flux lors du couplage, mais pas celle des variables (notamment en ce qui concerne la densité
de particules).

2. dans les cas de recouvrements partiels, les conditions detype flux peuvent être avantageusement
remplacées par des conditions de Dirichlet pour assurer la continuité des variables lors du proces-
sus de couplage. Afin d’éviter que les valeurs imposées commeconditions aux limites à la face
Γeul ne soient extrapolées (avec tous les risques inhérents à uneextrapolation), il convient alors de
placer cette frontière suffisamment à l’intérieur du domaine lagrangien. On impose alors comme
condition de couplage sur toute la face (∀(xΓeul

∈ Γeul, t)) :

< Ψ >p (xΓeul
, t) =< Ψ >lag

p (xΓeul
, t) (4.10)

4.2.3 Cas des situations à transport diffusif négligeable

Les situations où le transport diffusif est négligeable sont caractérisées par des corrélations triples né-
gligeables, et seront ici assimilées aux zones homogènes del’écoulement. Il est alors possible de baser la
méthodologie de couplage sur une représentation de l’écoulement, dans le domaine eulérien, par une pdf
jointe fluide-particule présumée et par une couplage sans recouvrement (Pialat et al. [2007]). Les surfaces
Γlag etΓeul sont alors confondues et on les noteraΓ.

4.2.3.1 Conditions aux limites pour le calcul lagrangien

Du fait de la nullité des corrélations triples, une pdf présumée valide à l’ordre deux permet d’obtenir exac-
tement les valeurs des demi-fluxFeul−

Γ (Ψ, xΓ, t) observées dans l’écoulement. Le choix de la pdf présumée
s’est porté sur l’extension de la pdf de Richman aux écoulements gaz-particules (cf. Annexe). Première-
ment, les moments issus du calcul eulérien sont projetés surla face de couplageΓ. En notant< Ψ >eul

Γ ces
moments, le modèle de pdf valable à l’ordre 2 que nous avons choisi s’écrit (cf. Annexe) :

f eul
fp (x, c, t) =

neul
p,Γ(x, t)

√
8π3det(Reul

Γ
)

exp

(
−1

2
tc′′.R−1,eul

Γ
c′′
)

(4.11)

qui se révèle être un modèle extrêmement fiable dans les écoulements homogènes cisaillés (cf. chapitre
5). Cette forme de pdf (qui est définie sur tout l’espace des vitesses) prédit correctement non seulement les
moments à la face de couplage, mais aussi les demi-flux incidents observées dans un écoulement homogène.
C’est pour cette dernière propriété qu’elle fut construite.
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La méthode de réjection exposée au§ 4.3.5 est alors utilisée pour injecter les particules suivant la pdf de
demi-flux incident dans le domaine lagrangien issue de cettepdf (g−p (x, c, t) =| cp.n | f eul

fp (x, c, t) pourcp.n <
0).

4.2.3.2 Conditions aux limites pour le calcul eulérien

Les demi-flux incidentsFeul−
Γ (Ψ, xΓ, t) effectivement injectés dans le domaine lagrangien peuventêtre

calculés théoriquement (cf.§ 4.5). Cette connaissance est alors utilisée pour calculer les conditions aux
limites de type flux à imposer au domaine eulérien. Les flux totaux à la surface de couplage peuvent en effet
être calculés à partir de la décomposition en demi-flux :

FΓ(Ψ, xΓ, t) = F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) + Feul−

Γ (Ψ, xΓ, t) (4.12)

où les demi-flux sortants du domaine lagrangienF lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) sont calculés par sommation sur les parti-

cules numériques sortantes dans la simulation lagrangienne stochastique :

F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) =

κ

dSdt

∑

i

Ψi (4.13)

oùdS est la surface de couplage etdt est la durée sur laquelle est effectuée la sommation.

4.2.3.3 Algorithme de couplage

Initialisation Le couplage est initialisé par une simulation eulérienne sur tout le domaine. Les propriétés
des particules numériques présentes dans le domaine lagrangien sont initialisées pour suivre les profils
calculés lors de la simulation eulérienne d’initialisation.

Boucle de couplage L’algorithme de couplage est basé sur un échange d’information entre les deux ap-
proches par une boucle en temps. L’algorithme présenté ici est le premier algorithme qui fut développé pour
les cas d’écoulements homogènes. La boucle en temps qui est àla base du couplage à la structure générale
suivante :

1. Résolution du système d’équations lagrangiennes pourmlag pas de tempsdtlag en prenant en
compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓlag, c’est-à-
dire des conditions de symétrie ou de rebond sur∂Ω ∩Ωlag,

(b) l’injection aléatoire de particules numériques à la face de couplageΓ suivant la pdf (4.11)
obtenue à l’itération précédente et définie à partir des moments eulérien projetés sur la
face de couplage,

2. Calcul des demi-flux lagrangiens sortantsF lag+
Γ (Ψ) ainsi que des conditions aux limites de

type fluxFΓ(Ψ, xΓ, t) à imposer à la simulation eulérienne,

3. Résolution du système d’équations eulériennes pourmeul pas de tempsdteul en prenant en
compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓeul, c’est-à-
dire des conditions de symétries sur∂Ω ∩Ωeul,

(b) les conditions aux limites de type flux obtenues à partir des points 2 et 4 par (4.12),

4. Calcul au niveau de l’interfaceΓ des moments eulériens permettant, à partir de la relation
(4.11), de présumer la pdf d’injection nécessaire au point 1b.
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L’algorithme de couplage est donc basé sur plusieurs étapesd’échanges d’informations, étapes qui sont
détaillées dans les sections suivantes.

Dans les écoulements instationnaires le choix des paramètres du couplage sont liés par des considérations
numériques. Pour des phénomènes instationnaires il est en effet important que l’échange d’informations soit
fait sur une durée identique pour les deux approches :

mlagdtlag = meuldteul (4.14)

Il est de plus nécessaire, pour la consistance des approches, que l’échange d’informations se fasse plus
rapidement que le temps caractéristique d’évolution macroscopique de l’écoulement. En appelantτ ce temps
caractéristique macroscopique, la condition sur les nombres de pas de temps et leurs durées s’écrit :

mlagdtlag = meuldteul ≪ τ (4.15)

Cette limitation n’a plus cours dans les écoulements stationnaires (τ → ∞) et il est possible de séparer
"temporellement" la résolution des deux approches. Les deux approches peuvent en effet être simulées jus-
qu’à convergence en prenant en compte les conditions aux limites issues du couplage. Cette méthodologie,
si elle ne présente pas la vitesse de convergence la plus grande, permet de considérer un nombre réduit
de particules dans le domaine lagrangien car elle remplace les moyennes d’ensembles par des moyennes
temporelles pour le calcul des moments.

4.2.4 Extension aux situations inhomogènes

Le cas des situations inhomogènes est plus délicat car il estalors nécessaire de prendre en considération
dans le calcul des demi-flux des contraintes cinétiques les corrélations triples de vitesse fluctuante. Une
forme présumée de pdf peut théoriquement prédire correctement les demi-flux de contraintes cinétiques si
cette pdf est valable à l’ordre3. Les tentatives effectuées à partir de formes présumées permettant d’incorpo-
rer les informations sur les corrélations triples n’ont pu aboutir du fait de la complexité de la caractérisation
complète d’une telle pdf. La méthodologie de couplage a doncdu être adaptée aux situations inhomogènes
en prenant un point de vue différent concernant la détermination de la pdf d’injection.

4.2.4.1 Conditions aux limites pour le calcul lagrangien

N’ayant pu exhiber une pdf modèle permettant la prédiction des demi-flux incidents des moments jusqu’à
l’ordre deux à partir des moments eulériens calculés à la face de couplage, les demi-flux incidents ont du être
calculés différemment. Le calcul est maintenant effectué àpartir de l’équation (4.7b) qui permet d’exprimer
facilement les demi-flux incidents à partir de la relation :

F−
Γ (Ψ, xΓ, t) = Feul

Γ (Ψ, xΓ, t)−F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) (4.16)

Il est alors nécessaire de se doter d’un modèle de pdf d’injection qui possède des demi-flux incidents
identiques aux demi-flux calculés par la relation précédente. Pour cela, nous nous servons des expressions
théoriques des demi-flux associés à la pdf de Richman (cf.§ 4.5) pour calculer les moments qui permettront
d’obtenir les bons demi-flux incidents (cf.§ 4.3.2). Cette pdf de flux n’est donc plus, comme dans les situa-
tions homogènes, reliée aux valeurs des moments eulériens àla face de couplage. Une fois la pdf d’injection
caractérisée, les particules numériques sont injectées à l’aide d’une méthode de réjection identique au cas
homogènes.
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4.2.4.2 Conditions aux limites pour le calcul eulérien

Dans les situations homogènes, les conditions aux limites imposées étaient des conditions de type flux
dont les valeurs étaient données par la relation (4.12). Cette relation étant utilisée pour le calcul de la pdf
d’injection présentée au paragraphe précédent, un calcul de conditions de type flux la ré-utilisant ne per-
mettrait pas un couplage fort des deux approches. Les conditions aux limites imposées au domaine eulérien
dans les situations inhomogènes sont donc des conditions deDirichlet issues de la simulation lagrangienne.

4.2.4.3 Algorithme de couplage

L’algorithme de couplage n’est que peu modifié par rapport à sa version en situation homogène. Seul le
calcul des conditions aux limites diffère du cas précédent.Premièrement, le calcul des conditions d’injection
est maintenant effectué pour obtenir des demi-flux associésà la pdf de Richman identiques aux demi-flux
reconstruits à partir de la relation (4.16). Les moments de la pdf d’injection sont donc calculés et non
pas imposés par les résultats de l’approche eulérienne. Deuxièmement, les conditions imposées au domaine
eulérien sont maintenant des conditions de Dirichlet. Les changements induits dans l’algorithme de couplage
sont marqués en gras :

1. Résolution du système d’équations lagrangiennes pourmlag pas de tempsdtlag en prenant en
compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓlag, c’est-à-
dire des conditions de symétrie ou de rebond sur∂Ω ∩Ωlag,

(b) l’injection aléatoire de particules numériques suivant la pdf du flux incident présumée à
la face de couplage lagrangienneΓlag obtenue à l’itération précédente (pour la simulation
de la condition (4.8)),

2. Calcul des demi-flux lagrangiens sortantsF lag+
Γ (Ψ) ainsi que des conditions aux limites de

Dirichlet < Ψ >lag
p à imposer à la simulation eulérienne,

3. Résolution du système d’équations eulériennes pourmeul pas de tempsdteul en prenant en
compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓeul, c’est-à-
dire des conditions de symétries sur∂Ω ∩Ωeul,

(b) les conditions aux limites de Dirichlet obtenues lors de la simulation lagrangienne,

4. Calcul au niveau de l’interface Γlag des moments (particule et fluide) permettant de re-
présenter les demi-flux calculés par(4.16) à l’aide de la pdf de Richman (résolution du
système(4.20)).

4.3 Mise en œuvre numérique du couplage pour l’approche lagrangienne

4.3.1 Cellules frontières ou injection dans un plan ?

Le couplage de l’eulérien vers le lagrangien doit se faire par la génération de particules numériques inci-
dentes au domaine lagrangien. Ces particules numériques sont générées aléatoirement à partir de la loi de
probabilité des vitesses. Il se pose alors la question de savoir suivant quelle loi les particules doivent être
générées. Deux réponses sont possibles :
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– la première solution est de générer les particules numériques dans des cellules "frontières" à la face
de couplageΓlag. Les cellules frontières sont des cellules situées à l’extérieur du domaine lagrangien
effectif comme dans la figure 4.3. Ce type d’interfaçage entre la simulation continue et la simulation ci-
nétique sont fréquents. On le retrouve notamment dans le couplage Euler/Boltzmann de Qiu [1992]. Ces

Cellules frontières

obstacle
Ωcin

FIG. 4.3 –

méthodes présentent l’avantage de générer de manière très simple les particules numériques puisque la
forme présumée de la pdf est une forme simple. Elles présentent néanmoins trois désavantages majeurs :

1. la présence des cellules frontières empêche l’utilisation de telles méthodes dans des configurations
sans recouvrement,

2. des particules (la moitié) ne rentrant pas dans le domainelagrangien sont aussi générées ce qui
limite l’efficacité de telles méthodes,

3. enfin, il est difficile dans de telles configurations de prendre en compte les corrélations triples
dans la génération des particules numériques. En effet, il est nécessaire que les moments de la loi
de probabilité avec laquelle sont tirées aléatoirement lesparticules numériques coïncident avec
les moments de l’écoulement à l’endroit de la cellule. Or il est difficile d’intégrer les corrélations
triples dans un modèle présumé de pdf (cf. Annexe).

– la deuxième solution consiste à générer les particules numériques sur la surface de couplage suivant
le pdf du flux incident associé à la pdf de référence. Elles sont ensuite transportées dans le domaine
lagrangien pendant un temps aléatoire pour obtenir une injection régulière. Cette technique répond

Ωlag Ωeul

Γlag

FIG. 4.4 – Injection sur un élément de surface

efficacement aux problèmes soulevés par les cellules frontières :
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1. cette méthode peut s’utiliser dans les configurations avec et sans recouvrement,

2. seule la partie des particules numériques incidentes au domaine lagrangien est injectée,

3. les corrélations triples peuvent être prises en compte puisqu’on ne considère alors plus qu’une
moitié de pdf. Même si cette pdf supposent des corrélations triples nulles, les demi-flux incidents
issus de cette pdf concernant les corrélations doubles peuvent ne pas être nuls (ils sont juste les
opposés des demi-flux sortants).

La contrepartie de ces avantages est la nécessité de considérer une pdf de flux (et non pas une pdf) qui
est plus difficile à simuler car elle est le résultat de la multiplication de la pdf par la vitesse normale.
Cette difficulté peut néanmoins être surmontée par l’utilisation d’une méthode de réjection permettant
une simulation "à moindres frais" de la pdf de flux. C’est donccette dernière solution qui a été retenue
pour l’injection de nos particules.

4.3.2 Demi-flux incidents au domaine lagrangien en situation inhomogène

La condition à la limite (4.8) est équivalente à se donner lesdemi-flux incidents pour toute les variables
Ψ :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

∫

cp.n<0
(cp.n)Ψ(cf , cp)f̂

eul
fp (cf , cp, xΓ, t)dcfdcp (4.17)

Malheureusement la pdf eulériennef̂ eul
fp à la faceΓlag (qui doit être donnée par les prédictions eulériennes)

n’est connue qu’au travers des moments calculés par le modèle eulérien :np, Up,R
pp

,R
fp

. . . . La connais-

sance de ces moments n’étant pas suffisante pour caractériser complètement la pdf̂f eul
fp , il est nécessaire

de se donner une forme présumée pour la pdff̂ eul
fp . Cette dernière doit coïncider avec la vrai pdf en ce qui

concerne tous les demi-flux (4.17) associés aux moments calculés par l’approche eulérienne.

Dans un premier temps nous avions choisi une forme présumée de pdf directement reliée aux valeurs à
la faceΓlag des moments calculés par l’eulérien (cf.§ 4.2.3). Cette démarche, motivée par la possibilité
de prendre une forme présumée de pdf dont les demi-flux permettent une prédiction exacte des demi-flux
incidents dans le domaine lagrangien, n’est valable que dans les zones homogènes de l’écoulement.

Les situations inhomogènes sont traitées par une méthodologie différente où les demi-flux incidents au
domaine lagrangiens sont calculés à partir de la relation :

F−
Γ (Ψ, xΓ, t) = Feul

Γ (Ψ, xΓ, t)−F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) (4.18)

Les deux termes de droite de l’équation (4.18) sont connus etpermettent ainsi un calcul aisé des demi-flux
incidents au domaine lagrangien. Les fluxFeul

Γ (Ψ, xΓ, t) sont en effet déjà calculés dans le modèle eulérien
pour les variables jusqu’a l’ordre 2. Par exemple le flux concernant les contraintes cinétiques particulaires
sont les corrélations triples particule qui sont déjà calculées dans l’eulérien suivant leur modèle de fermeture
(cf. § 3.2.5.3). Les demi-flux sortants du domaine lagrangienF lag+

Γ (Ψ, xΓ, t) sont quant à eux calculés par
la relation (4.13).

Pour injecter les particules numériques dans le domaine lagrangien en respectant ces demi-flux incidents
il est alors nécessaire de choisir une forme présumée de pdf.Dans les situations inhomogènes les moments
de la pdf d’injection ne sont pas directement donnés par les valeurs à la faceΓlag des moments calculés par
l’approche eulérienne (cas homogènes) mais calculés pour obtenir des demi-flux identiques à ceux donnés
par (4.18).
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4.3.3 Pdf d’injection présumée en situation inhomogène

Ayant pris le parti d’injecter les particules numériques selon une pdf de flux, il est nécessaire de s’assurer
que les demi-flux incidents associés à cette pdf sont identiques aux demi-flux incidents devant être simulés
par l’injection. Les demi-flux devant être simulés sont donnés par l’équation (4.18) pour les variablesΨ

associées aux momentsnp, Ui etRij .

Le modèle de pdf choisi pour représenter les demi-flux est la pdf de Richman étendue au cas des écoule-
ments gaz-particules (cf. Annexe) :

f̂ eul
fp (x, c, t) =

n̂p(x, t)√
8π3det(R̂)

exp

(
−1

2
tc′′.R̂

−1
c′′
)

(4.19)

dont les demi-flux incidents peuvent être calculés explicitement à partir des moments présumés de cette pdf.
Ces moments, qui ne sont pas encore connus et qui ne coïncident pas obligatoirement avec les moments
de l’écoulement à l’endroit du couplage, sont calculés pourobtenir les bons demi-flux incidents de la pdf
présumée. Nous les noteronsn̂p, Ûi etR̂ij ces moments pour marquer leur différence avec les vrais moments
du système. Le calcul des demi-flux incidents associés à (4.19) est développé au§ 4.5 et fournit dans le cas
général :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = n̂p



√
R̂pp,nnJ1(

Ûp.n√
R̂pp,nn

) + (Ûp.n)J0(
Ûp.n√
R̂pp,nn

)


 (4.20a)

Feul−
Γ (ci, xΓ, t) = ÛiFeul−

Γ (1, xΓ, t) + n̂pΘi1R̂pp,nnJ1(
Ûp.n√
R̂pp,nn

) (4.20b)

Feul−
Γ (c′′i c

′′
j , xΓ, t) = R̂ijFeul−

Γ (1, xΓ, t) + n̂pΘi1Θj1R̂pp,nn

√
R̂pp,nnJ1(

Ûp.n√
R̂pp,nn

) (4.20c)

oùJ0 etJ1 sont des fonctions explicites etΘ est une matrice déterminée.

L’inversion d’un tel système n’est pas aisée car dans le cas général c’est un système non-linéaire à 28
inconnues. Des études qui n’ont pas encore été menées pourraient profiter de travaux analogues (Villedieu
[1994]) pour prouver l’existence et l’unicité de telles solutions. Des considérations de convexité permet-
traient sans doute de résoudre le système par une méthode de Newton. Dans les cas sans effet de la turbu-
lence pour lesquels ce système a été résolu, nous nous sommescontenter d’une solution explicite approchée
(cf. chapitre 6)

Nous supposerons donc par la suite qu’il est possible de trouver des momentŝnp, Ûi et R̂ij pour lesquels
les demi-flux incidents associés à la pdf (4.19) sont identiques aux demi-flux incidents donnés par la relation
(4.18).

4.3.4 Flux de particules au travers de la surface de couplage

La pdf présumée étant maintenant choisie (que ce soit par le calcul des moments eulériens à la face de
couplage pour les situations homogènes ou la résolution du système (4.20) pour les situations inhomogènes),
il est possible d’exprimer de manière explicite le flux de particules au travers de la surface de couplage.
Remarquons tout d’abord qu’à partir de l’équation (4.17) ilest possible de définir la pdf du demi-flux
incident (avec encore une fois un abus de langage car celle-ci n’est pas normalisée) par :

g−p (x, c, t) =| cp.n | f̂ eul
fp (x, c, t) pourcp.n < 0 (4.21)
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carg−p (x, c, t)dcdtdS représente bien le nombre probable de particules entrant dans le domaine lagrangien
Ωlag au travers l’élément de surfacedS pendant la duréedt avec une "vitesse"u ∈ [c, c+ dc].

Le flux élémentaire de particules au travers l’élément de surfacedS pendant la duréedt δN−
p peut s’écrire

sous la forme :

δN−
p =

∫

cp.n<0
g−p (xΓ, c, t)dc · dSdt (4.22a)

= n̂p



√
R̂pp,nnJ1(

Ûp.n√
R̂pp,nn

) + (Ûp.n)J0(
Ûp.n√
R̂pp,nn

)


 dSdt (4.22b)

δN−
p = δN−

p /κ fourni alors le nombre moyen de particules numériques à injecter lors de chaque pas
de temps à travers l’élément de surfacedS. Ce nombre n’étant en général pas entier, le nombre effectif
de particules numériques injectées est donné par la partie entière deδN−

p plus une éventuelle particule
supplémentaire dont l’existence est donnée par comparaison de la partie fractionnaire avec un tirage aléatoire
sur [0, 1].

4.3.5 Simulation de la pdf incidente par une méthode de réjection

L’équation (4.22) permet de connaître le nombre de particules numériques à injecter chaque pas de temps
à travers l’élément de surface de couplage. Il est alors nécessaire de doter chaque particule de propriétés
(vitesses de la particule et du fluide vu) qui permettront de suivre en moyenne les propriétés du flux incident.
Les propriétés des particules incidentes doivent donc êtretirées aléatoirement en suivant la loi de probabilité
donnée par :

gp(c)dc =
1

δN−
p
g−p (x, c, t)dc =

n̂p

δN−
p

√
8π3det(R̂)

| cp.n | exp

(
−1

2
tc′′.R̂

−1
.c′′
)
dc (4.23)

La simulation de la loi de probabilité (4.23) ne peut se fairepar des changements de variables simples.
Il est alors nécessaire de recourir à une méthode de simulation de variables aléatoires plus générale : la
méthode de réjection. Déjà utilisée dans la résolution des collisions avec majorant de fréquence de collision
(cf. § 2.8.3.3), cette méthode consiste à trouver une loigref

p qui peut être facilement simulée et pour laquelle
il est possible de trouver un réelα tel que pour toutc :

gp(c) ≤ αgref
p (c) (4.24)

La méthode de réjection s’appuie alors sur le théorème dit deréjection (Graham and Méléard [1999]) : soit
la séquence de variables aléatoires indépendantes(ci)i≥1 de loigref

p (c)dc et (zi)i≥1 une séquence de tirages
aléatoires indépendants distribués uniformément sur[0, 1]. Par construction, les deux variables définies par :

N = inf
{
i ≥ 1 | αgref

p (ci)zi ≤ gp(ci)
}

(4.25a)

c∗ = cN (4.25b)

sont indépendantes, et de loi géométrique de moyenneα pourN et de loigp(c)dc pourc∗ :

N ⇐⇒ P (N = k) =
1

α

(
1− 1

α

)k−1

(4.26a)

c∗ ⇐⇒ gp(c)dc (4.26b)
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Il est ainsi possible de simuler une loi quelconque en sur-échantillonnant (α fois) l’espace des réalisations
et en décidant par comparaison à un tirage aléatoire uniforme quelles sont les réalisations à rejeter. Le
paramètreα doit donc être pris le plus petit possible afin de réduire le coût de l’algorithme en minimisant le
sur-échantillonnage.

Pour adapter cette méthode à la simulation de (4.23) il est donc nécessaire de trouver une loi de probabilité
simple à simuler à laquelle est associée un réelα qui permet de majorer la pdf du flux incident. Un moyen
simple de construire un tel couple est de choisir une vitessenormale maximum d’injection des particules
vmax sur laquelle est construite la pdf :

gref
p (c) = vmax

1

δN−
p
fGfp(x, c, t) (4.27)

La vitesse maximale est choisie en fonction des valeurs de lavitesse moyenne et de l’agitation, ainsi que
de l’orientation de la surface de couplage. Cette vitesse maximale doit être suffisamment élevée car elle est
la limite supérieure de vitesse d’injection.

Ce choix de majoration de la pdf des particules incidentes provient de la facilité à trouver une vitesse
maximale d’injection ainsi que la possibilité de générer des vitesses fluctuantes suivant la loi de probabilité
gref
p (c)dc. Cette loi est en effet une loi gaussienne dont la matrice de covariance est donnée parR. Générer

des variables aléatoires suivant cette loi est aisé. En partant d’un tirage de variables aléatoires indépendantes
de loi normale, on obtient des variables suivant la loi gaussienne en multipliant le vecteur normal par la
partie gauche de la décomposition de Choleski deR =t T · T :

Xi ⇐⇒ N(0, Id) =
1√
8π3

exp

(
−X

2
i

2

)
dXi (4.28a)

Y i =t T ·Xi ⇐⇒
1√

8π3det(R)
exp

(
−1

2
tY i.R

−1.Y i

)
dY i (4.28b)

L’algorithme d’injection pour chaque particule numériqueincidente est le suivant :

1. tirage aléatoire des vitesses fluctuantes(u′′p, u
′′
f ) suivant la loi de probabilitégref

p (c)dc en utili-
sant la propriété (4.28)

2. réjection des échantillons non-appropriés par comparaison de−u′′p.n avecvmaxz, où z est un
nombre aléatoire généré suivant une loi uniforme sur[0, 1] :

(a) si−u′′p.n ≥ vmaxz la particule est effectivement injectée dans le domaine lagrangienΩlag

avec les vitesses(Û p + u′′p, Ûf + u′′f ). Elle est ensuite avancée le long de sa trajectoire
pour un temps aléatoireδt∗ ∈ [0, δt]

(b) si−u′′p.n < vmaxz la particule n’est pas injectée avec les vitesses générées précédemment.
Le processus recommence alors au point 1 jusqu’à obtention de vitesses satisfaisant à la
condition du point 2a

4.4 Mise en œuvre numérique du couplage pour l’approche eulérienne

4.4.1 Conditions de type flux

Dû fait de la discrétisation de type volumes-finis des équations eulériennes gouvernant le comportement
de la phase dispersée dansΩeul, les conditions aux limites de couplage les plus naturellespour le calcul
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eulérien sont des conditions de type flux. Ce type de conditions aux limites a notamment été développé dans
le couplage des équations de Boltzmann et Navier-Stokes (LeTallec and Mallinger [1997]). Nous avons
donc naturellement commencé à étudier ce genre de conditions de couplage dans les cas d’écoulements
homogènes cisaillés.

Les conditions de type flux sont obtenues en séparant chaque flux total de la variableΨ suivant le demi-
flux entrant et le demi-flux incident du domaine lagrangienΩlag :

FΓ(Ψ, xΓ, t) = Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) + F lag+

Γ (Ψ, xΓ, t) (4.29)

Les demi-flux sortants du domaine lagrangienF lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) sont calculés explicitement lors de la simu-

lation lagrangienne stochastique par une somme sur toutes les particules numériques sortantes du domaine
lagrangien au travers de l’élément de surface de couplagedS pendantdt :

F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) =

κ

dSdt

∑

i

Ψi (4.30)

Les demi-flux incidents sont quant à eux calculés à partir de la forme présumée de la pdf du domaine
eulérien. Les informations eulériennes sont ainsi prises en compte dans le couplage puisqu’elles déterminent
les demi-flux incidents dans le domaine lagrangien.

Cette méthodologie est ainsi dépendante de la possibilité de représenter correctement les demi-flux inci-
dents au domaine lagrangien à partir d’informations eulériennes. Si tel est le cas dans le couplage Boltzmann/Navier-
Stokes ou encore dans les écoulements homogènes cisaillés,il ne nous pas été possible de trouver une pdf
présumée pouvant prédire fidèlement les demi-flux incidentspour les zones inhomogènes d’un écoulement
(car les corrélations triples ne peuvent être prises en compte). La méthodologie mise en place pour un cou-
plage du lagrangien vers l’eulérien par des conditions de type flux est donc limitée aux zones homogènes.

En effet, en présence d’inhomogènéité, la relation (4.29) est déjà utilisée pour obtenir les demi-flux inci-
dents au domaine lagrangien. Si cette même relation est ensuite utilisée pour obtenir les flux à intégrer dans
le calcul eulérien, le couplage n’est plus effectif puisquecelui-ci revient à écrire :

FΓ(Ψ, xΓ, t) = FΓ(Ψ, xΓ, t) (4.31)

Pour obtenir un couplage effectif il est nécessaire de pouvoir calculer correctement les demi-flux incidents
au domaine lagrangien à partir de donnée eulériennes, ce quen’avons pas pu exhiber dans les zones inho-
mogènes. Les conditions de type flux semblent donc vouées auxzones homogènes de l’écoulement. Dans
les cas contraires, ces dernières semblent ne pas être assezrobustes pour imposer une solution au problème
couplé.

4.4.2 Conditions de Dirichlet

Les conditions les plus robustes à imposer au calcul eulérien sont des conditions de Dirichlet :

< Ψ >eul
p =< Ψ >lag

p (4.32)

La principale difficulté de telles conditions réside dans l’obtention des moments lagrangiens< Ψ >lag
p au

niveau de l’interface de couplageΓeul. Deux facteurs peuvent altérer une bonne prédiction de ces derniers :
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1. le bruit statistique de la simulation lagrangienne (qui est commune avec les conditions de type flux).
Lors d’une simulation stochastique il est en effet indispensable de limiter le nombres de particules
numériques pour des raisons de coût de calcul. Une limite inférieure du nombre de particules nu-
mériques minimum admise pour obtenir des statistiques instationnaires raisonnablement bruitées est
d’une quinzaine de particules par cellule de calcul des statistiques. Ces cellules sont bien sûr dimen-
sionnées pour obtenir des profils représentatifs de l’écoulement. Elles doivent donc être plus petites
que les échelles macroscopiques de l’écoulement, et plus petites dans les zones hors-équilibre de
l’écoulement. Les particules possédant un poids constant,imposer un nombre minimum de particules
proche de l’interface de couplage peut donc engendrer une pénalisation de la simulation lagrangienne
(il serait nécessaire de considérer plus de particules numériques pour représenter l’écoulement).

2. la prédiction de< Ψ >lag
p à partir des profils des moments lagrangiens. La simulation lagrangienne

permet d’obtenir les moments de l’écoulement aux centres des cellules statistiques. Il est alors néces-
saire de reconstruire à partir des profils la valeur du momentà la faceΓeul. Il est à priori préférable
d’effectuer une interpolation à la face de couplage plutôt qu’une extrapolation. Une interpolation
nécessite cependant d’avoir un recouvrement suffisant des domaines eulérien et lagrangien. Une amé-
lioration de la prédiction des conditions de Dirichlet impose donc un temps de calcul plus important.

Les conditions de type Dirichlet restent tout de même les conditions de couplage les plus robustes dans les
cas de couplage en zone inhomogène. Le premier point concernant les erreurs statistiques peut de plus être
éludé dans les cas d’écoulements stationnaires. Il est en effet possible dans ces cas d’effectuer un couplage
entre approches convergées en prenant des temps de couplagemeuldteul etmlagdtlag suffisamment longs.
Nous ne nous sommes intéressé qu’à la faisabilité et la convergence de la méthodologie de couplage évoquée
dans ce chapitre, et les points plus numériques, bien que de première importance, ne sont pas traités dans la
thèse. Des études plus appronfondies seront nécessaires pour clarifier les quelques problématiques dégagées
ici.

4.5 Demi-flux incidents associés à la pdf de Richman

4.5.1 Définition des demi-flux entrants

Les demi-flux entrants dans le domaine lagrangien sont définis pour chaque variableΨ par :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

∫

cp.n<0
(cp.n)Ψ(cf , cp)f̂

eul
fp (cf , cp, xΓ, t)dcfdcp (4.33)

où f̂ eul
fp (cf , cp, xΓ, t) est l’expression de la pdf présumée à partir des moments donnés par le calcul eulérien

à la face de couplage (enxΓ) à l’instantt.

4.5.2 Expression de la pdf présumée à partir des moments Eulériens

On prend pour pdf de référence dans le calcul des demi-flux la pdf de Richman étendue aux écoulements
gaz-solides (cf. Annexe) valable jusqu’à l’ordre 2, et qui permet de prendre en compte l’anisotropie des
mouvements fluctuants :

f̂ eul
fp (cf , cp, x, t) =

np(x, t)√
8π3det(R)

exp

(
−1

2
tc′′R−1 c′′

)
(4.34)
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4.5.3 Forme générique des demi-flux

Les variables Eulériennes considérées par notre modèle sont des moments entiers des composantes des
vitesses particule et fluide vu, ce qui permet d’exprimer lesfonctions générant ces moments sous la forme
générale :

Ψ{αi} =
∏

i

c′′αi
(4.35)

Les demi-flux à calculer s’écrivent donc :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

np(xΓ, t)√
8π3det(R)

∫

cp.n<0
(cp.n)

∏

i

c′′αi
exp

(
−1

2
tc′′R−1 c′′

)
dc (4.36)

4.5.4 Expression théorique des demi-flux

4.5.4.1 Notations

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes :

Im =
1√
2π

∫ +∞

−∞
zme−z2/2dz (4.37)

Jm(ω) =
1√
2π

∫

z<−ω
zme−z2/2dz =

(−1)m√
2π

∫

z>ω
zme−z2/2dz (4.38)

Im est nul pour toutm impair (non-nul), et par conséquent seules les intégralesI2p sont intéressantes. Il
est possible de démontrer par récurrence la formule suivante :

{
I2p = (2p)!

2pp!

I2p+1 = 0
(4.39)

De même, par récurrence, les intégralesJm(ω) peuvent s’exprimer selon :

Jm(ω) = (−1)m[Pm(ω)e−ω2/2 + Cmh(ω)] (4.40)

avec 



h(ω) = 1√
2π

∫ +∞
ω e−z2/2dz

Pm(ω) = ωm−1√
2π

+ (m− 1)Pm−2(ω)

P0(ω) = 0

P1(ω) = 1√
2π

C2q = (2q)!
2qq!

C2q+1 = 0

(4.41)

4.5.4.2 Passage dans le repère lié à la normale

Le premier problème d’intégration réside dans le fait que les bornes des intégrales sont inter-dépendantes
et ne permettent pas l’intégration classique de la forme gaussienne de−∞ à+∞. L’idée est alors de se pla-
cer dans un repère lié à la normalen pour n’avoir d’intégrale à bornes définies que pour la seule composante
normale des vitesses fluctuantes particule et fluide vu.
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Pour passer dans le repère lié à la normale, il est d’abord nécessaire de définir le repère(n, t1, t2). La
définition des vecteurs tangentst1 et t2 n’est pas unique mais n’affecte pas l’intégration des demi-flux. Le
couple(t1, t2) est donc choisi de manièrearbitraire. Le changement de repère affecte de plus les vitesses
fluctuantes particule et fluide vu. Comme nos vecteursU et c′′ représentent à la fois la vitesse particule et
la vitesse fluide la matrice de changement de repère est donc une matrice de dimension 6. Une matrice de
passage dans le repère lié à la normale peut s’exprimer sous la forme générique :

Λ =




sin θ cosϕ − sinϕ − cos θ cosϕ 0 0 0

sin θ sinϕ cosϕ − cos θ sinϕ 0 0 0

cos θ 0 sin θ 0 0 0

0 0 0 sin θ cosϕ − sinϕ − cos θ cosϕ

0 0 0 sin θ sinϕ cosϕ − cos θ sinϕ

0 0 0 cos θ 0 sin θ




(4.42)

où θ etϕ sont les coordonnées angulaires polaires du vecteur normaldans le repère de référence.

Cette matrice de passage permet d’écrire :

c′′ = Λ.v (4.43)

avec pour les composantes particule et fluide

c′′p = v1n+ v2t1 + v3t2 (4.44a)

c′′f = v4n+ v5t1 + v6t2 (4.44b)

Les bornes de l’intégrale multiple sont donc toutes infiniesexcepté pour la composantev1 :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

np(xΓ, t)√
8π3det(R)

∫

v1<−Up.n
(v1 + Up.n)

∏

i

(Λ v)αi exp

(
−1

2
tv tΛR−1 Λ v

)
dv (4.45)

On définit alors la matrice∆ :
∆ =t ΛR−1 Λ (4.46)

L’inverse de cette matrice possède une signification physique simple car, au vu de la relation

∆−1 =t ΛRΛ (4.47)

la matrice∆−1 représente le tenseur des contraintes cinétiques exprimé dans le repère lié à la normale.

4.5.4.3 Passage à une somme de carrés

Pour arriver à exprimer les demi-flux de manière explicite ilalors nécessaire d’exprimer la sommetv∆ v

comme une somme de carrés en éliminant les termes croisés :
∑

i,j

∆ijvivj =
∑

k

Ckṽ
2
k (4.48)

On définitQ la matrice de changement de variable telle que la composantenormale est préservée :

ṽ = Qv (4.49a)

v1 = ṽ1 (4.49b)
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et il est possible de montrer que cette matrice de changementde variable peut être prise comme triangulaire
inférieure avec une diagonale de1, et donc le jacobien de la transformation est égal à l’unité.Dans la suite,
pour la clarté des notations, nous noteronsσ2

k l’inverse deCk. La matriceQ est donc définie pour obtenir la
relation :

tṽ tQ−1 ∆Q−1 ṽ =
∑

k

ṽ2
k

σ2
k

(4.50)

Nous noteronsΘ = ΛQ−1 la matrice de passage du repère usuel au repère·̃. Le demi-flux de la variable
Ψ se réécrit ainsi :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

np(xΓ, t)√
8π3det(R)

∫

ṽ1<−Up.n
(ṽ1 + Up.n)

∏

i

(Θ ṽ)αi exp

(
−1

2

∑

k

ṽ2
k

σ2
k

)
dṽ (4.51)

Enfin, en effectuant le changement de variable

∀k, zk =
ṽk

σk
(4.52)

dont le Jacobien est donné par (cf§ 4.5.4.5) :

J =

(
∏

k

σk

)−1

=
(√

det(R)
)−1

(4.53)

l’expression du demi-flux est :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) =

np(xΓ, t)√
8π3

∫

z1<−Up.n

σ1

(σ1z1 + Up.n)
∏

i

(Θαikσkzk) exp
(
−z.z

2

)
dz (4.54)

4.5.4.4 Réécriture du produit issu des changements de variables

Pour avancer toujours plus en avant dans l’expression des demi-flux, il est maintenant nécessaire d’ex-
pliciter le produit

∏
i (Θαikσkzk). En notantn le cardinal de la famille{αi}, ce qui correspond à l’ordre

du moment considéré, le produit précédent peut se décomposer en une somme de monômes de degrén (et
uniquement de degrén). On noteap,q,r,s,t({αi}) le coefficient du monôme de puissancep en la variablez2,
q enz3, . . . (la puissance en la variablez1 étantn− p− q − r− s− t) associé à la famille{αi}. Le produit
se réécrit donc sous la forme :

∏

i

(Θαikσkzk) = ap,q,r,s,t({αi})(σ1z1)
n−(p+q+r+s+t)(σ2z2)

p(σ3z3)
q(σ4z4)

r(σ5z5)
s(σ6z6)

t (4.55)

avecp+ q + r + s+ t ≤ n.

Les intégrations suivant les variables autres quez1 vont donner des intégralesIm qui sont nulles pour
m impair. On ne garde donc que les valeurs paires dep, q, r, s et t. Pour la concision des notations, nous
utiliseronsn∗ comme raccourci den− (2p + 2q + 2r + 2s+ 2t). Le demi-flux de la variableΨ s’exprime
donc suivant la formule :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) = np(xΓ, t)a2p,2q,2r,2s,2t({αi})σn∗

1 σ2p
2 σ

2q
3 σ

2r
4 σ

2s
5 σ

2t
6 (4.56)

I2pI2qI2rI2sI2t

[
σ1Jn∗+1(

Up.n

σ1
)− (Up.n)Jn∗(

U p.n

σ1
)
]
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4.5.4.5 Propriétés desσk

Notonsσ la matrice diagonale composée desσ2
k. La première propriété intéressante de cette matrice est

la valeur de son déterminant. D’après (4.50) :

σ2 = Q∆−1 tQ (4.57)

or le Jacobien du changement de variable associé àQ est égal à1, de même que pour la matriceΛ. Il est
donc possible d’écrire :

det(σ2) = det(Q∆−1 tQ) = det(∆−1) = det(R) (4.58)

et commeσ est diagonale :

det(σ) =
∏

k

σk =
√

det(R) (4.59)

La valeur de la i-ème composanteσ2
i peut être explicitée à partir de la relation (4.57) :

σ2
i =

(
Q∆−1 tQ

)
ii

= Qik∆
−1
kl Qil (4.60)

Parmi ces composantes, la première composanteσ2
1 est particulièrement importante car elle apparaît dans

toutes les expressions de demi-flux. Celle-ci possède de plus une signification physique claire car, en utilisant
le caractère triangulaire inférieur deQ, elle s’exprime de manière simple :

σ2
1 = Q1k∆

−1
kl Q1l = ∆−1

11 (4.61)

La composanteσ2
1 s’interprète donc comme la contrainte cinétique particulaire suivant la direction nor-

male à la face de couplage. C’est pourquoi nous utiliserons par la suite la notation :

σ2
1 = Rpp,nn (4.62)

4.5.5 Cas général

Les demi-flux associés à la pdf de Richman sont ici explicitéspour les moments considérés dans l’ap-
proche eulérienne, c’est-à-dire pour les moments jusqu’à l’ordre deux. Ceci permettra de valider les ex-
pressions théoriques des demi-flux par une comparaison directe avec les résultats obtenus dans le cas du
couplage Boltzmann/Navier-Stokes réalisé par Bourgat et al. [1994].

4.5.5.1 Demi-flux de densité

Demi-flux associé à la pdf de Richman Le demi-flux de densité est obtenu pourΨ = 1, moment d’ordre
0. Dans ce cas tous les coefficientsa2p,2q,2r,2s,2t sont nuls excepté le premiera0,0,0,0,0 = 1. L’expression du
demi-flux masse associé à la pdf de Richman est donc :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = np(xΓ, t)

[
σ1J1(

Up.n

σ1
) + (Up.n)J0(

Up.n

σ1
)
]

(4.63a)

= np(xΓ, t)

[√
Rpp,nnJ1(

Up.n√
Rpp,nn

) + (Up.n)J0(
Up.n√
Rpp,nn

)

]
(4.63b)
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Comparaison au couplage Boltzmann/Navier-Stokes Des calculs identiques aux calculs exposés dans
ce chapitre ont été menés par Bourgat et al. [1994] dans le cadre du couplage des approches Boltzmann et
Navier-Stokes pour les problèmes de rentrée atmosphérique. De manière identique à notre méthode, ceux-ci
implémentent les conditions aux limites pour le calcul Navier-Stokes en se servant pour partie des demi-flux
issus des moments calculés lors de la simulation Navier-Stokes (l’autre partie provenant de la simulation
par DSMC de l’équation de Boltzmann). Pour cela ils explicitent, à partir du modèle BGK, une pdffNS

dont l’équation d’évolution des premiers moments (la densitéρ, la vitesse moyenneu et l’énergie cinétique
totaleEc) sont exactement les équations de Navier-Stokes. L’approximation BGK permet ainsi d’expliciter
les demi-flux associé à cette pdf comme la somme d’un demi-fluxconvectif et d’un demi-flux visqueux.
L’existence de termes d’accélération non nuls dans l’équation d’évolution de la pdf (2.11), contrairement au
cas monophasique, empêche toutefois d’effectuer un travail identique dans notre cas. La comparaison des
demi-flux associés à notre pdf de référence sont donc à comparer avec les flux convectifs issus du couplage
Boltzmann/Navier-Stokes.

Le moment d’ordre 2 considéré dans l’approche Navier-Stokes étant la température, nos comparaisons se
feront en prenant la limite isotrope dans nos formules. Le tenseurR est donc pris isotrope ce qui a comme
conséquence que la matrice∆ est une matrice diagonale et donc que la matriceQ est la matrice unité
(Q ≡ I). Le couplage Boltzmann/Navier-Stokes étant de plus réalisé dans un cas 2D, les deux vecteurs
t1 et t2 sont formellement similaires au vecteur tangent du couplage monophasique notéτ . La matrice de
passage dans le repère lié à la normale est notéeRot. Les équivalences formelles entre nos expressions et le
couplage Navier-Stokes sont donc :

np ≡ ρ (4.64a)

Up ≡ u (4.64b)

Rpp,nn ≡ RT (4.64c)

Λ ≡ Rot (4.64d)

On retrouve donc une équivalence formelle entre le demi-fluxde densité associé à la pdf de Richman dans
le cas isotrope et le demi-flux convectif de masse associé àfNS :

F c
1.n = ρ

[√
RTJ1(

u.n√
RT

) + (u.n)J0(
u.n√
RT

)

]
(4.65)

4.5.5.2 Demi-flux de vitesse moyenne

Demi-flux associé à la pdf de Richman Le demi-flux de la composantei de la quantité de mouvement est
obtenu pourΨ = ci = Ui + c′′i . Le demi-flux est donc la somme d’une contribution provenantdu demi-flux
de densité (Up,iFeul−

Γ (1, xΓ, t)) et d’une contribution provenant du mouvement fluctuantFeul−
Γ (c′′i , xΓ, t).

Pour cette dernière les coefficientsa2p,2q,2r,2s,2t sont identiquement nul saufa0,0,0,0,0 = Θi1, et cette-fois ci
le moment considéré est d’ordre1 :

Feul−
Γ (ci, xΓ, t) = UiFeul−

Γ (1, xΓ, t) + np(xΓ, t)Θi1

[
σ2

1J2(
Up.n

σ1
) + σ1(Up.n)J1(

Up.n

σ1
)

]
(4.66)

qui se simplifie en utilisant les propriétés desJm(ω) :

Feul−
Γ (ci, xΓ, t) = UiFeul−

Γ (1, xΓ, t) + np(xΓ, t)Θi1Rpp,nnJ1(
Up.n√
Rpp,nn

) (4.67)
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Ecriture matricielle Il est possible de réécrire l’expression (4.67) sous forme matricielle. En utilisant :

Up,i = Up.ei = (Up.n)n.ei + (U p.t1)t1.ei + (U p.t2)t2.ei (4.68a)

= Λ1iUp.n+ Λ2iUp.t1 + Λ3iUp.t2 (4.68b)

ainsi queΘi1 = ΛikQk1 le demi-flux de vitesse moyenne des particules associé à la pdf de Richman peut
s’écrire :

Feul−
Γ (Up, xΓ, t) = np(xΓ, t)Λ




[
(Up.n)(Up.n) +Q11Rpp,nn

]
J0(

U
p
.n√

Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.n)J1(

U
p
.n√

Rpp,nn

)
[
(Up.n)(Up.t1) +Q11Rpp,nn

]
J0(

U
p
.n√

Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.t1)J1(

U
p
.n√

Rpp,nn

)
[
(Up.n)(Up.t2) +Q11Rpp,nn

]
J0(

U
p
.n√

Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.t2)J1(

U
p
.n√

Rpp,nn

)




(4.69)

Comparaison au couplage Boltzmann/Navier-Stokes Dans le cas où les données du calcul sont prises
formellement équivalentes au cas du couplage Boltzmann/Navier-Stokes, l’expression du demi-flux de vi-
tesse moyenne est :

Feul−
Γ (mpUp, xΓ, t) = npmpΛ




[
(Up.n)(U p.n) +Rpp,nn

]
J0(

Up.n√
Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.n)J1(

Up.n√
Rpp,nn

)
[
(Up.n)(U p.t1)

]
J0(

Up.n√
Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.t1)J1(

Up.n√
Rpp,nn

)
[
(Up.n)(U p.t2)

]
J0(

Up.n√
Rpp,nn

) +
√
Rpp,nn(Up.t2)J1(

Up.n√
Rpp,nn

)




(4.70)

Cette dernière forme est formellement identique à l’expression obtenue dans le cas du couplage Boltzmann/Navier-
Stokes 2D pour la partie convective :

(
F c

2.n

F c
3.n

)
= ρRot

(
[RT + u.n2]J0(

u.n√
RT

) +
√
RTu.nJ1(

u.n√
RT

)

[u.n · u.τ ]J0(
u.n√
RT

) +
√
RTu.τJ1(

u.n√
RT

)

)
(4.71)

4.5.5.3 Demi-flux de corrélations de vitesses fluctuantes

Demi-flux associé à la pdf de Richman Le modèle eulérien considéré est un modèle à l’ordre deux, il
est nécessaire de s’intéresser aux demi-flux des corrélations de vitesses fluctuantes. Ceux-ci sont obtenus
à partir deΨ = c′′i c

′′
j . L’ordre étant maintenant de 2, les coefficientsa2p,2q,2r,2s,2t sont non-nuls pour une

des valeurs(p, q, r, s, t) égale à un et les autres nulles. Nous noterons pour simplifierak la valeur de ce
coefficient pour lak-ième composante non-nulle,i.e.a1 = a0,0,0,0,0, a2 = a2,0,0,0,0, a3 = a0,2,0,0,0 . . . Avec
ces notations, les valeurs des coefficients non-nuls sont données par :

ak(c
′′
i c

′′
j ) = ΘikΘjk (4.72)

Le demi-flux de corrélation de vitesse fluctuante est alors donné par :

Feul−
Γ (c′′i c

′′
j , xΓ, t) = npa0(c

′′
i c

′′
j )σ

2
1

[
σ1J3(

Up.n√
Rpp,nn

) + (Up.n)J1(
Up.n√
Rpp,nn

)

]

+npmp

∑

k 6=1

akσ
2
k

[
σ1J1(

Up.n√
Rpp,nn

) + (Up.n)J0(
Up.n√
Rpp,nn

)

]
(4.73)
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En remarquant que :

np < c′′i c
′′
j >p = akσ

2
k (4.74a)

1

mp
Feul−

Γ (1, xΓ, t) = np

[
√
Rpp,nnJ1(

Up.n√
Rpp,nn

) + (Up.n)J0(
Up.n√
Rpp,nn

)

]
(4.74b)

J3(ω) = (ω2 + 2)J1(ω) (4.74c)

J2(ω) = −ωJ1(ω) + J0(ω) (4.74d)

le demi-flux de corrélations de vitesse fluctuante associé à la pdf de Richman peut s’écrire :

Feul−
Γ (c′′i c

′′
j , xΓ, t) = RijFeul−

Γ (1, xΓ, t) + npΘi1Θj1Rpp,nn

√
Rpp,nnJ1(

Up.n√
Rpp,nn

) (4.75)

Comparaison au couplage Boltzmann/Navier-Stokes La comparaison n’est cette fois-ci pas directe car
dans le couplage Boltzmann/Navier-Stokes considéré seulel’énergie cinétique totale est résolue par le code
Navier-Stokes. On trouve ainsi dans Bourgat et al. [1994] uniquement l’expression du demi-flux d’énergie
cinétique totale. L’expression du demi-flux d’énergie cinétique particulaire est donné dans notre cas par :

Feul−
Γ (cp.cp) = Up.U pFeul−

Γ (1) + 2Up,iFeul−
Γ (c′′p,i) + Feul−

Γ (c′′p,ic
′′
p,i) (4.76)

En notantN la dimension de l’espace physique considéré (N = 3 dans nos cas etN = 2 pour le couplage
Boltzmann/Navier-Stokes), on obtient :

Feul−
Γ (cp.cp) =

npmp

2
[(N + 2)Rpp,nn + U2

p ](U p.n)J0(
Up.n√
Rpp,nn

)

+
npmp

2
[(N + 1)Rpp,nn + U2

p ]
√
Rpp,nnJ1(

Up.n√
Rpp,nn

) (4.77)

On retrouve ainsi une expression formellement identique aucas du couplage Boltzmann/Navier-Stokes
(en dimension 2) :

F c
4.n =

ρ

2

(
[4RT +(u.n)2 +(u.τ)2](u.n)J0(

u.n√
RT

)+ [3RT +(u.n)2 +(u.τ )2]
√
RTJ1(

u.n√
RT

)
)

(4.78)

4.5.5.4 Conclusions

Les calculs menés dans le cadre de notre approche hybride concernant les demi-flux associés à la pdf
de Richman permettent donc, dans un cas simplifié, de retrouver des expressions formellement identiques
à des résultats pré-existants concernant une approche de couplage similaire à la notre dans un cas mono-
phasique. Les demi-flux présentés dans ce chapitre peuvent donc être perçus comme une double extension
des résultats issus du couplage Boltzmann/Navier-Stokes présentés dans Bourgat et al. [1994]. La première
extension concerne la prise en compte du caractère diphasique de l’écoulement au travers la définition des
vecteurs vitesse comme une concaténation des vecteurs vitesse associés aux particules et au fluide vu par ces
particules. La deuxième extension concerne le passage d’une hypothèse de mouvement fluctuant isotrope
à la prise en compte de l’anisotropie de ce mouvement. Celle-ci était indispensable en raison du caractère
fortement anisotrope du mouvement fluctuant particulaire dans la majorité des applications.
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4.5.6 Cas particuliers de l’écoulement simplement cisaillé et de canal plan

Nous allons maintenant étudier plus précisément le cas des surfaces ne présentant pas de convection par
le mouvement moyen, c’est-à-dire pour lesquellesUp.n = 0. Une telle famille d’écoulements sont les
écoulements plans, c’est-à-dire pour lesquels l’écoulement est homogène dans deux directions (appelées
directions longitudinale et transversale). Seules des surfaces orientées par la direction normale sont alors
considérées. Ces surfaces sont un cas particulier de l’étude précédente mais constitue un cas important car
tous nos travaux de couplage présentent cette configurationafin de simplifier quelque peu les expressions.
Cette simplification est valable par exemple pour un écoulement homogène cisaillé ou un écoulement de
canal plan. La configuration type de l’étude est donc la suivante :

L’expression du demi-flux théorique de la variableΨ =
∏

i c
′′
αi

associé à notre pdf de référence de type
Richman s’écrit sous ces hypothèses :

Feul−
Γ (Ψ, xΓ, t) = np(xΓ, t)a2p,2q,2r,2s,2t({αi})σn∗+1

1 σ2p
2 σ

2q
3 σ

2r
4 σ

2s
5 σ

2t
6 I2pI2qI2rI2sI2tJn∗+1(0) (4.79)

Dans un cas sans convection l’expression du demi-flux de densité associé à la pdf de Richman est :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = −np(xΓ, t)

√
Rpp,vv

2π
(4.80)

Les demi-flux de vitesses moyennes s’écrit :

Feul−
Γ (ci, xΓ, t) = UiFeul−

Γ (1, xΓ, t) + np(xΓ, t)Θi1
Rpp,vv

2
(4.81a)

= Feul−
Γ (1, xΓ, t)

[
Ui +

√
π

2
Θi1

√
Rpp,vv

]
(4.81b)

et enfin les demi-flux de contraintes cinétiques :

Feul−
Γ (c′′i c

′′
j , xΓ, t) = RijFeul−

Γ (1, xΓ, t) + npΘi1Θj1Rpp,vv

√
Rpp,vv

2π
(4.82a)

= Feul−
Γ (1, xΓ, t) [Rij −Θi1Θj1Rpp,vv] (4.82b)
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Ce chapitre présente l’application de la méthode hybride au cas d’écoulements turbulents air-particules
homogènes et simplement cisaillés, avec ou sans prise en compte des collisions interparticulaires.
Ce premier cas de validation est directement issu du dernierchapitre de la thèse de Laviéville

[1997]. Ce type d’écoulement constitue, à certains égards,la première marche entre l’écoulement homogène
isotrope sur lequel est basé une grande partie de la théorie et des écoulements "réalistes" de type canal ou
couche limite. C’est pourquoi ce type d’écoulements a souvent constitué les premiers tests de validation de
nouveaux modèles théoriques (Haworth and Pope [1986], Reeks [1993]). Il a notamment été étudié au sein
du groupe Ecoulements Et Combustion de l’Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse (Moreau et al.
[2003, 2004]) pour la validation du code lagrangien stochastique STOCOLM (dont est grandement inspiré
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le code développé et utilisé lors de cette thèse). Ce type d’écoulements présente tout de même le désavantage
de l’instationnarité dû à une production par le cisaillement imposé qui ne peut être contre-balancée.

L’étude d’écoulements turbulent homogènes cisaillés va ainsi permettre de valider la consistance des deux
modèles (lagrangien et eulérien) issus de l’approche pdf décrite au chapitre 2. Dans ces cas simplifiés, l’ac-
cent peut ainsi être mis sur certains processus physiques tel la production anisotropique du mouvement
fluctuant particulaire (par les gradients de vitesses moyennes) ou l’effet des collisions interparticulaires.
L’étude comparée des deux modèles non-couplés permet de mesurer le degré d’acuité des fermetures pro-
posées dans l’approche eulérienne pour les deux phénomènespré-cités. De même, la validité de l’approche
pdf peut être testée par la comparaison des résultats des modèles avec des "expériences numériques" sur
cette même configuration.

La première partie du chapitre se propose de décrire les configurations d’écoulements retenus ainsi que la
présentation des résultats des modèles sans couplage. Ceux-ci sont comparés avec des résultats de simula-
tions LES/DPS de Laviéville [1997] et mis en perspectives avec les résultats connus de ces modèles dans ce
type de configuration.

La deuxième partie du chapitre consiste en une étude à priorides hypothèses formulées sur la forme de
la pdf et les demi-flux qui lui sont associés. L’évolution temporelle des demi-flux de masse, quantité de
mouvement et contraintes cinétiques sont comparés à leur valeur théoriques issues du chapitre 4.

La troisième partie du chapitre étudie une configuration intermédiaire de couplage où seul le couplage
de l’eulérien vers le lagrangien est pris en compte. Des particules sont ainsi injectées dans le domaine
lagrangien suivant les moments données par le modèle eulérien non-couplé. Cette configuration permet
d’observer précisément l’influence de la procédure d’injection sur le calcul lagrangien, permettant ainsi une
validation de la méthode de réjection présentée au chapitre4.

Enfin, le modèle couplé complet est appliqué au cas d’écoulements turbulents homogènes cisaillés et com-
parés aux résultats des deux approches ainsi qu’aux expériences numériques afin de valider la méthodologie
de couplage présentée dans le chapitre 4.
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5.1 Description de l’écoulement test

5.1.1 Ecoulement test

La configuration est identique à celle de Laviéville [1997].Un écoulement de particules dans de l’air
est préalablement convergé en écoulement homogène isotrope dans un cube de largeurL = 0, 192m. Des
conditions de périodicités sont imposées sur toutes les faces de la boîte de simulation : pour chaque particule
sortant de la boite par une des faces, une nouvelle est réinjectée par la face opposée avec des propriétés
identiques :

x
(m)
p,i ≶ ∓L

2
⇒

{
x

(m)
p,i = x

(m)
p,i ± L

u
(m)
p = u

(m)
p

(5.1)

Les caractéristiques principales de l’écoulement de la phase porteuse sont décrites dans le tableau suivant :

Caractéristiques de l’écoulement homogène isotrope

Echelle de temps lagrangienne,τ t
fp (s) 36.7 10−3

Energie turbulente du fluide,kf (m2.s−2) 0.12

L’étude de l’écoulement cisaillé débute à l’instantt = 0 pour lequel un gradient est imposé à la fois pour
la phase fluide et la phase particulaire (figure 5.1). Les intensités des cisaillements à l’instantt = 0 de la
phase fluide et de la phase particulaire sont notées respectivementSf etSp. A l’instant t = 0, on applique
alors aux propriétés de chaque particule la transformation:

{
u

(m)
f@p = u

(m)
f@p + Sfy × u

u
(m)
p = u

(m)
p + Spy × u

(5.2)

t=0

u u

v v

w w
x x

y y

z z

FIG. 5.1 – Description de l’écoulement test. Un gradient moyen de vitesse est superposé à l’écoulement THI
à l’instantt = 0 pour les deux phases.

Les intensités de cisaillement à l’instant initial sont prises égales (Sf = Sp). Par la suite l’intensité du ci-
saillement de l’écoulement fluide est imposée constante tout le long de la simulation, permettant d’exprimer
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simplement la vitesse moyenne du fluide :

Uf,i(x) = Sfy × u (5.3)

La vitesse moyenne des particules n’est quant à elle pas imposée dans les simulations à l’exception de
l’instant t = 0, et découle donc de l’interaction de la phase particulaire avec la phase fluide via la traînée. Il
est à noter que dans cette configuration, la vitesse moyenne des particules en temps long est alignée sur la
vitesse moyenne du fluide. Le fait d’avoir imposéSf = Sp à l’instant initial permet d’avoir à chaque instant
égalité entre la vitesse moyenne des particules et la vitesse moyenne du fluide. Les conditions de périodicité
dans la directiony doivent être modifiée par rapport au cas isotrope dû à la présence du cisaillement. En ce
qui concerne les directionsx etz, les conditions restent inchangées. Par contre les conditions de périodicité
dans la directiony ne s’applique plus sur la vitesse totale mais sur la partie fluctuante de la vitesse des
particules. L’écoulement étant homogène, le mouvement fluctuant des particules est lui périodique. Une
particule réinjectée pour compenser une particule sortantdu domaine par une surfacey = ±L

2 doit être
reinjectée avec des propriétés identiques sur sa vitesse fluctuante. Les conditions aux limites utilisées lors
des simulations sont donc :

y(m)
p ≶ ∓L

2
⇒

{
y

(m)
p = y

(m)
p ± L

u
(m)
p = u

(m)
p ± SpL

(5.4)

où le cisaillement moyen de la phase particulaire n’est pas donné par la relationSf = Sp mais par le calcul
du gradient de vitesse moyenne des particules issu de la simulation. Cette dernière relation n’est donc pas
utilisée mais vérifiée dans les simulations.

Les résultats de référence pour la validation en écoulementhomogène cisaillé de la méthode hybride sont
des résultats issus de simulations de Laviéville [1997] dans lesquelles la phase porteuse est résolue par LES
et la phase particulaire par un suivi lagrangien déterministe de toutes les particules (DPS).

5.1.2 Cas simulés

dp(m) ρp(kg.m
−3) collisions

Cas A 656 10−6 100 non

Cas B 656 10−6 50 non

Cas Ac 656 10−6 100 oui

Les cas de Laviéville [1997] étudiés correspondent à600000 particules réelles, c’est-à-dire à une frac-
tion volumique moyenneαp = 1, 25 10−2. Une simulation en utilisant des particules discrètes (comme les
simulations DPS de Laviéville) doivent donc prendre en compte le mouvement de600000 particules ainsi
que leurs interactions. Les algorithmes de positionnement(nécessaires à la résolution des collisions) faisant
usuellement le tri en27N , le coût des simulations numériques pour un écoulement aussi petit (seule une
boite de cotéL = 0, 192m est considérée) et académique peut sembler prohibitif.

Le traitement statistique de la phase dispersée prend ici tout son sens car, même pour un calcul lagrangien
stochastique, ce coût peut être grandement réduit. La résolution de l’équation de la pdf par une discrétisation
en diracs (ou particules numériques) de la pdf permet en effet de travailler avec un nombre restreint de par-
ticules numériques. Les simulations dont sont tirés les résultats suivant font par exemple appel au maximum
à30000 particules numériques pour les calculs en lagrangien stochastique périodique.
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FIG. 5.2 – Temps caractéristiques des phénomènes physiques présents dans l’écoulement homogène cisaillé
dans les cas A, Ac (gauche) et B (droite).

5.1.3 Temps caractéristiques

Tous les temps caractéristiques associés aux phénomènes physiques que sont la turbulence, la traînée,
les collisions ou le gradient de vitesse moyenne sont tous dumême ordre. Aucun phénomène physique ne
peut donc être négligé, notamment le temps associé à l’évolution macroscopique du système (qui peut être
pris comme1/Sf ). Les écoulements homogènes simplement cisaillés considérés sont donc des écoulements
fortement instationnaires, ce qui prohibe toute utilisation de modèles à l’équilibre pour la prédiction du
mouvement d’agitation particulaire ou des contraintes fluide-particule.

5.2 Consistance des modèles eulérien et lagrangien

Dans cette section la consistance entre les approches eulérienne et lagrangienne développées dans les cha-
pitres précédents est vérifiée. De part leur dérivation à partir de la même équation d’évolution de la pdf du
système (2.11), les deux modèles sont par construction consistants. Une étude comparative des deux mo-
dèles est effectuée afin de prouver que les approches lagrangienne et eulérienne ne sont que deux moyens
de résolution d’une même équation. Ainsi celles-ci doiventredonner des résultats identiques aux erreurs de
fermeture de l’eulérien et aux erreurs numériques près (erreurs des schémas numériques et erreurs statis-
tiques). Les résultats des deux modèles sont aussi comparésaux résultats LES/DPS de Laviéville [1997]
pour déterminer la performance globale des hypothèses de fermeture de l’équation d’évolution de la pdf
(2.11) et savoir si celles-ci permettent une prise en comptecorrecte des phénomènes physiques de l’écou-
lement. Les discussions ayant trait aux résultats des deux modèles dans le cas d’écoulements turbulents
homogènes simplement cisaillés ne se veulent pas exhaustives, mais commentent les comportements perti-
nents dans l’optique d’une étude du couplage de ces deux approches. Pour une étude détaillée de ce type
d’écoulements, le lecteur peut se référer à la thèse de Laviéville [1997].

5.2.1 Turbulence du fluide

La consistance entre les deux approches commence par le champ fluide vu par les particules. Le champ de
vitesse moyenne étant imposé, la consistance des deux approches se vérifie pour les contraintes de Reynolds.
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Les équations d’évolution des contraintes de Reynolds du fluide vu dérivées à partir du schéma de Langevin
IPM (avec le tenseurGfp donné par (2.56)) dans un écoulement homogène cisaillé s’écrivent :

∂Rff,uu

∂t
= −2Rff,uu

τ t
f@p

+ C∗
0εf − 2(1− 2

3
γf )SfRff,uv (5.5a)

∂Rff,vv

∂t
= −2Rff,vv

τ t
f@p

+ C∗
0εf −

2γf

3
SfRff,uv (5.5b)

∂Rff,ww

∂t
= −2Rff,ww

τ t
f@p

+ C∗
0εf −

2γf

3
SfRff,uv (5.5c)

∂Rff,uv

∂t
= − 2

τ t
f@p

[Rff,uv]− (1− γf )SfRff,vv (5.5d)

avec

τ t
f@p =

1

βf

kf

εf
(5.6)

La constante du modèle d’isotropisation de la production (IPM) γf vaut 0.6 et permet de prendre en
compte les termes de pression-déformation rapides. Cette dernière vaut0 dans le cas du modèle SLM consis-
tant avec le modèle de Rotta. La constanteC∗

0 est donnée parC∗
0 = 2

3(2βf +
γf

2
Pf,kk

εf
− 1) dans le cas du

modèle IPM (avecβf = 0, 9) etC∗
0 = C0 = 2, 1 pour le modèle SLM (ce qui impliqueβf = 2, 05).

Pour valider le modèle de turbulence utilisé, les équationseulériennes sont résolues en prenantkf et εf
non pas calculés à partir des caractéristiques de la turbulence issues de la simulation, mais issues d’une
simulation LES du fluide. Cette résolution permet d’être complètement consistant avec la résolution lagran-
gienne stochastique de l’écoulement gaz-particule puisque ces valeurs sont alors des données du problème.
En prenant les valeurs issues de la LES, il est possible de comparer comment les différents processus de Lan-
gevin choisis pour simuler le champ fluide vu par les particules permettre de rendre compte de l’hypothèse
fondamentale :

R̃
ff

= R
ff

(5.7)

Ce ne sont donc pas à proprement parlé les modèles SLM ou LIPM qui sont testés ici mais leur application
à la prévision du comportement de la phase particulaire dansles écoulements gaz-particules.

5.2.1.1 Modèles usuels

Le développement des contraintes de Reynolds du fluide est présenté en figure 5.3. Cette évolution est pi-
lotée par plusieurs mécanismes. Dans un premier temps, du fait de l’imposition du gradient à l’instantt = 0,
la turbulence est détruite par dissipation visqueuse. Dansle même temps, le gradient de vitesse moyenne est
à l’origine de l’apparition de la contrainte de cisaillement Rff,uv, qui engendre à son tour une production de
la composante longitudinaleRff,uu. Avec le développement de la contrainte de cisaillement, laproduction
devient le mécanisme prépondérant devant la dissipation. Le mouvement fluctuant longitudinal est ensuite
redistribué sur les composantes normale et transversale par les corrélations pression-déformations.

Les résultats lagrangiens sont obtenus par une moyenne sur toutes les particules présentes dans la boite de
simulation. La vitesse moyenne des particules n’est pas donnée (excepté à l’instant initial), celle-ci est donc
calculée en divisant la boite enNcell cellules dans la direction normale. Le champ de vitesse moyenne est
ainsi calculé dans chaque cellule et interpolé à la positionde la particule pour obtenir la partie moyenne de
la vitesse du fluide vu. Les résultats présentés ici sont obtenus avec un nombre proche de 30000 particules
numériques (κ = 20) ce qui permet aux statistiques d’être effectuées sur approximativement 600 particules



5.2 - Consistance des modèles eulérien et lagrangien 127

0 1 2 3 4 5
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Sf t

R
f
f
,i
j
/(

2 3
q2 f

(0
))

0 1 2 3 4 5
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

Sf t

R
f
f
,i
j
/(

2 3
q2 f

(0
))

FIG. 5.3 – Développements des contraintes cinétiques du fluide vu par les particules (cas A) prédits par le
modèle SLM (gauche) et le modèle LIPM (droite). ;◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rff,uu,� : Rff,vv ,⋄ :

Rff,ww,△ : Rff,uv) ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

numériques par cellule de calcul (Ncell = 50). Ce nombre (par ailleurs trop important pour des simula-
tions plus réalistes) permet d’éliminer les bruits d’origine statistique et de se focaliser sur la consistance
des approches. La simulation s’étend sur une période de temps Sf∆tsim = 5 laissant à peine le temps à
l’écoulement de retrouver un état d’équilibre (état défini par un tenseur d’anisotropie constant). L’écoule-
ment et les phénomènes qui s’y produisent sont donc instationnaires, ce pourquoi les résultats sont présentés
en fonction du temps.

La comparaison de ces résultats dans le cas d’un cisaillement Sf = 50s−1 avec la résolution LES de
l’écoulement permet de confirmer le mauvais comportement des modèles LIPM dans le cas où l’échelle de
temps caractéristique du mouvement moyen ne peut être considérée comme petite devant celle du mou-
vement d’agitation. Les équations de Langevin incorporantles termes rapides de pression-déformation
ont ainsi tendance à trop isotropiser le mouvement fluctuant, et induisent une destruction de ce dernier.
Le modèle LIPM ne permet donc pas en l’état d’assurer une des hypothèse de base du modèle eulérien
(R̃

ff
= R

ff
), et la consistance entre les deux modèles ne peut donc plus être assurée. Pour assurer la

consistance il est nécessaire de résoudre à l’intérieur du code eulérien le système (5.5) afin d’obtenir des
contraintes du fluide vu consistantes avec celles imposées dans le lagrangien stochastique. Cette résolution
se ferait au détriment de la physique puisque l’hypothèseR̃

ff
= R

ff
semble assez bien supportée par

l’expérience.

Le modèle SLM quant à lui présente un comportement global relativement satisfaisant. L’anisotropie du
tenseur des contraintes de Reynolds est assez bien représentée, excepté pour la différence existante entre
les composantes normale et transversale. Néanmoins, l’énergie turbulente vue par les particules est en bon
accord avec la LES contrairement aux modèles LIPM. La dynamique de l’écoulement et les phénomènes
physiques entrant en jeu sont correctement pris en compte, et ce malgré le manque d’équivalents aux termes
rapides de pression-déformation. Bien que ne rendant pas compte de la différence de comportement entre les
composantes normale et transversale, le modèle SLM s’avèredonc être dans notre cas le meilleur candidat
pour une modélisation de la turbulence par une équation de Langevin avec un bruit stochastique satisfaisant
à l’hypothèse de KolmogorovB = C0εf Id.
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5.2.1.2 Modèles avec correction du bruit

L’introduction de l’hypothèse de Kolmogorov sur la forme dubruit devant apparaître dans l’équation
de Langevin décrivant la turbulence ressentie par les particules limite ainsi les modèles disponibles. Dans
le cas de l’écoulement cisaillé, cette hypothèse conduit à considérer l’équation de Langevin compatible
avec le modèle de corrélation pression-déformation le plussimple (modèle de Rotta,§ 2.4.4). En nous
affranchissant des limitations présentes dans une modélisation monophasique, nous allons voir comment il
est possible de construire pour les écoulements monophasiques des modèles permettant d’obtenirR̃

ff
=

R
ff

. Pour cela nous allons continuer à considérer les modélisation du tenseurG
fp

issues des modèles SLM
ou LIPM, mais le bruit est maintenant corrigé selon (2.68) ou(2.67) pour essayer d’obtenir les bonnes
contraintes du fluide vu. Le processus de Langevin n’est alors plus un moyen de recréer la turbulence mais
un moyen de mimer celle-ci. Les caractéristiques de la turbulence à l’endroit de la particule sont ainsi
assumée connues. Dans notre cas, l’information nécessairese limite aux tenseur des contraintes de Reynolds
à l’endroit de la particule (notéRLES

ff
car donné par un calcul LES), et son évolution temporelle pour la

version instationnaire. Dans une simulation gaz-particule, ces informations sont disponibles car calculées
indépendamment par la simulation fluide. Pour chaque particule l’intensité du bruit stochastique est ainsi
donnée par une décomposition de Choleski de la matrice :

B ·t B = −A ·RLES
ff
−t (A ·RLES

ff
) (5.8)

ou dans sa version instationnaire :

B ·t B =
∂

∂t
RLES

ff
−A ·RLES

ff
−t (A ·RLES

ff
) (5.9)

Les contraintes cinétiques du fluide vu suivent ainsi l’équation :

∂

∂t

[
R̃

ff
−RLES

ff

]
−A ·

[
R̃

ff
−RLES

ff

]
−t
[
R̃

ff
−RLES

ff

]
·t A = 0 (5.10)

Cette équation a de "bonnes chances" de tendre vers l’état d’équilibre si toutes les valeurs propres de la

matrice1
2(A+t A) sont négatives. La présence des deux termesA ·

[
R̃

ff
−RLES

ff

]
et t
[
R̃

ff
−RLES

ff

]
·t A

ne permet pas d’en faire une condition nécessaire et suffisante, mais nous prendrons cette propriété comme
représentative de la possibilité d’obtenir un état d’équilibre. La matrice possède une forme simple pour les
modèles de Langevin considérés :

1

2
(A+t A) =




− 1
τ t
f@p

−1−γf

2
∂Uf

∂y 0

−1−γf

2
∂Uf

∂y − 1
τ t
f@p

0

0 0 − 1
τ t
f@p


 (5.11)

ce qui permet d’obtenir une condition nécessaire et suffisante simple d’avoir toutes les valeurs propres
négatives :

τ t
f@p

∂Uf

∂y
<

2

1− γf
(5.12)

La figure 5.4 montre la comparaison aux résultats LES des résultats obtenus en modifiant le bruit (en
prenant en compte ou non l’instationnarité de l’écoulement) et en préservant une modélisation type SLM.

La figure 5.4 montre que la non-prise en compte de l’instationnarité dans l’équation (2.68) ne permet pas
la prédiction correcte des contraintes cinétiques du fluidevu. Cette constatation est en adéquation avec les
remarques faites sur les échelles de temps de l’écoulement qui ne permettent pas de se servir d’hypothèses
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FIG. 5.4 – Développements des contraintes cinétiques du fluide vu par les particules (cas A). gauche : modèle
NCSLM avec correction (5.8), droite : modèle NCSLM avec correction (5.9).◦ : lagrangien stochastique
(◦ : Rff,uu,� : Rff,vv ,⋄ : Rff,ww,△ : Rff,uv) ; • : LES/DPS (Laviéville [1997]).

d’équilibres (§ 5.1.3). La correction stationnaire du bruit tend tout de même vers des valeurs acceptables
des contraintes cinétiques du fluide vu lorsque l’écoulement se rapproche de l’état d’équilibre en ce qui
concerne l’anisotropie.

L’amélioration des prédictions des contraintes cinétiques du fluide vu en utilisant la correction instation-
naire est spectaculaire car elle permet de rendre fidèlementcompte de la différence de valeurs entre ces com-
posantes, contrairement aux modèles sans correction du bruit. Dû à cette correction du bruit stochastique
pour obtenirR̃

ff
= R

ff
, ce nouveau modèle est appelé "Noise Corrected Simplified Langevin Model" ou

NCSLM. Toutes les contraintes sont exactement prédites tout au long de la simulation ce qui permet d’affir-
mer que les différences que l’on pourrait observer concernant la prédiction des contraintes fluide-particules
ou des contraintes particulaires ne serait pas dues à une faiblesse de modélisation de la matrice d’amplitude
du bruit.

L’application de la méthode de correction du bruit au modèleLIPM associé aux valeurs des constantes
données par (2.61) n’est pas possible car la matrice issue de(5.8) ou (5.9) n’est alors pas décomposable se-
lon Choleski (la condition (5.12) n’est plus satisfaite). Il est tout de même possible de construire un modèle
intermédiaire dans le cas des écoulements gaz-particules.La correction du bruit permet en effet de s’affran-
chir de la condition reliantβf etγf issue de (2.52). Le modèle "Noise Corrected Langevin Isotropization of
Production Model" (NCLIPM) est ainsi défini en préservantβf = 2, 1, en prenantγf = 0.6 etC∗

0 = C0.
Les résultats issus de ce modèle concernant les contraintescinétiques du fluide vu sont donnés en figure 5.5.

Le caractère fortement instationnaire de la simulation estune nouvelle fois à l’origine du mauvais compor-
tement de la correction stationnaire. La correction instationnaire par contre permet une prédiction exacte des
contraintes cinétiques du fluide vu comme dans le cas du NCSLMavec correction instationnaire. C’est pour-
quoi par la suite il sera implicitement admis que sous la dénomination NCSLM et NCLIPM les corrections
effectuées sont des correction instationnaires.
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FIG. 5.5 – Développements des contraintes cinétiques du fluide vu par les particules (cas A). gauche : modèle
NCLIPM avec correction (5.8), droite : modèle NCLIPM avec correction (5.9).◦ : lagrangien stochastique
(◦ : Rff,uu,� : Rff,vv ,⋄ : Rff,ww,△ : Rff,uv) ; • : LES/DPS (Laviéville [1997]).

5.2.2 Contraintes fluide-particule

Le système d’équations eulériennes dérivées à partir l’équation (2.11) concernant les contraintes fluide-
particule dans le cas d’un écoulement homogène cisaillé simple prend la forme :

∂Rfp,uu

∂t
= − 1

τF
fp

[Rfp,uu −Rff,uu]− Rfp,uu

τ t
f@p

− SpRfp,uv − (1− γf )SfRfp,vu (5.13a)

∂Rfp,vv

∂t
= − 1

τF
fp

[Rfp,vv −Rff,vv]−
Rfp,vv

τ t
f@p

(5.13b)

∂Rfp,ww

∂t
= − 1

τF
fp

[Rfp,ww −Rff,ww]− Rfp,ww

τ t
f@p

(5.13c)

∂Rfp,uv

∂t
= − 1

τF
fp

[Rfp,uv −Rff,uv]−
Rfp,uv

τ t
f@p

− (1− γf )SfRfp,vv (5.13d)

∂Rfp,vu

∂t
= − 1

τF
fp

[Rfp,vu −Rff,uv]−
Rfp,vu

τ t
f@p

− SpRfp,vv (5.13e)

L’évolution de ces contraintes fluide-particules est donc pilotée par la compétition entre la production
par les gradients des vitesses moyennes du fluide et des particules, la destruction du mouvement corrélé
fluide-particule (−R

fp
/τ t

f@p) et les interactions avec le fluide au travers de la traînée (1/τF
fp·). Les bilans de

ces équations effectué par Laviéville [1997] montre que le mécanisme prépondérant est l’interaction via la
traînée entre le fluide et les particules mais que la compétition entre production et dissipation doit être pris en
compte. Les simplifications induites par les symétries de l’écoulement écartent toute étude de la consistance
des modèles eulérien et lagrangien stochastique concernant la modélisation des corrélations triples dans
l’eulérien. De même dans le cas de collisions corrélées ou sans collisions, les termes de collision sont nuls
et ne peuvent donc pas être à l’origine d’une inconsistance.Les inconsistances découlant des hypothèses
supplémentaires effectuées dans l’approche eulérienne seréduisent donc ici au traitement des termes de
traînée.
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5.2.2.1 Modèles usuels

La figure 5.6 présente les prédictions concernant les contraintes fluide-particules des modèles SLM et
LIPM ainsi que les prédictions de leurs modèles eulériens consistants issues de (5.13).
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FIG. 5.6 – Développements des contraintes fluide-particules (cas A) prédits par le modèle SLM (gauche)
et le modèle LIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rfp,uu,� : Rfp,vv,⋄ : Rfp,ww,△ : Rfp,uv,▽ :

Rfp,vu) ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

La prédiction de l’évolution des contraintes fluide-particules est meilleure dans le cas du modèle SLM que
dans dans le cas du modèle LIPM. La surestimation de la contrainte longitudinale est ainsi supérieure dans
le cas du modèle LIPM. Ce résultat peut paraître surprenant du fait que la traînée joue un rôle prépondérant
et que la contrainteRff,uu est sous-estimée par le LIPM. Cette surproduction est en fait une conséquence
indirecte de l’isotropisation de la production qui surestime la production de la contrainte de cisaillement
Rfp,uv. Cette contrainte pilotant la production de la contrainte longitudinaleRfp,uu, la production de celle-
ci est surestimée ce qui résulte en la surestimation observée.

5.2.2.2 Modèles avec correction du bruit

La figure 5.7 présente les prédictions concernant les contraintes fluide-particules des modèles NCSLM
et NCLIPM. Au regard des résultats LES/DPS, il existe une légère différence dans le comportement des
contraintes de cisaillementRfp,uv etRfp,vu qui est absente des prévisions du modèle NCSLM. Cette ab-
sence était prévisible car en présence de gradients de vitesse moyennes identiques (Sp = Sf ), le modèle
NCSLM (γf = 0) prédit une production identique pour les composanteRfp,uv etRfp,vu. De plus le modèle
NCLIPM semble donner un très bon accord avec les résultats LES/DPS, et ce pour toutes les composantes
du tenseur. Le modèle NCSLM par contre semble sur-estimer lacontrainte longitudinaleRfp,uu du fait de
la concentration de la production sur cette seule composante.

Ces résultats, qui pourraient paraître surprenants au vue des résultats de la figure 5.6, sont en fait cohérents
du fait que dans les modèles NCSLM et NSLIPM les contraintes cinétiques du fluide vu sont égales aux
contraintes de Reynolds, contrairement aux cas où le bruit n’est pas corrigé. Il s’agit donc dans la figure
5.7 d’observer le comportement des différents modèles lorsque l’hypothèsẽR

ff
= R

ff
est bien respectée.

Si cette contrainte ne pose aucun problème d’intégration dans la résolution des équations (5.13), il est
nécessaire de s’assurer que celle-ci reste vrai dans le lagrangien stochastique en modifiant le bruit. Si le
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FIG. 5.7 – Développements des contraintes fluide-particules (cas A) prédits par le modèle NCSLM (gauche)
et le modèle NCLIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rfp,uu,� : Rfp,vv,⋄ : Rfp,ww,△ : Rfp,uv,▽ :

Rfp,vu) ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

modèle LIPM ne permet de s’assurer de cette hypothèse, il s’avère qu’une isotropisation de la production
permet une meilleure prédiction des contraintes fluide-particules lorsque celle-ci est vérifiée.

Néanmoins, lorsque cette étude fut menée afin de valider la méthode hybride dans le cas de l’écoulement
turbulent homogène simplement cisaillé, la modification des modèles SLM et LIPM n’avait pas été envisa-
gée. Pour des raisons de consistance entre les modèles, les études ont ainsi été réalisée avec un modèle de
Langevin simplifié. C’est pourquoi les résultats présentéspar la suite héritent des désavantages du modèle
SLM en terme d’anisotropie de la production, notamment l’égalitéRfp,vu = Rfp,uv et la sur-production de
la contrainte longitudinaleRfp,uu. L’extension de la validation de la méthode hybride aux modèles NCSLM
ou NCLIPM ne présentant à priori pas de différence avec le modèle SLM, la validation de la méthode avec
modèle SLM garde un cadre général.

5.2.3 Contraintes particulaires

Les équations eulériennes d’évolution des contraintes particulaires dans le cas de l’écoulement turbulent
homogène simplement cisaillé sont considérées sans les termes de convection (sauf en ce qui concerne
la densité de particules) et avec des termes de collision (éventuels) modélisés pour des collisions inter-
particulaires élastiques et un chaos fluido-particulaire.Ces équations s’écrivent :

∂Rpp,uu

∂t
= − 2

τF
fp

[Rpp,uu −Rfp,uu]− σc

τ c
p

(Rpp,uu −
2

3
q2p)− 2SpRpp,uv (5.14a)

∂Rpp,vv

∂t
=

2

τF
fp

[Rpp,vv −Rfp,vv]−
σc

τ c
p

(Rpp,vv −
2

3
q2p) (5.14b)

∂Rpp,ww

∂t
= − 2

τF
fp

[Rpp,ww −Rfp,ww]− σc

τ c
p

(Rpp,ww −
2

3
q2p) (5.14c)

∂Rpp,uv

∂t
= − 1

τF
fp

[2Rpp,uv −Rfp,uv −Rfp,vu]− σc

τ c
p

Rpp,uv − SpRpp,vv (5.14d)

L’évolution des contraintes particulaires est donc le résultat de la compétition entre :
– la production par le gradient de vitesse moyenne des particules
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– la traînée qui tend à emmener les corrélations particulaires vers la corrélation symétrique fluide-particule
correspondante

– éventuellement les collisions qui tendent à isotropiser le mouvement fluctuant particulaire.

Les sources potentielles d’inconsistance entre les deux approches proviennent donc du traitement des termes
de traînée et de collision dans l’eulérien.

Le système (5.14) est aussi le premier dans la hiérarchie développée aux paragraphes précédents à ne pas
dépendre du modèle de Langevin utilisé pour mimer la turbulence. Le schéma de Langevin n’agit donc sur
le comportement de la phase particulaire que par l’intermédiaire de sa capacité à prédire correctement les
contraintes fluide-particules.

La figure 5.8 présente les résultats concernant les contraintes particulaires issus des modèles SLM et
LIPM.
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FIG. 5.8 – Développements des contraintes particulaires (cas A) prédits par le modèle SLM (gauche) et le
modèle LIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rpp,uu,� : Rpp,vv,⋄ : Rpp,ww,△ : Rpp,uv) ; —— :
eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

En adéquation avec les prédictions concernant les contraintes fluide-particules, le modèle SLM prédit
mieux le comportement des contraintes particulaires que lemodèle LIPM. Tous les défauts constatés pour les
contraintes fluide-particules se retrouvent via la traînéedans le comportement des contraintes particulaires,
principalement la surestimation des contraintes longitudinale et tangentielle.

La figure 5.9 présente les résultats concernant les contraintes particulaires issus des modèles NCSLM et
NCLIPM.

L’amélioration apportée par la modification du bruit est peuvisible dans le cas présenté ici (cas A), mais il
est tout de même possible de voir que la faible différence entre les composantes normale et tangentielle est
maintenant bien prise en compte. L’amélioration apportée par la correction du bruit est surtout notable dans
le cas du modèle NCLIPM. Si le modèle LIPM prédit de très mauvaises contraintes particulaires du fait de
son incapacité à assurer̃R

ff
= R

ff
, lorsque cette dernière est assurée les contraintes fluide-particules et

par suite les contraintes particulaires sont alors prédites avec une très bonne précision.



134 5 - ECOULEMENTS TURBULENTS HOMOGÈNES SIMPLEMENT CISAILLÉS

0 1 2 3 4 5
−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

Sf t

R
p
p
,i
j
/(

2 3
q2 p

(0
))

0 1 2 3 4 5
−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

Sf t

R
p
p
,i
j
/(

2 3
q2 p

(0
))

FIG. 5.9 – Développements des contraintes particulaires (cas A) prédits par le modèle NCSLM (gauche) et
le modèle NCLIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rpp,uu,� : Rpp,vv,⋄ : Rpp,ww,△ : Rpp,uv ;
—— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

5.2.4 Conclusions

5.2.4.1 Considérations théoriques sur les modèles de Langevin

Par la suite seuls les résultats issus des modèles SLM et NCLIPM seront présentés puisqu’ils nous
semblent les plus représentatifs. Le modèle SLM est en effetun modèle simple mais les figures précédentes
ont permis de montrer son efficacité dans la modélisation desécoulements turbulents homogènes cisaillés.
Le modèle NCLIPM quant à lui est un bon exemple d’un modèle quine peut avoir de sens que dans les
écoulements gaz-particules puisqu’il n’est pas auto-consistant du point de vue de la turbulence. Le modèle
NCLIPM nécessite en effet de connaître en avance les caractéristiques de la turbulence vue par les parti-
cules. L’utilisation de techniques de modification du bruitstochastique pour obtenir des valeurs correctes
des contraintes cinétiques du fluide vu quelque soit le modèle permet alors de s’affranchir de la condition
(2.52), pour peu que l’on s’affranchisse de la consistance du modèle avec une des hypothèses de Kolmogo-
rov (on peut de plus avancer que la correction du bruit tendrait pour des Reynolds infinis vers une matrice
isotrope, donc qu’il n’y aurait pas d’inconsistance). Le problème central de la modélisation de l’influence
de la turbulence sur la phase particulaire devient alors la capacité du modèle à prédire correctement le com-
portement des contraintes fluide-particules. Ces prédictions sont directement reliées à la modélisation des
tenseursA ouG

fp
comme le montre le système eulérien (5.13). Il nous semble donc que le problème central

de la modélisation de la dispersion de particules par la turbulence réside en une modélisation appropriée du
tenseurA à partir des paramètres statistiques de la turbulence et despropriétés physiques des particules. De
nombreuses études ont été effectuées dans ce sens sans toutefois arriver à dégager un modèle général ca-
pable de modéliser correctement l’effet de la turbulence sur la phase particulaire. Une voie intéressante pour
explorer plus en avant les potentialités de la modélisationpar une équation de Langevin de la dispersion de
particules par la turbulence semble être le recours à des outils numériques de simulation directe. Dans une
étude très intéressante Arcen [2006] utilise une résolution DNS du fluide associée à un suivi déterministe
des particules pour étudier les hypothèses des modèles de Pope [1983] et Oesterlé and Zaichik [2004] à la
lumière de ses résultats. Des pistes sont avancées pour permettre de mesurer effectivement dans des simu-
lations directes le tenseurA, notamment à partir du système (5.13) ou encore par la mesuredirecte dans les
simulations des corrélations :

<
du′′f,i

dt
u′′p,j >p (5.15)
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L’utilisation de telles techniques permettra dans l’avenir de déterminer le comportement du tenseurA

pour différents écoulements, constituant ainsi un banque de données de référence pour construire des mo-
dèles précis deA ne dépendant que des paramètres statistiques de la turbulence et des propriétés physiques
des particules. Cela permettra éventuellement de répondrede plus à la question théorique de savoir si un
processus de Langevin est suffisant pour décrire la turbulence, phénomène au nombre de degrés de liberté
infini. Les hypothèses inhérentes au modèles de Langevin, notamment sur la forme présumée de la fonction
d’autocorrélation lagrangienne, se révéleront peut être trop restrictive pour arriver à décrire ne serait-ce que
la dispersion de particules inertielles par la turbulence.

5.2.4.2 Consistance des deux approches

Les fermetures supplémentaires effectuées pour le modèle eulérien semblent être suffisamment précises
car peu de différences peuvent être observées entre les prédictions issues des simulations lagrangiennes et
des simulations eulériennes. Les deux simulations prédisent tout de même un comportement légèrement
différent pour la contrainte longitudinale. Cette différence peut s’expliquer par divers mécanismes :

1. La fermeture du terme de traînée effectuée dans l’approche eulérienne peut introduire un léger biais
dans le traitement de la traînée. Le terme de traînée est en effet linéariser dans l’eulérien (Rep < 1),

2. Les caractéristiques du mouvement d’agitation à l’instant initial ne sont pas exactement identiques. Le
tenseur de contraintes particulaires est en effet initialisé dans l’eulérien par le résultat de la simulation
THI convergée. Le mouvement fluctuant à l’instant initial est donc totalement isotrope contrairement
à la simulation lagrangienne qui est initialisée à l’aide dudernier pas de temps de la simulation THI.
La production au début de la simulation n’est donc pas exactement identique, ce qui pourrait entraîner
cette différence de comportement

3. les contraintes cinétiques du fluide vu par les particulesdans la simulation lagrangienne n’est pas
exactement identique au contraintes de Reynolds qui sont elles utilisées dans la simulation eulérienne.
Cette différence est alors répercutée via la traînée sur le mouvement fluctuant des particules.

La différence entre les deux approches provient essentiellement du deuxième point évoqué au-dessus. Le
traitement des termes de traînée est en effet adéquat, ce quipeut être montré par une étude du bilan de la
contrainteRpp,uu (Laviéville [1997]). La différence dans la prédiction des corrélations fluide-particule est
minime d’après le paragraphe 5.2.2 car dépendant de la faculté du modèle de Langevin à garantir la relation
R̃

ff
= R

ff
. Cette dernière est bien respectée par le modèle SLM dans le cas de l’écoulement turbulent

homogène simplement cisaillé ce qui explique le très bon accord des prévisions relatives à chaque approche.
La seule source possible d’inconsistance est donc de naturestatistique (le deuxième point provient d’un
biais statistique).

Enfin la figure 5.10 présente le développement des composantes du tenseur d’anisotropie du mouvement
fluctuant particulaire. Le tenseur d’anisotropie est définipar :

bpp,ij =
Rpp,ij − 2/3q2p

2/3q2p
(5.16)

Comme pour le cas de l’écoulement fluide, le mouvement particulaire est aussi fortement instationnaire
comme le montre la figure 5.10. L’état stationnaire du tenseur d’anisotropie est seulement atteint en fin de si-
mulation ce qui explique pourquoi des modèles basés sur l’agitation particulaireq2p associé à des hypothèses
d’équilibre (cf.§ 3.2.4) ont peu de chances de bien prédire ce type d’écoulements.
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FIG. 5.10 – Développement du tenseur d’anisotropie des contraintes particulaires (cas A) prédit par le mo-
dèle SLM (gauche) et le modèle NCLIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique (◦ : bpp,uu,� : bpp,vv,⋄ :

bpp,ww,△ : bpp,uv) ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

5.2.5 Cas B

Des particules de moindre densité ont aussi prise en compte afin de s’assurer de la généralité des arguments
avancés pour les résultats précédents. Le cas B fait donc référence à des particules de densité deux fois
plus petite que le cas précédent mais ne prend toujours pas encompte les collisions. Les figures suivantes
présentent donc les résultats identiques aux paragraphes précédents dans le cas B.

La figure 5.11 montre que les résultats obtenus sans le cas A sont facilement généralisables à des cas de
particules présentant un Stokes différent (que ce soit par une modification de la densité ou du diamètre).
C’est pourquoi le cas B ne sera pas étudié dans les validations intermédiaires de l’approche hybride.

5.2.6 Prise en compte des collisions : cas Ac

L’introduction des collisions dans la résolution de l’écoulement turbulent homogène simplement cisaillé
apporte potentiellement une nouvelle source d’inconsistance entre les deux approches. La modélisation
des termes collisionnels faite dans l’approche eulériennepeut en effet entraîner des inconsistances avec le
lagrangien stochastique. Les collisions sont traitées dans le cadre de vitesses fluide non corrélées et considé-
rées comme élastiques. On utilise un algorithme de type Bird(cf. § 2.8.3.3) dans la simulation lagrangienne
stochastique et on modélise les termes collisionnels dans la simulation eulérienne par :

C(Rfp,ij) = −2np

3τ c
p

Rfp,ij (5.17a)

C(Rpp,ij) = −np
σc

τ c
p

[
Rpp,ij −

2

3
q2pδij

]
(5.17b)

La destruction des contraintes fluide-particules due à l’hypothèse de chaos fluido-moléculaire est mise en
évidence par la figure 5.12. Cette hypothèse, qui stipule queles vitesses du fluide vu par deux particules
entrant en collisions ne sont pas corrélées, détruit ainsi artificiellement les contraintes fluide-particules.
Laviéville [1997] montre dans sa thèse comment une hypothèse adéquate sur les vitesses du fluide vu par les
particules permet d’éliminer cet effet de modélisation. Celui-ci suppose la partie fluctuante des vitesses du
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FIG. 5.11 – Développements des contraintes cinétiques (cas B) prédits par le modèle SLM (gauche) et le
modèle NCLIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

fluide vu comme complètement corrélées et montre qu’alors les collisions ne détruisent plus artificiellement
les corrélations fluide-particules.

La destruction des contraintes fluide-particules est à l’origine d’une prédiction dégradée des propriétés
du mouvement d’agitation de la phase particulaire, particulièrement pour les composantes longitudinale
et de cisaillement. Les prédictions issues à partir du modèle SLM sont de plus en meilleure adéquation
avec les résultats LES/DPS que les résultats issus du modèleNCLIPM, ce qui paraît surprenant au vu des
résultats précédents. Il s’agit en fait d’un effet des collisions décorrélées. La destruction due à celles-ci étant
à peu près identique dans les deux cas, la surestimation plusimportante du modèle SLM compense mieux
la destruction que le modèle LIPM. La figure 5.13 montre les résultats issus de simulations eulériennes
en prenant en compte les collisions corrélées (et donc sans terme de collision pour les contraintes fluide-
particules). Les prévisions du modèle NCLIPM sont cette fois-ci en meilleure adéquation avec les résultats
LES/DPS que les résultats issus du modèle SLM.

5.3 Etudea priori des demi-flux

Afin de valider l’hypothèse sur la forme présumée des demi-flux des variables à travers la surface de
couplage issus d’une pdf de type Richman (on rappelle que la pdf de type Richman peut être prise comme
modèle de référence dans les écoulements homogènes, cf.§ 4.2.3), une étude des demi-flux a été réalisée
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FIG. 5.12 – Développements des contraintes cinétiques (cas Ac)prédits par le modèle SLM (gauche) et le
modèle NCLIPM (droite).◦ : lagrangien stochastique ; —— : eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

lors de la simulation lagrangienne stochastique seule.

Par symétrie les particules sortant du domaine par la face "gauche" de la boite lagrangienne (Γl dans la
figure 5.3) sont aussi (au gradient de vitesse moyenne près) les particules entrant dans le domaine par la
face "droite" de couplageΓr. Les propriétés du mouvement fluctuant de ces deux types de particules sont
identiques, et les propriétés du mouvement moyen se déduisent par une translation de vitesse∂Up/∂y L.
Par symétrie, les résultats suivants sont aussi valables pour n’importe quelle face de normaley.

5.3.1 Expressions des demi-flux associés à la pdf de Richman

Les expressions des demi-flux associés à la pdf de Richman dans le cas de l’écoulement turbulent simple-
ment cisaillé sont données par :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = −np(xΓ, t)

√
Rpp,vv

2π
(5.18a)

Feul−
Γ (ci, xΓ, t) = Feul−

Γ (1, xΓ, t)

[
Ui +

√
π

2
Θi1

√
Rpp,vv

]
(5.18b)

Feul−
Γ (c′′i c

′′
j , xΓ, t) = Feul−

Γ (1, xΓ, t) [Rij −Θi1Θj1Rpp,vv] (5.18c)

Les demi-flux de vitesses moyennes et de contraintes cinétiques sont ainsi très simplement reliés au flux
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FIG. 5.13 – Développements des contraintes cinétiques (cas Ac)prédits par le modèle SLM (gauche) et le
modèle NCLIPM (droite). —— : eulérien avec collisions corrélées ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).
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FIG. 5.14 – Configuration de l’écoulement

de densité de particules. On définit ainsi la moyenne sur les particules "entrantes"< · >− par la relation :

< Ψ >−
Γ =
Feul−

Γ (Ψ, xΓ, t)

Feul−
Γ (1, xΓ, t)

(5.19)

Les moyennes sur les particules sortantes s’expriment doncainsi simplement à partir des momentsnp,
U etR. Ces moments (et donc les valeurs des demi-flux associés) peuvent être donnés aussi bien par la
simulation lagrangienne que par la simulation eulérienne.Lorsque ces demi-flux (resp. moyennes) sont
calculés à partir des moments lagrangiens (resp. eulériens), nous parlerons de demi-flux (resp. moyennes) de
Richman lagrangiens (resp. eulériens). Même si seuls les demi-flux de Richman eulériens sont intéressants
dans l’optique du couplage, il est intéressant de comparer les demi-flux réels avec les demi-flux associés de
Richman lagrangiens afin de valider l’hypothèse de pdf de Richman.

Le nombre moyen de particules numériques sortantes par pas de tempsδt au travers la face d’étude (de
surfaceL2) est donné par :

δN−
p =

np(xΓ, t)

κ

√
Rpp,vv

2π
L2δt (5.20)
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ce qui donne pour les conditions de la simulationδN−
p ≃ 0, 7. Ce nombre est trop petit (en considérant la

nécessité de faire des statistiques sur les particules sortantes) et c’est pourquoi il a été pris le parti de diviser
la taille de la boite par10 (L = 1, 92 10−2m) tout en gardant le nombre de particules numériques constant.
Le nouveau poids de nos particules numériques est doncκ = 210−2, ce qui permet de multiplier le rapport
L2/κ par10 et ainsi de s’assurer que plusieurs particules numériques traversent la face d’étude à chaque pas
de temps.

5.3.2 Comparaison des demi-flux de Richman lagrangiens au calcul lagrangien

La figure 5.15 présente la comparaison au cours du temps du demi-flux de particules numériques sortantes
issu du calcul lagrangien périodique avec le demi-flux de Richman lagrangien. Au cours de la simulation
environ 28% des30000 particules numériques initiales sont passées au travers laface d’étude, soit une
moyenne proche de5 particules numériques par pas de temps. Ce faible nombre explique la variance as-
sez élevée du calcul du flux de particules numériques visiblesur les points de la moyenne glissante sur
5 points de la figure 5.15. Cet effet est moins important pour lamoyenne glissante sur100 points ce qui
permet de remarquer que le demi-flux est très bien prédit par une hypothèse de type Richman sur la pdf de
l’écoulement.
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FIG. 5.15 – Comparaison du nombre de particules numériques sortantes par pas de temps (cas A).◦ :
lagrangien stochastique (moyenne glissante sur5 pas de temps ;· · · · · · : lagrangien stochastique (moyenne
glissante sur 100 pas de temps) ; —— : demi-flux de Richman associés au moments lagrangiens.

La figure 5.16 présente quant à elle le développement des composantes de la vitesse moyenne des parti-
cules sortantes au traversΓl. Les résultats du lagrangien sont donnés au travers d’une moyenne glissante sur
10 pas de temps, équivalent à une statistique sur une cinquantaine de particules numériques. Les résultats
sont cette fois-ci très satisfaisants aussi bien pour la valeur moyenne que pour la variance. Le développement
de la vitesse moyenne longitudinale des particules sortantes est particulièrement en accord avec l’hypothèse
de pdf de Richman. Les flux de quantité de mouvement étant parfaitement décrit par une pdf de Richman
ce comportement était attendu car cette pdf est valable à l’ordre2. On retrouve néanmoins naturellement le
mécanisme favorisant la traversée de la faceΓl par des particules de plus grande vitesse longitudinale du
fait du développement de la contrainte de cisaillementRpp,uv (cette contrainte étant négative, les particules
venant de la droite (vp < 0) ont en moyenne une vitesse fluctuante longitudinale positive).

La figure 5.17 présente le développement des demi-flux de corrélations fluide-particules en introduisant
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FIG. 5.16 – Comparaison du développement des vitesses moyennesdes particules sortantes (cas A).◦ :
lagrangien stochastique (◦ :< Up >−, � :< Vp >−, ⋄ :< Wp >−) ; · · · · · · : lagrangien stochastique
(moyenne glissante sur10 pas de temps) ; —— : moyennes sortantes sur les demi-flux de Richman associés
aux moments lagrangiens.

la comparaison aux moyennes sur les demi-flux de Richman associés aux moments lagrangiens et eulériens.
Dans le cas des contraintes fluide-particules les prédictions des approches eulérienne et lagrangienne sont
très proches ce qui explique le très bon accord entre les moyennes de Richman eulériennes et lagrangiennes.
L’accord est tout aussi bon avec les valeurs issues de la simulation lagrangienne stochastique ce qui montre
l’accuité de la pdf de Richman comme pdf de référence en ce quiconcerne les corrélations fluide-particules
dans le cas de l’écoulement turbulent simplement cisaillé.
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FIG. 5.17 – Développements des corrélations fluide-particulessortantes (cas A).◦ : lagrangien stochastique
(◦ :< Rfp,uu >

−, � :< Rfp,vv >
−, ⋄ :< Rfp,ww >−, △:< Rfp,uv >

−) ; - - - : moyennes sur les demi-flux
de Richman associés aux moments lagrangiens ; —— : moyennes sur les demi-flux de Richman associés
aux moments eulériens.

Finalement la figure 5.18 présente les résultats concernantle développement des demi-flux des contraintes
cinétiques particulaires. La différence est maintenant légèrement plus sensible concernant la contrainte lon-
gitudinaleRpp,uu ce qui implique une légère différenciation dans les moyennes de Richman eulériennes et
lagrangiennes. Les résultats lagrangiens sont à nouveau entrès bon accord avec les moyennes de Richman,
spécialement les moyennes lagrangiennes. L’hypothèse d’une pdf de Richman est donc encore une fois bien
supportée par les simulations, et ce durant toute la simulation. Il est ainsi remarquable que cette hypothèse
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(qui est presque une hypothèse d’équilibre) ne soit jamais prise en défaut, y compris en début de simulation
pendant la période de temps où le tenseur d’anisotropie a un comportement fortement instationnaire.
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FIG. 5.18 – Développements des corrélations particule-particule sortantes (cas A).◦ : lagrangien stochas-
tique (◦ :< Rpp,uu >−, � :< Rpp,vv >

−, ⋄ :< Rpp,ww >−, △:< Rpp,uv >
−) ; - - - : moyennes sur les

demi-flux de Richman associés aux moments lagrangiens ; —— : moyennes sur les demi-flux de Richman
associés aux moments eulériens.

5.3.3 Conclusion

L’hypothèse modélisant la pdf d’équilibre de l’écoulementsuivant une pdf de type Richman généralisée
s’avère particulièrement pertinente dans le cadre des écoulements turbulents homogène simplement cisaillés.
Bien qu’aucun travail mathématique n’a encore démontré quela pdf de Richman (6.35) est solution de
l’équation d’évolution de la pdf (2.11) fermée avec les modèles décrits au chapitre 2, les résultats issus de
simulations numériques montrent que cette dernière est très proche de la pdf représentant l’écoulement. Il
serait d’ailleurs peut-être possible de démontrer que la pdf de Richman est solution dans un cadre où la
traînée est linéarisée et où l’opérateur de collision est équivalent à l’opérateur de Boltzmann,i.e. pour des
collisions décorrélées.

En étendant ainsi la forme de la pdf de Richman aux écoulements gaz-particule, un outil "simple" et
capable de prédire correctement les demi-flux de moments jusqu’à l’ordre deux est disponible pour les
écoulements turbulents simplement cisaillés. Le choix de cette pdf de référence en lieu et place du déve-
loppement de Grad à partir d’une pdf Maxwellienne paraît donc pertinent. Outre le fait que la forme de
Richman semble en parfaite adéquation avec la pdf contrairement au développement de Grad, ce dernier
possède de plus des boucles négatives qui n’ont pas de justifications physiques. Le modèle de Richman
semble donc être un modèle plus intéressant comme référence.

5.4 Méthode hybride

La méthodologie complète de couplage de l’approche hybrideeulérienne-lagrangienne (HELM) est main-
tenant appliquée à l’écoulement homogène cisaillé du cas A.Le domaine spatial est ainsi divisé en deux
sous-domaines. La normale des surfaces de couplagen est toujours orientée dans la direction normale de
l’écoulement (n ≡ y), c’est-à-dire pour des configurations sans vitesses moyennes normales aux faces de
couplage. Le domaine lagrangienΩlag est toujours de dimension trois pour une résolution adéquate des
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collisions. Le domaine lagrangien n’est plus cubique car celui-ci est coupé dans la direction normale. La
longueur dans la direction normale du domaine lagrangien est notéeLlag. Le domaine eulérien quant à lui
peut être limité à des maillages monodimensionnels comme dans la figure 5.19.

maillage de calcul dit 

"vitesse":

maillage de calcul dit 

"pression":

x, u

y, v

z, w

Ωlag

Ωeul

np, Rij

Ui, Sijk

FIG. 5.19 – Description schématique des domaines lagrangien eteulérien.

On définit alors le rapport de volume du domaine lagrangien :

η =
Vlag

L3
=
Llag

L
(5.21)

Lorsque ce rapport de volume diminue, le couplage a de plus enplus d’influence sur la partie lagrangienne.
En effet le nombre de particules numériques injectées resteidentique quelle que soit la position de l’interface
tandis que le nombre de particules numériques présentes dans le domaine est directement proportionnel au
rapport de volumeη. Cet effet statistique n’est pas présent dans les simulations eulériennes et le paramètre
η n’influence donc pas directement le comportement de la simulation dans le domaine eulérien.

L’écoulement est résolu dans le domaine eulérien par une discrétisation volumes-finis sur deux maillages
décalés. Un premier maillage dit "vitesse" sert de points decalculs pour les vitesses moyennes ainsi que les
corrélations triples. Un deuxième, décalé par rapport au premier et dit "pression", est utilisé pour le calcul
de la densité de particule ainsi que les corrélations doubles. Les points du deuxième maillage se trouvent au
centre des cellules du premier maillage, excepté pour le dernier point qui est situé à l’extérieur du maillage
vitesse (cf. figure 5.23). L’utilisation de ces deux maillage décalé permet un calcul propre des termes de flux
dans toutes les équations car les corrélations d’ordre supérieur au moment concerné sont calculées sur les
facettes des cellules de calcul du moment.

5.4.1 Validation de la méthode d’injection

Cette section sert de validation de la procédure d’injection développée au chapitre 4. On ne considère que
l’injection de particules numériques dans le domaine lagrangien afin de simuler les demi-flux des moments
Feul−

Γ (ψ, xΓ, t). A cette fin les particules entrantes à travers la faceΓr ne seront pas prises identiques aux
particules qui sortent à travers la faceΓl mais injectées suivant la pdf de flux (4.21) associée aux moments
eulériens. Les particules sortantes sont quant à elles perdues pour la simulation lagrangienne stochastique.

A chaque pas temps eulérien les moments eulériens sont évalués à la face d’injection et la pdf de flux est
prise à chaque pas de temps selon (4.21) pourcp.n < 0 :

g−p (c, t) =| cp.n |
neul

p,Γ√
8π3det(Reul

Γ
(t))

exp

(
−1

2
tc′′.R−1,eul

Γ
(t).c′′

)
(5.22)
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L’écoulement étant homogène dans les directions longitudinales et transversales, cette pdf ne dépend pas
de la position sur la face d’injection. Les particules injectées sont donc réparties suivant une loi uniforme
sur la face d’injection. A chaque pas de temps la pdf du flux incident est modifiée en accord avec le déve-
loppement des contraintes cinétiques de la simulation eulérienne.

L’écoulement dans la partie lagrangienne est quant à lui résolu à l’aide d’un schéma de Langevin SLM.
L’injection est effectuée à partir de la même pdf d’injection sur plusieurs pas de temps lagrangiens, ici
5. Cette contrainte est imposée afin d’obtenir un pas de temps eulérien plus grand que le pas de temps
lagrangien :dteul = 5dtlag. L’utilisation de schémas partiellement implicites dans le code eulérien permet
en effet de considérer des pas de temps plus grands dans le domaine eulérien. Il est nécessaire alors de faire
attention à ce que le pas de temps eulérien respecte toujoursles échelles caractéristiques temporelles de
l’écoulement, dont la plus représentative est ici l’échelle basée sur le gradient moyen1/Sf .

La simulation eulérienne fournit alors le développement entemps des moments eulériens :< Ψ >p

(i · dteul). L’injection des particules pendant les5 pas de temps lagrangiens entrei · dteul et (i + 1) · dteul

peut s’effectuer suivant la pdf de flux associée aux moments àl’instant i · dteul ou à l’instant(i+ 1) · dteul.
Des tests qui ne sont pas exposés ont montré que pour des valeurs raisonnables du pas de temps eulérien, les
résultats issus de l’injection ne dépendent pas de l’instant auxquels les moments eulériens d’injection sont
pris. Ils seront donc par la suite pris à l’instant initial ducalcul eulérieni · dteul.

Les figures suivantes présentent la comparaison des propriétés des particules effectivement injectées dans
le domaine lagrangien aux propriétés théoriques de la pdf modèle d’injection (4.21).
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FIG. 5.20 – Développement du flux de particules entrantes par la surface de couplage (cas A).◦ : demi-flux
de particules injecté ; —— : demi-flux de particules de Richman associé aux moments eulériens à la face de
couplage.

Les propriétés des particules injectées par la méthode de réjection présentent donc une variance allant
croissant dans la simulation. Cet effet est dû au comportement de la contrainte particulaire normaleRpp,vv

qui est décroissante lors de la simulation. Comme le flux de particules passant à travers la surface de cou-
plage s’écrit :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = −np(xΓ, t)

√
Rpp,vv

2π
(5.23)

le nombre de particules injectées à chaque pas de temps diminue au cours de la simulation. Le poids des
particules numériquesκ a de plus été choisi pour obtenir une valeur limite du nombre de particules numé-
riques injectées par pas de temps eulérien. Dans la simulation dont sont tirés les résultats il passe entre10 et
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FIG. 5.21 – Développement de la vitesse moyenne du fluide vu (gauche) et des particules entrantes (droite)
par la surface de couplage (cas A).◦ : moyennes sur les particules injectées (◦ :< U >−, � :< V >−,
⋄ :< W >−) ; —— : moyennes issues de la pdf de Richman associée aux moments eulériens à la face
couplage.
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FIG. 5.22 – Développements des contraintes fluide-particules entrantes (gauche) et des contraintes particu-
laires entrantes (droite) dans le cas A.◦ : moyennes sur les particules numériques injectées (◦ :< Ruu >

−,
� :< Rvv >

−, ⋄ :< Rww >−, △:< Ruv >
−) ; —— : moyennes issues de la pdf de Richman associée aux

moments eulériens à la face couplage.

15 particules numériques pas pas de temps eulérien (et donc2 à3 par pas de temps lagrangien), ce qui peut
être considéré comme une limite basse pour effectuer des statistiques sur ces particules. Malgré ce nombre
plutôt bas de particules injectées la variance, bien qu’importante, reste tout de même raisonnable et ne vient
pas perturber outre mesure l’écoulement dans le domaine lagrangien qui présente en soi un bruit statistique
du même ordre. L’étude à priori des demi-flux du§ 5.3 a en effet montré qu’une moyenne sur au moins10

pas de temps lagrangiens était nécessaire pour obtenir des variances faibles.

La procédure d’injection de particule numériques par la méthode de réjection présentée au§ 4.3.5 semble
donc être une réponse efficace au problème de l’injection.
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5.4.2 Couplage par demi-flux

5.4.2.1 Configuration

Les maillages eulériens sont des maillages réguliers de raison1. Le premier point du maillage vitesse est
situé à l’interface d’injection des particules numériquesdans le domaine lagrangien (cf. figure 5.23). Les
flux des moments calculés en ce point ne sont pas les flux traversant la surface de coulage mais traversant
une face légèrement décalée par rapport à celle-ci. Les demi-flux sortants du lagrangien ainsi que les demi-
flux théoriques concernant les vitesses moyennes du fluide vuet des particules sont donc calculés sur cette
deuxième face située à l’intérieur du domaine lagrangien.

Ωlag Ωeul
Γlag

maillage vitesse

maillage pression

face de calcul des flux deU

face de calcul des flux denp etR

FIG. 5.23 – Description des maillages dans le cas du couplage pardemi-flux.

5.4.2.2 Développement temporel

Les premières validations de la méthode hybride eulérienne-lagrangienne ont été effectuées à partir d’une
méthodologie développée pour les écoulements homogènes. Cette méthodologie, développée au§ 4.2.3,
permet d’effectuer le couplage du lagrangien vers l’eulérien en utilisant des conditions de flux.

La partie gauche de la figure 5.24 présente le comportement dela décomposition des flux totaux selon
(4.21) pour quelques moments. Les conditions de type flux (imposées au domaine eulérien) associées sont
représentés sur la partie droite.

La partie gauche de la figure 5.24 est donnée pour chaque pas detemps eulérien (qui représente toujours
5 pas de temps lagrangiens) et présente ainsi une grande variance dans le calcul des demi-flux sortants du
domaine lagrangien. Les demi-flux entrants présentent un bruit stochastique beaucoup moins important car
ces demi-flux sont calculées à partir des formules théoriques du§ 4.5 et donc ne dépendent que des valeurs
des moments eulériens à la face de couplage.

Les résultats concernant les flux totaux issus de la formule (4.21) sont représentés en partie droite après
une moyenne sur6 pas de temps eulériens (ou30 pas de temps lagrangiens). Cette durée∆t = 6dteul

a été choisie pour obtenir∆tSf ≈ 1/10. Comme1/Sf représente le temps caractéristique d’évolution
macroscopique de l’écoulement, les résultats filtrés sur cette durée de temps sont représentatifs du compor-
tement moyen de la méthodologie de couplage par demi-flux surdes périodes de temps plus petites que les
échelles caractéristiques du mouvement moyen. La figure 5.24 permet donc de caractériser le comportement
en moyenne de la méthodologie de couplage.

La variance du calcul des demi-flux sortants est fonction du nombre de particules sortantes à chaque pas de
temps eulérien. Cette variance est ici assez élevée car il sort en début de simulation une trentaine de particules
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FIG. 5.24 – Développements des flux denp,Up etRpp,uu. gauche : demi-flux entrant (◦) et demi-flux sortant
(�). droite : condition de flux imposée au domaine eulérien associée aux demi-flux de gauche et moyennée
sur∆t = 6dteul (· · · · · · ) et valeurs théoriques (——).

par pas de temps eulérien, et une quinzaine en fin de simulation. Ces nombres peuvent être considérés comme
petits pour le calcul de statistiques, et semblent être une limite basse à ne pas trop dépasser pour effectuer
un couplage fort entre les deux approches. En effet, le nombre de particules sortantes étant égal au nombre
de particules entrantes, plus ce nombre est faible et moins le lagrangien est sensible à l’injection suivant les
moments lagrangiens. Ce nombre doit donc garder une valeur minimale même si la prévision des flux en
moyenne pourrait être assurée avec moins de particules passant à travers la surface de couplage.

Malgré un bruit stochastique très important en ce qui concerne les demi-flux sortants, la reconstruction des
flux totaux selon (4.21) s’avère très précise car les valeursobtenues avec HELM sont proches des valeurs
théoriques issues d’un calcul périodique. Il faut ici souligner l’importance de s’être donné les demi-flux
incidents de Richman associés aux moments eulériens à la face de couplage. Le calcul de ces demi-flux est
ainsi nettement moins bruité ce qui permet d’obtenir des fluctuations raisonnables dans le calcul des flux
totaux.

Les flux totaux des variables eulériennes étant calculés précisément en moyenne, les résultats dans les
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domaines lagrangien et eulérien issus de la méthodologie decouplage sont en très bon accord avec les
résultats issus de chaque approche non couplée. La figure 5.25 montre ainsi le développement temporel des
contraintes fluide-particules et particulaires dans les domaine lagrangiens et eulérien. Les résultats exposés
dans la figure ne sont pas les résultats de chaque approche dans une zone proche de la face de couplage
mais des résultats représentatif de l’effet du couplage surle comportement global des deux approches. Les
résultats lagrangiens sont ainsi donnés par une moyenne surtout le domaine lagrangien et les résultats
eulériens sont donnés pour un point situé au centre du domaine eulérien.
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FIG. 5.25 – Développements des contraintes fluide-particules (gauche) et des contraintes particulaires
(droite) prédits par HELM avecη = 0, 3. ◦ : moyenne dans le domaine lagrangien (◦ : Ruu, � : Rvv ,
⋄ : Rww, △: Ruv) ; —— : moments au centre du domaine eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

Les résultats présentent peu de sensibilité au couplage ce qui est normal car, les deux approches étant
consistantes, les résultats issus des deux approches sont très proches. La méthodologie de couplage ne doit
donc pas modifier les résultats dans chaque domaine.

L’influence du rapport de volumeη sur le développement des contraintes particulaires dans ledomaine
lagrangien est présenté dans la figure 5.26. Les résultats issus du lagrangien périodique (η = 1) sont compa-
rés aux résultats issus de simulation HELM avec des rapportsde volumeη = 0, 1 etη = 0, 3. Les résultats
issus des simulations HELM sont les moyennes sur tout le domaine lagrangien. C’est pourquoi les effets du
couplage sont de moins en moins marqués lorsque le rapport devolume augmente.

Dans toutes les simulations le poids numérique des particulesκ est gardé constant. Le rapport du nombre
de particules numériques entrantes sur le nombre de particules dans le domaine lagrangien est ainsi identique
dans le casη = 0, 1 et l’étude des demi-flux du§ 5.3.

Du fait du nombre restreint de particules dans le casη = 0, 1, les moyennes des contraintes particulaires
sur le domaine lagrangien fluctuent légèrement. De plus d’après la figure 5.25 la contrainte longitudinale
particulaire d’injection issue de l’eulérien est légèrement supérieure à celle observée dans le domaine la-
grangien. L’augmentation de la contrainteRpp,uu avec la réduction du rapport de volume est donc normale.

5.4.2.3 Développement spatial

Après avoir étudié le développement temporel du couplage, les figures 5.27 et 5.28 présentent les profils
dans la direction normale issus d’une simulation HELM avec un rapport de volumeη = 0, 3 etη = 0, 1. Ces
profils sont donnés en fin de simulation à l’instantSf t = 5 pour le cas A. Le nombre moyen de particules
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FIG. 5.26 – Influence deη sur le développement des contraintes particulaires dansΩlag (cas A).◦ : HELM
avecη = 0.3 (◦ : Rpp,uu, � : Rpp,vv, ⋄ : Rpp,ww, △: Rpp,uv) ; - - - : HELM avecη = 0.1 ; —— : lagrangien
stochastique périodiqueη = 1.

numériques par cellules dans le domaine lagrangien n’est pas constant car le couplage avecη = 0, 3 a
été réalisé avec15 cellules statistiques dans le domaine et le casη = 0, 1 avec 10 cellules. Le casη = 0, 1

présente donc 3 fois moins de particules numériques et en moyenne deux fois moins de particules par cellule
statistique, d’où un bruit statistique plus important.
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FIG. 5.27 – Profils de densité de particules à l’instantt = 5/Sf issus de HELM avecη = 0, 3 (gauche) et
η = 0, 1 (droite).

Les figures 5.27 présentent les profils de densité ainsi que les profils des contraintes fluide-particules
et particulaires pour deux rapports de volumeη = 0, 3 et η = 0, 1. Les flux totaux de ces moments sont
théoriquement nuls pour des écoulement homogènes. Nous avons tout de même vu avec la figure 5.24 que le
calcul des demi-flux sortants dans le lagrangien stochastique introduit un bruit dans le calcul effectif des flux
totaux par la relation (4.21). La nullité des flux totaux concernant la densité et les contraintes particulaires
n’est ainsi pas assurée à chaque pas de temps, mais en moyenne.

La non-nullité du flux total de densité à chaque pas de temps est responsable de la fluctuation du profil
de densité dans le domaine eulérien observé dans la figure 5.27. Les fluctuations du flux se répercutent à
travers le domaine eulérien car le terme de flux est le seul terme non nul dans l’équation d’évolution de la
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FIG. 5.28 – Profils de contraintes fluide-particules et particulaires à l’instantt = 5/Sf issus de HELM avec
η = 0, 3 (gauche) etη = 0, 1 (droite) ;◦ : Ruu, � : Rvv , ⋄ : Rww, △: Ruv.

densité de particules. Les fluctuations semblent se propager dans le domaine eulérien mais en perdant en
amplitude. Les fluctuations présentes dans le domaine eulérien sont tout de même moins importantes que
les fluctuations statistiques présentes dans le domaine lagrangien, ce qui représente une amélioration par
rapport à un calcul lagrangien stochastique seul.

Les flux totaux de contraintes particulaires à la face de couplage ne sont pas non plus exactement nuls
comme le montre la figure 5.24. Les fluctuations des flux totauxcalculés n’influencent pourtant pas les ré-
sultats dans le domaine eulérien. La présence de termes prépondérants comme la traînée permet d’expliquer
ce comportement. En effet, les flux totaux sont nuls en moyenne et les fluctuations qui leurs sont associées
ne sont pas du même ordre que les termes de traînée. Les fluctuations n’influencent donc pas en moyenne
les profils des contraintes particulaires.

La figure 5.29 présente le profil de vitesse moyenne dans la direction normale de l’écoulement en fin de
simulation. Un zoom sur la zone de couplage est aussi tracé pour évaluer le transfert d’information entre les
deux domaines.

La vitesse moyenne est ici le seul moment dont le flux total n’est pas théoriquement nul au cours de
la simulation. Le flux de vitesse moyenne est en effet donné par la contrainteRpp,uv qui se développe au
cours de la simulation (cf. figure 5.25). L’information sur cette contrainte étant contenue dans la pdf étendue
de Richman, son traitement ne pose à priori pas de problèmes théoriques. Cette constatation est appuyée
par les résultats présentés dans la figure 5.29 car le gradient de vitesse moyenne est correctement prédit à
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FIG. 5.29 – Profils de la vitesse moyenne des particules à l’instant t = 5/Sf issus de HELM avecη = 0.3

(droite :zoom) ;◦ : Up, � : Vp, ⋄ : Wp.

la traversée de l’interface. La méthode hybride permet doncde rendre compte de flux totaux non-nuls de
manière satisfaisante.

5.4.3 Couplage par conditions de Dirichlet

Cette dernière partie du chapitre est consacrée à la transition de la méthodologie de couplage qui a été
premièrement développée dans les cas d’écoulements homogènes et qui fut ensuite étendue aux écoulements
inhomogènes pour donner la méthodologie présentée au chapitre 4. Par manque de temps, la méthodologie
inhomogène n’a pas été appliquée dans sa globalité. En effetl’inversion du système (4.20) n’est pas chose
aisée lorsque les mouvements d’agitation du fluide et des particules sont à considérer. Les cas d’écoulements
homogènes cisaillé étant des cas de validation intéressants mais n’étant pas la finalité de ce travail, cette
difficulté a été occultée pour les écoulements homogènes cisaillés.

La méthodologie de couplage utilisée est donc une méthodologie "entre deux" prenant en compte des
conditions de Dirichlet comme conditions aux limites pour le calcul eulérien mais en préservant l’injection
suivant une pdf modèle associée aux moments eulériens projetés à la face de couplageΓlag et non pas
calculés à partir de (4.18) et (4.20).

5.4.3.1 Configuration

Le domaine lagrangien garde la même configuration que dans lecas du couplage par demi-flux et les
variables eulériennes sont toujours calculées sur deux maillages décalés. L’extension spatiale des deux
maillages doit tout de même être modifiée pour permettre d’obtenir des conditions aux limites de Dirichlet
interpolée et non pas extrapolées.

5.4.3.2 Sensibilité aux conditions

Du fait de la méthodologie de couplage adoptée l’impositionde conditions aux limites de type Dirichlet
rend la simulation sensible aux nombres de particules numériques présentes dans les cellules du domaine
lagrangien proches de la zone de couplage. La pdf d’injection des particules numériques étant donnée en
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FIG. 5.30 – Description des maillages dans le cas du couplage parconditions de Dirichlet.

fonction des moments eulériens à la faceΓlag, cette pdf dépend en partie des conditions de Dirichlet impo-
sées. En effet, en ce qui concerne la densité de particules etles contraintes cinétiques, l’interpolation des
moments eulériens à la faceΓlag est donnée par :

< Ψ >eul
p,Γlag

=
1

2
(< Ψ >eul

p (ymp(0))+ < Ψ >eul
p (ymp(1))) (5.24)

où< Ψ >eul
p (ymp(i)) est la valeur calculée par le code eulérien aui-ème point du maillage pression. Or

pour des conditions aux limites de type Dirichlet, les valeurs< Ψ >eul
p (ymp(0)) sont données par le calcul

lagrangien. Une erreur trop importante dans le calcul de cesconditions entraîne donc une erreur importante
dans la pdf d’injection des particules.

De plus, contrairement au calcul des demi-flux incidents parla relation (4.18), les demi-flux sont ici
imposés par la valeur des moments eulériens à la faceΓlag. Les éventuelles erreurs commises sur les condi-
tions de Dirichlet ont ainsi tendance a être amplifiées, contrairement à la méthodologie développée pour les
écoulements inhomogènes. Par exemple si le calcul des conditions de Dirichlet associées aux contraintes
particulaires donne une valeur trop importante de la contrainte longitudinale, cette sur-agitation se répercute
sur la pdf d’injection qui aura tendance à injecter des particules avec des vitesses fluctuantes en norme plus
importante dans la direction longitudinale. Le calcul des conditions de Dirichlet au pas de temps suivant
présentera donc à priori un écart plus important encore à la vrai valeur.

Cet effet est atténué par le nombre de particules présentes dans les cellules lagrangiennes les plus proches
de la zone de couplage. Ici le problème peut être résolu par une augmentation de la taille des cellules car
l’écoulement est homogène. Mais cette contrainte sur le nombre minimum de particules ne permet pas de
faire converger le couplage dans tous les cas. Cette méthodologie "entre-deux" est donc plus sensible aux
paramètres de simulation dans le domaine lagrangien que le couplage par demi-flux.

Les figures 5.31, 5.32 et 5.33 présentent ainsi les résultatsconcernant le développement temporel et spatial
du couplage pour deux rapports de volume différents lorsquedes conditions de Dirichlet sont utilisées à la
frontière du domaine eulérien. Les profils des vitesses moyennes ne sont pas exposés pour un soucis de
concision, les résultats étant très précis quelque soit la méthodologie utilisée.

les rapports de volume ont été fixés àη = 0, 3 etη = 0, 1 pour observer si ce paramètre avait une influence
dans nos simulations. Les résultats dans le domaine lagrangien sont en effet plus sensible aux conditions
d’injection issues de la simulation eulérienne dans leη = 0, 1 que dans le casη = 0, 3 car le nombre de
particules injectées reste identique mais le nombre de particules dans le domaine est divisé par3.

La figure 5.31 montre que le paramètreη a une influence assez faible sur les résultats des deux approches
concernant le développement des contraintes particulaires. Les résultats lagrangiens sont donnés par une
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FIG. 5.31 – Développements des contraintes particulaires prédits par HELM avecη = 0, 3 (gauche) etη =

0, 1 (droite).◦ : moyenne dans le domaine lagrangien (◦ : Rpp,uu, < Rpp,uu >
−, � : Rpp,vv, < Rpp,vv >

−,
⋄ : Rpp,ww, < Rpp,ww >−, △: Rpp,uv, < Rpp,uv >

−) ; —— : moments au5ième point du maillage pression
eulérien ;• : LES/DPS (Laviéville [1997]).

moyenne sur tout le domaine lagrangien tandis que les moments eulériens sont pris au cinquième point du
maillage pression. L’ influence semble légèrement plus importante dans le domaine eulérien, ce qui peut
paraître surprenant par rapport à ce qui a été avancé précédemment. En fait l’imposition de la condition de
Dirichlet en frontière du domaine eulérien vient "polluer"une zone plus importante du domaine eulérien,
cette condition étant beaucoup plus contraignante qu’une condition de flux (dont nous avons vu qu’elle n’a
que peu d’influence par rapport aux termes de traînée). De plus l’approche eulérienne a tendance dans ces
simulations à surestimer la ccontrainte longitudinaleRpp,uu par rapport au lagrangien stochastique.
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FIG. 5.32 – Profils de densité de particules à l’instantt = 5/Sf issus de HELM avecη = 0, 3 (gauche) et
η = 0, 1 (droite).

La figure 5.32 montre l’évolution des profils de densité dans la boîte pour les deux casη = 0, 3 etη = 0, 1.
Les résultats sont dégradés par rapport au couplage par demi-flux, notamment dans le casη = 0, 3 où les
fluctuations de densité dans le domaine eulérien sont importantes par rapport aux fluctuations observées
lors du couplage par demi-flux (figure 5.27). Les fluctuationsdans le domaine eulérien semblent moins
importantes dans le casη = 0, 1 mais le mauvais comportement de la méthodologie s’observe au niveau de
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l’amplitude des oscillations qui s’accroît dans la zone proche de la face de couplage. L’effet d’amplification
des erreurs évoqué plus haut semble ici jouer un rôle important.
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FIG. 5.33 – Profils de contraintes fluide-particules et particulaires à l’instantt = 5/Sf issus de HELM avec
η = 0, 3 (gauche) etη = 0, 1 (droite) ;◦ : Ruu, � : Rvv , ⋄ : Rww, △: Ruv.

Finalement, la figure 5.33 présente les profils des corrélations doubles pour les deux rapports de volume.
En accord avec ce qui a été observé précédemment, les momentsdans le domaine eulérien sont suresti-
més par rapport au domaine lagrangien. Les prédictions dansle domaine lagrangien restent correctes et les
moments eulériens viennent s’aligner sur ces prédictions àla surface de couplage.

La procédure "entre-deux" développée ici ne fait donc pas office de bon candidat pour un couplage précis
des deux approches (notamment en ce qui concerne les fluctuations de densité dans le domaine eulérien),
mais prouve néanmoins que l’utilisation de conditions de Dirichlet en frontière du domaine eulérien est
possible.

5.4.4 Extension aux cas de Stokes différents et aux cas avec collisions

La validation de la méthode hybride ne serait pas complète sans avoir appliquer la (les) méthodologie(s)
aux cas B et Ac. Par soucis de concision, nous donnerons ici les résultats les plus pertinents concernant le
couplage. Ceux-ci ne présentent pas d’écarts de comportement par rapport aux résultats concernant le cas
A ce qui achève la validation de la méthode hybride eulérienne-lagrangienne dans le cas des écoulements
homogènes cisaillés. Les deux cas sont simulés avec un rapport de volumeη = 0, 3. Les conditions aux
limites concernant le cas B sont prises de type flux, tandis qu’elles sont de type Dirichlet dans la cas Ac.
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FIG. 5.34 – Développements des contraintes fluide-particules et particulaires prédits par HELM avecη =

0, 3 pour le cas B (gauche) et le cas Ac (droite).◦ : moyenne dans le domaine lagrangien (◦ : Rpp,uu,
� : Rpp,vv, ⋄ : Rpp,ww, △: Rpp,uv) ; —— : moments au5ième point du maillage pression eulérien ;• :
LES/DPS (Laviéville [1997]).

La figure 5.34 présente le développement temporel des corrélations doubles issues d’un couplage par
demi-flux pour un cas d’inertie différente (ρp = 50kg.m−3) et d’un couplage par conditions de Dirichlet
avec prise en compte des collisions. Voncernant les corrélations doubles, la procédure de couplage ne dé-
grade pas les prédictions des deux approches par rapport auxcalculs lagrangien stochastique et eulérien.

Les profils de densité issus de ces simulations sont présentés dans la figure 5.35. Les deux profils sont
identiques aux résultats précédents. Les fluctuations dansle domaine eulérien sont en effet raisonnables
pour la méthodologie de couplage par demi-flux, et présentent une amplitude plus grande dans le cas des
conditions de Dirichlet.

Les prédictions concernant les corrélations doubles présentées dans la figure 5.36 sont aussi en accord
avec les observations effectuées sur les cas précédents, etce pour les deux cas présentés ici.
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FIG. 5.35 – Profils de densité de particules à l’instantt = 5/Sf issus de HELM avecη = 0, 3 pour le cas B
(gauche) et la cas Ac (droite).
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Chapitre 6

Ecoulement de canal plan
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L e chapitre précédent a montré les potentialités de la méthode hybride eulérienne-lagrangienne dé-
veloppée au chapitre 4. L’application de cette méthode dansle cas des écoulements turbulents
homogènes cisaillés a montré que la procédure de couplage détériore peu la solution dans chaque

sous-domaine (lagrangien et eulérien). Dans ce type d’écoulements les deux approches sont complètement
consistantes entre elles comme peuvent le montrer les résultats identiques obtenus avec l’approche lagran-
gienne stochastique et l’approche eulériennes développéeaux chapitres 2 et 3.
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La validation de la méthode hybride eulérienne-lagrangienne devait donc se faire de plus dans un cas plus
réaliste et complexe. Notre premier choix s’est porté sur l’écoulement de canal plan turbulent gaz-solides
avec un nombre de Reynolds de frottementReτ = 180 étudié dans Vance et al. [2006]. Cet écoulement à
nombre de Reynolds assez faible s’est révélé (à notre surprise) impossible à prédire correctement en utilisant
les modèles lagrangiens stochastiques classiques ! Des tentatives de simulations avec la correction du bruit
présentée au chapitre précédent se sont révélée tout aussi infructueuses : aucun modèle classique du tenseur
G

fp
ne permet de prendre correctement en compte l’effet de la turbulence sur la phase particulaire dans cet

écoulement.

Notre choix s’est donc reporté sur un écoulement de canal déjà plusieurs fois étudié et présentant la
particularité de considérer des particules suffisamment inertielles pour que la turbulence du fluide n’ai pas
d’influence sur le comportement de la phase particulaire. Lapremière étude de ce canal est due à Tanaka and
Tsuji [1991] qui ont suivi les particules de manière déterministe dans un écoulement de canal cylindrique
vertical ascendant. He and Simonin [1993] et Sakiz [1999] reprennent dans un canal plan les expériences
de Tanaka and Tsuji [1991] qu’ils simulent par l’approche eulérienne développée au chapitre 3. La thèse de
Sakiz [1999] a de plus permis de constituer une banque de données sur cet écoulement puisque l’écoulement
a alors été simulé pour divers jeux de propriétés des particules à l’aide d’une simulation aux particules
discrètes (DPS). Bien que ne présentant pas le phénomène de dispersion des particules par la turbulence, ce
cas présente des caractéristiques intéressantes par rapport à l’écoulement homogène cisaillé :

– l’écoulement est maintenant inhomogène. La présence des parois induit en effet des inhomogénéités
qui impliquent la présence de flux pour les corrélations d’ordre deux. Il n’est alors plus possible de
travailler avec un modèle simple de pdf permettant de prendre en compte les corrélations triples qui
découlent de l’inhomogénéité. Il a donc été nécessaire d’adapter la méthodologie de couplage pour
intégrer l’information concernant les corrélations triples.

– les deux approches ne sont plus parfaitement consistantes. Les hypothèses sur lesquelles sont fondées
les fermetures additionnelles présentées au§ 3.2.5 ne sont plus aussi valides que dans le cas de l’écou-
lement homogène cisaillé. Les fermetures eulériennes additionnelles ne sont donc plus aussi précises
qu’au chapitre précédent et des disparités de prédictions entre les deux modèles sont observées. Le
cas étudié permettra donc d’étudier le comportement de le méthodologie de couplage lorsque les deux
approches ne sont plus tout à fait consistantes.

– des simulations avec des rebonds sur paroi non élastiques ont été réalisées. Des conditions de rebond
plus réalistes vont donc pouvoir être simulées et permettred’observer le comportement de l’approche
hybride dans des cas éloignés de l’équilibre. Cette configuration est un premier pas vers le traitement
de conditions aux limites plus réelles telles que les paroisrugueuses ou le dépôt.

La première partie du chapitre est consacrée à l’étude de la consistance des deux approches. Les résultats
issus des approches lagrangienne stochastique et eulérienne sont comparées aux résultats DPS de Sakiz
[1999]. Il est aussi montré comment des fermetures eulériennes additionnelles plus élaborées permettent
d’améliorer la capacité de prédiction de l’approche eulérienne.

La deuxième partie du chapitre est consacrée à l’étude de la méthode hybride eulérienne-lagrangienne
lorsque l’approche lagrangienne stochastique est coupléeavec l’approche eulérienne possédant les meilleures
fermetures additionnelles qui ont été testées.

Enfin la dernière partie traite du comportement de l’approche hybride eulérienne-lagrangienne lorsque
les fermetures eulériennes "standard" sont utilisées. Cesfermetures ne permettent pas d’obtenir une bonne
consistance entre les deux approches, spécialement dans les zones proches des parois. Les erreurs de prédic-
tions observées en proche paroi sont de plus source d’une mauvaise prédiction à travers tout le canal. L’utili-
sation d’une méthode hybride permet alors de mitiger ces effets et d’améliorer la prédiction de l’écoulement
dans tout le canal.
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6.1 Description de l’écoulement test

6.1.1 Configuration géométrique

L’écoulement étudié est un écoulement gaz-solides ascendant entre deux plaques parallèles et infinies for-
mant un canal plan vertical (figure 6.1). Cette configurationd’écoulement est directement reprise des travaux
de thèse de Sakiz [1999] qui poursuivaient eux-mêmes des travaux menés par Tanaka and Tsuji [1991] et He
and Simonin [1993]. Tanaka and Tsuji [1991] effectuent des simulations lagrangiennes déterministe d’un
canal cylindrique vertical avec prise en compte des forces de traînée et de portance, ainsi que des rebonds
irréguliers de type rugosité. Plusieurs jeux de caractéristiques de la phase particulaire sont explorés, mais les
particules possèdent toujours un diamètre très important (dp ∼ 400 10−6m). Cette dernière propriété leur
permet de négliger l’influence de la turbulence sur la phase particulaire. Les données issues de ces simu-
lations ont ensuite été utilisées pour valider l’approche eulérienne développée par He and Simonin [1993].
Ceux-ci ne prennent pas en compte la rotation des particules(pas de portance) ou les rebonds irréguliers
(mais par contre les rebonds avec frottement sont pris en compte). La dérivation de modèles prenant en
compte la rotation ou les relations de frottement, ainsi queleurs validations, a alors fait l’objet des travaux
de thèse de Sakiz [1999].

x, u

y, v

z, w

U f

g

40mm

FIG. 6.1 – Description de l’écoulement test.

L’extension spatiale du canal est considérée comme infinie,ce qui permet de supposer l’homogénéité dans
les directions longitudinale et transverse de l’écoulement. Des conditions de périodicité peuvent donc être
appliquées dans ces deux directions. Les parois sont supposées planes et lisses ce qui exclue les rebonds
irréguliers de type rugosité. La direction longitudinale est notéex en ce qui concerne la position, etu en ce
qui concerne la vitesse. La direction normale à la paroi est repérée pary etv, la direction transversez etw.
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6.1.2 Ecoulement fluide

Les caractéristiques physiques du fluide sont conformes auxdonnées de Tanaka and Tsuji [1991] :
∣∣∣∣∣
ρf = 1, 205kg.m−3

νf = 1, 515 10−5m2.s−1

La vitesse longitudinale moyenne est fixée àUf = 16m.s−1 ce qui correspond à un nombre de Reynolds
basé sur la demi-largeur du canal d’approximativement2, 1 104. Les calculs sont réalisés à l’aide du modèle
k − ε bas Reynolds de Launder and Sharma [1974]. En accord avec Tanaka and Tsuji [1991], le couplage
inverse n’est pas considéré ce qui permet d’effectuer le calcul de l’écoulement fluide une seule fois. Le profil
de vitesse qui résulte de ce calcul est présenté en figure 6.2 pour toute la largeur du canal.
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FIG. 6.2 – Profils de vitesse moyenne longitudinale du fluide (——)et de vitesse moyenne des particules
dans le cas B3 (—◦—).

Le profil de vitesse moyenne du fluide présente donc un fort gradient de vitesse moyenne entre la paroi
et le centre du canal. Au centre du canal les particules ont ainsi une vitesse moyenne plus faible que celle
du fluide (sous l’action de la gravité) mais le gradient de vitesse moyenne des particules étant bien moins
important (collisions), on assiste à un changement de signede la différence des vitesses moyennes. Les
particules sont ainsi accélérées par le fluide au centre du canal mais freinées dans les zones de proche paroi.
Il existe de plus une zone (située aux alentours dey = 310−3m) où la traînée joue un rôle très faible,
contrairement au reste de l’écoulement.

6.1.3 Caractéristiques de la phase particulaire

Les caractéristiques physiques des particules utilisées sont tirées de Tanaka and Tsuji [1991] et Sakiz
[1999]. Un seul type de particules est utilisé, correspondant aux billes de polystyrène de diamètredp =

406 10−6m des expériences de Tanaka and Tsuji [1991]. Ces particules sont utilisées pour valider le code
suivant plusieurs fraction volumique globales et avec ou sans frottement sur les parois. Les collisions inter-
particulaires seront toujours considérée comme élastiques. Les propriétés des particules sont résumées dans
le tableau suivant :

dp(m) ρp(kg.m
−3) epw µpw epp µpp

Cas A 406 10−6 1038 1 0 1 0

Cas B 406 10−6 1038 0, 94 0, 325 1 0
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La fraction volumique moyenne de l’écoulement varie entreαp = 1, 23 10−3 et αp = 10−2, ce qui
représente des cas d’écoulements dilués de très grosses particules. Les collisions ont tout de même un effet
non négligeable sur l’écoulement, et des collisions élastiques entre particules seront donc considérées.

He and Simonin [1994] réalisent une étude de l’influence de laturbulence du fluide sur le comportement
de la phase particulaire en "éteignant" dans le modèle eulérien les corrélation fluide-particule (R

fp
= 0). Les

résultats obtenus par cette méthode ne différent que très peu des résultats prenant en compte la turbulence,
retrouvant ainsi les résultats de Tanaka and Tsuji [1991]. Par soucis de simplicité, nous négligerons donc
l’influence de la turbulence sur la phase particulaire.

6.1.4 Temps caractéristiques

le tableau suivant récapitule les valeurs représentativesdes temps caractéristiques observés pour les diffé-
rentes configuration d’écoulements considérés.

Cas A Cas B
cas A2 cas A3 cas B2 cas B3

αp 10−2 1, 23 10−3 10−2 1, 23 10−3

plage deτF
fp (s) 0, 125 − 0, 25 0, 13 − 0, 25 0, 13 − 0, 22 0, 13 − 0, 25

plage deτ c
p (s) 7, 4 − 8 10−3 6− 7 10−2 5, 4 10−3 6− 6, 7 10−2

plage deτ t
f@p (s) 0− 6 10−4

Les nombres de Stokes basés sur l’échelle temporelle intégrale lagrangienne (St = τF
fp/τ

t
f@p) sont donc

supérieurs à200 dans tout le canal, et ce pour tous les cas de simulations. On retrouve ici les conclusions de
Tanaka and Tsuji [1991] et Sakiz [1999] concernant l’influence minime de la turbulence sur le comportement
de la phase particulaire.

Concernant l’influence des collisions, le rapportτ c
p/τ

F
fp est proche de0, 5 dans les cas "denses" (αp =

10−2) et de0, 05 dans les cas "dilués" (αp = 1, 23 10−3). Les deux écoulements peuvent donc être classés
comme dilués d’un point de vue diphasique, mais les collisions ne peuvent pour autant être négligées,
particulièrement dans les cas "denses".

6.2 Consistance des deux approches

Cette section est dédiée à l’étude des approches lagrangienne stochastique et eulérienne indépendamment
l’une de l’autre. Les deux approches sont donc utilisées dans toute la demi-largeur du canal pour observer
leurs spécificités.

6.2.1 Résultats bruts des deux approches

La figure 6.3 présentent les résultats issus de simulations lagrangiennes stochastiques et eulériennes. Les
simulations eulériennes ont été réalisées avec les fermetures "classiques" des approches eulériennes de "type
Simonin" :
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– les termes de traînée sont fermés en utilisant l’hypothèsede nombre de Reynolds particulaire faible
ce qui permet d’exprimer les termes de traînée en utilisant l’équation (3.32). Les termes de traînée
s’écrivent alors :

np <
Fd,k

mp
>p = −np

Up,k − Uf,k

τF
fp

(6.1a)

Πp,ij = − 2

τF
fp

[Rpp,ij −Rfp,ij] (6.1b)

– les termes de collisions sont fermés en utilisant l’hypothèse de chaos fluido-moléculaire. La turbulence
n’ayant pas d’influence sur le comportement de la phase particulaire, la fermeture de chaos fluido-
moléculaire est équivalente à la fermeture aux vitesses corrélées :

C(Rpp,ij) = −σc

τ c
p

(
Rpp,ij −

2

3
q2pδij

)
(6.2)

– les corrélations triples sont fermées à partir de l’équation d’évolution de celles-ci. Plusieurs hypothèses
sont alors utilisées comme, entre autres, la modélisation des corrélations quadruples suivant une pdf
gaussienne (formule de Milan-Tchekov), une hypothèse de Grad pour exprimer les termes de collision
où encore une fermeture des corrélationsSffp,ijk consistante avec des modèles de turbulence mono-
phasique. Il en résulte deux expressions pour les corrélations triples :
– l’équivalent de la fermeture formulée par Hanjalic and Launder [1972] qui s’écrit dans la cas du canal

(avec la notation des indices en gras moyennés sur toutes lespermutations) :

Sppp,ijk = −Kt
p,vl

∂

∂y
[Rpp,ij] (6.3a)

Kt
p,mn =

[
ξF
fp

τF
fp

+
ξc
p

τ c
p

]−1

Rpp,mn (6.3b)

ξF
fp = 3 ; ξc

p = (1 + epp)(49− 33epp)/60 (6.3c)

– la forme contractée type Daly and Harlow [1970] qui en découle (et qui n’est valable que lors de
l’expression des flux des contraintes cinétiques, c’est-à-dire lorsque la divergence de l’expression
qui suit est prise) :

Sppp,ijk = −Kt
p,vl

∂

∂y
[Rpp,ij] (6.4a)

Kt
p,mn =

[
ξF
fp

τF
fp

+
ξc
p

τ c
p

]−1

Rpp,mn (6.4b)

ξF
fp = 9/5 ; ξc

p = 2/5σc (6.4c)

La figure 6.3 présente les résultats issus des approches lagrangienne stochastique et eulérienne lorsque les
fermetures supplémentaires de l’eulérien sont celles données précédemment. Les résultats sont comparés
avec les résultats DPS issus de Sakiz [1999].

Les résultats du lagrangien stochastique sont en très bon accord avec les résultats DPS de Sakiz [1999] ce
qui tend à valider la partie particulaire du code lagrangienstochastique (étapes de vol libre et de collision,
sans équation de Langevin pour la vitesse du fluide vu). Les effets de dispersion par le mouvement d’agita-
tion particulaire sont correctement retranscrits par la résolution de Runge-Kutta d’ordre2 des équations du
mouvement des particules (§ 2.8.5.1) et l’utilisation de la méthode du majorant de fréquence de Bird pour la
résolution des collisions (§ 2.8.3.3) semble appropriée. Les fermetures communes aux approches eulérienne
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FIG. 6.3 – Résultats dans les cas A2 (gauche) et B3 (droite) concernant la densité, vitesse moyenne lon-
gitudinale et contraintes cinétiques des particules.◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rpp,uu, � : Rpp,vv,
⋄ : Rpp,ww, △: Rpp,uv) ; − ·− ·− : eulérien avec fermeture (6.3) ;· · · · · · : eulérien avec fermeture (6.4) ;• :
DPS (Sakiz [1999]).

et lagrangienne stochastique sont donc des fermetures précises car une résolution directe de l’équation de
la pdf (2.92) par une méthode particulaire, néanmoins sans la prise en compte de la turbulence, fournit des
résultats particulièrement proches de l’"expérience numérique" de la DPS.

Les résultats eulériens présentent par contre de grosses différences avec les résultats DPS, spécialement
dans le cas B3 où la faible concentration et les conditions aux limites de paroi plus réalistes mettent en
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défaut les fermetures eulériennes évoquées plus haut. L’approche eulérienne péche principalement dans la
prédiction du profil de vitesse moyenne longitudinale des particulesUp qui a un gradient trop élevé dans
la zone de proche paroi. Ce gradient est responsable de la surestimation de la production de la contrainte
longitudinaleRpp,uu qui entraîne une surestimation de cette composante. Cette surestimation est aussi la
source, via les collisions, de la surestimation des contraintes normales et transversales. Dans les cas où les
particules frottent sur les parois, il y a alors un effet d’amplification car la condition à la limite surRpp,uv

(en paroiRpp,uv = −µpwRpp,vv) entraîne une surestimation de la contrainte de cisaillement. Cette dernière
étant directement reliée à la production, la surestimationdeRpp,uv est responsable d’une surestimation de
la production de la contrainte longitudinale, etc. . .

Le système eulérien modélisant le comportement de la phase particulaire dans le cas du canal est donc un
système aux mécanismes subtils dont la solution peut aisément dévier des résultats de référence. Certaines
hypothèses semblent ne pas être mises en défaut, notamment la modélisation des collisions dont les testsa
priori effectués par Sakiz [1999] ont montré qu’il est nécessaire de les corriger que dans la zone de proche
paroi. Ces corrections sont de plus d’un ordre inférieur parrapport aux corrections à apporter aux termes de
traînée et de corrélations triples qui sont nécessaires surtoute la largeur du canal. Par soucis de concision ces
corrections ne seront donc pas considérées. D’autres hypothèses, comme celle du faible nombre de Reynolds
particulaire pour la traînée, peuvent être affinées pour obtenir des fermetures eulériennes plus proches des
phénomènes observés. Enfin, la modélisation des corrélations triples peut être améliorée par un changement
de fermeture. Cette dernière amélioration est tout de même en grande partie basée sur l’expérience empirique
des précédents utilisateurs de tels systèmes eulériens et ne présente pas une grande généralité d’applications.

6.2.2 Correction des termes de traînée

La première hypothèse de fermeture à remettre en cause est l’hypothèse permettant la fermeture des
termes de traînée. Celle-ci stipule que le nombre de Reynolds particulaire reste faible pour effectuer une
approximation linéaire de la traînée. Il est donc nécessaire que la vitesse relative moyenne entre les deux
phases soit faible. Comme il est possible de la voir dans la figure 6.2, cette propriété n’est pas du tout vérifiée
dans l’écoulement de canal considéré où la différence des vitesses moyennes| Up − Uf | peut atteindre des
valeurs de l’ordre de3m.s−1. il est alors nécessaire de recalculer les termes de traînéesous des hypothèses
moins restrictives.

Sakiz [1999] effectue un développement limité au premier ordre en| vr |2 de la force de traînée au
voisinage dev2

r =<| vr |2>p :

Fd,k

mp
= −

[
1 + 0, 6565 × 0, 15

(
dp

νf

)0,687

v0,687
r + 0, 3435 × 0, 15

(
dp

νf

)0,687 | vr |2
v1,313

r

]
vr,k

τSt
fp

(6.5)

où τSt
fp est le temps caractéristique de traînée de Stokes (§ 1.3.9).

Ce développement limité permet alors d’effectuer la fermeture des termes de traînée par la formule sui-
vante :

np <
Fd,k

mp
ψ >p= −

1

τF
fp

[
< vr,kψ >p −0, 3435

0, 15Re
0,687
p

1 + 0, 15Re
0,687
p

< (1− | vr |2
v2

r

)vr,kψ >p

]
(6.6)

oùRep = Rep(vr) est le nombre de Reynolds particulaire associé à la vitesse relative moyenne.

La modification en cas de vitesse relative moyenne entre les deux phases importantes (d’où un nombre
de Reynolds particulaire grand) permet d’obtenir des expressions qui font intervenir un grand nombre de
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moments. Il est alors nécessaire d’émettre des hypothèses,notamment sur l’existence d’une direction pri-
vilégiée du mouvement relatif, pour obtenir des expressions des termes de traînée plus simples. Pour des
expressions plus générales, le lecteur peut se référer à Sakiz [1999]. Nous supposerons ici que la direction
privilégiée du mouvement relatif moyen entre la phase particulaire et le fluide se situe dans la direction
longitudinale, les autres composantes pouvant être négligées. Ces hypothèses ont permis à Sakiz [1999]
de dériver un modèle tronqué ne prenant pas en compte les corrélations d’ordre trois et quatre apparais-
sant normalement dans les expressions. C’est ce modèle qui sera utilisé dans ce chapitre, à l’exception du
terme de traînée intervenant dans l’équation sur la vitessemoyenne longitudinale des particules. En notant
h(Rep) = 0.0515Re

0.687
p /(1 + 0, 15Re

0.687
p ) la correction proposée par Sakiz [1999] s’écrit :

<
Fd,u

mp
>p= −

1

τF
fp

(Up − Uf )− 2

τF
fp

h(Rep)
Rpp,uu

v2
r

(Up − Uf ) (6.7)

et prédit donc une augmentation de l’inverse du temps caractéristique de traînée associé à la vitesse lon-
gitudinale (avec un facteur1 + 2h(Rep)Rpp,uu/v

2
r) par rapport au modèle à faible nombre de Reynolds

particulaire. Les testsa priori présentés dans la figure 6.4 montrent que la correction est à l’origine d’un
mauvais traitement du terme de traînée. Le terme de traînée< Fd,u/mp >p est correctement traité quelque
soit le modèle choisi car ce terme s’ajuste à l’évolution desautres termes de l’équation gouvernant le com-
portement de la vitesse moyenne (c’est-à-dire la gravité etla dispersion). L’inverse du temps caractéristique
de traînée associé à la vitesse moyenne longitudinale par contre est quant à lui légèrement surestimé par
la modélisation à faible nombre de Reynolds particulaire duterme de traînée, et largement surestimé pour
une modèle de traînée modifié tronqué. En conséquence, le terme de traînée étant correct, la différence des
vitesses moyennesUp − Uf doit ainsi être surestimée.
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FIG. 6.4 – Inverse du temps caractéristique de traînée dans les cas A2 (gauche) et B3 (droite).◦ : lagrangien
stochastique ; —— :1/τp(<| vr |>p) évalué avec les moments lagrangiens ;· · · · · · :< Fd,u

mp
>p /Up évalué

selon (6.7) avec les moments lagrangiens.

Les autres corrections du modèle modifié tronqué de Sakiz [1999] apportent quant à elles un meilleur trai-
tement des termes de traînée, notamment en ce qui concerne lacomposante normale de la vitesse moyenne
pour laquelle le terme était nul alors qu’il est maintenant relié à la vitesse moyenne longitudinale via la
contrainte de cisaillementRpp,uv.
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Le modèle utilisé est donc le suivant :

<
Fd,u

mp
>p = − 1

τF
fp

(Up − Uf ) (6.8)

<
Fd,v

mp
>p = − 2

τF
fp

h(Rep)
Rpp,uv

v2
r

(Up − Uf ) (6.9)

Πp,uu = −
[
1− (1− 3

(Up − Uf )2

v2
r

)h(Rep)

]
2Rpp,uu

τF
fp

(6.10)

Πp,vv = −
[
1− (1− (Up − Uf )2

v2
r

)h(Rep)

]
2Rpp,vv

τF
fp

(6.11)

Πp,ww = −
[
1− (1− (Up − Uf )2

v2
r

)h(Rep)

]
2Rpp,ww

τF
fp

(6.12)

Πp,uv = −
[
1− (1− 2

(Up − Uf )2

v2
r

)h(Rep)

]
2Rpp,uv

τF
fp

(6.13)

6.2.3 Correction des corrélations triples

La fermeture des corrélations de type Hanjalic and Launder [1972] est donnée par l’équation (3.47) :

Sppp,ijk = −Kt
p,kl

∂

∂xl
Rpp,ij (6.14)

avec le tenseur de diffusivité donné dans le cas du canal par :

Kt
p,mn =

[
ξF
fp

τF
fp

+
ξc
p

τ c
p

]−1

Rpp,mn (6.15)

avecξF
fp = 3 et ξc

p = (1 + epp)(49 − 33epp)/60

La forme contractée similaire aux fermetures type Daly and Harlow [1970] (3.49) s’écrit quant à elle :

∂

∂xk
[Sppp,ijk] = − ∂

∂xk

[
Kt

p,kl

∂

∂xl
Rpp,ij

]
(6.16)

avecξF
fp = 9/5 et ξc

p = 2/5σc

Des hypothèses émises pour obtenir les modélisations (3.47) et (3.49) la plus sensible semble être la mo-
délisation des corrélations quadruples par une formule de Milan-Tchekov valable pour une pdf gaussienne.
Sakiz [1999] a en effet montré qu’en introduisant seulementcette hypothèse dans une étude à priori des
équations des corrélations triples (c’est-à-dire que tousles autres termes sont calculés de manière exacte
par une DPS), le comportement des modèles de corrélations triples ne sont pas satisfaisants lors de forts
déséquilibres. Sakiz [1999] introduit alors une correction des termes de dispersion des corrélations doubles
similaire à Louge et al. [1991]. Pour un écoulement en conduite verticale pour lequel la turbulence du fluide
n’influe pas sur le mouvement d’agitation particulaire, Sakiz [1999] construit l’équivalent du libre parcours
moyen pour la phase dispersée1 λp à partir de l’équation (3.26) :

λp =

√
πRpp,vv

2

(
2

τF
fp

+
σc

τ c
p

)−1

(6.17)

1En théorie cinétique des gaz, le libre parcours moyenλc est relié à la viscositéνc et la températureT par la relationνc =

λc

√
2T/π
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La correction du tenseur de diffusivité du mouvement fluctuant particulaire pour un canal de demi-largeur
Ly s’écrit alors :

KKn
p,mn =

Kt
p,mn

1 + C
λp

Ly

(6.18)

oùC est une constante du modèle. Le rapportλp/Ly est un rapport d’un libre-parcours moyen à une échelle
de longueur caractéristique macroscopique de l’écoulement et représente donc un nombre de Knudsen par-
ticulaire. C’est pourquoi la correction (6.18) sera appelée correction par effet de Knudsen.

La figure 6.5 présente pour une demi-largeur de canal dans lescas A2 les prédictionsa posteriori de
l’approche eulérienne concernant les corrélations triples, pour une constanteC = 4 dans la correction par
effet de Knudsen (la constanteC ayant été "fittée" à la valeurC = 4 par Sakiz [1999] dans le cas du
canal). Les prédictions sont ditesa posterioricar la prédiction des corrélations triples est prise en compte
dans les équations des contraintes particulaires. Ces dernières sont donc influencées par la modélisation, et
influencent en retour les prédiction des corrélations triples.
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FIG. 6.5 – Comparaison des corrélations triples prédites par les différents modèles pour le cas A2.◦ :
lagrangien stochastique ; —— : équation (6.14) ; —◦— : équation (6.14) avec correction (6.18) ;· · · · · · :
équation (6.16) ;· · · ◦ · · · : équation (6.16) avec correction (6.18).

La correction par effet de Knudsen apporte donc une amélioration notable des prédictions des contraintes
triples à travers tout le canal, que ce soit pour l’approche type Hanjalic and Launder [1972] ou Daly and
Harlow [1970]. Les effets les plus visibles concernent la contrainteSppp,vvv qui est maintenant correctement
prédite alors que sans correction par effet de Knudsen les prédictions sous-estimaient grandement (avec un
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rapport deux) cette corrélation. L’amélioration est aussinotable en ce qui concerne la contrainteSppp,wwv,
moins importante pour la composanteSppp,uuv tandis qu’elle détériore très raisonnablement la prédiction de
la corrélationSppp,uvv. Sur toutes les composantes, avec correction par effet de Knudsen, la modélisation de
type Hanjalic and Launder [1972] donne de meilleurs résultats que la modélisation type Daly and Harlow
[1970].

La figure 6.6 présente les résultatsa posteriori des modèles décrits au-dessus pour la modélisation des
corrélations triples dans un cas plus dilué et avec des conditions de frottement en paroi, le cas B3. La pré-
sence du frottement en paroi est à l’origine d’un déséquilibre plus important de l’écoulement, notamment par
une dissymétrisation de la distribution des vitesses normales des particules à cause des rebonds inélastiques
(v∗p = −epwvp).
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FIG. 6.6 – Comparaison des corrélations triples prédites par les différents modèles modèles pour le cas B3.
◦ : lagrangien stochastique ; —— : équation (6.14) ; —◦— : équation (6.14) avec correction (6.18) ;· · · · · · :
équation (6.16) ;· · · ◦ · · · : équation (6.16) avec correction (6.18).

Comme le montre la figure 6.6 la correction avecC = 4 donne aussi de bons résultats concernant le cas B3
plus dilué et avec frottement sur les parois. Le modèle type Hanjalic and Launder [1972] permet encore une
meilleure prédiction que le modèle type Daly and Harlow [1970]. Les résultats sont néanmoins plus mitigé
que dans le cas B2 car l’amélioration ne profite pas à toutes les contraintes triples. La correction dégrade par
exemple la prédiction de la contrainteSppp,vvv qui était pourtant très bonne dans le cas sans correction par
effet de Knudsen. Le modèle gaussien pour la prédiction des corrélations quadruples, qui devrait être moins
bon à cause du déséquilibre, semble donner de meilleurs résultats que la correction par effet de Knudsen.
Les résultats ne sont tout de même pas trop dégradés par l’utilisation de la correction, et nous préserverons
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donc cette correction pour tous les cas d’écoulements. Au vudes résultats de la figure 6.6, la correction par
effet de Knudsen n’apparaît tout de même pas comme universelle.

La correction présente de plus le désavantage d’être adaptée uniquement à l’écoulement de canal consi-
déré. Cette correction étant en effet basée sur une correction par un nombre de Knudsen particulaire prenant
en compte le pseudo libre-parcours moyen en l’absence d’effet de la turbulence sur la phase particulaire.
Celle-ci a donc peu de chance d’être précise dans les cas où laturbulence est le facteur prépondérant de
dispersion des particules.

En conclusion, nous préserverons pour certaines simulations la correction par effet de Knudsen, tout en
gardant en tête que cette correction est seulement une manière habile de corriger un problème ouvert (la
modélisation des corrélations triples) dans le cas du canalétudié. Nous utiliserons par la suite pour le calcul
des corrélations triples le modèle type Hanjalic and Launder [1972] associé à une correction par effet de
Knudsen avec une constanteC = 4.

6.2.4 Equations eulériennes décrivant le système

Les hypothèses émises pour dériver les équations eulériennes décrivant le comportement de la phase
particulaire sont :

– les termes de convection (sauf en ce qui concerne la densitéde particules) sont négligés,
– les termes de traînée sont pris selon le modèle modifié tronqué de la traînée exposé au§ 6.2.2,
– les corrélations triples sont modélisées par une forme type Hanjalic and Launder [1972] avec la correc-

tion par effet de Knudsen,
– les termes de collision sont calculés pour des collisions inter-particulaires élastiques et un chaos fluido-

particulaire.



170 6 - ECOULEMENT DE CANAL PLAN

Sous ces hypothèses les équations eulériennes décrivant lecomportement de la phase particulaire sont :

∂np

∂t
=

∂npVp

∂y
(6.19a)

∂Vp

∂t
=

1

np

∂npRpp,vv

∂y
− 2

τF
fp

h(Rep)
Rpp,uv

v2
r

(Up − Uf ) (6.19b)

∂Up

∂t
=

1

np

∂npRpp,uv

∂y
− 1

τF
fp

(Up − Uf ) (6.19c)
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τ c
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Rpp,uv −Rpp,vv
∂Up
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Kt
p,mn =

[
ξF
fp

τF
fp

+
ξc
p

τ c
p

]−1

Rpp,mn (6.19h)

Kt
p,mn = KKn

p,mn si correction par effet de Knudsen (6.19i)

6.2.5 Résultats avec fermetures modifiées

La figure 6.7 présente les résultats concernant la phase particulaire lorsque le système (6.19) est résolu
sans et avec correction par effet de Knudsen dans la modélisation des corrélations triples.

Dans les deux cas la correction par effet de Knudsen n’apporte pas d’amélioration notable dans la pré-
diction de la densité de particules sur la demi-largeur du canal. L’amplitude du gradient de densité est ainsi
surévalué par la correction dans le cas B3 (alors que cette concentration est sous-évaluée sans correction),
et la prédiction est moins bonne dans le cas A2.

Cet effet est largement contre-balancé par l’améliorationdes prédictions concernant la vitesse moyenne
longitudinale. Il est en effet nécessaire de considérer la correction par effet de Knudsen pour obtenir des
profils de vitesse moyenne corrects, spécialement dans le cas le plus dilué. L’erreur par rapport aux résultats
DPS dans le cas B3 est ainsi réduite de plus de1350% en paroi. La prédiction de la vitesse moyenne
longitudinale des particules semble particulièrement sensible au modèle de corrélations triples dans les
cas où les particules frottent sur les parois. Cette sensibilité provient de la condition à la limiteRpp,uv =

−µpwRpp,vv qui pilote en partie la production dans les zones de proche paroi. Alors que sans correction la
contrainte de cisaillement est surestimée en paroi car la contrainte normale l’est aussi, la correction par effet
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FIG. 6.7 – Résultats dans les cas A2 (gauche) et B3 (droite) concernant la densité, vitesse moyenne lon-
gitudinale et contraintes cinétiques des particules.◦ : lagrangien stochastique (◦ : Rpp,uu, � : Rpp,vv,
⋄ : Rpp,ww, △: Rpp,uv) ; · · · · · · : eulérien (6.19) ;− · − · − : eulérien (6.19) avec correction par effet de
Knudsen (6.18) ;• : DPS (Sakiz [1999]).

de Knudsen permet d’annihiler cet effet et le profil de vitesse est ainsi mieux prédit. Les profils de vitesse
moyenne prédits avec la correction par effet de Knudsen présentent néanmoins des gradients trop importants
par rapport à ceux de la DPS ou du lagrangien stochastique dans les zones proches des parois.

Ces gradients étant responsables de la production des contraintes longitudinale et de cisaillement, la pro-
duction de ces deux contraintes est alors surestimée dans les zones de proche paroi ce qui est visible aux
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valeurs trop importantes de la contrainteRpp,uu en proche paroi (et ce dans les deux cas présentés). La
dispersion par le mouvement fluctuant (dont le moteur est icila corrélationSppp,uuv) propage de plus cette
sur-estimation vers l’intérieur du canal (Sppp,uuv est positive poury > 6 10−2m), particulièrement pour les
modèles sans la correction par effet de Knudsen (6.18). De plus les collisions, qui tendent à isotropiser le
mouvement d’agitation des particules, propagent ce défautaux autres composantes diagonales du tenseur
des corrélations particulaires.

Les fermetures eulériennes modifiées dans les paragraphes précédents améliorent donc de manière im-
portante les prédictions issues de l’approche eulérienne.Quelques défauts substituent tout de même dans
les zones de proche paroi, défauts qui ont tendance à se propager dans les cas étudiés du fait de l’absence
d’influence de la turbulence. Il est tout de même remarquableque des corrections aussi "simples" puissent
autant améliorer la prédiction des écoulements, particulièrement dans les cas de rebonds inélastiques avec
frottement sur les parois. La figure 6.8 présente par exempleles distributions de vitesses longitudinale et
normale des particules dans la demi-largeur du canal pour lecas B3.
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demi-largeur du canal (la paroi étant située eny = 0) dans le cas B3. PDF obtenues lors d’une simulation
lagrangienne stochastique.

Les défauts de prédictions de l’approche eulérienne apparaissent donc comme localisés en espace dans
des zones où l’écoulement est éloigné de l’équilibre par desphénomènes localisés tel que le frottement sur
la paroi. Cette constatation, qui fut la germe de l’idée de méthode hybride, se retrouve être particulièrement
pertinente ici. Une méthode hybride, au travers de sa composante lagrangienne, fournirait ainsi des prédic-
tions correctes de l’écoulement dans les zones hors-équilibre, c’est-à-dire proche des parois. Ces valeurs
permettraient ensuite une meilleure prédiction dans le domaine eulérien car les conditions aux limites im-
posées par l’approche lagrangienne seraient plus réalistes que celles fournies par une résolution eulérienne
des zones hors-équilibre.

6.3 Configuration spatiale et méthodologie de couplage

Les travaux effectués dans le cas du canal ont été dédiés à l’étude de la faisabilité du couplage entre
approches lagrangienne et eulérienne dans les écoulementsinhomogènes. Les études ont porté plus particu-
lièrement sur la convergence de l’algorithme de couplage etsur la possibilité de mieux prédire l’écoulement
dans le domaine eulérien par l’utilisation de la méthode hybride. Les questions relatives aux aspects nu-
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mériques (vitesse de convergence du couplage, coût de l’algorithme de couplage, gain de temps CPU par
rapport aux simulations purement lagrangiennes. . . ), bienque très importantes, ne sont pas abordées ici.

6.3.1 Configuration spatiale

La décomposition de domaines est identique au cas de l’écoulement turbulent homogène cisaillé pour la
demi-largeur du canal. Les faces de couplage sont ainsi prises parallèles aux parois, c’est-à-dire dans une
configuration ne présentant pas de vitesse moyenne normale àla face de couplage. Le domaine lagrangien
est situé près de la paroi (figure 6.9) ; celle-ci fait maintenant partie des conditions aux limites imposées
au domaine lagrangien. Le domaine eulérien est quant à lui situé au cœur de l’écoulement comme dans la
figure 6.9.
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FIG. 6.9 – Description schématique des domaines lagrangien et eulérien

Le rapport de volume est toujours défini comme :

η =
Vlag

L3
=
Llag

Ly
(6.20)

oùLlag est la longueur de la direction normale du domaine lagrangien etLy est la demi-largeur du canal.

L’utilisation de conditions de Dirichlet comme conditionsaux limites pour le calcul eulérien nécessite un
recouvrement des domaines lagrangien et eulérien afin de réduire les erreurs numériques lors du calcul des
valeurs à imposer. La coupe transversale de l’écoulement présenté sur la figure 6.10 est donc identique au
cas homogène cisaillé.

Les maillages eulériens sont construits pour satisfaire aux conditions suivantes :

– le deuxième point du maillage vitesse coïncide avec la facede couplage lagrangienneΓlag. Le premier
point du maillage vitesse (où sont imposées les conditions de Dirichlet pour les vitesses moyennes)
coïncide avec la face de couplage eulérienneΓeul,

– le dernier point du maillage vitesse coïncide avec le plan de symétrie du canal (le centre du canal),
– les nœuds du maillage pression sont situés aux centres des mailles du maillage vitesse,
– le dernier point du maillage pression est le symétrique (par rapport au plan de symétrie du canal) de

l’avant-dernier.

Lors des simulations hybrides les maillages eulériens utilisés comptaient entre70 et 100 nœuds. Aucune
différence n’a été observée par un raffinement du maillage, mais une étude sur les maillages à peu de nœuds
n’a pas été réalisée. La convergence en maillage sera donc assumée pour toutes les simulations.
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FIG. 6.10 – Description des maillages dans le cas du canal

6.3.2 Initialisation

Afin d’accélérer le processus de convergence les simulations hybrides sont initialisées par un calcul eu-
lérien convergé sur toute la largeur du canal. Ces calculs sont généralement effectués en prenant en compte
la correction par effet de Knudsen (6.18). Une initialisation par un calcul eulérien sans correction fournit
des résultats identiques à convergence pour la méthode hybride, mais cette convergence demande quelques
itérations de couplage supplémentaires. C’est pourquoi les profils d’initialisation sont ceux prédits par le
calcul eulérien avec correction (6.18) présentés dans la figure 6.7.

Les profils obtenus sont ensuite projetés sur les maillages du domaine eulérien par une interpolation par
splines cubiques. Les profils sont de même projetés dans le domaine lagrangien sur les centres des cellules
de calcul des statistiques. Les particules numériques sontensuite initialisées en considérant la densité de
particules homogène dans chaque cellule statistique, et ensupposant la pdf localement gaussienne. Les
moments de cette pdf modèle sont donnés par les projections des profils initiaux.

6.3.3 Algorithme de couplage

1. Résolution du système d’équations lagrangiennes pourmlag pas de tempsdtlag en prenant en
compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓlag, c’est-à-
dire des conditions de symétrie ou de rebond sur∂Ω ∩ Ωlag,

(b) l’injection aléatoire de particules numériques suivant la pdf de flux incident présumée à
l’interface de couplage lagrangienneΓlag (pour la simulation de la condition (4.8)),

2. Calcul des demi-flux lagrangiens sortantsF lag+
Γ (Ψ) ainsi que des conditions aux limites de

Dirichlet< Ψ >lag à imposer à la simulation eulérienne,

3. Résolution du système d’équations eulériennes (avec ou sans la correction par effet de Knudsen
(6.18)) pourmeul pas de tempsdteul en prenant en compte :

(a) les conditions aux limites qui n’appartiennent pas à la surface de couplageΓeul, c’est-à-
dire des conditions de symétries sur∂Ω ∩ Ωeul,

(b) les conditions aux limites de Dirichlet obtenues lors dela simulation lagrangienne,

4. Calcul au niveau de l’interfaceΓlag des moments (particule et fluide) permettant de représenter
les demi-flux calculés par (4.18) à l’aide de la pdf de Richman(résolution du système (4.20)).
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Nous ne considérerons dans nos simulations que le cas du couplage stationnaire, c’est-a-dire pour le-
quel chaque approche est convergée en prenant en compte les conditions aux limites issues du couplage.
L’approche par couplage instationnaire n’a pas encore été testée, mais fera l’objet de futurs travaux. Les
paramètres choisis pour l’algorithme de couplage sont doncles suivants :

– mlag = 10000 etdtlag = 510−4s,
– meul = 20000 etdteul = 10−4s.

La boucle de couplage est ainsi répétée au moins10 fois pour s’assurer que les résultats fournis par la
méthode hybride sont les résultats à convergence de la méthodologie de couplage. L’expérience montre
que la convergence est obtenue plus rapidement (3 à 5 itérations), mais les calculs ont été menés avec plus
d’itérations (jusqu’à20) pour s’assurer que la convergence soit atteinte (et que le processus ne diverge pas).

Il est nécessaire lors de l’utilisation de cette méthodologie de couplage de s’assurer la conservation du
nombre total de particules dans le canal (ou plutôt dans sa demi-largeur). Les deux approches étant couplées
"à convergence", l’information sur le nombre de particuleséchangées par les deux domaines est perdue ;
à moins de garder en mémoire pour chaque pas de temps de chaquesimulation l’information nécessaire à
la reconstruction de l’information globale. Nous avons pris le parti ici d’effectuer une renormalisation du
nombre de particules présents dans le canal à la fin de chaque itération de couplage. Le nombre de particules
réelles présentes dans le domaine lagrangien (κNp) est alors additionné au nombre de particules calculé par
la simulation eulérienne (

∫
np(y)LxLzdy, oùLx etLz sont les longueurs des directions longitudinales et

transversales de la boite lagrangienne). Cette somme est alors renormalisée pour obtenir le nombre de par-
ticules initialement présents dans le domaine de calcul (Np = (6αp)/(πd

3
p)LxLyLz). Cette renormalisation

est effectuée par un changement du poids numérique des particules dans le domaine lagrangien, et par une
homothétie du profil denp dans le domaine eulérien.

6.3.4 Calculs des conditions aux limites

6.3.4.1 Calcul des moments associés à la pdf d’injection

La condition à la limite imposée au domaine lagrangien est l’imposition d’une pdf des particules incidentes
dont les demi-flux associés intègrent l’information des corrélations triples. Les demi-flux incidents sont ainsi
calculés à l’aide de l’équation (4.18) :

F−
Γ (Ψ, xΓ, t) = Feul

Γ (Ψ, xΓ, t)−F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) (6.21)

où les flux totauxFeul
Γ (Ψ, xΓ, t) sont donnés dans les cas où les vitesses moyennes normales à la face de

couplage sont nulles :

Feul
Γ (1, xΓ, t) = npVp(= 0 pour un couplage stationnaire) (6.22a)

Feul
Γ (up,i, xΓ, t) = npRpp,iv (6.22b)

Feul
Γ (u′′p,iu

′′
p,j, xΓ, t) = npSppp,ijv (6.22c)

Les demi-flux sortants du domaine lagrangien sont calculés directement par sommation, dans la simulation
lagrangienne, sur les particules sortantes du domaine par la face de couplage :

F lag+
Γ (Ψ, xΓ, t) =

κ

dSdt

∑

i

Ψi (6.23)

oùdS est la surface de couplage etdt est la durée sur laquelle est effectuée la sommation.
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Les moments associés à la pdf de Richman dont les demi-flux sont exactement identiques aux demi-flux
calculés par (6.21) (en ce qui concerne les demi-flux des variables jusqu’à l’ordre deux) sont ensuite calculés
en inversant le système (4.20). Cette inversion est ici facilitée par l’omission (justifiée) des corrélations
fluide-particules et des contraintes de Reynolds du fluide. Le système peut alors s’exprimer de manière
explicite (les demi-flux issus de la pdf modèle de Richman ayant une formulation explicite). Ainsi le bilan
des demi-flux de densité permet d’écrire :

Feul−
Γ (1, xΓ, t) = −n̂p

√
R̂pp,vv

2π
(6.24a)

= −F lag+
Γ (1, xΓ, t) (6.24b)

Le bilan des demi-flux des composantes longitudinales et normales de la vitesse moyenne des particules
permet d’obtenir de manière identique les relations :

n̂p

√
R̂pp,vv

2π


Ûp −

√
π

2

R̂pp,uv√
R̂pp,vv


 = neul

p Reul
pp,uv −F lag+

Γ (up, xΓ, t) (6.25a)

n̂pR̂pp,vv = 2
[
neul

p Reul
pp,vv −F lag+

Γ (vp, xΓ, t)
]

(6.25b)

Enfin le bilan sur les demi-flux des contraintes particulaires fournit les dernières équations du système :

n̂p

√
R̂pp,vv

2π

[
R̂pp,uu +

R̂pp,uv2

R̂pp,vv

]
= neul

p Seul
ppp,uuv −F+lag

Γ (u′′pu
′′
p, xΓ, t) (6.26a)

2n̂p

√
R̂pp,vv

2π
R̂pp,vv = neul

p Seul
ppp,vvv −F+lag

Γ (v′′pv
′′
p , xΓ, t) (6.26b)

n̂p

√
R̂pp,vv

2π
R̂pp,ww = neul

p Seul
ppp,wwv −F+lag

Γ (w′′
pw

′′
p , xΓ, t) (6.26c)

2n̂p

√
R̂pp,vv

2π
R̂pp,uv = neul

p Seul
ppp,uvv −F+lag

Γ (u′′pv
′′
p , xΓ, t) (6.26d)

Le système est donc trop contraint car il existe trois équations, (6.24), (6.25b) et (6.26b) ayant pour
inconnues la densité̂np et contrainte cinétique particulairêRpp,vv. Ce défaut provient de l’hypothèse que
la vitesse moyenne normale à la face de couplage est nulle. Pour le régler il faudrait se donner un degré de
liberté supplémentaire en autorisant à la pdf d’incorporerune vitessêVp mais les expressions des demi-flux
en seraient alors grandement modifiées. Nous avons donc prisla parti de calculer la contrainte cinétique
moyenne des particules entrantes par la relation (6.26b) etd’oublier la relation (6.25b). Plusieurs tests ont
montré que cette dernière relation était bien satisfaite dans nos simulations. La densité̂np est alors calculée
par la relation (6.24).

6.3.4.2 Conditions de Dirichlet issues du calcul lagrangien

Les simulations lagrangiennes stochastiques effectuées sur toute la demi-largeur du canal considèrent
20000 particules numériques réparties dans50 cellules statistiques. Les simulation lagrangiennes effectuées
lors de l’application de la méthode hybride préservent ce ratio en considérantη × 20000 particules numé-
riques dansη × 50 cellules statistiques. La largeur des cellules statistiques lors des simulations hybrides
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est donc constante quelque soit le rapport de volume (Lc = 410−4m). La largeur des cellules eulériennes
quant à elle est assez proche deδy ∼ 2 10−4m. Les conditions de Dirichlet sont donc extrapolées et non pas
interpolées. Les échelles de longueur macroscopiques de l’écoulement étant tout de même bien supérieures
aux échellesLc et δy, le calcul des conditions de Dirichlet peut être considéré comme fiable.

Les statistiques pour l’obtention des conditions de Dirichlet et des flux sortants débutent à partir de la
4000ème itération et s’arrêtent en fin de simulation à la10000ème itération. Les particules ont ainsi le
temps d’effectuer plusieurs fois l’aller-retour jusqu’à la paroi (le temps de parcours de paroi à paroi est au
plus de0, 5s) et les résultats issus de la simulation lagrangienne sont donc pilotés par l’injection de particules
numériques issue du couplage.

6.4 Résultats HELM avec correction par effet de Knudsen

Une première phase de validation a été réalisée pour un couplage utilisant la meilleure approche possible
concernant le domaine eulérien. La méthode hybride couple donc la résolution du modèle eulérien avec
correction par effet de Knudsen (6.18) à l’approche lagrangienne stochastique. Pour cette raison ce type de
simulation sera dénommé HELM-EKC (pour "Hybrid Eulerian-Lagrangian Method with Eulerian Knudsen
Correction").

Les résultats issus du modèle eulérien avec correction sontproches des résultats DPS de Sakiz [1999] et
peuvent être considérés comme déjà consistants. Les enjeuxassociés à ces simulations sont donc multiples :

1. vérifier que la méthodologie de couplage ne dégrade pas lesprédictions dans la zone eulérienne,

2. étudier l’effet du couplage sur les résultats dans le domaine lagrangien,

3. identifier les éventuels défauts.

6.4.1 Cas A2

La figure 6.11 présente les évolutions dans la direction normale, pour le cas A2 et un rapport de volume
η = 0, 3, des résultats issus de la méthode HELM-EKC comparés aux résultats de "l’expérience numérique"
de la DPS ainsi que du lagrangien stochastique et de l’eulérien utilisés dans toute la demi-largeur du canal.

Les résultats concernant la prédiction du profil de densité de particules sont mitigés. Si le profil prédit par
la méthode HELM-EKC est légèrement meilleur que le profil issu d’un calcul eulérien, les caractéristiques
du profil semblent être principalement dictées par les prédictions eulériennes. La densité de particules dans
le domaine lagrangien est ainsi sous-estimée et surestiméedans le domaine eulérien. Des améliorations sont
visibles, mais le profil ne suit pas vraiment le profil prédit par la simulation lagrangienne stochastique.

L’effet de la méthode hybride se révèle par contre bien plus important sur la prédiction du profil de vitesse
moyenne longitudinale. Ainsi un des défauts majeurs de l’approche eulérienne semble avoir été corrigé. Le
profil de vitesse moyenne dans le domaine lagrangien est en effet bien prédit, notamment en ce qui concerne
le gradient de vitesse moyenne. Cette amélioration se fait au prix d’une transition assez raide du profil de
vitesse moyenne entre les deux domaines de calcul. Le profil suit en effet assez fidèlement le profil prédit
par chaque approche dans sa zone respective, ce qui impliqueun saut de vitesse moyenne à la traversée de
l’interface qui est assez peu visible dans la figure 6.11 maisl’est plus dans la figure 6.15.

La correction du défaut de l’approche eulérienne dans la prédiction du gradient de vitesse moyenne est
visible au très bon comportement des prédictions issues de la méthode HELM-EKC concernant la contrainte
Rpp,uu. Le gradient de vitesse moyenne longitudinale est en effet en partie responsable de la production de
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FIG. 6.11 – Résultats de HELM-EKC avec un rapport de volumeη = 0, 3 dans le cas A2.◦ : lagrangien
stochastique ;− · − · − : eulérien (6.19) avec correction par effet de Knudsen (6.18) ; —— : HELM-EKC;
• : DPS (Sakiz [1999]).

cette contrainte cinétique. Le gradient n’étant plus surestimé, la prédiction de la production s’avère meilleure
et la prédiction de la corrélationRpp,uu de même. Comme le montre la figure 6.11 les résultats issus de la
méthode HELM-EKC concernant toutes les contraintes cinétiques sont en très bon accord avec l’approche
lagrangienne stochastique (et avec la DPS). L’imposition de conditions aux limites de type Dirichlet issues
d’un calcul lagrangien améliore ainsi assez sensiblement la prédiction des contraintes cinétiques dans le
domaine eulérien. Les fermetures eulériennes supplémentaires semblent donc justifiées dans le cas A2 à
l’exception des zones de proche paroi.



6.4 - Résultats HELM avec correction par effet de Knudsen 179

Il est ici nécessaire d’expliquer pourquoi le saut de vitesse moyenne n’influence pas la prédiction des
contraintes cinétiques. Le gradient de vitesse moyenne esten effet en partie responsable de la production
des contraintesRpp,uu etRpp,uv, et en ce sens un des régulateurs du système d’équations eulériennes. C’est
par exemple la surestimation du gradient de vitesse moyennequi est à l’origine de la surestimation par
l’approche eulérienne des contraintes particulaires dansles zones de proche paroi. Le saut observé à la
traversée de l’interface de couplage pourrait donc être à l’origine d’une surproduction locale.
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FIG. 6.12 – Configuration des premiers points des maillages vitesse et pression lors d’une simulation HELM.

Le saut de vitesse observé dans nos simulations n’est pas un saut de vitesse entre les domaines lagrangien
et eulérien mais un saut qui s’effectue entre les deux premiers points du maillage eulérien dit "vitesse". La
condition de Dirichlet imposée au premier point du maillagevitesse à la vitesse est bien issue du profil de
vitesse moyenne obtenu dans la simulation lagrangienne et interpolée à la position de ce premier point du
maillage. Ce n’est donc pas un point de calcul de l’approche eulérienne. De manière identique le premier
point du maillage pression n’est pas un point de calcul pour l’approche eulérienne car y sont imposées
des conditions de Dirichlet. Le premier point de calcul des contraintes cinétiques (faisant donc intervenir
le gradient de vitesse moyenne pour le calcul de la production) est donc le deuxième point du maillage
pression. Ce point étant situé entre les points2 et3 du maillage vitesse, le saut de vitesse moyenne entre les
points1 et 2 n’influence pas les simulations eulériennes (cf. figure 6.12). La configuration avec maillages
décalés dans le domaine eulérien permet ainsi d’avoir une demi-maille de décalage qui permet d’absorber
des conditions aux limites de type Dirichlet qui ne seraientpas exactement consistantes avec les prédictions
dans le domaine eulérien, notamment en ce qui concerne la vitesse moyenne longitudinale.

6.4.2 Bilans de vitesse moyenne longitudinale

Le saut de vitesse moyenne longitudinale à la traversée de l’interface de couplage est très proche de la
différence de prédictions entre les approches lagrangienne et eulérienne à l’emplacement de l’interface.
Le profil de vitesse moyenne suit en effet les prédictions de chaque approche comme le montre bien par
exemple la figure 6.15.

Pour comprendre les raisons de ce saut, la figure 6.13 trace l’évolution dans la direction normale pour les
cas B2 et B3 des bilans de vitesse moyenne des particules pourdes simulations HELM et HELM-EKC avec
η = 0, 3.

Dans le domaine lagrangien les termes de dispersion et de gravité sont calculés à partir des moments dans
le domaine lagrangien tandis que les termes de traînée sont mesurés directement. Dans la zone eulérienne
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FIG. 6.13 – Bilan de la vitesse moyenne particulaire issus de simulations HELM-EKC (gauche) et HELM
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up/τp >p ; - - - : ∂/∂y(αpRpp,uv) ; − · − · − : αpg ; —— : bilan de la composante

les termes de dispersion et gravité sont connus et les termesde traînée sont modélisés par :

<
uf

τp
>p =

Uf

τF
fp

(6.27a)

<
up

τp
>p =

Up

τF
fp

(6.27b)

La figure 6.13 montre que tous les termes du bilan de vitesse moyenneUp ne sont pas obligatoirement
continus à la traversée de l’interface de couplage. Dans le cas A2 l’utilisation de la méthode HELM-EKC
assure ainsi non seulement la continuité du terme de traînée< Fd,u/mp >p, mais aussi des termes<
up/τp >p et< uf/τp >p. Seul le terme de traînée global est bien traité par la méthode HELM dans le cas A2,
les deux composantes associées à la vitesse du fluide et des particules présentant des discontinuités. Cette
propriété n’est même plus vérifiée dans les cas plus dilués (B3). La composante de la vitesse fluide présente
ainsi une légère discontinuité pour le cas B3 et HELM-EKC quiest compensée par une discontinuité (non
visible sur la figure) du terme de dispersion. Le terme de traînée global n’est alors plus continu à la traversée
de la surface de couplage. Cet effet est de plus accentué par l’utilisation de la méthode HELM dans le cas
B3.

Le profil de vitesse moyenne du fluide étant imposé et identique pour toutes les approches, nous nous
sommes intéressé à la validité de la relation< τp >p= τF

fp qui peut se déduire du traitement du terme de
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traînée tel qu’il est effectué ici. Le temps caractéristique de traînée est donné par :

τF
fp = τp(vr) (6.28a)

v2
r = <| up − uf@p |2>p (6.28b)

La figure 6.14 présente donc l’évolution dans la direction normale de l’inverse du temps caractéristique de
traînée mesuré lors de simulations HELM ou HELM-EKC comparée à la prédiction donnée par l’équation
(6.28).
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FIG. 6.14 – Inverse du temps caractéristique de traînée associéà la vitesse moyenne longitudinale dans les
cas A2 (gauche) et B3 (droite). — : mesuré dans HELM (gauche) ou HELM-EKC (droite) ;− · − · − :
prédiction (6.28) à partir des moments issus de la méthode hybride.

La prédiction dans le domaine eulérien est identique au temps mesuré car dans le domaine eulérien la
mesure durant une simulation HELM ou HELM-EKC est la prédiction par (6.28). On observe donc sur la
figure 6.14 que la prédiction du temps caractéristique de traînée associé à la vitesse moyenne longitudinale
des particules n’est pas toujours régulière à la traversée de l’interface. Il est ici nécessaire de rappeler que
nous avons écarté la correction de traînée pour cette composante au vu des testsa priori de la figure 6.4. La
figure 6.14 montre que la modélisation du terme de traînée de la vitesse moyenne longitudinale n’est tout de
même pas consistante entre les deux approches dans les zonesoù la vitesse relative moyenne devient faible.
Les écarts constatés dans les figures 6.4 et 6.14 sont en effetlocalisés dans la zone2 10−2m < y < 8 10−2m,
zone pour laquelle l’écart entre les vitesses moyennes est assez faible, et par conséquence la vitesse relative
moyenne. Le traitement de ce terme de traînée doit donc être amélioré en eulérien, principalement dans la
zone où la vitesse relative moyenne devient faible.

6.4.3 Cas B3

La figure 6.15 présente les résultats issus de la méthode HELM-EKC appliquée au cas B3. Le cas B3
considère le frottement des particules sur les parois lors des rebonds ainsi qu’une densité globale inférieure.
Il est visible sur la figure 6.7 que ces conditions sont plus sévères au niveau des fermetures eulériennes et
que dans ce cas les approches lagrangienne stochastique et eulérienne ne fournissent alors plus des résultats
proches.

Les commentaires précédents concernant la densité de particules dans le cas A2 sont identiques ici. La
figure 6.15 montre que la méthode hybride introduit une légère amélioration de la prédiction du profil de



182 6 - ECOULEMENT DE CANAL PLAN

0 0.005 0.01 0.015 0.02
3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

4
x 10

7

y

n
p

0 0.005 0.01 0.015 0.02
13.6

13.8

14

14.2

14.4

14.6

14.8

15

15.2

y

U
p

0 0.005 0.01 0.015 0.02

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

y

R
p
p
,u

u

0 0.005 0.01 0.015 0.02
0.065

0.07

0.075

0.08

0.085

0.09

y

R
p
p
,v

v

0 0.005 0.01 0.015 0.02
0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

y

R
p
p
,w

w

0 0.005 0.01 0.015 0.02
−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

0.02

y

R
p
p
,u

v

FIG. 6.15 – Résultats de HELM-EKC avec un rapport de volumeη = 0, 3 dans le cas B3.◦ : lagrangien
stochastique ;− · − · − : eulérien (6.19) avec correction par effet de Knudsen (6.18) ; —— : HELM-EKC;
• : DPS (Sakiz [1999]).

densité, amélioration néanmoins très limitée. Les résultats concernant la densité de particules semblent de
nouveau être dictés par la prédiction de l’approche eulérienne.

Le saut du profil de vitesse moyenne est beaucoup plus visibledans la figure 6.15 qu’auparavant du fait de
l’écart assez important dans la prédiction de la vitesse moyenne entre les deux approches à l’emplacement
de la face de couplage. La prédiction est de plus légèrement dégradée dans le domaine lagrangien avec
une sous-estimation de la vitesse moyenne. Le gradient de vitesse moyenne par contre reste bien prédit,
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contrairement aux prédictions du modèle eulérien qui le prédit deux fois trop grand.

En conséquence la prédiction de la contrainte cinétique longitudinaleRpp,uu est une fois de plus mieux
prédite par la méthode HELM-EKC que par le modèle eulérien. Les contraintes transversale et de cisaille-
ment suivent aussi cette tendance avec une amélioration (même légère) de leur prédiction par la méthode
HELM-EKC.

Le cas de la contrainte cinétiqueRpp,vv est un cas particulier. La prédiction de cette composante est amé-
liorée par la méthode HELM-EKC dans la zone lagrangienne parrapport à l’approche eulérienne. Néan-
moins l’imposition de la condition à la limite de Dirichlet,même si elle semble parfaitement "coller" à
la valeur issue d’une simulation lagrangienne stochastique (et donc représente théoriquement la meilleure
condition possible pour le calcul eulérien) ne permet pas dans ce cas une meilleure prédiction dans le do-
maine eulérien. La cause exacte de ce mécanisme n’a pas été mise en lumière, mais doit être probablement
recherchée à partir de la mauvaise prédiction de la corrélation Sppp,vvv montrée par la figure 6.6.

6.4.4 Discussion

Après cette étude rapide, des premiers éléments de réponse aux enjeux posés par la validation de la mé-
thode HELM-EKC peuvent être avancés :

1. l’application de la méthode HELM-EKC dans le cas de l’écoulement de canal plana minimane
détériore pas les prédictions dans l’ensemble du domaine global par rapport aux prédictions effectuées
à partir d’une approche eulérienne. La majorité des momentssont ainsi mieux prédits, que ce soit dans
le domaine lagrangien ou le domaine eulérien,

2. l’application de la méthode HELM-EKC perturbe les prédictions lagrangiennes dans le domaine la-
grangien. L’effet le plus visible se situe dans le profil de densité de particules qui a tendance à suivre
le profil eulérien jusque dans le domaine lagrangien. Cette perturbation reste cependant "encadrée"
par les prédictions de l’approche eulérienne et restent donc une amélioration par rapport à l’approche
eulérienne seule,

3. la méthode hybride semble présenter deux principaux défauts :
– le saut de vitesse moyenne à la traversée de l’interface de couplage. Si le saut reste peu important

dans le cas A2 avec une erreur relative de moins de0, 5%, cette erreur est proche de1, 5% dans
le cas B3. Le profil de vitesse moyenne prédit par la méthode HELM-EKC est de plus très proche
dans chaque domaine des prédictions de l’approche utilisée. il est alors nécessaire de recourir à
l’utilisation de maillages décalés dans le domaine eulérien pour que le saut de vitesse moyenne ne
vienne pas "polluer" la prédiction des contraintes particulaires.

– le profil de densité de particules suit de manière plus ou moins proche le profil prédit par l’approche
eulérienne. Ce défaut provient probablement de l’incapacité du modèle eulérien de prédire un bon
profil dans le domaine eulérien. Le nombre de particules dansle canal étant constant, une sous-
estimation dans le domaine eulérien entraîne un surplus de particules dans le domaine lagrangien.
Les profils de densité issus de simulations HELM présentent donc des gradients proches de ceux
observés par la DPS ou le lagrangien stochastique, mais des valeurs supérieures.

6.5 Résultats HELM sans correction par effet de Knudsen

Après avoir utilisé pour le couplage l’approche eulérienneavec la correction adéquate des fermetures eu-
lériennes supplémentaires, la méthodologie de couplage est appliquée avec une approche eulérienne "stan-
dard". On entend par approche eulérienne standard une approche sans correction par effet de Knudsen, mais
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en préservant les corrections apportées aux termes de traînée. Ceux-ci se trouvent en effet (excepté pour
la vitesse moyenne longitudinale) justifiés par l’importante vitesse relative entre les deux phases. Les fer-
metures eulériennes utilisées maintenant lors du couplagesont théoriquement justifiées, contrairement à la
correction par effet de Knudsen qui a été introduite de manière empirique. La méthode hybride est tout de
même confrontée à un problème plus raide que précédemment car les deux approches couplées ne sont plus
consistantes et prédisent des résultats assez éloignés (figure 6.7).

6.5.1 Cas A2

La figure 6.16 présente les résultats issus de la méthode HELMdans le cas A2 etη = 0, 3.

Le profil de densité de particules est toujours très influencépar la prédiction issue du modèle eulérien.
L’utilisation dans le domaine eulérien d’un modèle de corrélations triples présentant une plus grande dis-
persion (la diffusivité du mouvement d’agitation augmentant) résulte dans une forme du profil trop plate
en comparaison des résultats DPS ou lagrangien stochastique. Le gradient de densité reste tout de même
assez correctement prédit dans le domaine lagrangien en comparaison des résultats du lagrangien stochas-
tique. Considéré dans son ensemble, la prédiction du profil de densité est un échec pour la méthode hybride
car elle se révèle moins bonne que la prédiction eulérienne.Il est à noter que dans ce cas le processus
de renormalisation n’est pas anodin car environ4% du nombre de particules présentes dans le canal est
perdu à chaque itération de couplage. La condition à la limite de Dirichlet imposée par la calcul lagrangien
concernant la densité ne permet pas d’obtenir une bonne prédiction du profil de densité car la dispersion de
particules n’est pas suffisamment bien modélisé. Ce problème concernant la méthode hybride semble donc
plus provenir de la précision de l’approche continue utilisée que de la méthodologie de couplage. Il est tout
de même regrettable que ce défaut ne puisse être corrigé par l’utilisation de la méthode hybride

Le profil de vitesse moyenne prédit par la méthode HELM, par contre, est en très bon accord avec les
résultats de la DPS et du lagrangien stochastique. Le saut devitesse moyenne à la traversée de l’interface
est réduit ce qui dénote un bon traitement du terme de traînéedans ce cas précis. La prédiction dans la zone
de proche paroi est très bonne, notamment concernant le gradient qui est très mal prédit dans ce cas par
l’approche eulérienne.

Le bon comportement du profil de vitesse explique en en partieles prédictions améliorées de la méthode
HELM par rapport à l’approche eulérienne concernant les contraintes cinétiques particulaires. La figure 6.16
montre une amélioration notable de la prédiction du tenseurdes contraintes particulaires. En ce qui concerne
les moments d’ordre2, l’approche lagrangienne stochastique semble être plus influente que pour les mo-
ments d’ordres inférieurs sur les résultats dans le domaineeulérien. Les conditions de Dirichlet imposées
en frontière du domaine eulérien semblent améliorer les prédictions issues de l’approche eulérienne dans
l’ensemble du domaine eulérien. L’imposition de conditions provenant du calcul lagrangien semble avoir
surtout jouer le rôle de "bonnes" conditions aux limites. Lors d’un calcul eulérien complet le gradient de
vitesse moyenne trop important en paroi résulte en une surestimation des contraintes dans la zone de proche
paroi. Ce défaut ayant été ici gommé par l’utilisation de la méthode hybride, le modèle eulérien se comporte
de manière assez similaire au cas où tout le canal est simulé,mais avec des conditions aux limites plus
réalistes à la frontière du domaine de calcul eulérien. Les profils des contraintes particulaires qui en résulte
sont légèrement plus plats que ceux prédits par l’approche eulérienne car, les valeurs des contraintes étant
plus faible que dans l’approche eulérienne, la diffusivitédu mouvement d’agitation (donnée par (6.19h)) est
plus faible que celle prédite par l’approche eulérienne. Les profils résultants sont donc légèrement plus plats
prédits par HELM que prédits par l’approche eulérienne.

En évitant d’utiliser l’approche eulérienne dans les zonesoù sa consistance n’est pas assurée, la méthode
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FIG. 6.16 – Résultats de HELM avec un rapport de volumeη = 0, 3 dans le cas A2.◦ : lagrangien stochas-
tique ;− · − · − : eulérien (6.19) ; —— : HELM ;• : DPS (Sakiz [1999]).

hybride assure alors une meilleure prédiction dans le domaine global de la vitesse moyenne et des corréla-
tions cinétiques. La prédiction du moment d’ordre0 (la densité de particules) par la méthode hybride est par
contre moins bonne que la prédiction eulérienne. Il est néanmoins nécessaire pour confirmer cette tendance
d’effectuer des validations supplémentaires dans des cas où l’écoulement particulaire est plus proche d’un
état d’équilibre, notamment en ce qui concerne la dimensionde l’écoulement par rapport au libre parcours
moyen des particules. La figure 6.7 montre par exemple combien la modélisation des corrélations triples
influence le profil de densité (par exemple sur la surestimation de la densité au centre du canal).
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6.5.2 Cas B3

La figure 6.17 présente les résultats de la méthode HELM dans le cas encore plus "déséquilibré" B3. Le
frottement en paroi ainsi que la densité plus faible entraîne un déséquilibre plus fort dans la pdf comme
on peut le voir dans la figure 6.8. Les résultats issus de l’approche eulérienne sans correction par effet de
Knudsen sont alors très éloignés des mesures de la DPS ou du lagrangien stochastique.
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FIG. 6.17 – Résultats de HELM avec un rapport de volumeη = 0, 3 dans le cas B3.◦ : lagrangien stochas-
tique ;− · − · − : eulérien (6.19) ; —— : HELM ;• : DPS (Sakiz [1999]).

Malgré le comportement assez éloigné des prédictions issues de l’approche lagrangienne stochastique, les
améliorations apportées par l’utilisation de la méthode hybride dans le cas B3 sont notables. L’amélioration
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de la prédiction de la vitesse moyenne à la paroi est spectaculaire car elle a réduit pratiquement totalement
l’erreur commise par l’approche eulérienne. La prédictionpar HELM de la contrainte longitudinale ne
présente par contre pas d’amélioration particulière lorsque l’on considère l’ensemble du canal. La prédiction
dans le domaine lagrangien est légèrement meilleure, mais une dispersion plus faible que celle prédite par
l’approche eulérienne résulte en une prédiction dégradée au centre du canal. Cet effet ne se retrouve pas
pour les contraintes normales et transversales qui voient l’erreur dans leurs prédiction divisée par 2 par
l’utilisation de la méthode hybride. Enfin la prédiction de la contrainte de cisaillement est améliorée sur une
grande partie du canal mais la valeur obtenue en paroi n’est que peu différente de la valeur observée dans
une simulation eulérienne. Cette particularité permet d’expliquer le mauvais comportement de la prédiction
de la contrainteRpp,uu par une surestimation de la production dans la zone de procheparoi.

Le défaut observé jusqu’à présent concernant la prédictiondu profil de densité persiste toujours dans le
cas B3. Ce comportement apparaît comme normal car les modèles eulériens sont dans ce cas extrêmement
sensibles au modèle de corrélations triples choisi. La méthode hybride préserve le caractère "plat" du profil
dans le domaine eulérien, et présente des gradients de densité dans le domaine lagrangien pas très éloignés
de ceux observés en lagrangien stochastique. Les valeurs obtenues pour ce profil sont tout de même toujours
très éloignées des résultats DPS ou du lagrangien stochastique et représente donc une fois de plus le principal
effet non corrigé par la méthode hybride.

6.6 Influence du rapport de volume

Dans l’optique d’obtenir la méthode hybride la plus efficacepossible il est nécessaire de réduire au maxi-
mum l’extension du domaine lagrangien. La majorité du tempsde calcul dans nos simulations hybrides
est en effet consacré à la résolution stochastique lagrangienne dans le domaine lagrangien. Les ordres de
grandeur sont de l’ordre de95% du temps pour un rapport de volumeη = 0, 1, et 98% pourη = 0, 3. Le
temps de calcul de la simulation lagrangienne est en effet négligeable. Le coût du couplage se situe donc
dans la procédure d’injection des particules numériques ainsi que dans le calcul des statistiques sur les flux
sortants du domaine lagrangien et ne représente qu’une petite partie du calcul lagrangien complet. Réduire
l’extension spatiale du domaine lagrangien, c’est donc réduire de pratiquement autant le coût numérique de
la simulation.

Réduire l’extension spatiale du domaine lagrangien s’effectue lors d’une simulation hybride par une opti-
misation de l’extension spatiale du domaine eulérien. Cette extension étant limitée par le domaine de validité
de l’approche eulérienne utilisée, une optimisation suppose un critère de validité sur lequel fonder la calcul
de l’extension spatiale du domaine eulérien. L’étude théorique nécessaire à l’élaboration d’un tel critère
reste à faire, et pose un problème complexe dans le cadre général des écoulements turbulents gas-solides. Si
l’obtention d’un tel critère est possible, la mise en place d’un algorithme de décomposition automatique de
domaine (Tiwari [1998]) sera alors un grand pas en avant versune implémentation efficace de la méthode
hybride dans des codes de calculs industriels.

Nous prenons ici le parti d’effectuer une étude préliminaire de sensibilité en faisant varier le paramètreη

dans nos simulations. La figure 6.18 compare ainsi les résultats issus de la méthode HELM-EKC pour les
paramètresη = 0, 3 etη = 0, 1 dans le cas de simulation le plus "raide", càd le cas B3.

Seuls les résultats concernant la densité de particules ne semblent pas influencés par la valeur du rapport
de volume. Les résultats concernant la vitesse moyenne longitudinale sont ainsi sensiblement différents car
le saut de vitesse dans le casη = 0, 1 est plus faible que dans le casη = 0, 3 (le saut pourη = 0, 1 n’est
pas visible sur la figure mais est tout de même existant), et laprédiction dans le domaine lagrangien est en
meilleur accord pourη = 0, 1 par rapport àη = 0, 3.
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FIG. 6.18 – Influence du rapport de volumeη dans le cas B3.◦ : lagrangien stochastique ;−·−·− : eulérien
(6.19) avec correction par effet de Knudsen (6.18) ; —— : HELM-EKC avecη = 0, 3 ; · · · · · · : HELM-EKC
avecη = 0, 1 ; • : DPS (Sakiz [1999]).

Cette amélioration est néanmoins la seule car la prédictiondes contraintes particulaires se trouve large-
ment dégradée dans le casη = 0, 1. Les résultats de l’approche couplée sont dans ce cas précismoins bons
que les résultats eulériens dans tout le canal en ce qui concerne les corrélations particulaires. Une explica-
tion possible de ce phénomène réside dans la mauvaise prédiction de la corrélationSppp,uvv dans la zone de
proche paroi qui amène à une prédiction détériorée de la contrainteRpp,uv dans la demi-largeur du canal.
Les termes de production sont présentent ainsi une légère différence avec le casη = 0, 3, d’où les résultats
observés dans la figure 6.18.
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La figure 6.18 montre ainsi l’importance de placer l’interface de couplage dans une zone de l’écoulement
où les hypothèses de fermeture eulériennes ne sont pas trop mises en défaut. Cette remarque est corroborée
par l’échec de la procédure de couplage dans le casη = 0, 1 lors d’une simulation HELM (sans correction
par effet de Knudsen des corrélations triples).

La figure 6.19 présente les résultats de la méthode HELM pour les casη = 0, 3 et η = 0, 2 (puisque le
couplage échoue pourη = 0, 1).
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FIG. 6.19 – Influence du rapport de volumeη dans le cas B3.◦ : lagrangien stochastique ;−·−·− : eulérien
(6.19) ; —— : HELM avecη = 0, 3 ; · · · · · · : HELM avecη = 0, 2 ; • : DPS (Sakiz [1999]).

Cette fois les résultats obtenus par la méthode hybride sontidentiques pour les casη = 0, 2 et η = 0, 3,
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hormis pour la vitesse moyenne. Cette propriété laisse supposer que la frontière de couplage dans le cas
η = 0, 2 se situe encore dans le domaine de validité de l’approche eulérienne. Cette propriété a de plus déjà
été observée par Bourgat et al. [1994] lors de couplages Boltzmann/Navier-Stokes avec une méthodologie
de couplage sensiblement différente de la méthodologie développée ici. Ceux-ci observe en effet dans leurs
simulations que l’algorithme de couplage semble convergerindépendamment des conditions aux limites
imposées sur le corps de rentrée (l’équivalent de la paroi),de la discrétisation du domaine particulaire ainsi
que de la position de la frontière entre les deux domaines. Cette dernière propriété semble donc s’étendre
à la méthodologie de couplage développée, avec la conditionnécessaire additionnelle stipulant que cette
frontière doit être placée en accord avec la validité de l’approche eulérienne.

Cette propriété rend encore plus importante la recherche d’un critère permettant une optimisation de
la localisation de l’interface de couplage. Les résultats de l’approche n’étanta priori dépendant de cette
localisation si l’approche eulérienne est valide en cet endroit, le coût numérique global d’une simulation
hybride peut ainsi être minimisée.



Conclusion et perspectives

La problématique de cette thèse financée par la DGA et le CNRS résidait dans le développement d’une
méthodologie de couplage entre une approche particulaire et une approche continue pour la simulation de
la phase particulaire dans les écoulements turbulents gaz-particules. Ce travail a été effectué au sein de
deux laboratoires toulousains : d’une part le Département Modèles pour l’Aérodynamique et l’Energétique
du centre ONERA de Toulouse, et le groupe Ecoulements Et Combustion de l’Institut de Mécanique des
Fluides de Toulouse (IMFT). L’objectif fixé était une démonstration de faisabilité d’une telle méthode hy-
bride pour un niveau assez en amont des travaux de rechercheset développements effectués actuellement sur
les écoulements gaz-particules. Aucune contrainte n’était fixée concernant l’implémentation de la méthode
hybride dans un code pré-existant ce qui a permis d’adapter tout ou parties des codes de calcul MELO-
DIF et STOCOLM (issus du groupe Ecoulements Et Combustion del’IMFT et EDF) et de maîtriser ainsi
exactement les méthodes de résolutions dans chacun des sous-domaines.

Le travail a débuté par une étude bibliographique des deux approches ainsi que des méthodologies de
couplage développées dans des problématiques similaires aux écoulements turbulents gaz-particules. Les
études qui ont le plus retenu notre attention concernent le développement d’un couplage entre une équation
cinétique (équation de Boltzmann) et une approche continue(équations d’Euler ou de Navier-Stokes) pour
la résolution des écoulements de rentrée atmosphérique (LeTallec and Mallinger [1997]). La méthodologie
développée est rendue possible par la dérivation du systèmed’équations continues à partir de l’équation
cinétique. Cette approche, intellectuellement attrayante, est de plus une approche qui a été extensivement
utilisée au sein du groupe EEC pour la modélisation de la phase particulaire dans les écoulements gaz-
solides. Le choix des approches à coupler s’est donc porté sur deux approches issues d’une description en
terme de probabilités de la phase particulaire.

Les écoulements considérés présentant à priori une influence importante de la turbulence sur la phase
dispersée, la description du nuage de particules est effectuée à l’aide d’une fonction densité de probabilité
(pdf) jointe fluide-particule en un point. La fermeture de l’équation d’évolution de la pdf nécessite la spécifi-
cation de modèles concernant l’accélération des particules, de l’accélération du fluide vu et la modélisation
de la pdf jointe en deux points qui sont développés au chapitre 2 pour permettre la prise en compte des
phénomènes physiques exposés au chapitre 1. La résolution approchée de cette équation par une méthode
particulaire est ensuite présentée (au chapitre 2) avec lesconsidération numériques qui lui sont associées.
La dérivation des équations eulériennes gouvernant le comportement des premiers moments du système est
alors présentée au chapitre 3. Cette dérivation fait apparaître de nombreux termes nécessitant des hypothèses
de modélisation supplémentaires. Ces hypothèses, basées sur des concepts d’équilibres, ne sont pas valides
pour tous les régimes d’écoulements et sont donc à l’origined’erreurs dans les prédictions issues à partir
d’une approche eulérienne. Les zones de l’écoulement où cesfermetures ne sont pas valides sont tout de
même limitées spatialement aux zones où des phénomènes physiques complexes (et non pris en compte par
les fermetures additionnelles) apparaissent. C’est notamment le cas dans les zones proches des parois dans
un écoulement de canal (cf chapitre 6).
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La majeure partie du travail lors du le développement de la méthode hybride a consisté à établir une
méthodologie de couplage permettant un échange fructueux d’informations entre les deux approches. Cet
échange doit être effectué par l’imposition de conditions aux limites bien posées à chaque frontière des
deux sous-domaines permettant à chaque approche de venir influencer les résultats de l’autre approche. Le
développement de cette approche ne fut pas un processus linéaire et a connu de nombreux revirements.
Les concepts développés dans la définition de la méthodologie de couplage exposées au chapitre 4, et qui
sont ici développés chronologiquement, ont permis de mettre en place un couplage qui semble naturel dans
son principe et dans son implémentation. Cette méthodologie peut de plus théoriquement s’appliquer indé-
pendamment du modèle eulérien choisi. Les étapes du développement des principes de la méthode hybride
eulérienne-lagrangienne ont été les suivantes :

– la première étape fut la conception de la condition à la limite concernant le domaine lagrangien. Il s’agit
ici d’injecter des particules numériques dans le domaine enprenant compte des résultats issus du calcul
eulérien. Le premier réflexe fut de choisir, comme dans le casdu couplage Boltzmann/Navier-Stokes,
une pdf de référence permettant de représenter les résultats eulériens. D’abord développée dans un cas
sans turbulence, la pdf de référence prit la forme gaussienne de la pdf de Richman. Le demi-flux injecté
dans le domaine lagrangien est alors totalement déterminé par les valeurs des moments eulérien à la
face de couplage. Le choix fut alors fait d’effectuer une injection à travers la surface de couplage (et
non pas dans des cellules frontières), choix qui se retrouvera plus tard (par chance) être le plus perti-
nent. La simulation de la pdf de flux associée à la pdf de référence était alors effectuée une méthode
de transformation d’un tirage aléatoire gaussien. Les propriétés de chaque particule numérique injectée
sont ainsi déterminées par un tirage aléatoire. L’extension de cette méthode au cas des écoulements
turbulents a premièrement posé le problème de la détermination de la pdf de référence. Cette extension
est ici effectuée par une généralisation de la forme gaussienne de la pdf de Richman aux deux mouve-
ments fluctuants (du fluide et des particules). Cette extension, novatrice à nos yeux, s’est révélée très
performante car contenant l’information des moments du système jusqu’à l’ordre deux, et ce sous une
forme accessible. Elle est de plus très précise dans le cas des écoulements homogènes. Mais cette forme
a généré un nouveau défi car la méthode de transformation évoquée plus haut pour le tirage aléatoire
des caractéristiques des particules numérique entrantes n’était alors plus efficace. Après quelques tâ-
tonnements, une lecture heureuse a permis de mettre au pointla procédure de réjection qui est utilisée
dans tout le manuscrit

– la deuxième étape concernait la mise en place de conditionsaux limites pour le calcul eulérien. Les pre-
mières conditions implémentées étaient des conditions de type flux directement inspirées du couplage
par demi-flux de Le Tallec and Mallinger [1997]. Afin de réduire le bruit statistique lors du calcul de
ces conditions, les expressions théoriques des demi-flux associés à la pdf de référence de Richman ont
été obtenus. Les expressions obtenues apparaissent comme une double extension des résultats obtenus
par Bourgat et al. [1994] aux cas des écoulements gaz-solides et pour des mouvements fluctuants ani-
sotropes. Ces conditions se seront trouvées être trop faibles lors de l’application de la méthode hybride
dans les cas d’écoulements inhomogènes, et ont alors été remplacées par des conditions de Dirichlet
issues du calcul lagrangien.

– la dernière étape dans le développement de la méthodologie, et de loin la plus ardue, fut la généralisa-
tion de la méthodologie aux écoulements inhomogènes. Le premier problème rencontré résidait dans
l’incapacité actuelle des modèles de Langevin classiques àsimuler correctement l’effet de la turbulence
sur la phase dispersée dans un écoulement fortement inhomogène. Ce résultat, non attendu, nous a forcé
à considérer le développement de nouveaux modèles qui ont débouché sur quelques idées concernant
les schémas de Langevin qui sont développées aux§ 2.4.5 et 5.2. Malgré quelques progrès, le canal
turbulent reste encore aujourd’hui hors de portée des modèles de Langevin classiques. La validation
en écoulement inhomogène s’est alors reportée sur un cas déjà étudié dans le groupe EEC : le canal
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des travaux de thèse de Sakiz [1999]. Il a alors fallu se rendre à l’évidence en constatant qu’aucune
forme simple de pdf de référence permet d’intégrer l’information concernant les corrélations triples.
Ces corrélations triples jouent pourtant un rôle importantet leur omission (c’est-à-dire en conservant
la méthodologie développée pour les écoulements homogènes) ne permet pas un couplage efficace des
deux approches. La méthodologie développée pour les écoulements homogènes devait donc être re-
mise en cause, principalement la détermination de la pdf d’injection des particules numériques. L’idée
majeure lors de cette extension repose sur la décompositiondu flux qui servait en homogène à cal-
culer les conditions de type flux à imposer au domaine eulérien, mais qui ont été dans les situations
inhomogènes repris pour le calcul des demi-flux incidents dans le domaine lagrangien. Les calculs des
demi-flux théoriques associés à la pdf de Richman étendues n’ont donc pas été vains puisqu’il per-
mettent de déterminer les moments de la pdf d’injection qui assurent que les demi-flux des moments
jusqu’à l’ordre deux sont bien injectés dans le domaine lagrangien.

La validation des étapes successives du développement de laméthodologie de couplage est présentée dans
les deux derniers chapitre. Le chapitre 5 propose une étude du comportement des deux approches couplées
dans le cas des écoulements homogènes simplement cisaillés. Deux schémas de Langevin classiques (SLM
et LIPM) sont utilisés, et la correction de l’amplitude du bruit afin d’obtenir les corrélations cinétiques
du fluide vu identiques aux contraintes de Reynolds du fluide est introduite. Une étude précise des demi-
flux dans la direction normale de l’écoulement permet de valider la forme de la pdf de référence de type
gaussienne ainsi que la procédure d’injection de particules numérique basée sur une méthode de réjection.
Une étude du développement temporel et spatial associés au couplage des deux approches est alors effectuée
d’où il ressort que les conditions aux limites sont bien posées et permettent un couplage effectif des deux
approches. Les conditions de Dirichlet semblent rendre la simulation hybride plus sensible dans la zone
eulérienne concernant la densité de particules, mais dans l’ensemble la méthode hybride a un comportement
sain dans un cas académique où l’hybridation n’apporte pas d’améliorations mais où la consistance du
couplage peut ainsi être prouvée.

Le dernier chapitre aborde le cas des écoulements inhomogènes par une application de la méthode hy-
bride au cas du canal plan de Sakiz [1999]. Une étude préliminaire des deux approches permet d’introduire
un certains nombre de corrections aux fermetures "standard" qui permettent une meilleure prédiction de
l’écoulement par l’approche eulérienne. Malgré ces fermetures corrigées, le modèle eulérien présente tou-
jours certaines inconsistances avec l’approche lagrangienne stochastique, particulièrement dans les zones
proches des parois. C’est donc un cas idéal de validation de la méthode hybride qui permet de voir les amé-
liorations apportées par un traitement lagrangien des zones proches des parois. l’application de la méthode
hybride à divers cas d’écoulements permet de tirer un certains nombres de conclusions préliminaires sur la
méthodologie développée :

1. lorsque le domaine eulérien reste dans le domaine de validité de l’approche eulérienne, la méthode hy-
bride permet une prédiction améliorée par rapport aux prédictions eulériennes. Cette constatation est
d’autant plus vraie que l’approche eulérienne utilisée estinconsistante avec l’approche lagrangienne,
ce qui laisse présager des applications très intéressantesdans d’autres écoulements. Les résultats dans
le domaine lagrangien sont quant à eux peu perturbés par rapport aux résultats lagrangiens si les pré-
dictions des deux approches sont proches au niveau de la phase de couplage. Dans les cas d’approches
eulériennes inconsistantes, les résultats issus de la méthode hybride dans la zone lagrangienne se si-
tuent entre les prédictions lagrangienne et eulérienne et constituent donc une amélioration par rapport
à l’approche continue.

2. le traitement de la vitesse moyenne à la traversée de l’interface présente une discontinuité due à un
mauvais traitement des termes de traînée qui lui sont associés, particulièrement lorsque la différence
des vitesses moyennes devient faible. Cette difficulté devrait être surmontée par une meilleure modé-
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lisation de la traînée dans le canal, et ne représente pas un défaut intrinsèque de la méthode hybride.

3. la forme des profils densité est dictée par l’approche eulérienne. La conservation du nombre de par-
ticules dans le canal induit ainsi une prédiction par la méthode hybride sans réelle amélioration par
rapport à l’approche eulérienne.

L’étude effectuée dans le chapitre 6 a permis de plus de soulever certaines problématiques qui n’ont
pu qu’être abordées lors de cette thèse. La détermination d’un critère de validité de l’approche eulérienne
(identique à Tiwari [1998]) apparaît ainsi comme une étape nécessaire avant toute utilisation systématique
de la méthode hybride pour la simulation de la phase dispersée. Ce point devra dans un avenir proche faire
l’objet d’études plus approfondies dans le cas du canal (quireprésente un cas "simplifié" d’écoulements plus
complexes) pour déterminer le critère pertinent.

Une autre voie d’amélioration des travaux présentés ici réside dans la construction d’un modèle de Lange-
vin permettant une prédiction adéquate d’un cas d’écoulement turbulent inhomogène. Les cas de canal pré-
sentés dans Arcen [2006] et Vance et al. [2006] seraient des cas idéaux pour de telles recherches puisque les
informations nécessaires à l’élaboration d’un tel modèle sont disponibles lors d’une simulation LES/DPS.
Arcen [2006], lors de ses travaux, utilise déjà ce type de méthodologie avec des schémas de Langevin
classiques. les idées développées dans cette thèse, notamment sur la détermination du tenseur de diffusion
(c’est-à-dire la matrice d’amplitude du bruit stochastique) intervenant dans l’équation de Langevin de la
vitesse du fluide, pourront peut-être permettre le développement d’un modèle de Langevin représentatif de
l’effet de la turbulence sur la phase particulaire en écoulement inhomogène.

Enfin, dans une optique de développement (et non plus de recherche), il semble important d’adapter les
outils développés lors de ces travaux au couplage d’approches différentes du lagrangien stochastique et de
l’approche eulérienne d’ordre deux considérées ici. La plupart des codes industriels considère utilisent l’ap-
proche eulérienne pour la simulation de la phase particulaire, l’approche lagrangienne étant trop coûteuse.
Les modèles eulériens utilisés ne sont cependant pas aussi évolués que le modèle considéré lors de ces
travaux. Le couplage de l’approche lagrangienne stochastique avec un modèle eulérien au niveau de des-
cription inférieur (par exemple un modèleqfp −Rpp,ij ou un modèleqfp − q2p) permettrait de quantifier les
améliorations possibles lors de l’utilisation d’une méthode hybride dans un code industriel.

Enfin, cette idée novatrice a pu éclore au sein de la "communauté diphasique" toulousaine du fait de
l’interaction croissante entre laboratoires, et plus particulièrement ici entre Olivier Simonin de l’IMFT et
Philippe Villedieu du centre toulousain de l’ONERA. Leurs interactions et échanges de points de vue sont
à l’origine de l’idée de méthode hybride eulérienne-lagrangienne, et leur complémentarité dans ce domaine
ressemblerait à s’y méprendre à la complémentarité des approches couplées ici.



Annexe : Modèles de pdf

L’obtention des équations d’Euler ou de Navier-Stokes à partir de l’équation de Boltzmann en supposant
une fermeture type BGK de l’opérateur de collision (cf.§ 2.5.2.1) permet d’assumer que la pdf Maxwel-
lienne est une pdf de référence pour les écoulements monophasiques. Cette dernière propriété est d’ailleurs à
la base de méthodes de décomposition de domaines adaptatives pour les méthodes hybride Euler/Boltzmann
ou Navier-Stokes/Boltzmann, et basé sur un critère d’écartà la maxwellienne.

Une telle pdf de référence ne peut être exhibée dans les écoulements gaz-particules du fait des nombreuses
hypothèses (parfois très hétérogènes) faites pour fermer le système. Les termes de collision sont ainsi fermés
par une hypothèse de type Grad sur la pdf tandis que les corrélations quadruples sont modélisées à l’aide
d’une formule de Milan-Tchekov uniquement valable pour despdf gaussiennes. Doit-on alors choisir la pdf
de Grad ou la pdf gaussienne comme référence ? Cette hétérogénéité d’hypothèses rend difficile la détermi-
nation d’une telle pdf. Nous allons donc choisir notre pdf présumée sur des arguments de compatibilité avec
les demi-flux incidents (4.18) plutôt que sur les hypothèsesde fermeture eulériennes additionnelles.

Modèle Maxwellien de pdf

Les modèles Maxwellien de pdf proviennent directement des travaux de Maxwell en théorie cinétique des
gaz et de leurs extensions aux milieux granulaire. Le modèlesuppose l’isotropie du mouvement d’agitation
des particules, ce qui implique dans la statistique Maxwellienne que la pdffp soit de la forme :

fMp (t;x, cp) =
np(t;x)

(4/3πq2p(t;x))3/2
exp

(
−(cp − Up(t;x))2

4/3q2p(t;x)

)
(6.29)

Il est assez courant pour des écoulements qui peuvent être considérés comme granulaires (i.e. pour des
particules très grosses non affectées par le fluide) de définir par abus de langage la température granulaire
Tp :

Tp(t;x) =
1

3
< (cp − Up(t;x))

2 >p=
2

3
q2p(t;x) (6.30)

Cette définition est un abus de langage car la température granulaire équivalente à la température cinétique
(ou de translation) d’un gaz n’est pas directementTp maismpTp.

Le modèle Maxwellien est toujours très utilisé de nos jours pour sa simplicité et son très bon accord
avec l’expérience dans les cas académiques simples. Dès lors que les écoulements dévient du cas homogène
isotrope, ce modèle apparaît tout de même limité par son isotropie forcée. Pour contrer ce problème existent
deux principales familles de solutions. La première famille de solutions tentent d’introduire l’anisotropie
en gardant la forme isotrope de la forme Maxwellienne précédente tout en travaillant sur les différentes
composantes des vecteurs vitesses : ce sont les expansions de Grad. La deuxième famille de solutions tentent
quant à elles de généraliser la forme en exponentielle de la Maxwellienne en incorporant l’anisotropie à
l’intérieur de l’exponentielle à l’aide de tenseurs.
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Développement de Grad du modèle Maxwellien

On sait depuis la théorie cinétique des gaz qu’il est possible de prendre en compte l’anisotropie (et n’im-
porte quel moment de n’importe quel ordre) d’un écoulement en effectuent un développement polynomial
approprié à partir de la MaxwelliennefMp . Cette théorie a été popularisée dans le cas monophasique par le
développement en polynômes d’Hermite effectué par Grad [1949] :

fp(t;x, cp) =

[
a− ai

∂

∂cp,i
+
aij

2!

∂2

∂cp,i∂cp,j
− aijk

3!

∂3

∂cp,i∂cp,j∂cp,k
+ · · ·

]
fMp (t;x, cp) (6.31)

Le développement le plus connu est celui du troisième ordre où les moments jusqu’à l’ordre trois sont
explicitement reliés aux coefficients du polynôme. Du fait de la forme de la Maxwellienne, les dérivées
s’expriment de plus directement en fonction de celle-ci (enremarquant que∂/∂cp = ∂/∂c′′p). On obtient
alors pour forme de pdf :

fp(t;x, cp) =

[
1 +

aij

2T 2
p (t;x)

c′′p,ic
′′
p,j +

aijk

6T 3
p (t;x)

c′′p,ic
′′
p,jc

′′
p,k −

aikk

2T 2
p (t;x)

c′′p,i

]
fMp (t;x,U p, c

′′
p) (6.32)

Après certains développements calculatoires (Grad [1949]) il est possible de relier les coefficients du
polynôme aux moments de la pdf de Grad :

aij = Rpp,ij −
2

3
q2pδij

aijk = Sppp,ijk

Pour obtenir une pdf présumée valable au troisième ordre il est donc nécessaire de connaître vingt-trois
moments de cette pdf (np, la vitesse moyenneUp et les coefficients symétriquesaij etaijk). Afin d’obtenir
un développement plus contractée (intermédiaire entre lesdéveloppements à l’ordre deux et trois), Grad
[1949] fait remarquer que seuls les coefficientsaijj sont importants pour la prise en compte du flux d’éner-
gie. Grad [1949] obtient ainsi une description à treize moments qui permet d’exprimer la pdf présumée
par :

fp(t;x, cp) =

[
1 +

aij

2T 2
p (t;x)

c′′p,ic
′′
p,j +

aimm

10T 2
p (t;x)

(
c
′′2
p

Tp(t;x)
− 5

)
c′′p,i

]
fMp (t;x, cp) (6.33)

Les coefficientsaijk avecj 6= k sont alors reliés aux termesaijj par la relation :

aijk =
1

5
(aimmδjk + ajmmδik + akmmδij) (6.34)

Il est possible d’obtenir à l’aide de polynômes de degrés supérieurs des développements d’ordres supé-
rieurs (Sakiz [1999]). Il est ainsi possible de construire un développement d’ordre quatre (et les contractions
associées) prenant en compte trente-cinq moments (vingt-et-un pour les contractions). Outre le nombre de
moments à considérer (mais ce problème est inévitable), le défaut majeur des développements de type Grad
concerne leurs problèmes de réalisabilité. Il est ainsi possible qu’un jeu de moments pourtant physiques soit
associés à une pdf du type (6.33) présentant des boucles négatives, c’est-à-dire des pour laquelle certaines
parties de l’espace des phases sont à densité de particules négative. Il existerait alors certaines vitesses pour
lesquelles le nombre de particules ayant ces vitesses est négatif, phénomène contraire à la physique.

Une limitation dans l’utilisation des développements de type Grad intervient lorsque la pdf doit effective-
ment être approximée. Les développements de Grad possèdenten effet une structure très adaptée au calcul
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de moments (c’est pourquoi les termes de collision sont généralement calculés à partir de telles formes),
mais il est très difficile d’aboutir au calcul effectif de la pdf. Les développements de Grad représentent donc
avant tout un outil efficace d’approximation de la pdf lorsque celle-ci n’a pas besoin d’être explicitement
connue (ou seulement par l’intermédiaire de ses premiers moments).

les problèmes de réalisabilité en font de plus un modèle de pdf pouvant présenter des boucles négatives ;
C’est pourquoi lui sera préféré un modèle à l’ordre 2 basé surune distribution gaussienne ne présentant pas
ce problème.

Modèle Gaussien de pdf : pdf de Richman

Le modèle gaussien est un modèle permettant d’introduire l’anisotropie de l’écoulement tout en conser-
vant la forme exponentielle qui fait la simplicité du modèleMaxwellien. Cette forme fût introduite par
Richman [1989] pour les écoulement granulaires et donne à lapdf présuméefp la forme :

fGp (t;x, cp) =
np(t;x)√

8π3det(R
pp

)
exp

(
−1

2
tc′′p.R

−1
pp
c′′p

)
(6.35)

Après quelques calculs, il est possible d’exprimer les moments de cette pdf suivant :

< cp,i1 · · · cp,in >
G
p =

{
0 siN est impair

n!
(n/2)!2n/2Rpp,i1i2 · · ·Rpp,in−1in siN est pair

(6.36)

où les familles d’indices en gras sont à moyenner sur toutes les permutations (aijk = 1
3!(aijk +ajik +aikj +

ajki + akij + akji)). En particularisant aux moments d’ordre trois et quatre onobtient :

Sppp,ijk = 0 (6.37)

Qpppp,ijkl = 3Rpp,ijRpp,kl (6.38)

ce qui montre que la pdf de Richman est une approximation d’ordre deux. On retrouve de plus la formule de
Milan-Tchekov reliant les moments d’ordre quatre aux moments d’ordre deux pour un processus gaussien.

Afin d’augmenter l’ordre d’approximation à partir de cette pdf de Richman, il est possible d’effectuer un
développement en polynômes d’Hermite avec comme fonction de référence la gaussienne. Ces développe-
ments héritent des mêmes défauts que les développements de type Grad (non-réalisabilité et nécessité de
connaître des moments mal modélisés) et ne sont donc pas explicités.

Modèle de pdf retenue pour la pdf jointe de référence

Les modèles de pdf issus de la littérature concernent le plussouvent des formes présumées pour la pdf non-
jointe à une particulefp. Celles-ci concernent bien évidement seulement la phase particulaire et nécessitent
une extension pour inclure une description des corrélations des mouvements fluctuants du fluide et des
particules ainsi que de l’agitation turbulente. Une première idée consisterait à multiplier les pdf précédentes
par la pdf des vitesses du fluide. On approximerait alors la pdf jointe par la formuleffp = fffp qui n’est
bien évidemment pas suffisante pour caractériser les corrélations fluide-particule. Il faut donc trouver une
forme de pdf permettant de représenter ces informations. Cette étape peut se faire par une généralisation de
la pdf de Richman (ou gaussienne) au cas des écoulements gaz-solides. Il faut pour cela au préalable définir
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la matrice des corrélations globales de l’écoulementR à partir des différentes matrices de corrélationsR
pp

,
R

fp
etR

ff
:

R =

[
R

pp
R

fp

R
fp

R
ff

]
(6.39)

et les vecteurs vitesses moyen et fluctuant globauxU et c′′ :

c =t (tcp,
t cf ), U =t (tUp,

t Ũf ), etc′′ = c− U

L’extension de la pdf gaussienne aux écoulements gaz-solides s’écrit alors :

fGfp(x, c, t) =
np(x, t)√
8π3det(R)

exp

(
−1

2
tc′′.R−1c′′

)
(6.40)
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