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Résumé ix
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II.3. Dérivation de la fonction coût intégrée 16
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II.5. Conditions d’optimalité : deuxième forme 19
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VII.1.1. Modélisation d’un problème d’optimisation stochastique 143
VII.1.2. Résolution d’un problème d’optimisation stochastique 143
VII.1.3. Conditions d’optimalité 144
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années. Une pensé particulière va à Sylvie, Yosra, Annette et surtout à Antonin que je remercie
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Introduction

La seule certitude est que rien n’est certain, c’est ainsi qu’il y a près de 2000 ans Pline l’ancien
a exprimé le fait que notre monde est gouverné par une multitude d’aléas et d’incertitudes.
Aujourd’hui, plus qu’à toute autre époque, cette maxime est encore valable.

L’économie mondiale est imprégnée par ces indéterminations. Les taux de change, les boule-
versements politiques et les prix de l’énergie, constituent autant d’aléas affectant la bonne santé
des industries : les sociétés pharmaceutiques doivent contrôler leurs opérations de recherche et
développement à la lumière des règlements changeants et des pandémies globales ; les banques
doivent choisir leurs portefeuilles de prêt face aux taux d’intérêt imprévisibles et aux aléas de la
bourse ; les sociétés pétrolières doivent assigner leurs budgets d’exploration en fonction des nou-
velles technologies de forage, des prix du pétrole et des données géopolitiques ; et les producteurs
d’électricité sont confrontés aux aléas de la demande, du climat et du marché de l’énergie.

Une manière simple et radicale de traiter ces indéterminations serait de les caractériser en
moyenne, ce qui conduit souvent à des décisions erronées voir fatales. Ainsi le statisticien s’est
noyé en voulant traverser une rivière qui n’était profonde que de quelques centimètres, mais
hélas pour lui cette profondeur n’était exprimée qu’en moyenne alors qu’un trou de plusieurs
mètres l’attendait en plein milieu. Loin du caractère humoristique de cet exemple, un problème
de fond se présente : comment tenir compte de l’aléa dans un processus de prise de décision ?

Cette interrogation fait l’objet des préoccupations d’un domaine bien particulier des ma-
thématiques : l’optimisation stochastique. Ce mémoire s’inscrit alors dans cette perspective et
s’attache à apporter quelques réponses aux questions soulevées dans ce domaine d’étude.

Les travaux antérieurs de l’équipe optimisation et systèmes1 et notamment les recherches
menées dans le cadre de la thèse de K. Barty [7] se sont intéressées à la résolution numérique des
problèmes d’optimisation stochastique. Il a été ainsi montré que la question de la discrétisation
numérique des problèmes de commande optimale stochastique peut être décomposée en deux
étapes pratiquement indépendantes, mais qu’il faut traiter dans l’ordre suivant :

(1) l’approximation de la structure d’information qui est passée, dans la thèse de K. Barty
[7], par la quantification des observations, conduit à des arbres supportant les variables
de commande (ou de décision) du problème ;

(2) l’approximation de l’espérance du coût qui peut se faire soit par des techniques tradi-
tionnelles d’échantillonnage à la Monte-Carlo, soit par un point de vue de quantification
des bruits.

Cependant, une difficulté majeure de cette méthode, dite des chroniques organisées en scé-
narios arborescents, vient limiter ses performances par rapport à l’approche programmation dy-
namique traditionnelle. En effet, La structure arborescente présente l’inconvénient d’être dans
l’incapacité de fournir directement la solution du problème sous forme de loi de feedback, dont
l’importance pratique est incontestable.

En outre, dans cette approche, nous sommes confrontés à un dilemme : au début de l’arbre de
scénarios, le futur du modèle est riche et les valeurs obtenues sur les différents nœuds de l’arbre
sont de bonne qualité (en terme de variance des estimateurs obtenus), mais malheureusement ce

1System and Optimization Working Group (SOWG) : Laetitia Andrieu, Kengy Barty, Pierre Carpentier,
Jean-Philippe Chancelier, Guy Cohen, Anes Dallagi, Michel De Lara, Babakar Seck, Cyrille Strugarek.
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viii INTRODUCTION

nombre de nœuds reste modeste. Il augmente au fur et à mesure que l’on avance dans l’arbre mais
simultanément la qualité se dégrade car le futur tend à s’approcher de la situation déterministe.
L’idéal serait d’avoir le même nombre de nœuds du début de l’horizon d’optimisation jusqu’à sa
fin ; en même temps il faut éviter d’optimiser indépendamment sur chaque chronique et supposer
ainsi un futur complètement prédictible dès le début de l’arbre.

Une manière d’éviter cette phase de quantification, sans ignorer pour autant les contraintes
d’information, c’est de traduire ces contraintes par recours à l’espérance conditionnelle : en
partant de l’écriture des conditions d’optimalité (impliquant un état adjoint rétrograde comme
dans les conditions d’optimalité à la Pontriaguine), nous pouvons passer à une discrétisation
directe des conditions d’optimalité. C’est ce que nous avons appelé méthodes particulaires.

Le mot particulaires est employé ici en référence au caractère aléatoire de la discrétisation
du problème. En effet, contrairement aux méthodes dites par programmation dynamique, la
discrétisation n’est pas faite a priori sur une grille fixée à l’avance, mais elle est faite par un
processus d’échantillonnage à la Monte-Carlo intimement lié aux propriétés stochastiques des
variables du problème d’optimisation.

L’originalité des travaux présentés dans ce mémoire réside dans le fait qu’on aborde les
problèmes de commande optimale stochastique en temps discret par une approche variation-
nelle fondamentalement différentes de l’approche programmation dynamique de Bellman. Deux
optiques seront, ainsi, adoptées. Une optique où l’on approxime le problème d’optimisation
d’abord pour, ensuite, écrire des conditions d’optimalité : c’est la méthode des éléments finis
particulaires ; et une optique où l’on écrit des conditions d’optimalité d’abord pour, ensuite, les
discrétiser. Dans cette dernière approche nous adopterons deux interprétations différentes de
la structure d’information du problème : une interprétation algébrique (mesurabilité, espérance
conditionnelle) et une interprétation fonctionnelle.

Ce mémoire est donc rédigé comme suit : un premier chapitre introductif (chapitre I) trai-
tera des problèmes d’optimisation dans l’incertain. Nous commencerons par introduire les outils
nécessaires à la définition de nos problèmes, la structure d’information et les différentes écritures
possibles d’un problème d’optimisation stochastique. Une typologie de ces problèmes sera pré-
sentée. Le deuxième chapitre (chapitre II) traitera des méthodes variationnelles en commande
optimale stochastique : nous présenterons deux écritures différentes des conditions d’optimalité
d’un problème d’optimisation stochastique avec des contraintes d’information et nous nous at-
tarderons sur le cas markovien où ces mêmes conditions peuvent s’écrire de différentes manières.

Dans les quatre derniers chapitres nous aborderons les problèmes de discrétisation. Nous
commencerons (chapitre III) par présenter les différentes méthodes d’estimation de l’espérance
conditionnelle, suivies (chapitre IV) par la méthode des éléments finis particulaires : des preuves
de convergence et différentes applications numériques serons ainsi détaillées. Le chapitre V trai-
tera d’algorithmes de gradient chaotiques pour la résolution des problèmes d’optimisation sto-
chastique en boucle fermée. Le dernier chapitre (chapitre VI) s’intéressera à l’écriture de diffé-
rents algorithmes de type variationnel pour la résolution numérique des problèmes de commande
optimale stochastique ainsi qu’aux applications numériques s’y rattachant.



Résumé

Cette thèse, intitulée Méthodes particulaires en commande optimale stochastique s’intéresse
aux problèmes d’optimisation dans l’incertain et à leur résolution. Le terme particulaire ren-
voie au fait que nous considérons des méthodes basées sur une approche de type Monte-Carlo,
contrairement aux méthodes par programmation dynamiques stochastiques qui utilisent une
discrétisation faite a priori.

La résolution des problèmes d’optimisation stochastique nécessite deux étapes : une étape
d’approximation et une étape d’optimisation. Les deux premiers chapitres de ce manuscrit seront
consacrés à la partie optimisation. Nous traiterons dans les chapitres qui suivront de l’approxi-
mation des problèmes d’optimisation dans l’incertain.

Nous commencerons, dans ce manuscrit, (chapitre I) par présenter les problèmes qui se-
ront abordés ; nous nous attarderons surtout sur la représentation de la structure d’information
d’un problème d’optimisation stochastique. Deux principales représentations se dégagent : une
représentation algébrique et une représentation fonctionnelle. À partir de la nature de cette
structure d’information, nous ferons la typologie des problèmes d’optimisation stochastique :
boucle ouverte, boucle fermée, information statique ou information dynamique.

Le deuxième chapitre (chapitre II) traitera des conditions d’optimalité pour les problèmes
de commande optimale stochastique : à partir des représentations algébriques ou fonctionnelles
de l’information, nous présenterons des conditions d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker.

Les conditions présentées dans le chapitre II comportent presque invariablement des opéra-
teurs d’espérance conditionnelle. La résolution de ces problèmes impose alors d’approximer ces
opérateurs. Nous commencerons dans le chapitre III par motiver notre approche avant de passer
à une revue de la littérature des problèmes d’estimation de densité, densité conditionnelle et
espérance conditionnelle.

Dans le chapitre IV, nous présentons la méthode des éléments finis particulaires qui consiste
en l’approximation de la structure d’information par une restriction du feedback à une classe
donnée a priori de fonctions de base. Différents résultats de convergence et d’erreur asymptotique
seront donnés.

L’avant dernier chapitre (chapitre V) présentera un algorithme chaotique de gradient pour
la résolution de problèmes d’optimisation stochastique en boucle fermée. Un résultat de conver-
gence, de vitesse ainsi qu’une application numérique seront donnés.

Nous nous intéresserons dans le dernier chapitre (chapitre VI) aux aspects numérique de la
résolution des problèmes de commande optimale stochastique à partir des différentes méthodes
présentés dans les chapitres précédents. Nous présenterons différents algorithmes et heuristiques
pour résoudre un problème de gestion de production d’un barrage hydro-électrique.
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Extended abstract

This manuscript deals with stochastic optimization and stochastic optimal control. It pre-
sents different contributions, works and results made during my PhD thesis in collaboration with
the System and Optimization Working Group2 and the research and development division at
Électricité De France3.

When dealing with numerical solution for stochastic optimal control problems, stochastic
dynamic programming appears to be the natural framework [17, 18, 19]. Due to the curse
of dimensionality and the incompatibility of this approach with decomposition/coordination
methods [106, Chapter V] we focused on variational approaches.

Previous SOWG works [7, 8] proved that numerical solution for stochastic optimal control
problems can be split into two steps :

(1) First, quantifying the observation space to discretize the information structure. This
step leads to scenario-tree generation,

(2) Second, approximating the expectation of the cost function using Monte-Carlo tech-
niques on each quantified cell.

This method faces an important difficulty : at the first time stages (tree’s roots) we have few
Monte-Carlo particles but a small variation of the feedback estimator, on contrary, at the final
time stages (tree’s leaves), we have a large number of Monte-Carlo particles with a huge variance.

To tackle these difficulties we present some variational approaches, algorithms and heuristics
for numerical solution of stochastic optimal control problems. We mainly consider that nume-
rical solution of stochastic optimization problems consists on two issues : approximation and
optimization. These two issues can be computed on different orders leading to two different
approaches :

(1) the O-A approach : optimizing first (computing some optimality conditions), then ap-
proximating (using particle techniques or random mesh methods),

(2) the A-O approach : approximating first (the information structure and the expecta-
tions), then optimizing (solving a deterministic open-loop problem).

The first chapter will presents the main framework : how do we model the information
structure and what typology on stochastic optimization problems it will involve. The second
chapter will focus on optimality conditions presenting a minimum principle like theorem. Then,
we will deal with approximation schemes : first, how do we estimate a conditional expectation,
then we will present the particle finite element method and finally a collection of algorithms and
heuristics for numerical solution of multistage stochastic programs.

Modeling information and problems’ typology

When dealing with stochastic optimization problems we have to model the information
structure. On the literature [115, 7, 106, 38] two main representations of the information
structure are available : an algebraic interpretation and a functional one.

2SOWG http ://cermics.enpc.fr/equipes/optimisation.html : Laetitia Andrieu, Kengy Barty, Pierre Carpen-
tier, Jean Philippe Chancelier, Guy Cohen, Anes Dallagi, Michel De Lara, Babakar Seck, Cyrille Strugarek.

3EDF R&D http ://www.edf.com/20004i/Homefr/ResearchDevelopment.html, Optimization Simulation,
Risk and Statistic department(OSIRIS)
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xii EXTENDED ABSTRACT

From this representation of the information structure we can derive two main models for
stochastic optimization problems :

(1) an algebraic one where the control variables are seen as random variables and the
information structure as a measurability constraint with respect to the observation.

min
U∈U

E
[
j(U , ξ)

]
,

U � Y ,

(2) a functional one, where the control variable is a function depending on the observation.

min
φ∈H

E
[
j(φ(Y ), ξ)

]
.

We will give some equivalence results between stochastic optimization and functional opti-
mization problems. A typology of stochastic optimization problems is also given. We will stress
the differences between open loop and closed loop problems, and between static information and
dynamic information structures. Some examples will also be given.

Optimality conditions for stochastic optimal control problems

The chapter II presents different variational approaches to stochastic optimal control pro-
blems in a discrete time case. We aim to present different formulations and different optimality
conditions for such problems.

We will mainly consider two different interpretations of the problem’s variables : an algebraic
interpretation, where random variables are considered and we solve a stochastic optimization
problem, and a functional interpretation where we solve a deterministic functional optimization
problem.

Algebraic interpretation of the information structure. We consider a multistage
stochastic program with an additive cost and a measurability constraint. This interpretation
will lead to two different Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions : a non-adapted one and an
adapted formulation will be given, the second can be obtained from the first by a projection over
the σ-field generated by all the past noises. These conditions are necessary Karush-Kuhn-Tucker
conditions.

We will present, under some markovian assumptions, optimality conditions leading to a
projection over the σ-field generated by the state variable. We will also present equivalence
results between a past-noise measurability problem and a state measurability one.

Functional interpretation of the information structure. The functional interpretation
leads us to two dual formulation of the stochastic optimal control problem. The first one deals
with controlling an initial cost function under Bellman dynamic constraints. The second one
consists on a state measure integration using the Fokker Planck equation.

We present in this framework the stochastic dynamic programming method as a sufficient
optimality condition of these dual problems.

The two interpretations leading to infinite dimension optimization problems, approximation
schemes have to be applied.

Conditional expectation approximation

Numerical solution of stochastic optimization problems constrained by a feedback on an
observation consists on two main issues : optimization and approximation. These two issues can
be computed within two different frameworks : optimizing first then approximating (O-A), or
approximating first then optimizing (A-O). Equivalence results between the O-A and the A-
O approaches are presented highlighting the necessity of estimation procedures for conditional
expectation.
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Estimation procedures can be split into two main methods : the kernel methods which are
adapted to the Monte-Carlo particles, and the particle finite element methods which consists on
an a priori discretization (non adapted to the particles). Furthermore, unlike the kernel estimator,
the particle finite element estimator is optimal in the sense that it minimizes a squared error, it
is a projection of the conditioned variable over a linear subspace.

In the chapter III, a survey on density, conditional density and conditional expectation
estimation is presented. We will deal with non-parametric estimation methods giving different
asymptotic results on bandwidth selection. Some numerical examples will illustrate the trade-off
between bandwidth and particle number.

The particle finite element method

In the chapter IV, we consider a stochastic optimization problem represented under its
functional form. According to [7], a way to approximate the numerical solution of stochastic
optimization problems constrained by a feedback on an observation is first to partition the
space of the observation so that the optimal decision becomes a piecewise constant function on
this partition, and then to approximate the conditional expectation of the cost function over
each cell of the partition by standard Monte Carlo sampling. We present an extension of this
method which consist on constraining the feedback to be on a subspace generated by some basis
functions : the particle finite element method.

On the literature, this method is often denoted by the linear decision rules method [56, 49,
104, 110], we call it the particle finite element method to highlight the fact that there is two
approximation steps :

(1) approximating the information structure by a finite element functional estimation,

(2) approximating the expectation by a Monte-Carlo technique.

These two approximation steps lead to an open loop problem which can be solved by standard
deterministic optimization techniques.

In this chapter, we first present a trade-off issue between the number of basis functions ν
and the number of Monte-Carlo particle N . Then, we prove some variational convergence results
using the epi and the epi/hypo-convergence theory [5, 98, 23].

Chaotic algorithm for closed loop problems

In this chapter (see chapter V), we consider a stochastic optimization problem represented
under its functional form.

A feedback can be considered as an infinite weighted sum of basis functions of an Hilbert
space. The particle finite element method consists on estimating this feedback by truncating
this sum. One can think about computing this truncated sum on-line with a stochastic gradient
algorithm.

We present a chaotic stochastic gradient-like algorithm to solve optimization problems with
information constraints. A convergence result, a central limit theorem and a numerical applica-
tion to a stock management problem will be presented.

Numerical solutions for stochastic optimal control problems

In this chapter (see chapter VI), we consider numerical solution for stochastic optimal control
problems in a discrete time case.

First, we present the stochastic dynamic programming method as the reference method. We
highlight the fact that this recursive method involves a minimization at each time stage and an
a priori discretization of the state space.

Second, we present a projected gradient algorithm to solve stochastic optimal control pro-
blems approximated with the particle finite element technique (see chapter IV). We stress the
fact that we need a posteriori feedback generation in the markovian case.
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Then, we present different heuristics deriving from the approximation of the optimality
conditions computed during the chapter II :

(1) We integrate the state and the dual state particles with respect to their dynamics ; then,
we approximate the conditional expectation of the gradient by the kernel method,

(2) We integrate the state particle using its dynamic and the adapted dual state by ap-
proximating its dynamic with the kernel method ; then, we approximate the conditional
expectation of the gradient by the kernel method,

(3) We integrate the state and the dual state particles with respect to their dynamics ;
we approximate the bellman function using a kernel method ; then we compute an
expectation to approximate the gradient using a Monte-Carlo method,

(4) We integrate the state particle using its dynamic and the adapted state using an ex-
pectation approximation ; then we compute the gradient using a Monte-Carlo method.

We use an hydro-electric dam management problem to apply these algorithms and heuristics.



CHAPITRE I

Préliminaires

L’optimisation stochastique est un cadre pour modéliser les problèmes d’optimisation qui im-
pliquent l’incertitude. Considérant que des problèmes déterministes d’optimisation sont formulés
avec des paramètres connus, les problèmes réels incluent presque invariablement des paramètres
inconnus. Quand les paramètres sont connus seulement dans certaines limites, une approche qui
aborde de tels problèmes est l’optimisation robuste. Ici le but est de trouver une solution qui
reste bonne pour tous les paramètres et optimale en un certain sens (nous renvoyons le lecteur
aux travaux de El Ghaoui [46], de Ben Tal et Nemerovski [14]).

Les modèles d’optimisation stochastique sont semblables dans le modèle mais tirent profit
du fait que des distributions de probabilité régissant les données sont connues ou peuvent être
estimées. Le but ici est de trouver une certaine politique qui est faisable pour toutes les (ou
presque toutes) occurrences possibles de données et minimise (ou maximise) l’espérance d’une
certaine fonction des décisions et des variables aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par présenter les outils nécessaires pour écrire un
problème d’optimisation stochastique, ainsi que les différentes variables et notions qui vont nous
servir tout au long de ce mémoire. En particulier la notion d’information, comment l’exprimer
et comment la modéliser. Nous donnerons ensuite une typologie des problèmes d’optimisation
stochastique.

Nous faisons référence aux travaux antérieurs de l’équipe SOWG et nous reprenons notam-
ment les notations adoptées dans [7], [106] et [38].

Remarque I.1. Cette introduction à l’optimisation stochastique a été inspirée de
http ://stoprog.org/ (Stochastic Programming Community). �

I.1. Modélisation de l’information

En optimisation stochastique la notion d’information apparâıt comme primordiale pour la
formulation des problèmes de décision dans l’incertain. C’est ainsi que, dans la plupart des
problèmes considérés, nous aurons à traiter des contraintes dites d’information. Ces contraintes
peuvent être représentées ou modélisées de différentes manières.

I.1.1. Représentation algébrique de l’information. Considérons un ensemble Ω. Tout
élément ω ∈ Ω est appelé état de la nature ; un de ces états ω0, qui nous est inconnu, gouverne
un phénomène. Avoir de l’information sur ω0 c’est être capable de localiser cet état particulier
de la nature dans Ω. Autrement dit, étant donnée une collection G de sous-ensembles G de Ω,
l’information disponible se traduit par notre capacité à déterminer dans quels sous-ensemble
particulier G se trouve l’état de la nature ω0.

Supposant que nous sachions que ω0 ∈ G ⊂ Ω, deux cas se présentent :
– G = Ω : aucune information n’est disponible,
– G = {ω0} : l’information est complètement disponible.

Entre ces deux cas extrêmes, l’information disponible consiste en le fait que nous ne pouvons
pas distinguer ω0 de tout autre élément de G. Nous définissons alors l’information disponible
comme une collection G de sous-ensembles G de Ω appelés événements.

Traditionnellement, et pour des raisons techniques, nous demandons à avoir certaines pro-
priétés sur G.

1

http://stoprog.org/


2 I. PRÉLIMINAIRES

I.1.1.1. Algèbre.

Définition I.2. Une algèbre G sur Ω est une collection non vide de sous-ensembles de Ω
stable par passage au complémentaire et par unions finies. �

Cette structure reste assez large et est peu utilisée pour parler de structure d’information.
En effet, elle est incompatible avec les structures probabilistes : en probabilité nous avons besoin
d’une propriété de σ-additivité et donc de stabilité par unions dénombrables.

I.1.1.2. Champ de partitions.

Définition I.3. Un champ de partitions (π-algèbre ou π-field) G sur Ω est une collection
non vide de sous-ensembles de Ω stables par passage au complémentaire et par unions infinies
(et donc par intersections infinies).
Nous appellerons champ de partitions trivial {∅,Ω} et champ de partitions discret 2Ω. �

Cette structure particulière sur G nous permet de parler d’information. Nous présenterons
dans la suite différentes propriétés liées à cette représentation algébrique de l’information.

Définition I.4. Le champ de partitions π(C) engendré par une collection C de sous-
ensembles de Ω est le plus petit champ de partitions contenant C. �

Définition I.5. Soit G un champ de partitions. Pour tout ω ∈ Ω, on note Gω l’intersection
de tous les ensembles dans G contenant ω. Les éléments de Gω sont dits non-distinguables de ω.

�

Proposition I.6. Soit G un champ de partitions. Pour tout ω ∈ Ω, Gω est le plus petit
ensemble dans G contenant ω. La collection {Gω, ω ∈ Ω} est une partition de Ω, notée part(G).

Démonstration : Comme G est stable par intersections infinies, Gω ∈ G est alors le plus petit

ensemble contenant ω.

On rappel qu’un atome de G est un ensemble G ∈ G qui vérifie que si H ∈ G et H ⊂ G alors H = ∅ ou

H = G. Deux atomes distincts sont nécessairement disjoints.

Soit H ∈ G tel que H ⊂ Gω. Si ω ∈ H, alors Gω ⊂ H par définition de Gω, alors H = Gω. Si ω /∈ H,

alors Gω ⊂ Hc par définition de Gω, alors H ⊂ Gω ⊂ Hc et H = ∅. Alors, Gω est un atome.

La collection {Gω, ω ∈ Ω} est constituée d’ensembles non vides deux par deux disjoints couvrant Ω : c’est

une partition. �

Cette structure est assez restrictive. Certes, les champs de partitions sur un ensemble sont
compatibles avec les structures probabilistes que nous aurons à manipuler, mais il n’existe pas
beaucoup d’exemples de structures vérifiant la propriété de stabilité par unions infinies. C’est
pourquoi les probabilistes préfèrent utiliser une structure plus faible : les σ-algèbres (nous ren-
voyons le lecteur aux ouvrages de L. Breinman [24], de O. Kallenberg [60] et au livre de S.C.
Port [86] pour une introduction générale aux probabilités).

I.1.1.3. Tribu.

Définition I.7. Une tribu (σ-algèbre ou σ-field) G sur Ω est une collection non vide de
sous-ensembles de Ω stable par passage au complémentaire et par unions dénombrables (et donc
par intersections dénombrables).
On appellera tribu triviale {∅,Ω} et tribu discrète 2Ω. �
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Définition I.8. La tribu σ(C) engendrée par une collection C de sous-ensembles de Ω est la
plus petite tribu contenant C. �

Remarque I.9. Pour toute collection C de sous-ensembles de Ω, on a que :

σ(C) ⊂ π(C).

�

Nous utiliserons, pour des raisons techniques, cette structure particulière sur G pour parler
d’information. Elle permet, en outre, de parler de mesurabilité au sens probabiliste du terme.
Nous remarquons aussi que les trois structures précédemment définies sont équivalente dans le
cas discret.

I.1.2. Mesurabilité. Le point de vue algébrique de l’information reste assez conceptuel
et nous avons toujours besoin d’un outil qui nous permettra de dire qu’une application donnée
respecte une structure d’information. Cet outil consiste en une relation entre applications ou
entre applications et tribus. C’est la relation de mesurabilité.

Définition I.10. Soient deux ensembles Ω et Y équipés respectivement avec les champs de
partitions G et H. Pour toute application f : Ω → Y, f−1(H) est un champ de partition sur Ω

appelé champ engendré par f , et noté π(f)
def
= f−1(H).

L’application f est dite mesurable par rapport au champ de partitions G si π(f) ⊂ G, et on note
f � G. �

Définition I.11. Soient deux applications f1 : Ω → Y1 et f2 : Ω → Y2. L’application f1 est
dite mesurable par rapport à f2 si π(f1) ⊂ π(f2) et on note f1 � f2. �

Proposition I.12. Soient deux applications f1 : Ω → Y1 et f2 : Ω → Y2, les affirmations
suivantes sont équivalentes et caractérisent le fait que f1 � f2 :

(1) f1 � f2,

(2) π(f1) ⊂ π(f2),

(3) ∀(ω, ω′) ∈ Ω2, f2(ω) = f2(ω
′) ⇒ f1(ω) = f1(ω

′),

(4) ∃φ : imf2 → imf1, tel que f1 = φ ◦ f2,

(5) part(f1) ⊃ part(f2), dans le sens où tout élément de part(f2) est inclus dans un élément
de part(f1), ou bien, d’une manière, équivalente tout élément de part(f1) est l’union
d’éléments de part(f2).

Démonstration : Voir [8, lemme 5] �

Remarque I.13. Pour parler de mesurabilité de variables aléatoires nous utiliserons la notion
de σ-algèbre. Les définitions de mesurabilité données plus haut resteront valables en remplaçant
π par σ. La proposition (I.12) sera remplacée par l’équivalence de ces affirmations :

(1) Y 1 � Y 2,

(2) σ(Y 1) ⊂ σ(Y 2),

(3) ∃φ : imY 2 → imY 1, application mesurable telle que Y 1 = φ ◦ Y 2,

où Y 1 : Ω → Y1 et Y 2 : Ω → Y2 sont deux variables aléatoires sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P). �
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I.1.3. Espérance conditionnelle. Nous nous intéressons, ici, à l’information apportée
par des variables aléatoires. Nous définissons, en outre, l’égalité entre tribus comme une égalité
presque sûre par rapport à une mesure de probabilité donnée.

Proposition I.14. Considérons un espace de probabilité (Ω,F ,P) et deux variables aléa-
toires sur cet espace U : Ω → U intégrable et Y : Ω → Y. On a alors que :

U � Y ⇔ U � σ(Y ) ⇔ U = E[U | Y ], P−p.s.

Proposition I.15. Considérons un espace de probabilité (Ω,F ,P), U : Ω → U une variable
aléatoire intégrable sur cet espace et une sous-tribu G de F . On a alors que :

U � G ⇔ U = E[U | G], P−p.s.

Nous considérerons dans la suite que l’information est représentée par une sous-tribu et que
l’information apportée par une variable aléatoire est la tribu engendrée par cette même variable.
Nous appellerons contrainte d’information toute contrainte qui s’écrit par le moyen de la relation
de mesurabilité entre variables aléatoires ou de mesurabilité d’une variable aléatoire par rapport
à une sous-tribu.

Cette contrainte peut alors être traduite en terme d’espérance conditionnelle par l’égalité
presque sûre entre une variable aléatoire donnée et sa projection sur le sous-espace vectoriel des
variables aléatoires respectant la contrainte de mesurabilité (l’information).

Remarque I.16. Dans toute la suite de ce mémoire, sauf mention contraire, nous adopterons
les notations suivantes :

– nous noterons par des lettres grasses toutes les variables aléatoires sur l’espace de probabi-
lité d’origine (Ω,F ,P). Les variables déterministes seront, elles, notées en lettres ordinaires,

– nous noterons la composition d’une fonction F : U → V mesurable par une variable
aléatoire U : Ω → U par F ◦ U = F (U).

�

I.2. Optimisation dans l’incertain

I.2.1. Écriture du problème. Nous nous donnons un espace de probabilité (Ω,F ,P) et
nous nous intéressons à la minimisation de l’espérance d’une fonctionnelle coût notée j : U×Ξ →
R, où U est l’espace des commandes et Ξ l’espace des bruits, par rapport à une commande
U : Ω → U appartenant à un ensemble admissible U ad ⊂ U . On se donne en outre un aléa
ξ : Ω → Ξ variable aléatoire sur cet espace. Le problème type d’optimisation stochastique s’écrit
alors :

(I.1) min
U∈Uad

J(U)
def
= E

[
j(U , ξ)

]
.

En toute généralité, la commande U est recherchée dans un sous-ensemble de l’ensemble
des variables aléatoires sur (Ω,F ,P) à valeurs dans U (U ∈ U = {U : Ω → U}). L’ensemble
Uad décrit les contraintes s’appliquant sur la commande. Ces contraintes peuvent être de deux
types :

– des contraintes dites ponctuelles ou presque sûres :

(I.2) Ups def
=
{
U ∈ U ,U(ω) ∈ Γ(ω), P−p.s.

}
,

où Γ est une multi-application Γ : Ω ⇒ U,
– des contraintes dites d’information ou de mesurabilité :

(I.3) Umes def
=
{
U ∈ U ,U � G

}
,

où G est une sous-tribu. Le plus souvent, G est engendrée par une variable aléatoire Y ∈ Y
appelée observation Y : Ω → Y.
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L’ensemble admissible s’écrit alors :

(I.4) Uad = Ups ∩ Umes.

I.2.2. Deux manières équivalentes de poser le problème. Nous allons ici montrer
l’équivalence entre les problèmes d’optimisation par rapport à une variable aléatoire et les pro-
blèmes d’optimisation fonctionnelle.

Reprenons le problème (I.1), et supposons qu’il existe une fonction d’observation h : Ξ → Y

tel que nous pouvons écrire la variable aléatoire d’observation Y comme une fonction des bruits :
Y = h(ξ).

Proposition I.17. Supposons qu’il existe une fonction h : Ξ → Y et une multi-application
C : Ξ ⇒ U tels que Y = h(ξ) et Γ(ω) = C

(
ξ(ω)

)
(⇔ Γ � ξ). Le problème (I.1) est alors

équivalent au problème :

(I.5) min
φ∈Φad

J̃(φ)
def
= E

[
j(φ(ξ), ξ)

]
,

où Φad = Φps ∩ Φmes avec :

Φps def
=
{
φ : Ξ → U, φ(ξ) ∈ C

(
ξ
)
, P−p.s.

}
,

Φmes def
=
{
φ : Ξ → U, φ � h

}
.

Démonstration : D’après l’expression (I.3) U � Y = h(ξ) il existe alors une fonction p : Y → U tel

que U = p◦h(ξ) ; notons φ = p◦h on a donc φ � h. Si U ∈ Ups alors φ ∈ Φps. En faisant le raisonnement

inverse pour l’inclusion inverse nous obtenons l’équivalence des problèmes. �

Hypothèse I.18. σ
(
h(ξ, u)

)
est indépendante de u ∈ U. �

Remarque I.19. Supposons qu’il existe une fonction h : Ξ×U → Y et une multi-application
C : Ξ ⇒ U tel que Y = h(ξ,U) et Γ(ω) = C

(
ξ(ω)

)
. Pour que nous ayons l’équivalence entre

le problème (I.1) et le problème fonctionnel (I.5), il suffit de satisfaire l’hypothèse I.18. Nous
verrons par la suite que c’est l’hypothèse de non effet dual.

Reprenons l’hypothèse I.18 précédente et supposons en outre qu’il existe une application
h̃ : Ξ → Y tel que σ

(
h(ξ,U)

)
= σ

(
h̃(ξ)

)
. Alors le problème (I.1) est équivalent au problème

(I.6) :

(I.6) min
φ∈Φad

J̃(φ)
def
= E

[
j(φ(Ỹ ), ξ)

]
,

où Ỹ = h̃(ξ) et Φad = Φps avec :

Φps def
=
{
φ : Y → U, φ(Ỹ ) ∈ C

(
Ỹ
)
, P−p.s.

}
.

Toute la structure d’information se trouve ainsi résumée dans l’expression fonctionnelle de la
variable aléatoire de commande φ. Nous appellerons l’application φ : Y → U tel que U = φ(Y )
feedback. �

La représentation fonctionnelle (I.6) a l’avantage de mettre plus l’accent sur la dépendance de
la commande vis à vis des aléas du problème et va intervenir dans les méthodes de discrétisation
fonctionnelles par éléments finis (chapitre IV). La version (I.1) qui utilise la version variable
aléatoire sera plus utilisée dans les approches variationnelles (chapitre II et chapitre VI).

Nous avons maintenant en notre possession tous les outils et notions nécessaires à la descrip-
tion des différents problèmes d’optimisation stochastique que nous allons traiter dans la suite
du mémoire.
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I.3. Typologie des problèmes

I.3.1. Problèmes en boucle ouverte. Un problème d’optimisation stochastique est dit
en boucle ouverte si la décision U est prise indépendamment de toute autre variable aléatoire.
Nous nous trouvons alors dans un cas d’absence d’information et les contraintes informationnelles
représentées par Umes sont réduites à leur expression la plus simple.

Définition I.20 (Boucle ouverte). Le problème (I.1) est dit en boucle ouverte si la variable
aléatoire Y est réduite à une constante engendrant ainsi la tribu triviale, i.e. U � {∅,Ω}. �

On peut dire alors que le problème (I.1) est en boucle ouverte si :

Umes =
{
U ∈ U , ∃u ∈ U, U(ω) = u, P−p.s.

}
.

Ce type de problème a été largement étudié dans la littérature, études qui se sont intéressées
à la discrétisation et la résolution numérique ([102], [103]). Ces problèmes peuvent généralement
être résolus par des méthodes proches de l’optimisation déterministe ; cependant, la difficulté ma-
jeure réside en l’approximation de l’opérateur d’espérance. Les méthodes dites des chroniques de
scénarios apporte une réponse qui consiste en l’approximation par Monte-Carlo des espérances
en tirant un nombre suffisant de scénarios.

Une autre approche pour la résolution numérique des problèmes en boucle ouverte consiste
en l’approche dite de gradient stochastique, il s’agit d’effectuer le calcul de l’espérance en ligne
simultanément avec les pas d’un algorithme de gradient. Nous faisons ici référence aux travaux
[84] et [87] et nous renvoyons le lecteur à la section IV.1 de ce mémoire pour une écriture de
l’algorithme de gradient stochastique.

I.3.2. Problèmes en boucle fermée. Un problème d’optimisation stochastique est dit en
boucle fermée si la contrainte d’information qu’il incorpore n’est pas triviale. C’est à dire qu’il
existe une variable aléatoire d’observation telle que la décision U ne dépend que de l’observation
Y (non réduite à une constante).

Définition I.21 (Boucle fermée). Le problème (I.1) est dit en boucle fermée s’il n’est pas
en boucle ouverte (voir définition I.20). �

En toute généralité, nous dirons que (I.1) est en boucle fermée s’il existe une application non
constante (dite d’observation) h : Ξ × U → Y telle que Y = h(ξ,U) et :

Umes =
{

U ∈ U , U � σ
(
h(ξ,U)

)}
.

Dans ce genre de problème, deux cas de figure se présentent : soit l’information apportée par
la variable aléatoire d’observation dépend elle même de la décision prise (structure d’information
dynamique), soit elle n’en dépend pas (structure d’information statique).

I.3.2.1. Structure d’information statique.

Définition I.22 (Information statique). Le problème (I.1) est dit en information statique si
la tribu engendrée par l’observation Y = h(ξ,U) ne dépend que de ξ : il existe une application

d’observation h̃ : Ξ → Y tel que σ(Y ) = σ
(
h̃(ξ)

)
.

Umes =
{

U ∈ U , U � σ
(
h̃(ξ)

)}
.

�

Ce sont principalement les problèmes qui nous intéresseront au fil de ce mémoire. Concep-
tuellement, ce sont des problèmes d’optimisation fonctionnelle qui ne peuvent pas être traités
avec des méthodes classiques d’optimisation déterministe.
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Remarque I.23 (Non Open Loop Dual Effect (NOLDE)). Un cas particulier de l’information
statique est le cas dit d’absence d’effet dual [36]. Il existe, alors, une application d’observation

h̃ : Ξ → Y tel que σ(Y ) = σ
(
h(ξ, u)

)
= σ

(
h̃(ξ)

)
pour tout u ∈ U.

Umes =
{

U ∈ U , U � σ
(
h̃(ξ)

)}
.

�

Nous expliquerons plus tard le fait que la résolution numérique de tels problèmes fait inter-
venir deux niveaux d’approximation : l’approximation des espérances, et l’approximation de la
structure de l’information.

Plusieurs travaux se sont intéressés à la phase de discrétisation de la structure de l’infor-
mation. Les méthodes dites de chroniques arborescentes ou d’arbres de scénarios sont les plus
présentes dans la littérature. L’idée est la suivante : à partir d’un nombre fini de scénarios,
on les organise en un arbre (un arbre étant la discrétisation naturelle d’une filtration1). Cette
structure arborescente permet à la fois de traiter la discrétisation de la structure d’information
et l’évaluation par Monte-Carlo de l’espérance de la fonction coût. Cependant, ces arbres de
scénarios (voir [7]) sont obtenus à partir d’un nombre (nécessairement limité) de chroniques
par des techniques de quantification, ce qui occasionne une perte d’information supplémentaire
venant s’ajouter à celle déjà occasionnée par l’échantillonnage initial, l’évaluation du coût et la
synthèse des feedbacks s’en trouvent inévitablement affectées. Nous renvoyons le lecteur à [7]
pour d’amples références sur le sujet.

Nous évoquerons aussi différents travaux qui se sont intéressés à la discrétisation des filtra-
tions tels que [97], et différents travaux sur les topologies sur l’espace des tribus, tel que [76],
[22], [61] et [33], et plus récemment les travaux de P. Carpentier, J.P. Chancelier, et de M. De
Lara [28, 26].

I.3.2.2. Structure d’information dynamique.

Définition I.24 (Information dynamique). Le problème (I.1) est dit en information dyna-
mique ou avec effet dual si l’information apportée par l’observation Y dépend de U . �

Ce sont les cas les plus difficiles où la structure d’information change avec les décisions
prises. En ce sens, le terme effet dual renvoi au fait que la décision prise agit doublement : et
sur l’information disponible et sur la fonction coût. Les travaux antérieurs de l’équipe SOWG
se sont intéressés à la caractérisation de ces problèmes [7], [106] et [8]. Historiquement, c’est
Witsenhausen qui, le premier, s’est intéressé aux structures d’information dynamiques dans [114]
où il expose son contre exemple.

I.4. Exemples de problèmes d’optimisation stochastique

Les problèmes d’optimisation stochastique se présentent le plus souvent comme des pro-
blèmes à plusieurs pas de temps ou à plusieurs niveaux de décisions (où le pas temps t est
remplacé par un agent i qui prend une décision).

Nous considérons alors un problème d’optimisation linéaire quadratique gaussien (LQG) à
deux pas de temps t = 1, 2.
Dynamique du système. Au pas de temps t = 0 l’état du système est représenté par une variable
aléatoire scalaire X0 connue et constitue ainsi un bruit du système. On applique, alors, une
commande U 0 qui amène le système à un état X1. Au deuxième pas de temps, on applique une
commande U 1 qui amène le système à un état X2. La dynamique du système s’écrit alors :

1une filtration est une collection croissante de sous-tribus
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X1 = X0 + U0,(I.7)

X2 = X1 − U1.(I.8)

La fonction coût. La fonction coût s’écrit comme l’espérance d’une fonction dépendant des
commandes et des bruits :

(I.9) E
[
k2(U0)

2 + (X2)
2
]
, k2 > 0.

Le but est donc de ramener l’état final à 0 et seule la première décision est pénalisée dans le
coût.
Problème en boucle ouverte. Aucune information n’est disponible. Le problème d’optimisation
s’écrit alors :

min
U0,U1

E

[
k2(U0)

2 + (X2)
2

]
,

sous X1 = X0 + U0,

X2 = X1 − U1,

(I.10)

et les solutions optimales sont des variables déterministes U
]
0 = 0 et U

]
1 = E[X0], le coût optimal

étant la variance du bruit X0 (C] = σ2
X0

).
Problème en information statique. On fait intervenir ici des variables aléatoires d’observation.
Au premier pas de temps, on observe le bruit X0 ; au deuxième pas de temps, on se rappelle
de ce qu’on a observé au pas de temps précédent et on observe aussi l’état bruité du premier
instant. Les équations de sortie ou les observations s’écrivent alors en fonction des états sur deux
pas de temps comme suit :

Y 0 = X0,(I.11)

Y 1 = X1 + V .(I.12)

Les contraintes de mesurabilité ou les commandes admissibles s’écrivent en fonction des obser-
vations sur deux pas de temps comme suit :

U0 � σ(Y 0),(I.13)

U1 � σ(Y 0,Y 1).(I.14)

Le problème s’écrit alors :

min
U0,U1

E

[
k2(U0)

2 + (X2)
2

]
,

sous X1 = X0 + U0,

X2 = X1 − U1,

U0 � σ(X0),

U1 � σ(X0,X1 + V ).

(I.15)

Au premier pas de temps, l’observation ne dépend pas de la commande appliquée et de même
pour la tribu qu’elle engendre. Au deuxième pas de temps Y 1 = X0 + U0 + V dépend de la
commande mais pas la tribu σ(Y 0,Y 1). En effet σ(Y 0,Y 1) = σ(X0,X0 + U0 + V ) et comme

U0 � σ(Y 0) il existe alors une application φ0 tel que U 0 = φ0(Y 0) = φ0(X0). À l’instant
t = 1, le décideur U 1 ayant les mêmes informations on-line que le décideur U 0 et les mêmes
informations off-line (dynamique, fonction coût, etc.) peut faire les mêmes calculs que le premier
décideur, et il peut donc recalculer U 0 (ou φ0) même s’il n’a pas reçu cette information. Le
deuxième agent aurait alors l’information apportée par le triplet (X0,U0,X0 + U0 + V ) ; il
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pourrait donc extraire V de la troisième information en soustrayant X0 et U 0 qu’il connâıt
parfaitement. On a alors que σ(Y 0,Y 1) ne dépend pas de la commande.

V = Y 1 − X0 − U0 ∈ σ(Y 0,Y 1),

⇒σ(X0,V ) ⊂ σ(Y 0,Y 1) ⊂ σ(X0,V ),

⇒σ(Y 0,Y 1) = σ(X0,V ).

On est donc en information statique et la solution de ce problème LQG est connue pour
donner des commandes linéaires en fonction des observations [114].
Problème avec effet dual. On reprend l’exemple précédent sauf que cette fois au deuxième
pas de temps la structure d’information oublie une partie de l’observation. Les contraintes de
mesurabilité ou les commandes admissibles s’écrivent en fonction des observations sur deux pas
de temps comme suit :

U0 � σ(Y 0),(I.16)

U1 � σ(Y 1).(I.17)

Le problème s’écrit alors :

min
U0,U1

E

[
k2(U0)

2 + (X2)
2

]
,

sous X1 = X0 + U0,

X2 = X1 − U1,

U0 � σ(X0),

U1 � σ(X1 + V ).

(I.18)

Au premier pas de temps, l’observation ne dépend pas de la commande appliquée et de même
pour la tribu qu’elle engendre. Au deuxième pas de temps, Y 1 = X0 + U0 + V dépend de la
commande et la tribu engendrée en dépend aussi. Les figures I.1, I.2 et I.3, représentent les lignes
de niveaux de l’observation Y 1 dans le plan (X0,V ) pour différentes valeurs de la commande
U0 = φ0(X0). Les lignes de niveaux représentent les σ-algèbres engendrées, nous remarquons
alors qu’elles changent en changeant la commande initiale.

V

X_0

V=Y_2

Fig.

I.1. Lignes
de niveaux
de Y 1 pour
φ0(x) = −x

V

X_0

V=X_0+Y_2

Fig.

I.2. Lignes
de niveaux
de Y 1 pour
φ0(x) = −2x

V

X_0

V=−X_0+u_0+Y_2

Fig.

I.3. Lignes
de niveaux
de Y 1 pour
φ0(x) = u0

On est donc en information dynamique. Cet exemple est connu comme le contre exemple de
Witsenhausen [114]. La solution de ce problème LQG fait l’objet de plusieurs études [72, 62], des
commandes fortement non linéaires (même discontinue) meilleures que les meilleures solutions
linéaires ont été proposées, ce qui montre que la solution optimale (inconnue à ce jour) n’est
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pas linéaire. Les solutions sous-optimale proposées dans la littérature reposent sur le principe
du signaling : il s’agit d’utiliser les commandes du premier agent (premier pas de temps) pour
transmettre le plus d’information possible (avec une perte au niveau de la fonction coût) au
deuxième agent pour qu’il prenne la meilleure solution possible sachant ce qui a précédé. Nous
renvoyons le lecteur au travaux de A. Gattami [50], de J. Levin [66, 65] pour de plus amples
détails sur le signaling.

Dans la suite du mémoire, nous ne nous intéresserons pas à cette dernière catégorie de
problème. Notre attention sera particulièrement concentrée sur les problèmes en information
statique.

I.5. Conclusion

Les problèmes d’optimisation stochastique sont donc des problèmes d’optimisation en di-
mension infinie que ce soit dans leur interprétation algébrique ou fonctionnelle (minimisation
par rapport à des variables aléatoires ou minimisation par rapport à des fonctions). Leur ré-
solution numérique doit donc nécessairement passer par les deux étapes suivantes : une étape
d’optimisation (écriture des conditions d’optimalité) et une étape d’approximation (pour passer
à un cadre fini compatible avec ce que l’on peut faire avec un ordinateur). Cependant, l’ordre
suivant lequel nous allons effectuer ces deux étapes influera sur la solution finale. Le dilemme
est posé : optimiser d’abord puis approximer ou approximer d’abord puis optimiser ? La suite
du mémoire tentera d’apporter des éléments de réponse à cette question.

Dans le chapitre suivant (chapitre II), nous essayerons de présenter différentes écritures pour
les conditions d’optimalité de tels problèmes, avant d’entamer dans les chapitres qui suivront les
problèmes d’approximation et de résolution numérique des problèmes d’optimisation stochas-
tique avec structure d’information statique.



CHAPITRE II

Approches variationnelles pour la commande optimale

stochastique

La théorie du contrôle traite des systèmes dynamiques : l’état du système suit, au cours du
temps, une certaine dynamique commandée par un décideur afin d’obtenir un certain effet sur
la sortie (output). En commande optimale, on s’intéresse à ces décisions appelées commandes
du système.

Dans la littérature, deux approches principales se dégagent quant à la résolution des pro-
blèmes de commande optimale déterministe. Les approches variationnelles par dualité, qui
conduisent à des conditions d’optimalité ressemblant à celles rencontrées dans le principe du
minimum de Pontriaguine [85] et les approches par programmation dynamique [12], [13].

En commande optimale stochastique, nous trouvons une large littérature traitant des mé-
thodes de programmation dynamique stochastique ([17], [18], [21], etc.). Cette méthode demande
certaines hypothèses quant à la structure d’information du problème traité. Elle se trouve, en
outre, face à la malédiction de la dimension (curse of dimensionality) et est incompatible avec
une approche décomposition des grands systèmes [106, chapitre V]. Pour ces raisons, nous nous
intéresserons dans ce mémoire aux méthodes dites variationnelles.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux problèmes de commande optimale stochas-
tique en temps discret. Le point de vue optimiser d’abord puis approximer sera adopté et nous
traiterons au cours de ce chapitre l’aspect optimisation. Nous nous attarderons ensuite sur les
différentes méthodes de résolution : la programmation dynamique stochastique étant la plus
connue, le principal apport de ce chapitre sera de présenter différentes nouvelles approches du
type variationnel faisant intervenir des conditions d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker
des problèmes traités.

II.1. Conditions d’optimalité d’un problème d’optimisation stochastique

Nous nous intéressons dans cette section à l’écriture de conditions nécessaires d’optimalité
d’un problème d’optimisation stochastique. Reprenons, pour cela, le problème type (I.1). Nous
nous donnons, ainsi, un espace de probabilité (Ω,F ,P), et nous nous intéressons à la minimisation
de l’espérance d’une fonctionnelle coût notée j : U × Ξ → R, où U est l’espace des commandes
(dim(U) < +∞) et Ξ l’espace des bruits (dim(Ξ) < +∞). Cette minimisation est faite par

rapport à une commande (U : Ω → U) ∈ U def
= L2(Ω,F ,P; U), respectant une contrainte

d’information modélisée par la mesurabilité par rapport à une variable aléatoire d’observation
Y : Ω → Y et une contrainte d’admissibilité. Nous nous donnons en outre une variable aléatoire
(bruit du système) ξ : Ω → Ξ.

min
U∈U

J(U)
def
= E

[
j(U , ξ)

]
,

sous U ∈ Uad ∩ Umes,
(II.1)

où Uad un sous-ensemble convexe fermé de U et Umes def
= {U ∈ U , U � Y }, le sous-espace

vectoriel des variables aléatoires de carré intégrable mesurable par rapport à Y .

Remarque II.1. Pour s’assurer que le problème est bien défini nous devons nous assurer que
la fonction objective est bien défini. Pour cela nous supposons que j : U × Ξ est une intégrande

11
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normale et donc son application épigraphique Sj(ξ) = {(u, α) ∈ U × R, j(u, ξ) ≤ α} est
mesurable et à valeurs fermées [98, Définition 14.27 et proposition 14.28]. Nous supposons en
outre que ξ : Ω → Ξ est mesurable. En définissant g : Ω×U → R l’application tel que g(ω, u) =
j(u, ξ(ω)), nous avons que son application épigraphique Sg(ω) = Sj(ξ(ω)) est mesurable (par
compositions de multi-applications mesurables) et à valeurs fermées. C’est donc une intégrande
normale. D’après [98, proposition 14.58] E

[
j(U , ξ)

]
=
∫
Ω g(ω,U(ω))P(dω) est alors bien défini.

�

Remarque II.2. Umes est un sous-espace vectoriel fermé de U . En effet, toute combinaison
linéaire de variables aléatoires Y -mesurables reste Y -mesurable ; ainsi que toute limite d’une
suite de variables aléatoires Y -mesurables l’est aussi. En outre, nous pouvons toujours noter Umes

tel que Umes = L2(Ω, σ(Y ),P; U), où σ(Y ) est la tribu engendrée par la variable aléatoire Y . �

Nous nous proposons d’écrire des conditions nécessaires d’optimalité pour le problème (II.1).
Nous faisons référence à [77] et à [54] pour des résultats de conditions d’optimalité pour les
problèmes de minimisation d’une fonction intégrale dans un cadre non différentiable. Il s’agit
dans cette section de spécifier ces conditions au cas particulier des problèmes du type II.1.

Nous adoptons ici une approche par projection où nous utiliserons une structure particulière
sur l’ensemble admissible : nous supposerons que la projection de toute commande Y -mesurable
sur l’ensemble Uad reste Y -mesurable.

Lemme II.3. Sous les hypothèses que j(·, ξ) est C1(U) P-presque sûrement, que j est s.c.i.
sur U × Ξ (voir la remarque II.1) et que (ω 7→ j′(U(ω), ξ(ω))) ∈ U , ∀U ∈ U , alors J : U → R

est différentiable. De plus nous avons que :

J ′(U)(ω) = j′(U(ω), ξ(ω)), P−p.s..

Démonstration : Commençons par noter que pour tout U ∈ U , J(U) =
∫
Ω
j(U(ω), ξ(ω))P(dω).

Soit (U ,V ) ∈ U2, nous avons alors que :

J(U + V ) =

∫

Ω

j(U(ω) + V (ω), ξ(ω))P(dω).

Comme j(·, ξ) est différentiable P-presque sûrement, nous avons alors que :

J(U + V ) =

∫

Ω

j(U(ω) + V (ω), ξ(ω))P(dω),

=

∫

Ω

(
j(U(ω), ξ(ω)) + 〈j′(U(ω), ξ(ω)),V (ω)〉

U
+ o(‖V (ω)‖2

U
)
)

P(dω),

= J(U) + 〈J ′(U),V 〉U + o(‖V ‖2
U ),

(II.2)

où J ′(U)(ω)
def
= j′(U(ω), ξ(ω)). D’où J : U → R est différentiable de dérivée J ′(U). �

Proposition II.4. Supposons que Uad est un sous-ensemble convexe fermé. Supposons en
outre que ΠUad(Umes) ⊂ Umes, que j(·, ξ) est C1(U) P-presque sûrement, que j est s.c.i. sur U×Ξ
(voir la remarque II.1) et que (ω 7→ j′(U(ω), ξ(ω))) ∈ U , ∀U ∈ U . Si U est solution de (II.1)
alors :

E
[
j′(U , ξ) | Y

]
∈ −∂δUad(U).

Démonstration : D’après le lemme II.3 nous avons que J est différentiable de dérivée J ′(U) =
j′(U , ξ). D’après la proposition A.24, si U est solution de (II.1), alors :

ΠUmes (J ′(U)) ∈ −∂δUad(U),

et donc, par la définition de l’espérance conditionnelle1 nous avons que : E [j′(U , ξ) | Y ] ∈ −∂δUad(U). �

1L’espérance conditionnelle de U sachant Y est la projection de U sur le sous-espace vectoriel des variables
aléatoires Y -mesurables de carré intégrable
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La condition d’optimalité donnée dans la proposition II.4 peut se réécrire par le moyen d’une
projection sur le sous-ensemble convexe fermé U ad (voir la proposition A.23) :

∃ε > 0, U = ΠUad (U − εΠUmes (∇J(U))) .

En pratique, nous pourrons utiliser cette formulation pour résoudre le problème (II.1) en passant
par l’écriture d’un algorithme de gradient ; s’agissant de variables aléatoires, il serait plus aisé
d’effectuer l’opération de projection d’une manière ponctuelle (ω par ω). Nous donnons pour
cela le lemme II.5.

Lemme II.5. Soit Γad : Ω ⇒ U, une multi-application mesurable2 et à valeurs convexes
fermées ; alors le sous-ensemble Uad ⊂ U défini par :

Uad = {U ∈ U , U(ω) ∈ Γad(ω), P−p.s.},
est un convexe fermé de U et on a que :

(ΠUad(U)) (ω) = Π
Γ

ad(ω)(U(ω)), P−p.s..

Démonstration : Il est évident que si Γad est à valeurs convexes alors Uad est un sous-ensemble
convexe de U . Par ailleurs, pour toute suite de variables aléatoires convergente dans U , nous pouvons
extraire une sous-suite presque sûrement convergente (voir [37, section 2.5] et [39, théroème 21]) ; par la

fermeture de Γad nous avons alors celle de Uad.
Par définition de la projection (voir définition A.4), nous pouvons réécrire la projection d’une variable
aléatoire U ∈ U sur le sous-ensemble convexe fermé U ad de la manière suivante :

ΠUad(U) = arg min
V ∈Uad

‖U − V ‖2
U = arg min

V ∈U
‖U − V ‖2

U + δUad(V ).

Par [98, théorème 14.60] et puisque Uad est défini ω par ω, nous avons que :

ΠUad(U)(ω) = arg min
v∈U

‖U(ω) − v‖2
U

+ δΓad(ω)(v) = arg min
v∈Γad(ω)

‖U(ω) − v‖2
U
, P−p.s..

�

Remarque II.6. Pour faire le lien entre la proposition II.4 et le lemme II.5, nous faisons
remarquer que si une variable aléatoire R ∈ U est telle que R ∈ ∂δUad(U) alors R(ω) ∈
∂δ

Γ
ad(ω)(U(ω)), P−p.s. (pour la preuve de ce résultat, nous utilisons les équivalences de la

proposition A.23). �

Les conditions d’optimalité, présentées dans cette section, nécessitent une étape d’approxi-
mation pour pouvoir être résolues numériquement. Nous présenterons dans le chapitre III dif-
férentes manières pour approximer l’opérateur d’espérance conditionnelle qui apparâıt dans les
conditions données par la proposition II.4.

II.2. Problème de commande optimale stochastique

Nous nous consacrons, dans la suite de ce chapitre, à la spécification des conditions d’op-
timalité obtenues dans la section précédente (voir la proposition II.4) au cas de la commande
optimale stochastique à temps discret.

Nous considérons un problème de commande optimale stochastique en temps discret, T
désignant notre horizon temporel.

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, F désigne une tribu sur Ω et P est une mesure de
probabilité sur (Ω,F).

Nous désignons par W = W0 × · · · × WT (dim(W) < +∞), l’espace des bruits. Un élément
W de W = W0 × · · · ×WT est de la forme (W 0, · · · ,W T ) tel que :

(W t : Ω → Wt) ∈ Wt
def
= ensemble des variables aléatoires F-mesurables à valeurs dans Wt.

2Nous faisons référence aux travaux de R.T. Rockafellar et R.J.-B. Wets pour la définition de la mesurabilité
d’une multi-application [98, chapitre 14].
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À chaque pas de temps t = 0, · · · , T −1, le décideur prend une décision (commande) U t ∈ Ut

sur la base d’informations qui seront précisées plus loin. Nous posons alors U = U0 × · · · ×UT−1

(dim(U) < +∞), un espace de commande tel que :

(U t : Ω → Ut) ∈ Ut
def
= L2(Ω,F ,P; Ut).

Nous supposons, en outre, que la commande est soumise à des contraintes d’admissibilité U t(ω) ∈
Γad

t (ω), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1, où Γad
t : Ω ⇒ Ut est une multi-application. La contrainte

implicite d’admissibilité s’écrit alors :

(II.3) U t ∈ Uad
t , ∀t = 0, · · · , T − 1,

où Uad
t

def
=
{
U t ∈ Ut, U t(ω) ∈ Γad

t (ω), P−p.s.
}
. Nous posons en outre Uad def

= Uad
0 × · · · ×

Uad
T−1.

Remarque II.7. Dans la suite, Γad
t sera considéré comme un ensemble aléatoire. Cependant,

il nous arrivera de faire l’hypothèse que cet ensemble est déterministe (constant pour tout ω ∈ Ω),
il sera alors noté en lettre non grasse. �

II.2.1. Dynamique du système. Soit X = X0 × · · · × XT (dim(X) < +∞), un espace
d’état. Nous supposons qu’à chaque instant t = 0, · · · , T , l’état du système est une variable
aléatoire sur (Ω,F ,P) à valeurs dans Xt telle que :

(Xt : Ω → Xt) ∈ Xt
def
= L2(Ω,F ,P; Xt).

Cet état est soumis à une dynamique ft : Xt × Ut × Wt+1 → Xt+1 tel que :

X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.
(II.4)

Remarque II.8. Le décalage d’indice dans la dynamique, entre l’état X t et la commande
U t d’une part, et le bruit W t+1 d’autre part, modélise le fait que nous sommes en mode décision-
hasard, c’est à dire qu’à chaque pas de temps le décideur choisit une commande avant d’observer
le bruit du système. �

II.2.2. Coût à minimiser. Nous considérons à chaque pas de temps t = 0, · · · , T −1, une
fonction coût Lt : Xt × Ut × Wt+1 → R dépendant de l’état à l’instant t, de la commande au
même pas de temps et du bruit à l’instant t + 1. Au dernier pas de temps T nous considérons
une fonction coût final K : XT → R ne dépendant que de l’état du système à cet instant. Le
décideur aura donc à choisir ses commandes U t afin de minimiser l’espérance de la somme des
coûts pour tous les pas de temps.

j̃(x, u, w)
def
=

T−1∑

t=0

Lt(xt, ut, wt+1) +K(xT ),

J̃(X,U)
def
= E

[
T−1∑

t=0

Lt(Xt,U t,W t+1) +K(XT )

]
.

(II.5)

II.2.3. Structure d’information. Soit
(
Ft

)
t=0,··· ,T une filtration associée au processus(

W t

)
t=0,··· ,T , nous avons alors que F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ FT ⊂ F . Cette filtration est définie comme

étant la sous-tribu engendrée par tous les bruits passés :

Ft = σ
(
W 0, · · · ,W t

)
, ∀t = 0, · · · , T − 1.

Nous dirons que nous sommes en information complète si, à chaque instant t, le décideur
observe tout le passé des bruits pour choisir sa commande U t qui sera alors mesurable par
rapport à la sous-tribu Ft. En toute généralité nous noterons Y t : Ω → Yt, une variable aléatoire



II.2. PROBLÈME DE COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE 15

d’observation où Yt est l’espace d’observation (dim(Yt) < +∞,) et tel qu’il existe une fonction
d’observation ht : W0 × · · · × WT → Yt tel que :

(Y t : Ω → Yt) ∈ Yt
def
= ensemble des variables aléatoires F-mesurables à valeurs dans Yt ,

Y t = ht(W 0, · · · ,W T ), P−p.s..

Nous nous donnons, alors, à chaque instant t = 0, · · · , T − 1 la sous-tribu Gt telle que
Gt = σ(Y t), et nous écrivons la contrainte d’information comme suit :

(II.6) U t Gt−mesurable, ∀t = 0, · · · , T − 1.

Nous notons pour tout t = 0, · · · , T−1, Umes
t

def
= {U t ∈ Ut, U t Gt−mesurable} et Umes def

=
Umes

0 × · · · × Umes
T−1. Il s’agit bien de sous-espaces vectoriels de U (voir la remarque II.2).

II.2.4. Deux points de vue. Nous pouvons interpréter le problème de commande opti-
male sous deux formes différentes :

– considérer la dynamique (II.4) comme une contrainte, la variable aléatoire d’état devenant
alors une variable de décision à part entière et il faudra minimiser la fonctionnelle coût
J̃(U ,X) (II.5) en fonction de l’état et de la commande (une approche par dualité serait
alors envisagée),

– remarquer que la variable aléatoire d’état n’est qu’un intermédiaire de calcul ; nous pouvons
alors intégrer la dynamique (II.4) à la fonction coût et nous aurons alors à minimiser J(U)
(II.7) en fonction seulement de la commande U (une approche par projection sera alors
envisagée).

j(u,w)
def
=

T−1∑

t=0

L̃t(u0, · · · , ut, w0, · · · , wt+1) + K̃(u0, · · · , uT−1, w0, · · · , wT ),

J(U)
def
= E

[ T−1∑

t=0

L̃t(U0, · · · ,U t,W 0, · · · ,W t+1) + K̃(U 0, · · · ,UT−1,W 0, · · · ,W T )
]
.

(II.7)

Dans la suite, nous utiliserons la deuxième interprétation et nous considérons le problème
suivant :

min
X∈X ,U∈U

E

[
T−1∑

t=0

Lt(Xt,U t,W t+1) +K(XT )

]
,

sous X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

U t Gt−mesurable ∀t = 0, ..., T − 1,

U t ∈ Uad
t , ∀t = 0, · · · , T − 1,

(SP )

qui est équivalent au problème où on a intégré la dynamique dans la fonction coût :

min
U∈U

J(U),

sous U ∈ Uad ∩ Umes.
(II.8)

II.2.5. Hypothèses. Nous considérerons dans la suite du chapitre certaines hypothèses sur
(SP ).

Hypothèse II.9. Pour tout t = 0, · · · , T − 1,

(1) Uad
t est un sous-ensemble convexe fermé de Ut,

(2) ΠUad
t

(Umes
t ) ⊂ Umes

t .

�
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Hypothèse II.10 (Différentiabilité).

(1) ∀t = 0, · · · , T − 1, l’application Lt(·, ·,W t+1) est C1(Xt × Ut), P−p.s.,

(2) ∀t = 0, · · · , T − 1, l’application ft(·, ·,W t+1) est C1(Xt × Ut), P−p.s.,

(3) l’application K(·) est C1(XT ),

(4) ∀t = 0, · · · , T −1, les applications Lt, ft sont s.c.i. sur Xt×Ut×Wt+1 (voir la remarque
II.1),

(5) ∀t = 0, · · · , T−1, les applications (Lt)
′
u, (Lt)

′
x, (ft)

′
u, (ft)

′
x etK ′ sont de carré intégrable.

�

On notera (Lt)
′
x, (ft)

′
x, (Lt)

′
u et (ft)

′
u les Jacobiens respectifs de ces fonctions par rapport à

l’état (première composante) et la commande (deuxième composante) et par K ′ la dérivée de la
fonction coût final K.

Nous adopterons dans toute la suite du mémoire ce genre de notations : pour une fonction
différentiable F : Rn → Rm, nous noterons par F ′ sa dérivée (représentée par une matrice de

taille m×n) et par ∇F def
= F ′> son gradient. Il nous arrivera aussi de confondre ∇F (un élément

du primal) avec F ′ (élément du dual).

Hypothèse II.11 (Non anticipativité).

(1) Gt ⊂ Ft, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(2) Γad
t Gt−mesurable, ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

Remarque II.12.

(1) L’hypothèse II.9 (1) est vérifiée dès que la multi-application Γad
t est à valeurs fermées

et convexes (voir le lemme II.5).

(2) L’hypothèse II.11 (1) exprime la causalité du problème : le décideur n’a pas accès aux
informations futures mais seulement aux informations passées. Sous cette hypothèse,
la variable aléatoire d’observation Y t : Ω → Yt, s’écrit en posant une application
mesurable h̃t : W0 × · · · × Wt → Yt telle que :

(Y t : Ω → Yt) ∈ Yt,

Y t = h̃t(W 0, · · · ,W t).

(3) L’hypothèse II.11 (2) exprime le fait qu’on ne peut pas soumettre les décisions à une
contrainte d’admissibilité si le décideur n’est pas en mesure de la vérifier avec l’infor-
mation dont il dispose. C’est une hypothèse très proche de celle du relatively complete
recourse de la communauté stochastic programming. Ceci se traduit par le fait que tout
ce qui agit sur la variable soumise aux contraintes est mesurable par rapport aux in-
formations dont dispose le décideur au moment d’agir sur cette variable ; le décideur a
donc toujours un recours c’est-à-dire une possibilité de vérifier les contraintes.

�

II.3. Dérivation de la fonction coût intégrée

Nous voulons ici donner les outils nécessaires à la dérivation de la fonction J en fonction de
la dérivée de J̃ , faisant ainsi le lien entre les deux points de vue présentés dans la section II.2.4.
Pour cela, nous commençons par calculer la dérivée de la fonction j (nous renvoyons le lecteur
au théorème A.25 et à la remarque A.26 pour un cadre plus général).
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Proposition II.13. Si les hypothèses II.10 sont vérifiées alors l’application j(·, ω) ∈ C1(U)
et

∀u ∈ U, ∀t = 0, · · · , T − 1,

(j)′>ut
(u,w) = (Lt)

′>
u (xt, ut, wt+1) + (ft)

′>
u (xt, ut, wt+1)λt+1,

(II.9)

où xt+1 = ft(xt, ut, wt+1), ∀t = 0, · · · , T−1 et le vecteur λ est choisi tel que : λ = (λt)t=0,··· ,T ∈
X vérifiant

λT = K ′>(xT ),

λt = (Lt)
′>
x (xt, ut, wt+1) + (ft)

′>
x (xt, ut, wt+1)λt+1,

(II.10)

Démonstration : Soit x̂ : U × W → X la fonction qui à tous vecteurs u = (ut)t=0,···T−1 ∈ U et
w = (wt)t=0,···T ∈ W associe le vecteur x̂(u,w) = x = (xt)t=0,···T ∈ X obtenu en intégrant la dynamique :

(II.11) xt+1 = ft(xt, ut, wt+1),

Pour tout λ = (λt)t=0,··· ,T ∈ X nous pouvons écrire j(u,w) de la manière suivante :

(II.12) j(u,w) =

T−1∑

t=0

Lt

(
xt, ut, wt+1

)
+ λ>t+1

(
ft

(
xt, ut, wt+1

)
− xt+1

)

︸ ︷︷ ︸
=0, d’après (II.11)

+K(xT ).

Il s’agit maintenant de calculer la dérivée de j en u. L’équation (II.12) étant valable pour tout vecteur
λ, ce dernier sera alors choisi de façon à éliminer la dérivée x̂′ de x̂ en u.

Soit v ∈ U, en dérivant (II.12) nous avons alors que :

(II.13) 〈j′u(u,w), v〉
U

=

T−1∑

t=0

〈
(Lt)

′
x

(
xt, ut, wt+1

)
x̂′t, v

〉
U

+
〈
(Lt)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
, vt

〉
Ut

+
〈
λ>t+1

(
(ft)

′
x

(
xt, ut, wt+1

)
x̂′t − x̂′t, v

〉
U

+
〈
λ>t+1(ft)

′
u

(
xt, ut, wt+1

))
, vt

〉
Ut

+ 〈K ′(xT )x̂′T , v〉U
.

En regroupant les termes de dérivée en x et u nous avons que :

(II.14) 〈j′u(u,w), v〉
U

=
T−1∑

t=0




〈

(Lt)

′
x

(
xt, ut, wt+1

)
+ λ>t+1(ft)

′
x

(
xt, ut, wt+1

)

︸ ︷︷ ︸
=λt

−λ>t+1


 x̂′t, v

〉

U




+

T−1∑

t=0

(〈
(Lt)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
+ λ>t+1(ft)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
, vt

〉
Ut

)

+ 〈K ′(xT )x̂′T , v〉U
.

En choisissant le vecteur λ comme indiqué dans la proposition II.13 nous avons que :

(II.15) 〈j′u(u,w), v〉
U

=
T−1∑

t=0

〈
λ>t x̂

′
t − λ>t+1x̂

′
t, v
〉

U
+
〈
λ>T x̂

′
T , v

〉
U

︸ ︷︷ ︸
=〈λ>

0 bx′
0,v〉

+

T−1∑

t=0

(〈
(Lt)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
+ λ>t+1(ft)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
, vt

〉
Ut

)
.

À l’instant t = 0 l’état initial est donné a priori et est indépendant de la commande. Nous avons alors
que

〈
λ>0 x̂

′
0, v
〉

= 0 nous avons finalement que :

〈j′u(u,w), v〉
U

=
T−1∑

t=0

(〈
(Lt)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
+ λ>t+1(ft)

′
u

(
xt, ut, wt+1

)
, vt

〉
Ut

)
.
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�

II.4. Conditions d’optimalité : première forme

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
problème (SP ).

Théorème II.14. Soient (X t)t=0,··· ,T ∈ X et (U t)t=0,··· ,T−1 ∈ U deux processus aléatoires
solutions de (SP ). Supposons en outre que les hypothèses II.9, II.10 et II.11 sont vérifiées. Il
existe alors un processus aléatoire (λt)t=0,··· ,T ∈ X tel que :

(PMS1)





X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

λt = (Lt)
′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)λt+1, P−p.s.,

∀t = 0, ..., T − 1,

λT = K ′>(XT ), P−p.s.,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Gt

]
∈ −∂δUad

t
(U t),

∀t = 0, ..., T − 1,

Démonstration : Commençons par noter que pour tout U ∈ U et W ∈ W, J(U) =∫
Ω
j(U(ω),W (ω))P(dω). D’après la proposition II.4 si U est solution de (SP ) et donc de (II.8), alors :

ΠUmes (∇J(U)) ∈ −∂δUad(U),

et donc E [(∇j(U ,W ))t | Gt] ∈ −∂δUad
t

(U t) pour tout t = 0, · · · , T − 1 (par abus de notations nous

confondons ∇J - élément du primal - avec sa représentation dans le dual par J ′).

D’après la proposition II.13 nous avons alors le résultat désiré en remplaçant obtenue par (II.9) et

(II.10) (voir la remarque A.20 pour la définition du gradient). �

Cette version des conditions d’optimalité est dite version non adaptée en référence à l’état
adjoint λ du système qui n’est pas mesurable par rapport à la filtration naturelle (Ft) du
problème.

Remarque II.15 (Approche par dualité). Formellement, on peut obtenir les conditions d’op-
timalité PMS1 en dérivant un Lagrangien (voir la remarque A.26) :

(II.16) L(X,U ,λ)
def
= E

[
T−1∑

t=0

Lt(Xt,U t,W t+1) +K(XT )

]
+

T−1∑

t=0

E [〈λt+1, ft(Xt,U t,W t+1) − Xt+1〉] .

Nous dérivons le Lagrangien (II.16) par rapport à l’état adjoint λt pour tous les pas de temps,
nous obtenons alors la dynamique de l’état (II.4) :

(II.17)
∂L
∂λt+1

= 0 =⇒ ft(Xt,U t,W t+1) − Xt+1 = 0.

En dérivant le Lagrangien (II.16) par rapport à l’état X t pour tous les pas de temps, nous
obtenons alors la dynamique de l’état adjoint (II.18) :

(II.18)
∂L
∂Xt

= 0 =⇒ λt = (Lt)
′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)λt+1.
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Il reste maintenant à dériver (II.16) par rapport à la commande à chaque instant. Nous avons
alors que :

(II.19)
∂L
∂U t

= (Lt)
′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1.

En projetant cette dernière expression sur le sous-espace vectoriel Umes
t des variables aléatoires

Y t mesurables nous retrouvons l’expression de la projection du gradient du problème (SP )
comme présentée dans le théorème II.14. �

II.5. Conditions d’optimalité : deuxième forme

Nous reprenons ici le même problème en essayant de traiter les conditions d’optimalité
(PMS1) de manière à avoir une dynamique de l’état adjoint adaptée à la filtration naturelle
du problème.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
problème (SP ) en version adaptée.

Théorème II.16. Soient (X t)t=0,··· ,T ∈ X et (U t)t=0,··· ,T−1 ∈ U deux processus aléatoires
solutions de (SP ). Supposons en outre que les hypothèses II.9, II.10 et II.11 sont vérifiées. Il
existe alors un processus aléatoire (Λt)t=0,··· ,T ∈ X tel que :

(PMS2)





X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

Λt = E

[
(Lt)

′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Ft

]
, P−p.s.,

∀t = 0, ..., T − 1,

ΛT = K ′>(XT ), P−p.s.,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Gt

]
∈ −∂δUad

t
(U t),

∀t = 0, ..., T − 1,

Démonstration : Nous commençons par remarquer que comme Gt ⊂ Ft ⊂ Ft+1 (Hypothèses II.11)
et Ft+1 est engendrée par tous les bruits passés jusqu’à t+1, nous avons alors l’égalité des deux opérateurs
suivants :

E[· | Gt] = E

[
E[· | Ft+1] | Gt

]
.

Soient UFmes
t

def
= {U t ∈ Ut, U t, Ft−mesurable} et UFmes def

= UFmes
0 × · · · × UFmes

T−1 . Nous avons alors
que ΠUmes

t
= ΠUmes

t
◦ ΠUFmes

t+1
.

Gradient. La dernière condition d’optimalité de (PMS1) donnant pour tout t = 0, · · · , T − 1 :

ΠUmes
t︸ ︷︷ ︸

=ΠUmes
t

◦Π
UFmes

t+1

(
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1

)
∈ −∂δUad

t
(U t),

nous utilisons une projection successive d’abord sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires Ft+1

mesurables, ensuite sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires Gt mesurables.

ΠUmes
t

◦ ΠUFmes
t+1

(
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1

)
∈ −∂δUad

t
(U t),

Comme Xt, U t et W t+1 sont Ft+1-mesurables et par linéarité du projecteur ΠUFmes
t+1

, la condition (II.19)

d’orthogonalité du gradient devient :

(II.20) E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Gt

]
∈ −∂δUad

t
(U t),

où :

(II.21) Λt+1 = E[λt+1 | Ft+1].
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Dynamique de l’état adjoint. Au dernier pas de temps T nous avons que :

ΛT
def
= E[λT | FT ] = E

[
K ′>(XT ) | FT

]
= K ′>(XT ) = λT ,

nous établissons, alors, par récurrence, et en utilisant les mêmes arguments de la démonstration du
théorème II.14, la nouvelle équation adjointe, et nous réécrivons (II.18) comme suit :

ΛT = K ′>(XT ),

Λt = E

[
(Lt)

′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Ft

]
∀ t = 1, · · · , T − 1.

(II.22)

�

Il est à noter que, pour cette version adaptée des conditions d’optimalité, le gradient est
projeté sur la σ-algèbre Gt représentant la structure d’information du problème. Cependant, la
variable aléatoire d’état adjoint n’est projeté que sur l’espace (plus grand) défini par la filtration
naturelle du problème (Ft).

Les conditions d’optimalité (PMS1) et (PMS2) sont des conditions nécessaires de type
Karush-Kuhn-Tucker. Leurs expressions font donc intervenir l’espérance conditionnelle d’un gra-
dient par rapport à la tribu engendrée par la structure d’information du problème (SP ). C’est
donc une projection sur un sous-espace vectoriel dont la dimension est susceptible de varier
avec le pas de temps considéré, ce qui pose certains problèmes numériques. Dans la section II.6
nous présenterons une alternative à ces conditions d’optimalité où le sous-espace vectoriel de
projection reste de dimension fixe au cours du temps.

En contrôle stochastique en temps continu, nous retrouvons des conditions similaires pour
traiter des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Nous faisons référence au cours
de N. Touzi [111] et au livre de J. Yong et Y. Zhou [117] pour un équivalent du principe du
minimum de Pontriaguine pour les EDS rétrogrades. Nous notons en outre que dans ce cadre,
la dynamique de l’état adjoint exhibée est une dynamique adaptée à la filtration des bruits
mais sans opérateur de projection (espérance conditionnelle). En effet une commande adaptée
(variable d’écart) est rajoutée pour ramener à chaque instant l’état adjoint sur l’espace vectoriel
des variables aléatoires mesurables par rapport à l’observation.

II.6. Application au cas markovien

Les conditions d’optimalité PMS1 et PMS2 font intervenir des projections sur des sous-
espaces vectoriels dont la dimension a tendance à augmenter au fil du temps. En effet, si pour
tout t = 0, · · · , T−1, Gt = Ft alors Umes

0 ⊂ Umes
1 ⊂ · · · ⊂ Umes

T−1. Ceci peut poser des inconvénients
numériques lors de l’étape d’approximation de l’espérance conditionnelle (nous détaillerons ceci
lors du chapitre III). En s’inspirant du principe de la programmation dynamique stochastique
(existence d’un feedback par rapport à l’état) nous cherchons alors à résoudre le problème
suivant :

min
X∈X ,U∈U

E

[
T−1∑

t=0

Lt(Xt,U t,W t+1) +K(XT )

]
,

sous X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

U t � Xt, ∀t = 0, ..., T − 1,

U t ∈ Uad
t , ∀t = 0, ..., T − 1.

(SPX)

Si nous pouvions, sans perte d’optimalité, remplacer la contrainte d’information
U t Ft−mesurable dans (SP ) par U t � Xt, alors nous aurions l’équivalence entre (SP ) et
(SPX) ainsi qu’une contrainte de mesurabilité dont la dimension reste fixe au cours du temps
(sous réserve que la dimension de l’espace d’état reste fixe).
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Nous nous proposons alors d’adopter les hypothèses suivantes sur le problème (SP ) :

Hypothèse II.17 (Problème markovien).

(1) hypothèse de mémoire complète : Gt = Ft, ∀t = 0, · · · , T − 1,

(2) hypothèse de bruits blancs : (W t)t=0,··· ,T sont indépendants,

(3) hypothèse d’ensemble admissible déterministe :

∀t = 0, · · · , T − 1, ∃Γad
t ⊂ Ut, Γad

t (ω) = Γad
t , P−p.s.,

ceci implique que : Γad
t {∅,Ω}−mesurable, ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

II.6.1. Tentative d’écriture de conditions du type KKT. L’ensemble Umes
t = {U t ∈

Ut, U t � Xt} est dépendant de la commande (à travers l’état X t et sa dynamique (II.4)).
Nous ne pouvons donc pas appliquer les résultats obtenus dans le théorème II.14 en adoptant
une démarche par projection (il faudra pour cela dériver une multi-application).

Nous sommes alors incapable d’écrire directement des conditions d’optimalité pour le pro-
blème (SPX). Nous cherchons donc à réécrire les conditions d’optimalité du type (PMS1) et
(PMS2) sans passer par la dérivation d’un Lagrangien.

II.6.2. Conditions d’optimalité dans un cadre markovien : première forme. Nous
présenterons ici une version non adaptée des conditions d’optimalité pour le problème (SPX).

Théorème II.18. Supposons que :

(1) les hypothèses II.9, II.10 et II.17 sont satisfaites,

(2) il existe un processus aléatoire (U t)t=0,··· ,T−1 ∈ U solution de (SP ) et des processus
(Xt)t=0,··· ,T−1 ∈ X et (λt)t=0,··· ,T−1 ∈ X , vérifiant (PMS1),

(3) pour tout t = 1, · · · , T −1 et x ∈ Xt, l’application gt(x, ·) est continue et il existe u ∈ Ut

tel que gt(x, u) ∈ −∂δΓad
t

(u) où

gt(x, u)
def
= E

[
(Lt)

′>
u (x, u,W t+1) + (ft)

′>
u (x, u,W t+1)λt+1

]
,

alors :

(1) ∀t = 0, · · · , T − 1, U t � Xt ;

(2) ∀t = 0, · · · , T − 1, λt+1 �
(
Xt+1,W t+2, · · · ,W T

)
;

(3) ∀t = 0, · · · , T − 1,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Ft

]

= E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Xt

]
, P−p.s..

Démonstration : Remarquons d’abord que l’hypothèse II.17 implique l’hypothèse II.11, on a alors
que s’il existe une solution du problème (SP ) qui vérifie les hypothèses II.10 et II.17, elle vérifie les
conditions (PMS1), il existe alors des processus (X t)t=0,··· ,T ∈ X et (λt)t=0,··· ,T ∈ X vérifiant ces
mêmes conditions d’optimalité (PMS1).
Nous commençons par montrer les deux premiers résultats du théorème. Nous posons pour tout t =
0, · · · , T − 1 :

∆t
def
= {x ∈ Xt, ∃u ∈ Ut, gt(x, u) ∈ −∂δΓad

t
(u)}.

La preuve se fait par récurrence rétrograde sur le temps :
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(1) Pour t = T , λT = K ′>(XT ) � XT . De plus UT−1 résout :

E

[
(LT−1)

′>
u (XT−1,UT−1,W T ) + (fT−1)

′>
u (XT−1,UT−1,W T )λT | FT−1

]

∈ −∂δUad
T−1

(UT−1).
(II.23)

Comme λT � XT = fT−1(XT−1,UT−1,W T ) et comme XT−1 FT−1−mesurable,
UT−1 FT−1−mesurable et que W T est indépendante de FT−1 (hypothèse de bruits
blancs), alors E [gT−1(XT−1,UT−1) | FT−1] = gT−1(XT−1,UT−1) et donc (d’après (PMS1))
gT−1(XT−1,UT−1) ∈ −∂δUad

T−1
(UT−1), pour ε > 0, ceci est équivalent (voir la proposition

A.23) à dire que :

ΠUad
T−1

(UT−1 − εg(XT−1,UT−1)) = UT−1.

Soit hT−1 : XT−1 × UT−1 → UT−1 tel que ∀(x, u) ∈ XT−1 × UT−1, hT−1(x, u)
def
= u −

ΠΓad
T−1

(u− εgT−1(x, u)) et soit h̄T−1 : XT−1 ×UT−1 → UT−1 tel que ∀(XT−1,UT−1) ∈ XT−1 ×
UT−1, h̄T−1(XT−1,UT−1)

def
= UT−1 − ΠUad

T−1
(UT−1 − εgT−1(XT−1,UT−1)). Par hypothèse

∆T−1 = XT−1, par l’hypothèse (3) du théorème et l’hypothèse II.10 hT−1 est de Carathédory3

et par le théorème de sélection mesurable [98, théorème 14.16], il existe û : ∆T−1 → UT−1 tel
que hT−1(x, û(x)) = 0.
Nous utilisons alors le lemme II.5 pour écrire que h̄T−1(XT−1, û(XT−1)) = 0. Il existe alors
une solution UT−1, tel que UT−1 � XT−1 (puisque UT−1 = û(XT−1))).

(2) Supposons que U t � Xt et que λt+1 �
(
Xt+1,W t+2, · · · ,W T

)
.

(3) La dynamique de l’état adjoint s’écrit :

λt = (Lt)
′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)λt+1, P−p.s..

D’après les hypothèses de récurrence, nous avons alors que λt �
(
Xt,W t+1, · · · ,W T

)
.

U t−1 résout :

E

[
(Lt−1)

′>
u (Xt−1,U t−1,W t) + (ft−1)

′>
u (Xt−1,U t−1,W t)λt | Ft−1

]

∈ −∂δUad
t−1

(U t−1),
(II.24)

comme λt �
(
Xt,W t+1, · · · ,W T

)
�

(
Xt−1,U t−1,W t, · · · ,W T

)
et comme

Xt−1 Ft−1−mesurable, U t−1 Ft−1−mesurable et que W t est indépendante de Ft−1

(hypothèse de bruits blancs), alors gt−1(Xt−1,U t−1) ∈ −∂δUad
t−1

(U t−1) en suivant le même

principe que (1), il existe une solution U t−1, tel que U t−1 � Xt−1.

Nous montrons suivant le même principe la dernière égalité du théorème.

E

[
(Lt)

′>
u (Xt, U t︸︷︷︸

�Xt

, W t+1︸ ︷︷ ︸
indépendante de Ft

) + (ft)
′>
u (Xt, U t︸︷︷︸

�Xt

, W t+1︸ ︷︷ ︸
indépendante de Ft

) λt+1︸︷︷︸
indépendante de Ft

| Ft
]

= E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Xt

]
.

�

Remarque II.19.

(1) L’hypothèse (3) dans le théorème II.18 s’inspire du point de vue propagation dyna-
mique, qui à chaque pas de temps et pour toute valeur de x ∈ Xt minimise la fonction
de Bellman en fonction de u. C’est donc moral de donner une condition nécessaire
d’existence d’un tel minimum.

3mesurable en x et continue en u



II.6. APPLICATION AU CAS MARKOVIEN 23

(2) En s’inspirant de l’hypothèse II.11, on pourrait penser à modifier l’hypothèse
II.17 en prenant un ensemble admissible Γad

t mesurable par rapport à l’état X t

(Γt σ(Xt)−mesurable, ∀t = 0, · · · , T − 1). Cependant, cette hypothèse ne permet-
tra pas l’écriture des conditions d’optimalité (PMS1) et (PMS2). En effet, l’ensemble
Umes ainsi défini sera dépendant de la commande, pour une approche par dualité il
faudrait donc dériver la multi-application Γad

t par rapport à une variable du problème,
ce que l’on ne sait pas faire.

�

La commande optimale solution du problème (SP ) (mesurabilité par rapport à tout le passé
des bruits) satisfait les contraintes de mesurabilité du problème (SPX) (mesurabilité par rapport
à l’état instantané). Les deux problèmes sont donc bien équivalents dans un cadre markovien
(égalité des min et arg min).

Les min et l’arg min des problèmes (SP ) et (SPX) sont égaux. En effet, min (SP ) ≤
min (SPX) puisque l’ensemble admissible de l’un est plus grand que l’ensemble admissible de
l’autre. Mais, nous avons montré (théorème II.18) que toute solution de (SP ) est admissible
pour (SPX), donc elle est nécessairement optimale pour (SPX).

Nous pouvons alors considérer que les conditions d’optimalité de (SPX) s’écrivent :

(PMSX
1 )





X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

λt = (Lt)
′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)λt+1, P−p.s.,

∀t = 0, ..., T − 1,

λT = K ′>(XT ), P−p.s.,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Xt

]
∈ −∂δUad

t (U t)
,

∀t = 0, ..., T − 1,

Remarque II.20. Posons (G1
t )t=0,··· ,T−1 et (G2

t )t=0,··· ,T−1 les deux processus aléatoires vé-
rifiant :

G1
t

def
= E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Ft

]
, P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

G2
t

def
= E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)λt+1 | Xt

]
, P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1.

On est incapable d’obtenir les conditions d’optimalité sous la forme (PMSX
1 ) directement à

partir de la dérivation de la fonction coût intégrée associée au problème (SPX). Une conséquence
de cette remarque est que le premier membre de la dernière relation de (PMSX

1 ) (G2) représente
bien la projection du gradient de la fonction coût J quand on est à l’optimum, par contre, ailleurs
qu’à l’optimum, on n’a pas de raison de penser que c’est bien l’expression correcte de la projection
de ce gradient. L’égalité entre les processus (G1

t )t=0,··· ,T−1 et (G2
t )t=0,··· ,T−1 n’est réalisée qu’à

l’optimum. �

II.6.3. Conditions d’optimalité dans un cadre markovien : deuxième forme. Nous
présentons ici une version adaptée des conditions d’optimalité pour le problème (SPX).

Théorème II.21. Supposons que :

(1) les hypothèses II.9, II.10 et II.17 sont satisfaites,

(2) il existe un processus aléatoire (U t)t=0,··· ,T−1 ∈ U solution de (SP ) et des processus
(Xt)t=0,··· ,T−1 ∈ X et (λt)t=0,··· ,T−1 ∈ X , vérifiant (PMS2),
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(3) pour tout t = 1, · · · , T −1 et x ∈ Xt, l’application gt(x, ·) est continue et il existe u ∈ Ut

tel que gt(x, u) ∈ −∂δΓad
t

(u) où

gt(x, u)
def
= E

[
(Lt)

′>
u (x, u,W t+1) + (ft)

′>
u (x, u,W t+1)Λt+1

]
,

alors :

(1) ∀t = 0, · · · , T − 1, U t � Xt ;

(2) ∀t = 0, · · · , T − 1, Λt+1 � Xt+1 ;

(3) ∀t = 0, · · · , T − 1,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Ft

]

= E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Xt

]
, P−p.s..

Démonstration : La preuve se fait exactement de la même façon que pour la démonstration du

théorème II.18 en remarquant que λt+1 � (Xt+1,W t+2, · · · ,W T ) et que Λt+1 = E[λt+1 | Ft+1] �
Xt+1, ∀t = 0, · · · , T − 1. �

En partant du principe que les problèmes (SP ) (mesurabilité par rapport à tout le passé des
bruits : Gt = Ft) et (SPX) (mesurabilité par rapport à l’état instantané) sont équivalents dans
un cadre markovien, nous pouvons alors considérer que les conditions d’optimalité de (SPX)
s’écrivent sous leur forme adaptée.

(PMSX
2 )





X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

Λt = E

[
(Lt)

′>
x (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
x (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Xt

]
, P−p.s.,

∀t = 0, ..., T − 1,

ΛT = K ′>(XT ), P−p.s.,

E

[
(Lt)

′>
u (Xt,U t,W t+1) + (ft)

′>
u (Xt,U t,W t+1)Λt+1 | Xt

]
∈ −∂δUad

t
(U t),

∀t = 0, ..., T − 1,

II.7. Variantes sur les conditions d’optimalité

Les versions (PMSX
1 ) et (PMSX

2 ) des conditions d’optimalité du problème (SPX) n’incluent
l’expression exacte d’une projection du gradient qu’à l’optimum. Nous cherchons alors à modifier
la formulation de (SPX) afin de pouvoir écrire des conditions du type Karush-Kuhn-Tucker.

Nous nous plaçons donc dans un cadre markovien (bruits blancs) en supposant que les
hypothèses II.10 et II.17 sont vérifiées. L’idée ici est de considérer les variables aléatoires de
décision comme des fonctions (feedbacks) et d’occulter (momentanément) leurs caractéristiques
probabilistes. Les principales idées qui seront développées dans la suite sont inspirées des travaux
de Witsenhausen ([114] et [115]) montrant que tout problème d’optimisation stochastique peut
s’écrire comme un problème en information décentralisée en propageant la mesure sous-jacente.

II.7.1. Première approche : commande d’un coût initial. Nous voulons exhiber une
approche fonctionnelle au problème (SPX) ; nous nous proposons ici de commander la fonction
coût du problème vue comme un coût initial émanant d’une dynamique fonctionnelle rétrograde.
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II.7.1.1. Réécriture du problème de commande optimale.

La contrainte d’information U t � Xt, se traduit par l’existence à chaque instant t =
0, · · · , T − 1 d’une fonction mesurable (appelée feedback) φt telle que :

(II.26) U t = φt(Xt), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Nous supposons que φt ∈ Φt
def
= L2(Xt; Ut), pour tout t = 0, · · · , T − 1, nous posons en outre

Φ
def
= Φ0 × · · · × ΦT−1.
Soit (Xt)t=0,··· ,T un processus aléatoire suivant la dynamique (II.27).

X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft

(
Xt, φt(Xt),W t+1

)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

(II.27)

Notons en outre pour tout t = 0, · · · , T , µt la mesure de probabilité de la variable aléatoire
W t.

Le coût J̃(U ,X) (II.5) à minimiser s’écrit en fonction de toutes les variables aléatoires
de commande et d’état pour tous les pas de temps. En utilisant (II.26), nous modifions cette
fonction en définissant la fonction coût suivante :

J(φ,X)
def
= E

[
T−1∑

t=0

Lt (Xt, φt(Xt),W t+1) +K(XT )

]
,

= J̃(U ,X).

(II.28)

Étant donné que les variables aléatoires d’état suivent la dynamique (II.27) nous pouvons alors
exhiber une dynamique rétrograde portant sur les coûts aux différents pas de temps. Soit Ψt

l’espace des fonctions de carré intégrable sur Xt (Ψt
def
= L2(Xt; R), ∀t = 0, · · · , T ) et soit

Ψ
def
= Ψ0 × · · · × ΨT .

Hypothèse II.22. Pour tous les pas de temps t = 0, · · · , T−1, pour toutes fonctions φt ∈ Φt

et ψt+1 ∈ Ψt+1, les fonctions suivantes sont de carré intégrable :

E [ψt+1 (ft (·, φt(·),W t+1))] ∈ Ψt,

E [Lt (·, φt(·),W t+1)] ∈ Ψt.

�

Pour tout t = 0, · · · , T −1 et φt ∈ Φt, nous définissons Aφt

t : Ψt+1 → Ψt un opérateur linéaire
vérifiant :

(II.29)
(
Aφt

t ψt+1

)
(·) def

=

∫

Wt+1

ψt+1

(
ft(·, φt(·), w)

)
µt+1(dw).

Sous les hypothèses II.22, nous définissons les fonctions de Bellman Vt ∈ Ψt, ∀t = 0, · · · , T
de la manière suivante :

VT (x) = K(x), ∀x ∈ XT ,

Vt(x) = E [Lt (x, φt(x),W t+1)] +
(
Aφt

t Vt+1

)
(x) , ∀x ∈ Xt, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(II.30)

C’est une dynamique linéaire, il est alors facile de voir qu’en intégrant la dynamique (II.30) à la
fonction coût, nous aurons que :

(II.31) J̃(U ,X) = J(φ,X) = E [V0(X0)] .

Nous définissons en outre pour tout t = 0, · · · , T − 1, l’ensemble admissible Φad
t

def
= {φt ∈

Φt, φt(x) ∈ Γad
t , ∀x ∈ Xt} et Φad def

= Φad
0 × · · ·Φad

T−1.

Nous pouvons alors réécrire le problème (SPX) sous la forme d’un problème réparti d’opti-
misation déterministe (mais fonctionnelle) .
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min
V ∈Ψ,φ∈Φ

E [V0(X0)] ,

sous VT (·) = K(·),

Vt(·) = E [Lt (·, φt(·),W t+1)] +
(
Aφt

t Vt+1

)
(·), ∀t = T − 1, · · · , 0,

φt ∈ Φad
t , ∀t = 0, · · · , T − 1.

(SP ∗
1 )

Il s’agit d’un problème d’optimisation fonctionnelle linéaire en V (mais pas forcément en φ),
le caractère stochastique ne subsiste plus qu’à travers la contraction faite par l’espérance sur la
variable aléatoire de bruit. Nous faisons alors une hypothèse analogue à l’hypothèse II.9 :

Hypothèse II.23. Φad est un sous-ensemble convexe fermé de Φ. �

Supposons en outre que la variable aléatoire W 0 vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse II.24. La variable aléatoire W 0 est une variable aléatoire à densité q0 ∈ Ψ0. �

Cette hypothèse implique naturellement que la variable aléatoire d’état X0 = W 0, P−p.s.

est une variable aléatoire à densité de carré intégrable. Nous noterons cette densité p0
def
= q0.

Le problème (SP ∗
1 ) est un problème d’optimisation fonctionnelle incorporant une contrainte

de dynamique (II.30) et la contrainte d’admissibilité, la contrainte d’information étant désormais
codée dans le fait que nous considérons des feedbacks en l’état φt : Xt → Ut. Nous nous proposons
de traiter le problème de la même façon que dans la section II.3 : nous calculons le gradient de
la fonction coût intégrée à partir de celui de la fonction coût originale et de la dynamique (voir
théorème A.25 et remarque A.26).

II.7.1.2. Conditions nécessaires d’optimalité.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
problème (SP ∗

1 ).

Théorème II.25. Soient (Vt)t=0,··· ,T ∈ Ψ et (φt)t=0,··· ,T−1 ∈ Φ deux suites de fonctions solu-
tions de (SP ∗

1 ), supposons en outre que les hypothèses II.10, II.22, II.23, et II.24 sont vérifiées.
Il existe alors une suite de fonctions (pt)t=0,··· ,T ∈ Ψ tel que :

(PMS∗
1)





VT (·) = K(·),
Vt(·) = E

[
Lt

(
·, φt(·),W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
p0 = q0,

pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀ t = 0 · · ·T − 1,

E

[
(Lt)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
+

(ft)
′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
V ′>

t+1

(
ft

(
·, φt(·),W t+1

))]
pt(·) ∈ −∂δΦad

t

(
φt

)
,

∀t = 0 · · ·T − 1,

où
(
Aφt

t

)∗
est l’opérateur adjoint de

(
Aφt

t

)
.
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Démonstration : Nous suivons le même principe que dans la section II.3. En utilisant le théorème
A.25 et la remarque A.26, nous posons un Lagrangien L : Ψ × Φ × Ψ → R du problème (SP ∗

1 )4 :

L(V, φ, p) = 〈V0, p0〉

+

T−1∑

t=0

〈
E
[
Lt
(
·, φt(·),W t+1

)]
+
(
Aφt

t Vt+1

)
(·) − Vt(·), pt(·)

〉

− 〈K(·) − VT (·), pT (·)〉 .

(II.32)

Dynamique de l’état. Nous dérivons le Lagrangien (II.32) par rapport à l’état adjoint pt à tous les instants
t = 0, · · · , T :

∂L
∂pt

= 0 =⇒ Vt(·) = E

[
Lt
(
·, φt(·),W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
.

Pour t = T nous avons que VT = K. Nous obtenons ainsi la dynamique (II.30) du système.
Dynamique de l’état adjoint. Nous dérivons le Lagrangien (II.32) par rapport à l’état Vt à tous les instants
t = 0, · · · , T . Nous obtenons alors l’équation suivante :

∂L
∂Vt

= 0 =⇒ pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt.

C’est une dynamique en marche avant sur l’état adjoint qui s’écrit comme T + 1 égalités :

p0 = q0,

pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀ t = 0 · · ·T − 1

(II.33)

Nous verrons par la suite que la dynamique (II.33) représente l’équation de Fokker-Planck : elle propage
la densité de l’état.
Le gradient. Il reste maintenant à dériver (II.32) par rapport à la commande φt à chaque instant.
Commençons par remarquer que :

∂(Aφt

t )Vt+1

∂φt
=

∫

Wt+1

V ′
t+1

(
ft
(
·, φt(·), w

))
(ft)

′
u

(
·, φt(·), w

)
µt+1(dw),

où V ′
t est la dérivée de Vt (V ′

t (x) est un vecteur ligne de taille 1× dim(Xt) pour tout x ∈ Xt). En faisant
les hypothèses II.10, nous avons alors que :

(II.34)
∂L
∂φt

= E

[
(Lt)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
+ (ft)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
V ′>
t+1

(
ft
(
·, φt(·),W t+1

))]
pt(·)

∈ −∂δΦad
t

(
φt
)
.

C’est la condition d’orthogonalité du gradient. D’où les conditions d’optimalité du problème. �

La dernière formule de ces conditions d’optimalité traduit l’orthogonalité d’un gradient et
nous retrouvons ainsi des conditions d’optimalité du type KKT pour le problème (SPX).

Proposition II.26 (Équation de Fokker-Planck). Sous les hypothèses II.22 et II.24, la dy-
namique (II.33) propage la densité de l’état (X t)t=0,··· ,T suivant (II.27).

Démonstration : La preuve se fait par récurrence sur le temps :

(1) pour t = 0, p0 = q0, c’est donc bien la densité de X0,

(2) supposons que Xt est une variable aléatoire à densité pt,

(3) en utilisant la dynamique (II.27), nous avons que pour tout ψ ∈ Ψt+1 :

E [ψ(Xt+1)] = E [ψ (ft (Xt, φt(Xt),W t+1))] ,

comme Xt est une variable aléatoire à densité, alors :

E [ψ(Xt+1)] =

∫

Xt

∫

Wt+1

ψ (ft (x, φt(x), w))µt+1(dw)

︸ ︷︷ ︸
=A

φt
t ψ

pt(x)dx,

4Nous utilisons le produit scalaire usuel dans Ψt = L2(Ut,R) ∀t = 0, · · · , T, ∀ψ1, ψ2 ∈ Ψt, 〈ψ1, ψ2〉
def
=

R

Xt
ψ1(x)ψ2(x)dx.
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en utilisant le produit scalaire dans Ψt+1 nous avons alors que :

E [ψ(Xt+1)] =
〈
Aφt

t ψ, pt

〉
,

=
〈
ψ,
(
Aφt

t

)∗
pt

〉
,

=

∫

Xt+1

ψ(x)
(
Aφt

t

)∗
pt

︸ ︷︷ ︸
=pt+1

(x)dx,

= 〈ψ, pt+1〉 ,

nous avons alors que la variable aléatoire X t+1 est bien une variable aléatoire à densité pt+1

obtenue par la dynamique (II.33).

�

II.7.2. Deuxième approche : propagation de la densité de l’état. Nous reprenons
les mêmes notations et hypothèses que dans la section II.7.1. D’après la proposition II.26 nous
avons que la dynamique (II.27) propage des variables aléatoires à densité tel que pt ∈ Ψt, ∀t =
0, · · · , T . Ces densités suivent une dynamique en marche avant représentée par la formule (II.33).

Nous pouvons alors réécrire le problème (SPX) comme un problème d’optimisation fonc-
tionnelle :

min
p∈Ψ,φ∈Φ

T−1∑

t=0

∫

Xt

∫

Wt+1

Lt(x, φt(x), w)pt(x)dxµt+1(dw) +

∫

XT

K(x)pT (x)dx,

sous p0 = q0,

pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀t = 0, ..., T − 1,

φt ∈ Φad
t , ∀t = 0, · · · , T − 1,

(SP ∗
2 )

Le problème (SP ∗
2 ) est un problème d’optimisation fonctionnelle incorporant une contrainte

de dynamique (II.33) et une contrainte d’admissibilité, la contrainte d’information étant codée
dans le fait que nous considérons des feedbacks en l’état φt : Xt → Ut. Nous nous proposons de
traiter le problème de la même manière que dans la section II.3, en utilisant la remarque A.26.

II.7.2.1. Conditions nécessaires d’optimalité.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
problème (SP ∗

2 ) :

Théorème II.27. Si (pt)t=0,··· ,T ∈ Ψ et (φt)t=0,··· ,T−1 ∈ Φ sont des solutions de (SP ∗
2 ) ; et

si nous supposons en outre que les hypothèses II.10, II.22, II.23 et II.24 sont vérifiées ; alors il
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existe une suite de fonctions (Vt)t=0,··· ,T ∈ Ψ telles que :

(PMS∗
2)





p0 = q0,

pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀ t = 0 · · ·T − 1,

VT (·) = K(·),
Vt(·) = E

[
Lt

(
·, φt(·),W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
E

[
(Lt)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
+

(ft)
′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
V ′>

t+1

(
ft

(
·, φt(·),W t+1

))]
pt(·) ∈ −∂δΦad

t

(
φt

)
,

∀t = 0 · · ·T − 1.

Démonstration : Nous suivons le même principe que dans la section II.3. En utilisant le théorème
A.25 et la remarque A.26, nous pouvons écrire le Lagrangien L : Ψ × Φ × Ψ → R du problème (SP ∗

2 ) en
utilisant le produit scalaire dans Ψ :

(II.35) L(p, φ, V ) =

T−1∑

t=0

〈
E

[
Lt(·, φt(·),W t+1)

]
, pt

〉
+

T−1∑

t=0

〈
Vt+1,

(
Aφt

t

)∗
pt − pt+1

〉
.

Dynamique de l’état. Nous dérivons le Lagrangien (II.35) par rapport à l’état adjoint Vt à tous les instants
t = 0, · · · , T − 1 :

∂L
∂Vt+1

= 0 =⇒ pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt.

Nous obtenons ainsi la dynamique de l’état (II.33) du système.
Dynamique de l’état adjoint. Nous dérivons le Lagrangien (II.35) par rapport à l’état pt à tous les instants
t = 0, · · · , T − 1. Au dernier pas de temps t = T nous avons que :

VT = K.

Pour tous les autres pas de temps t = T − 1, · · · , 0 nous obtenons :

∂L
∂pt

= 0 =⇒ Vt(·) = E

[
Lt
(
·, φt(·),W t+1

)]
+
(
Aφt

t Vt+1

)
(·).

C’est une dynamique rétrograde (II.30) sur l’état adjoint.
Le gradient. Il reste maintenant à dériver (II.35) par rapport à la commande φ à chaque instant. Com-
mençons par remarquer que :

∂(Aφt

t )Vt+1

∂φt
=

∫

Wt+1

V ′
t+1

(
ft
(
·, φt(·), w

))
(ft)

′
u

(
·, φt(·), w

)
µt+1(dw).

Nous pouvons, alors écrire que :

(II.36)
∂L
∂φt

∈ −∂δΦad
t

(φt)

=⇒ E

[
(Lt)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
+ (ft)

′>
u

(
·, φt(·),W t+1

)
V ′>
t+1

(
ft
(
·, φt(·),W t+1

))]
pt(·)

∈ −∂δΦad
t

(φt),

C’est la condition d’orthogonalité du gradient. �

La dernière égalité correspond donc à la projection d’un gradient. Nous retrouvons ainsi des
conditions d’optimalité de type KKT pour le problème (SPX).

Par analogie, nous pouvons interpréter l’état adjoint p du problème (SP ∗
1 ) comme l’état du

problème (SP ∗
2 ), il correspond bien à une densité de l’état (par la proposition II.26). De même,

nous faisons correspondre à l’état V du problème (SP ∗
1 ) l’état adjoint du problème (SP ∗

2 ). C’est
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en ce sens que nous parlons de (SP ∗
1 ) et (SP ∗

2 ) comme des problèmes duaux ayant les mêmes
conditions nécessaires d’optimalité.

II.7.3. La programmation dynamique stochastique. La dynamique de l’état du pro-
blème (SP ∗

1 ) est monotone : V 1
t+1(·) ≤ V 2

t+1(·) =⇒ V 1
t (·) ≤ V 2

t (·). En outre, la fonction coût

à minimiser E
[
V0(X0)

]
= 〈V0, p0〉 est monotone pour p0 une densité de probabilité. Le problème

de commande optimale (SP ∗
1 ) est donc trivial : il suffit de minimiser l’état V à chaque instant.

Nous retrouvons alors les équations de Bellman de la programmation dynamique stochastique
(voir les travaux de D. Bertsekas et S. Shreve [18]).

Théorème II.28. Supposons que les hypothèses II.10, II.22 et II.24 sont vérifiées. Soient

(V ]
t )t=0,··· ,T ∈ Ψ et (φ]

t)t=0,··· ,T−1 ∈ Φ deux suites de fonctions solutions de (PDS) :

(PDS)





V ]
T (·) = K(·),
V ]

t (·) = minu∈Γad
t

E

[
Lt

(
·, u,W t+1

)
+ V ]

t+1

(
ft(·, u,W t+1)

)]
,

∀t = T − 1, · · · , 0.
φ]

t(·) ∈ arg minu∈Γad
t

E

[
Lt

(
·, u,W t+1

)
+ V ]

t+1

(
ft(·, u,W t+1)

)]
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
alors elles sont solution de (SP ∗

1 ).

Démonstration : Soient (V ]t )t=0,··· ,T et (φ]t)t=0,··· ,T−1 deux suites de fonctions solutions de (PDS).
Nous utilisons un résultat de sélections mesurables sous un min (théorème 14.37 de [98]) pour remplacer
la minimisation ponctuelle par une minimisation fonctionnelle et donc :

(II.37) V ]t (·) = min
φt∈Φad

t

E

[
Lt
(
·, φt(·),W t+1

)
+ V ]t+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
, ∀t = 0, · · · , T − 1,

de plus :

(II.38) φ]t(·) ∈ arg min
φt∈Φad

t

E

[
Lt
(
·, φt(·),W t+1

)
+ V ]t+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
, ∀t = 0, · · · , T − 1.

Notons
−→
φ t = (φl)l=t,··· ,T−1, ∀t = 0, · · ·T − 1 et V

−→
φ t

t la fonction obtenue récursivement par (II.30).

Nous avons alors que V ]t = V
−→
φ

]
t

t où
−→
φ ]t = (φ]l )l=t,··· ,T−1, ∀t = 0, · · ·T − 1 (la fonction de Bellman à

l’instant t ne dépend que des feedbacks futurs).
En utilisant l’équation (II.37) et (II.38) nous avons que :

(II.39) V
−→
φ

]
0

0 (·) ≤ E

[
L0

(
·, φ0(·),W 1

)]
+

(
Aφ0

0 V
−→
φ

]
1

1

)
(·), ∀φ0 ∈ Φad

0 ,

comme p0 ≥ 0 alors nous avons que :
〈
V

−→
φ

]
0

0 , p0

〉
≤
〈

E

[
L0

(
·, φ0(·),W 1

)]
+

(
Aφ0

0 V
−→
φ

]
1

1

)
(·)

︸ ︷︷ ︸
=V

φ0,
−→
φ

]
1

0

, p0

〉
, ∀φ0 ∈ Φad

0 ,

...

≤
〈
V
φ0,··· ,φT−1

0 , p0

〉
.

(II.40)

Par récurrence nous obtenons alors que :
〈
V

−→
φ

]
0

0 , p0

〉
≤
〈
V

−→
φ 0

0 , p0

〉
, ∀−→φ 0 = (φ0, · · · , φT−1) ∈ Φad,

d’où le résultat que φ est solution de (SP ∗
1 ). �
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Remarque II.29. Le théorème II.28 montre que si nous avons une solution qui vérifie les
équations de la programmation dynamique (PDS), alors elle est dans l’arg min du problème
(SP ∗

1 ). Ceci a été garanti par le passage de l’inéquation (II.39) à l’inéquation (II.40). Afin
d’obtenir l’implication inverse nous devons garantir l’inégalité (II.40) pour toutes les densités
possibles. En pratique, cette hypothèse est généralement invérifiable. Nous nous contenterons
dans la suite de supposer que nous sommes dans un cadre où les équations de la programmation
dynamique seront nécessairement vérifiées pour la solution optimale. �

II.7.4. Retour à une interprétation par variables aléatoires. Les approches décrites
dans les sections II.7.1 et II.7.2 utilisent une interprétation fonctionnelle des variables du pro-
blème (commande, état, état adjoint). Cependant, dans les premières versions des conditions
d’optimalité (PMS1) et (PMS2) les variables du problèmes sont considérées comme des variables
aléatoires. Dans cette section nous nous attachons à faire le lien entre les deux interprétations
(fonctionnelle v.s. variables aléatoires).

Dans le point de vue des conditions d’optimalité (PMS∗
1) et de (PMS∗

2), nous propageons
la dynamique rétrograde des fonctions de Bellman V (vues respectivement comme état et état
adjoint) mais nous n’utilisons effectivement dans le calcul du gradient que la dérivée de ces
fonctions. Nous pouvons alors essayer d’établir une dynamique directement sur les dérivées des
fonctions de Bellman V ′.

Commençons par dériver la dynamique de l’état du problème (SP ∗
1 ) (correspondant à la

dynamique de l’état adjoint du problème (SP ∗
2 )), sous réserve de satisfaction des hypothèses

II.10 et que le feedback optimal φt soit C1, ∀t = 0, · · · , T − 1. L’équation II.30 donne alors :
(II.41)



V ′
T (x) = K ′(x), ∀x ∈ XT

V ′
t (x) = E

[
(Lt)

′
x

(
x, φt(x),W t+1

)
+ (Lt)

′
u

(
x, φt(x),W t+1

)
φ′t(x)

+V ′
t+1

(
ft(x, φt(x),W t+1)

)(
(ft)

′
x(x, φt(x),W t+1) + (ft)

′
u(x, φt(x),W t+1)φ

′
t(x)

)]
,

∀x ∈ Xt, ∀t = T − 1, · · · , 0,
V ′

t (x) = E

[
(Lt)

′
x

(
x, φt(x),W t+1

)
+ V ′

t+1

(
ft(x, φt(x),W t+1)

)
(ft)

′
x(x, φt(x),W t+1)

]

+E

[(
(Lt)

′
u

(
x, φt(x),W t+1 + V ′

t+1

(
ft(x, φt(x),W t+1)

)
(ft)

′
u(x, φt(x),W t+1)︸ ︷︷ ︸

formant un angle aigu avec le gradient (II.34) du problème (SP ∗
1 )

)
φ′t(x)

]
,

∀x ∈ Xt, ∀t = T − 1, · · · , 0.

Si on identifiait la variable aléatoire Λt avec V ′>(Xt) et la commande U t avec φt(Xt), nous
pourrons faire le parallèle entre les équations (II.41) et les conditions d’optimalité (PMSX

2 ) ; le
terme formant un angle aigu avec le gradient (II.34) semble être en trop surtout qu’il incorpore
la dérivée du feedback optimal. Nous nous attachons alors à avoir une version des conditions
d’optimalité qui évite le calcul de cette dérivée de la commande.

Théorème II.30. Soient (Vt)t=0,··· ,T ∈ Ψ et (φt)t=0,··· ,T−1 ∈ Φ deux suites de fonctions solu-
tions uniques de (SP ∗

1 ) vérifiant (PDS) tel que φt ∈ C1(Xt; Ut), ∀t = 0, · · · , T − 1, supposons
en outre que les hypothèses II.10, II.22, II.23 et II.24 sont vérifiées. Il existe alors une suite de
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densités (pt)t=0,··· ,T ∈ Ψ tel que :
(PMS∗∗)




p0 = q0, pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀ t = 0 · · ·T − 1,

V ′
T (·) = K ′(·),
V ′

t (·) = E

[
(Lt)

′
x

(
·, φt(·),W t+1

)
+ V ′

t+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)
(ft)

′
x(·, φt(·),W t+1)

]
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
E

[
(Lt)

′
u

(
·, φt(·),W t+1

)
+

V ′
t+1

(
ft

(
·, φt(·),W t+1

))
(ft)

′
u

(
·, φt(·),W t+1

)]
pt(·) ∈ −∂δΦad

t

(
φt

)
,

∀t = 0 · · ·T − 1.

Démonstration : Soient (Vt)t=0,··· ,T et (φt)t=0,··· ,T−1 deux suites de fonctions solutions de (SP ∗
1 )

vérifiant (PDS). Posons :

lt :Xt × Ut → R,

(x, u) 7→ E

[
Lt
(
x, u,W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(x, u,W t+1)

)]
,

d’après le théorème II.28, nous avons que Vt(x) = minu∈Γt
lt(x, u). Sous l’hypothèse d’unicité de l’arg min,

la fonction Vt est différentiable et nous pouvons écrire que V ′
t (x) = (lt)

′
u(x, u

]), où u] réalise le minimum
unique de lt en la deuxième composante (voir le théorème de Danskin [16]). Comme (φt)t=0,··· ,T−1 est
la solution unique de (SP ∗

1 ), nous avons alors que V ′
t (x) = (lt)

′
u(x, φt(x)), ∀t = 0, · · · , T − 1. D’où le

résultat que :

(II.42) V ′
t (·) = E

[
(Lt)

′
x

(
·, φt(·),W t+1

)
+ V ′

t+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)
(ft)

′
x(·, φt(·),W t+1)

]
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
en faisant correspondre les dynamiques de la dérivée de la fonction de Bellman entre les conditions
d’optimalité (II.41) et l’équation (II.42) nous avons alors que :

E

[(
(Lt)

′
u

(
x, φt(x),W t+1 + V ′

t+1

(
ft(x, φt(x),W t+1)

)
(ft)

′
u(x, φt(x),W t+1)

)
φ′t(x)

]
= 0,

∀x ∈ Xt, ∀t = T − 1, · · · , 0.
Cette dernière équation peut être interprétée de la façon suivante (voir le théorème de Danskin [16]) : si le

feedback optimal est à l’intérieur de l’ensemble des contraintes alors le gradient est nul, sinon le gradient

est orthogonal à l’ensemble des contraintes alors que la dérivée du feedback est tangente à cet ensemble

(car la solution glisse le long de la frontière de cet ensemble en cas de perturbation du problème) : donc

les deux vecteurs sont orthogonaux et leur produit scalaire est nul. �

L’avantage de ce résultat est qu’au moins à l’optimum, φ′t n’intervient plus, en particulier
dans le calcul du gradient. Cependant, d’une part ce résultat a été établi sous une hypothèse
d’unicité de l’arg min, d’autre part, si on se sert des conditions (PMS∗∗) pour calculer V ′

t avec
des φt non optimaux (ceux que l’on rencontre au cours d’un algorithme itératif d’optimisation),
alors l’expression des conditions (PMS∗∗) ne fournit pas l’expression correcte d’un gradient.
Les mêmes considérations s’appliquent à l’utilisation des équations (PMSX

1 ) et (PMSX
2 ) pour

évaluer le gradient en dehors de l’optimum.
Nous sommes maintenant capable de refaire le lien entre les conditions d’optimalité émanant

des interprétations algébriques avec les conditions d’optimalité fonctionnelles.

Théorème II.31. Soient (Vt)t=0,··· ,T ∈ Ψ et (φt)t=0,··· ,T−1 ∈ Φ deux suites de fonctions et
(p)t=0,··· ,T ∈ Ψ une suite de densités vérifiant (PMS∗∗).
Posons (Xt)t=0,··· ,T le processus aléatoire dont la densité à chaque instant est donnée par p0 =
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q0, pt+1 =
(
Aφt

t

)∗
pt, ∀ t = 0 · · ·T − 1, (U t)t=0,··· ,T−1 le processus aléatoire vérifiant U t =

φt(Xt), ∀ t = 0 · · ·T − 1 et posons finalement (Λt)t=0,··· ,T le processus aléatoire vérifiant

Λt = V ′>
t (Xt), ∀ t = 0 · · ·T .

Ces trois processus vérifient alors les conditions d’optimalité (PMSX
2 ).

Démonstration : Il suffit de remplacer la définition de ces processus dans (PMS∗∗) �

II.8. Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes attaché à présenter différentes approches varia-
tionnelles à un problème de commande optimale stochastique en temps discret. Le but était à
chaque fois de présenter des conditions d’optimalités du problème considéré.

Nous avons considéré pour cela deux interprétations différentes des variables du problème :
une interprétation dite algébrique où nous considérons un problème d’optimisation sur un en-
semble de variables aléatoires, et une interprétation fonctionnelle où le problème traité est in-
terprété comme un problème d’optimisation fonctionnelle.

Les versions algébriques des conditions d’optimalité se déclinent sous deux formes différentes :
une forme dite non adaptée (PMS1) et une forme adaptée (PMS2), l’une étant obtenue à partir
de l’autre par projection sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par
rapport à la filtration des bruits du problème.

Les hypothèses de problème markovien permettent la réécriture de ces conditions avec un
conditionnement effectué par rapport à la σ-algèbre engendrée par une variable aléatoire de
dimension fixe (Xt), ce qui est un avantage au niveau numérique. Cependant, on ne sait pas
obtenir directement les conditions d’optimalité (PMSX

1 ) et (PMSX
2 ) en partant d’une formula-

tion sous contrainte de X t-mesurabilité, en formant un Lagrangien et en le dérivant par rapport
à toutes les variables. En effet, cela nous conduirait à dériver des multi-applications par rapport
à leur argument, ce que nous ne savons pas faire en toute généralité. Donc, nous ne savons
obtenir ces conditions d’optimalité qu’en partant des conditions (PMS1) et (PMS2) et en les
spécialisant au cas markovien. Une conséquence est que le terme orthogonal aux contraintes ne
peut pas s’interpréter comme un gradient ailleurs qu’à l’optimum.

Une façon de tenter de répondre à cette difficulté est de reformuler le problème de façon
fonctionnelle. Nous cherchons donc maintenant la commande comme un feedback φt : Xt → Ut.
Et nous pouvons alors écrire des conditions du type Karush-Kuhn-Tucker des problèmes (SP ∗

1 )
et (SP ∗

2 ) ((PMS∗
1) et (PMS∗

2)).
Cependant, l’apparition de la dérivée du feedback φ′t dans ces conditions nous pose des

problèmes théoriques (sous quelles hypothèses le feedback optimal sera C1 ?) et pratiques (le
plus souvent le feedback optimal n’est pas dérivable, voire continu !). Le résultat du théorème
II.30 nous permet alors d’exhiber des conditions d’optimalité qui ne font pas intervenir la dérivée
du feedback mais la dynamique de la dérivée de la fonction de Bellman (qui a une interprétation
pratique : coût marginal).

Les différentes approches suivies au cours de ce chapitre, ainsi que les différentes conditions
d’optimalité nous ont permis de traduire la structure d’information du système. Cependant,
nous restons toujours dans le cadre d’espaces de dimensions infinies, l’application numérique
directe de ces approches n’est donc pas possible sans effectuer au préalable une discrétisation
des variables aléatoires (dans le cadre d’une interprétation algébrique) ou des fonctions (dans
le cadre de l’interprétation fonctionnelle). Dans les prochains chapitres, nous nous intéresserons
alors à différents aspects de cette discrétisation.





CHAPITRE III

Estimation de l’espérance conditionnelle

Les problèmes d’optimisation stochastique sont des problèmes d’optimisation en dimension
infinie. Outre la phase d’optimisation, une phase d’approximation est nécessaire pour leur résolu-
tion numérique. Dans un problème type d’optimisation stochastique (I.1), il s’agit d’approximer
à la fois l’opérateur d’espérance dans la fonction coût à minimiser ainsi que la contrainte d’in-
formation.

Pour répondre à cette problématique d’approximation, plusieurs travaux ont été inspirés de
l’approche Monte-Carlo. L’approche par chroniques organisées en scénarios arborescents a ainsi
été développée. Nous nous référerons surtout aux divers travaux du groupe SOWG sur ce sujet,
à savoir principalement la thèse de K. Barty [7], nous renvoyons aussi le lecteur aux travaux de
G. Ch. Pflug [81], de W. Romisch [52] et de J. Dupacova [44].

Cette approche permet d’effectuer simultanément l’approximation de l’espérance de la fonc-
tion coût ainsi que la contrainte d’information qui est supposée être prise en compte par la
structure arborescente des scénarios. Cependant, une difficulté majeure de cette méthode vient
limiter ses performances par rapport à l’approche programmation dynamique traditionnelle. En
effet, l’approche par chroniques organisées en scénarios arborescents est dans l’incapacité de
fournir directement la solution du problème sous forme de loi de feedback.

La question de la synthèse de feedback a posteriori à partir des résultats obtenus par l’ap-
proche scénarios arborescents a été au cœur de plusieurs travaux entrepris au SOWG. Dans cette
approche, nous sommes confronté à un dilemme : au début de l’arbre de scénarios, le futur du
modèle est riche et les valeurs obtenues sur les différents nœuds de l’arbre sont de bonne qualité,
mais malheureusement ce nombre de nœuds reste modeste (le nombre de nœuds à chaque instant
étant le nombre de points dont on dispose pour inférer une loi de commande en feedback à cet
instant). Il augmente au fur et à mesure que nous avançons dans l’arbre mais simultanément
la qualité se dégrade car le futur tend à s’approcher de la situation déterministe. L’idéal serait
d’avoir le même nombre de nœuds du début de l’horizon d’optimisation jusqu’à sa fin ; en même
temps il faut éviter d’optimiser indépendamment sur chaque chronique et supposer ainsi un futur
déterministe dès le début de l’arbre.

Une approche, basée sur des méthodes de maillage (mesh methods), a été développée par
M. Brodie et P. Glasserman pour essayer de remédier à ce problème [25]. L’idée est d’étendre
l’information disponible à un nœud particulier de l’arbre à tous les nœuds voisins ; un poids est
alors donné à chaque nœud et une moyenne pondérée est faite. Cette moyenne peut être vue
comme l’approximation de l’espérance conditionnelle en ce nœud particulier de l’arbre sachant
les trajectoires passées.

Nous essayons, dans ce présent mémoire, de reprendre cette idée générique et d’apporter une
alternative aux techniques de discrétisation par arbres de scénarios. La procédure proposée est la
suivante : une collection de scénarios est générée et il s’agit de considérer cette collection comme le
support discret de la loi de probabilité des variables impliquées dans le problème de départ. C’est
l’approche particulaire : en partant de l’écriture des conditions d’optimalité (décrites dans le
chapitre II) et de formules d’estimation d’espérance conditionnelle, nous pouvons éviter la phase
de quantification des chroniques et passer à une discrétisation directe des conditions d’optimalité.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de présenter cette procédure de résolution numé-
rique d’un problème d’optimisation stochastique motivant ainsi le recours à des estimateurs de
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l’espérance conditionnelle. Nous ferons, ensuite le point sur les différentes méthodes numériques
permettant de traiter ces espérances et espérances conditionnelles, soit au niveau de la fonction
objective et des contraintes, soit au niveau des conditions d’optimalité. Pour cela, nous présen-
terons un éventail de méthodes d’approximation fonctionnelle d’une densité de probabilité et
d’une densité conditionnelle. Nous nous intéresserons, dans la dernière section, à l’approxima-
tion de l’opérateur d’espérance conditionnelle dans un cas univarié et dans le cas le plus général
multivarié.

III.1. Motivations

Reprenons le problème type d’optimisation stochastique (I.1). Nous nous donnons ainsi un
espace de probabilité (Ω,F ,P) et nous nous intéressons à la minimisation de l’espérance d’une
fonctionnelle coût notée j : U×Ξ → R̄, où U est l’espace des commandes et Ξ l’espace des bruits.

Cette minimisation est faite par rapport à une commande (U : Ω → U) ∈ U def
= L2(Ω,F ,P; U),

respectant une contrainte d’information modélisée par la mesurabilité par rapport à une variable
aléatoire d’observation Y : Ω → Y et une contrainte d’admissibilité :

min
U∈U

J(U)
def
= E

[
j(U , ξ)

]
,

sous U ∈ Uad ∩ Umes,
(III.1)

où Uad un sous-ensemble convexe fermé de U et Umes def
= {U ∈ U , U � Y }, un sous-espace

vectoriel fermé de U tel que ΠUad(Umes) ⊂ Umes.
Le problème (III.1) est un problème d’optimisation en dimension infinie. Une étape d’approxi-

mation est alors nécessaire. Deux possibilités se présentent : optimiser d’abord, puis approximer
ou approximer d’abord, puis optimiser.

III.1.1. Optimiser d’abord, puis approximer. Nous avons vu dans le chapitre II (pro-
position II.4) que si U ∈ U est une solution de III.1 alors elle vérifie l’équation suivante :

E
[
∇uj(U , ξ) | Y

]
∈ −∂δUad(U),

Pour résoudre le problème (III.1) il reste alors à approximer cette espérance conditionnelle.

En posant Ê[· | ·] : U × Y → U l’opérateur d’espérance conditionnelle approximé, il nous reste
donc à effectuer une étape d’approximation et résoudre :

Ê
[
∇uj(U , ξ) | Y

]
∈ −∂δUad(U).

III.1.2. Approximer d’abord, puis optimiser. Nous cherchons, ici, à approximer la

contrainte de mesurabilité dans (III.1) (U � Y ⇔ U = E[U | Y ]). En posant Ê[· | ·] : U×Y → U
l’opérateur d’espérance conditionnelle approximé, il s’agit de résoudre :

min
U∈U

J(U)
def
= E

[
j(U , ξ)

]
,

sous U = Ê[U | Y ],

U ∈ Uad.

(III.2)

En supposons que Ê[· | ·] est un opérateur linéaire auto-adjoint vérifiant ΠUad(Ûmes) ⊂ Ûmes

où

Ûmes def
= {U ∈ U , U = Ê[U | Y ]} ⊂ Umes,

on montre, exactement de la même manière que dans la proposition II.4, que si U est solution
de (III.2) alors :

Ê
[
∇uj(U , ξ) | Y

]
∈ −∂δUad(U).
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Il est alors évident que sous ces hypothèses sur l’opérateur d’approximation de l’espérance
conditionnelle, nous avons l’équivalence entre l’approche approximer la contrainte d’informa-
tion d’abord puis optimiser (A-O) et celle optimiser d’abord ensuite approximer les conditions
d’optimalité (O-A).

Remarque III.1 (Décomposition d’un estimateur de l’espérance conditionnelle). Générale-

ment l’opérateur d’approximation Ê se décompose en deux opérateurs : Ê = R ◦Q.
– Q : U ×Y → UN ×YN c’est un opérateur de quantification ou d’échantillonnage (sampling

en Anglais) associant aux variables aléatoires N particules obtenues par un tirage de type
Monte-Carlo,

– R : UN × YN → U un opérateur d’interpolation-régression qui utilise les particules tirées
pour générer une nouvelle variable aléatoire.

Dans la suite nous appellerons estimateur de l’espérance conditionnelle de U : Ω → U sachant
Y : Ω → Y à partir de particules (U i,Y i)i=1,··· ,N , une fonction r̂ : Y → U tel que :

r̂ ◦ Y
def
= r̂(Y ) = Ê[U | Y ] = R ◦Q(U ,Y ) = R

(
(U i)i=1,··· ,N , (Y i)i=1,··· ,N

)
, P−p.s..

�

Remarque III.2. L’approximation de l’espérance conditionnelle peut, elle même, être vue
comme un problème de résolution numérique d’un problème d’optimisation stochastique. En
effet l’opérateur d’espérance conditionnelle peut être vu comme un projecteur sur l’ensemble des
variables aléatoires mesurables par rapport au conditionnement :

E[U | Y ] = arg min
V �Y

‖U − V ‖2
U .

Estimer un opérateur d’espérance conditionnelle est alors équivalent à résoudre numériquement
un problème d’optimisation stochastique. �

La question qui se pose maintenant est : comment évaluer cet opérateur approximé de l’es-
pérance conditionnelle ? Afin d’apporter des éléments de réponse à cette question, nous pré-
senterons une brève revue de la littérature. Nous commencerons par les méthodes d’estimation
de densité et de densité conditionnelle qui ont inspiré les estimateurs d’espérance condition-
nelle. Loin d’être exhaustif, cet inventaire traitera uniquement des méthodes d’estimation dites
non-paramétriques.

III.2. Estimation de densité

Définition III.3 (variable aléatoire à densité). Soit X : Ω → X, une variable aléatoire. On
dit que X est une variable aléatoire à densité s’il existe une application p : X → R+ (appelée
densité de X), tel que pour toute fonction continue bornée ψ : X → R nous avons que :

E
[
ψ(X)

]
=

∫

X

ψ(x)p(x)dx.

�

Les méthodes d’estimation de densité sont largement traitées dans la littérature. Nous fai-
sons surtout référence aux travaux de B.W. Silverman [105] faisant l’inventaire des différentes
méthodes et donnant les principaux résultats asymptotiques pour différents estimateurs. D’une
manière plus générale, l’estimation d’une densité peut être vue comme une estimation fonction-
nelle. Nous renvoyons le lecteur à l’ouvrage de Prakasa Rao [88] offrant un traitement plutôt
approfondi sur le sujet de l’estimation fonctionnelle non-paramétrique.

Dans cette section, nous posons (Ω,F ,P) un espace de probabilité. X : Ω → X une variable

aléatoire à densité p inconnue et à valeurs scalaires (X
def
= R). Un tirage de particules de la

variable aléatoire X est une collection de N réalisations de cette même variable aléatoire. Nous
notons la collection de ces particules : {X i, i = 1, · · · , N}. Nous cherchons alors à estimer la
densité de probabilité inconnue de X.
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III.2.1. Estimation par histogrammes. La plus simple des estimations non-
paramétriques de densité est l’estimation à histogrammes. Bien que pas très souvent utilisée
en pratique, elle est largement reprise dans tous les ouvrages faisant l’inventaire des dites mé-
thodes.

Nous notons I la fonction indicatrice d’ensemble (IA(x) = 0 si x /∈ A, IA(x) = 1 si x ∈ A) et
par bxc la partie entière d’un réel x.

Soit X : Ω → R, une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à densité inconnue p : R → R+, et
soient {X i, i = 1, · · · , N}, N réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de
X.

Étant données une origine t ∈ R et une largeur de fenêtre h ∈ R+ les fenêtres de l’estimateur
à histogrammes sont données par :

[
t+mh, t+(m+1)h

[
, pour tous les entiersm ∈ Z. L’estimateur

s’écrit alors :

(III.3) p̂(x)
def
=

1

Nh

(
nombre de particules X i dans la même fenêtre que x

)
.

Plus formellement, nous pouvons donner cette définition pour l’estimateur à histogrammes
pour la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

Définition III.4 (Estimateur à histogrammes). Soit X : Ω → R, une variable aléatoire
sur (Ω,F ,P) à densité inconnue p : R → R+, et soient {X i, i = 1, · · · , N} N réalisations

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Étant donnés deux paramètres (h, t) ∈
R+ × R, l’estimateur à histogramme de p en un point x ∈ R est donné par :

p̂(x) =
1

Nh

N∑

i=1

In
x∈R,bx−t

h
c=bXi−t

h
c
o(x).

�

La grille donnant naissance à ces fenêtres peut être à pas fixes ou variables. Cette définition
peut alors être étendue en faisant varier la largeur de fenêtre h :

(III.4) p̂(x)
def
=

1

N

(
nombre de particules X i dans la même fenêtre que x

)
(
largeur de la fenêtre contenant x

) .

III.2.2. Estimation näıve. Soit X : Ω → R, une variable aléatoire sur (Ω,F ,P) à densité
inconnue p : R → R+, et soient {X i, i = 1, · · · , N}, N réalisations indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) de X.

À partir de la définition de la densité de probabilité d’une variable aléatoire X de densité p
nous pouvons écrire que :

∀(a, b) ∈ R2, a < b, P (a < X < b) =

∫ b

a

p(x)dx,

et donc :

p(x) = lim
h→0

1

2h
P(x− h < X < x+ h).

Pour tout scalaire positif h, nous pouvons näıvement estimer la probabilité d’être dans
l’intervalle ]x − h, x + h[ par la fraction de nombre de particules se trouvant dans ce même
intervalle. Un estimateur naturel p̂ de la densité p peut être donné par :

(III.5) p̂(x)
def
=

1

2Nh

(
nombre de particules X i dans ]x− h, x+ h[

)
.

Pour mieux exprimer cet estimateur nous définissons une fonction noyau de la manière
suivante :

K(x)
def
=

I{|x|<1}(x)

2
=

{
1
2 si |x| < 1,

0 sinon.
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Nous en déduisons cette définition de l’estimateur näıf d’une densité.

Définition III.5 (Estimateur näıf). Soit X : Ω → R, une variable aléatoire sur (Ω,F ,P)
à densité inconnue p : R → R+, et soient {X i, i = 1, · · · , N} N réalisations indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Étant donné un paramètre h ∈ R+, l’estimateur näıf de
p en un point x ∈ R est donné par :

p̂(x) =
1

Nh

N∑

i=1

K
(

Xi − x

h

)
,

où : K(x) =
I{|x|<1}(x)

2 . �

Cette définition nous permet de faire le parallèle entre l’estimateur näıf et l’estimateur à
histogrammes. En effet l’expression de la définition III.4 et celle de la définition III.5 sont très
proches sauf que les fenêtres de l’estimateur näıf sont centrées sur les particules tirées alors que
celles de l’estimateur à histogrammes sont données a priori. De plus, dans le premier cas, une
particule ne sert qu’une et une seule fois dans l’estimation de la densité en un point ; dans le
second cas, la même particule peut servir dans l’estimation de la densité en plusieurs points.

L’expression de la définition III.5 nous permet de généraliser l’expression d’un estimateur
non-paramétrique de la densité d’une variable aléatoire. Nous verrons par la suite que la plupart
des estimateurs s’inscrivent sous cette formulation.

III.2.3. Estimation à noyaux. Les estimateurs à histogrammes et estimateurs näıfs ren-
voient à une expression approximée de la densité qui n’est pas continue. L’estimateur à noyaux
(Kernel Density Estimator) peut alors être vu comme un lissage de ces deux derniers estima-
teurs. L’idée de cette technique est d’étendre l’influence de chaque particule de l’échantillon à
une zone environnante en plaçant un noyau centré en chacune de ces particules.

Nous remplaçons la fonction indicatrice dans la définition III.5 de l’estimateur näıf par un
noyau K continu qui satisfait :

∫
R
K(x)dx = 1. Le plus souvent K sera pris comme une densité

symétrique de probabilité.

Définition III.6 (Estimateur à noyaux (KDE)). Soit X : Ω → R, une variable aléatoire
sur (Ω,F ,P) à densité inconnue p : R → R+, et soient {X i, i = 1, · · · , N}, N réalisations

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Étant donné un paramètre h ∈ R+,
l’estimateur à noyaux de p en un point x ∈ R (Kernel Density Estimator) est donné par :

p̂(x) =
1

Nh

N∑

i=1

K
(

Xi − x

h

)
.

�

Le paramètre h est le paramètre de largeur de fenêtre. Si h tend vers 0 (figure III.1) l’esti-
mateur tend vers une somme de fonctions Dirac et chaque particule contribue indifféremment à
l’estimation ; inversement, plus h est grand, plus l’estimation est floue (figure III.3) et toutes les
particules contribuent simultanément à l’estimation. Un choix optimal de la largeur de fenêtre
h doit alors être fait pour que les particules contribuent avec des poids différents à l’estimation
(voir la section III.3).

III.2.4. Estimation des plus proches voisins. L’estimateur des plus proches voisins
(k-Nearest Neighbour) représente une tentative d’adapter le degré de lissage à la densité locale
des données. Ce degré de lissage est contrôlé par un entier k ∈ N, choisi très petit par rapport
à la taille N de l’échantillon. En posant d(x, y) = |x − y| la distance entre deux points x ∈ R

et y ∈ R, nous notons pour tout réel x ∈ R les distances aux particules {X i, i = 1, · · · , N}
rangées dans l’ordre croissant :

d1(x) ≤ d2(x) ≤ · · · ≤ dN (x).
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Définition III.7 (Estimateur des plus proches voisins (k-NN)). L’estimateur au k-ième plus
proche voisin de la densité de probabilité de X en un point x ∈ R s’écrit :

p̂(x) =
k

2Ndk(x)
.

�

Pour comprendre cette définition, nous supposons que la densité de probabilité de X en
un point x est p(x). Pour un échantillon de taille N , nous nous attendons à ce que 2Nhp(x)
particules se trouvent dans l’intervalle ]x−h, x+h[ (voir la section III.2.2 traitant de l’estimateur
näıf). D’un autre coté, par définition de l’estimateur des k-plus proches voisins, nous avons que
exactement k particules se trouvent dans l’intervalle ]x − dk(x), x + dk(x)[, une approximation
de la densité en x peut alors être obtenue par :

k = 2Ndk(x)p̂(x).

Contrairement à l’estimateur näıf qui est contrôlé par la taille de la fenêtre, l’estimateur des
k-plus proches voisins est contrôlé par le nombre de particules dans chaque fenêtre dont la taille
est automatiquement ajustée. Comme dans la section III.2.2, l’estimateur des k-plus proches
voisins peut s’écrire :

p̂(x) =
1

Ndk(x)

N∑

i=1

K
(

Xi − x

dk(x)

)
,

où : K(x) =
I{|x|<1}(x)

2 .

III.2.5. Estimation par noyaux variables. En reprenant les idées de l’estimateur à
noyaux, nous pouvons considérer une généralisation de l’estimateur des k-plus proches voisins.

Nous remplaçons la fonction indicatrice dans la formule de l’estimateur näıf (III.2.4) par
un noyau K lisse qui satisfait :

∫
R
K(x)dx = 1. Le plus souvent K sera pris comme une densité

symétrique de probabilité.

Définition III.8 (Estimateur à noyaux variables). Soit X : Ω → R, une variable aléatoire
sur (Ω,F ,P) à densité inconnue p : R → R+, et soient {X i, i = 1, · · · , N}, N réalisations

indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Étant donnés deux paramètre (k, h) ∈
N × R+, l’estimateur à noyaux variables de p en un point x ∈ R est donné par :

p̂(x) =
1

N

N∑

i=1

1

hdi,k
K
(

Xi − x

hdi,k

)
,

où di,k est la distance de la particule X i à son k-ième plus proche voisin. �

III.2.6. Estimation à séries orthogonales. C’est un cas particulier des estimateurs à
ondelettes, assez utilisées en traitement de signal. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur
à l’ouvrage de B.W. Silverman [105], à l’ouvrage de S. Mallat [68], aux articles de M. Vannucci
[112] [113], de O. Renaud [89] et de I. Daubechies [35] qui traitent de l’estimation de densité
par la méthodes des ondelettes. Nous nous contenterons ici de présenter un cas particulier de ces
estimateurs à ondelettes : l’estimation par séries de Fourrier.

L’idée ici est de considérer la densité à estimer comme une fonction d’un espace de Hilbert
H (p ∈ H) et d’approximer cet espace à l’aide d’une famille connue de fonctions de cet espace.

Définition III.9 (Famille orthonormée de fonctions). Une famille {φk}k∈I d’éléments d’un
espace de Hilbert H est dite orthonormée si 〈φk, φl〉H = δk,l, ∀k, l ∈ I, où δk,l = 1 si k = l et
δk,l = 0 si k 6= l (symbole de Kronecker). �
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Soit {φk}k∈I , une famille orthonormée de fonctions. Chaque élément h ∈ H peut être estimé
par hV de la façon suivante :

hV =
∑

k∈I

αkφk,

où αk = 〈h, φk〉H est appelé coefficient de Fourier associé à l’élément de base φk. Si V est le
sous-espace engendré par (φk)k∈I , alors hV est la projection de h sur V , notée hV = PV h. C’est
le meilleur estimateur de h dans V dans le sens où ‖h− hV ‖H ≤

∥∥h−∑k∈I θkφk

∥∥
H

, pour tout
vecteur de coefficients θ.

Supposons que p est une densité de probabilité sur [0, 1] que nous voulons estimer. L’idée
est d’estimer p en estimant les coefficients de son développement de Fourier.

Soit (φk)k∈N, une famille orthonormée de fonctions de base. La fonction p peut alors être
représentée comme une série de Fourier

∑+∞
k=0 pkφk, avec :

(III.6) pk =

∫ 1

0
p(x)φk(x)dx.

Soit, maintenant, X une variable aléatoire de densité p. L’équation (III.6) peut alors s’écrire :

pk = E [φk(X)] .

Un estimateur naturel non biaisé de pk basé sur des échantillons X1, · · · ,XN de p s’écrit :

p̂k =
1

N

N∑

i=1

φk(X
i).

Cependant, la somme
∑+∞

k=0 p̂kφk ne sera pas un bon estimateur de p mais convergera vers une

somme de fonctions de Dirac aux points X i. En effet, soit la fonction ω suivante :

(III.7) ω(x)
def
=

1

N

N∑

i=1

δ(x− X i),

où δ est la fonction de Dirac. Pour chaque k ∈ N, nous avons que :

p̂k =

∫ 1

0
ω(x)φk(x)dx.

Les fonctions p̂k représentent bien les coefficients de Fourier de la fonction ω.
Comme nous ne pouvons pas estimer un nombre infini de paramètres avec un nombre fini

de particules, pour obtenir un bon estimateur de p, il est nécessaire de lisser la fonction ω en
appliquant un filtre passe-bas à la série (p̂k)k∈N. La manière la plus simple est de tronquer la
somme

∑+∞
k=0 p̂kφk. Nous choisissons alors un entier ν ∈ N et nous définissons l’estimateur p̂

par :

(III.8) p̂(x) =
ν∑

k=0

p̂kφk(x).

Ce type d’estimation peut être généralisé à toute famille libre de fonctions. Cependant,
même s’il garantit la régularité de l’estimateur, il ne garantit pas le fait qu’il soit une densité
de probabilité (positif d’intégrale unitaire). Un choix convenable des propriétés de la famille de
fonctions de bases doit alors être fait.

III.3. Caractéristiques asymptotiques de l’estimateur de densité à noyaux

Nous nous proposons de caractériser l’erreur engendrée par un estimateur p̂ d’une densité
de probabilité p par l’erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error, MSE) et l’erreur qua-
dratique moyenne intégrée (Integrated Mean Squared Error, IMSE).
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Définition III.10 (Erreur quadratique moyenne). Soit X : Ω → X, une variable aléatoire à
densité p : X → R+, et soit p̂ : X → R+, un estimateur de cette densité nous définissons l’erreur
quadratique moyenne en tout point x ∈ X par :

MSEx(p̂)
def
= E

[(
p̂(x) − p(x)

)2]
.

�

Définition III.11 (Erreur quadratique moyenne intégrée). Soit X : Ω → X, une variable
aléatoire à densité p : X → R+, et soit p̂ : X → R+, un estimateur de cette densité nous
définissons l’erreur quadratique moyenne intégrée par :

IMSE(p̂)
def
=

∫

X

E

[(
p̂(x) − p(x)

)2]
dx.

�

Il s’agit dans cette section de calculer l’erreur quadratique moyenne et l’erreur quadratique
moyenne intégrée de l’estimateur à noyaux d’une densité et d’identifier le choix optimal de
largeur de fenêtre à utiliser.

Nous nous intéressons ici au cas où X = Rd. En reprenant les mêmes idées que précédemment,
nous réécrivons l’estimateur à noyaux d’une densité.

Définition III.12. Soient X1, ...,XN ∈ Rd, N réalisations i.i.d. d’une variable aléatoire

X : Ω → X
def
= Rd à densité p. Étant donné un paramètre de largeur de fenêtre h ∈ R+,

l’estimateur à convolution de noyaux de p en x s’écrit :

p̂(x) =
1

Nhd

N∑

i=1

K
(
x− X i

h

)

où K : X → R est un noyau pair d’intégrale unitaire. �

Le théorème qui suit donne les valeurs optimales de la largeur de fenêtre h et de l’IMSE.

Théorème III.13. Soit X : Ω → Rd, une variable aléatoire à densité inconnue p continue à
dérivée seconde de carré intégrable et dérivée troisième bornée. Soient (X i)i=1,··· ,N , un échan-
tillon de N particules i.i.d. de X et h ∈ R+, un paramètre de largeur de fenêtre. Nous notons
p̂ un estimateur de convolution de noyaux de p. Le choix asymptotique optimal de largeur de
fenêtre h, pour N → +∞, est donné par :

(III.9) h∗ =

(
d
∫

Rd K(t)2dt

N
∫

Rd

(
Tr
(
∇2p(x)

∫
Rd tt>K(t)dt

))2
dx

) 1
d+4

= O
(
N− 1

d+4

)
,

(III.10) IMSE∗ = O
(
N− 4

d+4

)
,

où Tr désigne l’opérateur trace d’une matrice et ∇2 désigne le Hessien d’une fonction.

Démonstration : Nous commencerons par donner la moyenne de l’estimateur. Nous avons que :

E
[
p̂(x)

]
= E

[
1

Nhd

N∑

i=1

K
(
x− Xi

h

)]
,

= E

[
1

hd
K
(
x− X

h

)]
,

=
1

hd

∫

Rd

K
(
x− y

h

)
p(y)dy,

=
1

hd

∫

Rd

K
(
y − x

h

)
p(y)dy,
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en faisant le changement de variable suivant :

t =
y − x

h
,

nous trouvons :

E
[
p̂(x)

]
=

∫

Rd

K (t) p(x+ ht)dt.

Nous avons en outre pour h→ 0 qu’il existe x0 ∈ Rd tel que1 :

p(x+ ht) = p(x) + ht>∇p(x) +
1

2
h2t>∇2p(x)t+

1

6
h3D(3)p(x0)(t, t, t),

= p(x) + ht>∇p(x) +
1

2
h2Tr

(
∇2p(x)tt>

)
+

1

6
h3D(3)p(x0)(t, t, t) ;

la moyenne de l’estimateur s’écrit alors :

E
[
p̂(x)

]
= p(x)

∫

Rd

K(t)dt

︸ ︷︷ ︸
=1

+h (∇p(x))>
∫

Rd

tK(t)dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
h2Tr

(
∇2p(x)

∫

Rd

tt>K(t)dt

)
+ o(h2),

et le biais :

biaish(x) = E
[
p̂(x) − p(x)

]
,

=
1

2
h2Tr

(
∇2p(x)

∫

Rd

tt>K(t)dt

)
+ o(h2),

= O(h2).

Pour la variance de l’estimateur, nous avons :

varh(x) = var

[
1

Nhd

N∑

i=1

K
(
x− Xi

h

)]
,

=
1

N
var

[
1

hd
K
(
x− X

h

)]
,

=
1

N
E

[(
1

hd
K
(
x− X

h

))2
]
− 1

N

(
E

[
1

hd
K
(
x− X

h

)])2

,

=
1

N

∫

Rd

1

h2d

(
K
(
x− y

h

))2

p(y)dy − 1

N
(E [p̂(x)])

2
,

=
1

Nhd

∫

Rd

K(t)2p(x+ ht)dt− 1

N
(E [p̂(x)])

2
.

Pour N → +∞, nous avons que :

varh(x) =
p(x)

Nhd

∫

Rd

K(t)2dt+ o(
1

Nhd
).

Calculons maintenant l’erreur quadratique moyenne intégrée, nous avons :

IMSE =

∫

Rd

(
(biaish(x))

2
+ varh(x)

)
dx,

=
h4

4

∫

Rd

(
Tr

(
∇2p(x)

∫

Rd

tt>K(t)dt

))2

dx+ o(h2) +
1

Nhd

∫

Rd

K(t)2dt+ o(
1

Nhd
).

Pour trouver l’estimateur optimal, nous minimisons l’erreur quadratique moyenne intégrée par rapport à
la largeur de fenêtre h. La dérivée de l’IMSE s’écrit alors :

∂IMSE

∂h
' h3

∫

Rd

(
Tr

(
∇2p(x)

∫

Rd

tt>K(t)dt

))2

dx− d

Nhd+1

∫

Rd

K(t)2dt,

la fonction étant bien convexe en h, en écrivant que cette dérivée est nulle en h∗, nous trouvons le résultat

voulu. �

1On note par D(n)f(x)(h1, · · · , hn) la dérivée n-ième de f dans les directions h
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Nous avons ainsi montré que les estimateurs à noyaux d’une densité sont sensibles à la dimen-
sion de l’espace sous-jacent. En effet l’erreur quadratique moyenne optimale de ces estimateurs
est croissante en fonction de la dimension d de l’espace X.

Exemple III.14 (Estimation de densité par noyaux (dim(X) = 1)). Soit X, une variable
aléatoire à valeurs scalaires suivant une loi normale de moyenne nulle et d’écart type σX = 1.
La densité de probabilité de X est notée p et s’écrit :

p(x) =
1√
2π

exp−x
2

2
.

Soient {X i, i = 1, · · · , N}, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement distribuées

(i.i.d.) de X. Étant donnés un paramètre h ∈ R+ et un noyau K(x)
def
= 1√

2π
exp−x2

2 , l’estimateur

à noyaux de p en un point x ∈ R est donné par :

p̂(x) =
1

Nh

N∑

i=1

K
(

Xi − x

h

)
.

Les figures III.1, III.2 et III.3 représentent l’estimation de cette densité p par p̂ pour différentes
valeurs possibles de la largeur de fenêtre h.
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Fig. III.1.

Estimation
de densité à
noyaux pour
h = 0.01 et
dim(Y) = 1
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Fig. III.2.

Estimation
de densité à
noyaux pour
h = 0.5 et
dim(Y) = 1
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Fig. III.3.

Estimation
de densité à
noyaux pour
h = 5 et
dim(Y) = 1

Nous remarquons ainsi qu’une largeur de fenêtre trop petite conduit à l’apparition de sin-
gularités (voir figure III.1). Cependant, une fenêtre trop large (voir figure III.3) conduit à un
grand biais. Un choix optimal de la largeur de fenêtre en fonction du nombre de particules tirées
est alors à faire (voir figure III.2). �

Remarque III.15. Des résultats similaires existent pour les estimateurs à histogrammes
[105]. Le fait que les particules ne servent qu’une seule fois (et pas pour l’estimation de plusieurs
valeurs de la densité) se traduit par une dégradation de l’IMSE par rapport aux estimateurs à
noyaux.

Soit X : Ω → R, une variable aléatoire à densité inconnue p. Soit (X i)i=1,··· ,N , un échantillon
de N particules i.i.d. de X et p̂ un estimateur à histogrammes de p :

p̂(x) =
1

Nh

N∑

i=1

I{bx−t
h

c=bXi−t
h

c}(x).

Le choix asymptotique optimal pour h est donné par :

(III.11) h∗ =

(
6

R(p′)

) 1
3

N− 1
3 ,
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(III.12) IMSE∗ =

(
3

4

) 2
3

R(p′)
1
3N− 2

3 .

�

III.4. Estimation de densité conditionnelle

Définition III.16 (Densité conditionnelle). Soient U : Ω → U et Y : Ω → Y, deux variables
aléatoires. Supposons qu’il existe une fonction g(· | ·) : U×Y → R, telle que pour toute fonction
continue bornée ψ : U → R nous avons que :

E
[
ψ(U) | Y = y

]
=

∫

U

ψ(u)g(u | y)du,

alors g est appelée densité conditionnelle de U sachant Y . �

Remarque III.17. Si U : Ω → U et Y : Ω → Y sont deux variables aléatoires de densité de
couple f : U × Y → R+ alors :

g(u | y) =
f(u, y)∫

U
f(u, y)du

,

est la densité conditionnelle de U sachant Y , p(y) =
∫

U
f(u, y)du étant la densité marginale du

conditionnement Y . �

Plusieurs estimateurs de densité conditionnelle, inspirés des estimateurs de densité, sont
présents dans la littérature. Dans cette section, nous présenterons l’estimateur à noyaux de
densité conditionnelle. Nous nous inspirerons des travaux de M. Rosenblatt [99], de M. Robinson
[91] et de Wolfgang Hardle [51] qui apportent les notions et fondements de la théorie de la
régression non-paramétrique par la méthode des noyaux. Nous présenterons, en outre, différents
résultats asymptotiques tirés des articles de Rob J. Hyndman [58] et [57] ainsi que de l’ouvrage
de Sidney C. Port [86].

Soit
(
U i,Y i

)
i=1,··· ,N un échantillon de N particules, réalisations i.i.d. d’un couple de va-

riables aléatoires (U ,Y ) avec U : Ω → U
def
= Rdu et Y : Ω → Y

def
= Rdy . La densité du couple est

notée f(·, ·), p(y) =
∫

U
f(u, y)du étant la densité marginale de la variable aléatoire Y et g(· | ·)

la densité de probabilité conditionnelle de U sachant Y . Nous cherchons à estimer cette densité
conditionnelle.

Définition III.18 (Nadaraya-Watson en multivarié). Soient (U 1,Y 1), ..., (UN ,Y N ), N réa-

lisations i.i.d. de deux variables aléatoires U : Ω → U
def
= Rdu et Y : Ω → Y

def
= Rdy à densité de

couple f , et soit p, la densité marginale de Y . L’estimateur de Nadaraya-Watson de la densité
conditionnelle g de U sachant Y s’écrit :

ĝ(u | y) =
f̂(u, y)

p̂(y)
=

1
N

∑N
i=1

1
hdu+dy

K
(

u−U i

h
, y−Y i

h

)

1
N

∑N
i=1

1
hdy

L
(

y−Y i

h

) ,

où K : U × Y → R et L : Y → R sont deux noyaux pairs d’intégrales unitaires, tel que
L(y) =

∫
K(u, y)du, et h ∈ R+ le paramètre de largeur de fenêtre. �

Il s’agit maintenant de choisir le paramètre de largeur de fenêtre de façon à minimiser une
erreur quadratique moyenne de cet estimateur. Nous faisons pour cela référence aux résultats de
Rob J. Hyndman [58].

Théorème III.19. Le choix asymptotique optimal de largeur de fenêtre h, pour N → +∞
de l’estimateur de Nadaraya-Watson est donné par :

h∗ =

(
B

2A

) 1
du+dy+4

N
− 1

du+dy+4 = O
(
N

− 1
du+dy+4

)
.
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L’erreur quadratique moyenne optimale induite s’écrit alors :

IMSE∗ = O
(
N

− 4
du+dy+4

)
,

avec :

A =

∫

Rdu

∫

R
dy

1

2p(y)

(
Tr(∇uuf(u, y)K2,0) + 2Tr(∇uyf(u, y)K1,1)

+ Tr(∇yyf(u, y)K0,2) − g(u | y)Tr(∇p(y)L2)

)
dudy

B =

∫

Rdu

∫

R
dy

f(u, y)

p(y)2

(∫

Rdu

∫

R
dy

K2(u, y)dudy

)
dudy.

Démonstration : La preuve se fait exactement de la même manière que celle du théorème III.13 en

utilisant [86, Proposition 31.18]. Nous renvoyons le lecteur à [58] pour les détails. �

III.5. Estimation d’espérance conditionnelle

Nous nous intéressons dans cette section à l’estimation de l’espérance conditionnelle. Nous
nous donnons deux variables aléatoires U : Ω → U et Y : Ω → Y sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P), et nous nous proposons d’estimer l’espérance conditionnelle de U sachant Y . Cette
espérance conditionnelle peut être vue comme une fonction r : Y → U telle que :

r(y) = E[U | Y = y].

Différents types d’estimateurs de la fonction r, ainsi définie, peuvent être trouvés dans la
littérature. Nous nous contenterons ici d’en présenter les trois principaux : l’estimateur des plus
proches voisins, l’estimateur des plus proches voisins modifié et l’estimateur à noyaux. Pour
ce dernier, nous présenterons quelques résultats asymptotiques. Nous proposerons, aussi, un
estimateur de l’espérance conditionnelle inspiré par la méthode des éléments finis.

III.5.1. Estimation des plus proches voisins. L’estimateur des plus proches voisins
s’inspire de l’estimateur des plus proches voisins d’une densité (voir définition III.7). Il est défini
de la façon suivante.

Définition III.20 (Estimateur des plus proches voisins). Soient U : Ω → R et Y : Ω → R,
deux variables aléatoires scalaires. Soient (U 1,Y 1), ..., (UN ,Y N ), N réalisations i.i.d. du couple
(U ,Y ). L’estimateur des k-plus proches voisins de l’espérance conditionnelle de U sachant Y

en un point y s’écrit :

r̂(y) =
1

N

N∑

i=1

πi,k(y)U
i =

1

k

∑

i∈J(y)

U i,

avec :

πi,k(y) =

{
N
k

si i ∈ J(y),

0 sinon,

et

J(y) = {i tel que Y i est l’un des k plus proches voisins de y}.

�



III.5. ESTIMATION D’ESPÉRANCE CONDITIONNELLE 47

III.5.2. Estimation des plus proches voisins modifiée. L’estimateur des plus proches
voisins modifié s’inspire de l’estimateur à noyaux modifié d’une densité (voir définition III.8). Il
est défini de la façon suivante :

Définition III.21 (Estimateur des plus proches voisins modifié). Soient U : Ω → R et Y :
Ω → R, deux variables aléatoires scalaires. Soient (U 1,Y 1), ..., (UN ,Y N ), N réalisations i.i.d.
du couple (U ,Y ). L’estimateur des k-plus proches voisins modifié de l’espérance conditionnelle
de U sachant Y en un point y s’écrit :

r̂(y) =
1

N

N∑

i=1

πi,k(y)U
i,

avec :

πi,k(y) =
K
(

y−Y i

dk(y)

)

1
N

∑N
i=1 K

(
y−Y i

dk(y)

) ,

où dk(y) est la distance de y à sa k-ième plus proche particule et K un noyau. �

Remarque III.22. En prenant un noyau tel que K(y) = 1
2I|y|≤1(y). L’estimateur des plus

proches voisins de l’espérance conditionnelle de U sachant Y peut alors s’écrire comme l’esti-
mateur des plus proches voisins modifié. �

III.5.3. Estimation à noyaux. Soient U : Ω → U et Y : Ω → Y, deux variables aléatoires
scalaires de densité de couple f : U × Y → R+ et soit p : Y → R+, la densité marginale de Y .

Nous cherchons à estimer l’espérance conditionnelle de U sachant Y . Nous avons que :

(III.13) r(y) = E[U | Y = y] =

∫
U
uf(u, y)du

p(y)
.

Il s’agit alors d’estimer à la fois le numérateur et le dénominateur par la méthode des noyaux
pour l’estimation de densité (voir définition III.6).

D’une manière équivalente, l’estimateur à noyaux de l’espérance conditionnelle peut être
vu comme résultant de deux étapes d’approximation. La première où nous estimons la densité
conditionnelle g de U sachant Y par la méthode des noyaux (voir définition III.18) et la deuxième
où nous approximons l’intégrale dans la formule (III.13) par un Monte-Carlo.

Définition III.23 (Estimateur à noyaux (KCEE)). Soient U : Ω → U et Y : Ω → Y,
deux variables aléatoires. Soient (U 1,Y 1), ..., (UN ,Y N ), N réalisations i.i.d. du couple (U ,Y ).
L’estimateur à noyaux de l’espérance conditionnelle (Kernel Conditional Expectation Estimator,
KCEE) de U sachant Y en un point y s’écrit :

r̂(y) =
1

N

N∑

i=1

πi(y)U
i,

avec :

πi(y) =
K
(

y−Y i

h

)

1
N

∑N
i=1 K

(
y−Y i

h

) ,

où h ∈ R+ est la largeur de fenêtre considérée, et K un noyau (pair d’intégrale unitaire). �

Il s’agit maintenant de choisir le paramètre h de largeur de fenêtre d’une manière optimale :
en minimisant une erreur quadratique moyenne.

Soit
(
U i,Y i

)
i=1,··· ,N , un échantillon deN particules, réalisations i.i.d. d’un couple de variable

aléatoires (U ,Y ) avec U : Ω → U
def
= Rdu et Y : Ω → Y

def
= Rdy . La densité du couple est noté

f(·, ·), p(y) =
∫

U
f(u, y)du étant la densité marginale de la variable aléatoire Y . Nous cherchons

à estimer l’espérance conditionnelle de U sachant Y . Nous faisons pour cela référence à [99]
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Théorème III.24. Le choix asymptotique optimal de largeur de fenêtre h, pour N → +∞,
de l’estimateur à noyaux de l’espérance conditionnelle est donné par :

h∗ =

(
B

4A

) 1
dy+4

N
− 1

dy+4 = O
(
N

− 1
dy+4

)
.

L’erreur quadratique moyenne optimale induite s’écrit alors :

IMSE∗ = O
(
N

− 4
dy+4

)
,

avec :

A =

∫

Y

(
1

2p(y)
K2

(
Tr
(
∇2(rp)(y)

)
− r(y)Tr

(
∇2p(y)

)))
dy,

B =

∫

Y

(
E[U2 | Y = y]

p(y)

∫

R

K2(y)dy

)
dy,

où : Ka =
∫

Y
‖u‖a K(u)du, ∇2(rp) et ∇2p sont les Hessiennes respectives des fonctions r(y)p(y)

et de p(y).

Démonstration : La preuve se fait exactement de la même manière que celle du théorème III.13 en

utilisant [86, Proposition 31.18]. Nous renvoyons le lecteur à [99] pour plus de détails. �

Nous remarquons bien que contrairement à l’estimation de la densité conditionnelle, la qualité
de l’estimation de l’espérance conditionnelle dépend de la dimension du conditionnement Y

(Y = Rdy) et non de la dimension du couple (U ,Y ) (Y × U = Rdy+du).

Exemple III.25 (Estimation de densité conditionnelle par noyaux dim(Y) = 2). Soient Y ,
Z et W , trois variables aléatoires indépendantes à valeurs scalaires suivant des lois normales de
moyennes nulles et d’écarts types respectifs σY = 1, σZ = 1 et σW = 0.25. Soit U , la variable
aléatoire définie comme U = 2Y 2 + ZY + 2Z2 + W . L’espérance conditionnelle de U sachant
Y et Z s’écrit alors :

r(y, z)
def
= E[U | Y = y,Z = z] = E[2Y 2 + ZY + 2Z2 + W | Y = y,Z = z] = 2y2 + zy + 2z2.

Soient {(U i,Y i,Zi), i = 1, · · · , N}, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement

distribuées (i.i.d.) du triplet (U ,Y ,Z). Étant donné un paramètre h ∈ R+ et un noyau

K(y, z) = 1√
2π

2 exp−y2+z2

2 , l’estimateur à noyau de r en un point y ∈ R est donné par :

r̂(y, z) =

∑N
i=1 K

(
y−Y i

h
, z−Zi

h

)
U i

1
N

∑N
i=1 K

(
y−Y i

h
, z−Zi

h

)

Les figures III.4, III.5 et III.6 représentent l’estimation de cette espérance conditionnelle r par
r̂ pour différentes valeurs possibles de la largeur de fenêtre h. La surface pleine représente
l’estimateur et la surface transparente représente la vraie espérance conditionnelle.

Nous remarquons ainsi qu’une largeur de fenêtre trop petite conduit à l’apparition de sin-
gularités (voir figure III.4). Cependant, une largeur trop grande (voir figure III.6) conduit à un
biais important. Il s’agit alors de faire un compromis entre un bais augmentant avec la largeur
de fenêtre et la variance de l’estimateur à noyaux augmentant pour h → 0. Un choix optimal
de la largeur de fenêtre en fonction du nombre de particules tirées est alors à faire (voir figure
III.5). �

Y.P. Mack dans [67] fait l’inventaire des méthodes d’estimation d’espérance conditionnelle
et en présente un tableau comparatif.

Nous présentons ainsi les résultats concernant trois estimateurs de l’espérance conditionnelle
de U : Ω → Rdu sachant Y : Ω → Rdy :

– l’estimateur à noyaux (KCEE),
– l’estimateur des plus proches voisins (K-NN),
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– l’estimateur des plus proches voisins modifié (K-NN*).

Nous noterons : R(K) =
∫

R
dy K(y)2dy, c = π

dy
2

Γ(
dy+2

2
)

le volume de la boule unité de Rdy

(Γ(x) =
∫ +∞
0 tx−1e−tdt) et Q(f)(y) =

∑
α,β

∫
vαvβDαDβp(y)K(v)dv. Le terme vα est la αième

composante du vecteur v et Dα est l’opérateur de dérivation par rapport à la αième composante.

Biais Variance IMSE∗

KCEE Q(rg)(y)−r(y)Q(p)(y)
2p(y) h2 + o(h2) E[U2|Y =y]

p(y)Nhdy
R(K) + o

(
1

Nhdy

)
O(N

− 4
dy+4 )

K-NN Q(rp)(y)−r(y)Q(p)(y)

6p(y)(cp(y))
2

dy

(
k
N

) 2
dy + o

((
k
N

) 2
dy

)
E[U2|Y =y]

k
R(K) + o

(
1
k

)
O(N

− 4
dy+4 )

K-NN* Q(rp)(y)−r(y)Q(p)(y)

2p(y)(cp(y))
2

dy

(
k
N

) 2
dy + o

((
k
N

) 2
dy

)
cE[U2|Y =y]

k
R(K) + o

(
1
k

)
O(N

− 4
dy+4 )

III.5.4. Estimation par éléments finis particulaires. Soient (U : Ω → U) ∈ U et
(Y : Ω → Y) ∈ Y, deux variables aléatoires. Nous cherchons à estimer l’espérance conditionnelle
de U sachant Y .

Comme nous avons vue au début de ce chapitre (voir remarque III.2), l’espérance condi-
tionnelle de U sachant Y peut être vue comme la projection de la variable aléatoire U ∈ U =
L2(Ω,F ,P; U) sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires Y -mesurables.

(III.14) E[U | Y ] = arg min
Z�Y

‖Z − U‖2
U = arg min

Z�Y
E

[
‖Z − U‖2

U

]
.

L’estimation de l’espérance conditionnelle consiste, alors, à résoudre numériquement ce pro-
blème, nous nous proposons de le faire par la méthode des éléments finis particulaires. Cette
méthode consiste en l’approximation de la contrainte de mesurabilité Z � Y en utilisant la
remarque I.13. Il existe, donc, une application mesurable φ : Y → U, appelée feedback, tel que
Z = φ(Y ). En supposons que φ appartient à un espace de Hilbert (φ ∈ H = L2(Y,B(Y),PY ; U)
où PY est la mesure de probabilité de Y et B(Y) l’ensemble des Boréliens de Y),2 nous pouvons
alors décomposer cet espace en une base dénombrable. La méthode des éléments finis particu-
laires consiste en un choix a priori d’une base de fonctions de l’espace H (nous notons cette base
(φi : Y → U)i∈N) et d’un nombre ν ∈ N de fonctions de cette base. Nous approximons ainsi
l’espace des feedbacks H par un sous-espace vectoriel Hν engendré par la famille des ν fonctions
de cette base :

(III.15) Hν def
=

{
φ ∈ H, ∃α ∈ Rν , φ =

ν∑

i=1

φiαi

}
.

2H est muni du produit scalaire 〈φ1, φ2〉H =
R

Y
〈φ1(y), φ2(y)〉U

PY (dy)
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Une deuxième étape d’approximation est nécessaire : approximation de l’espérance de la fonc-
tion coût. Une méthode de type Monte-Carlo peut alors être envisagée. Soient (U k,Y k)k=1,··· ,N ,
N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (U ,Y ). Il s’agit maintenant de transformer
le problème (III.14) en approximant l’espérance dans la fonction coût ainsi que la contrainte de
mesurabilité.

Nous pouvons alors donner une définition de l’estimateur de l’espérance conditionnelle par
la méthode des éléments finis particulaires.

Définition III.26 (Estimateur par éléments finis particulaires (PFEE)). L’estimateur par
éléments finis particulaires de l’espérance conditionnelle de U sachant Y (Particle Finite Element
Estimator, PFEE) s’écrit :

E[U | Y ] '
ν∑

i=1

α̂∗
iφi(Y ),

avec α̂∗ ∈ Rν vérifiant :

α̂∗ = arg min
α∈Rν

1

N

N∑

k=1



∥∥∥∥∥

ν∑

i=1

φi(Y
k)αi − Uk

∥∥∥∥∥

2

U


 .

�

Cette appellation d’éléments finis particulaires revient au fait que nous procédons en deux
étapes d’approximation : l’approximation de l’espace des variables aléatoires mesurables par
rapport au conditionnement Y (ceci se fait par éléments finis) et l’approximation des quadratures
par des techniques de type Monte-Carlo (tirages de particules).

Dans la littérature, F.A. Longstaff et E.S. Schwartz [63] utilisent le même principe pour la
valorisation d’options américaines : en fixant une base dénombrable de fonctions, ils estiment
la valeur future d’une option en approximant son espérance conditionnelle par rapport aux
observations passées. Cette même idée est aussi reprise par D. Bertzekas [19] qui approxime la
fonction de Bellman par sa décomposition sur une base de fonctions fixée a priori.

Dans le chapitre IV, nous revenons plus en détail sur la méthode des éléments finis particu-
laires pour l’approximation des problèmes d’optimisation stochastique dont l’espérance condi-
tionnelle est un cas particulier (III.14).

Remarque III.27. U étant un espace vectoriel de dimension fini (U = Rdu) nous pouvons
décomposer l’espace H = L2(Y,B(Y),PY ; U) en un produit d’espaces de Hilbert :

H = ×du

l=1L
2(Y,B(Y),PY ; R)

Nous pouvons alors approximer l’espace H par des fonctions de bases scalaires modulées par des
vecteurs de Rdu :

H ' Hν def
=

{
φ ∈ H, ∃α ∈

(
Rdu

)ν

, φ =

ν∑

i=1

φiαi

}
,

où (φi : Y → R)i∈N est une base de L2(Y,B(Y),PY ; R).
En pratique nous utiliserons cette décomposition terme à terme de l’espérance conditionnelle.

En notant U (l) la l-ième composante de U (U(ω) =
(
U (1)(ω), · · · ,U (du)(ω)

)
), nous avons que :

E[U | Y ] =
(
E[U (1) | Y ], · · · ,E[U (du) | Y ]

)
,

'
(

ν∑

i=1

α̂
(1)
i φi, · · · ,

ν∑

i=1

α̂
(du)
i φi

)
.

�
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Remarque III.28. On pourrait croire que plus on prend de fonctions de base, meilleur est
le résultat, mais il faut tenir compte par ailleurs du nombre de particules utilisées pour faire les
évaluations. Nous nous trouvons alors face à un compromis à faire entre nombre de fonctions de
bases affectant le biais de l’estimateur et le nombre de particules affectant sa variance.

Nous montrerons dans le chapitre suivant (chapitre IV) que dans certains cas nous pouvons
donner des résultats asymptotiques du choix optimal du nombre de fonctions de base en fonction
du nombre de particules (qui ne dépend que de la dimension du conditionnement Y et non de
la dimension de la variable conditionnée U) :

ν∗ = N
1

dy+2 , IMSE∗ = N
− 2

dy+2 .

�

Exemple III.29 (Estimation de l’espérance conditionnelle par éléments finis dim(Y) = 1).
Soient Y et W , deux variables aléatoires indépendantes à valeurs scalaires suivant des lois
normales de moyennes nulles et d’écarts types respectifs σY = 1 et σW = 0.25. Soit U , la
variable aléatoire définie par U = 2Y 2 + W . L’espérance conditionnelle de U sachant Y s’écrit
alors :

r(y)
def
= E[U | Y = y] = E[2Y 2 + W | Y = y] = 2y2 + E[W ] = 2y2.

Soient {(Uk,Y k), k = 1, · · · , N}, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement distri-

buées (i.i.d.) du couple (U ,Y ). Étant donné une grille fixe de [−1, 1] constitué de ν intervalles
réguliers, nous définissons ν + 2 fonctions de base tel que :





φ0(y) = I]−∞,−1](y), ∀y ∈ Y,

φi(y) = I]−1+2 i−1
m

,−1+2 i
m

](y), ∀y ∈ Y, ∀i = 1, · · · , ν,
φν+1(y) = I]1,+∞](y), ∀y ∈ Y.

Les figures III.7, III.8 et III.9 représentent l’estimation de cette espérance conditionnelle r par
r̂ pour différentes valeurs possibles du nombre de fonctions de base.
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Nous remarquons ainsi qu’un faible nombre de fonctions de base conduit à un biais important
de l’estimateur de l’espérance conditionnelle (voir figure III.7). Cependant, un nombre trop élevé
(voir figure III.9) conduit à des singularités. Un choix optimal du nombre de fonctions de base
en fonction du nombre de particules tirées est alors à faire (voir figure III.8). Nous reviendrons
sur ce sujet dans le chapitre IV.

Le fait que les fonctions de base sont données a priori permet une certaine liberté quant à
l’intuition que l’utilisateur pourrait avoir sur la solution optimale. Une réponse immédiate peut
alors être donnée à ce problème d’estimation : une seule fonction de base est suffisante : c’est
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la solution. En effet, dans l’exemple précédent si nous choisissons la fonction φ(y) = 2y2 comme
l’unique fonction de la base, nous aurions eu immédiatement un biais nul de l’estimateur (reste
à tirer suffisamment de particules pour faire diminuer la variance). Cependant, en pratique, le
choix a priori d’une famille de fonctions introduit un biais intrinsèque : c’est la distance de la
solution exacte au sous-espace vectoriel approximé Hν . Ce biais ne peut être surmonté qu’en
ajoutant des fonctions de bases jusqu’à l’infini ou jusqu’à engendrer un sous-espace contenant
la solution. �

III.6. Conclusion

Nous nous sommes attaché, au cours de ce chapitre, à donner une revue de la littérature sur le
sujet de l’estimation fonctionnelle. Loin d’être exhaustif, nous nous sommes surtout intéressé aux
méthodes non paramétriques pour l’estimation de densités, densités conditionnelles et espérances
conditionnelles.

L’intérêt porté à ces méthodes d’estimation réside dans le fait que nous nous intéresserons
dans ce mémoire à l’approximation des problèmes d’optimisation stochastique en présence de
contraintes d’information.

Nous avons ainsi commencé par expliquer notre motivation en présentant un résultat d’équi-
valence entre deux procédures d’approximation de problèmes d’optimisation stochastique. En
effet, que nous adoptions une approche A-O ou une approche O-A, nous serons à un point ou à
un autre ramené à estimer une espérance conditionnelle.

Le lien évident qui existe entre densité, densité conditionnelle et espérance conditionnelle,
nous a conduit, ensuite, à nous intéresser aux méthodes d’estimation de densité qui peuvent être
répertoriées dans deux classes principales : l’estimation par histogrammes où le choix du nombre
d’intervalles d’estimation est fait a priori indépendamment des particules tirées, et l’estimation
par noyaux ou les fenêtres sont choisies en fonctions des tirages de Monte-Carlo effectués.

Pour l’estimation des densités conditionnelles, nous avons présenté différentes variantes de
l’approche par noyaux et nous avons donné différents résultats asymptotiques de choix optimal
de largeur de fenêtre. L’erreur quadratique de tels estimateurs dépend alors de la dimension du
couple de variables aléatoires (v.a. conditionnée / v.a. de conditionnement).

Comme corollaire de ces procédures d’estimation de densité et de densité conditionnelle, l’es-
timation de l’espérance conditionnelle se décline sous deux formes aux caractéristiques parallèles.

(1) Les estimateurs à noyaux dont l’erreur quadratique moyenne dépend de la dimension de
la variable aléatoire de conditionnement (et non de la dimension du couple). Deux pa-
ramètres gouvernent les estimateurs ainsi construits : la largeur de fenêtre et le nombre
de particules tirées. Il s’agit alors de minimiser une erreur quadratique moyenne qui
peut être décomposée en deux éléments :

– un terme de biais augmentant avec la largeur de fenêtre mais indépendant du
nombre de particules,

– un terme de variance augmentant pour des grandes largeurs de fenêtres et dimi-
nuant pour un nombre de particules tendant vers l’infini.

Un compromis doit alors être fait entre la largeur de fenêtre tendant vers zéro et le
nombre de particules qui tend vers l’infini, sachant qu’asymptotiquement nous devons
tirer une infinité de particules dans chaque fenêtre.

(2) Contrairement aux méthodes à noyaux dont les fenêtres d’estimation sont adaptées aux
particules tirées, la méthode des éléments finis particulaires consiste en un choix a priori
du nombre de fonctions, permettant au utilisateur de faire un choix subjectif basé sur
sa propre expérience. Deux paramètres gouvernent les estimateurs ainsi construits : le
nombre de fonctions de base et le nombre de particules tirées. Il s’agit alors de minimiser
une erreur quadratique moyenne qui peut être décomposée en deux éléments :

– un terme de biais diminuant pour un grand nombre de fonctions de base et indé-
pendant du nombre de particules,
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– un terme de variance augmentant avec le nombre de fonctions de base et dimi-
nuant pour un nombre de particules tendant vers l’infini.

Un compromis doit alors être fait entre nombre de fonctions de base tendant vers l’infini
et le nombre de particules qui tend aussi vers l’infini, sachant qu’asymptotiquement nous
devons tirer une infinité de particules dans le support de chaque fonction de base.

La question qui se pose maintenant est : comment implémenter ses différentes méthodes
pour résoudre des problèmes d’optimisation stochastique ? Les prochains chapitres apporteront
différents éléments de réponse à cette question.





CHAPITRE IV

Éléments finis particulaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre à la résolution numérique de problèmes d’optimisation
stochastique. Dans le chapitre I nous avons montré que ce type de problèmes peut s’interpréter de
deux manières différentes : une interprétation algébrique et une interprétation fonctionnelle. Un
résultat d’équivalence entre un problème d’optimisation stochastique et un problème d’optimisa-
tion fonctionnelle a été présenté dans le chapitre I (voir proposition I.17), nous nous intéresserons
ici à l’approche fonctionnelle.

Les problèmes d’optimisation fonctionnelle sont de dimensions infinies. Quand une solution
analytique ne peut pas être trouvée ou ne peut pas être efficacement implémentée, une procédure
d’approximation devient nécessaire. Une méthode d’approximation consisterait à rechercher une
solution sous-optimale comme combinaison d’un certain nombre de fonctions de base données a
priori. L’idée ici est d’approximer l’argument du problème d’optimisation fonctionnelle par une
combinaison (linéaire) de fonctions et espérer que plus nous prenons de fonctions de base plus
nous nous rapprochons de la solution.

Les problèmes d’optimisation stochastique sont des problèmes d’optimisation fonctionnelle
particuliers. En effet, outre la phase d’approximation fonctionnelle nécessaire pour satisfaire les
contraintes d’information (voir proposition I.12), un autre niveau d’approximation est néces-
saire : l’approximation de l’espérance dans la fonction coût. Dans ce chapitre nous présenterons
la méthode dite d’éléments finis particulaires permettant de réaliser ces deux niveaux d’approxi-
mation.

D’autres appellations de la même méthode sont présentes dans la littérature et font référence
aux méthodes dites de Galerkin, ou de règles de décisions linéaires. À notre connaissance, une
des premières apparitions de cette méthode dans la littérature remonte à un article de 1955 de
C.C. Holt, F. Modigliani et H.A. Simon [56]. Nous renvoyons, en outre, le lecteur aux travaux
de S.J. Garstka et R.J.B. Wets [49], de A. Shapiro et A. Nemirovski [104], et ceux de J.P.
Vial [108], [109] et [110] pour des travaux plus récents sur ce sujet. Nous retrouvons aussi des
méthodes de règles de décisions linaires pour la valorisation d’options, nous renvoyons ainsi le
lecteur aux travaux de J.F. Carriere [27] et de F.A. Longstaff et E.S. Schwartz [63].

Quant au parti pris dans ce mémoire, nous adoptons le choix de cette appellation d’éléments
finis particulaires d’une part, pour mettre en évidence le fait que nous procédons en deux niveaux
d’approximation (fonctionnelle par éléments finis et particulaire par Monte-Carlo), d’autre part
pour éviter la confusion apportée par l’appellation de règles de décisions linéaires suggérant que
les feedbacks obtenus sont linéaires alors que, dans notre cas, c’est seulement la combinaison des
fonctions de base qui l’est.

La méthode des éléments finis particulaires, peut être vue comme une généralisation des mé-
thodes de quantification pour l’approximation des contraintes de mesurabilité (voir la thèse de
K. Barty [7]). En effet, la quantification consiste à considérer des feedbacks constants par mor-
ceaux sur des partitions de l’espace d’observation. La méthode des éléments finis particulaires,
quant à elle, consiste en une extension à une classe plus large de feedbacks fixée a priori.

Nous commencerons, dans ce chapitre, par présenter la méthode des éléments finis particu-
laires pour l’approximation des problèmes d’optimisation stochastique. Nous ferons le lien avec la
quantification et avec le point de vue de l’approximation de l’espérance conditionnelle développé
dans le chapitre III.

55
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Nous passerons ensuite à la présentation de quelques résultats de convergence de cette mé-
thode. Pour se faire, nous utiliserons les notions d’épi et d’épi/hypo-convergence pour montrer
la convergence variationnelle de problèmes d’optimisation stochastique approximés par éléments
finis particulaires.

IV.1. Présentation de la méthode

Nous nous donnons un espace de probabilité (Ω,F ,P), et nous nous intéressons à la mi-
nimisation de l’espérance d’une fonctionnelle coût notée j : U × Ξ → R, où U est l’espace des

commandes (de dimension finie U
def
= Rdu) et Ξ l’espace des bruits (de dimension finie Ξ

def
= Rdw),

par rapport à une commande (U : Ω → U) ∈ U def
= L2(Ω,F ,P; U) vérifiant une contrainte de

mesurabilité par rapport à une variable aléatoire d’observation Y : Ω → Y où Y est l’espace

des observations (de dimension finie Y
def
= Rdy). On se donne en outre une variable aléatoire

ξ : Ω → Ξ. Le problème type d’optimisation stochastique s’écrit alors :

(IV.1) min
U�Y

J(U)
def
= E

[
j(U , ξ)

]
.

Dans le cas le plus général où la distribution des aléas du problème n’est pas discrète, la
résolution numérique du problème (IV.1) nécessite deux niveaux d’approximation :

– l’approximation de la contrainte de mesurabilité : U � Y ,
– l’approximation de la fonction coût J : U → R par une méthode de type Monte-Carlo.
Nous donnons dans la suite trois différentes manières pour réaliser ces deux niveaux d’ap-

proximations : la quantification, la méthode des éléments finis particulaires et l’approximation
de l’espérance conditionnelle.

Remarque IV.1. Pour garantir l’existence de l’espérance de la fonction coût pour toute
commande U ∈ U , nous ferons, dans toute la suite, l’hypothèse que j est une intégrande normale
convexe (voir [98, Chapitre 14]). pour calculer cette intégrale, Nous conviendrons que ∞−∞ =
∞ : la fonction coût est égale à l’infini quand, à la fois, la partie positive et la partie négative
de l’intégrale sont égales à l’infini. �

IV.1.1. La quantification. Cette méthode a été largement étudiée dans la thèse de K.
Barty [7] et plus récemment dans les travaux de T. Pennanen [78, 79]. Dans ce qui suit, nous
présenterons les grandes lignes de cette méthode.

IV.1.1.1. Approximation de la contrainte de mesurabilité.

Nous posons Q : Y → Y un quantificateur (un projecteur à image finie1). Nous définissons
une relation d’équivalence sur Y à partir de ce quantificateur, telle que :

(IV.2) y
Q≡ y′ ⇔ Q(y) = Q(y′).

La partition de Y en Q-classes d’équivalences est notée Y/Q
def
=

{
(Yi)i=1,··· ,ν

}
, où ν

def
=

card
(
im(Q)

)
. Cette partition est en bijection avec im(Q).

Nous approximons alors la contrainte U � Y par U � Q ◦ Y . D’après la remarque I.13, il
existe alors une application mesurable φ : im(Q) → U appelée feedback, telle que :

U = φ ◦Q ◦ Y ,

en notant φ̂ = φ ◦Q nous avons que U = φ̂ ◦Y est mesurable par rapport à Y . De plus φ̂ � Q,
elle est donc constante par morceaux sur les Q-classes de Y.

1Q est un opérateur linéaire idempotent Q ◦Q = Q tel que card (im(Q)) < +∞
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L’approximation d’une contrainte de mesurabilité par la quantification de l’espace des ob-

servations consiste alors à écrire le feedback φ̂ comme une fonction constante par morceaux sur

les éléments de la partition de Y en Q-classes : ∃α ∈ Rν , φ̂(y) =
∑ν

i=1 IYi
(y)αi, ∀y ∈ Y.

Il s’agit maintenant de transformer le problème (IV.1) en un problème d’optimisation en
boucle ouverte. Nous écrivons alors le problème approximé suivant :

(IV.3) min
α∈Rν

Ĵ(α)
def
= E

[
j(

ν∑

i=1

IYi
(Y )αi, ξ)

]
.

Exemple IV.2 (Quantificateur). Soit Y = [0, 1] × [0, 1] et soit (Yi)i=1,··· ,4 une partition de
Y en quatre sous-ensembles distincts. Pour chaque élément de la partition, nous choisissons un
représentant Y i ∈ Yi un élément de cette partition. La fonction Q : Y → Y définie comme suit
est un quantificateur de Y :

Q : Y → Y

y 7→
4∑

i=1

Y iIYi
(y),

La figure IV.1 représente la partition de Y en Q-classes d’équivalences en bijection avec
im(Q) = {Y 1, Y 2, Y 3, Y 4}.

Fig. IV.1. Exemple de quantificateur

�

IV.1.1.2. Approximation de l’espérance de la fonction coût.

Une première étape d’approximation a ainsi été faite : l’approximation de la contrainte
d’information ; il reste maintenant à approximer l’espérance de la fonction coût.

Soient
(
(Y k, ξk)k=1,··· ,N

)
,N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (Y , ξ). Il s’agit

maintenant de transformer le problème (IV.3) en approximant l’espérance dans la fonction coût.
Nous écrivons alors le problème doublement approximé suivant :

(IV.4) min
α∈Rν

ˆ̂
J(α)

def
=

1

N

N∑

k=1

j(
ν∑

i=1

IYi
(Y k)αi, ξ

k).

Le problème (IV.4) obtenu par quantification est un problème décomposé que nous pouvons
résoudre numériquement par des méthodes classiques d’optimisation déterministe.
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IV.1.2. Les éléments finis particulaires. La méthode des éléments finis particulaires
peut être vue comme une extension de la méthode par quantification. Il ne s’agit plus de se
contenter de combinaisons linéaires de fonctions constantes par morceaux sur des Q-classes
d’équivalences, nous nous autorisons, maintenant, des structures de fonctions plus complexes.

IV.1.2.1. Approximation de la contrainte de mesurabilité.

D’après la remarque (I.13), nous cherchons à approximer la contrainte U � Y en approxi-
mant l’application mesurable φ : Y → U qui vérifie U = φ(Y ), P−p.s..

Commençons par énoncer un lemme technique nous permettant de déduire certaines carac-
téristiques du feedback φ :

Lemme IV.3. Supposons que U ∈ U telle que U � Y , il existe alors une application mesu-

rable φ ∈ H def
= L2(Y,B(Y),PY ; U) telle que U = φ(Y ), P−p.s..

Démonstration : U ∈ L2(Ω,F ,P; U) donc
∫
Ω
‖U(ω)‖2

U
P(dω) < +∞. Comme U � Y , d’après

la remarque I.13, il existe une application mesurable φ : Y → U appelée feedback, telle que U =

φ(Y ), P−p.s., et donc
∫
Ω

∥∥φ
(
Y (ω)

)∥∥2

U
P(dω) < +∞. Comme Y est une variable aléatoire à mesure

PY , nous avons alors que : ∫

Ω

∥∥φ
(
Y (ω)

)∥∥2

U
P(dω) = E

[
‖φ(Y )‖2

U

]
,

=

∫

Y

‖φ(y)‖2
U

PY (dy),

et donc
∫

Y
‖φ(y)‖2

U
PY (dy) < +∞. D’où le résultat recherché. �

Un espace de Hilbert étant décomposable en une base dénombrable, la méthode des éléments
finis particulaires consiste en un choix a priori d’une base (φi : Y → U)i∈N de fonctions de
l’espace H et d’un nombre ν ∈ N∗ de fonctions de cette base. Nous approximons ainsi l’espace
des feedbacks H par un sous-espace vectoriel engendré par une famille de ν fonctions de cette
base :

(IV.5) H ' Hν def
=

{
φ ∈ H, ∃α ∈ Rν , φ =

ν∑

i=1

φiαi

}
.

Il s’agit maintenant de transformer le problème (IV.1) en un problème d’optimisation en
boucle ouverte. Nous écrivons alors le problème approximé suivant :

(IV.6) min
α∈Rν

Ĵ(α)
def
= E

[
j

(
ν∑

i=1

φi(Y )αi, ξ

)]
.

Pour simplifier cette écriture nous posons Φν : Rν → H l’opérateur linéaire d’image im(Φν) =
Hν , tel que :

Φν : Rν → H,

α 7→
ν∑

i=1

φiαi.
(IV.7)

Par abus de notations, nous dénoterons par Φν(y)α la valeur prise en y ∈ Y de l’image de α ∈ Rν

par l’opérateur linéaire Φν :

Φν(y)α
def
= (Φν(α)) (y) =

ν∑

i=1

φi(y)αi.

Nous noterons en outre par (Φν)∗ l’opérateur linéaire adjoint de Φν par rapport au produit
scalaire 〈·, ·〉H de H = L2(Y,B(Y),PY ; U).
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Nous approximons la contrainte de mesurabilité par :

(IV.8) U ' Φν(Y )α
def
=

ν∑

i=1

φi(Y )αi.

Le problème (IV.6) se réécrit :

(IV.9) min
α∈Rν

Ĵ(α)
def
= E [j (Φν(Y )α, ξ)] .

Remarque IV.4.
– En toute généralité, et contrairement au problème (IV.3), le problème (IV.9) n’est pas

décomposable sauf si les fonctions de bases sont à supports disjoints.
– La quantification est un cas particulier des éléments finis particulaires : Il suffit de poser
φi = IYi

, ∀i = 1, · · · , ν.
�

IV.1.2.2. Approximation de l’espérance de la fonction coût.

Il s’agit maintenant, comme dans la section IV.1.1.2, de transformer le problème (IV.6)
en approximant l’espérance dans la fonction coût. Nous écrivons alors le problème doublement
approximé suivant :

(IV.10) min
α∈Rν

ˆ̂
J(α)

def
=

1

N

N∑

k=1

j
(
Φν(Y k)α, ξk

)
.

Le problème (IV.10), obtenu par éléments finis particulaires, est un problème approximé que
nous pouvons résoudre numériquement par des méthodes classiques d’optimisation déterministe.
La proposition IV.5 nous donne les conditions d’optimalité du problème déterministe (IV.10).

Proposition IV.5 (Condition nécessaire d’optimalité). En supposant que la fonction j(·, ξ)
est C1(U), P−p.s., et en notant ∇uj(·, ξ) sont gradient par rapport à la première composante.
Si le vecteur α∗ ∈ Rν est solution de (IV.10) alors il vérifie :

1

N

N∑

k=1

〈
φi(Y

k),∇uj
(
Φν(Y k)α, ξk

)〉
U

= 0, ∀i = 1, · · · , ν.

Démonstration : Le problème (IV.10) étant sans contraintes le résultat est obtenu en écrivant que

le gradient de la fonction coût
ˆ̂
J par rapport au vecteur α est nul. �

IV.1.3. Liens avec l’estimation de l’espérance conditionnelle. Dans la section précé-
dente, nous avons choisi d’approximer d’abord, puis d’optimiser. Cependant, dans le chapitre III
nous avons montré que nous pouvons envisager une approche différente : optimiser d’abord
ensuite approximer. En adoptons cette approche, nous nous retrouverons alors avec des condi-
tions d’optimalité faisant apparâıtre des espérances conditionnelles que nous pouvons estimer
par éléments finis particulaires (voir la section III.5.4).

Nous utilisons la proposition I.14 et nous cherchons à approximer le fait que U � Y en
approximant l’égalité presque sûre U = E[U | Y ], P−p.s..

D’après la proposition II.4, sous certaines hypothèses de différentiabilité et d’intégrabilité,
nous avons que si U ∈ U est solution de (IV.1), alors :

(IV.11) E
[
∇uj(U , ξ) | Y

]
= 0, P−p.s..
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Il s’agit alors d’approximer cette espérance conditionnelle. Cette estimation, peut être faite (voir
chapitre III) par la voie de deux méthodes différentes : les éléments finis particulaires et la
méthode des noyaux.

IV.1.3.1. Estimation par éléments finis particulaires.

Soit (φi)i=1,··· ,ν , une famille de ν fonctions de U , l’espérance conditionnelle de ∇uj(U , ξ)
sachant Y est la projection de ∇uj(U , ξ) sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires
σ(Y )-mesurables. Nous pouvons alors approximer l’espérance conditionnelle de ∇uj(U , ξ) sa-
chant Y par la projection de ∇uj(U , ξ) sur le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(φi)i=1,··· ,ν (il sera noté Hν). En adoptant la notation (IV.7), nous avons alors que :

(IV.12) (E[∇uj(U , ξ) | Y ] = 0) ≈ (Φν(Y )α∗ = 0) ,

où α∗ est un vecteur (α∗
i )i=1,··· ,ν ∈ Rν , tel que :

(IV.13) α∗ ∈ arg min
α∈Rν

E

[
‖Φν(Y )α−∇uj(U , ξ)‖2

U

]
.

Remarque IV.6. Il est à noté qu’ici, nous n’approximons pas le feedback par éléments finis
mais le gradient de la fonction coût. �

Désignons par M une matrice de taille ν × ν telle que :

Mi,j = 〈φi, φj〉H , ∀i, j = 1, · · · , ν,
= 〈φi(Y ), φj(Y )〉U , ∀i, j = 1, · · · , ν,
= E

[
〈φi(Y ), φj(Y )〉

U

]
, ∀i, j = 1, · · · , ν.

(IV.14)

En adoptant la notation (IV.7), nous avons que M = (Φν)∗ Φν où (Φν)∗ est l’opérateur linéaire
adjoint de Φν . Nous désignons en outre par L un vecteur de taille ν × 1 tel que

(IV.15) Li = 〈φi(Y ),∇uj(U , ξ)〉U = E [〈φi(Y ),∇uj(U , ξ)〉
U
] , ∀i = 1, · · · , ν.

Nous avons donc que si α∗ vérifie (IV.13), alors il vérifie ses conditions d’optimalité :

(IV.16) Mα∗ = L.

La résolution des conditions d’optimalité (IV.12) approximées revient alors à trouver les variables
aléatoires U qui vérifient le système suivant :

{
Mα∗ = L,∑ν

i=1 φi(Y )α∗
i = 0, P−p.s..

Remarque IV.7. Sous l’hypothèse que (φi)i=1,··· ,ν est une famille libre de ν fonctions de
L2(Y,B(Y),PY ; U), la matrice M est inversible et nous pouvons alors écrire que la condition
d’optimalité (IV.11) peut s’approximer par :

(IV.17) Φν(Y )M−1L = 0 ⇒ L = 0 ⇒ E [〈φi(Y ),∇uj(U , ξ)〉
U
] = 0, ∀i = 1, · · · , ν.

Il s’agit alors de chercher les variables aléatoires U qui vérifient (IV.17). �

Il s’agit maintenant d’effectuer une deuxième étape d’approximation : l’approximation des
espérances dans les expressions de M et L (IV.16). Soient

(
(ξk,Y k)k=1,··· ,N

)
, N réalisations i.i.d

du couple (ξ,Y ). Nous cherchons alors N particules de commande (U k)k=1,··· ,N .
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Nous approximons M par M̂ et L par L̂, telles que :

M̂i,j =
1

N

N∑

k=1

〈
φi(Y

k), φj(Y
k)
〉

U

, ∀i, j = 1, · · · , ν

L̂i =
1

N

N∑

k=1

〈
φi(Y

k),∇uj(U
k, ξk)

〉
U

, ∀i = 1, · · · , ν.
(IV.18)

Nous avons donc que α̂∗ l’approximation de α∗ vérifie :

(IV.19) M̂α̂∗ = L̂.

La condition d’optimalité approximé s’écrit alors :

(IV.20) E[∇uj(U , ξ) | Y ] ' Φν(Y )α̂∗ = 0,

La résolution des conditions d’optimalité revient alors à trouver les particules (U k)k=1,··· ,N qui
vérifient le système suivant : {

M̂α̂∗ = L̂,∑ν
i=1 φi(Y )α̂∗

i = 0, P−p.s..

Remarque IV.8. Posons HN
def
= L2(Y,B(Y),PN

Y ; U), où PN
Y = 1

N

∑N
k=1 δY k est la mesure

atomique engendrée par les particules (Y k)k=1,··· ,N (c’est une mesure qui est elle même aléatoire
et qui change si nous changeons de tirage de Monte-Carlo). Nous avons alors que :

(IV.21) M̂i,j = 〈φi, φj〉HN
, ∀i, j = 1, · · · , ν.

Sous l’hypothèse que (φi)i=1,··· ,ν est une famille libre de ν fonctions de L2(Y,B(Y),PN
Y ; U), nous

avons que la matrice M̂ est inversible et nous pouvons alors écrire que la condition d’optimalité
(IV.11) peut s’approximer par :

(IV.22) Φν(Y )M̂−1L̂ = 0 ⇒ L̂ = 0 ⇒ 1

N

N∑

k=1

〈
φi(Y

k),∇uj(U
k, ξk)

〉
U

= 0, ∀i = 1, · · · , ν.

Il s’agit alors de trouver les particules (U k)k=1,··· ,N qui vérifient (IV.22).
Nous retrouvons ainsi des conditions d’optimalité proches de la formulation approximer

d’abord, puis optimiser (IV.5) en identifiant Uk à Φν(Y k)α. �

Remarque IV.9.

(1) L’approche A-O où nous avons approximer le problème d’optimisation stochastique par
éléments finis particulaires et nous avons, ensuite, écrit des conditions d’optimalité du
problème approximé, conduit directement à l’expression d’un feedback (Φν(·)α).

(2) L’approche O-A où nous avons écrit les conditions d’optimalité du problème d’opti-
misation stochastique pour ensuite les approximer par éléments finis particulaires, ne
conduit pas à l’expression d’un feedback mais à un nuage de particule (Y k,Uk)k=1,··· ,N .
Il reste alors une opération de synthèse de feedback (régression ou interpolation) à ac-
complir.

(3) Dans le cas où U = R nous pouvons poser P la matrice de taille ν × N telle que
Pi,k = φi(Y

k), ∀i = 1, · · · , ν, ∀k = 1, · · · , N . Si ν > N alors P est de plus de

rang N et donc la matrice M = PP> est de plus de rang N , comme elle est carrée
de dimension ν × ν elle est alors non-inversible. Nous pouvons alors conclure qu’une
condition nécessaire d’inversibilité de la matrice M définie dans (IV.21) est que nous
ayons plus de particules tirées que de fonctions de base :

ν ≤ N.
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�

IV.1.3.2. Estimation par la méthode des noyaux.

Il s’agit d’approximer les conditions nécessaires d’optimalité (IV.11) du problème (IV.1) en
estimant l’espérance conditionnelle par la méthode des noyaux (voir la section III.5.3).

Soient
(
(Y k, ξk)k=1,··· ,N

)
, N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (Y , ξ), et soit

K : Y → R une fonction noyau et h ∈ R+ le paramètre de largeur de fenêtre nous cherchons
alors les points (U k)k=1,··· ,N qui vérifient :

(IV.23)

∑N
i=1 K

(
Y k−Y i

h

)
∇uj(U

i, ξi)

∑N
j=1 K

(
Y k−Y j

h

) = 0, ∀k = 1, · · · , N.

Ce type d’estimation est voisin de l’estimateur par éléments finis particulaires, dans le sens

où si nous posons φi(y) =
K

„
y−Y i

h

«

PN
j=1 K

“
y−Y j

h

” , nous avons alors l’expression de l’approximation de

l’espérance conditionnelle comme combinaison linéaire de N fonctions de base. Cependant, les
coefficients αi = ∇uj(U

i, ξi), associés à ces fonctions, ne sont pas obtenus par projection (mini-
misation d’une erreur quadratique). Une différence fondamentale entre ces deux méthodes réside
alors en le fait que dans la méthode des noyaux, nous prenons ν = N fonctions de base aléatoires
adaptées aux particules tirées et nous minimisons l’erreur quadratique moyenne par rapport au
paramètre de largeur de fenêtre h ; alors que dans la méthode des éléments finis particulaires,
nous prenons un nombre ν de fonctions de base indépendant du nombre N des particules de
Monte-Carlo tirées, nous pouvons alors effectuer un compromis entre ν et N afin de minimiser
une erreur quadratique moyenne.

La méthode des éléments finis particulaires pour l’approximation des problèmes d’optimi-
sation stochastique consiste alors en deux niveaux d’approximations. Le premier niveau est
l’approximation de la structure d’information : en utilisant une interprétation fonctionnelle de
tels problèmes et en restreignant le feedback à être dans une classe de fonctions fixée a priori,
nous transformons le problème en un problème d’optimisation stochastique en boucle ouverte. Le
deuxième niveau consiste en une méthode de quadrature pour approximer les espérances, nous
avons ainsi envisagé une technique de type Monte-Carlo pour effectuer cette approximation.
Nous espérons ainsi qu’en augmentant le nombre de fonctions fixé a priori ainsi que le nombre
de particules de Monte-Carlo nous nous rapprocherons du problème réel non approximé. Qu’en
est il alors de la convergence de cette méthode ?

IV.2. Comportement asymptotique pour un problème linéaire quadratique

D’après la thèse de K. Barty [7] (voir aussi la section IV.1.1), une manière de résoudre
numériquement un problème d’optimisation stochastique avec des contraintes de structure d’in-
formation, consiste en deux étapes différentes à traiter dans l’ordre suivant :

(1) d’abord un partitionnement de l’espace des observations, prenant ainsi une commande
constante par morceaux sur chaque partition,

(2) ensuite approximer l’espérance de la fonction coût sur chaque partition par une tech-
nique d’échantillonnage à la Monte-Carlo.

Soit n le nombre de particules de Monte-Carlo dans chaque partition de l’espace d’observa-
tion, et soit m le nombre de ces partitions. Le nombre total de particules de Monte-Carlo est
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alors N = n×m alors que la taille du problème d’optimisation approximé est de l’ordre de m.
Plus le nombre m de partitions est grand plus la solution approximée s’approche de la solution
réelle (le biais décrois avec m), cependant, pour un nombre total de particule N donné, plus le
nombre m de partitions est grand, plus le nombre moyen de particules dans chaque partition est
petit (n = bN

m
c) faisant ainsi augmenter la variance de l’estimateur de l’espérance de la fonction

coût. Il s’agit alors de faire un compromis entre la taille de l’échantillon de Monte-Carlo et le
nombre de partitions.

Nous retrouvons le même genre de compromis lorsqu’il s’agit d’estimer une espérance condi-
tionnelle par la méthode des noyaux. Nous avons ainsi présenté dans le chapitre III quelques
résultats asymptotiques quant au choix optimal de la taille de fenêtre en fonction de la taille de
l’échantillon.

Dans cette section, nous essayons d’appliquer les mêmes idées à la méthode des éléments
finis particulaires pour le choix optimal du nombre de fonctions de base en fonction du nombre
de particules tirées. Pour des raisons de simplification des calculs nous allons nous restreindre
à un exemple de problème d’optimisation stochastique linéaire-quadratique (l’espérance condi-
tionnelle en est un cas particulier, voir la remarque III.2) et nous considérerons des fonctions de
base à supports disjoints. Après avoir présenté le problème et sa résolution numérique exacte,
nous lui appliquons les deux niveaux d’approximation de la méthode des éléments finis particu-
laires : approximation de la structure d’information et approximation des espérance, obtenant
ainsi un estimateur du feedback optimal dépendant de ces deux niveaux. Nous nous proposons
alors de calculer l’erreur quadratique moyenne de cet estimateur et de la minimiser en fonction
des paramètres de l’approximation.

IV.2.1. Présentation du problème. Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité et (ξ1, ξ2)
deux variables aléatoires réelles indépendantes uniformément distribuées sur [−1, 1] ⊂ R, de
moyenne nulle et de variance 1

3 . Soit Pξ la loi uniforme sur [−1, 1].

Nous notons U la variable aléatoire de commande adaptée à l’observation de ξ1 (U ∈ U def
=

L2(Ω,F ,P; R), U � ξ1). La variable aléatoire ξ1 sera considérée comme la variable aléatoire
d’état initial, nous noterons X = ξ1 + U + ξ2 la variable aléatoire d’état final.

Nous cherchons alors à minimiser l’espérance de la fonction coût j(U ,X)
def
= εU2 +X2. Sous

la contrainte de mesurabilité U � ξ1.

(IV.24) min
U�ξ1

J(U)
def
= E

[
εU2 + (ξ1 + U + ξ2)

2
]
.

IV.2.2. Résolution exacte. Nous nous proposons de résoudre analytiquement le problème
(IV.24). J étant une fonction quadratique fortement convexe sur L2(Ω,F ,P; R), le problème
admet alors une solution unique. Soit U cette solution. Nous utilisons, en outre, un résultat de
T. Rockafellar et R.J.B. Wets d’inversion du min et de l’espérance (voir théorème 14.60 de [98]
ainsi que [107]). Nous pouvons alors écrire que :

J(U) = min
U�ξ1

E
[
εU2 + (ξ1 + U + ξ2)

2
]

= E

[
min
u∈R

E
[
εu2 + (ξ1 + u+ ξ2)

2 | ξ1

]]
,

= E

[
min
u∈R

E

[
εu2 + (ξ1 + u)2 +

1

3
| ξ1

]]
,

= E

[
ε

1 + ε
ξ2

1 +
1

3

]
,

=
1

3

1 + 2ε

1 + ε
≈ 1

3
,
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nous avons en outre l’expression de la commande optimale :

U = − ξ1

1 + ε
, ,P−p.s.,

= u(ξ1), u ∈ L2([0, 1],B([0, 1]),Pξ; R).

(IV.25)

IV.2.3. Approximation de la contrainte d’information. Comme nous l’avons déjà
présenté dans la section IV.1.2, nous approximons le problème d’optimisation stochastique
(IV.24) par éléments finis particulaires. Ceci consiste en deux étapes d’approximation. La pre-
mière étant l’approximation des contraintes d’information par une méthode de type éléments
finis.

Soit un entier naturel non nul m ∈ N∗, et soit (xi)i=1,··· ,m+1 une discrétisation régulière de
l’intervalle [−1, 1] telle que :

−1 = x1 < · · · < xm+1 = 1, xi+1 = xi +
2

m
, ∀i = 1, · · · ,m.

Nous choisissons une famille de m fonctions de base (φi)i=1,··· ,m, de U telles que :

∀i = 1, · · · ,m, φi(x)
def
= I[xi,xi+1[(x)

def
=

{
1 si x ∈ [xi, xi+1[

0 sinon

Nous approximons l’espace vectoriel Nh des variables aléatoire de U mesurable par rapport
à ξ1 par le sous-espace vectoriel Nm

h ⊂ Nh tel que :

Nh
def
= {U ∈ U , U � ξ1} ,

Nm
h

def
=

{
U ∈ U , ∃α ∈ Rm, U =

m∑

i=1

φi(ξ1)αi, P−p.s.

}
.

Il s’agit alors de résoudre l’approximation du problème (IV.24) par (IV.26) :

(IV.26) min
U∈Nm

h

E
[
εU2 + (ξ1 + U + ξ2)

2
]
.

Ce qui revient à résoudre le problème en boucle ouverte suivant :

(IV.27) min
α∈Rm

E

[
ε
( m∑

i=1

φi(ξ1)αi

)2
+
(
ξ1 +

m∑

i=1

φi(ξ1)αi + ξ2

)2]
.

En écrivant que le gradient de la fonction coût est nul à l’optimum, les conditions d’optimalité
de (IV.27) s’écrivent :

E

[
φi(ξ1)

(
(1 + ε)

m∑

i=1

φi(ξ1)αi + ξ1 + ξ2

)
]

= 0, ∀i = 1, · · · ,m,

⇔ αi = − E [ξ1φi(ξ1)]

(1 + ε)E [φi(ξ1)
2]

= − 1

m(1 + ε)
− xi

1 + ε
, ∀i = 1, · · · ,m.

(IV.28)

La solution du problème (IV.26) s’écrit alors :

(IV.29) U
m

=
m∑

i=1

φi(ξ1)αi.
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IV.2.4. Approximation des espérances. Comme dans la section IV.1.2, une deuxième
étape d’approximation est nécessaire : les équations (IV.28) et (IV.29) ne permettant pas de
calculer directement la commande optimale du problème (elles incorporent des opérateurs d’es-
pérance), il s’agit de les approximer en appliquant une technique d’échantillonnage de type
Monte-Carlo. Nous opérons, ici, un échantillonnage stratifié (voir [29]) suivant une partition de
l’espace d’arrivé du couple de variable aléatoire (ξ1, ξ2).

Nous partitionnons le carré [−1, 1] × [−1, 1] en m partitions ((Ξi)i=1,··· ,m) suivant la discré-
tisation (xi)i=1,··· ,m+1 :

Ξi = [xi, xi+1[×[−1, 1], ∀i = 1, · · · ,m
Pour chaque partition Ξi, nous simulons n = bN

m
c réalisations i.i.d. d’un couple de variables

aléatoires (ξ1,i, ξ2,i) suivant une loi uniforme sur Ξi = [xi, xi+1[×[−1, 1]. Nous notons, en outre,

les n particules engendrées par : (ξk
1,i, ξ

k
2,i)k=1,··· ,n. Nous approximons alors l’espérance d’une

fonction f de (ξ1, ξ2) par :

E[f(ξ1, ξ2)] '
1

m

m∑

i=1

1

n

n∑

k=1

f(ξk
1,i, ξ

k
2,i).

Finalement, nous approximons le problème (IV.27) par :

(IV.30) min
α∈Rm

1

m

m∑

j=1

1

n

n∑

k=1


ε
(

m∑

i=1

φi(ξ
k
1,j)αi

)2

+

(
ξk

1,j +
m∑

i=1

φi(ξ
k
1,j)αi + ξk

2,j

)2

 .

Comme dans la proposition IV.5, en écrivant que le gradient de la fonction coût est nul à
l’optimum, les conditions d’optimalité de (IV.30) s’écrivent :

αm,n
i = −

1
m

∑m
j=1

1
n

∑n
k=1

(
ξk

1,jφi(ξ
k
1,j) + ξk

2,jφi(ξ
k
1,j)
)

(1 + ε) 1
m

∑m
j=1

1
n

∑n
k=1 φi(ξ

k
1,j)

2
, ∀i = 1, · · · ,m,

=︸︷︷︸
φi(ξ

k
1,j)=φi(ξ

k
2,j)=δi,j

− 1

n(1 + ε)

n∑

k=1

(ξk
1,i + ξk

2,i), ∀i = 1, · · · ,m.
(IV.31)

La solution du problème doublement approximé s’écrit alors :

(IV.32) U
m,n

=
m∑

i=1

φi(ξ1)α
m,n
i .

La méthode de discrétisation qui vient d’être présentée s’apparente à une méthode par quan-
tification (voir la section IV.1.1) qui est un cas particulier de la méthode des éléments finis
particulaires.

Nous nous proposons dans la suite de calculer l’erreur quadratique moyenne associée à l’es-
timateur de la solution optimale du problème (IV.24). Il s’agira ensuite d’exhiber le compromis
optimal (au sens de la minimisation de cette erreur) entre le nombre de foncions de base et le
nombre de particules de Monte-Carlo.

IV.2.5. Biais du feedback approximé. Pour tous les entiers naturels non nuls m ∈ N∗

et n ∈ N∗ nous avons ainsi construit un estimateur du feedback optimal de (IV.24). Nous le
notons um,n : [−1, 1] → R tel que :

(IV.33) um,n(x) =
m∑

i=1

αm,n
i φi(x), ∀x ∈ [−1, 1].
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Calculons l’espérance de cet estimateur par rapport aux particules de Monte-Carlo tirées :

(IV.34) E[um,n(x)] =
m∑

i=1

E[αm,n
i ]φi(x).

Pour tout i = 1, · · · ,m, (ξk
1,i, ξ

k
2,i)k=1,···N sont des réalisations i.i.d., nous avons alors que :

E[αm,n
i ] = − 1

n(1 + ε)




n∑

k=1

( E[ξk
1,i]︸ ︷︷ ︸

=
xi+xi+1

2

+ E[ξk
2,i]︸ ︷︷ ︸

=0

)


 ,

= − 1

1 + ε
(xi +

1

m
),

(IV.35)

et donc nous avons que :

(IV.36) E[um,n(x)] = − 1

1 + ε

m∑

i=1

(xi +
1

m
)φi(x).

Le biais ponctuel en un point x ∈ [−1, 1] de cet estimateur s’écrit alors :

biaism,n(x) = |E [um,n(x)] − u(x)| ,

=

∣∣∣∣∣−
x

1 + ε
+

1

1 + ε

m∑

i=1

(xi +
1

m
)φi(x)

∣∣∣∣∣ .
(IV.37)

Nous pouvons alors donner l’expression de l’intégrale du biais au carré :

Bm,N =

∫ 1

−1

(
biaism,bN

m
c(x)

)2
dx,

=
2

3

1

m2(1 + ε)2
.

(IV.38)

Nous remarquons que le biais de l’estimateur du feedback optimal est indépendant du nombre
de particules tirées et diminue quand nous augmentons le nombre de fonctions de base. Le biais
représente alors la distance du sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rap-
port à l’observation au sous-espace vectoriel approximé. Il traduit la qualité de l’approximation
de la structure d’information et ne reflète en aucun cas le deuxième niveau d’approximation
(celui des espérances).

IV.2.6. Variance du feedback approximé. Pour tous les entiers naturels non nuls m ∈
N∗ et n ∈ N∗, nous notons varm,n(x) la variance ponctuelle en un point x ∈ [−1, 1] de l’estimateur
um,n du feedback optimal du problème (IV.24) :

(IV.39) varm,n(x) = E

[
(um,n(x))2

]
− (E [um,n(x)])2 .

Commençons par calculer E

[
(um,n(x))2

]
et (E [um,n(x)])2. Puisque les fonctions de base

choisies sont à support disjoints, nous avons alors que :

E

[
(um,n(x))2

]
=

m∑

i=1

E

[
(αm,n

i )
2
]
φi(x).
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E

[
(αm,n

i )
2
]

=
1

n2(1 + ε)2
E



(

n∑

k=1

(ξk
1,i + ξk

2,i)

)2

 ,

=
1

n2(1 + ε)2
E

[ n∑

k=1

(ξk
1,i + ξk

2,i)
2 + 2

n∑

k=1

n∑

k′=k+1

(ξk
1,i + ξk

2,i)(ξ
k′

1,i + ξk′

2,i)

]
,

=
1

n2(1 + ε)2

n∑

k=1

E

[
(ξk

1,i + ξk
2,i)

2
]

︸ ︷︷ ︸
= 4

3m2 + 2
m

xi+x2
i + 1

3

+ 2
n∑

k=1

n∑

k′=k+1

E

[
(ξk

1,i + ξk
2,i)
]

︸ ︷︷ ︸
=xi+

1
m

E

[
(ξk′

1,i + ξk′

2,i)
]

︸ ︷︷ ︸
=xi+

1
m

,

=
1

n2(1 + ε)2

(
n(

4

3m2
+

2

m
xi + x2

i +
1

3
) + 2

n(n− 1)

2
(xi +

1

m
)2
)
,

de plus nous avons que :

(E [um,n(x)])2 =
1

(1 + ε)2

m∑

i=1

(xi +
1

m
)2φi(x).

Nous pouvons alors donner l’expression de l’intégrale de la variance :

V m,N =

∫ 1

−1

(
varm,bN

m
c(x)

)
dx,

=
2

3

1 +m2

Nm(1 + ε)2
.

(IV.40)

Contrairement au Biais Bm,N la variance dépend, à la fois, du nombre de fonctions de base
et du nombre de particules tirées. Elle diminue si on augmente le nombre de particules de
Monte-Carlo tirées.

Comme le biais Bm,N et la variance V m,N ont des comportements opposés en fonction du
nombre des fonctions de base et du nombre de particules. Nous pouvons penser à chercher le
nombre optimal de fonctions selon le nombre de particules tirées afin de minimiser une erreur
quadratique moyenne IMSEm,N = Bm,N + V m,N .

IV.2.7. Erreur quadratique moyenne du feedback approximé.

IMSEm,N = Bm,N + V m,N ,

=
2

3

m3 +m+N

m2N(1 + ε)2
.

(IV.41)

En minimisant IMSEm,N en fonction dem à N fixé et en faisant tendre le nombreN de particules
vers l’infini ; Nous obtenons que le choix asymptotique optimal du nombre de fonctions de base
est de :

(IV.42) m∗ = O
(
N

1
3

)
, IMSE∗ = O

(
N− 2

3

)
.

L’estimateur du feedback optimal par la méthode des éléments finis particulaires converge (au
sens de l’erreur quadratique moyenne) donc vers le vrai feedback optimal quandN → +∞, quand
m → +∞ mais aussi quand n = bm

N
c → +∞. Asymptotiquement nous récupérons dans chaque

fenêtre [xi, xi + 2
m

], de taille 2
m

, une infinité de particules. Nous retrouvons ainsi un compromis
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semblable à celui présenté dans les méthodes d’approximation d’espérance conditionnelle (voir
la section III.5).

Dans le cas des estimateurs à noyaux de l’espérance conditionnelle, nous obtenons une erreur

quadratique moyenne de l’ordre de N− 4
5 (dans le cas scalaire), alors que dans le cas des éléments

finis particulaires avec des fonctions de bases à supports disjoints nous obtenons une erreur

quadratique moyenne moins bonne de l’ordre N− 2
3 . Cette différence suggère alors l’utilisation

de fonctions de base à support non-disjoints afin de diminuer l’erreur quadratique engendrée.

IV.3. Résultats de convergence variationnelle et revue de la littérature

Nous nous intéresserons, dans cette partie, à la résolution numérique de problèmes d’opti-
misation stochastique avec une contrainte de structure d’information. La représentation (IV.1)
du problème est dite une formulation algébrique, en référence au fait qu’elle utilise une inter-
prétation probabiliste de la commande du système (U : Ω → U). Dans le premier chapitre
(chapitre I) nous avons vu que nous pouvons donner une interprétation fonctionnelle des pro-
blèmes d’optimisation stochastique en considérant la commande comme une fonction des bruits
u : Ξ → U.

Nous reprenons, dans cette section, les notations adoptées dans la section IV.1 où nous avons
présenté la méthode des éléments finis particulaires. Nous supposons en outre qu’il existe une
application mesurable d’observation h : Ξ → Y telle que nous pouvons écrire la variable aléatoire
d’observation Y comme une fonction des bruits : Y = h(ξ), P−p.s..

Notons Nh le sous-espace vectoriel de N def
= L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U) des applications σ(h)-

mesurables. En utilisant les arguments du lemme IV.3, nous pouvons écrire que :

(IV.43) Nh
def
= {u ∈ N , u � h} = {u ∈ N , ∃φ ∈ H, u = φ ◦ h} .

D’après la proposition I.17 nous pouvons écrire le problème (IV.1) de la manière suivante :

(SPh) min
u∈Nh

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

Les problèmes du type (SPh) et leurs duaux ont été étudiés par T. Rockafellar et R.J.B.
Wets dans une série de papiers [93, 94, 95, 96]. Le fait que la fonction j puisse prendre des
valeurs infinies nous permet de considérer des contraintes presque sûres avec une pénalisation
exacte dans la fonction objectif.

À moins d’avoir une mesure de probabilité Pξ atomique, l’ensemble N est de dimension infi-
nie. C’est pour cela que dans la plupart des cas, Le problème (SPh) ne peut pas être directement
résolu. Deux étapes d’approximations sont alors nécessaires : approximation de l’espérance dans
la fonction coût, et l’approximation de l’ensemble des contraintes Nh.

Il est, alors, naturel de se poser la question de la convergence du problème approximé vers le
problème réel. Nous allons essayer d’apporter des éléments de réponse à cette question dans le
cadre de la théorie de la convergence variationnelle des problèmes d’optimisation en considérant
des notions d’épi-convergence et d’épi/hypo-convergence qui sont largement reconnues comme
étant le cadre approprié pour parler de la convergence des problèmes d’optimisation. Pour plus
de détails sur la théorie de la convergence variationnelle, nous renvoyons le lecteur aux travaux
de H. Attouch [5], de T. Rockafellar et R.J.B. Wets [98, chapitre 7] ou de A. Braides [23].

L’approximation des problèmes en boucle ouverte (voir définition I.20), a donné lieu à plu-
sieurs travaux. Dans ce cas nous n’avons pas à approximer la structure d’information mais
seulement la mesure de probabilité Pξ par une suite de mesure discrète PN

ξ indexées par un

entier N ∈ N. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Birge et Wets [20], Robinson et Wets
[92], Dupacova et Wets [45], Lucchetti et Wets [64], Artstein et Wets [3, 4] et Pennanen et
Koivu [80].
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Dans le cas de la boucle fermée Z. Artstein [1, 2], H. Kudo [61] et L. Piccini [82] se sont
intéressés à l’approximation des structures d’information par l’approximation des σ-algèbres
engendrées.

La littérature de l’épi-convergence des problèmes d’optimisations stochastique par l’approxi-
mation, à la fois, de la mesure de probabilité et de la structure d’information semble n’être
qu’à ses débuts. Nous citerons principalement les travaux de T. Pennanen [78] traitant de l’ap-
proximation par des méthodes de quantification et certains travaux de l’équipe SOWG (J.P.
Chancelier [28] et P. Carpentier, J.P. Chancelier et M. De Lara [26]) traitant de l’approxima-
tion des variables aléatoires de bruit et des σ-algèbres d’observation.

Nous nous intéresserons dans cette section seulement à l’approximation des contraintes d’in-
formations. Étant donné un entier naturel ν ∈ N nous approximons le sous-espace vectoriel
Nh (de dimension infini) avec une série de sous-espaces vectoriels (N ν

h )ν∈N indexés par ν de
dimensions finis. Nous nous proposons alors de résoudre le problème approximé suivant :

(SP ν
h ) min

u∈N ν
h

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

L’ensemble N ν
h sera obtenu par la méthode des éléments finis particulaires (voir la section

IV.1). Soit alors (φi : Y → U)i∈N une base de H et soit I(ν) ∈ N (où I est une application
strictement croissante de N dans N) un nombre de fonctions de cette base. Nous notons Hν le
sous-espace vectoriel engendré par cette famille de fonctions :

Hν def
=



φ ∈ H, ∃α ∈ RI(ν), φ =

I(ν)∑

i=1

φiαi



 .

Nous pouvons alors approximer le sous-espace Nh par N ν
h tel que :

(IV.44) N ν
h

def
= {u ∈ N , ∃φ ∈ Hν , u = φ ◦ h} .

IV.3.1. Épi-convergence de problèmes sans contraintes. Nous nous proposons, ici,
d’étudier la convergence de la suite de problèmes (SP ν

h ) vers le problème (SPh). Nous présente-
rons un résultat général d’épi-convergence des problèmes d’optimisation stochastique approximés
par la méthode des éléments finis particulaires, pour ce résultat une hypothèse de continuité de la
fonction coût sera nécessaire excluant ainsi toute pénalisation exacte des contraintes presque-sûre
éventuelle. Nous envisageons donc ici des problèmes où il n’y a pas de contraintes d’admissibilité
presque-sûres, c’est à dire que nous considérerons que la fonction coût j : Ξ × U → R ne prend
pas de valeurs infinies.

IV.3.1.1. Réécriture du problème.

Nous pouvons écrire des versions équivalentes aux problèmes (SPh) et (SP ν
h ) en pénalisant

à chaque fois la contrainte d’information et la contrainte d’information approximé. Posons alors
l’application F : N →] −∞,+∞] telle que :

F : N →] −∞,+∞]

u 7→ F (u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] + δNh

(u),
(IV.45)

où δNh
(u) = 0 si u ∈ Nh et δNh

(u) = +∞ si u /∈ Nh. De la même manière, nous posons
l’application F ν : N →] −∞,+∞] telle que :

F ν : N →] −∞,+∞]

u 7→ F ν(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] + δN ν

h
(u).

(IV.46)
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Il s’agira, dans la suite, de donner un résultat de convergence variationnelle de la suite de
fonctions (F ν)ν∈N vers la fonction F . Cette convergence sera donnée au sens de l’épi-convergence.

IV.3.1.2. Quelques définitions.

Commençons par donner la définition de la convergence variationnelle d’ensembles. Nous
renvoyons le lecteur à [98, chapitre 4] pour une définition dans le cadre de la dimension finie et
à [5, section 1.4.1] pour une extension au cadre plus général d’espaces topologiques.

Définition IV.10 (Convergence de Painlevé-Kuratowski). Soit (X, τ) un espace topologique
I-dénombrable2, pour toute suite (Cν)ν∈N de sous-ensembles de X on définit la lim inf (notée
τ - lim infν C

ν) comme étant l’ensemble des limites des suites dans Cν . On définit aussi la lim sup
(notée τ - lim supν C

ν) de la suite (Cν)ν∈N comme étant l’ensemble des valeurs d’adhérence des
suites extraites dans Cν :

τ - lim inf
ν
Cν =

{
x ∈ X, ∃(xν)ν∈N, ∀ν ∈ N, xν ∈ Cν , et xν

τ−−−−→
ν→+∞

x

}
,

τ - lim sup
ν
Cν =

{
x ∈ X, ∃(νk)k∈N, ∃(xk)k∈N, ∀k ∈ N, xk ∈ Cνk , et xk

τ−−−−→
k→+∞

x

}
.

Quand la lim sup est égale à lim inf nous dirons que (Cν)ν∈N converge au sens de Painlevé-
Kuratowski vers C et nous noterons :

C = τ - lim inf
ν
Cν = τ - lim sup

ν
Cν ⇔ C = pkτ - lim

ν
Cν .

Quand aucune confusion ne peut être faite sur la topologie τ nous notons : C = pk- limν C
ν �

H. Attouch donne une caractérisation, plus simple à vérifier en pratique, de la convergence
de Painlevé-Kuratowski. Nous renvoyons le lecteur à [5, corollaire 1.35].

Proposition IV.11 (Caractérisation de la convergence de Painlevé Kuratowski). Soit (X, τ)
un espace topologique I-dénombrable, et soit (Cν)ν∈N une suite de sous-ensembles de X. Nous
avons alors que C = pkτ - limν C

ν si et seulement si :



∀x ∈ C, ∃(xν)ν∈N, tel que ∀ν ∈ N, xν ∈ Cν , xν
τ−−−−→

ν→+∞
x,

∀(νk)k∈N, ∀(xk)k∈N tel que ∀k ∈ N, xk ∈ Cνk ,

(
xk

τ−−−−→
k→+∞

x

)
⇒ (x ∈ C) .

L’épi-convergence d’une suite de fonctions sera définie comme la convergence au sens de
Painlevé Kuratowski des épi-graphes (voir définition A.12 de l’épi-graphe d’une fonction).

Nous pouvons maintenant donner la définition de l’épi-convergence. Nous renvoyons le lecteur
à [98, chapitre 7] pour une définition dans le cadre de la dimension finie et à [5, section 1.2]
pour une extension au cadre plus général d’espaces topologiques.

Définition IV.12 (Épi-convergence). Soit (X, τ) un espace topologique I-dénombrable, nous
dirons qu’une suite de fonctions (f ν : X → R)ν∈N épi-converge vers une fonction f notée
eτ - limν f

ν si et seulement si :
epi(f) = pkτ - lim

ν
epi(fν),

nous avons alors que :
f = eτ - lim

ν
fν

Quand aucune confusion ne peut être faite sur la topologie τ nous noterons : f = e- limν f
ν �

2Pour tout point x ∈ X, il existe une suite (Uν)ν∈N de voisinages ouverts de x tels que pour tout voisinage
V il existe ν ∈ N tel que V ⊂ Uν [5]
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H. Attouch donne une caractérisation, plus simple à vérifier en pratique, de l’épi-convergence.
Nous renvoyons le lecteur à [5, proposition 1.14].

Proposition IV.13 (Caractérisation de l’épi-convergence). Soit (X, τ) un espace topologique
I-dénombrable, et soit (f ν : X → R)ν∈N une suite de fonctions. Nous avons alors que f =
eτ - limν f

ν si et seulement si ∀x ∈ X, les deux affirmations suivantes sont vérifiées :


∀xν

τ−−−−→
ν→+∞

x, f(x) ≤ lim infν f
ν(xν),

∃xν
τ−−−−→

ν→+∞
x, f(x) ≥ lim supν f

ν(xν).

Ces deux inégalités sont respectivement appelées l’inégalité de la lim inf et l’inégalité de la
lim sup.

Nous donnons, en outre, deux propriétés importantes de l’épi-convergence et de la conver-
gence au sens de Painlevé-Kuratowski d’ensembles, à savoir l’épi-convergence des fonctions in-
dicatrices (voir [98, proposition 7.4] pour un résultat en dimension finie et [5, proposition 1.4]
pour la dimension infinie) et la stabilité de l’épi-convergence par l’addition de fonctions conti-
nues (voir [98, exercice 7.8] pour un résultat en dimension finie et [5, théorème 2.15] pour la
dimension infinie).

Lemme IV.14 (Épi-convergence des fonctions indicatrices d’ensembles). Soit (X, τ) un es-
pace topologique I-dénombrable, et soit (Cν)ν∈N une suite de sous-ensemble de X telle que
pkτ - limν C

ν = C. Nous avons alors que :

eτ - lim
ν
δCν = δC .

Lemme IV.15 (Stabilité par addition d’une fonction continue). Soit (X, τ) un espace topo-
logique I-dénombrable, (f ν : X → R)ν∈N une suite de fonctions telles que eτ - limν f

ν = f . Soit,
en outre, g : X → R une fonction continue pour la topologie τ . Nous avons alors que :

eτ - lim
ν

(fν + g) = f + g.

L’importance de l’épi-convergence dans le domaine de l’optimisation, réside dans le fait que
sous des hypothèses appropriées, elle garantit la convergence des arg min d’une suite de problèmes
d’optimisation approximés vers l’arg min de l’épi-limite de ces même problèmes. Nous énonçons
ci-après un résultat garantissant cette convergence des arg min (nous renvoyons le lecteur à [5,
section 2.2]).

Proposition IV.16 (Convergence des minimums). Soit (X, τ) un espace topologique I-
dénombrable et soit (f ν : X → R)ν∈N une suite de fonctions telles que eτ - limν f

ν = f . Nous
supposons que pour tout ν ∈ N l’arg min de f ν ne part pas à l’infini i.e. ∃K ⊂ X un sous-
ensemble compact (pour la topologie τ) tel que infx∈X fν(x) = infx∈K fν(x)3. Nous avons alors
que :

lim
ν

(
inf
x∈X

fν(x)

)
= min

x∈X
f(x),

de plus si (xν)ν∈N est une suite telle que limν f
ν(xν) = limν (infx∈X fν(x)) alors :

(
lim
ν
xν
)
∈ arg min

x∈X
f(x).

3Ce sont des fonctions dites équi-coercive - voir définition A.15
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IV.3.1.3. Résultats d’épi-convergences.

Le but, ici, est de montrer l’épi-convergence de la suite de fonctions F ν vers la fonction F
(IV.46). La contrainte de mesurabilité du problème (SPh) (définie par l’ensemble Nh (IV.43))
est approximée par éléments finis, nous obtenons alors le problème (SP ν

h ) (dont la contrainte
d’information est définie par l’ensemble N ν

h (IV.44).
Le premier résultat traitera alors de la convergence au sens de Painlevé Kuratowski de

l’ensemble approximé N ν
h vers l’ensemble Nh.

Théorème IV.17 (Convergence de la structure d’information approximée). Nous munissons
N d’une topologie τ . Nous avons alors le résultat de convergence au sens de Painlevé Kuratowski
suivant :

Nh = pkτ - lim
ν

N ν
h .

Démonstration : Nous utiliserons la proposition IV.11. Nous avons alors deux affirmations à vérifier.

(1) Soit u ∈ Nh ⇒ u � h ⇒ ∃φ ∈ H tel que u = φ ◦ h. (φi : Y → U)i∈N est une base de H nous

avons alors qu’il existe une suite (αi)i∈N telle que φ =
∑
i∈N

αiφi. Soit ψν =
∑I(ν)
i=1 αiφi. Comme

l’application I : N → N est strictement croissante et que la famille de fonctions est libre dans
N , nous avons alors que limν→+∞ ψν = φ. Par composition nous avons que ∀ν ∈ N, uν ∈ N ν

h

limν→+∞ uν = u où uν = ψν ◦ h.
(2) Soit une suite (νk)k∈N et une suite (uk)k∈N telles que ∀k ∈ N, uk ∈ N νk

h et limk→+∞ uk = u,

comme uk � h alors u � h ; de plus ∀k ∈ N, uk ∈ N νk

h ⇒ ∃(αi)i=1,··· ,I(νk) tel que uk =(∑I(νk)
i=1 αiφi

)
◦ h. Nous avons alors que

∑I(νk)
i=1 αiφi ∈ Hνk ⊂ H ⇒ uk ∈ Nh ⇒ limk→+∞ uk =

u ∈ Nh.

�

Cette convergence au sens de Painlevé-Kuratowski des ensembles admissibles induit l’épi-
convergence des fonctions indicatrices d’ensembles. Nous utilisons le lemme IV.14 pour montrer
le corollaire suivant :

Corollaire IV.18 (Épi-convergence des fonctions indicatrices d’ensembles). Nous munis-
sons N d’une topologie τ . Nous avons alors le résultat d’épi-convergence suivant :

δNh
= eτ - lim

ν
δN ν

h
.

Démonstration : Directement d’après le lemme IV.14 �

Remarque IV.19 (Convergence faible/forte). Les résultats du théorème IV.17 et du corol-
laire IV.18 restent valables indifféremment pour N = L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U) munit de sa topologie
faible ou forte. �

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’épi-convergence des problèmes (SP ν
h ) vers

(SPh) :

Théorème IV.20 (Épi-convergence de problèmes sans contraintes). Nous munissons N
d’une topologie τ . Nous supposons en outre que la fonction J : N → R telle que J(u)

def
=

E [j (u(ξ), ξ)] est continue pour cette même topologie. Nous avons alors que :

F = eτ - lim
ν
F ν

Démonstration : La preuve découle immédiatement du corollaire IV.18. En utilisant le lemme IV.15

nous avons que :
(
F ν

def
= J + δNν

h

)
ν∈N

épi-converge vers F
def
= J + δNh

. �
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La continuité de la fonction J , nécessaire pour avoir le résultat du théorème IV.20, a été
étudiée par plusieurs auteurs qui se sont intéressés à la semi-continuité inférieure des fonctions
intégrales d’intégrandes normales (nous renvoyons le lecteur à [98, définition 14.27] pour la
définition d’une intégrande normale). A.D. Ioffe dans [59] et L.D. Berkovitz [15] se sont intéressés
à la semi-continuité forte et faible dans des espaces Lp de ce type de fonctions.

Nous proposons ici d’utiliser une hypothèse du type Lipschitz pour donner un résultat de
continuité de J dans la topologie forte.

Lemme IV.21 (Continuité). Supposons qu’il existe une application b : Ξ → R, b ∈
L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; R) telle que :

∀(u, v) ∈ U2, |j(u, ξ) − j(v, ξ)| ≤ b(ξ) ‖u− v‖
U
,

alors J : N → R, J(u) = E [j (u(ξ), ξ)] est une fonction continue.

Démonstration : Soit (u, v) ∈ N 2 nous avons alors que P-presque-sûrement :

|j(u(ξ), ξ) − j(v(ξ), ξ)| ≤ b(ξ) ‖u(ξ) − v(ξ)‖
U

⇒|J(u) − J(v)| ≤
∫

Ξ

b(ξ) ‖u(ξ) − v(ξ)‖
U

Pξ(dξ),

⇒|J(u) − J(v)| ≤ B ‖u− v‖N ,

où B = ‖b‖L2(Ξ,B(Ξ),Pξ;R). J est donc de Lipschitz avec une constante de Lipschitz B, elle est donc

continue. �

Remarque IV.22 (Convergence des minimums). Nous munissons N de sa topologie forte.
Nous supposons en outre que la fonction J : N → R telle que J(u) = E [j (u(ξ), ξ)] est continue
pour cette même topologie. Si ∀ν ∈ N, ∃K ⊂ N un sous-ensemble compact de N tel que
minu∈N F

ν = minu∈K F ν alors d’après la proposition IV.16, nous avons que

lim
ν

(
min
u∈N

F ν(u)

)
= min

u∈N
F (u),

de plus si (uν)ν∈N est une suite telle que limν F
ν(uν) = limν (infu∈N F ν(u)) alors :

(
lim
ν
uν
)
∈ arg min

u∈N
F (u).

�

Remarque IV.23 (Épi-convergence des problèmes avec contraintes d’admissibilité). Nous
reprenons le problème (SPh) et nous considérons que nous avons, en plus des contraintes de
mesurabilité, des contraintes presque sûres d’admissibilité. Nous considérons alors le problème
suivant :

min
u∈Nh∩Cad

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

où l’ensemble Nh est défini par (IV.43) et l’ensemble Cad ⊂ N est tel que :

(IV.47) Cad def
=
{
u ∈ N , u(ξ) ∈ Cad, P−p.s.

}
,

où Cad ⊂ U est un sous-ensemble déterministe.
Si Nh ∩ Cad est un espace de Hilbert (par exemples les fonctions de Nh à valeurs dans

l’hyper-cube unitaire [0, 1]du). Alors, nous pouvons choisir la base de fonctions (φi)i∈N telle
qu’elle engendre Nh∩Cad ; et nous avons donc le même résultat d’épi-convergence (voir le lemme
B.4). �
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IV.3.2. Épi/Hypo-convergence des problèmes avec contraintes. Nous considérons
ici le problème (SPh) auquel nous rajoutons une contrainte linéaire presque sûre. et nous nous
proposons d’étudier la convergence variationnelle du Lagrangien du problème ainsi formé.

Soit A une application linaire de N dans N V def
= L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; V) où U

def
= Rdu et V

def
= Rdv

telle que :

A : N → NV,

u 7→ Au,

où (Au)(ξ)
def
= A(ξ)u(ξ), P−p.s. avec A une application de Ξ dans l’espace des opérateurs

linéaires de U dans V (A : Ξ → L
(
Rdu ,Rdv

)
). Et soit b une application de Ξ dans Rdv (à chaque

ξ elle associe un vecteur de taille dv). Nous supposerons par la suite que b ∈ L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; V).
Nous considérons alors le problème suivant :

min
u∈N

J(u)
def
=E [j (u(ξ), ξ)] ,

sous u ∈ Nh,

A(ξ)u(ξ) = b(ξ), P−p.s.

(SPh(A, b))

Nous traiterons la contrainte presque-sûre par dualité, et nous définissons L : N ×N V → R

le Lagrangien du problème (SPh(A, b)) tel que :

(L) L(u, v)
def
=





E [j (u(ξ), ξ)] + E [〈v(ξ), A(ξ)u(ξ) − b(ξ)〉
V
] si u ∈ Nh et v ∈ NV,

+∞ si u /∈ Nh,

−∞ sinon.

IV.3.2.1. Approximation primal/dual.

Nous nous intéresserons dans cette section à l’approximation à la fois des variables primales
(contraintes d’informations comme dans la section IV.3.1) et des variables duales (contraintes
presque-sûres) dans le Lagrangien en approximant l’espace dual N V (de dimension infinie) avec
une série de sous-espaces vectoriels (N V)ν indexés par ν (de dimensions finies).

Nous définissons alors Lν : N ×NV → R, une approximation du Lagrangien (L) tel que :

(Lν) Lν(u, v)
def
=





E [j (u(ξ), ξ)] + E [〈v(ξ), A(ξ)u(ξ) − b(ξ)〉
V
] si u ∈ N ν

h et v ∈ (NV)ν ,

+∞ si u /∈ N ν
h ,

−∞ sinon.

Les ensembles N ν
h et (NV)ν seront obtenus par la méthode des éléments finis particulaires

(voir la section IV.1). Soit alors (ψi : Ξ → V)i∈N une base de NV et soit J(ν) ∈ N (où J est
une application strictement croissante de N dans N) un nombre de fonctions de cette base. Nous
notons (NV)ν le sous-espace vectoriel engendré par cette famille de fonctions :

(NV)ν def
=



v ∈ NV, ∃α ∈ RJ(ν), v =

J(ν)∑

i=1

ψiαi



 .

En prenant la convention que +∞−∞ = −∞, nous pouvons réécrire les Lagrangiens (L) et
(Lν) en pénalisant les contraintes sur les variables primales et duales :

(IV.48) L(u, v)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] + E [〈v(ξ), A(ξ)u(ξ) − b(ξ)〉

V
] + δNh

(u) − δNV(v).
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De la même manière, nous réécrivons Lν : N ×NV → [−∞,+∞] tel que :

(IV.49) Lν(u, v)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] + E [〈v(ξ), A(ξ)u(ξ) − b(ξ)〉

V
] + δN ν

h
(u) − δ(NV)ν (v).

Nous nous intéresserons alors à la convergence variationnelle de la suite de Lagrangiens
approximés (Lν) vers le Lagrangien (L). Nous sommes alors amené à utiliser l’extension de
l’épi-convergence aux problèmes de points selle : c’est l’épi/hypo-convergence (voir [5, section
1.5.2]).

IV.3.2.2. Quelques définitions.

Commençons par donner quelques définitions et résultats généraux.

Définition IV.24 (Épi/hypo-convergence). Soient (X, τ) et (Y, σ) deux espaces topolo-
giques I-dénombrables, et soit (f ν : X × Y → R)ν∈N une suite de fonctions. Nous dirons que f ν

épi/hypo-converge vers f et nous noterons eτ/hσ- limν f
ν = f si et seulement si ∀(x, y) ∈ X×Y :



∀xν

τ−−−−→
ν→+∞

x, ∃yν
σ−−−−→

ν→+∞
y, f(x, y) ≤ lim infν f

ν(xν , yν),

∀yν
σ−−−−→

ν→+∞
y, ∃xν

τ−−−−→
ν→+∞

x, f(x, y) ≥ lim supν f
ν(xν , yν).

Ces deux inégalités sont respectivement appelées l’inégalité de la lim inf et l’inégalité de la
lim sup. �

Nous donnons, en outre, une propriété importante de l’épi/hypo-convergence, à savoir sa
stabilité par l’addition de fonctions continues (voir [116, théorème 4]).

Lemme IV.25 (Stabilité par addition d’une fonction continue). Soient (X, τ) et (Y, σ) deux
espaces topologiques I-dénombrables, (f ν : X → R)ν∈N et (gν : Y → R)ν∈N deux suites de
fonctions telles que eτ - limν f

ν = f et eτ - limν g
ν = g. Soit, en outre, Γ : X × Y → R une

fonction (τ, σ)-continue sur X × Y . Nous avons alors que :

eτ/hσ- lim
ν

(Γ + fν − gν) = Γ + f − g.

Démonstration : Voir le détail de la preuve dans [116, théorème 4]. �

L’épi-convergence d’une suite de fonctions (sous certaines hypothèses) permet de conclure sur
la convergence des min et des arg min (voir la proposition IV.16). De la même façon, l’importance
de la théorie de l’épi/hypo-convergence dans le domaine de l’optimisation, réside dans le fait que
sous des hypothèses appropriées, elle garantit la convergence des points selle d’une suite de
Lagrangiens approximés vers le point selle de l’épi/hypo-limite de ces mêmes Lagrangiens. Nous
énonçons ci-après un résultat garantissant cette convergence des points selle (nous renvoyons le
lecteur à [5, théorème 1.48]).

Proposition IV.26 (Convergence des points selle). Soit (X, τ) et (Y, σ) deux espaces topolo-
giques I-dénombrables, (f ν : X×Y → R)ν∈N une suite de fonctions telles que eτ/hσ- limν f

ν = f .
Soit (xν , yν)ν∈N une suite de points selle pour f ν :

fν(xν , y) ≤ fν(xν , yν) ≤ fν(x, yν), ∀ν ∈ N, ∀(x, y) ∈ X × Y.

Supposons qu’il existe une sous-suite (νk)k∈N telle que x = τ - limk→+∞ xνk et y =
σ- limk→+∞ yνk . Alors (x, y) est un point selle pour f :

f(x, y) ≤ f(x, y) ≤ f(x, y), ∀ν ∈ N, ∀(x, y) ∈ X × Y.
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IV.3.2.3. Résultats d’épi/hypo-convergences.

Le but ici est de montrer l’épi/hypo-convergence de la suite de fonctions Lν vers la fonction
L. Nous utilisons alors la proposition IV.25 pour trouver le résultat recherché :

Théorème IV.27 (Épi/hypo-convergence). Nous munissons N d’une topologie τ et N V

d’une topologie σ. Nous supposons en outre que la fonction J : N → R telle que J(u)
def
=

E [j (u(ξ), ξ)] est continue pour la topologie τ , alors :

L = eτ/hσ- lim
ν

Lν .

Démonstration : D’après le corollaire IV.18 nous pouvons facilement déduire que δNh
= eτ - limν δNν

h

et que δNV = eσ- limν δ(NV)ν .

La fonction (u, v) 7→ E [〈v(ξ), A(ξ)u(ξ) − b(ξ)〉
V
] étant linéaire en u et en v, elle est alors continue pour

la topologie (τ, σ) (forte/faible). En lui rajoutant une fonction continue J elle reste continue. la stabilité

par addition d’une fonction continue (voir proposition IV.25) nous donne le résultat final. �

Remarque IV.28. Notons que si la proposition IV.26 nous garantit que si une suite de
points selle (uν , vν) des Lagrangiens (Lν) converge vers un point (u, v) alors (u, v) est un point
selle de (L). Mais rien ne nous permet d’affirmer que toute suite de points selle de (Lν) converge.
L’exemple qui suit vient illustrer cette remarque. �

Exemple IV.29 (Contre exemple pour la convergence des points selle approximés). Nous
présentons ici un contre example qui, même s’il ne s’écrit pas comme un problème d’optimisation
stochastique, nous permettera de mieux appréhender la difficulté soulevée par la convergence
des points selle.

Considérons le problème d’optimisation suivant :

min
x∈H1[0,1]

1

2

∫ 1

0

(
x(t) − 1

)2
dt,

sous Ax = 0,

(IV.50)

où H1[0, 1] est l’espace des fonctions de L2 ([0, 1]) dérivables (appartenant à C1([0, 1])) et A un

opérateur linéaire de H1[0, 1] dans L2 ([0, 1]) tel que Ax(t) = dx(t)
dt

− x(t) :

A : H1[0, 1] → L2 ([0, 1]) ,

x 7→ ẋ− x.
(IV.51)

Soit, L : H1[0, 1] × L2 ([0, 1]) → R le Lagrangien de (IV.50) :

(IV.52) L(x, y) =
1

2

∫ 1

0

(
x(t) − 1

)2
dt+

∫ 1

0
y(t) (ẋ− x) ,

nous pouvons facilement vérifier que le point
(
x, y
)
∈ H1[0, 1] × L2 ([0, 1]) donné par la formule

(IV.53) est un point selle du Lagrangien (IV.52) :

(IV.53)
(
x(t), y(t)

)
=

(
2
e− 1

e2 − 1
et, 1 − e−t +

e− 1

e2 − 1
(e−t − et)

)
.

Pour tout réel t ∈ [0, 1] nous définissons l’opérateur linéaire Φν(t) suivant :

Φν(t) : Rν → R,

α 7→
ν∑

i=1

αit
i−1.

Cet opérateur linéaire peut être confondu, avec un vecteur ligne d’éléments de H 1[0, 1]. Nous
pouvons alors noter (quand aucune confusion n’est possible) Φν ∈

(
H1[0, 1]

)ν
le vecteur ligne
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tel que :

Φν = (1, t, · · · , tν−1).

Pour tout réel t ∈ [0, 1] nous définissons l’opérateur linéaire Ψµ,ν(t) suivant :

Ψµ,ν(t) : Rµ → Rν ,

β 7→ AΦνSβ.

où S un opérateur de sélection de taille µ× ν avec µ ≤ ν qui sélectionne les µ premier éléments
d’un vecteur de taille ν :

S =
(
Iµ×µ 0µ×(ν−µ)

)
,

où Iµ×µ est la matrice identité de Rµ et 0µ×(ν−µ) est la matrice nulle de taille µ× (ν − µ). Nous

notons (quand aucune confusion n’est possible) Ψµ ∈
(
L2 ([0, 1])

)µ
le vecteur ligne tel que :

Ψµ =
(
− 1, 1 − t, · · · , (µ− 1)tµ−2 − tµ−1

)
.

Nous pouvons, alors, approximer le Lagrangien (IV.52) par Lν,µ : Rν × Rµ → R :

(IV.54) Lν,µ(α, β) =
1

2

∫ 1

0

(
Φν(t)α− 1

)2
dt−

∫ 1

0
Ψµ(t)β

(dΦν(t)α

dt
− Φν(t)α

)
dt.

Un point (α, β) qui vérifie les conditions d’optimalités données par (IV.56) est un point selle de
(IV.54).

(∫ 1

0
Φν>Φνdt

)
α−

(∫ 1

0
(AΦν)>Ψµdt

)
β =

∫ 1

0
Φν>dt,(IV.55)

(∫ 1

0
Ψµ>AΦνdt

)
α = 0,(IV.56)

Posons alors
(
xµ,ν(t), yµ,ν(t)

)
=
(
Φν(t)α,Ψµ(t)β

)
et interrogeons nous sur la convergence

de
(
xµ,ν(t), yµ,ν(t)

)
vers

(
x, y
)

point selle du Lagrangien de départ (IV.52)4.

Cas où µ = ν : Dans ce cas
( ∫ 1

0 Ψµ>AΦνdt
)

est une matrice inversible et l’ensemble des

points vérifiant (IV.56) est réduit au singleton α = 0 :

xµ,ν(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1], ∀ν ∈ N.
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Fig. IV.2.
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4Les résultats présentés sont des résultats d’un calcul formel et non numérique. Nous avons utiliser pour cela
le logiciel Mathematica c© http ://www.wolfram.com/products/mathematica/index.html

http://www.wolfram.com/products/mathematica/index.html
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Cette variable primale est certes convergente (voir les figures IV.2, IV.3 et IV.4), mais ne
converge pas vers la solution du problème. D’après la proposition IV.26 si un point selle ap-
proximé converge il convergera vers un point selle, nous nous attendons alors à une variable
duale approximée qui n’est pas convergente.
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1
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Les figures IV.5, IV.6 et IV.7 montre que la variable duale approximée n’est, effectivement,
pas convergente, en effet c’est une fonction ayant des oscillations de plus en plus importante à
fur et à mesure que nous augmentons le nombre de fonctions de base.

Cas où µ = ν − 1 : Dans ce cas
( ∫ 1

0 Ψµ>AΦνdt
)

est une matrice non inversible de rang

µ = ν − 1 l’ensemble des points vérifiant (IV.56) est donc un sous-espace vectoriel de dimension
ν − µ = 1. L’espace original des contraintes étant aussi de dimension 1 nous obtenons alors des
points selle approximés convergeant vers le point selle du problème original (voir Les figures
IV.8, IV.9 et IV.10 pour la convergence des variables primales et Les figures IV.11, IV.12 et
IV.13 pour la convergence des variables duales)
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Cet exemple nous a montré que même si la suite des problèmes approximés admet des
points selle, ces derniers ne convergent pas forcement. Un compromis est alors à faire entre le
nombre ν de fonctions servant à approximer l’espace primal et le nombre µ de fonctions servant
à approximer l’espace dual. Il semblerait (d’après cet exemple) qu’une condition nécessaire pour
la convergence des points celles est que ν > µ. Ceci s’interprète par le fait que le degré de liberté
du problème approximé est égal à ν − µ plus cette différence est importante plus nous avons de
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degré de liberté et plus nous nous rapprochant de la solution optimale originale. Il faudra alors
que ν → ∞, que µ→ ∞ mais aussi que la différence µ−ν → ∞ pour bien approximer le point de
selle optimal du problème original. Nous retrouvons ainsi le même type de compromis rencontré
lors de l’approximation de l’espérance conditionnelle par éléments finis ou par la méthode des
noyaux. �

IV.4. Conclusion

La méthode des éléments finis particulaires est une méthode d’approximation des problèmes
d’optimisation stochastique avec des contraintes de structure d’information. Elle peut être vue
comme une extension des méthodes dites par quantification comme elle peut être vue comme
un cas particulier des méthodes d’estimation de l’espérance conditionnelle.

En abordant le problème avec une interprétation fonctionnelle, nous envisageons deux étapes
d’approximation :

(1) Une première étape consiste en une approximation fonctionnelle du feedback du sys-
tème. Une famille de fonctions est choisie a priori, et le problème est transformé en un
problème d’optimisation stochastique en boucle ouverte. La dimension de ce problème
est proportionnelle au nombre de fonctions de base choisies. Plus le nombre de ces
fonctions de base est grand plus le biais de l’estimateur du feedback optimal est réduit.

(2) Une deuxième étape d’approximation consiste en la résolution du problème en boucle
ouverte obtenu. Nous utilisons alors une technique de type Monte-Carlo pour approxi-
mer les espérances et quadratures du problème. Le nombre des particules de Monte-
Carlo tirées doit non seulement crôıtre vers l’infini pour diminuer l’erreur quadratique
moyenne, mais il doit aussi crôıtre plus vite que le nombre de fonctions de base.

Nous devons alors faire un compromis entre nombre de fonctions de base (biais) et nombre
de particules de Monte-Carlo tirées (variance). Le parallèle avec les méthodes d’estimation de
l’espérance conditionnelle est alors automatiquement fait. En effet, pour ces méthodes, nous
devons considérer un compromis entre largeur de fenêtre et nombre de particules.





CHAPITRE V

Algorithme chaotique en optimisation stochastique

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux algorithmes de gradient stochastique et à une
extension du type chaotique à la boucle fermée.

La méthode des éléments finis particulaires (comme présentée dans le chapitre IV) nécessite
deux niveaux d’approximation que nous avons traités dans l’ordre suivant :

(1) approximation de la contrainte d’information par une méthode d’éléments finis,

(2) approximation de l’espérance de la fonction coût par une méthode de type Monte-Carlo.

L’algorithme de gradient stochastique chaotique, qui sera présenté, permettra d’effectuer ces
deux étapes simultanément et en ligne avec un algorithme de descente de type gradient stochas-
tique.

V.1. Brève revue de la littérature

Les algorithmes stochastiques sont des algorithmes permettant la résolution de problèmes
d’optimisation stochastique du type (IV.1). Ils ont été introduits pour la première fois par
H. Robbins et S. Monro pour la résolution de zéros de fonctions s’écrivant sous la forme d’une
espérance [90, 42, 43].

La littérature des algorithmes stochastiques s’est traditionnellement intéressée au cas de la
boucle ouverte (voir définition I.20). Il s’agit alors de résoudre les problèmes du type :

min
u∈U

J(u)
def
= E [j(u, ξ)] ,

sous u ∈ Cad,
(V.1)

où U est l’espace des commandes et Cad ⊂ U. Dans ce cadre, plusieurs auteurs se sont intéressés
aux algorithmes de gradient stochastique ou de pseudo-gradients. Nous renvoyons le lecteur aux
travaux de B.T. Polyak et Y.Z. Tsypkin [84], de M.B. Nevel’son et R.Z. Has’minskii [75], de Y.
Ermoliev, R.J.B. Wets et V. Norkin [48, 47] et de J.P. Quadrat, M. Goursat, A. Hertz et M.
Viot [87]. Concernant les aspects de convergence, nous renvoyons le lecteur aux travaux de J.P.
Quadrat, M. Goursat, A. Hertz et M. Viot [87], de B.T. Polyak [83], de G. Cohen et J.C. Culioli
[32] et de B. Delyon [41, 40]. Nous citons aussi les travaux plus récents de A. Nemirovski [73]
et les résultats de complexité de J.Ph. Vial et Y. Nesterov [74].

Ce type d’algorithme consiste en la combinaison d’un algorithme de gradient projeté détermi-
niste [31] avec des idées d’échantillonnage à la Monte-Carlo où, à chaque pas, nous approximons
le gradient de la fonction J par un tirage indépendant.

Algorithme V.1 (Algorithme de gradient stochastique).

– Étape [0] : Soit u[0] ∈ U la commande initiale de l’algorithme.

– Étape [k] : Soit ξ[k+1] une variable aléatoire de même loi que ξ et indépendante de

(ξ[1], · · · , ξ[k]),

u[k+1] = ΠCad

(
u[k] − ρ[k]∇uj(u

[k], ξ[k+1])
)
.

�

81



82 V. ALGORITHME CHAOTIQUE EN OPTIMISATION STOCHASTIQUE

Dans le cadre de la boucle fermée, nous nous intéressons à la résolution de problèmes du
type (SPh) (voir chapitre IV) :

min
u∈L2(Ξ,B(Ξ),Pξ;U)

J(u)
def
= E [j(u(ξ), ξ)] ,

sous u � h,

u(ξ) ∈ Cad, P−p.s..

(V.2)

La littérature concernant les algorithmes stochastiques en boucle fermée s’avère être plus res-
treinte. Nous faisons, néanmoins, référence aux travaux de P. Révész [100, 101] pour l’étude de
la théorie de l’approximation stochastique et aux travaux de J.B. Hiriart-Urruty [53] qui traitent
des applications en optimisation convexe.

Plus récemment, les travaux de C. Strugarek, K. Barty, J.S. Roy et P. Girardeau se sont
intéressés à l’adaptation des algorithmes de gradient stochastique à la boucle fermée [10, 9, 11].
Il s’agit alors d’approximer le gradient (fonctionnel) par un produit de convolution avec une
fonction noyau K : Ξ → R tel que K � h.

Algorithme V.2 (Algorithme de gradient stochastique en boucle fermée).

– Étape [0] : Soit u[0] ∈ L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U) la commande initiale de l’algorithme.

– Étape [k] : Soit ξ[k+1] une variable aléatoire de même loi que ξ et indépendante de

(ξ[1], · · · , ξ[k]),

u[k+1](·) = ΠCad

(
u[k](·) − ρ[k]∇uj(u

[k](ξ[k+1]), ξ[k+1])K
(

ξ[k+1] − ·
ε[k]

))
.

�

L’idée fondamentale de cet algorithme est d’écrire le gradient du problème (V.2) en intro-
duisant, artificiellement, une espérance de la manière suivante :

(V.3) ∇J(u)(·) = ∇uj (u(·), ·) = E [∇uj (u(ξ), ξ) δξ(·)] ,
et d’approximer la masse de Dirac en ξ par une fonction noyau dont la largeur de fenêtre ε
tendra vers 0 pour reconstruire asymptotiquement le Dirac et donc le gradient du problème
(voir la figure V.1).
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Fig. V.1. Approximation de la masse de Dirac δ0 par K
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)

(V.4) E [∇uj (u(ξ), ξ) δξ(·)] ' E

[
∇uj (u(ξ), ξ)K

( · − ξ

ε

)]
.
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Il s’agit, dès lors, d’écrire un algorithme de gradient stochastique fonctionnel en approximant
l’opérateur espérance du gradient (V.4) au cours des itérations de l’algorithme.

L’algorithme V.2 s’interprète alors comme un algorithme de gradient stochastique classique
où l’on utilise l’approximation (V.4) du gradient.

Il est intéressant de comparer l’algorithme V.2 de gradient stochastique en boucle fermée à
la méthode des éléments finis particulaires :

– dans les deux cas, le feedback optimal obtenu résulte de la somme de fonctions qui sont
fixées a priori dans le cas des éléments finis particulaires mais qui, dans le cadre de l’algo-
rithme V.2, dépendent des tirages aléatoires effectués ;

– dans les deux cas, le feedback n’est pas représenté par une grille mais par des paramètres :
dans le cas des éléments finis il s’agit des coefficients α ∈ Rν associés aux fonctions de
base (φi)i=1,··· ,ν ; quant au cas de l’algorithme de gradient stochastique en boucle fermé, il

s’agit de la largeur de fenêtre ε[k], du tirage ξ[k+1] et du gradient ∇uj(u
[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]) ;

– la méthode des éléments finis particulaires fixe a priori un sous-espace vectoriel dans lequel
nous allons restreindre notre feedback qui sera dès lors sous-optimal ; de ce fait, un biais
a priori sur la solution en résulte, ce qui n’est pas le cas avec le gradient stochastique en
boucle fermée ;

– comme tous les algorithmes d’approximation stochastique, l’algorithme de gradient sto-
chastique en boucle fermée ne comporte pas de test d’arrêt, et la convergence n’est assurée
que d’une manière asymptotique.

Nous pouvons alors envisager un algorithme où nous effectuerions un mariage entre ces deux
approches : c’est l’algorithme de gradient chaotique en boucle fermée.

V.2. Principe d’un algorithme de gradient chaotique en boucle fermée

Dans le même esprit, nous nous proposons de présenter un algorithme de gradient stochas-
tique adapté au cas de la boucle fermée. Nous nous inspirerons de la méthode des éléments finis
particulaires pour l’approximation des problèmes d’optimisation stochastique.

Nous reprenons les notations de la section IV.1 et nous considérons, pour le moment, un
problème d’optimisation stochastique sans contraintes d’admissibilité.

(V.5) min
U�Y

E
[
j(U , ξ)

]
.

En supposant que U ∈ U def
= L2(Ω,F ,P; U) et qu’il existe une application mesurable h : Ξ →

Y tel que Y = h(ξ), P−p.s., nous pouvons réécrire le problème (V.5) (voir lemme IV.3) comme

un problème d’optimisation fonctionnelle sur l’espace de Hilbert N def
= L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U), l’en-

semble admissible étant le sous-espace vectoriel de N constitué des applications h-mesurables :

Nh
def
= {u ∈ N , u � h} :

(V.6) min
u∈Nh

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

L’espace vectoriel Nh étant un espace de Hilbert, nous nous donnons (φi)i∈N une base orthonor-
mée de fonctions de cet espace :

∀u ∈ Nh, ∃(αi)i∈N ∈ `2(R), u =
∑

i∈N

φiαi.

Nous approximons l’espace Nh en choisissant a priori un sous-ensemble I ⊂ N tel que card(I) =
ν.

N ν
h

def
=

{
u ∈ Nh, ∃α ∈ Rν , u =

∑

i∈I

αiφi

}
.
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Le problème approximé s’écrira :

(V.7) min
u∈N ν

h

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

Remarque V.3. Nous avons établi dans le chapitre IV (voir théorème IV.20) l’épi-
convergence de la suite de problèmes (V.7) vers le problème (V.6) lorsque ν → +∞. �

Le problème approximé (V.7) peut s’écrire d’une manière équivalente :

(V.8) min
α∈Rν

Ĵ(α)
def
= E

[
j

(∑

i∈I

φi(ξ)αi, ξ

)]
.

Commençons par calculer le gradient de la fonction Ĵ . Soient α, β ∈ Rν et t ∈ R, nous
pouvons alors écrire que :

Ĵ(α+ tβ) = E

[
j

(∑

i∈I

φi(ξ)(αi + tβi), ξ

)]
,

= Ĵ(α) +
∑

j∈I

E

[〈
∇uj

(∑

i∈I

φi(ξ)αi, ξ

)
, φj(ξ)

〉

U

]
tβj + O(t2).

Le gradient de Ĵ sera alors un élément de Rν tel que :

(V.9) ∇Ĵ(α)
def
=

(
E

[〈
φj(ξ),∇uj

(∑

i∈I

φi(ξ)αi, ξ

)〉

U

])

j∈I

.

Un algorithme de gradient pour le problème d’optimisation en dimension infinie (V.8) pour-
rait s’écrire de la manière suivante :

(V.10) α[k+1] = α[k] − ρ[k]∇Ĵ(α[k]).

Pour retrouver un algorithme de gradient pour le problème fonctionnel (V.7), nous considé-
rons que tout élément u ∈ N ν

h s’écrit comme une somme pondérée d’éléments de la famille de
fonctions (φi)i∈I de l’espace de Hilbert N ν

h . Il suffit alors de multiplier chaque composante de
(V.10) par la fonction de base correspondante et de faire la somme.

Algorithme V.4 (Algorithme de gradient pour (V.7)).

– Étape [0] : Soit α[0] ∈ Rν la commande initiale de l’algorithme et u[0] =
∑

i∈I φiα
[0]
i .

– Étape [k] :

u[k+1](·) = u[k](·) − ρ[k]
∑

j∈I

pj

(
E

[〈
φj(ξ),∇uj

(
u[k](ξ), ξ

)〉
U

]) φj(·)
pj

.

où (pj)j∈I est une loi de probabilité sur I (∀j ∈ I, pj > 0 et
∑

j∈I pj = 1).
�

Dans l’algorithme V.4, nous avons forcé l’apparition des poids pi correspondant à une loi
de probabilité sur I. L’originalité de l’idée développée au cours de ce chapitre réside alors dans
le fait que l’algorithme V.4 comporte deux sommes (espérances) (

∑
j∈I pj · et E[·] =

∫
Ξ ·P(dξ)).

Comme les algorithmes de gradient stochastique (voir l’algorithme V.1), nous pouvons envisager
d’approximer ces deux sommes en ligne avec les itérations de l’algorithme. Ceci correspond à
deux niveaux d’approximations :

– approximation de l’espérance de la fonction coût en effectuant à chaque itération de l’al-
gorithme un tirage de particules indépendamment des tirages passés,

– approximation de la fonction feedback en choisissant à chaque itération une fonction de
base indépendamment des choix passés.
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Nous pouvons alors présenter un algorithme de gradient stochastique de type chaotique pour
résoudre le problème (V.7) :

u[k+1](·) = u[k](·) − ρ[k]
〈
φ

j[k+1](ξ[k+1]),∇uj
(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φ
j[k+1](·)
p

j[k+1]

.

L’appellation chaotique vient du fait qu’à chaque itération, nous choisissons une fonction de base
parmi les (φj)j∈I en tirant un entier naturel j considéré comme une variable aléatoire suivant
une loi Pi sur I, fixée a priori. Nous empruntons cette terminologie à J.C. Mielloi [71].

V.3. Résultat de convergence

Maintenant que nous avons mis en évidence l’idée principale d’un tel algorithme, nous pou-
vons envisager la résolution d’un problème d’optimisation stochastique plus général :

(V.11) min
u∈Nmes∩N ad

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] ,

où Nmes ⊂ N est un sous-espace de Hilbert de dimension ν et N ad ⊂ N est un ensemble
admissible convexe fermé.

Remarque V.5. Outre les problèmes du type (V.7), cette généralisation nous permettra
d’incorporer des problèmes avec des contraintes d’admissibilité presque sûres (en posant N ad =
{u ∈ N , u(ξ) ∈ Cad P−p.s.}) et des problèmes approximés par la méthode des éléments finis
particulaires (en posant Nmes = {u ∈ N , ∃α ∈ Rν , u =

∑ν
i=1 αiφi}). �

L’espace Nmes étant un espace de Hilbert, nous nous donnons (φi)i∈I une base de fonctions
de cet espace (où card(I) = dim(Nmes)). Nous déroulons alors l’algorithme suivant :

Algorithme V.6 (Algorithme de gradient chaotique en boucle fermée pour (V.11)).

– Étape [0] :

– Soit u[0] ∈ Nmes ∩N ad la commande initiale de l’algorithme.
– Soit Pi ∼ (pi)i∈I une loi de probabilité sur I ⊂ N.

– Étape [k] :

– Soit j [k+1] ∈ I une variable aléatoire indépendante de (j [1], · · · , j[k]) de loi Pi,

– Soit ξ[k+1] une variable aléatoire indépendante de (ξ[1], · · · , ξ[k]), de la loi Pξ.

u[k+1](·) = ΠN ad

(
u[k](·) − ρ[k]

〈
φ

j[k+1](ξ[k+1]),∇uj
(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φ
j[k+1](·)
p

j[k+1]

)
,

où ΠN ad est la projection sur N ad.
�

Nous nous intéresserons dans cette section à étudier la convergence de l’algorithme V.6 au
sens de la convergence presque-sûre des fonctions coût et de la convergence faible et forte des
solutions. Commençons par énoncer les hypothèses nécessaires pour avoir cette convergence.

Nous reprenons le problème (V.11) nous définissons ainsi sa fonction coût sur N par :

J : N → R,

u 7→ E [j (u(ξ), ξ)] .
(V.12)

Nous présentons, ici, quelques hypothèses et lemmes définissant la structure du problème et
de l’algorithme à étudier :

Hypothèse V.7 (Hypothèses de structure sur J). la fonction J : N → R définie par (V.12)
est convexe, semi-continue inférieurement sur N . �
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Hypothèse V.8 (Hypothèses de coercivité sur J). La fonction J : N → R définie par (V.12)
est coercive sur N . �

Hypothèse V.9 (Hypothèses sur l’ensemble admissible N ad ∩ Nmes). Nmes est un sous-
espace vectoriel de N de dimension finie et l’ensemble N ad ⊂ N est un convexe fermé, tel
que :

ΠN ad(u) ∈ Nmes, ∀u ∈ Nmes.

�

Hypothèse V.10 (Hypothèses de dérivabilité sur j). La fonction jξ : U → R définie par :

jξ(u)
def
= j(u, ξ), ∀u ∈ U,

est C1(U) P-presque-sûrement. De plus :

∃(c, d) ∈ R2, ∀u ∈ U, ‖∇jξ(u)‖U
≤ c ‖u‖

U
+ d, P−p.s..

Nous supposons en outre que ∇jξ(u) ∈ N , ∀u ∈ N . �

Lemme V.11 (Dérivabilité de J). Sous les hypothèses V.7 et V.10, la fonction J : N → R

définie par (V.12) est différentiable. De plus :

∃(c, d) ∈ R2, ∀u ∈ N , ‖∇J(u)‖N ≤ c ‖u‖N + d.

Démonstration : Soient u ∈ N , v ∈ N ; sachant que jξ est C1(U), nous avons alors que :

J(u+ v) = E [j (u(ξ) + v(ξ), ξ)] ,

= J(u) + E [〈∇uj (u(ξ), ξ) , v(ξ)〉
U
] + O(‖v‖2

N ),

nous pouvons alors dire que J est différentiable et nous écrivons que :

∇J(u)(·) = ∇uj (u(·), ·) .
D’après l’hypothèse V.10, nous avons que :

‖∇J(u)‖N =

√∫

Ξ

‖∇uj (u(ξ), ξ)‖2
U

Pξ(dξ),

≤
√∫

Ξ

(c ‖u(ξ)‖ + d)
2

Pξ(dξ),

≤ c ‖u‖N + d.

�

Nous faisons aussi, quelques hypothèses sur la famille de fonctions de base (φi)i∈I et la loi
de probabilité Pi :

Hypothèse V.12 (Hypothèses de structure sur la base de fonctions). (φi)i∈I est une famille
de fonctions formant une base orthonormée de Nmes et Pi ∼ (pi)i∈I est une loi de probabilité
sur I telle que :

∀i ∈ I, pi > 0,

�

Exemple V.13. Posons N l’espace des fonctions de carré intégrable de [0, 1] dans R, muni
de la mesure de Lebesgue : N = L2([0, 1],R).

Soit I un ensemble d’entiers tel que card(I) = ν, et soit Pi ∼ (pi)i∈I la loi de probabilité
uniforme sur I.

pi
def
=

1

ν
, ∀i ∈ I.
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Soit (φi)i∈N une base de fonctions de N tel que :

φ1(x) = 1,

φ2r(x) =
√

2 sin(2πrx), ∀r ∈ N∗,

φ2r+1(x) =
√

2 cos(2πrx), ∀r ∈ N∗.

La famille de fonctions, ainsi définie, constitue une base orthonormée de N . Nous posons alors
Nmes le sous-ensemble de N tel que :

Nmes def
=

{
u ∈ N , ∃α ∈ Rν , u =

∑

i∈I

φiαi

}

Pour avoir une base de fonctions qui vérifie les hypothèses V.12, il suffit de prendre la famille
(φi)i∈I . �

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5
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phi_2

phi_3

phi_10

phi_11

Fig. V.2. Fonctions de base φi vérifiant les hypothèses V.12

Dans les algorithmes de descente, il est usuel de demander certaines hypothèses sur la suite
des pas de l’algorithme.

Hypothèse V.14 (Hypothèses sur le pas de l’algorithme). La suite
(
ρ[k]
)
k∈N

est une σ-suite :

∀k ∈ N, ρ[k] ≥ 0,
∑

k∈N

ρ[k] = +∞,
∑

k∈N

(
ρ[k]
)2

< +∞.

�

Nous présentons maintenant le résultat principal de convergence de l’algorithme de gradient
chaotique V.6. Le lecteur pourra trouver des résultats de convergence similaires dans le cadre
du gradient perturbé dans la thèse de C. Strugarek [106].

Théorème V.15 (Convergence de l’algorithme V.6).

(1) Supposons que j : U × Ξ → R vérifie les hypothèses V.7, que J : N → R vérifie
les hypothèses V.8 et que N ad et Nmes vérifient l’hypothèse V.9. Alors, il existe un
ensemble S ⊂ N non vide de solutions à (V.11), et l’on notera JS la valeur optimale
du problème.

(2) Supposons de plus que les hypothèses V.10 sont vérifiées, que la famille (φi)i∈I et la loi

de probabilité Pi ∼ (pi)i∈I vérifient les hypothèses V.12 et que la suite (ρ[k])k∈N vérifie

les hypothèses V.14. Alors la suite (u[k])k∈N générée par l’algorithme (V.6) est telle

que limk→∞ J(u[k]) = JS , P−p.s., et tout point d’accumulation de (u[k])k∈N dans la
topologie faible est un élément de S.
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(3) Si de plus J est fortement convexe, alors (u[k])k∈N converge fortement vers l’unique
solution de (V.11).

Démonstration : La preuve de (1) est immédiate à partir du lemme A.22. La preuve de (2) suit
le schéma habituel des preuves de convergence des algorithmes de descente. Nous nous donnerons alors
une fonction de Lyapunov et nous utiliserons quelques lemmes techniques utilisés dans les preuves de
convergence du gradient stochastique.

Considérons les suites (u[k])k∈N, (ξ[k])k∈N et (j[k])k∈N générées par l’algorithme (V.6). Par construc-
tion et en utilisant l’hypothèse V.9, nous avons que ∀k ∈ N, u[k] ∈ Nmes ∩ N ad (comme étant la
projection sur N ad d’une somme pondérée des fonctions de base (φi)i∈I engendrant l’espace de Hilbert
Nmes).

Nous pouvons écrire la récurrence sur la suite (u[k])k∈N :

u[0] ∈ Nmes ∩N ad,

u[k+1](·) = ΠN ad

(
u[k](·) − ρ[k]

〈
φj[k+1](ξ[k+1]),∇uj

(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φj[k+1](·)
pj[k+1]

)
.

(V.13)

Soit u] ∈ S ⊂ N une solution du problème (V.11). Nous posons Λ : N → R la fonction de Lyapunov
définie par :

Λ(u) =
1

2

∥∥u− u]
∥∥2

N
.

Nous considérons l’évolution de la fonction de Lyapunov au long des itérations. Par le théorème de
Pythagore nous avons que :

Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) =
1

2

∥∥∥u[k+1] − u]
∥∥∥

2

N
− 1

2

∥∥∥u[k] − u]
∥∥∥

2

N
,

=
1

2

∥∥∥u[k+1] − u[k]
∥∥∥

2

N
+
〈
u[k+1] − u[k],u[k] − u]

〉
N
.

En utilisant la propriété de contraction de la projection ΠN ad et la récurrence (V.13) sur (u[k])k∈N, nous
avons que :

∥∥∥u[k+1] − u[k]
∥∥∥
N

≤ ρ[k]

∥∥∥∥∥
〈
φj[k+1](ξ[k+1]),∇uj

(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φj[k+1](·)
pj[k+1]

∥∥∥∥∥
N

.

Notons f [k](·) def
=

〈
φj[k+1](ξ[k+1]),∇uj

(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φ
j[k+1] (·)

p
j[k+1]

. L’ensemble N ad étant un

convexe fermé, en utilisant les propriétés de la projection sur un ensemble convexe nous avons que :
〈
u[k+1] − u[k],u[k] − u]

〉
N

=
〈
ΠN ad

(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
− u[k],u[k] − u]

〉
N
,

=
〈
ΠN ad

(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
−
(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
,u[k] − u]

〉
N

− ρ[k]
〈
f [k],u[k] − u

〉
N
,

=
〈
ΠN ad

(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
−
(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
,u[k] − ρ[k]f [k] − u

〉
N︸ ︷︷ ︸

≤0 par la propriété de projection

+ ρ[k]
〈
f [k],ΠN ad

(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
−
(
u[k] − ρ[k]f [k]

)〉

− ρ[k]
〈
f [k],u[k] − u

〉
,

≤
(
ρ[k]
)2 ∥∥∥f [k]

∥∥∥
2

N
+ ρ[k]

〈
f [k],ΠN ad

(
u[k] − ρ[k]f [k]

)
− u[k]

〉

︸ ︷︷ ︸
≤0 par la propriété de projection

− ρ[k]
〈
f [k],u[k] − u]

〉
,

≤
(
ρ[k]
)2 ∥∥∥f [k]

∥∥∥
2

N
− ρ[k]

〈
f [k],u[k] − u]

〉
.
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En utilisant ces inégalités nous majorons l’évolution de la fonction de Lyapunov :

Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) ≤ 3(ρ[k])2

2

∥∥∥∥∥
〈
φj[k+1](ξ[k+1]),∇uj

(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φj[k+1](·)
pj[k+1]

∥∥∥∥∥

2

N︸ ︷︷ ︸
def
= A

−ρ[k]

〈〈
φj[k+1](ξ[k+1]),∇uj

(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

φj[k+1]

pj[k+1]

,u[k] − u]

〉

N︸ ︷︷ ︸
def
= B

.

(V.14)

Soit F [k] = σ(ξ[1], · · · , ξ[k], j[1], · · · , j[k]) la tribu engendrée par tous les tirages passés jusqu’à l’ité-
ration [k]. Les tirages étant indépendants, en appliquant l’espérance conditionnelle sur l’équation (V.14)
et en utilisant l’orthonormité des fonctions de base (hypothèses V.12), nous nous proposons de majorer
les espérances conditionnelles des deux éléments du terme droit de l’inégalité (V.14).

Commençons par le premier terme :

E

[
A | F [k]

]
=

3(ρ[k])2

2

∑

j∈I

pj

∥∥∥∥
φj(·)
pj

∥∥∥∥
2

N

∫

Ξ

∥∥∥
〈
φj(ξ),∇uj

(
u[k](ξ), ξ

)〉
U

∥∥∥
2

R

Pξ(dξ),

≤ 3(ρ[k])2

2

∑

j∈I

pj

∥∥∥∥
φj(·)
pj

∥∥∥∥
2

N

∫

Ξ

‖φj(ξ)‖2
U

Pξ(dξ)

∫

Ξ

∥∥∥∇uj
(
u[k](ξ), ξ

)∥∥∥
2

U

Pξ(dξ),

≤ 3(ρ[k])2

2

∑

j∈I

1

pj
︸ ︷︷ ︸
≤ ν

pmin

∥∥∥∇J
(
u[k]

)∥∥∥
2

N
,

où pmin = minj∈I pj > 0. Pour le deuxième terme, nous considérons que comme ∇J
(
u[k]

)
est un élément

de N , il peut se décomposer en un terme appartenant à Nmes (sur la base des fonctions (φi)i∈I) et un
terme appartenant à son orthogonal (Nmes)⊥ :

∀u[k], ∃β[k] ∈ RI , ψ[k] ∈ (Nmes)⊥ ∇uj
(
u[k](ξ), ξ

)
=
∑

i∈I

β
[k]
i φi(ξ) + ψ[k](ξ), P−p.s..

Nous pouvons alors réécrire le deuxième terme tel que :

E

[
B | F [k]

]
= −ρ[k]

∑

j∈I

pj

∫

Ξ

〈
φj(ξ),

∑

i∈I

β
[k]
i φi(ξ) + ψ[k](ξ)

〉

U

Pξ(dξ)

〈
φj
pj
,u[k] − u]

〉

N

,

=︸︷︷︸
par orthogonalité

−ρ[k]
∑

j∈I

pj ‖φj‖2
N︸ ︷︷ ︸

=1

β
[k]
j

〈
φj
pj
,u[k] − u]

〉

N

,

= −ρ[k]

〈 ∑

j∈I

β
[k]
j φj

︸ ︷︷ ︸
=∇J(u[k])−ψ[k]

,u[k] − u]

〉

N

,

=︸︷︷︸
(u[k]−u])∈Nmes, ψ[k]∈(Nmes)⊥

−ρ[k]
〈
∇J(u[k]),u[k] − u]

〉
N
.

Nous obtenons finalement que l’inégalité (V.14) se réécrit :

E

[
Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) | F [k]

]
≤3νC(ρ[k])2

2pmin

∥∥∥∇J(u[k])
∥∥∥

2

N

− ρ[k]
〈
∇J(u[k]),u[k] − u]

〉
N
.

(V.15)

D’après l’hypothèse V.7 la fonction J est convexe. Nous pouvons alors écrire que :

(V.16)
〈
∇J(u[k]),u[k] − u]

〉
N

≥ J(u[k]) − J(u]), ∀u[k] ∈ Nmes ∩N ad
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D’après le lemme V.11 et les hypothèses V.10 la fonction J est à gradient linéairement borné. Nous
avons donc :

∥∥∥∇J(u[k])
∥∥∥

2

N
≤
(
c
∥∥∥u[k]

∥∥∥
N

+ d
)2

,

≤︸︷︷︸
‖u[k]‖

N
≤1+‖u[k]‖2

N

(c2 + 2cd)
∥∥∥u[k]

∥∥∥
2

N
+ d2 + 2cd,

≤︸︷︷︸
‖u]‖

N

def
= e

2(c2 + 2cd)Λ(u[k]) + c2 + d2 + e2 + 4cd.

(V.17)

En combinant (V.15), (V.16) et (V.17) nous obtenons que :

(V.18) E

[
Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) | F [k]

]
≤ γ[k]Λ(u[k]) + β[k] + ρ[k]C ′(J(u]) − J(u[k])),

où γ[k] = 3ν(c2+2cd)C
pmin

(ρ[k])2 et β[k] = 3ν(c2+d2+e2+4cd)C(ρ[k])2

2pmin
sont, par l’hypothèse V.14, des séries som-

mables. Soit alors λ[k] = E
[
Λ(u[k])

]
. Puisque u] réalise le minimum de J sur Nmes ∩ N ad et comme

u[k] ∈ Nmes ∩N ad, ∀k ∈ N, alors :

(V.19) λ[k+1] − λ[k] ≤ γ[k]λ[k] + β[k].

D’après le lemme B.1 nous avons alors que la suite (λ[k])k∈N est bornée par un réel M > 0.
Nous montrons maintenant que Λ(u[k]) est une quasi-martingale convergente (voir la définition C.4) :
– par définition, (Λ(u[k]))k∈N est adaptée à la filtration F [k],
– par définition, Λ(u[k]) ≥ 0, ∀k ∈ N et donc infk∈N Λ(u[k]) > −∞,

– soit Ck
def
=
{
E
[
Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) | F [k]

]
> 0
}
. Il est clair que ICk

est F [k]-mesurable. En utilisant
l’inégalité (V.18), nous obtenons que :

∑

k∈N

E

[
(Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]))ICk

]
≤
∑

k∈N

E

[
E

[
Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]) | F [k]

]
ICk

]
,

≤
∑

k∈N

E

[
(γ[k]Λ(u[k]) + β[k])ICk

]
,

≤
∑

k∈N

(γ[k]M + β[k]),

comme (γ[k])k∈N (β[k])k∈N sont des séries sommables alors :
∑

k∈N

E

[
(Λ(u[k+1]) − Λ(u[k]))ICk

]
< +∞.

Il est également facile de voir que supk∈N E

[(
Λ(u[k])

)−]
< +∞ et par conséquent, en utilisant la

proposition C.6 nous avons que la suite (Λ(u[k]))k∈N est une quasi-martingale qui converge presque-
sûrement et est bornée. Nous avons donc que la suite (u[k])k∈N est presque sûrement bornée.

En prenant l’espérance sur (V.18) nous obtenons que :

ρ[k]E

[
J(u[k]) − J(u])

]
≤ γ[k]λ[k] + β[k] + λ[k] − λ[k+1].

Nous prenons, alors, la somme pour k = 1, · · · , n nous avons que :

n∑

k=1

ρ[k]E

[
J(u[k]) − J(u])

]
≤λ[1] − λ[n+1] +

n∑

k=1

γ[k]λ[k] + β[k]

≤M +M

n∑

k=1

γ[k] +

n∑

k=1

β[k].

En faisant tendre n vers +∞ nous obtenons que :
∑

k∈N

ρ[k]E

[
J(u[k]) − J(u])

]
< +∞.
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Par optimalité de u] nous avons que c’est une somme de scalaires positifs. En utilisant l’hypothèse V.14
sur les pas de l’algorithme et d’après le lemme B.3 nous avons alors que :

lim
k→+∞

J(u[k]) = J(u]), P−p.s..

Par la bornitude presque-sûre de (u[k])k∈N nous avons l’existence d’une sous-suite P-presque-sûrement
convergente vers un point d’accumulation û :

∃(ki)i∈N, lim
i→+∞

u[ki](ξ) = û(ξ), P−p.s..

Comme J est semi-continue inférieurement nous avons alors que :

J(û) ≤ lim inf
i→+∞

J(u[ki]) ≤ J(u]),

nous avons donc que û ∈ S.
Pour la preuve de (3) : comme J est B-fortement convexe , nous avons alors que :

J(u[k]) − J(u]) ≥
〈
∇J(u]),u[k] − u]

〉
N︸ ︷︷ ︸

≥0, par optimalité

+
B

2

∥∥∥u[k] − u]
∥∥∥

2

N
.

Comme limk→+∞ J(u[k]) = J(u]) nous avons alors que :

lim
k→+∞

u[k] = u], fortement dans N .

�

V.4. Intérêt d’un tel algorithme

L’inconvénient principal de la méthode des éléments finis particulaires (comme présentée
dans la section IV.1) est que le choix, effectué a priori, d’une famille libre de fonctions, engendre
un biais intrinsèque : l’espace vectoriel des feedbacks admissibles approximés se trouve à une
certaine distance incompressible de l’espace de départ. Pour réduire cette distance nous sommes
obligés de rajouter des fonctions supplémentaires à la famille de fonctions de base et de résoudre
une deuxième fois le problème d’optimisation. L’algorithme V.6 considère aussi un choix fait a
priori d’une famille de fonctions de base. Cependant, grâce au degré de liberté supplémentaire
apporté par le choix d’une loi de probabilité sur la famille de fonctions, nous pouvons favoriser
certaines fonctions à d’autres utilisant ainsi l’expertise personnelle de l’utilisateur. Nous pou-
vons ainsi imaginer qu’un choix judicieux de cette loi de probabilité influera sur la vitesse de
convergence de cet algorithme.

Par comparaison, l’algorithme V.2 relie le choix de la base de fonctions aux particules de
bruit tirées à chaque itération. Il évite ainsi ce choix a priori d’une loi de probabilité sur les
fonctions de base. Cependant, d’un point de vue pratique, il n’est pas capable d’intégrer des
informations connues a priori sur le problème. Par contre, dans le cadre de l’algorithme chaotique,
si l’utilisateur a une idée sur la forme de la solution, il peut l’intégrer dans la famille de fonctions
de base faisant ainsi accélérer la procédure de résolution numérique.

En pratique, il faut augmenter le nombre ν de fonctions de base pour recouvrir asymptoti-
quement un espace de Hilbert de dimension infinie. Cependant, si nous augmentons ce nombre,
il faudra augmenter aussi le nombre de tirages (et donc d’itérations de l’algorithme) pour bien
approximer l’opérateur d’espérance. Comme dans la section IV.2, nous retrouvons le trade-off
à faire entre biais (diminuant avec le nombre des fonctions de bases) et variance (augmentant
avec le nombre de fonctions et diminuant avec le nombre des tirages).

Pour illustrer ce dernier point, nous présenterons dans la suite un exemple numérique où
nous ferons différents choix de cardinalité sur l’ensemble d’indices I.
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V.5. Application numérique de l’algorithme

Nous cherchons à résoudre un problème de gestion de stocks. Il s’agit d’un problème à deux
pas de temps.

(1) Au premier pas de temps le stock initial est noté s ∈ R+ variable déterministe.

(2) Au deuxième pas de temps une quantité est consommée à partir du stock constitué à
la première période. Cette quantité est prise en fonction d’un prix ξ, variable aléatoire
suivant une loi uniforme sur [ξmin, ξmax] notée Pξ. La quantité consommée est, alors,
représentée par une fonction de ξ : u(ξ) ∈ R, P−p.s. tel que u ∈ L2(R,B(R),Pξ,R).

Nous considérons, en outre, l’existence d’un stock de réserve ε ∈ R+. Le stock au deuxième pas

de temps s’écrit alors comme : ε + s − u(ξ), et engendre un coût de gestion
√
ε+ s− u(ξ). La

quantité consommée est valorisée en fonction du prix ξ : ξu(ξ).
Le problème à résoudre est alors un problème d’optimisation stochastique en boucle fermée.

La fonction coût s’écrit tel que :

j : R × R → R,

(u, ξ) 7→ −ξu−
√
ε+ s− u.

Il s’agit alors de résoudre le problème suivant :

min
u∈L2(R,B(R),Pξ,R)

E
[
j
(
u(ξ), ξ

)]
,

sous u(ξ) ∈ [0, s], Pξ−p.s..
(V.20)

Nous pouvons envisager une résolution exacte du problème. Le gradient de j s’écrit :

∇uj(u, ξ) = −ξ +
1

2
√
ε+ s− u

.

En écrivant que le gradient est orthogonal à la contrainte nous pouvons déduire la commande
optimale en posant [x]ba = min

(
max(x, a), b

)
, il vient que :

u](ξ) =

[
s+ ε− 1

4ξ2

]s

0

.

Nous supposons que Nmes est un sous-espace vectoriel de L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U) de dimension
ν < +∞. Nous nous donnons I ⊂ N un ensemble d’indices de cardinal ν (card(I) = ν < +∞)
et une famille de fonctions de base (φi)i∈I de Nmes.

Nous pouvons résoudre numériquement le problème (V.20) en approximant l’espace vectoriel
L2(Ξ,B(Ξ),Pξ; U) par un sous-espace vectoriel engendré par un nombre fini de fonctions de base :
(φi)i∈I et en utilisant un algorithme du type V.6. Il s’agit alors de résoudre le problème suivant :

min
u∈Nmes

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] ,

sous u(ξ) ∈ Cad, Pξ−p.s.,
(V.21)

où Nmes = {u ∈ Nmes, ∃α ∈ Rν , u =
∑

i∈I αiφi} et Cad def
= [0, s].

Pour cet exemple, nous prenons la loi de probabilité uniforme sur I nous avons alors que
∀i ∈ I, pi = 1

ν
. Nous posons, en outre, s = 4, ε = 0.5, ξmin = 0 et ξmax = 1. La commande

initiale sera prise tel que : u[0](ξ) = s
2 . Les fonctions de base vont être choisies de la manière

suivante :

φ1(ξ) = 1,

φ2r(ξ) =
√

2 sin(2πrξ), ∀r ∈ {1, · · · , ν − 1

2
},

φ2r+1(ξ) =
√

2 cos(2πrξ), ∀r ∈ {1, · · · , ν − 1

2
},
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Les figures V.3, V.4 et V.5 représentent respectivement le feedback optimal du problème de
gestion après kmax = 50000 itérations de l’algorithme V.6 pour différents choix du nombre ν de
fonctions de bases1.
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Il est alors clair qu’à nombre d’itérations fixées, le choix d’un nombre restreint de fonctions
de base détériore le biais de l’estimateur de la solution (figure V.3) alors que le choix d’un nombre
trop grand influe sur la variance (figure V.5). Un équilibre doit alors être fait (figure V.4).

Nous représentons, en outre, l’erreur quadratique moyenne faite sur le feedback (voir les
figures V.6, V.7 et V.8) :

ek =
1

2

√∫ 1

0

(
u](ξ) − u[k](ξ)

)2
dξ, ∀k = 1, · · · , kmax.
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Nous retrouvons ainsi le même compromis présenté dans le chapitre IV où nous devons
optimiser le nombre de fonctions de base en fonction du nombre de tirages de Monte-Carlo.
Cependant, dans l’algorithme de gradient stochastique chaotique présenté, ce compromis n’ap-
parâıt pas dans le résultat de convergence asymptotique qu’on a donné (on tire virtuellement un
nombre infini de particules), il faut pour cela présenter un résultat de vitesse de convergence.

1Pour cet exemple, nous supposons que le pas ρ[k] de l’algorithme V.6 s’écrit ρ[k] = a
kγ+b

. Nous représentons

les résultats obtenus après calage des paramètres a et b, le paramètre γ étant fixé à γ = 1.
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V.6. Vitesse de convergence

Nous reprenons le problème (V.11) et nous considérons que nous nous trouvons que face à
des contraintes de mesurabilité (Nmes = {u ∈ N , ∃α ∈ Rν , u =

∑ν
i=1 αiφi}), les contraintes

d’admissibilité étant prises N ad = N .

(V.22) min
u∈Nmes

J(u)
def
= E [j (u(ξ), ξ)] .

Nous pouvons alors considérer le problème équivalent (V.8), où on minimise Ĵ : Rν → R en

boucle ouverte sur α ∈ Rν . L’expression du gradient ∇Ĵ(α) est donnée par (V.9). Nous pouvons
alors écrire un algorithme de gradient sur les coefficients α des fonctions de base pour le problème
(V.8).

Algorithme V.16 (Algorithme de gradient pour (V.8)).

– Étape [0] : Soit α[0] ∈ Rν la commande initiale de l’algorithme.

– Étape [k] :

u[k](ξ)
def
=

ν∑

i=1

α
[k]
i φi(ξ),(V.23)

α
[k+1]
j = α

[k]
j − ρ[k]Eξ

[〈
φj(ξ),∇uj

(
u[k](ξ), ξ

)〉
U

]
,(V.24)

= α
[k]
j − ρ[k]Eξ,i

[〈
φj(ξ),∇uj

(
u[k](ξ), ξ

)〉
U

δi,j
π

]
.(V.25)

où i est une variable aléatoire entière suivant une loi uniforme sur I
def
= {1, · · · , ν} (π

def
= 1

ν
)

et δ est le symbole de Kronecker.
�

L’algorithme de gradient stochastique chaotique (V.6) pour résoudre V.22 peut alors s’in-
terpréter comme un simple algorithme de gradient stochastique pour résoudre le problème V.8
à partir de l’approximation de l’opérateur d’espérance dans(V.25).

Algorithme V.17 (Algorithme de gradient stochastique pour (V.8)).

– Étape [0] :

– Soit α[0] ∈ Rν la commande initiale de l’algorithme.
– Soit Pi la loi uniforme sur I.

– Étape [k] :

– Soit j [k+1] ∈ I une variable aléatoire indépendante de (j [1], · · · , j[k]) de loi Pi,

– Soit ξ[k+1] une variable aléatoire indépendante de (ξ[1], · · · , ξ[k]), de la loi Pξ.

u[k](ξ[k+1])
def
=

ν∑

i=1

α
[k]
i φi(ξ

[k+1]),

α
[k+1]
j = α

[k]
j − ρ[k] 1

π

〈
φj(ξ

[k+1]),∇uj
(
u[k](ξ[k+1]), ξ[k+1]

)〉
U

δ
i[k+1],j︸ ︷︷ ︸

def
= fj(α[k],ξ[k+1],i[k+1])

.

�

V.6.1. Théorème de la limite centrale. On se propose de donner un résultat de type
théorème de la limite centrale (TCL) précisant la normalité asymptotique des itérées α[k] de
l’algorithme V.17 de gradient stochastique. Ce résultat sera utilisé pour déduire la vitesse de
convergence de l’algorithme V.6 portant sur les feedback u[k] dans le cas où N ad = N . Le
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théorème suivant est un cas particulier de celui présenté dans [42, théorème 4.III.5] et [41,
théorème 24].

Pour tous les pas k ∈ N de l’algorithme V.17, nous définissons la matrice de covariance
conditionnelle Γ[k] de taille ν × ν par rapport à la filtration (F [k])k∈N tel que :

(V.26) Γ
[k]
l,j

def
= E

[
fj(α

[k], ξ[k+1], i[k+1])fl(α
[k], ξ[k+1], i[k+1]) | F [k]

]
.

Nous définissons en outre les éléments suivants pour α] solution de (V.8) :

u](ξ)
def
=

ν∑

i=1

α]
iφi(ξ),(V.27)

ψ]
j(ξ)

def
=
〈
φj(ξ),∇uj

(
u](ξ), ξ

)〉
U

,(V.28)

Γl,j
def
= Ei,ξ

[
fj(α

], ξ, i)fl(α
], ξ, i)

]
,(V.29)

=
ν∑

i=1

πδi,jδi,lEξ

[
ψ]

j(ξ)ψ]
l (ξ)

] 1

π2
,

=





0 si j 6= l

1
π
Eξ

[(
ψ]

j(ξ)
)2
]

sinon
.(V.30)

Hypothèse V.18. La suite de variables aléatoires (α[k])k∈N converge presque sûrement vers
α]. �

Hypothèse V.19. La fonction Ĵ est deux fois continûment différentiable, et sa matrice

Hessienne prise à l’optimum H
def
= ∇2f̂(α]) est définie positive. On notera c > 0 la plus petite

valeur propre de H. �

Hypothèse V.20. La suite (Γ[k])k∈N des matrices de covariance conditionnelle (V.26)
converge presque sûrement vers Γ (V.29). �

Hypothèse V.21. Il existe δ > 0, tel que l’on ait :

sup
k∈N

E

[∥∥∥∇Ĵ(α[k]) − f(α[k], ξ[k+1], i[k+1])
∥∥∥

2+δ

| F [k]

]
< +∞,

où F [k] = σ(ξ[1], · · · , ξ[k], j[1], · · · , j[k]). �

Hypothèse V.22. La suite (ρ[k])k∈N est de la forme ρ[k] = a
kγ+b

, avec a >, b > 0 et 1
2 < γ ≤ 1.

On note :

λ =

{
0 si γ < 1,
1
2a

si γ = 1.

�

Hypothèse V.23. La matrice H − λI est définie positive2. �

Nous pouvons maintenant donner le résultat de vitesse de convergence de l’algorithme V.17.

Théorème V.24 (TCL pour V.17). Sous les hypothèses V.18, V.19, V.20, V.21, V.22 et

V.23, la suite de variables aléatoires

(
1√
ρ[k]

(α[k] − α])

)

k∈N

, générée par l’algorithme V.17,

converge en loi vers une loi normale centrée de matrice de covariance Σ :

1√
ρ[k]

(α[k] − α])
L−→ N (0,Σ),

2Dans le cas γ = 1, une condition équivalente à cette propriété de positivité est : 2ac > 1.
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la matrice de covariance Σ étant solution de l’équation de Lyapunov :

(H − λI)Σ + Σ(H − λI) = Γ.

Démonstration : Nous adoptons les notations suivantes :

h(α)
def
= −∇Ĵ(α), ∀α ∈ Rν(V.31)

w[k+1] def
= ∇Ĵ(α[k]) − f(α[k], ξ[k+1], i[k+1]), ∀k ∈ N.(V.32)

L’algorithme V.17 peut alors s’écrire sous la forme canonique suivante [42] :

(V.33) α[k+1] = α[k] − ρ[k]
(
h(α[k]) + w[k+1]

)
.

On remarquera d’autre part que si α] ∈ Rν est solution de (V.8) alors une condition nécessaire d’optimalité
s’écrirait :

∇Ĵ(α]) = 0 = −h(α]),
et que ξ[k+1] est un incrément de Martingale (voir l’annexe C) : E[w[k+1] | F [k]] = 0.

En utilisant [42, Théorème 4.III.5], nous avons alors le résultat recherché �

Remarque V.25. D’après l’hypothèse V.22 et le théorème V.24 il est clair que le paramètre
b n’a aucune influence asymptotique (il n’agit que d’une manière transitoire dans l’algorithme).
Nous déduisons alors que l’algorithme V.17 a la propriété de convergence suivante :

k
γ

2 (α[k] − α])
L−→ N (0, aΣ).

Le choix optimal (conduisant à la vitesse de convergence la plus élevée) est donc de γ = 1. On
retrouve ainsi la vitesse en 1√

k
du théorème de la limite centrale d’un estimateur de Monte-Carlo

classique. �

V.6.2. Lien entre nombre de fonctions de base et vitesse de convergence. Nous
faisons maintenant le lien entre le nombre de fonctions de bases et le nombre d’itérations de
l’algorithme V.17 d’une part, et la vitesse de convergence d’autre part.

D’après le théorème V.24, la variance asymptotique de l’estimateur de la solution du pro-
blème (V.8) résolu par l’algorithme V.17 est donnée par la matrice de covariance Σ solution de
l’équation de Lyapunov suivante :

(H − λI)Σ + Σ(H − λI) = Γ.

Dans cette équation H et I sont indépendantes du nombre ν de fonctions de base mais Γ en

dépend à travers π = 1
ν

(V.30). Nous posons alors Γ̂
def
= πΓ, on en déduit que Σ̂

def
= πΣ est

solution de l’équation de Lyapunov suivante :

(H − λI)Σ̂ + Σ̂(H − λI) = Γ̂.

Nous avons alors que :

(V.34)
√
k(α[k] − α])

L−→ N (0,
a

π
Σ̂),

où π = 1
ν

et Σ̂ ne dépend du nombre de fonctions de base qu’à travers sa taille ν × ν.
Dans le cas où la matrice hessienne H est une matrice diagonale, nous avons que H−λI l’est

aussi, et donc nous avons que la variance asymptotique de
√
k(α[k] − α]) est proportionnelle à

a
π
E

[(
ψ]

j(ξ)
)2
]
. En notons σ[k] l’écart type de l’estimateur α

[k]
j nous avons d’après (V.34) que :

(V.35) σ
[k]
j ∼

√
ν

k

∥∥∥
〈
φj(·),∇uj(u

](·), ·)
〉
N

∥∥∥
R

.

Il est clair alors que si on multipliait le nombre de fonctions de base par n, il faudra effectuer
n fois plus d’itérations de l’algorithme V.17 pour avoir une variance équivalente.
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Nous retrouvons alors les conclusions des observations expérimentales faite dans l’exemple
précédent (voir la section V.5) ainsi que les mêmes conclusions faites lors de l’estimation de
l’espérance conditionnelle (chapitre III) et de la méthode des éléments finis particulaires (chapitre
IV), à savoir qu’il faut faire un compromis entre deux paramètres : le nombre de fonctions de
base d’une part et le nombre de particules de l’autre.





CHAPITRE VI

Résolution numérique de problèmes de commande optimale

stochastique

Le dernier chapitre de ce mémoire se veut être une collection de méthodes numériques, d’algo-
rithmes et d’heuristiques pour la résolution de problèmes de commande optimale stochastique en
temps discret. Nous nous intéresserons exclusivement aux méthodes dites variationnelles inspi-
rées des résultats théoriques établis dans les chapitres précédents. Nous présenterons, néanmoins,
la méthode de programmation dynamique stochastique, comme étant le cadre naturel (pourtant
non variationnel) pour la résolution de ce type de problèmes. Cette méthode constituera notre
référence à laquelle nous comparerons les différentes heuristiques qui seront présentées. Nous
nous placerons alors dans le cadre markovien (information complète et bruits blancs, voir les
hypothèses II.17) ; nous supposerons en outre que la commande est contrainte à être dans un
sous-ensemble admissible déterministe Γad

t ⊂ Ut, ∀t = 0, · · · , T − 1.
Nous reprenons le problème de commande optimale stochastique décrit dans le chapitre II

ainsi que toutes les notations de la section II.2.

min
X∈X ,U∈U

E

[
T−1∑

t=0

Lt(Xt,U t,W t+1) +K(XT )

]
,

sous X0 = W 0, P−p.s.,

Xt+1 = ft(Xt,U t,W t+1), P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1,

U t � Y t
def
= (W 0, · · · ,W t) ∀t = 0, ..., T − 1,

U t(ω) ∈ Γad
t , P−p.s., ∀t = 0, ..., T − 1.

(VI.1)

Dans la section III.1, deux principales approches ont été présentées pour la résolution des
problèmes d’optimisation stochastique (dans leur formulation la plus générale) : l’approche A-O
(Approximer d’abord, ensuite Optimiser) et l’approche O-A (Optimiser d’abord ensuite Approxi-
mer) conduisant toutes les deux à des problèmes d’optimisation que nous pouvons résoudre par
des méthodes classiques d’optimisation déterministe. Nous considérerons, dans ce chapitre, une
adaptation de ces approches au cas particulier de la commande optimale stochastique (problème
d’optimisation stochastique à plusieurs pas de temps).

Après avoir présenté la méthode de résolution numérique de référence (programmation dy-
namique stochastique), la deuxième partie de ce chapitre traitera de l’approche A-O : nous
approximons le problème de départ par la méthode des éléments finis particulaires (voir le cha-
pitre IV), nous écrivons des conditions nécessaires d’optimalité du problème approximé et nous
élaborons un algorithme de gradient déterministe pour la résolution numérique.

La deuxième partie s’intéressera à l’approche O-A : nous utiliserons les résultats du cha-
pitre II où nous avons présenté différentes conditions nécessaires d’optimalité du même problème
afin de les approximer et de résoudre numériquement le problème de commande optimale sto-
chastique sous-jacent. Nous ferons, ainsi, la distinction entre interprétation par variable aléatoire
(algébrique), et interprétation fonctionnelle des contraintes d’information.

Au cours de ce chapitre, nous illustrerons nos résultats par des applications numériques à
un problème de gestion de production d’un barrage hydro-électrique.
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Remarque VI.1 (Représentation numérique d’une fonction). Au cours de ce chapitre nous
aurons à manipuler des fonctions. Numériquement (sur une machine), nous avons besoin d’une
représentation discrète de ces fonctions.

Nous considérons alors deux opérations : connaissant une fonction f : X → U (sous forme
analytique ou sous toute autre forme), on a besoin de manipuler sa trace, c’est-à-dire la collection
de ses valeurs sur une grille fixe ou aléatoire (une collection de points définissant la grille et de
valeurs de la fonction sur cette grille). On notera par des lettres grasses minuscules une telle
grille :

x = (xi)i=1,··· ,n ∈ Xn.

Inversement, connaissant une telle trace, on a besoin de reconstruire une fonction évaluable
partout. C’est ce que nous appellerons interpolation-régression.

On désigne par T : UX → Xn ×Un l’opérateur trace qui à une fonction f : X → U associe sa
trace (x,u) = (xi, f(xi))i=1,··· ,n sur la grille x, et RU : Xn×Un → UX l’opérateur d’interpolation
ou de régression qui à un nuage de points (x,u) = (xi, ui)i=1,··· ,n associe une fonction f : X → U.

�

Remarque VI.2. Nous nous donnons, dans, tout le reste de ce chapitre, pour tout t =
0, · · · , T , (W k

t )k=1,··· ,N , N réalisations indépendantes et identiquement distribuées du processus
aléatoire de bruit (W t)t=0,··· ,T . Nous noterons en outre, pour tout t = 0, · · · , T et tout k =

1, · · · , N , Y k
t

def
= (W k

0, · · · ,W k
t ) une réalisation de la variable aléatoire d’observation Y t. �

VI.1. Algorithme de la programmation dynamique stochastique en temps discret

Une fois dégagée une notion d’état adéquate rendant un problème markovien, la programma-
tion dynamique stochastique s’applique à tout problème de commande optimale stochastique en
temps discret. Cet état est matérialisé par le processus (X t)t=0,··· ,T du problème (VI.1) lorsque
les bruits (W t)t=0,··· ,T sont blancs, c’est-à-dire sont des variables aléatoires indépendantes les
unes des autres. Dans le cas contraire, on se ramène au cas markovien en augmentant la dimen-
sion de l’état par des variables supplémentaires permettant de rendre compte de la corrélation
en temps des bruits W t.

Nous nous sommes placé, dans ce chapitre, dans un cadre markovien ; nous pouvons alors
chercher la commande optimale (USDP

t )t=0,··· ,T−1 du problème (VI.1) comme un feedback par
rapport à l’état (voir théorème II.18) :

USDP
t = φSDP

t (XSDP
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1,

où
(
XSDP

t

)
t=0,··· ,T est le processus d’état obtenu en intégrant la dynamique du problème en

utilisant le processus de commande optimale
(
USDP

t

)
t=0,··· ,T .

La résolution du problème (VI.1) se fait alors en marche rétrograde (backward) de t = T
jusqu’à t = 0 en résolvant à chaque instant l’équation de Bellman pour chaque valeur de l’état
x ∈ Xt. Nous appliquons alors l’algorithme récursif suivant (voir [17, 18]) :

Algorithme VI.3 (SDP - Stochastic Dynamic Programming).
– Au dernier pas de temps : T :

VT (x)
def
= K(x), ∀x ∈ XT ,

– De façon rétrograde : ∀t = T − 1, · · · , 0

Vt(x) = min
u∈Γad

t

E

[
Lt

(
x, u,W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(x, u,W t+1)

)]
, ∀x ∈ Xt,

φSDP
t (x) = arg min

u∈Γad
t

E

[
Lt

(
x, u,W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(x, u,W t+1)

)]
, ∀x ∈ Xt

�
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Cet algorithme n’est pas implémentable en l’état ; en effet, il reste à approximer l’opérateur
d’espérance et établir une représentation numérique des fonctions.

Pour cela, nous donnons pour tout t = 0, · · · , T , xt
def
= (xi

t)i=1,··· ,nt une grille de nt points de
discrétisation de l’espace Xt.

Nous approximons les espérances dans l’algorithme VI.3 par Monte-Carlo et nous représen-
tons les fonctions par leurs représentations discrètes sur les différentes grilles aux différents pas
de temps. Nous notons alors :

vi
t = Vt(x

i
t), ∀i = 1, · · · , nt, ∀t = 0, · · · , T,

ui
t = φSDP

t (xi
t), ∀i = 1, · · · , nt, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.2)

Nous appliquons alors l’algorithme récursif approximé suivant :

Algorithme VI.4 (SDP discrétisé).
– Au dernier pas de temps : T , nous avons une représentation analytique exacte :

vi
T = VT (xi

T ), ∀i = 1, · · · , nT ,

– De façon rétrograde : ∀t = T − 1, · · · , 0,
V̂t+1 = RR (xt+1,vt+1) ,

vi
t = min

u∈Γad
t

1

N

N∑

k=1

[
Lt

(
xi

t, u,W
k
t+1

)
+ V̂t+1

(
ft(x

i
t, u,W

k
t+1)

)]
, ∀i = 1, · · · , nt,

ui
t = arg min

u∈Γad
t

E

[
Lt

(
xi

t, u,W
k
t+1

)
+ V̂t+1

(
ft(x

i
t, u,W

k
t+1)

)]
, ∀i = 1, · · · , nt,

φSDP
t = RUt

(xt,ut) , ∀i = 1, · · · , nt,

où pour chaque pas de temps xt
def
= (xi

t)i=1,··· ,nt , ut
def
= (xi

t)i=1,··· ,nt et vt
def
= (vi

t)i=1,··· ,nt et RR

et RUt
sont des opérateurs d’interpolation-régression comme définis dans la remarque VI.1. �

Remarque VI.5.

(1) Cette méthode se trouve face à un inconvénient majeur : la malédiction de la dimension
(curse of dimensionality). En effet, il s’agit de discrétiser a priori chaque coordonnée de
l’espace d’état Xt à chaque pas de temps t avec une grille scalaire et un nombre donné
de points de discrétisation, la grille xt s’obtient alors en faisant le produit cartésien des
grilles scalaires sur toutes les coordonnées de Xt. Le nombre d’opérations à traiter à
chaque pas de temps augmente donc exponentiellement avec la dimension de l’espace
d’état. Nous ne bénéficions donc pas de toute l’information apportée par la dynamique
du problème qui peut faire en sorte que la variable aléatoire d’état se concentre dans
certaines régions de l’espace et pas dans d’autres.

(2) Nous faisons en outre remarquer que dans le cadre de la programmation dynamique
stochastique, l’opération de minimisation est faite à chaque pas de temps et pas d’une
manière globale (résultant des différentes itérations) : l’algorithme de programmation
dynamique stochastique n’est pas de nature variationnelle. Ceci rend difficile le fait de
lui associer des algorithmes de décomposition et coordination pour la résolution des
grands systèmes (voir [106, Chapitre V]).

�

VI.2. Gradient projeté pour la méthode des éléments finis particulaires

Nous reprenons le problème VI.1, et nous nous proposons de l’approximer par la méthode des
éléments finis particulaires et d’écrire les conditions d’optimalité correspondantes. Il s’agit alors
de spécifier les conditions de la proposition IV.5 au cas de la commande optimale stochastique
en temps discret.
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VI.2.1. Approximation par éléments finis particulaires. D’après le lemme IV.3, nous
définissons à chaque instant t = 0, · · · , T − 1, une application mesurable notée ψt : Yt → Ut tel
que :

U t � Y t, U t ∈ Ut
def
= L2(Ω,F ,P; Ut)

⇔ ∃ψt ∈ Ht
def
= L2(Yt,B(Yt),PY t ; Ut), U t = ψt(Y t), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Pour tout pas de temps t = 0, · · · , T − 1, nous posons (ψt,i)i∈N une base de Ht, νt ∈ N un
entier naturel et Ψνt

t un opérateur linéaire de Rνt dans Ht tel que :

Ψνt
t : Rνt → Ht,

αt 7→
νt∑

i=1

αt,iψt,i.
(VI.3)

Par abus de notation, nous noterons : (Ψνt
t αt)(Y t)

def
= Ψνt

t (Y t)αt.

Soit Had
t

def
=
{
ψt ∈ Ht, , ψt(y) ∈ Γad

t , PY t−p.s.
}
. Nous noterons Aad

t l’image réciproque

de Had
t par l’opérateur linéaire Ψνt

t :

(VI.4) Aad
t = (Ψνt

t )−1 (Had
t ) =

{
αt ∈ Rνt , Ψνt

t (Y t)αt ∈ Γad
t , P−p.s.

}
.

Remarque VI.6. L’ensemble Aad
t peut être très réduit, voir vide, ce qui introduit une perte

d’optimalité du problème approximé. En toute généralité il est assez difficile de déterminer
l’espace Aad

t comme l’image réciproque de Γad
t par un opérateur linéaire. Cependant, dans des

cas particuliers, nous pourrons déterminer cet espace (quand Γad
t est un hypercube, voir le

lemme B.4). Ce point sera discuté plus loin dans ce chapitre lorsqu’on appliquera la méthode
des éléments finis particulaires à un problème de gestion de production (voir la section VI.5.4.2).

�

L’approximation de (VI.1) par éléments finis particulaires s’écrit alors comme un problème

d’optimisation déterministe (où ν =
∑T−1

t=0 νt) :

min
X∈XNα∈Rν

1

N

N∑

k=1

[
T−1∑

t=0

Lt(X
k
t ,Ψ

νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1) +K(Xk

T )

]
,

sous Xk
0 = W k

0, ∀k = 1, · · · , N,
Xk

t+1 = ft(X
k
t ,Ψ

νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1), ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, ..., T − 1,

αt ∈ Aad
t , ∀t = 0, ..., T − 1.

(VI.5)

VI.2.2. Conditions d’optimalité. Nous reprenons le même principe que celui qu’on a
suivit dans le chapitre IV : après avoir approximé la contrainte d’information par éléments finis et
l’espérance de la fonction coût par Monte-Carlo, nous considérons ici les conditions d’optimalité
du problème approximé. Nous nous proposons alors de spécifier la proposition IV.5 au cas de la
commande optimale stochastique en temps discret. Nous donnons alors des conditions nécessaires
d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du problème (VI.5).
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Il suffit de constituer un Lagrangien et de le dériver. Soit Lν,N : XN ×Rν ×XN le Lagrangien
du problème (VI.5) il s’écrit comme :

Lν,N ((Xk
t ) t=0,··· ,T

k=1,··· ,N
, (αt)t=0,··· ,T−1, (λ

k
t ) t=0,··· ,T

k=1,··· ,N
) =

1

N

N∑

k=1

[ T−1∑

t=0

Lt(X
k
t ,Ψ

νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1) +K(Xk

T )+

〈
λk

t+1, ft(X
k
t ,Ψ

νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1) − Xk

t+1

〉
Xt+1

]

La dérivée du Lagrangien par rapport à λk
t pour tout t = 0, · · · , T et tout k = 0, · · · , N nous

donne une équation en marche avant sur les particules (scénario par scénario) de la variable
aléatoire d’état (dynamique de l’état) :

Xk
0 = W k

0, ∀k = 1, · · · , N,
Xk

t+1 = ft(X
k
t ,Ψ

νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1), ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.6)

La dérivée du Lagrangien par rapport à Xk
t pour tout t = 0, · · · , T et tout k = 0, · · · , N , nous

donne une équation rétrograde sur les particules (scénario par scénario) de la variable aléatoire
de l’état adjoint (dynamique de l’état adjoint) :

λk
T = K(Xk

T ), ∀k = 1, · · · , N,
λk

t = (Lt)
′>
x (Xk

t ,Ψ
νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1) + (ft)

′>
x (Xk

t ,Ψ
νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1)λ

k
t+1,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = T − 1, · · · , 0.
(VI.7)

La dérivée du Lagrangien par rapport à αt,i pour tout i = 0, · · · , νt et tout t = 0, · · · , T − 1,
nous donne le gradient du problème :

Gt,i(α) =
1

N

N∑

k=1

ψ>
t,i(Y

k
t )

[
(Lt)

′>
u (Xk

t ,Ψ
νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1) + (ft)

′>
u (Xk

t ,Ψ
νt
t (Y k

t )αt,W
k
t+1)λ

k
t+1

]
,

∀i = 1, · · · , νt, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.8)

À l’optimum, le gradient à l’instant t (vecteur colonne constitué par l’empilement des Gt,i(α)
pour tous les i) est noté Gt(α) et est orthogonal à l’ensemble admissible :

(VI.9) Gt(α) = (Gt,i(α))i=1,··· ,νt
∈ −∂δAad

t
(αt), ∀t = 0, · · · , T − 1.

Les conditions d’optimalité du problème (VI.5) s’écrivent alors :

(VI.10)





Dynamique de l’état : (VI.6),

Dynamique de l’état adjoint : (VI.7),

Orthogonalité du gradient : (VI.9).

VI.2.3. Algorithme. Dans la section précédente (section VI.2.2), nous avons écrit les
conditions d’optimalité d’un problème de commande optimale stochastique en temps discret
approximé par la méthode des éléments finis particulaires. Nous nous proposons alors d’utiliser
les conditions (VI.10) pour écrire un algorithme de gradient projeté pour résoudre le problème
(VI.5).

Il s’agit, à chaque itération de l’algorithme, d’intégrer scénario par scénario l’état en suivant
la dynamique forward et l’état adjoint en suivant une dynamique backward. Nous approximons
une espérance par Monte-Carlo pour obtenir le gradient du problème.

Algorithme VI.7 (PFE - Particle Finite Element).

– Étape [0] : soient α
[0]
t ∈ Rνt , ∀t = 0, · · · , T − 1 les vecteurs de coefficients initiaux,
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– Étape [l] :

(1) intégrer la dynamique de l’état (VI.6) à α = α[l],

(2) intégrer la dynamique de l’état adjoint (VI.7) à α = α[l] et X = X [l],

(3) calculer le gradient par (VI.8) et effectuer un pas de gradient projeté (VI.9) à α = α[l],

X = X [l] et λ = λ[l] :

α
[l+1]
t = ΠAad

t

(
α

[l]
t − ρ[l]Gt(α

[l])
)
, ∀t = 0, · · · , T − 1.

– Test d’arrêt.
– Étape [∞] : le feedback optimal s’écrit :

ψ
[∞]
t =

νt∑

i=1

α
[∞]
t,i ψt,i, ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

La commande optimale du problème (VI.5) s’écrit alors comme une fonction du passé des
bruits. Par intégration forward, nous obtenons la variable aléatoire d’état optimale et par in-
tégration backward nous obtenons la variable aléatoire d’état adjoint optimale. Nous calculons
alors les particules engendrées par la variable aléatoire de commande optimale et celles d’état et
état adjoint correspondantes à partir de l’algorithme VI.7 :

U
PFE,k
t = ψ

[∞]
t (Y k

t ), ∀t = 0, · · · , T − 1, ∀k = 1, · · · , N,
X

PFE,k
0 = W k

0, ∀k = 1, · · · , N,

X
PFE,k
t+1 = ft

(
X

PFE,k
t ,UPFE,k

t ,W k
t+1

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1,

λ
PFE,k
T = K ′

(
X

PFE,k
T

)
, ∀k = 1, · · · , N,

λ
PFE,k
t = (Lt)

′>
x (XPFE,k

t ,UPFE,k
t ,W k

t+1) + (ft)
′>
x (XPFE,k

t ,UPFE,k
t ,W k

t+1)λ
PFE,k
t+1 ,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = T − 1, · · · , 0.

(VI.11)

VI.2.4. Synthèse de feedback. Le problème (VI.1) étant markovien, il existe aussi un

feedback optimal par rapport à l’état (voir théorème II.18) noté φt ∈ U
Xt
t , approximé par φPFE

t ∈
U

Xt
t , tel que :

UPFE
t = φPFE

t (XPFE
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Soit, à chaque pas de temps t = 0, · · · , T − 1, RUt
un opérateur d’interpolation-régression

comme défini dans la remarque VI.1, tel que :

RUt
: XN

t × UN
t → U

Xt
t ,

(
Xk

t ,U
k
t

)
k=1,··· ,N

7→ (φt : Xt → Ut) .

À chaque instant t = 0, · · · , T − 1, nous notons la grille optimale par :

(VI.12) (xPFE
t ,uPFE

t )
def
=
(
X

PFE,k
t ,UPFE,k

t

)
k=1,··· ,N

,

et nous synthétisons le feedback par rapport à l’état φPFE
t : Xt → Ut en interpolant à chaque

instant le nuage de points ainsi construit :

(VI.13) φPFE
t = RUt

(
xPFE

t ,uPFE
t

)
, ∀t = 0, · · · , T − 1.
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Remarque VI.8. (1) Contrairement à la programmation dynamique stochastique, la
grille (VI.12), permettant de synthétiser le feedback optimal, n’est pas donnée a priori
mais elle est aléatoire et dépend de la commande optimale du système. Le feedback
optimal ne sera donc pas défini sur tout l’espace d’état, mais seulement sur la partie
où se concentrent les particules d’état optimales.

(2) La minimisation est faite ici d’une manière globale : il s’agit bien d’une méthode varia-
tionnelle où la minimisation est faite au cours des différentes itérations de l’algorithme.

(3) L’inconvénient majeur de cette méthode est que nous choisissons des fonctions de base
dépendant de tous les bruits passés (ψt,i : Yt → Ut où Yt = W0 × · · · × Wt) ; il faudra
alors un nombre conséquent de fonctions pour approximer un espace dont la dimension
augmente avec l’horizon temporel. Nous verrons dans les expériences numériques (voir
la section VI.5.4) qui suivront comment nous avons contourné (de manière heuristique)
ce problème.

(4) Il est à noter que le feedback sur l’état, synthétisé par (VI.13), doit vérifier la contrainte
d’admissibilité : il suffira de choisir l’opérateur d’interpolation-régression tel qu’il incor-
pore une projection sur l’ensemble admissible Γad

t . Cette remarque sera appliquée dans
tous les algorithmes qui suivront.

�

VI.3. Interprétation algébrique de la structure d’information

La méthode des éléments finis particulaires décrite dans la section VI.2 a abordée une optique
A-O : nous avons approximé le problème en deux étapes (éléments finis et Monte-Carlo), nous
avons ensuite écrit des conditions d’optimalité que nous avons résolues par un algorithme de
gradient projeté.

Comme dans le chapitre II, nous allons nous intéresser dans cette section à l’optique O-A :
nous allons commencer par écrire les conditions d’optimalité, pour nous intéresser ensuite à leurs
approximations et à la résolution de ces conditions approximées.

Les deux premières versions des conditions d’optimalité présentées dans le chapitre II
((PMS1) et (PMS2)) sont des conditions qui font intervenir une projection du gradient du
problème sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport à l’obser-
vation (ici tout le passé des bruits). Cette projection s’exprime sous la forme d’une espérance
conditionnelle par rapport à une variable aléatoire dont la dimension augmente avec le pas de
temps considéré. S’agissant d’approximer cette espérance conditionnelle, plus la dimension du
conditionnement est importante plus l’erreur quadratique moyenne générée par l’approximation
est grande (voir le théorème III.24). Pour remédier à cet inconvénient, nous avons présenté les
conditions d’optimalité (PMSX

1 ) et (PMSX
2 ) qui incorporent des espérances conditionnelles

par rapport à l’état. Nous nous intéresserons dans la suite à l’approximation de ces dernières
conditions.

VI.3.1. Intégration de l’état adjoint non adapté. Commençons par la version où l’on
considère un état adjoint non-adapté comme une variable aléatoire et un gradient qui s’exprime
sous la forme d’une espérance conditionnelle par rapport à l’état.

D’après le théorème II.14 si (U t)t=0,··· ,T−1 est solution de (VI.1) alors il existe (X t)t=0,··· ,T
et (λt)t=0,··· ,T vérifiant (PMS1). Nous vérifions alors une dynamique forward sur l’état, une
dynamique backward sur l’état adjoint non adapté et d’après le théorème II.18 la projection du
gradient (sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport à tout le
passé des bruits) s’écrit, à l’optimum, comme une espérance conditionnelle par rapport à l’état
instantané (puisque nous sommes dans un cadre markovien). Nous obtenons ainsi les conditions
d’optimalité (PMSX

1 ) que nous nous proposons d’approximer.
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VI.3.1.1. Approximation.

Pour tout t = 0, · · · , T − 1, nous approximons la variable aléatoire de commande par sa

représentation sur une grille aléatoire de N éléments : ut
def
= (Uk

t )k=1,··· ,N . Nous propageons
alors l’état en marche avant scénario par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons

ainsi, à chaque instant, une grille aléatoire de l’espace d’état notée : xt
def
= (Xk

t )k=1,··· ,N .

Xk
0 = W k

0, ∀k = 1, · · · , N,

Xk
t+1 = ft

(
Xk

t ,U
k
t ,W

k
t+1

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.14)

L’état adjoint est, quant à lui, intégré en marche rétrograde en utilisant sa dynamique :

λk
T = K ′

(
Xk

T

)
, ∀k = 1, · · · , N,

λk
t = (Lt)

′>
x (Xk

t ,U
k
t ,W

k
t+1) + (ft)

′>
x (Xk

t ,U
k
t ,W

k
t+1)λ

k
t+1,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = T − 1, · · · , 0.
(VI.15)

Nous nous donnons, à chaque pas de temps t = 0, · · · , T − 1 un noyau Kt : Xt → R et un
paramètre de largeur de fenêtre ht ∈ R+. Nous approximons alors l’espérance conditionnelle
du gradient à l’optimum (comme elle apparâıt dans PMSX

1 ) par une collection de particules

(Gk
t )k=1,··· ,N en approximant l’espérance conditionnelle par la méthode des noyaux (voir cha-

pitre III).

Gk
t =

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

)(
(Lt)

′>
u (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1) + (ft)

′>
u (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1)λ

j
t+1

)

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

) ,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, ..., T − 1.

(VI.16)

Remarque VI.9. Nous supposerons que le choix de la largeur de fenêtre ht à chaque pas de
temps t = 0, · · · , T − 1 a été correctement effectué en fonction du nombre N de particules de
Monte-Carlo de l’état (voir le théorème III.24). Nous reprendrons, dans la suite de ce chapitre,
les même considérations sur le choix de la taille optimale des fenêtres d’approximation. �

VI.3.1.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le problème (VI.1).
Il s’agit, à chaque itération de l’algorithme, d’intégrer scénario par scénario l’état en suivant la
dynamique forward et l’état adjoint en suivant une dynamique backward. Nous calculons une
approximation de la projection du gradient du problème (à l’optimum) comme une estimation
d’une espérance conditionnelle par la méthode des noyaux.

Algorithme VI.10 (Heuristique H1 : Intégration de l’état adjoint non adapté et d’un gra-
dient particulaire).

– Étape [0] : soient (u
[0]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[0],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

T × N valeurs de commandes

initiales,
– Étape [l] :

(1) intégrer la dynamique de l’état (VI.14) à U = U [l],

(2) intégrer la dynamique de l’état adjoint (VI.15) à U = U [l] et X = X [l],



VI.3. INTERPRÉTATION ALGÉBRIQUE DE LA STRUCTURE D’INFORMATION 107

(3) calculer le gradient par (VI.16) et effectuer un pas de gradient projeté à U = U [l],

X = X [l] et λ = λ[l] :

U
[l+1],k
t = ΠΓad

t

(
U

[l],k
t − ρ[l]G

[l],k
t

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1,

– Test d’arrêt.
– Étape [∞] :

(1) construction des grilles :

(u
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(x
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
X

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(2) synthèse de feedback

φH1
t (x) = RUt

(
x

[∞]
t ,u

[∞]
t

)
(x), ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

Remarque VI.11.
– Les conditions d’optimalité (PMSX

1 ) n’incorporent l’expression de la projection d’un gra-
dient qu’à l’optimum, ailleurs (au cours des itérations d’un algorithme de gradient projeté),
la direction de descente ne sera donc pas égale au gradient. Il en sera de même pour l’al-
gorithme (VI.10) d’approximation. Cependant, si un point d’équilibre est atteint il sera
forcement la solution du problème approximé puisqu’à l’optimum le gradient cöıncide bien
avec la direction approximé qu’on a adopté.

– Pour montrer le théorème II.18 nous avons fait l’hypothèse que le feedback optimal est
construit pour toute valeur possible de l’état (hypothèse (3) du même théorème). Cepen-
dant, en pratique (pour l’algorithme (VI.10)) nous n’avons à calculer ce feedback que sur
la grille aléatoire obtenue par intégration de la dynamique de l’état : si l’état se concentre
dans une zone donnée de l’espace nous synthétiserons le feedback uniquement dans cette
zone (il est inutile de le faire ailleurs).

– Contrairement à la méthode des éléments finis particulaires (algorithme VI.7), nous utili-
sons dans l’algorithme VI.10 une projection sur un sous-ensemble Γad

t ⊂ Ut et non sur un
sous-ensemble Aad

t ⊂ Rνt dont la détermination introduit des difficultés insurmontables
sauf dans des cas bien particuliers (voir le lemme B.4).

�

VI.3.2. Intégration de l’état adjoint adapté. D’après le théorème II.16, si
(U t)t=0,··· ,T−1 est solution de (VI.1), alors il existe (X t)t=0,··· ,T et (Λt)t=0,··· ,T vérifiant (PMS2).
Nous vérifions alors une dynamique forward sur l’état et une dynamique backward sur l’état ad-
joint adapté aux bruits passés. D’après le théorème (II.21), l’état adjoint adapté et la projection
du gradient s’écrivent à l’optimum comme des espérances conditionnelles par rapport à l’état
instantané. Nous retrouvons ainsi les conditions d’optimalité (PMSX

2 )que nous nous proposons
maintenant d’approximer.

VI.3.2.1. Approximation.

Pour tout t = 0, · · · , T , nous approximons la variable aléatoire de commande par sa repré-

sentation sur une grille aléatoire de N éléments : ut
def
= (Uk

t )k=1,··· ,N . Nous propageons alors
l’état forward scénario par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille
aléatoire xt de l’espace d’état (VI.14).
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Nous nous donnons, à chaque pas de temps t = 0, · · · , T − 1 un noyau Kt : Xt → R et
un paramètre de largeur de fenêtre ht ∈ R+. L’état adjoint adapté (voir (PMSX

2 )) est intégré
backward en utilisant sa dynamique et en approximant l’espérance conditionnelle par la méthode
des noyaux (voir chapitre III) :

Λk
T = K ′

(
Xk

T

)
, ∀k = 1, · · · , N,

Λk
t =

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

)(
(Lt)

′>
x (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1) + (ft)

′>
x (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1)Λ

j
t+1

)

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

) ,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = T − 1, · · · , 0.

(VI.17)

La projection du gradient du problème est aussi approximée par la méthode des noyaux.
Nous approximons alors le gradient par une collection de particules (Gk

t )k=1,··· ,N :

Gk
t =

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

)(
(Lt)

′>
u (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1) + (ft)

′>
u (Xj

t ,U
j
t ,W

j
t+1)Λ

j
t+1

)

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

) ,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, ..., T − 1.

(VI.18)

VI.3.2.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de gradient projeté pour résoudre le pro-
blème (VI.1). Il s’agit, à chaque itération de l’algorithme, d’intégrer scénario par scénario l’état
en suivant la dynamique forward et l’état adjoint adapté en suivant une dynamique backward.
Nous mélangeons les scénarios en approximant, par la méthode des noyaux, les espérances condi-
tionnelles du gradient du problème et de l’état adjoint adapté.

Algorithme VI.12 (Heuristique H2 : Intégration de l’état adjoint adapté avec un gradient
particulaire).

– Étape [0] : soient (u
[0]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[0],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

T × N valeurs de commandes

initiales,
– Étape [l] :

(1) intégrer la dynamique de l’état (VI.14) à U = U [l],

(2) intégrer la dynamique de l’état adjoint (VI.17) à U = U [l] et X = X [l],

(3) calculer le gradient par (VI.18) et effectuer un pas de gradient projeté à U = U [l],

X = X [l] et Λ = Λ[l], :

U
[l+1],k
t = ΠΓad

t

(
U

[l],k
t − ρ[l]G

[l],k
t

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1,

– Test d’arrêt.
– Étape [∞] :

(1) construction des grilles :

(u
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(x
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
X

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,
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(2) synthèse de feedback

φH2
t (x) = RUt

(
x

[∞]
t ,u

[∞]
t

)
(x), ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

Remarque VI.13.

(1) Contrairement à l’algorithme VI.10, l’algorithme VI.12 utilise une approximation de la
projection de l’état adjoint sur l’espace des variables aléatoires adaptées au passé des
bruits.

(2) Cependant, cette projection n’est pas calculée par rapport à tout le passé des bruits
mais par rapport à l’état instantané. L’égalité entre les deux projections n’est réalisée
qu’à l’optimum (voir le théorème II.21).

�

VI.4. Interprétation fonctionnelle des variables aléatoires

La direction de descente incorporée dans les algorithmes VI.10 et VI.12 pour résoudre le
problème (VI.1) ne correspond à l’expression d’un gradient qu’à l’optimum. C’est à dire que ces
algorithmes ne correspondent pas a priori à des algorithmes de gradient projeté.

Dans la section II.7, nous avons montré que le problème (VI.1) pouvait s’écrire sous une
forme fonctionnelle :

min
V,φ

〈V0, p0〉 ,

sous VT (·) = K(·),

Vt(·) = E

[
Lt

(
·, φt(·),W t+1

)]
+Aφt

t Vt+1(·), ∀t = T − 1, · · · , 0,

φt(x) ∈ Γad
t , ∀x ∈ Xt, ∀t = 0, · · · , T − 1,

(VI.19)

où Aφt

t Vt+1(·) = E

[
Vt+1

(
ft(·, φt(·),W t+1)

)]
et p0 est la densité de probabilité de X0

def
= W 0.

D’après le théorème II.25, nous avons pu donner des conditions nécessaires d’optimalité pour
le problème (VI.19) qui s’écrivent sous la forme (PMS∗

1) et qui font intervenir une dynamique
sur les fonctions de Bellman (Vt(·))t=0,··· ,T et un gradient calculé à partir des dérivées de ces
même fonctions. D’un autre coté, le théorème II.31 nous donne l’interprétation de ces fonctions
valeurs en terme de variables aléatoires. Nous avons alors qu’à l’optimum Λt = E[λt | Xt] =
V ′

t (Xt), ∀t = 0, · · · , T . Nous utiliserons dans la suite cette écriture de l’état adjoint adapté
(comme fonction de l’état) pour construire des heuristiques dans lesquelles nous essayerons de
remplacer les approximations de l’espérance conditionnelle par des approximations d’espérance.

VI.4.1. Espérance conditionnelle de l’état adjoint et espérance du gradient. Nous
considérons ici un algorithme de descente où nous intégrons l’état adjoint non adapté particule
par particule et approximons son espérance conditionnelle pour trouver la dérivée de la fonction
valeur, et nous approximons le gradient par un simple calcul d’espérance.

VI.4.1.1. Approximation.

Pour tout t = 0, · · · , T , nous approximons le feedback φt(·) par sa représentation sur une

grille aléatoire de N éléments : ut
def
= (Uk

t )k=1,··· ,N . Nous propageons alors l’état forward scénario
par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille aléatoire xt de l’espace
d’état (VI.14).
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L’état adjoint non adapté est intégré backward en utilisant sa dynamique (VI.15).
Nous nous donnons, à chaque pas de temps t = 0, · · · , T − 1, un noyau Kt : Xt → R et

un paramètre de largeur de fenêtre ht ∈ R+. Nous approximons alors la dérivée de la fonction
valeur à l’optimum par la méthode des noyaux pour l’approximation de l’espérance conditionnelle

(Λt(x)
def
= E[λt | Xt = x]).

Cette fonction est calculée sur la grille aléatoire xt, ∀t = 0, · · · , T . Nous obtenons alors
une collection de valeurs v′

t =
(
Λk

t

)
k=1,··· ,N .

(VI.20) Λk
t

def
=

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

)
λ

j
t

∑N
j=1 Kt

(
Xk

t −X
j
t

ht

) , ∀x ∈ Xt, ∀t = 0, · · · , T.

Pour évaluer cette fonction en des points hors de la grille nous appliquons au nuage de points,
ainsi constitué, un opérateur d’interpolation-régression tel que :

(VI.21) Λ̂t(x)
def
= RXt

(
xt,v

′
t

)
(x), ∀t = 0, · · · , T.

Le gradient est alors approximé de la manière suivante :

Gk
t =

1

N

N∑

j=1

[
(Lt)

′>
u

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
+ (ft)

′>
u

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
Λ̂>

t+1

(
ft

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

))]
,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.22)

VI.4.1.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le problème (VI.1).
Il s’agit, à chaque itération de l’algorithme, d’intégrer scénario par scénario l’état en suivant la
dynamique forward et l’état adjoint non adapté en suivant une dynamique backward. Nous
mélangeons les scénarios en approximant la fonction Λ ((VI.20) et (VI.21)) et en calculant une
direction de descente suivant la formule (VI.22).

Algorithme VI.14 (Heuristique H3 : Espérance conditionnelle de l’état adjoint non adapté
et espérance du gradient).

– Étape [0] : soient (u
[0]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[0],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

T × N valeurs de commandes

initiales,
– Étape [l] :

(1) intégrer la dynamique de l’état (VI.14) à U = U [l],

(2) intégrer la dynamique de l’état adjoint (VI.15) à U = U [l] à X = X [l],

(3) approximer les fonctions Λt par (VI.20) et (VI.21) à X = X [l], λ = λ[l],

(4) calculer le gradient par (VI.22) et effectuer un pas de gradient projeté à U = U [l] et

X = X [l] :

U
[l+1],k
t = ΠΓad

t

(
U

[l],k
t − ρ[l]G

[l],k
t

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1,

– Test d’arrêt.
– Étape [∞] :
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(1) construction des grilles :

(u
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(x
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
X

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(2) synthèse de feedback

φH3
t (x) = RUt

(
x

[∞]
t ,u

[∞]
t

)
(x), ∀t = 0, · · · , T − 1.

�

Remarque VI.15.

(1) Il s’agit dans l’expression (VI.22) d’une simple approximation de l’espérance en W t (par
Monte-Carlo). L’expression de ce gradient n’inclut donc pas, d’une manière directe, l’ap-

proximation d’une espérance conditionnelle. Cependant, le calcul de la fonction Λ̂ inclut
une interpolation qui peut être vue comme l’estimation d’une espérance conditionnelle.

(2) L’expression non approximé du gradient donnée par (PMS∗
1) incorpore l’expression

d’une densité de l’état. Cette densité traduit le fait que nous calculons le gradient là
où la densité de l’état n’est pas nulle, ailleurs rien ne sert de calculer le gradient. Dans
l’algorithme VI.14 nous ne calculons pas cette densité ; cependant, nous intégrons les
particules par leurs dynamiques et nous calculons l’expression du gradient (fonctionnel)
sur une grille constituée par ces particules. Nous n’explorerons donc jamais les endroits
où la densité de l’état est nulle. Nous approximons donc à chaque itération un vecteur
faisant un angle aigu avec le gradient réel.

(3) Contrairement à l’algorithme VI.4 de programmation dynamique stochastique nous
n’utilisons pas une grille fixée a priori pour évaluer le feedback mais une grille aléatoire
qui varie à chaque itération de l’algorithme de descente en suivant les trajectoires de la
commande optimale.

�

VI.4.2. Espérance de l’état adjoint et espérance du gradient. Il s’agit dans cette
section de propager un état adjoint fonctionnel. Nous pouvons alors penser à propager la fonction
valeur (comme donnée dans (PMS∗

1)) et ensuite utiliser sa dérivée pour le calcul du gradient.
Cependant, numériquement, une opération de dérivation est contraignante. Nous nous proposons
alors d’établir une dynamique fonctionnelle directement sur la dérivée de la fonction valeur. Nous
utiliserons pour cela les conditions d’optimalité (PMS∗∗) qui donnent, d’après le théorème
II.30, une dynamique rétrograde sur la dérivée de la fonction valeur. Nous propagerons ainsi
une approximation de l’état adjoint par le calcul d’une simple espérance et nous calculerons le
gradient de la même manière en approximant une espérance par Monte-Carlo.

VI.4.2.1. Approximation.

Pour tout t = 0, · · · , T , nous approximons le feedback φt(·) par sa représentation sur une

grille aléatoire de N éléments : ut
def
= (Uk

t )k=1,··· ,N . Nous propageons alors l’état forward scénario
par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille aléatoire xt de l’espace
d’état (VI.14).

L’approximation, à l’optimum, de la dérivée de la fonction valeur se fait par une intégration
backward sur la grille aléatoire (xt)t=0,··· ,T afin d’obtenir une grille v′

t = (Λk
t )k=1,··· ,N .
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ΛT (·) = K ′(·) = Λ̂T (·),

Λk
t =

1

N

N∑

j=1

(Lt)
′>
x

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
+ (ft)

′>
x

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
Λ̂t+1

>(
ft(X

k
t ,U

k
t ,W

j
t+1)

)
,

∀t = T − 1, · · · , 0,
Λ̂t(x) = RXt

(xt,v
′
t)(x), ∀x ∈ Xt, ∀t = T − 1, · · · , 0.

(VI.23)

Le gradient est alors approximé de la manière suivante :

Gk
t =

1

N

N∑

j=1

[
(Lt)

′>
u

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
+ (ft)

′>
u

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

)
Λ̂t+1

>(
ft

(
Xk

t ,U
k
t ,W

j
t+1

))]
,

∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(VI.24)

VI.4.2.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le problème (VI.1).
Il s’agit, à chaque itération de l’algorithme, d’intégrer scénario par scénario l’état en suivant la
dynamique forward et l’état adjoint fonctionnel suivant une dynamique backward. Nous calculons
un gradient fonctionnel suivant la formule (VI.24) .

Algorithme VI.16 (Heuristique H4 : Espérance de l’état adjoint et espérance du gradient).

– Étape [0] : soient (u
[0]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[0],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

T × N valeurs de commandes

initiales,
– Étape [l] :

(1) intégrer la dynamique de l’état (VI.14) à U = U [l],

(2) intégrer la dynamique de l’état adjoint fonctionnel (VI.23) à U = U [l] à X = X [l],

(3) calculer le gradient par (VI.24) et effectuer un pas de gradient projeté à U = U [l] et

X = X [l] :

U
[l+1],k
t = ΠΓad

t

(
U

[l],k
t − ρ[l]G

[l],k
t

)
, ∀k = 1, · · · , N, ∀t = 0, · · · , T − 1,

– Test d’arrêt.
– Étape [∞] :

(1) construction des grilles :

(u
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
U

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(x
[∞]
t )t=0,··· ,T−1 =

(
X

[∞],k
t

)
t=0,··· ,T−1
k=1,··· ,N

,

(2) synthèse de feedback

φH4
t (x) = RUt

(
x

[∞]
t ,u

[∞]
t

)
(x), ∀t = 0, · · · , T − 1.

�
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Remarque VI.17.

(1) Comme dans la remarque VI.15 l’expression du gradient (VI.24) n’incorpore qu’une
simple approximation par Monte-Carlo d’une espérance. Cependant, l’approximation
de l’espérance conditionnelle est cachée par les interpolations-régressions effectués dans
les équations (VI.23).

(2) D’une manière générale l’expression de la dérivée de la fonction de Bellman (donnée par
(II.41)) incorpore des termes de dérivée du feedback qui disparaissent à l’optimum (voir
le théorème II.30) ce qui pose des problèmes d’ordre numérique et théorique. C’est pour
cela que nous utilisons les conditions d’optimalité (PMS∗∗) qui incluent l’expression de
la dérivée de la fonction de Bellman à l’optimum. Au cours des itérations de l’algorithme
(hors de l’optimum) nous n’approximons donc pas l’expression exacte de cette dérivée.

(3) Cette situation est sans doute (sur le plan numérique) la plus proche de celle qu’on
rencontre aussi dans la programmation dynamique. La principale différence vient du
fait que le min n’est pas effectué dans la propagation de l’équation backward (cas de la
programmation dynamique) mais est effectué de façon itérative dans la boucle la plus
extérieure de l’algorithme de pseudo-gradient.

�

VI.5. Problème test : gestion d’un barrage hydro-électrique

Nous considérons un modèle de barrage hydro-électrique dont nous voulons gérer la pro-
duction. Nous modéliserons le problème sous la forme d’un problème de commande optimale
stochastique à temps discret et nous nous proposons de le résoudre numériquement en utilisant
les différentes heuristiques présentées plus haut.

VI.5.1. Description du problème. Le problème est posé en temps discret sur 24 heures
avec des pas de temps d’une heure. L’indice t = 0, · · · , T (avec T = 24) désigne, alors, les points
de discrétisation en temps, sachant que t = 24 correspond à la même heure que t = 0, mais 24
heures plus tard.

Nous considérons un barrage hydro-électrique dont le volume d’eau en stock à l’instant
t = 0, · · · , T est une variable aléatoire noté X t ∈ L2(Ω,F ,P; Xt) (nous considérons un espace
d’état Xt = R, ∀t = 0, · · · , T − 1). Ce stock constitue l’état du système. Il est soumis à des
contraintes de bord : une quantité de stock de réserve notée x est fixée, et nous notons x le
volume maximal d’eau contenu dans le barrage :

(VI.25) x ≤ Xt ≤ x, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T.
Les apports d’eau dans le barrage pendant l’heure t (t = 1, · · · , T ) sont désignés par At

(variable aléatoire à valeurs scalaires). Il s’agit d’un processus stochastique dont les caracté-
ristiques seront exposées plus loin. Le volume d’eau effectivement turbiné pendant la même
heure t est désigné par Et−1 (variable aléatoire à valeurs scalaires). Ce décalage d’indice est dû
au fait que la décision de turbinage a été prise à l’instant t − 1 avant d’observer les apports
en eau ; nous sommes, alors, dans une optique de décision-hasard. Ce volume d’eau turbiné
résulte de la commande U t−1 ∈ L2(Ω,F ,P; Ut−1) (nous considérons un espace de commande
Ut = R, ∀t = 0, · · · , T − 1), cette commande est le volume turbiné désiré : si c’est possible,
Et = U t. L’égalité est impossible si le volume d’eau résultant dans le réservoir tendrait à passer
au dessous de x. On a donc :

(VI.26) Et = min(U t,Xt + At+1 − x), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Par ailleurs, lorsque le réservoir atteint son niveau maximal x, il déborde (l’eau ainsi déversée
ne produit pas d’électricité). Nous pouvons donc donner la dynamique de l’état X du système :

(VI.27) Xt+1 = min(Xt − Et + At+1, x), P−p.s., t = 0, · · · , T − 1,
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Nous sommes, en outre, confronté à des contraintes d’admissibilité déterministes ; la com-
mande U t est soumise à des contraintes de borne :

(VI.28) u ≤ U t ≤ u, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Au volume d’eau Et effectivement turbiné est associée une production d’électricité P t =
g(Xt,Et) (pouvant dépendre de la hauteur d’eau dans le barrage, et donc du volume X t).
Cette production est destinée à répondre à chaque instant à une certaine demande à la période
suivante qui sera notée Dt+1 : c’est un autre processus stochastique que l’on décrira plus loin. Si
P t ≥ Dt+1, l’excès de production est revendu. Si P t ≤ Dt+1, le déficit de production doit être
compensé par d’autres moyens (achat sur les marchés de l’électricité) ou bien il conduit à de la
défaillance. Tout ceci se traduit par un coût ct(Dt+1 − P t) où ct est une fonction croissante et
convexe. On précisera plus loin son expression.

Nous notons par (W t)t=0,··· ,T−1 le processus aléatoire de bruit tel que :

W 0 = A0 = X0, P−p.s.,

W t = (At,Dt), P−p.s., ∀t = 1, · · · , T.

Si nous supposons que les bruits sont observés directement, mais de façon causale, nous devons
avoir que la commande est mesurable par rapport à tous les bruits passés. La structure d’infor-
mation choisie correspond donc à une optique décision-hasard : la décision U t sur le turbiné
désiré est prise d’abord, l’apport d’eau At+1 et la demande Dt+1 interviennent dans le même
intervalle et ne sont observés qu’en suite, ce qui résulte finalement dans le turbiné E t et le coût
à minimiser.

Finalement, on peut résumer le problème de la façon suivante, en introduisant une rému-
nération du stock final XT sous la forme d’une fonction convexe K(XT ), et en supposant la
condition initiale X0 donnée comme une variable aléatoire de loi connue :

min E

[
T−1∑

t=0

ct (Dt+1 − g(Xt,Et)) +K (XT )

]

sous les contraintes (VI.26), (VI.27), (VI.28),

U t � (W 0, · · · ,W t), ∀t = 0, · · · , T − 1.

(SPbarrage)

Ce problème s’écrit alors comme un problème de commande optimale stochastique en temps
discret de la forme (VI.1). Pour cela, nous adopterons les notations suivantes :

– Lt : R × R × R2 → R la fonction coût instantané tel que :

Lt : R × R × R2 → R,
(
(x, u, (a, d)

)
7→ ct (d− g (x,min(u, x+ a− x))) , ∀t = 0, · · · , T − 1,

– ft : R × R × R2 → R la dynamique du système tel que :

ft : R × R × R2 → R,
(
(x, u, (a, d)

)
7→ min(x− min(u, x+ a− x) + a, x), ∀t = 0, · · · , T − 1,

– Γad
t l’ensemble admissible pour la commande à chaque instant t = 0, · · · , T − 1 tel que :

Γad
t = [u, u], ∀t = 0, · · · , T − 1.

Avec ces notations le problème (SPbarrage) s’écrit comme un problème de commande optimale
du type (VI.1).
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VI.5.2. Données numériques et fonctionnelles. La demande en électricité et les ap-
ports en eau sont des bruits blancs dont les trajectoires respectives suivent deux lois discrètes
stationnaires centrées autour de trajectoires moyennes non stationnaires. Chacune de ces lois
discrètes est constituée, à chaque instant t = 1, · · · , T = 24, de Nw = 11 atomes (ce qui fait
un total de 1124 trajectoires possibles). Nous noterons, respectivement, d et a les trajectoires
moyennes de la demande et des apports.

d = (0.40 , 0.30 , 0.25 , 0.20 , 0.30 , 0.40 , 0.50 , 0.90 , 1.00 , 0.80 ,

0.70 , 0.70 , 0.80 , 0.70 , 0.60 , 0.60 , 0.70 , 0.80 , 0.90 , 1.00 ,

0.90 , 0.80 , 0.70 , 0.50).

a = (0.25 , 0.50 , 0.80 , 0.90 , 0.20 , 0.30 , 0.70 , 0.50 , 0.90 , 0.40 ,

0.70 , 0.80 , 0.70 , 1.00 , 0.70 , 0.30 , 0.40 , 0.60 , 0.80 , 0.70 ,

0.60 , 0.80 , 0.90 , 1.00).

L’état initial, quant à lui, X0 = A0 suit une loi uniforme sur [x, x]
def
= [0, 2].

Nous simulons par Monte-Carlo un échantillon de N = 200 particules de l’état initial ainsi
que N trajectoires de demande et d’apports. Nous représentons dans les figures VI.1 et VI.2 les
différentes trajectoires tirées par Monte-Carlo de (At)t=1,··· ,T et (Dt)t=1,··· ,T . Nous noterons les
différentes trajectoires tirées de la manière suivante :

(Xk
0,A

k
1,D

k
1, · · · ,Ak

T ,D
k
T )k=1,··· ,N .

t

A(t)

0 5 10 15 20 25
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Fig. VI.1. Les apports en
eau At

t

D(t)

0 5 10 15 20 25
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

Fig. VI.2. La demande en
électricité Dt

La commande est soumise à des contraintes de borne à chaque instant : [u, u]
def
= [0, 1].

La fonction g donne la conversion entre le turbiné E et la production électrique P lorsque le
barrage est au niveau X. Pour représenter l’effet de hauteur de chute, on supposera une variation
linéaire entre 0, 5 et 1 par rapport à X lorsque X passe du niveau bas x au niveau haut x. On
adopte donc l’expression :

(VI.29) P t = g(Xt,Et) = Et
Xt + x− 2x

2(x− x)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T.

Le coût instantané est modulé en temps par le tarif τ donné par le vecteur

τ = (1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 3 , 3 , 3 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 , 2 ,

3 , 3 , 3 , 2 , 2 , 2).
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Fig. VI.3. Le prix de l’électricité τt

La fonction ct est le produit de ce vecteur par une fonction de type exponentielle qui vaut 0
en 0 et qui est de pente 1 au point 0. On a finalement :

(VI.30) ct(y) = τt+1(e
y − 1).

Le coût marginal d’une défaillance augmente donc très vite du côté positif, tandis que le gain
marginal tend vite vers zéro pour un grand excès de production par rapport à la demande (côté
y < 0).

Le coût final est nul pour x = x et il crôıt si l’état final n’atteint pas la valeur maximale x
(incitation à remplir le stock en fin de jeu) :

(VI.31) K(x) = 12(x− x)2.

VI.5.3. Programmation dynamique stochastique : application. Nous nous propo-
sons d’appliquer l’algorithme VI.4 pour la résolution par programmation dynamique stochastique
du problème (SPbarrage).

Nous nous donnons alors une grille fixe constituée de n = 200 points de l’espace d’état

[x, x]
def
= [0, 2] tel que :

xi = x+
i− 1

n− 1
(x− x), ∀i = 1, · · · , n.

Les opérateurs RR et RUt
seront choisis comme des opérateurs d’interpolation linéaire :

pour calculer la valeur d’une fonction hors de la grille, nous moyennons les deux valeurs les plus
proches encadrant ce point.
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feedback

0.00.20.40.60.81.01.21.41.61.82.0
Etat0

5

10

15

20

25

Temps

Fig. VI.4. Le feedback
optimal φSDP
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La figure VI.4 représente le feedback φSDP
t à chaque instant t = 0, · · · , T − 1, en chaque

point x ∈ [x, x] obtenu par l’algorithme VI.4 de programmation dynamique stochastique. La

figure VI.5 représente la fonction de Bellman V̂t à chaque instant t = 0, · · · , T , en chaque point
x ∈ [x, x].

Le coût optimal ainsi obtenu est de :

(VI.32) cSDP def
= E[V̂0(X0)] =

1

2

∫ 2

0
V̂0(x)dx = 6, 48.

Nous utiliserons ces résultats comme référence à laquelle nous comparerons les résultats
obtenues par les heuristiques précédemment décrites.

VI.5.4. Éléments finis particulaires : application. Nous nous proposons d’appliquer
l’algorithme VI.7 de gradient projeté pour les éléments finis particulaires à la résolution nu-
mérique du problème (SPbarrage) décrit dans la section VI.5. Il s’agit alors de considérer des
feedbacks par rapport au passé des bruits, de les approximer par éléments finis pour écrire
ensuite des conditions d’optimalité du type KKT.

Lemme VI.18. Si (U t)t=0,··· ,T−1 est solution de (SPbarrage) et si nous sommes dans un cadre
markovien (hypothèses II.17) alors :

U t � (X0,A1, · · · ,At), ∀t = 0, · · · , T − 1.

Démonstration :

(1) Nous savons déjà, d’après le théorème II.18, que si (U t)t=0,··· ,T−1 est solution de (SPbarrage)
et que nous sommes dans un cadre markovien, alors la commande optimale est mesurable par
rapport à l’état optimal : U t � Xt, ∀t = 0, · · · , T − 1.

(2) L’expression (VI.27) de la dynamique de l’état ne dépendant que des apports en eau (et non de
la demande en électricité), nous pouvons alors affirmer (par un raisonnement par récurrence)
que l’état optimal est mesurable par rapports aux apports passés : X t � (A0,A1, · · · ,At).
Comme X0 = A0 et d’après (1), nous avons le résultat recherché.

�

Étant donné que nous sommes dans un cadre markovien, d’après le lemme VI.18 nous pou-
vons, sans perte d’optimalité, considérer des feedbacks par rapports aux apports passés. Nous
noterons dans la suite de cette section pour tous les pas de temps t = 0, · · · , T − 1, Y t : Ω → Yt

une variable aléatoire à l’instant t telle que :

Y 0
def
= X0,

Y t
def
= (X0,A1, · · · ,At), ∀t = 1, · · · , t.

(VI.33)

Pour résoudre le problème (SPbarrage) par la méthode des éléments finis particulaires, nous
sommes confronté à trois problèmes :

– la non différentiabilité de la fonction coût et de la dynamique ; elle est induite par la
présence des opérateurs min,

– le choix des fonctions de bases afin de simplifier la détermination de l’ensemble admis-
sible Aad,

– la dimension croissante de l’espace des observations Yt.
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VI.5.4.1. Traitement de la non différentiabilité.

Les équations de la commande (VI.26) et de la dynamique (VI.27) sont approximées par
un lissage de l’opérateur min. Nous introduisons un paramètre de lissage c (qui sera pris égal à
0, 01) :

(VI.34) min(x, y) ' m(x, y) =





y si y ≤ x− c,
x+y

2 − (x−y)2

4c
− c

4 si x− c ≤ y ≤ x+ c,

x si y ≥ x+ c,

VI.5.4.2. Choix des fonctions de base.

Le problème (SPbarrage) possède des contraintes de bornes :

U t(ω) ∈ Γad
t = [u, u] = [0, 1], P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Nous choisirons les fonctions de bases de sorte que les contraintes du problème approximé (VI.5)
admettent aussi des contraintes de borne (voir le lemme B.4) :

αt ∈ Aad
t = [α, α]νt , ∀t = 0, · · · , T − 1.

Soient m fonctions de base dites primaires et notées
(
θi

)
i=1,··· ,m telles que θi : R →

[0, 1], ∀i = 1, · · · ,m. Nous choisissons ces fonctions de telle sorte à ce qu’elles vérifient les
propriétés suivantes :

– ∀i = 1, · · · ,m, θi(·) ∈ [0, 1],
–
∑m

i=1 θi(·) ≤ 1
– ∃m points (yj)j=1,··· ,m tel que θi(yj) = δi,j

1

Nous choisirons, pour nos traitements numériques, la base primaire présentée dans la figure VI.6
et qui vérifie les conditions précédemment citées.

0 1

1

première fonction de base primaire

m−ième fonction de base primaire

i=1..m

Fig. VI.6. Fonctions de base primaires

À chaque instant t = 0, · · · , T − 1, nous choisissons des fonctions de base sur l’espace d’ob-
servation Yt de dimension dt. Pour construire des fonctions de base sur un espace de dimension
dt, nous utiliserons des produits croisés de mt fonctions de base primaires :

(VI.35) ∀I = (i1, · · · , idt
) ∈ {1, · · · ,mt}dt , ψI(y) =

dt∏

k=1

θik(y(k)),

1δij = 0 si i 6= j et 1 sinon.
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où y(k) est le k-ième composante du vecteur y ∈ Rdt . Nous construisons ainsi νt = mdt
t fonctions

de base vérifiant les hypothèses du lemme B.4 :
– ∀i = 1, · · · ,mt, θi(·) ∈ [0, 1] alors ∀I = (i1, · · · , idt

) ∈ {1, · · · ,mt}dt , ψI(·) ∈ [0, 1],

–
∑

I ψI(y) =
∑

I

∏dt

k=1 θik(y(k)) =
∑mt

i1=1 · · ·
∑mt

imt=1 θi1(y
(1)) · · · θimt

(y(mt)) =(∑mt

i1=1 θi1(y
(1))
)
· · ·
(∑mt

imt=1 θimt
(y(mt))

)
= 1,

– notons xj ∈ Rmt tel que x
(k)
j = y

(k)
j si j = k et 0 sinon, alors ψI(xj) =

∏dt

k=1 θik(y
(ik)
j ) =∏dt

k=1 δik,j .
D’après le lemme B.4 nous avons alors que la contrainte d’admissibilité du problème ap-

proximé (VI.5) s’écrit :

αt ∈ Aad
t = [α, α]νt def

= [0, 1]νt , ∀t = 0, · · · , T − 1.

VI.5.4.3. Traitement de la dimension de l’observation.

Pour le problème (SPbarrage), la variable d’observation à chaque pas de temps peut être notée
comme une variable aléatoire Y t : Ω → Yt (VI.33) où la dimension de Yt (dim(Yt) = Rt+1)
augmente à chaque pas de temps (voir le lemme VI.18).

Pour la méthode des éléments finis particulaires, nous devons choisir, à chaque pas de

temps t = 0, · · · , T − 1, une famille de fonctions de base : (ψt,i)i=1,··· ,νt tel que ψt,i ∈ H def
=

L2(Yt,B(Yt),PY t ; Ut). Or plus la dimension de l’espace Yt est grande, plus il nous faut de
fonctions de base pour bien approximer l’espace H.

Si m fonctions primaires sont choisies, à chaque pas de temps, νt = mt+1 fonctions de base
doivent être prises en compte. Le problème en boucle ouverte approximé par éléments finis aura
alors pour dimension :

ν =
T−1∑

t=0

νt =
T−1∑

t=0

mt+1 =
m(mT − 1)

m− 1
.

Pour réduire cette dimension, nous introduisons un paramètre de mémoire du système :
T̂ ≤ T . La variable aléatoire d’observation sera alors réduite aux T̂ dernières observations du
système :

Y 0 = X0, P−p.s.,

Y t ' (X0,A1 · · · ,At), P−p.s., ∀t = 1, · · · , T̂ − 1,

Y t ' (A
t−T̂+1, · · · ,At), P−p.s., ∀t = T̂ , · · · , T − 1.

(VI.36)

À chaque pas de temps t = 0, · · · , T̂ − 1, nous aurons à traiter νt = mt+1 fonctions de base

et pour chaque pas de temps t = T̂ , · · · , T − 1 nous aurons à traiter νt = mT̂ fonctions de base.
Le problème en boucle ouverte approximé par éléments finis aura alors pour dimension :

ν =
T−1∑

t=0

νt =
T̂−1∑

t=0

mt+1 +
T−1∑

t=T̂

mT̂ =
m(mT̂ − 1)

m− 1
+mT̂ (T − T̂ ).

VI.5.4.4. Résultats numériques.

Nous appliquons l’algorithme VI.7 au problème (SPbarrage), en approximant la variable aléa-

toire d’observation par le choix d’un paramètre de mémoire T̂ (VI.36) et en choisissant les
fonctions de base comme expliqué précédemment (VI.35).
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La figure VI.7 représente la variation du coût optimal calculé par l’algorithme VI.7 pour
différentes valeurs du paramètre de mémoire T̂ et du nombre m de fonctions de base primaires.

(VI.37) cPFE = E

[
T−1∑

t=0

Lt

(
XPFE

t ,UPFE
t ,W t+1

)
+K

(
XPFE

T

)
]
.

Remarque VI.19. Ce coût optimal est calculé à partir de la vraie espérance en utilisant
l’équation backward de la programmation dynamique et non pas à partir des 200 particules tirées
au départ :

VT (x) = K(x),

Vt(x) = E

[
Lt

(
x,UPFE

t ,W t+1

)
+ Vt+1

(
ft(x,U

PFE
t ,W t+1)

)]
, ∀x ∈ Xt,

cPFE = E

[
V0(X

PFE
0 )

]
=

1

2

∫ 2

0
V0(x)dx.

�
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Fig. VI.7. Coût optimal pour m = 2, 3, 5

Nous remarquons que les courbes représentant les variations du coût optimal cPFE (VI.37) en

fonction du paramètre de mémoire T̂ décroissent vers le coût optimal obtenu par programmation
dynamique stochastique cSDP (VI.32).

Plus le paramètre de mémoire augmente, plus nous nous rappelons du passé du système et
plus nous nous rapprochons de la vraie observation. Cependant, un biais subsiste, dû au choix,
fait a priori, des fonctions de base qui nous met à une certaine distance de la solution par
programmation dynamique. Pour faire diminuer ce biais nous ne pouvons que faire augmenter
le nombre de fonctions de base primaires.

Pour T̂ = 4 et m = 5, nous représentons les trajectoires optimales de l’état (figure VI.9), de
la commande (figure VI.8) et de l’état adjoint (figure VI.10) obtenues à partir de l’algorithme
VI.7 et décrites par les formules (VI.11).

Nous remarquons que les trajectoires de l’état se concentrent dans certaines régions de l’es-
pace. De ce point de vue, la programmation dynamique stochastique qui utilise une discrétisation
a priori de tout l’espace d’état effectue des traitements inutiles en calculant le feedback là où
les particules d’état ne vont jamais. Nous pouvons alors réfléchir à des méthodes permettant
une discrétisation dynamique qui dépend de la commande et qui ne s’intéresse qu’aux régions
significatives de l’espace d’état.

Pour les même valeurs des paramètres T̂ = 4 et m = 5, les figures VI.11, VI.12 et VI.13

représentent les nuages de points optimaux (XEFP,k
t ,UEFP,k

t )k=1,··· ,N pour différents pas de
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temps (t = 0, 13, 24). Nous avons représenté sur les même figures les courbes du feedback optimal
par rapport à l’état obtenues par programmation dynamique (VI.4) φSDP

t .
Nous considérons l’opérateur de régression R inspiré de la méthode d’approximation de

l’espérance conditionnelle par noyaux pour approximer le feedback sur l’état et le comparer
ainsi au feedback obtenue par programmation dynamique :

φPFE
t (x) = R

(
(Xk

t )k=1,··· ,N , (U
k
t )k=1,··· ,N

)
(x),

=

∑N
k=1 K

(
Xk

t −x
h

)
Uk

t

∑N
k=1 K

(
Xk

t −x
h

) .

Nous représentons ainsi sur les même figures, le feedback sur l’état obtenu par interpolation-
régression à partir de l’algorithme (VI.7) φEFP

t .
Au-dessous des courbes de feedbacks sont représentés les histogrammes approximant la ré-

partition des particules d’état Xk
t . Nous remarquons bien que la variable aléatoire d’état se

concentre dans une partie de l’espace. Faire des estimations de la loi de feedback en dehors de
ces régions est alors impossible, mais on peut considérer que c’est pratiquement inutile car une
commande optimale du système ne doit pas conduire la variable d’état à se trouver dans les
régions ignorées par les particules.

Ces résultats obtenus par l’algorithme VI.7 sont assez voisins de ceux obtenus par pro-
grammation dynamique stochastique. En effet, le nuage de points obtenu par éléments finis
particulaires est centré sur les feedbacks obtenus par programmation dynamique.

Remarque VI.20.

(1) En approximant par un paramètre de mémoire l’information disponible à chaque ins-
tant, nous avons introduit un paramètre d’erreur supplémentaire. Nous pouvons alors
penser à utiliser directement un feedback en l’état (réduisant ainsi la dimension de
l’espace d’observation). Cependant, appliquer directement la méthode des éléments fi-
nis particulaires avec des feedbacks par rapport à l’état introduira des non convexités
supplémentaires au problème.

(2) Les méthodes basées sur des scénarios arborescents (voir [7]) permettent d’approximer à
la fois l’espérance de la fonction coût et la structure d’information et ce, en quantifiant
les bruits du système et en les représentant sur un arbre. Cependant ces méthodes
souffrent d’un inconvénient majeur : au début de l’arbre il n’y a que très peux de
particules (calculer avec une grande précision) alors qu’à la fin de l’arbre, il n’y a plus
de futur possible ce qui fait augmenter considérablement la dispersion du nuage de
points (nous avons représenté sur les figures VI.47, VI.48 et VI.49 les nuages de points
état/commande)2. De ce point de vu, les résultat obtenus par l’algorithme variationnel
VI.7 et représentés par les figures VI.11, VI.12 et VI.13 sont nettement meilleurs que
ceux obtenus par les techniques arborescentes.

�

VI.5.5. Interprétation particulaire des variables aléatoires : application.

VI.5.5.1. Intégration de l’état adjoint non adapté.

Nous nous proposons d’appliquer l’algorithme de descente VI.10 à la résolution numérique
du problème (SPbarrage) décrit dans la section VI.5.

Nous posons UH1
t = φH1

t (XH1
t ) la commande optimale produite par l’algorithme de descente

(VI.10) tel que :

2Ces résultats ont été obtenus par l’application d’une méthode de quantification des bruits appliquée au même
problème de barrage (voir [7]).
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XH1
0 = W 0, P−p.s.,

UH1
t = φH1

t (XH1
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1,

XH1
t+1 = ft

(
XH1

t ,UH1
t ,W t+1

)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Le coût optimal généré par cet algorithme est évalué à :

cH1 = E

[
T−1∑

t=0

Lt

(
XH1

t ,UH1
t ,W t+1

)
+K

(
XH1

T

)
]

= 6, 90.

Pour N = 200 nous représentons les trajectoires optimales de l’état (figure VI.15), de la
commande (figure VI.14) et de l’état adjoint (figure VI.16) obtenues à partir de l’algorithme
VI.10.

Nous représentons de la même manière que dans la section VI.5.4.4 les feedbacks optimaux
à différents pas de temps (les figures VI.17, VI.18 et VI.19).

Remarque VI.21.

(1) La grille utilisée à chaque itération de l’algorithme VI.10 est adaptée à la commande.
Elle évolue au cours du temps en suivant la dynamique du système et au cours des diffé-
rentes itérations de l’algorithme en suivant la mise à jour des particules de commande.
Elle couvre, donc, automatiquement les régions de l’espace d’état qui nous intéressent.

(2) Nous utilisons pour cet algorithme la version non adapté des variables aléatoire d’état
adjoint ce qui induit une certaine dispersion des trajectoires (figure VI.16).

�

VI.5.5.2. Intégration de l’état adjoint adapté.

Nous nous proposons d’appliquer l’algorithme VI.12 de descente à la résolution numérique
du problème (SPbarrage) décrit dans la section VI.5.

Nous posons UH2
t = φH2

t (XH2
t ) la commande optimale produite par l’algorithme de descente

(VI.12) tel que :

XH2
0 = W 0, P−p.s.,

UH2
t = φH2

t (XH2
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1,

XH2
t+1 = ft

(
XH2

t ,UH2
t ,W t+1

)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Le coût optimal généré par cet algorithme est évalué à :

cH2 = E

[
T−1∑

t=0

Lt

(
XH2

t ,UH2
t ,W t+1

)
+K

(
XH2

T

)
]

= 6, 60.

Nous représentons, comme dans les sections précédentes, les trajectoires optimales de l’état
(figure VI.21), de la commande (figure VI.20) et de l’état adjoint (figure VI.22) obtenues à partir
de l’algorithme VI.12.

Nous représentons de la même manière les feedbacks optimaux à différents pas de temps (les
figures VI.23, VI.24 et VI.25).

Remarque VI.22.

(1) Contrairement à l’algorithme (VI.10) (voir la figure VI.16), nous remarquons une
concentration des trajectoires de l’état adjoint (voir la figure VI.22). En effet, comme
nous l’avons souligné dans le théorème II.18, l’état adjoint (λt)t=0,··· ,T est mesurable
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par rapport à tous le futur des bruits, il est donc non adapté (non mesurable par rapport
à l’état instantané), alors que l’état adjoint adapté (Λt)t=0,··· ,T profite d’une opération
d’espérance conditionnelle permettant le lissage de ses trajectoires.

(2) Pour l’algorithme VI.10, nous avons utilisé toutes les trajectoires pour calculer la valeur
du gradient en un point particulier, par contre l’état adjoint non adapté était intégré
scénario par scénario sans aucune opération de mélange. Il semblerait alors que l’opéra-
tion de mélange supplémentaire effectuée au cours de l’algorithme VI.12 pour calculer
l’état adjoint adapté en un point en utilisant tous les scénarios améliore les résultats en
diminuant la dispersion des nuages de points optimaux.

(3) Nous avons représenté sur les figures VI.26, VI.27 et VI.28 à différents instants les

nuages de points état/état adjoint adapté (Xk
t ,Λ

k
t ), leur interpolation Λ̂H2

t ainsi que

la dérivée V̂ ′
t de la fonction valeur obtenue par l’algorithme VI.4 de programmation

dynamique stochastique. Nous confirmons ainsi les résultats du théorème II.31, selon
lesquels l’état adjoint adapté optimal Λt est égal à la valeur prise par la dérivée de
la fonction de Bellman à l’état optimal V ′

t (Xt). En effet, les nuages de points ainsi

construits se rapproches des courbes de V̂ ′
t .

�

VI.5.6. Interprétation fonctionnelle des variables aléatoires : application.

VI.5.6.1. Espérance conditionnelle de l’état adjoint et espérance du gradient.

Nous nous proposons d’appliquer l’algorithme VI.14 de gradient projeté à la résolution nu-
mérique du problème (SPbarrage) décrit dans la section VI.5.

Nous posons UH3
t = φH3

t (XH3
t ) la commande optimale produite par l’algorithme de gradient

projeté (VI.14) :

XH3
0 = W 0, P−p.s.,

UH3
t = φH3

t (XH3
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1,

XH3
t+1 = ft

(
XH3

t ,UH3
t ,W t+1

)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Le coût optimal généré par cet algorithme s’évalue à :

cH3 = E

[
T−1∑

t=0

Lt

(
XH3

t ,UH3
t ,W t+1

)
+K

(
XH3

T

)
]

= 6, 53.

Nous représentons les trajectoires optimales de l’état (figure VI.30), de la commande (figure
VI.29) et de l’état adjoint (figure VI.31) obtenues à partir de l’algorithme VI.14.

Nous représentons aussi les feedbacks optimaux à différents pas de temps (les figures VI.32,
VI.33 et VI.34).

Remarque VI.23.

(1) Comme nous l’avons souligné dans le chapitre III, l’estimation d’une espérance condi-
tionnelle par la méthode des noyaux engendre une erreur quadratique moyenne de

l’ordre de N− 4
5 (pour un conditionnement scalaire). Au cours de l’algorithme VI.14

nous n’approximons plus l’espérance conditionnelle du gradient mais nous approximons
une espérance d’un gradient fonctionnel (introduisant une erreur quadratique moyenne
de l’ordre de N−1) ce qui améliore sensiblement les résultats numériques.

(2) Cependant, les opérations d’espérance conditionnelle n’ont pas disparu, mais ils sont
cachées dans le fait que nous effectuons des interpolations-régressions pour passer des
représentations fonctionnelles aux représentations particulaires.
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(3) Nous avons représenté sur les figures VI.35, VI.36 et VI.37 à différents instants les

nuages de points état/état adjoint adapté (Xk
t , Λ̂

H3
t (Xk

t )), les résultats ne sont pas
aussi bons que ceux obtenus par l’algorithme VI.12 ; en effet, l’approximation de la

dérivé de la fonction de Bellman V̂ ′
t est obtenu en intégrant scénario par scénario un

état adjoint non adapté et en calculant a posteriori une espérance conditionnelle et non
pas en calculant à chaque pas de temps une espérance conditionnelle. L’accumulation
des opérateurs d’espérance conditionnelle semble améliorer les résultats en lissant les
nuages de points.

�

VI.5.6.2. Espérance de l’état adjoint et espérance du gradient.

Nous nous proposons d’appliquer l’algorithme VI.16 de gradient projeté à la résolution nu-
mérique du problème (SPbarrage) décrit dans la section VI.5.

Nous posons UH4
t = φH4

t (XH4
t ) la commande optimale produite par l’algorithme de gradient

projeté (VI.16) :

XH4
0 = W 0, P−p.s.,

UH4
t = φH4

t (XH4
t ), P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1,

XH4
t+1 = ft

(
XH4

t ,UH4
t ,W t+1

)
, P−p.s., ∀t = 0, · · · , T − 1.

Le coût optimal généré par cet algorithme s’évalue à :

cH4 = E

[
T−1∑

t=0

Lt

(
XH4

t ,UH4
t ,W t+1

)
+K

(
XH4

T

)
]

= 6, 51.

Nous représentons comme dans les sections précédentes les trajectoires optimales de l’état
(figure VI.39), de la commande (figure VI.38) et de l’état adjoint (figure VI.40) obtenues à
partir de l’algorithme VI.14 ainsi que les feedbacks optimaux à différents pas de temps (les
figures VI.41, VI.42 et VI.43).

Remarque VI.24.

(1) Nous avons représenté sur les figures VI.44, VI.45 et VI.46 à différents instants les nuages

de points état/état adjoint adapté (Xk
t , Λ̂

H4
t (Xk

t )), les résultats sont plus satisfaisants
que ceux obtenus par les précédents algorithmes. En effet l’état adjoint adapté est
calculer ici en utilisant une simple espérance, les espérance conditionnelles étant cachées
dans les interpolations effectuées.

(2) C’est la situation la plus proche de la programmation dynamique stochastique avec
l’avantage que l’opération de minimisation est faite au cours des itérations (et non à
chaque itération) permettant ainsi d’utiliser des grilles aléatoires adaptées à la réparti-
tion de la variable aléatoire d’état.

�

VI.6. Conclusion

Nous nous sommes intéressé, dans ce chapitre, à la résolution numérique de problèmes de
commande optimale stochastique en temps discret.

Deux optiques de résolution peuvent être suivies : une approche A-O où nous avons utilisé une
technique d’éléments finis particulaires, et une optique O-A où nous avons utilisé les différentes
interprétations et versions des conditions d’optimalité établies dans le chapitre II.

Nous nous sommes trouvé face à deux choix possibles.
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– Considérer une structure d’information modélisée par la mesurabilité par rapport à tout
le passé du bruit. Nous pouvons alors construire un algorithme de gradient projeté pour
la résolution du problème. Cependant, la dimension croissante de l’espace d’observation
crée un inconvénient numérique majeur.

– Considérer une structure d’information modélisée par la mesurabilité par rapport à l’état
instantané. Nous construisons alors un algorithme de descente dont la direction de descente
ne représente pas un gradient d’un problème approximé.

Il est à noter que la première approche reste possible indépendamment de toute hypothèse sur la
structure d’information, alors que la deuxième n’est possible que si l’on considère des problèmes
markoviens où il n’y a pas de perte d’optimalité à remplacer une contrainte de mesurabilité par
rapport à tout le passé des bruits par une mesurabilité par rapport à l’état instantané.

Les algorithmes et heuristiques qui ont été proposés présentent un avantage majeur, par com-
paraison à la programmation dynamique stochastique. En effet, ils incorporent une discrétisation
adaptative de l’espace d’état permettant ainsi d’utiliser la totalité des points de discrétisation
dans les régions où se concentre les particules d’état et donc où la mesure de probabilité de l’état
instantané n’est pas nulle.

La principale contribution apportée par ces différentes heuristiques réside dans le fait que
nous utilisons le même nombre de particules pour tous les pas de temps garantissant ainsi une
dispersion constante des particules du début jusqu’à la fin de l’horizon. Ceci présente un avantage
majeur par rapport aux méthodes de quantification des bruits par arbres de scénarios. En effet
ces dernières sont caractérisées par une augmentation de la dispersion des particules au cous des
pas de temps :

(1) au début de l’arbre nous avons un nombre réduit de particule avec une faible dispersion
(voir les figures de feedback VI.47 et de coût marginal VI.50),

(2) à la fin de l’arbre nous avons un grand nombre de points avec une énorme variance
(voir les figures de feedback VI.49 et de coût marginal VI.52).

Nous avons, ainsi, appliqué ces différentes méthodes à un problème de gestion de production
d’un barrage hydro-électrique. Nous pouvons alors conclure que les interprétations fonctionnelles
du gradient et de l’état adjoint, utilisées dans l’algorithme VI.16, donnent les résultats les plus
performants en donnant le coût optimal le plus proche du coût optimal donné par la programma-
tion dynamique stochastique et les feedbacks optimaux qui collent à ceux de la programmation
dynamique.

Les travaux futurs s’intéresseront à l’application de ces algorithmes et de ces résultats nu-
mériques aux grands systèmes, en faisant augmenter la dimension de l’espace d’état. Il faudra
alors comparer l’application directe de ces heuristiques avec une utilisation d’algorithmes de
décomposition-coordination et avec la programmation dynamique stochastique.
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Heuristique SDP EFP H1 H2 H3 H4

Propagation
de l’état

× scénario par
scénario

scénario par
scénario

scénario par
scénario

scénario par
scénario

scénario par
scénario

Propagation
de l’état ad-
joint

× scénario par
scénario

non adapté,
scénario par
scénario

adapté,
espérance
condition-
nelle

non adapté,
scénario par
scénario

fonctionnel
par espé-
rance

Calcul du
gradient

× espérance espérance
condition-
nelle

espérance
condition-
nelle

fonctionnel
par espé-
rance

fonctionnel
par espé-
rance

Grille sur
l’espace
d’état

a priori × adaptative adaptative adaptative adaptative

Coût opti-
mal

6.48 6.61 6.90 6.60 6.53 6.51
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Fig. VI.23. Feedback optimal pour
t = 0 : φH2
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Fig. VI.24. Feedback optimal pour
t = 12 : φH2
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Fig. VI.25. Feedback optimal pour
t = 23 : φH2
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Fig. VI.26. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 0 : Λ̂H2
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

-0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

Fig. VI.27. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 12 : Λ̂H2
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Fig. VI.28. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 23 : Λ̂H2
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134 VI. RÉSOLUTION NUMÉRIQUE DE PROBLÈMES DE COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

0 5 10 15 20 25
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

Fig. VI.29. Trajectoires de la com-

mande optimale U
H3,k
t

0 5 10 15 20 25
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Fig. VI.30. Trajectoires de l’état op-

timal X
H3,k
t

0 5 10 15 20 25
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

−0

Fig. VI.31. Trajectoires de l’état ad-

joint optimal ΛH3,k
t



VI.6. CONCLUSION 135

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

Fig. VI.32. Feedback optimal pour
t = 0 : φH3
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Fig. VI.33. Feedback optimal pour
t = 12 : φH3
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Fig. VI.34. Feedback optimal pour
t = 23 : φH3
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Fig. VI.35. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 0 : Λ̂H3
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Fig. VI.36. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 12 : Λ̂H3
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Fig. VI.37. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 23 : Λ̂H3
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Fig. VI.41. Feedback optimal pour
t = 0 : φH4
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Fig. VI.42. Feedback optimal pour
t = 12 : φH4
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Fig. VI.44. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 0 : Λ̂H4
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Fig. VI.45. État adjoint adapté opti-

mal pour t = 12 : Λ̂H4
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Fig. VI.46. État adjoint adapté opti-
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Fig. VI.47. Feedback optimal pour
t = 0 obtenu par scénarios arborescents

Fig. VI.48. Feedback optimal pour
t = 12 obtenu par scénarios arbores-
cents

Fig. VI.49. Feedback optimal pour
t = 23 obtenu par scénarios arbores-
cents
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Fig. VI.50. État adjoint adapté opti-
mal pour t = 0 obtenu par scénarios
arborescents

Fig. VI.51. État adjoint adapté opti-
mal pour t = 12 obtenu par scénarios
arborescents

Fig. VI.52. État adjoint adapté opti-
mal pour t = 23 obtenu par scénarios
arborescents





CHAPITRE VII

Conclusions et Perspectives

VII.1. Différentes contributions du mémoire

Ce mémoire s’est situé directement dans la continuité des travaux menés au sein de l’équipe
SOWG sous l’impulsion des problématiques posées par le département OSIRIS d’EDF R&D.
Nous nous sommes ainsi attaché a étudier différents aspects de l’optimisation stochastique.

Notre intérêt s’est particulièrement porté sur les méthodes variationnelles de résolution des
problèmes de commande optimale stochastique en temps discret en vue d’apporter des alterna-
tives viables à la programmation dynamique stochastique.

VII.1.1. Modélisation d’un problème d’optimisation stochastique. D’une manière
générale un problème d’optimisation stochastique consiste en la minimisation de l’espérance
d’une fonction coût sous une contrainte d’information. Nous avons développé dans le chapitre I
deux interprétations différentes de la structure d’information d’un problème donné :

– une interprétation algébrique où la structure d’information est représentée par le biais
d’une relation de mesurabilité entre deux variables aléatoires ou entre une variable aléatoire
et une σ-algèbre,

– une interprétation fonctionnelle où la structure d’information est représentée par une fonc-
tion père qui définit explicitement l’interdépendance entre les différentes variables du pro-
blème.

Ces deux interprétations conduisent à deux modélisations équivalentes d’un problème d’opti-
misation stochastique. L’interprétation algébrique conduit à des problèmes d’optimisation par
rapport à des variables aléatoires. Quant à l’interprétation fonctionnelle, elle conduit à des pro-
blèmes d’optimisation fonctionnelle.

Les principales contributions du chapitre I consistent, d’une part, à montrer l’équivalence
entre interprétation algébrique et interprétation fonctionnelle, et d’autre part, à faire la typologie
des problèmes d’optimisation stochastique ; plus précisément, nous avons souligné la différence
entre les problèmes en information statique (que nous avons abordé tout au long de ce mémoire)
et les problèmes en information dynamique (problème de Witsenhausen [114] et effet dual [8]).

VII.1.2. Résolution d’un problème d’optimisation stochastique. La résolution nu-
mérique d’un problème d’optimisation stochastique (qu’il soit modélisé sous sa forme algébrique
ou fonctionnelle) nécessite deux étapes distinctes :

– une étape d’optimisation qui consiste en l’écriture de conditions d’optimalité ou d’un
algorithme d’optimisation,

– une étape d’approximation qui consiste en deux niveaux séparés : approximation de l’es-
pérance de la fonction coût et l’approximation de la structure d’information.

Nous avons vue au début du chapitre III que ces deux étapes peuvent être abordées dans des
ordres différents. Nous pouvons ainsi dégager deux approches de résolution différentes :

– L’approche optimiser d’abord, ensuite approximer (O-A) qui conduit à l’approximation
d’opérateurs d’espérance conditionnelle,

– L’approche approximer d’abord, ensuite optimiser (A-O) qui conduit à la méthode des
éléments finis particulaires.

Cependant, ces deux approches peuvent être combinées en une seule. Nous avons développé,
en ce sens (voir chapitre V), un algorithme de gradient chaotique en boucle fermée où nous
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approximons à la fois la structure d’information et l’espérance de la fonction coût en ligne avec
un algorithme de descente du type gradient.

VII.1.3. Conditions d’optimalité. Nous avons adopté dans le chapitre II l’approche O-
A en ne traitant que la partie optimisation. À partir des deux différentes représentations de
la structure d’information, nous avons présenté des conditions d’optimalité à la Karush-Kuhn-
Tucker pour un problème de commande optimale stochastique en temps discret.

Dans le cadre d’une interprétation algébrique des contraintes d’informations nous avons
présenté deux versions des conditions d’optimalité. Ces deux versions consistent en :

– une propagation en marche-avant d’un état en suivant une dynamique forward,
– une propagation en marche-arrière d’un état adjoint en suivant une dynamique backward,
– l’écriture d’un gradient.

La principale différence entre les deux versions réside dans le fait que dans l’une nous considérons
un état adjoint non adapté à la filtration sous-jacente du problème, alors que dans l’autre nous
considérons un état adjoint adapté à la filtration engendrée par les bruits du système.

Dans le cadre d’une interprétation fonctionnelle des contraintes d’informations nous avons
présenté deux versions duales du problème de commande optimale stochastique en question.

– la première version consiste en la propagation forward de la mesure de probabilité de l’état
suivant l’équation de Fokker planck,

– la deuxième version consiste en la commande d’un coût initial sous la contrainte d’une
dynamique backward sur la fonction de Bellman du problème.

L’étape approximation associée à ces différentes formes des conditions d’optimalité a été
développé dans le chapitre VI en s’inspirant des différentes méthodes d’approximation de l’espé-
rance conditionnelle abordées dans le chapitre III. Nous avons ainsi conclu que (numériquement)
nous avions intérêt à expliciter fonctionnellement la structure d’information du problème afin
de diminuer l’erreur faite lors de la synthèse des feedbacks.

La principale contribution des chapitres II et VI était de présenter différentes alternatives à la
programmation dynamique stochastique. Nous avons ainsi mis en avant l’avantage des méthodes
variationnelles incorporant une discrétisation adaptative de l’espace d’état par rapport à une
discrétisation faite a priori.

VII.1.4. La méthode des éléments finis particulaires. Nous avons présenté dans le
chapitre IV la méthode des éléments finis particulaires pour la résolution des problèmes d’opti-
misation stochastique (qu’on aurait pu appelé aussi méthode de Galerkin particulaire). Il s’agit
dans cette méthode d’adopter une interprétation fonctionnelle de la structure d’information et
de poursuivre une approche A-O.

En écrivant le problème d’optimisation stochastique sous une forme fonctionnelle nous ap-
proximons la commande du problème par une méthode d’éléments finis le transformant en un
problème d’optimisation stochastique en boucle ouverte. Un deuxième niveau d’approximation
est alors nécessaire : l’approximation de l’espérance de la fonction coût qui se fait par une
méthode particulaire du type Monte-Carlo.

Outre les différents résultats de convergence variationnelle qui ont été présentés, nous avons
mis l’accent sur l’avantage qu’offrait cette méthode quant à l’utilisation de l’expertise de l’uti-
lisateur : avoir une idée a priori sur la forme fonctionnelle du feedback peut considérablement
améliorer la convergence de cette méthode vers la solution exacte du problème.

VII.1.5. Compromis entre deux niveaux d’approximation. La résolution des pro-
blèmes d’optimisation stochastique doit passer par deux niveaux d’approximation : l’approxi-
mation de la structure d’information et l’approximation de l’espérance de la fonction coût. Nous
avons mis en évidence, au fil de ce mémoire, le fait que ces deux niveaux ne doivent pas être
traités d’une manière indépendante, et un lien très fort les unis conditionnant la performance
des estimateurs obtenus.
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Ce compromis ce traduit par l’équilibre qu’il faut trouver entre biais et variance pour mini-
miser l’erreur quadratique moyenne de l’estimateur de la commande optimale du problème.

Un choix fait a priori d’une approximation de la structure d’information (par quantification
ou par éléments finis particulaires) conduit à un biais sur l’estimateur de la commande optimale ;
tandis que la combinaison des deux niveaux d’approximations influence la variance du même
estimateur (voir les sections IV.2 et V.5). Nous retrouvons le même genre de compromis lors de
l’estimation par la méthode des noyaux de l’espérance conditionnelle (voir le chapitre III).

VII.2. Avancées par rapport aux méthodes existantes

Traditionnellement, deux méthodes sont utilisées pour la résolution de problèmes de com-
mande optimale stochastique : la programmation dynamique stochastique et les méthodes par
scénarios arborescents. La principale contribution de ce mémoire est de présenter des alternatives
permettant de ce libérer des inconvénients générés par ces deux méthodes.

La programmation dynamique stochastique est confrontée à la malédiction de la dimension
due à la discrétisation faite a priori de l’espace d’état. Les méthodes proposées au cours de ce
mémoire considèrent des discrétisations adaptatives permettant de ne s’intéresser qu’aux régions
significative de l’espace d’état : si la dynamique du système fait en sorte que les particules d’état
se concentrent dans une région de l’espace, les calculs ne sont faits que dans ces régions.

Une méthode classique pour la résolution des problèmes de commande optimale stochastique
consiste en la représentation des bruits du système sous une forme arborescente approximant
ainsi à la fois la structure d’information et l’espérance de la fonction coût. Ces méthodes pré-
sentent un inconvénient majeur :

– au début de l’arbre (racines de l’arbre de scénarios) le processus d’optimisation génère un
nombre très réduit de particules et l’estimateur de la commande optimale présente une
faible variance (voir la figure VI.47),

– à la fin de l’arbre (feuilles de l’arbre de scénarios) le processus d’optimisation gé-
nère un nombre important de particules. Cependant, le future étant désormais déter-
ministe,l’estimateur de la commande optimale constitué avec ces particules présente une
variance assez grande (voir la figure VI.49).

Les méthodes présentées au cours de ce mémoire (voir les applications numériques du chapitre
VI) présentent des alternatives aux méthodes des scénarios arborescents qui contournent ces
difficultés : nous avons désormais le même nombre de points du début jusqu’à la fin de l’horizon
temporel (voir les figures VI.41, VI.42 et VI.43) garantissant ainsi une dispersion equivalente du
nuage de points pour tous les pas de temps.

VII.3. Perspectives futures

Ce mémoire offre différentes possibilités d’extensions et voies de réflexions en vue de futurs
travaux. Nous exposons, ici, quelques possibilités.

– Le développement de méthodes variationnelles pour la résolution des problèmes de com-
mande optimale stochastique (voir chapitre II) a été initialement motivé par la perspective
d’avoir une alternative à la programmation dynamique qui nous permettra de développer
des algorithmes de décomposition-coordination en vue de résoudre des grands systèmes.
Les prochains travaux devrons ainsi s’intéresser à l’application des différents algorithmes
et heuristiques, présentés dans ce mémoire, au cadre des grands systèmes ainsi qu’à leur
couplage avec des algorithmes de décomposition-coordination.

– Développer les résultats de vitesse de convergence pour l’algorithme de gradient chaotique
en boucle fermé présenté au chapitre V et présenter des résultats de convergence pour les
différentes heuristiques présentées dans le chapitre VI.

– Étendre les résultats de convergence variationnelle établis pour la méthode des éléments
finis particulaires (voir chapitre IV) au cas avec contraintes.
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– Formaliser et expliquer les raisons fondamentales conduisant à des erreurs quadratiques
différentes pour les estimateur des commandes optimales obtenus par la méthode des élé-
ments finis particulaires (voir chapitre IV) ou par estimation de l’espérance conditionnelle
(voir chapitre III).

– Développer une méthode d’éléments finis particulaires dynamiques. Ceci consisterait à
fixer un nombre de fonctions de bases, effectuer une étape d’optimisation et rajouter la
solution approximée obtenue à la base de fonctions préalablement choisie, et itérer suivant
le même principe.

– Tester les méthodes, algorithmes et heuristiques proposés sur des exemples réels et com-
parer les résultats aux solutions utilisées par les praticiens.

– S’intéresser à la complexité de ces algorithmes et heuristiques et quantifié l’avantage ap-
porté par rapport aux méthodes existante. et comment cette complexité évolue, dans le
cadre non markovien, en fonction du nombre de pas de temps.
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9 (1998), 33–52.

47. Y. Ermoliev, V. Norkin, and R.J.-B. Wets, The minimization of semicontinuous functions : Mollifier sub-
gradients, SIAM J. Control Optimization 33 (1995), no. 1, 149–167.

48. Y. Ermoliev and R.J.-B. Wets (eds.), Numerical techniques for stochastic optimization problems, Springer,
Berlin, 1988.

49. S.J. Garstka and R.J.B. Wets, On decision rules stochastic programming, Mathematical Programming 7

(1974), 117–173.

50. Ather Gattami, Distributed stochastic control : A team theoretic approach, Proceedings of the 17th Interna-
tional Symposium on Mathematical Theory of Networks and Systems (MTNS), Kyoto, Japan, July 2006.

51. W. Hardle and O. Linton, Encyclopedia of statistical science, vol. 10, ch. Nonparametric regression, Wiley,
1995.

52. H. Heitsch and W. Römisch, Scenario reduction algorithms in stochastic programming, Comput. Optim.
Appl. (2003), no. 24, 187–206.

53. J.-B. Hiriart-Urruty, Algorithmes de résolution d’équations et d’inéquations variationnelles, Z. Wahrschein-
lichkeitstheorie verw. Gebiete 33 (1975), 167–186.

54. , Extension of lipschitz integrands and minimization of nonconvex integral functionals : Applications
to the optimal recourse problem in dicrete time, Probability and mathematical statistics 3 (1982), no. 1,
19–36.
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torat, École des Mines de Paris, 1990.

70. M. Métivier, Semimartingales, De Gruyter, Berlin, 1982.

71. J.C. Miellou, Algorithmes de relaxation chaotique à retards, RAIRO R1 (1975).
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déterministe, 81
projeté, 81
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ANNEXE A

Convexité et optimisation

Nous donnons, ici, quelques résultats généraux de la théorie de l’optimisation convexe. Nous
renvoyons le lecteur aux thèses de C. Strugarek [106], J.C. Culioli [34], de M. Mataoui [69] et
de G. Cohen [30].

On considère un espace de Hilbert réel U , de dimension quelconque identifié à son dual U ∗ et
muni d’un produit scalaire noté 〈·, ·〉. Les topologies forte et faible sont des topologies canoniques

associées respectivement à la norme ‖·‖ def
= 〈·, ·〉 1

2 et au produit scalaire.
On définit la fonction coût par la donnée d’une fonctionnelle J sur U à valeurs réelles et

les contraintes par la donnée d’une partie convexe fermée U ad de U et on pose le problème
d’optimisation sous contraintes implicites :

(A.1) min
u∈Uad

J(u).

A.1. Ensembles convexes

Définition A.1 (Ensemble convexe). Soit U un espace de Hilbert muni de son produit
scalaire. Soit V ⊂ U .

(i) V est convexe si et seulement si

∀v1, v2 ∈ V, ∀α ∈ [0, 1], αv1 + (1 − α)v2 ∈ V.
(ii) V est strictement convexe si et seulement si

∀v1, v2 ∈ V, ∀α ∈]0, 1[, αv1 + (1 − α)v2 ∈ int(V ).

�

On définit maintenant la projection sur un sous-espace vectoriel fermé.

Proposition A.2. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V ⊂ U un
sous-espace vectoriel fermé. Pour tout u ∈ U , le problème minv∈V 1

2 ‖u− v‖2
U est bien défini, et

il existe un unique minimiseur noté ΠV(u), et appelé la projection de u sur V.

L’opérateur ΠV défini ci-dessus possède de plus quelques propriétés intéressantes :

Proposition A.3. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V ⊂ U
un sous-espace vectoriel fermé. L’opérateur de projection sur V noté ΠV : U → U est linéaire et
autoadjoint.

On définit maintenant la projection sur un convexe fermé.

Proposition A.4. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V ⊂ U un
sous-ensemble convexe fermé. Pour tout u ∈ U , le problème minv∈V 1

2 ‖u− v‖2
U est bien défini,

et il existe un unique minimiseur noté ΠV(u), et appelé la projection de u sur V.

Démonstration : [55], Section III.3. �

On a alors les propriétés suivantes :

Proposition A.5. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V ⊂ U un
sous-ensemble convexe fermé.
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(i) Soit u ∈ U . vu ∈ V est la projection ΠV(u) si et seulement si

∀v ∈ V, 〈u− vu, v − vu〉U ≤ 0.

(ii) Pour tous u1, u2 ∈ U , on a :

‖ΠV(u1) − ΠV(u2)‖2
U ≤ 〈ΠV(u1) − ΠV(u2), u1 − u2〉U ,

ce qui implique que ΠV est monotone et lipschitzienne.

Lemme A.6 (Sous-espace vectoriel). Soit V1 un sous-espace vectoriel fermé de U et V2 un
convexe fermé de U . On note alors V = V1∩V2 qui est un convexe fermé. Si de plus ΠV2(V1) ⊂ V1,
alors les opérateurs de projection vérifient la règle de composition suivante :

ΠV = ΠV2 ◦ ΠV1 .

Démonstration : On utilise pour ce faire la caractérisation (i) de la projection dans la proposition
A.5. Soit u ∈ U , et v ∈ V. On a déjà que ΠV2

(ΠV1
(u)) ∈ V1 ∩ V2. De plus :

〈u− ΠV2
(ΠV1

(u)), v − ΠV2
(ΠV1

(u))〉U = 〈u− ΠV1
(u), v − ΠV2

(ΠV1
(u))〉U

+ 〈ΠV1
(u) − ΠV2

(ΠV1
(u)), v − ΠV2

(ΠV1
(u))〉U ,

≤ 〈u− ΠV1
(u), v − ΠV2

(ΠV1
(u))〉U ,(A.2)

car par la caractérisation (i) de la proposition A.5 appliquée à la projection de ΠV1
(u) sur V2, le second

terme de la somme du membre de droite est négatif, du fait que v ∈ V2. En revenant à l’équation (A.2), on
obtient, de par la linéarité et le caractère auto-adjoint de ΠV1

et le fait que v ∈ V1, et ΠV2
(ΠV1

(u)) ∈ V1 :

〈u− ΠV2
(ΠV1

(u)), v − ΠV2
(ΠV1

(u))〉U ≤ 〈u− ΠV1
(u),ΠV1

(v − ΠV2
(ΠV1

(u)))〉U ,
= 〈ΠV1

(u− ΠV1
(u)) , v − ΠV2

(ΠV1
(u))〉U car ΠV1

est autoadjoint,

= 0,

ce qui achève de caractériser la projection sur V. �

A.2. Fonctions convexes

Afin de donner les conditions d’existence d’une solution pour le problème (A.1), on fait le
rappel des définitions et des résultats suivants :

Définition A.7 (Convexité). On dit qu’une fonctionnelle J est convexe si pour tout 0 ≤
α ≤ 1 :

∀(u, v) ∈ U2, J(αu+ (1 − α)v) ≤ αJ(u) + (1 − α)J(v).

�

Définition A.8 (Stricte convexité). On dit qu’une fonctionnelle J est strictement convexe
si pour tout 0 < α < 1 :

∀(u, v) ∈ U2, u 6= v, J(αu+ (1 − α)v) < αJ(u) + (1 − α)J(v).

�

Définition A.9 (Forte convexité). On dit qu’une fonctionnelle J est fortement convexe de
constante a > 0 si pour tout 0 ≤ α ≤ 1 :

∀(u, v) ∈ U2, J(αu+ (1 − α)v) ≤ αJ(u) + (1 − α)J(v) − aα(1 − α)
‖u− v‖2

2
.

�

Définition A.10 (Fonction propre). On dit que la fonctionnelle J est propre si son domaine
(ensemble des u pour lesquels J(u) < +∞) est non vide et si J n’est nulle part égale à −∞. �
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Définition A.11 (Fonction s.c.i.). On dit que la fonctionnelle J est semi-continue inférieu-
rement (s.c.i.) si :

∀u ∈ U , J(u) ≤ lim inf
v→u

J(v).

�

Définition A.12 (Épi-graphe). Soit J une fonctionnelle. On appelle épigraphe de J le sous-
ensemble :

epi(J)
def
= {(u, α) ∈ U × R, α ≥ J(u)} .

�

Définition A.13 (Section inférieure). Soit J une fonctionnelle, les ensembles :

S(J, α)
def
= {u ∈ U , J(u) ≤ α},

sont appelés sections inférieures de J . �

Lemme A.14 (M. Mataoui [69]). Si J est une fonctionnelle, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) J est s.c.i.,

(ii) epi(J) est fermé,

(iii) ∀α ∈ R, S(J, α) est fermé.

Définition A.15 (Fonction coercive). On dit que la fonctionnelle J est coercive sur U ad si
Uad est borné ou si :

lim
u∈Uad,‖u‖→+∞

J(u) = +∞

�

A.3. Différentiabilité et sous-différentiabilité

Définition A.16 (Dérivée directionnelle). Soient U et V deux espaces de Hilbert et J :
U → V. On appelle dérivée directionnelle de J au point u ∈ U et dans la direction d ∈ U , notée
DJ(u; d), la limite suivante :

DJ(u; d) = lim
ε→0+

J(u+ εd) − J(u)

ε
.

�

Définition A.17 (Dérivée de Gâteaux). Soient U et V deux espaces de Hilbert et J : U → V.
Si J admet en u ∈ U des dérivées directionnelles pour toutes les directions d ∈ U et si DJ(u; d)
est une fonction linéaire continue de d, c’est-à-dire qu’il existe un opérateur A ∈ L(U ,V) telle
que DJ(u; d) = A(d) pour tout d ∈ U , alors la fonction J est dite différentiable au sens de
Gâteaux au point u ; l’opérateur A, noté J ′(u), est appelé dérivée de Gâteaux de J au point u.
Si une telle dérivée existe en tout point où J est définie, on dira que J est différentiable au sens
de Gâteaux. �

Définition A.18 (Dérivée de Fréchet). Soient U et V deux espaces de Hilbert la fonction
J : U → V admet au point u ∈ U une dérivée de Fréchet s’il existe un opérateur linéaire continu,
noté J ′(u) ∈ L(U ,V), tel que :

lim
‖d‖→0

J(u+ d) − J(u) + J ′(u)(d)
ε

= 0,

et ce pour tout d ∈ U tendant vers 0. �

Remarque A.19. Toute fonction Fréchet différentiable est Gâteaux différentiable. �
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Remarque A.20. Nous noterons par abus de Langage, ∇J(u) = J ′>(u) le gradient de J en
u ∈ U . �

Définition A.21 (Sous-gradient, sous-différentiel). Soient U et un espace de Hilbert la
fonction et J : U → R. On appelle sous-gradient de J en u ∈ U (J(u) < +∞) tout vecteur r ∈ U
tel que :

J(v) − J(u) ≥ 〈r, v − u〉 , ∀v ∈ U .
L’ensemble de ces vecteurs est appelé sous-différentiel de J en u et est noté ∂J(u). �

A.4. Optimisation

Lemme A.22 (Existence de solution). Si J convexe, s.c.i. et coercive sur U ad, si Uad est
convexe fermé, alors le problème (A.1) admet au moins une solution. Si J est strictement
convexe, alors ce minimum est unique.

Démonstration : Voir [6] �

Proposition A.23 (Conditions nécessaires d’optimalité). Supposons que U ad est convexe
fermé et que J est Gâteaux différentiable. Si u] est solution de (A.1) alors elle vérifie les équi-
valences suivantes :

∀u ∈ Uad,
〈
J ′(u]), u− u]

〉
≥ 0,(A.3)

J ′(u]) ∈ −∂δUad(u]),(A.4)

∃ε > 0, u] = ΠUad

(
u] − ε∇J(u])

)
.(A.5)

Démonstration : Si u] est solution de (A.1) alors :

∀u ∈ Uad,
〈
J ′(u]), u− u]

〉
= lim
ε→0+

J(u] + ε(u− u])) − J(u])

ε
≥ 0.

d’où la condition (A.3) est vérifiée.
Supposons maintenant que la condition (A.3) est vérifiée, alors :

∀u ∈ Uad,
〈
−J ′(u]), u− u]

〉
≤ 0 = δUad(u) − δUad(u]),

∀u /∈ Uad,
〈
−J ′(u]), u− u]

〉
≤ δUad(u) − δUad(u]) = +∞,

par définition du sous-différentiel (voir la définition A.21) la condition (A.4) est vérifiée.
De plus,d’après la définition de la projection (voir proposition A.4), nous avons les équivalences suivantes
(pour un ε > 0 donné) :

u] = ΠUad

(
u] − ε∇J(u])

)
⇔ u] = arg min

u∈Uad

∥∥u− u] − ε∇J(u])
∥∥2
,

⇔
〈
εJ ′(u]), u− u]

〉
≥ 0,

et donc (A.5) est équivalente à (A.3). �

Proposition A.24. Supposons que Uad = Ucv ∩ Uev, où Ucv est un convexe fermé et U ev

est un sous-espace vectoriel fermé de U . Supposons en outre que ΠUcv(Uev) ⊂ Uev et que J est
Gâteaux différentiable. Si u] est solution de (A.1) alors :

ΠUev

(
J ′(u])

)
∈ −∂δUcv(u]).

Démonstration : D’après la proposition A.23, si u] ∈ U est solution de (II.8) alors :

∀ε ≥ 0, u] = ΠUcv∩Uev

(
u] − ε∇J(u])

)
,

Uev étant un espace vectoriel, nous pouvons décomposer cette projection. D’après le lemme A.6, nous
avons que :

∀ε ≥ 0, u] = ΠUcv

(
u] − εΠUev

(
∇J(u])

))
,
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et donc ΠUev

(
J((u])

)
∈ −∂δUcv(u]). �

A.5. Dérivation d’une fonction définie par une contrainte d’égalité

Théorème A.25. Soient U et X deux espaces de Hilbert. Soit f : X × U → X une fonction
différentiable (nous noterons par f ′x et f ′u ses dérivées, respectivement par rapport à la première
et seconde composante).
Supposons que pour tout u ∈ U il existe une unique application différentiable x̂ : U → X (nous
noterons x̂′ sa dérivée) tel que f(x̂(u), u) = 0.

Soit, en outre J̃ : X ×U → R une application différentiable à valeurs réelles (nous noterons par

J̃ ′
x et J̃ ′

u ses dérivées, respectivement par rapport à la première et seconde composante).
Nous nous proposons de calculer le gradient d’une fonction J : U → R telle que J(u) =

J̃(x̂(u), u).
Sous les hypothèses précédentes nous avons que :

(A.6) J ′(u) =
∂

∂u

(
J̃(x, u) + λ>f(x, u)

) ∣∣∣∣
x=bx(u)

,

où λ ∈ X vérifie :

(A.7)
∂

∂x

(
J̃(x, u) + λ>f(x, u)

)
.

Démonstration : Nous avons que :

(A.8) f(x̂(u), u) = 0 ⇒ f ′
xδx̂+ f ′uδu = 0,

et donc :

δJ = J̃ ′
xδx̂+ J̃ ′

uδu,

= J̃ ′
xδx̂+ J̃ ′

uδu+ λ>


f ′xδx̂+ f ′uδu︸ ︷︷ ︸

=0 par (A.8)


 , ∀λ ∈ X ,

=


J̃ ′

x + λ>f ′x︸ ︷︷ ︸
=0 par (A.7)


 δx̂+

(
J̃ ′
u + λ>f ′u

)
δu, ∀λ ∈ X ,

=
(
J̃ ′
u + λ>f ′u

)
δu.

�

Remarque A.26 (Une recette de cuisine...). Soit L : X ×U ×X :→ R une fonction appelée
Lagrangien tel que :

L(x, u, λ) = J̃(x, u) + λ>f(x, u).

Sous les hypothèses du théorème A.25 nous avons que pour tout u ∈ U , J ′(u) = ∂L
∂u

(x, u, λ) où

x vérifie ∂L
∂λ

(x, u, λ) = 0 et λ vérifie ∂L
∂x

(x, u, λ) = 0. �

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théorème A.25 et de remplacer les expressions des dérivées

du Lagrangien. �





ANNEXE B

Lemmes techniques

Nous donnons ici trois lemmes techniques utiles dans la preuve de convergence de l’algorithme
de gradient chaotique pour la boucle fermée. Ces Lemmes et leurs preuves respectives sont tirés
des thèses de G. Cohen [30] et de C. Strugarek [106].

Lemme B.1. Soit (xk)k∈N une suite de réels positifs. Soit (αk)k∈N et (βk)k∈N deux suites de
réels positifs telles que

∑
k∈N

αk < +∞ et
∑

k∈N
βk < +∞. Si de plus on a :

∀k ∈ N, xk+1 − xk ≤ αkxk + βk,

alors la suite (xk)k∈N est bornée.

Démonstration : En sommant l’hypothèse entre 0 et n, on obtient :

xn+1 ≤ x0 +
n∑

k=0

βk +
n∑

k=0

αkxk.

Dès lors, en définissant mk = max0≤l≤k xl, on a par positivité la même inégalité avec la suite m :

mn+1 ≤ x0 +

n∑

k=0

βk +

n∑

k=0

αkmk.

Nous allons montrer que (mn) est bornée. Soit 1 > ε > 0. Par l’hypothèse de sommabilité sur les suites
α, β, il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0,

∑n
k=n0

αk < ε. On réécrit donc l’inégalité précédente en
coupant les sommes, pour tout n ≥ n0 :

mn+1 ≤ x0 +

n∑

k=0

βk +

n0−1∑

k=0

αkmk +

n∑

k=n0

αkmk,

≤ x0 +
n∑

k=0

βk +

n0−1∑

k=0

αkmk +mn+1

n∑

k=n0

αk,

≤ x0 +
∑n
k=0 βk +

∑n0−1
k=0 αkmk

1 − ε
,

≤ x0 +
∑∞
k=0 βk +

∑n0−1
k=0 αkmk

1 − ε
,

du fait de la positivité de la suite (βk), ce qui montre que la suite (mn) est bornée. �

Lemme B.2. Soit J une application d’un espace de Hilbert H dans R, lipschitzienne de
module L. Soit (uk)k∈N une suite d’éléments de H et (εk)k∈N une suite de réels positifs tels que :

(i)
∑

k∈N
εk = +∞,

(ii) ∃µ ∈ R,
∑

k∈N
εk|J(uk) − µ| < +∞,

(iii) ∃δ > 0, ∀k ∈ N, ‖uk+1 − uk‖ ≤ δεk.

Alors (J(uk))k∈N converge vers µ.

Démonstration : Pour tout α ∈ R, définissons le sous-ensemble Nα de N tel que :

Nα
def
= {k ∈ N : |J(uk) − µ| ≤ α} .

159
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On notera alors N c
α le complémentaire de Nα dans N. Les hypothèses (i − ii) impliquent que Nα n’est

pas fini.
En appliquant l’hypothèse (ii), on a :

+∞ >
∑

k∈N

εk|J(uk) − µ| ≥
∑

k∈Nc
α

εk|J(uk) − µ| ≥ α
∑

k∈Nc
α

εk.

Cela prouve que pour tout β > 0, il existe un nβ ∈ N tel que
∑
k∈Nc

α, k≥nβ
εl ≤ β.

Soit alors ε > 0. Prenons α = ε/2 et β = ε/(2Lδ), avec L le module de Lipschitz de J . Pour tout k ≥ nβ ,
on a deux possibilités :

– Si k ∈ Nα, alors |J(uk) − µ| ≤ α < ε.
– Si k ∈ N c

α, soit m le plus petit élément de Nα tel que m ≥ k (on sait qu’il existe car Nα n’est pas
fini). On peut alors écrire :

|J(uk) − µ| ≤ |J(uk) − J(um)| + |J(um) − µ| ≤ L‖uk − um‖ + α,

≤ Lδ

(
m−1∑

l=k

εl

)
+ α ≤ Lδ


 ∑

l∈Nc
α, l≥nβ

εl


+ α ≤ ε.

�

Lemme B.3. Soit J une application d’un espace de Hilbert H dans R, et soit (Ω,F ,P) un
espace de probabilité muni d’une filtration (Fk). Soit (uk) une suite de variables aléatoires à,
valeurs dans H telle que pour tout k ∈ N, uk est Fk-mesurable, et soit (γk) une suite de réels
positifs telles que :

(i)
∑

k∈N
γk = +∞,

(ii) ∃µ ∈ R,
∑

k∈N
γk (J(uk) − µ) < +∞, et ∀k ∈ N, J(uk) − µ ≥ 0, p.s.

(iii) ∃δ > 0, ∀k ∈ N, J(uk) − E[J(uk+1)|Fk] ≤ δγk, p.s.

Alors (J(uk)) converge presque sûrement vers µ.

Démonstration : Pour tout α ∈ R, définissons le sous-ensemble Nα de N tel que :

Nα
def
= {k ∈ N : J(uk) − µ ≤ α, p.s.} .

On notera alors N c
α le complémentaire de Nα dans N. Les Hypothèses (i − ii) impliquent que Nα n’est

pas fini.
Selon l’hypothèse (ii), il vient :

+∞ >
∑

k∈N

γk (J(uk) − µ) ≥
∑

k∈Nc
α

γk (J(uk) − µ) ≥ α
∑

k∈Nc
α

γk.

Cela prouve que pour tout β > 0, il existe un nβ ∈ N tel que
∑
k∈Nc

α, k≥nβ
γl ≤ β.

Soit ε > 0. Prenons α = ε/2 et β = ε/(2δ). Pour tout k ≥ nβ , on a deux possibilités :
– Si k ∈ Nα, alors J(uk) − µ ≤ α < ε.
– Si k ∈ N c

α, soit m le plus petit éléments de Nα tel que m ≥ k (on sait qu’il existe car Nα n’est pas
fini). On peut dès lors écrire :

J(uk) − µ = J(uk) − E[J(um)|Fk] + E[J(um)|Fk] − µ

= E[

m−1∑

l=k

J(ul) − E[J(ul+1)|Fl]|Fk] + E[J(um)|Fk] − µ,

≤ δ

(
m−1∑

l=k

γl

)
+ α ≤ δ


 ∑

l∈Nc
α, l≥nβ

γl


+ α ≤ ε.

�

Lemme B.4. Soit (φi)i=1,··· ,m une famille libre de fonctions de L2(R; R), soit Φ l’opérateur

linéaire de Rm dans L2(R; R) tel que Φα =
∑m

i=1 αiφi, et soit Uad def
= {φ ∈ L2(R; R), φ(x) ∈

[0, 1], ∀x ∈ R}. Si
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– ∀i = 1, · · · ,m, φi ∈ Uad,
– ∀x ∈ R

∑m
i=1 φi(x) ≤ 1

– ∃m points (xj)j=1,··· ,m tel que φi(xj) = δi,j
1

alors Φ−1
(
Uad)

)
= Aad def

= [0, 1]m.

Démonstration : Soit α ∈ Aad, alors pour tout x ∈ R,
∑m
i=1 φi(x)αi ≥ 0, et

∑m
i=1 φi(x)αi ≤

maxi (αi
∑m
i=1 φi(x)) ≤ maxi(αi) ≤ 1, alors α ∈ Φ−1

(
Uad

)
.

Soit α ∈ Φ−1
(
Uad

)
, alors ∀x ∈ R, 0 ≤ ∑m

i=1 φi(x)αi ≤ 1, pour x = xj nous avons que 0 ≤ αj ≤ 1.

Alors α ∈ Aad. �

1δi,j = 0 si i 6= j 1 sinon.





ANNEXE C

Quasi-martingales

Nous nous donnons un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni d’une filtration (Fk). Nous
donnerons, ici, quelques définitions et résultats tirés des travaux de M. Métivier [70].

Soit X = (Xk)k∈N un processus stochastique à valeurs réelles adapté à (Fk). Nous supposons
dans toute la suite de cet annexe que pour tout k ∈ N, E[|Xk|] < +∞.

Définition C.1 (Contenu). On appelle contenu du processus stochastique X l’application
λX(k, F ) définie pour tout k ∈ N et tout F ∈ Fk par :

λX(k, F ) = E[(Xk+1 −Xk)IF ].

�

Définition C.2 (Sur-/sous-martingale). Le processus X est une sur- (respectivement sous-)
martingale si et seulement si :

∀k ∈ N, ∀F ∈ Fk, λX(k, F ) ≤ 0 resp. ≥ 0.

Si X est à la fois sur- et sous-martingale, alors c’est une martingale. �

Définition C.3 (Variation du contenu). La variation du contenu de X en k ∈ N notée
|λX |(k) est définie par :

|λX |(k) = E[|E[Xk+1 −Xk | Fk]|].
La variation totale du contenu, notée |λX | est alors définie par la somme possiblement divergente
suivante :

|λX |=
∑

k∈N

|λX |(k).

�

Définition C.4 (Quasi-martingale). Le processus X est une quasi-martingale si et seule-
ment si sa variation totale du contenu est finie, i.e.

∑

k∈N

E[|E[Xk+1 −Xk | Fk]|] < +∞.

Il est donc clair qu’une martingale est une quasi-martingale. �

Proposition C.5 (Métivier [70]). Posons pour tout k ∈ N, Gk = {ω ∈ Ω, E[Xk+1 −Xk |
Fk](ω) > 0}. Si X vérifie les deux conditions :

∑

k∈N

E[(Xk+1 −Xk)IGk
] < +∞,

inf
k∈N

E[Xk] > −∞,

alors c’est une quasi-martingale.

Proposition C.6 (Métivier [70]). Supposons que X soit une quasi-martingale et vérifie la
condition suivante :

sup
k∈N

E[X−
k ] < +∞, avec x− = −min(0, x),
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alors (Xk) converge presque-sûrement vers une variable aléatoire intégrable X∞, et l’on a :

E[|X∞|] ≤ inf
k∈N

E[|Xk|].
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