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Introduction

La seule certitude est que rien n’est certain, c’est ainsi qu’il y a pres de 2000 ans Pline ’ancien
a exprimé le fait que notre monde est gouverné par une multitude d’aléas et d’incertitudes.
Aujourd’hui, plus qu’a toute autre époque, cette maxime est encore valable.

L’économie mondiale est imprégnée par ces indéterminations. Les taux de change, les boule-
versements politiques et les prix de ’énergie, constituent autant d’aléas affectant la bonne santé
des industries : les sociétés pharmaceutiques doivent controler leurs opérations de recherche et
développement a la lumiere des reglements changeants et des pandémies globales; les banques
doivent choisir leurs portefeuilles de prét face aux taux d’intérét imprévisibles et aux aléas de la
bourse ; les sociétés pétrolieres doivent assigner leurs budgets d’exploration en fonction des nou-
velles technologies de forage, des prix du pétrole et des données géopolitiques; et les producteurs
d’électricité sont confrontés aux aléas de la demande, du climat et du marché de 1’énergie.

Une maniere simple et radicale de traiter ces indéterminations serait de les caractériser en
moyenne, ce qui conduit souvent a des décisions erronées voir fatales. Ainsi le statisticien s’est
noyé en voulant traverser une riviere qui n’était profonde que de quelques centimetres, mais
hélas pour lui cette profondeur n’était exprimée qu’en moyenne alors qu'un trou de plusieurs
metres I'attendait en plein milieu. Loin du caractére humoristique de cet exemple, un probléme
de fond se présente : comment tenir compte de ’aléa dans un processus de prise de décision ?

Cette interrogation fait I'objet des préoccupations d’'un domaine bien particulier des ma-
thématiques : loptimisation stochastique. Ce mémoire s’inscrit alors dans cette perspective et
s’attache a apporter quelques réponses aux questions soulevées dans ce domaine d’étude.

Les travaux antérieurs de I’équipe optimisation et systémes' et notamment les recherches
menées dans le cadre de la these de K. Barty [7] se sont intéressées a la résolution numérique des
problemes d’optimisation stochastique. Il a été ainsi montré que la question de la discrétisation
numérique des problemes de commande optimale stochastique peut étre décomposée en deux
étapes pratiquement indépendantes, mais qu’il faut traiter dans ’ordre suivant :

(1) Papproximation de la structure d’information qui est passée, dans la these de K. Barty
[7], par la quantification des observations, conduit & des arbres supportant les variables
de commande (ou de décision) du probléeme ;

(2) Papproximation de I'espérance du coiit qui peut se faire soit par des techniques tradi-
tionnelles d’échantillonnage a la Monte-Carlo, soit par un point de vue de quantification
des bruits.

Cependant, une difficulté majeure de cette méthode, dite des chroniques organisées en scé-
narios arborescents, vient limiter ses performances par rapport a 'approche programmation dy-
namique traditionnelle. En effet, La structure arborescente présente l'inconvénient d’étre dans
Iincapacité de fournir directement la solution du probleme sous forme de loi de feedback, dont
I'importance pratique est incontestable.

En outre, dans cette approche, nous sommes confrontés a un dilemme : au début de ’arbre de
scénarios, le futur du modele est riche et les valeurs obtenues sur les différents nocuds de I'arbre
sont de bonne qualité (en terme de variance des estimateurs obtenus), mais malheureusement ce

1System and Optimization Working Group (SOWG) : Laetitia Andrieu, Kengy Barty, Pierre Carpentier,
Jean-Philippe Chancelier, Guy Cohen, Anes Dallagi, Michel De Lara, Babakar Seck, Cyrille Strugarek.
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viii INTRODUCTION

nombre de nceuds reste modeste. Il augmente au fur et a mesure que ’on avance dans I’arbre mais
simultanément la qualité se dégrade car le futur tend a s’approcher de la situation déterministe.
L’idéal serait d’avoir le méme nombre de nceuds du début de ’horizon d’optimisation jusqu’a sa
fin ; en méme temps il faut éviter d’optimiser indépendamment sur chaque chronique et supposer
ainsi un futur completement prédictible des le début de 'arbre.

Une maniere d’éviter cette phase de quantification, sans ignorer pour autant les contraintes
d’information, c’est de traduire ces contraintes par recours a l’espérance conditionnelle : en
partant de ’écriture des conditions d’optimalité (impliquant un état adjoint rétrograde comme
dans les conditions d’optimalité a la Pontriaguine), nous pouvons passer a une discrétisation
directe des conditions d’optimalité. C’est ce que nous avons appelé méthodes particulaires.

Le mot particulaires est employé ici en référence au caractere aléatoire de la discrétisation
du probléme. En effet, contrairement aux méthodes dites par programmation dynamique, la
discrétisation n’est pas faite a priori sur une grille fixée a ’avance, mais elle est faite par un
processus d’échantillonnage a la Monte-Carlo intimement lié aux propriétés stochastiques des
variables du probleme d’optimisation.

L’originalité des travaux présentés dans ce mémoire réside dans le fait qu’on aborde les
problemes de commande optimale stochastique en temps discret par une approche variation-
nelle fondamentalement différentes de I’approche programmation dynamique de Bellman. Deux
optiques seront, ainsi, adoptées. Une optique ou l'on approxime le probleme d’optimisation
d’abord pour, ensuite, écrire des conditions d’optimalité : c’est la méthode des éléments finis
particulaires ; et une optique ou l’on écrit des conditions d’optimalité d’abord pour, ensuite, les
discrétiser. Dans cette derniere approche nous adopterons deux interprétations différentes de
la structure d’information du probléme : une interprétation algébrique (mesurabilité, espérance
conditionnelle) et une interprétation fonctionnelle.

Ce mémoire est donc rédigé comme suit : un premier chapitre introductif (chapitre I) trai-
tera des problemes d’optimisation dans l’incertain. Nous commencerons par introduire les outils
nécessaires a la définition de nos problémes, la structure d’information et les différentes écritures
possibles d’un probleme d’optimisation stochastique. Une typologie de ces problemes sera pré-
sentée. Le deuxieme chapitre (chapitre II) traitera des méthodes variationnelles en commande
optimale stochastique : nous présenterons deux écritures différentes des conditions d’optimalité
d’un probleme d’optimisation stochastique avec des contraintes d’information et nous nous at-
tarderons sur le cas markovien ol ces mémes conditions peuvent s’écrire de différentes manieres.

Dans les quatre derniers chapitres nous aborderons les problemes de discrétisation. Nous
commencerons (chapitre III) par présenter les différentes méthodes d’estimation de ’espérance
conditionnelle, suivies (chapitre IV) par la méthode des éléments finis particulaires : des preuves
de convergence et différentes applications numériques serons ainsi détaillées. Le chapitre V trai-
tera d’algorithmes de gradient chaotiques pour la résolution des problemes d’optimisation sto-
chastique en boucle fermée. Le dernier chapitre (chapitre VI) s’intéressera a I’écriture de diffé-
rents algorithmes de type variationnel pour la résolution numérique des problémes de commande
optimale stochastique ainsi qu’aux applications numériques s’y rattachant.



Résumé

Cette these, intitulée Méthodes particulaires en commande optimale stochastique s’intéresse
aux problemes d’optimisation dans l'incertain et a leur résolution. Le terme particulaire ren-
voie au fait que nous considérons des méthodes basées sur une approche de type Monte-Carlo,
contrairement aux méthodes par programmation dynamiques stochastiques qui utilisent une
discrétisation faite a priori.

La résolution des problemes d’optimisation stochastique nécessite deux étapes : une étape
d’approximation et une étape d’optimisation. Les deux premiers chapitres de ce manuscrit seront
consacrés a la partie optimisation. Nous traiterons dans les chapitres qui suivront de ’approxi-
mation des problemes d’optimisation dans l'incertain.

Nous commencerons, dans ce manuscrit, (chapitre I) par présenter les problémes qui se-
ront abordés; nous nous attarderons surtout sur la représentation de la structure d’information
d’un probleme d’optimisation stochastique. Deux principales représentations se dégagent : une
représentation algébrique et une représentation fonctionnelle. A partir de la nature de cette
structure d’information, nous ferons la typologie des problemes d’optimisation stochastique :
boucle ouverte, boucle fermée, information statique ou information dynamique.

Le deuxiéme chapitre (chapitre II) traitera des conditions d’optimalité pour les problemes
de commande optimale stochastique : a partir des représentations algébriques ou fonctionnelles
de l'information, nous présenterons des conditions d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker.

Les conditions présentées dans le chapitre II comportent presque invariablement des opéra-
teurs d’espérance conditionnelle. La résolution de ces problemes impose alors d’approximer ces
opérateurs. Nous commencerons dans le chapitre III par motiver notre approche avant de passer
a une revue de la littérature des problemes d’estimation de densité, densité conditionnelle et
espérance conditionnelle.

Dans le chapitre IV, nous présentons la méthode des éléments finis particulaires qui consiste
en 'approximation de la structure d’information par une restriction du feedback a une classe
donnée a priori de fonctions de base. Différents résultats de convergence et d’erreur asymptotique
seront donnés.

L’avant dernier chapitre (chapitre V) présentera un algorithme chaotique de gradient pour
la résolution de problemes d’optimisation stochastique en boucle fermée. Un résultat de conver-
gence, de vitesse ainsi qu’une application numérique seront donnés.

Nous nous intéresserons dans le dernier chapitre (chapitre VI) aux aspects numérique de la
résolution des problemes de commande optimale stochastique a partir des différentes méthodes
présentés dans les chapitres précédents. Nous présenterons différents algorithmes et heuristiques
pour résoudre un probleme de gestion de production d’un barrage hydro-électrique.
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Extended abstract

This manuscript deals with stochastic optimization and stochastic optimal control. It pre-
sents different contributions, works and results made during my PhD thesis in collaboration with
the System and Optimization Working Group? and the research and development division at
Electricité De France®.

When dealing with numerical solution for stochastic optimal control problems, stochastic
dynamic programming appears to be the natural framework [17, 18, 19]. Due to the curse
of dimensionality and the incompatibility of this approach with decomposition/coordination
methods [106, Chapter V] we focused on variational approaches.

Previous SOWG works [7, 8] proved that numerical solution for stochastic optimal control

problems can be split into two steps :

(1) First, quantifying the observation space to discretize the information structure. This
step leads to scenario-tree generation,

(2) Second, approximating the expectation of the cost function using Monte-Carlo tech-
niques on each quantified cell.

This method faces an important difficulty : at the first time stages (tree’s roots) we have few
Monte-Carlo particles but a small variation of the feedback estimator, on contrary, at the final
time stages (tree’s leaves), we have a large number of Monte-Carlo particles with a huge variance.
To tackle these difficulties we present some variational approaches, algorithms and heuristics
for numerical solution of stochastic optimal control problems. We mainly consider that nume-
rical solution of stochastic optimization problems consists on two issues : approzrimation and
optimization. These two issues can be computed on different orders leading to two different
approaches :
(1) the O-A approach : optimizing first (computing some optimality conditions), then ap-
proximating (using particle techniques or random mesh methods),
(2) the A-O approach : approximating first (the information structure and the expecta-
tions), then optimizing (solving a deterministic open-loop problem).

The first chapter will presents the main framework : how do we model the information
structure and what typology on stochastic optimization problems it will involve. The second
chapter will focus on optimality conditions presenting a minimum principle like theorem. Then,
we will deal with approximation schemes : first, how do we estimate a conditional expectation,
then we will present the particle finite element method and finally a collection of algorithms and
heuristics for numerical solution of multistage stochastic programs.

Modeling information and problems’ typology

When dealing with stochastic optimization problems we have to model the information
structure. On the literature [115, 7, 106, 38| two main representations of the information
structure are available : an algebraic interpretation and a functional one.

230WG http ://cermics.enpc.fr/equipes/optimisation.html : Laetitia Andrieu, Kengy Barty, Pierre Carpen-
tier, Jean Philippe Chancelier, Guy Cohen, Anes Dallagi, Michel De Lara, Babakar Seck, Cyrille Strugarek.

SEDF R&D  http ://www.edf.com/20004i/Homefr /ResearchDevelopment.html, Optimization Simulation,
Risk and Statistic department(OSIRIS)
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xii EXTENDED ABSTRACT

From this representation of the information structure we can derive two main models for
stochastic optimization problems :

(1) an algebraic one where the control variables are seen as random variables and the
information structure as a measurability constraint with respect to the observation.

min E[j(U,¢€)],
U<Y,

(2) a functional one, where the control variable is a function depending on the observation.
inE|j(o(Y),€)]|.
min E[j(6(Y), €)]

We will give some equivalence results between stochastic optimization and functional opti-
mization problems. A typology of stochastic optimization problems is also given. We will stress
the differences between open loop and closed loop problems, and between static information and
dynamic information structures. Some examples will also be given.

Optimality conditions for stochastic optimal control problems

The chapter II presents different variational approaches to stochastic optimal control pro-
blems in a discrete time case. We aim to present different formulations and different optimality
conditions for such problems.

We will mainly consider two different interpretations of the problem’s variables : an algebraic
interpretation, where random variables are considered and we solve a stochastic optimization
problem, and a functional interpretation where we solve a deterministic functional optimization
problem.

Algebraic interpretation of the information structure. We consider a multistage
stochastic program with an additive cost and a measurability constraint. This interpretation
will lead to two different Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions : a non-adapted one and an
adapted formulation will be given, the second can be obtained from the first by a projection over
the o-field generated by all the past noises. These conditions are necessary Karush-Kuhn-Tucker
conditions.

We will present, under some markovian assumptions, optimality conditions leading to a
projection over the o-field generated by the state variable. We will also present equivalence
results between a past-noise measurability problem and a state measurability one.

Functional interpretation of the information structure. The functional interpretation
leads us to two dual formulation of the stochastic optimal control problem. The first one deals
with controlling an initial cost function under Bellman dynamic constraints. The second one
consists on a state measure integration using the Fokker Planck equation.

We present in this framework the stochastic dynamic programming method as a sufficient
optimality condition of these dual problems.

The two interpretations leading to infinite dimension optimization problems, approximation
schemes have to be applied.

Conditional expectation approximation

Numerical solution of stochastic optimization problems constrained by a feedback on an
observation consists on two main issues : optimization and approximation. These two issues can
be computed within two different frameworks : optimizing first then approximating (O-A), or
approximating first then optimizing (A-O). Equivalence results between the O-A and the A-
O approaches are presented highlighting the necessity of estimation procedures for conditional
expectation.
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Estimation procedures can be split into two main methods : the kernel methods which are
adapted to the Monte-Carlo particles, and the particle finite element methods which consists on
an a priori discretization (non adapted to the particles). Furthermore, unlike the kernel estimator,
the particle finite element estimator is optimal in the sense that it minimizes a squared error, it
is a projection of the conditioned variable over a linear subspace.

In the chapter III, a survey on density, conditional density and conditional expectation
estimation is presented. We will deal with non-parametric estimation methods giving different
asymptotic results on bandwidth selection. Some numerical examples will illustrate the trade-off
between bandwidth and particle number.

The particle finite element method

In the chapter IV, we consider a stochastic optimization problem represented under its
functional form. According to [7], a way to approximate the numerical solution of stochastic
optimization problems constrained by a feedback on an observation is first to partition the
space of the observation so that the optimal decision becomes a piecewise constant function on
this partition, and then to approximate the conditional expectation of the cost function over
each cell of the partition by standard Monte Carlo sampling. We present an extension of this
method which consist on constraining the feedback to be on a subspace generated by some basis
functions : the particle finite element method.

On the literature, this method is often denoted by the linear decision rules method [56, 49,
104, 110], we call it the particle finite element method to highlight the fact that there is two
approximation steps :

(1) approximating the information structure by a finite element functional estimation,
(2) approximating the expectation by a Monte-Carlo technique.

These two approximation steps lead to an open loop problem which can be solved by standard
deterministic optimization techniques.

In this chapter, we first present a trade-off issue between the number of basis functions v
and the number of Monte-Carlo particle IN. Then, we prove some variational convergence results
using the epi and the epi/hypo-convergence theory [5, 98, 23].

Chaotic algorithm for closed loop problems

In this chapter (see chapter V), we consider a stochastic optimization problem represented
under its functional form.

A feedback can be considered as an infinite weighted sum of basis functions of an Hilbert
space. The particle finite element method consists on estimating this feedback by truncating
this sum. One can think about computing this truncated sum on-line with a stochastic gradient
algorithm.

We present a chaotic stochastic gradient-like algorithm to solve optimization problems with
information constraints. A convergence result, a central limit theorem and a numerical applica-
tion to a stock management problem will be presented.

Numerical solutions for stochastic optimal control problems

In this chapter (see chapter VI), we consider numerical solution for stochastic optimal control
problems in a discrete time case.

First, we present the stochastic dynamic programming method as the reference method. We
highlight the fact that this recursive method involves a minimization at each time stage and an
a priori discretization of the state space.

Second, we present a projected gradient algorithm to solve stochastic optimal control pro-
blems approximated with the particle finite element technique (see chapter IV). We stress the
fact that we need a posteriori feedback generation in the markovian case.
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Then, we present different heuristics deriving from the approximation of the optimality
conditions computed during the chapter II :

(1) We integrate the state and the dual state particles with respect to their dynamics ; then,
we approximate the conditional expectation of the gradient by the kernel method,

(2) We integrate the state particle using its dynamic and the adapted dual state by ap-
proximating its dynamic with the kernel method ; then, we approximate the conditional
expectation of the gradient by the kernel method,

(3) We integrate the state and the dual state particles with respect to their dynamics;
we approximate the bellman function using a kernel method; then we compute an
expectation to approximate the gradient using a Monte-Carlo method,

(4) We integrate the state particle using its dynamic and the adapted state using an ex-
pectation approximation ; then we compute the gradient using a Monte-Carlo method.

We use an hydro-electric dam management problem to apply these algorithms and heuristics.



CHAPITRE 1

Préliminaires

L’optimisation stochastique est un cadre pour modéliser les problemes d’optimisation qui im-
pliquent I'incertitude. Considérant que des problemes déterministes d’optimisation sont formulés
avec des parametres connus, les problemes réels incluent presque invariablement des parametres
inconnus. Quand les parameétres sont connus seulement dans certaines limites, une approche qui
aborde de tels probléemes est l'optimisation robuste. Ici le but est de trouver une solution qui
reste bonne pour tous les parametres et optimale en un certain sens (nous renvoyons le lecteur
aux travaux de El Ghaoui [46], de Ben Tal et Nemerovski [14]).

Les modeles d’optimisation stochastique sont semblables dans le modele mais tirent profit
du fait que des distributions de probabilité régissant les données sont connues ou peuvent étre
estimées. Le but ici est de trouver une certaine politique qui est faisable pour toutes les (ou
presque toutes) occurrences possibles de données et minimise (ou maximise) I'espérance d’une
certaine fonction des décisions et des variables aléatoires.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par présenter les outils nécessaires pour écrire un
probleme d’optimisation stochastique, ainsi que les différentes variables et notions qui vont nous
servir tout au long de ce mémoire. En particulier la notion d’information, comment 1’exprimer
et comment la modéliser. Nous donnerons ensuite une typologie des problemes d’optimisation
stochastique.

Nous faisons référence aux travaux antérieurs de I’équipe SOWG et nous reprenons notam-
ment les notations adoptées dans [7], [106] et [38].

REMARQUE 1.1. Cette introduction a l'optimisation stochastique a été inspirée de
http ://stoprog.org/ (Stochastic Programming Community). ¢

I.1. Modélisation de ’information

En optimisation stochastique la notion d’information apparait comme primordiale pour la
formulation des problemes de décision dans l'incertain. C’est ainsi que, dans la plupart des
problemes considérés, nous aurons a traiter des contraintes dites d’information. Ces contraintes
peuvent étre représentées ou modélisées de différentes manieres.

1.1.1. Représentation algébrique de I’information. Considérons un ensemble 2. Tout
élément w € () est appelé état de la nature; un de ces états wg, qui nous est inconnu, gouverne
un phénomene. Avoir de 'information sur wg c’est étre capable de localiser cet état particulier
de la nature dans 2. Autrement dit, étant donnée une collection G de sous-ensembles G de €2,
I'information disponible se traduit par notre capacité a déterminer dans quels sous-ensemble
particulier G se trouve 1’état de la nature wy.

Supposant que nous sachions que wg € G C €2, deux cas se présentent :

— G = : aucune information n’est disponible,

— G = {wp} : 'information est complétement disponible.

Entre ces deux cas extrémes, 'information disponible consiste en le fait que nous ne pouvons
pas distinguer wgy de tout autre élément de GG. Nous définissons alors l'information disponible
comme une collection G de sous-ensembles G de ) appelés événements.

Traditionnellement, et pour des raisons techniques, nous demandons a avoir certaines pro-
priétés sur G.


http://stoprog.org/
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1.1.1.1. Algeébre.

DEFINITION 1.2. Une algeébre G sur € est une collection non vide de sous-ensembles de 2
stable par passage au complémentaire et par unions finies. ¢

Cette structure reste assez large et est peu utilisée pour parler de structure d’information.
En effet, elle est incompatible avec les structures probabilistes : en probabilité nous avons besoin
d’une propriété de o-additivité et donc de stabilité par unions dénombrables.

1.1.1.2. Champ de partitions.

DEFINITION 1.3. Un champ de partitions (m-algebre ou w-field) G sur Q est une collection
non vide de sous-ensembles de ) stables par passage au complémentaire et par unions infinies
(et donc par intersections infinies).

Nous appellerons champ de partitions trivial {(), 2} et champ de partitions discret 28, ¢

Cette structure particuliere sur G nous permet de parler d’information. Nous présenterons
dans la suite différentes propriétés liées a cette représentation algébrique de I'information.

DEFINITION 1.4. Le champ de partitions 7(C) engendré par une collection C de sous-
ensembles de () est le plus petit champ de partitions contenant C. ¢

DEFINITION L.5. Soit G un champ de partitions. Pour tout w € €, on note G, 'intersection
de tous les ensembles dans G contenant w. Les éléments de G, sont dits non-distinguables de w.

¢

PROPOSITION L1.6. Soit G un champ de partitions. Pour tout w € Q, G, est le plus petit
ensemble dans G contenant w. La collection {G,,w € Q} est une partition de Q, notée part(G).

Démonstration : Comme G est stable par intersections infinies, G, € G est alors le plus petit
ensemble contenant w.
On rappel qu'un atome de G est un ensemble G € G qui vérifie que si H € G et H C G alors H = () ou
H = G. Deux atomes distincts sont nécessairement disjoints.
Soit H € G tel que H C G,,. Si w € H, alors G, C H par définition de G,,, alors H = G,,. Siw ¢ H,
alors G, C H® par définition de G, alors H C G, C H¢ et H = (). Alors, G, est un atome.
La collection {G,,w € Q} est constituée d’ensembles non vides deux par deux disjoints couvrant €2 : c’est
une partition. |
Cette structure est assez restrictive. Certes, les champs de partitions sur un ensemble sont
compatibles avec les structures probabilistes que nous aurons a manipuler, mais il n’existe pas
beaucoup d’exemples de structures vérifiant la propriété de stabilité par unions infinies. C’est
pourquoi les probabilistes préferent utiliser une structure plus faible : les o-algebres (nous ren-
voyons le lecteur aux ouvrages de L. Breinman [24], de O. Kallenberg [60] et au livre de S.C.
Port [86] pour une introduction générale aux probabilités).

1.1.1.3. Tribu.

DEFINITION L.7. Une tribu (co-algebre ou o-field) G sur Q est une collection non vide de
sous-ensembles de € stable par passage au complémentaire et par unions dénombrables (et donc
par intersections dénombrables).

On appellera tribu triviale {§,Q} et tribu discrete 2. ¢
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DEFINITION 1.8. La tribu o(C) engendrée par une collection C de sous-ensembles de 2 est la
plus petite tribu contenant C. ¢

REMARQUE 1.9. Pour toute collection C de sous-ensembles de €2, on a que :
a(C) C w(C).
¢

Nous utiliserons, pour des raisons techniques, cette structure particuliere sur G pour parler
d’information. Elle permet, en outre, de parler de mesurabilité au sens probabiliste du terme.
Nous remarquons aussi que les trois structures précédemment définies sont équivalente dans le
cas discret.

1.1.2. Mesurabilité. Le point de vue algébrique de l'information reste assez conceptuel
et nous avons toujours besoin d’un outil qui nous permettra de dire qu’'une application donnée
respecte une structure d’information. Cet outil consiste en une relation entre applications ou
entre applications et tribus. C’est la relation de mesurabilité.

DEFINITION 1.10. Soient deux ensembles Q et Y équipés respectivement avec les champs de

partitions G et H. Pour toute application f : Q — Y, f~!(H) est un champ de partition sur €
appelé champ engendré par f, et noté = (f) def FHH).

L’application f est dite mesurable par rapport au champ de partitions G si 7(f) C G, et on note

=4 ¢
DEFINITION I.11. Soient deux applications f1 : Q — Y; et fo : Q@ — Ys. L’application f; est
dite mesurable par rapport a fo si w(f1) C 7(f2) et on note fi < fo. ¢

ProposITION 1.12. Soient deux applications f1 : Q@ — Yy et fo : Q — Yo, les affirmations
suivantes sont équivalentes et caractérisent le fait que f1 =X fo :

(1) fr 2 f2,

(2) w(f1) C w(f2),

(3) V(w,u') € D, fo(w) = fo(o') = filw) = fi(w'),
(4) 3¢ : imfo — imf1, tel que f1 = ¢po fo,

(5) part(f1) D part(fa), dans le sens ot tout élément de part(fo) est inclus dans un élément
de part(f1), ou bien, d’une maniére, équivalente tout élément de part(f1) est l'union
d’éléments de part(fs).

Démonstration : Voir [8, lemme 5] |

REMARQUE 1.13. Pour parler de mesurabilité de variables aléatoires nous utiliserons la notion
de o-algebre. Les définitions de mesurabilité données plus haut resteront valables en remplacant
7 par 0. La proposition (I.12) sera remplacée par I’équivalence de ces affirmations :

(1) Yl = Y2a
(2) o(Y1) Co(Yy),
(3) 3¢ : imY 9 — imYy, application mesurable telle que Y = ¢ o Yy,

ounY;:Q —YyetYy: Q — Yy sont deux variables aléatoires sur un espace de probabilité

(Q,F,P). ¢



4 I. PRELIMINAIRES

1.1.3. Espérance conditionnelle. Nous nous intéressons, ici, a& 'information apportée
par des variables aléatoires. Nous définissons, en outre, I’égalité entre tribus comme une égalité
presque sire par rapport a une mesure de probabilité donnée.

PropoOSITION 1.14. Considérons un espace de probabilité (Q, F,P) et deux variables aléa-
toires sur cet espace U : 0 — U intégrable et'Y : Q0 — Y. On a alors que :

U<Y<U=0Y)<U=EU|Y|, P-ps.

PROPOSITION 1.15. Considérons un espace de probabilité (2, F,P), U : Q — U une variable
aléatoire intégrable sur cet espace et une sous-tribu G de F. On a alors que :

U=<G<U=EU|G], P-ps.

Nous considérerons dans la suite que I'information est représentée par une sous-tribu et que
I'information apportée par une variable aléatoire est la tribu engendrée par cette méme variable.
Nous appellerons contrainte d’information toute contrainte qui s’écrit par le moyen de la relation
de mesurabilité entre variables aléatoires ou de mesurabilité d’une variable aléatoire par rapport
a une sous-tribu.

Cette contrainte peut alors étre traduite en terme d’espérance conditionnelle par 1'égalité
presque stre entre une variable aléatoire donnée et sa projection sur le sous-espace vectoriel des
variables aléatoires respectant la contrainte de mesurabilité (I'information).

REMARQUE 1.16. Dans toute la suite de ce mémoire, sauf mention contraire, nous adopterons
les notations suivantes :
— nous noterons par des lettres grasses toutes les variables aléatoires sur I’espace de probabi-
lité d’origine (2, F,P). Les variables déterministes seront, elles, notées en lettres ordinaires,
— nous noterons la composition d’une fonction F' : U — V mesurable par une variable
aléatoire U : Q@ — U par FoU = F(U).
¢

1.2. Optimisation dans l’incertain

1.2.1. Ecriture du probléme. Nous nous donnons un espace de probabilité (2, F,P) et
nous nous intéressons a la minimisation de ’espérance d’une fonctionnelle cout notée j : Ux = —
R, ot U est 'espace des commandes et = l’espace des bruits, par rapport & une commande
U : Q — U appartenant & un ensemble admissible 42 C /. On se donne en outre un aléa
£ : 2 — = variable aléatoire sur cet espace. Le probleme type d’optimisation stochastique s’écrit
alors :

(11) min J(U) € E[j(U,¢)].
Uelfad

En toute généralité, la commande U est recherchée dans un sous-ensemble de 1’ensemble
des variables aléatoires sur (€2, F,P) & valeurs dans U (U € U = {U : Q@ — U}). L’ensemble
U décrit les contraintes s’appliquant sur la commande. Ces contraintes peuvent étre de deux
types :

— des contraintes dites ponctuelles ou presque stres :

(L.2) U YU e, Uw) eT(w), P—p.s.},

ou I' est une multi-application I" : 2 = U,
— des contraintes dites d’information ou de mesurabilité :
(1.3) s YU eu,U < g},
ou G est une sous-tribu. Le plus souvent, G est engendrée par une variable aléatoire Y € )
appelée observation ¥ : Q) — Y.
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L’ensemble admissible s’écrit alors :
(1.4) U =uYvs Ny,

1.2.2. Deux manieres équivalentes de poser le probleme. Nous allons ici montrer
I’équivalence entre les problemes d’optimisation par rapport a une variable aléatoire et les pro-
blemes d’optimisation fonctionnelle.

Reprenons le probleme (I.1), et supposons qu’il existe une fonction d’observation h: = — Y
tel que nous pouvons écrire la variable aléatoire d’observation Y comme une fonction des bruits :

Y = h(e).

PropPoSITION 1.17. Supposons qu’il existe une fonction h : = — Y et une multi-application
C:E = U tels que Y = h(€) et T(w) = C(€(w)) (& T = &). Le probleme (1.1) est alors
équivalent au probléme :

(L5) min J(¢) € E[(4(€),€)],

pedad
ot, P4 = PPS N PmES gpec

o G BT G8) €C(€), P-ps.),

L R R

Démonstration : D’apres l'expression (1.3) U <= Y = h(&) il existe alors une fonction p : Y — U tel
que U = poh(€); notons ¢ = poh on adonc ¢ = h. Si U € UP* alors ¢ € ®P°. En faisant le raisonnement
inverse pour l'inclusion inverse nous obtenons I’équivalence des problemes. |

HyPOTHESE I.18. J(h(f, u)) est indépendante de u € U. ¢

REMARQUE 1.19. Supposons qu’il existe une fonction h : =x U — Y et une multi-application
C:EZ=3UtelqueY = h(&U) et I'(w) = C(&(w)). Pour que nous ayons I’équivalence entre
le probleme (I.1) et le probleme fonctionnel (I1.5), il suffit de satisfaire I’hypothese 1.18. Nous
verrons par la suite que c’est I’hypothese de non effet dual.

Reprenons ’hypothese 1.18 précédente et supposons en outre qu’il existe une application

h:Z2 —Y tel que o(h(&,U)) = U(iL(E)) Alors le probléme (I.1) est équivalent au probléme
(1.6) :
(1L6) min J(9) € E[j(6(Y),€)],

¢€q>ad

ol Y = h(€) et ®*d = PPS avec :

O™ 6V U, $(Y)eC(Y), P-ps.).

Toute la structure d’information se trouve ainsi résumée dans l’expression fonctionnelle de la
variable aléatoire de commande ¢. Nous appellerons I'application ¢ : Y — U tel que U = ¢(Y)
feedback. ¢

La représentation fonctionnelle (1.6) a ’avantage de mettre plus ’accent sur la dépendance de
la commande vis a vis des aléas du probleme et va intervenir dans les méthodes de discrétisation
fonctionnelles par éléments finis (chapitre IV). La version (I.1) qui utilise la version variable
aléatoire sera plus utilisée dans les approches variationnelles (chapitre II et chapitre VI).

Nous avons maintenant en notre possession tous les outils et notions nécessaires a la descrip-
tion des différents problemes d’optimisation stochastique que nous allons traiter dans la suite
du mémoire.
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1.3. Typologie des problemes

1.3.1. Problémes en boucle ouverte. Un probleme d’optimisation stochastique est dit
en boucle ouverte si la décision U est prise indépendamment de toute autre variable aléatoire.
Nous nous trouvons alors dans un cas d’absence d’information et les contraintes informationnelles
représentées par U™ sont réduites a leur expression la plus simple.

DEFINITION 1.20 (Boucle ouverte). Le probleme (I.1) est dit en boucle ouverte si la variable
aléatoire Y est réduite & une constante engendrant ainsi la tribu triviale, i.e. U < {0, Q}. ¢

On peut dire alors que le probleme (I.1) est en boucle ouverte si :
U™ = {U eU, FuelU, U(w)=u, P—p.s.}.

Ce type de probleme a été largement étudié dans la littérature, études qui se sont intéressées
a la discrétisation et la résolution numérique ([102], [103]). Ces problémes peuvent généralement
étre résolus par des méthodes proches de 'optimisation déterministe ; cependant, la difficulté ma-
jeure réside en 'approximation de I'opérateur d’espérance. Les méthodes dites des chroniques de
scénarios apporte une réponse qui consiste en 'approximation par Monte-Carlo des espérances
en tirant un nombre suffisant de scénarios.

Une autre approche pour la résolution numérique des problemes en boucle ouverte consiste
en Papproche dite de gradient stochastique, il s’agit d’effectuer le calcul de I'espérance en ligne
simultanément avec les pas d’un algorithme de gradient. Nous faisons ici référence aux travaux
[84] et [87] et nous renvoyons le lecteur & la section IV.1 de ce mémoire pour une écriture de
I’algorithme de gradient stochastique.

1.3.2. Problémes en boucle fermée. Un probleme d’optimisation stochastique est dit en
boucle fermée si la contrainte d’information qu’il incorpore n’est pas triviale. C’est a dire qu’il
existe une variable aléatoire d’observation telle que la décision U ne dépend que de ’observation
Y (non réduite a une constante).

DEFINITION .21 (Boucle fermée). Le probleme (I.1) est dit en boucle fermée s’il n’est pas
en boucle ouverte (voir définition 1.20). ¢

En toute généralité, nous dirons que (I.1) est en boucle fermée s’il existe une application non
constante (dite d’observation) h: = x U — Y telle que Y = h(§,U) et :

us={ueu, U=o(ne)}.

Dans ce genre de probleme, deux cas de figure se présentent : soit 'information apportée par
la variable aléatoire d’observation dépend elle méme de la décision prise (structure d’information
dynamique), soit elle n’en dépend pas (structure d’information statique).

1.3.2.1. Structure d’information statique.

DEFINITION 1.22 (Information statique). Le probléme (I.1) est dit en information statique si
la tribu engendrée par I'observation Y = h(€,U) ne dépend que de £ : il existe une application

d’observation h : E — Y tel que o(Y') = o (h(£)).
urs={ucu, U=o(he)}.
¢

Ce sont principalement les problemes qui nous intéresseront au fil de ce mémoire. Concep-
tuellement, ce sont des problemes d’optimisation fonctionnelle qui ne peuvent pas étre traités
avec des méthodes classiques d’optimisation déterministe.
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REMARQUE 1.23 (Non Open Loop Dual Effect (NOLDE)). Un cas particulier de 'information
statique est le cas dit d’absence d’effet dual [36]. Il existe, alors, une application d’observation
h:E—Y tel que o(Y) =0 (h(€,u)) = o(h(£€)) pour tout u € U.

Ymes — {U cu, U< 0(71(5))}.
¢

Nous expliquerons plus tard le fait que la résolution numérique de tels problemes fait inter-
venir deux niveaux d’approximation : 'approximation des espérances, et l'approximation de la
structure de I'information.

Plusieurs travaux se sont intéressés a la phase de discrétisation de la structure de ’infor-
mation. Les méthodes dites de chroniques arborescentes ou d’arbres de scénarios sont les plus
présentes dans la littérature. L’idée est la suivante : a partir d’'un nombre fini de scénarios,
on les organise en un arbre (un arbre étant la discrétisation naturelle d’une filtration'). Cette
structure arborescente permet a la fois de traiter la discrétisation de la structure d’information
et I’évaluation par Monte-Carlo de I'espérance de la fonction cott. Cependant, ces arbres de
scénarios (voir [7]) sont obtenus & partir d’'un nombre (nécessairement limité) de chroniques
par des techniques de quantification, ce qui occasionne une perte d’information supplémentaire
venant s’ajouter a celle déja occasionnée par ’échantillonnage initial, ’évaluation du coiit et la
synthese des feedbacks s’en trouvent inévitablement affectées. Nous renvoyons le lecteur & [7]
pour d’amples références sur le sujet.

Nous évoquerons aussi différents travaux qui se sont intéressés a la discrétisation des filtra-
tions tels que [97], et différents travaux sur les topologies sur 'espace des tribus, tel que [76],
[22], [61] et [33], et plus récemment les travaux de P. Carpentier, J.P. Chancelier, et de M. De
Lara [28, 26].

1.3.2.2. Structure d’information dynamique.

DEFINITION 1.24 (Information dynamique). Le probléme (I.1) est dit en information dyna-
mique ou avec effet dual si 'information apportée par ’observation Y dépend de U. ¢

Ce sont les cas les plus difficiles ou la structure d’information change avec les décisions
prises. En ce sens, le terme effet dual renvoi au fait que la décision prise agit doublement : et
sur I'information disponible et sur la fonction cotit. Les travaux antérieurs de 1’équipe SOWG
se sont intéressés a la caractérisation de ces problemes [7], [106] et [8]. Historiquement, c’est
Witsenhausen qui, le premier, s’est intéressé aux structures d’information dynamiques dans [114]
ou il expose son contre exemple.

1.4. Exemples de problémes d’optimisation stochastique

Les problemes d’optimisation stochastique se présentent le plus souvent comme des pro-
blemes & plusieurs pas de temps ou a plusieurs niveaux de décisions (ou le pas temps t est
remplacé par un agent ¢ qui prend une décision).

Nous considérons alors un probléme d’optimisation linéaire quadratique gaussien (LQG) a

deux pas de temps t = 1, 2.
Dynamique du systeme. Au pas de temps ¢ = 0 I'état du systéme est représenté par une variable
aléatoire scalaire X connue et constitue ainsi un bruit du systéeme. On applique, alors, une
commande Ug qui ameéne le systéme a un état X 1. Au deuxieme pas de temps, on applique une
commande U1 qui amene le systéeme a un état X o. La dynamique du systéme s’écrit alors :

Lune filtration est une collection croissante de sous-tribus
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(17) X1 :Xo—l-U(),
(L8) X, =X, - U,.

La fonction cout. La fonction colt s’écrit comme 'espérance d’une fonction dépendant des
commandes et des bruits :

(1.9) E[k*(Uo)* + (X2)?], k*>0.

Le but est donc de ramener ’état final a 0 et seule la premieére décision est pénalisée dans le
cott.

Probléeme en boucle ouverte. Aucune information n’est disponible. Le probléme d’optimisation
s’écrit alors :

in E|k*(Uy)? + (X2)?
o (Uo)” + (X2)7|,
sous X1 = Xg+ Uy,

X=X, -U,y,

(1.10)

et les solutions optimales sont des variables déterministes U (ﬁ] =0etU % = E[X ], le cout optimal
étant la variance du bruit X (C* = 03(0).

Probléme en information statique. On fait intervenir ici des variables aléatoires d’observation.
Au premier pas de temps, on observe le bruit Xg; au deuxieéme pas de temps, on se rappelle
de ce qu’on a observé au pas de temps précédent et on observe aussi ’état bruité du premier
instant. Les équations de sortie ou les observations s’écrivent alors en fonction des états sur deux
pas de temps comme suit :

(I.11) Yo=Xo,

(I1.12) Y, =X;+V.

Les contraintes de mesurabilité ou les commandes admissibles s’écrivent en fonction des obser-
vations sur deux pas de temps comme suit :

(I.13) Uy <0(Yy),

(114) U1 jO‘(Y(),Yl).

Le probleme s’écrit alors :

min E ]’{72(1—]0)2 + (X2)2 ,

Uo, Ui
sous X1 = Xo+ Uy,
(1.15) X=X, Uy,
Uo jO'(XQ),

U, jO'(XQ,Xl-f—V).

Au premier pas de temps, ’observation ne dépend pas de la commande appliquée et de méme
pour la tribu qu’elle engendre. Au deuxieme pas de temps Y1 = Xy + Ug + V dépend de la
commande mais pas la tribu o(Yo,Y1). En effet 0(Y,Y1) = 0(Xo, X0+ Up+ V) et comme
Uy = 0(Y) il existe alors une application ¢ tel que Uy = ¢o(Y ) = ¢o(Xo). A Tinstant
t = 1, le décideur U ayant les mémes informations on-line que le décideur U et les mémes
informations off-line (dynamique, fonction coiit, etc.) peut faire les mémes calculs que le premier
décideur, et il peut donc recalculer Uy (ou ¢p) méme s’il n’a pas regu cette information. Le
deuxiéme agent aurait alors l'information apportée par le triplet (Xo,Uqg, Xo + U+ V); il
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pourrait donc extraire V' de la troisieme information en soustrayant X et Uy qu’il connait
parfaitement. On a alors que (Yo, Y1) ne dépend pas de la commande.

V=Y1—-Xg—Upy€< O'(Yo,Yl),
:>0'(X0, V) C U(Y[), Yl) C O'(X(), V),
:>0'(Y0, Yl) = O'(Xo, V)
On est donc en information statique et la solution de ce probleme LQG est connue pour
donner des commandes linéaires en fonction des observations [114].
Probléeme avec effet dual. On reprend 'exemple précédent sauf que cette fois au deuxieme
pas de temps la structure d’information oublie une partie de 1’observation. Les contraintes de

mesurabilité ou les commandes admissibles s’écrivent en fonction des observations sur deux pas
de temps comme suit :

(1.16) Up = a(Yo),

Le probleme s’écrit alors :

min E|k*(Uo)? + (X2)?|,

Uo, U1
sous X1 =X+ Uy,
(1.18) Xy= X, -U,
Uy < 0(Xyp),

U, <o(X1+V).

Au premier pas de temps, ’observation ne dépend pas de la commande appliquée et de méme
pour la tribu qu’elle engendre. Au deuxieme pas de temps, Y1 = Xo+ Ug + V dépend de la
commande et la tribu engendrée en dépend aussi. Les figures 1.1, 1.2 et 1.3, représentent les lignes
de niveaux de 'observation Y'; dans le plan (X, V') pour différentes valeurs de la commande
Uy = ¢0(Xp). Les lignes de niveaux représentent les o-algeébres engendrées, nous remarquons
alors qu’elles changent en changeant la commande initiale.

Y
Fia. FiG. Fia.
I.1. Lignes 1.2. Lignes I1.3. Lignes
de niveaux de niveaux de niveaux
de Y, pour de Y pour de Y, pour
¢o(z) = —x ¢o(z) = -2z do(x) = uo

On est donc en information dynamique. Cet exemple est connu comme le contre exemple de
Witsenhausen [114]. La solution de ce probleme LQG fait I'objet de plusieurs études [72, 62], des
commandes fortement non linéaires (méme discontinue) meilleures que les meilleures solutions
linéaires ont été proposées, ce qui montre que la solution optimale (inconnue a ce jour) n’est
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pas linéaire. Les solutions sous-optimale proposées dans la littérature reposent sur le principe
du signaling : il s’agit d’utiliser les commandes du premier agent (premier pas de temps) pour
transmettre le plus d’information possible (avec une perte au niveau de la fonction coit) au
deuxieme agent pour qu’il prenne la meilleure solution possible sachant ce qui a précédé. Nous
renvoyons le lecteur au travaux de A. Gattami [50], de J. Levin [66, 65] pour de plus amples
détails sur le signaling.

Dans la suite du mémoire, nous ne nous intéresserons pas a cette derniere catégorie de
probleme. Notre attention sera particulierement concentrée sur les problemes en information
statique.

1.5. Conclusion

Les problemes d’optimisation stochastique sont donc des problemes d’optimisation en di-
mension infinie que ce soit dans leur interprétation algébrique ou fonctionnelle (minimisation
par rapport a des variables aléatoires ou minimisation par rapport a des fonctions). Leur ré-
solution numérique doit donc nécessairement passer par les deux étapes suivantes : une étape
d’optimisation (écriture des conditions d’optimalité) et une étape d’approximation (pour passer
a un cadre fini compatible avec ce que 'on peut faire avec un ordinateur). Cependant, I'ordre
suivant lequel nous allons effectuer ces deux étapes influera sur la solution finale. Le dilemme
est posé : optimiser d’abord puis approximer ou approximer d’abord puis optimiser ? La suite
du mémoire tentera d’apporter des éléments de réponse a cette question.

Dans le chapitre suivant (chapitre IT), nous essayerons de présenter différentes écritures pour
les conditions d’optimalité de tels problemes, avant d’entamer dans les chapitres qui suivront les
problemes d’approximation et de résolution numérique des problemes d’optimisation stochas-
tique avec structure d’information statique.



CHAPITRE II

Approches variationnelles pour la commande optimale
stochastique

La théorie du controle traite des systéemes dynamiques : 1’état du systeme suit, au cours du
temps, une certaine dynamique commandée par un décideur afin d’obtenir un certain effet sur
la sortie (output). En commande optimale, on s’intéresse a ces décisions appelées commandes
du systeme.

Dans la littérature, deux approches principales se dégagent quant a la résolution des pro-
blemes de commande optimale déterministe. Les approches variationnelles par dualité, qui
conduisent a des conditions d’optimalité ressemblant a celles rencontrées dans le principe du
minimum de Pontriaguine [85] et les approches par programmation dynamique [12], [13].

En commande optimale stochastique, nous trouvons une large littérature traitant des mé-
thodes de programmation dynamique stochastique ([17], [18], [21], etc.). Cette méthode demande
certaines hypotheses quant a la structure d’information du probléme traité. Elle se trouve, en
outre, face & la malédiction de la dimension (curse of dimensionality) et est incompatible avec
une approche décomposition des grands systémes [106, chapitre V]. Pour ces raisons, nous nous
intéresserons dans ce mémoire aux méthodes dites variationnelles.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux problemes de commande optimale stochas-
tique en temps discret. Le point de vue optimiser d’abord puis approximer sera adopté et nous
traiterons au cours de ce chapitre ’aspect optimisation. Nous nous attarderons ensuite sur les
différentes méthodes de résolution : la programmation dynamique stochastique étant la plus
connue, le principal apport de ce chapitre sera de présenter différentes nouvelles approches du
type variationnel faisant intervenir des conditions d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker
des problemes traités.

II.1. Conditions d’optimalité d’un probléeme d’optimisation stochastique

Nous nous intéressons dans cette section a 1’écriture de conditions nécessaires d’optimalité
d’un probléeme d’optimisation stochastique. Reprenons, pour cela, le probleme type (I.1). Nous
nous donnons, ainsi, un espace de probabilité (2, F,P), et nous nous intéressons a la minimisation
de ’espérance d’une fonctionnelle cotit notée j : U x Z — R, ou U est ’espace des commandes

(dim(U) < +o0) et = l'espace des bruits (dim(E) < +o00). Cette minimisation est faite par

rapport & une commande (U : Q@ — U) € U aof L?(Q, F,P;U), respectant une contrainte

d’information modélisée par la mesurabilité par rapport & une variable aléatoire d’observation
Y : 2 — Y et une contrainte d’admissibilité. Nous nous donnons en outre une variable aléatoire
(bruit du systeme) £ : Q — E.

. def .
minJ(U) = E|j(U,¢&)]|,
(IL.1) Ueu ( [ )
sous U e U nuymes,

. ) def
ott U*! un sous-ensemble convexe fermé de U et U™ = {U € U, U =< Y}, le sous-espace

vectoriel des variables aléatoires de carré intégrable mesurable par rapport a Y.

REMARQUE II.1. Pour s’assurer que le probleme est bien défini nous devons nous assurer que
la fonction objective est bien défini. Pour cela nous supposons que j : U X = est une intégrande

11
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normale et donc son application épigraphique S;(§) = {(u,a) € U x R, j(u,§) < a} est
mesurable et & valeurs fermées [98, Définition 14.27 et proposition 14.28]. Nous supposons en
outre que & : 2 — = est mesurable. En définissant g : 2 x U — R lapplication tel que g(w,u) =
Jj(u,€(w)), nous avons que son application épigraphique Sy(w) = S;(§(w)) est mesurable (par
compositions de multi-applications mesurables) et a valeurs fermées. C’est donc une intégrande
normale. D’apres [98, proposition 14.58] E[j(U,€)]| = [, 9(w, U (w))P(dw) est alors bien défini.

¢

REMARQUE I1.2. U™® est un sous-espace vectoriel fermé de U. En effet, toute combinaison
linéaire de variables aléatoires Y-mesurables reste Y -mesurable; ainsi que toute limite d’une
suite de variables aléatoires Y -mesurables I’est aussi. En outre, nous pouvons toujours noter 4™
tel que U™ = L2(Q,0(Y),P;U), ot 6(Y) est la tribu engendrée par la variable aléatoire Y. 4

Nous nous proposons d’écrire des conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme (II.1).
Nous faisons référence & [77] et & [54] pour des résultats de conditions d’optimalité pour les
problémes de minimisation d’une fonction intégrale dans un cadre non différentiable. Il s’agit
dans cette section de spécifier ces conditions au cas particulier des problemes du type II.1.

Nous adoptons ici une approche par projection ot nous utiliserons une structure particuliere
sur 'ensemble admissible : nous supposerons que la projection de toute commande Y -mesurable
sur I’ensemble U/2d reste Y-mesurable.

LEMME I1.3. Sous les hypothéses que j(-, &) est Ct(U) P-presque sirement, que j est s.c.i.
sur U x E (voir la remarque I1.1) et que (w — j (U (w),&€w))) €U, YU €U, alors J:U — R
est différentiable. De plus nous avons que :

J(U)w) =j'UWw),€w)), P-ps.

Démonstration : Commencons par noter que pour tout U € U, J(U) = [, j(U(w),&(w))P(dw).
Soit (U, V') € U?, nous avons alors que :

JU+V)= /Qj(U(w) + V(w), &(w))P(dw).

Comme j(-, &) est différentiable P-presque siirement, nous avons alors que :

JU+V) = / HU W) + V(w), &(w))P(dw),

Q
(IL2) - /Q (1U@),€w) + (' (U W), @), V(@))y + oIV (@)]13) ) P(dw),
= J(U) + ('), Vi +olIV ),
ou J'(U)(w) def 7' (U(w),&(w)). Dot J : U — R est différentiable de dérivée J'(U). |

PROPOSITION I1.4. Supposons que U est un sous-ensemble convexe fermé. Supposons en
outre que Tl aa (U™) C U™, que j(-, &) est CH(U) P-presque sirement, que j est s.c.i. sur Ux =
(voir la remarque I1.1) et que (w+— 7' (U (w),€&€(w))) €U, YU €U . SiU est solution de (II.1)
alors :

E[j'(U,€) | Y] € —08a(U).

Démonstration : D’aprés le lemme I1.3 nous avons que J est différentiable de dérivée J'(U) =
J'(U,€). D’apres la proposition A.24, si U est solution de (II.1), alors :

Mymes (J'(U)) € ~ 03000 (U),

et donc, par la définition de I’espérance conditionnelle! nous avons que : E [j/(U,€) | Y] € —08y=a(U). B

1 espérance conditionnelle de U sachant Y est la projection de U sur le sous-espace vectoriel des variables
aléatoires Y -mesurables de carré intégrable
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La condition d’optimalité donnée dans la proposition I1.4 peut se réécrire par le moyen d’une
projection sur le sous-ensemble convexe fermé 124 (voir la proposition A.23) :

Elﬁ > O, U = Huad (U — EHumes (VJ(U))) .

En pratique, nous pourrons utiliser cette formulation pour résoudre le probleme (II.1) en passant
par D’écriture d’un algorithme de gradient ; s’agissant de variables aléatoires, il serait plus aisé
d’effectuer l'opération de projection d’une maniere ponctuelle (w par w). Nous donnons pour
cela le lemme IL.5.

LEMME I1.5. Soit T® : Q = U, une multi-application mesurable’ et & valeurs convexes
fermées ; alors le sous-ensemble UL C U défini par :

U ={U cl, Uw)eTl*d(w), P-ps},
est un convexe fermé de U et on a que :
(ITyaa (U)) (w) = Hrad(w)(U(W)), P—p.s..

Démonstration : Il est évident que si I'* est & valeurs convexes alors U*d est un sous-ensemble
convexe de Y. Par ailleurs, pour toute suite de variables aléatoires convergente dans U/, nous pouvons
extraire une sous-suite presque stirement convergente (voir [37, section 2.5] et [39, théroeme 21]); par la
fermeture de I'*! nous avons alors celle de 229,

Par définition de la projection (voir définition A.4), nous pouvons réécrire la projection d’une variable
aléatoire U € U sur le sous-ensemble convexe fermé 1/>d de la maniere suivante :

. 2 . 2
IMaa(U) = arg Jmin U - V], =arg Inin, U =V + dyaa (V).

Par [98, théoreme 14.60] et puisque U*? est défini w par w, nous avons que :
My (U) (@) = argmin [U(@) = v[§ + s (0) = ar_min [U(@) = o]}, P-ps.
|

REMARQUE II.6. Pour faire le lien entre la proposition I1.4 et le lemme I1.5, nous faisons
remarquer que si une variable aléatoire R € U est telle que R € 00y.a(U) alors R(w) €
aérad(w)(U (w)), P—p.s. (pour la preuve de ce résultat, nous utilisons les équivalences de la
proposition A.23). ¢

Les conditions d’optimalité, présentées dans cette section, nécessitent une étape d’approxi-
mation pour pouvoir étre résolues numériquement. Nous présenterons dans le chapitre III dif-
férentes manieres pour approximer 'opérateur d’espérance conditionnelle qui apparalt dans les
conditions données par la proposition I1.4.

I1.2. Probléme de commande optimale stochastique

Nous nous consacrons, dans la suite de ce chapitre, a la spécification des conditions d’op-
timalité obtenues dans la section précédente (voir la proposition I1.4) au cas de la commande
optimale stochastique a temps discret.

Nous considérons un probleme de commande optimale stochastique en temps discret, T
désignant notre horizon temporel.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité, F désigne une tribu sur Q et P est une mesure de
probabilité sur (2, F).

Nous désignons par W = Wg x -+ - x Wy (dim(W) < +00), 'espace des bruits. Un élément
W de W=Wy x -+ x Wr est de la forme (Wy,---, Wr) tel que :

(Wi:Q— W) e Wy def ensemble des variables aléatoires F-mesurables a valeurs dans W;.

2Nous faisons référence aux travaux de R.T. Rockafellar et R.J.-B. Wets pour la définition de la mesurabilité
d’une multi-application [98, chapitre 14].
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A chaque pas de temps t = 0, - -+ ,T'— 1, le décideur prend une décision (commande) Uy € Uy
sur la base d’informations qui seront précisées plus loin. Nous posons alors U =Ug x --- x Up_4
(dim(U) < +00), un espace de commande tel que :

U, : QU et ™

Nous supposons, en outre, que la commande est soumise & des contraintes d’admissibilité U(w) €
r*d(w), P-ps., Vt=0,---,T—1,0onT%:Q =T, est une multi-application. La contrainte
implicite d’admissibilité s’écrit alors :

(IL.3) U, e, vt=0,--,T—1,

L¥(Q, F,P;Uy).

ou Z/lfd def {Ut e, Uw) € I‘?d(w), P—p.s.}. Nous posons en outre /24 def Z/lgd X o X
U%(i_l.

REMARQUE IL.7. Dans la suite, F?d sera considéré comme un ensemble aléatoire. Cependant,
il nous arrivera de faire I’hypothese que cet ensemble est déterministe (constant pour tout w € ),
il sera alors noté en lettre non grasse. ¢

I1.2.1. Dynamique du systéme. Soit X = Xy x -+ x Xy (dim(X) < 400), un espace
d’état. Nous supposons qu’a chaque instant t = 0,--- , 7T, ’état du systeme est une variable
aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans X; telle que :

def

(X::Q—Xp) e Xy = LA(Q,F,PXy).

Cet état est soumis a une dynamique f; : X; X Up x Wy — Xpyq tel que :
XQ = Wo, ]P)—p.S.,

11.4
( ) Xt+1 :ft(XtaUhWtJrl)a P—p.S., Vt:O, ,T—l

REMARQUE I1.8. Le décalage d’indice dans la dynamique, entre I’état X, et la commande
U, d’une part, et le bruit W1 d’autre part, modélise le fait que nous sommes en mode décision-
hasard, c’est a dire qu’a chaque pas de temps le décideur choisit une commande avant d’observer
le bruit du systeme. ¢

11.2.2. Coiit & minimiser. Nous considérons a chaque pas de temps ¢t =0,--- ,T — 1, une
fonction cout Ly : X X Uy x Wi — R dépendant de ’état a l'instant ¢, de la commande au
méme pas de temps et du bruit & U'instant ¢t + 1. Au dernier pas de temps T nous considérons
une fonction cott final K : X7 — R ne dépendant que de I’état du systéme a cet instant. Le
décideur aura donc a choisir ses commandes U afin de minimiser ’espérance de la somme des
cotuts pour tous les pas de temps.

-1
~ def
J(z,u,w) = Li(x, ug, wir) + K(x7),
t=0
(IL5) N T
J(X,U) S E | L(X, Uy, W) + K(X7)
t=0

II.2.3. Structure d’information. Soit (]—'t)t:()__ T
(Wt)t:O .. nous avons alors que Fo C F1 C -+ C Fr C F. Cette filtration est définie comme

étant la sous-tribu engendrée par tous les bruits passés :
Fi :a(Wo,--' ,Wt), vVi=0,---,T — 1.

Nous dirons que nous sommes en information complete si, a chaque instant ¢, le décideur
observe tout le passé des bruits pour choisir sa commande U; qui sera alors mesurable par
rapport a la sous-tribu F;. En toute généralité nous noterons Y : 2 — Y, une variable aléatoire

une filtration associée au processus
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d’observation ou Y; est I’espace d’observation (dim(Y;) < +o00,) et tel qu'il existe une fonction
d’observation Ay : Wo X -+ x Wp — Yy tel que :

(Yi:Q—=Yy) €y def ensemble des variables aléatoires F-mesurables a valeurs dans Yy ,
Yt = ht(Wo, ety WT), P—pS

Nous nous donnons, alors, a chaque instant ¢ = 0,--- ,7 — 1 la sous-tribu G; telle que
Gy = 0(Y'4), et nous écrivons la contrainte d’information comme suit :
(11.6) U, G,—mesurable, Vt=0,---,T—1.

Nous notons pour tout t = 0,--- , T —1, U™ def {Uy ey, Uy Gi—mesurable} et Y™

UG x - - x UP . T1 s’agit bien de sous-espaces vectoriels de U (voir la remarque I1.2).

def

I1.2.4. Deux points de vue. Nous pouvons interpréter le probleme de commande opti-

male sous deux formes différentes :

— considérer la dynamique (I1.4) comme une contrainte, la variable aléatoire d’état devenant
alors une variable de décision a part entiere et il faudra minimiser la fonctionnelle cotit
J(U,X) (IL5) en fonction de I’état et de la commande (une approche par dualité serait
alors envisagée),

— remarquer que la variable aléatoire d’état n’est qu’un intermédiaire de calcul ; nous pouvons
alors intégrer la dynamique (I1.4) & la fonction cott et nous aurons alors & minimiser J(U)

(IL.7) en fonction seulement de la commande U (une approche par projection sera alors

envisagée).
q fT—1 ~ ~
](u7w) = Lt(“o,' c, U, Wo, 7wt+1) —|—K(’U,0, s, Ur—1,Wo0, " 0 ,’U)T),
t=0
(IL.7) -
def = -~
J(U) = E[ Lt(U()a'” 7Ut7W07'” 7Wt+1) +K(U07 7UT—17W07'” 7WT):|‘
t=0

Dans la suite, nous utiliserons la deuxiéme interprétation et nous considérons le probléme
suivant :

T—1
i E L X;, U, W K(X
x i, ; (X, Uy, Wi) + K(X7) |,

sous Xg= Wy, P-—p.s.,
X1 = fi( X4, Uy, Wyyq), P—ps., Vi=0,...T—1,
U; Gi—mesurable Vi=0,...,T —1,
UicU™, vt=0,---,T—1,
qui est équivalent au probleme ou on a intégré la dynamique dans la fonction cott :

min J(U),
(11.8) veu
sous U e U nuymes.

11.2.5. Hypotheéses. Nous considérerons dans la suite du chapitre certaines hypotheses sur
(SP).
HypPOTHESE I1.9. Pour tout t =0,--- , T — 1,
(1) U est un sous-ensemble convexe fermé de U;,
(2) T (UP) © U™,
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HypPOTHESE I1.10 (Différentiabilité).

(1)
(2)
(3)
(4)

()

YVt =0,---,T — 1, Papplication L;(-,-, W, 1) est C*(X; x U;), P—p.s.,
Vt =0,---,T — 1, Papplication fi(-,-, W41) est C1(X; x U;), P—p.s.,
Iapplication K(-) est C1(Xr),

Vt=0,---,T—1, les applications Ly, f; sont s.c.i. sur X; x Uy x Wy (voir la remarque

I1.1),

YVt =0,---,T—1,les applications (L).,, (L¢)%, (ft),, (ft), et K’ sont de carré intégrable.
¢

On notera (L), (fi)y, (Lt),, et (ft), les Jacobiens respectifs de ces fonctions par rapport a
létat (premiere composante) et la commande (deuxiéme composante) et par K’ la dérivée de la
fonction cofit final K.

Nous adopterons dans toute la suite du mémoire ce genre de notations : pour une fonction
différentiable F' : R™ — R™ nous noterons par F’ sa dérivée (représentée par une matrice de

taille m x n) et par VF ©F T son gradient. Il nous arrivera aussi de confondre VF' (un élément
du primal) avec F (élément du dual).

HypPOTHESE II.11 (Non anticipativité).

(1)
(2)

G CF, Vt=0,---,T—1.
2 G,—mesurable, Vt=0,---,7 — 1.

REMARQUE II1.12.

(1)
(2)

L’hypothése I11.9 (1) est vérifiée des que la multi-application T'?d est & valeurs fermées
et convexes (voir le lemme II.5).

L’hypothese I1.11 (1) exprime la causalité du probléme : le décideur n’a pas acces aux
informations futures mais seulement aux informations passées. Sous cette hypothese,
la variable aléatoire d’observation Y : © — Y;, s’écrit en posant une application
mesurable ilt Wo x -+ x Wy — Y, telle que :

(Yi:Q—Yy) €y,
Y:=h(Wo, -, Wy).

L’hypothese I1.11 (2) exprime le fait qu’on ne peut pas soumettre les décisions a une
contrainte d’admissibilité si le décideur n’est pas en mesure de la vérifier avec ’'infor-
mation dont il dispose. C’est une hypothese tres proche de celle du relatively complete
recourse de la communauté stochastic programming. Ceci se traduit par le fait que tout
ce qui agit sur la variable soumise aux contraintes est mesurable par rapport aux in-
formations dont dispose le décideur au moment d’agir sur cette variable; le décideur a
donc toujours un recours c’est-a-dire une possibilité de vérifier les contraintes.

¢

11.3. Dérivation de la fonction coiit intégrée

Nous voulons ici donner les outils nécessaires a la dérivation de la fonction J en fonction de
la dérivée de J, faisant ainsi le lien entre les deux points de vue présentés dans la section 11.2.4.
Pour cela, nous commengons par calculer la dérivée de la fonction j (nous renvoyons le lecteur
au théoreme A.25 et a la remarque A.26 pour un cadre plus général).
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PROPOSITION I1.13. Si les hypothéses 11.10 sont vérifiées alors lapplication j(-,w) € C*(U)
et
VuelU, Vt=0,---,T—1,
() (s w) = (La)e] (o, s wegn) + (fo) (@, we, we1) Aeg,

0U Typ1 = fe(xy,up, wer1), VE=0,--- ,T—1 et le vecteur X est choisi tel que : X = (A\)4=0,... T €
X vérifiant

(11.9)

)\T = K’T (a;T),

(11.10) o -
A= (Le)ly (@, ug, wirn) + (fe)y (T4, Uiy Wig1) Nt

Démonstration : Soit 7 : U x W — X la fonction qui & tous vecteurs v = (u¢)i=o,..7—1 € U et
w = (W¢)¢=o,...7 € W associe le vecteur Z(u,w) = = = (z4)t=0,..7 € X obtenu en intégrant la dynamique :
(IL.11) i1 = fr(@, u, wign),
Pour tout A = (A\¢)i=o,... 7 € X nous pouvons écrire j(u,w) de la maniére suivante :

T-1
(1112) j(u, ’lU) = Z Lt (l’t, U, wt+1) =+ )\;r_,’_l (ft (I’t, U, ’lUt_;,_l) — SCt_;,_l) +K(IT)

=0, d’apres (I1.11)

Il s’agit maintenant de calculer la dérivée de j en u. L’équation (I1.12) étant valable pour tout vecteur
A, ce dernier sera alors choisi de fagon & éliminer la dérivée Z’ de T en u.
Soit v € U, en dérivant (I1.12) nous avons alors que :

T—

(I1.13)  (ji,(u,w),v)y = Z <(Lt); (xt,ut,wt+1)§2,v>w + <(Lt);(xt, U, wt+1),vt>U

=0

Ju

t

-+

+ </\tT+1 ((ft); (Jﬁtvutthﬂ)@"\i - 53\27U>U + <)‘;r+1(ft); (xtautawt-'rl)) 7Ut>Ut
+ (K" (z7)Zp,v)y -

En regroupant les termes de dérivée en = et u nous avons que :

~

(IL14) (il w),v)y = < (LY (e e wen ) + Ny (50l (1w wien ) =2 A>

t

Il
=3

=X\t U
T—

+ (<(Lt); (a:t, ut, wt+1) + A ()l (a:t, ug, wt+1) : 'Ut>Ut)

t=

[

+ (K (27)27, v)y -
En choisissant le vecteur A comme indiqué dans la proposition I1.13 nous avons que :

T-1

(1115) <j1/1<uaw)7v>[[j = Z < ;r/x\:f - )\2—+1/$\;,U>U + <)";EZE\/Tvv>U
t=0

=(7\J Z}.v)

+ Tz_:l <<(Lt);($t7ut,wt+1) + /\tT+1(ft); (xt7ut7wt+1>’vt>U > .
t=0 |

A Dinstant ¢ = 0 I'état initial est donné a priori et est indépendant de la commande. Nous avons alors
que (AJ T(, v) = 0 nous avons finalement que :

T-1

(Jo(u, w),v)yy = Z (<(Lt); (xt,ut,wurl) + A;r-i—l(ft); (ft,ut71Ut+1),Ut>Ut) .

t=0
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I1.4. Conditions d’optimalité : premiére forme

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
probleme (SP).

THEOREME IL.14. Soient (X)i=o,... 7 € X et (U)i=o,... 7—1 € U deux processus aléatoires
solutions de (SP). Supposons en outre que les hypotheses I1.9, I1.10 et II.11 sont vérifiées. 1l
existe alors un processus aléatoire (A¢)i=o,... 7 € X tel que :

Xo = Wo, ]P’—p.s.,
Xt_|_1 :ft(XtuUtywt-l—l)) ]P—p.S., thO,,T— 1,
A= (L)L (X, Uy, Wega) + (f)l (X, U, W) Ais1,  P—ps.,

(PMSl) VtZO,,Tfl,
)\T = K/T(XT), ]P)—p.S.,

E| (L) (X, U, Wepa) + (Ff)1 (X, U, W) Mg | Gi| € —a5utad(Ut)»
VE=0,..T—1,

\

Démonstration : Commengons par noter que pour tout U € U et W € W, JU) =
Jo i(U(w), W (w))P(dw). D’apres la proposition I1.4 si U est solution de (SP) et donc de (IL8), alors :

Mymes (VI(U)) € =064 (U),

et donc E[(Vj(U,W)), |G| € —0ya(U¢) pour tout ¢ = 0,---,T — 1 (par abus de notations nous
confondons VJ - élément du primal - avec sa représentation dans le dual par J').
D’apres la proposition I1.13 nous avons alors le résultat désiré en remplagant obtenue par (I1.9) et
(I1.10) (voir la remarque A.20 pour la définition du gradient). |
Cette version des conditions d’optimalité est dite version non adaptée en référence a 1’état
adjoint A du systéme qui n’est pas mesurable par rapport a la filtration naturelle (F;) du
probleme.

REMARQUE II.15 (Approche par dualité). Formellement, on peut obtenir les conditions d’op-
timalité PMS; en dérivant un Lagrangien (voir la remarque A.26) :

T—1
(IL16) L(X,UN) EE S Li(Xt, Uy, W) + K(X1) | +
t=0
T-1
E (A1, (X, Uy, W) — Xi41)) -
t=0

Nous dérivons le Lagrangien (II.16) par rapport a I’état adjoint A; pour tous les pas de temps,
nous obtenons alors la dynamique de I’état (I1.4) :

oL

II.17
( ) OAi11

=0 = filXy,U,Wi)— X1 =0.

En dérivant le Lagrangien (I1.16) par rapport a l’état X; pour tous les pas de temps, nous
obtenons alors la dynamique de ’état adjoint (II.18) :

oL
X, 0 = XM= (L) (X, U, Weia)+ (f) (Xe,Up, Wii1)Aira.

(I1.18)
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Il reste maintenant a dériver (I1.16) par rapport a la commande & chaque instant. Nous avons
alors que :

oL
U,
En projetant cette derniere expression sur le sous-espace vectoriel U™ des variables aléatoires
Y; mesurables nous retrouvons l’expression de la projection du gradient du probleme (SP)
comme présentée dans le théoreme I1.14. ¢

(I1.19) = (L) (X, U, W) + (fr (X0, U, W) At

I1.5. Conditions d’optimalité : deuxiéeme forme

Nous reprenons ici le méme probleme en essayant de traiter les conditions d’optimalité
(PMS7) de maniere a avoir une dynamique de 1’état adjoint adaptée a la filtration naturelle
du probleme.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
probleme (SP) en version adaptée.

THEOREME IL.16. Soient (X)i=o,... 7 € X et (Ut)i=o,... 7—1 € U deux processus aléatoires
solutions de (SP). Supposons en outre que les hypothéses I1.9, I1.10 et II.11 sont vérifiées. 1l
existe alors un processus aléatoire (Ay)i=o,... 7 € X tel que :

(X0 =W,, P-ps.,
Xt_|_1 :ft(Xt7Ut7Wt+1)7 ]P)—p.S., VtzO,...,T—l,

A =E [(Lt);T(Xt, U, Wipr) + (f) (X, U, Wii1) Ay | ~7'—t:|> P—p.s.,

(PMS>) VE=0,..,T -1,
AT = K/T(XT)7 P—p.s.,

B| (L0 (X0 U Wei) + U0 (X Un Wiia)Aeis | G| € ~08a U1,
VE=0,..,T—1,

\

Démonstration : Nous commencons par remarquer que comme G, C F; C Fry1 (Hypotheses I1.11)
et Fy+1 est engendrée par tous les bruits passés jusqu’a t+1, nous avons alors 1’égalité des deux opérateurs
suivants :

BF1 6] = E[B | il |61
def

. « def « .
Soient U/ ™es = {U, €Uy, U,;, F,—mesurable} et Y7me = Yf™mes x ... x YF™es. Nous avons alors
que Iygmes = Igmes 0 Hutﬁnljes_

Gradient. La derniere condition d’optimalité de (PMS;) donnant pour tout t =0,--- , T — 1 :
Hu;nes ((Lt){u—r (Xt, Ut, Wt+1) + (ft);—r (Xt, Ut, Wt+1)At+1) € —a(()‘u?d (Ut),
——
:Hu:nes onuﬁf‘fcs

nous utilisons une projection successive d’abord sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires F;y1
mesurables, ensuite sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires G; mesurables.

Hutmes o Hutjjrnlqes ((Lt);T(Xt, Ut, Wt+1) + (ft);T(Xt, Ut, Wt-l—l)}‘t-i-l) S —8(51/{2“1 (Ut),

Comme Xy, U; et Wi, 1 sont Fyyi-mesurables et par linéarité du projecteur Huginl]es, la condition (II.19)
d’orthogonalité du gradient devient :

(11.20) E|(Lo),) (X0, U, Weg) + (o) (X, U, Wig1)Agyr | Gi| € —06850(Uy),

ou :

(1121) At+1 = E[At_;,_l | ft+1]-
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Dynamique de I’état adjoint. Au dernier pas de temps 1" nous avons que :

Ar ¥ BN | Fr] = E[K’T(XT) | ]—"T} = K'T(X7) = Ar,
nous établissons, alors, par récurrence, et en utilisant les mémes arguments de la démonstration du
théoreme I1.14, la nouvelle équation adjointe, et nous réécrivons (I1.18) comme suit :

Ar =K' (X7),

(11.22) . .

|

Il est a noter que, pour cette version adaptée des conditions d’optimalité, le gradient est
projeté sur la o-algebre G; représentant la structure d’information du probléme. Cependant, la
variable aléatoire d’état adjoint n’est projeté que sur l'espace (plus grand) défini par la filtration
naturelle du probleme (F3).

Les conditions d’optimalité (PMS;) et (PMSs) sont des conditions nécessaires de type
Karush-Kuhn-Tucker. Leurs expressions font donc intervenir I’espérance conditionnelle d’un gra-
dient par rapport a la tribu engendrée par la structure d’information du probleme (SP). C’est
donc une projection sur un sous-espace vectoriel dont la dimension est susceptible de varier
avec le pas de temps considéré, ce qui pose certains problemes numériques. Dans la section I1.6
nous présenterons une alternative a ces conditions d’optimalité ou le sous-espace vectoriel de
projection reste de dimension fixe au cours du temps.

En controle stochastique en temps continu, nous retrouvons des conditions similaires pour
traiter des équations différentielles stochastiques rétrogrades. Nous faisons référence au cours
de N. Touzi [111] et au livre de J. Yong et Y. Zhou [117] pour un équivalent du principe du
minimum de Pontriaguine pour les EDS rétrogrades. Nous notons en outre que dans ce cadre,
la dynamique de I’état adjoint exhibée est une dynamique adaptée a la filtration des bruits
mais sans opérateur de projection (espérance conditionnelle). En effet une commande adaptée
(variable d’écart) est rajoutée pour ramener a chaque instant I’état adjoint sur 1’espace vectoriel
des variables aléatoires mesurables par rapport a l'observation.

I1.6. Application au cas markovien

Les conditions d’optimalité PM S| et PM Sy font intervenir des projections sur des sous-
espaces vectoriels dont la dimension a tendance a augmenter au fil du temps. En effet, si pour
toutt =0, --- ,T—1,G; = Fy alors Uy C U C --- C U . Ceci peut poser des inconvénients
numériques lors de 1'étape d’approximation de ’espérance conditionnelle (nous détaillerons ceci
lors du chapitre IIT). En s’inspirant du principe de la programmation dynamique stochastique
(existence d’un feedback par rapport a 1’état) nous cherchons alors & résoudre le probléme
suivant :

T-1
Xelg(l?[r}euE ; Li( X, Uy, W) + K(X71)| ,

sous Xg= Wy, P-ps.,
Xt+1 :ft(XtaUt7Wt+1)7 H‘D—p.S., VtzO,...,T—l,
U, =Xy, Vt=0,...,T—-1,
Uieu, vt=0,..,T—1.

(SPY)

Si nous pouvions, sans perte d’optimalité, remplacer la contrainte d’information
U; F,—mesurable dans (SP) par U; = X, alors nous aurions I’équivalence entre (SP) et
(SPX) ainsi quune contrainte de mesurabilité dont la dimension reste fixe au cours du temps
(sous réserve que la dimension de 'espace d’état reste fixe).



1I.6. APPLICATION AU CAS MARKOVIEN 21

Nous nous proposons alors d’adopter les hypotheses suivantes sur le probleme (SP) :

HYPOTHESE I1.17 (Probléme markovien).

(1) hypothese de mémoire complete : G, = F;, Vt=0,---, T —1

)

(2) hypothese de bruits blancs : (W);—,... 7 sont indépendants,

(3) hypothese d’ensemble admissible déterministe :
Vt=0,---,T—1, M cU, TYw) =T P-ps,
ceci implique que : T2 {(), Q}—mesurable, Vt=0,---,7 — 1.
¢

I1.6.1. Tentative d’écriture de conditions du type KKT. L’ensemble U** = {U, €
Uy, U; = X} est dépendant de la commande (a travers I’état X; et sa dynamique (I1.4)).
Nous ne pouvons donc pas appliquer les résultats obtenus dans le théoreme I1.14 en adoptant
une démarche par projection (il faudra pour cela dériver une multi-application).

Nous sommes alors incapable d’écrire directement des conditions d’optimalité pour le pro-
bleme (SPX). Nous cherchons donc & réécrire les conditions d’optimalité du type (PMS;) et
(PMS5) sans passer par la dérivation d'un Lagrangien.

I1.6.2. Conditions d’optimalité dans un cadre markovien : premiéere forme. Nous
présenterons ici une version non adaptée des conditions d’optimalité pour le probleme (SPX).
THEOREME I1.18. Supposons que :
(1) les hypothéses I11.9, 11.10 et I1.17 sont satisfaites,

(2) il existe un processus aléatoire (Uy)i=o,... 7—1 € U solution de (SP) et des processus
(X4t)t=0,... 7—1 € X et (At)t=0,... 7—1 € X, vérifiant (PMS,),
(3) pour toutt =1,--- , T—1 et x € Xy, Uapplication gi(x,-) est continue et il existe u € Uy
tel que g¢(x,u) € —0paa (u) ou
def
gi(z,u) = E {(Lt)g(SU,U, W) + (fo) (2, W) A |

alors :
(1) ¥t=0,--- . T—1,U; < X;;
(2) Vt=0,-- T —1, Mg1 = (X141, Wigo, -+ ,Wr) ;
(8) Vt=0,---,T—1,

E [(Lt);T(Xt, U, W) + (fo)l (X, U, W) A | 7t]

= E[(Lt);T(Xt, U, Wii1) + (fo)i (X6, U, Wei1) A | Xt} , P-ps..

Démonstration : Remarquons d’abord que I’hypothese 11.17 implique I’hypothese I1.11, on a alors
que s’il existe une solution du probléme (SP) qui vérifie les hypotheses 11.10 et 11.17, elle vérifie les
conditions (PMJSy), il existe alors des processus (X¢)i=o,....r € X et (A¢)i=0,....,7 € X vérifiant ces
mémes conditions d’optimalité (PMSy).

Nous commengons par montrer les deux premiers résultats du théoreme. Nous posons pour tout ¢ =
0,---,T—1:
— {reXy, Fuely, glz,u)€ —00pa(u)}.

La preuve se fait par récurrence rétrograde sur le temps :
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(1) Pourt =T, Ay = K'"(X7) <= Xr. De plus Ur_; résout :

(11.23) E|(Lr—1)y (X711, Ur—1, Wr) + (fr—1)) (X7-1,Ur—1. Wr)Ar | Froy

€ _aéu%d_l (UT_l).

Comme Ar = Xp = fr1(Xr-1,Ur—1,Wr) et comme Xp_; Fr_j—mesurable,
Ur_1 Fr_i—mesurable et que Wy est indépendante de Fr_; (hypothese de bruits
blancs), alors E [gr—1(X7-1,Ur—1) | Fr—1] = g7—1(X7-1,Ur_1) et donc (d’aprés (PMS))
gr-1(X7r-1,Ur_1) € —851/,%{1(UT,1), pour € > 0, ceci est équivalent (voir la proposition
A.23) a dire que :
Mypa (Ur—1—eg(Xr-1,Ur-1)) =Ur-_1.
def

Soit hT—l : XT—l X UT—l —>_UT_1 tel que V(JJ,U) S XT—l X UT_1, hT_l(Q?,U) = U —
HF%{I(U — egT_l(x,u)) et soit hT_1 : XT—l X uT—l — uT—l tel que V(XT_l, UT_1) € XT—l X

T def N
Ur—1, hr(X7-1,Ur-1) = Ur—1 —Ilypa (Ur—1 — €g7—1(X7-1,Ur-1)). Par hypothese

Ar_1 = Xp_1, par I'hypothese (3) du théoreme et ’hypothese 11.10 hy_; est de Carathédory?
et par le théoréme de sélection mesurable [98, théoréme 14.16], il existe & : Ap_; — Up_1 tel
que hr_1(z,u(x)) = 0.
Nous utilisons alors le lemme I1.5 pour écrire que hp_1(Xp_1,u(X7_1)) = 0. Il existe alors
une solution Urp_1, tel que Ur_1 =X X71_1 (puisque Up_1 = u(X71_1))).

(2) Supposons que U; < X; et que Apqp1 = (Xt+1,Wt+2, e ,WT).

(3) La dynamique de I’état adjoint s’écrit :
i = (L) (X, U, W) + (f) (X, Uy, Wi 1) Aip1, P—pis..

D’apres les hypotheses de récurrence, nous avons alors que Ay =< (X¢, Wyq1, -+, Wr).
U,_q résout :

(11.24) E|(Li—1)y (Xt-1,Ur1, Wo) + (fi1)) (X1, U, WA | Fra

S _aéutaiil (Utfl),

comme \; < (Xt,WtJrh . ,WT) =< (Xt,hUt,h Wy, --- ,WT) et comme
X,;_1 Fi_1—mesurable, U;_1 F;_1—mesurable et que W, est indépendante de F;_;
(hypothese de bruits blancs), alors g;—1(X;—1,Us-1) € —00pa (Uy—1) en suivant le méme
principe que (1), il existe une solution U;_1, tel que Uy—1 < X¢_1.

Nous montrons suivant le méme principe la derniere égalité du théoreme.

A T
E[(Lt)u (X, Uy, Wi )+ (f)u (X, U, Wi ) At | Fi
=Xt indépendante de F; =Xt indépendante de F; indépendante de F;

= E{(Lt);T(XtvUt7Wt+l) + (f)l (X, U, W) Aes | X

REMARQUE II.19.

(1) L’hypothese (3) dans le théoreme II.18 s’inspire du point de vue propagation dyna-
mique, qui & chaque pas de temps et pour toute valeur de x € X; minimise la fonction
de Bellman en fonction de u. C’est donc moral de donner une condition nécessaire
d’existence d’un tel minimum.

Smesurable en z et continue en u
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(2) En s’inspirant de I’hypothese II.11, on pourrait penser a modifier I’hypothese
I1.17 en prenant un ensemble admissible I‘?d mesurable par rapport a l'état X,

(T'y o(X¢)—mesurable, Vt=0,---,T —1). Cependant, cette hypothése ne permet-

tra pas l'écriture des conditions d’optimalité (PMS7) et (PMSs3). En effet, 'ensemble
U™ ainsi défini sera dépendant de la commande, pour une approche par dualité il
faudrait donc dériver la multi-application I‘?d par rapport a une variable du probleme,
ce que 'on ne sait pas faire.

¢

La commande optimale solution du probleme (SP) (mesurabilité par rapport a tout le passé
des bruits) satisfait les contraintes de mesurabilité du probleme (SPX) (mesurabilité par rapport
a Pétat instantané). Les deux problemes sont donc bien équivalents dans un cadre markovien
(égalité des min et arg min).

Les min et 'argmin des problemes (SP) et (SPX) sont égaux. En effet, min (SP) <
min (SPX) puisque I’ensemble admissible de 1'un est plus grand que I’ensemble admissible de
Pautre. Mais, nous avons montré (théoreme I1.18) que toute solution de (SP) est admissible
pour (SPX), donc elle est nécessairement optimale pour (SPX).

Nous

(PMS;X)

pouvons alors considérer que les conditions d’optimalité de (SPX) s’écrivent :

(Xg=W,, P-—ps.,

XtJrl :ft(Xt7Ut7Wt+1)7 P*p.S., Vt:O,,Tfl,

At = (Lt)/zT(Xu U, Witr) + (ft)pr(Xn Ui, Wip1) A1, P-ps.,
Vt=0,..,T—1,

Ar=K'"(Xr), P-ps.,

E{(Lt);T(Xt, Ui, Wir) + (fo)i (X6, U, W) Aega | Xt:| € =00 pa,),
Vt=0,..,T 1,

\

REMARQUE 11.20. Posons (G%)t:O,...,T_]_ et (G%)tZO,...,T_l les deux processus aléatoires vé-

rifiant :

1 def
Gt —

2 def

|:(Lt)2LT(Xt7 Utv Wt+1) + (ft)',uT(Xta Ut7 WtJrl))‘tJrl | ft:| ; P—p.s., Vit = 07 aT - 17

G; —E{(L»J(Xt,Ut,Wm)+(ft>;T(Xt,Ut,Wt+1>At+1rXt], P-ps., Vt=0,..,T—1

On est incapable d’obtenir les conditions d’optimalité sous la forme (PMS;*) directement &

partir de

la dérivation de la fonction cott intégrée associée au probleme (S PX). Une conséquence

de cette remarque est que le premier membre de la derniére relation de (PM S{X) (G?) représente
bien la projection du gradient de la fonction cott J quand on est a 'optimum, par contre, ailleurs
qu’a l'optimum, on n’a pas de raison de penser que c’est bien ’expression correcte de la projection
de ce gradient. L’égalité entre les processus (th)t:(),m 71 €t (Gf)tzov... 7—1 nest réalisée qu’a
I'optimum. ¢

I1.6.3. Conditions d’optimalité dans un cadre markovien : deuxieme forme. Nous
présentons ici une version adaptée des conditions d’optimalité pour le probleme (SPX ).

THEOREME I1.21. Supposons que :
(1) les hypothéses 1.9, 11.10 et I1.17 sont satisfaites,

(2) il existe un processus aléatoire (Uy)i=o,... 7—1 € U solution de (SP) et des processus

(Xt)t=0,... 7—1 € X et (At)t=0,... 7—1 € X, vérifiant (PMS>),
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(8) pour toutt =1,--- , T —1 et x € Xy, lapplication g(z,-) est continue et il existe u € U,
tel que gy(x,u) € —00paa(u) ot

def
ge(z,u) = E [(Le)) (v, u, W) + (fo)) (2,0, W) Apia |

alors :
(1) Vt=0,---,T—1,U; X Xy;
(2)Vt=0,---, T —1, Apy1 X X415
(8) vt=0,---,T—1,

E [(L»;T(Xt, U, W) + (fo)l) (X6, U, Wis1)Agg | ft]

= E[(Lt)LT(Xt, U, W)+ (f0)) (X, U, W) Ay | Xt} , P-ps.

Démonstration : La preuve se fait exactement de la méme fagon que pour la démonstration du
théoréme I1.18 en remarquant que A¢p1 < (Xiyp1, Wiga, -+, Wr) et que App1 = E[Ai1 | Fega] =<
Xy, VE=0,---,T—1. ]

En partant du principe que les problemes (SP) (mesurabilité par rapport a tout le passé des
bruits : Gy = F) et (SPX) (mesurabilité par rapport & I’état instantané) sont équivalents dans
un cadre markovien, nous pouvons alors considérer que les conditions d’optimalité de (SPX )
s’écrivent sous leur forme adaptée.

XQ = Wo, IP—p.s.,
Xt+1 :ft(XtaUhWt—l-l)a P—p.S., VtIO,,T— 1,

A = E[(Lt)gT(Xt, Ui, Wt+1) + (ft);T(Xt, Ui, Wt+1)At+1 \ Xt:| , P-ps,

(PMS5) Vt=0,..,T—1,
Ar=K'T(X7), P-ps.,

E[(Lt);T(Xt, Ui, W) + (f0)i) (X6, Up, Wig1)Agpa | Xt} € —00ypa(Uy),
VE=0 .. T—1,

I1.7. Variantes sur les conditions d’optimalité

Les versions (PM SiX) et (PM S5°) des conditions d’optimalité du probleme (SP*) n’incluent
I’expression exacte d’'une projection du gradient qu’a ’optimum. Nous cherchons alors & modifier
la formulation de (SPX) afin de pouvoir écrire des conditions du type Karush-Kuhn-Tucker.

Nous nous plagons donc dans un cadre markovien (bruits blancs) en supposant que les
hypotheses I1.10 et I1.17 sont vérifiées. L’idée ici est de considérer les variables aléatoires de
décision comme des fonctions (feedbacks) et d’occulter (momentanément) leurs caractéristiques
probabilistes. Les principales idées qui seront développées dans la suite sont inspirées des travaux
de Witsenhausen ([114] et [115]) montrant que tout probléme d’optimisation stochastique peut
s’écrire comme un probléme en information décentralisée en propageant la mesure sous-jacente.

11.7.1. Premiére approche : commande d’un coiit initial. Nous voulons exhiber une
approche fonctionnelle au probleme (SPX); nous nous proposons ici de commander la fonction
cout du probléme vue comme un cott initial émanant d’une dynamique fonctionnelle rétrograde.
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11.7.1.1. Réécriture du probléme de commande optimale.

La contrainte d’information U; < X4, se traduit par l'existence a chaque instant ¢t =
0,---,T — 1 d’une fonction mesurable (appelée feedback) ¢, telle que :

(1126) Ut :¢t(Xt)> P—p.S., Vt:O, ,T— 1.
Nous supposons que ¢; € Py def L?(X4;Uy), pour tout t = 0,---,T — 1, nous posons en outre
def

b = (I)O Xoewe X(I)T_l.
Soit (X¢)¢=o,...,r un processus aléatoire suivant la dynamique (I1.27).

XO = Wo, ]P’—p.S.7
XtJrl :ft(Xt7¢t(Xt),Wt+1)7 P—p.S., thO, ,T—l

Notons en outre pour tout ¢t =0,--- ,7T, u; la mesure de probabilité de la variable aléatoire

(11.27)

W,
Le cout J(U,X) (II.5) a minimiser s’écrit en fonction de toutes les variables aléatoires
de commande et d’état pour tous les pas de temps. En utilisant (I1.26), nous modifions cette
fonction en définissant la fonction coiit suivante :

T-1
- def
T(6,X) S E > Li(Xp, (X)), Wiga) + K(X71) |,

t=0

= J(U, X).

(11.28)

Etant donné que les variables aléatoires d’état suivent la dynamique (I1.27) nous pouvons alors
exhiber une dynamique rétrograde portant sur les colts aux différents pas de temps. Soit ¥,

l’espace des fonctions de carré intégrable sur X; (U, dof L*(X;R), WVt = 0,---,T) et soit

A VIR

HyYPOTHESE I1.22. Pour tous les pas de temps ¢t = 0,--- ,T—1, pour toutes fonctions ¢; € ;
et Y1 € Ueyq, les fonctions suivantes sont de carré intégrable :

E [t (ft (- ¢e(-), Wig1))] € Wy,
E[Li (-, ¢t (), Wig1)] € Wy

¢
Pour tout t =0,--- ,T—1 et ¢ € P, nous définissons Af * Wy — Uy un opérateur linéaire
vérifiant :
def
(11.29) (Aftwtﬂ) ()= Vo1 (fe( De() w)) pegr (dw).

Wit
Sous les hypothéses I1.22, nous définissons les fonctions de Bellman V; € ¥, Vt=0,---,T
de la maniere suivante :

Vr(x) = K(x), VzeXp,

11.30
T30 Vi) = B (o). W) + (A0Via) (@), Vo €Ki We= 0, T 1.

C’est une dynamique linéaire, il est alors facile de voir qu’en intégrant la dynamique (I1.30) a la
fonction cotlt, nous aurons que :

(IL31) J(U, X) = T(6, X) = E[Vo(Xo)].

Nous définissons en outre pour tout ¢ = 0,--- ,T — 1, 'ensemble admissible @?d def {¢¢ €
Oy, py(z) €T, Vre X} et dad L ad ... pad

Nous pouvons alors réécrire le probleme (SPX) sous la forme d’un probléme réparti d’opti-
misation déterministe (mais fonctionnelle) .



26 II. APPROCHES VARIATIONNELLES POUR LA COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

VeI}I}gﬁlech Vo(Xo)],
sous Vp(-) = K(-),
Vi) =E[Li (-, ¢u(1), Wisn)] + (AftVtJﬂ) (), Vt=T-1,---,0,

ppe®, Vt=0,---,T—1.

(SPY)

11 s’agit d’un probléme d’optimisation fonctionnelle linéaire en V' (mais pas forcément en ¢),
le caractere stochastique ne subsiste plus qu’a travers la contraction faite par I’espérance sur la
variable aléatoire de bruit. Nous faisons alors une hypothese analogue a 'hypothese 11.9 :

HyproTHESE I1.23.  ®2d est un sous-ensemble convexe fermé de ®. ¢
Supposons en outre que la variable aléatoire W vérifie 'hypothese suivante :
HyPOTHESE 11.24. La variable aléatoire W est une variable aléatoire & densité qo € Vq. 4

Cette hypotheése implique naturellement que la variable aléatoire d’état Xo = Wy, P—p.s.

est une variable aléatoire a densité de carré intégrable. Nous noterons cette densité pg def qo-

Le probleme (SP;) est un probleme d’optimisation fonctionnelle incorporant une contrainte
de dynamique (I1.30) et la contrainte d’admissibilité, la contrainte d’information étant désormais
codée dans le fait que nous considérons des feedbacks en I’état ¢; : X; — U;. Nous nous proposons
de traiter le probleme de la méme fagon que dans la section II.3 : nous calculons le gradient de
la fonction cott intégrée a partir de celui de la fonction cout originale et de la dynamique (voir
théoreme A.25 et remarque A.26).

11.7.1.2. Conditions nécessaires d’optimalité.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
probleme (SPY).

THEOREME I1.25. Soient (Vi)=o,... 7 € U et (¢t)i=0,... 7—1 € ® deuz suites de fonctions solu-
tions de (SPy), supposons en outre que les hypothéses 11.10, I1.22, I1.23, et 1.2/ sont vérifiées.
Il existe alors une suite de fonctions (p¢)i—o,... 7 € ¥ tel que :

V() = K(),
Vi() =E [Lt(', G1(-)s Wig1) + Vigr (fe (-, 04 (4), Wt+1))] ;
Vt=T-1,---,0,

(PMS?) PR e
1 pr1 = (A7) 'py, Vt=0---T -1,

E [(L»J(-, 0. W)+

(fo)i (e (), We) VI <ft('a¢t(')aWt+1))}Pt(') € —0dgaa (0¢),
V=0T —1,

ot (Aft)* est lopérateur adjoint de (Aft).
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Démonstration : Nous suivons le méme principe que dans la section I1.3. En utilisant le théoreme
A.25 et la remarque A.26, nous posons un Lagrangien £ : ¥ x ® x U — R du probleme (SP;)* :

'C(Vva ¢7p) = <Vb,p0>
(1L.32) + 3 (ELi( 600 Wen)] + (47 Virn) (O = ViOomi))
t=0

—(K() = Vr(),pr()).

Dynamique de I’état. Nous dérivons le Lagrangien (11.32) par rapport a I’état adjoint p; & tous les instants
t=0,---,T:

oL

o 0 = Vi()=E|Li(0e(), Wegr) + Vira (e, 06(-)s Wiern)) |-

t

Pour ¢t = T nous avons que Vr = K. Nous obtenons ainsi la dynamique (I1.30) du systéme.
Dynamique de I’état adjoint. Nous dérivons le Lagrangien (11.32) par rapport a I’état V; & tous les instants

t=0,---,T. Nous obtenons alors I’équation suivante :
oL ¥
— =0 = = (A?) " p,.
v, Pt+1 ( t ) bt
C’est une dynamique en marche avant sur I’état adjoint qui s’écrit comme T' + 1 égalités :
Po = qo,

(1I1.33)
prar = (AP) pr, Vt=0--T—1

Nous verrons par la suite que la dynamique (11.33) représente 1’équation de Fokker-Planck : elle propage

la densité de 1’état.

Le gradient. 1l reste maintenant & dériver (I1.32) par rapport a la commande ¢; & chaque instant.

Commengons par remarquer que :

O(AP)Vira , /
TJF = /Wt+1 V;H»l(ft(-7¢t(-),w))(ft>u(.’(bt(.),w)MtJrl(dw)’

ou V} est la dérivée de V; (V/(z) est un vecteur ligne de taille 1 x dim(X;) pour tout « € X;). En faisant
les hypotheses I11.10, nous avons alors que :

oL
(I1.34) Ere =E |:(Lt)g—('v Ge(), Ws1) + (f)) (5 0e(), Wep) VI (ft(w éi(+), Wt+1))]pt(')
S —86,@?#1 (¢t) .
C’est la condition d’orthogonalité du gradient. D’ou les conditions d’optimalité du probleme. |

La derniére formule de ces conditions d’optimalité traduit 'orthogonalité d’un gradient et
nous retrouvons ainsi des conditions d’optimalité du type KKT pour le probleme (SPX).

ProposITION 11.26 (Equation de Fokker-Planck). Sous les hypotheses 11.22 et 11.24, la dy-
namique (11.33) propage la densité de U'état (Xy)i—o,... 7 suivant (11.27).

Démonstration : La preuve se fait par récurrence sur le temps :
(1) pour t =0, pg = qo, c’est donc bien la densité de X,
(2) supposons que X; est une variable aléatoire & densité p;,

(3) en utilisant la dynamique (I1.27), nous avons que pour tout ¥ € ;4 :
E[( X)) = E[ (fe (X, 0e(X), Wiga))],

comme X; est une variable aléatoire a densité, alors :

E[$(X1s1)] = / [ 01w 6ula)w) () ),

=APty

“Nous utilisons le produit scalaire usuel dans ¥, = L2(U;,R) V¢ = 0,--- ,T, V1,02 € Uy, (b1, 1ha) =
Jz, ¥1(@)2(z)da.
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en utilisant le produit scalaire dans ¥;,; nous avons alors que :

Ep(X 1)) = <A§bt1/%10t> )

= <w, (Aft)*pt>,

= (x) (A‘ft> pe(x)dx,
Xt N _
=DPt+1

= <¢7pt+1>7

nous avons alors que la variable aléatoire X, est bien une variable aléatoire & densité p;41
obtenue par la dynamique (I1.33).

I1.7.2. Deuxiéme approche : propagation de la densité de I’état. Nous reprenons
les mémes notations et hypotheses que dans la section I1.7.1. D’apres la proposition I1.26 nous
avons que la dynamique (I1.27) propage des variables aléatoires a densité tel que p; € Wy, Vit =
0,---,T. Ces densités suivent une dynamique en marche avant représentée par la formule (I1.33).

Nous pouvons alors réécrire le probleme (SP¥) comme un probleme d’optimisation fonc-
tionnelle :

T-1
min Li(x, o (x), w)p(z)dx dw) + K(x x)dzr,
i, S [ pe ) e @)+ [ K@)

(SP3) sous  po = qo,
D41 = (Aft)*pt, vt=0,..,T -1,
¢pr e @ Vt=0,--- ,T—1

)

Le probleme (SPy) est un probleme d’optimisation fonctionnelle incorporant une contrainte
de dynamique (I1.33) et une contrainte d’admissibilité, la contrainte d’information étant codée
dans le fait que nous considérons des feedbacks en 'état ¢; : X; — U;. Nous nous proposons de
traiter le probléme de la méme maniere que dans la section I1.3, en utilisant la remarque A.26.

11.7.2.1. Conditions nécessaires d’optimalité.

Nous donnons ici des conditions nécessaires d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du
probleme (SPy) :

THEOREME I1.27. Si (pt)i=o,.. 7 € ¥ et (¢pt)i=o,... 7—1 € P sont des solutions de (SP5) ; et
st nous supposons en outre que les hypothéses 11.10, 11.22, I1.23 et 1.2} sont vérifies; alors il
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existe une suite de fonctions (Vi)i=o... 7 € V telles que :

Po = qo,

Dit1 = (Aft)*pt, Vt=0---T -1,

V() = K(),

Vi(-) =E [Lt('y G1(-); Wig1) + Vigr (fe (-, 04(-), Wt+1))]7
(PMS3) Vi=T—1,---,0,

E [(th?(-, 0. Wein)+

O (500, W) VI (fu 600, Wm))}pto € ~06450 (01),
Vt=0---T —1.

Démonstration : Nous suivons le méme principe que dans la section II1.3. En utilisant le théoreéme
A.25 et la remarque A.26, nous pouvons écrire le Lagrangien £: ¥ x & x ¥ — R du probléeme (SPy) en
utilisant le produit scalaire dans ¥ :

(I1.35) L(p, ¢, V) = Tz_:l <E [Lt(', o+(4), Wt-&-l)} ,pt> + 3 <Vt+17 (Af”)*pt - pt+1> .
t=0 t=0

Dynamique de l’état. Nous dérivons le Lagrangien (I11.35) par rapport a I’état adjoint V; a tous les instants
t=0,---,T—1:

oL ¥
=0 = = (A%) " p,.
Wi Pt+1 ( t ) bt

Nous obtenons ainsi la dynamique de I’état (11.33) du systeme.
Dynamique de I’état adjoint. Nous dérivons le Lagrangien (I1.35) par rapport & 1’état p; & tous les instants

t=0,---,T — 1. Au dernier pas de temps t = T nous avons que :
Vr =K.
Pour tous les autres pas de temps t =T — 1,--- ,0 nous obtenons :
oL

o 0 = V()= E|:Lt('a¢t(')th+l):| + (AftVtH) ()-

t

C’est une dynamique rétrograde (I1.30) sur I’état adjoint.

Le gradient. 1l reste maintenant & dériver (I1.35) par rapport a la commande ¢ & chaque instant. Com-
mencons par remarquer que :

AV, . ,
(f%)tm - /W Lr (Fe( 01 ()50) ) () (4 60(), ) g (o).
Nous pouvons, alors écrire que :
oL
(1136) 87@ 6 —3(5@?4 ((bt)

= B[ (00 W) + U0 (o n) W) VT (e ). W) )

€ —00g2a (1),

C’est la condition d’orthogonalité du gradient. |
La derniere égalité correspond donc a la projection d’un gradient. Nous retrouvons ainsi des
conditions d’optimalité de type KKT pour le probleme (SP¥X).
Par analogie, nous pouvons interpréter ’état adjoint p du probleme (SP;) comme I’état du
probleme (SPy), il correspond bien & une densité de I’état (par la proposition I1.26). De méme,
nous faisons correspondre a ’état V' du probleme (SP;) I’état adjoint du probleme (SPy). C’est
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en ce sens que nous parlons de (SP;) et (SP5) comme des problemes duaux ayant les mémes
conditions nécessaires d’optimalité.

I1.7.3. La programmation dynamique stochastique. La dynamique de 1’état du pro-
bleme (SPf) est monotone : V11 (-) < V2,(-) = V/(-) < VA(-). En outre, la fonction coiit
4 minimiser IE[VO(X 0)] = (Wb, po) est monotone pour py une densité de probabilité. Le probleme
de commande optimale (SP;) est donc trivial : il suffit de minimiser I’état V' & chaque instant.
Nous retrouvons alors les équations de Bellman de la programmation dynamique stochastique
(voir les travaux de D. Bertsekas et S. Shreve [18]).

THEOREME I1.28. Supposons que les hypothéses I1.10, I1.22 et I1.24 sont vérifiées. Soient
(V;ﬁ)t:o,...,T eV et (¢§)t:0,-~,T71 € ® deux suites de fonctions solutions de (PDS) :

(VE() = K(),
‘/tﬁ() - minuer\?d E |:Lt(') u, Wt+1) + ‘/til (ft('a u, Wt+1)):| )
(PDS) VE=T—1,--- 0.

¢§() € argminueF?dE[Lt(-,u, Wt+1) + VﬁH (ft(-,u, Wt+1))],
VE=T—1,---,0,

alors elles sont solution de (SPy).

Démonstration : Soient (Vtﬁ)t:()’.u et (¢§)t:0,... -1 deux suites de fonctions solutions de (PDS).
Nous utilisons un résultat de sélections mesurables sous un min (théoreme 14.37 de [98]) pour remplacer
la minimisation ponctuelle par une minimisation fonctionnelle et donc :

(1137) ‘/tﬁ() = ¢H61g}1d]E|:Lt ('7 ¢t(')’ Wt+1) + ‘/ta.l (ft('7 ¢t(')a Wt+1)):| ) Vt = 07 e aT - 17

de plus :

(I1.38) (252(') €arg mindE[Lt('»@(')a Wt+1) + V;tﬁ+1 (ft('v¢t(')7 Wt+1))]» vtE=0,---, T -1

Pt EDPY

Notons zt = (¢1)i=t,.. 7—1, Vt=0,---T—1et V;d” la fonction obtenue récursivement par (I11.30).

e
Nous avons alors que V;# = Vt(ﬁ‘ ol E’ﬁ = (gb?)l:t,i.. 7-1, Yt=0,---T —1 (la fonction de Bellman &
Pinstant ¢ ne dépend que des feedbacks futurs).
En utilisant 1’équation (I1.37) et (I1.38) nous avons que :

(I1.39) V7)< E[Lo(.,qso(-),wl)] + (AS“VF5> (), Voo € oM,

comme pgy > 0 alors nous avons que :

<VE)Z§7PO> < <E |:LO('7¢0(')7W1):| + (Agovlgg) (')7p0>7 VQSO € q>8d7

(I1.40) =V

< <V0¢07"' 7¢T717p0> .

Par récurrence nous obtenons alors que :
VyP 00 ) < (Vg0 Vg0 = P
0o »Po)> o »Po), ¢07(¢07"'7¢T—1)€ )

d’oti le résultat que ¢ est solution de (SPy). [
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REMARQUE I1.29. Le théoreme I1.28 montre que si nous avons une solution qui vérifie les
équations de la programmation dynamique (PDS), alors elle est dans I’arg min du probléme
(SPf). Ceci a été garanti par le passage de l'inéquation (I1.39) & l'inéquation (I1.40). Afin
d’obtenir I'implication inverse nous devons garantir 'inégalité (I11.40) pour toutes les densités
possibles. En pratique, cette hypothese est généralement invérifiable. Nous nous contenterons
dans la suite de supposer que nous sommes dans un cadre ou les équations de la programmation
dynamique seront nécessairement vérifiées pour la solution optimale. ¢

11.7.4. Retour a une interprétation par variables aléatoires. Les approches décrites
dans les sections I1.7.1 et I1.7.2 utilisent une interprétation fonctionnelle des variables du pro-
bleme (commande, état, état adjoint). Cependant, dans les premieres versions des conditions
d’optimalité (PM S1) et (PM S2) les variables du problémes sont considérées comme des variables
aléatoires. Dans cette section nous nous attachons a faire le lien entre les deux interprétations
(fonctionnelle v.s. variables aléatoires).

Dans le point de vue des conditions d’optimalité (PMST) et de (PMS5), nous propageons
la dynamique rétrograde des fonctions de Bellman V' (vues respectivement comme état et état
adjoint) mais nous n’utilisons effectivement dans le calcul du gradient que la dérivée de ces
fonctions. Nous pouvons alors essayer d’établir une dynamique directement sur les dérivées des
fonctions de Bellman V.

Commencons par dériver la dynamique de 1’état du probleme (SP;) (correspondant a la
dynamique de 1’état adjoint du probleme (SPs)), sous réserve de satisfaction des hypotheses
I1.10 et que le feedback optimal ¢; soit C', Vt =0,--- ,T — 1. L’équation I1.30 donne alors :
(I1.41)

Vi(z) =K'(z), VreXr
Vi) = B (L) (o, 0(a). Wraa) + (L), (o, 0(a). W) o)
+V/ (i, ¢u(x), Wipa)) ((ft)&(l’a ot(2), Wiy1) + (fe)u(z, oe(2), Wt+1)¢fe(ﬂ?)>} ,
VeeX, Vt=T—1,---,0,
Vi) = B[ (L0 001000 W) + Vi (s () W) (e o (o), W)
+E [( (Le)y (2, (@), Wigr + Vi (fe(a, (@), Wig)) (o) (@, ¢ (2), W) )Qﬁ(l’)} 7

formant un angle aigu avec le gradient (II.34) du probleme (SP;")

VeeX,, Vt=T—1,---,0.

Si on identifiait la variable aléatoire A; avec VT (X) et la commande U avec ¢¢(X;), nous
pourrons faire le parallele entre les équations (I1.41) et les conditions d’optimalité (PM S5 ); le
terme formant un angle aigu avec le gradient (I1.34) semble étre en trop surtout qu’il incorpore
la dérivée du feedback optimal. Nous nous attachons alors a avoir une version des conditions
d’optimalité qui évite le calcul de cette dérivée de la commande.

THEOREME I1.30. Soient (Vi)i=o,... 7 € U et (¢t)i=0,... 7—1 € ® deuz suites de fonctions solu-
tions uniques de (SP;) vérifiant (PDS) tel que ¢y € C*(Xy;Uy), Vt=0,---,T — 1, supposons
en outre que les hypothéses 11.10, 11.22, 11.23 et 11.24 sont vérifiées. Il existe alors une suite de
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densités (pt)i=o,... 7 € ¥ tel que :

(PMS™)
Po = 4qo, P+l = (Aft)*pt, Vt=0---T -1,
V() =K'(),
V() = E[(Lt);(-,gﬁt(-), Wip1) + VL (fe(0e() s W) (Fo) i (06 (0), W) |
W=T—1,- 0,

E [(Lt)L ('7 AOR Wt+1)+

Vi (50 W) ). W) | i) € =0 (00).
Vti=0---T—1.

Démonstration : Soient (V3)i—o,... 7 €t (¢t)i=0,.... 7—1 deux suites de fonctions solutions de (SP;)
vérifiant (PD.S). Posons :

lt IXt X Ut — R,
(SC,U) = E Lt($7u7wt+l) + ‘/;+1(ft(x7u; Wt+1)):|7

d’apres le théoreme I1.28, nous avons que V;(x) = minger, I;(x, u). Sous 'hypotheése d’unicité de 'arg min,
la fonction V; est différentiable et nous pouvons écrire que V;/(z) = (), (z,u?), ot u* réalise le minimum
unique de [, en la deuxiéme composante (voir le théoréeme de Danskin [16]). Comme (¢;);=0,... 7—1 est
la solution unique de (SP;), nous avons alors que V/(z) = (I;)!,(z, ¢:(x)), ¥Vt =10,---,T —1. Dou le
résultat que :

(1142) V/()=E [<Lt>;(~, 01 W 1) + Vit (foles 000 W) (o) 610, Wmﬂ ,
VE=T—1,--- .0,

en faisant correspondre les dynamiques de la dérivée de la fonction de Bellman entre les conditions
d’optimalité (I1.41) et I’équation (I1.42) nous avons alors que :

E[((Lt);(% G1(@), Wit + Vi1 (fe(m, de(), Wig1)) (fe)o (@, (), Wt+1)) ¢Q(9ﬁ)} =0,
VeeX, Wt=T—1,---,0.

Cette derniere équation peut étre interprétée de la fagon suivante (voir le théoreme de Danskin [16]) : si le
feedback optimal est a I'intérieur de I’ensemble des contraintes alors le gradient est nul, sinon le gradient
est orthogonal & I’ensemble des contraintes alors que la dérivée du feedback est tangente & cet ensemble
(car la solution glisse le long de la frontiere de cet ensemble en cas de perturbation du probleme) : donc
les deux vecteurs sont orthogonaux et leur produit scalaire est nul. ]

L’avantage de ce résultat est qu’au moins & optimum, ¢ n’intervient plus, en particulier
dans le calcul du gradient. Cependant, d’'une part ce résultat a été établi sous une hypothese
d’unicité de ’arg min, d’autre part, si on se sert des conditions (PMS**) pour calculer V; avec
des ¢; non optimaux (ceux que ’on rencontre au cours d’un algorithme itératif d’optimisation),
alors l'expression des conditions (PM S**) ne fournit pas ’expression correcte d’un gradient.
Les mémes considérations s’appliquent & 'utilisation des équations (PM S;X) et (PM S5°) pour
évaluer le gradient en dehors de "optimum.

Nous sommes maintenant capable de refaire le lien entre les conditions d’optimalité émanant
des interprétations algébriques avec les conditions d’optimalité fonctionnelles.

THEOREME IL1.31. Soient (Vi)i=o,.. 7 € ¥ et (¢pt)i=o,... 7—1 € P deux suites de fonctions et
(p)t=0,.... 7 € ¥V une suite de densités vérifiant (PMS*).
Posons (Xt)i=o,... 7 le processus aléatoire dont la densité a chaque instant est donnée par pg =
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qos  Pir1 = (Aft)*pt, Vt=0---T—1, (Ut)=o,.. 7—1 le processus aléatoire vérifiant U; =
& (Xy), Vt=0---T —1 et posons finalement (A¢)i=o,... 7 le processus aléatoire vérifiant
A =V/T(Xy), Yt=0---T.

Ces trois processus vérifient alors les conditions d’optimalité (PMSy\).

Démonstration : Il suffit de remplacer la définition de ces processus dans (PM S**) [

I1.8. Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes attaché a présenter différentes approches varia-
tionnelles & un probleme de commande optimale stochastique en temps discret. Le but était a
chaque fois de présenter des conditions d’optimalités du probleme considéré.

Nous avons considéré pour cela deux interprétations différentes des variables du probleme :
une interprétation dite algébrique ou nous considérons un probleme d’optimisation sur un en-
semble de variables aléatoires, et une interprétation fonctionnelle ou le probleme traité est in-
terprété comme un probléeme d’optimisation fonctionnelle.

Les versions algébriques des conditions d’optimalité se déclinent sous deux formes différentes :
une forme dite non adaptée (PMS;) et une forme adaptée (PMSs), 'une étant obtenue a partir
de l'autre par projection sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par
rapport a la filtration des bruits du probleme.

Les hypotheses de probleme markovien permettent la réécriture de ces conditions avec un
conditionnement effectué par rapport a la o-algebre engendrée par une variable aléatoire de
dimension fixe (X), ce qui est un avantage au niveau numérique. Cependant, on ne sait pas
obtenir directement les conditions d’optimalité (PM S;¥) et (PM S5°) en partant d’une formula-
tion sous contrainte de X;-mesurabilité, en formant un Lagrangien et en le dérivant par rapport
a toutes les variables. En effet, cela nous conduirait a dériver des multi-applications par rapport
a leur argument, ce que nous ne savons pas faire en toute généralité. Donc, nous ne savons
obtenir ces conditions d’optimalité qu’en partant des conditions (PMS1) et (PMS3) et en les
spécialisant au cas markovien. Une conséquence est que le terme orthogonal aux contraintes ne
peut pas s’interpréter comme un gradient ailleurs qu’a 'optimum.

Une facon de tenter de répondre a cette difficulté est de reformuler le probleme de fagon
fonctionnelle. Nous cherchons donc maintenant la commande comme un feedback ¢; : X; — Uy.
Et nous pouvons alors écrire des conditions du type Karush-Kuhn-Tucker des problemes (SP;)
et (SPy) (PMSY) et (PMS3)).

Cependant, 'apparition de la dérivée du feedback ¢} dans ces conditions nous pose des
problémes théoriques (sous quelles hypotheses le feedback optimal sera C!?) et pratiques (le
plus souvent le feedback optimal n’est pas dérivable, voire continu!). Le résultat du théoréme
11.30 nous permet alors d’exhiber des conditions d’optimalité qui ne font pas intervenir la dérivée
du feedback mais la dynamique de la dérivée de la fonction de Bellman (qui a une interprétation
pratique : colit marginal).

Les différentes approches suivies au cours de ce chapitre, ainsi que les différentes conditions
d’optimalité nous ont permis de traduire la structure d’information du systeme. Cependant,
nous restons toujours dans le cadre d’espaces de dimensions infinies, 'application numérique
directe de ces approches n’est donc pas possible sans effectuer au préalable une discrétisation
des variables aléatoires (dans le cadre d’une interprétation algébrique) ou des fonctions (dans
le cadre de l'interprétation fonctionnelle). Dans les prochains chapitres, nous nous intéresserons
alors a différents aspects de cette discrétisation.






CHAPITRE III

Estimation de I’espérance conditionnelle

Les problemes d’optimisation stochastique sont des problemes d’optimisation en dimension
infinie. Outre la phase d’optimisation, une phase d’approximation est nécessaire pour leur résolu-
tion numérique. Dans un probleme type d’optimisation stochastique (I.1), il s’agit d’approximer
a la fois 'opérateur d’espérance dans la fonction colit a minimiser ainsi que la contrainte d’in-
formation.

Pour répondre a cette problématique d’approximation, plusieurs travaux ont été inspirés de
I’approche Monte-Carlo. L’approche par chroniques organisées en scénarios arborescents a ainsi
été développée. Nous nous référerons surtout aux divers travaux du groupe SOWG sur ce sujet,
a savoir principalement la these de K. Barty [7], nous renvoyons aussi le lecteur aux travaux de
G. Ch. Pflug [81], de W. Romisch [52] et de J. Dupacova [44].

Cette approche permet d’effectuer simultanément 'approximation de ’espérance de la fonc-
tion cout ainsi que la contrainte d’information qui est supposée étre prise en compte par la
structure arborescente des scénarios. Cependant, une difficulté majeure de cette méthode vient
limiter ses performances par rapport a I’approche programmation dynamique traditionnelle. En
effet, 'approche par chroniques organisées en scénarios arborescents est dans 'incapacité de
fournir directement la solution du probléme sous forme de loi de feedback.

La question de la synthése de feedback a posteriori & partir des résultats obtenus par ’ap-
proche scénarios arborescents a été au coeur de plusieurs travaux entrepris au SOWG. Dans cette
approche, nous sommes confronté a un dilemme : au début de ’arbre de scénarios, le futur du
modele est riche et les valeurs obtenues sur les différents noeuds de ’arbre sont de bonne qualité,
mais malheureusement ce nombre de noeuds reste modeste (le nombre de nceuds & chaque instant
étant le nombre de points dont on dispose pour inférer une loi de commande en feedback a cet
instant). Il augmente au fur et a mesure que nous avangons dans l’arbre mais simultanément
la qualité se dégrade car le futur tend a s’approcher de la situation déterministe. L’idéal serait
d’avoir le méme nombre de noeuds du début de ’horizon d’optimisation jusqu’a sa fin; en méme
temps il faut éviter d’optimiser indépendamment sur chaque chronique et supposer ainsi un futur
déterministe des le début de ’arbre.

Une approche, basée sur des méthodes de maillage (mesh methods), a été développée par
M. Brodie et P. Glasserman pour essayer de remédier a ce probleme [25]. L’idée est d’étendre
I'information disponible a un noeud particulier de 'arbre a tous les noceuds voisins ; un poids est
alors donné a chaque nceud et une moyenne pondérée est faite. Cette moyenne peut étre vue
comme ’approximation de ’espérance conditionnelle en ce nceud particulier de I'arbre sachant
les trajectoires passées.

Nous essayons, dans ce présent mémoire, de reprendre cette idée générique et d’apporter une
alternative aux techniques de discrétisation par arbres de scénarios. La procédure proposée est la
suivante : une collection de scénarios est générée et il s’agit de considérer cette collection comme le
support discret de la loi de probabilité des variables impliquées dans le probleme de départ. C’est
Papproche particulaire : en partant de 1’écriture des conditions d’optimalité (décrites dans le
chapitre II) et de formules d’estimation d’espérance conditionnelle, nous pouvons éviter la phase
de quantification des chroniques et passer a une discrétisation directe des conditions d’optimalité.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de présenter cette procédure de résolution numé-
rique d’un probléme d’optimisation stochastique motivant ainsi le recours a des estimateurs de
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I’espérance conditionnelle. Nous ferons, ensuite le point sur les différentes méthodes numériques
permettant de traiter ces espérances et espérances conditionnelles, soit au niveau de la fonction
objective et des contraintes, soit au niveau des conditions d’optimalité. Pour cela, nous présen-
terons un éventail de méthodes d’approximation fonctionnelle d’une densité de probabilité et
d’une densité conditionnelle. Nous nous intéresserons, dans la derniere section, a I’approxima-
tion de 'opérateur d’espérance conditionnelle dans un cas univarié et dans le cas le plus général
multivarié.

I11.1. Motivations

Reprenons le probleme type d’optimisation stochastique (I.1). Nous nous donnons ainsi un
espace de probabilité (2, F,P) et nous nous intéressons a la minimisation de I'espérance d’une
fonctionnelle colt notée j : UxZE — R, ou U est 'espace des commandes et = ’espace des bruits.
Cette minimisation est faite par rapport & une commande (U : Q — U) € U def 72 (Q,F,P;U),
respectant une contrainte d’information modélisée par la mesurabilité par rapport a une variable
aléatoire d’observation Y : {2 — Y et une contrainte d’admissibilité :

. def .
minJ(U) = E|j(U,§)],
(I11.1) Ueu [ ]
sous U e U nymes,

def

ot U2 un sous-ensemble convexe fermé de U et U™ = {U € U, U =< Y}, un sous-espace

vectoriel fermé de U tel que IT;jaa (U™S) C U™,

Le probléeme (III.1) est un probleme d’optimisation en dimension infinie. Une étape d’approxi-
mation est alors nécessaire. Deux possibilités se présentent : optimiser d’abord, puis approximer
ou approximer d’abord, puis optimiser.

II1.1.1. Optimiser d’abord, puis approximer. Nous avons vu dans le chapitre II (pro-
position 11.4) que si U € U est une solution de III.1 alors elle vérifie I'’équation suivante :

E[V.uj(U,€) | Y] € =08a(U),
Pour résoudre le probleme (III.1) il reste alors a approximer cette espérance conditionnelle.

En posant f[*i[ | -] : U x Y — U Vopérateur d’espérance conditionnelle approximé, il nous reste
donc a effectuer une étape d’approximation et résoudre :

E[V.j(U,€) | Y] € ~00,ua(U).
I11.1.2. Approximer d’abord, puis optimiser. Nous cherchons, ici, a approximer la

contrainte de mesurabilité dans (III.1) (U <Y <« U =E[U | Y]). Enposant E[- | -] : UXY — U
l'opérateur d’espérance conditionnelle approximé, il s’agit de résoudre :

minJ(U) o E[j(U,¢)],

UelU
(IL.2) sous U =E[U |Y],
U eu™.
En supposons que E[- | -] est un opérateur linéaire auto-adjoint vérifiant I1;jaa (@) C Umes
ou

——— def

Ums = {U eld, U=E[U|Y]}cu™,

on montre, exactement de la méme maniere que dans la proposition II.4, que si U est solution
de (II1.2) alors :

E[V.j(U,&) | Y] € ~95,a(U).
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Il est alors évident que sous ces hypotheses sur I'opérateur d’approximation de I’espérance
conditionnelle, nous avons 1’équivalence entre ’approche approximer la contrainte d’informa-
tion d’abord puis optimiser (A-O) et celle optimiser d’abord ensuite approximer les conditions
d’optimalité (O-A).

REMARQUE III.1 (Décomposition d'un estimateur de ’espérance conditionnelle). Générale-
ment 'opérateur d’approximation E se décompose en deux opérateurs : E=Ro Q.

~ Q:UxY — UN x Y cest un opérateur de quantification ou d’échantillonnage (sampling

en Anglais) associant aux variables aléatoires N particules obtenues par un tirage de type
Monte-Carlo,
— R:UN x YN — U/ un opérateur d’interpolation-régression qui utilise les particules tirées
pour générer une nouvelle variable aléatoire.
Dans la suite nous appellerons estimateur de ’espérance conditionnelle de U : €} — U sachant
Y : Q — Y & partir de particules (U?, Y");—1 ... x5, une fonction 7: Y — U tel que :
FoY YrY)=RBU|Y]=RoQWU,Y)=R((U)iz1.. 5, (Y)iz1.. n), P—pis..
¢

REMARQUE II1.2. L’approximation de I’espérance conditionnelle peut, elle méme, étre vue
comme un probleme de résolution numérique d’un probleme d’optimisation stochastique. En
effet I'opérateur d’espérance conditionnelle peut étre vu comme un projecteur sur I’ensemble des
variables aléatoires mesurables par rapport au conditionnement :

E[U | Y] = arg min U - V.

Estimer un opérateur d’espérance conditionnelle est alors équivalent a résoudre numériquement
un probleme d’optimisation stochastique. ¢

La question qui se pose maintenant est : comment évaluer cet opérateur approximé de 1’es-
pérance conditionnelle? Afin d’apporter des éléments de réponse a cette question, nous pré-
senterons une breve revue de la littérature. Nous commencerons par les méthodes d’estimation
de densité et de densité conditionnelle qui ont inspiré les estimateurs d’espérance condition-
nelle. Loin d’étre exhaustif, cet inventaire traitera uniquement des méthodes d’estimation dites
non-paramétriques.

I11.2. Estimation de densité

DEFINITION II1.3 (variable aléatoire & densité). Soit X : Q — X, une variable aléatoire. On
dit que X est une variable aléatoire & densité s’il existe une application p : X — R (appelée
densité de X), tel que pour toute fonction continue bornée 1) : X — R nous avons que :

E[)(X)] = /X (e)pl(a)d.
¢

Les méthodes d’estimation de densité sont largement traitées dans la littérature. Nous fai-
sons surtout référence aux travaux de B.W. Silverman [105] faisant 'inventaire des différentes
méthodes et donnant les principaux résultats asymptotiques pour différents estimateurs. D’une
maniere plus générale, 'estimation d’une densité peut étre vue comme une estimation fonction-
nelle. Nous renvoyons le lecteur a l'ouvrage de Prakasa Rao [88] offrant un traitement plutot
approfondi sur le sujet de I'estimation fonctionnelle non-paramétrique.

Dans cette section, nous posons (2, F,P) un espace de probabilité. X : Q@ — X une variable

aléatoire a densité p inconnue et a valeurs scalaires (X def R). Un tirage de particules de la

variable aléatoire X est une collection de IV réalisations de cette méme variable aléatoire. Nous
notons la collection de ces particules : {X"*, i =1,---,N}. Nous cherchons alors a estimer la
densité de probabilité inconnue de X.
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II1.2.1. Estimation par histogrammes. La plus simple des estimations non-
paramétriques de densité est 1’estimation a histogrammes. Bien que pas tres souvent utilisée
en pratique, elle est largement reprise dans tous les ouvrages faisant I'inventaire des dites mé-
thodes.

Nous notons I la fonction indicatrice d’ensemble (Ia(z) =0siz ¢ A, Ia(z) =1sixz € A) et
par |z] la partie entiere d’'un réel x.

Soit X :  — R, une variable aléatoire sur (2, F,P) a densité inconnue p : R — Ry, et
soient {X%,i=1,---, N}, N réalisations indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de
X.

Etant données une origine t € R et une largeur de fenétre h € R les fenétres de I'estimateur
a histogrammes sont données par : [t—l—mh, t+(m+1)h [, pour tous les entiers m € Z. L’estimateur
s’écrit alors :

(IIL.3) p(x) o ﬁ(nombre de particules X’ dans la méme fenétre que ).

Plus formellement, nous pouvons donner cette définition pour I'estimateur & histogrammes

pour la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

DEFINITION II1.4 (Estimateur & histogrammes). Soit X : Q@ — R, une variable aléatoire
sur (€, F,P) a densité inconnue p : R — Ry, et soient {X% i = 1,---, N} N réalisations
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Etant donnés deux paramétres (h,t) €
R, x R, l’estimateur & histogramme de p en un point € R est donné par :

N
. 1
p(z) = Nh ;H{x@&l—xh—tjl_xi—tj}(x)'

h

¢

La grille donnant naissance a ces fenétres peut étre a pas fixes ou variables. Cette définition
peut alors étre étendue en faisant varier la largeur de fenétre h :

def 1 (nombre de particules X dans la méme fenétre que ZL‘)

I11.4 p(r) = —
( ) p(z) N (largeur de la fenétre contenant a;)

IT1.2.2. Estimation naive. Soit X : Q — R, une variable aléatoire sur (2, F,P) a densité
inconnue p : R — R, et soient {X%,i =1,---, N}, N réalisations indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.) de X.

A partir de la définition de la densité de probabilité d’une variable aléatoire X de densité p
nous pouvons écrire que :

b
Y(a,b) € R* a <b, P(a<X<b)=/p(z)dx,

et donc : )
z)=lim —Plx —h< X <z+h).
p(z) h—0 2h ( )
Pour tout scalaire positif h, nous pouvons naivement estimer la probabilité d’étre dans
I'intervalle |x — h,z + h[ par la fraction de nombre de particules se trouvant dans ce méme
intervalle. Un estimateur naturel p de la densité p peut étre donné par :

o) <

2Nh

Pour mieux exprimer cet estimateur nous définissons une fonction noyau de la maniere
suivante :

(I1L.5) (nombre de particules X* dans |z — h,z + h]).

K(x) def Ijz)<1y () _ T osifz[ <1,
2 0 sinon.



II1.2. ESTIMATION DE DENSITE 39

Nous en déduisons cette définition de 'estimateur naif d’une densité.

DEFINITION IIL.5 (Estimateur naif). Soit X : Q@ — R, une variable aléatoire sur (2, F,P)
A densité inconnue p : R — R, et soient {X*,i = 1,--- , N} N réalisations indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Etant donné un parameétre h € Ry, estimateur naif de
p en un point x € R est donné par :

N .
. 1 X' —x
P(ﬂf)—Nhiz;K< h >,

olt : K(z) = i) ‘

Cette définition nous permet de faire le parallele entre l'estimateur naif et ’estimateur a
histogrammes. En effet I’expression de la définition I11.4 et celle de la définition II1.5 sont tres
proches sauf que les fenétres de 'estimateur naif sont centrées sur les particules tirées alors que
celles de 'estimateur a histogrammes sont données a priori. De plus, dans le premier cas, une
particule ne sert qu’une et une seule fois dans ’estimation de la densité en un point; dans le
second cas, la méme particule peut servir dans ’estimation de la densité en plusieurs points.

L’expression de la définition II1.5 nous permet de généraliser I'expression d’un estimateur
non-paramétrique de la densité d’une variable aléatoire. Nous verrons par la suite que la plupart
des estimateurs s’inscrivent sous cette formulation.

I11.2.3. Estimation & noyaux. Les estimateurs & histogrammes et estimateurs naifs ren-
voient a une expression approximée de la densité qui n’est pas continue. L’estimateur a noyaux
(Kernel Density Estimator) peut alors étre vu comme un lissage de ces deux derniers estima-
teurs. L’idée de cette technique est d’étendre 'influence de chaque particule de I’échantillon a
une zone environnante en placant un noyau centré en chacune de ces particules.

Nous remplagons la fonction indicatrice dans la définition II1.5 de I'estimateur naif par un
noyau K continu qui satisfait : [, K(x)dz = 1. Le plus souvent K sera pris comme une densité
symétrique de probabilité.

DEFINITION IIL.6 (Estimateur & noyaux (KDE)). Soit X : Q — R, une variable aléatoire
sur (2, F,P) & densité inconnue p : R — Ry, et soient {X% i = 1,---, N}, N réalisations
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Etant donné un parametre h € R,
Pestimateur & noyaux de p en un point € R (Kernel Density Estimator) est donné par :

ﬁ(m)—]j,é/c(xih‘x).

¢

Le parametre h est le parametre de largeur de fenétre. Si h tend vers 0 (figure II1.1) Pesti-
mateur tend vers une somme de fonctions Dirac et chaque particule contribue indifféremment a
Pestimation ; inversement, plus h est grand, plus I'estimation est floue (figure I11.3) et toutes les
particules contribuent simultanément a ’estimation. Un choix optimal de la largeur de fenétre
h doit alors étre fait pour que les particules contribuent avec des poids différents a I’estimation
(voir la section III.3).

I11.2.4. Estimation des plus proches voisins. L’estimateur des plus proches voisins
(k-Nearest Neighbour) représente une tentative d’adapter le degré de lissage a la densité locale
des données. Ce degré de lissage est controlé par un entier k € N, choisi trés petit par rapport
a la taille N de ’échantillon. En posant d(z,y) = |z — y| la distance entre deux points z € R
et y € R, nous notons pour tout réel 2 € R les distances aux particules {X% i =1,---, N}
rangées dans ’ordre croissant :



40 III. ESTIMATION DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE

DEFINITION II1.7 (Estimateur des plus proches voisins (k-NN)). L’estimateur au k-ieme plus
proche voisin de la densité de probabilité de X en un point x € R s’écrit :

k

P) = SNa@)”

¢

Pour comprendre cette définition, nous supposons que la densité de probabilité de X en
un point x est p(z). Pour un échantillon de taille N, nous nous attendons a ce que 2Nhp(z)
particules se trouvent dans l'intervalle |x — h, x4 h[ (voir la section IT1.2.2 traitant de ’estimateur
naif). D’un autre coté, par définition de l’estimateur des k-plus proches voisins, nous avons que
exactement k particules se trouvent dans intervalle |z — di(x),x + di(z)[, une approximation
de la densité en z peut alors étre obtenue par :

k = 2Ndy(z)p(z).

Contrairement a ’estimateur naif qui est controlé par la taille de la fenétre, 'estimateur des
k-plus proches voisins est controlé par le nombre de particules dans chaque fenétre dont la taille
est automatiquement ajustée. Comme dans la section I11.2.2, I’estimateur des k-plus proches
voisins peut s’écrire :

N
~ Xz_x
p@) Ndk ;’C< >
Oﬁ:K(m)zw_

IT1.2.5. Estimation par noyaux variables. En reprenant les idées de l'estimateur a
noyaux, nous pouvons considérer une généralisation de ’estimateur des k-plus proches voisins.

Nous remplagons la fonction indicatrice dans la formule de l'estimateur naif (II1.2.4) par
un noyau K lisse qui satisfait : [, K(x)dz = 1. Le plus souvent K sera pris comme une densité
symétrique de probabilité.

DEFINITION II1.8 (Estimateur & noyaux variables). Soit X : Q@ — R, une variable aléatoire
sur (2, F,P) & densité inconnue p : R — Ry, et soient {X% i = 1,---, N}, N réalisations
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de X. Etant donnés deux parametre (k, h) €
N x R, lestimateur & noyaux variables de p en un point « € R est donné par :

N N
1 1 X'—z
N; hdivklc ( hd 1, > ’

ou d; , est la distance de la particule X ¢ & son k-ieme plus proche voisin. ¢

I11.2.6. Estimation a séries orthogonales. C’est un cas particulier des estimateurs a
ondelettes, assez utilisées en traitement de signal. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur
a louvrage de B.W. Silverman [105], a 'ouvrage de S. Mallat [68], aux articles de M. Vannucci
[112] [113], de O. Renaud [89] et de I. Daubechies [35] qui traitent de I’estimation de densité
par la méthodes des ondelettes. Nous nous contenterons ici de présenter un cas particulier de ces
estimateurs a ondelettes : I'estimation par séries de Fourrier.

L’idée ici est de considérer la densité a estimer comme une fonction d’un espace de Hilbert
H (p € H) et d’approximer cet espace a I’aide d’une famille connue de fonctions de cet espace.

DEFINITION I11.9 (Famille orthonormée de fonctions). Une famille {¢y }rer d’éléments d’un
espace de Hilbert H est dite orthonormée si (¢r, ¢1)yy = Ok, Ve, I € I, 01t 6y = 1si k =1 et
0k = 0si k # 1 (symbole de Kronecker). ¢
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Soit {¢x }rer, une famille orthonormée de fonctions. Chaque élément h € H peut étre estimé
par hy de la facon suivante :
hv =Y ardy,

kel

o ap = (h, ¢r)4 est appelé coefficient de Fourier associé a 1'’élément de base ¢p. Si V est le
sous-espace engendré par (¢ )rer, alors hy est la projection de h sur V, notée hy = Pyh. Clest
le meilleur estimateur de h dans V' dans le sens ot [|h — hy || < ||h = Y 4e; HkgkaH, pour tout
vecteur de coefficients 6.

Supposons que p est une densité de probabilité sur [0, 1] que nous voulons estimer. L’idée
est d’estimer p en estimant les coefficients de son développement de Fourier.

Soit (¢ )ken, une famille orthonormée de fonctions de base. La fonction p peut alors étre
représentée comme une série de Fourier Zﬁi% PrOk, avec :

1
(I1L.6) P = / p(z)dk(z)dz.
0
Soit, maintenant, X une variable aléatoire de densité p. L’équation (III.6) peut alors s’écrire :
pr = E [¢x(X)].
Un estimateur naturel non biaisé de p;, basé sur des échantillons X!, --- , XV de p s’écrit :

1 .
P = > on(XY).
=1

Cependant, la somme 3 p . ne sera pas un bon estimateur de p mais convergera vers une
9 k=0 rk X
somme de fonctions de Dirac aux points X*. En effet, soit la fonction w suivante :

N
def 1 i
(I1L.7) w(zr) = N E_l iz — X1,
ou ¢ est la fonction de Dirac. Pour chaque k € N, nous avons que :

1
B = | wl)ons

Les fonctions pj, représentent bien les coefficients de Fourier de la fonction w.

Comme nous ne pouvons pas estimer un nombre infini de parametres avec un nombre fini
de particules, pour obtenir un bon estimateur de p, il est nécessaire de lisser la fonction w en
appliquant un filtre passe-bas a la série (py)ren. La maniere la plus simple est de tronquer la
somime Z;ﬁg D¢k Nous choisissons alors un entier ¥ € N et nous définissons Iestimateur p
par :

(IIL8) P(z) = Prow().
k=0

Ce type d’estimation peut étre généralisé a toute famille libre de fonctions. Cependant,
méme s’il garantit la régularité de I'estimateur, il ne garantit pas le fait qu’il soit une densité
de probabilité (positif d’intégrale unitaire). Un choix convenable des propriétés de la famille de
fonctions de bases doit alors étre fait.

IT1.3. Caractéristiques asymptotiques de ’estimateur de densité a noyaux

Nous nous proposons de caractériser l’erreur engendrée par un estimateur p d’une densité
de probabilité p par lerreur quadratique moyenne (Mean Squared Error, MSE) et l'erreur qua-
dratique moyenne intégrée (Integrated Mean Squared Error, IMSE).
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DEFINITION I11.10 (Erreur quadratique moyenne). Soit X : Q — X, une variable aléatoire &
densité p : X — R4, et soit p : X — R, un estimateur de cette densité nous définissons I’erreur
quadratique moyenne en tout point x € X par :

MSE.(p) © E|(B(x) - p())”].
¢

DEFINITION II1.11 (Erreur quadratique moyenne intégrée). Soit X : Q@ — X, une variable
aléatoire a densité p : X — R, et soit p : X — R, un estimateur de cette densité nous
définissons 'erreur quadratique moyenne intégrée par :

SE®) < | B[ () - ple)?]de
¢

Il s’agit dans cette section de calculer I’erreur quadratique moyenne et ’erreur quadratique
moyenne intégrée de l'estimateur a noyaux d’une densité et d’identifier le choix optimal de
largeur de fenétre a utiliser.

Nous nous intéressons ici au cas ot X = R%. En reprenant les mémes idées que précédemment,
nous réécrivons ’estimateur & noyaux d’une densité.

DEFINITION II1.12. Soient X',..., XV € R% N réalisations i.i.d. d’une variable aléatoire

X :0 - X Rdy densité p. Etant donné un parametre de largeur de fenétre h € Ry,

I’estimateur a convolution de noyaux de p en z s’écrit :

N .
. 1 z— X"

ou K : X — R est un noyau pair d’intégrale unitaire. ¢

Le théoreme qui suit donne les valeurs optimales de la largeur de fenétre h et de 'IMSE.

THEOREME II1.13. Soit X : Q — R?, une variable aléatoire & densité inconnue p continue
dérivée seconde de carré intégrable et dérivée troisieme bornée. Soient (Xi)izl,...,N, un échan-
tillon de N particules i.i.d. de X et h € Ry, un paramétre de largeur de fenétre. Nous notons
P un estimateur de convolution de noyaux de p. Le choix asymptotique optimal de largeur de
fenétre h, pour N — 400, est donné par :

(IIL9) . ( d [ra K(t)2dt 2 >d+4 Y (N_dﬁ) |
N [ga (Tr (V2p(2) [pattTK(t)dt))” da
(IIL.10) IMSE* = O (N—d%) ,

ou Tr désigne lopérateur trace d’une matrice et V? désigne le Hessien d’une fonction.

Démonstration : Nous commencerons par donner la moyenne de I’estimateur. Nous avons que :
N 4
. 1 x— X"
]E[P(f)]E[th;’C< 5 )]7
1 z—X
=E|=K|—— )|,
e ()
_ i/ K r—y (y)d
=0 ) | py)dy,

1 Yy—
= 7d e K (h) p(y)dy,
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en faisant le changement de variable suivant :

nous trouvons :
E[p(z)] = | K(t)p(z+ ht)dt.
R4
Nous avons en outre pour h — 0 qu'il existe z¢ € R? tel que! :

1 1
p(z + ht) = p(x) + ht " Vp(z) + §h2tTV2p(x)t + éhBD(B)p(a:o)(t, t,t),

1 1
= p(x) + ht " Vp(z) + §h2Tr (V2p(z)tt") + EhBD(B)p(mo)(t, t,t) ;

la moyenne de I'estimateur s’écrit alors :

E[p(e)] = p(z) [ K(t)dt+h (Vp(z)T /

Rd R4

tIC(t)dt +%h2Tr (Vzp(:v)/ ttUC(t)dt) + o(h?),
Rd

=1 =0
et le biais :
biaisy, () = E[p(z) — p(x)],

1
= SR (va(x) / tt%(t)dt) +o(h?),
Rd
= O(h?).
Pour la variance de I'estimateur, nous avons :
N ,
1 r— X'
Varh(ZE) = var [W ;’C < >‘| s

1 1 z—X
—Var[lC< N

h
v [k (45)
- % | (e (555)
= Lo (o (5

_ ﬁ / K(tp(a + ht)dt — 5 (B B()])’

Pour N — +o00, nous avons que :

vary (x) = if(—zg /]Rd K(t)2dt + O(Nlhd).

Calculons maintenant I’erreur quadratique moyenne intégrée, nous avons :
IMSE = / ((biaish(x))2 + varh(x)> dz,
Rd

h’4 2 T 2 2 1 2 1
-5/ (Tr (v p(x)/Rdtt K(t)dt)) ot o(h?) + g | K01+ o).

Pour trouver ’estimateur optimal, nous minimisons ’erreur quadratique moyenne intégrée par rapport a
la largeur de fenétre h. La dérivée de 'IMSE s’écrit alors :

OIMSE _ 4 ) . 2 d )
o~ /R (TY (v p(x)/Rdtt K(t)dt)) dr — /RdIC(t) dt,

la fonction étant bien convexe en h, en écrivant que cette dérivée est nulle en h*, nous trouvons le résultat
voulu. |

10On note par D™ f(x)(hi,--- , hn) la dérivée n-itme de f dans les directions h
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Nous avons ainsi montré que les estimateurs a noyaux d’une densité sont sensibles a la dimen-
sion de ’espace sous-jacent. En effet I’erreur quadratique moyenne optimale de ces estimateurs
est croissante en fonction de la dimension d de I'espace X.

ExeMPLE II1.14 (Estimation de densité par noyaux (dim(X) = 1)). Soit X, une variable
aléatoire a valeurs scalaires suivant une loi normale de moyenne nulle et d’écart type ox = 1.
La densité de probabilité de X est notée p et s’écrit :

1 z?
p(.ﬁU) = m €xXp — ? .
Soient {X ‘i=1,---,N }, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement distribuées

i.i.d.) de X. Etant donnés un parametre h € R et un noyau KC(x def 1 exp —ﬁ, I’estimateur
+ Vor 2

a noyaux de p en un point x € R est donné par :

N .
1 X' —x
p(r) = — K .
P =y K ()
Les figures III.1, TI1.2 et I11.3 représentent 1’estimation de cette densité p par p pour différentes
valeurs possibles de la largeur de fenétre h.

BV -

Fiec. III.1. Fic. III.2. Fiec. III1.3.
Estimation Estimation Estimation
de densité a de densité a de densité a
noyaux pour noyaux pour noyaux pour
h = 0.01 et h = 0.5 et h = 5 et
dim(Y) =1 dim(Y) =1 dim(Y) =1

Nous remarquons ainsi qu’'une largeur de fenétre trop petite conduit a 'apparition de sin-
gularités (voir figure III1.1). Cependant, une fenétre trop large (voir figure I11.3) conduit a un
grand biais. Un choix optimal de la largeur de fenétre en fonction du nombre de particules tirées
est alors a faire (voir figure I11.2). ¢

REMARQUE III.15. Des résultats similaires existent pour les estimateurs a histogrammes
[105]. Le fait que les particules ne servent qu’une seule fois (et pas pour 'estimation de plusieurs
valeurs de la densité) se traduit par une dégradation de 'IMSE par rapport aux estimateurs a
noyaux.

Soit X : Q — R, une variable aléatoire a densité inconnue p. Soit (X i)izl,... N, un échantillon
de N particules i.i.d. de X et p un estimateur & histogrammes de p :

N
R 1
p(r) = M;H{L“‘tJLXZL‘tJ}(x)'

h i

Le choix asymptotique optimal pour h est donné par :
1

(I11.11) h = (R(Gp/)> TN
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2
N7s.

=

(111.12) IMSE* = <i) : R(p)

I11.4. Estimation de densité conditionnelle

DEFINITION II1.16 (Densité conditionnelle). Soient U : Q — Uet Y : Q — Y, deux variables
aléatoires. Supposons qu'il existe une fonction g(- | -) : Ux Y — R, telle que pour toute fonction
continue bornée ¢ : U — R nous avons que :

E[¢(U) Y =y] = /w g(u | y)du

alors g est appelée densité conditionnelle de U sachant Y. ¢

REMARQUE IIL.17. SiU : Q2 —-Uet Y : Q2 — Y sont deux variables aléatoires de densité de
couple f: U x Y — Ry alors :

f (u y)
gluly) = fU o
est la densité conditionnelle de U sachant Y, p(y fU u, y)du étant la densité marginale du
conditionnement Y. ¢

Plusieurs estimateurs de densité conditionnelle, inspirés des estimateurs de densité, sont
présents dans la littérature. Dans cette section, nous présenterons l’estimateur & noyaux de
densité conditionnelle. Nous nous inspirerons des travaux de M. Rosenblatt [99], de M. Robinson
[91] et de Wolfgang Hardle [51] qui apportent les notions et fondements de la théorie de la
régression non-paramétrique par la méthode des noyaux. Nous présenterons, en outre, différents
résultats asymptotiques tirés des articles de Rob J. Hyndman [58] et [57] ainsi que de 'ouvrage
de Sidney C. Port [86].

Soit (U@',Yi)i:h’N

riables aléatoires (U, Y) avec U : Q- U R et Y : Q0 — Y RY. La densité du couple est
notée f(-, fU u,y)du étant la densité marginale de la variable aléatoire Y et g(- | -)
la den81te de probablhte conditionnelle de U sachant Y. Nous cherchons a estimer cette densité
conditionnelle.

DEFINITION TI1.18 (Nadaraya-Watson en multivarié). Soient (U, Y1), ..., (UN, YY), N réa-

lisations i.i.d. de deux variables aléatoires U : Q@ — U & Rt et YV : 0 — Y X def R% 3 densité de
couple f, et soit p, la densité marginale de Y. L’estimateur de Nadaraya-Watson de la densité
conditionnelle g de U sachant Y s’écrit :

~ 1 N 1 —Ut y-Y?
R (u,y) NZi:l hdu+dy’c<uh ’yh )
atu ) = L0t L
N Zz 1 hdy ( h )

ou K : UxY — Ret L :Y — R sont deux noyaux pairs d’intégrales unitaires, tel que
L(y) = [ K(u,y)du, et h € Ry le parametre de largeur de fenétre. ¢

un échantillon de N particules, réalisations i.i.d. d’'un couple de va-

Il s’agit maintenant de choisir le parametre de largeur de fenétre de fagon a minimiser une
erreur quadratique moyenne de cet estimateur. Nous faisons pour cela référence aux résultats de
Rob J. Hyndman [58].

THEOREME II1.19. Le choix asymptotique optimal de largeur de fenétre h, pour N — +oo
de l'estimateur de Nadaraya-Watson est donné par :

1
h* _ <2_BA) doy,+dy+4 N_ du+;y+4 — O <N_ du+¢1iy+4> )
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L’erreur quadratique moyenne optimale induite s’écrit alors :
. 4
IMSE::O(N’mﬁ%H),

avec !

1
A= /]Rdu /Rdy 2p(y) <Tr(Vuuf(u, Y)K20) + 2Tr(Vauy f(u, y)K11)

TRV 5)K02) — g | ymwp@)cz))dudy

/ f(u, y) </ K*(u, y)dudy> dudy.
ru Jray P(Y Redu JRy

Démonstration : La preuve se fait exactement de la méme maniere que celle du théoreme I11.13 en
utilisant [86, Proposition 31.18]. Nous renvoyons le lecteur & [58] pour les détails. |

II1.5. Estimation d’espérance conditionnelle

Nous nous intéressons dans cette section a l’estimation de ’espérance conditionnelle. Nous
nous donnons deux variables aléatoires U : 0 — U et Y : Q — Y sur un espace de probabilité
(Q, F,P), et nous nous proposons d’estimer l'espérance conditionnelle de U sachant Y. Cette
espérance conditionnelle peut étre vue comme une fonction r : Y — U telle que :

r(y) =E[U|Y =y

Différents types d’estimateurs de la fonction r, ainsi définie, peuvent étre trouvés dans la
littérature. Nous nous contenterons ici d’en présenter les trois principaux : I’estimateur des plus
proches voisins, 'estimateur des plus proches voisins modifié et I’estimateur a noyaux. Pour
ce dernier, nous présenterons quelques résultats asymptotiques. Nous proposerons, aussi, un
estimateur de ’espérance conditionnelle inspiré par la méthode des éléments finis.

IT1.5.1. Estimation des plus proches voisins. L’estimateur des plus proches voisins
s’inspire de lestimateur des plus proches voisins d’une densité (voir définition I11.7). Il est défini
de la fagon suivante.

DEFINITION I11.20 (Estimateur des plus proches voisins). Soient U : @ - Ret Y : Q — R,
deux variables aléatoires scalaires. Soient (U, Y1), ..., (UV, YY), N réalisations i.i.d. du couple
(U,Y). L’estimateur des k-plus proches voisins de 1’espérance conditionnelle de U sachant Y
en un point y s’écrit :

L
ﬁij XIW
= ZEJ

avec :

{f,j siieJ(y),

0  sinon,

et
J(y) ={i tel que Y est 'un des k plus proches voisins de y}.
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IT1.5.2. Estimation des plus proches voisins modifiée. L’estimateur des plus proches
voisins modifié s’inspire de Iestimateur a noyaux modifié d’une densité (voir définition IIL.8). Il
est défini de la facon suivante :

DEFINITION I11.21 (Estimateur des plus proches voisins modifié). Soient U : @ — Ret Y :
Q) — R, deux variables aléatoires scalaires. Soient (U, Y1), ... (UY, YY), N réalisations i.i.d.
du couple (U,Y). L’estimateur des k-plus proches voisins modifié de I’espérance conditionnelle
de U sachant Y en un point y s’écrit :

1 & .
Py) =5 D miru)U",
=1

avec : _
y=Y*
Tin(y) = ,C(dk(y))
v 1N Y'Y\’
N Ziil IC (%k(y) )
ou di(y) est la distance de y & sa k-iéme plus proche particule et I un noyau. ¢

REMARQUE II1.22. En prenant un noyau tel que K(y) = %]I|y|§1(y). L’estimateur des plus
proches voisins de ’espérance conditionnelle de U sachant Y peut alors s’écrire comme [’esti-
mateur des plus proches voisins modifié. ¢

I11.5.3. Estimation a noyaux. Soient U : ) — Uet Y : ) — Y, deux variables aléatoires
scalaires de densité de couple f: U x Y — Ry et soit p: Y — R, la densité marginale de Y.
Nous cherchons a estimer I'espérance conditionnelle de U sachant Y. Nous avons que :

_ fIU uf(u,y)du

ply)
Il s’agit alors d’estimer a la fois le numérateur et le dénominateur par la méthode des noyaux
pour l'estimation de densité (voir définition II1.6).

D’une maniere équivalente, 1’estimateur a noyaux de l’espérance conditionnelle peut étre
vu comme résultant de deux étapes d’approximation. La premiere ou nous estimons la densité
conditionnelle g de U sachant Y par la méthode des noyaux (voir définition I11.18) et la deuxieme
ol nous approximons l'intégrale dans la formule (II1.13) par un Monte-Carlo.

DEFINITION II1.23 (Estimateur & noyaux (KCEE)). Soient U : @ — UetY : Q — Y,
deux variables aléatoires. Soient (U, YY), ..., (UYN, YY), N réalisations i.i.d. du couple (U,Y).
L’estimateur a noyaux de ’espérance conditionnelle (Kernel Conditional Expectation Estimator,
KCEE) de U sachant Y en un point y s’écrit :

(I11.13) r(y) =E[U |Y =y]

1Y .
T(y) =+ Z mi(y)U",

avec : ‘
y=Y"
o )
\Yy) = —,
1 N -Y
N2 K (y D >
ou h € R, est la largeur de fenétre considérée, et K un noyau (pair d’intégrale unitaire). ¢

Il s’agit maintenant de choisir le parametre h de largeur de fenétre d’une maniere optimale :
en minimisant une erreur quadratique moyenne.
Soit (UZ, YZ) _ un échantillon de NV particules, réalisations i.i.d. d’un couple de variable

=1, ,N”
aléatoires (U,Y) avec U : Q@ — U T Rd oty : 0 — Y X RY. La densité du couple est noté

fG,), ply) = fU f(u,y)du étant la densité marginale de la variable aléatoire Y. Nous cherchons
a estimer l'espérance conditionnelle de U sachant Y. Nous faisons pour cela référence a [99]
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THEOREME I11.24. Le choiz asymptotique optimal de largeur de fenétre h, pour N — +oo,
de l'estimateur a noyaux de l’espérance conditionnelle est donné par :

1
h = <f4> Y NTEE = o (N,

L’erreur quadratique moyenne optimale induite s’écrit alors :
__4
IMSE* = © (N dy+4) :

avec :

1
A= /Y <2p(y)lC2 (Te(V2(rp)(y)) — T(y)Tr(VQP(y)))> dy,

B:A<WAK2(y)dy> dy,

ot : Kq = [ ||ul|* K(w)du, V?(rp) et VZp sont les Hessiennes respectives des fonctions r(y)p(y)
et de p(y).

Démonstration : La preuve se fait exactement de la méme maniere que celle du théoreme I11.13 en
utilisant [86, Proposition 31.18]. Nous renvoyons le lecteur & [99] pour plus de détails. [ |

Nous remarquons bien que contrairement a I’estimation de la densité conditionnelle, la qualité
de D'estimation de l’espérance conditionnelle dépend de la dimension du conditionnement Y
(Y = R%) et non de la dimension du couple (U,Y) (Y x U = Rév+du),

ExXeMPLE II1.25 (Estimation de densité conditionnelle par noyaux dim(Y) = 2). Soient Y,
Z et W, trois variables aléatoires indépendantes & valeurs scalaires suivant des lois normales de
moyennes nulles et d’écarts types respectifs oy = 1, 0z = 1 et ow = 0.25. Soit U, la variable
aléatoire définie comme U = 2Y? + ZY + 2Z% + W. L’espérance conditionnelle de U sachant
Y et Z s’écrit alors :
r(y,2) CEU|Y =y, Z = 2| =EQY2+ ZY + 222+ W |Y =y, Z = 2] = 202 + 2y + 222,
Soient {(U®,Y?, Z%),i = 1,---,N}, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) du triplet (U,Y,Z). Etant donné un parametre h € R, et un noyau

2 2
K(y,z) = \/2172 exp —%, I’estimateur a noyau de r en un point y € R est donné par :
N y=Y! 7 '
S k(e =2 U

Yok (190,52

Les figures I11.4, IT1.5 et II1.6 représentent ’estimation de cette espérance conditionnelle r par
7 pour différentes valeurs possibles de la largeur de fenétre h. La surface pleine représente
I'estimateur et la surface transparente représente la vraie espérance conditionnelle.

Nous remarquons ainsi qu’une largeur de fenétre trop petite conduit a 'apparition de sin-
gularités (voir figure I11.4). Cependant, une largeur trop grande (voir figure I11.6) conduit & un
biais important. Il s’agit alors de faire un compromis entre un bais augmentant avec la largeur
de fenétre et la variance de I'estimateur a noyaux augmentant pour h — 0. Un choix optimal

de la largeur de fenétre en fonction du nombre de particules tirées est alors a faire (voir figure
I1L.5). ¢

Y.P. Mack dans [67] fait I'inventaire des méthodes d’estimation d’espérance conditionnelle
et en présente un tableau comparatif.

Nous présentons ainsi les résultats concernant trois estimateurs de ’espérance conditionnelle
de U : @ — R% sachant Y : Q — R% :

— Destimateur a noyaux (KCEE),

— Destimateur des plus proches voisins (K-NN),

r(y,2) =
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Fic. III.4. Fiac. IIL.5. Fic. 1II.6.
Estimation a Estimation a Estimation a
noyaux pour noyaux pour noyaux pour
h = 0.02 et h = 03 et h = 1 et
dim(Y) =2 dim(Y) =2 dim(Y) =2
— Destimateur des plus proches voisins modifié (K-NN*).
dy
Nous noterons : R(}C) = f]Rdy ]C(y)2dy, c = F(ZTT"FQ) le volume de la boule unité de R%
—2
(T(z) = 0+°o t*~te7tdt) et Q(f)(y) = > a5 ] vavpDaDpp(y)K(v)dv. Le terme v, est la aféme
composante du vecteur v et D, est Popérateur de dérivation par rapport a la o'®™° composante.
Biais Variance IMSE*
rg)(y)—r E[U2|]Y= -
KCEE Q( 9)(@@(%)@(?)(21) h2 + 0(h2) p[(y)]‘\/hdg]R(IC) +o (Nli‘iy> O(N dy+4)
2 2 _ 4
K-NN | L@=r@@)w) (k)i 4 4 <(ﬁ)dy> BUY <l gy 4o (1) | O(N” @)
6p(y) (cp(y)) ¥
2 2 _ __ 4
K-NN* | QU@-r@Q@w) (£)# 4, <( i )dy> Y= gy 4o (L) | O(N B
2p(y)(cp(y))

II1.5.4. Estimation par éléments finis particulaires. Soient (U : @ — U) € U et
(Y : Q2 —Y) €Y, deux variables aléatoires. Nous cherchons & estimer l’espérance conditionnelle
de U sachant Y.

Comme nous avons vue au début de ce chapitre (voir remarque I11.2), Iespérance condi-
tionnelle de U sachant Y peut étre vue comme la projection de la variable aléatoire U € U =
L?(Q, F,P;U) sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires Y -mesurables.

I11.14 ElU | Y] = in|Z-U|? = 'E[Z—UQ}.
(IIL.14) U 1Y) =arg min | Z — Ul = arg min E || Il

L’estimation de ’espérance conditionnelle consiste, alors, a résoudre numériquement ce pro-
bléeme, nous nous proposons de le faire par la méthode des éléments finis particulaires. Cette
méthode consiste en I'approximation de la contrainte de mesurabilité Z < Y en utilisant la
remarque [.13. Il existe, donc, une application mesurable ¢ : Y — U, appelée feedback, tel que
Z = ¢(Y). En supposons que ¢ appartient & un espace de Hilbert (¢ € H = L2(Y,B(Y), Py; U)
oit Py est la mesure de probabilité de Y et B(Y) I'ensemble des Boréliens de Y),? nous pouvons
alors décomposer cet espace en une base dénombrable. La méthode des éléments finis particu-
laires consiste en un choix a priori d’une base de fonctions de ’espace H (nous notons cette base
(¢i + Y — U)sen) et d’'un nombre v € N de fonctions de cette base. Nous approximons ainsi
I’espace des feedbacks H par un sous-espace vectoriel H” engendré par la famille des v fonctions
de cette base :

(ITL.15) Hy {¢> cH, JacRY, ¢= Z%ai} .
=1

2H est muni du produit scalaire (¢1, $2)5 = [y (D1(y), P2(v))y Py (dy)
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Une deuxieme étape d’approximation est nécessaire : approximation de I'espérance de la fonc-
tion cotut. Une méthode de type Monte-Carlo peut alors étre envisagée. Soient (Uk, Yk)k:L... N
N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (U,Y"). Il s’agit maintenant de transformer
le probleme (I11.14) en approximant ’espérance dans la fonction cotit ainsi que la contrainte de
mesurabilité.

Nous pouvons alors donner une définition de I'estimateur de ’espérance conditionnelle par
la méthode des éléments finis particulaires.

DEFINITION II1.26 (Estimateur par éléments finis particulaires (PFEE)). L’estimateur par
éléments finis particulaires de I'espérance conditionnelle de U sachant Y (Particle Finite Element
Estimator, PFEE) s’écrit :

14
EU Y]~ ) a;¢(Y),
i—1
avec & € R¥ vérifiant :
2

N

A~ . 1

G = arg min — E
gaGR” N =1

> ¢i(YH)a; —U*
=1

U

¢

Cette appellation d’éléments finis particulaires revient au fait que nous procédons en deux
étapes d’approximation : I’approximation de ’espace des variables aléatoires mesurables par
rapport au conditionnement Y (ceci se fait par éléments finis) et ’approximation des quadratures
par des techniques de type Monte-Carlo (tirages de particules).

Dans la littérature, F.A. Longstaff et E.S. Schwartz [63] utilisent le méme principe pour la
valorisation d’options américaines : en fixant une base dénombrable de fonctions, ils estiment
la valeur future d’une option en approximant son espérance conditionnelle par rapport aux
observations passées. Cette méme idée est aussi reprise par D. Bertzekas [19] qui approxime la
fonction de Bellman par sa décomposition sur une base de fonctions fixée a priori.

Dans le chapitre IV, nous revenons plus en détail sur la méthode des éléments finis particu-
laires pour I'approximation des probléemes d’optimisation stochastique dont 1’espérance condi-
tionnelle est un cas particulier (II1.14).

REMARQUE II1.27. U étant un espace vectoriel de dimension fini (U = R%) nous pouvons
décomposer I'espace H = L?(Y,B(Y), Py;U) en un produit d’espaces de Hilbert :

H = xi (Y, B(Y), Py; R)

Nous pouvons alors approximer 'espace H par des fonctions de bases scalaires modulées par des
vecteurs de R% :

v v
H o~ Hr {qf) €M, Jac (Rd")  p= Z@ai},
i=1
ot (¢; : Y — R);en est une base de L2(Y,B(Y), Py; R).
En pratique nous utiliserons cette décomposition terme a terme de 'espérance conditionnelle.

En notant U® la l-iéme composante de U (U (w) = (U(l)(w), e ,U(d“)(w)>), nous avons que :

E[U | Y] = (EU® | Y], U™ | Y)),

~ (EV: &V, ,iagd“)@) .
i=1

=1
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REMARQUE III1.28. On pourrait croire que plus on prend de fonctions de base, meilleur est
le résultat, mais il faut tenir compte par ailleurs du nombre de particules utilisées pour faire les
évaluations. Nous nous trouvons alors face a un compromis a faire entre nombre de fonctions de
bases affectant le biais de I’estimateur et le nombre de particules affectant sa variance.

Nous montrerons dans le chapitre suivant (chapitre IV) que dans certains cas nous pouvons
donner des résultats asymptotiques du choix optimal du nombre de fonctions de base en fonction
du nombre de particules (qui ne dépend que de la dimension du conditionnement Y et non de
la dimension de la variable conditionnée U) :

v = N%W72, IMSE* =N @7,
¢

ExEMPLE II1.29 (Estimation de l’espérance conditionnelle par éléments finis dim(Y) = 1).
Soient Y et W, deux variables aléatoires indépendantes a valeurs scalaires suivant des lois
normales de moyennes nulles et d’écarts types respectifs oy = 1 et oy = 0.25. Soit U, la
variable aléatoire définie par U = 2Y2 + W. L’espérance conditionnelle de U sachant Y s’écrit
alors :

r(y) CEU|Y =y =ERY? + W | Y = y] = 2° + E[W] = 2%,
Soient {(Uk , Yk), k=1,---,N}, N = 100 réalisations indépendantes et identiquement distri-
buées (i.i.d.) du couple (U,Y). Etant donné une grille fixe de [—1,1] constitué de v intervalles
réguliers, nous définissons v + 2 fonctions de base tel que :

$0(y) = Lo, -1 (¥), Yy €Y,
¢ily) = H]—1+2%,—1+2ﬁ‘]<3/)7 VyeY, Vi=1,---,v,
Gu+1(Y) = I, 400) (9)s vy €Y.

Les figures I11.7, IT1.8 et II1.9 représentent ’estimation de cette espérance conditionnelle r par
7 pour différentes valeurs possibles du nombre de fonctions de base.

Euvsy] By ey

Fic. III.7. Fic. IIL.8. Fic. IIL.9.
Estimation Estimation Estimation
par éléments par éléments par éléments
finis pour finis pour finis pour
v = 1 et v = T et v = 10 et
dim(Y) =1 dim(Y) =1 dim(Y) =1

Nous remarquons ainsi qu’un faible nombre de fonctions de base conduit & un biais important
de estimateur de 'espérance conditionnelle (voir figure II1.7). Cependant, un nombre trop élevé
(voir figure II1.9) conduit & des singularités. Un choix optimal du nombre de fonctions de base
en fonction du nombre de particules tirées est alors a faire (voir figure II1.8). Nous reviendrons
sur ce sujet dans le chapitre IV.

Le fait que les fonctions de base sont données a priori permet une certaine liberté quant a
I'intuition que 'utilisateur pourrait avoir sur la solution optimale. Une réponse immédiate peut
alors étre donnée a ce probleme d’estimation : une seule fonction de base est suffisante : c’est
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la solution. En effet, dans I’exemple précédent si nous choisissons la fonction ¢(y) = 2y? comme
I'unique fonction de la base, nous aurions eu immédiatement un biais nul de l'estimateur (reste
a tirer suffisamment de particules pour faire diminuer la variance). Cependant, en pratique, le
choix a priori d’une famille de fonctions introduit un biais intrinseque : c’est la distance de la
solution exacte au sous-espace vectoriel approximé H". Ce biais ne peut étre surmonté qu’en
ajoutant des fonctions de bases jusqu’a l'infini ou jusqu’a engendrer un sous-espace contenant
la solution. ¢

II1.6. Conclusion

Nous nous sommes attaché, au cours de ce chapitre, a donner une revue de la littérature sur le
sujet de I'estimation fonctionnelle. Loin d’étre exhaustif, nous nous sommes surtout intéressé aux
méthodes non paramétriques pour I’estimation de densités, densités conditionnelles et espérances
conditionnelles.

L’intérét porté a ces méthodes d’estimation réside dans le fait que nous nous intéresserons
dans ce mémoire a 'approximation des problemes d’optimisation stochastique en présence de
contraintes d’information.

Nous avons ainsi commencé par expliquer notre motivation en présentant un résultat d’équi-
valence entre deux procédures d’approximation de problemes d’optimisation stochastique. En
effet, que nous adoptions une approche A-O ou une approche O-A, nous serons & un point ou &
un autre ramené a estimer une espérance conditionnelle.

Le lien évident qui existe entre densité, densité conditionnelle et espérance conditionnelle,
nous a conduit, ensuite, a nous intéresser aux méthodes d’estimation de densité qui peuvent étre
répertoriées dans deux classes principales : ’estimation par histogrammes ou le choix du nombre
d’intervalles d’estimation est fait a priori indépendamment des particules tirées, et ’estimation
par noyaux ou les fenétres sont choisies en fonctions des tirages de Monte-Carlo effectués.

Pour l'estimation des densités conditionnelles, nous avons présenté différentes variantes de
I’approche par noyaux et nous avons donné différents résultats asymptotiques de choix optimal
de largeur de fenétre. L’erreur quadratique de tels estimateurs dépend alors de la dimension du
couple de variables aléatoires (v.a. conditionnée / v.a. de conditionnement).

Comme corollaire de ces procédures d’estimation de densité et de densité conditionnelle, I’es-
timation de ’espérance conditionnelle se décline sous deux formes aux caractéristiques paralléles.

(1) Les estimateurs a noyaux dont l’erreur quadratique moyenne dépend de la dimension de
la variable aléatoire de conditionnement (et non de la dimension du couple). Deux pa-
rametres gouvernent les estimateurs ainsi construits : la largeur de fenétre et le nombre
de particules tirées. Il s’agit alors de minimiser une erreur quadratique moyenne qui
peut étre décomposée en deux éléments :

— un terme de biais augmentant avec la largeur de fenétre mais indépendant du
nombre de particules,
— un terme de variance augmentant pour des grandes largeurs de fenétres et dimi-
nuant pour un nombre de particules tendant vers I'infini.
Un compromis doit alors étre fait entre la largeur de fenétre tendant vers zéro et le
nombre de particules qui tend vers l'infini, sachant qu’asymptotiquement nous devons
tirer une infinité de particules dans chaque fenétre.

(2) Contrairement aux méthodes a noyaux dont les fenétres d’estimation sont adaptées aux
particules tirées, la méthode des éléments finis particulaires consiste en un choix a priori
du nombre de fonctions, permettant au utilisateur de faire un choix subjectif basé sur
sa propre expérience. Deux parametres gouvernent les estimateurs ainsi construits : le
nombre de fonctions de base et le nombre de particules tirées. Il s’agit alors de minimiser
une erreur quadratique moyenne qui peut étre décomposée en deux éléments :

— un terme de biais diminuant pour un grand nombre de fonctions de base et indé-
pendant du nombre de particules,
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— un terme de variance augmentant avec le nombre de fonctions de base et dimi-
nuant pour un nombre de particules tendant vers I'infini.
Un compromis doit alors étre fait entre nombre de fonctions de base tendant vers I'infini
et le nombre de particules qui tend aussi vers I'infini, sachant qu’asymptotiquement nous
devons tirer une infinité de particules dans le support de chaque fonction de base.

La question qui se pose maintenant est : comment implémenter ses différentes méthodes
pour résoudre des problémes d’optimisation stochastique ? Les prochains chapitres apporteront
différents éléments de réponse a cette question.






CHAPITRE IV

Eléments finis particulaires

Nous nous intéressons dans ce chapitre a la résolution numérique de probléemes d’optimisation
stochastique. Dans le chapitre I nous avons montré que ce type de problemes peut s’interpréter de
deux manieres différentes : une interprétation algébrique et une interprétation fonctionnelle. Un
résultat d’équivalence entre un probleme d’optimisation stochastique et un probleme d’optimisa-
tion fonctionnelle a été présenté dans le chapitre I (voir proposition 1.17), nous nous intéresserons
ici a 'approche fonctionnelle.

Les problemes d’optimisation fonctionnelle sont de dimensions infinies. Quand une solution
analytique ne peut pas étre trouvée ou ne peut pas étre efficacement implémentée, une procédure
d’approximation devient nécessaire. Une méthode d’approximation consisterait a rechercher une
solution sous-optimale comme combinaison d’un certain nombre de fonctions de base données a
priori. L’idée ici est d’approximer ’argument du probleme d’optimisation fonctionnelle par une
combinaison (linéaire) de fonctions et espérer que plus nous prenons de fonctions de base plus
nous nous rapprochons de la solution.

Les problemes d’optimisation stochastique sont des problémes d’optimisation fonctionnelle
particuliers. En effet, outre la phase d’approximation fonctionnelle nécessaire pour satisfaire les
contraintes d’information (voir proposition 1.12), un autre niveau d’approximation est néces-
saire : approximation de ’espérance dans la fonction cotit. Dans ce chapitre nous présenterons
la méthode dite d’éléments finis particulaires permettant de réaliser ces deux niveaux d’approxi-
mation.

D’autres appellations de la méme méthode sont présentes dans la littérature et font référence
aux méthodes dites de Galerkin, ou de régles de décisions linéaires. A notre connaissance, une
des premieres apparitions de cette méthode dans la littérature remonte a un article de 1955 de
C.C. Holt, F. Modigliani et H.A. Simon [56]. Nous renvoyons, en outre, le lecteur aux travaux
de S.J. Garstka et R.J.B. Wets [49], de A. Shapiro et A. Nemirovski [104], et ceux de J.P.
Vial [108], [109] et [110] pour des travaux plus récents sur ce sujet. Nous retrouvons aussi des
méthodes de regles de décisions linaires pour la valorisation d’options, nous renvoyons ainsi le
lecteur aux travaux de J.F. Carriere [27] et de F.A. Longstaff et E.S. Schwartz [63].

Quant au parti pris dans ce mémoire, nous adoptons le choix de cette appellation d’éléments
finis particulaires d’une part, pour mettre en évidence le fait que nous procédons en deux niveaux
d’approximation (fonctionnelle par éléments finis et particulaire par Monte-Carlo), d’autre part
pour éviter la confusion apportée par 'appellation de regles de décisions linéaires suggérant que
les feedbacks obtenus sont linéaires alors que, dans notre cas, c¢’est seulement la combinaison des
fonctions de base qui l'est.

La méthode des éléments finis particulaires, peut étre vue comme une généralisation des mé-
thodes de quantification pour 'approximation des contraintes de mesurabilité (voir la these de
K. Barty [7]). En effet, la quantification consiste & considérer des feedbacks constants par mor-
ceaux sur des partitions de ’espace d’observation. La méthode des éléments finis particulaires,
quant a elle, consiste en une extension a une classe plus large de feedbacks fixée a priori.

Nous commencerons, dans ce chapitre, par présenter la méthode des éléments finis particu-
laires pour 'approximation des problemes d’optimisation stochastique. Nous ferons le lien avec la
quantification et avec le point de vue de ’approximation de ’espérance conditionnelle développé
dans le chapitre III.

55
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Nous passerons ensuite a la présentation de quelques résultats de convergence de cette mé-
thode. Pour se faire, nous utiliserons les notions d’épi et d’épi/hypo-convergence pour montrer
la convergence variationnelle de problemes d’optimisation stochastique approximés par éléments
finis particulaires.

IV.1. Présentation de la méthode

Nous nous donnons un espace de probabilité (2, F,P), et nous nous intéressons a la mi-
nimisation de ’espérance d’une fonctionnelle cott notée j : U x = — R, ou U est 'espace des

. . . def —_ . . . . — def
commandes (de dimension finie U = R%) et Z 'espace des bruits (de dimension finie £ = Rv),

par rapport a une commande (U : Q@ — U) e U def L?(Q, F,P;U) vérifiant une contrainte de

mesurabilité par rapport a une variable aléatoire d’observation Y : 2 — Y ou Y est ’espace

des observations (de dimension finie Y e R9). On se donne en outre une variable aléatoire
£ : Q2 — =. Le probleme type d’optimisation stochastique s’écrit alors :

. def .

(IV.1) g, JWU)=E[jU,¢)].

Dans le cas le plus général ou la distribution des aléas du probleme n’est pas discrete, la
résolution numérique du probleme (IV.1) nécessite deux niveaux d’approximation :

— lapproximation de la contrainte de mesurabilité : U <Y,

— Papproximation de la fonction coiit J : & — R par une méthode de type Monte-Carlo.

Nous donnons dans la suite trois différentes manieres pour réaliser ces deux niveaux d’ap-
proximations : la quantification, la méthode des éléments finis particulaires et 'approximation
de 'espérance conditionnelle.

REMARQUE IV.1. Pour garantir 'existence de 'espérance de la fonction colt pour toute
commande U € U, nous ferons, dans toute la suite, I’hypotheése que j est une intégrande normale
convexe (voir [98, Chapitre 14]). pour calculer cette intégrale, Nous conviendrons que co — oo =
oo : la fonction colt est égale a I'infini quand, a la fois, la partie positive et la partie négative
de l'intégrale sont égales a 'infini. ¢

IV.1.1. La quantification. Cette méthode a été largement étudiée dans la these de K.
Barty [7] et plus récemment dans les travaux de T. Pennanen [78, 79]. Dans ce qui suit, nous
présenterons les grandes lignes de cette méthode.

IV.1.1.1. Approximation de la contrainte de mesurabilité.

Nous posons @ : Y — Y un quantificateur (un projecteur & image finie!). Nous définissons
une relation d’équivalence sur Y a partir de ce quantificateur, telle que :

(IV.2) v 2y = Q) = Q).

La partition de Y en @-classes d’équivalences est notée Y/Q def {(Yi)i:17...7u}, ou v &
card (im(Q)). Cette partition est en bijection avec im(Q).

Nous approximons alors la contrainte U <Y par U < () o Y. D’apres la remarque 1.13, il
existe alors une application mesurable ¢ : im(Q) — U appelée feedback, telle que :

U=¢oQoY,

en notant $ = ¢ o nous avons que U = 5 oY est mesurable par rapport a Y. De plus (Z =< Q,
elle est donc constante par morceaux sur les Q-classes de Y.

1Q est un opérateur linéaire idempotent Q o Q = Q tel que card (im(Q)) < 40
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L’approximation d’une contrainte de mesurabilité par la quantification de ’espace des ob-
servations consiste alors a écrire le feedback $ comme une fonction constante par morceaux sur
les éléments de la partition de Y en Q-classes : 3o € R, ¢(y) = Yoy Iy, (y)as, VyeY.

Il s’agit maintenant de transformer le probléeme (IV.1) en un probléme d’optimisation en
boucle ouverte. Nous écrivons alors le probleme approximé suivant :

(IV.3) min J(@) L E[i(Y Iy, (Y)ay €)].
i=1

EXEMPLE IV.2 (Quantificateur). Soit Y = [0,1] x [0, 1] et soit (Y;);=1.... 4 une partition de
Y en quatre sous-ensembles distincts. Pour chaque élément de la partition, nous choisissons un
représentant Y? € Y; un élément de cette partition. La fonction @ : Y — Y définie comme suit
est un quantificateur de Y :

Q: Y—>Y
4 .
Y= ZYZHYi(y)a
=1

La figure IV.1 représente la partition de Y en )-classes d’équivalences en bijection avec
im(Q) = {¥1,Y2,v3 v4}.

Fig. IV.1. Exemple de quantificateur

IV.1.1.2. Approzimation de l’espérance de la fonction cott.

Une premiere étape d’approximation a ainsi été faite : I’approximation de la contrainte
d’information ; il reste maintenant & approximer ’espérance de la fonction cofit.

Soient ((Yk, £k)k:17..‘ 7N), N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (Y, £). Il s’agit
maintenant de transformer le probleme (IV.3) en approximant I'espérance dans la fonction corit.
Nous écrivons alors le probleme doublement approximé suivant :

N v

. 2 ef 1 .

(Iv.4) min J(a) € 53750 Iy, (Y F)ai €Y.
k=1 =1

Le probleme (IV.4) obtenu par quantification est un probléeme décomposé que nous pouvons
résoudre numériquement par des méthodes classiques d’optimisation déterministe.
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IV.1.2. Les éléments finis particulaires. La méthode des éléments finis particulaires
peut étre vue comme une extension de la méthode par quantification. Il ne s’agit plus de se
contenter de combinaisons linéaires de fonctions constantes par morceaux sur des ()-classes
d’équivalences, nous nous autorisons, maintenant, des structures de fonctions plus complexes.

IV.1.2.1. Approzimation de la contrainte de mesurabilité.

D’apres la remarque (1.13), nous cherchons a approximer la contrainte U <Y en approxi-
mant l'application mesurable ¢ : Y — U qui vérifie U = ¢(Y), P—p.s..

Commencons par énoncer un lemme technique nous permettant de déduire certaines carac-
téristiques du feedback ¢ :

LEMME IV.3. Supposons que U € U telle que U RY , il existe alors une application mesu-

rable ¢ € H % L2(Y, B(Y), Py; U) telle que U = ¢(Y), P-p.s..

Démonstration : U € L*(Q,F,P;U) donc [, HU(w)H%]P’(dw) < 4o00. Comme U <Y, d’apres
la remarque 1.13, il existe une application mesurable ¢ : Y — U appelée feedback, telle que U =

#(Y), P—p.s., et donc [, Hd)(Y(w))H;]P’(dw) < +400. Comme Y est une variable aléatoire & mesure
Py, nous avons alors que :

[ v @) ) = £ [lo I
= [ Il Py (a),

et donc [ 6(y)|I5 Py (dy) < +00. D’oit le résultat recherché. ]

Un espace de Hilbert étant décomposable en une base dénombrable, la méthode des éléments
finis particulaires consiste en un choix a priori d’une base (¢; : Y — U);ey de fonctions de
I’espace ‘H et d'un nombre v € N* de fonctions de cette base. Nous approximons ainsi ’espace
des feedbacks H par un sous-espace vectoriel engendré par une famille de v fonctions de cette
base :

(IV.5) H ~ HY d:ef{qbeH, Jo € RY, ¢=Z¢iai}.
=1

Il s’agit maintenant de transformer le probleme (IV.1) en un probleme d’optimisation en
boucle ouverte. Nous écrivons alors le probleme approximé suivant :

J (Z $i(Y )i, E)] :
i—1

Pour simplifier cette écriture nous posons ®* : R” — H l'opérateur linéaire d’image im(®") =
HY, tel que :

~

(IV..6) min J(a) € E
a€eRY

dY: RY - H,
V.7 =
av-7) a Y diai.
i=1

Par abus de notations, nous dénoterons par ®”(y)« la valeur prise en y € Y de 'image de o € R
par 'opérateur linéaire ®” :

¥ (y)a = (9(@) (v) = Y dily)ai.
=1

Nous noterons en outre par (®¥)* I'opérateur linéaire adjoint de ®” par rapport au produit
scalaire (-,-),, de H = L*(Y,B(Y), Py; U).
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Nous approximons la contrainte de mesurabilité par :

(IV.8) U=~3"(Y)a®™ Y ¢(Y)a.
=1

Le probleme (IV.6) se réécrit :

(IV.9) min J(o) < E[j (@"(Y)a, £)].

a€eRY

REMARQUE 1V 4.
— En toute généralité, et contrairement au probléme (IV.3), le probleme (IV.9) n’est pas
décomposable sauf si les fonctions de bases sont a supports disjoints.
— La quantification est un cas particulier des éléments finis particulaires : Il suffit de poser
¢ =1y, Vi=1,---,v.
¢

1IV.1.2.2. Approximation de l’espérance de la fonction cott.

Il s’agit maintenant, comme dans la section IV.1.1.2, de transformer le probleme (IV.6)
en approximant I’espérance dans la fonction cout. Nous écrivons alors le probleme doublement
approximé suivant :

N
.5 def 1 . k k
V.10 J(a) % = ((I)”Y : )
(IV.10) min J(a) = > 5 (®1(YHa€
k=1
Le probleme (IV.10), obtenu par éléments finis particulaires, est un probléme approximé que
nous pouvons résoudre numériquement par des méthodes classiques d’optimisation déterministe.

La proposition IV.5 nous donne les conditions d’optimalité du probleme déterministe (IV.10).

ProposITION IV.5 (Condition nécessaire d’optimalité). En supposant que la fonction j(-, &)
est CL(U), P—p.s., et en notant Vj(-, &) sont gradient par rapport a la premiére composante.
Si le vecteur a* € RY est solution de (IV.10) alors il vérifie :

}Vg@i(m,w (2 (¥H)agh)) =0, vi=1.-- v

Démonstration : Le probleme (IV.10) étant sans contraintes le résultat est obtenu en écrivant que

le gradient de la fonction coiit J par rapport au vecteur « est nul. ]

IV.1.3. Liens avec ’estimation de I’espérance conditionnelle. Dans la section précé-
dente, nous avons choisi d’approximer d’abord, puis d’optimiser. Cependant, dans le chapitre 111
nous avons montré que nous pouvons envisager une approche différente : optimiser d’abord
ensuite approximer. En adoptons cette approche, nous nous retrouverons alors avec des condi-
tions d’optimalité faisant apparaitre des espérances conditionnelles que nous pouvons estimer
par éléments finis particulaires (voir la section I11.5.4).

Nous utilisons la proposition 1.14 et nous cherchons a approximer le fait que U < Y en
approximant 1’égalité presque sure U = E[U | Y], P-ps..

D’apres la proposition 11.4, sous certaines hypotheses de différentiabilité et d’intégrabilité,
nous avons que si U € U est solution de (IV.1), alors :

(IV.11) E[V.jU,&)|Y] =0, P-ps.
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11 s’agit alors d’approximer cette espérance conditionnelle. Cette estimation, peut étre faite (voir
chapitre III) par la voie de deux méthodes différentes : les éléments finis particulaires et la
méthode des noyaux.

IV.1.3.1. Estimation par éléments finis particulaires.

Soit (¢;)i=1,. ., une famille de v fonctions de U, 'espérance conditionnelle de V,j(U, &)
sachant Y est la projection de V,j(U, &) sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires
o(Y )-mesurables. Nous pouvons alors approximer ’espérance conditionnelle de V,j(U,§) sa-
chant Y par la projection de V,j(U,&) sur le sous-espace vectoriel engendré par la famille
(¢i)i=1,... » (il sera noté H"). En adoptant la notation (IV.7), nous avons alors que :

(IV.12) (E[VWj(U,€) | Y]=0) = (2"(Y)a" =0),

ol a* est un vecteur (o )ij=1,... , € R”, tel que :
(IV.13) o* € arg min [H(D”(Y)a — VU, O3]
acRY

REMARQUE IV.6. Il est & noté qu’ici, nous n’approximons pas le feedback par éléments finis
mais le gradient de la fonction cotit. ¢

Désignons par M une matrice de taille v x v telle que :

Mij={¢i,bj)y, Vi,j=1,--,v,
(IV'14) - <¢Z(Y)7¢J<Y)>L{7 Vi,j=1,---,v,
=E [(6:i(Y),0;(Y))y], Vi,j=1,--- 1

En adoptant la notation (IV.7), nous avons que M = (®")* ®” ou (®”)" est 'opérateur linéaire
adjoint de ®”. Nous désignons en outre par L un vecteur de taille v x 1 tel que

Nous avons donc que si o* vérifie (IV.13), alors il vérifie ses conditions d’optimalité :
(IV.16) Ma* = L.

La résolution des conditions d’optimalité (IV.12) approximées revient alors a trouver les variables
aléatoires U qui vérifient le systeme suivant :

Mo* =L,
Y1 ¢i(Y)af =0, P—ps.

REMARQUE IV.7. Sous I’hypothese que (¢;)i=1...., est une famille libre de v fonctions de
L3(Y,B(Y),Py;U), la matrice M est inversible et nous pouvons alors écrire que la condition
d’optimalité (IV.11) peut s’approximer par :

(VA7) (V)M TL=0= L=0=E[($:(Y). Vuj(U.E)g] =0, Vi=1, v
Il s’agit alors de chercher les variables aléatoires U qui vérifient (IV.17). ¢

Il s’agit maintenant d’effectuer une deuxieme étape d’approximation : I’approximation des
espérances dans les expressions de M et L (IV.16). Soient ((Ek, Y*)j=1,.. .n), N réalisations i.i.d

du couple (&,Y"). Nous cherchons alors N particules de commande (U¥);_; ... y.
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Nous approximons M par Met L par E, telles que :

N
Mig= 2 S (¥, 0,00 Vig=1,
(IV.18) ’“;1
L= zlv; (6:¥") Vui(U*,€h) , Vi=1-p

Nous avons donc que a* I'approximation de o vérifie :
(IV.19) Ma* = L.

La condition d’optimalité approximé s’écrit alors :
(IV.20) E[V.j(U,€) | Y] ~d"(Y)a* =0,

La résolution des conditions d’optimalité revient alors a trouver les particules (Uk Jk=1,--,N qui
vérifient le systeme suivant :

Ma* =1,
S gi(Y)ar =0, P-ps..

REMARQUE IV.8. Posons Hy & L2(Y,B(Y),PY; U), on PY = & Zgzl Oy« est la mesure

atomique engendrée par les particules (Yk Jk=1,- N (c’est une mesure qui est elle méme aléatoire
et qui change si nous changeons de tirage de Monte-Carlo). Nous avons alors que :

(IV.Ql) M@j = <(Z)Z, ¢j>HN y Vi,j = 1, e, U
Sous I'hypothese que (¢;)i—1.... , est une famille libre de v fonctions de L?(Y,B(Y), P{; U), nous

o~

avons que la matrice M est inversible et nous pouvons alors écrire que la condition d’optimalité
(IV.11) peut s’approximer par :

WE

— - - 1
(IV22) (VM L=0=L=0= <> (s(Y"). ViU €)) =0, ¥i=1-.n

i

1

Il s’agit alors de trouver les particules (U¥)—; ... y qui vérifient (TV.22).
Nous retrouvons ainsi des conditions d’optimalité proches de la formulation approximer
d’abord, puis optimiser (IV.5) en identifiant U* & & (Y *)a. ¢

REMARQUE IV.9.

(1) L’approche A-O ol nous avons approximer le probleme d’optimisation stochastique par
éléments finis particulaires et nous avons, ensuite, écrit des conditions d’optimalité du
probleme approximé, conduit directement a l’expression d’un feedback (®"(-)«).

(2) L’approche O-A ou nous avons écrit les conditions d’optimalité du probleme d’opti-
misation stochastique pour ensuite les approximer par éléments finis particulaires, ne
conduit pas & Iexpression d'un feedback mais & un nuage de particule (Y%, U*) k=1, N-
Il reste alors une opération de synthese de feedback (régression ou interpolation) & ac-
complir.

(3) Dans le cas ou U = R nous pouvons poser P la matrice de taille v x N telle que
P = os(Y®), Vi=1,---,v, Yk =1,---,N.Siv > N alors P est de plus de
rang N et donc la matrice M = PP est de plus de rang N, comme elle est carrée
de dimension v x v elle est alors non-inversible. Nous pouvons alors conclure qu’une
condition nécessaire d’inversibilité de la matrice M définie dans (IV.21) est que nous
ayons plus de particules tirées que de fonctions de base :

v <N.
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1IV.1.3.2. Estimation par la méthode des noyaux.

11 s’agit d’approximer les conditions nécessaires d’optimalité (IV.11) du probleme (IV.1) en
estimant ’espérance conditionnelle par la méthode des noyaux (voir la section II1.5.3).

Soient ((Y'*, =1, ~), N réalisations i.i.d du couple de variables aléatoires (Y, ), et soit
K : Y — R une fonction noyau et h € Ry le parametre de largeur de fenétre nous cherchons
alors les points (Uk)kzl,... N qui vérifient :

Zi:l K <Y hY ) Vu](UZ,EZ)
N YE_yi
e (X
Ce type d’estimation est voisin de I'estimateur par éléments finis particulaires, dans le sens

ic(y*Yi)
N . h
oll si nous posons ¢;(y) =

(IV.23) =0, Vk=1,--,N.

W, nous avons alors ’expression de ’approximation de
I’espérance conditionnelle comme combinaison linéaire de IV fonctions de base. Cependant, les
coefficients a; = V,,j(U?, €%), associés & ces fonctions, ne sont pas obtenus par projection (mini-
misation d’une erreur quadratique). Une différence fondamentale entre ces deux méthodes réside
alors en le fait que dans la méthode des noyaux, nous prenons v = N fonctions de base aléatoires
adaptées aux particules tirées et nous minimisons ’erreur quadratique moyenne par rapport au
parametre de largeur de fenétre h; alors que dans la méthode des éléments finis particulaires,
nous prenons un nombre v de fonctions de base indépendant du nombre N des particules de
Monte-Carlo tirées, nous pouvons alors effectuer un compromis entre v et N afin de minimiser
une erreur quadratique moyenne.

La méthode des éléments finis particulaires pour 'approximation des problémes d’optimi-
sation stochastique consiste alors en deux niveaux d’approximations. Le premier niveau est
I'approximation de la structure d’information : en utilisant une interprétation fonctionnelle de
tels problemes et en restreignant le feedback a étre dans une classe de fonctions fixée a priori,
nous transformons le probleme en un probleme d’optimisation stochastique en boucle ouverte. Le
deuxieme niveau consiste en une méthode de quadrature pour approximer les espérances, nous
avons ainsi envisagé une technique de type Monte-Carlo pour effectuer cette approximation.
Nous espérons ainsi qu’en augmentant le nombre de fonctions fixé a priori ainsi que le nombre
de particules de Monte-Carlo nous nous rapprocherons du probléme réel non approximé. Qu’en
est il alors de la convergence de cette méthode ?

IV.2. Comportement asymptotique pour un probléme linéaire quadratique

D’apres la these de K. Barty [7] (voir aussi la section IV.1.1), une maniére de résoudre
numériquement un probleme d’optimisation stochastique avec des contraintes de structure d’in-
formation, consiste en deux étapes différentes a traiter dans I'ordre suivant :

(1) d’abord un partitionnement de ’espace des observations, prenant ainsi une commande
constante par morceaux sur chaque partition,

(2) ensuite approximer 'espérance de la fonction cout sur chaque partition par une tech-
nique d’échantillonnage a la Monte-Carlo.

Soit n le nombre de particules de Monte-Carlo dans chaque partition de ’espace d’observa-
tion, et soit m le nombre de ces partitions. Le nombre total de particules de Monte-Carlo est
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alors N = n x m alors que la taille du probleme d’optimisation approximé est de I'ordre de m.
Plus le nombre m de partitions est grand plus la solution approximée s’approche de la solution
réelle (le biais décrois avec m), cependant, pour un nombre total de particule N donné, plus le
nombre m de partitions est grand, plus le nombre moyen de particules dans chaque partition est
petit (n = L%J) faisant ainsi augmenter la variance de I'estimateur de ’espérance de la fonction
cout. Il s’agit alors de faire un compromis entre la taille de I’échantillon de Monte-Carlo et le
nombre de partitions.

Nous retrouvons le méme genre de compromis lorsqu’il s’agit d’estimer une espérance condi-
tionnelle par la méthode des noyaux. Nous avons ainsi présenté dans le chapitre III quelques
résultats asymptotiques quant au choix optimal de la taille de fenétre en fonction de la taille de
I’échantillon.

Dans cette section, nous essayons d’appliquer les mémes idées a la méthode des éléments
finis particulaires pour le choix optimal du nombre de fonctions de base en fonction du nombre
de particules tirées. Pour des raisons de simplification des calculs nous allons nous restreindre
a un exemple de probleme d’optimisation stochastique linéaire-quadratique (’espérance condi-
tionnelle en est un cas particulier, voir la remarque II1.2) et nous considérerons des fonctions de
base a supports disjoints. Apres avoir présenté le probleme et sa résolution numérique exacte,
nous lui appliquons les deux niveaux d’approximation de la méthode des éléments finis particu-
laires : approximation de la structure d’information et approximation des espérance, obtenant
ainsi un estimateur du feedback optimal dépendant de ces deux niveaux. Nous nous proposons
alors de calculer I'erreur quadratique moyenne de cet estimateur et de la minimiser en fonction
des parametres de ’approximation.

IV.2.1. Présentation du probleme. Soient (2, F,P) un espace de probabilité et (£, &5)
deux variables aléatoires réelles indépendantes uniformément distribuées sur [—1,1] C R, de

moyenne nulle et de variance 3. Soit P¢ la loi uniforme sur [—1,1].

Nous notons U la variable aléatoire de commande adaptée a 1’observation de &, (U € U def

L*(Q,F,P;R), U = ¢&;). La variable aléatoire &, sera considérée comme la variable aléatoire

d’état initial, nous noterons X = &, + U + £, la variable aléatoire d’état final.

s e . . . AL def
Nous cherchons alors & minimiser espérance de la fonction coiit j(U, X) =

la contrainte de mesurabilité U < &;.

eU?+ X 2. Sous

(IV.24) mnin J(U) YR [U? + (¢, + U + &) .

IV.2.2. Résolution exacte. Nous nous proposons de résoudre analytiquement le probleme
(IV.24). J étant une fonction quadratique fortement convexe sur L%(Q, F,P;R), le probleme
admet alors une solution unique. Soit U cette solution. Nous utilisons, en outre, un résultat de
T. Rockafellar et R.J.B. Wets d’inversion du min et de ’espérance (voir théoreme 14.60 de [98]
ainsi que [107]). Nous pouvons alors écrire que :

J(U) = gin E[U° + (& +U +&)°] =B _ggﬂggE [ew® + (& +u+ &) | él]] ,

=FE [minE [6u2—|—(£1+U)2+; |€1” )

| uER

[ € 1
) 24

-1+€£1+3:|7
_11+2€N 1

T 3146 3
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nous avons en outre ’expression de la commande optimale :

ﬁ:— 51 ,
(IV.25) 1+e

=u(&,), e L*([0,1],B([0,1]),Pg; R).

,P—p.s.,

IV.2.3. Approximation de la contrainte d’information. Comme nous 'avons déja
présenté dans la section IV.1.2, nous approximons le probleme d’optimisation stochastique
(IV.24) par éléments finis particulaires. Ceci consiste en deux étapes d’approximation. La pre-
miere étant ’approximation des contraintes d’information par une méthode de type éléments
finis.

Soit un entier naturel non nul m € N*, et soit (x;)i=1,... m+1 une discrétisation réguliere de
I'intervalle [—1, 1] telle que :

2
—l=n<-<zrpu=1, zpi=z+—, Vi=1-- ,m
m
Nous choisissons une famille de m fonctions de base (¢;)i=1,.... m, de U telles que :

1 six € [z, xiq1]

0 sinon

. def def
Vi = 17' T, M, ¢Z(x) = ]I[xi,xzurl[(x) - {

Nous approximons ’espace vectoriel N}, des variables aléatoire de I/ mesurable par rapport
a &, par le sous-espace vectoriel N7 C N, tel que :

NS Ueu, U=gy,

N {U €U, 3aeR™ U= ¢i(&)a, P—p.s-} :

i=1
11 s’agit alors de résoudre ’approximation du probleme (IV.24) par (IV.26) :

(IV.26) min E[eU? + (&, + U + &)%)

UeN;"

Ce qui revient & résoudre le probleme en boucle ouverte suivant :

m

(IV.27) min E [e( S di(€)ai) + (& + D dil€ai+ 52)2} .

aER™
i=1

En écrivant que le gradient de la fonction colt est nul & 'optimum, les conditions d’optimalité
de (IV.27) s’écrivent :

E ¢i(£1)((1+6)z¢z‘(€1)az’+f1 +£2) =0, Vi=1,---,m,
(IV.28) i=1
o me B _ 1w

I+ eE[@i(€)] ml+e I+eé

La solution du probleme (IV.26) s’écrit alors :

(Iv.29) U" = Z ¢i(&1)ai.
i=1
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IV.2.4. Approximation des espérances. Comme dans la section IV.1.2, une deuxieme
étape d’approximation est nécessaire : les équations (IV.28) et (IV.29) ne permettant pas de
calculer directement la commande optimale du probleme (elles incorporent des opérateurs d’es-
pérance), il s’agit de les approximer en appliquant une technique d’échantillonnage de type
Monte-Carlo. Nous opérons, ici, un échantillonnage stratifié (voir [29]) suivant une partition de
Pespace d’arrivé du couple de variable aléatoire (&, &5).

Nous partitionnons le carré [—1,1] x [—1, 1] en m partitions ((Z;)i=1,..m

-..,m) suivant la discré-
tisation (xi)izl,"',m-i-l :

Ei:[xi,mi+1[><[—1,1], VZ:L ,m
Pour chaque partition Z;, nous simulons n = L%J réalisations i.i.d. d’un couple de variables

aléatoires (&, ;, &5 ;) suivant une loi uniforme sur Z; = [z, ¥;4+1[x[~1, 1]. Nous notons, en outre,
les n particules engendrées par : (€lf,i7€§,i)k:17...7n. Nous approximons alors ’espérance d’une
fonction f de (£;,&,) par :

m

Elf(€1, )]~ >

m
=1

S|

> rEhi ey
=1

Finalement, nous approximons le probleme (IV.27) par :
(IV30)  min —% -~} e (Z ¢i<s’f,j>ai) + (&’f,j + D 0il&1 oi + eéz)
j=1"" k=1 i=1 i=1

Comme dans la proposition IV.5, en écrivant que le gradient de la fonction coiit est nul a
loptimum, les conditions d’optimalité de (IV.30) s’écrivent :

iym ish, (sl,j@(sl]) + &5 j0i(eh))

a;nﬁlz ( + ) Zm Z d)(ﬁ' ) 5 Vi::l"'-,m’
m K2
(Iv.31) m £~ 11 n : 1 1,j
S airg L), vislem
(€5 ;)=0i(E5 ;)=0i k=1

La solution du probleme doublement approximé s’écrit alors :
m
(IV.32) """ = Z oi(&)a;m".
i=1

La méthode de discrétisation qui vient d’étre présentée s’apparente a une méthode par quan-
tification (voir la section IV.1.1) qui est un cas particulier de la méthode des éléments finis
particulaires.

Nous nous proposons dans la suite de calculer ’erreur quadratique moyenne associée a 1’es-
timateur de la solution optimale du probleme (IV.24). 1l s’agira ensuite d’exhiber le compromis
optimal (au sens de la minimisation de cette erreur) entre le nombre de foncions de base et le
nombre de particules de Monte-Carlo.

IV.2.5. Biais du feedback approximé. Pour tous les entiers naturels non nuls m € N*
et n € N* nous avons ainsi construit un estimateur du feedback optimal de (IV.24). Nous le
notons @™" : [—1,1] — R tel que :

(IV.33) amn( Z*m" (z), Vzel[-1,1].
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Calculons I'espérance de cet estimateur par rapport aux particules de Monte-Carlo tirées :

m

(IV.34) Ef@m (@) = S E[a]"|¢i().
i=1
Pour tout ¢ =1,--- ,m, (£If7i,£§7i)k:17...N sont des réalisations i.i.d., nous avons alors que :
1 n
Bl = - | D_(El&i] +Elg5)) |
(IV.35) nto |5 —— =~
_TiT T4 =0
2
1 1
R
et donc nous avons que :
(IV.36) Ef@™" (@) = ——— Zm:(x‘ +—)6ule)
' 14 pt Com T

Le biais ponctuel en un point x € [—1, 1] de cet estimateur s’écrit alors :
biais™" (x) = |E [u™"(z)] — u(z)|,

(IV.37) T 1
— — _"_ -
1+e¢ 1+e€ P

(m; + %)@‘(95) :

Nous pouvons alors donner I’expression de I'intégrale du biais au carré :

1 2
Bm’N:/ (biaism’L%J(a@)> dz,
-1
_2t
C 3m2(1+€)?

(IV.38)

Nous remarquons que le biais de I’estimateur du feedback optimal est indépendant du nombre
de particules tirées et diminue quand nous augmentons le nombre de fonctions de base. Le biais
représente alors la distance du sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rap-
port a l’observation au sous-espace vectoriel approximé. Il traduit la qualité de I'approximation
de la structure d’information et ne reflete en aucun cas le deuxiéme niveau d’approximation
(celui des espérances).

IV.2.6. Variance du feedback approximé. Pour tous les entiers naturels non nuls m €
N* et n € N*, nous notons var”"(z) la variance ponctuelle en un point = € [—1, 1] de I'estimateur
u™"™ du feedback optimal du probleme (IV.24) :

(IV.39) var™(z) = E [(Um’”(x))ﬂ —(E[@™ (2)])2.

Commencons par calculer E [(ﬂm”(:c))ﬂ et (E[@™"(z)])?. Puisque les fonctions de base

choisies sont & support disjoints, nous avons alors que :

E @ (@) = 3B |@""] éila).
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" 2
E [(a;n’n)ﬂ = ¥E ( (€]fz +€§,i)> ,

k=1

1 . LE , ,
= ME[Z(ETz + 55,02 +2 Z Z (Elfz + fgz)(glfz + fgz) ;
k=1 k=1 k'=k+1
_ 1 - k k \2
= 2t (€h+ &)

_ 4 2 . .21
_W+E$"+mi+3

+ 22”: zn: E [(éfz + Egz)} E [(flf/z + 515/1)],

k=1k'=k+1

1 4 2 9 n(n—1) 1.,
:n2(1—|—e)2<n( st ity )+ 2 (zi )7 ),

de plus nous avons que :

Nous pouvons alors donner 'expression de 'intégrale de la variance :

ymN — /_11 (Varm’L%J(x)) dx,

2 14m?
 3Nm(1+¢€)?

(IV.40)

Contrairement au Biais B™" la variance dépend, & la fois, du nombre de fonctions de base
et du nombre de particules tirées. Elle diminue si on augmente le nombre de particules de
Monte-Carlo tirées.

Comme le biais B™" et la variance ont des comportements opposés en fonction du
nombre des fonctions de base et du nombre de particules. Nous pouvons penser a chercher le
nombre optimal de fonctions selon le nombre de particules tirées afin de minimiser une erreur
quadratique moyenne IMSE™N = Bm.N 4 ym.N,

Vm,N

IV.2.7. Erreur quadratique moyenne du feedback approximé.
IMSE™N = g™~ 4y,
(Iv.41) _2mP+m+ N

- 3m2N(1+4€)2’

En minimisant IMSE™?® en fonction de m & N fixé et en faisant tendre le nombre N de particules

vers 'infini ; Nous obtenons que le choix asymptotique optimal du nombre de fonctions de base
est de :

(IV.42) m* =0 (N%) , IMSE* =0 (N%) .

L’estimateur du feedback optimal par la méthode des éléments finis particulaires converge (au
sens de l'erreur quadratique moyenne) donc vers le vrai feedback optimal quand N — 400, quand
m — 00 mais aussi quand n = [ 5| — +o0o0. Asymptotiquement nous récupérons dans chaque
fenétre [x;, z; + %], de taille %, une infinité de particules. Nous retrouvons ainsi un compromis
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semblable & celui présenté dans les méthodes d’approximation d’espérance conditionnelle (voir
la section IIL.5).

Dans le cas des estimateurs a noyaux de I’espérance conditionnelle, nous obtenons une erreur
quadratique moyenne de ’ordre de N -3 (dans le cas scalaire), alors que dans le cas des éléments
finis particulaires avec des fonctions de bases a supports disjoints nous obtenons une erreur
quadratique moyenne moins bonne de 'ordre N =3, Cette différence suggere alors 'utilisation
de fonctions de base a support non-disjoints afin de diminuer ’erreur quadratique engendrée.

IV.3. Résultats de convergence variationnelle et revue de la littérature

Nous nous intéresserons, dans cette partie, a la résolution numérique de problemes d’opti-
misation stochastique avec une contrainte de structure d’information. La représentation (IV.1)
du probleme est dite une formulation algébrique, en référence au fait qu’elle utilise une inter-
prétation probabiliste de la commande du systeme (U : Q — U). Dans le premier chapitre
(chapitre I) nous avons vu que nous pouvons donner une interprétation fonctionnelle des pro-
bléemes d’optimisation stochastique en considérant la commande comme une fonction des bruits
u:=— U.

Nous reprenons, dans cette section, les notations adoptées dans la section IV.1 ot nous avons
présenté la méthode des éléments finis particulaires. Nous supposons en outre qu’il existe une
application mesurable d’observation h : Z& — Y telle que nous pouvons écrire la variable aléatoire

d’observation Y comme une fonction des bruits : Y = h(§), P—p.s..

Notons N}, le sous-espace vectoriel de N def L*(Z,B(E),Pg; U) des applications o(h)-

mesurables. En utilisant les arguments du lemme IV.3, nous pouvons écrire que :

(IV.43) ./\/hdéf{ue./\/, u=<h}={ueN, JpeH, u=d¢doh}.
D’apres la proposition 1.17 nous pouvons écrire le probleme (IV.1) de la maniére suivante :
. def .
(SPy) min J(u) = E[j (u(§),€)].

uENh

Les probléemes du type (SP) et leurs duaux ont été étudiés par T. Rockafellar et R.J.B.
Wets dans une série de papiers [93, 94, 95, 96|. Le fait que la fonction j puisse prendre des
valeurs infinies nous permet de considérer des contraintes presque sures avec une pénalisation
exacte dans la fonction objectif.

A moins d’avoir une mesure de probabilité P¢ atomique, ensemble A est de dimension infi-
nie. C’est pour cela que dans la plupart des cas, Le probleme (SPj) ne peut pas étre directement
résolu. Deux étapes d’approximations sont alors nécessaires : approximation de I’espérance dans
la fonction cotit, et 'approximation de I’ensemble des contraintes Nj,.

11 est, alors, naturel de se poser la question de la convergence du probleme approximé vers le
probleme réel. Nous allons essayer d’apporter des éléments de réponse a cette question dans le
cadre de la théorie de la convergence variationnelle des problémes d’optimisation en considérant
des notions d’épi-convergence et d’épi/hypo-convergence qui sont largement reconnues comme
étant le cadre approprié pour parler de la convergence des problemes d’optimisation. Pour plus
de détails sur la théorie de la convergence variationnelle, nous renvoyons le lecteur aux travaux
de H. Attouch [5], de T. Rockafellar et R.J.B. Wets [98, chapitre 7] ou de A. Braides [23].

L’approximation des problemes en boucle ouverte (voir définition 1.20), a donné lieu a plu-
sieurs travaux. Dans ce cas nous n’avons pas a approximer la structure d’information mais
seulement la mesure de probabilité P¢ par une suite de mesure discrete IP’éV indexées par un
entier N € N. Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Birge et Wets [20], Robinson et Wets
[92], Dupacova et Wets [45], Lucchetti et Wets [64], Artstein et Wets [3, 4] et Pennanen et
Koivu [80].



IV.3. RESULTATS DE CONVERGENCE VARIATIONNELLE ET REVUE DE LA LITTERATURE 69

Dans le cas de la boucle fermée Z. Artstein [1, 2], H. Kudo [61] et L. Piccini [82] se sont
intéressés a 'approximation des structures d’information par l’approximation des c-algebres
engendrées.

La littérature de 1’épi-convergence des problemes d’optimisations stochastique par I’approxi-
mation, a la fois, de la mesure de probabilité et de la structure d’information semble n’étre
qu’a ses débuts. Nous citerons principalement les travaux de T. Pennanen [78] traitant de 1’ap-
proximation par des méthodes de quantification et certains travaux de 1’équipe SOWG (J.P.
Chancelier [28] et P. Carpentier, J.P. Chancelier et M. De Lara [26]) traitant de Iapproxima-
tion des variables aléatoires de bruit et des o-algebres d’observation.

Nous nous intéresserons dans cette section seulement a ’approximation des contraintes d’in-
formations. Etant donné un entier naturel v € N nous approximons le sous-espace vectoriel
Np, (de dimension infini) avec une série de sous-espaces vectoriels (V) ey indexés par v de
dimensions finis. Nous nous proposons alors de résoudre le probleme approximé suivant :

(SPY) min J(u) < E[j (u(€),£)].

ueNy

L’ensemble N} sera obtenu par la méthode des éléments finis particulaires (voir la section
IV.1). Soit alors (¢; : Y — U);en une base de H et soit I(r) € N (ou I est une application
strictement croissante de N dans N) un nombre de fonctions de cette base. Nous notons H" le
sous-espace vectoriel engendré par cette famille de fonctions :

1(v)
HEseH, JaeR, ¢=3 gy
=1

Nous pouvons alors approximer le sous-espace N}, par N}/ tel que :
(IV.44) N lueN, IpeH, u=poh}.

IV.3.1. E‘pi-convergence de problemes sans contraintes. Nous nous proposons, ici,
d’étudier la convergence de la suite de problemes (SP}) vers le probleme (SF},). Nous présente-
rons un résultat général d’épi-convergence des problemes d’optimisation stochastique approximés
par la méthode des éléments finis particulaires, pour ce résultat une hypothese de continuité de la
fonction cotut sera nécessaire excluant ainsi toute pénalisation exacte des contraintes presque-stre
éventuelle. Nous envisageons donc ici des problemes ou il n’y a pas de contraintes d’admissibilité
presque-sires, c’est a dire que nous considérerons que la fonction cott j : = x U — R ne prend
pas de valeurs infinies.

IV.3.1.1. Réécriture du probléeme.

Nous pouvons écrire des versions équivalentes aux problemes (SP;,) et (SP}) en pénalisant
a chaque fois la contrainte d’information et la contrainte d’information approximé. Posons alors
I'application F' : N' —] — oo, +00] telle que :

F: N —]—o0,+]

ws F(u) € E[ (u(€), €)] + o, (w),

olt On;,(u) = 0siu € N et I, (u) = +00 st u ¢ N, De la méme maniére, nous posons
lapplication F” : N —] — 0o, +0o0] telle que :
F": N —]— 00,4+
(IV.46) Lo def
u F(u) = Ej (u(§), €] + ony (u).

(IV.45)
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Il s’agira, dans la suite, de donner un résultat de convergence variationnelle de la suite de
fonctions (F"),cn vers la fonction F'. Cette convergence sera donnée au sens de 1’épi-convergence.

IV.3.1.2. Quelques définitions.

Commencons par donner la définition de la convergence variationnelle d’ensembles. Nous
renvoyons le lecteur & [98, chapitre 4] pour une définition dans le cadre de la dimension finie et
a [5, section 1.4.1] pour une extension au cadre plus général d’espaces topologiques.

DEFINITION IV.10 (Convergence de Painlevé-Kuratowski). Soit (X, 7) un espace topologique
I-dénombrable?, pour toute suite (C"),en de sous-ensembles de X on définit la liminf (notée
7-lim inf, C¥) comme étant ’ensemble des limites des suites dans C*. On définit aussi la lim sup
(notée 7-limsup, C”) de la suite (C"),en comme étant ’ensemble des valeurs d’adhérence des
suites extraites dans C" :

v v——+00

7-liminf C¥ = {x €X, 3x,)pen, WEN, 2,€C" etx, —— x} ,

T-limsup C¥ = {x € X, Iwpren, I@r)pen, VEEN, zp € C"*, et 1 — a:} )

v k—+o00

Quand la limsup est égale a liminf nous dirons que (C"),en converge au sens de Painlevé-
Kuratowski vers C et nous noterons :

C = 7-liminf C¥ = 7-limsup C¥ < C = pk-lim C”.
14 v 14
Quand aucune confusion ne peut étre faite sur la topologie 7 nous notons : C = pk-lim, C¥ ¢

H. Attouch donne une caractérisation, plus simple a vérifier en pratique, de la convergence
de Painlevé-Kuratowski. Nous renvoyons le lecteur & [5, corollaire 1.35].

PRrOPOSITION IV.11 (Caractérisation de la convergence de Painlevé Kuratowski). Soit (X, T)
un espace topologique I-dénombrable, et soit (C"),en une suite de sous-ensembles de X. Nous
avons alors que C = pk,-lim, CV si et seulement si :

Ve eC, 3(z,)ven, tel queVv €N, xz,€C?, z, —— z,

V——+00

V(vg)ken, Y(xk)ken tel que VkE € N,z € C¥*, (azk # :c) = (x e ().
—+o0

L’épi-convergence d’une suite de fonctions sera définie comme la convergence au sens de
Painlevé Kuratowski des épi-graphes (voir définition A.12 de I’épi-graphe d’une fonction).

Nous pouvons maintenant donner la définition de 1’épi-convergence. Nous renvoyons le lecteur
a [98, chapitre 7] pour une définition dans le cadre de la dimension finie et a [5, section 1.2]
pour une extension au cadre plus général d’espaces topologiques.

DEFINITION IV.12 (Epi—convergence). Soit (X, 7) un espace topologique I-dénombrable, nous
dirons qu’une suite de fonctions (f* : X — R),en épi-converge vers une fonction f notée
e,-lim, f" si et seulement si :

epl(f) - ka_ h]{n epi(fu),
nous avons alors que :
f=e~lim f"
v
Quand aucune confusion ne peut étre faite sur la topologie 7 nous noterons : f = e-lim, f¥ ¢

2Pour tout point = € X, il existe une suite (U"),cn de voisinages ouverts de z tels que pour tout voisinage
V il existe v € N tel que V C U” [5]
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H. Attouch donne une caractérisation, plus simple & vérifier en pratique, de I’épi-convergence.
Nous renvoyons le lecteur a [5, proposition 1.14].

ProposITION IV.13 (Caractérisaiion de I’épi-convergence). Soit (X, T) un espace topologique
I-dénombrable, et soit (f* : X — R),en une suite de fonctions. Nous avons alors que f =
er-lim, f¥ si et seulement si Vo € X, les deux affirmations suivantes sont vérifiées :

Vo, ———z, f(x) <liminf, f(x,),
v——+o0

Elxu % T, f((E) Z hmsupu fy(xu)'

Ces deuz inégalités sont respectivement appelées l'inégalité de la liminf et l'inégalité de la
lim sup.

Nous donnons, en outre, deux propriétés importantes de 1’épi-convergence et de la conver-
gence au sens de Painlevé-Kuratowski d’ensembles, a savoir 1’épi-convergence des fonctions in-
dicatrices (voir [98, proposition 7.4] pour un résultat en dimension finie et [5, proposition 1.4]
pour la dimension infinie) et la stabilité de I’épi-convergence par I’addition de fonctions conti-
nues (voir [98, exercice 7.8] pour un résultat en dimension finie et [5, théoreme 2.15] pour la
dimension infinie).

LEMME IV.14 (Epi-convergence des fonctions indicatrices d’ensembles). Soit (X, 7) un es-
pace topologique I-dénombrable, et soit (C"),en une suite de sous-ensemble de X telle que
pk,-lim, C¥ = C. Nous avons alors que :

Cr- hlfn 501/ = (SC

LEMME IV.15 (Stabilité par addition d’une fonction continue). Soit (X, 7) un espace topo-
logique I-dénombrable, (f¥ : X — R),en une suite de fonctions telles que er-lim, f¥ = f. Soit,
en outre, g : X — R une fonction continue pour la topologie T. Nous avons alors que :

er-lim(f" +9) = f+g.

L’importance de I’épi-convergence dans le domaine de 'optimisation, réside dans le fait que
sous des hypotheses appropriées, elle garantit la convergence des arg min d’une suite de problemes
d’optimisation approximés vers I’arg min de I’épi-limite de ces méme problemes. Nous énoncons
ci-apres un résultat garantissant cette convergence des arg min (nous renvoyons le lecteur a [5,
section 2.2]).

ProOPOSITION IV.16 (Convergence des minimums). Soit (X,7) un espace topologique I-
dénombrable et soit (f¥ : X — R),en une suite de fonctions telles que e,-lim, f¥ = f. Nous
supposons que pour tout v € N largmin de f” ne part pas a Uinfini i.e. 3K C X un sous-
ensemble compact (pour la topologie T) tel que infqcx f¥(x) = infaex f¥(2)3. Nous avons alors
que :

v

i (inf £ (2)) = mip f(o)
de plus si (x¥)yen est une suite telle que lim, f¥(z") = lim, (infyex f¥(x)) alors :

lim ) in f(z).
< imz” | € argmin f(zx)

3Ce sont des fonctions dites équi-coercive - voir définition A.15
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IV.3.1.3. Résultats d’épi-convergences.

Le but, ici, est de montrer ’épi-convergence de la suite de fonctions F¥ vers la fonction F
(IV.46). La contrainte de mesurabilité du probleme (SF;,) (définie par 'ensemble N}, (IV.43))
est approximée par éléments finis, nous obtenons alors le probleme (SP}) (dont la contrainte
d’information est définie par 'ensemble N} (IV.44).

Le premier résultat traitera alors de la convergence au sens de Painlevé Kuratowski de
I'ensemble approximé N} vers I'ensemble Nj.

THEOREME IV.17 (Convergence de la structure d’information approximée). Nous munissons
N d’une topologie T. Nous avons alors le résultat de convergence au sens de Painlevé Kuratowski
sutvant :
Ny, = ka—lilEnN,lL'.

Démonstration : Nous utiliserons la proposition IV.11. Nous avons alors deux affirmations a vérifier.

(1) Soit u € Ny = u = h = 3¢ € H tel que u = ¢poh. (¢p; : Y — U);en est une base de H nous
avons alors qu'’il existe une suite (a;)ien telle que ¢ = >, . ;. Soit Y¥ = Zfi’jl) a;¢;. Comme
Iapplication I : N — N est strictement croissante et que la famille de fonctions est libre dans
N, nous avons alors que lim,_, 4 o, ¥” = ¢. Par composition nous avons que Vv € N, u” € N}/
lim, 4o u” =u ot u” =YY o h.

(2) Soit une suite (vg)ken et une suite (u¥)yen telles que Vk € N, uF € N et limy_ 4 oo uF = u,

comme u® X h alors u <X h; de plus Vk € N, u” € MY* = 3(i)iz1,... 1) tel que u* =

(Zfiyf) aigbi) o h. Nous avons alors que ng’f) i € H* CH = uF € N = limp oo uF =
uc Nh.
|
Cette convergence au sens de Painlevé-Kuratowski des ensembles admissibles induit 1’épi-

convergence des fonctions indicatrices d’ensembles. Nous utilisons le lemme V.14 pour montrer
le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1V.18 (Epi-convergence des fonctions indicatrices d’ensembles). Nous munis-
sons N d’une topologie T. Nous avons alors le résultat d’épi-convergence suivant :

N, = e.,-—lil{n(i/\/ﬁ.

Démonstration : Directement d’apres le lemme IV.14 |

REMARQUE IV.19 (Convergence faible/forte). Les résultats du théoreme IV.17 et du corol-
laire IV.18 restent valables indifféremment pour N’ = L%(Z,B(E), P¢; U) munit de sa topologie
faible ou forte. ¢

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat d’épi-convergence des problemes (SP}) vers
(SPy) :

THEOREME IV.20 (Epi-convergence de problémes sans contraintes). Nous munissons N

d’une topologie T. Nous supposons en outre que la fonction J : N — R telle que J(u) def

E[j (u(€),&)] est continue pour cette méme topologie. Nous avons alors que :

F =e.-lim F”
1%

Démonstration : La preuve découle immédiatement du corollaire IV.18. En utilisant le lemme IV.15

def L def
nous avons que : (F vEJ446 N,V) épi-converge vers F = J +6 A, - |
t/veN
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La continuité de la fonction J, nécessaire pour avoir le résultat du théoreme 1V.20, a été
étudiée par plusieurs auteurs qui se sont intéressés a la semi-continuité inférieure des fonctions
intégrales d’intégrandes normales (nous renvoyons le lecteur a [98, définition 14.27] pour la
définition d’une intégrande normale). A.D. Ioffe dans [59] et L.D. Berkovitz [15] se sont intéressés
a la semi-continuité forte et faible dans des espaces LP de ce type de fonctions.

Nous proposons ici d’utiliser une hypothese du type Lipschitz pour donner un résultat de
continuité de J dans la topologie forte.

LEMME IV.21 (Continuité). Supposons qu’il existe une application b : = — R, b €
L%(Z,B(2),Pg; R) telle que :
V(u,v) € 0%, j(u,€) = j(v,€)] < b(€) [lu— vlly,
alors J: N = R, J(u) =E[j (u(€),€)] est une fonction continue.

Démonstration : Soit (u,v) € N'? nous avons alors que P-presque-siirement :

5(u(€).€) — §(v(€). £)] < b(€) [u(€) — v(©)lly
= [ J(u) — )| < / b(E) [u(€) — v() 1y Pe(dE),
= J(u) = J(0)] < Bllu—uly,

ou B = b L2(Z,B(E) Pe:R)" J est donc de Lipschitz avec une constante de Lipschitz B, elle est donc
continue. m

REMARQUE 1V.22 (Convergence des minimums). Nous munissons N de sa topologie forte.
Nous supposons en outre que la fonction J : N — R telle que J(u) = E[j (u(&),&)] est continue
pour cette méme topologie. Si Vv € N, 3IK C N un sous-ensemble compact de AN tel que
mingen FY = min,ec g FY alors d’apres la proposition IV.16, nous avons que

lim <min F”(u)) = min F'(u),
v \ueN ueN

de plus si (u”),en est une suite telle que lim, F¥(u”) = lim,, (inf,en F¥(u)) alors :
oy .
<hgnu ) € arg gélj{l[F(u)
¢

REMARQUE 1V.23 (Epi—convergence des problemes avec contraintes d’admissibilité). Nous
reprenons le probleme (SPj) et nous considérons que nous avons, en plus des contraintes de
mesurabilité, des contraintes presque sures d’admissibilité. Nous considérons alors le probleme
suivant :

def

LominJ(w) = [ (u(8), €)]-

ot ensemble Nj, est défini par (IV.43) et 'ensemble C*4 C A est tel que :
(IV.47) cad 4f {u eN, u(€) e, P—p.s.} ,

ot € C U est un sous-ensemble déterministe.
Si M, N C? est un espace de Hilbert (par exemples les fonctions de N} & valeurs dans
I'hyper-cube unitaire [0,1]%). Alors, nous pouvons choisir la base de fonctions (¢;)icn telle

qu’elle engendre N}, NC?4; et nous avons donc le méme résultat d’épi-convergence (voir le lemme
B.4). ¢
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IV.3.2. Epi/Hypo-convergence des problémes avec contraintes. Nous considérons
ici le probleme (SP;,) auquel nous rajoutons une contrainte linéaire presque stre. et nous nous

proposons d’étudier la convergence variationnelle du Lagrangien du probleme ainsi formé.

Soit A une application linaire de N/ dans NV def L*(E,B(E),Pg; V) ou U def Rau ot v 9 R

telle que :
A: N> NY,

u — Au,

ou (Au)(€) def A(&)u(§), P—p.s. avec A une application de = dans l’espace des opérateurs

linéaires de Udans V (A: Z — L (Rd“,Rd“)). Et soit b une application de Z dans R% (& chaque
¢ elle associe un vecteur de taille d, ). Nous supposerons par la suite que b € L*(Z,B(Z), Pg; V).
Nous considérons alors le probleme suivant :

min J (1) CE [ (u(€),€)],

ue.

(SPh(A,D)) sous u € Ny,

A(§)u(§) = b(§), P-ps.

Nous traiterons la contrainte presque-siire par dualité, et nous définissons £ : N x NV — R
le Lagrangien du probleme (SP;,(A,b)) tel que :

o E[j(u(€),€)] +E[(v(€), A(&)u(&) —b(&))y] siueN,etve NV,
(L) L(u,v) = { +oo si u ¢ N,

—00 sinon.

1V.3.2.1. Approzimation primal/dual.

Nous nous intéresserons dans cette section a ’approximation a la fois des variables primales
(contraintes d’informations comme dans la section IV.3.1) et des variables duales (contraintes
presque-siires) dans le Lagrangien en approximant Pespace dual A/ v (de dimension infinie) avec
une série de sous-espaces vectoriels (V)" indexés par v (de dimensions finies).

Nous définissons alors £” : N x NV — R, une approximation du Lagrangien (£) tel que :

o | B [ (u(€),&)] +E [(v(§), A(E)u(€) — b(&))y] siue Ny etve (N),
(L) LYu,v) = { +oo siu ¢ N,

—00 sinon.

Les ensembles N} et (N V)¥ seront obtenus par la méthode des éléments finis particulaires
(voir la section IV.1). Soit alors (¢; : & — V);ey une base de NV et soit J(v) € N (ol J est
une application strictement croissante de N dans N) un nombre de fonctions de cette base. Nous
notons (NV)¥ le sous-espace vectoriel engendré par cette famille de fonctions :

J(v)
(NV)deef veNY, JaeR/®, vzzwlai )
=1

En prenant la convention que +00 — 0o = —00, nous pouvons réécrire les Lagrangiens (£) et
(L") en pénalisant les contraintes sur les variables primales et duales :

def

(IV.48) L(u,v) = E[j (u(), )] + E[(v(&), A(§)u(§) — b(&))y] + Iy, (1) — dpv(v).
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De la méme maniere, nous réécrivons LY : N x NV — [—o0, +00] tel que :
b) )

v def .
(IV.A49)  L(u,0) € E[j (u(€), )] + E[(0(€), AC)u(€) — b(&))y] + b (u) — dpvye (v):
Nous nous intéresserons alors a la convergence variationnelle de la suite de Lagrangiens
approximés (L") vers le Lagrangien (£). Nous sommes alors amené a utiliser I'extension de

I’épi-convergence aux problemes de points selle : c’est 1’épi/hypo-convergence (voir [5, section
1.5.2]).

1V.3.2.2. Quelques définitions.

Commencons par donner quelques définitions et résultats généraux.

DEFINITION V.24 (Epi/hypo—convergenc@. Soient (X,7) et (Y,0) deux espaces topolo-
giques I-dénombrables, et soit (f* : X x Y — R),cn une suite de fonctions. Nous dirons que f
épi/hypo-converge vers f et nous noterons e, /h,-lim, f¥ = f si et seulement si V(z,y) € X XY :

vxll ;) Zz, EIyl/ L) Y, f(x7y> S hmlnf,, fl/(xl/a yu);
v——+00 v——+00

Yy, ——y, Jx, —— =z, flz,y) > limsup, f(z,,y).
v——+00 v——+00

Ces deux inégalités sont respectivement appelées l'inégalité de la liminf et 'inégalité de la
lim sup. ¢

Nous donnons, en outre, une propriété importante de 1’épi/hypo-convergence, a savoir sa
stabilité par 1’addition de fonctions continues (voir [116, théoreme 4]).

LEMME IV.25 (Stabilité par addition d'une fonction continue). Soient (X, 7) et (Y,0) deux
espaces topologiques I-dénombrables, (f* : X — R)yen et (¢¥ 1 Y — R),en deux suites de
fonctions telles que e;-lim, f¥ = f et e;-lim, g* = g. Soit, en outre, I' : X XY — R une

fonction (7,0)-continue sur X x Y. Nous avons alors que :
eT/ha—lign(I‘ +f'=g")=T+f—g

Démonstration : Voir le détail de la preuve dans [116, théoréme 4]. |

L’épi-convergence d’une suite de fonctions (sous certaines hypotheses) permet de conclure sur
la convergence des min et des arg min (voir la proposition IV.16). De la méme fagon, l'importance
de la théorie de I’épi/hypo-convergence dans le domaine de 'optimisation, réside dans le fait que
sous des hypotheses appropriées, elle garantit la convergence des points selle d’une suite de
Lagrangiens approximés vers le point selle de I’épi/hypo-limite de ces mémes Lagrangiens. Nous
énongons ci-apres un résultat garantissant cette convergence des points selle (nous renvoyons le
lecteur & [5, théoreme 1.48]).

PROPOSITION V.26 (Convergence des points selle). Soit (X,7) et (Y, o) deux espaces topolo-
giques I-dénombrables, (f¥ : X XY — R),en une suite de fonctions telles que e; /h,-lim,, f¥ = f.
Soit (z¥,y"),en une suite de points selle pour f :

@ y) < fU@ YY) < ff(ey”), WweN, V(zy) e X xY.
Supposons qu’il existe une sous-suite (Vgp)gen telle que T = 7-limg_yjoa™ et § =
o-limg_ oo y**. Alors (T,7y) est un point selle pour f :

f@y) <f@y) < flx,y), YweN, V(ry)eXxY



76 IV. ELEMENTS FINIS PARTICULAIRES

1V.3.2.3. Résultats d’épi/hypo-convergences.

Le but ici est de montrer 1’épi/hypo-convergence de la suite de fonctions £ vers la fonction
L. Nous utilisons alors la proposition IV.25 pour trouver le résultat recherché :

THEOREME IV.27 (Epi/hypo-convergence). Nous munissons N d’une topologie 7 et NV

d’une topologie 0. Nous supposons en outre que la fonction J : N — R telle que J(u) def

E[j (u(€),&)] est continue pour la topologie T, alors :
L =e;/hs-lim L".

Démonstration : D’apres le corollaire IV.18 nous pouvons facilement déduire que dn;, = e,-lim, dr»
et que prv = eg-lim, i arvyv.
La fonction (u,v) — E [(v(§), A(&§)u(§) — b(§))y] étant linéaire en u et en v, elle est alors continue pour
la topologie (7,0) (forte/faible). En lui rajoutant une fonction continue J elle reste continue. la stabilité
par addition d’une fonction continue (voir proposition IV.25) nous donne le résultat final. |

REMARQUE IV.28. Notons que si la proposition IV.26 nous garantit que si une suite de
points selle (u”,v”) des Lagrangiens (L") converge vers un point (u,v) alors (u,v) est un point
selle de (£). Mais rien ne nous permet d’affirmer que toute suite de points selle de (£”) converge.
L’exemple qui suit vient illustrer cette remarque. ¢

ExXEMPLE IV.29 (Contre exemple pour la convergence des points selle approximés). Nous
présentons ici un contre example qui, méme s’il ne s’écrit pas comme un probléme d’optimisation
stochastique, nous permettera de mieux appréhender la difficulté soulevée par la convergence
des points selle.

Considérons le probleme d’optimisation suivant :

1 /! 2

i —= t)—1)"dt

(IV.50) e, 2 /0 (2(t) —1)"dt,
sous Axr =0,
ot H'[0, 1] est I'espace des fonctions de L2 ([0, 1]) dérivables (appartenant & C1([0,1])) et A un
opérateur linéaire de H'[0,1] dans L? ([0, 1]) tel que Axz(t) = dzgt) —x(t) :
A: HY0,1] — L*([0,1)),
T—T—2.
Soit, £ : H'[0,1] x L?(]0,1]) — R le Lagrangien de (IV.50) :
1

1 1
(IV.52) L(z,y) = 2/0 (:n(t) — 1)2dt + /0 y(t) (& —z),

(IV.51)

nous pouvons facilement vérifier que le point (z,7) € H'[0,1] x L*([0,1]) donné par la formule
(IV.53) est un point selle du Lagrangien (IV.52) :

e

(IV.53) (z(t),y(t)) = (2 — ! ehl—et+ ST ! (e7t — et)> .

e2—1 e?—1
Pour tout réel t € [0, 1] nous définissons l'opérateur linéaire ®¥(¢) suivant :
Y(t): R” =R,

14
o — E it
=1

Cet opérateur linéaire peut étre confondu, avec un vecteur ligne d’éléments de H'[0,1]. Nous
pouvons alors noter (quand aucune confusion n’est possible) & € (H Lo, 1])” le vecteur ligne
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tel que :
¥ = (1,t,---,t"71).
Pour tout réel t € [0, 1] nous définissons l'opérateur linéaire W+ (t) suivant :
U () R —RY,
B — ADYSp.

ou S un opérateur de sélection de taille 4 x v avec p < v qui sélectionne les p premier éléments
d’un vecteur de taille v :

S = (I#X# OMX(V—M))’
ott I},x,, est la matrice identité de R* et 0, (,—, est la matrice nulle de taille y x (v — 11). Nous
notons (quand aucune confusion n’est possible) U* € (L2 ([o, 1]))“ le vecteur ligne tel que :
U= (—1,1—t, -, (p— 1)t 2 — i),
Nous pouvons, alors, approximer le Lagrangien (IV.52) par L”* : R x R* — R :

|27 _ 1 ! v 2 ! I dq)y(t)a v
(IV.54) LV (a, B) = 2/0 (8 (t)a — 1) dt—/o v (t)B(T — (t)a)dt.

Un point (@, §) qui vérifie les conditions d’optimalités données par (IV.56) est un point selle de
(IV.54).

(IV.55) ( / 1 <I>”T<I>”dt>a - ( / 1(A<I>”)T\det) 5= / e Tar,
0 0 0

(IV.56) ( / 1 \II“TA<I>”dt>a —0,
0

Posons alors (Z#"(t), 5" (t)) = <<I>” (t)a, ¥#(t)B) et interrogeons nous sur la convergence
de (" (t),y*"(t)) vers (z,y) point selle du Lagrangien de départ (IV.52)".
Cas ou u =v : Dans ce cas ( fol \I'“TAtb”dt) est une matrice inversible et 1’ensemble des

points vérifiant (IV.56) est réduit au singleton @ = 0 :

V() =0, Vtel[0,1], ¥veN.

Fic. 1IV.2. Fic. IV.3. Fic. 1IV.4.

Approxima-
tion de la
solution  pri-
male pour
v=pu=1

Approxima-
tion de la
solution  pri-
male pour
v=p=4

Approxima-
tion de la
solution  pri-
male pour
v=pu=13

4Les résultats présentés sont des résultats d’un calcul formel et non numérique. Nous avons utiliser pour cela
le logiciel Mathematica (© http ://www.wolfram.com/products/mathematica/index.html


http://www.wolfram.com/products/mathematica/index.html
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Cette variable primale est certes convergente (voir les figures IV.2, IV.3 et IV.4), mais ne
converge pas vers la solution du probleme. D’apres la proposition IV.26 si un point selle ap-
proximé converge il convergera vers un point selle, nous nous attendons alors a une variable
duale approximée qui n’est pas convergente.

Fic. IV.5.
Approxima-
tion de la

solution duale
pour v = p =
1

Figc. 1IV.6.
Approxima-
tion de la

solution duale
pour v = pu =
4

IV.7.
Approxima-
tion de la

solution duale
pour v = u =
13

FiG.

Les figures IV.5, IV.6 et IV.7 montre que la variable duale approximée n’est, effectivement,
pas convergente, en effet c’est une fonction ayant des oscillations de plus en plus importante a
fur et & mesure que nous augmentons le nombre de fonctions de base.

Casou u=v—1: Dans ce cas fol UHrT ADVdt) est une matrice non inversible de rang

i = v — 1 'ensemble des points vérifiant (IV.56) est donc un sous-espace vectoriel de dimension
v — p = 1. L’espace original des contraintes étant aussi de dimension 1 nous obtenons alors des
points selle approximés convergeant vers le point selle du probleme original (voir Les figures
IV.8, IV.9 et IV.10 pour la convergence des variables primales et Les figures IV.11, IV.12 et
IV.13 pour la convergence des variables duales)

—— Appr ox —— Approx —— Appr ox
1.4 - Oigina 1.4 - Origina L -~ - Oigina
1.2 / 1.2 1.2 r
07 0 d e 08 T SN 48 " 02 0.4 o6 08 1

0.8 0.8 0.8
o8 2 0.6 0.6

Fic. IV.8. Fic. 1V.9. Fic. IV.10.

Approxima- Approxima- Approxuna—

tion de la tion de la tion de l.a

solution  pri- solution  pri- solution  pri-

male pour male pour male pour

v=2 p=1 v=>5 u=4 ’13:147 p=

Cet exemple nous a montré que méme si la suite des problemes approximés admet des
points selle, ces derniers ne convergent pas forcement. Un compromis est alors a faire entre le
nombre v de fonctions servant a approximer I’espace primal et le nombre p de fonctions servant
a approximer ’espace dual. Il semblerait (d’apres cet exemple) qu’une condition nécessaire pour
la convergence des points celles est que v > u. Ceci s’interprete par le fait que le degré de liberté
du probléeme approximé est égal a v — u plus cette différence est importante plus nous avons de
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—— Appr ox —— Appr ox — Approx
0.1 - Qigina 0.1 .- original 0.1 - Oigina
0.08
0.08 0.08
7 . 0.06
0.06/ * . 0.08
! R 0.04
0.04/ * . 0.04
. . 0.02
0.02| ¢ . 0.02
! . ‘ 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Fic. 1IV.13.
Fig. IV.11. Fic. 1V.12. e V.13
Approxi- Approxi- p$r0X1— d
mation de mation de ina lon lut; €
la solution la solution ; | sotution
uale our
duale pour duale pour 14 p
v=2, p=1 v=2>5 pu=4 V=% =

13

degré de liberté et plus nous nous rapprochant de la solution optimale originale. Il faudra alors
que v — 00, que i — oo mais aussi que la différence u—v — oo pour bien approximer le point de
selle optimal du probleme original. Nous retrouvons ainsi le méme type de compromis rencontré
lors de I'approximation de ’espérance conditionnelle par éléments finis ou par la méthode des
noyaux. ¢

IV.4. Conclusion

La méthode des éléments finis particulaires est une méthode d’approximation des probléemes
d’optimisation stochastique avec des contraintes de structure d’information. Elle peut étre vue
comme une extension des méthodes dites par quantification comme elle peut étre vue comme
un cas particulier des méthodes d’estimation de ’espérance conditionnelle.

En abordant le probleme avec une interprétation fonctionnelle, nous envisageons deux étapes
d’approximation :

(1) Une premiere étape consiste en une approximation fonctionnelle du feedback du sys-
teme. Une famille de fonctions est choisie a priori, et le probleme est transformé en un
probleme d’optimisation stochastique en boucle ouverte. La dimension de ce probleme
est proportionnelle au nombre de fonctions de base choisies. Plus le nombre de ces
fonctions de base est grand plus le biais de I'estimateur du feedback optimal est réduit.

(2) Une deuxieéme étape d’approximation consiste en la résolution du probléme en boucle
ouverte obtenu. Nous utilisons alors une technique de type Monte-Carlo pour approxi-
mer les espérances et quadratures du probleme. Le nombre des particules de Monte-
Carlo tirées doit non seulement croitre vers I'infini pour diminuer I’erreur quadratique
moyenne, mais il doit aussi croitre plus vite que le nombre de fonctions de base.

Nous devons alors faire un compromis entre nombre de fonctions de base (biais) et nombre
de particules de Monte-Carlo tirées (variance). Le parallele avec les méthodes d’estimation de
I’espérance conditionnelle est alors automatiquement fait. En effet, pour ces méthodes, nous
devons considérer un compromis entre largeur de fenétre et nombre de particules.






CHAPITRE V

Algorithme chaotique en optimisation stochastique

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux algorithmes de gradient stochastique et a une
extension du type chaotique a la boucle fermée.

La méthode des éléments finis particulaires (comme présentée dans le chapitre IV) nécessite
deux niveaux d’approximation que nous avons traités dans ’ordre suivant :

(1) approximation de la contrainte d’information par une méthode d’éléments finis,
(2) approximation de I’espérance de la fonction cotit par une méthode de type Monte-Carlo.

L’algorithme de gradient stochastique chaotique, qui sera présenté, permettra d’effectuer ces
deux étapes simultanément et en ligne avec un algorithme de descente de type gradient stochas-
tique.

V.1. Bréve revue de la littérature

Les algorithmes stochastiques sont des algorithmes permettant la résolution de problemes
d’optimisation stochastique du type (IV.1). Ils ont été introduits pour la premiere fois par
H. Robbins et S. Monro pour la résolution de zéros de fonctions s’écrivant sous la forme d’une
espérance [90, 42, 43].

La littérature des algorithmes stochastiques s’est traditionnellement intéressée au cas de la
boucle ouverte (voir définition 1.20). Il s’agit alors de résoudre les problemes du type :

v min 7 (u) € E[j(u,€)].

sous ue C,

ot1 U est 'espace des commandes et C*d  U. Dans ce cadre, plusieurs auteurs se sont intéressés
aux algorithmes de gradient stochastique ou de pseudo-gradients. Nous renvoyouns le lecteur aux
travaux de B.T. Polyak et Y.Z. Tsypkin [84], de M.B. Nevel’'son et R.Z. Has'minskii [75], de Y.
Ermoliev, R.J.B. Wets et V. Norkin [48, 47| et de J.P. Quadrat, M. Goursat, A. Hertz et M.
Viot [87]. Concernant les aspects de convergence, nous renvoyons le lecteur aux travaux de J.P.
Quadrat, M. Goursat, A. Hertz et M. Viot [87], de B.T. Polyak [83], de G. Cohen et J.C. Culioli
[32] et de B. Delyon [41, 40]. Nous citons aussi les travaux plus récents de A. Nemirovski [73]
et les résultats de complexité de J.Ph. Vial et Y. Nesterov [74].

Ce type d’algorithme consiste en la combinaison d’un algorithme de gradient projeté détermi-
niste [31] avec des idées d’échantillonnage & la Monte-Carlo o, & chaque pas, nous approximons
le gradient de la fonction J par un tirage indépendant.

ALGORITHME V.1 (Algorithme de gradient stochastique).

~ Etape [0] : Soit ul%) € U la commande initiale de 1’algorithme.
~ Etape [k] : Soit £FH1 yne variable aléatoire de méme loi que & et indépendante de

(6[”7 T 7£[k]))
wlb 1 = T (u[k] — o (u, €[k+11)> _

81
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Dans le cadre de la boucle fermée, nous nous intéressons a la résolution de problemes du
type (SPy) (voir chapitre IV) :

min
u€L?(E,B(E),P¢;U)
(V.2)

sous u = h,
u(€) € ¢, P-ps..

La littérature concernant les algorithmes stochastiques en boucle fermée s’avere étre plus res-
treinte. Nous faisons, néanmoins, référence aux travaux de P. Révész [100, 101] pour ’étude de
la théorie de I’approximation stochastique et aux travaux de J.B. Hiriart-Urruty [53] qui traitent
des applications en optimisation convexe.

Plus récemment, les travaux de C. Strugarek, K. Barty, J.S. Roy et P. Girardeau se sont
intéressés a adaptation des algorithmes de gradient stochastique a la boucle fermée [10, 9, 11].
Il s’agit alors d’approximer le gradient (fonctionnel) par un produit de convolution avec une
fonction noyau K : 2 — R tel que K < h.

ALGORITHME V.2 (Algorithme de gradient stochastique en boucle fermée).
~ Etape [0] : Soit ul’) € L*(Z,B(Z), P¢; U) la commande initiale de I’algorithme.

- Etape [k] : Soit é[k"'l] une variable aléatoire de méme loi que & et indépendante de

(6[”7 T 7£[k])7
[k+1] _ .
a0 = T (u[k](‘) — PNV, (ultl (glF ), gkl (5[1«1)) '
¢

L’idée fondamentale de cet algorithme est d’écrire le gradient du probleme (V.2) en intro-
duisant, artificiellement, une espérance de la maniere suivante :

(V.3) VI()(-) = Vuj (u(-),) = E[Vuj (u(§), €) ()],
et d’approximer la masse de Dirac en € par une fonction noyau dont la largeur de fenétre e

tendra vers 0 pour reconstruire asymptotiquement le Dirac et donc le gradient du probleme
(voir la figure V.1).

— eps=1
35 — eps=05
— eps=0.25

Fig. V.1. Approximation de la masse de Dirac dg par X (%O)

€

(V.4) B[V, (u(6).6) 0] ~ E [ V. (u(@. e (5]
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Il s’agit, des lors, d’écrire un algorithme de gradient stochastique fonctionnel en approximant
Popérateur espérance du gradient (V.4) au cours des itérations de 'algorithme.

L’algorithme V.2 s’interprete alors comme un algorithme de gradient stochastique classique

ou l'on utilise 'approximation (V.4) du gradient.

Il est intéressant de comparer I'algorithme V.2 de gradient stochastique en boucle fermée a

la méthode des éléments finis particulaires :

— dans les deux cas, le feedback optimal obtenu résulte de la somme de fonctions qui sont
fixées a priori dans le cas des éléments finis particulaires mais qui, dans le cadre de ’algo-
rithme V.2, dépendent des tirages aléatoires effectués;

— dans les deux cas, le feedback n’est pas représenté par une grille mais par des parametres :
dans le cas des éléments finis il s’agit des coefficients o € R” associés aux fonctions de
base (¢;)i=1,...,» ; quant au cas de I'algorithme de gradient stochastique en boucle fermé, il
s’agit de la largeur de fenétre e¥, du tirage €1 et du gradient Vi (ult! (5“””), é[kﬂ]) :

— la méthode des éléments finis particulaires fixe a priori un sous-espace vectoriel dans lequel
nous allons restreindre notre feedback qui sera des lors sous-optimal ; de ce fait, un biais
a priori sur la solution en résulte, ce qui n’est pas le cas avec le gradient stochastique en
boucle fermée ;

— comme tous les algorithmes d’approximation stochastique, ’algorithme de gradient sto-
chastique en boucle fermée ne comporte pas de test d’arrét, et la convergence n’est assurée
que d’une maniere asymptotique.

Nous pouvons alors envisager un algorithme ou nous effectuerions un mariage entre ces deux
approches : c’est l’algorithme de gradient chaotique en boucle fermée.

V.2. Principe d’un algorithme de gradient chaotique en boucle fermée

Dans le méme esprit, nous nous proposons de présenter un algorithme de gradient stochas-
tique adapté au cas de la boucle fermée. Nous nous inspirerons de la méthode des éléments finis
particulaires pour 'approximation des problemes d’optimisation stochastique.

Nous reprenons les notations de la section IV.1 et nous considérons, pour le moment, un
probleme d’optimisation stochastique sans contraintes d’admissibilité.

(V.5) min E[j(U,€)].

En supposant que U € U o L?(Q, F,P; U) et qu'il existe une application mesurable h : = —

Y tel que Y = h(§), P—p.s., nous pouvons réécrire le probleme (V.5) (voir lemme IV.3) comme

un probléme d’optimisation fonctionnelle sur I’espace de Hilbert N def L2(E,IB%(E),IP’£; U), l'en-

semble admissible étant le sous-espace vectoriel de A constitué des applications h-mesurables :

thg{uEN, u=h}:

(V6) min J(u) < B [j (u(€), £)].

L’espace vectoriel N}, étant un espace de Hilbert, nous nous donnons (¢;);cn une base orthonor-
mée de fonctions de cet espace :

Vu € Ny, Fai)ien € L(R), u=>_ i
€N

Nous approximons 'espace N}, en choisissant a priori un sous-ensemble I C N tel que card(I) =
v.

N def {uENh, Jo € RY, u:Zaiqb,}.

el
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Le probleme approximé s’écrira :
p pp

(V.7) min J() = B (u(©), ).

REMARQUE V.3. Nous avons établi dans le chapitre IV (voir théoreme IV.20) Iépi-
convergence de la suite de probléemes (V.7) vers le probléeme (V.6) lorsque v — +o0. ¢

Le probleme approximé (V.7) peut s’écrire d’une maniere équivalente :

o (g

Commencons par calculer le gradient de la fonction J. Soient o, € R” et t € R, nous
pouvons alors écrire que :

(V.8) min J(«
acRY

(oz—i—tﬂ

(Z@ ai+tﬂi)7£>] :

el

= J(a +ZE[< ug(Z@ az,> (€)>
Jel el U

Le gradient de J sera alors un élément de R tel que :

(V.9) V()= <E < Vi <Z¢>Z €)ai, ¢ )> D .
icl ud/ jer

Un algorithme de gradient pour le probleme d’optimisation en dimension infinie (V.8) pour-
rait s’écrire de la maniere suivante :

(V.10) ot — gkl _ p[k]Vj(oz[k]).

Pour retrouver un algorithme de gradient pour le probleme fonctionnel (V.7), nous considé-
rons que tout élément u € N} s’écrit comme une somme pondérée d’éléments de la famille de
fonctions (¢;)icr de Pespace de Hilbert N} 1l suffit alors de multiplier chaque composante de
(V.10) par la fonction de base correspondante et de faire la somme.

tB; + O(t?).

ALGORITHME V.4 (Algorithme de gradient pour (V.7)).

~ Etape [0] : Soit a/¥ € R” la commande initiale de I'algorithme et [0 = Y ier qﬁiago}.
~ Etape [K] :

1) = K () — plK ST . @ ¢;()
W =0 -1 3y (& [{6:60). vui («M().6)) ]) =2~
ol (pj)jer est une loi de probabilité sur I (Vj € I, p; >0et > p;j =1).

¢

Dans lalgorithme V.4, nous avons forcé 'apparition des poids p; correspondant & une loi
de probabilité sur I. L’originalité de 1'idée développée au cours de ce chapitre réside alors dans
le fait que lalgorithme V.4 comporte deux sommes (espérances) (>_ . jer i €t E[] = JzP
Comme les algorithmes de gradient stochastique (voir I’algorithme V.1), nous pouvons env1sager
d’approximer ces deux sommes en ligne avec les itérations de ’algorithme. Ceci correspond a
deux niveaux d’approximations :

— approximation de I'espérance de la fonction cout en effectuant a chaque itération de 1’al-

gorithme un tirage de particules indépendamment des tirages passés,

— approximation de la fonction feedback en choisissant a chaque itération une fonction de

base indépendamment des choix passés.
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Nous pouvons alors présenter un algorithme de gradient stochastique de type chaotique pour
résoudre le probleme (V.7) :

() = ) = o (gnn€H), 91 (ubl g gy 28000

U pj[k+1]
L’appellation chaotique vient du fait qu’a chaque itération, nous choisissons une fonction de base

parmi les (¢;)jcr en tirant un entier naturel j considéré comme une variable aléatoire suivant
une loi P; sur I, fixée a priori. Nous empruntons cette terminologie a J.C. Mielloi [71].

V.3. Résultat de convergence

Maintenant que nous avons mis en évidence 1’idée principale d’un tel algorithme, nous pou-

vons envisager la résolution d’un probléme d’optimisation stochastique plus général :
def

(V.11) uin () S E] (u(€), 8)]

ou N™e < A est un sous-espace de Hilbert de dimension v et N® C N est un ensemble
admissible convexe fermé.

REMARQUE V.5. Outre les problemes du type (V.7), cette généralisation nous permettra
d’incorporer des problémes avec des contraintes d’admissibilité presque stires (en posant A/ ad —
{ue N, u(€)cC*® P-ps.}) et des problemes approximés par la méthode des éléments finis
particulaires (en posant N ={u e N, FJaeR’, u=> " a;pi}). ¢

L’espace N'™¢ étant un espace de Hilbert, nous nous donnons (¢;);c; une base de fonctions
de cet espace (ou card(I) = dim(N™¢)). Nous déroulons alors 1’algorithme suivant :

ALGORITHME V.6 (Algorithme de gradient chaotique en boucle fermée pour (V.11)).
-~ Etape [0] :

— Soit ul% € A™es 0 A2 Ja commande initiale de Ialgorithme.
— Soit P; ~ (p;)ier une loi de probabilité sur I C N.

- Etape [K] :
— Soit 51 € I une variable aléatoire indépendante de ( G j[k]) de loi IP;,
— Soit ¥+ une variable aléatoire indépendante de (5[1], e ,£[k]), de la loi PPg.
@1 ()
BT = i Ky — el g [k+1] (kg t1]y glk+1] AR
) = o () 9 (€441, (i, 1), 02200 ),

ot Ijraa est la projection sur A/2d.

¢

Nous nous intéresserons dans cette section a étudier la convergence de I'algorithme V.6 au
sens de la convergence presque-siire des fonctions cott et de la convergence faible et forte des
solutions. Commencons par énoncer les hypotheses nécessaires pour avoir cette convergence.

Nous reprenons le probleme (V.11) nous définissons ainsi sa fonction cotit sur N par :

J: N =R,
u— E[j(u(€),8)].

Nous présentons, ici, quelques hypotheses et lemmes définissant la structure du probleme et
de I’algorithme a étudier :

(V.12)

HyproTHESE V.7 (Hypotheses de structure sur J). la fonction J : N' — R définie par (V.12)
est convexe, semi-continue inférieurement sur N. ¢
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HyPOTHESE V.8 (Hypotheses de coercivité sur J). La fonction J : N' — R définie par (V.12)
est coercive sur N. ¢

HypoTHESE V.9 (Hypotheéses sur I’ensemble admissible N2 0 V™), AW est un sous-
espace vectoriel de N de dimension finie et I’ensemble N2 C N est un convexe fermé, tel
que :

Mpraa(u) € NS Yy € N7,

¢
HyPOTHESE V.10 (Hypotheses de dérivabilité sur j). La fonction jg¢ : U — R définie par :
je(w) = j(u,€), Vuel,
est C1(U) P-presque-siirement. De plus :
Je,d) eR?, VuelU, |Vie(uly <cllully+d, P-ps.
Nous supposons en outre que Vig(u) € N, Vu e N. ¢

LEMME V.11 (Dérivabilité de J). Sous les hypothéses V.7 et V.10, la fonction J : N' — R
définie par (V.12) est différentiable. De plus :

Je,d) e R, VueN, VI <cluly+d

Démonstration : Soient u € N, v € N; sachant que j¢ est C'(U), nous avons alors que :
J(u+v) =E[j (u€) +v(£),8)],
= J(u) + E[(Vuj (u(€), €),0(€))y] + O(l0l[3),

nous pouvons alors dire que J est différentiable et nous écrivons que :

D’apres ’hypothese V.10, nous avons que :

VI = \/ 192 @), O e,
< \/ [ el +dy* pe(as).

<cllully +d.

|
Nous faisons aussi, quelques hypotheses sur la famille de fonctions de base (¢;);cr et la loi
de probabilité P; :

HypPOTHESE V.12 (Hypotheses de structure sur la base de fonctions). (¢;)ier est une famille
de fonctions formant une base orthonormée de N™ et P; ~ (p;)ics est une loi de probabilité
sur I telle que :

Viel,p;, >0,
¢

EXEMPLE V.13. Posons N lespace des fonctions de carré intégrable de [0, 1] dans R, muni
de la mesure de Lebesgue : V' = L?([0, 1], R).
Soit I un ensemble d’entiers tel que card(l) = v, et soit P; ~ (p;)ier la loi de probabilité

uniforme sur /.

1
= viel

AN
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Soit (¢;);en une base de fonctions de N tel que :
¢1(x) =1,
dor(x) = V2sin(2wrz), Vr e N*
bors1(z) = V2cos(2nrx), Vr e N*.

La famille de fonctions, ainsi définie, constitue une base orthonormée de N. Nous posons alors
NS Je sous-ensemble de N tel que :

pymes def {ue./\/, Ja € RY, u:Zqﬁiai }
i€l
Pour avoir une base de fonctions qui vérifie les hypotheses V.12, il suffit de prendre la famille

(¢i)ier- ¢

< phi_y
— ol 2

ANV (B
v \NM |

USEEUN
08 09 10

°
@

°
s

&
@

5

o.

Fic. V.2. Fonctions de base ¢; vérifiant les hypotheses V.12

Dans les algorithmes de descente, il est usuel de demander certaines hypotheses sur la suite
des pas de ’algorithme.

HypoTHESE V.14 (Hypotheses sur le pas de algorithme). La suite (p[k}) est une o-suite :

keN

VEeN, pF >0, > pH =400, H (p[k]>2 < 400.
keN keN

¢

Nous présentons maintenant le résultat principal de convergence de I’algorithme de gradient
chaotique V.6. Le lecteur pourra trouver des résultats de convergence similaires dans le cadre
du gradient perturbé dans la these de C. Strugarek [106].

THEOREME V.15 (Convergence de lalgorithme V.6).

(1) Supposons que j : U x = — R wérifie les hypothéses V.7, que J : N — R vérifie
les hypothéses V.8 et que N et N'™e wérifient Uhypothése V.9. Alors, il existe un
ensemble S C N non vide de solutions a (V.11), et 'on notera Jg la valeur optimale
du probléme.

(2) Supposons de plus que les hypothéses V.10 sont vérifiées, que la famille (¢i)ier et la loi
de probabilité P; ~ (p;)icr vérifient les hypothéses V.12 et que la suite (p!*)en vérifie
les hypothéses V.14. Alors la suite (ul®)ien générée par Ualgorithme (V.6) est telle
que limy_ o J(ulFl) = Jg, P—p.s., et tout point d’accumulation de (ulF)en dans la
topologie faible est un élément de S.
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3) Si de plus J est fortement convexe, alors (u!¥! converge fortement vers l'unique
(3) P , keN g q
solution de (V.11).

Démonstration : La preuve de (1) est immédiate & partir du lemme A.22. La preuve de (2) suit
le schéma habituel des preuves de convergence des algorithmes de descente. Nous nous donnerons alors
une fonction de Lyapunov et nous utiliserons quelques lemmes techniques utilisés dans les preuves de
convergence du gradient stochastique.

Considérons les suites (w(*),cp, (é[k])keN et (j[k})keN générées par 'algorithme (V.6). Par construc-
tion et en utilisant ’hypothese V.9, nous avons que Vk € N, wulfl € N 0 N2 (comme étant la
projection sur N*d d’une somme pondérée des fonctions de base (¢;);c; engendrant 'espace de Hilbert
Nmes)'

Nous pouvons écrire la récurrence sur la suite (u[k])keN :

U[O] c N\/mes m./\/ad7
w0 = Ty (um(.) = P (g (€141, V.7 (i (€1, g+1) "5:[’”1())

U pj[k+1]

(V.13)

Soit uf € S € NV une solution du probleme (V.11). Nous posons A : N' — R la fonction de Lyapunov

définie par :
1 2
_ _ ot
Afu) = & =]

Nous considérons I’évolution de la fonction de Lyapunov au long des itérations. Par le théoreme de

Pythagore nous avons que :
2

N = o o,

:%Hu[k—kl] [k]H <k+1} [k]’“[k]_“u>N'

En utilisant la propriété de contraction de la projection ITysa et la récurrence (V.13) sur (ul®l)gcn, nous
avons que :

_ G 411 (+)
Hu[k+1]_u[k]H < pl¥l <¢)j[k+1](€[k+l]),vu3 (u[k](g[k+1])7£[k+l])> 3 .
N U Pjle+1]
N
Notons £9() % (00 (), 7,5 (@), 20)) 2500 Longemble A0 étant
J

convexe fermé, en utilisant les propriétés de la projection sur un ensemble convexe nous avons que :

<u[k+1] —ulfl lF — uﬂ>N <H/\/m (u[k plH plk ) wltl k) — uu>N7

<HNad (u[k k]f) ( K p[k]f[k]>’“[k]_uﬁ>N
_ plH] <f[k},u[k1 7H>N’

- <HNad (u[k] _ Ml f[’“]) _ <u[k] ¥ f[k]) alf u>
N
<0 par la propriété de projection

4 pl¥] < £ Ty (um — plk] f[kJ) _ (u[k] _ plK] f[k])>
_ plH] <f[k} LulM ﬂ> ’
< <p[k]>2 Hf[k]Hi/ + <f[’“hHNad (u[k] _ p[k]f[k]) _ u[k]>

<0 par la propriété de projection

_ plH] <f[k}’uwc1 _un>,
< (p[k])2 Hf[k]va _ i <f[k17um _ uu> .
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En utilisant ces inégalités nous majorons I’évolution de la fonction de Lyapunov :

2
3(plk1)2 , : G411 (+)
A1) — Aqul) < % <¢j[k+u €+ 7,5 (u[k](£[k+11)7€[k+1])> Pjtenl)
U pj[k+1]
(V.14) =a
, Gkt
I ( (B (€1, Vg (gl 1), g 1T) ) SISl )
U pj[k+1]
N
défB
Soit FIF = J(Em, e ,€[k],j[1], e ,j[k]) la tribu engendrée par tous les tirages passés jusqu’a l'ité-

ration [k]. Les tirages étant indépendants, en appliquant 1’espérance conditionnelle sur I’équation (V.14)
et en utilisant 'orthonormité des fonctions de base (hypothéses V.12), nous nous proposons de majorer
les espérances conditionnelles des deux éléments du terme droit de l'inégalité (V.14).

Commencgons par le premier terme :

Ea) ] - X 5, %0 ; L (2509 (w¥ie1.€) ) | peta.
jeI J =
stEij 2OI [ osezpetde) [ v (o)) zlas
<My e ()]
-

— Pmin

Ol Prmin = Minjer p; > 0. Pour le deuxieme terme, nous considérons que comme V.J (u[k]) est un élément
de N, il peut se décomposer en un terme appartenant & N™ (sur la base des fonctions (¢;);cr) et un
terme appartenant & son orthogonal (N™es)+

valtl, 3pl e RY g e (W)t w5 (u““] <s>,s) =" 8" (€) + w¥(g), P-ps..
il
Nous pouvons alors réécrire le deuxieme terme tel que :

®;
2[B1 4] =3, / <¢j<s>, > () + v (§)>U]P’g(d€) (2

i€l
2 Ak /P95 ik
= Ml (2 )

par orthogonalité jel -1 / N
= —pl¥l < Zﬁy[k]¢3 Lulfl — uﬁ>

jel

—_——

=V (ulk))—pl¥] N

— _ K] (K1Y k] — ot
= p <VJ('u, ), u u>

(u[k]fuﬁ)ei/\/'mes, d;[k]e(Nmes)J_

N
Nous obtenons finalement que I'inégalité (V.14) se réécrit :
_3vC(pM)?
o 2pmin
_ K <VJ W) lF uu> ,
p (u™), N
D’apres 'hypothese V.7 la fonction J est convexe. Nous pouvons alors écrire que :

(V.16) <VJ(u[k]), ulkl — uﬁ>N > J(u®) — Jwf), vul e Amesnaad

E (A1) - Au®) | F1] Hw(u[kJ)H;

(V.15)
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D’apres le lemme V.11 et les hypotheses V.10 la fonction J est a gradient linéairement borné. Nous
avons donc :

v, = (], +4)"

2
< (¢ + 2cd) Hu[k] H + d? + 2cd,
~~~ N

V.17 2
(V-17) |y <t a2,

< 2( 4 2cd)A(ul) + 2 + d? + €% + 4ed.
<~

def
Huu”/\/ﬁe

En combinant (V.15), (V.16) et (V.17) nous obtenons que :
(V.18) E[A@l1) = Al | FH] < 9FAGl) + 84 4 oo () - g (ul)),

3v(c?42¢d)C (p[k) ot 5[k] 3u(c24d?+e2+4ed)C(p*)?

Pmin

ott k= sont, par ’hypothese V.14, des séries som-

Pmin

mables. Soit alors AlFl = E (A (u[k])}. Puisque u* réalise le minimum de J sur N™ N A2 et comme
ulfl e NmesqN2d vk e N, alors

(V.19) AFFL_ N[B] < A [RINTE] 4 glk],

D’apres le lemme B.1 nous avons alors que la suite ()\[k])keN est bornée par un réel M > 0.
Nous montrons maintenant que A(w!*) est une quasi-martingale convergente (voir la définition C.4) :
— par définition, (A(ul*]))ren est adaptée A la filtration FIF|
— par déﬁnition A(u™) >0, VE €N et donc infrey A(ulfl) > —c0,
~ soit O X {E [A(ulH1) — A(ulH) | FIH] > 0}. Tl est clair que I¢, est F¥l-mesurable. En utilisant
I'inégalité (V.18), nous obtenons que :

SE (Al — Ao, | <STE [ [A@H) - A@®) | 79 16, ]

keN keN
<Y E|(MA@P) + 80, |
keN
<> (A + i),
keN

comme (Y*)en (B e sont des séries sommables alors :

Z]E[ AfulE+1 A(u[’“]))ﬂck] < too.
kEN
Il est également facile de voir que sup,cy E [(A(u[k]))_] < 400 et par conséquent, en utilisant la

proposition C.6 nous avons que la suite (A(u[k] ))ken est une quasi-martingale qui converge presque-
stirement et est bornée. Nous avons donc que la suite (u(*)cn est presque stirement bornée.
En prenant l'espérance sur (V.18) nous obtenons que :

PHE [J(u[k]) _ J(uﬁ)} < AFIAE g gkl | AR ket

Nous prenons, alors, la somme pour k£ =1,--- ,n nous avons que :
VA, { (ul) J(uﬁ)} <Al pln] Z,y[ku + M
k=1 k=1
<M+ MY M4y g,
k=1 k=1

En faisant tendre n vers 400 nous obtenons que :

S AME ) - ()] < +oo.

keN
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Par optimalité de u* nous avons que c’est une somme de scalaires positifs. En utilisant ’hypothese V.14
sur les pas de l'algorithme et d’apres le lemme B.3 nous avons alors que :

' K]y — J(yt _
kEI—&r-looJ(u )=J@u*), P-ps.

Par la bornitude presque-stre de (u[k]) keN nous avons ’existence d’une sous-suite P-presque-siirement
convergente vers un point d’accumulation u :

I(ki)ien, lim wlFl(€) =a(¢), P—ps.

i—+00

Comme J est semi-continue inférieurement nous avons alors que :

J(@) <lim inf J(ul) < J(f),

i——+00
nous avons donc que U € S.
Pour la preuve de (3) : comme J est B-fortement convexe , nous avons alors que :

B 2
Ty = J(ut) > <v,1(uﬁ), ult — uﬁ>N +2 Hu[k] - uﬁHN

>0, par optimalité
Comme limy,_, 4 oo J(ul®) = J(u*) nous avons alors que :

lim w*! = u¥, fortement dans A.
k—-+o00

V.4. Intérét d’un tel algorithme

L’inconvénient principal de la méthode des éléments finis particulaires (comme présentée
dans la section IV.1) est que le choix, effectué a priori, d’une famille libre de fonctions, engendre
un biais intrinseque : l'espace vectoriel des feedbacks admissibles approximés se trouve a une
certaine distance incompressible de ’espace de départ. Pour réduire cette distance nous sommes
obligés de rajouter des fonctions supplémentaires a la famille de fonctions de base et de résoudre
une deuxieme fois le probleme d’optimisation. L’algorithme V.6 considere aussi un choix fait a
priori d’une famille de fonctions de base. Cependant, grace au degré de liberté supplémentaire
apporté par le choix d’une loi de probabilité sur la famille de fonctions, nous pouvons favoriser
certaines fonctions a d’autres utilisant ainsi I’expertise personnelle de I'utilisateur. Nous pou-
vons ainsi imaginer qu’'un choix judicieux de cette loi de probabilité influera sur la vitesse de
convergence de cet algorithme.

Par comparaison, ’algorithme V.2 relie le choix de la base de fonctions aux particules de
bruit tirées a chaque itération. Il évite ainsi ce choix a priori d’une loi de probabilité sur les
fonctions de base. Cependant, d’'un point de vue pratique, il n’est pas capable d’intégrer des
informations connues a priori sur le probléme. Par contre, dans le cadre de I’algorithme chaotique,
si 'utilisateur a une idée sur la forme de la solution, il peut I'intégrer dans la famille de fonctions
de base faisant ainsi accélérer la procédure de résolution numérique.

En pratique, il faut augmenter le nombre v de fonctions de base pour recouvrir asymptoti-
quement un espace de Hilbert de dimension infinie. Cependant, si nous augmentons ce nombre,
il faudra augmenter aussi le nombre de tirages (et donc d’itérations de I’algorithme) pour bien
approximer l'opérateur d’espérance. Comme dans la section IV.2, nous retrouvons le trade-off
a faire entre biais (diminuant avec le nombre des fonctions de bases) et variance (augmentant
avec le nombre de fonctions et diminuant avec le nombre des tirages).

Pour illustrer ce dernier point, nous présenterons dans la suite un exemple numérique ou
nous ferons différents choix de cardinalité sur I’ensemble d’indices I.
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V.5. Application numérique de 1’algorithme

Nous cherchons a résoudre un probleme de gestion de stocks. Il s’agit d’un probleme a deux
pas de temps.

(1) Au premier pas de temps le stock initial est noté s € R, variable déterministe.

(2) Au deuxiéme pas de temps une quantité est consommée a partir du stock constitué a
la premiere période. Cette quantité est prise en fonction d’un prix €, variable aléatoire
suivant une loi uniforme sur [{min, {max] Notée Pg. La quantité consommée est, alors,
représentée par une fonction de € : u(€) € R, P-p.s. tel que u € L?(R,B(R), P, R).

Nous considérons, en outre, ’existence d’un stock de réserve € € R,. Le stock au deuxieme pas
de temps s’écrit alors comme : € + s — u(€), et engendre un cott de gestion /e + s — u(§). La
quantité consommeée est valorisée en fonction du prix & : &u(€).

Le probleme a résoudre est alors un probleme d’optimisation stochastique en boucle fermée.
La fonction cout s’écrit tel que :

j RxR—->R,
(u, &) — —&u —Ve+ s —u.
Il s’agit alors de résoudre le probleme suivant :
min Ej(u(§).€)]
(V.20) ueL?(R,B(R),P¢,R) [ ( ©) )]
sous u(§) €[0,s], Pe—p.s..

Nous pouvons envisager une résolution exacte du probleme. Le gradient de j s’écrit :

(€)= ey

En écrivant que le gradient est orthogonal a la contrainte nous pouvons déduire la commande
optimale en posant [z]% = min (max(x, a), b), il vient que :

b L]
U =|ste——| .
© [ 4¢? ] 0

Nous supposons que N™® est un sous-espace vectoriel de L?(Z,B(E),Pg; U) de dimension
v < +00. Nous nous donnons I C N un ensemble d’indices de cardinal v (card(l) = v < 400)

et une famille de fonctions de base (¢;);c; de N™.
Nous pouvons résoudre numériquement le probleme (V.20) en approximant ’espace vectoriel
L%(Z,B(E),Pg; U) par un sous-espace vectoriel engendré par un nombre fini de fonctions de base :
(bi)ier et en utilisant un algorithme du type V.6. Il s’agit alors de résoudre le probleme suivant :

(V.21) min_ J(u) S E[j (u(),8)],

sous  u(€) € C*, Pe—p.s.,

ot N = fy e N Ja eRY, u=>3 ;. a;ip;} et C* & [0, s].
Pour cet exemple, nous prenons la loi de probabilité uniforme sur I nous avons alors que
Viel, p;= % Nous posons, en outre, s = 4, € = 0.5, Enin = 0 et Enax = 1. La commande

initiale sera prise tel que : ul%(&) = 5. Les fonctions de base vont étre choisies de la maniere
suivante :

$1(§) =1,
Gor(€) = V2sin(2mr€), Ve {10, " - L

bori1(E) = V2cos(2mr€), Vre{l,---, v ; 1}7
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Les figures V.3, V.4 et V.5 représentent respectivement le feedback optimal du probleme de
gestion apres kmax = 50000 itérations de ’algorithme V.6 pour différents choix du nombre v de

fonctions de bases!.

o1 0z | 0s

Ay
Fic. V.3. Fia. V.4. Fic. V.5.
Feedback Feedback Feedback
apres 10000 apres 10000 apres 10000
itérations pour itérations pour itérations pour
v=3 v =18 v =51

Il est alors clair qu’a nombre d’itérations fixées, le choix d’un nombre restreint de fonctions
de base détériore le biais de I’estimateur de la solution (figure V.3) alors que le choix d’un nombre
trop grand influe sur la variance (figure V.5). Un équilibre doit alors étre fait (figure V.4).

Nous représentons, en outre, l'erreur quadratique moyenne faite sur le feedback (voir les

figures V.6, V.7 et V.8) :

1 ! 2
= i — [k] d, Vk:17"’71€max'
o 2%/0 (ui(€) —ult1(€))” d

16
MLkr
pES)
10

0]

15000 20000 ' 25000 | 30000 | 35000 | 40000 | 45000 ' 50000

]

Fic. V.6. (3% Fic. V.7. €L Fic. V.8. €L
en fonction des en fonction des en fonction des
itérations pour itérations pour itérations pour
v=3 v =18 v =51

Nous retrouvons ainsi le méme compromis présenté dans le chapitre IV ol nous devons
optimiser le nombre de fonctions de base en fonction du nombre de tirages de Monte-Carlo.
Cependant, dans 'algorithme de gradient stochastique chaotique présenté, ce compromis n’ap-
parait pas dans le résultat de convergence asymptotique qu’on a donné (on tire virtuellement un
nombre infini de particules), il faut pour cela présenter un résultat de vitesse de convergence.

pour cet exemple, nous supposons que le pas p[k] de lalgorithme V.6 s’écrit p[k] = k%‘rb.
les résultats obtenus apres calage des parametres a et b, le parameétre «v étant fixé & v = 1.

Nous représentons
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V.6. Vitesse de convergence

Nous reprenons le probleme (V.11) et nous considérons que nous nous trouvons que face a
des contraintes de mesurabilité (N™* ={u e N, FaeRY, wu=> 7, a;¢;}), les contraintes
d’admissibilité étant prises N34 = N

(V.22) Join J(u) = E[j (u(€),€)]-

Nous pouvons alors considérer le probleme équivalent (V.8), ol on minimise J : RY — R en

boucle ouverte sur o € R”. L’expression du gradient V.J(«) est donnée par (V.9). Nous pouvons

alors écrire un algorithme de gradient sur les coefficients a des fonctions de base pour le probleme
(V.8).

ALGORITHME V.16 (Algorithme de gradient pour (V.8)).

— Etape [0] : Soit ol € R” la commande initiale de ’algorithme.

— Etape [K] :
(V.23) u(e) €S algie),
i=1
k+1 k .

(v.21) ol = ol = M [(0,(6), Va7 (ue).€)), |
V.25 o R, 8. v i () 0ij
(V.25) =a;" —pPEeq |(¢5(8), Vuj (u™(£),€ _—

oil 4 est une variable aléatoire entiere suivant une loi uniforme sur 7 % {1, v} (m def %)

et § est le symbole de Kronecker.

¢

L’algorithme de gradient stochastique chaotique (V.6) pour résoudre V.22 peut alors s’in-
terpréter comme un simple algorithme de gradient stochastique pour résoudre le probleme V.8
a partir de 'approximation de l'opérateur d’espérance dans(V.25).

ALGORITHME V.17 (Algorithme de gradient stochastique pour (V.8)).
~ Etape [0] :

— Soit al” € R” la commande initiale de ’algorithme.
— Soit P; la loi uniforme sur I.

- Etape [K] :
— Soit j¥*t1 € I une variable aléatoire indépendante de ( f 15 R j[k]) de loi P;,
— Soit £[k+1] une variable aléatoire indépendante de (5[1], e ,E[k]), de la loi PPg.
def “
w4 3" aliel ),

=1
1 .
ol = ol — 1 = (g4, W5 (w1, €Y

dgff], (aelk] glkt1] 4lk+1]y

¢

V.6.1. Théoréme de la limite centrale. On se propose de donner un résultat de type
théoréeme de la limite centrale (TCL) précisant la normalité asymptotique des itérées alkl de
I’algorithme V.17 de gradient stochastique. Ce résultat sera utilisé pour déduire la vitesse de
convergence de lalgorithme V.6 portant sur les feedback ulfl dans le cas ou N2 = N. Le
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théoreme suivant est un cas particulier de celui présenté dans [42, théoreme 4.I11.5] et [41,
théoreme 24].
Pour tous les pas k£ € N de l'algorithme V.17, nous définissons la matrice de covariance

conditionnelle T¥ de taille v x v par rapport & la filtration (F¥),cy tel que :
(V.26) T E | £ (@l gl el (ol gl gl | )
Nous définissons en outre les éléments suivants pour of solution de (V.8) :

def ~
(V-27) uH(€) Y alei(6),

i=1
freydef /o i at

(V.28) 05O (0:(), Vi (w(6).€) ), -
(V-29) Py Big [ fi(0f € D) file, 6,4

= 3 b e [V
=1
0 si j 75 l
1R, [(w& (5))2] sinon

HYPOTHESE V.18. La suite de variables aléatoires (a[k]) keN converge presque srement vers
! ¢
of.

HyYPOTHESE V.19. La fonction .J est deux fois contintiment différentiable, et sa matrice

(V.30)

Hessienne prise a 'optimum H def VQf(aﬁ) est définie positive. On notera ¢ > 0 la plus petite
valeur propre de H. ¢

Hypornise V.20. La suite (I¥)pcy des matrices de covariance conditionnelle (V.26)
converge presque surement vers I' (V.29). ¢

HyPoTHESE V.21. Il existe § > 0, tel que 1'on ait :

~ 246
supE [mew) — Fla] gler] ity 717 fvﬂ < 40,
keN
ot Flkl — 0(5[1]’... el g0 7j[k})' ¢
HYPOTHESE V.22. La suite (p[k})keN est de la forme plFl = g aveca >, b > Oet % <~v <1
On note :
\ = {01 S? v <1,
5, siy=1
¢
HypOTHESE V.23. La matrice H — Al est définie positive?. ¢

Nous pouvons maintenant donner le résultat de vitesse de convergence de ’algorithme V.17.

THEOREME V.24 (TCL pour V.17). Sous les hypothéses V.18, V.19, V.20, V.21, V.22 et

V.23, la suite de wvariables aléatoires (\/1[7](&[’“] —ozﬁ)> , générée par lalgorithme V.17,
P

keN
converge en loi vers une loi normale centrée de matrice de covariance ¥ :

L (ol —af) £ N(0,3),

NZD

2Dans le cas v =1, une condition équivalente & cette propriété de positivité est : 2ac > 1.
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la matrice de covariance 3 étant solution de l’équation de Lyapunov :

(H- X)X+ X(H — M) =T.

Démonstration : Nous adoptons les notations suivantes :
def -

(V.31) ha) = =VJ(a), VYVaeR”

(V.32) w1 v T(aM) — fa gk 0 vg e N
L’algorithme V.17 peut alors s’écrire sous la forme canonique suivante [42] :
(V.33) e e (h(a[k]) + w[k+1]> .

On remarquera d’autre part que si of € R est solution de (V.8) alors une condition nécessaire d’optimalité
s’écrirait : N
VJ(a*) = 0= —h(a¥),
et que &! est un incrément de Martingale (voir I'annexe C) : E[w[*+1 | FF] = 0.
En utilisant [42, Théoréme 4.II1.5], nous avons alors le résultat recherché |

k+1]

REMARQUE V.25. D’apres 'hypothese V.22 et le théoreme V.24 il est clair que le parametre
b n’a aucune influence asymptotique (il n’agit que d’une maniere transitoire dans 1’algorithme).
Nous déduisons alors que l'algorithme V.17 a la propriété de convergence suivante :

k2 (alfl — of) £ N(0,aX).
Le choix optimal (conduisant a la vitesse de convergence la plus élevée) est donc de v = 1. On
retrouve ainsi la vitesse en ﬁ du théoreme de la limite centrale d’un estimateur de Monte-Carlo
classique. ¢

V.6.2. Lien entre nombre de fonctions de base et vitesse de convergence. Nous
faisons maintenant le lien entre le nombre de fonctions de bases et le nombre d’itérations de
I’algorithme V.17 d’une part, et la vitesse de convergence d’autre part.

D’apres le théoreme V.24, la variance asymptotique de ’estimateur de la solution du pro-
bleme (V.8) résolu par l'algorithme V.17 est donnée par la matrice de covariance ¥ solution de
I’équation de Lyapunov suivante :

(H-—ADX+X(H—-X)=T.
Dans cette équation H et I sont indépendantes du nombre v de fonctions de base mais I' en

dépend a travers m = % (V.30). Nous posons alors r & 7w, on en déduit que 5 5 est

solution de I’équation de Lyapunov suivante :
(H—XM)E+S(H — ) =T.
Nous avons alors que :
(V.34) V(e — by £ A0, 25,
T
oumT= % et S ne dépend du nombre de fonctions de base qu’a travers sa taille v x v.

Dans le cas ou la matrice hessienne H est une matrice diagonale, nous avons que H — AI 'est
aussi, et donc nous avons que la variance asymptotique de \/%(a[k] - au) est proportionnelle a

J

v oA\l wte0.9),

Il est clair alors que si on multipliait le nombre de fonctions de base par n, il faudra effectuer
n fois plus d’itérations de ’algorithme V.17 pour avoir une variance équivalente.

2
1k [(@b§(§)> ] . En notons ol¥ écart type de Destimateur o™ nous avons d’apres (V.34) que :
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Nous retrouvons alors les conclusions des observations expérimentales faite dans ’exemple
précédent (voir la section V.5) ainsi que les mémes conclusions faites lors de l’estimation de
Pespérance conditionnelle (chapitre I11) et de la méthode des éléments finis particulaires (chapitre
IV), a savoir qu'il faut faire un compromis entre deux parametres : le nombre de fonctions de
base d’une part et le nombre de particules de 'autre.






CHAPITRE VI

Résolution numérique de problemes de commande optimale
stochastique

Le dernier chapitre de ce mémoire se veut étre une collection de méthodes numériques, d’algo-
rithmes et d’heuristiques pour la résolution de problemes de commande optimale stochastique en
temps discret. Nous nous intéresserons exclusivement aux méthodes dites variationnelles inspi-
rées des résultats théoriques établis dans les chapitres précédents. Nous présenterons, néanmoins,
la méthode de programmation dynamique stochastique, comme étant le cadre naturel (pourtant
non variationnel) pour la résolution de ce type de problemes. Cette méthode constituera notre
référence a laquelle nous comparerons les différentes heuristiques qui seront présentées. Nous
nous placerons alors dans le cadre markovien (information compléte et bruits blancs, voir les
hypotheses I1.17) ; nous supposerons en outre que la commande est contrainte a étre dans un
sous-ensemble admissible déterministe Ftad cU, Vt=0,---,T—-1.

Nous reprenons le probleme de commande optimale stochastique décrit dans le chapitre II
ainsi que toutes les notations de la section II.2.

T-1

in E Ly( X, U, W K(X
xRl | 2 0000 U W)+ KOG

sous Xg= Wy, P-p.s.,
Xt+1 :ft(XtaUt7Wt+1)7 P—p.S., VtzO,...,T—l,

U, <Y % (Wo, .- W) Vt=0,..T 1,

Uiw)el™ P-ps., Vt=0,..T—1.

(VL1)

Dans la section III.1, deux principales approches ont été présentées pour la résolution des
problemes d’optimisation stochastique (dans leur formulation la plus générale) : I'approche A-O
(Approximer d’abord, ensuite Optimiser) et 'approche O-A (Optimiser d’abord ensuite Approxi-
mer) conduisant toutes les deux a des problemes d’optimisation que nous pouvons résoudre par
des méthodes classiques d’optimisation déterministe. Nous considérerons, dans ce chapitre, une
adaptation de ces approches au cas particulier de la commande optimale stochastique (probleme
d’optimisation stochastique a plusieurs pas de temps).

Apres avoir présenté la méthode de résolution numérique de référence (programmation dy-
namique stochastique), la deuxiéme partie de ce chapitre traitera de I’approche A-O : nous
approximons le probleme de départ par la méthode des éléments finis particulaires (voir le cha-
pitre IV), nous écrivons des conditions nécessaires d’optimalité du probléme approximé et nous
élaborons un algorithme de gradient déterministe pour la résolution numérique.

La deuxieme partie s’intéressera a l'approche O-A : nous utiliserons les résultats du cha-
pitre II ot nous avons présenté différentes conditions nécessaires d’optimalité du méme probleme
afin de les approximer et de résoudre numériquement le probleme de commande optimale sto-
chastique sous-jacent. Nous ferons, ainsi, la distinction entre interprétation par variable aléatoire
(algébrique), et interprétation fonctionnelle des contraintes d’information.

Au cours de ce chapitre, nous illustrerons nos résultats par des applications numériques a
un probleme de gestion de production d’un barrage hydro-électrique.

99
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REMARQUE VI.1 (Représentation numérique d’une fonction). Au cours de ce chapitre nous
aurons & manipuler des fonctions. Numériquement (sur une machine), nous avons besoin d’une
représentation discrete de ces fonctions.

Nous considérons alors deux opérations : connaissant une fonction f : X — U (sous forme
analytique ou sous toute autre forme), on a besoin de manipuler sa trace, c’est-a-dire la collection
de ses valeurs sur une grille fixe ou aléatoire (une collection de points définissant la grille et de
valeurs de la fonction sur cette grille). On notera par des lettres grasses minuscules une telle
grille :

T = ($i)i:17...7n e X"

Inversement, connaissant une telle trace, on a besoin de reconstruire une fonction évaluable
partout. C’est ce que nous appellerons interpolation-régression.

On désigne par 7 : UX¥ — X" x U" l'opérateur trace qui & une fonction f : X — U associe sa
trace (x,u) = (2¢, f(2?))i=1,.. n sur la grille z, et Ry : X® x U" — U* opérateur d’interpolation
ou de régression qui & un nuage de points (z,u) = (2, u%);=1.... , associe une fonction f : X — U.

REMARQUE VI.2. Nous nous donnons, dans, tout le reste de ce chapitre, pour tout ¢t =

0,---,T, (WiC k=1, N, IV réalisations indépendantes et identiquement distribuées du processus
aléatoire de bruit (Wy)i=o.. 7. Nous noterons en outre, pour tout t = 0,---,7 et tout k =
1,---,N,YF o (WE ... WPF) une réalisation de la variable aléatoire d’observation Y. ¢

VI.1. Algorithme de la programmation dynamique stochastique en temps discret

Une fois dégagée une notion d’état adéquate rendant un probleme markovien, la programma-
tion dynamique stochastique s’applique & tout probleme de commande optimale stochastique en
temps discret. Cet état est matérialisé par le processus (X¢)¢=o.... 7 du probleme (VI.1) lorsque
les bruits (W)i=o,... 7 sont blancs, c’est-a-dire sont des variables aléatoires indépendantes les
unes des autres. Dans le cas contraire, on se rameéne au cas markovien en augmentant la dimen-
sion de I’état par des variables supplémentaires permettant de rendre compte de la corrélation
en temps des bruits Wy.

Nous nous sommes placé, dans ce chapitre, dans un cadre markovien; nous pouvons alors
chercher la commande optimale (UPY);—... 7_1 du probléeme (VI.1) comme un feedback par
rapport a I’état (voir théoreme I1.18) :

UPY = ¢PT(XPPT), Pops., ¥E=0,0 T -1,

ol (X tSDP) t=0,... 7 €5t le processus d’état obtenu en intégrant la dynamique du probléme en
SDP

utilisant le processus de commande optimale (U 7 ) 0. T
La résolution du probleme (VI.1) se fait alors en marche rétrograde (backward) de t = T
jusqu’a t = 0 en résolvant a chaque instant I’équation de Bellman pour chaque valeur de I’état

x € X;. Nous appliquons alors I’algorithme récursif suivant (voir [17, 18]) :

ALGORITHME VL3 (SDP - Stochastic Dynamic Programming).
— Au dernier pas de temps : T :

Vr(z) ¥ K(2), VreXp,

— De facon rétrograde : Vi =T —1,--- ,0

Vi(z) = min ]E[Lt(x,% Wi1) + Viga (fe(z, v, Wt+1)):|> Vo € Xy,

uelyd

tSDP(.Z') = arg min E {Lt(m, u, Wt+1) -+ V;H—l (ft(x,u, Wt+1)):|, Vx € Xt

uEF?d
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Cet algorithme n’est pas implémentable en I’état ; en effet, il reste & approximer 'opérateur
d’espérance et établir une représentation numérique des fonctions.

def

Pour cela, nous donnons pour tout t =0,--- ,T, &y = (wfg)z:1 n, une grille de n; points de
discrétisation de I'espace X;.

Nous approximons les espérances dans l'algorithme VI.3 par Monte-Carlo et nous représen-
tons les fonctions par leurs représentations discretes sur les différentes grilles aux différents pas
de temps. Nous notons alors :

(VL.2)

vl =Vi(xl), Vi=1,---,n, Vt=0,---,T,
ul = PP (2h), Vi=1,---,ny, Vt=0,---,T—1.

Nous appliquons alors 1’algorithme récursif approximé suivant :

ALGORITHME VI.4 (SDP discrétisé).
— Au dernier pas de temps : T', nous avons une représentation analytique exacte :

v% = VT(xiT), Vi=1,---,nr,

— De fagon rétrograde : Vi =T —1,--- ,0,

Vi1 = Rr ($t+17 Ut+1) )

U% = Iélrl‘EdNZ[Lt(xi’u’ Werl) +‘/%+1(ft($7£7u7 Wzl‘,€+1)):|7 Vi = 17 > Tt
et k=1

ullf = arg rélllgldE[Lt (xiﬂ% W?—i—l) + ‘Z—I—l (ft(xiauv W7]5€+1)):| ) Vi = 17 Ty N,
uely

SDP .
t :RUt (mt7ut)’ \V/’Lzl,"' 5 Tt

def

. def , ; def , ;
ot pour chaque pas de temps x; = (@})iz1, mes Wt = (X})iz1, ny €6 Vi = (V)i=1, n; €t Rr
et Ry, sont des opérateurs d’interpolation-régression comme définis dans la remarque VI.1. ¢

REMARQUE VIL.5.

(1)

Cette méthode se trouve face a un inconvénient majeur : la malédiction de la dimension
(curse of dimensionality). En effet, il s’agit de discrétiser a priori chaque coordonnée de
I’espace d’état X; a chaque pas de temps t avec une grille scalaire et un nombre donné
de points de discrétisation, la grille «; s’obtient alors en faisant le produit cartésien des
grilles scalaires sur toutes les coordonnées de X;. Le nombre d’opérations a traiter a
chaque pas de temps augmente donc exponentiellement avec la dimension de ’espace
d’état. Nous ne bénéficions donc pas de toute 'information apportée par la dynamique
du probleme qui peut faire en sorte que la variable aléatoire d’état se concentre dans
certaines régions de ’espace et pas dans d’autres.

Nous faisons en outre remarquer que dans le cadre de la programmation dynamique
stochastique, 'opération de minimisation est faite & chaque pas de temps et pas d’une
maniere globale (résultant des différentes itérations) : 1’algorithme de programmation
dynamique stochastique n’est pas de nature variationnelle. Ceci rend difficile le fait de
lui associer des algorithmes de décomposition et coordination pour la résolution des
grands systemes (voir [106, Chapitre V]).

¢

VI.2. Gradient projeté pour la méthode des éléments finis particulaires

Nous reprenons le probleme VI.1, et nous nous proposons de I’approximer par la méthode des
éléments finis particulaires et d’écrire les conditions d’optimalité correspondantes. Il s’agit alors
de spécifier les conditions de la proposition IV.5 au cas de la commande optimale stochastique
en temps discret.
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VI.2.1. Approximation par éléments finis particulaires. D’apres le lemme V.3, nous
définissons a chaque instant ¢t = 0,--- ,7" — 1, une application mesurable notée 9; : Y; — Uy tel
que :

U, <Y, U, el 12,7 PU,)

& Iy e My LAY, BY,), Py, Uy), U,=v%(Y,), P-ps, Vt=0,---,T—1.

Pour tout pas de temps ¢t = 0,--- ,T — 1, nous posons (¢ ;)icn une base de Hy, vy € N un
entier naturel et U}* un opérateur linéaire de R dans H; tel que :

Uyt R — Hy,

VL3 <
( ) Qg — Z o it
i=1

Par abus de notation, nous noterons : (V}*a;)(Y) dof WYY ).

Soit M3 o {p € Hy, ,ui(y) €T3, Py,—p.s.}. Nous noterons A I'image réciproque
de H34 par I'opérateur linéaire W}* :

(VL4) A = (gt () = {at ER”, W(Yy)ay € I, pr.s.}.

REMARQUE VI.6. L’ensemble A?d peut étre tres réduit, voir vide, ce qui introduit une perte
d’optimalité du probléme approximé. En toute généralité il est assez difficile de déterminer
I’espace A?d comme l'image réciproque de F?d par un opérateur linéaire. Cependant, dans des
cas particuliers, nous pourrons déterminer cet espace (quand F?d est un hypercube, voir le
lemme B.4). Ce point sera discuté plus loin dans ce chapitre lorsqu’on appliquera la méthode
des éléments finis particulaires & un probleme de gestion de production (voir la section VI.5.4.2).

¢

L’approximation de (VI.1) par éléments finis particulaires s’écrit alors comme un probléme
d’optimisation déterministe (ou v = Zz:ol V) -

N [T-1
i 1 k \yve(yk k k
XGFIQII{’IEGRVN; tZLt(Xt’\Ijt (Yt )at7wt+1) +K(XT> ,
(VL5) sous XE=W§ Vk=1,--- N,

XPo = (X5 v (Yha, Wk, Vk=1,--- N, Vt=0,...T—1,
o€ A wt=0,..,T—1.

VI1.2.2. Conditions d’optimalité. Nous reprenons le méme principe que celui qu’on a
suivit dans le chapitre IV : apres avoir approximé la contrainte d’information par éléments finis et
I’espérance de la fonction cout par Monte-Carlo, nous considérons ici les conditions d’optimalité
du probleme approximé. Nous nous proposons alors de spécifier la proposition IV.5 au cas de la
commande optimale stochastique en temps discret. Nous donnons alors des conditions nécessaires
d’optimalité du type Karush-Kuhn-Tucker du probleme (VL.5).
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11 suffit de constituer un Lagrangien et de le dériver. Soit £V : XV x R x XV le Lagrangien
du probleme (VL5) il s’écrit comme :

,CV,N((Xf) t=0,,T 5 (Oét)t:[)’... T-1, (A)’f) t=0, T ) —
k=1, ,N k=1, N
| Nopr-l
N > [ D Li(XF, U (Yo, W) + K(X5)+
k=11 1=0

<>‘1]t€+17 Fo(XE, O (Y ), WiLy) — Xf+1>xt+1:|

La dérivée du Lagrangien par rapport a )\f pour tout t =0,--- ,T et tout £k =0,---, N nous
donne une équation en marche avant sur les particules (scénario par scénario) de la variable

aléatoire d’état (dynamique de 1'état) :
XE=wWE Vk=1,--- N,

(VIG) k k gt k k

Xt—&—l:ft(Xt?\Ijt (Yt)atth+1)> Vk:la"'aN7 VtIO,'--,T—l.

La dérivée du Lagrangien par rapport a Xf pour tout t =0,--- ,T et tout k =0,--- , N, nous
donne une équation rétrograde sur les particules (scénario par scénario) de la variable aléatoire
de I'état adjoint (dynamique de I’état adjoint) :

A]%:K(X'l})7 Vk:]-v”')Ny

(VL.7) A= (L) (XE, U (YE)ar, W) + (fo)y (XE, U7 (Y ), WEL )AL,
vVk=1,---,N, Vt=T-1,---,0.

La dérivée du Lagrangien par rapport a a;; pour tout ¢ = 0,--- ,14 et tout t = 0,--- , 7 — 1,

nous donne le gradient du probleme :

(VL)

N
1 vt vt
Grila) = & D wlhi(¥D) [(mef, WP (Y P W) + (o (X5 07 (YD, Wi DA |,
k=1

Vi=1,- v, Vt=0,---,T—1.

A Dloptimum, le gradient & linstant ¢ (vecteur colonne constitué par 'empilement des Gy ;(«)
pour tous les i) est noté G¢(a) et est orthogonal & I’ensemble admissible :

(VL9) Gi(a) = (Gri(a);y ..., € _8514?(1(0[15), Vt=0,---,T -1
Les conditions d’optimalité du probleme (VI.5) s’écrivent alors :

Dynamique de I'état : (VL.6),
(VIL.10) Dynamique de I’état adjoint : (VI.7),
Orthogonalité du gradient : (VI.9).

VI.2.3. Algorithme. Dans la section précédente (section VI.2.2), nous avons écrit les
conditions d’optimalité d’un probleme de commande optimale stochastique en temps discret
approximé par la méthode des éléments finis particulaires. Nous nous proposons alors d’utiliser
les conditions (VI.10) pour écrire un algorithme de gradient projeté pour résoudre le probléme
(VL5).

Il s’agit, a chaque itération de ’algorithme, d’intégrer scénario par scénario I’état en suivant
la dynamique forward et I’état adjoint en suivant une dynamique backward. Nous approximons
une espérance par Monte-Carlo pour obtenir le gradient du probleme.

ALGORITHME VL7 (PFE - Particle Finite Element).

- Etape [0] : soient ozl[to] eR”, Vt=0,---,T —1 les vecteurs de coefficients initiaux,
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~ Etape [1] :
(1) intégrer la dynamique de I'état (VI.6) & o = alll,
(2) intégrer la dynamique de I'état adjoint (VL.7) & a = ol et X = X[
(3) calculer le gradient par (V1.8) et effectuer un pas de gradient projeté (V1.9) a a = alt,
X=XUetx=2U:

o) 2 T (ay] _ pmgt(am)) . WE=0,---,T 1.

— Test d’arrét.
— Etape [oo] : le feedback optimal s’écrit :

v
o = o, V=0 T 1.

i=1
¢

La commande optimale du probleme (VI.5) s’écrit alors comme une fonction du passé des
bruits. Par intégration forward, nous obtenons la variable aléatoire d’état optimale et par in-
tégration backward nous obtenons la variable aléatoire d’état adjoint optimale. Nous calculons
alors les particules engendrées par la variable aléatoire de commande optimale et celles d’état et
état adjoint correspondantes a partir de ’algorithme VI.7 :

UfFE,k:d}too}(Yf)v vt=0,---,T—-1, Vk=1,--- N,
XETEE W =1 N

XPEPR = g (X UTTE W) V=1 N, WE= 0, T -1,
(VI]_]_) t+1 t t t+1

AR = K (XY k=1, N,
PFE,k PFE,k y,PFEk PFE,k 7,PFEk PFE,k
)‘t = (Lt)g(Xt 7Ut 7Ww’t€+1) + (ft)gcT(Xt 7Ut 7Wf+1)>‘t+1 )
Vk=1,---,N, Vt=T-1,---,0.

VI.2.4. Synthése de feedback. Le probleme (VI.1) étant markovien, il existe aussi un
feedback optimal par rapport a 1’état (voir théoréme I1.18) noté ¢; € Uigt, approximé par ¢fFE €
Uigt, tel que :

UPTE — PPE(XPYEY - p_ps, Vt=0,---, T —1.

Soit, a chaque pas de temps ¢t = 0,--- ,T — 1, Ry, un opérateur d’interpolation-régression

comme défini dans la remarque VI.1, tel que :

Ry, : XN x UN — U,

X", U’“) X, — Uy).
( tr Yt h=1. N = (¢ 2 Xy — Uy)
A chaque instant ¢ = 0,--- ,T — 1, nous notons la grille optimale par :
def PFE,k 7,PFEk
(VL.12) (@fufTE) (X O

et nous synthétisons le feedback par rapport a I’état (ﬁFFE : X¢ — Uy en interpolant a chaque
instant le nuage de points ainsi construit :

(VI.13) P =Ry, (2w TY), Vt=0,--- T -1
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REMARQUE VI.8. (1) Contrairement a la programmation dynamique stochastique, la
grille (VI.12), permettant de synthétiser le feedback optimal, n’est pas donnée a priori
mais elle est aléatoire et dépend de la commande optimale du systeme. Le feedback
optimal ne sera donc pas défini sur tout ’espace d’état, mais seulement sur la partie
ou se concentrent les particules d’état optimales.

(2) La minimisation est faite ici d’'une maniere globale : il s’agit bien d’une méthode varia-
tionnelle ou la minimisation est faite au cours des différentes itérations de I'algorithme.

(3) L’inconvénient majeur de cette méthode est que nous choisissons des fonctions de base
dépendant de tous les bruits passés (¢, : Yy — Uy ot Yy = Wy x -+ - x Wy); il faudra
alors un nombre conséquent de fonctions pour approximer un espace dont la dimension
augmente avec 1’horizon temporel. Nous verrons dans les expériences numériques (voir
la section VI.5.4) qui suivront comment nous avons contourné (de maniére heuristique)
ce probléme.

(4) Tl est & noter que le feedback sur I’état, synthétisé par (VI.13), doit vérifier la contrainte
d’admissibilité : il suffira de choisir 'opérateur d’interpolation-régression tel qu’il incor-
pore une projection sur ’ensemble admissible F?d. Cette remarque sera appliquée dans
tous les algorithmes qui suivront.

¢

VI1.3. Interprétation algébrique de la structure d’information

La méthode des éléments finis particulaires décrite dans la section V1.2 a abordée une optique
A-O : nous avons approximé le probléme en deux étapes (éléments finis et Monte-Carlo), nous
avons ensuite écrit des conditions d’optimalité que nous avons résolues par un algorithme de
gradient projeté.

Comme dans le chapitre II, nous allons nous intéresser dans cette section a I'optique O-A :
nous allons commencer par écrire les conditions d’optimalité, pour nous intéresser ensuite a leurs
approximations et a la résolution de ces conditions approximées.

Les deux premieres versions des conditions d’optimalité présentées dans le chapitre II
((PMSy) et (PMSs)) sont des conditions qui font intervenir une projection du gradient du
probleme sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport a I'obser-
vation (ici tout le passé des bruits). Cette projection s’exprime sous la forme d’une espérance
conditionnelle par rapport a une variable aléatoire dont la dimension augmente avec le pas de
temps considéré. S’agissant d’approximer cette espérance conditionnelle, plus la dimension du
conditionnement est importante plus I'erreur quadratique moyenne générée par ’approximation
est grande (voir le théoreme I11.24). Pour remédier a cet inconvénient, nous avons présenté les
conditions d’optimalité (PMS{) et (PMS5) qui incorporent des espérances conditionnelles
par rapport a 1’état. Nous nous intéresserons dans la suite a I'approximation de ces derniéres
conditions.

VI.3.1. Intégration de I’état adjoint non adapté. Commencons par la version ou ’on
considere un état adjoint non-adapté comme une variable aléatoire et un gradient qui s’exprime
sous la forme d’une espérance conditionnelle par rapport a 1’état.

D’apres le théoreme I1.14 si (U¢)i=o,... 7—1 est solution de (VI.1) alors il existe (X¢)i=0,... .1
et (A¢)=0,... 7 vérifiant (PMS;). Nous vérifions alors une dynamique forward sur 1'état, une
dynamique backward sur I’état adjoint non adapté et d’apres le théoreme 11.18 la projection du
gradient (sur le sous-espace vectoriel des variables aléatoires mesurables par rapport a tout le
passé des bruits) s’écrit, a 'optimum, comme une espérance conditionnelle par rapport a 1’état
instantané (puisque nous sommes dans un cadre markovien). Nous obtenons ainsi les conditions
d’optimalité (PM S7) que nous nous proposons d’approximer.
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VI1.3.1.1. Approzimation.

Pour tout t = 0,---,7 — 1, nous approximons la variable aléatoire de commande par sa

, . . ’ . /12 def
représentation sur une grille aléatoire de N éléments : u; = (Uf)kzl,...,N. Nous propageons

alors I'état en marche avant scénario par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons
def

ainsi, & chaque instant, une grille aléatoire de I’espace d’état notée : &; = (X f) k=1, N~
XE=W§, Vk=1,---,N,

VL14
WL Xfo = fi (XEUEWE,), Yh=1,- N, VE=0, T 1.

L’état adjoint est, quant a lui, intégré en marche rétrograde en utilisant sa dynamique :
Ak = K (le;) Wk=1,---,N,

(VL15) AF = (L)L (XEUR, WEL) + (£ (XE,UE, WE AR,
Vk=1,---,N, Yt=T-1,---,0.

Nous nous donnons, a chaque pas de temps t = 0,--- , 7 — 1 un noyau K; : X; — R et un
parametre de largeur de fenétre h; € R;. Nous approximons alors I'espérance conditionnelle
du gradient & I'optimum (comme elle apparait dans PM S5) par une collection de particules
(Gf)k:17...7 N en approximant ’espérance conditionnelle par la méthode des noyaux (voir cha-
pitre III).

Sk (KX ((Lt);T(Xi, Ul Wi+ (f),) (X, U, WiH)AAl)

t
N Xk_xI ’
Sk (XX
vVk=1,---,N, Vt=0,..T—1.

k _
(vLie) Gi=

REMARQUE VI.9. Nous supposerons que le choix de la largeur de fenétre h; a chaque pas de
temps t = 0,---,T — 1 a été correctement effectué en fonction du nombre N de particules de
Monte-Carlo de I’état (voir le théoreme I11.24). Nous reprendrons, dans la suite de ce chapitre,
les méme considérations sur le choix de la taille optimale des fenétres d’approximation. ¢

VI1.3.1.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le probleme (VI.1).
Il s’agit, a chaque itération de ’algorithme, d’intégrer scénario par scénario 1’état en suivant la
dynamique forward et 1’état adjoint en suivant une dynamique backward. Nous calculons une
approximation de la projection du gradient du probléeme (& I'optimum) comme une estimation
d’une espérance conditionnelle par la méthode des noyaux.

ALGORITHME VI.10 (Heuristique H1 : Intégration de ’état adjoint non adapté et d’un gra-
dient particulaire).

~ Etape [0] : soient (Ugm)t—O-..,T—l = (Ul[«:o}’k)t:()’...’T_l T x N valeurs de commandes
initiales, Y

— Etape []] :
(1) intégrer la dynamique de Iétat (VI.14) 4 U = U,

(2) intégrer la dynamique de 1’état adjoint (VI.15) a U = UYet X =X,
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(3) calculer le gradient par (VI.16) et effectuer un pas de gradient projeté a U = Ul
X =XWet x=2l"

UV = Mg (U,E””“ - p[”G,E””“>  Wk=1,--,N, Vt=0,---,T—1,

— Test d’arrét.
— Etape [o0] :

(1) construction des grilles :

(wf™)i—p. 71 = (Uﬁm]’k%
(@™)i—0. -1 = (Xgool’k%

(2) synthese de feedback
@) = Ry, («f,uf?) @), ve=0, -1,

¢

REMARQUE VI.11.

— Les conditions d’optimalité (PM S5%) n’incorporent I’expression de la projection d'un gra-
dient qu’a 'optimum, ailleurs (au cours des itérations d’un algorithme de gradient projeté),
la direction de descente ne sera donc pas égale au gradient. Il en sera de méme pour I’al-
gorithme (VI.10) d’approximation. Cependant, si un point d’équilibre est atteint il sera
forcement la solution du probleme approximé puisqu’a 'optimum le gradient coincide bien
avec la direction approximé qu’on a adopté.

— Pour montrer le théoreme I1.18 nous avons fait I’hypothese que le feedback optimal est
construit pour toute valeur possible de I’état (hypothese (3) du méme théoréeme). Cepen-
dant, en pratique (pour 'algorithme (VI.10)) nous n’avons a calculer ce feedback que sur
la grille aléatoire obtenue par intégration de la dynamique de 1’état : si ’état se concentre
dans une zone donnée de I'espace nous synthétiserons le feedback uniquement dans cette
zone (il est inutile de le faire ailleurs).

— Contrairement a la méthode des éléments finis particulaires (algorithme VI.7), nous utili-
sons dans I’algorithme VI.10 une projection sur un sous-ensemble I'*? € U; et non sur un
sous-ensemble A24 C R¥ dont la détermination introduit des difficultés insurmontables
sauf dans des cas bien particuliers (voir le lemme B.4).

¢

VI.3.2. Intégration de I’état adjoint adapté. D’apres le théoreme I1.16, si
(Ut)t=0,... 7—1 est solution de (VIL.1), alors il existe (X)¢=o,... 7 €t (A¢)=0,... 7 vérifiant (PMS3).
Nous vérifions alors une dynamique forward sur I’état et une dynamique backward sur 1’état ad-
joint adapté aux bruits passés. D’apres le théoreme (I11.21), I’état adjoint adapté et la projection
du gradient s’écrivent a I'optimum comme des espérances conditionnelles par rapport a 1’état
instantané. Nous retrouvons ainsi les conditions d’optimalité (P M S5 )que nous nous proposons
maintenant d’approximer.

VI1.3.2.1. Approzimation.

Pour tout t = 0,---,7T, nous approximons la variable aléatoire de commande par sa repré-

. : (o . def
sentation sur une grille aléatoire de N éléments : u; = (U f)kzl ~- Nous propageons alors

I'état forward scénario par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille
aléatoire x; de l'espace d’état (VI.14).
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Nous nous donnons, a chaque pas de temps ¢t = 0,---,7 — 1 un noyau K; : X; — R et
un parametre de largeur de fenétre hy € R,. L’état adjoint adapté (voir (PMSy%)) est intégré
backward en utilisant sa dynamique et en approximant 1’espérance conditionnelle par la méthode
des noyaux (voir chapitre III) :

AZ}:K’<X§),\1/¢:1,--- N,

YK (X <(Lt>;T(X%, Ul Wi ) + (Fi (U, WiH)AzH)

N XF—xJ ’
Sk (X

Vk=1,--- N, Vi=T-1,---,0.
La projection du gradient du probleme est aussi approximée par la méthode des noyaux.
Nous approximons alors le gradient par une collection de particules (Gf) k=1, N :

xk_xi . . . . . . .
Sk (M) ((Lt)éf(Xi, Uf, W) + (i (X3, U7, WzH)AiH>
GY = .
VI.18 t k_xi ’
( ) Z;Vﬂ K (Xt Xz)

hi
Vk=1,--,N, Vt=0,..T—1.

VI1.3.2.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de gradient projeté pour résoudre le pro-
bleme (VI.1). Il s’agit, a chaque itération de I'algorithme, d’intégrer scénario par scénario I’état
en suivant la dynamique forward et 1'état adjoint adapté en suivant une dynamique backward.
Nous mélangeons les scénarios en approximant, par la méthode des noyaux, les espérances condi-
tionnelles du gradient du probleme et de ’état adjoint adapté.

ALGORITHME VI.12 (Heuristique H2 : Intégration de I’état adjoint adapté avec un gradient

particulaire).

~ Etape [0] : soient (uLO})tZO,...,T_l = (ULO}’k%:O?m?T_l T x N valeurs de commandes

initiales, o
— Etape []] :
(1) intégrer la dynamique de Détat (VL.14) 4 U = U,
(2) intégrer la dynamique de I'état adjoint (VI.17) 4 U = UW et X = X,
(3) calculer le gradient par (VI.18) et effectuer un pas de gradient projeté & U = U,
X=XUet A=Al .
Ul — g (UP* = )G vk =1 N ve=0, T
— Test d’arrét.
— Etape [oo] :

(1) construction des grilles :

(u™)i—p. 71 = (U Lm]’k)t

(371[500])1&:0,~-~,T—1 = (XLOOLk)t



VL4. INTERPRETATION FONCTIONNELLE DES VARIABLES ALEATOIRES 109

(2) synthese de feedback
(@) = Ro, (27 0f™) (@), ve=0,- T -1,

REMARQUE VI.13.

(1) Contrairement a l’algorithme VI.10, I’algorithme VI.12 utilise une approximation de la
projection de I’état adjoint sur I’espace des variables aléatoires adaptées au passé des
bruits.

(2) Cependant, cette projection n’est pas calculée par rapport a tout le passé des bruits
mais par rapport a I’état instantané. L’égalité entre les deux projections n’est réalisée
qu’a P'optimum (voir le théoréeme 11.21).

¢

VI1.4. Interprétation fonctionnelle des variables aléatoires

La direction de descente incorporée dans les algorithmes VI.10 et VI.12 pour résoudre le
probleme (VI.1) ne correspond a l’expression d’un gradient qu’a 'optimum. C’est a dire que ces
algorithmes ne correspondent pas a priori a des algorithmes de gradient projeté.

Dans la section II.7, nous avons montré que le probleme (VI.1) pouvait s’écrire sous une
forme fonctionnelle :

Iglq? <Vba p0> )

)

sous Vp(-) = K(.),
(VL.19)
Vi() = E[Lt(" ¢u(:), Wt+1):| + AftVtH('), Vi=T-1,---,0,

p(x) e VreX, Vt=0,---,T—1,

ott A%V, 1() =E [Vtﬂ (fi( (), Wm))} et po est la densité de probabilité de X % W

D’apres le théoreme I1.25, nous avons pu donner des conditions nécessaires d’optimalité pour
le probleme (VI.19) qui s’écrivent sous la forme (PMS7) et qui font intervenir une dynamique
sur les fonctions de Bellman (V4(:))=0,... 7 et un gradient calculé & partir des dérivées de ces
méme fonctions. D’un autre coté, le théoreme I1.31 nous donne l'interprétation de ces fonctions
valeurs en terme de variables aléatoires. Nous avons alors qu’a Uoptimum Ay = E[X\; | X,] =
V/(Xy), Vt=0,---,T. Nous utiliserons dans la suite cette écriture de 1'état adjoint adapté
(comme fonction de I’état) pour construire des heuristiques dans lesquelles nous essayerons de
remplacer les approximations de I’espérance conditionnelle par des approximations d’espérance.

VI1.4.1. Espérance conditionnelle de 1’état adjoint et espérance du gradient. Nous
considérons ici un algorithme de descente oli nous intégrons 1’état adjoint non adapté particule
par particule et approximons son espérance conditionnelle pour trouver la dérivée de la fonction
valeur, et nous approximons le gradient par un simple calcul d’espérance.

VI1.4.1.1. Approximation.

Pour tout t = 0,---,7T, nous approximons le feedback ¢.(-) par sa représentation sur une

grille aléatoire de IV éléments : u; def (U f) k=1,.,N- Nous propageons alors ’état forward scénario
par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille aléatoire x; de ’espace
d’état (VI.14).
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L’état adjoint non adapté est intégré backward en utilisant sa dynamique (VI.15).
Nous nous donnons, a chaque pas de temps t = 0,--- ,7 — 1, un noyau K; : X; — R et
un parametre de largeur de fenétre h; € Ry. Nous approximons alors la dérivée de la fonction

valeur a I'optimum par la méthode des noyaux pour 'approximation de I’espérance conditionnelle
def
(Ai(2) = B[N | Xy = ).
Cette fonction est calculée sur la grille aléatoire x;, V¢t = 0,---,T. Nous obtenons alors

une collection de valeurs v}, = (Aff)k:1 N

Z] K, (Xt ))\J
Zj:l K, (Xth—txg) )

Pour évaluer cette fonction en des points hors de la grille nous appliquons au nuage de points,
ainsi constitué, un opérateur d’interpolation-régression tel que :

(V1.20) AP

VeeX,, Vt=0,---,T.

(V1.21) A(2) € Ry, (m,0)) (z), VE=0,-- T
Le gradient est alors approximé de la maniere suivante :

(V1.22)

N
1
GF NZ[Lt W (XFUE W)+ (f))] (XE UF, W) t+1<ft(Xt7Ut7Wt+1))}

Vk=1,--- N, VYt=0,---,T—1.

VI1.4.1.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le probleme (VI.1).
Il s’agit, a chaque itération de l'algorithme, d’intégrer scénario par scénario I’état en suivant la
dynamique forward et 1’état adjoint non adapté en suivant une dynamique backward. Nous
mélangeons les scénarios en approximant la fonction A ((VI.20) et (VI.21)) et en calculant une
direction de descente suivant la formule (VI.22).

ALGORITHME VI.14 (Heuristique H3 : Espérance conditionnelle de 1’état adjoint non adapté
et espérance du gradient).

— Etape 0] : soient u[o] t=0. T—1 = U[O}’k _n 5+ T x N valeurs de commandes
t v t  )t=0,..,T—1
k=1, ,N
initiales,
— Etape []] :
(1) intégrer la dynamique de Iétat (VL.14) 4 U = U,
(2) intégrer la dynamique de Pétat adjoint (VI.15) 4 U = UM 4 X = X1,
(3) approximer les fonctions A; par (VL.20) et (VI.21) & X = X X = Al
(4) calculer le gradient par (VI.22) et effectuer un pas de gradient projeté a U = U 1 et
X =xl,

Ul = T (U = pIGI*) k=1, N, =0, T -,

— Test d’arrét.
— Etape [o0] :
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(1) construction des grilles :

(2) synthese de feedback

(@) =Ry, («f,uf?) @), ve=0, 71,

REMARQUE VI.15.

(1) Il s’agit dans I’expression (V1.22) d’une simple approximation de I'espérance en W (par
Monte-Carlo). L’expression de ce gradient n’inclut donc pas, d’une maniere directe, 1’ap-
proximation d’une espérance conditionnelle. Cependant, le calcul de la fonction A inclut
une interpolation qui peut étre vue comme ’estimation d’une espérance conditionnelle.

(2) L’expression non approximé du gradient donnée par (PMST) incorpore l’expression
d’une densité de I’état. Cette densité traduit le fait que nous calculons le gradient la
ou la densité de I’état n’est pas nulle, ailleurs rien ne sert de calculer le gradient. Dans
I’algorithme VI.14 nous ne calculons pas cette densité; cependant, nous intégrons les
particules par leurs dynamiques et nous calculons I'expression du gradient (fonctionnel)
sur une grille constituée par ces particules. Nous n’explorerons donc jamais les endroits
ou la densité de I’état est nulle. Nous approximons donc a chaque itération un vecteur
faisant un angle aigu avec le gradient réel.

(3) Contrairement a l’algorithme VI.4 de programmation dynamique stochastique nous
n’utilisons pas une grille fixée a priori pour évaluer le feedback mais une grille aléatoire
qui varie a chaque itération de ’algorithme de descente en suivant les trajectoires de la
commande optimale.

¢

VI1.4.2. Espérance de I’état adjoint et espérance du gradient. Il s’agit dans cette
section de propager un état adjoint fonctionnel. Nous pouvons alors penser a propager la fonction
valeur (comme donnée dans (PMS})) et ensuite utiliser sa dérivée pour le calcul du gradient.
Cependant, numériquement, une opération de dérivation est contraignante. Nous nous proposons
alors d’établir une dynamique fonctionnelle directement sur la dérivée de la fonction valeur. Nous
utiliserons pour cela les conditions d’optimalité (PMS**) qui donnent, d’apreés le théoreme
11.30, une dynamique rétrograde sur la dérivée de la fonction valeur. Nous propagerons ainsi
une approximation de ’état adjoint par le calcul d’une simple espérance et nous calculerons le
gradient de la méme maniére en approximant une espérance par Monte-Carlo.

VI1.4.2.1. Approximation.

Pour tout t = 0,---,7T, nous approximons le feedback ¢.(-) par sa représentation sur une

grille aléatoire de IV éléments : u; def U f) k=1,.,N- Nous propageons alors ’état forward scénario
par scénario en utilisant sa dynamique, nous obtenons ainsi une grille aléatoire x; de I’espace
d’état (VI.14).

L’approximation, a I'optimum, de la dérivée de la fonction valeur se fait par une intégration
backward sur la grille aléatoire (x;);=o.... 7 afin d’obtenir une grille v} = (A,’f)k:l’... N-
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(V1.23)
Ar() = K'(-) = Ar (o),
N
1 . . —T ;
Af = N S L) (X7, U W) + (f)F (XEUS W) A (F(XE, U W),
=1

Vt=T—1,--- 0,
A(z) = Ry, (e, v))(z), Vo eX, Vt=T-—1,---,0.

Le gradient est alors approximé de la maniere suivante :

(VI.24)
N

1 - . —T .
G = = (L)) (XF,UE W) + (fon (XEUE WL A (A(XFUF W) )|
N

VI1.4.2.2. Algorithme.

Nous pouvons maintenant écrire un algorithme de descente pour résoudre le probleme (VI.1).
Il s’agit, a chaque itération de ’algorithme, d’intégrer scénario par scénario 1’état en suivant la
dynamique forward et I’état adjoint fonctionnel suivant une dynamique backward. Nous calculons
un gradient fonctionnel suivant la formule (VI.24) .

ALGORITHME VI.16 (Heuristique H4 : Espérance de 1’état adjoint et espérance du gradient).

~ Etape [0] : soient (u)[to})t:()’...’;p,l = (ULO}’k)t:(),..,T_l T x N valeurs de commandes

initiales, o
— Etape []] :
(1) intégrer la dynamique de I'état (VI.14) & U = U,
(2) intégrer la dynamique de I'état adjoint fonctionnel (VI.23) A U = UW a X = x 1,

(3) calculer le gradient par (VL.24) et effectuer un pas de gradient projeté a U = Ul et
X =xM:

U =Tl (UEM - p[l]Gy]’k) C Vk=1,--.N, Vt=0,---,T—1,

— Test d’arrét.
— Etape [o0] :

(1) construction des grilles :

(im0, 11 = (Uz[fOOLk)t: o T

o] ool,k
(a:E })t=0,---,T71 = (Xz[e ! >t:0,--~,T—1’

(2) synthese de feedback
@) = Ry, (2 ul™) (@), ve=0. 71
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REMARQUE VI.17.

(1) Comme dans la remarque VI.15 Pexpression du gradient (VI.24) n’incorpore qu’'une
simple approximation par Monte-Carlo d’une espérance. Cependant, ’approximation
de l'espérance conditionnelle est cachée par les interpolations-régressions effectués dans
les équations (VI.23).

(2) D’une maniere générale I'expression de la dérivée de la fonction de Bellman (donnée par
(I1.41)) incorpore des termes de dérivée du feedback qui disparaissent a I’optimum (voir
le théoreme 11.30) ce qui pose des problemes d’ordre numérique et théorique. C’est pour
cela que nous utilisons les conditions d’optimalité (PM S**) qui incluent ’expression de
la dérivée de la fonction de Bellman a [’optimum. Au cours des itérations de I’algorithme
(hors de 'optimum) nous n’approximons donc pas I'expression exacte de cette dérivée.

(3) Cette situation est sans doute (sur le plan numérique) la plus proche de celle qu’on
rencontre aussi dans la programmation dynamique. La principale différence vient du
fait que le min n’est pas effectué dans la propagation de I’équation backward (cas de la
programmation dynamique) mais est effectué de fagon itérative dans la boucle la plus
extérieure de l’algorithme de pseudo-gradient.

¢

VI1.5. Probléeme test : gestion d’un barrage hydro-électrique

Nous considérons un modele de barrage hydro-électrique dont nous voulons gérer la pro-
duction. Nous modéliserons le probleme sous la forme d’un probléeme de commande optimale
stochastique a temps discret et nous nous proposons de le résoudre numériquement en utilisant
les différentes heuristiques présentées plus haut.

V1.5.1. Description du probléme. Le probleme est posé en temps discret sur 24 heures
avec des pas de temps d’une heure. L’indice t = 0,--- ,T (avec T = 24) désigne, alors, les points
de discrétisation en temps, sachant que ¢ = 24 correspond a la méme heure que ¢t = 0, mais 24
heures plus tard.

Nous considérons un barrage hydro-électrique dont le volume d’eau en stock a l'instant
t =0,---,T est une variable aléatoire noté X; € L?(Q2, F,P;X;) (nous considérons un espace
détat X, = R, Vt =0,---,T —1). Ce stock constitue ’état du systéme. Il est soumis a des
contraintes de bord : une quantité de stock de réserve notée x est fixée, et nous notons T le
volume maximal d’eau contenu dans le barrage :

(VL25) z<X;<wm P-ps, Vt=0,---,T.

Les apports d’eau dans le barrage pendant I'heure ¢ (t = 1,---,T') sont désignés par A,
(variable aléatoire a valeurs scalaires). Il s’agit d’un processus stochastique dont les caracté-
ristiques seront exposées plus loin. Le volume d’eau effectivement turbiné pendant la méme
heure ¢ est désigné par E;_; (variable aléatoire & valeurs scalaires). Ce décalage d’indice est du
au fait que la décision de turbinage a été prise a l'instant ¢ — 1 avant d’observer les apports
en eau; nous sommes, alors, dans une optique de décision-hasard. Ce volume d’eau turbiné
résulte de la commande U; 1 € L?(Q, F,P;U;_1) (nous considérons un espace de commande
U, =R, Vt=0,---,T —1), cette commande est le volume turbiné désiré : si c’est possible,
E, =U,. L’égalité est impossible si le volume d’eau résultant dans le réservoir tendrait & passer
au dessous de x. On a donc :

(VI.26) E,=min(Uy, X;+ Ayy1 —2), P-ps, Vt=0,---,T—-1

Par ailleurs, lorsque le réservoir atteint son niveau maximal T, il déborde (I’eau ainsi déversée
ne produit pas d’électricité). Nous pouvons donc donner la dynamique de I'état X du systéme :

(V127) XtJrl == min(Xt - Et + At+1,f), P—p.S., t= 0, s ,T - 1,
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Nous sommes, en outre, confronté a des contraintes d’admissibilité déterministes; la com-
mande U, est soumise a des contraintes de borne :

(VI.28) u<U;<u, P-ps, Vt=0,---,T-1.

Au volume d’eau E; effectivement turbiné est associée une production d’électricité P; =
9(X4¢, E;) (pouvant dépendre de la hauteur d’eau dans le barrage, et donc du volume X3).
Cette production est destinée a répondre & chaque instant a une certaine demande a la période
suivante qui sera notée Dy : c’est un autre processus stochastique que ’on décrira plus loin. Si
P, > D, 4, 'exces de production est revendu. Si Py < Dyy1, le déficit de production doit étre
compensé par d’autres moyens (achat sur les marchés de 1’électricité) ou bien il conduit a de la
défaillance. Tout ceci se traduit par un cott ¢;(Dy11 — Py) ou ¢; est une fonction croissante et
convexe. On précisera plus loin son expression.

Nous notons par (W)i—o,... 7—1 le processus aléatoire de bruit tel que :

Wo=A9= Xy, P-ps.,

Wt = (At,Dt), ]P)—p.S., vVt = 1,--' ,T.
Si nous supposons que les bruits sont observés directement, mais de fagon causale, nous devons
avoir que la commande est mesurable par rapport a tous les bruits passés. La structure d’infor-
mation choisie correspond donc a une optique décision-hasard : la décision Uy sur le turbiné
désiré est prise d’abord, 'apport d’eau A;11 et la demande Dy, interviennent dans le méme
intervalle et ne sont observés qu’en suite, ce qui résulte finalement dans le turbiné E; et le cott
a minimiser.

Finalement, on peut résumer le probleme de la fagon suivante, en introduisant une rému-

nération du stock final X7 sous la forme d’une fonction convexe K (X ), et en supposant la
condition initiale Xy donnée comme une variable aléatoire de loi connue :

T—1
min E Y ¢ (Diy — g(X1, By) + K (X1)

(SPbarragc) =0
sous les contraintes (VI.26), (VI.27), (VI.28),

U< (Woy, -, Wy), Vt=0,---,T—1.

Ce probleme s’écrit alors comme un probleme de commande optimale stochastique en temps
discret de la forme (VI.1). Pour cela, nous adopterons les notations suivantes :
— Ly : R x R x R? — R la fonction cofit instantané tel que :

Li :RxRxR? >R,
((x,u, (a7d)) = G (d—g(w,min(u,x—l—a—@))), vt = 0> 7T_ 17
~ f; : R x R x R? — R la dynamique du systeéme tel que :
fi :RxRxR? R,
((z,u, (a,d)) — min(z — min(u,z + a — z) +a,7), Vt=0,---,T -1,
— I'd Jensemble admissible pour la commande & chaque instant t = 0,--- , T — 1 tel que :
red = (ua, vt=0,---,T—1

Avec ces notations le probleme (S Pparrage) 8’écrit comme un probleme de commande optimale
du type (VL1).
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VI1.5.2. Données numériques et fonctionnelles. La demande en électricité et les ap-
ports en eau sont des bruits blancs dont les trajectoires respectives suivent deux lois discretes
stationnaires centrées autour de trajectoires moyennes non stationnaires. Chacune de ces lois
discretes est constituée, a chaque instant ¢t = 1,--- T = 24, de N, = 11 atomes (ce qui fait
un total de 1124 trajectoires possibles). Nous noterons, respectivement, d et a les trajectoires
moyennes de la demande et des apports.

d=(0.40, 0.30, 0.25, 0.20, 0.30, 0.40, 0.50 , 0.90 , 1.00, 0.80 ,
0.70 , 0.70, 0.80, 0.70, 0.60 , 0.60 , 0.70, 0.80 , 0.90 , 1.00 ,
0.90 , 0.80 , 0.70 , 0.50).

a=(0.25, 050, 0.80, 0.90, 0.20, 0.30, 0.70 , 0.50 , 0.90 , 0.40 ,
0.70 , 0.80, 0.70 , 1.00, 0.70 , 0.30 , 0.40, 0.60 , 0.80 , 0.70 ,
0.60 , 0.80 , 0.90 , 1.00).

L’état initial, quant a lui, X9 = Ag suit une loi uniforme sur [z, 7| def [0, 2].

Nous simulons par Monte-Carlo un échantillon de N = 200 particules de I’état initial ainsi
que N trajectoires de demande et d’apports. Nous représentons dans les figures VI.1 et V1.2 les
différentes trajectoires tirées par Monte-Carlo de (Ay)=1,... 7 et (D¢)¢=1,... 7. Nous noterons les
différentes trajectoires tirées de la maniere suivante :

(Xlgv A’f, lev T ﬂA’7g‘7 D%>k=17"'7N'

Fic. VI.1. Les apports en Fic. VI.2. La demande en
cau A; électricité Dy
La commande est soumise a des contraintes de borne a chaque instant : [u, ] o [0, 1].

La fonction g donne la conversion entre le turbiné E et la production électrique P lorsque le
barrage est au niveau X . Pour représenter ’effet de hauteur de chute, on supposera une variation
linéaire entre 0,5 et 1 par rapport a X lorsque X passe du niveau bas x au niveau haut z. On
adopte donc I’expression :

.Xt +x— 2@
2 —2z) ’

Le cott instantané est modulé en temps par le tarif 7 donné par le vecteur

(VI.29) P,=g( X, E,)=E; P-p.s., Vt=0,---,T.

r=(1,1,1,1,1,1,1,3,3,3,2,2,2,2,2,2,2,2,
3,3,.3,2,2,2).
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Fia. VI.3. Le prix de I’électricité

La fonction ¢; est le produit de ce vecteur par une fonction de type exponentielle qui vaut 0
en 0 et qui est de pente 1 au point 0. On a finalement :

(VIL.30) ct(y) = m41(e? — 1).

Le cout marginal d’'une défaillance augmente donc tres vite du c6té positif, tandis que le gain
marginal tend vite vers zéro pour un grand exces de production par rapport & la demande (coté
y < 0).

Le cout final est nul pour x = T et il croit si ’état final n’atteint pas la valeur maximale T
(incitation & remplir le stock en fin de jeu) :

(V1.31) K(z) =12(x — )%

VI1.5.3. Programmation dynamique stochastique : application. Nous nous propo-
sons d’appliquer ’algorithme V1.4 pour la résolution par programmation dynamique stochastique
du probleme (SPparrage)-

Nous nous donnons alors une grille fixe constituée de n = 200 points de I'espace d’état
[z, 7] & [0, 2] tel que :
i—1
]V(ZE - 22)7 Vi = 17' N

T =2+
n_

Les opérateurs Rpr et Ry, seront choisis comme des opérateurs d’interpolation linéaire :
pour calculer la valeur d’'une fonction hors de la grille, nous moyennons les deux valeurs les plus
proches encadrant ce point.

g
oetes

S

00 02 04 06 08 1.0 12 14 16 18 20

101214161820
0000.20.40.60.8; & Etat

Fic. VI.4. Le feedback FiG. VI.@\. La fonction de
optimal (;StSDP Bellman V;
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La figure VL4 représente le feedback ¢PP & chaque instant t = 0,---,T — 1, en chaque
point x € [z,T] obtenu par l'algorithme VI.4 de programmation dynamique stochastique. La
figure VL.5 représente la fonction de Bellman ‘A/t a chaque instant ¢t = 0,--- , T, en chaque point
x € [z,T).

Le cotit optimal ainsi obtenu est de :

~ 1 /2~
(VL32) SPP E B P (X )] = 5 / Vo(z)dz = 6, 48.
0

Nous utiliserons ces résultats comme référence a laquelle nous comparerons les résultats
obtenues par les heuristiques précédemment décrites.

VI.5.4. Eléments finis particulaires : application. Nous nous proposons d’appliquer
lalgorithme VI.7 de gradient projeté pour les éléments finis particulaires a la résolution nu-
mérique du probleme (SPharrage) décrit dans la section VI.5. Il s’agit alors de considérer des
feedbacks par rapport au passé des bruits, de les approximer par éléments finis pour écrire
ensuite des conditions d’optimalité du type KKT.

LEMME VI.18. Si (Uy)i—o,... 7—1 est solution de (S Pparrage) €t si nous sommes dans un cadre
markovien (hypothéses 11.17) alors :

Utj(XO)Alv'”aAt)) Vt:077T_1

Démonstration :

(1) Nous savons déja, d’apres le théoreme II.18, que si (Uy)i=o,... 7—1 est solution de (SPharrage)
et que nous sommes dans un cadre markovien, alors la commande optimale est mesurable par
rapport a ’état optimal : U, = X;, Vt=0,---,T — 1.

(2) L’expression (VI.27) de la dynamique de I’état ne dépendant que des apports en eau (et non de
la demande en électricité), nous pouvons alors affirmer (par un raisonnement par récurrence)
que D’état optimal est mesurable par rapports aux apports passés : X; =< (Ag, A1, , Ay).
Comme Xy = Ay et d’apres (1), nous avons le résultat recherché.

|

Etant donné que nous sommes dans un cadre markovien, d’apres le lemme VI.18 nous pou-

vons, sans perte d’optimalité, considérer des feedbacks par rapports aux apports passés. Nous

noterons dans la suite de cette section pour tous les pas de tempst =0,--- , T —1,Y,;: Q — Y,
une variable aléatoire a I'instant ¢ telle que :

(VL.33) -
Y, < (Xo,Ar,--- Ay, VE=1,--- ¢

Pour résoudre le probleme (.SPyarrage) Par la méthode des éléments finis particulaires, nous
sommes confronté a trois problemes :
— la non différentiabilité de la fonction colt et de la dynamique; elle est induite par la
présence des opérateurs min,
— le choix des fonctions de bases afin de simplifier la détermination de ’ensemble admis-
sible A2
— la dimension croissante de ’espace des observations Y.
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VI1.5.4.1. Traitement de la non différentiabilité.

Les équations de la commande (VI.26) et de la dynamique (VI.27) sont approximées par
un lissage de 'opérateur min. Nous introduisons un parametre de lissage ¢ (qui sera pris égal a

0,01) :

Yy siy<z-—ec,
(VI1.34) min(z,y) ~ m(x,y) = %ﬂ—%—i siz—c<y<z+e,
x siy > x+c,

V1.5.4.2. Choix des fonctions de base.

Le probleme (SPyarrage) Possede des contraintes de bornes :
Uiw) el =[u,7 =[0,1, P-ps., Vt=0,---,T—1.

Nous choisirons les fonctions de bases de sorte que les contraintes du probléeme approximé (VI.5)
admettent aussi des contraintes de borne (voir le lemme B.4) :

o € A =[a, @, Vt=0,---,T—1.

Soient m fonctions de base dites primaires et notées ((91)Z ., telles que 6; : R —

=1,
[0,1], Vi = 1,---,m. Nous choisissons ces fonctions de telle sorte a ce qu’elles vérifient les
propriétés suivantes :

7Vi:17"'7m7 ‘92()6[071]7

- il 6i() <1

— Jm points (y;)j=1,..m tel que 6;(y;) = (51,]-1
Nous choisirons, pour nos traitements numériques, la base primaire présentée dans la figure V1.6
et qui vérifie les conditions précédemment citées.

premiére fonction de base primaire

1 i=1.m

L2

m-iéme fonction de base primaire

Fia. VI.6. Fonctions de base primaires

A chaque instant t = 0,--- ,7 — 1, nous choisissons des fonctions de base sur ’espace d’ob-
servation Y; de dimension d;. Pour construire des fonctions de base sur un espace de dimension
d¢, nous utiliserons des produits croisés de m; fonctions de base primaires :

dy
(V135) VI: <i17"' 7Z.dt) S {17 7mt}dt7 ¢I(y) = Hg’bk(y(k))a
k=1

151-3- =0si¢#jet1sinon.
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ot y¥) est le k-itme composante du vecteur y € R%. Nous construisons ainsi vy = mft fonctions
de base vérifiant les hypotheses du lemme B.4 :
~Vi=1,---,my, 0;(-)€[0,1] alors VI = (i1, ,iq,) € {1, ,me}%, 7(-) € [0,1],

- Z[ Yi(y) = ZI Hztz1 0i, (y(k)) = 2?321 Tt Z:tzl eil(y(l)) Tt eimt (y(mt)) =
(Z?}tzl 0, (y(l))) T (Z;th:1 eimt (y(mt))) =1,

- no;cons xj € R™ tel que $§~k) = ](-k) si j = k et 0 sinon, alors ¢r(z;) = itzl 0, (y](-““)) =
[Tkt Gi -

D’apres le lemme B.4 nous avons alors que la contrainte d’admissibilité du probleme ap-
proximé (VI.5) s’écrit :

ateA?d:[Qaa]Vt déf [Ovl]ytv Vt:()?:T_l

VI1.5.4.3. Traitement de la dimension de l’observation.

Pour le probleme (S P arage), la variable d’observation a chaque pas de temps peut étre notée
comme une variable aléatoire Y : Q@ — Y; (VL.33) ol la dimension de Y; (dim(Y;) = R!*!)
augmente a chaque pas de temps (voir le lemme VI.18).

Pour la méthode des éléments finis particulaires, nous devons choisir, & chaque pas de

temps t = 0,---,7 — 1, une famille de fonctions de base : (¢;)i=1,... ,, tel que ¢; € H def

L?(Yy, B(Y;), Py,; Ug). Or plus la dimension de I'espace Y; est grande, plus il nous faut de
fonctions de base pour bien approximer ’espace H.

Si m fonctions primaires sont choisies, & chaque pas de temps, v; = m!*! fonctions de base
doivent étre prises en compte. Le probleme en boucle ouverte approximé par éléments finis aura
alors pour dimension :

T
41 _ m(m’ —1)
m—1
Pour réduire cette dimension, nous introduisons un parametre de mémoire du systéme :

T < T. La variable aléatoire d’observation sera alors réduite aux T dernieres observations du
systeme :

Yo = Xo, P—p.s.,
(V136) Yt = (XOaAl"' ,At)v P—p.S., Vit = 17 7T_1a

Yi~ (A, _jq A, P-ps, VE=T,- T—1.

A chaque pas de temps t = 0,--- ,7' — 1, nous aurons & traiter v; = m!*T! fonctions de base
et pour chaque pas de temps t = T',--- ,T — 1 nous aurons a traiter v, = m” fonctions de base.
Le probleme en boucle ouverte approximé par éléments finis aura alors pour dimension :

T-1 -1 T-1 m(mf _1) )
v=2 = mita ) ml =T e (T =T,
= = t=T

VI1.5.4.4. Résultats numériques.

Nous appliquons I’algorithme VI.7 au probleme (S Pharrage), €n approximant la variable aléa-

toire d’observation par le choix d'un parameétre de mémoire T (VI.36) et en choisissant les
fonctions de base comme expliqué précédemment (VI.35).
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La figure VI.7 représente la variation du cott optimal calculé par l'algorithme VI.7 pour
différentes valeurs du parametre de mémoire 7' et du nombre m de fonctions de base primaires.

(V1.37) FYE—E

T-1
S L (X{TP U W) + K (X?FE)] :
t=0

REMARQUE VI.19. Ce cotlit optimal est calculé a partir de la vraie espérance en utilisant
I’équation backward de la programmation dynamique et non pas a partir des 200 particules tirées
au départ :

Vi(z) = E[Lt(% U™ W) + Vi (fi(=, U, Wt+1)):|7 Vo € Xy,

1 2
FFE — E[VO(XOPFE)] = 2/ Vo(z)dx.
0

--- SDP
— m=2

7.4 — m=3

m=5

Fia. VI.7. Cott optimal pour m = 2, 3,5

Nous remarquons que les courbes représentant les variations du cott optimal ¢PFP (VL.37) en
fonction du parametre de mémoire T décroissent vers le coit optimal obtenu par programmation
dynamique stochastique ¢SPP (VI.32).

Plus le parametre de mémoire augmente, plus nous nous rappelons du passé du systeme et
plus nous nous rapprochons de la vraie observation. Cependant, un biais subsiste, du au choix,
fait a priori, des fonctions de base qui nous met a une certaine distance de la solution par
programmation dynamique. Pour faire diminuer ce biais nous ne pouvons que faire augmenter
le nombre de fonctions de base primaires.

Pour T =4 et m = 5, nous représentons les trajectoires optimales de 1'état (figure VI.9), de
la commande (figure VI.8) et de I’état adjoint (figure VI.10) obtenues & partir de l’algorithme
VL7 et décrites par les formules (VI.11).

Nous remarquons que les trajectoires de I’état se concentrent dans certaines régions de I'es-
pace. De ce point de vue, la programmation dynamique stochastique qui utilise une discrétisation
a priori de tout I'espace d’état effectue des traitements inutiles en calculant le feedback 1a ou
les particules d’état ne vont jamais. Nous pouvons alors réfléchir a des méthodes permettant
une discrétisation dynamique qui dépend de la commande et qui ne s’intéresse qu’aux régions
stgnificatives de I'espace d’état.

Pour les méme valeurs des parametres T =4etm=>5, les figures VI.11, VI.12 et VI.13

EFP,k 1, EFPk
t ) Ut )

représentent les nuages de points optimaux (X k=1,..,~v pour différents pas de
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temps (¢t = 0, 13, 24). Nous avons représenté sur les méme figures les courbes du feedback optimal
par rapport a I’état obtenues par programmation dynamique (VI.4) d)tSDP.

Nous considérons 'opérateur de régression R inspiré de la méthode d’approximation de
I’espérance conditionnelle par noyaux pour approximer le feedback sur I’état et le comparer
ainsi au feedback obtenue par programmation dynamique :

PPE() = R ((Xkmto o Uz, ) (@),
N Xh— k
ik (X5 vl
- N Xk—z\
Sk (H5)
Nous représentons ainsi sur les méme figures, le feedback sur I’état obtenu par interpolation-
régression & partir de I'algorithme (VI.7) ¢FFF.

Au-dessous des courbes de feedbacks sont représentés les histogrammes approximant la ré-
partition des particules d’état X ,]f Nous remarquons bien que la variable aléatoire d’état se
concentre dans une partie de I’espace. Faire des estimations de la loi de feedback en dehors de
ces régions est alors impossible, mais on peut considérer que c’est pratiquement inutile car une
commande optimale du systéme ne doit pas conduire la variable d’état a se trouver dans les
régions ignorées par les particules.

Ces résultats obtenus par ’algorithme VI.7 sont assez voisins de ceux obtenus par pro-

grammation dynamique stochastique. En effet, le nuage de points obtenu par éléments finis
particulaires est centré sur les feedbacks obtenus par programmation dynamique.

REMARQUE VI.20.

(1) En approximant par un parametre de mémoire 'information disponible a chaque ins-
tant, nous avons introduit un parametre d’erreur supplémentaire. Nous pouvons alors
penser a utiliser directement un feedback en I’état (réduisant ainsi la dimension de
I’espace d’observation). Cependant, appliquer directement la méthode des éléments fi-
nis particulaires avec des feedbacks par rapport a ’état introduira des non convexités
supplémentaires au probleme.

(2) Les méthodes basées sur des scénarios arborescents (voir [7]) permettent d’approximer a
la fois I’espérance de la fonction cout et la structure d’information et ce, en quantifiant
les bruits du systeme et en les représentant sur un arbre. Cependant ces méthodes
souffrent d’'un inconvénient majeur : au début de l'arbre il n’y a que tres peux de
particules (calculer avec une grande précision) alors qu’a la fin de l'arbre, il n’y a plus
de futur possible ce qui fait augmenter considérablement la dispersion du nuage de
points (nous avons représenté sur les figures VI1.47, VI1.48 et V1.49 les nuages de points
état /commande)?. De ce point de vu, les résultat obtenus par 1’algorithme variationnel
VI.7 et représentés par les figures VI.11, VI.12 et VI.13 sont nettement meilleurs que
ceux obtenus par les techniques arborescentes.

¢

VI.5.5. Interprétation particulaire des variables aléatoires : application.
VI.5.5.1. Intégration de l’état adjoint non adapté.

Nous nous proposons d’appliquer I'algorithme de descente VI.10 a la résolution numérique
du probleme (SPparrage) décrit dans la section VL5.

Nous posons U = ¢f1(X11) la commande optimale produite par I’algorithme de descente
(VL.10) tel que :

2(Ces résultats ont été obtenus par ’application d’une méthode de quantification des bruits appliquée au méme
probléme de barrage (voir [7]).
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X =wg,, P-ps,
Ut = g (XM P—ps., Vt=0,--,T-1,
X%—I—O—llzft (X{H?U?lth-i-l)a ]P)_p's'7 Vt:(), aT_]-
Le colit optimal généré par cet algorithme est évalué a :
T—1
M =FE | L (X[ UM W) + K (X3 | =6,90.
=0
Pour N = 200 nous représentons les trajectoires optimales de 1’état (figure VI.15), de la
commande (figure VI.14) et de I'état adjoint (figure VI.16) obtenues a partir de 1’algorithme
VI.10.

Nous représentons de la méme maniere que dans la section VI.5.4.4 les feedbacks optimaux
a différents pas de temps (les figures VI.17, VI.18 et VI.19).

REMARQUE VI.21.

(1) La grille utilisée a chaque itération de 'algorithme VI.10 est adaptée a la commande.
Elle évolue au cours du temps en suivant la dynamique du systeme et au cours des diffé-
rentes itérations de ’algorithme en suivant la mise & jour des particules de commande.
Elle couvre, donc, automatiquement les régions de I’espace d’état qui nous intéressent.

(2) Nous utilisons pour cet algorithme la version non adapté des variables aléatoire d’état
adjoint ce qui induit une certaine dispersion des trajectoires (figure VI.16).

¢

VI1.5.5.2. Intégration de l’état adjoint adapté.

Nous nous proposons d’appliquer I'algorithme VI.12 de descente a la résolution numérique
du probleme (SPparrage) décrit dans la section VIL.5.

Nous posons UF? = ¢H2( X H?) la commande optimale produite par I’algorithme de descente
(VL.12) tel que :

X2=w, P-ps,
U2 = p2( X1 pps., Vt=0,---,T—1,
X%—I—Elzft (X?2’U?2’Wt+1)’ P—p.s., VtZO, aT_l
Le cotit optimal généré par cet algorithme est évalué a :
T—1
M =F | L (X% U W) + K (X3) | =6,60.
t=0
Nous représentons, comme dans les sections précédentes, les trajectoires optimales de 1’état
(figure VI.21), de la commande (figure VI.20) et de I'état adjoint (figure VI.22) obtenues & partir
de l'algorithme VI.12.

Nous représentons de la méme maniere les feedbacks optimaux a différents pas de temps (les
figures VI.23, VI.24 et VI.25).

REMARQUE VI.22.

(1) Contrairement a l’algorithme (VI.10) (voir la figure VI.16), nous remarquons une
concentration des trajectoires de ’état adjoint (voir la figure VI.22). En effet, comme
nous l'avons souligné dans le théoreme II1.18, I’état adjoint (A;)i=o,... 7 est mesurable
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par rapport a tous le futur des bruits, il est donc non adapté (non mesurable par rapport
a I'état instantané), alors que I'état adjoint adapté (A¢)¢=o,... 7 profite d’une opération
d’espérance conditionnelle permettant le lissage de ses trajectoires.

(2) Pour l'algorithme VI.10, nous avons utilisé toutes les trajectoires pour calculer la valeur
du gradient en un point particulier, par contre I’état adjoint non adapté était intégré
scénario par scénario sans aucune opération de mélange. Il semblerait alors que ’opéra-
tion de mélange supplémentaire effectuée au cours de l'algorithme VI.12 pour calculer
I’état adjoint adapté en un point en utilisant tous les scénarios améliore les résultats en
diminuant la dispersion des nuages de points optimaux.

(3) Nous avons représenté sur les figures VI.26, VI.27 et VI.28 a différents instants les
nuages de points état/état adjoint adapté (X¥ AF), leur interpolation KtHQ ainsi que
la dérivée Y//\;' de la fonction valeur obtenue par l'algorithme VI.4 de programmation
dynamique stochastique. Nous confirmons ainsi les résultats du théoreme 11.31, selon
lesquels I’état adjoint adapté optimal A; est égal a la valeur prise par la dérivée de
la fonction de Bellman & 1’état optimal V/(X}). En effet, les nuages de points ainsi
construits se rapproches des courbes de ‘A/t’ .

¢

VI1.5.6. Interprétation fonctionnelle des variables aléatoires : application.
VI1.5.6.1. Espérance conditionnelle de l’état adjoint et espérance du gradient.

Nous nous proposons d’appliquer I'algorithme VI.14 de gradient projeté a la résolution nu-
mérique du probleme (S P arrage) décrit dans la section VI.5.
Nous posons U? = ¢f13( X 13) la commande optimale produite par I’algorithme de gradient

projeté (VI.14) :
X(I){3 =Wy, P—ps,
Ul = pB3(x1)  pps., Vt=0,--,T-1,
X8 = (XB U W), Pops, VE=0,---,T-1

Le cott optimal généré par cet algorithme s’évalue a :
T-1
M =F | L (X[ U W) + K (X3P)| =6,53.
t=0
Nous représentons les trajectoires optimales de I’état (figure VI.30), de la commande (figure
VI.29) et de I’état adjoint (figure VI.31) obtenues a partir de ’algorithme VI.14.

Nous représentons aussi les feedbacks optimaux a différents pas de temps (les figures VI.32,
VI.33 et VI.34).

REMARQUE VI.23.

(1) Comme nous I’avons souligné dans le chapitre III, 'estimation d’une espérance condi-
tionnelle par la méthode des noyaux engendre une erreur quadratique moyenne de
ordre de N~3 (pour un conditionnement scalaire). Au cours de l'algorithme VI.14
nous n’approximons plus ’espérance conditionnelle du gradient mais nous approximons
une espérance d’un gradient fonctionnel (introduisant une erreur quadratique moyenne
de I'ordre de N—1) ce qui améliore sensiblement les résultats numériques.

(2) Cependant, les opérations d’espérance conditionnelle n’ont pas disparu, mais ils sont
cachées dans le fait que nous effectuons des interpolations-régressions pour passer des
représentations fonctionnelles aux représentations particulaires.
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(3) Nous avons représenté sur les figures VI.35, VI.36 et VI.37 & différents instants les
nuages de points état/état adjoint adapté (X f,f\fl?’(X k)), les résultats ne sont pas
aussi bons que ceux obtenus par 'algorithme VI.12; en effet, 'approximation de la
dérivé de la fonction de Bellman TA/t’ est obtenu en intégrant scénario par scénario un
état adjoint non adapté et en calculant a posteriori une espérance conditionnelle et non
pas en calculant a chaque pas de temps une espérance conditionnelle. L’accumulation
des opérateurs d’espérance conditionnelle semble améliorer les résultats en lissant les
nuages de points.

¢

VI1.5.6.2. Espérance de l’état adjoint et espérance du gradient.

Nous nous proposons d’appliquer ’algorithme VI.16 de gradient projeté a la résolution nu-
mérique du probleme (S P arrage) décrit dans la section VIL.5.

Nous posons U = ¢H4(X}) la commande optimale produite par I’algorithme de gradient
projeté (VI.16) :

X =w, P-ps,
U%—M: %{4(X£I4)a P—p.S., \V/t:(), aT_17
XM= (XM UM W), Pops, VE=0,--- T -1

Le cotit optimal généré par cet algorithme s’évalue a :

T—1

M =FE | L (X[ UM W) + K (X3 | =6,51.
t=0
Nous représentons comme dans les sections précédentes les trajectoires optimales de 1’état

(figure VI.39), de la commande (figure VI.38) et de l'état adjoint (figure VI.40) obtenues a
partir de l'algorithme VI.14 ainsi que les feedbacks optimaux & différents pas de temps (les
figures VI.41, V1.42 et VI1.43).

REMARQUE VI.24.

(1) Nous avons représenté sur les figures VI.44, VI.45 et VI.46 a différents instants les nuages
de points état/état adjoint adapté (X ¥, f&f] 4(XF)), les résultats sont plus satisfaisants
que ceux obtenus par les précédents algorithmes. En effet 1’état adjoint adapté est
calculer ici en utilisant une simple espérance, les espérance conditionnelles étant cachées
dans les interpolations effectuées.

(2) C’est la situation la plus proche de la programmation dynamique stochastique avec
l’avantage que l'opération de minimisation est faite au cours des itérations (et non a
chaque itération) permettant ainsi d’utiliser des grilles aléatoires adaptées a la réparti-
tion de la variable aléatoire d’état.

¢
VI1.6. Conclusion

Nous nous sommes intéressé, dans ce chapitre, a la résolution numérique de problemes de
commande optimale stochastique en temps discret.

Deux optiques de résolution peuvent étre suivies : une approche A-O ot nous avons utilisé une
technique d’éléments finis particulaires, et une optique O-A ou nous avons utilisé les différentes
interprétations et versions des conditions d’optimalité établies dans le chapitre II.

Nous nous sommes trouvé face a deux choix possibles.
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— Considérer une structure d’information modélisée par la mesurabilité par rapport a tout
le passé du bruit. Nous pouvons alors construire un algorithme de gradient projeté pour
la résolution du probleme. Cependant, la dimension croissante de 1’espace d’observation
crée un inconvénient numérique majeur.

— Considérer une structure d’information modélisée par la mesurabilité par rapport a 1’état
instantané. Nous construisons alors un algorithme de descente dont la direction de descente
ne représente pas un gradient d’un probleme approximé.

Il est a noter que la premiere approche reste possible indépendamment de toute hypothese sur la
structure d’information, alors que la deuxieéme n’est possible que si I’on considere des problemes
markoviens ou il n’y a pas de perte d’optimalité & remplacer une contrainte de mesurabilité par
rapport a tout le passé des bruits par une mesurabilité par rapport a 1’état instantané.

Les algorithmes et heuristiques qui ont été proposés présentent un avantage majeur, par com-
paraison a la programmation dynamique stochastique. En effet, ils incorporent une discrétisation
adaptative de I'espace d’état permettant ainsi d’utiliser la totalité des points de discrétisation
dans les régions oll se concentre les particules d’état et donc ot la mesure de probabilité de 1’état
instantané n’est pas nulle.

La principale contribution apportée par ces différentes heuristiques réside dans le fait que
nous utilisons le méme nombre de particules pour tous les pas de temps garantissant ainsi une
dispersion constante des particules du début jusqu’a la fin de I’horizon. Ceci présente un avantage
majeur par rapport aux méthodes de quantification des bruits par arbres de scénarios. En effet
ces derniéres sont caractérisées par une augmentation de la dispersion des particules au cous des
pas de temps :

(1) au début de I’arbre nous avons un nombre réduit de particule avec une faible dispersion
(voir les figures de feedback VI.47 et de cotit marginal VI.50),

(2) a la fin de larbre nous avons un grand nombre de points avec une énorme variance
(voir les figures de feedback VI.49 et de coiit marginal VI.52).

Nous avons, ainsi, appliqué ces différentes méthodes a un probleme de gestion de production
d’un barrage hydro-électrique. Nous pouvons alors conclure que les interprétations fonctionnelles
du gradient et de I’état adjoint, utilisées dans 'algorithme VI.16, donnent les résultats les plus
performants en donnant le cout optimal le plus proche du colit optimal donné par la programma-
tion dynamique stochastique et les feedbacks optimaux qui collent & ceux de la programmation
dynamique.

Les travaux futurs s’intéresseront a l'application de ces algorithmes et de ces résultats nu-
mériques aux grands systemes, en faisant augmenter la dimension de ’espace d’état. Il faudra
alors comparer ’application directe de ces heuristiques avec une utilisation d’algorithmes de
décomposition-coordination et avec la programmation dynamique stochastique.
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] Heuristique H SDP \ EFP \ H1 \ H?2 \ H3 \ H4 \
Propagation || x scénario par | scénario par | scénario par | scénario par | scénario par
de I'état scénario scénario scénario scénario scénario
Propagation || x scénario par | non adapté, | adapté, non adapté, | fonctionnel
de I’état ad- scénario scénario par | espérance scénario par | par  espé-
joint scénario condition- | scénario rance

nelle
Calcul du || x espérance espérance espérance fonctionnel | fonctionnel
gradient condition- condition- | par espé- | par  espé-
nelle nelle rance rance
Grille  sur || a priori X adaptative | adaptative | adaptative | adaptative
I’espace
d’état
Cout  opti- || 6.48 6.61 6.90 6.60 6.53 6.51
mal
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Fig. VI.11. Feedback optimal pour
=0 gET™
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Fic. VI.12. Feedback optimal pour
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Figc. VI.14. Trajectoires de la com-

mande optimale U ?Lk

Fic. VI.15. Trajectoires de ’état op-

timal X,Ifﬂ’k

Fig. VI.16. Trajectoires de ’état ad-

joint optimal )\iﬂ’k
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Figc. VI.20. Trajectoires de la com-

mande optimale U ?Zk

Fig. VI.22. Trajectoires de ’état ad-
.. . H2,k
joint optimal A,
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Fig. VI.29. Trajectoires de la com-

mande optimale U iﬂk

Fig. VI.31. Trajectoires de ’état ad-
.. . H3,k
joint optimal A,
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Figc. VI.38. Trajectoires de la com-

mande optimale U ?4’k

Fig. VI.40. Trajectoires de ’état ad-
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CHAPITRE VII

Conclusions et Perspectives

VII.1. Différentes contributions du mémoire

Ce mémoire s’est situé directement dans la continuité des travaux menés au sein de I’équipe
SOWG sous 'impulsion des problématiques posées par le département OSIRIS d’EDF R&D.
Nous nous sommes ainsi attaché a étudier différents aspects de 'optimisation stochastique.

Notre intérét s’est particulierement porté sur les méthodes variationnelles de résolution des
problemes de commande optimale stochastique en temps discret en vue d’apporter des alterna-
tives viables a la programmation dynamique stochastique.

VII.1.1. Modélisation d’un probléme d’optimisation stochastique. D’une maniere
générale un probleme d’optimisation stochastique consiste en la minimisation de ’espérance
d’une fonction cott sous une contrainte d’information. Nous avons développé dans le chapitre 1
deux interprétations différentes de la structure d’information d’un probléme donné :

— une interprétation algébrique ou la structure d’information est représentée par le biais
d’une relation de mesurabilité entre deux variables aléatoires ou entre une variable aléatoire
et une o-algebre,

— une interprétation fonctionnelle ou la structure d’information est représentée par une fonc-
tion pére qui définit explicitement I'interdépendance entre les différentes variables du pro-
bléme.

Ces deux interprétations conduisent a deux modélisations équivalentes d’un probleme d’opti-
misation stochastique. L’interprétation algébrique conduit a des problemes d’optimisation par
rapport a des variables aléatoires. Quant & I'interprétation fonctionnelle, elle conduit a des pro-
blemes d’optimisation fonctionnelle.

Les principales contributions du chapitre 1 consistent, d’'une part, & montrer 1’équivalence
entre interprétation algébrique et interprétation fonctionnelle, et d’autre part, a faire la typologie
des problemes d’optimisation stochastique; plus précisément, nous avons souligné la différence
entre les probleémes en information statique (que nous avons abordé tout au long de ce mémoire)
et les problemes en information dynamique (probleme de Witsenhausen [114] et effet dual [8]).

VII.1.2. Résolution d’un probléme d’optimisation stochastique. La résolution nu-
mérique d’un probléme d’optimisation stochastique (qu’il soit modélisé sous sa forme algébrique
ou fonctionnelle) nécessite deux étapes distinctes :

— une étape d’optimisation qui consiste en ’écriture de conditions d’optimalité ou d’un

algorithme d’optimisation,

— une étape d’approximation qui consiste en deux niveaux séparés : approximation de l’es-

pérance de la fonction cout et ’approximation de la structure d’information.
Nous avons vue au début du chapitre III que ces deux étapes peuvent étre abordées dans des
ordres différents. Nous pouvons ainsi dégager deux approches de résolution différentes :

— L’approche optimiser d’abord, ensuite approzimer (O-A) qui conduit a Papproximation

d’opérateurs d’espérance conditionnelle,

— L’approche approzimer d’abord, ensuite optimiser (A-O) qui conduit a la méthode des

éléments finis particulaires.
Cependant, ces deux approches peuvent étre combinées en une seule. Nous avons développé,
en ce sens (voir chapitre V), un algorithme de gradient chaotique en boucle fermée ou nous

143



144 VII. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

approximons a la fois la structure d’information et ’espérance de la fonction cout en ligne avec
un algorithme de descente du type gradient.

VII.1.3. Conditions d’optimalité. Nous avons adopté dans le chapitre II I’approche O-
A en ne traitant que la partie optimisation. A partir des deux différentes représentations de
la structure d’information, nous avons présenté des conditions d’optimalité a la Karush-Kuhn-
Tucker pour un probleme de commande optimale stochastique en temps discret.

Dans le cadre d’une interprétation algébrique des contraintes d’informations nous avons
présenté deux versions des conditions d’optimalité. Ces deux versions consistent en :

— une propagation en marche-avant d’un état en suivant une dynamique forward,

— une propagation en marche-arriere d’un état adjoint en suivant une dynamique backward,

— D’écriture d’un gradient.

La principale différence entre les deux versions réside dans le fait que dans I'une nous considérons
un état adjoint non adapté a la filtration sous-jacente du probleme, alors que dans ’autre nous
considérons un état adjoint adapté a la filtration engendrée par les bruits du systeme.

Dans le cadre d’une interprétation fonctionnelle des contraintes d’informations nous avons
présenté deux versions duales du probleme de commande optimale stochastique en question.

— la premiere version consiste en la propagation forward de la mesure de probabilité de I’état

suivant 1’équation de Fokker planck,

— la deuxieme version consiste en la commande d’un cott initial sous la contrainte d’une

dynamique backward sur la fonction de Bellman du probleme.

L’étape approximation associée a ces différentes formes des conditions d’optimalité a été
développé dans le chapitre VI en s’inspirant des différentes méthodes d’approximation de ’espé-
rance conditionnelle abordées dans le chapitre I1I. Nous avons ainsi conclu que (numériquement)
nous avions intérét a expliciter fonctionnellement la structure d’information du probleme afin
de diminuer Ierreur faite lors de la synthese des feedbacks.

La principale contribution des chapitres II et VI était de présenter différentes alternatives a la
programmation dynamique stochastique. Nous avons ainsi mis en avant ’avantage des méthodes
variationnelles incorporant une discrétisation adaptative de I'espace d’état par rapport a une
discrétisation faite a priori.

VII.1.4. La méthode des éléments finis particulaires. Nous avons présenté dans le
chapitre IV la méthode des éléments finis particulaires pour la résolution des problemes d’opti-
misation stochastique (qu’on aurait pu appelé aussi méthode de Galerkin particulaire). 11 s’agit
dans cette méthode d’adopter une interprétation fonctionnelle de la structure d’information et
de poursuivre une approche A-O.

En écrivant le probleme d’optimisation stochastique sous une forme fonctionnelle nous ap-
proximons la commande du probleme par une méthode d’éléments finis le transformant en un
probleme d’optimisation stochastique en boucle ouverte. Un deuxieéme niveau d’approximation
est alors nécessaire : I'approximation de l’espérance de la fonction cout qui se fait par une
méthode particulaire du type Monte-Carlo.

Outre les différents résultats de convergence variationnelle qui ont été présentés, nous avons
mis 'accent sur I'avantage qu’offrait cette méthode quant a 'utilisation de l’expertise de 'uti-
lisateur : avoir une idée a priori sur la forme fonctionnelle du feedback peut considérablement
améliorer la convergence de cette méthode vers la solution exacte du probleme.

VII.1.5. Compromis entre deux niveaux d’approximation. La résolution des pro-
blemes d’optimisation stochastique doit passer par deux niveaux d’approximation : I’approxi-
mation de la structure d’information et 'approximation de ’espérance de la fonction cott. Nous
avons mis en évidence, au fil de ce mémoire, le fait que ces deux niveaux ne doivent pas étre
traités d’'une maniere indépendante, et un lien tres fort les unis conditionnant la performance
des estimateurs obtenus.
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Ce compromis ce traduit par I’équilibre qu’il faut trouver entre biais et variance pour mini-
miser ’erreur quadratique moyenne de 'estimateur de la commande optimale du probleme.

Un choix fait a priori d’une approximation de la structure d’information (par quantification
ou par éléments finis particulaires) conduit & un biais sur 'estimateur de la commande optimale ;
tandis que la combinaison des deux niveaux d’approximations influence la variance du méme
estimateur (voir les sections IV.2 et V.5). Nous retrouvons le méme genre de compromis lors de
Pestimation par la méthode des noyaux de l’espérance conditionnelle (voir le chapitre III).

VII.2. Avancées par rapport aux méthodes existantes

Traditionnellement, deux méthodes sont utilisées pour la résolution de problemes de com-
mande optimale stochastique : la programmation dynamique stochastique et les méthodes par
scénarios arborescents. La principale contribution de ce mémoire est de présenter des alternatives
permettant de ce libérer des inconvénients générés par ces deux méthodes.

La programmation dynamique stochastique est confrontée a la malédiction de la dimension
due a la discrétisation faite a priori de I'espace d’état. Les méthodes proposées au cours de ce
mémoire considerent des discrétisations adaptatives permettant de ne s’intéresser qu’aux régions
significative de 'espace d’état : si la dynamique du systeme fait en sorte que les particules d’état
se concentrent dans une région de I’espace, les calculs ne sont faits que dans ces régions.

Une méthode classique pour la résolution des problemes de commande optimale stochastique
consiste en la représentation des bruits du systeme sous une forme arborescente approximant
ainsi a la fois la structure d’information et I’espérance de la fonction cotit. Ces méthodes pré-
sentent un inconvénient majeur :

— au début de I'arbre (racines de I’arbre de scénarios) le processus d’optimisation génére un
nombre tres réduit de particules et 'estimateur de la commande optimale présente une
faible variance (voir la figure VI1.47),

— a la fin de larbre (feuilles de l’arbre de scénarios) le processus d’optimisation gé-
neére un nombre important de particules. Cependant, le future étant désormais déter-
ministe,l’estimateur de la commande optimale constitué avec ces particules présente une
variance assez grande (voir la figure VI.49).

Les méthodes présentées au cours de ce mémoire (voir les applications numériques du chapitre
VI) présentent des alternatives aux méthodes des scénarios arborescents qui contournent ces
difficultés : nous avons désormais le méme nombre de points du début jusqu’a la fin de ’horizon
temporel (voir les figures VI.41, VI1.42 et V1.43) garantissant ainsi une dispersion equivalente du
nuage de points pour tous les pas de temps.

VII.3. Perspectives futures

Ce mémoire offre différentes possibilités d’extensions et voies de réflexions en vue de futurs

travaux. Nous exposons, ici, quelques possibilités.

— Le développement de méthodes variationnelles pour la résolution des problemes de com-
mande optimale stochastique (voir chapitre IT) a été initialement motivé par la perspective
d’avoir une alternative a la programmation dynamique qui nous permettra de développer
des algorithmes de décomposition-coordination en vue de résoudre des grands systémes.
Les prochains travaux devrons ainsi s’intéresser a 'application des différents algorithmes
et heuristiques, présentés dans ce mémoire, au cadre des grands systemes ainsi qu’a leur
couplage avec des algorithmes de décomposition-coordination.

— Développer les résultats de vitesse de convergence pour l'algorithme de gradient chaotique
en boucle fermé présenté au chapitre V et présenter des résultats de convergence pour les
différentes heuristiques présentées dans le chapitre VI.

— Etendre les résultats de convergence variationnelle établis pour la méthode des éléments
finis particulaires (voir chapitre IV) au cas avec contraintes.
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— Formaliser et expliquer les raisons fondamentales conduisant a des erreurs quadratiques
différentes pour les estimateur des commandes optimales obtenus par la méthode des élé-
ments finis particulaires (voir chapitre IV) ou par estimation de ’espérance conditionnelle
(voir chapitre III).

— Développer une méthode d’éléments finis particulaires dynamiques. Ceci consisterait a
fixer un nombre de fonctions de bases, effectuer une étape d’optimisation et rajouter la
solution approximée obtenue a la base de fonctions préalablement choisie, et itérer suivant
le méme principe.

— Tester les méthodes, algorithmes et heuristiques proposés sur des exemples réels et com-
parer les résultats aux solutions utilisées par les praticiens.

— S’intéresser a la complexité de ces algorithmes et heuristiques et quantifié ’avantage ap-
porté par rapport aux méthodes existante. et comment cette complexité évolue, dans le
cadre non markovien, en fonction du nombre de pas de temps.
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ANNEXE A

Convexité et optimisation

Nous donnons, ici, quelques résultats généraux de la théorie de 'optimisation convexe. Nous
renvoyons le lecteur aux theses de C. Strugarek [106], J.C. Culioli [34], de M. Mataoui [69] et
de G. Cohen [30].

On considere un espace de Hilbert réel U, de dimension quelconque identifié & son dual U* et
muni d’un produit scalaire noté (-, -). Les topologies forte et faible sont des topologies canoniques

associées respectivement a la norme ||-|| o (-, )é et au produit scalaire.

On définit la fonction cotit par la donnée d’une fonctionnelle J sur U a valeurs réelles et
les contraintes par la donnée d’une partie convexe fermée U?d de U et on pose le probleme
d’optimisation sous contraintes implicites :

(A1) min J(u).

u€elfad
A.1. Ensembles convexes

DEFINITION A.1 (Ensemble convexe). Soit & un espace de Hilbert muni de son produit
scalaire. Soit V C U.

(i) V est convexe si et seulement si
Yo, v €V, Va€|0,1], avi+(1—a)vyeV.
(ii) V est strictement convexe si et seulement si

Yo, va €V, Ya€]0,1, avi+ (1 —a)vg € int(V).

On définit maintenant la projection sur un sous-espace vectoriel fermé.

PROPOSITION A.2. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V C U un
sous-espace vectoriel fermé. Pour tout uw € U, le probléme min,cy % |lu — v||124 est bien défini, et
il existe un unique minimiseur noté Iy (u), et appelé la projection de u sur V.

L’opérateur I, défini ci-dessus possede de plus quelques propriétés intéressantes :

ProprosITION A.3. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V C U
un sous-espace vectoriel fermé. L’opérateur de projection sur V noté Iy, : U — U est linéaire et
autoadjoint.

On définit maintenant la projection sur un convexe fermé.

PROPOSITION A.4. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V C U un
sous-ensemble conveze fermé. Pour tout u € U, le probléme minyey 3 ||u — vHZ, est bien défini,
et il existe un unique minimiseur noté Ily(u), et appelé la projection de u sur V.

Démonstration : [55], Section II1.3. |
On a alors les propriétés suivantes :

PROPOSITION A.5. Soit U un espace de Hilbert muni de son produit scalaire. Soit V C U un
sous-ensemble convexe fermé.
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(i) Soit uw € U. v, €V est la projection IIy(u) si et seulement si
Yo eV, (u—vy,v—1vy)y, <0.
(i1) Pour tous uj,ug € U, on a :

Ty (u1) — My (u2)ll7, < (My(wr) — Ty (uz), w1 — ua)y,

ce qui implique que Iy, est monotone et lipschitzienne.

LEMME A.6 (Sous-espace vectoriel). Soit Vi un sous-espace vectoriel fermé de U et Vo un
conveze fermé deU. On note alors V = ViNVy qui est un convexe fermé. Si de plus Iy, (V1) C V1,
alors les opérateurs de projection vérifient la régle de composition suivante :

HV = HVQ 9] Hvl.

Démonstration : On utilise pour ce faire la caractérisation (i) de la projection dans la proposition
A.5. Soit w € U, et v € V. On a déja que Iy, (ITy, (u)) € V1 N Va. De plus :

(u — Iy, (Iy, (), v — My, (Iy, (), = (u — Iy, (u),v — Iy, (Ty, (w))),,
+ <HV1 (u) - HVz (HV1 (u))a v — HVz (HV1 (u))>z,{ )
(A2) < <’LL - HVl (’LL), U= HV2 (HV1 (u))>u ’

car par la caractérisation (¢) de la proposition A.5 appliquée & la projection de Iy, (u) sur Vs, le second
terme de la somme du membre de droite est négatif, du fait que v € V5. En revenant & ’équation (A.2), on
obtient, de par la linéarité et le caractere auto-adjoint de ITy, et le fait que v € Vy, et IIy, (ITy, (u)) € V1 :

<U — 1y, (HV1 (u))v v —1Ily, (HV1 (u))>u < <’LL — 1y, (u)v Iy, ('U — 1Ly, (Hvl (’U,))))u )
= (Ily, (u — Iy, (u)) ,v — Iy, (Ily, (u))),, car Ily, est autoadjoint,
-0,

ce qui acheve de caractériser la projection sur V. ]

A.2. Fonctions convexes

Afin de donner les conditions d’existence d’une solution pour le probleme (A.1), on fait le
rappel des définitions et des résultats suivants :

DEFINITION A.7 (Convexité). On dit qu'une fonctionnelle J est convexe si pour tout 0 <
a<l:
Y(u,v) eU?, J(au+ (1 —a)) < aJ(u)+ (1 —a)J(v).
¢

DEFINITION A.8 (Stricte convexité). On dit qu'une fonctionnelle J est strictement convexe
si pour tout 0 < a < 1:

Y(u,v) €U, u#v, Jlou+ (1—a))<at(u)+(1—a)J(v).
¢

DEFINITION A.9 (Forte convexité). On dit qu'une fonctionnelle J est fortement convexe de
constante a > 0 si pour tout 0 < a <1

Y(u,v) €U?, J(au+ (1 —aw) < ad(u) + (1 —a)J(v) — aa(l — a)”“2||
¢

DEFINITION A.10 (Fonction propre). On dit que la fonctionnelle J est propre si son domaine
(ensemble des u pour lesquels J(u) < 4+00) est non vide et si J n’est nulle part égale & —oco. ¢
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DEFINITION A.11 (Fonction s.c.i.). On dit que la fonctionnelle J est semi-continue inférieu-
rement (s.c.i.) si:

VueU, J(u)<lim inf J(v).

v—U

¢

DEFINITION A.12 (Epi—graphe). Soit J une fonctionnelle. On appelle épigraphe de J le sous-
ensemble :

epi()) ¥ {(u,0) eU xR, a > J(u)}.

¢
DEFINITION A.13 (Section inférieure). Soit J une fonctionnelle, les ensembles :
S(J,a) Y {ueu, Ju)<al,
sont appelés sections inférieures de J. ¢

LEMME A.14 (M. Mataoui [69]). Si J est une fonctionnelle, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) J est s.c.i.,
(ii) epi(J) est fermé,
(i) Yoo € R, S(J, ) est fermé.
DEFINITION A.15 (Fonction coercive). On dit que la fonctionnelle J est coercive sur U9 si

U est borné ou si :

lim J(u) = +o0
u€U, ||ul|—+o0

A.3. Différentiabilité et sous-différentiabilité

DEFINITION A.16 (Dérivée directionnelle). Soient U et V deux espaces de Hilbert et J :
U — V. On appelle dérivée directionnelle de J au point u € U et dans la direction d € U, notée
DJ(u;d), la limite suivante :

DJ(u;d) = lim 20FeD = I

e—0t €
¢

DEFINITION A.17 (Dérivée de Gateaux). Soient U et V deux espaces de Hilbert et J : U — V.
Si J admet en u € U des dérivées directionnelles pour toutes les directions d € U et si DJ(u;d)
est une fonction linéaire continue de d, c’est-a-dire qu’il existe un opérateur A € L(U,V) telle
que DJ(u;d) = A(d) pour tout d € U, alors la fonction J est dite différentiable au sens de
Gateaux au point u; 'opérateur A, noté J'(u), est appelé dérivée de Gateaux de J au point u.
Si une telle dérivée existe en tout point ou J est définie, on dira que J est différentiable au sens
de Gateaux. ¢

DEFINITION A.18 (Dérivée de Fréchet). Soient U et V deux espaces de Hilbert la fonction
J :U — V admet au point u € U une dérivée de Fréchet s’il existe un opérateur linéaire continu,
noté J'(u) € LU, V), tel que :
Ju+d)— J(u) + J'(u)(d)

hm = Oa
[|d||—0 €

et ce pour tout d € U tendant vers 0. ¢

REMARQUE A.19. Toute fonction Fréchet différentiable est Gateaux différentiable. ¢
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REMARQUE A.20. Nous noterons par abus de Langage, V.J(u) = J'T (u) le gradient de J en
ueEU. ¢

DEFINITION A.21 (Sous-gradient, sous-différentiel). Soient U et un espace de Hilbert la
fonction et J : i/ — R. On appelle sous-gradient de J en v € U (J(u) < +00) tout vecteur r € U
tel que :

Jw) = J(u) > (r,v—u), Yvel.
L’ensemble de ces vecteurs est appelé sous-différentiel de J en u et est noté 9.J(u). ¢

A.4. Optimisation

LEMME A.22 (Existence de solution). Si J conveze, s.c.i. et coercive sur U, si U est
convexe fermé, alors le probléme (A.1) admet au moins une solution. Si J est strictement
convexe, alors ce minimum est unique.

Démonstration : Voir [6] |

PROPOSITION A.23 (Conditions nécessaires d’optimalité). Supposons que U1 est conveze
fermé et que J est Giteauz différentiable. Si u est solution de (A.1) alors elle vérifie les équi-
valences suivantes :

(A.3) Vu € UM, <J’(uﬂ),u — uﬁ> >0,
(A.4) J'(u?) € =08, na (u),
(A.5) Je >0, uf = (uﬁ - ew(uﬂ)) .

Démonstration : Si uf est solution de (A.1) alors :

Vu e Y, <J'(uﬁ),u — uﬁ> = lim J(uf 4 elu — uf)) - J ()

e—0t €

> 0.

d’oti la condition (A.3) est vérifiée.
Supposons maintenant que la condition (A.3) est vérifiée, alors :

Yu € U, <—J’(uﬁ),u - uu> <0 = Gypaa (1) — Sygaa (u?),
Vu g U, (=J'(uh),u — u?) < Gyaa(u) — Gyaa (u?) = +o0,

par définition du sous-différentiel (voir la définition A.21) la condition (A.4) est vérifiée.

De plus,d’apres la définition de la projection (voir proposition A.4), nous avons les équivalences suivantes
(pour un € > 0 donné) :

2

9

uf = Tl aa (uti — eVJ(uﬁ)) s uf = arg min
ueU?

& (eJ' (uh),u —u*) >0,
et donc (A.5) est équivalente & (A.3). |

’u —uf — EVJ(Uu)‘

PROPOSITION A.24. Supposons que U2 = U NUY, ot U est un conveze fermé et U
est un sous-espace vectoriel fermé de U. Supposons en outre que Myev (USY) C U et que J est
Gateaux différentiable. Siuf est solution de (A.1) alors :

Tyer (J’(uﬁ)) € — Ay (uh).

Démonstration : D’apres la proposition A.23, si uf € U est solution de (I.8) alors :
Ve 2 0, Uﬁ = HUCVQUCV (U,I:i — €VJ(Uﬁ)) s

UV étant un espace vectoriel, nous pouvons décomposer cette projection. D’apres le lemme A.6, nous
avons que :
Ve >0, u=Iye (uf — ellyer (VJI(u))),
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et donc Ilyev (J((u)) € —Odyer (uf). [ |

A.5. Dérivation d’une fonction définie par une contrainte d’égalité

THEOREME A.25. Soient U et X deux espaces de Hilbert. Soit f : X x U — X une fonction
différentiable (nous noterons par fl et fl ses dérivées, respectivement par rapport d la premiére
et seconde composante).

Supposons que pour tout u € U il existe une unique application différentiable T : U — X (nous
noterons T sa dérivée) tel que f(Z(u),u) = 0.
Soit, en outre J : X x U — R une application différentiable ¢ valeurs réelles (nous noterons par
j:f: et j; ses dérivées, respectivement par rapport a la premiére et seconde composante).
Nous nous proposons de calculer le gradient d’une fonction J : U — R telle que J(u) =
Sous les hypotheses précédentes nous avons que :

(A.6) () = ;i (T ) + A7 f(a,w)

=% (u)

ot \ € X wérifie :

(A7) aax (j(x,u) Y f(x,u)) .

Démonstration : Nous avons que :
(A.8) f(@(u),u) =0= fL0T + f.éu=0,
et donc :
8J = J.0% + J.,6u,

=JoT+ T ou+\" | floz+ flou]|, vrex,
N——

=0 par (A.8)

= | L+ ATf | 02+ (J; + ATf;) Su, VA€ X,
N——
=0 par (A.7)
= (T+AT 1) bu.
|
REMARQUE A.26 (Une recette de cuisine...). Soit £: X x U x X :— R une fonction appelée
Lagrangien tel que : )
Lz, u,\) = J(x,u) + X f(x,u).
Sous les hypotheses du théoréeme A.25 nous avons que pour tout u € U, J'(u) = %(w, u, \) ou
x vérifie g—f(x,u, A) =0 et A vérifie g—ﬁ(m,u, A) = 0. ¢

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoreme A.25 et de remplacer les expressions des dérivées
du Lagrangien. [}






ANNEXE B

Lemmes techniques

Nous donnons ici trois lemmes techniques utiles dans la preuve de convergence de l’algorithme
de gradient chaotique pour la boucle fermée. Ces Lemmes et leurs preuves respectives sont tirés
des theses de G. Cohen [30] et de C. Strugarek [106].

LEMME B.1. Soit (xy)ken une suite de réels positifs. Soit (ay)ken et (Bk)ken deux suites de
réels positifs telles que Y o < 400 el Yo B < +00. Si de plus on a :

VEk €N, xpy1 — 21 < agwp + B,
alors la suite (zy)ren est bornée.

Démonstration : En sommant ’hypothése entre 0 et n, on obtient :

n n
Tnt1 <20 + Zﬁk + Zakﬂ?k-

k=0 k=0

Des lors, en définissant mj = maxo<;<x &;, on a par positivité la méme inégalité avec la suite m :

n n
Mpy1 < To + Zﬂk + Zakmk-
k=0 k=0
Nous allons montrer que (m,,) est bornée. Soit 1 > € > 0. Par I’hypothése de sommabilité sur les suites
a, (3, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, Zzzno ag < €. On réécrit donc l'inégalité précédente en
coupant les sommes, pour tout n > ng :

n no—1 n
My < o + Zﬁk + Z aEpmg + Z agmy,
k=0 k=0 k=no
n no—1 n
<z JrZﬁk + Z QMg + Mpy1 Z ag,
k=0 k=0 k=ngo
-1
< ot D opo Br + D opsy g
— 1 —€ )
1
< ot Dopeo B + D5y g
- 1—¢ ’
du fait de la positivité de la suite (8 ), ce qui montre que la suite (m,,) est bornée. [ |

LEMME B.2. Soit J une application d’un espace de Hilbert H dans R, lipschitzienne de
module L. Soit (uy)ren une suite d’éléments de H et (ex)ken une suite de réels positifs tels que :

(i) Shen ek = +00,

(i) Ip € R, > oy el (ur) — p| < +oo,
(111) 30 > 0, Vk € N, [Jugt1 — ug|| < Oeg.
Alors (J(ug))ken converge vers .

Démonstration : Pour tout a € R, définissons le sous-ensemble N, de N tel que :

N, ik eN : |J(up) -y < al.
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On notera alors N le complémentaire de N, dans N. Les hypotheses (i — 4i) impliquent que N, n’est
pas fini.
En appliquant ’hypothese (ii), on a :
00 > Y el T(up) —pl > D el T(uk) —pl = a D e
kEN kENE kKENS

Cela prouve que pour tout 3 > 0, il existe un ng € N tel que ZkeN&, k> € <p.
Soit alors € > 0. Prenons o = ¢/2 et 3 = ¢/(2L¢), avec L le module de Lipschitz de J. Pour tout k > ng,
on a deux possibilités :

— Sik € Ng, alors [J(ug) —p| <a<e.

— Si k € N§, soit m le plus petit élément de N, tel que m > k (on sait qu’il existe car N, n’est pas

fini). On peut alors écrire :

[ J(ur) = pl <[ (ur) = I (um)| + | (um) = pl < Lljug = wm| + e,

m—1
<L6<Zel>+a<L6 Y ea|tac<e

1=k IENE, I>ng
[ |

LEMME B.3. Soit J une application d’un espace de Hilbert H dans R, et soit (2, F,P) un
espace de probabilité muni d’une filtration (F*). Soit (uy) une suite de variables aléatoires a,
valeurs dans H telle que pour tout k € N, uy est Fr-mesurable, et soit () une suite de réels
positifs telles que :

(1) 2 pen Tk = +00,

(ii) 3p € R, > penVh (J(ug) —p) < +oo, et Ve €N, J(ug) —p >0, p.s.
(iii) 36 > 0, Vk € N, J(ug) — E[J (ugr1)|Fx) < 6k, p-s.
Alors (J(uy)) converge presque sirement vers fi.

Démonstration : Pour tout a € R, définissons le sous-ensemble N, de N tel que :

N, déf{k‘eN s J(ug) —p < a, ps.}.

On notera alors NS le complémentaire de N, dans N. Les Hypothéses (i — i7) impliquent que N, n’est
pas fini.
Selon I’hypothese (i), il vient :
+oo > Z%(J(Uk) —p) = Z Ve (J(uk) — ) = Z V-
keEN EENS kENS

Cela prouve que pour tout § > 0, il existe un ng € N tel que ZkeN&, kzng NS s.
Soit € > 0. Prenons o = ¢/2 et § = €/(26). Pour tout & > ng, on a deux possibilités :

— Sik e N,,alors J(ug) —p < a<e

— Si k € N§, soit m le plus petit éléments de N, tel que m > k (on sait qu’il existe car N, n’est pas

fini). On peut des lors écrire :

J(ur) = p = J(ur) = ELJ (um)|Fr] + E[ (um)| Fi] —

m—1
— B[S () — B () |FNF] + EL () Bl —
=k
m—1
<6< w>+a<5 Z Y| +a<e
=k lENE, I>ng

LEMME B.4. Soit (¢;)i=1,... m une famille libre de fonctions de L*(R;R), soit ® 'opérateur

linéaire de R™ dans L?(R;R) tel que da = 31", cyb;, et soit U o {¢p € L2(R;R), ¢(x) €
[0,1],Vz € R}. Si



B. LEMMES TECHNIQUES 161

*W:L“' ,m, sz euad,

-Vz e RY ™, ¢i(z) <1

— 3Im points (z)j=1....m tel que i(z;) =& ;'
alors @1 (Y29)) = A of [0, 1]™.

Démonstration : Soit a € A, alors pour tout z € R, 7%, ¢i(z)a; > 0, et Dot ¢i(x)a; <
max; (a; > ;e ¢i(x)) < max;(o;) < 1, alors a € 71 (U).
Soit o € (I>_1(Z/Iad), alors Ve € R, 0 < 3" ¢;(z)a; < 1, pour z = z; nous avons que 0 < a; < 1.
Alors o € A, |

15, =0sii#j 1 sinon.






ANNEXE C

Quasi-martingales

Nous nous donnons un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (Fj). Nous
donnerons, ici, quelques définitions et résultats tirés des travaux de M. Métivier [70].

Soit X = (Xj)ren un processus stochastique a valeurs réelles adapté a (F). Nous supposons
dans toute la suite de cet annexe que pour tout k € N, E[| X}|] < +o0.

DEFINITION C.1 (Contenu). On appelle contenu du processus stochastique X Papplication
Ax (k, F') définie pour tout k € N et tout F' € Fy, par :

Ax (k, F) = E[(Xj41 — Xp)Ip].
¢

DEFINITION C.2 (Sur-/sous-martingale). Le processus X est une sur- (respectivement sous-)
martingale si et seulement si :

VkeN, VFeF, Mx(k F)<O0resp. >0.
Si X est a la fois sur- et sous-martingale, alors c’est une martingale. ¢
DEFINITION C.3 (Variation du contenu). La variation du contenu de X en k& € N notée

[Ax|(k) est définie par :
[Ax|(k) = E[|E[Xk41 — X | Fi]l]-

La variation totale du contenu, notée |A x| est alors définie par la somme possiblement divergente

suivante :
Ax|= ) [Ax|(k).
keN

¢

DEFINITION C.4 (Quasi-martingale). Le processus X est une quasi-martingale si et seule-
ment si sa variation totale du contenu est finie, i.e.

> E[E[Xp1 — X | Fill] < +oo.
keN
Il est donc clair qu’une martingale est une quasi-martingale. ¢

ProposiTION C.5 (Métivier [70]). Posons pour tout k € N, Gy, = {w € Q, E[Xj11 — Xy |
Fi)(w) > 0}. Si X vérifie les deux conditions :

> E[(Xps1 — Xi)lg,] < +oo,
keN

inf E[X —

inf B[X)] > —oo,

alors c’est une quasi-martingale.

ProprosITION C.6 (Métivier [70]). Supposons que X soit une quasi-martingale et vérifie la
condition suivante :

supE[X ] < 400, avec ™ = —min(0,x),
keN
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alors (Xy) converge presque-sirement vers une variable aléatoire intégrable X o, et l'on a :

E[|X.|] < inf E[|Xg]].
| ”—éEN [ X%l]
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