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Introdu
tion
La �n du XXeme siè
le a été marquée par une évolution fulgurante des systèmes detélé
ommuni
ations aux débits toujours plus importants, tels que la téléphonie mobile,l'internet, le WIFI .... Ces nouveaux systèmes de télé
ommuni
ations sont de plus enplus demandeurs d'antennes larges bandes ou multi-bandes dont la 
omplexité et laminiaturisation imposent le développement et l'utilisation d'outils de simulation numériquetoujours plus performants. L'évolution te
hnologique des moyens informatiques et lamontée en puissan
e des 
al
ulateurs ont permis un développement 
roissant des méthodesnumériques en éle
tromagnétisme pour la résolution des équations de Maxwell. Cesméthodes de 
al
uls doivent alors surmonter un 
ertain nombre de 
ontraintes et dedi�
ultés :� La pré
ision des approximations numériques dépend du pas de dis
rétisation spatialequi est une fra
tion de la longueur d'onde minimale du problème étudié. La tendan
ea
tuelle étant la montée en fréquen
e des sour
es éle
tromagnétiques, les tailles demailles admissibles sont de plus en plus petites, engendrant des tailles de problèmesde plus en plus importantes.� La résolution numérique de problèmes de grande taille ne peut se faire qu'enexploitant pleinement les possibilités de 
al
uls des moyens informatiques qui sontà disposition. L'algorithme induit par la méthode 
hoisie doit don
 avoir un hautdegré de parallélisme.� La plupart des phénomènes éle
tromagnétiques ont lieu dans un environnement nonborné. Leurs simulations requièrent un domaine de 
al
ul non borné ou la prise en
ompte pré
ise de bords arti�
iels.� Les nouveaux matériaux 
onstituant les objets étudiés possèdent des 
ara
téristiqueséle
tromagnétiques de plus en plus 
omplexes qui né
essitent des algorithmesrobustes pour la résolution des équations de Maxwell. Ces dernières peuvent neplus être linéaires pour 
ertaines lois 
onstitutives de matériaux 
omplexes.� Les géométries 
ompliquées induisent des singularités dans les 
ourants surfa
iquesqui né
essitent souvent un traitement numérique parti
ulier (par exemple, lesproblèmes de di�ra
tion d'onde). Les singularités dues aux 
ourants �laires ne sontégalement pas fa
iles à prendre en 
ompte.1



Introdu
tion1 Méthodes numériques 
ouramment utiliséesPour résoudre les équations de Maxwell, on peut distinguer deux types de méthodes :les méthodes harmoniques, qui traitent les équations de Maxwell dans le domainefréquentiel, et les méthodes temporelles, qui traitent les équations de Maxwell dans ledomaine temporel. Parmi les modèles harmoniques, les méthodes d'équations intégralessont largement utilisées dans le monde industriel et permettent d'obtenir d'ex
ellentsrésultats. Cependant, 
e type de méthodes est très mal adapté à l'analyse de milieuxtrès inhomogènes, et né
essite par ailleurs une simulation pour 
haque fréquen
e étudiée,
e qui peut poser problème dans les études dites "large bande". Les méthodes temporellesinterviennent dans 
e 
adre 
ar elles permettent de traiter des matériaux non homogènes etdispersifs ainsi que des éléments a
tifs, et permettent d'obtenir à partir d'un seul 
al
ul les
ara
téristiques éle
tromagnétiques des systèmes étudiés sur une large bande de fréquen
e.Nous pouvons alors énumérer de manière non exhaustive les méthodes numériques les plusutilisées pour résoudre les équations de Maxwell dans le domaine temporel.(i) Méthodes de di�éren
es �niesLa méthode la plus utilisée en
ore aujourd'hui pour résoudre les équations de Maxwelldans le domaine temporel est la méthode de di�éren
es �nies, ou FDTD (Finite Di�eren
eTime Domain) introduite par K. Yee en 1966 [86℄. Cette méthode est la plus simple etla plus rapide à mettre en ÷uvre d'un point de vue informatique. La méthode 
onsisteà appro
her les dérivées spatiales et temporelles qui apparaissent dans les équations deMaxwell par des di�éren
es �nies 
entrées sur un maillage 
omposé de parallélépipèdesre
tangles identiques. Les 
omposantes des 
hamps éle
trique ~E et magnétique ~H sontdé
alées d'un demi-pas d'espa
e sur la grille de 
al
ul et 
al
ulées de manière alternativeet itérative, respe
tivement à des multiples pairs et impairs du demi-pas temporel (s
héma"leap-frog" d'ordre 2). Le s
héma numérique résultant est expli
ite en temps, peu 
oûteux,et doté d'un 
ritère de stabilité très simple. Cependant, l'utilisation d'un maillage 
artésienne permet pas une bonne prise en 
ompte des géométries 
omplexes (approximation enmar
hes d'es
alier) et engendre des phénomènes de di�ra
tion parasite qui dégradent laqualité des solutions 
al
ulées [15℄. Un ra�nement global du maillage en espa
e et en tempspeut diminuer partiellement les perturbations, mais engendre une forte augmentation dela taille des problèmes 
onsidérés. En e�et, si les pas d'espa
e sont divisés par 2, alorsle nombre d'in
onnues numériques est multiplié par 8 en 3D, et le temps de 
al
ul estapproximativement multiplié par 16 à 
ause de la 
ondition de stabilité. De nombreusesméthodes de ra�nement spatio-temporel reposant sur le s
héma de Yee ont été proposées(voir [18, 53, 72℄ entre autres). Toutes 
es méthodes utilisent des interpolations plus oumoins sophistiquées et se révèlent instables en temps long. Plus ré
emment, une nouvelleméthode [32℄ a été proposée en 3D, garantissant un ra

ord stable entre les grilles,basée sur la 
onservation de l'énergie éle
tromagnétique dis
rète. Cette méthode présentel'in
onvénient de ne plus être totalement expli
ite et de né
essiter un rapport de ra�nementde 2 pour éviter l'apparition d'ondes parasites. Une amélioration de la méthode qui évite
e deuxième in
onvénient a depuis été proposée [9℄.(ii) Méthodes d'éléments �nis2



1. Méthodes numériques 
ouramment utiliséesLa méthode des éléments �nis repose sur une formulation variationnelle des équationsde Maxwell. Cependant, les 
hamps éle
trique et magnétique n'étant pas toujours 
ontinus(diéle
triques, 
onditions métalliques...), l'utilisation des éléments �nis 
lassiques, quiimposent la 
ontinuité de toutes les 
omposantes des solutions, engendre des problèmesd'implémentation dans le traitement des 
onditions aux limites et des diéle
triques.Pour 
ontourner 
e type de problèmes, des te
hniques basées sur l'ajout d'un terme depénalisation en div ~E ont été proposées (voir notamment [5, 6, 66℄). Une autre voie est
elle de la 
onstru
tion d'éléments �nis adaptés aux propriétés des 
hamps éle
trique etmagnétique. Ce sont les éléments �nis d'arête de Nédéle
 [64℄, dont seule la 
omposantetangentielle est 
ontinue.Les maillages utilisés par 
es méthodes sont 
onstitués de tétraèdres ou d'hexaèdresde formes variables et permettent la bonne prise en 
ompte de la géométrie du problème.Cependant, la 
réation de tels maillages est 
omplexe et né
essite un travail important etdéli
at. De plus, 
es méthodes ne sont pas expli
ites en temps et né
essitent l'inversiond'une matri
e de masse à 
haque itération temporelle. D'un point de vue mathématique,l'inversion de 
ette matri
e ne pose au
un problème, mais sa très grande taille (qui dépenddu nombre de degrés de liberté dans la formulation, et don
 du nombre de n÷uds dans lemaillage) peut entraîner des temps de 
al
ul 
onsidérables. Des te
hniques de 
ondensationde masse permettent, par des approximations numériques de diagonaliser 
ette matri
e demasse à inverser. Elles sont 
ependant di�
iles à mettre en ÷uvre pour les éléments �nisutilisés pour l'éle
tromagnétisme [27, 56, 22℄.En�n, la stabilité du s
héma numérique dépend de la taille et de la forme des élémentsdu maillage utilisé. Le 
ritère de stabilité est plus 
ompliqué que 
elui de la méthode FDTDet doit en toute rigueur être étudié pour 
haque maillage utilisé.(iii) Méthodes de volumes �nis et d'éléments �nis dis
ontinusDans le domaine de l'éle
tromagnétisme, l'utilisation des méthodes GalerkinDis
ontinu (DG) sous leur forme a
tuelle pour la résolution des équations de Maxwelldans le domaine temporel a 
ommen
é au début des années 2000 (voir[21℄ et les référen
esdes 
ontributions), bien que d'autres travaux antérieurs ou 
ontemporains méritent d'êtrementionnés, 
omme les premières formulations des méthodes de type DG pour dessystèmes hyperboliques multi-dimensionnels [20℄, les travaux de Remaki [76℄ sur une autreappro
he de type DG ou le s
héma de type volumes �nis proposé dans [71℄. La prin
ipale
ara
téristique de 
ette méthode est qu'elle n'impose au
une 
ontinuité des in
onnuesnumériques d'un élément à l'autre. Ainsi, la méthode peut être vue 
omme une méthodeélément �nis dis
ontinue, ou 
omme une appro
he volume �ni d'ordre élevé. L'intérêt de
ette méthode est le fait qu'elle permet de résoudre ave
 pré
ision les équations de Maxwelltemporelles ave
 des maillage ra�nés de manière non-
onformes, permettant de réduire demanière spe
ta
ulaire la taille des problèmes. L'un des obje
tifs de 
e travail est l'étude de
e type de méthode pour la 
ara
térisation de stru
tures rayonnante.(iv) Méthode des domaines �
tifsIntroduite au début des les années 1960 [79, 7℄ pour la résolution de problèmeselliptiques, et développée plus ré
emment pour de nombreuses appli
ations par R.3



Introdu
tionGlowinski et al. [37, 85, 38, 35, 36℄, la méthode des domaines �
tifs a dernièrement étéadaptée aux problèmes de propagation d'ondes éle
tromagnétiques [23, 33℄. La méthodedes domaines �
tifs en régime temporel est une sorte de 
ompromis entre les di�éren
es�nies et les éléments �nis. Son prin
ipe est d'étendre le domaine de géométrie quel
onque
Ω à un domaine de géométrie simple C - le domaine �
tif - généralement un re
tangle ouun parallélépipède. Il faut alors imposer la 
ondition aux limites sur la frontière Γ = ∂Ω del'objet de géométrie 
ompliquée (qui n'est alors plus un bord de C !) pour que la solutiondu problème étendu 
oïn
ide ave
 la solution du problème initial sur le domaine d'origine.Cette 
ondition aux limites est alors vue 
omme une 
ontrainte à laquelle on asso
ie unmultipli
ateur de Lagrange. Cette nouvelle in
onnue est dé�nie à la surfa
e de l'obsta
le.Du point de vue numérique, la méthode est basée sur l'utilisation d'un maillage régulier,
e qui lui 
onfère presque la même e�
a
ité que les di�éren
es �nies, et permet, en plus,de mieux prendre en 
ompte la géométrie de l'obsta
le par l'intermédiaire d'un maillagesurfa
ique sur l'obsta
le. Ainsi, le s
héma numérique �nal peut être vu 
omme une légèreperturbation (au sens du temps de 
al
ul) du s
héma numérique traitant le problème sansobsta
le sur le maillage uniforme. Le 
oût de 
ette perturbation peut être 
onsidéré 
ommemarginal.(v) Autres méthodesParmi les autres méthodes numériques appliquées aux équations de Maxwell, la T.L.M.("Transmission Line Method") a été proposée par P.B. Johns et R.L. Beurle en 1971 [49℄.Elle s'appuie sur des remarques faites il y a fort longtemps par Huygens [48℄ dans son traitéde la lumière. Celles-
i permettent de voir un front d'onde 
omme une in�nité de sour
es derayonnements se
ondaires produisant 
ha
une des ondelettes sphériques dont l'enveloppeforme un autre front d'onde. Dans 
ette méthode, les n÷uds du domaine de 
al
ul maillésont 
onsidérés 
omme des sour
es de rayonnement. L'ensemble de 
es sour
es forme unfront d'onde. La notion temporelle est i
i naturelle. La mise en équation du problèmeest opérée en 
onsidérant le réseau maillé 
omme une série d'interse
tions orthogonales delignes de transmission. Une matri
e permet de relier une 
ellule ave
 ses voisines. Son 
al
ulest itéré dans le temps par in
rémentation, 
e qui permet de suivre la propagation d'unsignal dans un réseau maillé. Le maillage est de type 
ubique, mais son pas de temps peutêtre irrégulier. La propagation guidée est un domaine privilégié pour 
e type de méthodes.Une autre méthode, plus marginale et peu répandue dans le domaine temporel, estla méthode des équations intégrales. Elles ramènent le problème d'équations aux dérivéespartielles à un problème dé�ni sur la frontière de l'obsta
le homogène borné. Pour unobsta
le parfaitement 
ondu
teur, le 
hamp éle
tromagnétique di�ra
té est entièrementdéterminé en tout point de l'espa
e à partir de l'intégrale sur la frontière de l'obsta
le dela densité surfa
ique de 
harge volumique et de la densité surfa
ique de 
ourant éle
trique,ave
 l'introdu
tion des fon
tions de Green dans le 
as harmonique et des potentiels retardésdans le 
as transitoire. Ce
i permet alors d'obtenir une équation intégrale véri�ée par la
harge et le 
ourant surfa
ique ave
 pour données les tra
es du 
hamp éle
tromagnétiquein
ident [83℄. L'intérêt de 
ette méthode par rapport aux méthodes volumiques desdi�éren
es �nies ou des éléments �nis temporels est le gain d'une dimension d'espa
e,le problème étant posé sur une surfa
e de l'espa
e et non dans l'espa
e tout entier. Les4



2. Problématique et solution proposéematri
es qui interviennent dans le s
héma numérique sont alors beau
oup plus petites(mais denses et non plus 
reuses) que 
elles intervenant dans les méthodes d'éléments �nis,ave
 des dimensions de l'ordre de 103 au lieu de 106, respe
tivement. De plus, le problèmeétant posé sur une surfa
e bornée, le problème des 
onditions absorbantes qui se pose pourles méthodes volumiques (di�éren
es �nies et éléments �nis volumiques) n'intervient pas.Mais la dis
rétisation par une méthode d'éléments �nis de l'équation intégrale, véri�ée parles densités surfa
iques de 
ourant, donne un s
héma numérique qui impose de 
al
uler etgarder en mémoire une matri
e dense de grande taille, 
e qui peut devenir très gourmand enpla
e mémoire si le nombre de pas de temps est important. De plus, 
ette méthode présentedes problèmes d'instabilité et d'apparitions de solutions numériques parasites bien 
omprisdésormais si une formulation faible n'est pas 
orre
tement utilisée [83℄.2 Problématique et solution proposéeLa 
onvergen
e de la méthode des domaines �
tifs est liée à l'obtention d'une 
onditioninf-sup dis
rète qui entraîne une relation de 
ompatibilité entre le maillage volumiquerégulier et le maillage surfa
ique de l'objet [85, 7℄. En notant HV le pas d'espa
e dumaillage volumique uniforme et hS la taille du plus petit élément du maillage surfa
ique,la relation de 
ompatibilité des deux maillages s'é
rit :
hS ≥ αHV , (1)où α est une 
onstante égale à 3 [85℄. Ainsi, selon 
ette 
ondition, la méthode 
onverge sila taille du plus petit élément du maillage surfa
ique est au moins trois fois supérieure aupas d'espa
e du maillage volumique. On 
onstate alors que 
ette 
ondition peut devenirextrêmement 
ontraignante dans le 
as de maillages surfa
iques présentant de très petitséléments, puisque les dimensions de maillages volumiques deviennent alors rapidementrédhibitoires. La méthode de domaines �
tifs basée sur le s
héma de Yee [33℄ permetd'obtenir d'ex
ellents résultats pour les problèmes de di�ra
tion. Cependant, elle n'est pasadaptée aux te
hniques de ra�nement lo
al et reste don
 très sensible à la 
ondition de
ompatibilité (1).L'un des obje
tifs de 
e travail est alors de proposer une méthode de domaines�
tifs basée sur un s
héma numérique parfaitement adapté à l'utilisation de sous-maillageslo
aux : on pense naturellement à une méthode de Galerkin Dis
ontinu pour la résolutiondes équations de Maxwell dans le domaine temporel sur des maillages héxaédriques réguliers[31, 16℄. En somme, la méthode de domaines �
tifs basée sur 
e type de méthode d'éléments�nis dis
ontinus doit permettre de 
ontr�ler de manière e�
a
e la relation de 
ompatibilitédes maillages, et don
 la taille des problèmes à résoudre.L'autre obje
tif de 
e travail est d'étudier et d'adapter une méthode Galerkin Dis
ontinupour le 
al
ul des prin
ipales 
ara
téristiques des stru
tures rayonnantes, telles quel'impédan
e, le 
oe�
ient de ré�exion ou le Taux d'Onde Stationnaire (TOS). 5



Introdu
tion3 Plan du manus
ritAprès 
ette introdu
tion, le do
ument est divisé en 
inq 
hapitres.Le Chapitre 1 présente le 
ontexte physique de 
ette étude : les équations de Maxwelldans le domaine temporel. Les 
ara
téristiques physiques des 
hamps éle
tromagnétiquessont rappelées.Dans le Chapitre 2, on présente la famille des méthodes d'éléments �nis dis
ontinus,ou méthodes de type Galerkin Dis
ontinu, utilisées pour la résolution des équations deMaxwell dans le domaine temporel, adaptée à des maillages hexaédriques orthogonaux. Onrappelle le 
hoix des approximations des intégrales de surfa
e, la dis
rétisation en espa
e,le s
héma temporel utilisé et les prin
ipales propriétés de 
e type de méthodes (stabilité,
onvergen
e, 
onservation d'énergie, traitement des 
onditions aux limites métalliques).On propose ensuite un espa
e d'approximation qui permet de 
onserver la divergen
e des
hamps éle
trique et magnétique dans 
ha
un des éléments, et globalement de manièrefaible sur un maillage 
artésien. En�n, on pro
ède à une étude de dispersion détaillée dus
héma pour di�érents espa
es d'approximations donnés.Les problèmes de propagation d'onde étant la plupart du temps posés en domaines nonbornés, nous étudions en détail, dans leChapitre 3, des 
onditions absorbantes aux limitesdu domaine de 
al
ul permettant, d'une part, de simuler l'espa
e in�ni , d'autre part, d'êtreadapté aux di�érents 
al
uls d'antennes envisagés. Pour 
ela, nous développons une versionadaptée au s
héma Galerkin Dis
ontinu d'une méthode de Type Unsplit PML (version nonsplittée des 
ou
hes absorbantes parfaitement adaptées de Bérenger [11℄). Cette te
hniquea l'avantage de nous permettre d'introduire fa
ilement des objets métalliques à l'intérieurdes parois absorbantes, rendant ainsi possibles, entre autres, des simulations des 
hargesadaptées. Nous présentons alors l'étude de di�érentes stru
tures planaires rayonnantes.Le Chapitre 4 est 
onsa
ré à la présentation détaillée de la méthode GalerkinDis
ontinu appliquée aux maillages hexaédriques non-
onformes. Dans la mesure où 
etteméthode va être utilisée dans 
e travail pour la méthode des domaines �
tifs, nous nousintéressons uniquement à des grilles 
artésiennes lo
alement ra�nées de manière non-
onforme. Nous exposons alors le prin
ipe du ra�nement lo
al, le 
hoix des espa
esd'approximation à l'intérieur des di�érents éléments du maillage et les questions de
onservation d'énergie aux interfa
es non-
onformes. Nous présentons alors un 
ertainnombre de résultats numériques.Le Chapitre 5 est 
onsa
ré à l'étude de la méthode des domaines �
tifs pour leséquations de Maxwell dans le domaine temporel. Nous introduisons d'abord le prin
ipegénéral des méthodes de domaines �
tifs sur un problème modèle de di�ra
tion d'ondeet les di�érentes interprétations possibles. Nous rappelons alors les prin
ipales propriétésd'existen
e et d'uni
ité de la solution, de 
onservation d'énergie et de 
onvergen
e. Onmontre ensuite, dans le 
as des équations de Maxwell dans le domaine temporel, 
omment
oupler la méthode des domaines �
tifs ave
 la méthode d'éléments �nis dis
ontinusprésentée au Chapitre 3. On termine 
e 
hapitre par la présentation de tests numériques6



3. Plan du manus
ritqui illustrent les performan
es de la méthode proposée.
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1Rappels sur les équations de Maxwell
Sommaire1.1 Etablissement des équations de Maxwell . . . . . . . . . . . . . 101.1.1 Champ éle
trique ~E et théorème de Gauss . . . . . . . . . . . . . 101.1.2 Densité de 
ourant ~j, indu
tion magnétique ~B et théorèmed'Ampère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111.1.3 Indu
tion éle
tromagnétique et loi de Faraday . . . . . . . . . . . 121.1.4 Relation de Maxwell-Ampère et les équations de Maxwell . . . . 121.2 Lois 
onstitutives des milieux matériels et équations deMaxwell généralisées ; équations de propagation . . . . . . . . . 131.2.1 Milieux diéle
triques, polarisation éle
trique ~P . . . . . . . . . . 141.2.2 Matériaux magnétiques, aimantation ~M . . . . . . . . . . . . . . 141.2.3 Equations de Maxwell généralisées ; 
as parti
ulier des milieuxlinéaires et isotropes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.2.4 Equations de propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.3 Dis
ontinuité du 
hamp éle
tromagnétique et 
onditions auxlimites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.3.1 Equation au sens des distributions . . . . . . . . . . . . . . . . . 161.3.2 Conditions d'interfa
e et 
onditions aux limites . . . . . . . . . . 171.4 Hyperboli
ité du système de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . 18Nous présentons i
i de façon su

inte les di�érentes équations qui permettent de dé
rireles phénomènes éle
tromagnétiques. Pour plus de détails, on pourra se référer à l'ouvragede Stratton [80℄ pour un point de vue physique de l'éle
tromagnétisme, et au premiertome de la série "Analyse mathématique et 
al
ul numérique pour les s
ien
es et leste
hniques" de R. Dautray et J.-L. Lions [74℄ pour un point de vue plus mathématique.La théorie 
lassique de l'éle
tromagnétisme repose sur les 
élèbres équations de Maxwell,proposées par leur auteur voi
i maintenant une 
entaine d'années. Les équations de Maxwellne sont pas démontrables, de manière logique ou axiomatiques ; au moment de leurpubli
ation, elles étaient seulement 
ohérentes ave
 les résultats 
onnus, en parti
ulierd'éle
trostatique et de magnétostatique, mais "extrapolaient" largement. Elles furent9



Chapitre 1. Rappels sur les équations de Maxwella

ueillies ave
 réti
en
e par beau
oup. Ce type de 
on�it ne put être résolu que parun verdi
t expérimental. Ce fut Hertz qui, �nalement, força l'adoption de la théorie deMaxwell en mettant en éviden
e l'existen
e et la propagation d'ondes éle
tromagnétiquesà une vitesse égale ou voisine de la lumière (les radiations lumineuses n'étant d'ailleursqu'un 
as parti
ulier des ondes éle
tromagnétiques), phénomènes qui avaient été prévuspar le physi
ien anglais. Rapidement 
ependant, le su

ès même de la théorie de Maxwellplongeait la physique moderne dans la première de ses grandes 
rises. Il apparut ene�et que la mé
anique Newtonienne 
lassique était in
ompatible ave
 l'éle
tromagnétisme.Cette in
ompatibilité se manifestait en parti
ulier au niveau de l'existen
e d'une vitesse"absolue" (gardant la même valeur dans tous les repères) : la vitesse c de la lumière.La 
onstante c, 
onséquen
e des équations de Maxwell expérimentalement 
on�rmées,
ontredit les formules newtoniennes de 
omposition des vitesses. Toutes 
es di�
ultésfurent �nalement résolues grâ
e à Einstein et sa théorie de la Relativité Restreinte. Unenouvelle mé
anique se fondait, 
ompatible ave
 l'éle
tromagnétisme de Maxwell, et dont lamé
anique newtonienne représente une approximation quand les mobiles 
onsidérés gardentdes vitesses faibles devant c.1.1 Etablissement des équations de MaxwellCes équations sont établies dans le vide, à partir de lois physiques faisant intervenirla présen
e lo
ale de densités de 
harges éle
triques et de densités de 
ourants (le vide est,par dé�nition, un milieu immatériel : il n'existe ni 
harge ni 
ourant).1.1.1 Champ éle
trique ~E et théorème de GaussUne 
harge éle
trique q (en C) lo
alisée en P 
rée en tout point M de l'espa
e un
hamp éle
trique ~E(M) (en V/m) tel que :
~E(M) =

1

4πε0

q ~PM

PM3où ε0 représente la permittivité éle
trique du vide (ε0 = 8, 854...10−12 F/m).Une distribution volumique de 
harges ρ(P ) (en C/m3) située en P dans un volume V
rée en tout point M de l'espa
e (hors de V ) un 
hamp éle
trique :
~E(M) =

1

4πε0

y

V

ρ(P ) ~PM

PM3
dτEn M, une 
harge éle
trique q subit, du fait de la présen
e de ~E, une for
e éle
trique

~F (en N) d'expression
~F = q ~E(M)10



1.1. Etablissement des équations de MaxwellLe �ux Φ du 
hamp éle
trique à travers une surfa
e fermée S est donné par le théorèmede Gauss :
Φ =

{
~E · d~S =

1

ε0

y

V

ρ(P )dτque l'on é
rit également :
div ~E =

ρ

ε0
(1.1)1.1.2 Densité de 
ourant ~j, indu
tion magnétique ~B et théorèmed'AmpèreA une distribution volumique de 
harges ρ animée d'une vitesse ~v (en m/s), on asso
iela densité de 
ourant ~j = ρ~v ; exprimée en C/s·m2 ou A/m2, ~j est la densité surfa
ique de
ourant.Le 
ourant éle
trique I (en A) se dé�nit 
omme le �ux de ~j à travers une surfa
e S (nonfermée) :

I =
x

S

~j · d~Sil se dé�nit également 
omme la variation de 
harge par unité de temps :
I =

dq

dtSi ρ est fon
tion, entre autres, du temps, la relation de 
ontinuité :
div~j +

∂ρ(t)

∂t
= 0, (1.2)traduit l'absen
e de transformations dis
ontinues de la 
harge q(t) (par 
réation ouanihilation) à l'intérieur d'un volume V .Remarque 1.1.1 En régime stationnaire (indépendant du temps), on a alors :

div~j = 0Une distribution volumique de 
ourants stationnaires ~j(P ) située en P dans un volume
V 
rée en tout point M de l'espa
e (hors de V ) une indu
tion magnétique ~B(M) (en T)d'expression :

~B(M) =
µ0

4π

y ~j(P ) × ~PM

PM3
dτoù µ0 représente la perméabilité magnétique du vide (µ0 = 4π10−7 H/m).En M, une 
harge éle
trique q animée d'une vitesse ~v subit, du fait de la présen
ede ~B, une for
e magnétique ~F = q(~v × ~B).En régime stationnaire, ~B est à �ux 
onservatif, 
e qui se traduit par :

Φ =
{

S

~B · d~S = 0 11



Chapitre 1. Rappels sur les équations de Maxwellque l'on é
rit également :
div ~B = 0 (1.3)Ce
i implique que ~B = ~rot ~A ave


~A =
µ0

4π

y ~j(P )

PM
dτ,potentiel ve
teur magnétique (en Wb/m) tel que div ~A = 0.

~rot ~B = −∆ ~A représente la forme lo
ale du théorème d'Ampère que l'on é
rit également :
~rot ~B = µ0

~j (1.4)1.1.3 Indu
tion éle
tromagnétique et loi de FaradaySoit Φ =
x

S

~B · d~S le �ux de ~B à travers une surfa
e S (non fermée) délimitée parun 
ir
uit 
ondu
teur Γ (fermé). Φ peut varier dans le temps du fait de la mobilité de
Γ dans ~B ou, tout simplement, de la variation de ~B dans le temps. Apparaît alors, dansla bou
le 
ondu
tri
e Γ, un 
ourant induit que l'on 
ara
térise par la for
e éle
tromotri
ed'indu
tion e (en V) ave
 (loi de Faraday) :

e = −dΦ
dt

=

∮

Γ

~E · d~l = −
x

S

∂ ~B

∂t
· d~Sque l'on é
rit également :

~rot ~E +
∂ ~B

∂t
= 0 (1.5)1.1.4 Relation de Maxwell-Ampère et les équations de MaxwellNous avons ren
ontré pré
édement la forme lo
ale de théorème d'Ampère (1.4) où ~jreprésente une densité de 
ourant stationnaire. La divergen
e de 
ette égalité entraîne :

div( ~rot ~B) = 0 = div(µ0
~j)ou en
ore

div~j = 0
onforme à la relation de 
ontinuité dans le 
as de régime stationnaire.Dans la 
as général de régime non stationnaire, la relation de 
ontinuité (1.2) montre quele théorème d'Ampère (1.4) n'est plus su�sant. C'est à Maxwell que l'on doit le rajout, au
ourant 
lassique de densité ~j, d'un "
ourant de dépla
ement" de densité ε0 ∂ ~E
∂t

.D'où le théorème d'Ampère généralisé ou en
ore relation de Maxwell Ampère :12



1.2. Lois 
onstitutives des milieux matériels et équations de Maxwell généralisées ; équations de propagation
~rot ~B = µ0(~j + ε0

∂ ~E

∂t
) (1.6)

Nous pouvons alors ré
apituler 
es di�érentes équations pour établir le systèmed'équations de Maxwell que l'on é
rit généralement dans 
et ordre et sous 
ette forme(sa
hant que ε0µ0c
2 = 1)
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








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








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




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
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















div ~E =
ρ

ε0
Théorème de Gauss

div ~B = 0 ~B à �ux 
onservatif
~rot ~E +

∂ ~B

∂t
= 0 Loi de Faraday

~rot ~B − 1

c2
∂ ~E

∂t
= µ0

~j Relation de Maxwell-Ampère (1.7)
Ces équations montrent l'interdépendan
e du 
hamp éle
trique ~E et de l'indu
tionmagnétique ~B que l'on nomme 
hamp éle
tromagnétique ( ~E, ~B).En M, une 
harge éle
trique q subit, du fait de la présen
e du 
hamp éle
tromagnétique

( ~E, ~B), une for
e ~F (for
e de Lorentz) dé�nie par :
~F = q( ~E + ~v × ~B)La présen
e simultanée, dans les deux dernières équations de (1.7), des dérivées partiellespremières spatiales et temporelles, indique l'existen
e d'un phénomène de propagation de
e 
hamp éle
tromagnétique ( ~E, ~B), en
ore nommée "onde éle
tromagnétique".1.2 Lois 
onstitutives des milieux matériels et équations deMaxwell généralisées ; équations de propagationUn milieu matériel est 
onstitué d'atomes de di�érentes natures, i.e. de parti
ules
hargées ou en mouvement. Mais à l'é
helle de l'atome, un milieu matériel est surtout
onstitué de vide ; en e�et, les distan
es entre parti
ules sont de l'ordre de l'angström(10−10 m) alors que les dimensions de 
es parti
ules sont de l'ordre du femtomètre (10−1513



Chapitre 1. Rappels sur les équations de Maxwellm). Il en résulte que le 
hamp éle
tromagnétique, tel que dé�ni pré
édemment, reste valablepresque partout dans le milieu mais ave
 des dis
ontinuités gigantesques au 
onta
t des
harges et des 
ourants.Les propriétés énon
ées 
i-après ne rendent 
ompte que des e�ets moyens dans un milieumatériel, supposé in�ni, plongé dans un 
hamp éle
tromagnétique ( ~E, ~B).1.2.1 Milieux diéle
triques, polarisation éle
trique ~PDans un diéle
trique (isolant), toutes les 
harges présentes sont liées ; sous l'a
tiond'un 
hamp éle
trique ~E, les seuls mouvements possibles de 
es 
harges sont de faiblesdépla
ements en sens 
ontraire des 
harges positives et négatives 
onstituant l'atome oula molé
ule. Ne 
onsidérant que les molé
ules, 
elles-
i portent alors un moment dipolaireéle
trique moyen ~p (en C·m) : le milieu est dit polarisé. On dé�nit la polarisation éle
trique
~P (en C/m2) par : ~P = N~p, où N est le nombre de molé
ules par unité de volume. Ondé�nit également le densité volumique de 
harges de polarisation par la relation :

ρpol. = −div ~P (1.8)Si le milieu est soumis à un 
hamp éle
trique variable ~E(t), le mouvement des 
harges depolarisation donne naissan
e à un 
ourant de polarisation :
~jpol. =

∂ ~P

∂t
(1.9)Remarque 1.2.1 l'expression div~jpol. =

∂

∂t
(div ~P ) = −∂ρpol.

∂t
est à rappro
her de larelation de 
ontinuité (1.2).1.2.2 Matériaux magnétiques, aimantation ~MA l'intérieur des atomes 
onstituant la matière, les éle
trons sont en mouvement(rotation autour du noyau et sur eux-mêmes) ; ils 
réent ainsi des 
hamps magnétiquesà l'é
helle atomique, et 
haque atome porte un moment magnétique. On appelle ~m (enA.m2) le moment magnétique moyen par atome, et l'on dé�nit l'aimantation ~M (en A/m)par ~M = N ~m où N est le nombre d'atomes par unité de volume.A 
ette aimantation ~M , pouvant 
réer une indu
tion magnétique ~B, on asso
ie une densitéde 
ourant équivalent :

~je = ~rot ~M (1.10)1.2.3 Equations de Maxwell généralisées ; 
as parti
ulier des milieuxlinéaires et isotropesA 
e stade, il su�t de rempla
er, dans le système de Maxwell (1.7), ρ par ρ+ ρpol. et
~j par ~j +~jpol. +~je.De plus, on dé�nit :� l'indu
tion (ou dépla
ement) éle
trique ~D (en C/m2) par ~D = ε0 ~E + ~P14



1.2. Lois 
onstitutives des milieux matériels et équations de Maxwell généralisées ; équations de propagation
� le 
hamp magnétique ~H (en A/m) par ~H =

~B

µ0
− ~MDans les milieux linéaires et isotropes :� ~P = ε0χ~E où χ est la sus
eptibilité éle
trique du milieu ; il en résulte :

~D = ε0(1 + χ) ~E

= ε0εr ~E

= ε ~E

(1.11)où εr est la permittivité relative du milieu, et ε (en F/m) la permittivité éle
triquedu milieu.� ~M = κ ~H où κ est la sus
eptibilité magnétique du milieu ; il en résulte :
~B = µ0(1 + κ) ~H

= µ0µr
~H

= µ ~H

(1.12)où µr est la perméabilité relative du milieu, et µ (en H/m) est la perméabilitémagnétique du milieu.Les équations de Maxwell généralisées, dans le 
as parti
ulier des milieuxsimples, s'é
rivent alors, entre autres formes :


























































div ~E =
ρ

ε

div ~H = 0

~rot ~E + µ
∂ ~H

∂t
= 0

~rot ~H − ε
∂ ~E

∂t
= ~j

(1.13)
Remarque 1.2.2 Si le milieu est 
ondu
teur, on aura la loi d'Ohm ~j = σ ~E, où σ (enS/m) est la 
ondu
tivité du milieu.Remarque 1.2.3 Si le milieu est le vide, on aura : ρ = 0, j = σ = 0, χ = κ = 0, et
ε = ε, µ = µ0. 15



Chapitre 1. Rappels sur les équations de Maxwell1.2.4 Equations de propagationEn prenant le rotationnel des deux dernières équations du système (1.13), et 
ompte-tenu des deux premières de 
elui-
i, il vient :






















∆ ~E − εµ
∂2 ~E

∂t2
− σµ

∂ ~E

∂t
= ~∇(

ρ

ε
)

∆ ~H − εµ
∂2 ~H

∂t2
− σµ

∂ ~H

∂t
= 0Ces deux équations aux dérivées partielles représentent les équations de propagation d'uneonde éle
tromagnétique atténuée.Remarque 1.2.4 Dans le vide, elles s'é
rivent :

∆ ~E − ε0µ0
∂2 ~E

∂t2
= 0 et ∆ ~H − ε0µ0

∂2 ~H

∂t2
= 0,
ara
téristiques d'une onde éle
tromagnétique non-atténuée se propageant à la vitesse c =

1√
ε0µ0

= 299 792 456 m/s (vitesse de la lumière, �xée).1.3 Dis
ontinuité du 
hamp éle
tromagnétique et 
onditionsaux limites1.3.1 Equation au sens des distributionsL'é
riture 
lassique des équations de Maxwell suppose impli
itement que sour
es et
hamps ont une régularité qui assure un sens aux diverses dérivations. Or, des répartitionsde 
harges (éventuellement pon
tuelles) et/ou de 
ourants lo
alisés sur des 
ourbes ou dessurfa
es se ren
ontrent fréquemment dans les appli
ations. L'é
riture des équations deMaxwell au sens des distributions permet alors de traiter des singularités et d'expli
iter demanière générale les 
onditions aux limites ou d'interfa
e asso
iées à 
e type de problème.Soit une distribution ve
torielle TA de R3 asso
iée au 
hamp de ve
teur ~A dérivable ausens des fon
tions ve
torielles dans le 
omplémentaire d'une surfa
e de dis
ontinuité Sorientée et de normale ~n. On rappelle que la divergen
e et le rotationnel d'une distributionve
torielle TA s'é
rivent :






div(TA) = div( ~A) + ~n · [ ~A]SδS

~rot(TA) = ~rot( ~A) + ~n× [ ~A]SδS

(1.14)où δS est la distribution de Dira
 sur la surfa
e S et [ ~A]S le saut de ~A à travers la surfa
e
S. Le terme div( ~A) dénote l'opérateur divergen
e au sens des fon
tions appliqué à ~A.On 
onsidère maintenant les distributions ve
torielles et s
alaires asso
iées aux grandeurs16



1.3. Dis
ontinuité du 
hamp éle
tromagnétique et 
onditions aux limiteséle
tromagnétiques intervenant dans les équations de Maxwell (1.13). On suppose que 
esgrandeurs sont dérivables dans le 
omplémentaire de la surfa
e de dis
ontinuité S. De plus,la distribution s
alaire Tρ se dé
ompose en la somme d'une densité de 
harge volumique
ρ et d'une 
harge super�
ielle notée ρS (Tρ = ρ + ρSδS). On peut en toute généralité yajouter des 
harges pon
tuelles mais nous ne les prendrons pas en 
ompte i
i. Quant auxdistributions T~j elles se dé
omposent de façon analogue. On peut alors é
rire à partir de(1.14) les équations de Maxwell au sens des distributions :



























































div( ~E) + ~n · [ ~E]SδS =
1

ε
(ρ+ ρSδS)

div( ~H) + ~n · [ ~H]SδS = 0

~rot ~E + ~n× [ ~E]SδS + µ
∂ ~H

∂t
= 0

~rot ~H + ~n× [ ~H]SδS − ε
∂ ~E

∂t
= ~j +~jSδS

(1.15)
On retrouve par identi�
ation les équations de Maxwell au sens des fon
tions (1.13) d'unepart, ainsi que les 
onditions aux limites sur la surfa
e S suivantes :















































~n · [ ~E]S =
1

ε
ρS

~n · [ ~H]S = 0

~n× [ ~E]S = 0

~n× [ ~H]S = ~jS

(1.16)
1.3.2 Conditions d'interfa
e et 
onditions aux limites1.3.2.1 Conditions d'interfa
eNous venons de dé
rire les 
onditions d'interfa
e à travers une surfa
e de dis
ontinuitéqui peut éventuellement porter des sour
es de 
ourants (1.16). En l'absen
e de 
ourants,les 
omposantes tangentielles des 
hamps éle
trique et magnétique sont 
ontinues à traverstoute surfa
e d'après les relations :







~n× [ ~E]S = 0

~n× [ ~H]S = 0

(1.17)On remarquera que les relations (1.17) sont toujours véri�ées y 
ompris lorsque l'on est enprésen
e de matériaux di�érents d'indi
e quel
onque (quelles que soient les variations dela permittivité et de la perméabilité du milieu). 17



Chapitre 1. Rappels sur les équations de MaxwellEn revan
he, les deux autres relations obtenues à l'aide des lois de Gauss montrentque même en l'absen
e de 
harges, les 
omposantes normales des 
hamps éle
trique etmagnétique ne sont pas en général 
ontinues :






~n · [ ~E]S = 0

~n · [ ~H]S = 0

(1.18)Ce type de relations s'applique également pour la dé�nition des 
onditions aux limites,notamment pour les bords métalliques.1.3.2.2 Conditions aux limites pour une frontière métallique parfaitement
ondu
tri
eNous assimilerons tout au long de 
ette étude les parois métalliques au modèle idéalet �
tif du 
ondu
teur parfait.Physiquement, il n'existe pas de 
ourant surfa
ique ~jS à l'interfa
e S d'un diéle
trique etd'un métal. Le 
hamp éle
tromagnétique à l'intérieur du métal devient rapidement nul maispénètre tout de même 
elui-
i sur une faible épaisseur. Ce phénomène est 
lassiquementappelé "e�et de peau" mais il n'est généralement pas pris en 
ompte dans les modélisationsnumériques 
ar le modèle de 
ondu
teur parfait est très simple à mettre en oeuvre et assezpré
is pour un grand ensemble de dispositifs.Nous 
onsidérons don
 que le 
hamp éle
tromagnétique est nul à l'intérieur du métal.Soient ~ES et ~HS les 
hamps éle
trique et magnétique sur la surfa
e extérieure du métal.Les relations de saut (1.16) deviennent :














































~n · [ ~E]S =
1

ε
ρS

~n · [ ~H]S = 0

~n× [ ~E]S = 0

~n× [ ~H]S = ~jS

(1.19)
Remarque 1.3.1 Les 
ourants surfa
iques ~jS et les 
harges surfa
iques ρS ne sont pasdes sour
es appliquées 
onnues, mais leur présen
e est rendue né
essaire par le modèle de
ondu
teur parfait.On en déduit en parti
ulier qu'à la surfa
e d'un 
ondu
teur parfait le 
hamp éle
triqueest normal et le 
hamp magnétique tangent. D'autre part, le 
hamp magnétique peut semesurer dire
tement à partir de la densité de 
ourants super�
iels.1.4 Hyperboli
ité du système de MaxwellLe 
ara
tère hyperbolique est intrinsèque au système de Maxwell et a uneinterprétation physique. Les ondes et l'énergie asso
iée se propagent en temps �ni.18



1.4. Hyperboli
ité du système de MaxwellIl est alors possible d'utiliser des appro
hes instationnaires 
omplètement expli
ites, à
ondition de respe
ter alors une 
ondition de type CFL (indiquant que le domaine dedépendan
e numérique doit être plus grand que le domaine de dépendan
e physiquede la solution). Les systèmes hyperboliques requièrent usuellement l'utilisation d'unestabilisation pour les méthodes d'éléments �nis ou d'un dé
entrage pour les méthodes detype volumes �nis, dans le deuxème 
as pour obtenir des propriétés 
omme le prin
ipe dumaximum, 
hose qui n'est en fait pas né
essaire pour les appli
ations en éle
tromagnétismelinéaire.A�n de montrer l'hyperboli
ité des équations de Maxwell, nous é
rivons les deuxdernières équations du système (1.13) en fon
tion des in
onnues ( ~B, ~D) sous la formeve
torielle suivante :
∂ ~Q

∂t
+
∂F1( ~Q)

∂x
+
∂F2( ~Q)

∂y
+
∂F3(~Q)

∂z
= − ~J (1.20)ave


~Q =t (Dx,Dy,Dz , Bx, By, Bz),
F1( ~Q) =t (0, Bz/µ,−By/µ, 0,−Dx/ε,Dy/ε),
F2( ~Q) =t (−Bz/µ, 0, Bx/µ,Dz/ε, 0,−Dx/ε),
F3( ~Q) =t (By/µ,−Bx/µ, 0,−Dy/ε,Dx/ε, 0),et ~J =t (0, 0, 0, jx, jy, jz),que l'on peut é
rire sous la forme 
ondensée :

∂ ~Q

∂t
+ ~∇ · ~F(Q) = − ~J (1.21)ave
 ~F(Q) =t (F1(~Q),F2( ~Q),F3( ~Q)).Soit alors une 
ombinaison linéaire des �ux du système (1.20) de la forme :

~F(Q, η) = ~η · ~F(Q),où ~η =t (η1, η2, η3) est un ve
teur non nul de R3. La matri
e ja
obienne A du système(1.20) est alors dé�nie par :














A(Q, η) = ~η · ~F′(Q) = η1A1 + η2A2 + η3A3,

(Ai)i=1,...,3 =
∂ ~Fi(Q)

∂Q 19



Chapitre 1. Rappels sur les équations de Maxwellet s'é
rit
A(Q, η) =





















0 0 0 0 −η3/ε η2/ε
0 0 0 η3/ε 0 −η1/ε
0 0 0 −η2/ε η1/ε 0
0 η3/µ −η2/µ 0 0 0

−η3/µ 0 η1/µ 0 0 0
η2/µ −η1/µ 0 0 0 0





















(1.22)
Dé�nition 1.4.1 Le système (1.20) de R6 est dit hyperbolique si et seulement si la matri
eja
obienne A asso
iée est diagonalisable dans R pour tout ve
teur η non nul de R3 et pourtout ve
teur ~Q de R6.Remarque 1.4.1 Le système de Maxwell est linéaire en fon
tion de la variable ~Q pourle type de lois 
onstitutives que nous avons 
hoisies. La matri
e A ne dépend don
 pas de
ette variable dans 
ette étude.La matri
e A n'admet que des valeurs propres réelles et une base de R6 
onstituée deve
teurs propres de A peut être 
onstruite ; A est diagonalisable et le système de Maxwellest don
 hyperbolique.

20



2Méthode Galerkin Dis
ontinu
Sommaire2.1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.1.1 Rappels sur les méthodes d'éléments �nis de Galerkin . . . . . . 222.1.2 Rappels sur les méthodes d'éléments �nis dis
ontinus . . . . . . . 232.2 Présentation de la méthode Galerkin Dis
ontinu . . . . . . . . 242.2.1 Dis
rétisation spatiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.2.2 Conservation d'une énergie semi-dis
rète . . . . . . . . . . . . . . 272.2.3 Dis
rétisation temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.3 Traitement des motifs métalliques . . . . . . . . . . . . . . . . . 302.4 Stabilité de la méthode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.4.1 Conservation d'une énergie dis
rète . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.4.2 Condition su�sante de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.5 Choix de l'espa
e d'approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . 342.6 Conservation de la divergen
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362.7 Etude de l'erreur de dispersion du s
héma . . . . . . . . . . . . 382.7.1 Espa
e d'approximation P1

div . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.7.2 Espa
e d'approximation P1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.7.3 Espa
e d'approximation Q1

div . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 492.7.4 Con
lusion sur l'étude de dispersion . . . . . . . . . . . . . . . . 53On présente dans 
e 
hapitre la famille des méthodes d'éléments �nis dis
ontinus(ou méthodes de type Galerkin Dis
ontinu) utilisées pour la résolution numérique deséquations de Maxwell dans le domaine temporel (
hoix des éléments �nis, �ux 
entrés,s
héma en temps de type "saute-mouton"). On rappelle les propriétés de base de 
ettefamille de méthodes (stabilité, 
onservation d'une énergie dis
rète, 
onvergen
e, dispersion,traitement des 
onditions aux limites métalliques).21



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinu2.1 Introdu
tion2.1.1 Rappels sur les méthodes d'éléments �nis de GalerkinLa méthode de Galerkin est une méthode d'approximation 
lassiquement utiliséepour résoudre la forme variationnelle de problèmes d'équations aux dérivées partielles,stationnaires ou transitoires. L'idée de base de la méthode de Galerkin 
onsiste àrestreindre la forme variationnelle posée sur un espa
e fon
tionnel de dimension in�nie àun sous-espa
e de dimension �nie. Ensuite, en 
hoisissant une base de 
e sous-espa
e, et enutilisant 
omme fon
tions tests pour la formulation variationnelle 
es mêmes fon
tions debase, on tombe en prin
ipe sur des systèmes linéaires 
arrés à résoudre. La littérature sur
e sujet étant abondante (voir par exemple [89, 46, 47, 29, 14, 17, 26, 13℄ parmi d'autres),nous allons nous limiter à un rappel sur les prin
ipes généraux de 
ette théorie.Soit H un espa
e de Hilbert munis de la norme ‖.‖H , a : H × H → R une formebilinéaire 
ontinue et 
oer
ive, et f ∈ L(H,R) une forme linéaire 
ontinue. On 
onsidèrealors le problème d'équations aux dérivées partielles donné sous sa forme variationnelle :
{ Trouver u ∈ H tel que
a(u, v) = f(v), ∀v ∈ H

(2.1)L'existen
e et l'uni
ité de la solution de (2.1) sont assurées par le théorème de Lax-Milgramrappelé i
i.Théorème 2.1.1 Soit H un espa
e de Hilbert, soit a une forme bilinéaire 
ontinue et
oer
ive (de 
onstante de 
oer
ivité α) sur H, et f ∈ H ′. ALors, le problème (2.1) est bienposé, i.e. il existe un unique élément u ∈ H tel que a(u, v) = f(v) pour tout v ∈ H, et
‖u‖H ≤ ‖f‖H′/α.De plus, si a est symétrique, u est l'unique solution du problème de minimisation suivant :

{

u ∈ H
J(u) ≤ J(v),

(2.2)ave
 J(v) = 1
2a(v, v) − f(v)L'idée de la méthode de Galerkin est de rempla
er l'espa
e de Hilbert H par un sous-espa
e

HN ⊂ H de dimension �nie (où dimHN = N), et de résoudre le problème appro
hé :
{ Trouver uN ∈ HN tel que
a(uN , vN ) = f(vN ), ∀vN ∈ HN

(2.3)
HN étant un espa
e de dimension �nie in
lus dans l'espa
e de Hilbert H, 
'est don
 aussiun espa
e de Hilbert. On peut don
 appliquer au problème appro
hé (2.3) le théorème deLax-Milgram et en déduire l'existen
e et l'uni
ité de uN ∈ HN solution de (2.3).La résolution du système (2.3) revient alors à la résolution d'un système linéaire. Nousdevons dans un premiers temps 
hoisir une base ~ϕ1...~ϕN de HN , et exprimer l'in
onnue
uN dans 
ette base, i.e.

uN =

N
∑

i=1

ui~ϕi,22



2.1. Introdu
tionoù les ui sont les degrés de libertés du problème. Ainsi, le problème (2.3) s'é
rit, en prenant
omme fon
tions tests vN = ~ϕj :Trouver (ui)1≤i≤N ∈ R tel que N
∑

i=1

a(~ϕiui, ~ϕj) = f(~ϕj), ∀j, 1 ≤ j ≤ N. (2.4)Ainsi, en notant UN le ve
teur 
omposé des degrés de liberté du problème, i.e. UN =
(u1, ..., uN )t, F le ve
teur dé�ni par F = (f(~ϕ1), ..., f(~ϕN ))t, et M la matri
e de masse determe général

Mi,j = a(~ϕi, ~ϕj)alors le problème (2.4) s'é
rit :Trouver UN ∈ RN tel que MUN = F. (2.5)Nous remarquons que le problème obtenu dépend du sous-espa
e HN 
onsidéré, et pourun espa
e HN 
hoisi, le problème dépend du 
hoix des fon
tions de base (mais pas lasolution uN =
∑N

i=1 ui ~ϕi obtenue !). Ainsi, un 
hoix judi
ieux de la base de fon
tions de
HN permettra d'obtenir un matri
e de masse M 
reuse, fa
ilitant alors la résolution dusystème linéaire.2.1.2 Rappels sur les méthodes d'éléments �nis dis
ontinusLes méthodes de type Galerkin Dis
ontinu sont en fait des méthodes d'éléments �nisde Galerkin dont les fon
tions de base sont dis
ontinues. Cela pose des problèmes de
onformité (au sens éléments �nis) pour les formes variationnelles et requiert en générall'utilisation de �ux numériques, 
omme pour les méthodes de volumes �nis.Ce type de méthode a été introduit en 1973 par Reed et Hill [75℄ pour la résolution del'équation de transport de neutrons. La pertinen
e de la méthode a alors été re
onnue parLesaint et Raviart [57℄, Johnson et Pitkaränta [50℄, Ri
hter [78℄ et Peterson [69℄ qui, à partirde 1974, ont publié les premières analyses mathématiques dans le 
as des équations s
alaireshyperboliques et linéaires. Bien qu'étant apparues en 1973, les méthodes d'éléments �nisdis
ontinus n'ont évolué que ré
emment pour s'adapter à une large variété de problèmes(hyperbolique, parabolique, elliptique, linéaire, non linéaire, et
). On pourra se référer àl'arti
le de Co
kburn et al. [21℄ pour une bibliographie exhaustive de 
e type de méthodesdepuis leurs débuts.Dans le domaine de l'éle
tromagnétisme, l'utilisation des méthodes GalerkinDis
ontinu pour la résolution des équations de Maxwell a 
ommen
é en 1994 ave
 lestravaux de Helluy [41℄ dans le domaine harmonique et, dans le domaine temporel, ave
 lestravaux de Remaki [76℄ en 1998. On pourra alors 
iter [44, 67℄ pour le domaine fréquentiel,et, pour le domaine temporel, faire référen
e à [71℄, [31℄, [16℄ (formulations à �ux 
entrés
ouplées à une approximation temporelle de type "saute-mouton") et [42℄ (formulations à�ux dé
entrés 
ouplées à une approximation temporelle de type Runge-Kutta).Les méthodes d'éléments �nis dis
ontinus présentent les prin
ipales 
ara
téristiquessuivantes : 23



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinu� les ordres d'approximation de 
es méthodes peuvent être 
hoisis en fon
tion dela régularité de la solution exa
te et de la pré
ision désirée. De plus, 
es ordresd'approximation peuvent fa
ilement varier d'un élément à l'autre ;� 
es méthodes sont fortement parallélisables : les éléments étant dis
ontinus et lesapproximations étant lo
ales à 
haque élément, la matri
e de masse est diagonalepar blo
s. La taille des blo
s étant égale au nombre de degrés de liberté dans 
ha
undes éléments 
orrespondants, les blo
s sont fa
ilement inversibles une fois pour toutesen début d'exé
ution du programme ;� elles permettent de fa
ilement traiter des géométries 
omplexes et des 
onditionsaux limites diverses ;� elles sont parfaitement adaptées aux te
hniques de ra�nement lo
al 
onforme ounon-
onforme.2.2 Présentation de la méthode Galerkin Dis
ontinuLes méthodes de type Galerkin Dis
ontinu s'appuient sur des fon
tions de base, quel'on préfère 
hoisir lo
ales (à support réduit et non pas étendu) a�n d'obtenir des matri
esde masse (ou de rigidité) essentiellement 
reuses. Ces fon
tions de base s'appuient, 
ommeles éléments �nis 
lassiques, sur un maillage, ou, à plus proprement parler, sur une partitiondu domaine d'intérêt Ω en volumes, les méthodes de type Galerkin Dis
ontinu étantplus fa
ilement non-
onformes (au sens d'une triangulation non 
onforme), grâ
e à ladis
ontinuité a priori des fon
tions de base.Supposons don
 que nous disposons d'une partition d'un domaine tridimensionnel Ωen un nombre �ni de polyèdres �nis (ayant 
ha
un un nombre �ni de fa
es). Pour 
haquepolyèdre Ti, appelé volume de 
ontr�le ou 
ellule, on note Vi son volume. Nous appelleronsfa
e entre deux 
ellules leur interse
tion lorsqu'il s'agit de polygones de surfa
e non nulle.Pour 
haque fa
e interne aik = Ti∩Tk, nous noterons Sik la mesure de aik et ~nik la normaleunitaire orientée de Ti vers Tk (voir �gure 2.1). Les mêmes dé�nitions sont étendues auxfa
es frontières du domaine Ω, l'index k 
orrespondant alors à une 
ellule �
tive en dehorsdu domaine. Nous noterons Vi l'ensemble des indi
es des 
ellules voisines à la 
ellule Ti et
Pi son périmètre, donné simplement par :

Pi =
∑

k∈Vi

Sik.Dans 
haque volume �ni, nous avons la propriété géométrique suivante :
∑

k∈Vi

~nik = 0Le prin
ipe général des méthodes de type Galerkin Dis
ontinu 
onsiste à re
her
her lesin
onnues numériques du problème sous la forme d'une 
ombinaison linéaire de fon
tionsde bases lo
ales ~ϕij , 1 ≤ j ≤ di (di étant la dimension de l'espa
e d'approximation del'élément), dans 
haque 
ellule Ti. La prin
ipale 
ara
téristique de la méthode est le fait24



2.2. Présentation de la méthode Galerkin Dis
ontinu
ττ

aik

i k

nikFig. 2.1 � Notations utiliséesqu'au
une 
ontinuité n'est imposée aux in
onnues numériques à l'interfa
e de deux 
ellulesvoisines.Comme nous le verrons par la suite, sur le 
as 
on
ret des équations de Maxwell, et
omme pour les méthodes de volumes �nis en général, nous aurons besoin de dé�nir unefon
tion de �ux numérique a�n d'appro
her le �ux à l'interfa
e des 
ellules, où la solutionappro
hée est dis
ontinue. Ainsi, les méthodes de type Galerkin Dis
ontinu peuvent êtrevues 
omme des méthodes d'éléments �nis où au
une 
ontinuité n'est imposée à l'interfa
edes 
ellules, ou 
omme une méthode de volumes �nis d'ordre élevé.2.2.1 Dis
rétisation spatialeDans le 
adre de 
e travail, nous 
onsidérons les équations de Maxwell de premier ordredans le domaine temporel. Elle s'é
rivent :














¯̄ε
∂ ~E

∂t
− ~rot ~H = 0,

¯̄µ
∂ ~H

∂t
+ ~rot ~E = 0,

(2.6)où ~E et ~H sont respe
tivement les 
hamps éle
trique et magnétique, et ¯̄ε et ¯̄µ sontrespe
tivement les tenseurs de permittivité éle
trique et perméabilité magnétique. Cestenseurs sont en général symétriques dé�nis positifs. Le milieu est dit isotrope quand
¯̄ε = ε0(x)Id et ¯̄µ = µ0(x)Id. Il est dit homogène quand les tenseurs ¯̄ε et ¯̄µ ne dépendentpas de x. Par exemple, dans l'espa
e libre, nous avons ¯̄ε = ε0Id et ¯̄µ = µ0Id. Les matériauxpeuvent être également orthotropes (dire
tions propres des tenseurs orthogonales) ou
omplètement anisotropes.Pour 
haque 
ellule Ti, on note ¯̄εi et ¯̄µi les tenseurs de permittivité éle
trique etperméabilité magnétique. On les prendra pour simpli�er 
onstants dans 
haque 
ellule,mais la dis
rétisation spatiale proposée resterait opérationnelle si les tenseurs variaientdans 
haque 
ellule Ti.Les in
onnues numériques de la méthode sont des approximations des 
oordonnéessuivant les fon
tions de base lo
ales des 
hamps éle
trique et magnétique dans 
haque25



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinu
ellule Ti. Pour obtenir la dis
rétisation spatiale, on 
ommen
e par multiplier le système(2.6) par une fon
tion de base ~ϕij et on intègre sur l'élément Ti. On obtient :


























∫

Ti

¯̄εi
∂ ~E

∂t
· ~ϕij −

∫

Ti

~rot ~H · ~ϕij = 0,

∫

Ti

¯̄µi
∂ ~H

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

~rot ~E · ~ϕij = 0.

(2.7)Nous utilisons alors l'identité ~rot ~X · ~ψ = ~rot~ψ · ~X − div(~ψ × ~X) (intégration par parties),et nous obtenons


























∫

Ti

¯̄εi
∂ ~E

∂t
· ~ϕij −

∫

Ti

~rot~ϕij · ~H +

∫

∂Ti

(~ϕij × ~H) · ~̃n = 0,

∫

Ti

¯̄µi
∂ ~H

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

~rot~ϕij · ~E −
∫

∂Ti

(~ϕij × ~E) · ~̃n = 0.

(2.8)où ~̃n est la normale unitaire extérieure à Ti. On rempla
e alors les 
hamps exa
ts ~E et
~H par des approximations ~Ei et ~Hi appartenant à l'espa
e ve
toriel (de dimension �nie)
Pi = V ect(ϕij , 1 ≤ j ≤ di). Ainsi, pour tout le domaine, nous utiliserons l'approximationsuivante :



























~E ≃
∑

i

~Ei =
∑

i

di
∑

j=1

Eij ~ϕij

~H ≃
∑

i

~Hi =
∑

i

di
∑

j=1

Hij ~ϕij

(2.9)Les quantités s
alaires Eij (respe
tivement Hij) désignent le jeme degré de liberté de ~Ei(respe
tivement ~Hi). On notera alors ~Ei (respe
tivement ~Hi) le ve
teur 
olonne (Eij)1≤j≤di(respe
tivement (Hij)1≤j≤di
).Remplaçant les 
hamps exa
ts par leurs approximations, les in
onnues numériques dela méthode (et leurs dérivées temporelles) peuvent être dire
tement utilisées pour 
al
ulerles intégrales volumiques de (2.8). Les intégrales surfa
iques, par 
ontre, font intervenirdes 
hamps appro
hés désormais dis
ontinus. Nous devons dé�nir une approximation des�ux surfa
iques (
omme 
ela a été fait pour les méthodes de volumes �nis appliquées à deslois de 
onservation). Pour 
es �ux, nous avons fait le 
hoix d'utiliser des �ux numériquestotalement 
entrés, i.e.

∀i, ∀k ∈ Vi, ∀x ∈ aik,















~E(x)|aik
=

~Ei(x) + ~Ek(x)

2
,

~H(x)|aik
=

~Hi(x) + ~Hk(x)

2
.

(2.10)26



2.2. Présentation de la méthode Galerkin Dis
ontinuNous aboutissons alors au s
héma semi-dis
ret :






























(M ε
i

∂ ~Ei

∂t
)j =

∫

Ti

~rot~ϕij · ~Hi −
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~Hi + ~Hk

2
) · ~nik,

(Mµ
i

∂ ~Hi

∂t
)j = −

∫

Ti

~rot~ϕij · ~Ei +
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~Ei + ~Ek

2
) · ~nik,

(2.11)
où l'indi
e j représente la jeme 
omposante des ve
teurs 
onsidérés, M ε

i et Mµ
i sont lesmatri
es de masse 
arrées (di × di) données par :

(M ε
i )jl =

∫

Ti

~ϕij ¯̄εi~ϕil, 1 ≤ j, l ≤ di

(Mµ
i )jl =

∫

Ti

~ϕij ¯̄µi~ϕil, 1 ≤ j, l ≤ di

(2.12)Les matri
es de masse M ε
i et Mµ

i sont symétriques dé�nies positives 
ar les tenseurs
¯̄εi et ¯̄µi sont symétriques dé�nis positifs, et les fon
tions de base ~ϕij sont linéairementindépendantes.2.2.2 Conservation d'une énergie semi-dis
rèteNous voulons montrer i
i que le s
héma semi-dis
ret en espa
e (2.11) 
onserve uneapproximation dis
rète de l'énergie éle
tromagnétique. Dans [31℄, les auteurs dé�nissentl'énergie éle
tromagnétique semi-dis
rète 
omme suit :Dé�nition 2.2.1 Nous dé�nissons les énergies éle
tromagnétiques semi-dis
rètes Ei et EG,
ontenues respe
tivement dans un élément �ni Ti ou dans un groupe d'éléments G par

(i) Ei =
1

2

∫

Ti

(t ~Ei ¯̄εi ~Ei +t ~Hi ¯̄µi
~Hi),

(ii) EG =
∑

i∈G

Ei.

(2.13)Pour un groupe d'éléments 
onne
tés G, nous allons alors évaluer l'évolution temporellede l'énergie EG . Pour 
ela, nous 
al
ulons dans 
haque élément �ni Ti la dérivée en temps del'énergie Ei en utilisant l'équation (2.11) puisque les matri
es M ε
i etMµ

i sont symétriques :
dEi

dt
=t ~EiM

ε
i

dEi

dt
+t ~HiM

µ
i

dHi

dt
. 27



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuNous obtenons don
 :
∂Ei

∂t
=

∑

1≤j≤di

Eij





∫

Ti

~rot~ϕij · ~Hi −
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~Hi + ~Hk

2
) · ~nik





−
∑

1≤j≤di

Hij





∫

Ti

~rot~ϕij · ~Ei +
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~Ei + ~Ek

2
) · ~nik





=

∫

Ti

~rot ~Ei · ~Hi −
∑

k∈Vi

∫

aik

( ~Ei ×
~Hi + ~Hk

2
) · ~nik

−
∫

Ti

~rot ~Hi · ~Ei +
∑

k∈Vi

∫

aik

( ~Hi ×
~Ei + ~Ek

2
) · ~nik

=
1

2

∫

Ti

( ~rot ~Ei · ~Hi + ~rot ~Hi · ~Ei) −
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

( ~Ei × ~Hk) · ~nik

−1

2

∫

Ti

( ~rot ~Ei · ~Hi + ~rot ~Hi · ~Ei) +
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

( ~Ek × ~Hi) · ~nik,soit en résumé :
∂Ei

∂t
= −

∑

k∈Vi

∫

aik

~Ei × ~Hk + ~Ek × ~Hi

2
· ~nik. (2.14)Pour un groupe d'éléments 
onne
tés G, l'évolution temporelle de l'énergie des éléments
onne
tés Ti s'é
rit évidemment :

∂EG
∂t

=
∑

i∈G

∂Ei

∂t
.Les intégrales sur les fa
es 
ommunes à deux éléments du groupe G s'annulent deux à deux,puisque ~nik + ~nki = 0. Ainsi, seules les intégrales sur les fa
es extérieures du domaine sont
onservées, et nous obtenons :

∂EG
∂t

=
∑

i∈G

∑

k∈Vi

∫

aik

~Ei × ~Hk + ~Ek × ~Hi

2
· ~nik

=

externes
∑

faces aik

∫

aik

~Ei × ~Hk + ~Ek × ~Hi

2
· ~nik. (2.15)Cette expression est une version dis
rète du théorème de Poynting. En e�et, dans le 
as
ontinu, l'énergie éle
tromagnétique pour le système de Maxwell sans 
ourants éle
triquesest donnée par :

E =
1

2
(t ~E ¯̄ε ~E +t ~H ¯̄µ ~H) (2.16)28



2.2. Présentation de la méthode Galerkin Dis
ontinuet véri�e l'équation de 
onservation
∂E
∂t

+ div ~P = 0, (2.17)où ~P est le ve
teur Poynting dé�ni par ~P = ~E × ~H. Ainsi, en intégrant l'équation de
onservation (2.17) sur un volume fermé V , nous obtenons le théorème de Poynting :
∫

V

∂E
∂t

= −
∫

∂V

~P · ~nds (2.18)dont (2.15) est bien une version dis
rète.2.2.3 Dis
rétisation temporelleLe 
hoix de la dis
rétisation en temps est une étape 
ru
iale pour l'e�
a
ité de laméthode. Deux types de s
hémas sont le plus souvent utilisés pour résoudre des problèmestransitoires :� les s
hémas expli
ites : ils 
onduisent à des algorithmes souvent 
onditionnellementstables. L'un des avantages majeurs des 
es s
hémas est leur rapidité et la fa
ilité ave
laquelle on peut les implémenter sur ma
hines parallèles. Par ailleurs, des méthodesà plusieurs pas de temps permettent d'augmenter l'ordre de l'approximation et dediminuer la restri
tion CFL. Parmi 
es s
hémas, les plus utilisés sont les s
hémas detype Runge-Kutta et leapfrog (ou "saute-mouton"), utilisé dans la méthode FDTD.� les s
héma impli
ites : 
es s
hémas 
onduisent à des algorithmes pouvant êtrein
onditionnellement stables. L'utilisation de méthodes itératives est né
essaire pourpouvoir résoudre le système linéaire à 
haque pas de temps. La 
onvergen
e de laméthode itérative utilisée sera intimement liée aux 
onditionnements des matri
esprésentes dans le problème. Cela peut poser des problèmes lorsque l'on veut monterl'ordre d'approximation en espa
e. Ainsi, 
es méthodes peuvent 
onduire à des 
oûtsde 
al
ul prohibitifs.Dans le 
adre de notre étude, nous avons 
hoisi d'utiliser un s
héma expli
ite en tempsde type "saute-mouton" (leapfrog) à deux pas en temps, 
ouramment utilisé pour lessystèmes d'équations dits "
roisés" 
omme les équations de Maxwell 
onsidérées i
i. Ces
héma d'ordre deux en temps présente l'avantage de ne pas introduire de dissipation. Lesdegrés de libertés asso
iés au 
hamp éle
trique ~E sont 
al
ulés aux instants tn = n∆tet sont notés En
ij. Les degrés de liberté asso
iés au 
hamp magnétique sont quant à eux
al
ulés aux instants tn+ 1

2 = (n + 1/2)∆t et sont notés Hn+ 1

2

ij . Les quantités ~Ei
n, ~Hi

n+ 1

2 ,
~Ei

n et ~Hi
n+ 1

2 sont dé�nies de manière analogue. Le s
héma dis
rétisé en temps et en espa
e29



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinus'é
rit alors :


































(M ε
i

~En+1
i − ~En

i

∆t
)j =

∫

Ti

~rot~ϕij · ~Hn+ 1

2

i −
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~H

n+ 1

2

i + ~H
n+ 1

2

k

2
) · ~nik

(Mµ
i

~H
n+ 3

2

i − ~H
n+ 1

2

i

∆t
)j = −

∫

Ti

~rot~ϕij · ~En+1
i +

∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij ×
~En+1

i + ~En+1
k

2
) · ~nik(2.19)Ce s
héma en temps étant expli
ite, 
haque pas de temps ne requiert que l'inversiondes matri
es de masse lo
ales M ε

i et Mµ
i . Le système (2.19) peut s'é
rire sous la formematri
ielle suivante :























M ε
i

~En+1
i − ~En

i

∆t
= Ri

~H
n+ 1

2

i −∑k∈Vi
Fik

~H
n+ 1

2

k

Mµ
i

~H
n+3/2
i − ~H

n+ 1

2

i

∆t
= −Ri

~En+1
i +

∑

k∈Vi
Fik

~En+1
k

(2.20)où � Ri est la matri
e 
arrée di × di de rigidité lo
ale de terme général
Ri[j, l] =

∫

Ti

~rot~ϕij · ~ϕil −
1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij × ~ϕil) · ~nik

=
1

2

∫

Ti

( ~rot~ϕij · ~ϕil + ~rot~ϕil · ~ϕij).� Fik est la matri
e re
tangulaire di ×dk de masse à l'interfa
e aik (symétrique dé�niepositive), de terme général
Fik =

1

2

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl) · ~nik.Remarque 2.2.1 Nous pouvons remarquer que nous retrouvons exa
tement la méthode devolumes �nis ave
 �ux 
entrés [71℄ en 
hoisissant 
omme espa
e d'approximation l'espa
e
P0 des fon
tions 
onstantes par mor
eaux. On aura dans 
e 
as, dans 
haque élément Vi,
di = 1 et ϕi1 = 1.2.3 Traitement des motifs métalliquesPour des raisons de simpli
ité, notamment dans la génération des maillages, les
onditions aux limites métalliques sont portées par les interfa
es aik du maillage. Nousverrons dans la suite de la thèse qu'il peut être intéressant de ne pas faire 
oïn
ider30



2.3. Traitement des motifs métalliquesgéométriquement les bords métalliques ave
 les éléments, en utilisant une méthode dedomaines �
tifs.Dans le 
as 
lassique où les 
onditions métalliques sont portées par des interfa
es dumaillage, nous devons avoir les propriétés physiques suivantes :� nullité de la 
omposante tangentielle du 
hamp éle
trique ~E ;� dis
ontinuité de la 
omposante tangentielle du 
hamp magnétique ~H.Pour prendre en 
ompte les 
onditions aux limites métalliques, nous devons don
modi�er la dé�nition des �ux numériques sur 
haque interfa
e aik en modélisant une paroimétallique a�n qu'elle permette d'obtenir les propriétés physiques satisfaisantes.Soit aik une interfa
e métallique entre les 
ellules Ti et Tk. Pour simpli�er, nous allonssupposer que l'indi
e k représente i
i un indi
e d'élément voisin �
tif (
e qui serait le 
assi le bord métallique était vraiment au bord du domaine et non pas inséré entre deuxéléments). Nous voulons don
 avoir la nullité de la 
omposante tangentielle du 
hampéle
trique ~E sur aik :
∀x ∈ aik, ~E(x) × ~nik = 0 (2.21)Ainsi, en intégrant sur aik et en multipliant par la fon
tion de base ~ϕij , on obtient :
∫

aik

(~ϕij × ~E(x)) · ~nik = 0 (2.22)Comme nous l'avons vu, nous utilisons des �ux 
entrés pour appro
her 
ette intégrale :
∫

aik

(~ϕij ×
~Ei(x) + ~Ek(x)

2
) · ~nik = 0. (2.23)Pour satisfaire à l'équation (2.23), nous pouvons don
 poser par exemple

∀x ∈ aik, ~Ek(x) = − ~Ei(x). (2.24)La se
onde 
ondition à satisfaire est la dis
ontinuité de la 
omposante tangentielle du
hamp magnétique à l'interfa
e aik. En un 
ertain sens, lorsque nous utilisons des �ux
entrés pour le 
hamp magnétique à l'interfa
e, nous supposons que la moyenne des 
hampsmagnétiques est une bonne approximation du 
hamp à l'interfa
e, 
e qui suppose une
ertaine idée de 
ontinuité du 
hamp magnétique à l'interfa
e. Pour ne pas induire lamoindre 
ontinuité du 
hamp magnétique à l'interfa
e, les �ux numériques à l'interfa
e aikseront 
al
ulés en utilisant les approximations suivantes :
∀x ∈ aik, ~Hk(x) = ~Hi(x) (2.25)En résumé, pour toute fa
e métallique aik, lorsqu'on 
al
ule des �ux pour 
al
ulerl'évolution en temps des 
hamps éle
triques et magnétiques dans la 
ellule Vi, on utiliseles relations :

∀x ∈ aik,

{

~Ek(x) = − ~Ei(x),
~Hk(x) = ~Hi(x)

(2.26)31



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuRemarque 2.3.1 En utilisant 
omme 
onditions aux limites du domaine les 
onditionsaux limites métalliques (2.26), nous 
onstatons que l'énergie éle
tromagnétique semi-dis
rète dé�nie par (2.2.1) est exa
tement 
onservée. En e�et, nous avons :
∂EG

∂t
=

metalliques
∑

faces aik

∫

aik

~Ei(x) × ~Hk(x) + ~Ek(x) × ~Hi(x)

2
· ~nik = 0. (2.27)2.4 Stabilité de la méthodeNous rappelons i
i la 
ondition su�sante de stabilité au sens L2 du s
héma GalerkinDis
ontinu (2.19) ave
 
onditions aux limites métalliques (2.26) présentée dans [31℄. Aprèsavoir dé�ni une énergie éle
tromagnétique dis
rète, les auteurs montrent que 
elle-
i est
onservée et est une forme quadratique dé�nie positive pour les in
onnues numériques

(~En
i ,
~H

n+ 1

2

i ) sous une 
ondition de type CFL sur le pas de temps ∆t.2.4.1 Conservation d'une énergie dis
rèteNous utilisons i
i une énergie dis
rète dire
tement issue de la dé�nition (2.2.1) et dus
héma temporel "saute-mouton".Dé�nition 2.4.1 Dans 
haque élément �ni Ti, et pour un ensemble d'éléments 
onne
tés
G, l'énergie éle
tromagnétique dis
rète est dé�nie par :

(i) En
i =

1

2

∫

Ti

(t ~En
i
¯̄ε ~En

i +t ~H
n- 1

2

i
¯̄µ ~H

n+ 1

2

i ) =
1

2
(tEn

i M
ε
i E

n
i +t H

n- 1

2

i Mµ
i H

n+ 1

2

i )

(ii) En
Gi

=
∑

i∈G

En
i

(2.28)Nous avons alors le lemme suivant :Lemme 2.4.1 En utilisant le s
héma dis
ret (2.19) pour un ensemble d'éléments 
onne
tés
G, la variation temporelle de l'énergie éle
tromagnétique dis
rète En

G à l'intérieur de G au
ours d'un pas de temps est donnée par :
En+1
G − En

G = ∆t
externes
∑

faces aik

∫

aik

~E
[n+ 1

2
]

i × ~H
n+ 1

2

k + ~E
[n+ 1

2
]

k × ~H
n+ 1

2

i

2
· ~nik (2.29)ave
 par 
onvention ~E

[n+ 1

2
]

i ≡ ~En
i + ~En+1

i
2 .Preuve 2.4.1 La démonstration est très similaire à 
elle du système semi-dis
rétisé enespa
e. On a désormais :

En+1
i − En

i

∆t
=

(tEn+1
i M ε

i E
+1
i n+ tH

n+ 1

2

i Mµ
i H

n+ 3

2

i ) − (tEn
i M

ε
i E

n
i + tH

n- 1
2

i Mµ
i H

n+ 1

2

i )

2∆t

= tE
[n+ 1

2
]

i M ε
i

En+1
i −En

i

∆t
+ tH

n+ 1

2

i (Mµ
i

H
n+ 3

2

i −H
n+ 1

2

i

2∆t
+Mµ

i

H
n+ 1

2

i −H
n- 1

2

i

2∆t
)32



2.4. Stabilité de la méthodeEn utilisant (2.20), on obtient simplement que
En+1

i − En
i

∆t
= tE

[n+ 1

2
]

i (Ri
~H

n+ 1

2

i −
∑

k∈Vi

Fik
~H

n+ 1

2

k ) + tH
n+ 1

2

i (−Ri
~E

[n+ 1

2
]

i +
∑

k∈Vi

Fik
~E

[n+1

2
]

k ).

Ri étant symétrique, et revenant à la dé�nition de Fik, on obtient don

En+1

i − En
i

∆t
=
∑

k∈Vi

∫

aik

~E
[n+ 1

2
]

i × ~H
n+ 1

2

k + ~E
[n+ 1

2
]

k × ~H
n+ 1

2

i

2
· ~nik.Nous pouvons alors ré
rire l'équation pré
édente dans les termes du lemme, enregroupant les énergies En

i dans tous les éléments Ti de l'ensemble G :
En+1
Gi

= En
Gi

+ ∆t

externes
∑

faces aik

∫

aik

~E
n+ 1

2

i × ~H
n+ 1

2

k + ~E
n+ 1

2

k × ~H
n+ 1

2

i

2
· ~nikRemarque 2.4.1 Ainsi, dans le 
as d'une 
avité métallique, lorsque nous utilisons les
onditions aux limites métalliques présentées pré
édemment, nous avons :

∆t
externes
∑

faces aik

∫

aik

~E
n+ 1

2

i × ~H
n+ 1

2

k + ~E
n+ 1

2

k × ~H
n+ 1

2

i

2
· ~nik = 0,et don
 l'énergie éle
tromagnétique dis
rète est exa
tement 
onservée, i.e. En+1

Gi
= En

Gi
.Remarque 2.4.2 Ce
i montre que le s
héma Galerkin Dis
ontinu (2.19) n'est absolumentpas di�usif. L'e�et de la di�usion numérique sur les équations de Maxwell 
onduit à perdrede l'énergie, même dans un 
as où elle devrait être exa
tement 
onservée (
e qui est le 
asave
 des �ux numériques dé
entrés).2.4.2 Condition su�sante de stabilitéA�n de prouver que le s
héma (2.19), ave
 les 
onditions métalliques sur le bord dudomaine Ω, est stable, il su�t de montrer que l'énergie éle
tromagnétique EΩ, sous une
ondition de type CFL sur ∆t, est une forme quadratique dé�nie positive pour les in
onnuesnumériques ( ~En

i et ~H
n+ 1

2

i ). Ainsi, 
omme l'énergie se 
onserve au 
ours des itérations,les in
onnues numériques restent bornées. Nous avons alors besoin des deux hypothèsessuivantes :Hypothèse 2.4.1 On suppose que les fon
tions de base ~ϕij , 1 ≤ j ≤ di, sont linéairementindépendantes, et que les tenseurs ¯̄εi et ¯̄µi sont symétriques dé�nis positifs et de valeurspropres minorées respe
tivement par des 
onstantes stri
tement positives ai et bi. Ainsi :
∀ ~X ∈ Ve
t(~ϕij , 1 ≤ j ≤ di, ),

∫

Ti

~Xt ¯̄εi ~X ≥ ai|| ~X ||2Ti
,

∫

Ti

~Xt ¯̄µi
~X ≥ bi|| ~X ||2Ti

,où || ~X ||2Ti
est la norme L2 du ve
teur ~X sur Ti, i.e. || ~X ||2Ti

=

∫

Ti

|| ~X ||2. 33



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuHypothèse 2.4.2 Nous supposons que, pour 
haque volume Ti, il existe des 
onstantes(sans dimension) αi et βik (k ∈ Vi) telles que :
∀ ~X ∈ Ve
t(~ϕij , 1 ≤ j ≤ di, ), || ~rot ~X||Ti ≤

αiPi

Vi
|| ~X ||Ti ,

∀ ~X ∈ Ve
t(~ϕij , 1 ≤ j ≤ di, ), || ~X ||2∂Ti
≤ βik||~nik||

Vi
|| ~X ||2Ti

,où ∂Ti représente le bord de l'élément Ti (i.e. ∂Ti =
⋃

k∈Vi
aik).Remarque 2.4.3 Si l'on 
hoisit les mêmes espa
es fon
tionnels dans des élémentséquivalents (par exemple des fon
tions P1 dans des tétraèdres ou des fon
tions Q2 dansdes 
ubes), les 
oe�
ients sans dimensions αi et βik ne dépendent alors plus de l'élément.Nous obtenons alors le résultat de stabilité du s
héma Galerkin Dis
ontinu suivant :Théorème 2.4.1 En utilisant le s
héma Galerkin Dis
ontinu (2.19) pour un élément Tiave
 des 
onditions aux limites métalliques sur l'ensemble du bord du domaine, sous leshypothèses (2.4.1) et (2.4.2), l'énergie éle
tromagnétique dis
rète dé�nie par (2.4.1) estune forme quadratique dé�nie positive pour les in
onnues ( ~En

i ,
~H

n+ 1

2

i ) et ainsi le s
hémanumérique est L2-stable si le pas de temps ∆t véri�e :
∀i,∀k ∈ Vi,

∆t√
aibi

[

2αi + βikmax

(
√

bi
bk
,

√

ai

ak

)]

≤ 4Vi

Pi
(2.30)Remarque 2.4.4 Par exemple, pour le s
héma en volumes �nis dans l'espa
e libre, on a

αi = et βik = 1, ai = ǫ0 et bi = µ0, et la 
ondition se réduit à c0∆t ≤ min(4Vi
Pi

).2.5 Choix de l'espa
e d'approximationDans 
haque élément Ti, nous 
hoisissons pour espa
e d'éléments �nis pour les 
hampséle
trique et magnétique la restri
tion à l'élément Ti des fon
tions de l'espa
e des élements�nis de plus bas degré de Nédéle
 pour H( ~rot) [64℄.On note Ql,m,n l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�miales des trois variables (x, y, z)de degré maximum respe
tivement l en x, m en y et n en z. Soit C le 
ube unité dé�nipar :
C = {(x, y, z) ∈ R3, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}.Nous notons alors (Si)1≤i≤8 les huit sommets du 
ube unité C de 
oordonnées :

S1 = (0, 0, 0), S2 = (1, 0, 0), S3 = (0, 1, 0), S4 = (1, 1, 0),
S5 = (0, 0, 1), S6 = (1, 0, 1), S7 = (0, 1, 1), S8 = (1, 1, 1),

(2.31)34



2.5. Choix de l'espa
e d'approximationet nous notons (ai)1≤i≤12 les 12 arêtes du 
ube unité C dé�nies par :
a1 = [S1S2], a5 = [S1S4], a9 = [S1S5],
a2 = [S4S3], a6 = [S5S8], a10 = [S2S6],
a3 = [S5S6], a7 = [S2S3], a11 = [S4S8],
a4 = [S8S7], a8 = [S6S7], a12 = [S3S7].

(2.32)Nous dé�nissons le sous-espa
e ve
toriel Q1
div de (P2)

3 par :
Q1

div = {~F = (Fx, Fy, Fz), Fx ∈ Q0,1,1, Fy ∈ Q1,0,1, Fz ∈ Q1,1,0}.Nous introduisons les douze formes linéaires (Vi)1≤i≤12 dé�nies sur Q1
div par :

∀1 ≤ i ≤ 12, ∀~F ∈ Q1
div, Vi =

∫

ai

~F · ~ei dsave

~ei =







~ex si i ∈ {1, 2, 3, 4}
~ey si i ∈ {5, 6, 7, 8}
~ez si i ∈ {9, 10, 11, 12}Nous notons∑E l'ensemble de 
es douze formes linéaires. L'élément �ni (C,Q1

div ,
∑

E) estalors l'élément �ni de Nédéle
 de plus bas degré pour l'espa
e H( ~rot). Cet élément �ni estunisolvant, autrement dit l'appli
ation linéaire
V : Q1

div → R12

~F 7→ (Vi(~F ))1≤i≤12est un isomorphisme. Nous pouvons dé�nir alors les douze fon
tions de base 
anoniquesengendrant l'espa
e Q1
div :















~ϕ1(x, y, z) = (1 − y)(1 − z)~ex,
~ϕ2(x, y, z) = z(1 − y)~ex,
~ϕ3(x, y, z) = y(1 − z)~ex,
~ϕ4(x, y, z) = yz~ex,















~ϕ5(x, y, z) = (1 − z)(1 − x)~ey ,
~ϕ6(x, y, z) = x(1 − z)~ey,
~ϕ7(x, y, z) = z(1 − x)~ey,
~ϕ8(x, y, z) = xz~ey,















~ϕ9(x, y, z) = (1 − x)(1 − y)~ez,
~ϕ10(x, y, z) = x(1 − y)~ez,
~ϕ11(x, y, z) = y(1 − x)~ez,
~ϕ12(x, y, z) = xy~ez.

(2.33)
Ces douze fon
tions de bases sont bien les fon
tions 
anoniques asso
iées aux degrés delibertés Vi puisqu'elles véri�ent

∀1 ≤ i, j ≤ 12, Vi(~ϕj) = δi,j ,

δi,j étant le symbole de Krone
ker. 35



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuDans notre formulation en éléments �nis dis
ontinus, 
haque élément Ti du maillageest ainsi doté de 12 fon
tions de base lo
ales linéairement indépendantes. Contrairementaux éléments �nis de Nédéle
, 
es fon
tions de base n'assurent plus au
une 
ontinuité d'unélément à l'autre, et leur support est réduit à l'élément Ti.Remarque 2.5.1 Dans 
haque 
ellule Ti, toute fon
tion appartenant à l'espa
e Q1
div està divergen
e nulle. C'est la raison pour laquelle nous avons 
hoisi la notation Q1

div.2.6 Conservation de la divergen
eLes relations
{

divµ(x) ~H = 0

div ε(x) ~E = ρ
(2.34)sont redondantes dans les équations de Maxwell. En e�et, si le 
hamp éle
tromagnétique

(~E, ~H) est solution des équations de Maxwell, et si les relations (2.34) sont véri�ées à t = 0,alors elles le seront pour tout t ≥ 0. Dans la dis
rétisation des équations de Maxwell, nousavons omis les 
ontraintes (2.34). Il est 
ependant important de véri�er que la solutiondis
rète appro
he de façon 
orre
te 
es deux 
onditions. En e�et, il est 
onnu qu'uneviolation de 
es 
onditions de divergen
e risque de provoquer l'apparition d'ondes parasitesqui peuvent détériorer la solution.Nous 
her
hons i
i à montrer que la méthode Galerkin Dis
ontinu véri�e, en un sensfaible à dé�nir, les relations de 
onservation de la divergen
e :
{

divµ(x)( ~Hn+1/2 − ~Hn−1/2) = 0,

div ε(x)(~En+1 − ~En) = ρn+1 − ρn.
(2.35)Considérons un maillage 
onforme tétraédrique. Pour simpli�er, on prendra unmaillage sans bords. Dans [31℄, L. Fezoui et al. démontrent, pour la méthode de typeGalerkin Dis
ontinu ave
 fon
tions la Pk dans 
haque tétraèdre, la proposition suivante de
onservation de la divergen
e dis
rète :Proposition 2.6.1 Soit Xh ⊂ H1

0 (Ω) l'espa
e des fon
tions s
alaires 
ontinues etpolyn�miales de degré au maximum k+ 1 dans les éléments du maillage, et nulles au bord,i.e. Xh =
{

v ∈ C0(Ω̄); ∀i, v|Ti
∈ Pk+1

} ; le 
hamp éle
tromagnétique (Eh,Hh) obtenu parla méthode Galerkin Dis
ontinu ave
 s
héma "saute-mouton" en temps et �ux 
entrésvéri�e alors :
∀ψ ∈ Xh,

{

〈 div¯̄ε ~En+1
h , ψ 〉−1 = 〈 div¯̄ε ~En

h , ψ 〉−1,

〈 div ¯̄µ ~H
n+ 1

2

h , ψ 〉−1 = 〈 div ¯̄µ ~H
n- 1

2

h , ψ 〉−1

(2.36)où 〈·, ·〉−1 représente le produit de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω).36



2.6. Conservation de la divergen
ePreuve 2.6.1 La démonstration est en fait très simple. Prenons ψ ∈ Xh ⊂ H1
0 (Ω), on a :

〈div(¯̄ε( ~En+1
h − ~En

h )
)

, ψ〉−1 = −
∫

Ω
∇ψ · ¯̄ε( ~En+1

h − ~En
h )

= −
∑

i

∫

Ti

~∇ψ · ¯̄εi

(

~En+1
i − ~En

i

)

.Comme ~∇ψ est bien dé�ni à l'intérieur de 
haque tétraèdre et est un 
hamp de ve
teurpolyn�mial de degré au plus k, il est dans l'espa
e Pk 
onsidéré. En appliquant la formule(2.8) (en fait sa version dis
rétisée en temps) au 
hamp ~∇ψ, on obtient (ave
 ~rot ~∇ψ = 0) :
− 1

∆t

∫

Ti

~∇ψ · ¯̄εi

(

~En+1
i − ~En

i

)

=
∑

k∈Vi

∫

aik

~∇ψ ·
(

~H
n+ 1

2

i + ~H
n+ 1

2

k

2
× ~nik

)

.En sommant sur tous les éléments, on obtient :
1

∆t
〈div(¯̄ε( ~En+1

h − ~En
h )
)

, ψ〉−1 =
∑

aik

∫

aik

~H
n+ 1

2

i + ~H
n+ 1

2

k

2
· [[~∇ψ × ~nik]].Comme ψ est 
ontinue, le saut tangentiel de son gradient est nul sur toutes les fa
esdu maillage, 
e qui 
onduit le résultat. La démonstration est similaire pour le 
hampmagnétique.Dans le 
as du maillage hexaédrique régulier uniforme 
artésien, on peut transposertelle quelle la démonstration. Dans un tel maillage, le plus petit espa
e ve
toriel non réduità {0} de fon
tions 
ontinues, polyn�miales dans les éléments du maillage est l'espa
e

Q1. Considérons alors une fon
tion 
ontinue ϕ ∈ Q1 qui va jouer le r�le de ψ dans ladémonstration pré
édente. Dans 
haque hexahèdre, ∇ϕ appartient à l'espa
e E engendrépar les fon
tions






~ϕ1 = (1, 0, 0), ~ϕ2 = (y, 0, 0), ~ϕ3 = (z, 0, 0), ~ϕ4 = (yz, 0, 0),
~ϕ5 = (0, 1, 0), ~ϕ6 = (0, x, 0), ~ϕ7 = (0, z, 0), ~ϕ8 = (0, xz, 0),
~ϕ9 = (0, 0, 1), ~ϕ10 = (0, 0, x), ~ϕ11 = (0, 0, y), ~ϕ12 = (0, 0, xy).

(2.37)Ainsi, E est un espa
e prometteur pour assurer la 
onservation de la divergen
e au sensdes relations (2.36) sur un maillage hexaédrique. Cet espa
e n'est autre que l'espa
e Q1
divque nous utilisons : 
'est un espa
e de fon
tions dis
ontinues, dont la restri
tion dans leséléments est identique à 
elles des élements �nis de plus bas degré de Nédele
 pour H( ~rot)(2.33), et qui 
ontient les gradients de toutes les fon
tions Q1. En somme, une méthode detype Galerkin Dis
ontinu Q1

div ave
 �ux 
entrés 
onservera la divergen
e au sens de (2.36),où ψ dé
rit l'espa
e Q1. Ce
i peut se résumer en la proposition suivante :Proposition 2.6.2 Le 
hamp éle
tromagnétique (Eh,Hh), obtenu par la méthode GalerkinDis
ontinu Q1
div ave
 s
héma "saute-mouton" en temps et �ux 
entrés, véri�e
∀ψ ∈ Q1,

{

〈 div¯̄ε ~En+1
h , ψ 〉−1 = 〈 div¯̄ε ~En

h , ψ 〉−1,

〈 div ¯̄µ ~H
n+ 1

2

h , ψ 〉−1 = 〈 div ¯̄µ ~H
n- 1

2

h , ψ 〉−1.
(2.38)37



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinu2.7 Etude de l'erreur de dispersion du s
hémaOn se propose i
i d'étudier l'erreur de dispersion du s
héma Galerkin Dis
ontinuappliqué aux équations de Maxwell. Notre étude portera sur la 
al
ul de dispersion dis
rètepour une onde plane de ve
teur d'onde ~k = (kx, ky, kz), 
'est-à-dire sur l'évaluation de lavitesse de propagation de l'onde plane. La dispersion du s
héma dépend du s
héma entemps retenu (i
i "saute-mouton"), de l'espa
e d'approximation 
hoisi pour les éléments�nis dis
ontinus et du maillage utilisé. Cette étude peut être faite simplement si le maillageutilisé est 
artésien et uniforme et si le matériau est homogène isotrope, la transformée deFourier nous permettant de 
al
uler simplement les vitesses de propagation.Pour véri�er le degré de dispersion du s
héma (i.e. 
al
uler l'ordre des premiers termesd'erreur dans le développement limité donnant la vitesse de propagation des ondes enfon
tions du pas de temps ∆t et des pas d'espa
e ∆x, ∆y et ∆z (tous supposés petits devantla longueur d'onde et de même ordre)), nous analysons la relation entre la pulsation ω d'uneonde et le ve
teur d'onde ~k = (kx, ky, kz). Rappelons d'abord la relation de dispersion dansle 
as 
ontinu pour un matériau homogène isotrope de paramètres (ε et µ) :
ω2 = |k|2c2 (2.39)ave
 |~k| =

√

k2
x + k2

y + k2
z et c la vitesse de propagation dans le milieu homogène(déterminée par la relation εµc2 = 1).Nous nous proposons d'étudier l'erreur de dispersion du s
héma Galerkin Dis
ontinupour di�érents espa
es d'approximation. Nous 
onsidérerons non seulement l'espa
e Q1

divprésenté dans la se
tion pré
édente, mais aussi deux autres espa
es d'approximations :� l'espa
e P1
div : dans 
haque élément, l'espa
e ve
toriel 
onsidéré est l'espa
e desfon
tions P1 ; il est important de noter que les éléments �nis de Nédéle
, ou plusgénéralement les éléments �nis Q1, ont été introduits pour assurer une 
ertaine
ontinuité à travers les fa
es des éléments (
ontinuité totale pour Q1, et seulementde la 
omposante tangentielle pour les éléments de Nédéle
). Pour une méthodede type Galerkin Dis
ontinu, 
es 
ontinuités sont inutiles. Il est alors intéressantd'étudier la dispersion pour l'espa
e naturellement dis
ontinu P1

div, engendré par lesfon
tions de base suivantes dans le 
ube unité :






~ϕ1(x, y, z) = 1 ~ex,
~ϕ2(x, y, z) = y ~ex,
~ϕ3(x, y, z) = z ~ex,







~ϕ4(x, y, z) = 1 ~ey,
~ϕ5(x, y, z) = x ~ey,
~ϕ6(x, y, z) = z ~ey,







~ϕ7(x, y, z) = 1 ~ez,
~ϕ8(x, y, z) = x ~ez,
~ϕ9(x, y, z) = y ~ez.

(2.40)Ces neuf fon
tions de bases sont bien linéairement indépendantes. Elles sont dé�niesdans 
haque élément Ti. Elles sont également à divergen
e nulle. L'espa
e P1
div estin
lus dans l'espa
e Q1

div, la méthode numérique devrait don
 être moins pré
ise ave

P1

div qu'ave
 Q1
div.� l'espa
e P1 : l'espa
e Q1

div présenté dans la se
tion pré
édente est 
onstitué defon
tions à divergen
e nulle dans 
haque élément. Il peut être intéressant d'observerles propriétés de la méthode de type Galerkin Dis
ontinu basée sur l'espa
e P1 pour38



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
hémaappré
ier l'impa
t de la 
ontrainte de divergen
e nulle sur la pré
ision par exemple.L'espa
e P1 devrait fournir la même pré
ision globale que l'espa
e Q1 qui possèdequelques degrés de liberté supplémentaires, insu�sants 
ependant pour atteindreune pré
ision supérieure. Pour 
et espa
e, dans 
haque élément Ti du maillage, unebase de fon
tions est donnée par exemple par :














~ϕ1(x, y, z) = 1 ~ex,
~ϕ2(x, y, z) = y ~ex,
~ϕ3(x, y, z) = z ~ex,
~ϕ4(x, y, z) = x ~ex,















~ϕ5(x, y, z) = 1 ~ey,
~ϕ6(x, y, z) = x ~ey,
~ϕ7(x, y, z) = z ~ey,
~ϕ8(x, y, z) = y ~ey,















~ϕ9(x, y, z) = 1 ~ez,
~ϕ10(x, y, z) = x ~ez,
~ϕ11(x, y, z) = y ~ez,
~ϕ12(x, y, z) = z ~ez.

(2.41)
2.7.1 Espa
e d'approximation P1

divNous nous proposons dans un premier temps d'étudier l'erreur de dispersion dus
héma Galerkin Dis
ontinu pour l'espa
e d'approximation P1
div. Pour étudier la dispersionnumérique, nous établissons dans un premier temps l'équation des ondes dis
rète dans levide (ou dans un matériau homogène isotrope) véri�ée de manière dis
rète par une ondeplane solution du s
héma Galerkin Dis
ontinu dé�ni pré
édemment. On 
her
he ainsi unesolution du s
héma GD-P1

div sous la forme :










En
jmp,d = Ede

i(ωn∆t−(~k·~∆)),

H
n+ 1

2

jmp,d = Hde
i(ω(n+ 1

2
)∆t−(~k·~∆)),

(2.42)où Ejmp,d (respe
tivement Hjmp,d) est le dieme degré de liberté de ~E (respe
tivement ~H)dans la 
ellule (j,m, p) et ~∆ le ve
teur dé�ni par ~∆ = (∆x, ∆y, ∆z). Nous inje
tonsalors le 
hamp éle
tromagnétique é
rit sous la forme (2.42) dans le système (2.20), où lesmatri
es Ri et Fik ont été 
onstruites pour les fon
tions de base ~ϕij ∈ P1
div, numérotées dans
haque élément suivant (2.40). Nous obtenons alors que les ve
teurs ~VE = (E1, E2, ...., Ed)

tet ~VH = (H1,H2, ...,Hd)
t (la dimension de l'espa
e P1

div est 9, don
 i
i d = 9) véri�ent larelation de dispersion dis
rète suivante :
{

ωεst
~VE = P̃ ~VH

ωµst
~VH = −P̃ ~VE

(2.43)où st est un s
alaire donné par :
st =

i sin(ω∆t
2 )

ω∆t
2

, (2.44)39



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuet P̃ une matri
e 
arrée d× d dé�nie par :
P̃ =































































0 0 0 −sz 0 −tz/2 sy 0 ty/2

0 0 0 0 0 0 −6ty 0 −3ty

0 0 0 6tz 0 3sz 0 0 0

sz 0 tz/2 0 0 0 −sx −tx/2 0

0 0 0 0 0 0 6tx 3sx 0

−6tz 0 −3sz 0 0 0 0 0 0

−sy −ty/2 0 sx tx/2 0 0 0 0

0 0 0 −6tx −3sx 0 0 0 0

6ty 3sy 0 0 0 0 0 0 0































































(2.45)
ave
 les notations



















sν =
isin(kν∆ν)

∆ν

tν =
1 − cos(kν∆ν)

∆ν

(2.46)où ν = x, y ou z. Le système (2.43) nous permet d'é
rire :
~VH = −(ωµst)

−1P̃ ~VE ⇒ ωεst
~VE = −P̃ (ωµst)

−1P̃ ~VE ⇒

ω2s2t
c2

~VE = −P̃ 2~VE, (2.47)où c = 1/
√
µ0ε0 est la vitesse de l'onde dans le vide. Cette relation est la relation dedispersion dis
rète. Dé�nissons λ par

λ =
iωst

c
. (2.48)La relation de dispersion (2.47) 
i-dessus nous dit que l'onde plane est exa
tement propagéepar la méthode numérique à 
ondition que λ2 soit une valeur propre de la matri
e P̃ 2 etque ~VE et ~VH soient ve
teurs propres de P̃ 2. Cette relation de dispersion est trop 
omplexepour que l'on puisse exhiber les expressions analytiques des valeurs propres et ve
teurspropres de P̃ 2. On a don
 re
ours à des développements limités quand ∆t, ∆x, ∆y et ∆ztendent vers 0. Ce
i permet de 
onnaître la pré
ision du s
héma (analyse asymptotiquequand les paramètres de dis
rétisation tendent vers 0).40



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
héma2.7.1.1 Cal
ul des valeurs propres de P̃A�n d'établir une relation entre ω, ~k et c, nous 
al
ulons les valeurs propres de P̃ .Un développement de Taylor à l'ordre 2 de la relation (2.48) nous permet d'é
rire :
λ2 =

ω2

c2

(

1 − ω2∆t2

12
+ o(∆t2)

)

. (2.49)Lorsque le pas de temps ∆t et les pas d'espa
e ∆x, ∆y et ∆z tendent vers 0, nous devonsretrouver la relation de dispersion 
ontinue (2.42). Pour 
e faire, la valeur propre de P̃re
her
hée doit être de la forme :
λ(P̃ ) = |~k|(1 + αh+ βh2) (2.50)Le 
al
ul des valeurs propres de la matri
e est établi dans le 
adre d'un maillage régulierpour une onde plane de ve
teur d'onde ~k = (kx, ky , kz). Nous posons alors :

∆x = cxh,
∆y = cyh,
∆z = cz, hoù cx, cy, cz , h sont des réels, h étant supposé petit (et cν = O(1), ν = x, y ou z). Nouse�e
tuons alors un développement de Taylor à l'ordre 2 des 
oe�
ients de la matri
e P̃ :



















sν = ikν − ik3
ν(cνh)

2

6
+ o(h3),

tν =
k2

ν(cνh)

2
+ o(h2),où ν = x, y ou z. Nous obtenons alors grâ
e au logi
iel maple de 
al
ul formel, le polyn�me
ara
téristique de la matri
e P̃ de la forme :

P (λ̃, h) = f1(λ̃) + f2(λ̃)h2 + o(h2) (2.51)où λ̃ est une valeur propre de la matri
e P̃ . f1(λ̃) et f2(λ̃) sont deux polyn�mes de laforme :
{

f1(λ̃) = aλ̃9 + bλ̃7 + cλ̃5 + dλ̃3 + eλ̃,

f2(λ̃) = a′λ̃7 + b′λ̃5 + c′λ̃3 + d′λ̃,où les 
oe�
ients a, b, c, d, e, a′, b′, c′, d′ sont des fon
tions polyn�miales des 
omposantesdu ve
teur d'onde ~k. Pour donner une idée de la 
omplexité des 
al
uls qui suivent, nousdonnons 
i-dessous les expression de 
es fon
tions obtenues à l'aide du logi
iel maple. Lesfon
tions a, b, c, d, e ne dépendent pas des 
oe�
ients cx, cy, cz , 
ontrairement aux fon
tions
a′, b′, c′, d′ :



























a = 1

b = −10 |~k|2
c = 9 |~k|4 + 81 (kx

2kz
2 + ky

2kx
2 + ky

2kz
2)

d = −81 |~k|2(kx
2kz

2 + ky
2kx

2 + ky
2kz

2) + 9kx
2ky

2kz
2

e = 729 kx
2ky

2kz
2|~k|2

(2.52)41



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinu






















































a′ = 11
6 (kx

4cx
2 + kz

4cz
2 + ky

4cy
2)

b′ = 69
4 (kx

6cx
2 + ky

6cy
2 + kz

6cz
2) − 75

4 (kx
4cx

2 + ky
4cy

2 + kz
4cz

2)|~k|2
c′ = −135

4 (kx
8cx

2 + ky
8cy

2 + kz
8cz

2)

+27
2 (kx

6cx
2 + ky

6cy
2 + kz

6cz
2)|~k|2

+81
4 (kx

4cx
2 + ky

4cy
2 + kz

4cz
2)(kx

4 + ky
4 + kz

4)
+189 (kx

2cx
2 + ky

2cy
2 + kz

2cz
2)kx

2ky
2kz

2

d′ = −243
4 kx

2ky
2kz

2
(

5 (kx
4cx

2 + ky
4cy

2 + kz
4cz

2)

+3 |~k|2(kx
2cx

2 + ky
2cy

2 + kz
2cz

2)
)

(2.53)
Dans le polyn�me 
ara
téristique P (λ̃, h), nous remplaçons alors λ̃ par la valeur proprere
her
hée, dé�nie par (2.50). On doit avoir P (λ(P̃ ), h

)

= 0. On obtient don
 :
P (|~k|(1 + αh + βh2)) = f1(|~k|(1 + αh+ βh2)) + f2(|~k|(1 + αh+ βh2))h2 + o(h2)

= o(h2) (2.54)
f1(λ) et f2(λ) s'é
rivent alors

f1(λ) = [α2U(~k) + βV (~k)]h2 + [αV (~k)]h+W (~k)

f2(λ) = [α2U ′(~k) + βV ′(~k)]h2 + [αV ′(~k))]h+W ′(~k)
(2.55)ave


U(~k) = 36a+ 21b+ 10c + 3d

V (~k) = 9a+ 7b+ 5c+ 3d+ e

W (~k) = a+ b+ c+ d+ e

U ′(~k) = 21a′ + 10b′ + 3c

V ′(~k) = 7a′ + 5b′ + 3c′

W ′(~k) = a′ + b′ + c′ + d′En inje
tant le système (2.55) dans l'expression du polyn�me 
ara
téristique dé�ni par(2.54), nous obtenons :
(W ′(~k) + α2U(~k) + βV (~k))h2 + αV (~k)h+W (~k) = o(h2), (2.56)
ette équation nous permettant de déterminer les 
oe�
ients α et β en résolvant le système

{

αV (~k) = 0,

W ′(~k) + αU(~k) + βV (~k) = 0.
(2.57)La première équation du système (2.57) implique deux possibilités : α = 0 ou V (~k) = 0.

1ère possibilité : V (~k) 6= 0. Ce
i implique que le 
oe�
ient α est nul. Nous obtenons alors :
β = −W

′(~k)

V (~k)
.42



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
hémaLa valeur propre re
her
hée sera alors de la forme :
λ = |~k|(1 − W ′(~k)

V (~k)
h2).En inje
tant 
ette valeur propre dans l'équation (2.49), nous obtenons la relation dedispersion dis
rète d'ordre 2 :

ω2 = |k|2c2(1 − 2
W ′(~k)

V (~k)
h2) +

ω4∆t2

12
+ o(h2,∆t2), (2.58)qui peut se ré
rire en

ω2

|k|2c2 = 1 − 2
W ′(~k)

V (~k)
h2 +

k2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2). (2.59)

2ème possibilité : V (~k) = 0. Ce
i implique que le 
oe�
ient α est non nul. Nous obtenons
α2 = |W

′(~k)

U(~k)
|,quelle que soit la valeur de β. La valeur propre re
her
hée sera de la forme :

λ = |~k|(1 ±
√

|W
′(~k)

U(~k)
|h).En inje
tant 
ette valeur propre dans l'équation (2.49), nous obtenons une relation dedispersion dis
rète d'ordre 1 :

ω2 = |k|2c2(1 ± 2

√

|W
′(~k)

U(~k)
|h) +

ω4∆t2

12
+ o(h,∆t2), (2.60)qui peut se ré
rire en

ω2

|k|2c2 = 1 ± 2

√

|W
′(~k)

U(~k)
|h+

k2c2∆t2

12
+ o(h,∆t2). (2.61)2.7.1.2 Dis
ussion sur les relations de dispersionComme nous venons de le voir, pour le s
héma de Galerkin Dis
ontinu ave
 éléments�nis P1

div, la relation de dispersion dis
rète, en parti
ulier son ordre de pré
ision, dépenddu ve
teur d'onde de l'onde plane étudiée. En e�et, lorsque l'onde plane est telle que leterme V (~k) 6= 0, nous obtenons une relation de dispersion dis
rète d'ordre 2, et lorsquele ve
teur d'onde ~k = (kx, ky, kz) est tel que V (~k) = 0, nous obtenons une relation de43



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinudispersion dis
rète d'ordre 1. Cela signi�e que le s
héma est d'ordre deux, sauf pour unensemble de ve
teurs d'onde, a priori de mesure nulle, où il est seulement d'ordre un.Il est intéressant de 
her
her à déterminer les ve
teurs d'ondes qui annulent le terme
V et don
 qui verront une onde plane se propager moins pré
isément. Pour 
ela, nousrésolvons l'équation V (kx, ky, kz) = 0. On trouve que les ve
teurs d'ondes ~k = (kx, ky, kz)qui annulent le terme V sont tels que l'on ait une des trois 
onditions suivantes :











3kx = |~k|,
3ky = |~k|,
3kz = |~k|.

(2.62)Ainsi, un nombre �ni de dire
tion de propagation entraînent des dispersions d'ordre un.2.7.1.3 Étude de quelques ondes parti
ulièresNous 
al
ulons i
i des relations de dispersion dis
rète du s
héma de Galerkin Dis
ontinu
P1

div pour quelques exemples d'ondes planes parti
ulières. Les trois premières ondesn'annulent pas le terme V (~k). La quatrième onde étudiée est telle que l'on ait la relation
3ky = |~k|, et don
 V (~k) = 0.


















































~k = |~k|(1, 0, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
24

∆x2 +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|√

2
(1, 1, 0)t :

ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
336

(∆x2 + ∆y2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|√

3
(1, 1, 1)t :

ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
108

(∆x2 + ∆y2 + ∆z2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|
3

(2
√

2, 1, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|√
243

∆y +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)On rappelle pour le s
héma de Yee, les relations de dispersion 
orrespondantes



















































~k = |~k|(1, 0, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
12

∆x2 +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|/
√

2(1, 1, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
48

(∆x2 + ∆y2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|/
√

3(1, 1, 1)t :
ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
108

(∆x2 + ∆y2 + ∆z2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|(
√

8

3
,
1

3
, 0)t :

ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
972

(64∆x2 + ∆y2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)Pour 
haque ve
teur d'onde 
onsidéré, on se propose de tra
er l'erreur de dispersion

ω2/(|k|2c2) − 1 en fon
tion du pas d'espa
e h (on suppose que ∆x = ∆y = ∆z = h) et dunombre de Courant ν = c∆t
√

∆x−2 + ∆y−2 + ∆z−2 pour les s
hémas GD − P1
div et Yee.Le pas d'espa
e h est 
hoisi de telle sorte que l'on ait au moins 10 mailles par longueurd'onde dans 
haque dire
tion. Ainsi, |~k|h ∈ [0, π/5]. Le nombre de Courant ν varie sur44



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
hémales plages de stabilité des s
hémas : ν ∈ [0, 0.65] pour GD − P1
div et ν ∈ [0, 1] pour Yee.Ces erreurs de dispersion ont été normalisées par le maximum de l'erreur atteint pour les
héma de Yee pour ~k = |~k|t(1, 0, 0), ν = 0 et |~k|h = π/5. Elles sont présentées sur lesFigures 2.2 et 2.3.
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cflFig. 2.2 � Galerkin Dis
ontinu P1
div : erreur de dispersion en fon
tion de ν et |~k|h pourdi�érents ~k.Pour un |~k|h = 0.5 �xé, nous traçons sur la Figure 2.4 
es erreurs de dispersion pour
ha
un des s
hémas.Pour les ondes engendrant une erreur de dispersion d'ordre 2 pour le s
héma DGTD,nous 
onstatons que lorsque le nombre de Courant ν est maximal (par rapport à la limitede stabilité de 
ha
un des s
hémas), l'erreur maximale 
ommise par les deux s
hémas estéquivalente. Lorsque ν tend vers 0, l'erreur de dispersion engendrée par le s
héma GalerkinDis
ontinu P1

div est bien meilleure que 
elle engendrée par le s
héma de Yee. On 
onstateque 
ontrairement au s
héma de Yee, baisser ν (et don
 le pas de temps) ne dégrade pasla pré
ision du s
héma Galerkin Dis
ontinu P1
div.Pour les ondes répondant au 
ritère (2.62), l'erreur de dispersion du s
héma DGTDest plus importante que 
elle du s
héma de Yee. Cependant, 
omme dans le 
as pré
édent,45
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Fig. 2.4 � Erreur de dispersion pour |~k|h = 0.5 pour le s
héma DG-P1
div (gau
he) et les
héma de Yee (droite), et di�érents ~k.
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2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
hémabaisser ν ne dégrade pas la pré
ision du s
héma Galerkin Dis
ontinu P1
div. Cette observationest illustrée sur la Figure 2.5, où l'on a tra
é, en fon
tion de ν et kh, le maximum de l'erreurde dispersion pour tous les ve
teurs d'onde ~k de norme k.
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cflFig. 2.5 � Maximum (pour ~k ∈ {~k; |~k| = k}) de l'erreur de dispersion en fon
tion de khet ν pour le s
héma DG-P1
div.

Remarque 2.7.1 On peut alors remarquer que le s
héma Galerkin Dis
ontinu P1
div permetde traiter des maillages lo
alement ra�nés sans devoir introduire un pas de temps lo
alpour 
ontr�ler l'erreur de dispersion. Cette propriété permettra d'utiliser des maillageslo
alement ra�nés sans pénaliser la dispersion sur le domaine global.2.7.2 Espa
e d'approximation P1Nous étudions i
i l'erreur de dispersion du s
héma Galerkin Dis
ontinu pour desfon
tions de base appartenant à l'espa
e d'approximation P1. Comme dans la se
tionpré
édente, 
ompte-tenu du 
hoix des fon
tions de base ~ϕij ∈ P1 numérotées dans 
haqueélément suivant (2.41), on trouve qu'une onde plane de la forme (2.42) est solutiondis
rète du s
héma DG-P1 sur un maillage régulier ∆x × ∆y × ∆z si les ve
teurs

~VE = (E1, E2, ...., Ed)
t et ~VH = (H1,H2, ...,Hd)

t (la dimension de l'espa
e P1
div est i
i12, don
 d = 12) véri�ent la relation de dispersion dis
rète suivante :







ωεst
~VE = Q̃~VH ,

ωµst
~VH = −Q̃~VE ,

(2.63)47



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuoù st est en
ore donné par (2.44) et Q̃ est la matri
e 
arrée d× d dé�nie par :
Q̃ =











































0 0 0 0 −sz 0 −tz
2 0 sy 0

ty
2 0

0 0 0 0 0 0 0 −sz −6ty 0 −3sy 0
0 0 0 0 6tz 0 3tz 0 0 0 0 sy

0 0 0 0 0 −sz 0 0 0 ty 0 0
sz 0 tz

2 0 0 0 0 0 −sx
−tx
2 0 0

0 0 0 sz 0 0 0 0 6tx 3sx 0 0
−6tz 0 −3sz 0 0 0 0 0 0 0 0 −sx

0 sz 0 0 0 0 0 0 0 0 −sx 0

−sy
−ty
2 0 0 sx

tx
2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −sy −6tx −3sx 0 0 0 0 0 0
6ty 3sy 0 0 0 0 0 sx 0 0 0 0
0 0 −sy 0 0 0 sx 0 0 0 0 0











































(2.64)
ave
 les notations (2.46). De la même manière que pré
édemment, nous 
al
ulons les valeurspropres de la matri
e Q̃ a�n d'obtenir la relation de dispersion dis
rète.2.7.2.1 Cal
ul des valeurs propres de Q̃Les valeurs propres de Q̃ re
her
hées sont sous la forme d'un développement limité en
h, i.e.

λ(Q̃) = |~k|(1 + αh+ βh2).Comme pré
édemment, le 
al
ul des valeurs propres de la matri
e est établi dans le 
adred'un maillage régulier pour une onde plane de ve
teur d'onde ~k = (kx, ky, kz) et nousposons en
ore ∆x = cxh, ∆y = cyh, ∆z = czh. Nous e�e
tuons alors un développementde Taylor à l'ordre 2 des 
oe�
ients de la matri
e Q̃ :


















sν = ikν − ik3
ν(cνh)

2

6
+ o(h3),

tν =
k2

ν(cνh)

2
+ o(h2).Les valeurs propres de Q̃ re
her
hées sont alors :

λ = |k|(1 +
1

48

k4
xc

2
x + k4

yc
2
y + k4

zc
2
z

|k|2 h2 + o(h2)). (2.65)Ainsi, en inje
tant 
ette valeur propre dans l'équation (2.49), nous obtenons la relation dedispersion dis
rète d'ordre 2 :
ω2 = |k|2c2

(

1 +
1

24

k4
xc

2
x + k4

yc
2
y + k4

zc
2
z

|k|2 h2 +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

)

. (2.66)48



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
héma2.7.2.2 Étude de quelques ondes parti
ulièresNous 
al
ulons i
i les relations de dispersion dis
rète pour les mêmes dire
tions d'ondeque pour l'espa
e d'approximation P1
div.

~k = |~k|t(1, 0, 0) :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
24

∆2
x +

|k|2c2∆t2
12

+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|/
√

2
t
(1, 1, 0) :

ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
96

(∆2
x + ∆2

y) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|/
√

3
t
(1, 1, 1) :

ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
216

(∆2
x + ∆2

y + ∆2
z) +

|k|2c2∆t2
12

+ o(h2,∆t2)

~k = |~k|t(
√

8/9, 1/3, 0) :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
243

(2∆2
x +

1

32
∆2

y) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)Nous e�e
tuons alors le même post-traitement qu'au 
hapitre pré
édent : pour 
haqueve
teur d'onde 
onsidéré, on se propose de tra
er l'erreur de dispersion ω2/(|k|2c2) − 1en fon
tion de |k|h (on suppose que ∆x = ∆y = ∆z = h) et du nombre de Courant

ν = c∆t
√

∆x−2 + ∆y−2 + ∆z−2 pour le s
héma GD − P1. Le pas d'espa
e h est 
hoiside telle sorte que l'on ait au moins 10 mailles par longueur d'onde (|~k|h ∈ [0, π/5]). Leserreurs de dispersion sont présentées sur la Figure 2.6.Pour un |~k|h = 0.5 �xé, nous 
omparons sur la Figure 2.7 
es erreurs de dispersion pourle s
héma de Yee et le s
héma DG-P1. Pour 
ha
une des dire
tions d'onde étudiées, l'erreuraugmente ave
 le pas d'espa
e et le nombre de Courant ν. Pour un nombre d'onde k donné,le maximum de l'erreur de dispersion pour les ve
teurs d'onde ~k ∈ {~k; |~k| = k} en fon
tionde kh et de ν est représenté sur la Figure 2.8. Quelle que soit la dire
tion d'onde, nous
onstatons que l'erreur de dispersion engendrée par le s
héma DGTD est moins importanteque 
elle engendrée par le s
héma de Yee. De plus, 
ontrairement au s
héma de Yee, ladiminution de ν n'implique pas une augmentation de l'erreur de dispersion.2.7.3 Espa
e d'approximation Q1
divNous étudions i
i l'erreur de dispersion du s
héma Galerkin Dis
ontinu pour l'espa
ed'approximation Q1

div. Toute solution du s
héma Galerkin Dis
ontinu résultant du 
hoixde 
es fon
tions de base véri�e la relation de dispersion dis
rète :






ωεst
~VE = P̃ ~VH ,

ωµst
~VH = −P̃ ~VE ,

(2.67)où st est en
ore donné par (2.44), ~VE =t (E1, E2, ...., Ed) et ~VH =t (H1,H2, ...,Hd), d = 12représente la dimension de l'espa
e Q1
div, et P̃ une matri
e 
arrée d× d dé�nie par : 49
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cflFig. 2.6 � Galerkin Dis
ontinu P1 : erreur de dispersion en fon
tion de ν et |~k|h pourdi�érents ~k.
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Fig. 2.7 � Erreur de dispersion pour |~k|h = 0.5 pour les s
hémas DG-P1 (gau
he) et Yee(droite), pour di�érents ~k.50



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
héma
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cflFig. 2.8 � Maximum (pour ~k ∈ {~k; |~k| = k}) de l'erreur de dispersion en fon
tion de khet ν pour le s
héma DG-P1.
P̃ =

1

2











































0 0 0 0 sz sz 2s̄z 2s̄z −sy −2s̄y −sy −2s̄y

0 0 0 0 −2sz −2sz −s̄z −s̄z −sy −2s̄y −sy −2s̄y

0 0 0 0 sz sz 2s̄z 2s̄z 2sy 2s̄y 2sy s̄y

0 0 0 0 −2sz −2sz −s̄z −s̄z 2sy s̄y 2sy s̄y

−sz −2s̄z −sz −2s̄z 0 0 0 0 sx sx 2s̄x 2s̄x

−sz −2s̄z −sz −2s̄z 0 0 0 0 −2sx −2sx −s̄x −s̄x

2sz s̄z 2sz s̄z 0 0 0 0 sx sx 2s̄x 2s̄x

2sz s̄z 2sz s̄z 0 0 0 0 −2sx −2sx −s̄x −s̄x

sy sy 2s̄y 2s̄y −sx −2s̄x −sx −2s̄x 0 0 0 0
−2sy −2sy −s̄y −s̄y −sx −2s̄x −sx −2s̄x 0 0 0 0
sy sy 2s̄y 2s̄y 2sx s̄x 2sx s̄x 0 0 0 0

−2sy −2sy −s̄y −s̄y 2sx s̄x 2sx s̄x 0 0 0 0











































(2.68)
où z̄ désigne le 
omplexe 
onjugué de z et ave
 la dé�nition

sν =
eikν∆ν − 1

∆ν
, (2.69)où ν = x, y ou z.Le système (2.67) nous permet d'é
rire :

~VH = −(ωµst)
−1P̃ ~VE ⇒ ωεst

~VE = −P̃ (ωµst)
−1P̃ ~VE ⇒

ω2s2t
c2

~VE = −P̃ 2~VE , (2.70)où c = 1/
√
µ0ε0 est la vitesse de l'onde dans le vide. Cette relation est la relation dedispersion dis
rète. Dé�nissons λ par

λ =
iωst

c
. (2.71)51



Chapitre 2. Méthode Galerkin Dis
ontinuLa relation de dispersion (2.70) 
i-dessus nous dit que l'onde plane est exa
tement propagéepar la méthode numérique à 
ondition que λ2 soit une valeur propre de la matri
e P̃ 2 etque ~VE et ~VH soient ve
teurs propres de P̃ 2. Cette relation de dispersion est en
ore trop
omplexe pour que l'on puisse exhiber les expressions analytiques des valeurs propres etve
teurs propres de P̃ 2. On a don
 re
ours à des développements limités quand ∆t, ∆x,
∆y et ∆z tendent vers 0, à l'aide du logi
iel maple.2.7.3.1 Cal
ul des valeurs propres de P̃On refait exa
tement les mêmes types de 
al
uls que pour le s
héma DG-P1

div. Lesdéveloppements limités des valeurs propres de P̃ re
her
hées doivent être sous la forme
λ(P̃ ) = |~k|(1 + αh+ βh2 + o(h2)). (2.72)Comme pré
édemment, le 
al
ul des valeurs propres de la matri
e est établi dans le 
adred'un maillage régulier, pour une onde plane de ve
teur d'onde ~k = (kx, ky , kz). On introduitles trois 
oe�
ients cx, cy, cz tels que ∆x = cxh, ∆y = cyh, ∆z = czh. On trouve :

sν = ikν − k2
νcνh

2
− ik3

ν(cνh)
2

6
+ o(h2),où ν = x, y et z. Les résultats sont ensuite en tout point identiques à 
eux de laSe
tion 2.7.1.1. Il y a de nouveau deux possibilités : α = 0 ou V (~k) = 0.

1ère possibilité : V (~k) 6= 0 et on obtient une dispersion d'ordre 2.
2ème possibilité : V (~k) = 0 et on obtient une dispersion d'ordre 1.2.7.3.2 Relations de dispersion et dire
tions parti
ulièresLes dire
tions de propagation 
onduisant à une dispersion d'ordre un, i.e. 
elles pourlesquelles V (~k) = 0, sont les mêmes que dans le 
as DG-P1

div, 
'est-à-dire










3kx = |~k|
3ky = |~k|
3kz = |~k|

(2.73)Nous pouvons 
al
uler les relations de dispersion dis
rètes du s
héma DG-Q1
div pourquelques exemples d'ondes planes parti
ulières. Les trois premières ondes n'annulent pas leterme V (~k). La quatrième onde étudiée est telle que l'on ait la relation 3ky = |~k|, et don


V (~k) = 0. Pour 
es ondes, on retrouve exa
tement les mêmes développements que pour le52



2.7. Etude de l'erreur de dispersion du s
hémas
héma DG-P1
div, à savoir :



















































~k = |~k|(1, 0, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|2
24

∆x2 +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|√

2
(1, 1, 0)t :

ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
336

(∆x2 + ∆y2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|√

3
(1, 1, 1)t :

ω2

|k|2c2 = 1 − |~k|2
108

(∆x2 + ∆y2 + ∆z2) +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)

~k =
|~k|
3

(2
√

2, 1, 0)t :
ω2

|k|2c2 = 1 +
|~k|√
243

∆y +
|k|2c2∆t2

12
+ o(h2,∆t2)Le fait que les erreurs de dispersion engendrées par les espa
es d'approximation P 1

div et
Q1

div soient identiques peut paraître surprenant. Cependant, il s'agit seulement des premierstermes de l'erreur de dispersion. L'analyse montre que l'espa
e Q1
div, bien que plus grandque l'espa
e P1

div, n'est pas su�sant pour améliorer la pré
ision de la méthode de typeGalerkin Dis
ontinu.2.7.4 Con
lusion sur l'étude de dispersionPour les trois espa
es d'approximations étudiés i
i, le s
héma Galerkin Dis
ontinu estpeu dispersif, et présente l'avantage d'avoir une erreur de dispersion qui n'est pas dégradéelorsque l'on baisse le nombre de Courant ν du s
héma, et don
 le pas de temps ∆t. Cettepropriété est importante dans le 
adre de l'introdu
tion de maillages lo
alement ra�nésautour de détails géométriques, 
ar elle permet de ne pas introduire une erreur de dispersiontrop grande dans les zones où le maillage serait ra�né.
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trique . . . . . . . . 933.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95Dans le 
hapitre pré
édent, nous avons dé
rit et présenté les prin
ipales propriétésdu s
héma Galerkin Dis
ontinu que nous allons utiliser. Nous avons détaillé le traitementdes 
onditions aux limites métalliques (à l'interfa
e entre éléments �nis). Nous devonsmaintenant étudier en détail le traitement des 
onditions de radiation à l'in�ni, puisqueles 
al
uls que nous envisageons (radiation d'antenne, 
al
uls de di�ra
tion) devront êtremenés en domaine a priori in�ni, le domaine de 
al
ul étant quant à lui borné. Nousprésentons dans 
e 
hapitre une version adaptée aux éléments �nis dis
ontinus d'uneméthode de type Unsplit PML (
ou
hes absorbantes parfaitement adaptées) et nousmontrons quelques résultats numériques autour d'objets simples dans l'espa
e libre.
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Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes3.1 Conditions d'absorption aux frontièresLes problèmes de propagation d'ondes sont souvent posés en domaines non-bornés.Dans le domaine temporel, une des questions 
ru
iales pour leur résolution numérique estde savoir borner arti�
iellement le domaine de 
al
ul. Ce sujet est inépuisable et alimentedepuis l'apparition des te
hniques de simulation numérique un nombre in
al
ulable dere
her
hes.La première méthode simulant l'espa
e ouvert in�ni a été proposée par Yee [86℄ en 1966.Elle 
onsiste simplement à borner le domaine de 
al
ul par des 
onditions ré�é
hissantes età limiter le temps d'observation de façon à ne pas prendre en 
ompte l'apparition d'ondesré�é
hies sur la frontière. Cette méthode n'a jamais été utilisée pour la résolution desproblèmes 3D éle
tromagnétiques importants 
ar la taille mémoire augmente en fon
tiondu temps d'observation. En 1971, Merewhether [62℄ a proposé une autre méthode dite"méthode de la 
ondition rayonnante" qui 
onsiste à appro
her le 
hamp éle
tromagnétiqueaux frontières par une loi en 1/r (r étant la distan
e du point 
onsidéré sur la frontièreau 
entre du maillage). Cette méthode semble avoir été abandonnée à la suite de 
onstatsd'impré
isions et d'instabilités. Une troisième méthode a été dé
rite en 1977 par Holland[43℄, dite de la "
ou
he adaptée", qui 
onsistait à entourer le volume de 
al
ul par un milieuabsorbant, dont l'impédan
e est égale à 
elle du vide. Le milieu absorbant est 
onstituéd'un 
ertain nombre de 
ou
hes possédant des 
ara
téristiques dissipatives. Leur r�le estd'assurer une perte signi�
ative et progressive de l'amplitude des ondes se dirigeant versla limite extérieure du maillage. Cette même année, Enquist et Majda [28℄ ont proposéune famille de 
onditions absorbantes basées sur l'approximation de l'équation des ondes.Ces 
onditions ont été proposées pour les ondes a
oustiques. Appliquée ensuite par Mur[39℄ en 1981 aux problèmes éle
tromagnétiques en 2D et 3D, 
ette te
hnique a fait l'objetde nombreux travaux malgré son in
apa
ité à évaluer les 
omposantes du 
hamp sur lesarêtes et les 
oins frontières du domaine de 
al
ul. En 1989, Joly et Mer
ier [51℄ ont apportéune réponse en 3D aux problèmes des arêtes et des 
oins en développant des 
onditionsabsorbantes du se
ond ordre. Le problème de 
es te
hniques de simulation de l'espa
e libreest qu'elles provoquent toutes des ré�exions non physiques pour les ondes sortantes. Ellesne sont 
apables d'absorber parfaitement une onde éle
tromagnétique uniquement dans le
as parti
ulier où l'onde est plane et se propage perpendi
ulairement à la frontière.En 1996, un nouveau 
on
ept de 
ou
hes absorbantes a été introduit par Bérenger [11℄pour les équations de Maxwell dans le domaine temporel, dont la parti
ularité est d'êtreparfaitement adaptées : pour 
e modèle, dans sa version 
ontinue, il n'y a pas de ré�exionà l'interfa
e entre le milieu physique et le milieu absorbant, quelle que soit l'in
iden
ede l'onde sortante. Notons que 
e modèle est 
omplètement "arti�
iel" dans le sens qu'ilne 
orrespond à au
un milieu physique. Cette méthode a 
onsidérablement amélioré lesperforman
es des méthodes plus 
lassiques et a été adaptée à un grand nombre de problèmesphysiques ([82, 88, 25, 45, 30, 24℄). D'un point de vue mathématique, le modèle initialementintroduit par Bérenger en éle
tromagnétisme apparaît 
omme une perturbation d'ordre 0d'une version "splittée" des équations de Maxwell. Elle possède 
ependant quelques défauts.56



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresEn e�et, E. Bé
a
he et P. Joly ont montré dans [8℄ que les PML "
lassiques" sont stablesdans le sens que la solution ne peut pas avoir de 
omportement exponentiellement 
roissantdans le temps. Les estimations obtenues n'ex
luent 
ependant pas une 
roissan
e linéaireen temps de la solution, et 
'est 
e qui a été observé numériquement après un temps trèslong de simulation par Abarbanel et Gottield [1℄. Par la suite, plusieurs versions "non-splittées" ont été proposées [34℄, [70℄, [73℄. Leur avantage est de 
onduire à des problèmesbien posés et bornés en temps long. Elles ont aussi 
omme avantage d'être plus pro
hesdes équations de Maxwell d'origine. Seuls des termes sour
es supplémentaires sont rajoutésaux équations de Maxwell, et des variables auxiliaires doivent être avan
ées et sto
kées (
equi étaient déjà le 
as ave
 les méthodes de type PML 
lassiques). Ce
i permet en outred'introduire des objets à l'intérieur des 
ou
hes parfaitement adaptées a�n de simuler desobjets de taille in�nie.Dans le 
adre de 
e travail, nous adaptons une version "non splittée" de la te
hniquede Bérenger proposée par [84℄ à notre méthode d'éléments �nis dis
ontinus. Dans 
e
hapitre, nous rappelons d'abord les prin
ipales 
ara
téristiques de la te
hnique PML deBérenger, puis nous verrons la version "non splittée" que nous avons développée et quenous nous proposons d'utiliser 
omme 
onditions aux limites absorbantes de la méthodeGalerkin Dis
ontinu. Nous terminerons 
e 
hapitre par quelques résultats numériques surdes problèmes extérieurs.3.1.1 Les 
ou
hes absorbantes de BérengerCette te
hnique 
onsiste à introduire un milieu à perte en disposant à la périphérie duvolume de 
al
ul une épaisseur de plusieurs 
ellules de matériaux à pertes éle
triques etmagnétiques. Dans 
e milieu absorbant, les équations de Maxwell s'é
rivent :






















ε2
∂ ~E

∂t
+ σ2

~E = ~rot ~H

µ2
∂ ~H

∂t
+ σ∗2

~H = − ~rot ~E

(3.1)ave
 (σ2, σ
∗
2) représentant respe
tivement la 
ondu
tivité éle
trique et magnétique assurantrespe
tivement les pertes éle
triques et magnétiques. ε2 et µ2 sont la permittivité éle
triqueet la perméabilité magnétique du matériau absorbant supposé isotrope.Ce milieu, inter
alé entre le milieu 1 à 
ara
tériser et l'en
einte métallique entourant levolume de 
al
ul, doit assurer une perte signi�
ative et progressive de l'énergie des ondesse dirigeant vers l'extérieur du volume de 
al
ul délimité par les parois métalliques (voirFigure 3.1). Pour simuler l'espa
e in�ni au moyen des 
ou
hes absorbantes, le milieu 2 doitrépondre à plusieurs 
ontraintes :� l'adaptation doit être réalisée entre les milieux 1 et 2 pour que l'onde in
idente dumilieu 1 pénètre dans le milieu 2 ave
 une ré�exion aussi minime que possible, et
e
i pour toutes les in
iden
es possibles ; 57



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes
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Milieu absorbant(ε , µ , σ , σ )∗

(ε , µ )1 1

2 2 2 2

Enceinte metallique

Volume de calcul

Fig. 3.1 � Plan de 
oupe du volume de 
al
ul.� l'atténuation globale de l'amplitude de l'onde doit être assez grande pour que,une fois l'onde ré�é
hie par une paroi �
tive ré�é
hissante sur le bord extérieurdu domaine, l'amplitude de l'onde ré�é
hie soit su�samment atténuée ; de plus,l'atténuation de l'amplitude de l'onde doit être assez progressive lorsqu'elle sepropage dans le milieu 2 pour ne pas générer de ré�exions. Il faut don
 prévoirun nombre su�sant de 
ellules dans les 
ou
hes absorbantes.Remarque 3.1.1 L'équivalent physique du volume de 
al
ul 
omposé des milieux 1 et 2(�gure (3.1)) est la 
hambre ane
hoïde éle
tromagnétique 
ouramment utilisée entre autrespour les mesures d'antennes en 
hamps pro
hes. La 
hambre ane
hoïde est une salle dontles parois sont re
ouvertes de pyramides de mousse de polyuréthane 
hargée d'un 
omplexeà base de 
arbone, absorbant les ondes éle
tromagnétiques et empê
hant leur réverbération(voir photo (3.2)).3.1.1.1 Conditions d'adaptation entre deux milieuxL'adaptation parfaite entre le milieu 1 de paramètres (ε1, µ1, σ1, σ
∗
1) et le milieu 2

(ε2, µ2, σ2, σ
∗
2) est réalisée si leurs impédan
es d'ondes sont égales : Z1 = Z2. Cette
ondition est réalisée si on satisfait les trois 
onditions suivantes :















ε1 = ε2
µ1 = µ2
σ1

ε1
=
σ∗1
µ1

et
σ2

ε2
=
σ∗2
µ2

(3.2)58



3.1. Conditions d'absorption aux frontières

Fig. 3.2 � Chambre ane
hoïde éle
tromagnétiqueDé�nition 3.1.1 Un milieu (ε, µ, σ, σ∗) est appelé adapté (Mat
hed Layer) s'il véri�e larelation
σ

ε
=
σ∗

µ
. (3.3)Le problème de la te
hnique utilisant des milieux adaptés provient du fait que le 
oe�
ientde ré�exion n'est nul qu'en in
iden
e normale. Pour n'importe quel autre angle d'in
iden
e,le 
oe�
ient de ré�exion est non-nul. Il augmente ave
 l'angle d'in
iden
e jusqu'à devenirégal à 1 pour une onde rasante.3.1.1.2 Milieu parfaitement adaptéLa te
hnique des 
ou
hes parfaitement adaptées (Perfe
tly Mat
hed Layers), introduitepar Bérenger, présente l'avantage fondamental d'engendrer un 
oe�
ient de ré�exion nulquel que soit l'angle d'in
iden
e de l'onde plane et quelle que soit sa fréquen
e (
e
i estvrai dans le modèle 
ontinu proposé par Bérenger).Le point essentiel de 
ette te
hnique est la dé
omposition de 
haque 
omposantesdu 
hamp éle
tromagnétique en sous-
omposantes (par exemple Hz = Hzx + Hzy), eten l'introdu
tion d'une anisotropie dans 
haque dire
tion 
ara
térisée par deux 
ouplesde 
ondu
tivités éle
triques et magnétiques : (σx, σ

∗
x) et (σy, σ

∗
y) qui doivent satisfaire larelation d'adaptation (3.3) :

σx

ε
=
σ∗x
µ
,
σy

ε
=
σ∗y
µ
. (3.4)Dé�nition 3.1.2 Un milieu (σx, σ

∗
x, σy, σ

∗
y , σz, σ

∗
z) est appelé parfaitement adapté (PML)s'il véri�e les relations

σx

ε
=
σ∗x
µ
,
σy

ε
=
σ∗y
µ
,
σz

ε
=
σ∗z
µ

(3.5)59



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesLe vide, ou le milieu (ε, µ), peut être vu 
omme un milieu PML où les 
ondu
tivitéséle
triques et magnétiques dans les trois dire
tions sont nulles : milieu PML (0, 0, 0, 0, 0, 0).Ainsi, le 
oe�
ient de ré�exion à l'interfa
e entre le milieu (ε, µ) et la PML est nul si les
ondu
tivités transverses du PML sont nulles. Cette propriété permet de dé�nir di�érentsmilieux PML qui doivent être adaptés à la fois au domaine de 
al
ul (voir Figure 3.3)et entre eux (voir Figure 3.4). Pour un domaine de 
al
ul parallélépipédique typique, on
onstruit autour du domaine d'intérêt une 
ou
he absorbante 
onstituée de trois famillesde milieux PML : les fa
es, les arêtes et les 
oins.
Face

Face Face

(0,0,0,0,σ ,σ )
z1 z1

*

(0,0,σ ,σ ,0,0)
y1y1
*

y2y2
*

z2y2

(0,0,σ ,σ ,σ ,σ )
y1 y1

(0,0,σ ,σ ,σ ,σ )
y2

* *

Arete Arete

Arete

z1z1y2

Arete Face
**

z1z1

y2 y2 z2

(0,0,σ ,σ ,0,0 )

(0,0,0 ,0,σ ,σ )(0,0,σ ,σ ,σ ,σ ) *(0,0,σ ,σ ,σ ,σ )****
y1y1 z2 z2 z2z2

z

y
x

Volume de calcul (0,0,0,0,0,0)

Fig. 3.3 � Coupe y0z au milieu du volume de 
al
ul parallélépipédique.Dans les di�érents milieux PML, les équations de Maxwell sont alors rempla
ées parles douze équations suivantes :






































































µ
∂Hxy

∂t
+ σ∗yHxy = −∂(Ezx +Ezy)

∂y

µ
∂Hxz

∂t
+ σ∗zHxz =

∂(Eyx +Eyz)

∂z

µ
∂Hyz

∂t
+ σ∗zHyz = −∂(Eyx + Exz)

∂z

µ
∂Hyx

∂t
+ σ∗xHyx =

∂(Ezx +Ezy)

∂x

µ
∂Hzx

∂t
+ σ∗xHzx = −∂(Eyx +Eyz)

∂x

µ
∂Hyz

∂t
+ σ∗yHzy =

∂(Exy + Exz)

∂y

(3.6)
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3.1. Conditions d'absorption aux frontières

x
y

z
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Face
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Fig. 3.4 � Coupe y0z au milieu du PML FACE ave
 
ondu
tivité σx2







































































ε
∂Exy

∂t
+ σyExy =

∂(Hzx +Hzy)

∂y

ε
∂Exz

∂t
+ σzExz = −∂(Hyx +Hyz)

∂z

ε
∂Eyz

∂t
+ σzEyz =

∂(Hxy +Hxz)

∂z

ε
∂Eyx

∂t
+ σxEyx = −∂(Hzx +Hzy)

∂x

ε
∂Ezx

∂t
+ σxEzx =

∂(Hyx +Hyz)

∂x

ε
∂Ezy

∂t
+ σyEzy = −∂(Hxy +Hxz)

∂y

(3.7)
Lorsque σx = σy = σz = 0 et σ∗x = σ∗y = σ∗z = 0, on retrouve exa
tement les équationsde Maxwell, au sens où les solutions de (3.6-3.7) permettent de re
omposer les solutionsdes équations de Maxwell (par exemple en faisant Hz = Hzx +Hzy).Cependant, 
omme nous l'avons vu, le système d'équations (3.6-3.7) ne 
orrespondà au
un milieu physique, et présente des problèmes d'instabilité en temps très long ([1℄).3.1.2 Méthode Unsplit PMLDans le 
adre de 
e travail, nous avons utilisé une version "non splittée" des PML deBérenger proposée par Turkel et al. [84℄. Cette méthode permet d'éliminer les défauts desPML de Bérenger en temps long et de retrouver un milieu à perte véri�ant les équations deMaxwell et permettant la prise en 
ompte d'objets à 
heval entre le domaine de 
al
ul et le61



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesmilieu PML. Cette 
ara
téristique est très importante dans le 
adre des mesures d'antennes
ar elle permet de simuler fa
ilement des 
harges adaptées pour éliminer l'e�et des signauxparasites.3.1.2.1 Système Unsplit PMLDans 
ette se
tion, nous allons détailler les 
al
uls nous permettant d'obtenir le systèmeUnsplit PML. Nous partons don
 du système de Bérenger (3.6-3.7) dans un milieu PMLparfaitement adapté. Nous détaillons le 
al
ul pour les deux premières équations du système(3.6). A�n de passer dans le domaine fréquentiel, nous appliquons la transformée de Fourieren temps au système, dé�nie par :̂
f(w) =

∫ +∞

−∞
eiwtf(t)dt.Nous obtenons alors :















µiwĤxy + σ∗yĤxy = −∂Êz

∂y
,

µiwĤxz + σ∗zĤxz =
∂Êy

∂z
,

(3.8)ave
 Êz = Êzx + Êzy et Êy = Êyx + Êyz. Le système (3.8) peut alors s'é
rire :














(µiw + σ∗y)Ĥxy = −∂Êz

∂y
,

(µiw + σ∗z)Ĥxz =
∂Êy

∂z
.

(3.9)La première équation du système est alors multipliée par (µiw + σ∗z), la se
onde équationpar (µiw + σ∗y) :














(µiw + σ∗y)(µiw + σ∗z)Ĥxy + (µiw + σ∗z)
∂Êz

∂y
= 0,

(µiw + σ∗y)(µiw + σ∗z)Ĥxz − (µiw + σ∗y)
∂Êy

∂z
= 0.

(3.10)Nous éliminons alors les variables splittées en re
omposant la 
omposante Ĥx = Ĥxy +
Ĥxz.Pour 
ela, nous sommons les deux équations du système (3.10) :

((iµw) + (σ∗y + σ∗z) +
σ∗yσ

∗
z

iµw
)Ĥx + (1 +

σ∗z
iµw

)
∂Êz

∂y
− (1 +

σ∗y
iµw

)
∂Êy

∂z
= 0. (3.11)Nous utilisons alors les notations suivantes :

P̂z =
1

iw
Êz, Py =

1

iw
Êy, Q̂x =

1

iw
Ĥx.L'équation (3.11) peut ainsi se mettre sous la forme :

((iµw) + ((σ∗y + σ∗z))Ĥx +
σ∗yσ

∗
z

µ
Q̂x +

∂

∂y
(Êz +

σ∗z
µ
P̂z) −

∂

∂z
(Êy +

σ∗y
µ
P̂y) = 0. (3.12)62



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresOn applique une transformée de Fourier inverse à l'équation (3.12) :
µ
∂Hx

∂t
+ (σ∗y + σ∗z)Hx + εσ∗yσ

∗
z Qx +

∂

∂y
(Ez +

σ∗z
µ
Pz) −

∂

∂z
(Ey +

σ∗y
µ
Py) = 0. (3.13)

En e�e
tuant le 
hangement de variables suivant :










































Ẽz = Ez +
σ∗z
µ
Pz = Ez +

σz

ε
Pz,

Ẽy = Ey +
σ∗y
µ
Py = Ey +

σy

ε
Py,

H̃x = Hx +
σx

ε
Qx = Hx +

σ∗x
µ
Qx,

(3.14)
nous obtenons �nalement :
µ
H̃x

∂t
+
∂Ẽz

∂y
− ∂Ẽy

∂z
=
[σxµ

ε
− (σ∗y + σ∗z)

]

H̃x−
[

σx

ε
(
µ

ε
σx − (σ∗y + σ∗z)) +

σ∗yσ
∗
z

µ

]

Qx. (3.15)
Un 
al
ul similaire sur les autres équations PML de Bérenger peut être fait. Le milieu étantparfaitement adapté, nous pouvons dé�nir σ̄x et σ̄y σ̄z de la manière suivante :



























σ̄x =
σx

ε
=

σ∗x
µ
,

σ̄y =
σy

ε
=

σ∗y
µ
,

σ̄z =
σz

ε
=

σ∗z
µ
.

(3.16)63



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesCe
i 
onduit au système "Unsplit PML" :










∂Ẽx

∂t
+ (σ̄y + σ̄z − σ̄x)Ẽx + (σ̄x − σ̄y)(σ̄x − σ̄z)Px =

1

ε
(
∂H̃y

∂z
− ∂H̃z

∂y
),

∂Px

∂t
+ σ̄xPx − Ẽx = 0,











∂Ẽy

∂t
+ (σ̄x + σ̄z − σ̄y)Ẽy + (σ̄y − σ̄x)(σ̄y − σ̄z)Py =

1

ε
(
∂H̃z

∂x
− ∂H̃x

∂z
),

∂Py

∂t
+ σ̄yPy − Ẽy = 0,











∂Ẽz

∂t
+ (σ̄x + σ̄y − σ̄z)Ẽz + (σ̄z − σ̄x)(σ̄z − σ̄y)Pz =

1

ε
(
∂H̃x

∂y
− ∂H̃y

∂x
),

∂Pz

∂t
+ σ̄zPz − Ẽz = 0,











∂H̃x

∂t
+ (σ̄y + σ̄z − σ̄x)H̃x + (σ̄x − σ̄y)(σ̄x − σ̄z)Qx = − 1

µ
(
∂Ẽy

∂z
− ∂Ẽz

∂y
),

∂Qx

∂t
+ σ̄xQx − H̃x = 0,











∂H̃y

∂t
+ (σ̄x + σ̄z − σ̄y)H̃y + (σ̄y − σ̄x)(σ̄y − σ̄z)Qy = − 1

µ
(
∂Ẽz

∂x
− ∂Ẽx

∂z
),

∂Qy

∂t
+ σ̄yQy − H̃y = 0,











∂H̃z

∂t
+ (σ̄x + σ̄y − σ̄z)H̃z + (σ̄z − σ̄x)(σ̄z − σ̄y)Qz = − 1

µ
(
∂Ẽx

∂y
− ∂Ẽy

∂x
),

∂Qz

∂t
+ σ̄zQz − H̃z = 0.

(3.17)

On retrouve les 
hamps éle
tromagnétiques en faisant les 
hangements de variable : Ẽα =
Eα + σ̄αPα et H̃α = Hα + σ̄αQα, où α = x, y ou z.Le système (3.17) apparaît sous une forme familière : il s'agit des équations de Maxwellperturbées par des termes sour
es d'ordre zéro (les variables supplémentaires Pα et Qα nese voient jamais appliquer d'opérateur de dérivation en espa
e, et interviennent seulementpar leurs valeurs ou leurs dérivées en temps). Tout 
omme les équations de Maxwell,le système (3.17) est bien posé. Les solutions restent bornées en l'absen
e de termessour
es à 
ondition, par exemple, que les matri
es 
orrespondant aux termes sour
es soientdiagonalisables à valeurs propres ayant le bon signe.3.1.2.2 Dis
rétisationPour résoudre 
e système, nous utilisons la méthode Galerkin Dis
ontinu présentéedans le 
hapitre pré
édent. Nous utiliserons le même formalisme que 
elui présenté en64



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresSe
tion 2.2.3 (page 30).Di
rétisation en espa
eNous é
rivons le système (3.17) sous la forme matri
ielle suivante :






















































∂ ~̃E

∂t
+R ~̃E + S ~P = ¯̄ε−1 ~rot ~̃H,

∂ ~P

∂t
+N ~P − ~̃E = 0,

∂ ~̃H

∂t
+R ~̃H + S ~Q = − ¯̄µ−1 ~rot ~̃E,

∂ ~Q

∂t
+N ~Q− ~̃H = 0,

(3.18)
où ~̃E = (Ẽx, Ẽy, Ẽz)

t, ~̃H = (H̃x, H̃y, H̃z)
t, ~P = (Px, Py, Pz)

t et ~Q = (Qx, Qy, Qz)
t.Les matri
es R, S et N sont trois matri
es 3x3 diagonales, données par :







R = diag [ σ̄y + σ̄z − σ̄x, σ̄x + σ̄z − σ̄y, σ̄x + σ̄y − σ̄z] ,
S = diag [ (σ̄x − σ̄y)(σ̄x − σ̄z), (σ̄y − σ̄x)(σ̄y − σ̄z), (σ̄z − σ̄x)(σ̄z − σ̄y)] ,
N = diag [ σ̄x, σ̄y, σ̄z] .

(3.19)En�n, les tenseurs ¯̄ε et ¯̄µ sont pris égaux à 
eux d'un matériau homogène isotrope, i.e.
¯̄ε = ε I3, ¯̄µ = µ I3.Dans 
haque 
ellule Ti, les in
onnues numériques de la méthode sont doublées et
orrespondent aux approximations des 
omposantes des 
hamps ( ~E, ~H, ~P , ~Q) sur la basede fon
tions ve
torielles ~ϕij , 1 ≤ j ≤ di, de dimension di 
hoisie. Ainsi, en multipliant lesystème (3.18) par une fon
tion de base ~ϕij et en intégrant sur l'élément Ti, nous obtenons :














































































∫

Ti

∂ ~̃Ei

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

R ~̃Ei · ~ϕij +

∫

Ti

S ~Pi · ~ϕij =
1

2ε

[
∫

Ti

~rot~ϕij · ~̃Hi−
∫

∂Ti

(~ϕij × ~̃Hi) · ~̃n
]

∫

Ti

∂ ~Pi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

N ~Pi · ~ϕij−
∫

Ti

~̃Ei · ~ϕij = 0

∫

Ti

∂ ~̃Hi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

R ~̃Hi · ~ϕij +

∫

Ti

S ~Qi · ~ϕij = − 1

2µ

[∫

Ti

~rot~ϕij · ~̃Ei−
∫

∂Ti

(~ϕij × ~̃Ei) · ~̃n
]

∫

Ti

∂ ~Qi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

N ~Qi · ~ϕij−
∫

Ti

~̃Hi · ~ϕij = 0

(3.20)
où ~̃n est la normale extérieure à l'élément Ti. Pour les intégrales surfa
iques � qui nefont nullement intervenir les grandeurs auxiliaires ~P et ~Q � nous utiliserons, 
omme65



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantespré
édemment, des �ux totalement 
entrés (2.10). Le système (3.20) peut alors se ré
riresous la forme :


















































































































































∫

Ti

∂ ~̃Ei

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

R ~̃Ei · ~ϕij +

∫

Ti

S ~Pi · ~ϕij =

1

2ε





∫

Ti

[ ~rot~ϕij · ~̃Hi + ~rot ~̃Hi · ~ϕij ] −
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij × ~̃Hk) · ~nik





∫

Ti

∂ ~Pi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

N ~Pi · ~ϕij −
∫

Ti

~̃Ei · ~ϕij = 0

∫

Ti

∂ ~̃Hi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

R ~̃Hi · ~ϕij +

∫

Ti

S ~Qi · ~ϕij =

− 1

2µ





∫

Ti

[ ~rot~ϕij · ~̃Ei + ~rot ~̃Ei · ~ϕij ] −
∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij × ~̃Ek) · ~nik





∫

Ti

∂ ~Qi

∂t
· ~ϕij +

∫

Ti

N ~Qi · ~ϕij −
∫

Ti

~̃Hi · ~ϕij = 0 (3.21)Nous dé
omposons alors les 
hamps dans la base ve
torielle Ve
t(ϕij ,1 ≤ j ≤ di) :
~̃Ei =

∑di
j=1 Ẽij ~ϕij ,

~̃Hi =
∑di

j=1 H̃ij ~ϕij ,
~Qi =

∑di
j=1Qij ~ϕij ,

~Pi =
∑di

j=1 Pij ~ϕij ,

où Ẽij désigne le jième degré de liberté de ~̃Ei dans l'élément Ti (idem pour ~̃Hi, ~Qi et ~Pi).66



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresSi l'on se pla
e au niveau des degrés de liberté, le système (3.21) s'é
rit alors :


























































































































































































di
∑

l=1

[
∂Ẽil

∂t

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij + Ẽil

∫

Ti

R ~ϕil · ~ϕij + Pil

∫

Ti

S~ϕil · ~ϕij ] =

1

2ε

di
∑

l=1

H̃il

∫

Ti

[ ~rot~ϕij · ~ϕil + ~rot~ϕil · ~ϕij ]

− 1

2ε

∑

k∈Vi

(

dk
∑

l′=1

H̃kl′

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl′) · ~̃nik

)

di
∑

l=1

[
∂Pil

∂t

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij + Pil

∫

Ti

N ~ϕil · ~ϕij − Ẽil

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij ] = 0

di
∑

l=1

[
∂H̃il

∂t

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij + H̃il

∫

Ti

R~ϕil · ~ϕij +Qil

∫

Ti

S~ϕil · ~ϕij ] =

− 1

2µ

di
∑

l=1

Ẽil

∫

Ti

[ ~rot~ϕij · ~ϕil + ~rot~ϕil · ~ϕij

+
1

2µ

∑

k∈Vi

(

dk
∑

l′=1

Ẽkl′

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl′) · ~̃nik

)

di
∑

l=1

[
∂Qil

∂t

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij +Qil

∫

Ti

N ~ϕil · ~ϕij − H̃il

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij ] = 0

(3.22)

Dans 
haque élément Ti le système (3.22) s'é
rit sous la forme matri
ielle suivante :


























































Mi
∂Ẽi

∂t
+ RiẼi + SiPi =

1

ε
(AiH̃i −

∑

k∈Vi

FikH̃k)

Mi
∂Pi

∂t
+ NiPi − MiẼi = 0

Mi
∂H̃i

∂t
+ RiH̃i + SiQi =

1

µ
(−AiẼi +

∑

k∈Vi

FikẼk)

Mi
∂Qi

∂t
+ NiQi − MiH̃i = 0

(3.23)
où nous avons utilisé les notations suivantes :� H̃i est le ve
teur 
olonne 
ontenant les (H̃il)l=1,di� Ẽi est le ve
teur 
olonne 
ontenant les (Ẽil)l=1,di� Qi est le ve
teur 
olonne 
ontenant les (Qil)l=1,di� Ei est le ve
teur 
olonne 
ontenant les (Pil)l=1,di 67



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes� Mi est la matri
e 
arrée di × di (symétrique dé�nie positive) de terme général
Mi[j, l] =

∫

Ti

~ϕij · ~ϕil� Ai est la matri
e 
arrée di × di (symétrique) de terme général
Ai[j, l] =

1

2

∫

Ti

[ ~rot~ϕil · ~ϕij + ~rot~ϕij · ~ϕil]� Fik est la matri
e re
tangulaire di × dk de terme général
Fik[j, l

′] =
1

2

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl′) · ~̃nik� Ri est la matri
e 
arrée di × di de terme général
Ri[j, l] =

∫

Ti

R~ϕij · ~ϕil� Si est la matri
e 
arrée di × di de terme général
Si[j, l] =

∫

Ti

S~ϕij · ~ϕil� Ni est la matri
e 
arrée di × di de terme général
Ni[j, l] =

∫

Ti

N ~ϕij · ~ϕilLe système (3.23) peut alors s'é
rire :






































































∂

∂t





Ẽi

P̃i



+





M−1
i Ri M−1

i Si

−Id M−1
i Ni









Ẽi

P̃i



 =
1

ε













M−1
i



AiH̃i −
∑

k∈Vi

FikH̃k





0













∂

∂t





H̃i

Q̃i



+





M−1
i Ri M−1

i Si

−Id M−1
i Ni









H̃i

Q̃i



 = − 1

µ













M−1
i



AiẼi −
∑

k∈Vi

FikẼk





0













(3.24)
Introduisons les notations suivantes (où N est le nombre d'éléments dans le maillage) :� Xi et Yi sont les ve
teurs 
olonnes de dimension 2di dé�nis par :

Xi =





Ẽi

P̃i



 , Yi =





H̃i

Q̃i



68



3.1. Conditions d'absorption aux frontières� X et Y sont les ve
teurs 
olonnes de dimension 2
∑

i di dé�nis par :
Xt = (X1, . . . ,XN ) , Yt = (Y1, . . . ,YN )� Ui est la matri
e 
arrée 2di × 2di dé�nie par :

Ui =





M−1
i Ri M−1

i Si

−Id M−1
i Ni



� U est la matri
e 
arrée 2
∑

i di × 2
∑

i di, blo
-diagonale dont le ieme blo
 diagonalest Ui� C est l'opérateur linéaire qui à un ve
teur Z = (Z1, . . . ,ZN )t de R
P

i di ave

Zt

i = (Zut
i, Zdt

i), fait 
orrespondre le ve
teur ZZ = CZ de R
P

i di tel que
ZZ = (ZZ1, . . . ,ZZN )t et ZZt

i = (AiZui −
∑

k∈Vi
FikZuk, 0t). On montre quela matri
e C est symétrique.� M est la matri
e 
arrée ∑i di ×

∑

i di, blo
-diagonale dont le ieme blo
 diagonal est
Mi.Le système (3.24) global pour tous les degrés de liberté peut alors s'é
rire :



















∂X

∂t
+ UX =

1

ε
M−1CY

∂Y

∂t
+ UY = − 1

µ
M−1CX

(3.25)Di
rétisation en tempsCon
ernant l'intégration temporelle, nous utilisons le s
héma "saute-mouton" d'ordre2. Les degrés de liberté Eij et Pij sont 
al
ulés aux instants tn = n∆t et sont notés
En

ij et Pn
ij . Les degrés de liberté Hij et Qij sont 
al
ulés aux instants tn+ 1

2 = (n+ 1

2
)∆tet sont notés Hn+ 1

2

ij et Qn+ 1

2

ij . Dans les 
ou
hes PML, la variation du signal d'un instantà l'autre étant importante, le 
al
ul par la méthode "di�érentiation exponentielle" (ous
héma exponentiel), qui 
onsiste à 
onsidérer les termes sour
es venant de Maxwell 
omme
onstants au 
ours du pas de temps et à intégrer exa
tement l'équation di�érentielleordinaire en résultant, est plus pré
is qu'un s
héma impli
ite 
entré (pour les termes liés auxpertes). Ainsi, la dis
rétisation temporelle du système (3.25) par la méthode "di�érentiationexponentielle" s'é
rit :


















Xn+1 = e−U∆tXn +
1

ε

(

Id− e−U∆t
)

U−1M−1CYn+ 1

2 ,

Yn+ 3

2 = e−U∆tYn+ 1

2 − 1

µ

(

Id− e−U∆t
)

U−1M−1CXn+1.

(3.26)Remarque 3.1.2 Le s
héma exponentiel (3.26) semble requérir que la matri
e U soitinversible. En fait, il n'en est rien. L'expression 
i-dessus n'est valable que pour U inversible.69



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesOn a seulement besoin d'une primitive en temps de la fon
tion t → e−Ut. Si U n'est pasinversible, on utilisera le s
héma exponentiel sous la forme suivante :






















Xn+1 = e−U∆tXn +
1

ε

(∫ ∆t

0
e−Us ds

)

M−1CYn+ 1

2 ,

Yn+ 3

2 = e−U∆tYn+ 1

2 − 1

µ

(∫ ∆t

0
e−Us ds

)

M−1CXn+1.

(3.27)Si l'on souhaite utiliser un s
héma plus simple, le s
héma impli
ite 
entré (pour lestermes de perte) s'é
rit de la manière suivante :






















Xn+1 − Xn

∆t
+ U

Xn + Xn+1

2
=

1

ε
M−1CYn+ 1

2 ,

Yn+ 3

2 − Xn+ 1

2

∆t
+ U

Yn+1

2 + Yn+ 3

2

2
= − 1

µ
M−1CXn+1.

(3.28)3.1.2.3 Étude de la matri
e sour
e du système UPMLNous 
onstatons que la stabilité du s
héma ainsi que son utilisation dépendent des
ara
téristiques de la matri
e U que nous allons étudier dans 
ette se
tion.En supposant que les 
ondu
tivités éle
triques et magnétiques sont 
onstantes parmailles, le blo
 Ui de la matri
e U 
orrespondant à l'élément maille Ti s'é
rit :
Ui =



















R11Iddx
i

O O S11Iddx
i

O O

O R22Iddy
i

O O S22Iddy
i

O

O O R33Iddz
i

O O S33Iddz
i

−Iddx
i

O O N11Iddx
i

O O

O −Iddy
i

O O N22Iddy
i

O

O O −Iddz
i

O O N33Iddz
i



















,où les 
oe�
ients diagonaux des matri
es R, S et N sont donnés en (3.19). De plus on asupposé que, parmi les di 
hamps de base ~ϕij utilisés par le s
héma Galerkin Dis
ontinudans l'élément Ti, les dx
i premiers 
hamps de base sont 
olinéaires à ~ex, les dy

i suivants sont
olinéaires à ~ey et les dz
i derniers sont 
olinéaires à ~ez (on a don
 dx

i + dy
i + dz

i = di).Déterminant de la matri
e ULe système (3.26) né
essite le 
al
ul de l'inverse de la matri
e U (ou de la primitivede l'exponentielle). La matri
e U étant blo
-diagonale, il su�t de s'intéresser aux mêmeséléments pour les blo
s diagonaux Ui. D'autre part, la stru
ture 2x2 de blo
s diagonaux de
Ui permet en fait de déduire fa
ilement les résultats pour Ui des résultats 
orrespondantspour les trois matri
es 2x2 suivantes :

T1 =

(

R11 S11

−1 N11

)

, T2 =

(

R22 S22

−1 N22

)

, T3 =

(

R33 S33

−1 N33

)

.70



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresOn montre simplement que
det(T1) = σ̄yσ̄z, det(T2) = σ̄zσ̄x, det(T3) = σ̄xσ̄y,don
 la matri
e Ui n'est inversible que lorsque σ̄x, σ̄y et σ̄z sont non nuls. Ce 
as de �gurene se présente que dans les milieux PML "
oins" (voir Figure 3.4). Ainsi lorsque nous noustrouvons dans les milieux PML "arêtes" et "fa
es" (voir en
ore Figure 3.3 et 3.4), nousaurons re
ours à la primitive de l'exponentielle au lieu des expressions utilisées dans (3.26).Diagonalisation de la matri
e UL'utilisation de la méthode de "di�érentiation exponentielle" né
essite le 
al
ul del'exponentielle de la matri
e U. Numériquement, il est bien plus fa
ile de 
al
ulerl'exponentielle de la matri
e lorsque 
elle-
i est diagonalisable. Ainsi, la déterminationdes éléments propres de la matri
e nous permet de déterminer dans quel 
as la matri
eest diagonalisable. Dans 
e 
as alors, nous diagonalisons la matri
e et nous 
al
ulons sonexponentielle en utilisant la relation :

e−U∆t = Pe−D∆tP−1,où U = PDP−1, D étant la matri
e diagonale 
omposée des valeurs propres de U, et Pla matri
e de passage. I
i en
ore, à 
ause de la stru
ture blo
-diagonale de U, il su�t des'intéresser à la diagonalisation d'un blo
 diagonal Ui. De plus, en raison de la stru
tureparti
ulière supposée de Ui (stru
ture 2x2 de blo
s diagonaux ave
 dx
i puis dy

i puis dz
i
oe�
ients diagonaux identiques), il su�t d'étudier la diagonalisation de 
ha
une des troismatri
es T1, T2 et T3. On trouve après des 
al
uls élémentaires :� T1 est diagonalisable si et seulement si σ̄y 6= σ̄z. Ses valeurs propres sont σ̄y et σ̄z etles ve
teurs propres 
orrespondants sont (σ̄x − σ̄y, 1) et (σ̄x − σ̄z, 1).� T2 est diagonalisable si et seulement si σ̄x 6= σ̄z. Ses valeurs propres sont σ̄x et σ̄z etles ve
teurs propres 
orrespondants sont (σ̄y − σ̄x, 1) et (σ̄y − σ̄z, 1).� T3 est diagonalisable si et seulement si σ̄x 6= σ̄y. Ses valeurs propres sont σ̄x et σ̄y etles ve
teurs propres 
orrespondants sont (σ̄z − σ̄x, 1) et (σ̄z − σ̄y, 1).Nous 
onstatons que dans les 
as où σ̄x = σ̄y, ou σ̄x = σ̄z, ou σ̄z = σ̄y, la matri
e U n'est pasdiagonalisable. Nous verrons 
omment éviter 
e 
as lors de la dé�nition des 
ondu
tivitéséle
triques et magnétiques.3.1.2.4 Stabilité du s
héma numériqueLa stabilité du s
héma numérique (3.26) ou (3.27) n'est pas aisée à démontrer, bienqu'il soit simple de montrer que les solutions de (3.25) soient bornées en norme L2 dès quela matri
e C est antisymétrique et que la partie symétrique de la matri
e U est positive (
equi est le 
as i
i). On peut néanmoins démontrer la stabilité du s
héma exponentiel sous
ertaines hypothèses simpli�
atri
es (
ommutation de C et U par exemple).Con
ernant le s
héma impli
ite 
entré (3.28), nous pouvons proposer le lemme suivant,dont les hypothèses sont un peu moins simpli�
atri
es. 71



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesLemme 3.1.1 Considérons le système suivant :


















MX

∂X

∂t
+ UXX = CY,

MY

∂Y

∂t
+ UYY = −tCX,

(3.29)où les matri
es MX et MY sont symétriques dé�nies positives, et les matri
es UX et UYsont symétriques négatives. Alors le s
héma suivant :


















MX

Xn+1 − Xn

∆t
+ UX

Xn + Xn+1

2
= CYn+ 1

2 ,

MY

Yn+ 3

2 − Yn+ 1

2

∆t
+ UY

Yn+ 1

2 + Yn+ 3

2

2
= −tCXn+1,

(3.30)est stable en norme L2 sous les mêmes hypothèses que le s
héma obtenu pour UX = UY = 0.Preuve 3.1.1 En e�et, il su�t de 
onsidérer l'énergie suivante :
En =

1

2

(

tXnMXXn + tYn+ 1

2 MYYn- 1
2

)

.On montre simplement que, en utilisant la notation X[n+ 1

2
] ≡ Xn+Xn+1

2 ,
En+1 − En = X[n+ 1

2
] t MX

(

Xn+1 − Xn
)

+
1

2
Yn+ 1

2

t
MY

(

Yn+ 3

2 − Yn- 1
2

)

= ∆t X[n+1

2
] t

CYn+ 1

2 − ∆t Yn+ 1

2

t
CtX[n+ 1

2
]

−∆t X[n+ 1

2
] t

UXX[n+ 1

2
] − ∆t

4
Yn+ 1

2

t
UY

(

Yn- 1
2 + 2Yn+ 1

2 + Yn+ 3

2

)

≤ −∆t

4
Yn+ 1

2

t
UY

(

Yn- 1
2 + 2Yn+ 1

2 + Yn+ 3

2

)

.Don
 en introduisant l'énergie suivante :
Fn = En − ∆t

8

(

tYn+ 1

2 UYYn+ 1

2 − tYn- 1
2 UYYn- 1

2

)

,on a :
Fn+1 −Fn = En+1 − En − ∆t

8

(

tYn+ 3

2 UYYn+ 3

2 − 2tYn+ 1

2 UYYn+ 1

2 + tYn- 1
2 UYYn- 1

2

)

≤ −∆t

8

(

Yn+ 1

2 + Yn- 1
2

)t
UY

(

Yn+ 1

2 + Yn- 1
2

)

−∆t

8

(

Yn+ 1

2 + Yn+ 3

2

)t
UY

(

Yn+ 1

2 + Yn+ 3

2

)

≤ 0.72



3.1. Conditions d'absorption aux frontièresAinsi, l'énergie Fn est dé
roissante et don
 majorée. Le s
héma est stable en norme L2si Fn est une forme quadratique dé�nie positive des in
onnues. En développent Fn, ontrouve :
Fn =

1

2

(

tXnMXXn + tYn- 1
2 MYYn- 1

2 − ∆ttYn- 1
2 CtXn

)

−∆t

8

(

Yn- 1
2 + Yn+ 1

2

)t
UY

(

Yn- 1
2 + Yn+ 1

2

)

≥ 1

2

(

tXnMXXn + tYn- 1
2 MYYn- 1

2 − ∆ttYn- 1
2 CtXn

)

,qui est justement l'énergie simple trouvée pour le s
héma "saute-mouton" sans matri
esde perte. Le s
héma impli
ite 
entré ave
 pertes est par 
onséquent stable sous la même
ondition de type CFL que le s
héma "saute-mouton" standard sans pertes.Remarque 3.1.3 Ce résultat est hélas insu�sant pour notre 
as pré
is, la matri
e UYn'étant pas symétrique. On peut 
ontinuer à 
her
her une démonstration dans le 
as généraldans deux dire
tions : soit symétriser les pertes dans un nouveau système PML, soit 
hangerlégèrement l'algorithmique en temps.3.1.2.5 Pro�l des 
ondu
tivités éle
triques et magnétiquesL'absorption des ondes par les milieux PML dépend de deux fa
teurs : l'épaisseur dumilieu PML et la 
ondu
tivité éle
trique dans les di�érentes dire
tions (σx, σy, σz). Dansla pratique, à 
ause des erreurs de dis
rétisation, on ne peut pas 
hoisir une 
ondu
tivitéextrêmement grande pour absorber entièrement l'onde sur une ou deux 
ellules d'épaisseur.La te
hnique 
onsiste alors à augmenter la 
ondu
tivité progressivement. Le pro�l que l'on
hoisit pour faire varier σ de σ0 (à l'interfa
e) à σm (sur le bord extérieur du PML),déterminera l'e�
a
ité de l'absorption.Nous avons 
hoisi d'utiliser une variation des 
ondu
tivités à travers les 
ou
hes PMLde la forme :
σx(x) = σm

[

x

ξ

]n

,où � ξ est l'épaisseur du PML,� n = 1, traduisant une variation linéaire de σx, ou n = 2, traduisant une variationparabolique de σx,� σm représente la 
ondu
tivité éle
trique sur le bord extérieur du PML, dé�nie par
σm = −(n+ 1)

√

ε

µ

lnΓ(0)

2ξ
,où Γ(0) représente le 
oe�
ient de ré�exion sous in
iden
e normale. 73



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesA�n de satisfaire les 
onditions de diagonalisation de la matri
e U présentées dans leparagraphe pré
édent, nous dé�nissons σy et σz de la manière suivante :






σy(y) = (1 + αy)σm

[

y
ξ

]n
,

σz(z) = (1 + αz)σm

[

z
ξ

]n
,où αy et αz sont des réels tels que αy ≪ 1, αz ≪ 1 et αy 6= αz.3.1.2.6 Conditions aux limites extérieures des PMLNous utilisons des 
onditions aux limites de type métallique sur le bord extérieur dudomaine PML. Soit Vi au bord extérieur du domaine PML. On 
onsidère alors une 
ellule�
tive Vk et on note Fik la fa
e frontière. Les 
onditions aux limites sont prises en 
ompteen imposant des valeurs aux 
hamps sur les 
ellules �
tives Vk. Ainsi, pour toute fa
emétallique Fik, on utilise :

∀x ∈ Fik,







Ẽn
k (x) = −Ẽn

i (x),

H̃n
k (x) = H̃n

i (x).

(3.31)3.1.2.7 Résultats numériquesNous e�e
tuons une série de tests a�n d'évaluer l'e�
a
ité de la méthode Unsplit PMLprésentée i
i. Ces 
as tests 
onsistent à faire évoluer un 
hamp éle
tromagnétique dans uneboîte de 
al
ul entourée des matériaux �
tifs absorbants UPML. Nous observons alors
omment le 
hamp évolue dans la boîte de 
al
ul, et 
omment 
elui-
i est absorbé par lesPML. Nous faisons varier les 
onditions initiales sur les 
hamps, la taille du domaine de
al
ul et le nombre de 
ou
hes PML.Cas test 1 : Condition initiale sur le 
hamp éle
trique.Nous simulons i
i la propagation d'un 
hamp éle
tromagnétique dans le vide en imposantune 
ondition initiale sur une des 
omposantes du 
hamp éle
trique.Le domaine de 
al
ul est un 
ube de 5λ de 
�té. Nous prenons dix points par longueurpour le pas d'espa
e. Le domaine de 
al
ul est entouré par des UPML de 
inq 
ellulesd'épaisseur. En�n, nous imposons une 
ondition initiale sur la 
omposante en x du 
hampéle
trique dé�nie par : Ex = e−(y2+z2). On montre, sur la Figure 3.5 
i-dessous, l'évolutiontemporelle de la 
omposante Ex du 
hamp éle
trique au 
entre du domaine de 
al
ul et à
5 
ellules de la 
ou
he PML.Sur la Figure 3.6, nous visualisons maintenant l'évolution temporelle de la 
omposante
Ex du 
hamp éle
trique dans le plan de 
oupe x = 0.Cas test 2 Ex
itation du 
hamp par un dip�le éle
trique.Nous simulons i
i la propagation d'un dip�le éle
trique dans le vide. Le dip�le est lo
alisédans le 
ube V et 
olinéaire à l'axe z : j =t (0, 0, jz). Le dip�le est modélisé par une sour
e74



3.1. Conditions d'absorption aux frontières
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Fig. 3.5 � Évolution temporelle de Ex(0, 0, 0) (haut) et de Ex(0,−5∆y, 0) (bas).volumique
∫

V
jz =

∂ρ

∂t
.Le pro�l du moment dipolaire ρ est i
i une gaussienne de la forme ρ(t) = e0exp(−(t−T )2).Nous générons alors une gaussienne de fréquen
e 
entrale f0 = 1 GHz et de bande passante

∆f = 0.2 GHz. Le paramètre T est �xé à la valeur : T = 3
2

1
∆f . On utilise une dis
rétisationspatiale 
orrespondant à 15 points par longueur d'onde. Le 
as test s'e�e
tue dans les
onditions suivantes :� dimensions du domaine de 
al
ul (en nombre de mailles) : nx = ny = nz = 50 ;� dimensions du domaine de 
al
ul (en longueurs d'onde) : 3.5λ× 3.5λ× 3.5λ ;� nombre de 
ou
hes PML : 5 ;� nombre de pas de temps : 1200 ;� le dip�le est pla
é au 
entre du 
ube, dans la maille lo
alisée au point (xd =

∆x nx/2, yd = ∆y ny/2, zd = ∆z nz/2). 75



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes
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3.1. Conditions d'absorption aux frontièresPour un dip�le pla
é en (xd, yd, zd), la solution analytique des équations de Maxwell dans unmatériau homogène isotrope de permittivité éle
trique ε et de perméabilité magnétique µave
 des 
hamps initiaux nuls et une sour
e de 
ourant pon
tuelle de la forme jz = −f(t)δ0est 
onnue. Pour la sour
e de 
ourant :� f est supposée de 
lasse C1,� f est supposée nulle pour t ≤ 0 (don
 f ′ aussi),� on note F la primitive de f nulle en 0, soit F (t) =
∫ t
0 f(s) ds ; don
 F est égalementnulle pour t ≤ 0.La solution analytique des équations de Maxwell est donnée en tout point (x, y, z) (saufsur le dip�le) et en tout temps t par :

~H(x, y, z, t) = 1
4π

(

f(t−r)
r3 + f ′(t−r)

cr2

)





−y
x
0





~E(x, y, z, t) = 1
4πε





(

3F (t−r)
r5 + 3f(t−r)

cr4 + f ′(t−r)
c2r3

)





xz
yz
z2





−
(

F (t−r)
r3 + f(t−r)

cr2 + f ′(t−r)
c2r

)





0
0
1









(3.32)
où, pour tout point de l'espa
e, on note r =

√

(x− xd)2 + (y − yd)2 + (z − zd)2, et c lavitesse des ondes (εµc2 = 1).On montre sur la Figure 3.7 l'évolution temporelle de la 
omposante Ez du 
hamp éle
triqueen un point situé à proximité du milieu UPML. Nous 
onstatons que la solution obtenue
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Fig. 3.7 � Évolution temporelle de Ez.ave
 les 
onditions aux limites UPML se 
ompare parfaitement à la solution analytique.77



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesNous observons alors sur la Figure 3.8 la 
arte du 
hamp éle
trique à la fréquen
e f = 1GHz dans les plans Oxy et Oyz 
ontenant le dip�le. Nous 
onstatons que nous obtenons

Fig. 3.8 � Champ éle
trique dans le plan Oxy (haut) et Oyz (bas).exa
tement le pro�l d'un dip�le rayonnant dans l'espa
e libre. Les ondes éle
tromagnétiquessont don
 évanes
entes, mettant en éviden
e l'e�
a
ité des 
onditions aux limites de typeUnsplit PML.78



3.2. Simulation de stru
tures planaires3.2 Simulation de stru
tures planairesL'objet de 
ette se
tion est l'utilisation de la méthode Galerkin Dis
ontinu dans ledomaine temporel (méthode D.G.T.D) pour l'étude de stru
tures planaires. Nous traiteronsen premier lieu une ligne mi
ro-ruban de longueur in�nie. Ce
i nous permettra d'évaluerla validité de notre méthode en 
al
ulant les paramètres de propagation et l'impédan
e
ara
téristique en fon
tion de la fréquen
e. Nous étudierons alors une antenne impriméealimentée par ligne en 
al
ulant ses 
oe�
ients de ré�exion (paramètres S) en fon
tion dela fréquen
e ainsi que le Taux d'Onde Stationnaire (T.O.S.).3.2.1 Analyse d'une ligne mi
ro-ruban in�nie ave
 le 
ode DGTDUne ligne mi
ro-ruban est 
omposée d'un substrat min
e en matériau diéle
trique(isolant) sur lequel sont gravées de �nes 
ou
hes métalliques. En hyperfréquen
e, un des
�tés du substrat est entièrement métallisé et 
onstitue le plan de masse. L'autre 
�té estre
ouvert d'une ligne de métal de longueur l et de largeur W (voir Figure 3.9). Dans le
adre de 
ette étude, nous utiliserons des diéle
triques de permittivité éle
trique εr = 1.L'épaisseur de la métallisation est de l'ordre de 25 à 50 mi
romètres, 
e qui est nettement

Plan de masse

Ligne microruban

x

z

y

W

Fig. 3.9 � Stu
ture d'une ligne mi
ro-ruban.supérieur à la profondeur de peau (ou de pénétration des ondes éle
tromagnétiques dans lemétal). Cette épaisseur est négligeable par rapport aux dimensions transverses des plaques.De nombreuses études ont montré qu'une ligne mi
ro-ruban est le siège d'une onde sepropageant en mode quasi-TEM (Transverse Ele
tro-Magneti
), 
'est-à-dire que les 
hampsmagnétique et éle
trique sont perpendi
ulaires à l'axe de la ligne transmettant le signal.79



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes3.2.1.1 Choix de l'ex
itationPour ex
iter une ligne mi
ro-ruban, telle que représentée sur la Figure 3.9, les auteurs[40, 81℄ ont imposé, dans une se
tion transverse de la ligne appelée "plan d'ex
itation", une
omposante Ez du 
hamp éle
trique normale au ruban. L'évolution temporelle 
hoisie est detype gaussien, permettant de 
ara
tériser une ligne dans une large bande de fréquen
e. Ce
hamp Ez est 
onstant dans toute la région située au dessous du ruban, 
omme représentésur la Figure 3.10, et nul à l'extérieur de 
ette région.
h

W

Ezε r

y

x

zFig. 3.10 � Se
tion transverse de la ligne dans le plan d'ex
itation.La 
omposante Ex du 
hamp éle
trique est mise à zéro dans tout le plan d'ex
itation.La 
omposante Hy du 
hamp magnétique normal au plan d'ex
itation est alors 
al
uléeen utilisant la méthode FDTD (Finite DI�eren
es Time-Domain Method) de Yee [86℄. Demême, ils 
al
ulent les trois 
omposantes Ey, Hx, Hz appartenant aux mailles adja
entesau plan d'ex
itation et ne se trouvant par sur le plan d'ex
itation. Une fois que l'ex
itationgaussienne est 
omplétement retombée à zéro, leur 
ode 
al
ule la 
omposante Ex annuléepré
édemment, à l'aide de la méthode FDTD. Cette ex
itation par 
hamp suppose quele plan d'ex
itation de la stru
ture à étudier soit assez éloigné des parois absorbantespour qu'au moment où l'onde ré�é
hie par 
es dernières revient dans le plan d'ex
itation,l'onde in
idente (
'est à dire la gaussienne) soit retombée à zéro. D'où, en général, uneaugmentation relativement importante de l'espa
e mémoire né
essaire.Dans notre 
as, nous préférons utiliser une ex
itation par un 
ourant sour
e ~J = Jz~ez
omme présenté dans [2℄, à savoir :
¯̄ε
∂ ~E

∂t
− ~rot ~H = ~J (3.33)où le 
ourant éle
trique Jz est une gaussienne modulant un signal sinusoïdal de la forme :

Jz = J0e
(t−t0)2/T 2

sin
(

2πf0(t− t0)
)

, (3.34)où J0 est l'amplitude de la gaussienne, t0 et T 
orrespondent respe
tivement au dé
alagede l'impulsion par rapport à l'instant t = 0, et à sa largeur dans le temps. Ces paramètressont fon
tions de la fréquen
e fmax que l'on veut in
lure dans le spe
tre du signal.Dans le 
adre de la méthode DG-Q1
div présentée pré
édement, nous ex
itons lesdegrés de libertés asso
iés aux arêtes suivant ~ez appartenant au plan d'ex
itation, 
omme80



3.2. Simulation de stru
tures planairesreprésenté sur la Figure 3.10. Ave
 
ette ex
itation, les 
omposantes appartenant aux
hamps totaux et les ondes in
identes et ré�é
hies peuvent se mélanger sans être gênéespar les 
onditions d'ex
itation pré
édentes (Ex = 0, Ez = impulsion gaussienne). De 
ettefaçon, nous avons pu appro
her le plan d'ex
itation des parois absorbantes et obtenir unerédu
tion non négligeable de la pla
e mémoire et du temps CPU né
essaires.3.2.1.2 Paramètres de simulationOn étudie i
i la ligne mi
ro-ruban utilisée 
ouramment dans les 
ir
uits hyperfréquen
esdans une bande passante 10 − 20 GHz. A�n de modéliser une ligne de longueur in�nie,les extrémités du plan de masse et de la ligne sont pla
ées dans le milieu UPML, 
ommepresenté dans la Figure 3.11. La se
tion transverse de la ligne est entourée par le milieuUPML (voir la Figure 3.12).

PML

PML

PML
PML

Plan de masse

Ligne microruban

y

xFig. 3.11 � Ligne mi
ro-ruban de longueur in�nie.
ε r

W

h

PML

PML PML

PML

Fig. 3.12 � Se
tion transverse de la ligne dans le plan d'ex
itation.Les autres paramètres de la simulation sont les suivants : 81



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes� les paramètres de 
ette ligne sont : W = 2.46 mm, h = 0.794 mm, εr = 1.� l'ex
itation utilisée pour l'analyse de 
ette stru
ture est de type gaussien modulantun sinus, pla
ée à 4 
ellules du milieux PML ; les paramètres J0, t0 et T de lagaussienne sont : J0 = 1 A/m2, t0 = 2.14 T et T = 0.483/fmax ave
 fmax = 22GHz.� la ligne est dis
rétisée sur neuf 
ellules selon la largeur W , trois selon la hauteur h ;les pas spatiaux sont don
 : ∆x = ∆y = ∆z = 0.265 mm.� le pas de temps ∆t est donné par la 
ondition de stabilité de la méthode DGTD.� le milieu UPML, disposé à deux 
ellules de la ligne mi
ro-ruban dans les deuxdire
tions 0x et 0z, est de pro�l parabolique et de profondeur N = 6 
ellules.Nous voulons alors 
al
uler la tension et le 
ourant dans une se
tion donnée de laligne mi
ro-ruban, et nous en déduisons la 
onstante de propagation et l'impédan
e
ara
téristique dans la bande de fréquen
e 10 − 20 GHz.3.2.1.3 Cal
ul de la tension sous la ligneNous nous proposons i
i de 
al
uler l'évolution temporelle de la tension entre le plande masse et la ligne mi
ro-ruban. La Figure 3.13 présente la se
tion transverse de la ligneen fon
tion des indi
es du maillage telle que nous l'utilisons dans notre 
al
ul. La tension
ε r

W

h

PML

PML PML

PML

y=Pi nx1 nx2 nx3

nz2

nz1

X

Z

Fig. 3.13 � Se
tion transverse de la ligne en fon
tion des indi
es du maillage.
entrale Vz(nx2, Pi) sous la ligne dans le plan Pi est don
 
al
ulée par la 
ir
ulation du
hamp éle
trique verti
al Ez entre le 
entre de la ligne et le plan de masse :
Vz(nx2, Pi) = −

∫ nz2

nz1

Ez(nx2, Pi, k +
1

2
)dz = −

nz2
∑

k=nz1

Ez(nx2, Pi, k +
1

2
)∆z. (3.35)Quel que soit le type d'ex
itation (en théorie ou en pratique), il y a toujours unedis
ontinuité au niveau de l'alimentation qui génère à son tour des modes évanes
ents.Il est don
 né
essaire de 
al
uler la tension dans un plan Pi éloigné du plan de l'ex
itationpour n'avoir à faire qu'au mode fondamental (quasi-TEM) de la ligne. En théorie, dansle domaine temporel, on peut dire que 
e mode est établi dès lors que l'amplitude de la82



3.2. Simulation de stru
tures planairestension reste 
onstante quand on se dépla
e dans la dire
tion de la propagation (dansnotre 
as l'axe 0y). Dans la pratique, nous poserons que le mode fondamental est établilorsque l'amplitude de la tension se stabilise lorsqu'on se dépla
e dans la dire
tion de lapropagation. Ainsi, nous allons 
al
uler la tension dans plusieurs plans (P2 à P5), P1 étantle plan d'ex
itation.La Figure 3.14 représente la tension 
entrale en fon
tion du temps dans les quatre plansreprésentés sur la Figure 3.15. Nous 
onstatons que l'amplitude de la tension se stabiliseà partir du plan P3 situé à une distan
e de l'ordre de 5W du plan d'ex
itation. Nous endéduisons que le mode fondamental de la ligne mi
ro-ruban est établi à partir du plan P3.
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Fig. 3.14 � Tension 
entrale sous la ligne dans di�érents plans d'observation.3.2.1.4 Cal
ul du 
ourant éle
trique 
ir
ulant sur le rubanLe 
ourant éle
trique pour le mode impair est 
al
ulé 
omme la 
ir
ulation du 
hampmagnétique autour de la ligne. Dans le plan Pi, 
elui-
i s'é
rit sous la forme :
Iy(Pi) =

∮

C1

~H · ~dl =

nx2
∑

i=nx1

Hx(i, Pi, n
+
z ) −Hx(i, Pi, n

−
z )∆x, (3.36)où C1 est le 
ontour d'intégration dans le plan Pi. On note Hx(i, Pi, n

+
z ) les degrés de libertéasso
iés à la 
omposante Hx(i, Pi) du 
hamp magnétique situé sur la partie supérieure dela ligne, et Hx(i, Pi, n

+
z ) les degrés de liberté asso
iés à la 
omposante Hx(i, Pi) du 
hampmagnétique situé sur la partie inférieure de la ligne (voir le par
ours d'intégration sur laFigure 3.16). 83



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes

PML

PML

PML
PML

Plan d’excitation

y=P2

y=P3

y=P4

y=P5

y=P1 

d2

d1

d1

d1

y

xFig. 3.15 � Positions des plans Pi selon la dire
tion de propagation.
W

z

nx1

nz2

nz1

−

+

x

Hx

Hx

nx3Fig. 3.16 � Se
tion transverse de la ligne et le 
ontour d'intégration.La Figure 3.17 représente le 
ourant 
ir
ulant sur le ruban en fon
tion du temps dansles quatre plans représentés Figure 3.15. Comme pour la tension, le régime stationnaire estétabli à partir du plan P3.3.2.1.5 Cal
ul des 
onstantes de propagationLa propagation le long d'une ligne mi
ro-ruban est 
ara
térisée à l'aide des paramètressuivants : la 
onstante de propagation β(f), la permittivité diéle
trique e�e
tive εeff (f),et la vitesse de propagation νp(f). Tous 
es paramètres sont fon
tions de la fréquen
e fet peuvent être déduits les uns des autres. Nous allons 
al
uler d'abord la variation de
β(f) en fon
tion de la fréquen
e dans la bande 10 − 20 GHz et on en déduira les autres84



3.2. Simulation de stru
tures planaires
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Fig. 3.17 � Amplitude du 
ourant sur la ligne dans di�érents plans d'observation.paramètres de la manière suivante [40, 81℄ :
νp(f) =

2πf

β(f)
, εeff (f) = (

cβ(f)

2πf
)2. (3.37)Pour le 
al
ul de la 
onstante de propagation β(f), il est né
essaire de 
onnaître la formefréquentielle des tensions (ou des 
ourants) dans deux plans distants d'une longueur d. Cesderniers ne peuvent pas être 
hoisis arbitrairement, 
ar la 
ondition du régime quasi TEMdoit être satisfaite. Pour 
ela, nous allons 
al
uler le paramètre β(f) à partir du plan P3.Soient v3(t) et v4(t) les tensions en fon
tion du temps dans les plans P3 et P4. Nousappliquons alors la transformée de Fourier (une transformée de Fourier rapide dans notre
as) à 
es variables en temps a�n de se ramener dans le domaine fréquentiel. On obtientalors :

{

V3(f, P3) = FFT (v3(t)),
V4(f, P4) = FFT (v4(t)).

(3.38)Dans les plans P3 et P4, le régime fondamental de la ligne étant établi, nous avons :
V3(f, P3) = V4(f, P4)e

−(α(f) + jβ(f))d1,où α(f) est le 
oe�
ient d'atténuation, β(f) la 
onstante de propagation entre les plans
P3 et P4 et d1 la distan
e entre les plans P3 et P4. Le fait que nous n'ayons pas introduitde pertes diéle
triques et métalliques entraîne que α(f) = 0. Nous en déduisons alors la
onstante de propagation β(f) qui s'é
rit

β(f) =

ℑ(ln(
V3(f, P3)

V4(f, P4)
))

d1
, 85



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesoù le symbole ℑ(z) désigne la partie imaginaire du nombre 
omplexe z.La Figure 3.18 présente l'évolution de la 
onstante de propagation β(f) en fon
tion de lafréquen
e obtenue à partir des plans P3 et P4. Nous avons alors e�e
tué un 
al
ul similaireen utilisant les 
ourants à la pla
e des tensions et nous avons obtenu la fon
tion β(f)donnée en Figure 3.19. Nous remarquons que l'utilisation des 
ourants ou des tensionsdans le 
al
ul de la 
onstante de propagation ne 
hange pas le résultat.
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Fig. 3.18 � Evolution de la 
onstante de propagation en fon
tion de la fréquen
e (
al
ul àpartir des tensions).
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Fig. 3.19 � Evolution de la 
onstante de propagation en fon
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3.2. Simulation de stru
tures planaires3.2.1.6 Cal
ul de l'impédan
e 
ara
téristique de la ligneLe 
al
ul de l'impédan
e 
ara
téristique Zc d'une ligne mi
ro-ruban en fon
tion de lafréquen
e, en utilisant une méthode FDTD, fait l'objet de nombreux arti
les [40, 81℄. Elleest dé�nie par la relation :
Zc(f) =

V (f)

I(f)
,où V et I représentent respe
tivement la tension et le 
ourant dans une se
tion transversede la ligne en fon
tion de la fréquen
e. Le problème ren
ontré ave
 la méthode FDTD estle fait que les degrés de liberté asso
iés au 
hamp éle
trique ~E et au 
hamp magnétique ~Hne se situent pas aux mêmes endroits sur la grille de 
al
ul. En e�et, dans la 
ellule de Yee[86℄, les degrés de liberté asso
iés à ~E et ~H sont dé
alés d'un demi-pas d'espa
e (dans lestrois dire
tions d'espa
e). De 
e fait, la tension V et le 
ourant I né
essaires au 
al
ul del'impédan
e ne sont pas évalués dans la même se
tion transverse de la ligne, mais obtenusdans deux plans de référen
es dé
alés dans l'espa
e de ∆y

2 . Ce
i n'est pas le 
as ave
 laméthode DGTD utilisée i
i : les degrés de liberté asso
iés à ~E et ~H sont situés aux mêmesendroits sur la grille de 
al
ul, permettant ainsi d'évaluer la tension V et le 
ourant I dansle même plan de référen
e.Les formules empiriques présentées dans [77℄ donnent la partie réelle théorique del'impédan
e de la ligne mi
ro-ruban que nous étudions :
Zref

Re = 68.9 Ω, Zref
Im = 0.La Figure 3.20 représente les parties imaginaire et réelle de l'impédan
e 
ara
téristiquede la ligne 
al
ulée ave
 la méthode DGTD DG-Q1

div dans le plan P5 (nous obtenons desrésultats similaires à partir du plan P3). Nous 
onstatons que la partie réelle de l'impédan
e
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Fig. 3.20 � Impédan
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he de l'impédan
e théorique Zref
Re . Cependant, la partie imaginaire de l'impédan
e87



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesque nous 
al
ulons n'est pas nulle. Ce phénomène s'explique en partie par le fait que,
omme pour la méthode FDTD, les degrés de liberté asso
iés aux 
hamps ~E et ~H ne sontpas 
al
ulés aux mêmes instants. Il en est alors de même pour la tension V et le 
ourant Iné
essaires au 
al
ul de l'impédan
e. Dans la méthode DGTD, la dis
rétisation temporelleutilisée est un s
héma "saute-mouton" d'ordre 2. Ainsi, les 
ourants sont 
al
ulés auxinstants (n − 1/2)∆t et les tensions aux instants n∆t. Nous voulons alors ramener les
ourants aux instants n∆t. Pour 
e faire, nous avons e�e
tué des 
orre
tions temporellesdans le domaine fréquentiel. Ces 
orre
tions présentent l'avantage d'être valables quelleque soit la largeur de la bande d'analyse.Corre
tion temporelleDans le domaine fréquentiel, le 
ourant In évalué à l'instant n∆t peut être déterminéà partir du 
ourant In−1/2 
al
ulé à l'instant (n− 1/2)∆t par la relation suivante :
Icor(f) = FFT (In) = FFT (In−1/2)eiω

∆t
2 .La 
orre
tion temporelle s'e�e
tue don
 à l'aide du terme eiω ∆t

2 ave
 ω = 2πf .L'impédan
e 
ara
téristique de la ligne 
orrigée, notée Zcor
c , devient alors :

Zcor
c (f) =

V (f)

Icor(f)
(3.39)Seule la partie imaginaire de l'impédan
e est a�e
tée par 
ette 
orre
tion. La Figure 3.21présente les parties imaginaires de l'impédan
e sans et ave
 
orre
tion temporelle. Nous
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Fig. 3.21 � Parties imaginaires de l'impédan
e de la ligne ave
 (vert) et sans (rouge)
orre
tion.
onstatons que la partie imaginaire de l'impédan
e est beau
oup plus pro
he de 0 ave
 la
orre
tion temporelle, tout parti
ulièrement pour les fréquen
es élevées. Nous visualisonsalors les parties réelle et imaginaire de l'impédan
e 
ara
téristique de la ligne après
orre
tion (voir Figure 3.22).88



3.2. Simulation de stru
tures planaires
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Fig. 3.22 � Impédan
e 
ara
téristique de la ligne après 
orre
tion temporelle (partie réelle :
ourbe verte ; partie imaginaire : 
ourbe rouge).Remarque 3.2.1 Une autre façon de 
ompenser le dé
alage temporel entre l'intensité etla tension est d'utiliser une moyenne arithmétique temporelle dans le domaine temporel.Cette moyenne est dé�nie de la manière suivante : In ∼ In+1/2+In−1/2

2 . Ainsi, en passantdans le domaine fréquentiel à l'aide d'une transformée de Fourier, nous obtenons :
FFT (In) ∼

(

FFT (In+1/2) + FFT (In−1/2)
)

/2

=
(

FFT (In)eiω
∆t
2 + FFT (In)eiω

−∆t
2

)

/2

= FFT (In) cos
ω∆t

2
.Cette approximation est d'ordre deux en temps (cos(ω∆t

2 ) = 1 − ω2∆t2/4 + O(∆t4)) etn'est a

eptable que si ω∆t est petit.3.2.2 Analyse d'une antenne imprimée à airDans 
ette se
tion, nous déterminons le 
oe�
ien de ré�exion S11 en fon
tion dela fréquen
e ainsi que le Taux d'Onde Stationnaire (T.O.S.) d'une antenne impriméere
tangulaire à air (εr = 1) alimentée par 
onnexion dire
te à une ligne mi
ro-ruban dont lepoint de jon
tion est de
alé par rapport à l'axe de symétrie de l'antenne (voir Figure 3.23).Dans notre modèle numérique, l'antenne se trouve à 3 
ellules du plan de masse. La ligned'alimentation est dis
rétisée sur 9 
ellules de largeur. Nous utilisons don
 les pas spatiaux89



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes
L2=16 mm

L1=12,45mm

h=0,794

2,09 mm

W=2,46mm

8mm

ε=1

z
x

yFig. 3.23 � Antenne imprimée alimentée par ligne mi
ro-ruban.suivants : ∆x = ∆y = ∆z = 0.265 mm. Pour ex
iter la stru
ture, nous plaçons un dip�leéle
trique situé en début de ligne entre le plan de masse et la ligne mi
ro-ruban. Ce dip�leprésente les mêmes 
ara
téristiques que 
elui de la se
tion pré
édente. Le domaine de 
al
ulest entouré par des 
ou
hes UPML d'une épaisseur de six 
ellules.3.2.2.1 Cal
ul des paramètres de répartitionLe paramètre S que nous 
al
ulons i
i est déterminé à partir des formules présentéesdans [87℄ :
S11(f) =

FFT (Vr(t))

FFT (Vi(t))
, (3.40)où Vi(t) et Vr(t) représentent respe
tivement les tensions in
idente et ré�é
hie en fon
tiondu temps. La méthode DGTD nous permet de 
onnaître uniquement la tension totalesans faire la distin
tion entre les tensions in
idente et ré�é
hie. Pour évaluer Vi(t)indépendamment de Vr(t), deux méthodes sont généralement utilisées :� la première 
onsiste à augmenter la distan
e d entre le plan P1 situé sur la ligne(voir Figure 3.24) et l'antenne, a�n de pouvoir distinguer l'impulsion gaussienne dela tension Vi(t) de 
elle de la tension re�é
hie Vr(t).

Vr(t)

Vi(t)

d

P1

dipole

Fig. 3.24 � Antenne imprimée : variation de la distan
e d.� la deuxième méthode 
onsiste à étudier le problème en deux étapes :i) On simule une ligne in�nie ayant les mêmes 
ara
téristiques (W , h, ε...) que la90



3.2. Simulation de stru
tures planairesligne alimentant l'antenne ; on obtient ainsi la tension Vi(t) de l'onde in
idente dansle plan P1 ;ii) On simule toute la stru
ture (ligne+antenne) en 
al
ulant la tension totale Vtot(t) :la tension Vr(t) dans le plan P1 se 
al
ule don
 de la manière suivante : Vr(t) =
Vtot(t) − Vi(t), et le paramètre S s'é
rit alors :

S11(f) =
FFT (Vtot(t) − Vi(t))

FFT (Vi(t))
. (3.41)Nous avons 
hoisi d'adopter la deuxième méthode 
ar la première né
essite beau
oup depla
e mémoire et don
 de temps CPU. En e�et, il faut d'une part augmenter la distan
e

d pour pouvoir distinguer les tensions in
idente et ré�é
hie et, d'autre part, appliquer untraitement supplémentaire pour extraire 
es deux tensions de la tension totale ( 
elles-
ipouvant engendrer des erreurs numériques). La Figure 3.25 présente la 
omparaison entrenos résultats (
ourbe verte), les résultats obtenus ave
 la méthode FDTD (
ourbe bleue)et les résultats provenant du logi
iel ANSOFT HFSS basé sur une méthode harmonique(
ourbe rouge) qui nous servent de référen
e.
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Fig. 3.25 � Module du 
oe�
ient de ré�exion de l'antenne3.2.2.2 Cal
ul du taux d'onde stationnaireUne fois dé�nis l'impédan
e 
ara
téristique de la ligne mi
ro-ruban, l'impédan
e del'antenne re
tangulaire et son paramètre de répartition S11 , nous pouvons alors 
al
uler91



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantesle Taux d'Onde Stationnaire (TOS) exprimant la qualité de l'adaptation de l'antenne à laligne mi
ro-ruban. Le TOS est donné par la formule :TOS =
1 + |S11|
1 − |S11|

. (3.42)La Figure 3.26 présente les résultats que nous obtenons ave
 la méthode DG-Q1
div.

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 10  12  14  16  18  20

T
.O

.S
.

Frequence en GHz

’TOS_ANSOFT’
’TOS_DGTD’
’TOS_FDTD’

Fig. 3.26 � Taux d'onde stationnaire de l'antenne.3.2.2.3 Con
lusionsLes résultats numériques obtenus pour le pat
h à air sont très satisfaisants. En e�et, leparamètre S11 et le TOS 
al
ulés ave
 la méthode DGTD sont très pro
hes de la solutionharmonique de référen
e provenant du logi
iel ANSOFT HFSS. De plus, nous 
onstatonsque les résultats obtenus sont plus pro
hes de la solution ANSOFT HFSS que les résultatsprovenant de la méthode FDTD.
92



3.2. Simulation de stru
tures planaires3.2.3 Analyse d'une antenne imprimée ave
 diéle
triqueNous reprenons l'étude pré
édente en introduisant un substrat min
e en matériauisolant (εr = 2, 2) entre le plan de masse et l'élément rayonnant (l'antenne re
tangulairealimentée par la ligne mi
ro-ruban). Le dispositif est représenté en Figure 3.27. Les
L2=16 mm

L1=12,45mm

h=0,794

2,09 mm

W=2,46mm

8mm

z
x

y

ε=2.2

Fig. 3.27 � Antenne imprimée ave
 diéle
trique, alimentée par ligne mi
ro-ruban.
onditions de simulations sont identiques à 
elles utilisées dans la se
tion pré
édente. Nous
al
ulons alors le paramètre S11 et le taux d'onde stationnaire (T.O.S.) de l'antenne ave
la méthode DGTD.A�n de valider nos résultats, nous avons fabriqué puis mesuré l'antenne (3.27) au 
entrede Fran
e Tele
om R&D de la Turbie (06) (photos (3.28) et (3.29)).

Fig. 3.28 � Antenne fabriquéeNous 
omparons alors nos résultats ave
 
eux obtenus par la mesure pré
édente.La Figures 3.30 représente l'évolution du parmètre S11 de l'antenne en fon
tion de lafréquen
e. 93



Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes

Fig. 3.29 � Résultats des mesures
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Fig. 3.30 � Module du 
oe�
ient de ré�exion de l'antenne ave
 diéle
trique.
Nous 
onstatons que les résultats obtenus par la méthode Galerkin Dis
ontinu sontpro
hes des résultats expérimentaux. Les di�éren
es qui subsistent peuvent être en partieexpliquées par des erreurs de fabri
ation et de mesure (ex
itation de l'antenne, qualité dela 
alibration, qualité du 
ablage, environnement pro
he de l'antenne...).94



3.3. Con
lusion3.3 Con
lusionNous avons, dans 
ette partie, proposé une dis
rétisation DG-Q1
div ave
 �ux 
entrés ets
héma en temps de type "saute-mouton", appliquée aux équations de Maxwell, reformuléesdans un formalisme Unsplit PML, permettant de tapisser le bord du domaine de 
al
ul,né
essairement borné, par des matériaux absorbants parfaitement adaptés, sans 
roissan
elinéaire possible de l'énergie.Les résultas numériques obtenus pour la propagation dans le vide ou pour diversdispositifs sont très satisfaisants. Le paramètre S11 et le TOS sont pro
hes de 
eux obtenuspar des méthodes harmoniques et par la mesure.
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4Ra�nement lo
al
Sommaire4.1 Ra�nement lo
al . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.1.1 Prin
ipes du ra�nement lo
al . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.1.2 Espa
e d'approximation Q2

div . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 994.1.3 Conservation de l'énergie aux interfa
es non-
onformes . . . . . . 1014.1.4 Validation numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1054.2 Simulation de stru
tures planaires ave
 ra�nement lo
al . . . 1104.3 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111Dans 
e 
hapitre, nous présentons en détail l'appli
ation des méthodes de type GalerkinDis
ontinu au 
as parti
ulier où les éléments 
onstituent un maillage non-
onforme, au sens
lassique des éléments �nis. Dans la mesure où nous souhaitons garder une appro
he enmaillages plut�t stru
turés (pour ensuite utiliser une méthode de domaines �
tifs), nousnous intéressons à des grilles 
artésiennes par blo
s, lo
alement ra�nées de manière non-
onforme. Il n'y a au
une obje
tion à utiliser 
e genre de maillage ave
 les méthodes de typeGalerkin Dis
ontinu. Seule la stabilité du s
héma "saute-mouton" globale sera 
ontraintepar les éléments les plus petits, 
e qui n'entraîne pas d'erreurs de dispersion dans leséléments plus grands (où le nombre de Courant lo
al est faible). Dans le 
hapitre, nousprésentons les notations et la méthode dans le 
as 
artésien par blo
s, lo
alement ra�nés,et nous montrons quelques résultats numériques.
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Chapitre 4. Ra�nement lo
al4.1 Ra�nement lo
alL'un des avantages majeurs de la méthode Galerkin Dis
ontinu est le fait, de parla représentation lo
ale des in
onnues du système, qu'elle est parfaitement adaptée àl'utilisation de maillages lo
alement ra�nés de manière non-
onforme. Rappelons qu'unmaillage est dit 
onforme si l'interse
tion entre deux de ses éléments est réduite soit àl'ensemble vide, soit à un point, soit à une arête, soit à une fa
e. Nous illustrons sur laFigure 4.1 la di�éren
e entre un ra�nement 
onforme et un ra�nement non-
onforme endimension 2.
0
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0.6

0.8
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

’Grid’

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

’Grid’

maillage 
onforme maillage non-
onformeFig. 4.1 � Exemples de ra�nements 
onforme et non-
onforme en dimension 2.Ainsi, nous pouvons 
onstater que l'utilisation de 
e type de maillages en troisdimensions d'espa
e permet de réduire de manière spe
ta
ulaire la taille des problèmes,notamment pour l'étude de stru
tures 
omplexes 
omportant des détails géométriques.En e�et, une méthode 
omme la FDTD, utilisant une grille régulière, devrait dans 
e 
ass'appuyer sur un maillage 
artésien de tout l'espa
e ave
 des pas de maillages ∆x, ∆y et
∆z imposés par les détails géométriques très petits.4.1.1 Prin
ipes du ra�nement lo
alLe ra�nement lo
al que nous envisageons repose sur deux propriétés fondamentales desméthodes de type Galerkin Dis
ontinu. D'abord les maillages peuvent être non-
onformes.Ensuite, les espa
es d'approximation à l'intérieur des di�érents éléments peuvent êtredi�érents. Ainsi, 
omme le maillage peut être fortement non-
onforme (par exemple, unemaille est 10 fois plus grossière que sa voisine), il peut être judi
ieux de 
hanger aussid'espa
e d'approximation et de prendre un espa
e plus large (don
 une approximation pluspré
ise) dans la maille grossière. Dans [16℄, N. Canouet propose d'augmenter le degré desespa
es d'approximation dans les 
ellules grossières entourant la zone ra�née. Ainsi, sinous utilisons le s
héma (2.19) ave
 les espa
es d'approximation de degré 1 Q1

div présentésdans (2.5) dans la grille �ne, nous pouvons imposer, dans les 
ellules grossières entourantla grille �ne, des espa
es d'approximation de degré 2 Q2
div qui seront dé�nis par la suite(voir Figure 4.2).98



4.1. Ra�nement lo
al
Q

div
2

Q1
div

Q
div
1

Fig. 4.2 � Espa
es d'approximations utilisés par le ra�nement non-
onforme.Nous pouvons fa
ilement imaginer qu'une approximation polyn�miale dans la grillegrossière entourant la grille �ne où nous avons une approximation linéaire par mor
eaux estbeau
oup plus adaptée qu'une approximation linéaire par mor
eaux dans tout le maillage(voir Figure 4.3).
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div
Q Q1

div
2Approximation Q1

div − Q1
div Approximation Q2

div − Q1
divFig. 4.3 � Di�érentes représentations aux interfa
es non-
onformes.Cette méthode permet de diminuer les éventuelles ré�exions parasites aux interfa
esnon-
onformes. De plus, on montre qu'utiliser un espa
e d'approximation polyn�miale dedegré 2 de part et d'autre de l'interfa
e non-
onforme n'améliore pas la pré
ision des 
al
uls[16℄ (puisque les mailles dans la zone ra�née sont déjà très �nes).4.1.2 Espa
e d'approximation Q2

divSoit C le 
ube unité dé�ni par :
C = {(x, y, z) ∈ R3, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1}. 99



Chapitre 4. Ra�nement lo
alNous notons alors (Si)1≤i≤8 les sommets de 
e 
ube (voir Figure 4.4) et (Sij)1≤ij≤8 lespoints du 
ube dé�nis par Sij =
Si+ Sj

2
.
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Fig. 4.4 � Cube unité de référen
e pour l'espa
e Q2
div.On dé�nit alors les segments suivants :

a1 = [S1S4] a9 = [S1S2] a17 = [S1S5]
a2 = [S12S34] a10 = [S14S23] a18 = [S14S58]
a3 = [S2S3] a11 = [S4S3] a19 = [S4S8]
a4 = [S15S48] a12 = [S15S26] a20 = [S12S56]
a5 = [S26S37] a13 = [S14S48] a21 = [S34S78]
a6 = [S5S8] a14 = [S5S6] a22 = [S2S6]
a7 = [S56S78] a15 = [S58S67] a23 = [S23S67]
a8 = [S6S7] a16 = [S7S8] a24 = [S3S7]

(4.1)
Soit le sous-espa
e ve
toriel Q2

div de (P2)
3 dé�ni par

Q2
div = {~F = (Fx, Fy , Fz), Fx ∈ Q0,2,2, Fy ∈ Q2,0,2, Fz ∈ Q2,2,0}.Nous introduisons les vingt-quatre formes linéaires (Vi)1≤i≤24 dé�nies sur Q2

div par :
∀1 ≤ i ≤ 24, ∀~F ∈ Q2

div, Vi =

∫

ai

~F · ~eids,ave

~ei =







~ex si i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
~ey si i ∈ {9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16},
~ez si i ∈ {17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24}.Nous notons ˜∑

E l'ensemble de 
es 24 formes linéaires. L'élément �ni (C,Q2
div ,
∑

E) estunisolvant, autrement dit l'appli
ation linéaire
V : Q2

div → R24

~F 7→ (Vi(~F ))1≤i≤24100



4.1. Ra�nement lo
alest un isomorphisme. Nous dé�nissons alors les 24 fon
tions de base 
anoniques pour 
esformes linéaires (engendrant don
 l'espa
e Q2
div) suivantes :























































~ψ1(x, y, z) = (1 − 3(y + z) + 5yz + 2(y2(1 − z) + z2(1 − y))) ~ex
~ψ2(x, y, z) = 4y(1 − y)(1 − z) ~ex
~ψ3(x, y, z) = y(1 + 2y + z(2z − 2y − 1)) ~ex
~ψ4(x, y, z) = 4z(1 − y)(1 − z) ~ex
~ψ5(x, y, z) = 4yz(1 − z) ~ex
~ψ6(x, y, z) = z(−1 − 2z + y(2y − 2z − 1)) ~ex
~ψ7(x, y, z) = 4yz(1 − y) ~ex
~ψ8(x, y, z) = yz(2y + 2z − 3) ~ex

(4.2)






















































~ψ9(x, y, z) = (1 − 3(x+ z) + 5xz + 2(x2(1 − z) + z2(1 − x))) ~ey
~ψ10(x, y, z) = 4x(1 − x)(1 − z) ~ey
~ψ11(x, y, z) = x(1 + 2x+ z(2z − 2x− 1)) ~ey
~ψ12(x, y, z) = 4z(1 − x)(1 − z) ~ey
~ψ13(x, y, z) = 4xz(1 − z) ~ey
~ψ14(x, y, z) = z(−1 − 2z + x(2x− 2z − 1)) ~ey
~ψ15(x, y, z) = 4xz(1 − x) ~ey
~ψ16(x, y, z) = xz(2x+ 2z − 3) ~ez

(4.3)






















































~ψ17(x, y, z) = (1 − 3(x+ y) + 5xy + 2(x2(1 − y) + y2(1 − x))) ~ez
~ψ18(x, y, z) = 4x(1 − y)(1 − x) ~ez
~ψ19(x, y, z) = x(−1 + 2x+ y(2y − 2x− 1)) ~ez
~ψ20(x, y, z) = 4y(1 − x)(1 − y) ~ez
~ψ21(x, y, z) = 4xy(1 − y) ~ez
~ψ22(x, y, z) = y(−1 + 2y + x(2x− 2y − 1)) ~ez
~ψ23(x, y, z) = 4xy(1 − x) ~ez
~ψ24(x, y, z) = xy(2x+ 2y − 3) ~ez

(4.4)
Remarque 4.1.1 Dans 
haque 
ellule Ti, toute fon
tion appartenant à l'espa
e Q2

div està divergen
e nulle. C'est la raison pour laquelle nous avons 
hoisi la notation Q2
div.4.1.3 Conservation de l'énergie aux interfa
es non-
onformesComme nous l'avons vu dans la Se
tion 2.4.1, l'énergie dis
rète du Lemme 2.4.1 est
onservée par le s
héma Galerkin Dis
ontinu quelle que soit la représentation des in
onnuesdans 
ha
un des éléments. Ainsi, l'introdu
tion d'espa
es d'approximations Q2

div dans
ertaines 
ellules du maillage 
onforme n'in�ue pas sur la 
onservation de l'énergie (dis
rèteet semi-dis
rète), 
e qui n'ex
lut pas une in�uen
e sur les ré�exions parasites à l'interfa
e.Regardons plus pré
isément le 
as d'une interfa
e non-
onforme. Nous rappelons dansun premier temps la dé�nition du taux de ra�nement : 101



Chapitre 4. Ra�nement lo
alDé�nition 4.1.1 Le taux de ra�nement d'un élément dans une dire
tion donnée est lerapport, supposé entier, entre le pas d'espa
e de la grille grossière et le pas d'espa
e de lagrille �ne dans 
ette dire
tion.Soit un élément TI=(i,j,k) de la grille grossière de taille (∆x × ∆y × ∆z) voisin d'unélément TI+=(i+1,j,k) ra�né dans les trois dire
tions ave
 des taux de ra�nement égauxà kx en x, ky en y et kz en z. Les éléments ra�nés in
lus dans TI+ sont de dimensions
(hrx = ∆x

kx
) × (hry =

∆y

ky
) × (hrz = ∆z

kz
). Dans 
e 
as, les interfa
es non-
onformes sesituent sur la fa
e x+, notée Fx+ de l'élément TI (voir Figure 4.5). Ainsi, dans l'élément

x

y

z

hr

hr

hr
TI TI

+

x

yz

∆

∆

∆

x

y

z

Τ(α ,α ,α )
x y z

I+

Fig. 4.5 � Détails sur les interfa
es non-
onformes.
TI , l'équation sur le 
hamp éle
trique ~E du s
héma semi-dis
ret (2.11) s'é
rit :

(M ε
I

∂ ~EI

∂t
)j =

1

2

∫

TI

( ~rot~ψIj · ~HI + ~rot ~HI · ~ψIj)

−1

2

∑

k∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

∫

aik

(~ψIj × ~Hk) · ~nIk

−1

2

ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

∫ αyhry

(αy−1)hry

∫ αzhrz

(αz−1)hrz

(~ψIj × ~Hr
(1,αy ,αz)) · ~n

(1,αy ,αz)
I dzdy,

(4.5)
où ~Hr

(αx,αy,αz) représente le 
hamp magnétique dans la maille �ne T (αx,αy ,αz)
I+

, ~n(αx,αy,αz)
Ireprésente la normale unitaire orientée de TI vers T (αx,αy,αz)

I+
, et ~ψIj la jème fon
tion debase Q2

div dans l'élément TI .102



4.1. Ra�nement lo
alSur 
ha
un des éléments T (αx,αy,αz)
I+

, nous dé
omposons alors les 
hamps ~Hr
(αx,αy,αz) sur labase ve
torielle lo
ale Q1

div de dimension d1. Nous obtenons :
~Hr

(αx,αy,αz) =

d1
∑

l

H
(αx,αy,αz)
l ~ϕ

(αx,αy,αz)
l .Sur l'élément TI , nous dé
omposons les 
hamps ~HI sur la base ve
torielle lo
ale Q2

div dedimension d2 :
~HI =

d2
∑

m

HIm
~ψIm.L'équation (4.5) s'é
rit don
 :

(M ε
I

∂ ~EI

∂t
)j =

1

2

d2
∑

m=1

HIm

[
∫

TI

( ~rot~ψIj · ~ψIm + ~rot~ψIm · ~ψIj)

]

−1

2









∑

K∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

d2
∑

l=1

∫

aIK

(~ψIj × ~ψKl) · ~nIK









(4.6)
−1

2

ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

d−1
∑

l=1

H
(1,αy ,αz)
l

∫ αyhry

(αy−1)hry

∫ αzhrz

(αz−1)hrz

(~ψIj × ~ϕ
(1,αy ,αz)
l ) · ~n(1,αy ,αz)

I dzdyAinsi, l'expression (4.6) s'é
rit sous la forme matri
ielle suivante :
M ε

I

∂~EI

∂t
= RI

~HI −
∑

k∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

FIk
~Hk −

ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

F
(1,αy,αz)
I

~Hr
(1,αy ,αz), (4.7)et, de même, nous obtenons l'expression pour le 
hamp magnétique :

Mµ
I

∂~HI

∂t
= −RI

~EI +
∑

k∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

FIk
~Ek +

ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

F
(1,αy ,αz)
I

~Er
(1,αy ,αz), (4.8)où les matri
es lo
ales de masseM ε

I ,Mµ
I , de rigidité RI et de �ux FIk, ainsi que les ve
teurs

~EI , ~HI , ~Ek et ~Hk sont dé�nis dans la Se
tion 2.2.3 (page 29). En�n, les matri
es F
(αx,αy,αz)
Isont des matri
es de dimensions d1 × d2 et de terme général

(F
(αx,αy,αz)
I )j,l =

1

2

∫

x = αx

(αy − 1)hry < y < αyhry

(αz − 1)hrz < z < αzhrz

(~ψIj × ~ϕ
(αx,αy ,αz)
l ) · ~n(αx,αy ,αz)

I dzdy,et les ve
teurs ~Er
(αx,αy ,αz) et ~Hr

(αx,αy,αz) sont les ve
teurs des degrés de libertés asso
iés aux
hamps éle
trique et magnétique dans l'élément T (αx,αy,αz)
I+
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Chapitre 4. Ra�nement lo
alDans l'élément T (1,αy ,αz)
I+

, l'équation sur le 
hamp éle
trique ~E du s
héma semi-dis
ret(2.11) s'é
rit :
(M ε

(1,αy ,αz)

∂~Er
(1,αy ,αz)

∂t
)j =

1

2

∫

T
(1,αy,αz)

I+

( ~rot~ϕ
(1,αy ,αz)
j · ~Hr

(1,αy ,αz) + ~rot ~Hr
(1,αy,αz) · ~ϕ

(1,αy ,αz)
j )

− 1

2

∑

i∈(V
(1,αy,αz)

I+
\{TI})

∫

aik

(~ϕ
(1,αy ,αz)
j × ~Hr

i ) · ~ni
(1,αy ,αz)

− 1

2

∫ αyhry

(αy−1)hry

∫ αzhrz

(αz−1)hrz

(~ϕ
(1,αy ,αz)
j × ~HI) · ~nI

(1,αy ,αz),

(4.9)
V(αx,αy,αz)

I+
étant l'ensemble des éléments entourant l'élément T (αx,αy,αz)

I+
, et ~nI

(αx,αy,αz) lanormale unitaire orientée T (αx,αy ,αz)
I+

vers TI .Ainsi, ave
 le même raisonnement que pré
édemment, nous obtenons dans 
haque élément
T (1,αy ,αz)

I+
le système matri
iel suivant :



















































M ε
(1,αy ,αz)

∂~Er
(1,αy ,αz)

∂t
= R(1,αy ,αz)

~Hr
(1,αy ,αz)

−∑
i∈(V

(1,αy,αz)

I+
\{TI})

F
ryz

ik
~Hr

i −t F
(1,αy ,αz)
I

~HI ,

Mµ
(1,αy ,αz)

∂~Hr
(1,αy ,αz)

∂t
= −R(1,αy,αz)

~Er
(1,αy,αz)

+
∑

i∈(V
(1,αy,αz)

I+
\{TI})

F
ryz

ik
~Er

i +t F
(1,αy ,αz)
I

~EI .

(4.10)
Nous voulons alors 
al
uler la variation de l'énergie semi-dis
rète (voir Dé�nition 2.2.1)dans les 
ellules adja
entes à l'interfa
e non-
onforme, à savoir les 
ellules TI et T (1,αy ,αz)

I+
.Soit EI l'énergie semi-dis
rète dans la 
ellule TI . On a :

∂EI

∂t
= t ~EIMε

I

∂ ~EI

∂t
+t ~HIM

µ
I

∂ ~HI

∂t

= −
∑

k∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

∫

aik

~EI × ~Hk + ~Ek × ~HI

2
· ~nIk

−
ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

∫ αyhry

(αy−1)hry

∫ αzhrz

(αz−1)hrz

~EI × ~Hr
(1,αy ,αz) + ~Er

(1,αy ,αz) × ~HI

2
· ~n(αx,αy,αz)
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4.1. Ra�nement lo
alSoit E(1,αy ,αz)
I+

l'énergie semi-dis
rète dans la 
ellule T (1,αy ,αz)
I+

. On a :
∂E(1,αy ,αz)

I+

∂t
= t ~Er

(1,αy ,αz)M
ε
ryz

∂ ~Er
(1,αy ,αz)

∂t
+t ~Hr

(1,αy,αz)M
µ
ryz

∂ ~Hr
(1,αy ,αz)

∂t

= −
∑

k∈(V
(1,αy,αz)

I+
\{TI})

∫

aik

~Er
(1,αy ,αz) × ~HI + ~EI × ~Hr

(1,αy ,αz)

2
· ~nk

(1,αy ,αz)

−
∫ αyhry

(αy−1)hry

∫ αzhrz

(αz−1)hrz

~Er
(1,αy ,αz) × ~HI + ~EI × ~Hr

(1,αy ,αz)

2
· ~nI

(1,αy ,αz)Lorsque nous additionnons les variations d'énergies des 
ellules adja
entes aux fa
es non-
onformes, nous 
onstatons que les termes de �ux entre les mailles grossières et les mailles�nes s'annulent et nous trouvons :
∂EI

∂t
+

ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

∂E(1,αy ,αz)
I+

∂t
=

−
∑

k∈(Vi\{T
(1,αy,αz)

I+
})

∫

aik

~EI × ~Hk + ~Ek × ~HI

2
· ~nIk

−
ky
∑

αy=1

kz
∑

αz=1

∑

k∈(V
(1,αy,αz)

I+
\{TI})

∫

aik

~Er
(1,αy ,αz) × ~HI + ~EI × ~Hr

(1,αy ,αz)

2
· ~nk

(1,αy,αz)Ainsi, lorsque nous 
al
ulons l'énergie totale du système, tous les termes 
orrespondant auxinterfa
es (
onforme ou non-
onforme) du maillage s'annulent entre eux ; seuls les termes
orrespondant aux fa
es extérieures du domaine sont 
onservés. L'utilisation de maillagesnon-
onformes ne perturbe don
 pas la propriété de 
onservation de l'énergie du s
hémaGalerkin Dis
ontinu.4.1.4 Validation numérique4.1.4.1 Propogation d'un 
hamp éle
tromagnétique dans le videA�n d'évaluer les ré�exions parasites engendrées par l'usage de maillages non-
onformes, nous simulons un dip�le éle
trique dans le vide et regardons l'évolution dusignal à travers des maillages lo
alement ra�nés.Le domaine de résolution est un 
ube unité [0, 1]3 
omposé de 100×100×100 
ellules.Nous plaçons le dip�le éle
trique en 10×50×50 et nous ra�nons la zone (i = 50 : 80, j =
1 : 100, k = 1 : 100) ave
 di�érents taux de ra�nement. Nous observons alors l'évolutiondu 
hamp éle
trique au point A situé entre le dip�le et la zone ra�née en A = (45, 50, 50), etau point B situé après la zone ra�née en B = (90, 50, 50) (voir Figure 4.6). Les évolutions105



Chapitre 4. Ra�nement lo
alde Ez aux points A et B sont représentées pour 
ha
un des trois 
as sur les Figures 4.7,4.8 et 4.9.
A BDipole

x

y

z

taux de ra�nement
kx = ky = kz = 2

A BDipole

x

y

z

taux de ra�nement
kx = ky = kz = 4

Dipole BA

x

y

z

taux de ra�nement
kx = ky = kz = 8

Fig. 4.6 � Détails sur les interfa
es non-
onformes.106



4.1. Ra�nement lo
al
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Chapitre 4. Ra�nement lo
alNous 
onstatons que les solutions numériques obtenues sont très pro
hes des solutionsexa
tes données par (3.32), quel que soit le taux de ra�nement du sous-maillage lo
al :le ra�nement lo
al n'engendre pas de ré�exions parasites lorsque l'onde pénètre dans laboîte sous-maillée. De plus, les solutions numériques ne sont pas perturbées par le passagede l'onde lorsque 
elle-
i traverse la boîte sous-maillée.4.1.4.2 Coe�
ient de ré�exion d'une ligne mi
ro-ruban in�nieA�n d'évaluer le 
hamp éle
tromagnétique ré�é
hi par les zones du maillage lo
alementra�nées, nous 
al
ulons le 
oe�
ient de ré�exion (S11) et le Taux d'onde stationnaire(TOS) d'une ligne mi
ro-ruban in�nie traversant une zone sous-maillée. L'impédan
e
ara
téristique de la ligne in�nie a été 
al
ulée en se
tion (3.2.1) ave
 les paramètres desimulation présentés en (3.2.1.2).Le domaine de 
al
ul utilisé est un parallélépipède re
tangle de dimensions 13,25 mm×26,5 mm × 13,25 mm.Nous ra�nons alors le maillage dans la zone suivante :










xdebut
raf = 0 mm xfin

raf = 13, 25 mm
ydebut

raf = 10, 6 mm yfin
raf = 13, 25 mm

zdebut
raf = 0 mm zfin

raf = 13, 25 mmLa �gure (4.10) montre les di�érents maillages utilisés.
Ligne

Plan de masse

PML PML

y

z

Ligne

Plan de masse

PML PML

y

zLigne mi
ro-ruban Taux de ra�nement = 2
Ligne

Plan de masse

PML PML

z

y

Plan de masse

PML PML

y

zTaux de ra�nement = 4 Taux de ra�nement = 8Fig. 4.10 � Zones ra�néesRemarque 4.1.2 Rappelons que le 
oe�
ient de ré�exion en linéaire et le taux d'ondestationnaire de la ligne in�nie sont respe
tvement égaux à 0 et 1 (les ondes se propagent lelong de la ligne sans au
une ré�exion parasite)108



4.1. Ra�nement lo
alSur les �gures (4.11) et (4.12), nous visualisons respe
tivement le 
oe�
ient de ré�exionS11 et le taux d'onde stationnaire de la ligne in�nie traversant la zone ra�née, et 
e pourdi�érents taux de ra�nement (2,4,8).
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Chapitre 4. Ra�nement lo
alNous 
onstatons que pour les di�érents taux de ra�nement utilisés, les ré�exions duesà la zone sous-maillée sont très faibles (de l'ordre de -50 dB) et peuvent être 
onsidérées
omme négligeables.4.2 Simulation de stru
tures planaires ave
 ra�nement lo
alNous nous proposons i
i de reprendre l'étude de l'antenne plannaire présentée dansla se
tion (3.2.3) en utilisant un maillage 
onsitué d'une zone lo
alement ra�née. Celui-
i nous permet de mieux prendre en 
ompte la largeur w de la ligne d'alimentation del'antenne imprimée et la distan
e h entre le plan de masse et l'antenne (�gure (3.23)).Pour 
ela, nous plaçons l'intégralité de la ligne et de l'antenne, ainsi qu'une partie du plande masse, dans une boîte ra�née dont le taux de ra�nement dans les trois dire
tions estégal à 4 (�gure 4.13).
Antenne

Plan de masse

Ligne

Fig. 4.13 � Maillage non-
onforme utilisé pour représenter la stru
ture planaireAinsi dans la grille grossière, le pas d'espa
e dans les trois dire
tions est égal à
∆x = ∆y = ∆z = 0, 794 mm. Dans la zone ra�née, le pas d'espa
e dans les troisdire
tions est égal à ∆xr = ∆yr = ∆zr = 0, 1985 mm. Ce pas d'espa
e nous permet dereprésenter la largeur w de la ligne ave
 12 
ellules et la distan
e entre le plan de masseet l'antenne ave
 4 
ellules. Les dimensions de la boîte ra�née sont 12,704 mm × 23,82mm × 1,588 mm, et 
elles du domaine de 
al
ul 23,820 mm × 33,348 mm × 7,94 mm. Cemaillage 
omprend don
 11 640 mailles grossières et 61 440 mailles ra�nées. Un maillageuniforme équivalent né
essiterait 806 400 éléments.
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4.3. Con
lusionLa Figure 4.14 présente la 
omparaison entre nos résultats (
ourbe verte), les résultatsobtenus ave
 la méthode FDTD (
ourbe bleue) et les résultats provenant du logi
ielANSOFT HFSS basé sur une méthode harmonique (
ourbe rouge) qui nous servent deréféren
e. Nous 
onstatons que nos résultats sont très pro
hes des résultats provenant

-30

-25

-20

-15

-10

-5

 0

 10  12  14  16  18  20

S
11

 e
n 

dB

Frequence en GHz

’S11_ANSOFT’
’S11_DGTD’
’S11_FDTD’

Fig. 4.14 � Module du 
oe�
ient de ré�exion de l'antennedu logi
iel ANSOFT HFSS. De plus, nous pouvons 
onstater que 
es résultats sontmeilleurs que 
eux obtenus par la méthode Galerkin Dis
ontinu sur un maillage grossier(Figure 3.25).4.3 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons présenté l'appli
ation des méthodes de type Galerkinaux maillages hexaédriques 
onstitués de zones ra�nées de manières non-
onformes. Surde tels maillages, la méthode reste stable, peu dispersive et 
onserve l'énergie. De plus,l'utilisation de zones fortements ra�nées n'engendre que très peu de ré�exions parasitessi l'on augmente le degré d'approximation à la périphérie de la zone non-
onforme.En�n, l'étude de la stru
ture rayonnante plannaire a montré que 
ette te
hnique permetd'améliorer la qualité des résultats tout en réduisant de manière signi�
ative la taille desproblèmes à traiter.
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5Méthode des domaines �
tifs
Sommaire5.1 Introdu
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e 
hapitre la méthode des domaines �
tifs, introduites en di�éren
es�nies (ou en éléments �nis d'arêtes) que nous souhaitons 
oupler à la méthode de typeGalerkin Dis
ontinu (DGTD) présentée dans la thèse. La méthode des domaines �
tifs,
omme la méthode DGTD, s'appuie sur un maillage stru
turé. Elle 
onsiste à prendre113



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsen 
ompte la géométrie d'un objet 
ondu
teur par l'intermédiaire d'un problème deminimisation. La 
orre
tion induite est transposée dans 
e 
hapitre à la méthode de typeGalerkin Dis
ontinu. Des résultats numériques illustrent les performan
es de la méthodeproposée.
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5.1. Introdu
tion5.1 Introdu
tionL'idée de base des domaines �
tifs est de dé
oupler la géométrie du domaine physiqued'étude de 
elle du domaine de 
al
ul. Le domaine physique est alors immergé dans undomaine plus grand de forme simple appelé domaine �
tif, qui deviendra le domainede 
al
ul. Ainsi, 
ette appro
he présente l'intérêt de pouvoir mailler de façon stru
turée(souvent une grille 
artésienne) le domaine de 
al
ul tout en gardant une 
ertaine pré
isionsur la géométrie du domaine physique étudié. La prise en 
ompte des frontières immergéesdans le domaine de 
al
ul peut se regrouper en deux types d'appro
hes qui se distinguentpar la dimension de l'espa
e dans lequel est appro
hée l'interfa
e immergée :� soit l'interfa
e appro
hée est de même dimension que l'interfa
e réelle (une 
ourbeen 2D, une surfa
e en 3D) ; on parlera d'interfa
e appro
hée �ne.� soit l'interfa
e appro
hée est élargie par rapport à l'interfa
e immergée réelle (unesurfa
e en 2D, un volume en 3D) ; on parlera alors d'interfa
e appro
hée di�use.La première méthode de domaine �
tif, de type interfa
e �ne, a été introduite audébut des années soixante par V.K. Saul'ev [79℄. Le prin
ipe était de modi�er lo
alementle maillage 
artésien du domaine �
tif a�n de prendre en 
ompte la géométrie du domaineimmergé, et de pénaliser le 
oe�
ient de di�usion sur le domaine �
tif extérieur. Cetteappro
he a été reprise et approfondie par Kop�
enov [54, 55℄ et Mar
huk [60℄. Cependant,l'intérêt d'un maillage lo
alement adapté est dis
utable, étant donnée la perte de lastru
ture 
artésienne globale et le 
oût de la modi�
ation lo
ale.Parmi les appro
hes de type interfa
e �ne, nous pouvons aussi 
iter plusieurs autresméthodes.1. Prin
ipalement en mé
anique des �uides, des te
hniques de pénalisation ont étéétudiées et développées pour imposer des 
onditions de type Diri
hlet sur la frontièreimmergée [3, 4, 52℄. Le but de 
es appro
hes de pénalisation est de 
onserver le maillage
artésien du domaine de 
al
ul et de résoudre dans 
elui-
i un système d'EDP similaireau système originel posé sur le domaine physique. La géométrie de l'objet immergé estgénéralement appro
hée par un ensemble de fa
es de mailles. Ces méthodes sont alorssouvent 
ombinées à des algorithmes de ra�nement lo
al multi-niveaux de maillage pourappro
her lo
alement et de façon pré
ise la frontière immergée [52℄.2. La méthode d'interfa
e immergée (IIM), ou "Immersed Interfa
e Method", a étéintroduite par Leveque et Li [58℄. Le prin
ipe général de la méthode 
onsiste à dis
rétiserle domaine de 
al
ul à l'aide d'une grille 
artésienne et à répartir les n÷uds du maillageen deux familles selon leur position par rapport à l'interfa
e du domaine immergé : lesn÷uds "réguliers", dont le sten
il de dis
rétisation 
entré en 
es points ne fait intervenirque des points situés d'un même 
�té de l'interfa
e, et les n÷uds "irréguliers", dont lesten
il de dis
rétisation 
entré en 
es points est 
omposé de points situés de part et d'autrede l'interfa
e. Ainsi, un s
héma aux di�éren
es �nies 
entrées standard est appliqué auxn÷uds "réguliers", et un s
héma aux di�éren
es �nies modi�é est utilisé pour les n÷uds"irréguliers". Cette méthode présente l'avantage d'utiliser une unique grille 
artésiennepour résoudre le problème sur le domaine �
tif. Pour plus de détails sur 
e type deméthodes, une synthèse est proposée dans [59℄. 115



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs3. Une des appro
hes de type domaine �
tif parmi les plus 
onnues est l'appro
heave
 multipli
ateurs de Lagrange introduite par R. Glowinski et al. [37, 85, 38, 35, 36℄.A�n de 
onserver le maillage 
artésien du domaine �
tif et de prendre en 
ompte defaçon adaptée la géométrie de l'interfa
e immergée, un deuxième maillage est 
onsidéré.Ce maillage, sur lequel les multipli
ateurs de Lagrange sont dé�nis, suit la géométrie del'obsta
le. L'idée d'imposer des 
onditions aux limites au moyen de multipli
ateurs deLagrange est assez an
ienne [7℄. La nouveauté de l'appro
he de Glowinski et al. est depouvoir dé
oupler la position des n÷uds de dis
rétisation du maillage surfa
ique de 
elledu maillage volumique. Après dis
rétisation (par éléments �nis en général), l'appro
he ave
multipli
ateurs de Lagrange 
onduit à la résolution d'un problème de "point-selle" où les
onditions aux limites sont imposées sous forme faible à l'aide d'une 
ontrainte sur la surfa
ede l'objet 
onsidéré. Les méthodes de domaines �
tifs ave
 multipli
ateurs de Lagrange ontété appliquées dans de nombreux problèmes (de type elliptiques, Stokes, Navier-Stokes,Maxwell) ave
 des 
onditions de type Diri
hlet ou Neumann. Dans le 
adre de 
ette thèse,
'est 
ette appro
he que nous allons utiliser et développer dans les se
tions suivantes pourtraiter des problèmes de propagations d'ondes éle
tromagnétiques en présen
e d'objetsparfaitement 
ondu
teurs.Nous énonçons maintenant les prin
ipales méthodes de domaines �
tifs ave
 uneappro
he de type interfa
e di�use :1. La méthode de la frontière immergée (IBM), ou "Immersed boundary method" a étéintroduite par Peskin en 1972 [68℄ pour modéliser les é
oulements sanguins dans le 
orpshumain. Depuis, 
ette méthode a été appliquée à de nombreux problèmes d'intera
tion�uide/stru
ture, notamment en biophysique. L'intera
tion entre le �uide et la stru
ture semodélise par un terme faisant intervenir une fon
tion de Dira
 sur la frontière immergée. Auniveau numérique, deux maillages 
oexistent de façon indépendante : un maillage volumique
artésien du domaine de 
al
ul et un maillage surfa
ique pour la frontière immergée.La présen
e de la frontière dans le domaine de 
al
ul est simulée par un terme sour
evolumique, sans modi�er la grille de 
al
ul. En e�et, les termes sour
es singuliers (de typeDira
) portés par l'interfa
e immergée sont distribués sur les points voisins de la grillevolumique de 
al
ul à l'aide d'une fon
tion de Dira
 dis
rète régulière.2. La méthode de la frontière élargie, ou "Fat boundary method", a été développéepour des problèmes de Diri
hlet [61, 12℄. Cette appro
he a pour but de tirer pro�t del'appro
he domaines �
tifs en utilisant un maillage 
artésien pour 
al
uler la solutiondu problème �
tif tout en introduisant un maillage volumique lo
al adapté autour de lafrontière immergée a�n de 
onserver une pré
ision su�sante de la solution au voisinage dela frontière immergée. Le problème originel est alors rempla
é par deux sous-problèmes :un problème lo
al au voisinage de la frontière immergée, et un problème global résolu surla grille 
artésienne. Ces deux sous-problèmes sont reliés par une interpolation du maillage
artésien sur le maillage adapté et par l'introdu
tion dans le domaine de 
al
ul d'un sautporté par la frontière immergée de la dérivée normale du maillage adapté. Un pro
essus depoint �xe permet de résoudre les deux sous-problèmes.116



5.2. Présentation de la méthode des domaines �
tifs5.2 Présentation de la méthode des domaines �
tifs5.2.1 Prin
ipe de la méthodeLe problème initial est posé dans un domaine Ω de Rn, n = 1, 2 ou 3, borné par unefrontière extérieure Γext et 
ontenant un obsta
le Ωi de frontière Γ, sur lequel est posé une
ondition au limite de type Diri
hlet. La 
ondition aux limites sur Γext n'a pas d'importan
edans le 
adre de 
ette étude. Le problème elliptique type à résoudre s'é
rit alors : trouver
u dans un espa
e V tel que

{

Au = f dans Ω,
u = g sur Γ,où f et g sont deux fon
tions données dé�nies respe
tivement dans Ω et Γ, et A est unopérateur di�érentiel en espa
e ou en espa
e-temps, par exemple :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A = −∆ dans le 
as stationnaire,
A =

∂2

∂t2
− c2∆ dans le domaine temporel, (5.1)Le prin
ipe de la méthode des domaines �
tifs 
onsiste à prolonger l'équation Au = f ,véri�ée initialement dans le domaine Ω, à l'intérieur de l'obsta
le Ωi. L'équation est alorsvéri�ée dans le domaine C = Ω∪Ωi. Une 
ondition aux limites est alors prise en 
ompte defaçon faible sur Γ, en introduisant une nouvelle in
onnue λ, un multipli
ateur de Lagrangesur Γ (voir Figure 5.1).D'un point de vue numérique, le domaine C = Ω ∪ Ωi est ainsi dis
rétisé par un maillage

Ω Au = f

Ω
Γ

u|Γ
=g

Γext

i

−→

Au = f

λ
Γ

Γext

C=ΩUΩ i

Au = f

Problème initial Problème �nalFig. 5.1 � Prin
ipe des domaines �
tifs.stru
turé d'éléments 
ubiques (en dimension 3) sans prendre en 
ompte l'obsta
le Ωi. Unmaillage surfa
ique de l'interfa
e Γ de l'obsta
le Ωi est alors introduit pour dis
rétiser lanouvelle in
onnue λ dé�nie sur Γ (voir Figure 5.2). L'intera
tion des fon
tions de basedes éléments �nis portées par les maillages surfa
ique et volumique fournit une matri
ere
tangulaire qui 
ouple les approximations uh et λh des in
onnues u et λ. 117
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maillage volumique maillage surfa
ique maillage domaines �
tifsFig. 5.2 � Maillage domaines �
tifs.5.2.2 Des
ription de la méthode sur un problème de di�ra
tion d'ondeA�n de dé
rire la méthode des domaines �
tifs, nous 
onsidérons un problème dedi�ra
tion d'une onde éle
tromagnétique par un obsta
le métallique (dans le domainetemporel). Ce 
as est traité par F. Collino et P. Joly dans [23℄. Nous reprenons i
i lesnotations de la se
tion pré
édente. L'évolution de l'onde est gouvernée par l'équation desondes posée dans le domaine Ω, 
omplémentaire de l'obsta
le Ωi dans le domaine de 
al
ul
C = Ω ∪ Ωi, ave
 des 
onditions aux limites de type Diri
hlet sur Γ et Γext :































∂2u

∂t2
− ∆u = 0 dans Ω

u = 0 sur Γ

u = 0 sur Γext

(5.2)auquel il faut rajouter les 
onditions initiales :
u(t = 0) = u0,

∂u

∂t
= u1. (5.3)Comme nous venons de le voir, l'idée de la méthode 
onsiste à étendre la solution u dansun domaine élargi C = Ω ∪ Ωi de telle sorte qu'elle véri�e l'équation ∂2u

∂t2
− ∆u = 0 dans

C sous la 
ontrainte u|Γ = 0. Plus pré
isément, nous re
her
hons u dans l'espa
e Ṽ dé�nipar :
Ṽ = {v ∈ H1(C); v = 0 sur Γ}. (5.4)La 
ondition de régularité implique la 
ontinuité de la tra
e de u à travers la frontière Γ.Une nouvelle in
onnue λ est alors introduite et dé�nie sur la frontière Γ de l'obsta
le Ωi.Le problème initial (5.2) est alors rempla
é par le problème variationnel suivant :Trouver (u, λ) ∈ Ṽ ×H−1/2(Γ) tel que :







∂2

∂t2
(u, v) + aC(u, v) + bΓ(v, λ) = 0 ∀v ∈ H1

0 (C),

bΓ(u, µ) = 0 ∀µ ∈ H−1/2(Γ),

(5.5)118



5.2. Présentation de la méthode des domaines �
tifsoù nous notons (., .) le produit s
alaire L2 usuel dé�ni par
(u, v) =

∫

C
u vet aC(u, v) la forme bilinéaire, 
ontinue et 
oer
ive dans H1

0 (C), dé�nie par :
aC(u, v) =

∫

C

~∇v · ~∇uLa forme bilinéaire bΓ(µ, u) dénote le produit de dualité entre H−1/2(Γ) et H1/2(Γ) et estégal à
bΓ(u, µ) =

∫

Γ
uµ dγSans les produits de dualité bΓ, l'équation (5.5) revient à la formulation 
orrespondant àla propagation de l'onde dans C en l'absen
e d'obsta
le. C'est le terme bΓ qui prend en
ompte le 
ouplage ave
 l'obsta
le, le seul à re
al
uler si l'obsta
le 
hange de géométrie.5.2.3 Interprétation de la méthode des domaines �
tifsNous pouvons interpréter la méthode des domaines �
tifs pour le problème modèlede l'équation des ondes de plusieurs façons. La première, formulée dans [37℄, 
onsiste à
onsidérer le problème des domaines �
tifs 
omme la résolution d'un problème de pointselle. La se
onde revient à établir une analogie ave
 la théorie des équations intégrales pourles problèmes de di�ra
tion [10℄.5.2.3.1 Problème de minimisationNous 
onsidérons la formulation faible de l'équation des ondes (5.2) :

{ Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que

a(u, v) = (F, v) , ∀v ∈ H1
0 (Ω),

(5.6)où nous notons en
ore (., .) le produit s
alaire L2 dé�ni par (F, v) =
∫

Ω Fv. Nous avonsposé F =
∂2u

∂t2
en 
onsidérant le temps 
omme un paramètre et a(u, v) désigne la formebilinéaire, 
ontinue, 
oer
ive et symétrique dans H1

0 (C), dé�nie par
a(u, v) =

∫

Ω

~∇v · ~∇u.Nous rappelons alors le théorème de Lax-Milgram.Théorème 5.2.1 Soient H un espa
e de Hilbert muni de son produit s
alaire noté (., .),
L une forme linéaire 
ontinue sur H et a(., .) une forme bilinéaire qui est� 
ontinue, i.e. ∃c > 0| ∀(u, v) ∈ H2, |a(u, v)| ≤ c||u||||v||� 
oer
ive, i.e. ∃α > 0| ∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α||u||2. 119



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsAlors le problème "Trouver u ∈ H| ∀v ∈ H, a(u, v) = L(v)" est bien posé :� ∃!u ∈ H, ∀v ∈ H, a(u, v) = L(v) ;� ‖u‖H ≤ ‖L‖H′/α.De plus, a étant symétrique, u est l'unique élément de H qui minimise la fon
tionnelle
J : H → R dé�nie par :

J(v) =
1

2
a(v, v) − Lv.Ainsi, selon le théorème de Lax-Milgram, le problème (5.6) est bien posé et sa solution estaussi la solution du problème de minimisation

{ ∀v ∈ H1
0 (Ω), J(u) ≤ J(v),

J(v) =
1

2
a(v, v) − (F, v).

(5.7)Nous étendons alors l'onde u dans le domaine élargi C = Ω ∪ Ωi. Le problème deminimisation pré
édent est alors rempla
é par le problème de minimisation sous 
ontrainte :Trouver u ∈ Ṽ tel que


∀v ∈ Ṽ , J(u) ≤ J(v),

J(v) =
1

2

∫

C
|∇v|2dx−

∫

C
Fv dx.

(5.8)Alors, il existe un multipli
ateur de Lagrange λ dé�ni dans H−1/2(Γ) tel que le 
ouple
(u, λ) soit point selle du lagrangien

L(v, µ) = J(v) +

∫

Γ
vµdγ.En é
rivant que la dérivée du Lagrangien par rapport à 
haque variable est nulle, on obtientle système suivant :











∀v ∈ H1
0 (C),

∫

C

~∇u · ~∇vdx+

∫

Γ
vλdγ =

∫

C
Fv dx

∀µ ∈ H−1/2(Γ),

∫

Γ
uµ dγ = 0,

(5.9)En é
rivant F = −∂
2u

∂t2
, nous retrouvons alors exa
tement la formulation domaines �
tifs(5.5) de l'équation des ondes.5.2.3.2 Analogie ave
 les méthodes d'équations intégralesNous repartons de notre problème de di�ra
tion modèle (5.2). Soit ~n le ve
teur unitairenormal à la frontière Γ de l'obsta
le dirigé vers l'extérieur, de Ωi vers Ω. Nous étendonsalors la solution u de (5.2) dans le domaine élargi C = Ω∪Ωi. La formulation variationnellede (5.2) sur le domaine C s'é
rit alors pour toute onde test v de H1(C) :

∫

C

∂2u

∂t2
vdx−

∫

C
∆u vdx = 0.120



5.2. Présentation de la méthode des domaines �
tifsLe domaine d'intégration de l'intégrale 
omportant le lapla
ien est séparé en deux parties,le domaine extérieur Ω et le domaine intérieur Ωi. Nous obtenons alors :
∫

C
∆u vdx =

∫

Ω
∆u vdx+

∫

Ωi

∆u vdx.Les deux intégrales sont alors intégrées par partie en utilisant la formule de Green :


























∫

Ω
∆u vdx = −

∫

Ω

~∇u · ~∇vdx−
∫

Γ

(

∂u

∂n

)ext

· vdγ

∫

Ωi

∆u vdx = −
∫

Ωi

~∇u · ~∇vdx+

∫

Γ

(

∂u

∂n

)int

· vdγL'onde test v ∈ H1(C) étant 
ontinue à la traversée de la frontière Γ, nous pouvons sommer
es deux intégrales :
∫

C
∆u vdx = −

∫

Ω

~∇u · ~∇vdx−
∫

Γ

[

∂u

∂n

]

Γ

· vdγ,où nous dé�nissons le saut de la dérivée normale de u par :
[

∂u

∂n

]

Γ

=

(

∂u

∂n

)ext

−
(

∂u

∂n

)int

.Si l'on introduit une nouvelle in
onnue λ ∈ H−1/2(Γ) dé�nie par λ =
[

∂u
∂n

]

Γ
, on peut�nalement ré
rire le problème au sens des distributions :

∫

C
∆u vdx = −

∫

Ω

~∇u · ~∇v dx−
∫

Γ
λv dγ.Jusqu'i
i, la démar
he est analogue à 
elle des équations intégrales. Les deux méthodesdi�èrent au niveau de la prise en 
ompte de la 
ondition aux limites :� dans la méthode des équations intégrales, on suppose la solution fondamentale G
onnue (
e qui est le 
as sur notre problème modèle posé en milieu homogène maisqui n'est en général pas le 
as pour un milieu plus 
omplexe), 
e qui permet d'avoirune représentation intégrale de la solution u du problème au sens des distributionsen fon
tion du potentiel λ (i
i une représentation simple 
ou
he) : u = G ⋆x,t λ. Onexprime alors la 
ondition aux limites, i
i en prenant la tra
e sur la frontière Γ del'expression pré
édente et on obtient l'équation intégrale posée sur Γ.� dans la méthode des domaines �
tifs, on garde u et λ 
omme in
onnues et on
onsidère la 
ondition aux limites 
omme une 
ontrainte. Ainsi, la nullité de latra
e de l'onde u sur la frontière Γ peut s'é
rire sous la forme variationnelle

∀µ ∈ H−1/2(Γ), ∫Γ uµdγ = 0 et nous retrouvons la se
onde équation du problèmemodèle des domaines �
tifs (5.5). Finalement, la nouvelle in
onnue λ introduites'interprète 
omme le saut de la 
omposante normale de l'onde à travers la surfa
e Γde l'obsta
le, autrement dit l'in
onnue naturelle utilisée dans les équations intégralespour l'équation des ondes. 121



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs5.2.4 Existen
e-uni
ité de la solution de la méthode des domaines �
tifsNous voulons i
i rappeler les résultats d'existen
e et d'uni
ité de la solution duproblème modèle de di�ra
tion d'une onde éle
tromagnétique par un obsta
le formuléave
 la méthode des domaines �
tifs (5.5). Comme nous l'avons vu, la forme bilinéaire aétant symétrique et 
oer
ive, le problème (5.5) est équivalent à la re
her
he du point selledans H1
0 (C) ×H−1/2(Γ) du lagrangien suivant :

L(v, µ) =
1

2
a(v, v) + bΓ(v, µ) +

∂2

∂t2
(u, v). (5.10)Introduisons dans un premier temps quelques notations. Soit B l'opérateur linéaire 
ontinude H1

0 (C) dans H1/2(Γ) asso
ié à la forme bilinéaire b et dé�ni par :
∀u ∈ H1

0 (C), ∀µ ∈ H−1/2(Γ), bΓ(u, µ) =< Bu, µ >H1/2(Γ),H−1/2(Γ) . (5.11)Nous notons alors ker(B) le noyau de l'opérateur B :
ker(B) = {v ∈ H1

0 (C)| ∀µ ∈ H−1/2(Γ), bΓ(v, µ) = 0}.Nous avons alors le théorème de Babu�ska-Brezzi suivant pour démontrer l'existen
e etl'uni
ité de la solution du problème (5.5) :Théorème 5.2.2 Le problème de point selle (5.5) admet une solution unique sous leshypothèses suivantes :
(i) la forme bilinéaire a est 
oer
ive sur ker(B) :

∃α > 0,∀u ∈ ker(B), a(u, u) ≥ α||u||2 (5.12)
(ii) la forme bilinéaire b véri�e la 
ondition inf-sup :

∃β > 0, inf
µ∈H−1/2(Γ)

sup
v∈H1

0 (C)

bΓ(v, µ)

||v||H1(C)||µ||H−1/2(Γ)

≥ β (5.13)On véri�e que les formes bilinéaires a et b véri�ent bien les hypothèses du théorèmede Babu�ska-Brezzi. L'inégalité de Poin
aré permet de démontrer l'hypothèse (i). Pourla preuve de (ii), on réexprime la 
ondition inf-sup (5.13) en :
∃β ≥ 0 | ∀(µ, v) ∈ H−1/2(Γ) ×H1/2(Γ), ∃z ∈ H1

0 (C) | bΓ(z, µ)

||z||H1(C)
≥ β

b(v, µ)

||v||H1/2(Γ)

. (5.14)Pour montrer que la relation (5.14) est véri�ée, 
onsidérons µ ∈ H−1/2(Γ), v ∈ H1/2(Γ) etle problème suivant :
{

−∆v1 + v1 = 0 dansΩi,
v1 = v surΓ. (5.15)Ce problème admet une solution unique v1 ∈ H1(Ωi), qui véri�e de plus ‖v1‖H1(Ωi) ≤

β(Ωi) ||v||H1/2(Γ), où β(Ωi) > 0 est une 
onstante qui ne dépend que de Ωi. Par ailleurs,122



5.2. Présentation de la méthode des domaines �
tifspuisque v1 ∈ H1(Ωi), le théorème de prolongement 
ontinu [65℄ nous permet de 
onstruireune fon
tion v2 ∈ H1
0 (C) telle que v1 = v2 sur Γ, et de plus, v2 véri�e ||v2||H1(C) ≤

β′(Ωi, C)||v1||H1(Ωi), où β′(Ωi, C) > 0 est une 
onstante qui ne dépend que de Ωi et C. Onen déduit :
bΓ(v2, µ)

||v2||H1(C)
=

bΓ(v, µ)

||v2||H1(C)
≥ bΓ(v, µ)

β′(Ωi, C)||v1||H1(Ωi)
≥ bΓ(v, µ)

β′(Ωi, C)β(Ωi) ||v||H1/2(Γ)

.Don
, pour tout 
ouple µ ∈ H−1/2(Γ), v ∈ H1/2(Γ), on a 
onstruit un z = v2 dans
H1

0 (C) tel que la relation (5.14) est véri�ée pour la 
onstante β = 1
β(Ωi)β′(Ωi,C) , qui estindépendante de µ et v. Ainsi, la 
ondition inf-sup (5.13) est satisfaite, et par 
onséquent,le problème (5.5) admet une solution unique (u, λ) ∈ H1

0 (C) ×H−1/2(Γ).5.2.5 Conservation de l'énergieUne propriété remarquable de la formulation en domaines �
tifs du problème modèle(5.5) est la 
onservation d'une énergie.Dé�nition 5.2.1 L'énergie est dé�nie par E(t) =
1

2
||∂u(t)

∂t
||2C +

1

2
a(u(t), u(t)).Nous avons alors la propriété suivante :Proposition 5.2.1 L'énergie dé�nie par (5.2.1) est 
onservée, i.e. dE
dt

(t) = 0.Preuve 5.2.1 La dérivée temporelle de l'énergie dé�nie par (5.2.1) est égale à :
dE
dt

(t) =

(

∂2u(t)

∂t2
,
∂u(t)

∂t

)

+ a

(

u(t),
∂u(t)

∂t

)

.La formulation variationnelle de l'équation d'évolution du se
ond ordre en temps (5.5) est :
∀v ∈ H1

0 ,

(

∂2u(t)

∂t2
, v

)

+ a(u(t), v) + b(v, λ(t)) = 0.Si u est solution de (5.5), alors sa dérivée en temps est aussi dans H1
0 , et nous pouvonsprendre 
omme fon
tion test v =

∂u(t)

∂t
∈ H1

0 dans l'équation pré
édente :
(

∂2u(t)

∂t2
,
∂u(t)

∂t

)

+ a(u(t),
∂u(t)

∂t
) + b(

∂u(t)

∂t
, λ(t)) = 0,soit don


dE
dt

(t) = −b(∂u(t)
∂t

, λ(t)) = − d

dt
b(u(t), λ(t)) + b(u(t),

∂

∂t
λ(t)) = 0puisqu'on a aussi b(u(t), µ) = 0 ∀µ ∈ H−1/2(Γ). On a don
 bien 
onservation de l'énergie.123



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs5.2.6 Semi-dis
rétisation en espa
e et 
onvergen
eNous présentons i
i une une dis
rétisation spatiale de type éléments �nis du problème(5.5). Nous rappellerons alors les résultats de 
onvergen
e de 
e type de problème.Soient Xh et Wh′ deux sous espa
es de dimensions �nies de H1
0 (C) et H−1/2(Γ). Cesdeux espa
es peuvent être 
hoisis indépendamment l'un de l'autre. En e�et, 
omme nousl'avons vu sur la Figure 5.2, Xh peut être une espa
e d'éléments �nis P1 ou Q1 basé surune grille volumique 
artésienne pour partitionner le domaine C. Par 
ontre, l'espa
e Wh′est dire
tement lié à la géométrie de la surfa
e de l'obsta
le Γ et est basé en général surun maillage triangulaire de la surfa
e. Le problème (5.5) est appro
hé par :Trouver (uh, λh′) ∈ Xh ×Wh′ tels que







∂2

∂t2
(uh, vh) + aC(uh, vh) + bΓ(vh, λh′) = 0 ∀vh ∈ Xh

bΓ(uh, µh′) = 0 ∀µh′ ∈Wh′

(5.16)Comme pour le problème 
ontinu, le problème appro
hé assure la 
onservation d'uneénergie semi-dis
rète Eh dé�nie par : Eh =
1

2
||∂uh

∂t
||2 +

1

2
aC(uh, vh). De plus, en supposantque les espa
es Xh et Wh′ véri�ent la 
ondition inf-sup dis
rète :

∃βh > 0, inf
µh′∈Wh′

sup
vh∈Xh

bΓ(vh, µh′)

||vh||Xh
||µh′ ||Wh′

≥ βh, (5.17)alors le problème appro
hé (5.16) est bien posé.La 
onvergen
e de la méthode est liée à l'obtention d'une 
ondition inf-sup uniforme (i.e.quand les tailles h et h′ des éléments des familles de maillages � supports des espa
es Xhet Wh′ � tendent vers 0) dé�nie par :
∃β > 0 indépendant de h, inf

µh′∈Wh′

sup
vh∈Xh

bΓ(vh, µh′)

||vh||Xh
||µh′ ||Wh′

≥ β. (5.18)Une 
ondition su�sante permettant de véri�er la 
ondition inf-sup uniforme est une relationde 
ompatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfa
ique. En notant h le pasd'espa
e de la grille 
artésienne, et h′ la taille du plus petit élément du maillage surfa
ique,la relation de 
ompatibilité des deux maillages s'é
rit :
h′ ≥ αh, (5.19)où α est une 
onstante. Cette 
ondition su�sante (5.19) a été démontrée pour 
e 
hoixd'espa
e de deux manières di�érentes, d'une part par Girault et Glowinski [85℄ et, d'autrepart, par Babu�ska [7℄ :� la démonstration de V. Girault et R. Glowinski utilise un opérateur d'interpolationintroduit par P. Clément [19℄ dont l'existen
e se base sur un 
ertain nombred'hypothèses sur les espa
es d'approximation di�
ilement généralisable. Cependant,124



5.3. Méthode des domaines �
tifs pour Maxwell temporel
ette te
hnique présente l'avantage de fournir une valeur de la 
onstante α. Ainsi,lorsque le plus petit élément du maillage surfa
ique est au moins trois fois supérieurau pas d'espa
e du maillage volumique, la 
ondition inf-sup uniforme (5.18) estvéri�ée ;� la démonstration de I. Babu�ska présente l'avantage d'être plus générale mais nepermet pas de fournir pas une valeur de α.Numériquement, on 
onstate que l'on peut diminuer le rapport entre les deux maillagesjusqu'à un α légèrement supérieur à un. Cette 
ondition reste tout de même très
ontraignante dans le 
as d'obsta
les dont la géométrie est trop irrégulière. En e�et, si
h′ est petit, alors h (pas d'espa
e du maillage volumique) doit être plus petit que h′, 
e
iimpliquant des tailles mémoires de problèmes tridimensionnels très importantes.5.3 Méthode des domaines �
tifs pour Maxwell temporel5.3.1 Choix des espa
es fon
tionnelsOn rappelle i
i les espa
es fon
tionnels utilisés dans le 
adre de la résolution deséquations de Maxwell d'ordre 1 dans le domaine temporel par la méthode des domaines�
tifs dont une étude détaillée est présentée dans [74℄.Soit Ω un ouvert de R3, de frontière Γ bornée et su�samment régulière. On désignerapar la suite ‖~v‖ la norme dans L2(Ω)3 d'un élément ~v ∈ L2(Ω)3, et par (~u,~v) le produits
alaire de deux éléments ~u et ~v dans 
es espa
es. On introduit alors les espa
es fon
tionnelssuivants :� l'espa
e H(div,Ω) := {~v ∈ L2(Ω)3,div~v ∈ L2(Ω)3}, espa
e de Hilbert pour lanorme : ‖~v‖H(div,Ω) = (‖~v‖2 + ‖div~v‖2)1/2. Cet espa
e est l'espa
e naturel pourle 
hamp magnétique. On note H0(div,Ω) la fermeture de D(Ω)3 dans l'espa
e

H(div,Ω).� l'espa
e H( ~rot,Ω) := {~v ∈ L2(Ω)3, ~rot~v ∈ L2(Ω)3}, espa
e de Hilbert pour lanorme : ‖~v‖H( ~rot,Ω) = (‖~v‖2 + ‖ ~rot~v‖2)1/2. Cet espa
e est l'espa
e naturel pour le
hamp éle
trique. On note H0( ~rot,Ω) la fermeture de D(Ω)3 dans l'espa
e H( ~rot,Ω).On veut alors donner un sens mathématique aux 
omposantes tangentielles d'un 
hampéle
trique sur une surfa
e en rappelant les théorèmes de tra
e démontrés dans [74℄. Les
omposantes tangentielles d'un 
hamp éle
trique de H( ~rot,Ω) sont dé�nies par :Théorème 5.3.1 (Théorème de tra
es pour H( ~rot,Ω))Soit Ω un ouvert borné R3 de frontière Γ bornée et lips
hitzienne. Alors :
(i) l'espa
e D(Ω̄)3 est dense dans H( ~rot,Ω) ;

(ii) l'appli
ation tra
e γτ : ~E ∈ D(Ω̄)3 7→ ~E×~n|Γ s'étend par 
ontinuité en une appli
ationlinéaire 
ontinue (en
ore notée γτ ) de H( ~rot,Ω) dans H−1/2(Γ)3. 125



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsOn introduit alors les résultats de tra
e donnés par Kern dans [63℄ nous permettantde dé�nir la tra
e tangentielle γt
~E d'un 
hamp éle
trique de H( ~rot,Ω) sur une frontièrebornée Γ assez régulière. Pour 
ela, on introduit les deux espa
es suivants :

{

H−1/2(divΓ,Γ) := {~µ ∈ H−1/2(Γ)2,divΓ ~µ ∈ H−1/2(Γ)2},
H−1/2( ~rotΓ,Γ) := {~µ ∈ H−1/2(Γ)2, ~rotΓ ~µ ∈ H−1/2(Γ)2},qui sont des espa
es de Hilbert pour les normes respe
tives :

{ ‖~µ‖divΓ,Γ = (||~µ||2
− 1

2
,Γ

+ ‖div ~µ‖2
− 1

2
,Γ

)1/2,

‖~µ‖ ~rotΓ,Γ = (||~µ||2
− 1

2
,Γ

+ ‖ ~rot ~µ‖2
− 1

2
,Γ

)1/2.On a alors le théorème de tra
e suivant :Théorème 5.3.2 (i) les espa
es H−1/2(divΓ,Γ) et H−1/2( ~rotΓ,Γ) sont duaux l'un del'autre ;
(ii) l'appli
ation tra
e γτ : ~E ∈ D(Ω̄)3 7→ ~E×~n|Γ s'étend par 
ontinuité en une appli
ationlinéaire 
ontinue surje
tive (en
ore notée γτ ) de H( ~rot,Ω) dans H−1/2(divΓ,Γ)3 ;

(iii) l'appli
ation tra
e tangentielle γt : ~E ∈ D(Ω̄)3 7→ ( ~E×~n)×~n|Γ s'étend par 
ontinuitéen une appli
ation linéaire 
ontinue surje
tive (en
ore notée γt) de H( ~rot,Ω) dans
H−1/2( ~rotΓ,Γ)3.En�n, pour pouvoir dé�nir la tra
e tangentielle de part et d'autre d'une surfa
e Γ, on a lelemme suivant :Lemme 5.3.1 Soit O un ouvert de R3 de frontière su�samment régulière Σ, ave
 (O1,O2)une partition de O telle que Σ = ∂O1∩∂O2. Un 
hamp ~E de L2(O)3 est dans H( ~rot,O) si etseulement si ses restri
tions ~Ej = ~E|Oj pour j = 1, 2 sont respe
tivement dans H( ~rot,Oj)pour j = 1, 2 et si

( ~E1 × ~n) × ~n|Σ = (~E2 × ~n) × ~n|Σ.Ainsi, on peut dé�nir pour un 
hamp éle
trique ~E de H( ~rot,R3), autrement dit dé�nià l'intérieur et à l'extérieur de Ω, la tra
e tangentielle γt
~E sur la surfa
e Γ = ∂Ω en posant

γt
~E = (~EΩ × ~n) × ~n|Γ = (~EcΩ̄ × ~n) × ~n|Γ.On peut alors dé�nir la forme bilinéaire b par :

b : H( ~rot,R3) ×H−1/2(divΓ,Γ) → R

( ~E,~j) 7→ < γt
~E,~j >H−1/2( ~rotΓ,Γ),H−1/2(divΓ,Γ)où < ., . >H−1/2( ~rotΓ,Γ),H−1/2(divΓ,Γ) étant le produit de dualité entre H−1/2( ~rotΓ,Γ) et

H−1/2(divΓ,Γ). L'appli
ation γt est linéaire, 
ontinue et surje
tive de H( ~rot,R3) sur
H−1/2( ~rotΓ,Γ), et nous avons la 
ondition inf-sup 
ontinue suivante :

∃k > 0, inf
~j∈H−1/2(divΓ,Γ)

sup
~E∈H( ~rot,R3)

b( ~E,~j)

|| ~E||H( ~rot,R3)||~j||H−1/2(divΓ,Γ)

≥ k. (5.20)126



5.3. Méthode des domaines �
tifs pour Maxwell temporel5.3.2 Formulation en domaines �
tifs des équations de MaxwellNous notons Ωi le domaine métallique borné de frontière Γ et Ω =c Ω̄i le domaine
onstitué du vide (voir �gure 5.1). Les équations de Maxwell dans le domaine temporel enprésen
e d'un objet parfaitement 
ondu
teur s'é
rivent : trouver ( ~E, ~H) dans H( ~rot,Ω) ×
H( ~rot,Ω)) véri�ant :























































ε0
∂ ~E

∂t
− ~rot ~H = 0 sur Ω,

µ0
∂ ~H

∂t
+ ~rot ~E = 0 sur Ω,

~E × ~n = 0 sur Γ,

~E(t = 0) = 0, ~H(t = 0) = 0.

(5.21)
Le 
hamp éle
tromagnétique est alors étendu à tout le domaine de 
al
ul C = Ω ∪ Ωi.La formulation domaines �
tifs des équations de Maxwell dans le domaine temporel enprésen
e d'un objet parfaitement 
ondu
teur se formule alors de la façon suivante : trouver
( ~E, ~H,~j) dans H( ~rot, C) × L2(Ω ∪ Ωi) ×H−1/2(divΓ,Γobs) véri�ant :























































ε0
d~E

dt
− ~rot ~H +B∗~j = 0,

µ0
d ~H

dt
+ ~rot ~E = 0,

B ~E = 0,

~E(t = 0) = E0, ~H(t = 0) = H0.

(5.22)
où l'opérateur linéaire B est dé�ni en (5.11).Remarque 5.3.1 Dans l'équation (5.22), l'intégrale surfa
ique sur la frontière Γobs est unproduit de dualité entre H−1/2( ~rotΓ,Γ) et H−1/2( ~divΓ,Γ), 
e qui n'a un sens que si la tra
etangentielle (( ~E×~n)×~n)|Γ sur Γ est dans l'espa
e H−1/2( ~rotΓ,Γ). Cette tra
e tangentielleest bien dé�nie pour un 
hamp éle
trique ~E dans H( ~rot, C).5.3.3 Propriétés de la formulationNous rappelons i
i les prin
ipales propriétés d'existen
e et d'uni
ité de la solution dusystème (5.22), et de 
onservation de l'énergie exposées et démontrées par S. Gar
es dans[33℄.Nous avons tout d'abord le résultat d'existen
e et d'uni
ité suivant : 127



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsProposition 5.3.1 Si les 
onditions initiales ~E0 et ~H0 véri�ent
~E0 ∈ H( ~rot, C), et ~H0 ∈ H( ~rot,Ω ∪ Ωi)ave
 les relations de 
ompatibilité

B ~E0 = 0, div( ~E0|Ω) = div( ~H0|Ω) = 0, div( ~E0|Ωi) = div( ~H0|Ωi) = 0, ~H0 · ~n|Γ = 0.alors le problème de domaines �
tifs (5.22) admet une solution forte unique.Comme nous l'avons vu dans le 
as de l'équation des ondes, la méthode des domaines�
tifs 
onserve l'énergie, en parti
ulier dans le 
as du problème (5.22) :Proposition 5.3.2 Soit ( ~E, ~H,~j) la solution forte du problème de domaines �
tifs (5.22).L'énergie E est dé�nie 
omme la fon
tion de C1(R+,R+) par
∀t ∈ R+, E(t) :=

∫

R3

(
ε0
2
|| ~E(t)||2 + || ~H(t)||2)dVAlors la variation en temps de l'énergie est nulle sur R+, autrement dit,

∀t ∈ R+, E(t) = E(0) =

∫

R3

(
ε0
2
|| ~E0||2 + || ~H0||2)dV5.4 Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuNous présentons i
i une dis
rétisation de la formulation en domaines �
tifs deséquations de Maxwell (5.22) par la méthode Galerkin Dis
ontinu présentée au 
hapitrepré
édent.5.4.1 Semi-dis
rétisation en espa
eSoit Th une partition du domaine Ω 
onstitué d'éléments hexaédriques uniformes Ti.Soit Th′ une triangulation de la surfa
e Γ 
onstituée d'éléments triangulaires. On dé�nitles espa
es suivants :� soit Vh l'espa
e de dimension �nie des fon
tions polyn�miales par mor
eaux dé�nipar :

Vh = {~Vh ∈ L2(Ω)3|∀i, ~Vh|Ti
∈ Q1

div(Ti)}où Q1
div(Ti) est l'espa
e des éléments �nis de plus bas degré de Nédéle
 pour H( ~rot)dans 
ha
un des élément Ti dont le support est l'élément Ti (voir Se
tion 2.5) ; les
hamps éle
trique et magnétique ( ~E, ~H) sont appro
hés par ( ~Eh, ~Hh) ∈ Vh (ondé�nit les in
onnues ( ~Ei, ~Hi) par (∀i, ~Eh|Ti

= ~Ei, ~Hh|Ti
= ~Hi).� soit Jh′ un sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie de H−1/2(divΓ,Γ) ; le 
ourantéle
trique de surfa
e ~j est appro
hé par ~jh′ ∈ Jh′ .128



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuLa formulation domaines �
tifs des équations de Maxwell (5.22) dis
rétisée en espa
eaboutit alors au problème suivant :Trouver ( ~Eh, ~Hh, ~jh′) ∈ Vh × Vh × Jh′ tels que,
∀E∗ ∈ Vh,
∀H∗ ∈ Vh,
∀j∗ ∈ Jh′ ,



















































ε0
∂

∂t
( ~Eh, ~E

∗
h) − ( ~rot ~E∗

h,
~Hh) + b( ~E∗

h,~jh′) = 0,

µ0
∂

∂t
( ~Hh, ~H

∗
h) + ( ~rot ~Eh, ~H

∗
h) = 0,

b( ~Eh,~j
∗
h′) = 0,

~Eh(t = 0) = E0,h, ~Hh(t = 0) = H0,h,

(5.23)
ave


b( ~E,~j) =

∫

Γ

(

( ~Eh × ~n) × ~n

)

·~j. (5.24)Nous ren
ontrons alors un problème dans la formulation du système (5.23). En e�et, dans(5.24), l'intégrale de surfa
e sur la frontière Γ est un produit de dualité entre H−1/2( ~rotΓ,Γ)etH−1/2(divΓ,Γ), 
e qui n'a de sens que si la tra
e tangentielle (( ~E×~n)×~n)|Γ sur Γ est dans
H−1/2( ~rotΓ,Γ). Comme nous l'avons vu, 
ette tra
e tangentielle est bien dé�nie pour un
hamp éle
trique ~E dans H( ~rot,Ω). Or, en 
hoisissant Vh 
omme espa
e d'approximation,nous utilisons une approximation "non-
onforme" (au sens des formulations éléments �nis)du 
hamp éle
trique ~E (nous avons a�aibli la régularité du 
hamp éle
trique ~E en le
her
hant dans Vh qui n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de H( ~rot,Ω)). L'intégrale desurfa
e sur Γ (5.24) n'est alors plus dé�nie.Nous introduisons alors, pour dé�nir la forme bilinéaire b de (5.24), un opérateurdis
ret qui projette, au sens d'un produit s
alaire que nous dé�nirons par la suite, leséléments de l'espa
e d'approximation Vh sur un sous-espa
e ve
toriel de H( ~rot,Ω). Soitdon
 A l'opérateur dis
ret dé�ni par

A : Vh 7−→ Ṽh

~Eh → ~̃Eh

(5.25)129



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsoù Ṽh est un sous espa
e ve
toriel de dimension �nie de H( ~rot,Ω). Nous obtenons ainsiune nouvelle approximation du système semi-dis
ret (5.22) :Trouver ( ~Eh, ~Hh, ~jh′) ∈ Vh × Vh × Jh′ tels que,
∀E∗ ∈ Vh,
∀H∗ ∈ Vh,
∀j∗ ∈ Jh′ ,































































ε0
∂

∂t
( ~Eh, ~E

∗
h) − ( ~rot ~E∗

h,
~Hh) + b

(

A( ~E∗
h),~jh′

)

= 0,

µ0
∂

∂t
( ~Hh, ~H

∗
h) + ( ~rot ~Eh, ~H

∗
h) = 0,

b

(

A( ~Eh),~j∗h′

)

= 0,

~Eh(t = 0) = E0,h, ~Hh(t = 0) = H0,h,

(5.26)
ave


b

(

A( ~E),~j

)

=

∫

Γ

(

(

A( ~Eh) × ~n
)

× ~n

)

·~j. (5.27)On pro
ède alors 
omme dans la Se
tion 2.2.3 pour obtenir la formulation GalerkinDis
ontinu du problème. Sur 
haque élément Ti, on utilise 
omme fon
tions tests ~E∗
h = ~ϕijet ~H∗

h = ~ϕij , on fait une intégration par partie, et les intégrales surfa
iques qui apparaissentsont appro
hées en utilisant des �ux numériques totalement 
entrés. En notant 
ommed'habitude Vi l'ensemble des 
ellules voisines de Ti, et aik = Ti
⋂ Tk l'interfa
e entre les
ellules Ti et Tk, on obtient la version semi-dis
rétisée du système (5.26) sous la forme :















































































ε0

∫

Ti

∂ ~Ei

∂t
· ~ϕij −

1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij × ~Hk) · ~ni

+
1

2

∫

Ti

( ~Hi · ~rot(~ϕij) + ~ϕij · ~rot ~Hi) + b(A(~ϕij),~jh′) = 0,

µ0

∫

Ti

∂ ~Hi

∂t
· ~ϕij +

1

2

∑

k∈Vi

∫

aik

(~ϕij × ~Ek) · ~ni

− 1

2

∫

Ti

( ~Ei · ~rot(~ϕij) + ~ϕij · ~rot ~Ei) = 0,

b(A( ~Ei),~j
∗
h′) = 0,

(5.28)
où l'on a omis les 
onditions initiales. Dans 
haque 
ellule Ti, les 
hamps ~Eh|Ti

et ~Hh|Tisont alors dé
omposés sur les bases de fon
tions ve
torielles lo
ales ( ~ϕij)1≤j≤di
, di étant le130



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinunombre lo
al de degrés de libertés. En utilisant la représentation dis
ontinue suivante :


























~E =
∑

i

~Ei =

nV
∑

i=1

di
∑

j=1

Eij ~ϕij ,

~H =
∑

i

~Hi =

nV
∑

i=1

di
∑

j=1

Hij ~ϕij ,

nV étant le nombre d'éléments du maillage volumique, on obtient alors à partir de (5.28) :
ε0

di
∑

l=1

d

dt
Eil

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij +
1

2

di
∑

l=1

Hil

∫

Ti

(~ϕil · ~rot ~ϕij + ~ϕij · ~rot ~ϕil)

− 1

2

∑

k∈Vi

dk
∑

l′=1

Hkl′

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl′) · ~nik +

di
∑

l=1

Eilb(A(~ϕij),~jh′) = 0 (5.29)
µ0

di
∑

l=1

d

dt
Hil

∫

Ti

~ϕil · ~ϕij −
1

2

di
∑

l=1

Eil

∫

Ti

(~ϕil · ~rot ~ϕij + ~ϕij · ~rot ~ϕil)

+
1

2

∑

k∈Vi

dk
∑

l′=1

Ekl′

∫

aik

(~ϕij × ~ϕkl′) · ~nik = 0 (5.30)On peut en�n ré
rire (5.29-5.30) sous la forme matri
ielle suivante :


















ε0Mi
d

dt
~EDG

i + Si
~HDG

i −
∑

k∈Vi

Rik
~HDG

k + ~Bi,~jh′
= ~0,

µ0Mi
d

dt
~HDG

i − Si
~EDG

i +
∑

k∈Vi

Rik
~EDG

k = ~0,
(5.31)où l'on a utilisé les notations suivantes :� ~EDG

i est le ve
teur 
olonne dont le terme en ligne j est Eij ;� ~HDG
i est le ve
teur 
olonne dont le terme en ligne j est Hij ;� Mi est la matri
e de masse lo
ale dans l'élément Ti, de taille di×di, de terme général

Mi,jl =
∫

Ti
~ϕi,j. ~ϕi,k ;� Si est la matri
e de rigidité lo
ale, de taille di × di, de terme général Si,jl =

1
2

∫

Ti
~ϕil ~rot(~ϕij) + ~ϕij ~rot~ϕil ;� pour k ∈ Vi, Rik est la matri
e re
tangulaire di × dk de terme général Rik,ll′ =

1
2

∫

aik
( ~ϕil × ~ϕkl′).~nik ;� ~Bi,~jh′
est le ve
teur 
olonne de taille di dont le terme en ligne j est b(A(~ϕij),~jh′

).L'in
onnue ~jh′ est elle-même dé
omposée dans la base de fon
tion (~Ss)1≤s≤ns de l'espa
ede dimension �nie Jh′ :
~jh′ =

ns
∑

s=1

js~Ss, (5.32)131



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsoù ns est le nombre d'arêtes de la triangulation Th′ . Les degrés de libertés (js)1≤l≤ns dela densité surfa
ique de 
ourant éle
trique sont les �ux du 
ourant à travers les arêtes destriangles du maillage surfa
ique. On a don
 :
(~Bi,~jh′

)j = b
(

A(~ϕij),~jh′

)

=

∫

Γ

((

A(~ϕij)×~nΓ

)

×~nΓ

)

·~jh′ =

ns
∑

s=1

js

∫

Γ

((

A(~ϕij)×~nΓ

)

×~nΓ

)

· ~SsSi on introduit le ve
teur 
olonne J de taille ns égal à (j1, . . . , jns)
t et la matri
e Bi detaille di × ns de terme général

(Bi)js =

∫

Γ

((

A(~ϕij) × ~nΓ

)

× ~nΓ

)

· ~Ss,alors on peut alors ré
rire (5.31) sous la forme :


















ε0Mi
d

dt
~EDG

i + Si
~HDG

i −
∑

k∈Vi

Rik
~HDG

k + BiJ = ~0,

µ0Mi
d

dt
~HDG

i − Si
~EDG

i +
∑

k∈Vi

Rik
~EDG

k = ~0,
(5.33)

De la même manière, la troisième équation de (5.28) s'é
rit :
∀j∗ ∈ Jh′,

∫

Γ
((A( ~Ei) × ~n) × ~n) · ~j∗ = 0.Nous prenons alors ~j∗ = ~Ss et en utilisant la dé
omposition du 
hamp éle
trique ~Ei, nousobtenons :

0 =

∫

Γ
((A( ~Ei) × ~n) × ~n) · ~Ss =

∑

i

di
∑

j=1

Eij(B
i)js =

∑

i

di
∑

j=1

(tBi)sjEij =
∑

i

(tBi~EDG
i )s,que l'on peut mettre sous la forme :

∑

i

t(Bi) ~EDG
i = 0. (5.34)Le système 
omposé de (5.33-5.34) donne l'évolution des degrés de liberté liés à un élément

Ti. On peut regrouper tous les degrés de liberté et obtenir une formulation 
ompa
te. Onintroduit les éléments suivants :� d =
∑

i di le nombre total de degrés de liberté Galerkin Dis
ontinu ;� E le ve
teur 
olonne de taille d, regroupant les ve
teurs ~EDG
i (
'est-à-dire tE =

(t~EDG
1 , . . . , t~EDG

nV
)) ; on fait de même pour le 
hamp magnétique ave
 H ;� M la matri
e d× d diagonale par blo
s, dont le ième blo
 diagonal est Mi ;� S la matri
e d× d diagonale par blo
s, dont le ième blo
 diagonal est Si ;132



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinu� R la matri
e d × d par blo
s dont le blo
 (i, k) est non nul seulement si k ∈ Vi etvaut Rik ;� B la matri
e de dimension d× nS donnée par
B =

















B1...
Bi...

BnV

















.� L = S − R ; l'utilisation de �ux 
entrés implique que la matri
e L est symétrique.En e�et, S est symétrique puisqu'elle est blo
-diagonale ave
 des blo
s diagonauxsymétriques, R est symétrique 
ar son pro�l est symétrique (k ∈ Vi ⇔ i ∈ Vk) et
Rik = −Rki = tRki.Alors, le système semi-dis
rétisé en espa
e (5.33-5.34) s'é
rit �nalement :



































εM
dE

dt
+ LH = −BJ

µM
dH

dt
− LE = 0

tBE = 0

(5.35)
Remarque 5.4.1 Dans le 
as où il n'y a pas d'obsta
le métallique et don
 ni de 
onditionaux limites métallique ni 
ourant surfa
ique, on a B = 0 et on retrouve la semi-dis
rétisation Galerkin Dis
ontinu des équations de Maxwell dans le domaine temporel(voir Se
tion 2.2.3).5.4.2 Dis
rétisation temporellePour l'intégration temporelle, on utilise un s
héma "saute-mouton" d'ordre 2. Lesdegrés de libertés asso
iés au 
hamp éle
trique ~Eh sont 
al
ulés aux instants tn = n∆t.Les degrés de libertés asso
iés au 
hamp magnétique ~Hh et au 
ourant éle
trique surfa
ique
~jh′ sont 
al
ulés aux instants tn+1/2 = (n+ 1/2)∆t. Le s
héma numérique s'é
rit alors :



































εM
En+1 − En

∆t
+ LHn+ 1

2 + BJn+ 1

2 = 0,

tBEn+1 = 0,

µM
Hn+3

2 − Hn+ 1

2

∆t
− LEn+1 = 0

(5.36)
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Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsConservation de l'énergieDans un premier temps, nous pouvons montrer i
i que le système semi-dis
rétisé (5.35)
onserve exa
tement une énergie éle
tromagnétique dis
rète dé�nie par :
E =

1

2
(εtHMH + µtEME).

M étant symétrique, on a :
dE
dt

= tE

(

εM
dE

dt

)

tH

(

µM
dH

dt

)

= −tELH − tEBJ + tHLE = −tJ
(

tBE
)

= 0.
ar la 
ontrainte sur le 
hamp éle
trique impose que tBE = 0.Algorithme de 
al
ulNous pouvons ré
rire le s
héma numérique (5.36) sous la forme équivalente :
Ẽn+1 = En − ∆t

ε
M−1LHn+1

2

{

En+1 = Ẽn+1 +
∆t

ε
M−1BJn+ 1

2

tBEn+1 = 0

Hn+ 3

2 = Hn+ 1

2 +
∆t

µ
M−1LEn+1

(5.37)Ainsi, pour un pas de temps n quel
onque, les 
al
uls peuvent se dé
omposer en les étapessuivantes :1. Nous supposons les 
hamps éle
trique En et magnétique Hn+ 1

2 
onnus.2. Nous 
al
ulons Ẽn+1 au temps tn+1 donné par le s
héma Galerkin dis
ontinu danstout le domaine de 
al
ul, sans tenir 
ompte de la présen
e du métal. I
i, le 
hampéle
trique Ẽn+1 n'a pas de tra
e tangentielle nulle sur la surfa
e de l'obsta
lemétallique. On a don
 tBẼn+1 6= 0.3. Le 
hamp éle
trique ~En+1 est ensuite 
al
ulé en résolvant le problème en
(Jn+ 1

2 ,En+1) :
{

En+1 − ∆t

ε
M−1BJn+ 1

2 = Ẽn+1

tBEn+1 = 0
(5.38)4. En�n, nous 
al
ulons le 
hamp magnétique Hn+ 3

2 par le s
héma Galerkin Dis
ontinudans tout le domaine de 
al
ul.Le système (5.38) peut se ré
rire plus simplement [33℄ en multipliant la premièreéquation du système par la matri
e de 
ouplage B (et en utilisant le fait que tBEn+1 = 0).Ainsi, la densité surfa
ique de 
ourant Jn+ 1

2 véri�e :
∆t

ε
(tBM−1B)Jn+ 1

2 = −tBẼn+1. (5.39)134
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tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuLa matri
e à inverser pour résoudre 
e système linéaire est 
arrée, symétrique et positive.Les 
hoix des espa
es d'approximation, des pas d'espa
e, et de l'opérateur de proje
tion Adoivent assurer que la matri
e est bien inversible.Finalement, l'algorithme global pour avan
er d'un pas de temps est le suivant :1. on dispose des 
hamps éle
trique En et magnétique Hn+ 1

2 ;2. on 
al
ule Ẽn+1 donné par le s
héma Galerkin Dis
ontinu sans tenir
ompte de la présen
e du 
ondu
teur ;3. on 
al
ule Kn+ 1

2 = ∆t
ε Jn+ 1

2 solution de (tBM−1B)Kn+ 1

2 = −tBẼn+1.4. on met à jour En+1 ave
 En+1 = Ẽn+1 + M−1BKn+ 1

2 ;5. en�n, on 
al
ule le 
hamp magnétique Hn+ 3

2 par le s
héma GalerkinDis
ontinu dans tout le domaine de 
al
ul.Remarque 5.4.2 Nous pouvons remarquer que lorsque le maillage surfa
ique tend vers lesfa
es du maillage volumique, 
et algorithme ne nous permet pas de retrouver de manièreexa
te les 
onditions aux limites métalliques utilisées par la méthode Galerkin Dis
ontinu(voir se
tion 2.3). En e�et, le s
héma DGTD impose, en plus d'une 
ondition sur le 
hampéle
trique, une 
ondition sur le 
hamp magnétique pour traiter un objet métallique.5.4.3 Choix des espa
es d'approximationNous présentons i
i les di�érents espa
es d'approximation utilisés par la méthodedes domaines �
tifs s'appuyant sur un dis
rétisation en espa
e par la méthode GalerkinDis
ontinu. Trois espa
es sont né
essaires : un espa
e ve
toriel pour la représentationdis
ontinue des 
hamps éle
trique ~E et magnétique ~H, un sous espa
e ve
toriel de H( ~rot)pour la représentation de la tra
e tangentielle du 
hamp éle
trique sur la surfa
e Γ del'objet, et un espa
e ve
toriel pour représenter le 
ourant éle
trique de surfa
e ~j.Représentation globale des in
onnues dis
rètesNous présentons maintenant la représentation globale des in
onnues dis
rètes surle maillage Th. Le volume de 
al
ul Ω (supposé parallélépipédique) est dis
rétisé parun maillage en parallélépipèdes re
tangles identiques de dimensions (∆x,∆y,∆z). Nous
hoisissons
Ω =







(x, y, z),

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
2∆x ≤ x ≤ (nx + 1

2)∆x
1
2∆y ≤ y ≤ (ny + 1

2)∆y
1
2∆z ≤ z ≤ (nz + 1

2)∆z







, 135



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsoù nx, ny et nz sont les nombres de 
ellules dans les dire
tions x, y et z. Nous introduisonsalors les ensembles d'indi
es suivants :














P =
{

(i, j, k) ∈ N3, 1 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ j ≤ ny, 1 ≤ k ≤ nz

}

,
Px =

{

(i, j, k) ∈ N3, 1 ≤ i ≤ nx, 2 ≤ j ≤ ny, 2 ≤ k ≤ nz

}

,
Py =

{

(i, j, k) ∈ N3, 2 ≤ i ≤ nx, 1 ≤ j ≤ ny, 2 ≤ k ≤ nz

}

,
Pz =

{

(i, j, k) ∈ N3, 2 ≤ i ≤ nx, 2 ≤ j ≤ ny, 1 ≤ k ≤ nz

}

.Pour tout (i, j, k) ∈ P, on dé�nit le parallélépipède re
tangle Ci,j,k par :
Ci,j,k =







(x, y, z) ∈ R3,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(i− 1
2)∆x ≤ x < (i+ 1

2)∆x
(j − 1

2 )∆y ≤ y < (j + 1
2)∆y

(k − 1
2)∆z ≤ z < (k + 1

2)∆z







.Choix de l'espa
e d'approximation pour les 
hamps éle
trique et magnétiqueDans 
haque élément Ci,j,k, nous 
hoisissons 
omme espa
e d'éléments �nis pour les
hamps éle
trique et magnétique les restri
tions à Ci,j,k des éléments �nis de plus basdegré de Nédéle
 pour H( ~rot) présenté dans la Se
tion 2.5. Comme nous l'avons vu, 
esfon
tions de base engendrent l'espa
e d'approximation DG-Q1
div. Chaque élément Ci,j,kest doté de douze fon
tions de base lo
ales, et les degrés de liberté asso
iés aux 
hampséle
trique et magnétique sont représentés sur les douze arêtes de l'élément (voir Figure 5.3).Nous avons une représentation dis
ontinue des 
hamps éle
trique et magnétique, l'espa
e

ττi k

12 ddl 12 ddl

Y

Z

XFig. 5.3 � Représentation des 
hamps dans 
haque élément du maillage volumique.d'approximation étant dé�ni par
Vh = {~Vh ∈ L2(Ω)3|∀i, ~Vh|Ci,j,k

∈ Q1
div(Ci,j,k)}.Remarque 5.4.3 L'espa
e d'approximation utilisé pour appro
her les 
hamps éle
triqueet magnétique Vh n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de H( ~rot,Ω).136
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tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuChoix de l'espa
e d'approximation in
lus dans H( ~rot,Ω)Pour 
al
uler les éléments de la matri
e de 
ouplage B, et don
 dé�nir la tra
etangentielle du 
hamp éle
trique appro
hé ~Eh sur la surfa
e Γ, nous avons vu que nousdevions utiliser un espa
e d'approximation in
lus dans H( ~rot,Ω). Ainsi, nous 
hoisissons
omme espa
e d'éléments �nis pour appro
her la tra
e tangentielle du 
hamp éle
triquel'espa
e des éléments �nis de plus bas degré de Nédéle
 pour H(rot) exposé dans laSe
tion 2.5, engendré par les douze fon
tions de base (2.33). Ainsi, le sous-espa
e ve
torielde dimension �nie Ah de H( ~rot,Ω) est dé�ni par :
Ah = {~v = (vx, vy, vz), vx ∈ Q0,1,1, vy ∈ Q1,0,1, vv ∈ Q1,1,0}.Les éléments de Ah sont dans H( ~rot,Ω) et leur restri
tion à tout élément Ci,j,k est dans

Q1
div(Ci,j,k).Soient les fon
tions s
alaires suivantes :

f1(x) =

{

1 − |x| si x ∈ [−1, 1],
0 sinon, f2(x) =

{

1 si x ∈ [−1
2 ,

1
2 ],

0 sinon.On utilise pour fon
tions de base de Ah les fon
tions asso
iées aux arêtes du maillagevolumique et de support égal à l'union des quatre 
ubes adja
ents à l'arête (voir Figure 5.4).Les fon
tions de base de Ah sont dé�nies par :
y

z y

x

Ψ i−1/2,j,k−1/2

C

C

i,j,kCi−1,j,k

i−1,j,k−1 Ci,j,k−1

Fig. 5.4 � Support d'un élément d'arête.


















∀ (i, j, k) ∈ Px, ~ψ
x
i,j− 1

2
,k− 1

2

(x, y, z) = f2

(

x
∆x − i

)

f1

(

y
∆y − j + 1

2

)

f1

(

z
∆z − k + 1

2

)

~ex,

∀ (i, j, k) ∈ Py, ~ψ
y

i− 1
2
,j,k− 1

2

(x, y, z) = f1

(

x
∆x − i+ 1

2

)

f2

(

y
∆y − j

)

f1

(

z
∆z − k + 1

2

)

~ey,

∀ (i, j, k) ∈ Pz, ~ψ
z
i− 1

2
,j− 1

2
,k

(x, y, z) = f1

(

x
∆x − i+ 1

2

)

f1

(

y
∆y − j + 1

2

)

f2

(

z
∆z − k

)

~ez .137



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsTout élément ~vh ∈ Ah s'é
rit alors :
~vh(x, y, z) =

∑

(i,j,k)∈Px

vx
i,j− 1

2
,k− 1

2

~ψx
i,j− 1

2
,k− 1

2
(x, y, z)

+
∑

(i,j,k)∈Py

vy

i− 1
2
,j,k− 1

2

~ψy

i− 1
2
,j,k− 1

2

(x, y, z)

+
∑

(i,j,k)∈Pz

vz
i− 1

2
,j− 1

2
,k
~ψz

i− 1
2
,j− 1

2
,k

(x, y, z).

(5.40)Le 
hamp dis
ret donné par (5.40) est une fon
tion de R3 dans R3, C∞ sur 
haqueparallélépipède re
tangle Ci,j,k du maillage volumique.Choix de l'espa
e d'approximation pour le 
ourant éle
triqueA�n de représenter le 
ourant éle
trique de surfa
e ~j, nous 
hoisissons pour espa
ed'approximation l'espa
e des éléments �nis de plus bas degré de Raviart-Thomas pour
H−1/2(divΓ,Γ) [65℄. Soit T un triangle non dégénéré de l'espa
e, S1, S2 et S3 ses troissommets, et (S1, e1, e2) un repère lo
al lié au triangle (voir Figure 5.5). On 
onsidère le

-

6

-

6

?

�
k

S1 S2

S3

~n3

~n1
~n2

x1

x2

~e1

~e2

Fig. 5.5 � Géométrie d'un triangle du maillage surfa
ique.sous-espa
e ve
toriel Pj de (P1)
2 dé�ni par :

Pj = ~P0 ⊕ P0

∣

∣

∣

∣

x1

x2Soit ~n1, ~n2 et ~n3 les normales unitaires sortantes du triangle T respe
tivement aux 
otés
[S2, S3], [S3, S1] et [S1, S2] du triangle (voir Figure 5.5). On dé�nit alors sur Pj les trois138



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuformes linéaires :
∀~j ∈ Pj,































g1(~j) =

∫

S2S3

~j · ~n1 ds

g2(~j) =

∫

S3S1

~j · ~n2 ds

g3(~j) =

∫

S1S2

~j · ~n3 dsOn note Σj = {g1, g2, g3} l'ensemble 
onstitué par 
es trois formes linéaires. L'élément �ni
(T,Pj ,Σj) est alors l'élément �ni de Raviart-Thomas de plus bas degré. Cet élément �niest unisolvant. Les trois fon
tions de base 
anoniques pour 
et élément �ni (qui véri�ent
∀ 1 ≤ i, j ≤ 3, gi(~jj) = δi,j) sont données sur Pj par :

∀ x ∈ T,



























~j1(x) =
1

2|T |
~S1x

~j2(x) =
1

2|T |
~S2x

~j3(x) =
1

2|T |
~S3xNous pouvons maintenant dé
rire la représentation globale du 
ourant éle
trique de surfa
edis
ret sur la triangulation Th′ . Soit (Kp)1≤p≤ne l'ensemble des triangles 
omposant lemaillage surfa
ique Th′ . On note ns le nombre d'arêtes du maillage. On suppose que lemaillage Th′ est un maillage 
onforme. L'espa
e d'approximation Jh′ utilisé pour représenterle 
ourant éle
trique de surfa
e ~jh′ est dé�ni par :

Jh′ =
{

~j∗h′ ∈ H−1/2(div,Γh′), ∀p 1 ≤ p ≤ ne, ~j
∗
h′ |Kp ∈ Pj

}Pour 
haque arête al, on note τ g
l et τd

l les deux triangles ayant al pour 
oté 
ommun, et
Sg

l et Sd
l les deux sommets respe
tivement des triangles τ g

l et τd
l qui ne sont pas l'une desextrémités de l'arête al (voir Figure 5.6). On asso
ie alors à l'arête al la fon
tion de base

τ g
l τd

lSg
l

Sd
larête al

Fig. 5.6 � Support d'une fon
tion de base de la densité du 
ourant éle
trique. 139



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs
~Sl dé�nie de la manière suivante :

~Sl(x) =















1
2|τg

l |
~Sg
l x si x ∈ τ g

l

− 1
2|τd

l |
~Sd
l x si x ∈ τd

l

~0 si x 6∈ τ g
l ∪ τd

lLa densité surfa
ique de 
ourant éle
trique dis
ret ~jh′ est alors dis
rétisée par :
~jh′(x) =

ns
∑

s=1

js~Ss(x),et nous retrouvons l'expression (5.32). Les degrés de liberté (js)1≤s≤ns de la densitésurfa
ique de 
ourant éle
trique sont les �ux du 
ourant à travers les arêtes des trianglesdu maillage.5.4.4 Constru
tion de l'opérateur AComme nous l'avons vu (5.25), l'opérateur A est un opérateur qui nous permet depasser de l'espa
e d'approximation non 
onforme Vh utilisé par la méthode GalerkinDis
ontinu pour représenter le 
hamp éle
trique dis
ret au sous-espa
e ve
toriel Ah de
H( ~rot,Ω). Nous avons alors

A : Vh 7−→ Ah

~Eh → ~̃Eh = A( ~Eh)Nous dé�nissons alors l'opérateur A 
omme un opérateur de proje
tion orthogonale del'espa
e d'approximation non-
onforme Vh sur le sous-espa
e ve
toriel Ah de H( ~rot,Ω) ausens d'un produit s
alaire < ., . >α que nous allons dé�nir. Cette proje
tion orthogonalenous impose de 
al
uler l'inverse de la matri
e de masse des éléments �nis d'arête de Ahau sens du produit s
alaire < ., . >α à déterminer.Si l'on 
hoisit pour < ., . >α de prendre le produit s
alaire L2, nous obtenons unematri
e de masse des éléments �nis d'arête de Ah 
ouplant tous les degrés de liberté deséléments voisins, dont l'inversion a un 
oût numérique trop important. Pour éviter 
eté
ueil, l'idée serait d'utiliser le produit s
alaire L2 appro
hé obtenu via la 
ondensationde masse pour les éléments de Ah. Il faut alors prendre pour < ., . >α une extension duproduit s
alaire L2 appro
hé (via la 
ondensation de masse) à tout l'espa
e non-
onforme
Vh. Cela nous permettrait d'obtenir la 
ondensation de masse sur tout Vh. Nous allonsdon
 dé�nir, dans un premier temps, 
e nouveau produit s
alaire < ., . >α, puis dé�nirl'opérateur de proje
tion A.Dé�nition d'un produit s
alaire sur VhNous voulons i
i dé�nir un produit s
alaire sur l'espa
e d'approximation Vh (utilisépar la méthode Galerkin Dis
ontinu pour représenter le 
hamp éle
trique dis
ret) nous140



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinupermettant d'utiliser une te
hnique de 
ondensation de masse pour les éléments de Ah.Nous allons au préalable dé�nir un 
ertain nombre de notations.Fa
es : on note� Sxi− 1
2
,j,k la fa
e séparant les éléments Ti,j,k et Ti−1,j,k,� Syi,j− 1
2
,k la fa
e séparant les éléments Ti,j,k et Ti,j−1,k,� Szi,j,k− 1
2
la fa
e séparant les éléments Ti,j,k et Ti,j,k−1.Arêtes parallèles à ~ex :Soit ai,j− 1

2
,k− 1

2
l'arête du maillage Th dont les quatre éléments adja
ents sont les 
ubes notés

Ti,j,k, Ti,j−1,k, Ti,j,k−1 etTi,j−1,k−1. Pour un 
hamp de ve
teurs ~V = (Vx, Vy, Vz) ∈ Vh, onnote :


























~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− := tra
e de ~VTi,j−1,k−1
sur ai,j− 1

2
,k− 1

2
,

~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

+ := tra
e de ~VTi,j−1,k
sur ai,j− 1

2
,k− 1

2
,

~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− := tra
e de ~VTi,j,k−1
sur ai,j− 1

2
,k− 1

2
,

~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ := tra
e de ~VTi,j,k
sur ai,j− 1

2
,k− 1

2
.

• si ~V ∈ Vh est un 
hamp dis
ontinu DG-Q1
div (il s'é
rit don
 sous la forme

~V =
∑

(i,j,k)∈Th

∑12
l v(i,j,k),l~ϕ(i,j,k),l, où les fon
tions de base sont données en (2.33)),alors on a (voir Figure 5.7) :


























~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ · ~ex = v(i,j,k),1,

~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− · ~ex = v(i,j,k−1),2,

~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

+ · ~ex = v(i,j−1,k),3,

~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− · ~ex = v(i,j−1,k−1),4.

(5.41)On dé�nit également la moyenne des 4 valeurs 
i-dessus :
V x

i,j− 1
2
,k− 1

2

= 1
4

[

~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− + ~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− + ~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ + ~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

+

]

.~ex

= 1
4

(

v(i,j,k),1 + v(i,j,k−1),2 + v(i,j−1,k),3 + v(i,j−1,k−1),4

)

• si ~V ∈ Vh est aussi dans Ah, alors les quatre valeurs de ~V ·~ex autour de l'arête sontégales (
ontinuité de la 
omposante tangentielle sur les fa
es), et nous avons :
~V

i,j− 1
2

−
,k− 1

2

− ·~ex = ~V
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

+ ·~ex = ~V
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ ·~ex = ~Vi,j− 1
2
,k− 1

2
·~ex = vx

i,j− 1
2
,k− 1

2
.Arêtes parallèles à ~ey :Soit ai− 1

2
,j,k− 1

2
l'arête du maillage Th dont les quatre éléments adja
ents sont les 
ubes

Ti,j,k, Ti−1,j,k, Ti,j,k−1 et Ti−1,j,k−1. Pour un 
hamp de ve
teurs ~V = (Vx, Vy, Vz) ∈ Vh, on141
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�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

T

T

y

z

x

i,j,ki,j−1,k

i,j−1,k−1

a

Ti,j,k−1

i,j−1/2,k−1/2

v
(i,j−1,k),3

v

v
(i,j,k),1

v
(i,j,k−1),2

T

i,j−1/2,kS

S
i,j,k−1/2

(i,j−1,k−1),4

Fig. 5.7 � Notations utilisées pour les éléments voisins d'une arête (i
i parallèle à ~ex).note :


























~V
i− 1

2

−
,j,k− 1

2

− := tra
e de ~VTi−1,j,k−1
sur ai− 1

2
,j,k− 1

2
,

~V
i− 1

2

−
,j,k− 1

2

+ := tra
e de ~VTi−1,j,k
sur ai− 1

2
,j,k− 1

2
,

~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

− := tra
e de ~VTi,j,k−1
sur ai− 1

2
,j,k− 1

2
,

~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

+ := tra
e de ~VTi,j,k
sur ai− 1

2
,j,k− 1

2
.

• si ~V ∈ Vh est un 
hamp dis
ontinu DG-Q1
div (les numéros des degrés de liberté
orrespondent aux fon
tions de base données en (2.33)), alors :



























~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

+ · ~ey = v(i,j,k),5,

~V
i− 1

2

−
,j,k− 1

2

+ · ~ey = v(i−1,j,k),6,

~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

− · ~ey = v(i,j,k−1),7,

~V
i− 1

2

−
,j,k− 1

2

− · ~ey = v(i−1,j,k−1),8.

(5.42)On dé�nit également la moyenne des 4 valeurs 
i-dessus :
V y

i− 1
2
,j,k− 1

2

=
1

4

(

v(i,j,k),5 + v(i−1,j,k),6 + v(i,j,k−1),7 + v(i−1,j,k−1),8.
)

• si ~V ∈ Vh est aussi dans Ah, alors les quatre valeurs de ~V · ~ey autour de l'arête sontégales (
ontinuité de la 
omposante tangentielle sur les fa
es), et nous avons :
~V

i− 1
2

−
,j,k− 1

2

− ·~ey = ~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

− ·~ey = ~V
i− 1

2

+
,j,k− 1

2

+ ·~ey = ~V
i− 1

2

−
,j,k− 1

2

+ ·~ey =vy

i− 1
2
,j,k− 1

2

.142



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuArêtes parallèles à ~ez :Soit ai− 1
2
,j− 1

2
,k l'arête du maillage Th dont les quatre éléments adja
ents sont les 
ubes

Ti,j,k, Ti−1,j,k, Ti−1,j−1,k et Ti,j−1,k. Pour un 
hamp de ve
teurs ~V = (Vx, Vy, Vz) ∈ Vh, onnote :


























~V
i− 1

2

−
,j− 1

2

−
,k

:= tra
e de ~VTi−1,j−1,k
sur ai− 1

2
,j− 1

2
,k,

~V
i− 1

2

+
,j− 1

2

−
,k

:= tra
e de ~VTi,j−1,k
sur ai− 1

2
,j− 1

2
,k,

~V
i− 1

2

−
,j− 1

2

+
,k

:= tra
e de ~VTi−1,j,k
sur ai− 1

2
,j− 1

2
,k,

~V
i− 1

2

+
,j− 1

2

+
,k

:= tra
e de ~VTi,j,k
sur ai− 1

2
,j− 1

2
,k.

• si ~V ∈ Vh est un 
hamp dis
ontinu DG-Q1
div (les numéros des degrés de liberté
orrespondent aux fon
tions de base données en (2.33)), alors :



























~V
i− 1

2

+
,j− 1

2

+
,k
· ~ez = v(i,j,k),9,

~V
i− 1

2

−
,j− 1

2

+
,k
· ~ez = v(i−1,j,k),10,

~V
i− 1

2

+
,j− 1

2

−
,k
· ~ez = v(i,j−1,k),11,

~V
i− 1

2

−
,j− 1

2

−
,k
· ~ez = v(i−1,j−1,k),12.

(5.43)On dé�nit également la moyenne des 4 valeurs 
i-dessus :
V z

i− 1
2
,j− 1

2
,k

=
1

4

(

v(i,j,k),9 + v(i−1,j,k),10 + v(i,j−1,k),11 + v(i−1,j−1,k),12.
)

• si ~V ∈ Vh est aussi dans Ah, alors les quatre valeurs de ~V · ~ez autour de l'arête sontégales (
ontinuité de la 
omposante tangentielle sur les fa
es), et nous avons :
~V

i− 1
2

−
,j− 1

2

−
,k
·~ez = ~V

i− 1
2

+
,j− 1

2

−
,k
·~ez = ~V

i− 1
2

−
,j− 1

2

+
,k
·~ez = ~V

i− 1
2

+
,j− 1

2

+
,k
·~ez =vz

i− 1
2
,j− 1

2
,k
.Dé�nition 5.4.1 Soit α ∈ R un réel stri
tement positif. On dé�nit le produit s
alaire

< ~U, ~V >α de deux éléments ~U et ~V de Vh par :
< ~U, ~V >α =

V

4





∑

(i,j,k)∈Px

Ux
i,j− 1

2
,k− 1

2
V x

i,j− 1
2
,k− 1

2
+

∑

(i,j,k)∈Py

Uy

i− 1
2
,j,k− 1

2

V y

i− 1
2
,j,k− 1

2

+
∑

(i,j,k)∈Pz

U z
i− 1

2
,j− 1

2
,k
V z

i− 1
2
,j− 1

2
,k





+ α









∑

(i,j,k)∈P

i>1

∫

Sx
i−1

2 ,j,k

J~UKJ~V K +
∑

(i,j,k)∈P

j>1

∫

Sy
i,j− 1

2 ,k

J~UKJ~V K +
∑

(i,j,k)∈P

k>1

∫

Sz
i,j,k− 1

2

J~UKJ~V K









,(5.44)où V = ∆x∆y∆z est le volume des éléments et dans une intégrale de surfa
e J~UK représentele saut de la 
omposante tangentielle du 
hamp ~U (on peut noter le fait que le produits
alaire ainsi dé�ni ne dépend pas du sens 
hoisi par 
onvention pour exprimer 
e saut).143



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsPreuve 5.4.1 Il nous faut montrer que < ~U, ~V >α dé�nit bien un produit s
alaire sur
Vh. Il est évident que nous avons bien dé�ni une forme bilinéaire, symétrique, positive. Ilreste à montrer que, si ~U ∈ Vh véri�e < ~U, ~U >α= 0 alors ~U = 0. Soit ~U ∈ Vh tel que
< ~U, ~U >α= 0. Alors on déduit de la dé�nition du produit s
alaire que :



















































∀(i, j, k) ∈ Px, Ux
i,j− 1

2
,k− 1

2

= 0,

∀(i, j, k) ∈ Py, Uy

i− 1
2
,j,k− 1

2

= 0,

∀(i, j, k) ∈ Pz, U z
i− 1

2
,j− 1

2
,k

= 0,

∀(i, j, k) ∈ P, i > 1 J~UK|Sx
i−1

2 ,j,k
= 0,

∀(i, j, k) ∈ P, j > 1 J~UK|Sy
i,j− 1

2 ,k
= 0,

∀(i, j, k) ∈ P, k > 1 J~UK|Sz
i,j,k−1

2

= 0.Si ~U était un 
hamp dans Ah, alors les sauts des 
omposantes tangentielles de ~U à traversles fa
es du maillage seraient nuls et on en déduirait que tous le degrés de liberté restantsont aussi nuls, don
 que ~U = 0.Dans le 
as général, ~U ∈ Vh est un 
hamp dis
ontinu. Il faut alors dérouler les équations
i-dessus en examinant les degrés de liberté en utilisant les expressions (5.41-5.42-5.43).On a : ∀(i, j, k) ∈ Px,
Ux

i,j− 1
2
,k− 1

2

= 0

⇒ (~U
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− + ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− + ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ + ~U
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

+) · ~ex = 0

⇒ u(i,j,k),1 + u(i,j,k−1),2 + u(i,j−1,k),3 + u(i,j−1,k−1),4 = 0D'autre part, ∀(i, j, k) ∈ P, j > 1,
J~UK|Sy

i,j−1
2 ,k

= 0 ⇒ J~U · ~exK|Sy
i,j−1

2 ,k
= 0

⇒







~U
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− · ~ex = ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− · ~ex
~U

i,j− 1
2

−
,k− 1

2

+ · ~ex = ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ · ~ex
⇒
{

u(i,j,k),1 = u(i,j−1,k),3

u(i,j,k),2 = u(i,j−1,k),4En�n, ∀(i, j, k) ∈ P, k > 1,
J~UK|Sz

i,j,k−1
2

= 0 ⇒ J~U · ~exK|Sz
i,j,k−1

2

= 0

⇒







~U
i,j− 1

2

−
,k− 1

2

− · ~ex = ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

− · ~ex
~U

i,j− 1
2

−
,k− 1

2

+ · ~ex = ~U
i,j− 1

2

+
,k− 1

2

+ · ~ex
⇒
{

u(i,j,k),1 = u(i,j,k−1),2

u(i,j,k),3 = u(i,j,k−1),4Ce qui se résume en






∀(i, j, k) ∈ Px, u(i,j,k),1 + u(i,j,k−1),2 + u(i,j−1,k),3 + u(i,j−1,k−1),4 = 0

∀(i, j, k) ∈ P, j > 1, u(i,j,k),1 = u(i,j−1,k),3 et u(i,j,k),2 = u(i,j−1,k),4

∀(i, j, k) ∈ P, k > 1, u(i,j,k),1 = u(i,j,k−1),2 et u(i,j,k),3 = u(i,j,k−1),4On en 
on
lut don
 aisément que u(i,j,k),1 = u(i,j−1,k),2 = u(i,j−1,k−1),3 = u(i,j,k−1),4 = 0.Un raisonnement similaire peut être fait pour les autres 
omposantes. Ainsi, nous avons
~U = 0, 
e qui a
hève la preuve.144



5.4. Domaines �
tifs et méthode Galerkin Dis
ontinuRemarque 5.4.4 Le produit s
alaire < ~U, ~V >α que nous avons dé�ni 
orrespond bien àla 
ondensation de masse usuelle (et ne dépend don
 pas de α) pour des 
hamps ~U et ~Vdans Ah, puisqu'alors tous les sauts des 
omposantes tangentielles sont nuls pour 
ha
undes 
hamps.5.4.4.1 Dé�nition de l'opérateur AComme nous l'avons vu, l'opérateur A est un opérateur qui nous permet de passer del'espa
e d'approximation Vh, utilisé par la méthode Galerkin Dis
ontinu pour représenterle 
hamp éle
trique dis
ret ~Eh, à l'espa
e d'approximation Ah, sous espa
e ve
toriel de
H( ~rot,Ω). Plus pré
isément, nous 
hoisissons A 
omme le proje
teur orthogonal pour leproduit s
alaire < ., . >α sur le sous-espa
e Ah de Vh. Soit don
 ~vh ∈ Vh. Nous avons :

~vh =

nV
∑

l=1

dl
∑

m=1

vlm~ϕlm, (5.45)
~ϕlm étant les fon
tions de base lo
ales engendrant l'espa
e d'approximation lo
al Q1

div(Tl)de dimension dl, dont le support est l'élément Tl, et nV le nombre d'éléments de la partition
Th. Nous voulons alors projeter orthogonalement au sens du produit s
alaire < ., . >α leve
teur ~vh ∈ Vh dans l'espa
e Ah. On note PVh→Ah


ette proje
tion. Nous avons don
 :
PVh→Ah

(~vh) =
∑

(i,j,k)∈Px

βx
i,j− 1

2
,k− 1

2

~ψx
i,j− 1

2
,k− 1

2

+
∑

(i,j,k)∈Py

βy

i− 1
2
,j,k− 1

2

~ψy

i− 1
2
,j,k− 1

2

+
∑

(i,j,k)∈Pz

βz
i− 1

2
,j− 1

2
,k
~ψz

i− 1
2
,j− 1

2
,k
.

(5.46)
Nous voulons alors déterminer les 
oordonnées βx, βy et βz du ve
teur PVh→Ah

(~vh). Nousavons par dé�nition de la proje
tion orthogonale : ∀~ψ ∈ Ah, < ~vh −PVh→Ah
(~vh), ~ψ >α= 0.D'où l'on déduit que :

∀~ψ ∈ Ah, < ~vh, ~ψ >α =
∑

(i,j,k)∈Px
βx

i,j− 1
2
,k− 1

2

< ~ψx
i,j− 1

2
,k− 1

2

, ~ψ >α

+
∑

(i,j,k)∈Py
βy

i− 1
2
,j,k− 1

2

< ~ψy

i− 1
2
,j,k− 1

2

, ~ψ >α

+
∑

(i,j,k)∈Pz
βz

i− 1
2
,j− 1

2
,k
< ~ψz

i− 1
2
,j− 1

2
,k
, ~ψ >α, 145



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs
e qui s'é
rit don
 en par
ourant toutes les fon
tions de base :


































































∀(i′, j′, k′) ∈ Px, < ~vh, ~ψ
x
i′,j′− 1

2
,k′− 1

2

>α=
∑

(i,j,k)∈Px

βx
i,j− 1

2
,k− 1

2

< ~ψx
i,j− 1

2
,k− 1

2

, ~ψx
i′,j′− 1

2
,k′− 1

2

>α,

∀(i′, j′, k′) ∈ Py, < ~vh, ~ψ
y

i′− 1
2
,j′,k′− 1

2

>α=
∑

(i,j,k)∈Py

βy

i− 1
2
,j,k− 1

2

< ~ψy

i− 1
2
,j,k− 1

2

, ~ψy

i′− 1
2
,j′,k′− 1

2

>α,

∀(i′, j′, k′) ∈ Pz, < ~vh, ~ψ
z
i′− 1

2
,j′− 1

2
,k′
>α=

∑

(i,j,k)∈Pz

βz
i− 1

2
,j− 1

2
,k
< ~ψz

i− 1
2
,j− 1

2
,k
, ~ψz

i′− 1
2
,j′− 1

2
,k′ >α .On trouve dans 
es expressions des produits s
alaires < ψ,ψ′ >α ave
 des fon
tions ψ et

ψ′ dans Ah. Comme 
es produits s
alaires doivent se réduire exa
tement aux termes dela matri
e de masse après 
ondensation, on s'attend à 
e que quasiment tous 
es produitss
alaires soient nuls. En e�et, on peut montrer que :














∀(i, j, k) ∈ Px, ∀(i′, j′, k′) ∈ Px, < ~ψx
i,j− 1

2
,k− 1

2

, ~ψx
i′,j′− 1

2
,k′− 1

2

>α= V
4 δii′δjj′δkk′ ,

∀(i, j, k) ∈ Py, ∀(i′, j′, k′) ∈ Py, < ~ψy

i− 1
2
,j,k− 1

2

, ~ψy

i′− 1
2
,j′,k′− 1

2

>α= V
4 δii′δjj′δkk′ ,

∀(i, j, k) ∈ Pz, ∀(i′, j′, k′) ∈ Pz, < ~ψz
i− 1

2
,j− 1

2
,k
, ~ψz

i′− 1
2
,j′− 1

2
,k′
>α= V

4 δii′δjj′δkk′ .On en déduit don
 :














∀(i, j, k) ∈ Px, β
x
i,j− 1

2
,k− 1

2

= 4
V < ~vh, ~ψ

x
i,j− 1

2
,k− 1

2

>α,

∀(i, j, k) ∈ Py, β
y

i− 1
2
,j,k− 1

2

= 4
V < ~vh, ~ψ

y

i− 1
2
,j,k− 1

2

>α,

∀(i, j, k) ∈ Pz, β
z
i− 1

2
,j− 1

2
,k

= 4
V < ~vh, ~ψ

z
i− 1

2
,j− 1

2
,k
>α .Dans les expressions pré
édentes, les produits s
alaires de la forme < ~vh, ~ψ >α peuvents'exprimer de façon assez simple en fon
tion des degrés de liberté du 
hamp ~vh dans Vh, 
arles fon
tions de base ~ψ de Ah ont un support restreint. Des 
al
uls assez simples montrentque :















∀(i, j, k)∈Px, β
x
i,j− 1

2
,k− 1

2

= 1
4

[

v(i,j,k),1+v(i,j,k−1),2+v(i,j−1,k),3+v(i,j−1,k−1),4

]

,

∀(i, j, k)∈Py , β
y

i− 1
2
,j,k− 1

2

= 1
4

[

v(i,j,k),5+v(i−1,j,k),6+v(i,j,k−1),7+v(i−1,j,k−1),8

]

,

∀(i, j, k)∈Pz , β
z
i− 1

2
,j− 1

2
,k

= 1
4

[

v(i,j,k),9+v(i−1,j,k),10+v(i,j−1,k),11+v(i−1,j−1,k),12

]

.

(5.47)Ainsi, l'opérateur A de proje
tion orthogonale au sens du produit s
alaire < ., . >α deséléments de l'espa
e Vh sur l'espa
e Ah est entièrement déterminé par les équations (5.46-5.47).146



5.5. Résultats numériques5.5 Résultats numériques5.5.1 Plaque métallique in
linéeNous évaluons i
i la propagation d'un 
hamp éle
tromagnétique généré par un dip�leéle
trique situé à proximité d'une plaque métallique. Nous étudions deux 
on�gurations :� Dans le premier 
as, nous 
onsidérons une plaque métallique situé dans le plan(0xz), à une distan
e d d'un dip�le éle
trique. Dans 
ette 
on�guration, la plaqueest parallèle aux axes du maillage 
artésien.� dans le deuxième 
as, nous e�e
tuons une rotation de la plaque métallique etdu dip�le d'axe 0z et d'angle θ par rapport au point où se situe le dip�le (voirFigure 5.8). Ce deuxième 
as permet d'évaluer l'e�
a
ité et la pré
ision de laméthode de domaines �
tifs dans un 
as simple.
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Dipole
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P
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X

Z

Y

0

Dipole
θ

P

r

plaque verti
ale plaque in
linée maillage DGTDFig. 5.8 � Représentation des 
as 
onsidérés.Lorsque la plaque est verti
ale, elle suit le maillage 
artésien. Les méthodes 
lassiquesde la FDTD ou de Galerkin Dis
ontinu (DGTD) sont parfaitement adaptées à la prise en
ompte des 
onditions métalliques (sur les bords de leurs éléments �nis). Nous 
omparonsalors la méthode des domaines �
tifs que nous venons de présenter ave
 la méthode GalerkinDis
ontinu pour prendre en 
ompte la plaque métallique. Ainsi, les résultats obtenus parla méthode Galerkin Dis
ontinu nous serviront de référen
e.Lorsque la plaque est in
linée, elle ne suit plus le maillage volumique, et les méthodes
lassiques de la FDTD ou de Galerkin Dis
ontinu (si l'on utilise un maillage stru
turé) sontbeau
oup plus di�
iles à mettre en ÷uvre pour modéliser la plaque métallique. En e�et,elles imposent que les 
onditions métalliques suivent le maillage, impliquant ainsi de maillerl'objet en "mar
hes d'es
alier" (voir Figure 5.8). Cette approximation de la géométrie del'objet entraîne une perte de pré
ision dans les résultats. La méthode des domaines �
tifsest par 
ontre parfaitement adaptée à 
e 
as 
ar elle permet de parfaitement prendre en
ompte la géométrie de la plaque métallique in
linée sans modi�
ation du maillage.Le domaine de 
al
ul est un 
ube de dimensions 1.5 m × 1.5 m × 1.5 m. Un dip�leéle
trique, dont le pro�l en temps est une gausienne de fréquen
e 
entrale 1 GHz, est pla
éau 
entre du domaine de 
al
ul. La plaque métallique, de dimensions 0.6 m × 0.6m, est147



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifssituée à une distan
e r = 0.375 m du dip�le. Le maillage volumique, pour la méthodeGalerkin Dis
ontinu et pour la méthode des domaines �
tifs, a un pas en espa
e hV = 15mm et 
omprend 100×100×100 
ellules. Le maillage surfa
ique utilisé en domaines �
tifs
omprend 1000 arêtes de longueurs 
omprises entre hS = 30 mm et hS = 43 mm. Le pasde temps ∆t est égal à 9.62 10−12 s. Nous e�e
tuons 3000 pas de temps. Nous visualisonsdans un premier temps une 
oupe en fréquen
e du 
hamp éle
trique à la fréquen
e 1 GHzdans les quatre 
as suivants : plaque droite 
al
ulée ave
 la méthode DGTD (test A, deréféren
e), plaque droite 
al
ulée ave
 la méthode des domaines �
tifs (test B), plaquein
linée 
al
ulée la méthode DGTD (
onditions métalliques en mar
hes d'es
alier) (test C)et plaque in
linée 
al
ulée ave
 la méthode des domaines �
tifs (test D).Les résultats sont présentés sur les Figures 5.9 et 5.10.

Fig. 5.9 � Coupes fréquentielles du 
hamp élé
trique à 1 GHz : test de référen
e (haut),test B (bas).148



5.5. Résultats numériques

Fig. 5.10 � Coupes fréquentielles du 
hamp élé
trique à 1 GHz : test C (haut), test D(bas).Les �gures (5.11) et (5.12) montrent l'évolution du module du 
hamp magnétique aupoint P situé entre le dip�le éle
trique et le 
entre de la plaque (voir �gure 5.8) pour les
as B et D. Cha
une de 
es �gures présente une 
omparaison ave
 le test de référen
e.Nous 
onstatons que les résultats obtenus dans les trois premiers 
as (
as de référen
e,test B et test D) sont similaires. Ce
i nous permet de 
onstater le bon 
omportement de laméthode. Nous pouvons 
ependant 
onstater que 
es résultats ne sont pas rigoureusementidentiques. Ce
i s'explique par le fait que, 
omme nous l'avons vu, la méthode des domaines�
tifs ne permet pas de retrouver exa
tement les 
onditions métalliques de la méthodeGalerkin Dis
ontinu lorsque la plaque métallique 
oïn
ide ave
 la grille 
artésienne.Nous visualisons alors une 
oupe en fréquen
e du 
ourant éle
trique sur la plaque149
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Fig. 5.11 � Evolution temporelle du module du 
hamp magnétique au point P : test B(
ourbe verte), 
as de référen
e (
ourbe rouge).
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Fig. 5.12 � Evolution temporelle du module du 
hamp magnétique au point P : test D(
ourbe verte), 
as de référen
e (
ourbe rouge).métallique à la fréquen
e 1 GHz dans les 
as suivants : plaque droite 
al
ulée ave
 laméthode des domaines �
tifs (test B) et plaque in
linée 
al
ulée ave
 la méthode desdomaines �
tifs (test D).Les 
ourants élé
triques sur les deux plaques sont très pro
hes.Ces résultats nous permettent de 
onstater que la méthode des domaines �
tifs permetde représenter des objets métalliques de manière 
omplètement indépendante du maillagehexahèdrique.
150
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Fig. 5.13 � Courant éle
trique sur la plaque métallique : test B (à gau
he), test D (à droite)5.5.2 Di�ra
tion d'un 
hamp éle
tromagnétique par une sphèremétalliqueNous voulons étudier i
i le 
omportement d'un 
hamp éle
tromagnétique généré par undip�le éle
trique situé à proximité d'une sphère métallique. L'intérêt prin
ipal de 
e typed'objet est que le maillage surfa
ique 
oupe le maillage volumique de manière 
omplètementaléatoire, permettant ainsi de prendre en 
ompte tous les 
as possibles d'interse
tion entreles deux maillages pour le 
al
ul de la matri
e de 
ouplage.La sphère que nous 
onsidérons a pour rayon 500 mm. Le maillage surfa
ique utiliséen domaines �
tifs est 
onstitué de 10 248 arêtes de longueurs 
omprises entre 18,68 et23,34 mm (Figure 5.14). Le maillage volumique a un pas d'espa
e de 15 mm et 
omprend

Fig. 5.14 � Maillage surfa
ique de la sphère.108×120×108 éléments 
ubiques. Le 
al
ul 
omprend 4000 itérations ave
 un pas de tempségal à 1, 12.10−11 s.L'obsta
le métallique est illuminé par un dip�le dont le pro�l est une gaussienne modulant151



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsun sinus de fréquen
e 
entrale f=0,5 GHz. Le dip�le est situé à 885 mm du 
entre de lasphère.Nous visualisons une 
oupe fréquentielle du 
hamp éle
trique à la fréquen
e 0,5 GHz (Figure5.15). Le plan de 
oupe traverse la sphère en son 
entre et passe par le dip�le. Nous

Fig. 5.15 � Champ éle
trique à la fréquen
e 0,5GHz.
onstatons que le 
hamp éle
tromagnétique prend bien en 
ompte l'obsta
le métallique.Une partie du 
hamp se propage autour de la sphère, et une onde ré�e
hie par la surfa
ede la sphère apparaît et se propage vers le dip�le. Cependant, 
ontrairement au 
as 
ontinuoù le 
hamp éle
tromagnétique est rigoureusement nul à l'intérieur de l'obsta
le métalliquefermé, la méthode des domaines �
tifs laisse passer un 
hamp de faible amplitude àl'intérieur de la sphère métallique �
tive. La �gure (5.16) montre l'évolution temporelledu 
hamp éle
trique en un point d'observation P situé au 
entre de la sphère métallique�
tive, ainsi que les variations du 
hamp éle
trique in
ident en 
e même point.Par rapport à l'amplitude maximale du 
hamp éle
trique in
ident, l'amplitudemaximale du 
hamp éle
trique total au 
entre de la sphère est très faible. En e�et,l'amplitude maximale du 
hamp éle
trique in
ident est environ égal à 0.35, et l'amplitudemaximale du 
hamp éle
trique total est de l'ordre de 0.004, soit un rapport de 90.
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Fig. 5.16 � Evolution temporelle du 
hamp éle
trique in
ident (
ourbe à gau
he) et total(
ourbe à droite) au 
entre de la sphère métallique illuminée par un dip�le éle
trique5.5.3 Rayonnement d'un 
ornet 
ylindrique5,14 mm 1,93 mm1,93 mm7,39 mm

13,49 mm 5,14 mm
25,7 mm

51,15 mm 11,24 mm
axe de révolutiondip�le éle
trique

λg/4

Fig. 5.17 � Cornet lisse de révolution alimenté par un dip�le éle
trique pla
é à λg/4 du fonddu guide 
ir
ulaire pour la fréquen
e 7.5 GHz (les dimensions sont données en millimètres).Nous étudions le rayonnement d'un 
ornet lisse à symétrie de révolution, dont lagéométrie est donnée sur la Figure 5.17.Comme nous l'avons vu, l'utilisation de te
hniques d'éléments �nis pour traiter un 
as
omme 
elui-
i implique la 
réation de maillages volumiques 
omplexes, entraînant alorsdes tailles de problèmes très importantes. De plus, on voit bien i
i que les méthodes FDTD153



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifssont mal adaptées à la prise en 
ompte des parois métalliques du 
ornet 
ylindrique. Ilapparaît ainsi que la méthode des domaines �
tifs soit i
i une très bonne alternative.Le guide 
ir
ulaire d'alimentation a un diamètre égal à 25.7 mm. Son mode fondamentalest le mode TE11 à la fréquen
e 7.056 GHz, et le mode immédiatement supérieur est lemode TM01 à la fréquen
e 8.929 GHz. Pour ex
iter le mode fondamental TE11, nousplaçons un dip�le éle
trique à une distan
e λg/4 du guide 
ir
ulaire, λg étant la fréquen
ede 
oupure du guide d'onde. La fréquen
e 
entrale du dip�le est f0 = 7, 5 GHz, et sonpro�l est une gaussienne modulant un signal sinusoïdal de telle sorte que les fréquen
es
omprises entre 7 GHz et 8 GHz soient les prin
ipales fréquen
es ex
itées. La longueur duguide est 
hoisie assez grande pour que le mode fondamental se propage et pour que lesmodes supérieurs soient des modes évanes
ents su�samment atténués.La faible épaisseur des gorges du 
ornet (égales à 1.93 mm) extrèmement petites parrapport à la longueur d'onde 
entrale (λ = 40 mm pour la fréquen
e f0 = 7, 5 GHz)impose un pas de maillage surfa
ique de l'ordre de λ/20 pour la plus petite maille. Ainsi,le maillage surfa
ique du 
ornet utilisé est 
onstitué de 3492 arêtes de longueurs 
omprisesentre 1.93 et 7.39 mm (voir Figure 5.18).
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Fig. 5.18 � Maillage surfa
ique du guide d'onde.Le maillage volumique a un pas de dis
rétisation h égal à 1 mm (soit un maillage en
λ/40) et 
ontient 60 × 84 × 61 
ellules 
ubiques. Le 
al
ul 
omprend 4000 pas en temps,ave
 un in
rément en temps ∆t égal à 1, 9.10−12 s.La �gure (5.19) présente les 
oupes fréquentielles du 
hamp éle
trique à la fréquen
e f0 =
7.5 GHz dans les deux plans suivants :� Le premier plan passe par le dip�le éle
trique et 
oupe le 
ornet dans sa largeur.� Le se
ond plan passe par le dip�le éle
trique et 
oupe le 
ornet dans sa longueur(plan de 
oupe de la �gure 5.17).Nous 
onstatons que la struture de révolution du 
ornet est bien prise en 
ompte (�gure5.19 gau
he), et que le 
ornet rayonne dans la dire
tion souhaitée (�gure 5.19 droite). Deplus, on remarque que peu de 
hamp passe à travers les parois métalliques du 
ornet,
on�rmant le bon fon
tionnement de la méthode.154



5.5. Résultats numériques

Fig. 5.19 � Coupes fréquentielles du 
hamp élé
trique à 7.5 GHz : Plan 1 (à gau
he), testD (à droite).5.5.4 Antenne héli
e
26 mm

6 mm1 mm

4 mm

Dipole

Z

Y

Fig. 5.20 � Antenne héli
e symétrique.Nous étudions i
i une antenne héli
e symétrique dont la géométrie est donnée sur la�gure 5.20. Le faible diamètre de l'antenne impose un pas d'espa
e surfa
ique hs très petitau regard de la longueur total de la stru
ture. Le maillage surfa
ique utilisé est 
omposéde 5648 triangles 
onstitués d'arêtes de longueurs 
omprises entre 0.296 mm et 0.500 mm(Figure (5.21)). 155



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifs

Fig. 5.21 � Maillage surfa
ique de l'héli
e symétrique.Pour 
onserver la relation de 
ompatibilité entre le maillage surfa
ique et le maillagevolumique né
essaire à la stabilité de la méthode des domaines �
tifs, nous utilisons unpas de maillage volumique hV =0.148 mm. Ainsi, le maillage du domaine de 
al
ul, dont lesdimensions sont 20 mm×20 mm×65 mm, né
essite l'utilisation d'un maillage volumique
onstitué de 135×135×439 éléments (soit 8 000 775 mailles). A�n de réduire sensiblementle nombre d'élements du maillage volumique, nous plaçons 
ha
une des héli
es dans uneboite sous-maillée dont le taux de ra�nement est égal à 4, et dont les dimensions sont 6mm×6 mm×26 mm. Nous obtenons alors un maillage 
onstitué de 563 200 mailles �nes,et 117 204 mailles grossières. La �gure 5.22 présente le maillage volumique utilisé.Pour ex
iter l'antenne, nous plaçons un dip�le éle
trique entre les deux héli
es (�gure

Fig. 5.22 � Maillage volumique utilisé.5.20). Le pro�l de 
e dip�le est une Gaussienne modulant un sinus, et sa fréquen
e 
entraleest 13 GHz. Le 
al
ul 
omprend 5000 pas en temps, ave
 un in
rément en temps ∆t égalà 1, 13982.10−13 s.La �gure (5.23) présente la 
oupe fréquentielle du 
hamp éle
trique à la fréquen
e f0 = 13Ghz dans le plan 0zy Nous 
onstatons que l'antenne héli
e est bien prise en 
ompte par laméthode, et que l'utilisation du sous-maillage lo
al ne dégrade pas la solution. La Figure(5.23) montre le rayonnement 
ir
ulaire de l'antenne.156



5.6. Con
lusion

Fig. 5.23 � Coupe fréquentielle du 
hamp éle
trique à 13 GHz.5.6 Con
lusionDans 
e 
hapitre nous avons 
ouplé une méthode de domaines �
tifs ave
 la méthodeGalerkin Dis
ontinu (DGTD), présentée aux 
hapitres pré
édents, pour la résolutiondes équations de Maxwell dans le domaine temporel. L'approximation non-
onforme des
hamps utilisée par la méthode DGTD ne permettant pas de prendre en 
ompte la
ontrainte imposée sur le 
hamp éle
trique par l'objet métallique, nous avons introduitun opérateur dis
ret permettant d'exprimer la tra
e tangentielle du 
hamp éle
trique surla surfa
e de l'objet 
onsidéré. Cet opérateur est un opérateur de proje
tion orthogonale del'espa
e d'approximation non-
onforme Q1
div sur un sous-espa
e ve
toriel Ah de H( ~rot,Ω)au sens d'un produit s
alaire que nous avons dé�ni. Ce produit s
alaire présente l'avantagede permettre l'utilisation d'une te
hnique de 
ondensation de masse pour les éléments de

Ah. Ainsi, nous obtenons un s
héma stable et 
onservatif, qui apparaît 
omme étant uneversion perturbée du s
héma DGTD sans la présen
e d'obsta
les.Les résultats numériques obtenus sont en
ourageants mais ne permettent pas en
ore devalider 
omplètement la méthode. En e�et, nous avons 
onstaté que, malgré le ra�nementdu maillage volumique, une partie du 
hamp éle
tromagnétique traverse les obsta
lesmétalliques. Ce phénomène peut s'expliquer par le fait que, 
ontrairement aux méthodes157



Chapitre 5. Méthode des domaines �
tifsFDTD, la méthode Galerkin Dis
ontinu développée i
i né
essite, pour la prise en 
omptedes objets métalliques, une 
ondition sur le 
hamp éle
trique ~E et une 
ondition sur le
hamp magnétique ~H (voir se
tion 2.3). Ainsi, on 
onstate que lorsque la paroi métallique,traitée par la méthode des domaines �
tifs, tend vers les fa
es du maillage 
artésien, onne retrouve pas l'intégralité des 
onditions métalliques imposées par la méthode DGTD ;il manque la 
ondition sur le 
hamp magnétique.Comme nous l'avons vu, la 
ondition métallique sur ~H provenant de la méthode DGTD
onsiste à introduire de part et d'autre de la paroi métallique (i.e. dans les 
ellules Ti et Tkadja
entes à la parois métallique ) le saut du 
hamp magnétique à travers 
elle-
i. Ainsi,pour prendre en 
ompte 
ette 
ondition ave
 la méthode des domaines �
tifs, il faut être
apable d'exprimer la dis
ontinuité du 
hamp magnétique au niveau du maillage surfa
iquequelle que soit sa position dans les éléments du maillage volumique, dans un 
adre quipermette au moins de démontrer la stabilité du système. Durant 
e travail, plusieurs essaisen dimension 1 n'ont pas permis d'aboutir au résultat souhaité.
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Con
lusionsNous avons, dans 
e travail, étudié une méthode d'éléments �nis dis
ontinus (ouméthode de type Galerkin Dis
ontinu, DGTD) pour la résolution des équations de Maxwelldans le domaine temporel, a�n de l'adapter à la 
ara
térisation de stru
tures rayonnanteset de l'asso
ier à des te
hniques de domaines �
tifs.La méthode Galerkin Dis
ontinu présentée i
i est adaptée aux maillages hexaédriquesorthogonaux. Elle est basée sur une formulation 
entrée pour appro
her les intégralesde surfa
e, et sur un s
héma "saute-mouton" d'ordre 2 pour l'intégration temporelle.Elle 
onserve l'équivalent d'une énergie éle
tromagnétique dis
rète et assure la stabilitédu s
héma sous une 
ondition de type CFL pour une large 
lasse de fon
tions de base.Dans 
haque élément du maillage, nous avons utilisé, 
omme espa
e d'éléments �nispour les 
hamps éle
trique et magnétique, la restri
tion à 
haque élément des fon
tionsde l'espa
e des éléments �nis de plus bas degré de Nédéle
 pour H( ~rot). Cet espa
ed'approximation présente l'avantage de 
onserver la nullité de la divergen
e des 
hampsdans 
haque élément. Nous avons alors étudié l'erreur de dispersion du s
héma dans le
as d'un maillage 
artésien uniforme et de matériau homogène et isotrope, et 
e pourdi�érents espa
es d'approximations. Cette étude nous a montré que l'erreur de dispersionde la méthode di�ère selon l'espa
e d'approximation 
hoisi et le ve
teur d'onde 
onsidéré.Dans tous les 
as, l'erreur de dispersion n'est pas dégradée lorsque l'on diminue le nombrede 
ourant ν du s
héma, et don
 le pas de temps. Cette propriété est importante dans le
adre de l'utilisation de maillages lo
alement ra�nés, 
ar elle permet de traiter des zonesra�nées ave
 un pas de temps 
onstant sans introduire une erreur de dispersion tropimportante.Nous avons ensuite introduit des 
onditions aux limites absorbantes parfaitement adaptéesà la périphérie du domaine de 
al
ul : les Unsplit PML. Ces parois absorbantes sont uneversion "non-splittées" des PML de Bérenger. Elles présentent l'avantage d'être pro
hesdes équations de Maxwell d'origine et permettent d'introduire fa
ilement des objets àl'intérieur des 
ou
hes absorbantes, et 
e a�n de simuler des stru
tures de longueur in�nieou des 
harges adaptées. Nous avons alors utilisé la méthode Galerkin Dis
ontinu pourla 
ara
térisation de stru
tures rayonnantes planaires. Nous avons 
al
ulé l'impédan
e, le
oe�
ient de ré�exion et le taux d'onde stationnaire d'antennes planaires alimentées pardes lignes mi
roruban. La fabri
ation et les mesures des antennes 
onsidérées ont permisde montrer le très bon 
omportement de la méthode pour 
e type de 
al
uls.Nous avons ensuite présenté de manière détaillée l'appli
ation de la méthode GalerkinDis
ontinu pour des grilles 
artésiennes par blo
s, lo
alement ra�nées de manière159



Con
lusionsnon-
onforme. Des tests numériques ont permis de montrer que l'utilisation de 
e typede maillages n'engendre que peu de ré�exions parasites au niveau des interfa
es non-
onformes. En�n, nous avons repris les 
al
uls d'antennes e�e
tués dans le pré
édemmenten ra�nant lo
alement a�n de mieux prendre en 
ompte la distan
e entre le plan de masseet la stru
ture rayonnante. Cette étude nous a permis d'améliorer la qualité des résultatsobtenus tout en diminuant la taille du domaine de 
al
ul.Dans le dernier 
hapitre, nous avons 
ouplé la méthode Galerkin Dis
ontinu ave
 uneméthode de domaines �
tifs basée sur une appro
he ave
 multipli
ateurs de Lagrangepour prendre en 
ompte la présen
e d'un obsta
le métallique. L'idée de 
ette méthode estd'étendre arti�
iellement la solution du problème à l'intérieur de l'obsta
le et d'introduireune nouvelle in
onnue (un multipli
ateur de Lagrange) dé�nie à la surfa
e de 
elui-
i. Laméthode utilise deux maillages de manière indépendante : un maillage 
artésien, pourfaire évoluer le 
hamp éle
tromagnétique dans le domaine élargi, et un maillage surfa
iquequi permet de prendre en 
ompte l'objet métallique. La 
onvergen
e de la méthode estliée à une relation de 
ompatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfa
ique :le plus petit élément du maillage surfa
ique impose la taille des éléments du maillagevolumique. Ainsi, pour des objets présentant de tout petits détails, 
ette 
ondition peutdevenir extrêmement 
ontraignante sans le re
ours à des te
hniques de ra�nement lo
al,telle, par exemple 
elle rendue possible par la méthode Galerkin Dis
ontinu.La méthode des domaines �
tifs impose de 
onnaître la tra
e tangentielle du 
hampéle
trique à la surfa
e de l'objet, et don
 d'exprimer le 
hamp éle
trique dans unespa
e H( ~rot) sur tout le domaine de 
al
ul Ω. La méthode DGTD étant basée sur uneapproximation non-
onforme des 
hamps, nous avons introduit un opérateur de proje
tionorthogonale de l'espa
e d'approximation Q1
div sur un sous-espa
e ve
toriel Ah de H( ~rot,Ω)au sens d'un produit s
alaire qui permet d'utiliser une te
hnique de 
ondensation demasse pour les éléments de Ah. Nous avons ainsi obtenu un s
héma stable et 
onservatif,que l'on peut voir 
omme une version perturbée du s
héma Galerkin Dis
ontinu.Parmi les tests numériques e�e
tués, nous avons utilisé des maillages ra�nés lo
alement demanière non-
onforme a�n de diminuer la taille de 
ertains problèmes, tout en respe
tantla 
ondition de 
ompatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfa
ique. Lesrésultats obtenus sont en
ourageants et montrent le bon fon
tionnement de la méthode.Pour la suite de 
e travail, plusieurs perspe
tives sont envisageables. Tout d'abord,au niveau du 
ouplage de la méthode DGTD ave
 la méthode des domaines �
tifs,il faudrait dé�nir une 
ondition sur le 
hamp magnétique permettant de retrouverexa
tement les 
onditions métalliques imposées par la méthode DGTD lorsque le maillagesurfa
ique tend vers le maillage 
artésien. Il faudrait également s'attaquer à la preuvede la 
onvergen
e de la méthode, qui donnerait probablement des pistes pour imposer
orre
tement 
ette 
ondition métallique supplémentaire. Par ailleurs, on pourrait imaginerd'adapter 
e type de méthodes de domaines �
tifs pour le traitement des frontièresdiéle
triques.Pour 
e qui est des s
hémas en temps, l'introdu
tion de pas de temps lo
aux permettraitd'adapter le nombre de pas de temps aux di�érentes zones ra�nées et grossières du maillageutilisé et ainsi optimiser les temps de 
al
uls. Des s
hémas (de type simple
tiques) ave
160



pas de temps lo
al ayant les mêmes propriétés de 
onservation exa
te d'une énergieappro
hée ont déjà été proposés. Il faudrait 
ependant étudier �nement le 
ouplage entre
es s
hémas et l'appro
he domaines �
tifs, en parti
ulier pour les 
as où la zone ra�néene 
ontient pas l'ensemble de l'objet metallique.En�n, l'utilisation de maillages hexaédriques non-réguliers pour la 
ara
térisation desstru
tures planaires n'a pas été testée durant 
e travail. Il serait ainsi intéressant d'étudierl'in�uen
e de 
e type de déformation de maillage sur les 
al
uls d'impédan
es d'antennes.Une autre appli
ation de la méthode DGTD à l'étude des antennes serait le traitement desstru
tures périodiques, 
omme par exemples les antennes Bandes Interdites Photoniques(BIP) ou les Surfa
es Séle
tives en Fréquen
es (FSS). En e�et, de par son 
ara
tère"lo
al", la méthode est parfaitement adaptée à l'utilisation de 
onditions de symétries auxlimites du domaine de 
al
ul.
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RésuméCe travail porte sur l'étude d'une méthode d'éléments �nis dis
ontinus (ou méthodede type Galerkin Dis
ontinu, DGTD) basée sur l'utilisation d'un maillage héxaédriquerégulier, proposée pour la résolution des équations de Maxwell dans le domaine temporel,a�n de l'adapter à la 
ara
térisation de stru
tures rayonnantes et de l'asso
ier à deste
hniques de domaines �
tifs.On présente tout d'abord une méthode Galerkin Dis
ontinu s'appuyant sur une formulation
entrée pour appro
her les �ux numériques aux interfa
es du maillage et sur un s
héma entemps expli
ite de type saute-mouton. Ainsi, le s
héma obtenu est non-di�usif, stable, peudispersif, parfaitement adapté à l'utilisation de maillages lo
alement ra�nés de manièrenon-
onforme. La méthode a été dotée de parois absorbantes performantes (modèleUnsplit-PML), permettant de prendre en 
ompte fa
ilement des objets à 
heval entrele domaine de 
al
ul et la 
ou
he absorbante. Nous avons ensuite utilisé la méthodepour e�e
tuer des 
al
uls d'impédan
es, de paramètres S et de T.O.S. sur des stru
turesrayonnantes planaires. La 
omparaison entre la simulation et la mesure de 
es stru
turesmontre le bon fon
tionnement de la méthode.Nous avons alors 
ouplé une méthode de domaines �
tifs ave
 la méthode DGTD a�n deprendre en 
ompte la présen
e d'objets métalliques à géométries 
omplexes. La méthodedes domaines �
tifs utilise deux maillages de manière indépendante : un maillage 
artésien,pour faire évoluer le 
hamp éle
tromagnétique dans l'espa
e libre, et un maillage surfa
iquequi permet de prendre en 
ompte l'objet métallique. La 
onvergen
e de la méthode (pourla méthode FDTD) est liée à une relation de 
ompatibilité entre le maillage volumiqueet le maillage surfa
ique : le plus petit élément du maillage surfa
ique impose la tailledes éléments du maillage volumique. Ainsi, pour des objets présentant de tout petitsdétails, 
ette 
ondition n'est assurée que si le maillage volumique est de l'ordre du pluspetit élément du maillage surfa
ique, 
e qui peut devenir extrêmement 
ontraignant sansle re
ours à des te
hniques de ra�nement lo
al, telle que 
elle rendue possible par laméthode Galerkin Dis
ontinu et utilisée i
i.Mots-
lés: Ele
tromagnétisme, équations de Maxwell,méthodes Galerkin Dis
ontinu non-di�usives, maillages lo
alement ra�né non-
onformes, stabilité, Unsplit PML, stru
turesrayonnantes, impédan
e, domaines �
tifsAbstra
tWe present in this work a time-domain dis
ontinuous Galerkin �nite elementmethod (DGTD) applied and adapted to the time domain numeri
al 
hara
terization ofantennas, in asso
iation with a �
titious domain approa
h.First, a Dis
ontinuous Galerkin method is presented, whi
h is based on 
entered numeri
al�uxes and a se
ond order expli
it leap-frog time s
heme. The s
heme obtained is non-di�usive, stable, with low dispersion and perfe
tly adapted for the use of non
onforminglo
ally re�ned meshes. To deal e�
iently with unbounded problems, we used an unsplitted169



version of Perfe
tly Mat
hed layers (UPML). Then, we used the DGTD method to 
al
ulateimpedan
es, S parameters and VSWR of various planar stru
tures. The 
omparisonbetween simulation and measurement of theses stru
tures shows the good behaviour ofthe method.Next, a �
titious domain approa
h based on the Dis
ontinuous Galerkin Time-Domain(DGTD) method is developped in order to take into a

ount obsta
les with 
omplexgeometries. The �
titious domain method uses two independent meshes : a 
artesian grid,for the ele
tromagneti
 �eld propagation, and a surfa
i
 mesh whi
h takes into a

ount theobsta
le geometry. In the general 
ase, the 
onvergen
e of the method is linked to obtainingan uniform inf-sup 
ondition, leading to a 
ompatibility 
ondition between the boundarymesh and the volumi
 mesh, i.e. the volumi
 spa
e step is linked to the smallest triangleof the surfa
i
 mesh. Thus the 
onstraint 
an be severe for surfa
i
 meshes with smalldetails, in parti
ular for methods whi
h do not 
ope easily with lo
ally re�ned grids (likethe FDTD method). A DGTD method is perfe
tly adapted to the use of lo
al subgriddingand allows the 
ontrol of the volumi
 meshes dimension.Keywords: Ele
tromagnetism, Maxwell's equations, non-di�usive Dis
ontinuous Galerkinmethods,non
onforming lo
ally re�ned meshes, stability, Unsplit PML, radiatingstru
tures, impedan
e, �
titious domain
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