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Introduction

La fin du X X®™€ giécle a été marquée par une évolution fulgurante des systémes de
télécommunications aux débits toujours plus importants, tels que la téléphonie mobile,
I'internet, le WIFI .... Ces nouveaux systémes de télécommunications sont de plus en
plus demandeurs d’antennes larges bandes ou multi-bandes dont la complexité et la
miniaturisation imposent le développement et I'utilisation d’outils de simulation numérique
toujours plus performants. L’évolution technologique des moyens informatiques et la
montée en puissance des calculateurs ont permis un développement croissant des méthodes
numériques en électromagnétisme pour la résolution des équations de Maxwell. Ces
méthodes de calculs doivent alors surmonter un certain nombre de contraintes et de
difficultés :

— La précision des approximations numériques dépend du pas de discrétisation spatiale
qui est une fraction de la longueur d’onde minimale du probléme étudié. La tendance
actuelle étant la montée en fréquence des sources électromagnétiques, les tailles de
mailles admissibles sont de plus en plus petites, engendrant des tailles de problémes
de plus en plus importantes.

— La résolution numérique de problémes de grande taille ne peut se faire qu’en
exploitant pleinement les possibilités de calculs des moyens informatiques qui sont
a disposition. L’algorithme induit par la méthode choisie doit donc avoir un haut
degré de parallélisme.

— La plupart des phénoménes électromagnétiques ont lieu dans un environnement non

borné. Leurs simulations requiérent un domaine de calcul non borné ou la prise en
compte précise de bords artificiels.
Les nouveaux matériaux constituant les objets étudiés possédent des caractéristiques
électromagnétiques de plus en plus complexes qui nécessitent des algorithmes
robustes pour la résolution des équations de Maxwell. Ces derniéres peuvent ne
plus étre linéaires pour certaines lois constitutives de matériaux complexes.

— Les géométries compliquées induisent des singularités dans les courants surfaciques
qui nécessitent souvent un traitement numérique particulier (par exemple, les
problémes de diffraction d’onde). Les singularités dues aux courants filaires ne sont
également pas faciles a prendre en compte.



Introduction

1 Méthodes numériques couramment utilisées

Pour résoudre les équations de Maxwell, on peut distinguer deux types de méthodes :
les méthodes harmoniques, qui traitent les équations de Maxwell dans le domaine
fréquentiel, et les méthodes temporelles, qui traitent les équations de Maxwell dans le
domaine temporel. Parmi les modéles harmoniques, les méthodes d’équations intégrales
sont largement utilisées dans le monde industriel et permettent d’obtenir d’excellents
résultats. Cependant, ce type de méthodes est trés mal adapté & l'analyse de milieux
trés inhomogénes, et nécessite par ailleurs une simulation pour chaque fréquence étudiée,
ce qui peut poser probléme dans les études dites "large bande". Les méthodes temporelles
interviennent dans ce cadre car elles permettent de traiter des matériaux non homogenes et
dispersifs ainsi que des éléments actifs, et permettent d’obtenir a partir d'un seul calcul les
caractéristiques électromagnétiques des systémes étudiés sur une large bande de fréquence.
Nous pouvons alors énumérer de maniére non exhaustive les méthodes numériques les plus
utilisées pour résoudre les équations de Maxwell dans le domaine temporel.

(i) Méthodes de différences finies

La méthode la plus utilisée encore aujourd’hui pour résoudre les équations de Maxwell
dans le domaine temporel est la méthode de différences finies, ou FDTD (Finite Difference
Time Domain) introduite par K. Yee en 1966 [86]. Cette méthode est la plus simple et
la plus rapide a mettre en ceuvre d’'un point de vue informatique. La méthode consiste
a approcher les dérivées spatiales et temporelles qui apparaissent dans les équations de
Maxwell par des différences finies centrées sur un maillage composé de parallélépipédes
rectangles identiques. Les composantes des champs électrique E et magnétique H sont
décalées d’un demi-pas d’espace sur la grille de calcul et calculées de maniére alternative
et itérative, respectivement a des multiples pairs et impairs du demi-pas temporel (schéma
"leap-frog" d’ordre 2). Le schéma numeérique résultant est explicite en temps, peu cotiteux,
et doté d’un critére de stabilité trés simple. Cependant, 1'utilisation d’un maillage cartésien
ne permet pas une bonne prise en compte des géométries complexes (approximation en
marches d’escalier) et engendre des phénoménes de diffraction parasite qui dégradent la
qualité des solutions calculées [15]. Un raffinement global du maillage en espace et en temps
peut diminuer partiellement les perturbations, mais engendre une forte augmentation de
la taille des problémes considérés. En effet, si les pas d’espace sont divisés par 2, alors
le nombre d’inconnues numériques est multiplié par 8 en 3D, et le temps de calcul est
approximativement multiplié par 16 & cause de la condition de stabilité. De nombreuses
méthodes de raffinement spatio-temporel reposant sur le schéma de Yee ont été proposées
(voir [18, 53, 72| entre autres). Toutes ces méthodes utilisent des interpolations plus ou
moins sophistiquées et se révélent instables en temps long. Plus récemment, une nouvelle
méthode [32] a été proposée en 3D, garantissant un raccord stable entre les grilles,
basée sur la conservation de I’énergie électromagnétique discréte. Cette méthode présente
I'inconvénient de ne plus étre totalement explicite et de nécessiter un rapport de raffinement
de 2 pour éviter ’apparition d’ondes parasites. Une amélioration de la méthode qui évite
ce deuxiéme inconvénient a depuis été proposée [9].

(ii) Méthodes d’éléments finis
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La méthode des éléments finis repose sur une formulation variationnelle des équations
de Maxwell. Cependant, les champs électrique et magnétique n’étant pas toujours continus
(diélectriques, conditions métalliques...), 'utilisation des éléments finis classiques, qui
imposent la continuité de toutes les composantes des solutions, engendre des problémes
d’implémentation dans le traitement des conditions aux limites et des diélectriques.
Pour contourner ce type de problémes, des techniques basées sur 1'ajout d'un terme de
pénalisation en divE ont été proposées (voir notamment [5, 6, 66]). Une autre voie est
celle de la construction d’éléments finis adaptés aux propriétés des champs électrique et
magnétique. Ce sont les éléments finis d’aréte de Nédélec [64], dont seule la composante
tangentielle est continue.

Les maillages utilisés par ces méthodes sont constitués de tétraédres ou d’hexaédres
de formes variables et permettent la bonne prise en compte de la géométrie du probléme.
Cependant, la création de tels maillages est complexe et nécessite un travail important et
délicat. De plus, ces méthodes ne sont pas explicites en temps et nécessitent l'inversion
d’une matrice de masse a chaque itération temporelle. D'un point de vue mathématique,
I'inversion de cette matrice ne pose aucun probléme, mais sa trés grande taille (qui dépend
du nombre de degrés de liberté dans la formulation, et donc du nombre de nceuds dans le
maillage) peut entrainer des temps de calcul considérables. Des techniques de condensation
de masse permettent, par des approximations numériques de diagonaliser cette matrice de
masse a inverser. Elles sont cependant difficiles a mettre en ceuvre pour les éléments finis
utilisés pour I’électromagnétisme |27, 56, 22|.

Enfin, la stabilité du schéma numérique dépend de la taille et de la forme des éléments
du maillage utilisé. Le critére de stabilité est plus compliqué que celui de la méthode FDTD
et doit en toute rigueur étre étudié pour chaque maillage utilisé.

(iii) Méthodes de volumes finis et d’éléments finis discontinus

Dans le domaine de 1’électromagnétisme, 1'utilisation des méthodes Galerkin
Discontinu (DG) sous leur forme actuelle pour la résolution des équations de Maxwell
dans le domaine temporel a commencé au début des années 2000 (voir|21] et les références
des contributions), bien que d’autres travaux antérieurs ou contemporains méritent d’étre
mentionnés, comme les premiéres formulations des méthodes de type DG pour des
systémes hyperboliques multi-dimensionnels [20], les travaux de Remaki [76] sur une autre
approche de type DG ou le schéma de type volumes finis proposé dans [71|. La principale
caractéristique de cette méthode est qu’elle n'impose aucune continuité des inconnues
numériques d'un élément a 'autre. Ainsi, la méthode peut étre vue comme une méthode
élément finis discontinue, ou comme une approche volume fini d’ordre élevé. L’intérét de
cette méthode est le fait qu’elle permet de résoudre avec précision les équations de Maxwell
temporelles avec des maillage raffinés de maniére non-conformes, permettant de réduire de
maniére spectaculaire la taille des problemes. L’un des objectifs de ce travail est I’étude de
ce type de méthode pour la caractérisation de structures rayonnante.

(iv) Méthode des domaines fictifs

Introduite au début des les années 1960 |79, 7| pour la résolution de problémes
elliptiques, et développée plus récemment pour de nombreuses applications par R.
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Glowinski et al. [37, 85, 38, 35, 36|, la méthode des domaines fictifs a derniérement été
adaptée aux problémes de propagation d’ondes électromagnétiques |23, 33|. La méthode
des domaines fictifs en régime temporel est une sorte de compromis entre les différences
finies et les éléments finis. Son principe est d’étendre le domaine de géométrie quelconque
Q & un domaine de géométrie simple C' - le domaine fictif - généralement un rectangle ou
un parallélépipéde. Il faut alors imposer la condition aux limites sur la frontiére I' = 0S) de
lobjet de géométrie compliquée (qui n’est alors plus un bord de C'!) pour que la solution
du probléme étendu coincide avec la solution du probléme initial sur le domaine d’origine.
Cette condition aux limites est alors vue comme une contrainte a laquelle on associe un
multiplicateur de Lagrange. Cette nouvelle inconnue est définie & la surface de 'obstacle.
Du point de vue numérique, la méthode est basée sur 'utilisation d’un maillage régulier,
ce qui lui confére presque la méme efficacité que les différences finies, et permet, en plus,
de mieux prendre en compte la géométrie de l'obstacle par l'intermédiaire d’un maillage
surfacique sur l'obstacle. Ainsi, le schéma numérique final peut étre vu comme une légére
perturbation (au sens du temps de calcul) du schéma numeérique traitant le probléme sans
obstacle sur le maillage uniforme. Le coiit de cette perturbation peut étre considéré comme
marginal.

(v) Autres méthodes

Parmi les autres méthodes numériques appliquées aux équations de Maxwell, 1la T.L..M.
("Transmission Line Method") a été proposée par P.B. Johns et R.L. Beurle en 1971 [49].
Elle s’appuie sur des remarques faites il y a fort longtemps par Huygens [48| dans son traité
de la lumiére. Celles-ci permettent de voir un front d’onde comme une infinité de sources de
rayonnements secondaires produisant chacune des ondelettes sphériques dont 1'enveloppe
forme un autre front d’onde. Dans cette méthode, les nceuds du domaine de calcul maillé
sont considérés comme des sources de rayonnement. L’ensemble de ces sources forme un
front d’onde. La notion temporelle est ici naturelle. La mise en équation du probléme
est opérée en considérant le réseau maillé comme une série d’intersections orthogonales de
lignes de transmission. Une matrice permet de relier une cellule avec ses voisines. Son calcul
est itéré dans le temps par incrémentation, ce qui permet de suivre la propagation d’un
signal dans un réseau maillé. Le maillage est de type cubique, mais son pas de temps peut
étre irrégulier. La propagation guidée est un domaine privilégié pour ce type de méthodes.

Une autre méthode, plus marginale et peu répandue dans le domaine temporel, est
la méthode des équations intégrales. Elles raménent le probléeme d’équations aux dérivées
partielles & un probléme défini sur la frontiére de l'obstacle homogéne borné. Pour un
obstacle parfaitement conducteur, le champ électromagnétique diffracté est entiérement
déterminé en tout point de ’espace & partir de I'intégrale sur la frontiére de 1’obstacle de
la densité surfacique de charge volumique et de la densité surfacique de courant électrique,
avec 'introduction des fonctions de Green dans le cas harmonique et des potentiels retardés
dans le cas transitoire. Ceci permet alors d’obtenir une équation intégrale vérifiée par la
charge et le courant surfacique avec pour données les traces du champ électromagnétique
incident [83]. L’intérét de cette méthode par rapport aux méthodes volumiques des
différences finies ou des éléments finis temporels est le gain d’une dimension d’espace,
le probléme étant posé sur une surface de ’espace et non dans I'espace tout entier. Les
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matrices qui interviennent dans le schéma numérique sont alors beaucoup plus petites
(mais denses et non plus creuses) que celles intervenant dans les méthodes d’éléments finis,
avec des dimensions de I'ordre de 10% au lieu de 108, respectivement. De plus, le probléme
étant posé sur une surface bornée, le probléme des conditions absorbantes qui se pose pour
les méthodes volumiques (différences finies et éléments finis volumiques) n’intervient pas.
Mais la discrétisation par une méthode d’éléments finis de 1’équation intégrale, vérifiée par
les densités surfaciques de courant, donne un schéma numérique qui impose de calculer et
garder en mémoire une matrice dense de grande taille, ce qui peut devenir trés gourmand en
place mémoire si le nombre de pas de temps est important. De plus, cette méthode présente
des problémes d’instabilité et d’apparitions de solutions numériques parasites bien compris
désormais si une formulation faible n’est pas correctement utilisée [83].

2 Problématique et solution proposée

La convergence de la méthode des domaines fictifs est liée & ’obtention d'une condition
inf-sup discréte qui entraine une relation de compatibilité entre le maillage volumique
régulier et le maillage surfacique de 'objet [85, 7|. En notant Hy le pas d’espace du
maillage volumique uniforme et hg la taille du plus petit élément du maillage surfacique,
la relation de compatibilité des deux maillages s’écrit :

hg Z OZHV, (1)

ou « est une constante égale a 3 [85]. Ainsi, selon cette condition, la méthode converge si
la taille du plus petit élément du maillage surfacique est au moins trois fois supérieure au
pas d’espace du maillage volumique. On constate alors que cette condition peut devenir
extrémement contraignante dans le cas de maillages surfaciques présentant de trés petits
éléments, puisque les dimensions de maillages volumiques deviennent alors rapidement
rédhibitoires. La méthode de domaines fictifs basée sur le schéma de Yee [33] permet
d’obtenir d’excellents résultats pour les problémes de diffraction. Cependant, elle n’est pas
adaptée aux techniques de raffinement local et reste donc trés sensible & la condition de
compatibilité (1).

L’'un des objectifs de ce travail est alors de proposer une méthode de domaines
fictifs basée sur un schéma numérique parfaitement adapté a I'utilisation de sous-maillages
locaux : on pense naturellement & une méthode de Galerkin Discontinu pour la résolution
des équations de Maxwell dans le domaine temporel sur des maillages héxaédriques réguliers
[31, 16]. En somme, la méthode de domaines fictifs basée sur ce type de méthode d’éléments
finis discontinus doit permettre de controler de maniére efficace la relation de compatibilité
des maillages, et donc la taille des problémes a résoudre.

L’autre objectif de ce travail est d’étudier et d’adapter une méthode Galerkin Discontinu
pour le calcul des principales caractéristiques des structures rayonnantes, telles que
I'impédance, le coefficient de réflexion ou le Taux d’Onde Stationnaire (TOS).
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3 Plan du manuscrit

Apres cette introduction, le document est divisé en cing chapitres.

Le Chapitre 1 présente le contexte physique de cette étude : les équations de Maxwell
dans le domaine temporel. Les caractéristiques physiques des champs électromagnétiques
sont rappelées.

Dans le Chapitre 2, on présente la famille des méthodes d’éléments finis discontinus,
ou méthodes de type Galerkin Discontinu, utilisées pour la résolution des équations de
Maxwell dans le domaine temporel, adaptée a des maillages hexaédriques orthogonaux. On
rappelle le choix des approximations des intégrales de surface, la discrétisation en espace,
le schéma temporel utilisé et les principales propriétés de ce type de méthodes (stabilité,
convergence, conservation d’énergie, traitement des conditions aux limites métalliques).
On propose ensuite un espace d’approximation qui permet de conserver la divergence des
champs électrique et magnétique dans chacun des éléments, et globalement de maniére
faible sur un maillage cartésien. Enfin, on procéde & une étude de dispersion détaillée du
schéma pour différents espaces d’approximations donnés.

Les problémes de propagation d’onde étant la plupart du temps posés en domaines non
bornés, nous étudions en détail, dans le Chapitre 3, des conditions absorbantes aux limites
du domaine de calcul permettant, d’une part, de simuler ’espace infini , d’autre part, d’étre
adapté aux différents calculs d’antennes envisagés. Pour cela, nous développons une version
adaptée au schéma Galerkin Discontinu d’une méthode de Type Unsplit PML (version non
splittée des couches absorbantes parfaitement adaptées de Bérenger [11]). Cette technique
a l'avantage de nous permettre d’'introduire facilement des objets métalliques a I'intérieur
des parois absorbantes, rendant ainsi possibles, entre autres, des simulations des charges
adaptées. Nous présentons alors 1’étude de différentes structures planaires rayonnantes.

Le Chapitre 4 est consacré a la présentation détaillée de la méthode Galerkin
Discontinu appliquée aux maillages hexaédriques non-conformes. Dans la mesure ou cette
méthode va étre utilisée dans ce travail pour la méthode des domaines fictifs, nous nous
intéressons uniquement & des grilles cartésiennes localement raffinées de maniére non-
conforme. Nous exposons alors le principe du raffinement local, le choix des espaces
d’approximation a l'intérieur des différents éléments du maillage et les questions de
conservation d’énergie aux interfaces non-conformes. Nous présentons alors un certain
nombre de résultats numériques.

Le Chapitre 5 est consacré a I'étude de la méthode des domaines fictifs pour les
équations de Maxwell dans le domaine temporel. Nous introduisons d’abord le principe
général des méthodes de domaines fictifs sur un probléme modéle de diffraction d’onde
et les différentes interprétations possibles. Nous rappelons alors les principales propriétés
d’existence et d’unicité de la solution, de conservation d’énergie et de convergence. On
montre ensuite, dans le cas des équations de Maxwell dans le domaine temporel, comment
coupler la méthode des domaines fictifs avec la méthode d’éléments finis discontinus
présentée au Chapitre 3. On termine ce chapitre par la présentation de tests numériques
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qui illustrent les performances de la méthode proposée.
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Rappels sur les équations de Maxwell
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Nous présentons ici de facon succinte les différentes équations qui permettent de décrire
les phénomeénes électromagnétiques. Pour plus de détails, on pourra se référer a 'ouvrage
de Stratton [80] pour un point de vue physique de I’électromagnétisme, et au premier
tome de la série "Analyse mathématique et calcul numérique pour les sciences et les
techniques" de R. Dautray et J.-L. Lions |[74] pour un point de vue plus mathématique.
La théorie classique de I'électromagnétisme repose sur les célébres équations de Maxwell,
proposées par leur auteur voici maintenant une centaine d’années. Les équations de Maxwell
ne sont pas démontrables, de maniére logique ou axiomatiques; au moment de leur
publication, elles étaient seulement cohérentes avec les résultats connus, en particulier
d’électrostatique et de magnétostatique, mais "extrapolaient" largement. Elles furent
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accueillies avec réticence par beaucoup. Ce type de conflit ne put étre résolu que par
un verdict expérimental. Ce fut Hertz qui, finalement, forca 1’adoption de la théorie de
Maxwell en mettant en évidence 'existence et la propagation d’ondes électromagnétiques
a une vitesse égale ou voisine de la lumiére (les radiations lumineuses n’étant d’ailleurs
qu'un cas particulier des ondes électromagnétiques), phénoménes qui avaient été prévus
par le physicien anglais. Rapidement cependant, le succés méme de la théorie de Maxwell
plongeait la physique moderne dans la premiére de ses grandes crises. Il apparut en
effet que la mécanique Newtonienne classique était incompatible avec I’électromagnétisme.
Cette incompatibilité se manifestait en particulier au niveau de l'existence d’une vitesse
"absolue" (gardant la méme valeur dans tous les repéres) : la vitesse ¢ de la lumiére.
La constante ¢, conséquence des équations de Maxwell expérimentalement confirmées,
contredit les formules newtoniennes de composition des vitesses. Toutes ces difficultés
furent finalement résolues grace & Einstein et sa théorie de la Relativité Restreinte. Une
nouvelle mécanique se fondait, compatible avec I’électromagnétisme de Maxwell, et dont la
mécanique newtonienne représente une approximation quand les mobiles considérés gardent
des vitesses faibles devant c.

1.1 Etablissement des équations de Maxwell

Ces équations sont établies dans le vide, a partir de lois physiques faisant intervenir
la présence locale de densités de charges électriques et de densités de courants (le vide est,
par définition, un milieu immatériel : il n’existe ni charge ni courant).

1.1.1 Champ électrique E et théoréme de Gauss

Une charge électrique g (en C) localisée en P crée en tout point M de l'espace un
champ électrique E(M) (en V/m) tel que :

., 1 qP_M
EM)=—=——
(M) dmey PM3

oil g9 représente la permittivité électrique du vide (g = 8, 854...10712 F/m).

Une distribution volumique de charges p(P) (en C/m?) située en P dans un volume V'
crée en tout point M de 'espace (hors de V') un champ électrique :

ﬁ 1 P)PM
EM@:4WOQTMP&3dT

En M, une charge électrique ¢ subit, du fait de la présence de E, une force électrique
F (en N) d’expression

F =qEM)

10
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Le flux @ du champ électrique a travers une surface fermée S est donné par le théoréme
de Gauss : 1
d=(pE-dS=— (|| p(P)dr
Jfeas=Lfj

divE =L (1.1)
€0

que l'on écrit également :

1.1.2 Densité de courant ]_", induction magnétique B et théoréme
d’Ampére

A une distribution volumique de charges p animée d’une vitesse ¢’ (en m/s), on associe
la densité de courant j = pv'; exprimée en C/s-m? ou A/m?, j est la densité surfacique de
courant.

Le courant électrique I (en A) se définit comme le flux de j a travers une surface S (non

fermeée) : IJ‘—» )
I=1|]|j-dS
S

il se définit également comme la variation de charge par unité de temps :

d
r==1
dt
Si p est fonction, entre autres, du temps, la relation de continuité :
= Op(t)
div —— =0 1.2

traduit l'absence de transformations discontinues de la charge ¢(t) (par création ou
anihilation) a l'intérieur d’un volume V.

Remarque 1.1.1 En régime stationnaire (indépendant du temps), on a alors :
divy =0

Une distribution volumique de courants stationnaires j(P) située en P dans un volume
V' crée en tout point M de 'espace (hors de V') une induction magnétique B(M) (en T)

d’expression :
_] ) X PM
el e v
PM3
ou pip représente la perméabilité magnethue du vide (po = 471077 H/m).
En M, une charge ele(’trlque g animée d’une vitesse ¥ subit, du fait de la présence

de B, une force magnétique F = ¢(7 x B).
En régime stationnaire, B est a flux conservatif, ce qui se traduit par :

@:@é'dsﬁzo
S

11
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que l'on écrit également :

divB =0 (1.3)

Ceci implique que B = rotA avec

o j(P
-t Yo
potentiel vecteur magnétique (en Wh/m) tel que divA = 0.
rotB = —AA représente la forme locale du théoréme d’Ampére que 'on écrit également :
rotB = poj (1.4)

1.1.3 Induction électromagnétique et loi de Faraday

Soit & = ffé -dS le flux de B a travers une surface S (non fermée) délimitée par

un circuit con(fucteur I’ (fermé). ® peut varier dans le temps du fait de la mobilité de
I dans B ou, tout simplement, de la variation de B dans le temps. Apparait alors, dans
la boucle conductrice I', un courant induit que l'on caractérise par la force électromotrice
d’induction e (en V) avec (loi de Faraday) :

AP I B .
e:——:}[E.dl:—f 98 5
at  Jr )

que l'on écrit également :

. - OB
TotE—i—aa—t =0 (1.5)

1.1.4 Relation de Maxwell-Ampére et les équations de Maxwell

Nous avons rencontré précédement la forme locale de théoréme d’Ampere (1.4) ou j
représente une densité de courant stationnaire. La divergence de cette égalité entraine :

-,

div(rotB) = 0 = div(poj)

ou encore
divy =0
conforme a la relation de continuité dans le cas de régime stationnaire.

Dans la cas général de régime non stationnaire, la relation de continuité (1.2) montre que
le théoréme d’Ampére (1.4) n’est plus suffisant. C’est & Maxwell que I’on doit le rajout, au

—

courant classique de densité j, d'un "courant de déplacement" de densité eg——.

D’ou le théoréme d’Ampére généralisé ou encore relation de Maxwell Ampére :

12
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- = - OF
rotB = uo(j + o (1.6)

o)

Nous pouvons alors récapituler ces différentes équations pour établir le systéme
d’équations de Maxwell que I'on écrit généralement dans cet ordre et sous cette forme
(sachant que gougc® = 1)

( divE = 14 Théoréme de Gauss
€0
divB = 0 B a flux conservatif
- 1.
. . 0B ' (1.7)
rotE + w T 0 Loi de Faraday
.~ 10E .
rotB — —— = upj Relation de Maxwell-Ampeére
\ c? Ot

Ces équations montrent l'interdépendance du champ électrique E et de l'induction
magnétique B que 'on nomme champ électromagnétique (E, é)
En M, une charge électrique g subit, du fait de la présence du champ électromagnétique
(E, é) une force F (force de Lorentz) définie par :

F=q(E+7xB)

La présence simultanée, dans les deux derniéres équations de (1.7), des dérivées partielles

premiéres spatiales et temporelles, indique 1’existence d'un phénomeéne de propagation de
ce champ électromagnétique (F, B), encore nommeée "onde électromagnétique.

1.2 Lois constitutives des milieux matériels et équations de
Maxwell généralisées ; équations de propagation

Un milieu matériel est constitué d’atomes de différentes natures, i.e. de particules

chargées ou en mouvement. Mais & 1’échelle de ’atome, un milieu matériel est surtout

constitué de vide; en effet, les distances entre particules sont de l'ordre de l'angstrom
(1071% m) alors que les dimensions de ces particules sont de 'ordre du femtométre (10~1°

13
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m). Il en résulte que le champ électromagnétique, tel que défini précédemment, reste valable
presque partout dans le milieu mais avec des discontinuités gigantesques au contact des
charges et des courants.

Les propriétés énoncées ci-aprés ne rendent compte que des effets moyens dans un milieu
matériel, supposé infini, plongé dans un champ électromagnétique (E, é)

1.2.1 Milieux diélectriques, polarisation électrique P

Dans un diélectrique (isolant), toutes les charges présentes sont liées; sous l'action
d’un champ électrique E, les seuls mouvements possibles de ces charges sont de faibles
déplacements en sens contraire des charges positives et négatives constituant I’atome ou
la molécule. Ne considérant que les molécules, celles-ci portent alors un moment dipolaire
électrique moyen p’ (en C-m) : le milieu est dit polarisé. On définit la polarisation électrique
P (en C/m?) par : P = Np, ot N est le nombre de molécules par unité de volume. On

définit également le densité volumique de charges de polarisation par la relation :
Ppol. = —divP (1.8)

Si le milieu est soumis & un champ électrique variable E(t), le mouvement des charges de
polarisation donne naissance & un courant de polarisation :

- opP
Jpol. = ot (1.9)
, . .2 . 9, = N appol. X
Remarque 1.2.1 [ezpression divjp,. = a(de) =~y est a rapprocher de la

relation de continuité (1.2).

1.2.2 Matériaux magnétiques, aimantation M

A Tlintérieur des atomes constituant la matiére, les électrons sont en mouvement
(rotation autour du noyau et sur eux-mémes); ils créent ainsi des champs magnétiques
a 'échelle atomique, et chaque atome porte un moment magnétique. On appelle m (en
A.m?) le moment magnétique moyen par atome, et lon définit Iaimantation M (en A/m)
par M = N ott N est le nombre d’atomes par unité de volume.

A cette aimantation M, pouvant créer une induction magnétique é, on associe une densité
de courant équivalent :

Je =rotM (1.10)

1.2.3 Equations de Maxwell généralisées; cas particulier des milieux
linéaires et isotropes

A ce stade, il suffit de remplacer, dans le systéme de Maxwell (1.7), p par p+ ppor. et
j par ] +jpol. +je-
De plus, on définit :
I'induction (ou déplacement) électrique D (en C/m?) par D = egE + P

14
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—

. . B .
le champ magnétique H (en A/m) par H = — — M
Ho
Dans les milieux linéaires et isotropes :

P = egxFE ou x est la susceptibilité électrique du milieu; il en résulte :

—

D = eg(1+x)E
coer B (1.11)
eE

ou &, est la permittivité relative du milieu, et € (en F/m) la permittivité électrique
du milieu.
M = kH ou k est la susceptibilité magnétique du milieu; il en résulte :

—

B = po(l+r)H
= NOBTH (1.12)

ou p, est la perméabilité relative du milieu, et x4 (en H/m) est la perméabilité
magnétique du milieu.

Les équations de Maxwell généralisées, dans le cas particulier des milieux
simples, s’écrivent alors, entre autres formes :

divE = d
€

divH =0
o "or =

.- OE .
tH — e~ =
\TO €at ]

Remarque 1.2.2 Si le milieu est conducteur, on aura la loi d’Ohm j = oFE, ot o (en
S/m) est la conductivité du milieu.

Remarque 1.2.3 Si le milieu est le vide, on aura : p =0, j =0 =0, x =k =0, et
€=¢&, b= Hlo-

15
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1.2.4 Equations de propagation

En prenant le rotationnel des deux derniéres équations du systéme (1.13), et compte-
tenu des deux premiéres de celui-ci, il vient :

- O2E OF = P
AF —ey—— —opu— = -
Pz T Mot Ve
. O%H OH
AH — EMW — O',U,E = O

Ces deux équations aux dérivées partielles représentent les équations de propagation d’une
onde électromagnétique atténuée.

Remarque 1.2.4 Dans le vide, elles s’écrivent :

. 02E - o?H
AFE — gouoﬁ =0 et AH - souow =0,

caractéristiques d’une onde électromagnétique non-atténuée se propageant o la vitesse ¢ =

1
= = 299792456 m/s (vitesse de la lumiére, fizée).
0H0

1.3 Discontinuité du champ électromagnétique et conditions
aux limites

1.3.1 Equation au sens des distributions

L’écriture classique des équations de Maxwell suppose implicitement que sources et
champs ont une régularité qui assure un sens aux diverses dérivations. Or, des répartitions
de charges (éventuellement ponctuelles) et /ou de courants localisés sur des courbes ou des
surfaces se rencontrent fréquemment dans les applications. L’écriture des équations de
Maxwell au sens des distributions permet alors de traiter des singularités et d’expliciter de
maniére générale les conditions aux limites ou d’interface associées & ce type de probléme.

Soit une distribution vectorielle Ta de R? associée au champ de vecteur A dérivable au
sens des fonctions vectorielles dans le complémentaire d'une surface de discontinuité S
orientée et de normale 77. On rappelle que la divergence et le rotationnel d’une distribution
vectorielle T'p s’écrivent :

—, —.

div(Ta) = div(A)+1i-[A]lsds
(1.14)
rot(Ta) = rot(A) 417 x [A]sds

ol dg est la distribution de Dirac sur la surface S et [A]g le saut de A & travers la surface
S. Le terme div(A) dénote l'opérateur divergence au sens des fonctions appliqué a A.
On considére maintenant les distributions vectorielles et scalaires associées aux grandeurs
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électromagnétiques intervenant dans les équations de Maxwell (1.13). On suppose que ces
grandeurs sont dérivables dans le complémentaire de la surface de discontinuité S. De plus,
la distribution scalaire T, se décompose en la somme d’une densité de charge volumique
p et d'une charge superficielle notée ps (7, = p + psds). On peut en toute généralité y
ajouter des charges ponctuelles mais nous ne les prendrons pas en compte ici. Quant aux
distributions 7% elles se décomposent de facon analogue. On peut alors écrire & partir de
(1.14) les équations de Maxwell au sens des distributions :

( . N . N 1
div(E) +17i - [E]sds = —(p + pss)

div(H) + @ - [H]s6s = 0

L B of (1.15)
rotE + 1 x [E]gds +NW =0

S . OE . -

rotH 4+ i X [H]555 — 65 =j+ jsds

On retrouve par identification les équations de Maxwell au sens des fonctions (1.13) d’une
part, ainsi que les conditions aux limites sur la surface S suivantes :

L o= 1

i [Els = 2Ps

il [H]s =0 (1.16)
it x [Els =0

i x [Hls = js

1.3.2 Conditions d’interface et conditions aux limites
1.3.2.1 Conditions d’interface

Nous venons de décrire les conditions d’interface a travers une surface de discontinuité
qui peut éventuellement porter des sources de courants (1.16). En ’absence de courants,
les composantes tangentielles des champs électrique et magnétique sont continues a travers
toute surface d’apres les relations :

(1.17)
ﬁX[H]S = 0

On remarquera que les relations (1.17) sont toujours vérifiées y compris lorsque I'on est en
présence de matériaux différents d’indice quelconque (quelles que soient les variations de
la permittivité et de la perméabilité du milieu).

17
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En revanche, les deux autres relations obtenues & l'aide des lois de Gauss montrent
que méme en l'absence de charges, les composantes normales des champs électrique et
magnétique ne sont pas en général continues :

(1.18)
n-[H]ls = 0
Ce type de relations s’applique également pour la définition des conditions aux limites,
notamment pour les bords métalliques.

1.3.2.2 Conditions aux limites pour une frontiére meétallique parfaitement
conductrice

Nous assimilerons tout au long de cette étude les parois métalliques au modéle idéal
et fictif du conducteur parfait.
Physiquement, il n’existe pas de courant surfacique fg a l'interface S d’'un diélectrique et
d’un métal. Le champ électromagnétique a l'intérieur du métal devient rapidement nul mais
pénétre tout de méme celui-ci sur une faible épaisseur. Ce phénoméne est classiquement
appelé "effet de peau" mais il n’est généralement pas pris en compte dans les modélisations
numériques car le modeéle de conducteur parfait est trés simple & mettre en oeuvre et assez
précis pour un grand ensemble de dispositifs.
Nous considérons donc que le champ électromagnétique est nul a l'intérieur du métal.
Soient ES et ﬁg les champs électrique et magnétique sur la surface extérieure du métal.
Les relations de saut (1.16) deviennent :

I 1
7i-[Els = —ps
9
it-[Hls =0
(1.19)
X [E]S =0
i x [Hls = js

Remarque 1.3.1 Les courants surfaciques js et les charges surfaciques ps ne sont pas
des sources appliquées connues, mais leur présence est rendue nécessaire par le modéle de
conducteur parfait.

On en déduit en particulier qu’a la surface d’'un conducteur parfait le champ électrique
est normal et le champ magnétique tangent. D’autre part, le champ magnétique peut se
mesurer directement a partir de la densité de courants superficiels.

1.4 Hyperbolicité du systéme de Maxwell

Le caractére hyperbolique est intrinséque au systéme de Maxwell et a une
interprétation physique. Les ondes et 1’énergie associée se propagent en temps fini.
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1.4. Hyperbolicité du systéme de Mazwell

Il est alors possible d’utiliser des approches instationnaires complétement explicites, a
condition de respecter alors une condition de type CFL (indiquant que le domaine de
dépendance numérique doit étre plus grand que le domaine de dépendance physique
de la solution). Les systémes hyperboliques requiérent usuellement I'utilisation d’une
stabilisation pour les méthodes d’éléments finis ou d’un décentrage pour les méthodes de
type volumes finis, dans le deuxéme cas pour obtenir des propriétés comme le principe du
maximum, chose qui n’est en fait pas nécessaire pour les applications en électromagnétisme
linéaire.

Afin de montrer I'hyperbolicité des équations de Maxwell, nous écrivons les deux
derniéres équations du systéme (1.13) en fonction des inconnues (B, D) sous la forme
vectorielle suivante :

0Q | 9F1(Q)  OF»(Q)  IFs(d) _ 7

= — 1.2
ot ox oy 0z J (1.20)
a;eC
Q =t (D:IhDvaZvB:B?ByaBz)a
FI(Q) =! (07 Bz/,uv _By/,ua 0, _Da:/g’ Dy/g):
F2(Q_) =! (_BZ/H707B90//~L7 Dz/5707 _Dx/E)v
F3(Q) =t (By/ﬂa _B.T/uv 0’ _Dy/g’ D.T/Ev 0)7

et j:t 0,070ajxajy7jz)v

que I’'on peut écrire sous la forme condensée :

G = - -
-tV FQ=-J (1.21)

avec F(_Q) =t (F1(Q), Fz(é)7F3(Q))

Soit alors une combinaison linéaire des flux du systéme (1.20) de la forme :

F(Q.n) =1 FQ),

ot 7 =" (n1,m2,m3) est un vecteur non nul de R3. La matrice jacobienne A du systéme
(1.20) est alors définie par :

—

A(Q,n) =17-F(Q) = n Ay + n2 Az + n3.As,

—

OFi(Q)
Q

(Ai)i=1,..3 =
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Chapitre 1. Rappels sur les équations de Mazwell

et s’écrit
0 0 0 0 —773/5 ?72/€
0 0 0 n3/e 0 —-m/e
0 0 0 —T]Q/E ?71/5 0
AQ,n) = 0 m/pw —m/p O 0 0 (1.22)
—n3/u 0 m/p 0 0 0
ne/ —m/u 0 0 0 0

Définition 1.4.1 Le systéeme (1.20) de RS est dit hyperbolique si et seulement si la matrice

jacobienne A associée est diagonalisable dans R pour tout vecteur n non nul de R? et pour
tout vecteur Q de RS,

Remarque 1.4.1 Le systéme de Maxwell est linéaire en fonction de la variable QQ pour
le type de lois constitutives que nous avons choisies. La matrice A ne dépend donc pas de
cette variable dans cette étude.

La matrice A n'admet que des valeurs propres réelles et une base de R constituée de

vecteurs propres de A peut étre construite ; A est diagonalisable et le systéme de Maxwell
est donc hyperbolique.
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Méthode Galerkin Discontinu
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On présente dans ce chapitre la famille des méthodes d’éléments finis discontinus
(ou méthodes de type Galerkin Discontinu) utilisées pour la résolution numérique des
équations de Maxwell dans le domaine temporel (choix des éléments finis, flux centrés,
schéma en temps de type "saute-mouton"). On rappelle les propriétés de base de cette
famille de méthodes (stabilité, conservation d'une énergie discréte, convergence, dispersion,
traitement des conditions aux limites métalliques).
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

2.1 Introduction

2.1.1 Rappels sur les méthodes d’éléments finis de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode d’approximation classiquement utilisée
pour résoudre la forme variationnelle de problémes d’équations aux dérivées partielles,
stationnaires ou transitoires. L’idée de base de la méthode de Galerkin consiste &
restreindre la forme variationnelle posée sur un espace fonctionnel de dimension infinie a
un sous-espace de dimension finie. Ensuite, en choisissant une base de ce sous-espace, et en
utilisant comme fonctions tests pour la formulation variationnelle ces mémes fonctions de
base, on tombe en principe sur des systémes linéaires carrés a résoudre. La littérature sur
ce sujet étant abondante (voir par exemple [89, 46, 47, 29, 14, 17, 26, 13] parmi d’autres),
nous allons nous limiter & un rappel sur les principes généraux de cette théorie.

Soit H un espace de Hilbert munis de la norme ||.|g, @ : H x H — R une forme
bilinéaire continue et coercive, et f € L(H,R) une forme linéaire continue. On considére
alors le probléme d’équations aux dérivées partielles donné sous sa forme variationnelle :

{ Trouver u € H tel que

a(u,v) = f(v), Vo € H (2.1)

L’existence et I'unicité de la solution de (2.1) sont assurées par le théoréme de Lax-Milgram
rappelé ici.

Théoréme 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert, soit a une forme bilinéaire continue et
coercive (de constante de coercivité ) sur H, et f € H'. ALors, le probléeme (2.1) est bien
posé, i.e. il existe un unique élément u € H tel que a(u,v) = f(v) pour tout v € H, et

ullg < |Iflla/a
De plus, si a est symétrique, u est 'unique solution du probléme de minimisation suivant :

ue H
{ J(u) < J(v), (22)

avec J(v) = a(v,v) — f(v)
I’idée de 1a méthode de Galerkin est de remplacer 1’espace de Hilbert H par un sous-espace
Hy C H de dimension finie (ou dimHy = N), et de résoudre le probléme approché :

{ Trouver uy € Hy tel que (2.3)

a(un,vn) = f(un), Yoy € Hy
Hpy étant un espace de dimension finie inclus dans 'espace de Hilbert H, c¢’est donc aussi
un espace de Hilbert. On peut donc appliquer au probléme approché (2.3) le théoréme de
Lax-Milgram et en déduire I'existence et I'unicité de uy € Hpy solution de (2.3).
La résolution du systéme (2.3) revient alors a la résolution d’un systéme linéaire. Nous
devons dans un premiers temps choisir une base @;...gy de Hpy, et exprimer I'inconnue
uy dans cette base, i.e.

N
Uy = E u; G,
i1
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2.1. Introduction

ou les u; sont les degrés de libertés du probléme. Ainsi, le probléme (2.3) s’écrit, en prenant
comme fonctions tests vy = F; :

N
Trouver (u;)1<i<n € R tel que Za(@ui,@’j) = f(F;), V4, 1 <j < N. (2.4)
i=1

Ainsi, en notant Uy le vecteur composé des degrés de liberté du probléme, i.e. Uy =
(U1, ...,un)t, F le vecteur défini par F = (f(51), ..., f(Bn))?, et M la matrice de masse de
terme général

M ; = a(i, &5)

alors le probléme (2.4) s’écrit :
Trouver Uy € R tel que MUy = F. (2.5)

Nous remarquons que le probléme obtenu dépend du sous-espace Hpy considéré, et pour
un espace Hpy choisi, le probléeme dépend du choix des fonctions de base (mais pas la
solution uy = Zf\;l u;@; obtenue!). Ainsi, un choix judicieux de la base de fonctions de
Hpy permettra d’obtenir un matrice de masse M creuse, facilitant alors la résolution du
systéme linéaire.

2.1.2 Rappels sur les méthodes d’éléments finis discontinus

Les méthodes de type Galerkin Discontinu sont en fait des méthodes d’éléments finis
de Galerkin dont les fonctions de base sont discontinues. Cela pose des problémes de
conformité (au sens éléments finis) pour les formes variationnelles et requiert en général
I'utilisation de flux numériques, comme pour les méthodes de volumes finis.

Ce type de méthode a été introduit en 1973 par Reed et Hill [75] pour la résolution de
I'équation de transport de neutrons. La pertinence de la méthode a alors été reconnue par
Lesaint et Raviart [57], Johnson et Pitkarénta [50], Richter [78] et Peterson [69] qui, & partir
de 1974, ont publié les premiéres analyses mathématiques dans le cas des équations scalaires
hyperboliques et linéaires. Bien qu’étant apparues en 1973, les méthodes d’éléments finis
discontinus n’ont évolué que récemment pour s’adapter a une large variété de problémes
(hyperbolique, parabolique, elliptique, linéaire, non linéaire, etc). On pourra se référer a
larticle de Cockburn et al. [21] pour une bibliographie exhaustive de ce type de méthodes
depuis leurs débuts.

Dans le domaine de 1’électromagnétisme, I'utilisation des méthodes Galerkin
Discontinu pour la résolution des équations de Maxwell a commencé en 1994 avec les
travaux de Helluy [41] dans le domaine harmonique et, dans le domaine temporel, avec les
travaux de Remaki [76] en 1998. On pourra alors citer [44, 67] pour le domaine fréquentiel,
et, pour le domaine temporel, faire référence a |71], [31], [16] (formulations a flux centrés
couplées a une approximation temporelle de type "saute-mouton") et [42] (formulations &
flux décentrés couplées a une approximation temporelle de type Runge-Kutta).

Les méthodes d’éléments finis discontinus présentent les principales caractéristiques
suivantes :
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

les ordres d’approximation de ces méthodes peuvent étre choisis en fonction de
la régularité de la solution exacte et de la précision désirée. De plus, ces ordres
d’approximation peuvent facilement varier d’'un élément a ’autre;

— ces méthodes sont fortement parallélisables : les éléments étant discontinus et les
approximations étant locales & chaque élément, la matrice de masse est diagonale
par blocs. La taille des blocs étant égale au nombre de degrés de liberté dans chacun
des éléments correspondants, les blocs sont facilement inversibles une fois pour toutes
en début d’exécution du programme ;
elles permettent de facilement traiter des géométries complexes et des conditions
aux limites diverses;

— elles sont parfaitement adaptées aux techniques de raffinement local conforme ou
non-conforme.

2.2 Présentation de la méthode Galerkin Discontinu

Les méthodes de type Galerkin Discontinu s’appuient sur des fonctions de base, que
l'on préfére choisir locales (& support réduit et non pas étendu) afin d’obtenir des matrices
de masse (ou de rigidité) essentiellement creuses. Ces fonctions de base s’appuient, comme
les éléments finis classiques, sur un maillage, ou, & plus proprement parler, sur une partition
du domaine d’intérét €2 en volumes, les méthodes de type Galerkin Discontinu étant
plus facilement non-conformes (au sens d’une triangulation non conforme), grace a la
discontinuité a priori des fonctions de base.

Supposons donc que nous disposons d’une partition d’'un domaine tridimensionnel €2
en un nombre fini de polyedres finis (ayant chacun un nombre fini de faces). Pour chaque
polyédre 7;, appelé volume de controle ou cellule, on note V; son volume. Nous appellerons
face entre deux cellules leur intersection lorsqu’il s’agit de polygones de surface non nulle.
Pour chaque face interne a;;, = 7; N7}, nous noterons S;; la mesure de a;, et 7, la normale
unitaire orientée de 7; vers 7 (voir figure 2.1). Les mémes définitions sont étendues aux
faces frontiéres du domaine 2, I'index k correspondant alors & une cellule fictive en dehors
du domaine. Nous noterons V; I’ensemble des indices des cellules voisines & la cellule 7; et
P; son périmétre, donné simplement par :

P, = Z Si.

keVi;

Dans chaque volume fini, nous avons la propriété géométrique suivante :

D iR =0

keV;

Le principe général des méthodes de type Galerkin Discontinu consiste a rechercher les
inconnues numériques du probléme sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions
de bases locales @;;, 1 < j < d; (d; étant la dimension de 'espace d’approximation de
I’élément), dans chaque cellule 7;. La principale caractéristique de la méthode est le fait

Y
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2.2. Présentation de la méthode Galerkin Discontinu

—_— =

qk ﬁik

F1G. 2.1 — Notations utilisées

qu’aucune continuité n’est imposée aux inconnues numériques a l'interface de deux cellules
voisines.

Comme nous le verrons par la suite, sur le cas concret des équations de Maxwell, et
comme pour les méthodes de volumes finis en général, nous aurons besoin de définir une
fonction de flux numeérique afin d’approcher le flux a l'interface des cellules, ol la solution
approchée est discontinue. Ainsi, les méthodes de type Galerkin Discontinu peuvent étre
vues comme des méthodes d’éléments finis o1l aucune continuité n’est imposée a linterface
des cellules, ou comme une méthode de volumes finis d’ordre élevé.

2.2.1 Discrétisation spatiale

Dans le cadre de ce travail, nous considérons les équations de Maxwell de premier ordre
dans le domaine temporel. Elle s’écrivent :

_OE . -
E_a— —rotH = 0,
o, (2.6)
_0OH - =
ﬁﬁ +rotE = 0,

ou E et H sont respectivement les champs électrique et magnétique, et £ et p sont
respectivement les tenseurs de permittivité électrique et perméabilité magnétique. Ces
tenseurs sont en général symétriques définis positifs. Le milieu est dit isotrope quand
€ =¢o(x)ld et p = po(z)ld. 1l est dit homogene quand les tenseurs € et 1 ne dépendent
pas de x. Par exemple, dans I’espace libre, nous avons &€ = egld et i = pgld. Les matériaux
peuvent étre également orthotropes (directions propres des tenseurs orthogonales) ou
complétement anisotropes.

Pour chaque cellule 7;, on note &; et p; les tenseurs de permittivité électrique et
perméabilité magnétique. On les prendra pour simplifier constants dans chaque cellule,
mais la discrétisation spatiale proposée resterait opérationnelle si les tenseurs variaient
dans chaque cellule 7;.

Les inconnues numériques de la méthode sont des approximations des coordonnées
suivant les fonctions de base locales des champs électrique et magnétique dans chaque
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

cellule 7;. Pour obtenir la discrétisation spatiale, on commence par multiplier le systéme
(2.6) par une fonction de base ;; et on intégre sur 1'élément 7;. On obtient :

_OE S
/EiE'SOij_/TOtH'%'j = 0
T T

_oH Lo
/Mia—'@ij"i‘/TOtE'gOij = 0.
7, Ot T

Nous utilisons alors Uidentité rotX - ¢ = rote - X — div(J X X:) (intégration par parties)
et nous obtenons

(2.7)

Y

_OE - L a =
€ia—'90z‘j—/7“0t90z‘j'H+/ (Fig x H)-n = 0,
7, Ot T oT;
(2.8)
_0H - LA =2
/Miﬁ'%pij"i_/TOtSOij'E_/ (Fij x E)-n = 0
T, T; 9T,

oil 7 est la normale unitaire extérieure a 7;. On remplace alors les champs exacts E et
H par des approximations F; et H; appartenant & Pespace vectoriel (de dimension finie)
Pi = Vect(pij, 1 < j < d;). Ainsi, pour tout le domaine, nous utiliserons I’approximation
suivante :

i

d;
7 Jj=

i

d;
D Y I %
i j=1

(2.9)

Les quantités scalaires F;; (respectivement H;;) désignent le j°"¢ degré de liberté de E;
(respectivement H;). On notera alors E; (respectivement H;) le vecteur colonne (Eij)i<j<d;
(respectivement (H;j)1<j<d,)-

Remplagant les champs exacts par leurs approximations, les inconnues numériques de
la méthode (et leurs dérivées temporelles) peuvent étre directement utilisées pour calculer
les intégrales volumiques de (2.8). Les intégrales surfaciques, par contre, font intervenir
des champs approchés désormais discontinus. Nous devons définir une approximation des
flux surfaciques (comme cela a été fait pour les méthodes de volumes finis appliquées a des
lois de conservation). Pour ces flux, nous avons fait le choix d’utiliser des flux numériques
totalement centrés, i.e.

—

k(7)

)

2 2.10
T (2.10)
2

Vi, Yk € V;, Yx € a;p,
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2.2. Présentation de la méthode Galerkin Discontinu

Nous aboutissons alors au schéma semi-discret :

. - -
OE; H;+ Hy,,
(M7 atz)j = / rotgom H Z/ T’“)nzk,
keV;
B B (2.11)
OH; Ei+Ep.
(Mf 8t2)j = —/ rotgozj E + Z/ 7]“).7%-;{,
keV;

ou l'indice j représente la j™¢ composante des vecteurs considérés, M et M/ sont les

matrices de masse carrées (d; x d;) données par :

(Mi)j = / Gis&iPi, 1<34,1<4d;
T

(MM = /@'jm@‘l, 1<5,0<4d;

i

(2.12)

Les matrices de masse M et MZ-“ sont symétriques définies positives car les tenseurs
& et p; sont symétriques définis positifs, et les fonctions de base F;; sont linéairement
indépendantes.

2.2.2 Conservation d’une énergie semi-discréte

Nous voulons montrer ici que le schéma semi-discret en espace (2.11) conserve une
approximation discréte de ’énergie électromagnétique. Dans [31], les auteurs définissent
I’énergie électromagnétique semi-discréte comme suit

Définition 2.2.1 Nous définissons les énergies électromagnétiques semi-discrétes & et &g,
contenues respectivement dans un élément fini T; ou dans un groupe d’éléments G par

1 Lo, o
(7) Ei:§/T(tEsE Y HiagH;),

(i) Eg=)_&.

1€G

(2.13)

Pour un groupe d’éléments connectés G, nous allons alors évaluer I’évolution temporelle
de I'énergie £g. Pour cela, nous calculons dans chaque élément fini 7; la dérivée en temps de
I'énergie & en utilisant 'équation (2.11) puisque les matrices MF et M/ sont symétriques :

d&; dE; dH;
= E Mzs i
dt dt dt
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

Nous obtenons donc :

9E; v o . H,+H,
atz - Z Eij / rotg; - Hi — Z/ (ij < ZTk)'mk
] ik

1<j<d; Z key; Y@

oo o= . _Ei+E,
R /_?”OtSOij'Ei-i-Z/L”k(SDiniZQ ) - ik

1<j<d; 7i keV;

soit en résumé :

: N (2.14)

Pour un groupe d’éléments connectés G, I’évolution temporelle de I’énergie des éléments
connectés 7; s’écrit évidemment :

deg _ 08
ot ot

1€g

Les intégrales sur les faces communes a deux éléments du groupe G s’annulent deux & deux,
puisque 75, + 7ik; = 0. Ainsi, seules les intégrales sur les faces extérieures du domaine sont
conservées, et nous obtenons :

— —

8€g EZXﬁk+EkXHZ o
5o ry/ !

i€G kev; @
externes = e = e
E;, x H, + E;, x H;
= ! ’“; T e (2.15)

faces a;y, ¥ Yik

Cette expression est une version discréte du théoréme de Poynting. En effet, dans le cas
continu, I'énergie électromagnétique pour le systeme de Maxwell sans courants électriques
est donnée par :

('EEE +' HpH) (2.16)
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2.2. Présentation de la méthode Galerkin Discontinu

et vérifie ’équation de conservation

o0& ~
8 v P = 2.1
5 + divP =0, (2.17)

ot P est le vecteur Poynting défini par P=FxAH. Ainsi, en intégrant I’équation de
conservation (2.17) sur un volume fermé V', nous obtenons le théoréme de Poynting :

o€ / -,
—_— = — P -1ids 2.18
v Ot oV (2.18)

dont (2.15) est bien une version discreéte.

2.2.3 Discrétisation temporelle

Le choix de la discrétisation en temps est une étape cruciale pour l'efficacité de la
méthode. Deux types de schémas sont le plus souvent utilisés pour résoudre des problémes
transitoires :

— les schémas explicites : ils conduisent a des algorithmes souvent conditionnellement
stables. L'un des avantages majeurs des ces schémas est leur rapidité et la facilité avec
laquelle on peut les implémenter sur machines paralléles. Par ailleurs, des méthodes
a plusieurs pas de temps permettent d’augmenter 1’ordre de ’approximation et de
diminuer la restriction CFL. Parmi ces schémas, les plus utilisés sont les schémas de
type Runge-Kutta et leapfrog (ou "saute-mouton"), utilisé dans la méthode FDTD.
les schéma implicites : ces schémas conduisent & des algorithmes pouvant étre
inconditionnellement stables. L’utilisation de méthodes itératives est nécessaire pour
pouvoir résoudre le systeme linéaire & chaque pas de temps. La convergence de la
méthode itérative utilisée sera intimement liée aux conditionnements des matrices
présentes dans le probléme. Cela peut poser des problémes lorsque ’on veut monter
I'ordre d’approximation en espace. Ainsi, ces méthodes peuvent conduire a des cotts
de calcul prohibitifs.

Dans le cadre de notre étude, nous avons choisi d’utiliser un schéma explicite en temps
de type "saute-mouton" (leapfrog) & deux pas en temps, couramment utilisé pour les
systémes d’équations dits "croisés" comme les équations de Maxwell considérées ici. Ce
schéma d’ordre deux en temps présente ’avantage de ne pas introduire de dissipation. Les
degrés de libertés associés au champ électrique E sont calculés aux instants t" = nAt

et sont notés EZ Les degrés de liberté associés au champ magnétique sont quant & eux
, . 1 , n+i ., 2N 2ntd
calculés aux instants t"*2 = (n + 1/2)At et sont notés H;; *. Les quantités E; , H; °,

-n - n+i e . N P . L
E; et H; ? sont définies de maniére analogue. Le schéma discrétisé en temps et en espace
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

s’écrit alors :

key; Y dik
H:ﬂn+% . IF’HnJr% . . En+1 + EnJrl
) == [ g B e Y [ xS o
Al i kev; ¥ dik 2
\ i

(2.19)

Ce schéma en temps étant explicite, chaque pas de temps ne requiert que 'inversion

des matrices de masse locales MF et M!. Le systéme (2.19) peut s’écrire sous la forme
matricielle suivante :

_Er+ —_— el
M=t = RE -3, Fal)
(2.20)
HPH3/2 _ gnts - -
Mi=—F—— = “RE"™ 43X Fall™

ou
R; est la matrice carrée d; x d; de rigidité locale de terme général

- 1 5 oy o
/ rotPij - Pi — B Z / (Gij X Gur) - Tk
7; ik

i key; 7@

Ri[jv l]

1 T T
= §/T(T0t90ij'90i1+7”0t80i1's0ij)-

— i est la matrice rectangulaire d; X di de masse a l'interface a; (symétrique définie
positive), de terme général

Fi, = 5/ (Bij X Pri) - Mk
(¢33

Remarque 2.2.1 Nous pouvons remarquer que nous retrouvons exactement la méthode de
volumes finis avec flux centrés [71] en choisissant comme espace d’approzimation [’espace
PV des fonctions constantes par morceauz. On aura dans ce cas, dans chaque élément V;,
di =1 et oy =1.

2.3 Traitement des motifs métalliques

Pour des raisons de simplicité, notamment dans la génération des maillages, les
conditions aux limites métalliques sont portées par les interfaces a;; du maillage. Nous
verrons dans la suite de la thése qu’il peut étre intéressant de ne pas faire coincider
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2.8. Traitement des motifs métalliques

géométriquement les bords métalliques avec les éléments, en utilisant une méthode de
domaines fictifs.
Dans le cas classique ot les conditions métalliques sont portées par des interfaces du
maillage, nous devons avoir les propriétés physiques suivantes :
nullité de la composante tangentielle du champ électrique E;
— discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique H.

Pour prendre en compte les conditions aux limites métalliques, nous devons donc
modifier la définition des flux numériques sur chaque interface a;; en modélisant une paroi
métallique afin qu’elle permette d’obtenir les propriétés physiques satisfaisantes.

Soit a; une interface métallique entre les cellules 7; et 7. Pour simplifier, nous allons
supposer que l'indice k représente ici un indice d’élément voisin fictif (ce qui serait le cas
si le bord métallique était vraiment au bord du domaine et non pas inséré entre deux
éléments). Nous voulons donc avoir la nullité de la composante tangentielle du champ
électrique E sur ik

Yz € ajp, E($) X M =0 (2.21)

Ainsi, en intégrant sur a,;; et en multipliant par la fonction de base @;;, on obtient :
| @x By iia =0 (2.22)
Aik
Comme nous 'avons vu, nous utilisons des flux centrés pour approcher cette intégrale :

/ (Gij % w) il = 0. (2.23)

Pour satisfaire a I’équation (2.23), nous pouvons donc poser par exemple
Vo € ay, Ep(z) = —E;(). (2.24)

La seconde condition & satisfaire est la discontinuité de la composante tangentielle du
champ magnétique & l'interface a;;. En un certain sens, lorsque nous utilisons des flux
centrés pour le champ magnétique a l'interface, nous supposons que la moyenne des champs
magnétiques est une bonne approximation du champ a l'interface, ce qui suppose une
certaine idée de continuité du champ magnétique & l'interface. Pour ne pas induire la
moindre continuité du champ magnétique a 'interface, les flux numériques a l'interface a;
seront calculés en utilisant les approximations suivantes :

Vo € ay, Hy(z) = H;(z) (2.25)

En résumé, pour toute face métallique a;;, lorsqu’on calcule des flux pour calculer
I’évolution en temps des champs électriques et magnétiques dans la cellule V;, on utilise

les relations :
Vo € ay, { g’“(x) = —Eil=), (2.26)
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

Remarque 2.3.1 En utilisant comme conditions auz limites du domaine les conditions
aux limites métalliques (2.26), nous constatons que l’énergie électromagnétique semi-
discrete définie par (2.2.1) est exactement conservée. En effet, nous avons :

/ By(x) x Hy(z) + By(w) x Hix)
2

metallzques

oG _
at

i = 0. (2.27)

faces a;p

2.4 Stabilité de la méthode

Nous rappelons ici la condition suffisante de stabilité au sens L? du schéma Galerkin
Discontinu (2.19) avec conditions aux limites métalliques (2.26) présentée dans [31]. Apres
avoir défini une énergie électromagnétique discréte, les auteurs montrent que celle-ci est
conservée et est une forme quadratique définie positive pour les inconnues numériques

— — 1
(EF, H;HZ) sous une condition de type CFL sur le pas de temps At.
2.4.1 Conservation d’une énergie discréte

Nous utilisons ici une énergie discréte directement issue de la définition (2.2.1) et du
schéma temporel "saute-mouton".

Définition 2.4.1 Dans chaque élément fini T;, et pour un ensemble d’éléments connectés
G, lénergie électromagnétique discréte est définie par :

1 _ S RS | 1 1 1
() &=y [CEEEy AU REY) = JCErvEEr 1 )

(i1) £ = &

i€G

(2.28)

Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 En utilisant le schéma discret (2.19) pour un ensemble d’éléments connectés
G, la variation temporelle de ['énergie électromagnétique discrete £ a l'intérieur de G au
cours d’un pas de temps est donnée par :
externes Sn+i] Sn+1 =n+ 3] Sn+i
E " xH *+E *xH ?
g —EE =0t Y : et L il (2.29)

faces a;, ¥ Yik

. =[n+1 EnyErtt
avec par convention EZ[ 5= ——t—.

Preuve 2.4.1 La démonstration est trés similaire & celle du systéme semi-discrétisé en
espace. On a désormais :

gl—gr  (CEMMEE N+ tH EMPHT ) — (CEPMEED +H] MEH] )
At AL
+1 n n+3 n+3 n+3 n-i
tplnidl e B — EY oy oned o Hy C — H; oH; 2 — H,
— tpntslye Y MO e s R V) (el B S
P M T M e e M )
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2.4. Stabilité de la méthode

En utilisant (2.20), on obtient simplement que

ET & il g g ey L etk gl ln+d]
- ="E (R;H "2 — Z FuH ) +1H 2 (-RE" " + Z FiEp 7).
keV; keV;

R; étant symétrique, et revenant a la définition de F;;, on obtient donc

—

Ak

At 2
keV;

Nous pouvons alors récrire I'équation précédente dans les termes du lemme, en

regroupant les énergies £ dans tous les éléments 7; de I'ensemble G :

externes —n+ L =L —n+i —n4i
E ?xH, *?+FE, *xH 2
gnJrl —&n + At § 7 k k 7
gi gz 2

faces a;p, ¥ %k

* Nk

Remarque 2.4.1 Ainsi, dans le cas d’une cavité métallique, lorsque nous utilisons les
conditions aux limites métalliques présentées précédemment, nous avons :

externes o+ Fn+i 2n+l snl
2

faces a;y, ¥ Yik

ﬁzk = 07

et donc l'énergie électromagnétique discréte est exactement conservée, i.e. 55‘%1 =£&g
K2 K2

Remarque 2.4.2 Ceci montre que le schéma Galerkin Discontinu (2.19) n’est absolument
pas diffusif. L'effet de la diffusion numérique sur les équations de Mazwell conduit & perdre
de lénergie, méme dans un cas o elle devrait étre exactement conservée (ce qui est le cas
avec des flur numériques décentrés).

2.4.2 Condition suffisante de stabilité

Afin de prouver que le schéma (2.19), avec les conditions métalliques sur le bord du
domaine €2, est stable, il suffit de montrer que 1’énergie électromagnétique £q, sous une
condition de type CFL sur At, est une forme quadratique définie positive pour les inconnues
numériques (Ef et ﬁ?+%). Ainsi, comme 1'énergie se conserve au cours des itérations,
les inconnues numériques restent bornées. Nous avons alors besoin des deux hypothéses
suivantes :

Hypothése 2.4.1 On suppose que les fonctions de base G;;, 1 < j < d;, sont linéairement
indépendantes, et que les tenseurs &; et ji; sont symétriques définis positifs et de valeurs
propres minorées respectivement par des constantes strictement positives a; et b;. Ainsi :

VX € Vect(ij,1 < j < di,), / X'&X > al| X7, / X' X > 0| X||7,
T T
ol HXH% est la norme L2 du vecteur X sur T;, i.e. HXH% :/ I1X )2
7T;
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

Hypothése 2.4.2 Nous supposons que, pour chaque volume 7;, il existe des constantes
(sans dimension) o et By (k € V;) telles que :

o; P;

Tl
1Kl

vX e Vect(Gij,1 < j < d;,), IrotX ||z, <

ﬁ ) , y w7l o
VX € Veell 1 < < i), 1Ry < DRIl e

1

ot 0T; représente le bord de lélément T; (i.e. 0T; = Uyey, air)-

Remarque 2.4.3 Si l'on choisit les mémes espaces fonctionnels dans des éléments
équivalents (par exemple des fonctions P1 dans des tétraédres ou des fonctions Q2 dans
des cubes), les coefficients sans dimensions «; et B; ne dépendent alors plus de [’élément

Nous obtenons alors le résultat de stabilité du schéma Galerkin Discontinu suivant :

Théoréme 2.4.1 En utilisant le schéma Galerkin Discontinu (2.19) pour un élément 7T;
avec des conditions aux limites métalliques sur l’ensemble du bord du domaine, sous les
hypothéses (2.4.1) et (2.4.2), Uénergie électromagnétique discréte définie par (2.4.1) est

— — 1
une forme quadratique définie positive pour les inconnues (EZ’-“‘,HZHE
numérique est L?-stable si le pas de temps At vérifie :

20 + Bipmax ( ﬁ, &>
\/ be \ ax

Remarque 2.4.4 Par exemple, pour le schéma en volumes finis dans l’espace libre, on a

o; = et By, = 1, a; = €g et by = pg, et la condition se réduit o coAt < min(41¥_i).
1

) et ainsi le schéma

At

Vi,Vk €V, ——=
! \/aibi

< (2.30)

4V;
P;

2.5 Choix de I'espace d’approximation

Dans chaque élément 7;, nous choisissons pour espace d’éléments finis pour les champs
électrique et magnétique la restriction a I’'élément 7; des fonctions de 1’espace des élements
finis de plus bas degré de Nédélec pour H(rot) [64].

On note @, n 'espace vectoriel des fonctions polynomiales des trois variables (z,y, 2)
de degré maximum respectivement [ en z, m en y et n en z. Soit C le cube unité défini
par :

C:{(x,y,z)ERg, 0<z<1,0<y<1 0<z<1}

Nous notons alors (.5;)1<i<g les huit sommets du cube unité C de coordonnées :

(1,
1

= (1,1
= (1,1

51:(0,0,0), S2:(1’070)7 S3:(7 ’0)’ Sy
S 1),

0,1 0),
7T = (Ou 17 ) SS 1 ) (231)

1)
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2.5. Choiz de lespace d’approrimation

et nous notons (a;)1<i<12 les 12 arétes du cube unité C' définies par :

ay = [5132], ay = [3134], ag = [3155],

az = [S4S3], ag = [955%8], a0 = [S25], (2.32)

az = [S55], a7 =] l, a1 = [S45%], '
[Ss57] [S6:57]

as = [SsS7], ag =[S6S7], a1z = [S357].

Nous définissons le sous-espace vectoriel chh.v de (PP3)? par :

—

QY =1{F = (F,,F,,F.), F, € Qo11, Fy € Qro1, F. € Q110}-

Nous introduisons les douze formes linéaires (V;)1<i<12 définies sur Qéw par :
vl <i<12, VFGchh-v, VZ-:/ F-e;ds
a;

avec
g, siie{l,23,4}
&=1{ ¢ siie{56,7,8}
g, siie{9,10,11,12}

Nous notons Y, 'ensemble de ces douze formes linéaires. L’élément fini (C,QJ,,, > 5) est
alors I’élement fini de Nédélec de plus bas degré pour I'espace H(rot). Cet élement fini est
unisolvant, autrement dit 'application linéaire

Vi @, — R
F o= (Vi(F))i<i<i2

est un isomorphisme. Nous pouvons définir alors les douze fonctions de base canoniques
engendrant l'espace Q}iw :

931('1‘73/72) = (1 - y)(l - 2)6;3, 935(33>y> Z) = (1 - Z)(l - x)gyv
Bo(z,y,2) = 2(1 — y)éy, Go(x,y,2) = 2(1 — 2)€y,
933('1‘73/7 Z) = y(l - 2)633, 937(337y¢ Z) = Z(l - x)gya
Py(x,y, 2) = yzéy, os(x,y, 2) = x2€y,

(2.33)
959(‘%7:%2) = (1 - x)(l - 9)527
Qlo(ﬂf,y, Z) = x(l - y)é’m
Pu(z,y, 2) = y(1 — x)es,
Pi2(x,y, z) = zye,.

Ces douze fonctions de bases sont bien les fonctions canoniques associées aux degrés de
libertés V; puisqu’elles vérifient

V1 <4,5 <12, Vi(F)) = di,
0; ; étant le symbole de Kronecker.
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

Dans notre formulation en éléments finis discontinus, chaque élément 7; du maillage
est ainsi doté de 12 fonctions de base locales linéairement indépendantes. Contrairement
aux éléments finis de Nédélec, ces fonctions de base n’assurent plus aucune continuité d’un
élément a ’'autre, et leur support est réduit a I'élément 7;.

Remarque 2.5.1 Dans chagque cellule T;, toute fonction appartenant & l’espace Qéw est
a divergence nulle. C’est la raison pour laquelle nous avons choisi la notation Q}iw.

2.6 Conservation de la divergence

Les relations

(2.34)

sont redondantes dans les équations de Maxwell. En effet, si le champ électromagnétique
(E, H) est solution des équations de Maxwell, et si les relations (2.34) sont vérifices a t = 0,
alors elles le seront pour tout ¢ > 0. Dans la discrétisation des équations de Maxwell, nous
avons omis les contraintes (2.34). Il est cependant important de vérifier que la solution
discréte approche de facon correcte ces deux conditions. En effet, il est connu qu’une
violation de ces conditions de divergence risque de provoquer I’apparition d’ondes parasites
qui peuvent détériorer la solution.

Nous cherchons ici & montrer que la méthode Galerkin Discontinu vérifie, en un sens
faible & définir, les relations de conservation de la divergence :

: rin+1/2 _ 1fn—1/2
{ div pu(z) (H Ar12) = 0 (2.35)

div e(z)(E"H! — E™) = ptl—pn.

Considérons un maillage conforme tétraédrique. Pour simplifier, on prendra un
maillage sans bords. Dans [31], L. Fezoui et al. démontrent, pour la méthode de type
Galerkin Discontinu avec fonctions la P, dans chaque tétraédre, la proposition suivante de
conservation de la divergence discrete :

Proposition 2.6.1 Soit X, C H}(Q) lespace des fonctions scalaires continues et
polynémiales de degré au maximum k+ 1 dans les éléments du maillage, et nulles au bord,
i.e. X = {veC%Q); Vi, v, € Piy1} ; le champ électromagnétique (Ey, Hy) obtenu par
la méthode Galerkin Discontinu avec schéma "saute-mouton” en temps et flur centrés
vérifie alors :

( diVéEE_:]?—i_l s QZ) >—1 = < le&:E}? ) w >—17

BT Vel s (2.36)
( dlqu;LHz , )1 = le/,LH;; L)

Vi € Xy, {

ot (-,-)_1 représente le produit de dualité entre H=1(Q) et HL(S).
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2.6. Conservation de la divergence

Preuve 2.6.1 La démonstration est en fait trés simple. Prenons ¢ € X, C H3(Q), on a :
v (BT - BD) o) = - [ Ve EE - B
Q
- —Z/ Guog (B - E).

Comme ﬁw est bien défini & l'intérieur de chaque tétraédre et est un champ de vecteur
polynoémial de degré au plus k, il est dans ’espace P considéré. En appliquant la formule
(2.8) (en fait sa version discrétisée en temps) au champ V1, on obtient (avec rot Ve = 0) :

1 - _ H' 2 +H"+z .
_E/z-vw'gi Case Z/ V- (—xnk>

En sommant sur tous les éléments, on obtient :
1 . n+% Fn+ s .
i (FE - ED) =Y / % 50 x A,
aik
Comme 1) est continue, le saut tangentiel de son gradient est nul sur toutes les faces
du maillage, ce qui conduit le résultat. La démonstration est similaire pour le champ
magnétique.

Dans le cas du maillage hexaédrique régulier uniforme cartésien, on peut transposer
telle quelle la démonstration. Dans un tel maillage, le plus petit espace vectoriel non réduit
a {0} de fonctions continues, polynémiales dans les éléments du maillage est 1'espace
Q1. Considérons alors une fonction continue ¢ € Q; qui va jouer le role de ¥ dans la
démonstration précédente. Dans chaque hexahédre, Vi appartient a ’espace £ engendré
par les fonctions

851 = (170?0)? 952 = (y,0,0), 953 = (Z,0,0), 954 = (yz,0,0),
935 - (07 170)7 @6 = (O,.’E,O), @7 = (07Z70)7 @8 = (O,.’EZ,O), (237)
959 = (070? 1)? 8510 = (070?33)7 3511 = (0,0,y), 9512 = (0,0,xy)

Ainsi, £ est un espace prometteur pour assurer la conservation de la divergence au sens
des relations (2.36) sur un maillage hexaédrique. Cet espace n’est autre que l'espace Q}iw
que nous utilisons : c¢’est un espace de fonctions discontinues, dont la restriction dans les
éléments est identique a celles des élements finis de plus bas degré de Nédelec pour H(rat)
(2.33), et qui contient les gradients de toutes les fonctions Q1. En somme, une méthode de
type Galerkin Discontinu Q}lw avec flux centrés conservera la divergence au sens de (2.36),
ou Y décrit 'espace Q1. Ceci peut se résumer en la proposition suivante :

Proposition 2.6.2 Le champ électromagnétique (Ey,, Hy), obtenu par la méthode Galerkin
Discontinu Q}lw avec schéma "saute-mouton” en temps et flux centrés, vérifie
(divEEPTY | ) = ((divEED , 1 )-

BT veElL L (2.38)
( le/LHZ+2 , )1 = dlqu;lZ L)

Vi e Q, {
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

2.7 Etude de l’erreur de dispersion du schéma

On se propose ici d’étudier 'erreur de dispersion du schéma Galerkin Discontinu
appliqué aux équations de Maxwell. Notre étude portera sur la calcul de dispersion discréte
pour une onde plane de vecteur d’onde k= (ky, ky, k), c’est-a-dire sur I'évaluation de la
vitesse de propagation de l'onde plane. La dispersion du schéma dépend du schéma en
temps retenu (ici "saute-mouton"), de I'espace d’approximation choisi pour les éléments
finis discontinus et du maillage utilisé. Cette étude peut étre faite simplement si le maillage
utilisé est cartésien et uniforme et si le matériau est homogéne isotrope, la transformée de
Fourier nous permettant de calculer simplement les vitesses de propagation.

Pour vérifier le degré de dispersion du schéma (i.e. calculer 'ordre des premiers termes
d’erreur dans le développement limité donnant la vitesse de propagation des ondes en
fonctions du pas de temps At et des pas d’espace Az, Ay et Az (tous supposés petits devant
la longueur d’onde et de méme ordre)), nous analysons la relation entre la pulsation w d’'une
onde et le vecteur d’onde k = (kg, ky, k2). Rappelons d’abord la relation de dispersion dans
le cas continu pour un matériau homogene isotrope de paramétres (e et u) :

w? = k|2 (2.39)

avec |k| = \/ K2+ k2 + k2 et ¢ la vitesse de propagation dans le milieu homogene

(déterminée par la relation euc? = 1).

Nous nous proposons d’étudier 'erreur de dispersion du schéma Galerkin Discontinu
pour différents espaces d’approximation. Nous considérerons non seulement 1’espace Q}lw
présenté dans la section précédente, mais aussi deux autres espaces d’approximations :

I'espace IP’Cllw : dans chaque élément, I'espace vectoriel considéré est ’espace des
fonctions P'; il est important de noter que les éléments finis de Nédélec, ou plus
généralement les éléments finis Q!, ont été introduits pour assurer une certaine
continuité a travers les faces des éléments (continuité totale pour Q!, et seulement
de la composante tangentielle pour les éléments de Nédélec). Pour une méthode
de type Galerkin Discontinu, ces continuités sont inutiles. Il est alors intéressant
d’étudier la dispersion pour I’espace naturellement discontinu IF’Clh.v, engendré par les
fonctions de base suivantes dans le cube unité :

951($7y7 Z) =1 ng 954($7y7 Z) =1 é'y, 957($7y7 Z) =1 e_'z,
952($7y7 Z) =Y é;m 955($7y7 Z) = €y7 958($7y7 Z) = €Z7 (240)
953(33,% Z) =z gx’ 956(33,% Z) =z gy’ 959(33,% Z) =Y gz

Ces neuf fonctions de bases sont bien linéairement indépendantes. Elles sont définies
dans chaque élément 7;. Elles sont également & divergence nulle. I.’espace ]P’éw est
inclus dans I’espace chlw, la méthode numérique devrait donc étre moins précise avec
IF’Clh.v qu’avec Qéw.

I'espace P! : ’espace Qéw présenté dans la section précédente est constitué de
fonctions a divergence nulle dans chaque élément. Il peut étre intéressant d’observer
les propriétés de la méthode de type Galerkin Discontinu basée sur I'espace P! pour
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

apprécier I'impact de la contrainte de divergence nulle sur la précision par exemple.
L’espace P! devrait fournir la méme précision globale que I'espace Q' qui posséde
quelques degrés de liberté supplémentaires, insuffisants cependant pour atteindre
une précision supérieure. Pour cet espace, dans chaque élément 7; du maillage, une
base de fonctions est donnée par exemple par :

951($7y7 Z) =1 6967 @5($,y,2) =1 €y7 959($7y7 Z) =1 €Z7

932(33,% Z) =Yy €x, 956(1'73/72) =T gy? 8510(33,% Z) =1 e, (2 41)
F3(x,y,2) = z €y, or(x,y,2) = 2 €, G(x,y,2) =y e, ’
pi(z,y,2) =z €, Ps(@,y,2) =y €, Pra(,y,2) = 2 €.

2.7.1 Espace d’approximation P},

Nous nous proposons dans un premier temps d’étudier 'erreur de dispersion du
schéma Galerkin Discontinu pour I'espace d’approximation IP’}M. Pour étudier la dispersion
numérique, nous établissons dans un premier temps 1’équation des ondes discréte dans le
vide (ou dans un matériau homogene isotrope) vérifiée de maniére discréte par une onde
plane solution du schéma Galerkin Discontinu défini précédemment. On cherche ainsi une

solution du schéma GD—IP’}MU sous la forme :

E;Zmp,d = Edei(umAt_(E.A))y
(2.42)
HY'E = Hyel@rm Das(E8),

ol Ejmp.a (respectivement Hjyy,p q) est le ¢ degré de liberté de E (respectivement H)
dans la cellule (j,m,p) et A le vecteur défini par A = (Az, Ay, Az). Nous injectons
alors le champ électromagnétique écrit sous la forme (2.42) dans le systéme (2.20), ou les
matrices R; et [F;;, ont été construites pour les fonctions de base g;; € IP’}M, numeérotées dans
chaque élément suivant (2.40). Nous obtenons alors que les vecteurs Vg = (Er, Ea, ..., Eg)t
et Vi = (Hy, Hs, ..., Hy)! (la dimension de I’espace ]P’éw est 9, donc ici d = 9) vérifient la
relation de dispersion discréte suivante :

WESt VE‘ = 15}7]{ (2 43)
wusy Vg = —PVg
oll s; est un scalaire donné par :
i sin(£2t)
Sp = w_AtQ , (2.44)
2
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

et P une matrice carrée d x d définie par :

0 0 0 —S 0 —t./2 sy 0 ty/2
0 0 0o 0 0 0 —6t, 0 -3t
0 0 0 6%, 0 35, 0 0 0
S 0 t./2 0 0 0 —Sy  —ty/2 0
P= 0 0 0 0 0 0 6t,  3su 0 (2.45)
—6t, 0 —3s; 0 0 0 0 0 0
—5y —ty/2 0 Sy ty/2 0 0 0 0
0 0 0 —6t, —3s, 0 0 0 0
6t,  3sy 0 0 0 0 0 0 0
avec les notations
isin(k,Av)
s, = ——0"
v Av
(2.46)
P 1 — cos(k,Av)
v Av
ol v =z, y ou z. Le systéme (2.43) nous permet d’écrire :
Vi = —(wus) "' PVi = wesi Vg = —P(wps) "' PVg =
2.2 .
Oy = — PV, (2.47)
c

ou ¢ = 1/,/fpgg est la vitesse de 'onde dans le vide. Cette relation est la relation de
dispersion discréte. Définissons A\ par

WSt

A (2.48)

c

La relation de dispersion (2.47) ci-dessus nous dit que I'onde plane est exactement propagée
par la méthode numérique a condition que A2 soit une valeur propre de la matrice P? et
que VE et VH soient vecteurs propres de P2, Cette relation de dispersion est trop complexe
pour que l'on puisse exhiber les expressions analytiques des valeurs propres et vecteurs
propres de P2. On a donc recours a des développements limités quand A¢, Az, Ay et Az
tendent vers 0. Ceci permet de connaitre la précision du schéma (analyse asymptotique
quand les parameétres de discrétisation tendent vers 0).
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

2.7.1.1 Calcul des valeurs propres de P

Afin d’établir une relation entre w, k et ¢, nous calculons les valeurs propres de P.
Un développement de Taylor a 'ordre 2 de la relation (2.48) nous permet d’écrire :

w? (1_w2At2

A2 =
2 12

+ O(At2)> . (2.49)

C

Lorsque le pas de temps At et les pas d’espace Ax, Ay et Az tendent vers 0, nous devons
retrouver la relation de dispersion continue (2.42). Pour ce faire, la valeur propre de P
recherchée doit étre de la forme :

A(P) = [K|(1 + ah + 8h?) (2.50)

Le calcul des valeurs propres de la matrice est établi dans le cadre d’un maillage régulier
pour une onde plane de vecteur d’onde k = (k;, ky, k). Nous posons alors :

Ar = c;h,
Ay = c¢yh,
Az = ¢, h

Oll €z, Cy, 2, h sont des réels, h étant supposé petit (et ¢, = O(1), v = z, y ou z). Nous
effectuons alors un développement de Taylor & l'ordre 2 des coefficients de la matrice P :

1.3 2
S, = Zku_%'i‘o(hg),
k2(c,h
tzx — u(; )+O(h2),

ot v = x, y ou z. Nous obtenons alors grace au logiciel MAPLE de calcul formel, le polynéme
caractéristique de la matrice P de la forme :

P(Ah) = f1i(N) + f2(NA% 4 o(h?) (2.51)

ou A est une valeur propre de la matrice P. fi(A) et fo(A) sont deux polynomes de la
forme : _ _ _ - _ _
) = aX? + AT + A5 +dA3 +e),

{ f2(N) = AN VN 4 N4 dN,
ou les coefficients a,b,c,d,e,a’,b',c,d sont des fonctions polyndmiales des composantes
du vecteur d’onde k. Pour donner une idée de la complexité des calculs qui suivent, nous
donnons ci-dessous les expression de ces fonctions obtenues & ’aide du logiciel MAPLE. Les
fonctions a, b, ¢, d, e ne dépendent pas des coefficients ¢, ¢y, ¢, contrairement aux fonctions
a, b, cd,d -
=1
= —10|k)?
9k|* + 81 (ko 2k.2 + ky2k? + Ky 2k.2) (2.52)
= 81|k (ko2k. 4 ky2ko? + ky2k.?) + 9k 2k, 2k
= 729k, 2k, 2k.2 k|2

d /UL o o
Il
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

( a = ﬁl(kﬁ ng +k Cz +k Cy)
Vo= (k" Cat —l—k‘ cy —i—k‘ Cz) T (ke'er® + kyle,® + ka2 k[
cl = —%(kj CI +k cy +k cz)
27

+2 (k,° cgc + k,° cy 24 k° cz )\k\Q
+8 (k,* cgg —I—k ¢ +k c: 2)(ky* + byt + K4
+189 (ky%c,? + ky2e,? + k. 2e.?) k2K, * k.2
d = 243]{3 Qk Qk (5 (kx4cx2+ky4cy2+kz4cz2)
+3 k2 (ky2ca + ky2c,? + kz2cz2)>

(2.53)

Dans le polynéme caractéristique P(S\, h), nous remplagons alors A par la valeur propre
recherchée, définie par (2.50). On doit avoir P (A(f’),h) = 0. On obtient donc :

P(k|(1 +ah + Bh2) = f(E|(1+ ah+ BR2)) + f2(|k|(1 + ah + Bh2))h2 + o(h?)

= o(h?)
(2.54)
f1(A\) et fa(X) s’écrivent alors
AN = [02U(F) + BV (R)R? + [aV (B)]h + W (k) (2.55)
fo(N) = [2U'(k) + BV (K)]h? + [aV'(k))|h + W' (k)
avec .

U(k) = 36a+21b+ 10c+ 3d

V(k) = 9a+Tb+5c+3d+e

W(k) = a+b+c+d+e

U'(F) = 2ld 4 100 + 3¢

V() = Td +5b +3c

w'(k) d+b+d+d

En injectant le systéme (2.55) dans 'expression du polynéme caractéristique défini par
(2.54), nous obtenons :

(W'(E) + ?U (F) + BV (k)h? + aV (k)b + W (k) = o(h?), (2.56)

cette équation nous permettant de déterminer les coefficients « et 8 en résolvant le systéme

aV(%) S
{W/(/?)JraU(/?)JrﬁV(/%’) = 0. (2.57)

La premiére équation du systéme (2.57) implique deux possibilités : @ = 0 ou V(E) =0.
1ére possibilité : V(k ) = 0. Ceci implique que le coefficient a est nul. Nous obtenons alors :

W' (k)
V(k)

ﬁ:_
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

La valeur propre recherchée sera alors de la forme :

W' (k)

A= k(1 - T

n?).

En injectant cette valeur propre dans l’équation (2.49), nous obtenons la relation de
dispersion discréte d’ordre 2 :

W' (k) wt A2

2 2.2 2 2 A2
w” = |k]“c*(1 —2—==h") + + o(h”, At?), 2.58
(1 =2 ) + S ol ) (2:59)
qui peut se récrire en
w? W' (k) k2c? At?
—— =1-2—5h h?, At?). 2.59
|k|2c? V (k) + 12 +o(h”, A (2.:59)

geme possibilité : V(l_é) = 0. Ceci implique que le coefficient o est non nul. Nous obtenons

- ),

U(k)

2

quelle que soit la valeur de (. La valeur propre recherchée sera de la forme :

-,

W' (k)
U (k)
En injectant cette valeur propre dans I’équation (2.49), nous obtenons une relation de
dispersion discréte d’ordre 1 :

A= IRl £y

Ih).

W' (k) wl A2

2 2 2 2
w = lkl“c"(1£2 ——|h) + + o(h, At?), 2.60
(12 2y |t + S5 ol A0 (2.60)
qui peut se récrire en
w? W' (k) k22 At?
— =142 | h, At?). 2.61

2.7.1.2 Discussion sur les relations de dispersion

Comme nous venons de le voir, pour le schéma de Galerkin Discontinu avec éléments
finis ]P’éw, la relation de dispersion discréte, en particulier son ordre de précision, dépend
du vecteur d’onde de I'onde plane étudiée. En effet, lorsque 'onde plane est telle que le

terme V(k) # 0, nous obtenons une relation de dispersion discréte d’ordre 2, et lorsque
le vecteur d’onde k = (kg,ky, k;) est tel que V(k) = 0, nous obtenons une relation de
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

dispersion discréte d’ordre 1. Cela signifie que le schéma est d’ordre deux, sauf pour un
ensemble de vecteurs d’onde, a priori de mesure nulle, ou il est seulement d’ordre un.

Il est intéressant de chercher a déterminer les vecteurs d’ondes qui annulent le terme
V et donc qui verront une onde plane se propager moins précisément. Pour cela, nous
résolvons I'équation V' (kz, ky, k.) = 0. On trouve que les vecteurs d’ondes k= (kg, ky, k=)
qui annulent le terme V' sont tels que I'on ait une des trois conditions suivantes :

3k, = |k,
3k, = |k, (2.62)
3k, = |k|.

Ainsi, un nombre fini de direction de propagation entrainent des dispersions d’ordre un.

2.7.1.3 Etude de quelques ondes particuliéres

Nous calculons ici des relations de dispersion discréte du schéma de Galerkin Discontinu
IP’Cllw pour quelques exemples d’ondes planes particuliéres. Les trois premiéres ondes

n’annulent pas le terme V (k). La quatrieme onde étudiée est telle que I'on ait la relation
3ky = |k|, et donc V (k) =

( . 2 jup: k|22 At2
_ 1 t. wooo_ ‘ ‘ 1B A2 | 2 A2
k = |k[(1,0,0) e +—7 + o(h?, At?)
- k| w? L \2 |k[2c® At? 2 A2
k=-— (1.1 — =1 Az? Ay - h*, At
V2 (1,1,0)°: k2c2 336 A7+ O+ o oAl
- k w? 2 k22 A2
k= % (1,1,1) P = 1-— ‘10‘8(A:1: + Ay? + A% + HT + o(h?, At?)
> |E‘ t w? ‘k| WQCQAtQ 2 2
E=11(2v2,1,0 =1 A h2, At
L 3 ( \/_? ) ) ‘k‘|262 + /—243 Y 12 0( ) )

On rappelle pour le schéma de Yee, les relations de dispersion correspondantes

. . 2 k 2 k 2 2At2
k= |k|(1,0,0)" : IkT%Z —1- u 24 H% + o(h?, At?)
- - w? |kI* |2 |k|?c? At?
kE=1k/V2(1,1,0)0 : ——= =1— " (Az? + Ay?) + Z——— + o(h?, AP?)
k|22 48 12
- o w? 2 k|22 At?
k=|k|/V3(1,1,1)" : ik 1-— ‘10|8 (Ax? + Ay? + AZ?) + HT o(h?, At?)
oL 1 2 2 22 A2
| 7= |k\(§, 50 IkTQCQ =1- %(64& + A2+ ‘k'iTt +o(h2, At?)

Pour chaque vecteur d’onde considéré, on se propose de tracer l'erreur de dispersion
w?/(|k|>c?) — 1 en fonction du pas d’espace h (on suppose que Az = Ay = Az = h) et du
nombre de Courant v = cAty/Az~2 + Ay=2 + Az~2 pour les schémas GD — PL. et Yee.
Le pas d’espace h est choisi de telle sorte que 'on ait au moins 10 mailles par longueur
d’onde dans chaque direction. Ainsi, \fﬂh € [0,7/5]. Le nombre de Courant v varie sur
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

les plages de stabilité des schémas : v € [0,0.65] pour GD — PL. et v € [0,1] pour Yee.
Ces erreurs de dispersion ont été normalisées par le maximum de l'erreur atteint pour le
schéma de Yee pour k = |E\t(1,0,0), v =20 et \l;\h = 7/5. Elles sont présentées sur les
Figures 2.2 et 2.3.

erreur dispersion: onde (1,0,0) erreur dispersion: onde (1,1,0)

FiG. 2.2 - Galerkin Discontinu PL. : erreur de dispersion en fonction de v et |k|h pour
différents k.

Pour un |E\h = 0.5 fixé, nous tragons sur la Figure 2.4 ces erreurs de dispersion pour
chacun des schémas.

Pour les ondes engendrant une erreur de dispersion d’ordre 2 pour le schéma DGTD,
nous constatons que lorsque le nombre de Courant v est maximal (par rapport & la limite
de stabilité de chacun des schémas), I'erreur maximale commise par les deux schémas est
équivalente. Lorsque v tend vers 0, 'erreur de dispersion engendrée par le schéma Galerkin
Discontinu IP’éw est bien meilleure que celle engendrée par le schéma de Yee. On constate
que contrairement au schéma de Yee, baisser v (et donc le pas de temps) ne dégrade pas
la précision du schéma Galerkin Discontinu ]P’(lﬁv.

Pour les ondes répondant au critére (2.62), 'erreur de dispersion du schéma DGTD
est plus importante que celle du schéma de Yee. Cependant, comme dans le cas précédent,
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

erreur dispersion Yee: onde (1,0,0) erreur dispersion Yee: onde (1,1,0)

h

Fia. 2.3 Yee : erreur de dispersion en fonction de v et \l;|h pour différents k.

12 T T 12 T T T
— k=(1,0,0) — k=(1,0,0)
— k=(1,1,0) — k=(1,1,0)
— k=(11,1] — k=(1.1,1]
— k=(sqrt(8/9).1/3,0) —— k=(sqrt(8/9).1/3,0)
1 1 1
o8- 0.8
2 2
206 206
0.4 b o4r
0.2 g 02t e
0 T e S I 0 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07

FiG. 24  Erreur de dispersion pour |k|h = 0.5 pour le schéma DG-P)., (gauche) et le
schéma de Yee (droite), et différents k.
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

baisser v ne dégrade pas la précision du schéma Galerkin Discontinu IP’}M,U. Cette observation
est illustrée sur la Figure 2.5, o1 I’'on a tracé, en fonction de v et kh, le maximum de I’erreur
de dispersion pour tous les vecteurs d’onde k de norme k.

erreur de dispersion

FiG. 2.5  Maximum (pour k € {k; |k| = k}) de Uerreur de dispersion en fonction de kh
et v pour le schéma DG—]P’Clh.v.

Remarque 2.7.1 On peut alors remarquer que le schéma Galerkin Discontinu IP’}M,U permet
de traiter des maillages localement raffinés sans devoir introduire un pas de temps local
pour controler lerreur de dispersion. Cette propriété permettra d’utiliser des maillages
localement raffinés sans pénaliser la dispersion sur le domaine global.

2.7.2 Espace d’approximation P!

Nous étudions ici 'erreur de dispersion du schéma Galerkin Discontinu pour des
fonctions de base appartenant a l'espace d’approximation P!. Comme dans la section
précédente, compte-tenu du choix des fonctions de base @;; € P! numérotées dans chaque
¢lément suivant (2.41), on trouve qu'une onde plane de la forme (2.42) est solution
discréte du schéma DG-P! sur un maillage régulier Az x Ay x Az si les vecteurs
Vi = (E1, Eo, ..., Eq)t et Vg = (Hy, Ha, ..., Hy)t (la dimension de 1'espace IP’Clh.v est ici
12, donc d = 12) vérifient la relation de dispersion discréte suivante :

WEStVE = QVH7
(2.63)
W,LLStVH = _QVE7
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

ou 8¢ est encore donné par (2.44) et Q est la matrice carrée d x d définie par :

~
<

o 0 0 0 -s. 0 =% 0 s 0 % 0

o 0 0 0 0 0 0 -s; —6t, 0 =3s, 0

0o 0 0 0 6, 0 3 0 0 0 0 s

o 0 0 0 0 =-s. 0 0 0 t 0 0

s, 0 L 0 0 0 0 0 -s, == 0 0

~ o 0 0 s. 0O 0 0 0 6t 3s, 0 0
=1 6. 0 3. 0 0o 0 0 0 0 0 0 -—s| 64

0O s, 0 0 0 0 0 0 0 0 =-s, 0

sy X 0 0 s, & 0 0 0 0 0 0

o 0 0 -s, —6t, =35, 0 0 0 0 0 0

6ty 35, 0 0O O O 0O s, O O 0 O

0o 0 -s, 0 0 0 s 0 0 0 0 0

avec les notations (2.46). De la méme maniére que précédemment, nous calculons les valeurs

propres de la matrice ) afin d’obtenir la relation de dispersion discréte.

2.7.2.1 Calcul des valeurs propres de Q

Les valeurs propres de Q recherchées sont sous la forme d’un développement limité en
h, i.e.
ANQ) = |E|(1 4 ah + Bh?).

Comme précédemment, le calcul des valeurs propres de la matrice est établi dans le cadre
d’un maillage régulier pour une onde plane de vecteur d’onde k = (kg, ky, k2) et nous
posons encore Az = czh, Ay = cyh, Az = c,h. Nous effectuons alors un développement
de Taylor a 'ordre 2 des coefficients de la matrice Q :

k3 (cyh)?
s, = ik, — M + 0(h3)’
6
2
t, = w + o(h?).

Les valeurs propres de @) recherchées sont alors :

1 kA2 + k22 + kA2
A=|k|(1+ 2L Y¥Y ZEp2 h2)). 2.65
|E[( TR P + o(h?)) (2.65)

Ainsi, en injectant cette valeur propre dans 1’équation (2.49), nous obtenons la relation de
dispersion discréte d’ordre 2 :

1 k22 + k22 + kic? |k|2c2At?
2 _ 02,2 afo T hyCy TR0 0 2 A42
w” = |k|*c <1+ 51 T h= + 5 +o(h*, At%) | . (2.66)
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

2.7.2.2 Etude de quelques ondes particuliéres

Nous calculons ici les relations de dispersion discréte pour les mémes directions d’onde
) ) : : 1
que pour l’espace d’approximation P, .

k= |E|'(1,0,0) |k°‘“’2202 |k|2A2 % +o(h2, A?)

k= |k|/vV2'(1,1,0) : |k°“’—2202 =1+ |9|62 (A2 + A7)+ W + o(h?, At?)

k=%/v3'(1,1,1) : Ils\d—2202 =1+ '21|Z (A2 +AZ+ A% + % + o(h?, At?)
= |k[*(1/8/9,1/3,0) : |k“”—2202 =1+ g“TS(QAQ + 32A2) @ + o(h?, At?)

Nous effectuons alors le méme post-traitement qu’au chapitre précédent : pour chaque
vecteur d’onde considéré, on se propose de tracer l'erreur de dispersion w?/(|k[*c?) — 1
en fonction de |k|h (on suppose que Az = Ay = Az = h) et du nombre de Courant
v = cAt\/Ax*Q + Ay=2 + Az=2 pour le schéma GD — P!. Le pas d’espace h est choisi
de telle sorte que I'on ait au moins 10 mailles par longueur d’onde (|k|h € [0,7/5]). Les
erreurs de dispersion sont présentées sur la Figure 2.6.

Pour un \fﬂh = 0.5 fixé, nous comparons sur la Figure 2.7 ces erreurs de dispersion pour
le schéma de Yee et le schéma DG-P!. Pour chacune des directions d’onde étudiées, I’erreur
augmente avec le pas d’espace et le nombre de Courant v. Pour un nombre d’onde k donné,
le maximum de Uerreur de dispersion pour les vecteurs d’onde k € {k; |k| = k} en fonction
de kh et de v est représenté sur la Figure 2.8. Quelle que soit la direction d’onde, nous
constatons que 'erreur de dispersion engendrée par le schéma DGTD est moins importante
que celle engendrée par le schéma de Yee. De plus, contrairement au schéma de Yee, la
diminution de v n’implique pas une augmentation de I'erreur de dispersion.

2.7.3 Espace d’approximation Q}

Nous étudions ici ’erreur de dispersion du schéma Galerkin Discontinu pour 1’espace
d’approximation Q}iw. Toute solution du schéma Galerkin Discontinu résultant du choix
de ces fonctions de base vérifie la relation de dispersion discréte :

wesiVg = PVg,
(2.67)
wusiVir = —PVg,
ou s¢ est encore donné par (2.44), Vg = (El,Eg, vy Bg) €t Vi = t (Hy,Hs,...,Hy), d =12

représente la dimension de ’espace de, et P une matrice carrée d x d deﬁnle par :
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Méthode Galerkin Discontinu

Fic. 2.6 — Galerkin Discontinu P!

différents k.

erreur dispersion: onde (1,0,0)

erreur dispersion: onde (1,1,1)

erreur dispersion: onde (1,1,0)

: erreur de dispersion en fonction de v et |k|h

pour

12 T T T T T T 12 T T T T T T
— k=(1,0,0) — k=(1,0,0)
— k=(11,0) — k=(11,0)
— k=(111) — k=(111)
— k=(sqrt(8/9).1/3,0) —— k=(sqrt(8/9).1/3,0)
1+ 4 1 4
0.8 b 0.8 b

.61~

erreur dispersion
o

.
erreur dispersion
°
>

04t B 04 — ——— o B
0.2f 4 0.2 - 4
o o . . . . . .
) 07 01 02 03 04 05 06 07

Fia. 2.7 Erreur de dispersion pour \l;|h
(droite), pour différents k.
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

FiG. 2.8 Maximum (pour k € {k; |k| = k}) de Uerreur de dispersion en fonction de kh
et v pour le schéma DG-P'.

0 0 0 0 S, s, 25, 25, —s; —28, —s, —25,
0 0 0 0 —-2s, —2s, —5, —5, —s; —25, —s, —25,
0 0 0 0 S, s, 25, 25, 2sy 28, 2s; 3§y
0 0 0 0 —2s, —2s, —5, —5, 2sy 5, 28y 3§y
-5, —25, —s, —25, O 0 0 0 Sy Sy 25, 25;
]5:1 —S, —_2sz —S, —_2§z 0 0 0 0 —2s; —2s; —_§x —_Ex (2.68)
21 2s, s, 2s, S, 0 0 0 0 Sy Sy 25, 25;
2s, 5§, 258, 5, 0 0 0 0 —2s;, —2s; —S§; —5;
Sy Sy 28, 28y —S; —25; —8; =25, 0 0 0 0
—28y —28y —5, —8, —8p —25; —s; —25, 0 0 0 0
Sy Sy 25, 28y 28; 8 25 3 0 0 0 0
_—28y —28y —8y —8y 28 S; 28, 5 0 0 0 0 ]
ou z désigne le complexe conjugué de z et avec la définition
eikz,,Au -1
e — 2.69
Sy Ay > ( )
ouv =z, youz.
Le systéme (2.67) nous permet d’écrire :
Vi = —(wust)flf"_/’g = wes; Vi = —]S(wust)flﬁ"_/’E =
2.2
”cjt Vi = — P*Vp, (2.70)

ou ¢ = 1/,/mogo est la vitesse de 'onde dans le vide. Cette relation est la relation de
dispersion discréte. Définissons A par
WS¢

A= —2L (2.71)

C
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Chapitre 2. Méthode Galerkin Discontinu

La relation de dispersion (2.70) ci-dessus nous dit que I'onde plane est exactement propagée
par la méthode numérique a condition que A2 soit une valeur propre de la matrice P? et
que VE et VH soient vecteurs propres de P2, Cette relation de dispersion est encore trop
complexe pour que 1'on puisse exhiber les expressions analytiques des valeurs propres et
vecteurs propres de P2 On a donc recours a des développements limités quand At, Az,
Ay et Az tendent vers 0, a I'aide du logiciel MAPLE.

2.7.3.1 Calcul des valeurs propres de P

On refait exactement les mémes types de calculs que pour le schéma DG- ]P’dw Les
développements limités des valeurs propres de P recherchées doivent étre sous la forme

MP) = k(1 + ah + Bh% + o(h?)). (2.72)

Comme précédemment, le calcul des valeurs propres de la matrice est établi dans le cadre
d’un maillage régulier, pour une onde plane de vecteur d’onde k = (kg, ky, k-). On introduit
les trois coefficients ¢, ¢y, c. tels que Az = ¢ h, Ay = cyh, Az = c;h. On trouve :

k2c,h  ik3(c,h)?
s, = ik, — ”; —Z”(CG ) + o(h?),

ol v = z,y et z. Les résultats sont ensuite en tout point identiques & ceux de la
Section 2.7.1.1. 11 y a de nouveau deux possibilités : a = 0 ou V (k) = 0.

16T bossibilité : V (k) # 0 et on obtient une dispersion d’ordre 2.

2€Me 1 ossibilité : V (k) = 0 et on obtient une dispersion d’ordre 1.

2.7.3.2 Relations de dispersion et directions particuliéres

Les directions de propagation conduisant & une dispersion d’ordre un, 4.e. celles pour
lesquelles V (k) = 0, sont les mémes que dans le cas DG—]P’}M, c’est-a-dire

ke = k|
ky = [k| (2.73)
3k, = |k

Nous pouvons calculer les relations de dispersion discrétes du schéma DG- Q}lw pour
quelques exemples d’ondes planes particuliéres. Les trois premiéres ondes n’annulent pas le
terme V (k). La quatrieme onde étudiée est telle que l'on ait la relation 3k, = |k|, et donc

V (k) = 0. Pour ces ondes, on retrouve exactement les mémes développements que pour le
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2.7. FEtude de Uerreur de dispersion du schéma

schéma DG—IP’Cllw, a savoir :

FolfL00f s =1 B BEEAE e

k= % (1,1,0)" : ‘;"—2262 =1- %(Aﬁ + Ay?) + @ + o(h?, At?)

E:% (1,1,1)¢ : u;r—;@ :1—%(Azzﬁ—Ayh—AzZ)#—%4—0(#,&?)
| 7= @ (2v/2,1,0)" : \/-;IU—ZQCQ — 14 \/‘% y ““‘2{;&52 + o(h%, At?)

Le fait que les erreurs de dispersion engendrées par les espaces d’approximation Pg}w et
chlw soient identiques peut paraitre surprenant. Cependant, il s’agit seulement des premiers
termes de l'erreur de dispersion. L’analyse montre que I'espace chliw bien que plus grand
que l’espace IF’}%U., n’est pas suffisant pour améliorer la précision de la méthode de type
Galerkin Discontinu.

2.7.4 Conclusion sur I’étude de dispersion

Pour les trois espaces d’approximations étudiés ici, le schéma Galerkin Discontinu est
peu dispersif, et présente 'avantage d’avoir une erreur de dispersion qui n’est pas dégradée
lorsque l'on baisse le nombre de Courant v du schéma, et donc le pas de temps At. Cette
propriété est importante dans le cadre de l'introduction de maillages localement raffinés
autour de détails géométriques, car elle permet de ne pas introduire une erreur de dispersion
trop grande dans les zones ou le maillage serait raffiné.
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Dans le chapitre précédent, nous avons décrit et présenté les principales propriétés
du schéma Galerkin Discontinu que nous allons utiliser. Nous avons détaillé le traitement
des conditions aux limites métalliques (& linterface entre éléments finis). Nous devons
maintenant étudier en détail le traitement des conditions de radiation a l'infini, puisque
les calculs que nous envisageons (radiation d’antenne, calculs de diffraction) devront étre
menés en domaine a priori infini, le domaine de calcul étant quant a lui borné. Nous
présentons dans ce chapitre une version adaptée aux éléments finis discontinus d’'une
méthode de type Unsplit PML (couches absorbantes parfaitement adaptées) et nous
montrons quelques résultats numériques autour d’objets simples dans ’espace libre.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

3.1 Conditions d’absorption aux frontiéres

Les problémes de propagation d’ondes sont souvent posés en domaines non-bornés.
Dans le domaine temporel, une des questions cruciales pour leur résolution numérique est
de savoir borner artificiellement le domaine de calcul. Ce sujet est inépuisable et alimente
depuis I’apparition des techniques de simulation numérique un nombre incalculable de
recherches.

La premiére méthode simulant I’espace ouvert infini a été proposée par Yee [86] en 1966.
Elle consiste simplement a borner le domaine de calcul par des conditions réfléchissantes et
a limiter le temps d’observation de facon a ne pas prendre en compte ’apparition d’ondes
réfléchies sur la frontiére. Cette méthode n’a jamais été utilisée pour la résolution des
problémes 3D électromagnétiques importants car la taille mémoire augmente en fonction
du temps d’observation. En 1971, Merewhether [62] a proposé une autre méthode dite
"méthode de la condition rayonnante" qui consiste a approcher le champ électromagnétique
aux frontiéres par une loi en 1/r (r étant la distance du point considéré sur la frontiére
au centre du maillage). Cette méthode semble avoir été abandonnée a la suite de constats
d’imprécisions et d’instabilités. Une troisiéme méthode a été décrite en 1977 par Holland
[43], dite de la "couche adaptée", qui consistait & entourer le volume de calcul par un milieu
absorbant, dont 'impédance est égale & celle du vide. Le milieu absorbant est constitué
d’un certain nombre de couches possédant des caractéristiques dissipatives. Leur role est
d’assurer une perte significative et progressive de 'amplitude des ondes se dirigeant vers
la limite extérieure du maillage. Cette méme année, Enquist et Majda [28] ont proposé
une famille de conditions absorbantes basées sur I'approximation de I’équation des ondes.
Ces conditions ont été proposées pour les ondes acoustiques. Appliquée ensuite par Mur
[39] en 1981 aux problémes électromagnétiques en 2D et 3D, cette technique a fait I'objet
de nombreux travaux malgré son incapacité a évaluer les composantes du champ sur les
arétes et les coins frontieres du domaine de calcul. En 1989, Joly et Mercier [51]| ont apporté
une réponse en 3D aux problémes des arétes et des coins en développant des conditions
absorbantes du second ordre. Le probléme de ces techniques de simulation de 1’espace libre
est qu’elles provoquent toutes des réflexions non physiques pour les ondes sortantes. Elles
ne sont capables d’absorber parfaitement une onde électromagnétique uniquement dans le
cas particulier ol 'onde est plane et se propage perpendiculairement a la frontiére.

En 1996, un nouveau concept de couches absorbantes a été introduit par Bérenger [11]
pour les équations de Maxwell dans le domaine temporel, dont la particularité est d’étre
parfaitement adaptées : pour ce modéle, dans sa version continue, il n'y a pas de réflexion
a linterface entre le milieu physique et le milieu absorbant, quelle que soit 'incidence
de I'onde sortante. Notons que ce modéle est complétement "artificiel" dans le sens qu’il
ne correspond & aucun milieu physique. Cette méthode a considérablement amélioré les
performances des méthodes plus classiques et a été adaptée a un grand nombre de problémes
physiques ([82, 88, 25, 45, 30, 24]). D’un point de vue mathématique, le modéle initialement
introduit par Bérenger en électromagnétisme apparait comme une perturbation d’ordre 0
d’une version "splittée" des équations de Maxwell. Elle posséde cependant quelques défauts.
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

En effet, E. Bécache et P. Joly ont montré dans [8] que les PML "classiques" sont stables
dans le sens que la solution ne peut pas avoir de comportement exponentiellement croissant
dans le temps. Les estimations obtenues n’excluent cependant pas une croissance linéaire
en temps de la solution, et c’est ce qui a été observé numériquement aprés un temps trés
long de simulation par Abarbanel et Gottield [1]. Par la suite, plusieurs versions "non-
splittées" ont été proposées [34], [70], [73]|. Leur avantage est de conduire a des problémes
bien posés et bornés en temps long. Elles ont aussi comme avantage d’étre plus proches
des équations de Maxwell d’origine. Seuls des termes sources supplémentaires sont rajoutés
aux équations de Maxwell, et des variables auxiliaires doivent étre avancées et stockées (ce
qui étaient déja le cas avec les méthodes de type PML classiques). Ceci permet en outre
d’introduire des objets & l'intérieur des couches parfaitement adaptées afin de simuler des
objets de taille infinie.

Dans le cadre de ce travail, nous adaptons une version "non splittée" de la technique
de Bérenger proposée par [84] a notre méthode d’éléments finis discontinus. Dans ce
chapitre, nous rappelons d’abord les principales caractéristiques de la technique PML de
Bérenger, puis nous verrons la version "non splittée" que nous avons développée et que
nous nous proposons d’utiliser comme conditions aux limites absorbantes de la méthode
Galerkin Discontinu. Nous terminerons ce chapitre par quelques résultats numériques sur
des problémes extérieurs.

3.1.1 Les couches absorbantes de Bérenger

Cette technique consiste a introduire un milieu a perte en disposant & la périphérie du
volume de calcul une épaisseur de plusieurs cellules de matériaux & pertes électriques et
magnétiques. Dans ce milieu absorbant, les équations de Maxwell s’écrivent :

E ., o oo
EQE +o9FE = rotH
(3.1)
oH T orH rotk
i - _
H2 ot 2

avec (09, 03) représentant respectivement la conductivité électrique et magnétique assurant
respectivement les pertes électriques et magnétiques. €5 et uo sont la permittivité électrique
et la perméabilité magnétique du matériau absorbant supposé isotrope.

Ce milieu, intercalé entre le milieu 1 & caractériser et I’enceinte métallique entourant le
volume de calcul, doit assurer une perte significative et progressive de 1’énergie des ondes
se dirigeant vers lextérieur du volume de calcul délimité par les parois métalliques (voir
Figure 3.1). Pour simuler I’espace infini au moyen des couches absorbantes, le milieu 2 doit
répondre a plusieurs contraintes :

I'adaptation doit étre réalisée entre les milieux 1 et 2 pour que 'onde incidente du
milieu 1 pénétre dans le milieu 2 avec une réflexion aussi minime que possible, et
ceci pour toutes les incidences possibles;
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Volume de calcul

(€ 1)

Enceinte metallique

FiG. 3.1 — Plan de coupe du volume de calcul.

— l'atténuation globale de I'amplitude de l'onde doit étre assez grande pour que,
une fois l'onde réfléchie par une paroi fictive réfléchissante sur le bord extérieur
du domaine, I’'amplitude de 1'onde réfléchie soit suffisamment atténuée; de plus,
l'atténuation de l'amplitude de l'onde doit étre assez progressive lorsqu’elle se
propage dans le milieu 2 pour ne pas générer de réflexions. Il faut donc prévoir
un nombre suffisant de cellules dans les couches absorbantes.

Remarque 3.1.1 L’équivalent physique du volume de calcul composé des milieux 1 et 2
(figure (3.1)) est la chambre anechoide électromagnétique couramment utilisée entre autres
pour les mesures d’antennes en champs proches. La chambre anechoide est une salle dont
les parois sont recouvertes de pyramides de mousse de polyuréthane chargée d’un complexe
a base de carbone, absorbant les ondes électromagnétiques et empéchant leur réverbération

(voir photo (3.2)).

3.1.1.1 Conditions d’adaptation entre deux milieux

L’adaptation parfaite entre le milien 1 de parameétres (e1,u1,01,07) et le milien 2
(€2, pi2,02,0%) est réalisée si leurs impédances d’ondes sont égales : Z; = Zy. Cette
condition est réalisée si on satisfait les trois conditions suivantes :

E1 = €9

H1= K2 . (3.2)
o_0o1 , 92_0

€1 H1 €2 H2
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

Fiag. 3.2 Chambre anechoide électromagnétique

Définition 3.1.1 Un milieu (g, u,0,0") est appelé adapté (Matched Layer) s’il vérifie la
relation

g_o (3.3)

Le probléme de la technique utilisant des milieux adaptés provient du fait que le coefficient
de réflexion n’est nul qu’en incidence normale. Pour n’importe quel autre angle d’incidence,
le coefficient de réflexion est non-nul. Il augmente avec 'angle d’incidence jusqu’a devenir
égal & 1 pour une onde rasante.

3.1.1.2 Milieu parfaitement adapté

La technique des couches parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers), introduite
par Bérenger, présente 'avantage fondamental d’engendrer un coefficient de réflexion nul
quel que soit I'angle d’incidence de I'onde plane et quelle que soit sa fréquence (ceci est
vrai dans le modéle continu proposé par Bérenger).

Le point essentiel de cette technique est la décomposition de chaque composantes
du champ électromagnétique en sous-composantes (par exemple H, = H., + H,,), et
en l'introduction d’une anisotropie dans chaque direction caractérisée par deux couples
de conductivités électriques et magnétiques : (0, 0;) et (oy,0,) qui doivent satisfaire la
relation d’adaptation (3.3) :

(3.4)

™

* *
o _ % oy _ %
3 .
e p I
*

»,05,0%) est appelé parfaitement adapté (PML)

Définition 3.1.2 Un milieu (04,0}, 04,0
s’il vérifie les relations

Q
<
Q

% _ % 9 _0} (3.5)
poe  ple  p
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Le vide, ou le milieu (e, p), peut étre vu comme un milieu PML ou les conductivités
électriques et magnétiques dans les trois directions sont nulles : milien PML (0,0, 0,0, 0,0).
Ainsi, le coefficient de réflexion a linterface entre le milieu (g, 1) et la PML est nul si les
conductivités transverses du PML sont nulles. Cette propriété permet de définir différents
milieux PML qui doivent étre adaptés a la fois au domaine de calcul (voir Figure 3.3)
et entre eux (voir Figure 3.4). Pour un domaine de calcul parallélépipédique typique, on
construit autour du domaine d’intérét une couche absorbante constituée de trois familles
de milieux PML : les faces, les arétes et les coins.

Arete Face Arete
00gg99) (0000g9) (003399)

Face Face
(0,0,9,,9,,0.0) Volume de calcul (0,0,0,0,0,( 0.0, g.0.0

X Arete Face Arete
0.09.9.,9,9)  (00009.9) 0.03.3.9,9)

Fia. 3.3 Coupe y0z au milieu du volume de calcul parallélépipédique.

Dans les différents milieux PML, les équations de Maxwell sont alors remplacées par
les douze équations suivantes :

( OH. O(E.p + Ey)
p—prt oy = ——”ay =
OH O(Eyy + E
oy oy, = M T B
oH,. _ O0(By + )
Pt oty = 0z 3.6
oMy . OEatE) (3.6)
n—y ety 0
of IE,, +E
1% i + U;szr = - ( ye + yz)
ofl ALY B,
Yz _ Ty Tz
T ‘o,H,y = oy
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Face
(9,,9,,0,0,0,0)

Arete

(g.,0.,0.,0.,0 ,0

X2’ x2 yl’ 1’

F1G. 3.4 — Coupe y0z au milieu du PML FACE avec conductivité oo

Lorsque 0, = 0y = 0, = 0 et 0, = 0,

3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres
Coin Arete Coin
(9-2’% ’G 01 0-2’9-2) (g ’)92- 0 ’Oig 19) (Ox 2y2 y2’ 22 zz

Coin

* *
(><2 x2' yl’ 1’91'91)

;

(9

OE,,

+ oy By

Y

3.1.2 Meéthode Unsplit PML

Arete
,3,0.0,0 ,0)

gxz

Arete
(><2’ X2’ y2’o-2’0 0
Coin
0y20y20210210 )

=H.,+ H.,).

)

= o0} = 0, on retrouve exactement les équations
de Maxwell, au sens ou les solutions de (3.6-3.7) permettent de recomposer les solutions
des équations de Maxwell (par exemple en faisant H,

Cependant, comme nous l'avons vu, le systéme d’équations (3.6-3.7) ne correspond
a aucun milieu physique, et présente des problémes d’instabilité en temps trés long ([1]).

Dans le cadre de ce travail, nous avons utilisé une version "non splittée" des PML de

Bérenger proposée par Turkel et al. [84]. Cette méthode permet d’éliminer les défauts des
PML de Bérenger en temps long et de retrouver un milieu a perte vérifiant les équations de
Maxwell et permettant la prise en compte d’objets a cheval entre le domaine de calcul et le
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

milieu PML. Cette caractéristique est trés importante dans le cadre des mesures d’antennes
car elle permet de simuler facilement des charges adaptées pour éliminer 1’effet des signaux
parasites.

3.1.2.1 Systéme Unsplit PML

Dans cette section, nous allons détailler les calculs nous permettant d’obtenir le systéme
Unsplit PML. Nous partons donc du systéme de Bérenger (3.6-3.7) dans un milieu PML
parfaitement adapté. Nous détaillons le calcul pour les deux premiéres équations du systéme
(3.6). Afin de passer dans le domaine fréquentiel, nous appliquons la transformée de Fourier
en temps au systéme, définie par :

N too
fw) = [ e

—0o0

Nous obtenons alors :

A YA OF
piwH g, + ayHggy = — 3 =
9Y (3.8)
RS . A OE,
piwH,, + UzHasz = 5
0z

~ ~

avec B, = B, + Ezy et B, = Eygg + Eyz. Le systéme (3.8) peut alors s’écrire :

, wp . OE,
(w0 ) ey = dy’ (3.9)
(wiw + o) Hy, = %

La premiére équation du systéme est alors multipliée par (uiw + o%), la seconde équation
par (piw + o)

- oF,

(wiw + o)) (piw + 03) Hay + (piw + 07) T 0,
ag (3.10)
(piw + o) (piw + oVH,, — (piw + a;)a—zy = 0.
Nous éliminons alors les variables splittées en recomposant la composante H, = Axy +

H,..Pour cela, nous sommons les deux équations du systéme (3.10) :

, O50E - ot OF oi OF
((ipw) + (o + 0%) + )Hp + (1 + )=~ — (1 + =)=~ = 0. (3.11)
Tpw ipw’ Oy ipw’ 0z
Nous utilisons alors les notations suivantes :
. 1 - 1 - A 1 -
Pz = ._Ez’ Py = ._Eya Q:v = ._H:v
jw jw iw
L’équation (3.11) peut ainsi se mettre sous la forme :
- e wngr L 9% A 0, - 05- 9 .~ 0.
() + (o + o) Ha ot == Qu b 5 (B “2P2) = 5o (By + LR =0, (3.12)
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On applique une transformée de Fourier inverse a ’équation (3.12) :

O0H, w | % . % 0 ol 0 oy
1% ot + (O'y +O-Z)H»T +EO'yO'Z Qm + a_y(EZ + ;Pz) — &(Ey + ;Py) =0. (313)
En effectuant le changement de variables suivant :
(=~ o: o
7 €
- oy o
E, = E,+-!P, = E,+-2P, (3.14)
7 €
~ O o
H, = H,+ ?Qa: = H,+ FQ:L")

nous obtenons finalement :

B 0B, 0B, _[ow

_ (A | g | %= Bk . 0';0’:
Mat-l-ay B (Uy+az)]H$ [ (os (O'y—i-O'z))—l- Q.. (3.15)

9

Un calcul similaire sur les autres équations PML de Bérenger peut étre fait. Le milieu étant
parfaitement adapté, nous pouvons définir &, et 7, 0, de la maniére suivante :

*
_ o o
S
o o
o, = 2 = 2 (3.16)
€ 7
_ 0 fop
g, = — = —=.
€ 7
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Ceci conduit au systéme "Unsplit PML" :

oE, _ 1,0H, 0H,
{ 8% +(Uy+0z_ax)Ex+(Ux_Gy)(UI_UZ)Px = g( Oz - ay )7
. 7xPx_Ex: ’
BN +0 0
oE, 1,0H, OH,
aa—];+(Ux+0z_0y)Ey+(Uy_U$)(0y_UZ)Py = E( 83: - 8,2 )?
a—ty—i-a'ypy—Ey:O,
oE, . _ 1,0H, 0H,
{ 88?+(Ux+0y_UZ)Ez+(Uz_Um)(0z_Uy)Pz = g( 8y _8—.%)’
= 7ZPZ_EZ: )
5 + 0 0
) 3
oH, . | . |~ . 1,0E, OF,
+ (Uy +0, — Ux)Ha: + (Ua: - Uy)(azr - Uz)Q;B = __(_y - )7
a%f w0z dy
ot +61Q1_Hmzou
OH, 1 0E. O0E,
g—F(Uy‘f‘O’z_Uy)Hy‘i’(Uy_Ux)(ay_az)Qy - _;( O - Dz )7
a—ty+5yQy—Hy:O,
oH, _ 1,0E, 0E,
+(U$+Uy_0z)Hz+(Uz_U$)(Uz_Uy)Qz = _;( ay _%)’

0
o T 0:Q:— H.=0.

On retrouve les champs électromagnétiques en faisant les changements de variable : E, =
Ey+0aPyet Hy=Hy + 0,Qq, 00 o =,y ou z.

Le systéme (3.17) apparait sous une forme familiére : il s’agit des équations de Maxwell
perturbées par des termes sources d’ordre zéro (les variables supplémentaires P, et Q4 ne
se voient jamais appliquer d’opérateur de dérivation en espace, et interviennent seulement
par leurs valeurs ou leurs dérivées en temps). Tout comme les équations de Maxwell,
le systéme (3.17) est bien posé. Les solutions restent bornées en l'absence de termes
sources a condition, par exemple, que les matrices correspondant aux termes sources soient
diagonalisables a valeurs propres ayant le bon signe.

3.1.2.2 Discrétisation

Pour résoudre ce systéme, nous utilisons la méthode Galerkin Discontinu présentée
dans le chapitre précédent. Nous utiliserons le méme formalisme que celui présenté en
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Section 2.2.3 (page 30).

Dicrétisation en espace

Nous écrivons le systéme (3.17) sous la forme matricielle suivante :

I = _ I~
%—t +RE+SP = & lrotH,
oP L =
—+NP-FE =0
ot * ’
(3.18)
8ﬁ = _ R~
ot +RH+5Q = —ﬁfl’l”otE,
oQ . =
—+NQ-H =0
L at + Q Y
on E = (Ea:aEyaEz)t: H= (H:B’Hyaf{z)t: ]3 = (PacaPyaPz)t et Q = (QacaQy’Qz)t-
Les matrices R, S et N sont trois matrices 3x3 diagonales, données par :
R = diag[ G, + 07, — 0y, Gp+ 0, — 0y, 04+ 35y — 04,
S = diag[ (02 — 0y)(0z — 02), (0y — 02)(0y — 02), (0. —0a)(02 —Gy)], (3.19)
N = diag| o, 0y, 0]

Enfin, les tenseurs € et i sont pris égaux a ceux d’un matériau homogéne isotrope, i.e.

e=cl3, p=pls

Dans chaque cellule 7;, les inconnues numériques de la méthode sont doublées et
correspondent aux approximations des composantes des champs (E, ﬁ, ]3, @) sur la base
de fonctions vectorielles @;;, 1 < j < d;, de dimension d; choisie. Ainsi, en multipliant le
systéme (3.18) par une fonction de base ;; et en intégrant sur I’élément 7;, nous obtenons :

8E::i . = =

BN '@ij—l—/REi'%j—f-/SPi'(Pij
T; T; T;

or; 5 - =2

ot '%j-l—/NPz"%j—/Ez"%j
T; T; T;

oH; z S

BN '<Pz‘j+/RHi'%j+/SQi'%j
T T, T

0Q; > A

Bt ij+/NQi'<Pij—/Hi'<Pij
T; T; T;

ARG
— rot@i; - Bi— | (Bij
2p U ! o1,

1 - = . -
- |:/ ’I”Ot(ﬁij . Hi—/ ((ﬁw X H7) ’fl:|
2e T oT;

(3.20)

X
1y

ou 1 est la normale extérieure & 1’élément 7;. Pour les intégrales surfaciques — qui ne

font nullement intervenir les grandeurs auxiliaires P et @

nous utiliserons, comme
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

précédemment, des flux totalement centrés (2.10). Le systéme (3.20) peut alors se récrire
sous la forme :

oE; = 5
/ aZ'SDij—i-/REz"SOz‘j-I—/SPz"SDij:
7, Ot T T,

1 - = -, = - — T —
% /T["”Ot%‘j - H; +rotH; - g;;] — Z / (Bij x Hy) - ik
ik

i kev; 74
op; 5 -
'Sﬁij+/NPi'S0ij—/Ei'90ij=0
7, Ot 7; T,
851 . = >,
'SDij+/RHi'90ij+/SQi'90ij:
7; Ot T, T;
1 S = - 2, N = .
- o0 [T‘Otg&ij - E; +rotk; - QOZ']'] - Z (QOij X Ek) “ Nk
AT keV; ¥ ik
Qi

ot '@ij+/NQi'¢ij—/ﬁi'¢ij=0
\ JT; 7 T
(3.21)

Nous décomposons alors les champs dans la base vectorielle Vect(p;;,1 < j < d;) :

= Y0, Ey@y,
= YU Hidi,
= Y0 Qi
= Z?iﬂ Pij@'j?

T Iy M

—

ol Eij désigne le jiéme degré de liberté de EZ dans I’élément 7; (idem pour ﬁi, Q; et P;).
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

Si I'on se place au niveau des degrés de liberté, le systéme (3.21) s’écrit alors :

& OF,
1 R 5 - S - o
[ 81; /%z Gij + Ei /R%‘z - Bij + Pu /S%l “Bigl =
P T; T T;
1
% il /[TOt@'j - Git + rot@i - Gij
=1 7
1 o
— % Y Hkl// (Gij X @krr) - Mik
c kev; \l'=1 Qik
d.
- aPZl - - - - nl - =
[ En /@il'@ij-i-Pil/N%l'%j— il/SDil'SDij] =0
P T T; T;
(3.22)
d. ~
~0Hy; [ . | = L S S
[ BN /%‘l - Pij +HZ’1/R%I'%3’ +Qil/SS0il'S0ij] =
P T T T
d;
1 5 - S -
—— > Ey [[rotgi; - Gu + rotdy - Fij
2= 7
| [
+5 >y Ekl’/ (Gij X Prrr) - Mik
H kev;, \lI'=1 @ik
d.
- aQ l - — - - T - -
[ 61&2 /%‘l * i +Qiz/N90i1'90ij _Hil/SOiZ’SOij] =0
L =1 7 7 7
Dans chaque élément 7; le systéme (3.22) s’écrit sous la forme matricielle suivante :
([ OE; - 1, = .
M= + RE: + 8P = —(AH; - > FuHy)
IP kev;
Mia—; + NP, - ME; = 0
(3.23)
OH, - 1, - ~
M 8t2 +RH; +5Q = —(—AE + ) FyEy)
9 K kev;
M Q: +NQ, -M;H; = 0
\ ot
0Tl NOUS avons utilisé les notations suivantes : B
— H; est le vecteur colonne contenant les (Ijﬂ)l:Ldi
E; est le vecteur colonne contenant les (Ej)i=1,4,
— Q; est le vecteur colonne contenant les (Qj)1=1,4,
E; est le vecteur colonne contenant les (Pj)i=1.4,
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

M; est la matrice carrée d; x d; (symétrique définie positive) de terme général

M'[5, 1] :/ Bij - Pil
7T;
A; est la matrice carrée d; x d; (symétrique) de terme général

. 1 - N - .
A5, 1] = B /T[Tot%‘z - Bij + rot@ij - Gl
F;x est la matrice rectangulaire d; X di de terme général

. 1 . . -
Firls, '] = —/ (Bij X Prrr) - g

2 Ak
— R; est la matrice carrée d; x d; de terme général

R[5,1] :/ R - Ga

(3

S; est la matrice carrée d; X d; de terme général
S, 1] :/ S@ij - Bu
7;
- N; est la matrice carrée d; x d; de terme général

N[5,1] :/ N@ij - Bu
T

Le systéme (3.23) peut alors s’écrire :

o (Ei MR, M E; ) ;
_ + = — keV;
I\ p, “1d M;7'N; )\ P €

0

7

H; M 'R, M!S, H; )
kev;

= +
I\ & 1 My )\,
0

X, et Y; sont les vecteurs colonnes de dimension 2d; définis par
Xi = B ) YZ = B
P; Qi
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H, Mt AE; - > FiyEy

(3.24)

Introduisons les notations suivantes (ou N est le nombre d’éléments dans le maillage)



3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

X et Y sont les vecteurs colonnes de dimension 2 d; définis par :
Xt = (Xl"'wXN)v Yt = (Yl""aYN)
U; est la matrice carrée 2d; x 2d; définie par :

M 'R, M;'S;

U; =
-Id  M;'N;
— U est la matrice carrée 2 . d; x 2, d;, bloc-diagonale dont le i“™¢ bloc diagonal
est U;
C est lopérateur linéaire qui & un vecteur Z = (Zl,...,ZN)t de RZid avec

Z! = (Zu!, Zd!), fait correspondre le vecteur ZZ = CZ de RZi% tel que
77 = (ZZl,...,ZZN)t et ZZE = (AjZu; — Ekevi FipZuy, 0°). On montre que
la matrice C est symétrique.

M est la matrice carrée ) . d; x Y. d;, bloc-diagonale dont le i€ bloc diagonal est
M’i-

Le systéme (3.24) global pour tous les degrés de liberté peut alors s’écrire :

ox +UX = 1M*m{
ot €
(3.25)
oY +UY = _Lyiex
ot I

Dicrétisation en temps

Concernant l'intégration temporelle, nous utilisons le schéma "saute-mouton" d’ordre
2. Les degrés de liberté E;; et P;; sont calculés aux instants t" = nAt et sont notés
El: et Pji. Les degrés de liberté H;; et Q;; sont calculés aux instants 1+ = (n+3)At

et sont notés HZ+% et Q?jé. Dans les couches PML, la variation du signal d’un instant
a lautre étant importante, le calcul par la méthode "différentiation exponentielle" (ou
schéma exponentiel), qui consiste a considérer les termes sources venant de Maxwell comme
constants au cours du pas de temps et & intégrer exactement 1’équation différentielle
ordinaire en résultant, est plus précis qu'un schéma implicite centré (pour les termes liés aux
pertes). Ainsi, la discrétisation temporelle du systéme (3.25) par la méthode "différentiation

exponentielle" s’écrit :

Xn+1 —_ €_UAtXn + 1 (Hd _ 6—UAt> U—IM—ICanL%’
(3
(3.26)
Yn+% — erAtynJr% . l (Hd . erAt> [UilMil(CXnﬁkl.
1

Remarque 3.1.2 Le schéma exponentiel (3.26) semble requérir que la matrice U soit
inversible. En fait, il n’en est rien. L’expression ci-dessus n’est valable que pour U inversible.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

On a seulement besoin d’une primitive en temps de la fonction t — e~V Si U n’est pas
inwversible, on utilisera le schéma exponentiel sous la forme suivante :

At
Xn+1 — e_UAtXn—Fl </ €_US dS) M_l(CYThL%,
€ \Jo
(3.27)
n+3 —UAtyn+1 1 At —Us -1 n-+1
Y2 = e Yt — — e ds | M™"CX"".
H\Jo

Si l'on souhaite utiliser un schéma plus simple, le schéma implicite centré (pour les
termes de perte) s’écrit de la maniére suivante :

Xn—f—l —_Xn X7 4 Xn-i—l B 1 71 n+%
N +U 5 = EM CY" =,

3 1 1 3 (3'28)
Y7+ — Xtz N Uyn+§ 4 Ynts _ _lM*l(CX"Jrl
At 2 n ’

3.1.2.3 Etude de la matrice source du systéme UPML

Nous constatons que la stabilité du schéma ainsi que son utilisation dépendent des
caractéristiques de la matrice U que nous allons étudier dans cette section.

En supposant que les conductivités électriques et magnétiques sont constantes par
mailles, le bloc U; de la matrice U correspondant a 1’élément maille 7; s’écrit :

Rllﬂdd? (0) O Sllﬂdd? 0) O
O  Rpldy O 0 Spldy O
_— 0 O  Rplde O 0 Splds
T -Ide O O Npldg O 0 ’
0 ~Id 0 O  Npldy O
0 0 —ldg 0 O  Naldg

ou les coefficients diagonaux des matrices R, S et N sont donnés en (3.19). De plus on a
supposé que, parmi les d; champs de base ¢;; utilisés par le schéma Galerkin Discontinu
dans I'élément 7;, les df premiers champs de base sont colinéaires a €, les di-/ suivants sont
colinéaires a €, et les d? derniers sont colinéaires & €, (on a donc d¥ +dY + d? = d;).

Déterminant de la matrice U

Le systéme (3.26) nécessite le calcul de I'inverse de la matrice U (ou de la primitive
de 'exponentielle). La matrice U étant bloc-diagonale, il suffit de s’intéresser aux mémes
éléments pour les blocs diagonaux U;. D’autre part, la structure 2x2 de blocs diagonaux de
U; permet en fait de déduire facilement les résultats pour U; des résultats correspondants
pour les trois matrices 2x2 suivantes :

_( Ru Su [ Raa Sao ([ Rs3 Ss3
T1_<—1 N11>’T2_<—1 N22>7T3_<—1 N33 )~
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

On montre simplement que
det(Ty) = 040, det(Ts) = 0,04, det(13) = 6,0y,

donc la matrice U; n’est inversible que lorsque &, 6, et &, sont non nuls. Ce cas de figure
ne se présente que dans les milieux PML "coins" (voir Figure 3.4). Ainsi lorsque nous nous
trouvons dans les milieux PML "arétes" et "faces" (voir encore Figure 3.3 et 3.4), nous
aurons recours a la primitive de I’exponentielle au lieu des expressions utilisées dans (3.26).

Diagonalisation de la matrice U

L’utilisation de la méthode de "différentiation exponentielle" nécessite le calcul de
I’exponentielle de la matrice U. Numériquement, il est bien plus facile de calculer
I’exponentielle de la matrice lorsque celle-ci est diagonalisable. Ainsi, la détermination
des éléments propres de la matrice nous permet de déterminer dans quel cas la matrice
est diagonalisable. Dans ce cas alors, nous diagonalisons la matrice et nous calculons son
exponentielle en utilisant la relation :

e—UAt — PG_DAtP_17

ot U= PDP~! D étant la matrice diagonale composée des valeurs propres de U, et P
la matrice de passage. Ici encore, a cause de la structure bloc-diagonale de U, il suffit de
s’'intéresser a la diagonalisation d'un bloc diagonal U;. De plus, en raison de la structure
particuliere supposée de U; (structure 2x2 de blocs diagonaux avec df puis df puis d;
coefficients diagonaux identiques), il suffit d’étudier la diagonalisation de chacune des trois
matrices 17, T et T5. On trouve aprés des calculs élémentaires :
Ty est diagonalisable si et seulement si 6y # 7. Ses valeurs propres sont 7, et 7, et
les vecteurs propres correspondants sont (6, — ay,1) et (o, — 02, 1).
— Ty est diagonalisable si et seulement si &, # &,. Ses valeurs propres sont 6, et 7, et
les vecteurs propres correspondants sont (6, — 04,1) et (6, — ,,1).
— T3 est diagonalisable si et seulement si 5, # 7,. Ses valeurs propres sont 7, et 7, et
les vecteurs propres correspondants sont (7, — 04,1) et (6, — 7y,1).
Nous constatons que dans les cas ou 6, = 7, ou 6, = 7., ou 0, = 7y, la matrice U n’est pas
diagonalisable. Nous verrons comment éviter ce cas lors de la définition des conductivités
électriques et magnétiques.

3.1.2.4 Stabilité du schéma numérique

La stabilité du schéma numérique (3.26) ou (3.27) n’est pas aisée & démontrer, bien
qu’il soit simple de montrer que les solutions de (3.25) soient bornées en norme L? dés que
la matrice C est antisymétrique et que la partie symétrique de la matrice U est positive (ce
qui est le cas ici). On peut néanmoins démontrer la stabilité du schéma exponentiel sous
certaines hypothéses simplificatrices (commutation de C et U par exemple).

Concernant le schéma implicite centré (3.28), nous pouvons proposer le lemme suivant,
dont les hypothéses sont un peu moins simplificatrices.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Lemme 3.1.1 Considérons le systéme suivant :

MX% + UxX = (CY,
(3.29)
Myaa—i{ + UyY = —tCX,

ot les matrices Mx et My sont symétriques définies positives, et les matrices Ux et Uy
sont symétriques négatives. Alors le schéma suivant :

Xn—f—l —_Xn X" 4 Xn-i—l .
M U = CYy"*2
A T ’ 530
3.30
Yrts — ynts Y7+s 4 Yn+s
MYT + U‘Yf = —ICXntHl,

est stable en norme L? sous les mémes hypothéses que le schéma obtenu pour Ux = Uy = 0.

Preuve 3.1.1 En effet, il suffit de considérer 'énergie suivante :

1
£ = (X" MX" + Y MY )
On montre simplement que, en utilisant la notation XM+3l = XH%}W,

1 1 1 3 1
gl —gn = Xl My (X - xm) 4+ 2 v My (yred —yd)
— Arxi oyt - Ayt i)
1 1 At 1 1 1 3
~ At X3 g ned) - T Y+ Uy (Y"f oY™HE 4 Y”*f)
A 1 1 1 3
<~y (Y g awnd gy

Donc en introduisant 1’énergie suivante :

Fno—gn % (tyfrw%[uyyrwé _ tyngmyynf%) 7
on a :
Frl_Fr = gntl_gn % (d Uy Y — 2ty Uy Y 4 YUy Y )
1 1 t 1 1
L LIy
At n+i n+3 t n4l n+d

—§<Y by ) IUY<Y b4y )

< 0.
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

Ainsi, I'énergie F™ est décroissante et donc majorée. Le schéma est stable en norme L?
si F™ est une forme quadratique définie positive des inconnues. En développent F, on
trouve :

]. 1 1 1
Fro= S (XMEXT 4+ Y My YT - Ay iCixT)
At (o N 1 1
- (Y% +Yn+a) Uy (Y% +Yn+a)
1 1 1 1
> o (XMEX" Y My Y - AT,

qui est justement I’énergie simple trouvée pour le schéma "saute-mouton" sans matrices
de perte. Le schéma implicite centré avec pertes est par conséquent stable sous la méme
condition de type CFL que le schéma "saute-mouton" standard sans pertes.

Remarque 3.1.3 Ce résultat est hélas insuffisant pour notre cas précis, la matrice Uy
n’étant pas symétriqgue. On peut continuer a chercher une démonstration dans le cas général
dans deuz directions : soit symétriser les pertes dans un nouveau systéme PML, soit changer
légérement ’algorithmique en temps.

3.1.2.5 Profil des conductivités électriques et magnétiques

L’absorption des ondes par les milieux PML dépend de deux facteurs : 1’épaisseur du
milien PML et la conductivité électrique dans les différentes directions (o, 0y,0). Dans
la pratique, a cause des erreurs de discrétisation, on ne peut pas choisir une conductivité
extrémement grande pour absorber entiérement 1’onde sur une ou deux cellules d’épaisseur.
La technique consiste alors & augmenter la conductivité progressivement. Le profil que ’on
choisit pour faire varier o de oo (& interface) a o, (sur le bord extérieur du PML)
déterminera l'efficacité de ’absorption.

Y

Nous avons choisi d’utiliser une variation des conductivités a travers les couches PML

de la forme :
T n
ox(x) =0op [—} ,

ou
& est 'épaisseur du PML,
— n = 1, traduisant une variation linéaire de o,, ou n = 2, traduisant une variation
parabolique de o,
— o, représente la conductivité électrique sur le bord extérieur du PML, définie par

o= —(n+ 1>€”§§0>,

ou I'(0) représente le coefficient de réflexion sous incidence normale.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Afin de satisfaire les conditions de diagonalisation de la matrice U présentées dans le
paragraphe précédent, nous définissons o, et o, de la maniére suivante :

o) = (L+ayom [t
0:(z) = (1+a)om [3],

ol ayy et a, sont des réels tels que oy < 1, o, K 1 et oy # .

3.1.2.6 Conditions aux limites extérieures des PML

Nous utilisons des conditions aux limites de type métallique sur le bord extérieur du
domaine PML. Soit V; au bord extérieur du domaine PML. On considére alors une cellule
fictive V. et on note Fj la face frontiére. Les conditions aux limites sont prises en compte
en imposant des valeurs aux champs sur les cellules fictives Vj,. Ainsi, pour toute face
métallique Fj, on utilise :

Ef(z) = —Ef(x),
VxEEk, ~ (3.31)
() = H).

3.1.2.7 Résultats numériques

Nous effectuons une série de tests afin d’évaluer I'efficacité de la méthode Unsplit PML
présentée ici. Ces cas tests consistent & faire évoluer un champ électromagnétique dans une
boite de calcul entourée des matériaux fictifs absorbants UPML. Nous observons alors
comment le champ évolue dans la boite de calcul, et comment celui-ci est absorbé par les
PML. Nous faisons varier les conditions initiales sur les champs, la taille du domaine de
calcul et le nombre de couches PML.

Cas test 1 : Condition initiale sur le champ électrique.
Nous simulons ici la propagation d’un champ électromagnétique dans le vide en imposant
une condition initiale sur une des composantes du champ électrique.
Le domaine de calcul est un cube de 5\ de coté. Nous prenons dix points par longueur
pour le pas d’espace. Le domaine de calcul est entouré par des UPML de cinq cellules
d’épaisseur. Enfin, nous imposons une condition initiale sur la composante en z du champ
électrique définie par : E, = e~ +2) On montre, sur la Figure 3.5 ci-dessous, ’évolution
temporelle de la composante E, du champ électrique au centre du domaine de calcul et &
5 cellules de la couche PML.

Sur la Figure 3.6, nous visualisons maintenant ’évolution temporelle de la composante
E, du champ électrique dans le plan de coupe x = 0.

Cas test 2 Excitation du champ par un dipéle électrique.
Nous simulons ici la propagation d'un dip6le électrique dans le vide. Le dipdle est localisé
dans le cube V et colinéaire a I'axe z : j =! (0,0, j,). Le dipole est modélisé par une source
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

T
'Etl"

-0.4

I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nombre de pas de temps

T
'Et2"

. . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Nombre de pas de temps

FiG. 3.5 Evolution temporelle de E,(0,0,0) (haut) et de E,(0, —5Ay,0) (bas).

f=a
=

Le profil du moment dipolaire p est ici une gaussienne de la forme p(t) = egexp(—(t —T)?).
Nous générons alors une gaussienne de fréquence centrale fo = 1 GHz et de bande passante
Af = 0.2 GHz. Le parameétre T est fixé & la valeur : T' = %Aif
spatiale correspondant a 15 points par longueur d’onde. L

volumique

. On utilise une discrétisation
e cas test s’effectue dans les
conditions suivantes :
— dimensions du domaine de calcul (en nombre de mailles) : nx = ny = nz = 50;
dimensions du domaine de calcul (en longueurs d’onde) : 3.5X x 3.5\ x 3.5);
— nombre de couches PML : 5;
nombre de pas de temps : 1200;
— le dipdle est placé au centre du cube, dans la maille localisée au point (x4 =
Az nx /2,y = Ay ny/2,zqg = Az nz/2).
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3.1. Conditions d’absorption auz frontiéres

Pour un dipéle placé en (24, y4, 24), la solution analytique des équations de Maxwell dans un
matériau homogéne isotrope de permittivité électrique € et de perméabilité magnétique u
avec des champs initiaux nuls et une source de courant ponctuelle de la forme j, = — f(¢)dg
est connue. Pour la source de courant :

f est supposée de classe C,

— f est supposée nulle pour ¢ < 0 (donc f” aussi),

on note F' la primitive de f nulle en 0, soit F(t) = fot f(s) ds; donc F est également

nulle pour ¢ < 0.
La solution analytique des équations de Maxwell est donnée en tout point (z,y,z) (sauf
sur le dipole) et en tout temps ¢ par :

/ -y
H(z,y,z,t) = ﬁ(@Jr%) |
0
, Tz
Blenst) = ok | (162 + M0 4 I8 ( 332
z
i), seen , ren (g
F(t—r ft—T f/ t—r
_( 3 + cr? + 2r > (1)

oil, pour tout point de I'espace, on note r = \/(x — 24)2 + (y — ya)> + (z — 24)%, et ¢ la
vitesse des ondes (euc? = 1).

On montre sur la Figure 3.7 I'’évolution temporelle de la composante E, du champ électrique
en un point situé & proximité du milieu UPML. Nous constatons que la solution obtenue

0.4

T
'Ex_exacte’ ——
'Ex_DGTD’ -------
0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500

Nombre d'iterations en temps

Fic. 3.7 Evolution temporelle de Ez.

avec les conditions aux limites UPML se compare parfaitement & la solution analytique.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

Nous observons alors sur la Figure 3.8 la carte du champ électrique a la fréquence f =1
GHz dans les plans Oxzy et Oyz contenant le dipole. Nous constatons que nous obtenons

\ Simulation GALERKIN-UPML \

NORME : 49.2704 dB

\ ~ F=1.0GHz -|E| divers |

\ Simulation GALERKIN-UPML \

NORME : 439.2704 dB

\ -~ F=1.0GHz —|E| [ aivers |

Fia. 3.8 Champ électrique dans le plan Oxy (haut) et Oyz (bas).

exactement le profil d’'un dipole rayonnant dans I'espace libre. Les ondes électromagnétiques
sont donc évanescentes, mettant en évidence l'efficacité des conditions aux limites de type
Unsplit PML.
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3.2. Simulation de structures planaires

3.2 Simulation de structures planaires

L’objet de cette section est 1'utilisation de la méthode Galerkin Discontinu dans le
domaine temporel (méthode D.G.T.D) pour I’étude de structures planaires. Nous traiterons
en premier lieu une ligne micro-ruban de longueur infinie. Ceci nous permettra d’évaluer
la validité de notre méthode en calculant les paramétres de propagation et 'impédance
caractéristique en fonction de la fréquence. Nous étudierons alors une antenne imprimée
alimentée par ligne en calculant ses coefficients de réflexion (paramétres S) en fonction de
la fréquence ainsi que le Taux d’Onde Stationnaire (T.0.S.).

3.2.1 Analyse d’une ligne micro-ruban infinie avec le code DGTD

Une ligne micro-ruban est composée d'un substrat mince en matériau diélectrique
(isolant) sur lequel sont gravées de fines couches métalliques. En hyperfréquence, un des
cotés du substrat est entiérement métallisé et constitue le plan de masse. L’autre coté est
recouvert d'une ligne de métal de longueur [ et de largeur W (voir Figure 3.9). Dans le
cadre de cette étude, nous utiliserons des diélectriques de permittivité électrique ¢, = 1.
[’épaisseur de la métallisation est de ’ordre de 25 & 50 micromeétres, ce qui est nettement

W

-

—=_ Ligne microruban

.

Plan de mass

Fi1G. 3.9 — Stucture d’une ligne micro-ruban.

supérieur a la profondeur de peau (ou de pénétration des ondes électromagnétiques dans le
métal). Cette épaisseur est négligeable par rapport aux dimensions transverses des plaques.

De nombreuses études ont montré qu’une ligne micro-ruban est le siége d'une onde se
propageant en mode quasi-TEM (Transverse Electro-Magnetic), c’est-a-dire que les champs
magnétique et électrique sont perpendiculaires a ’axe de la ligne transmettant le signal.
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

3.2.1.1 Choix de ’excitation

Pour exciter une ligne micro-ruban, telle que représentée sur la Figure 3.9, les auteurs
[40, 81] ont imposeé, dans une section transverse de la ligne appelée "plan d’excitation", une
composante F, du champ électrique normale au ruban. L’évolution temporelle choisie est de
type gaussien, permettant de caractériser une ligne dans une large bande de fréquence. Ce
champ F, est constant dans toute la région située au dessous du ruban, comme représenté
sur la Figure 3.10, et nul a 'extérieur de cette région.

F1G. 3.10 — Section transverse de la ligne dans le plan d’excitation.

La composante F, du champ électrique est mise & zéro dans tout le plan d’excitation.
La composante H, du champ magnétique normal au plan d’excitation est alors calculée
en utilisant la méthode FDTD (Finite DIfferences Time-Domain Method) de Yee [86]. De
meéme, ils calculent les trois composantes Ey, H,, H, appartenant aux mailles adjacentes
au plan d’excitation et ne se trouvant par sur le plan d’excitation. Une fois que I’excitation
gaussienne est complétement retombée & zéro, leur code calcule la composante E, annulée
précédemment, a 1’aide de la méthode FDTD. Cette excitation par champ suppose que
le plan d’excitation de la structure & étudier soit assez éloigné des parois absorbantes
pour qu’au moment ot I'onde réfléchie par ces derniéres revient dans le plan d’excitation,
londe incidente (c’est a dire la gaussienne) soit retombée & zéro. D’ot, en général, une
augmentation relativement importante de I’espace mémoire nécessaire.

Dans notre cas, nous préférons utiliser une excitation par un courant source J = J.€,
comme présenté dans [2], & savoir :

— E - 2 =
5%—t —rotH = J (3.33)

ot le courant électrique J, est une gaussienne modulant un signal sinusoidal de la forme :
I, = Joe =0T sin (27 fo (¢ — 1)), (3.34)

ol Jy est 'amplitude de la gaussienne, ¢ty et T' correspondent respectivement au décalage
de I'impulsion par rapport a l'instant ¢ = 0, et a sa largeur dans le temps. Ces paramétres
sont fonctions de la fréquence f,q4: que I'on veut inclure dans le spectre du signal.

Dans le cadre de la méthode DG—Q}M présentée précédement, nous excitons les
degrés de libertés associés aux arétes suivant €, appartenant au plan d’excitation, comme
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3.2. Simulation de structures planaires

représenté sur la Figure 3.10. Avec cette excitation, les composantes appartenant aux
champs totaux et les ondes incidentes et réfléchies peuvent se mélanger sans étre génées
par les conditions d’excitation précédentes (E, = 0, E, = impulsion gaussienne). De cette
fagon, nous avons pu approcher le plan d’excitation des parois absorbantes et obtenir une
réduction non négligeable de la place mémoire et du temps CPU nécessaires.

3.2.1.2 Parameétres de simulation

On étudie ici la ligne micro-ruban utilisée couramment dans les circuits hyperfréquences
dans une bande passante 10 — 20 GHz. Afin de modéliser une ligne de longueur infinie,
les extrémités du plan de masse et de la ligne sont placées dans le milieu UPML, comme
presenté dans la Figure 3.11. La section transverse de la ligne est entourée par le milieu
UPML (voir la Figure 3.12).

PML

Plan de masse

Ligne microrubar

PML
PML

PML

Fia. 3.11 Ligne micro-ruban de longueur infinie.

PML

PML E, h| PML

PML

F1G. 3.12 — Section transverse de la ligne dans le plan d’excitation.

Les autres parameétres de la simulation sont les suivants :
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

les paramétres de cette ligne sont : W = 2.46 mm, h = 0.794 mm, ¢, = 1.

— l'excitation utilisée pour 1’analyse de cette structure est de type gaussien modulant
un sinus, placée & 4 cellules du milieux PML; les paramétres Jy, g et T de la
gaussienne sont : Jy = 1 A/m?, tg = 2.14 T et T = 0.483/ fmaz avec fmax = 22
GHz.

— la ligne est discrétisée sur neuf cellules selon la largeur W, trois selon la hauteur h;
les pas spatiaux sont donc : Ax = Ay = Az = 0.265 mm.

— le pas de temps At est donné par la condition de stabilité de la méthode DGTD.
le milieu UPML, disposé a deux cellules de la ligne micro-ruban dans les deux
directions Ox et 0z, est de profil parabolique et de profondeur N = 6 cellules.

Nous voulons alors calculer la tension et le courant dans une section donnée de la
ligne micro-ruban, et nous en déduisons la constante de propagation et l'impédance
caractéristique dans la bande de fréquence 10 — 20 GHz.

3.2.1.3 Calcul de la tension sous la ligne

Nous nous proposons ici de calculer ’évolution temporelle de la tension entre le plan
de masse et la ligne micro-ruban. La Figure 3.13 présente la section transverse de la ligne
en fonction des indices du maillage telle que nous l'utilisons dans notre calcul. La tension

z W
nz2
h
nzl ‘ ‘ ‘
y=Pi nxl nx2 nx3 X

FiG. 3.13 Section transverse de la ligne en fonction des indices du maillage.

centrale V(ng2, P;) sous la ligne dans le plan P; est donc calculée par la circulation du
champ électrique vertical E, entre le centre de la ligne et le plan de masse :

Mnz2 1 ne2 1
V. (na2, P) = _/ E.(ng2, Pk + 5)d,z == ) E.(na2 P k+ 5)Az. (3.35)
Nz1 k=n_,1

Quel que soit le type d’excitation (en théorie ou en pratique), il y a toujours une
discontinuité au niveau de l'alimentation qui génére & son tour des modes évanescents.
Il est donc nécessaire de calculer la tension dans un plan P; éloigné du plan de 'excitation
pour n’avoir a faire qu’au mode fondamental (quasi-TEM) de la ligne. En théorie, dans
le domaine temporel, on peut dire que ce mode est établi dés lors que 'amplitude de la
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3.2. Simulation de structures planaires

tension reste constante quand on se déplace dans la direction de la propagation (dans
notre cas 'axe Oy). Dans la pratique, nous poserons que le mode fondamental est établi
lorsque 'amplitude de la tension se stabilise lorsqu’on se déplace dans la direction de la
propagation. Ainsi, nous allons calculer la tension dans plusieurs plans (P2 a P5), P; étant
le plan d’excitation.

La Figure 3.14 représente la tension centrale en fonction du temps dans les quatre plans
représentés sur la Figure 3.15. Nous constatons que 'amplitude de la tension se stabilise
a partir du plan Pj situé a une distance de 1’ordre de 5W du plan d’excitation. Nous en
déduisons que le mode fondamental de la ligne micro-ruban est établi & partir du plan Ps

300 T T T T T T —T
‘tension2’ ———
fa\ . ‘tension3’ -
[\ ‘tension4’ -------
/ \\ ‘tensions’
200 | / \ o -
3 Fo\
S / \
E c‘/ \\
& 100 | [ \ g
[ \ .
T \
5 ™\ \\
° \ \
5 of —7 \ SN N -
2 \ \
2 \ -
© \ |
o
© -100 - \ [ b
- \ |
2 \ |
s \
£ \ |
< \ f
-200 \ B
\ /
\\ /
\
\ //
_300 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

700 800
Nombre de pas de temps

FiG. 3.14 Tension centrale sous la ligne dans différents plans d’observation

3.2.1.4 Calcul du courant électrique circulant sur le ruban

Le courant électrique pour le mode impair est calculé comme la circulation du champ
magnétique autour de la ligne. Dans le plan P;, celui-ci s’écrit sous la forme

Nz2

> He(i, Piynd) — Hu(i, Pyn; ) A, (3.36)
1=Ng1

I,(P) = H dl =

ot C1 est le contour d’intégration dans le plan P;. On note H, (i, P;,n}) les degrés de liberté
associés a la composante H, (7, P;) du champ magnétique situé sur la partie supérieure de
la ligne, et H,(i, P;,n}) les degrés de liberté associés a la composante H, (i, P;) du champ

magnétique situé sur la partie inférieure de la ligne (voir le parcours d’intégration sur la
Figure 3.16).
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y=P5

y=P4

y=P3

y=P2

y=P1
Plan d’excitatior

X

Fi1G. 3.15 — Positions des plans P; selon la direction de propagation.

W

Z
ffffffffff
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F1G. 3.16 — Section transverse de la ligne et le contour d’intégration.

La Figure 3.17 représente le courant circulant sur le ruban en fonction du temps dans
les quatre plans représentés Figure 3.15. Comme pour la tension, le régime stationnaire est
établi a partir du plan Ps.

3.2.1.5 Calcul des constantes de propagation

La propagation le long d’une ligne micro-ruban est caractérisée a ’aide des parameétres
suivants : la constante de propagation 3(f), la permittivité diélectrique effective eq¢r(f),
et la vitesse de propagation v,(f). Tous ces paramétres sont fonctions de la fréquence f
et peuvent étre déduits les uns des autres. Nous allons calculer d’abord la variation de
B(f) en fonction de la fréquence dans la bande 10 — 20 GHz et on en déduira les autres
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F1G. 3.17 — Amplitude du courant sur la ligne dans différents plans d’observation.

paramétres de la maniére suivante [40, 81] :

_ o) _ B
() =gry s = () (337)

Pour le calcul de la constante de propagation ((f), il est nécessaire de connaitre la forme
frequentielle des tensions (ou des courants) dans deux plans distants d'une longueur d. Ces
derniers ne peuvent pas étre choisis arbitrairement, car la condition du régime quasi TEM
doit étre satisfaite. Pour cela, nous allons calculer le paramétre §(f) a partir du plan Ps.
Soient v3(t) et wvy(t) les tensions en fonction du temps dans les plans P3 et Pj. Nous
appliquons alors la transformée de Fourier (une transformée de Fourier rapide dans notre
cas) & ces variables en temps afin de se ramener dans le domaine fréquentiel. On obtient

alors :
Va(f,P3) = FFT(vs(t)),
{V4(f,P4) = FFT(v(t)). (3.38)

Dans les plans P; et Py, le régime fondamental de la ligne étant établi, nous avons :
Va(f, Py) = Va(f, Py)e (el F30(1)dL,

ou aff) est le coefficient d’atténuation, 3(f) la constante de propagation entre les plans
P3 et Py et dl la distance entre les plans P et Py. Le fait que nous n’ayons pas introduit
de pertes diélectriques et métalliques entraine que «a(f) = 0. Nous en déduisons alors la
constante de propagation ((f) qui s’écrit

‘/3(f7P3)
S(in(vAL )
e
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Chapitre 3. Conditions auz limites absorbantes

ou le symbole (z) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z.

La Figure 3.18 présente I'évolution de la constante de propagation 3(f) en fonction de la
fréquence obtenue a partir des plans P3 et Py. Nous avons alors effectué un calcul similaire
en utilisant les courants a la place des tensions et nous avons obtenu la fonction 5(f)
donnée en Figure 3.19. Nous remarquons que l'utilisation des courants ou des tensions
dans le calcul de la constante de propagation ne change pas le résultat.

500 T
'BETAT ———

Amplitude de la constante de propagation

200 L L L
10 12 14 16 18 20

Frequence en Ghz

Fi1a. 3.18 Evolution de la constante de propagation en fonction de la fréquence (calcul &
partir des tensions).

"BETAC ——

400 - 1

350 1

Amplitude de la constante de propagation

200 I I I
10 12 14 16 18 20

Frequence en Ghz

Fi1G. 3.19 — Evolution de la constante de propagation en fonction de la fréquence (calcul a
partir des courants).
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3.2. Simulation de structures planaires

3.2.1.6 Calcul de ’impédance caractéristique de la ligne

Le calcul de 'impédance caractéristique Z. d’une ligne micro-ruban en fonction de la
fréquence, en utilisant une méthode FDTD, fait I'objet de nombreux articles [40, 81]. Elle
est définie par la relation :

Zc(f) = %7

ou V et I représentent respectivement la tension et le courant dans une section transverse
de la ligne en fonction de la fréquence. Le probléme rencontré avec la méthode FDTD est
le fait que les degrés de liberté associés au champ électrique E et au champ magnétique H
ne se situent pas aux mémes endroits sur la grille de calcul. En effet, dans la cellule de Yee
[86], les degrés de liberté associés a E et H sont décalés d’un demi-pas d’espace (dans les
trois directions d’espace). De ce fait, la tension V' et le courant I nécessaires au calcul de
I'impédance ne sont pas évalués dans la méme section tra£sverse de la ligne, mais obtenus
y

dans deux plans de références décalés dans I'espace de 5*. Ceci n'est pas le cas avec la

méthode DGTD utilisée ici : les degrés de liberté associés a E et H sont situés aux mémes
endroits sur la grille de calcul, permettant ainsi d’évaluer la tension V et le courant I dans
le méme plan de référence.

Les formules empiriques présentées dans [77] donnent la partie réelle théorique de
I'impédance de la ligne micro-ruban que nous étudions :

f_ f_
Zpl =689Q,  Z; =

La Figure 3.20 représente les parties imaginaire et réelle de I'impédance caractéristique
de la ligne calculée avec la méthode DGTD DG—Q}M dans le plan P5 (nous obtenons des
résultats similaires a partir du plan P3). Nous constatons que la partie réelle de I'impédance

80
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Fic. 3.20 Impédance caractéristique de la ligne (partie réelle : trait vert; partie
imaginaire : trait rouge)

est proche de I'impédance théorique Z;Zf. Cependant, la partie imaginaire de 'impédance
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que nous calculons n’est pas nulle. Ce phénoméne s’explique en partie par le fait que,
comme pour la méthode FDTD, les degrés de liberté associés aux champs E et H ne sont
pas calculés aux mémes instants. Il en est alors de méme pour la tension V et le courant
nécessaires au calcul de 'impédance. Dans la méthode DGTD, la discrétisation temporelle
utilisée est un schéma "saute-mouton" d’ordre 2. Ainsi, les courants sont calculés aux
instants (n — 1/2)At et les tensions aux instants nAt. Nous voulons alors ramener les
courants aux instants nAt. Pour ce faire, nous avons effectué des corrections temporelles
dans le domaine fréquentiel. Ces corrections présentent 1’avantage d’étre valables quelle
que soit la largeur de la bande d’analyse.

Correction temporelle

Dans le domaine fréquentiel, le courant I™ évalué a l'instant nAt peut étre déterminé
a partir du courant I"~/2 calculé a l'instant (n — 1/2)At par la relation suivante :

[7(f) = FFT(I") = FFT(I" /%)%

At
La correction temporelle s’effectue donc a 'aide du terme "2 avec w = 27 f.
L’'impédance caractéristique de la ligne corrigée, notée Z:°", devient alors :

2E() = 1t

Seule la partie imaginaire de 'impédance est affectée par cette correction. La Figure 3.21
présente les parties imaginaires de l'impédance sans et avec correction temporelle. Nous

(3.39)

1 T

T
Zim-initial

/”””’”\ 'Z-imaginaire’ —--—--
08 — \ |

0.6 g
04 g

0.2 B

Partie imaginaire de I'impedance avant et apres correction

02 L L L L
10 12 14 16 18 20

Frequence en GHz

FiG. 3.21 — Parties imaginaires de l'impédance de la ligne avec (vert) et sans (rouge)
correction.

constatons que la partie imaginaire de I'impédance est beaucoup plus proche de 0 avec la
correction temporelle, tout particulierement pour les fréquences élevées. Nous visualisons
alors les parties réelle et imaginaire de l'impédance caractéristique de la ligne apres
correction (voir Figure 3.22).
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Fi1a. 3.22 Impédance caractéristique de la ligne aprés correction temporelle (partie réelle :
courbe verte ; partie imaginaire : courbe rouge).

Remarque 3.2.1 Une autre fagon de compenser le décalage temporel entre l'intensité et
la tension est d’utiliser une moyenne arithmétique temporelle dans le domaine temporel.

o - .\ . n+1/2 n—1/2 .
Cette moyenne est définie de la maniére suwivante : I™ ~ % Ainsi, en passant

dans le domaine fréquentiel a 'aide d’une transformée de Fourier, nous obtenons :
FFET(I") ~ (FFT(I"+1/2) + FFT(I”‘l/Q)) /2
= (FFT(™)e™S + FFT(IM)e ") /2
= FFT(I") coszAt.

Cette approximation est d’ordre deuz en temps (cos(w%) =1 - W?At?/4 + O(AY)) et
n’est acceptable que si wAt est petit.

3.2.2 Analyse d’une antenne imprimée a air

Dans cette section, nous déterminons le coefficien de réflexion Si; en fonction de
la fréquence ainsi que le Taux d’Onde Stationnaire (T.0.S.) d’une antenne imprimée
rectangulaire & air (¢, = 1) alimentée par connexion directe & une ligne micro-ruban dont le
point de jonction est decalé par rapport a I'axe de symétrie de 'antenne (voir Figure 3.23).
Dans notre modéle numérique, l'antenne se trouve a 3 cellules du plan de masse. La ligne
d’alimentation est discrétisée sur 9 cellules de largeur. Nous utilisons donc les pas spatiaux
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L1=12,45mm

L2=16 mm

h=0,794

z
« ‘
Y\l/ W=2,46mm

F1G. 3.23 — Antenne imprimée alimentée par ligne micro-ruban.

suivants : Az = Ay = Az = 0.265 mm. Pour exciter la structure, nous plagons un dipole
électrique situé en début de ligne entre le plan de masse et la ligne micro-ruban. Ce dipole
présente les mémes caractéristiques que celui de la section précédente. Le domaine de calcul
est entouré par des couches UPML d’une épaisseur de six cellules.

3.2.2.1 Calcul des paramétres de répartition

Le paramétre S que nous calculons ici est déterminé a partir des formules présentées
dans [87] :
_ FFT(V,(1))
~ FFT(Vi(t))’

ou Vi(t) et V,.(t) représentent respectivement les tensions incidente et réfléchie en fonction
du temps. La méthode DGTD nous permet de connaitre uniquement la tension totale
sans faire la distinction entre les tensions incidente et réflechie. Pour évaluer V(t)
indépendamment de V,(¢), deux méthodes sont généralement utilisées :
la premiére consiste & augmenter la distance d entre le plan P; situé sur la ligne
(voir Figure 3.24) et 'antenne, afin de pouvoir distinguer I'impulsion gaussienne de
la tension V() de celle de la tension refléchie V,.(t).

Su(f) (3.40)

dipole i Vi)

Pl

F1G. 3.24 — Antenne imprimée : variation de la distance d.

— la deuxiéme méthode consiste & étudier le probléme en deux étapes :
i) On simule une ligne infinie ayant les mémes caractéristiques (W, h, €...) que la
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ligne alimentant l’antenne ; on obtient ainsi la tension V;(¢) de 'onde incidente dans
le plan P ;

ii) On simule toute la structure (ligne+antenne) en calculant la tension totale Vi (t) :
la tension V,(¢) dans le plan P; se calcule donc de la maniére suivante : V,.(t) =
Viot(t) — Vi(t), et le parameétre S s’écrit alors :

Su(f) = (3.41)

FET(Viot(t) = Vi(1))
FFT(Vi(t))

Nous avons choisi d’adopter la deuxiéme méthode car la premiére nécessite beaucoup de
place mémoire et donc de temps CPU. En effet, il faut d'une part augmenter la distance
d pour pouvoir distinguer les tensions incidente et réfléchie et, d’autre part, appliquer un
traitement supplémentaire pour extraire ces deux tensions de la tension totale ( celles-ci
pouvant engendrer des erreurs numériques). La Figure 3.25 présente la comparaison entre
nos résultats (courbe verte), les résultats obtenus avec la méthode FDTD (courbe bleue)
et les résultats provenant du logiciel ANSOFT HFSS basé sur une méthode harmonique
(courbe rouge) qui nous servent de référence.
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Fi1G. 3.25 — Module du coefficient de réflexion de 'antenne

3.2.2.2 Calcul du taux d’onde stationnaire

Une fois définis 'impédance caractéristique de la ligne micro-ruban, 'impédance de
I’antenne rectangulaire et son paramétre de répartition Sy; , nous pouvons alors calculer
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le Taux d’Onde Stationnaire (TOS) exprimant la qualité de 'adaptation de 'antenne a la
(3.42)

ligne micro-ruban. Le TOS est donné par la formule
o 1+ ‘511‘

TOS = ——.
1—|511]
La Figure 3.26 présente les résultats que nous obtenons avec la méthode DG‘chlw-
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"TOS_ANSOFT' ———
~ "TOS_DGTD'
/ 1\ "TOS_FDTD’ --------
0I8 i / ‘\ T
c‘/‘j
07 | .
06 - : -

0.4

03| ;
\ ”/ \
\\\ i S\ /. N
R\ / . /
¥ 1 1 1 1
14 16 18 20

0.1
Frequence en GHz

)

Fia. 3.26 Taux d’onde stationnaire de l'’antenne.

3.2.2.3 Conclusions
Les résultats numériques obtenus pour le patch & air sont trés satisfaisants. En effet, le
parameétre Sq; et le TOS calculés avec la méthode DGTD sont trés proches de la solution
harmonique de référence provenant du logiciel ANSOFT HFSS. De plus, nous constatons

que les résultats obtenus sont plus proches de la solution ANSOFT HFSS que les résultats

provenant de la méthode FDTD.
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3.2.3 Analyse d’une antenne imprimée avec diélectrique

Nous reprenons 1’étude précédente en introduisant un substrat mince en matériau
isolant (e, = 2,2) entre le plan de masse et I’élément rayonnant (I’antenne rectangulaire
alimentée par la ligne micro-ruban). Le dispositif est représenté en Figure 3.27. Les

L1=12,45mm

h=0,794

z
. ‘
y\l/’ W=2,46mm

F1G. 3.27 — Antenne imprimée avec diélectrique, alimentée par ligne micro-ruban.

conditions de simulations sont identiques & celles utilisées dans la section précédente. Nous
calculons alors le paramétre Sy; et le taux d’onde stationnaire (T.0.S.) de I’antenne avec
la méthode DGTD.

Afin de valider nos résultats, nous avons fabriqué puis mesuré I’antenne (3.27) au centre
de France Telecom R&D de la Turbie (06) (photos (3.28) et (3.29)).

Hind

gLy

i

b iy —

Fia. 3.28 Antenne fabriquée

Nous comparons alors nos résultats avec ceux obtenus par la mesure précédente.
La Figures 3.30 représente I'évolution du parmeétre Si; de I'antenne en fonction de la
fréquence.
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Fi1G. 3.29 — Résultats des mesures

-15 +

-20 +

SllendB

25

-30 +

-35 +

-40

'S11-MESURE' ——
— 'S11-DGTD'

7\

10

12

14 16 18
Frequence en GHz

20

Fia. 3.30 — Module du coefficient de réflexion de ’antenne avec diélectrique.

Nous constatons que les résultats obtenus par la méthode Galerkin Discontinu sont
proches des résultats expérimentaux. Les différences qui subsistent peuvent étre en partie
expliquées par des erreurs de fabrication et de mesure (excitation de ’antenne, qualité de

la calibration, qualité du cablage, environnement proche de I'antenne...).
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3.3 Conclusion

Nous avons, dans cette partie, proposé une discrétisation DG—Q}M avec flux centrés et
schéma en temps de type "saute-mouton", appliquée aux équations de Maxwell, reformulées
dans un formalisme Unsplit PML, permettant de tapisser le bord du domaine de calcul,
nécessairement borné, par des matériaux absorbants parfaitement adaptés, sans croissance
linéaire possible de I’énergie.

Les résultas numériques obtenus pour la propagation dans le vide ou pour divers
dispositifs sont trés satisfaisants. Le paramétre S71 et le TOS sont proches de ceux obtenus
par des méthodes harmoniques et par la mesure.
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Dans ce chapitre, nous présentons en détail I’application des méthodes de type Galerkin
Discontinu au cas particulier ou les éléments constituent un maillage non-conforme, au sens
classique des éléments finis. Dans la mesure ol nous souhaitons garder une approche en
maillages plutot structurés (pour ensuite utiliser une méthode de domaines fictifs), nous
nous intéressons a des grilles cartésiennes par blocs, localement raffinées de maniére non-
conforme. Il n’y a aucune objection a utiliser ce genre de maillage avec les méthodes de type
Galerkin Discontinu. Seule la stabilité du schéma "saute-mouton" globale sera contrainte
par les éléments les plus petits, ce qui n’entraine pas d’erreurs de dispersion dans les
éléments plus grands (ou le nombre de Courant local est faible). Dans le chapitre, nous
présentons les notations et la méthode dans le cas cartésien par blocs, localement raffinés,
et nous montrons quelques résultats numériques.
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Chapitre 4. Raffinement local

4.1 Raffinement local

L’'un des avantages majeurs de la méthode Galerkin Discontinu est le fait, de par
la représentation locale des inconnues du systéme, qu’elle est parfaitement adaptée a
I'utilisation de maillages localement raffinés de maniére non-conforme. Rappelons qu’un
maillage est dit conforme si I'intersection entre deux de ses éléments est réduite soit a
I’ensemble vide, soit & un point, soit & une aréte, soit & une face. Nous illustrons sur la
Figure 4.1 la différence entre un raffinement conforme et un raffinement non-conforme en
dimension 2.

(Grid| —— Grid| ——

08 08

06 0.6

0.4 0.4

02 0.2

0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

maillage conforme maillage non-conforme

Fic. 4.1 Exemples de raffinements conforme et non-conforme en dimension 2.

Ainsi, nous pouvons constater que l'utilisation de ce type de maillages en trois
dimensions d’espace permet de réduire de maniére spectaculaire la taille des problémes,
notamment pour 'étude de structures complexes comportant des détails géométriques.
En effet, une méthode comme la FDTD, utilisant une grille réguliére, devrait dans ce cas
s’appuyer sur un maillage cartésien de tout I'espace avec des pas de maillages Az, Ay et
Az imposés par les détails géométriques trés petits.

4.1.1 Principes du raffinement local

Le raffinement local que nous envisageons repose sur deux propriétés fondamentales des
méthodes de type Galerkin Discontinu. D’abord les maillages peuvent étre non-conformes.
Ensuite, les espaces d’approximation & l'intérieur des différents éléments peuvent étre
différents. Ainsi, comme le maillage peut étre fortement non-conforme (par exemple, une
maille est 10 fois plus grossiére que sa voisine), il peut étre judicieux de changer aussi
d’espace d’approximation et de prendre un espace plus large (donc une approximation plus
précise) dans la maille grossiére. Dans [16], N. Canouet propose d’augmenter le degré des
espaces d’approximation dans les cellules grossiéres entourant la zone raffinée. Ainsi, si
nous utilisons le schéma (2.19) avec les espaces d’approximation de degré 1 chh.v présentés
dans (2.5) dans la grille fine, nous pouvons imposer, dans les cellules grossiéres entourant
la grille fine, des espaces d’approximation de degré 2 (@?ﬁy qui seront définis par la suite
(voir Figure 4.2).
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4.1. Raffinement local

F1G. 4.2 — Espaces d’approximations utilisés par le raffinement non-conforme.

Nous pouvons facilement imaginer qu’une approximation polynémiale dans la grille
grossiére entourant la grille fine ot nous avons une approximation linéaire par morceaux est
beaucoup plus adaptée qu’'une approximation linéaire par morceaux dans tout le maillage
(voir Figure 4.3).

2
Qgi-iv Qgi-iv Qdiv Qgi-iv
Approximation Q). — QL. Approximation Q% — Qg,

Fia. 4.3 Différentes représentations aux interfaces non-conformes.
Cette méthode permet de diminuer les éventuelles réflexions parasites aux interfaces
non-conformes. De plus, on montre qu’utiliser un espace d’approximation polynémiale de

degré 2 de part et d’autre de I'interface non-conforme n’améliore pas la précision des calculs
[16] (puisque les mailles dans la zone raffinée sont déja tres fines).

4.1.2 Espace d’approximation Q2
Soit C' le cube unité défini par :

C={(z,9,2) eR3} 0<2<1,0<y<1,0<z<1h
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Chapitre 4. Raffinement local

Nous notons alors (S;)1<i<g les sommets de ce cube (voir Figure 4.4) et (Sij)i<ij<s les
Si+Sj

points du cube définis par Sij =

2

Fia. 4.4 Cube unité de référence pour I'espace @(in_

On définit alors les segments suivants :

ar = [S151]  ag = [5159] a7 = [S155]

[
as = [S12534] aio = [S14523] a8 = [S14558]
az = [S253] a1 = [S4S3] a9 = [S4Ss]
as = [S15548] a1z = [S1552] a2 = [S12556] (4.1)
as = [S26537) a1z = [S14548] ag1 = [S3457s] '
ag = [S5S58]  a1a = [S556]  ax = [S256]
a7 = [S56578) a5 = [S58567] ag3 = [S23567]
ag = [SeS7] a1 = [S758]  ax = [S357]

Soit le sous-espace vectoriel Q% de (P2)® défini par

Q%, = {F = (F,, F), F.), Fy € Qoz2, Fy € Q02, F» € Qa20}-
Nous introduisons les vingt-quatre formes linéaires (V;)1<;<24 définies sur Q?iw par :
V1 <i<24, VF € Q,, vz-:/ F - &ds,
avec
é; siie{1,2,3,4,5,6,7,8},

& =14 & siie{9,10,11,12,13,14,15,16},
&, siie{17,18,19,20,21,22,23,24}.
Nous notons EE 'ensemble de ces 24 formes linéaires. L’élément fini (C,Q3%,,,> ) est
unisolvant, autrement dit ’application linéaire
V: Q?lw - R24

—

F = (Vi(F))i<cico
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est un isomorphisme. Nous définissons alors les 24 fonctions de base canoniques pour ces
s s ) 2 : .
formes linéaires (engendrant donc l'espace Q%) suivantes :

(1 —=3(y+2)+5yz +2(y%(1 — 2) + 22(1 — ¥))) &

[y

AE
Ya(w,y,2) = 4y(l-y)(1-2) &
1@3(;1:,3/,2) = y(l+2y+2(2z—-2y—1)) é
Yal,y,2) = 42(1-y)(1-2) & (49)
Vs(,y,2) = dyz(l—2) &
1%:6(.’,13,:1/,2) = z2(-1-2z24+yQ2y—22—-1)) &,
Vr(z,y,2) = 4dyz(1-y) &
[ ¥s(z,9,2) yz(2y + 2z — 3) €,
[ Go(z,y,2) = (1—3(z+2)+5xz+ 2221 —2) + 22(1 — z))) €y
oz, y,2) = 4z(l—2)(1-=2) €,
1(z,y,2) = z(14+2x+2(22—-2x-1)) ¢
z,y,2) = 4z(1-2z)(1—2) ¢, (4.3)

)
)
)
)
3(x,y,2) = 4daz(l—z)é,
)
)
)

a(z,y,2) = z2(-1-2z+222—-22-1)) ¢
s(x,y,2) = 4dzz(l—2x) €,
16(x,y, 2 xz(2x + 22 —3) €,
dir(e,y,2) = (1=3(+y) + 5wy + 2% (1 —y) + y*(1 — 2))) &
sleys) = do(l-y(1-o) .
@ég(% Y, 2 ) = o(—14+22+yQ2y—22x—-1)) €,
1(9: Y,z ) = day(l—y) e
Yo(w,y,2) = y(=1+2y+z(20 -2y —1)) &
Yo(w,y,2) = dwy(l—w)
{ ¢24(a: y,z) = zay(2z+2y—3) &,

Remarque 4.1.1 Dans chagque cellule T;, toute fonction appartenant & l’espace Q?iw est
a divergence nulle. C’est la raison pour laquelle nous avons choisi la notation @gw.

4.1.3 Conservation de 1’énergie aux interfaces non-conformes

Comme nous 'avons vu dans la Section 2.4.1, 'énergie discréte du Lemme 2.4.1 est
conservée par le schéma Galerkin Discontinu quelle que soit la représentation des inconnues
dans chacun des éléments. Ainsi, I'introduction d’espaces d’approximations Q?lw dans
certaines cellules du maillage conforme n’influe pas sur la conservation de I’énergie (discréte
et semi-discrete), ce qui n’exclut pas une influence sur les réflexions parasites a 'interface.

Regardons plus précisément le cas d'une interface non-conforme. Nous rappelons dans
un premier temps la définition du taux de raffinement :
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Définition 4.1.1 Le tauz de raffinement d’un élément dans une direction donnée est le

rapport, supposé entier, entre le pas d’espace de la grille grossiére et le pas d’espace de la
grille fine dans cette direction.

Soit un élément T;_; ) de la grille grossiére de taille (A, x A, x A;) voisin d'un
éléement 77, ;41 5k) Taffiné dans les trois directions avec des taux de raffinement égaux
a kg en x, ky en y et k, en 2. Les éléments raffinés inclus dans 77, sont de dimensions
(hry = %—z) x (hry = %) X (hr, = %Z) Dans ce cas, les interfaces non-conformes se
situent sur la face ™+, notée F,+ de I’élément 77 (voir Figure 4.5). Ainsi, dans 1’élément

T nt
Ay : hl’y .
3 i ‘ ‘ ‘
. L s L s L ””” n z
Az T IOt R = B
| TS
Ny - LT T
X -
hry
AX
Fi1G. 4.5 — Détails sur les interfaces non-conformes.
77, Péquation sur le champ électrique E du schéma semi-discret (2.11) s’écrit :
OE, 1 e o Lo
(M7 I) —/ (rotyrj - Hr + rotHy - ¢r;)
ot 2 J1,
D SR INCRY: SR
-5 Ij k) Mik
2 aw (4.5)

1,0 ,002
ReWNT, Y

k
1 Y ayhry azhr, . . _a .
Iy [ Gy ) )

ay 1a,—1" (ay=1)hry —1)hr,

ou HY

(az,ay,0z)

représente la normale unitaire orientée de 77 vers ’Z}(fz’ay’az), et @b]j la j°™M€ fonction de

représente le champ magnétique dans la maille fine T(a”’ay’az), ﬁga”’ay’az)

base inv dans I’élément 7;.
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T

sur la
(az,ay,0z)

21 2 Oy Oy O
Sur chacun des éléments ’T( 2:0y,02) , nous décomposons alors les champs H
I

base vectorielle locale Qéw de dimensmn di. Nous obtenons :

§ :H Qg 0y, 0z ) (az,ay,az)

azvo‘yvaz

Sur I’élément, 77, nous décomposons les champs Hj sur la base vectorielle locale Q(Ziw de

dimension ds :
da

Hr =Y Himrm.
m
L’équation (4.5) s’écrit donc :

OEI

M
(Mi )i

Z Hrpm, [/ (roter; - Vrm + rotry, - 1/713')}

_% Z Z/ @DI] X QZJKZ) nIK (46)

KeA{Z{ "=y 1=

z

ky d 1 v Ty O{zh'rz
- Z Z ZH(I Oéy7az/ / (QZ)I] 1 ay,az)) X ﬁ§17ay7az)dzdy
(

ay,1 =1 1—1 (ay—1)hry J(az—1)hr,

Ainsi, expression (4.6) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

ky Kk
a 7 o Y z 1 7 z
MiTgh =R - 3 Fado 30 3 EUE L. (40)
REWVAT™ ) aw=tas=t

et, de méme, nous obtenons I’expression pour le champ magnétique :

Ry ok
aH[ — . Y z e
Mp—r =R+ ) FnpBe+ 3 ) OB o (4.8)
REVMT ")) ay=lez=1

ol les matrices locales de masse M7, M}‘, de rigidité Ry et de flux Fy, ainsi que les vecteurs

E[, ﬁ[, Ek et IF]Ik sont définis dans la Section 2.2.3 (page 29). Enfin, les matrices Fga”’ay’az)
sont des matrices de dimensions d; X ds et de terme général

1
I (g 40

(ay = D)hry <y < ayhry
(az —1)hr, < z < azhr,

et les vecteurs E7 et HY ) sont les vecteurs des degrés de libertés associés aux

)

P . 21 2 Qg ,Oly , &
champs électrique et magnétique dans 1’élément ’TI( T
+

(aw,0y,02) (aw,0y,0z
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Dans 1’élément ’Z'I(:’ay’az), I’équation sur le champ électrique E du schéma semi-discret
(2.11) s’écrit :

—
T

( . OE(l,ay,az) ) o
(1,ay,002) ot J =
1 - —"(lvay7a2) ﬁr - ﬁ?‘ —-‘(170‘y70‘2)
5 (l ay,oz) (TOtSOJ ) (Layvaz) + rot (lvo‘yvaz) ’ 90.7 )
g
1 = 17 Lz r7 —7 (49)
B 5 Z / (Sog ) X HZT) ’ n%l,ay,az)
e e Ty "
1 /-ozyhry /azhrz (1 02) . s
_ (QB"y’ZXHI)'_'
2 (ay—1)hry J(az—1)hr. I ", oy,0z)’
V}a”’ay’az) étant I’ensemble des éléments entourant 1’élément T(a”’ay’az), et 7 (a oy scr) la
Tryry,rz

(az,ay,0z)

normale unitaire orientée ’T vers 77.

Ainsi, avec le méme ralsonnement que précédemment, nous obtenons dans chaque élément

7}&1’%’%) le systéme matriciel suivant :
.
£ aE(l ay@‘Z) _ R ]:g[r
(17ay7a2) at - (lval-haz) (l,ay,az)
— Tyz _’7‘ _t (lval-haz) o
Zz‘e(vﬁiay'a”\{q—,}) i HG Fy Hr,
. (4.10)
T
" aH(Lay,az) - _R I—E-‘r
(lval-haz) 81‘; - (1 Oly,Otz) (l,ay,az)
gty P R,

Nous voulons alors calculer la variation de ’énergie semi-discréte (voir Définition 2.2.1)

dans les cellules adjacentes a I'interface non-conforme, & savoir les cellules 77 et ’T(l aysaz),

Soit &7 I'énergie semi-discréte dans la cellule 77. On a :

0&; i~ OE; LOH;
=L = tEMs==L 4+t B
ot M=+ HiMy =5
E]Xﬁk+ﬁkxﬁ]
= = Z 2 "Mk

1,0 ,002
ReWNTS) Y

= -
/ayhry /ozzhrz E] X H(l ay,as) + E(l,ay,az) x Hr ﬁ(az,ay,az)
hhr

oy= laz oy —1)hry, 1)hr, 2
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Soit 5(1’ o,0) énergie semi-discréte dans la cellule T(l 022 Op a

— —

(1,ay,02) r r
8(C/‘I-&- ’ _ tET ME 8E(1701y701z) +t ﬁr MH aH(17ay7aZ)
ot o (Lay,az)"""ry= ot (Lay,az)"""ry= Ot
o
= - > %%mxm+ﬂxww%y#
= . 9 (1,ay,002)

ke, I\

ayhry azhry Eznl ay,as) X HI + EI X H(l ay,az) S
_ ( ( 2 .n(lﬂa@,ﬁaz)

oy—1)hry J (az—1)hr.

Lorsque nous additionnons les variations d’énergies des cellules adjacentes aux faces non-
conformes, nous constatons que les termes de flux entre les mailles grossiéres et les mailles
fines s’annulent et nous trouvons :

k 1 Xz
LN SP o
ay=1la,=1
Z E;r x Hy+ Ep, x Hy
2

NIk
1,y ,02
keI, y)

Er )><HI+EI><H

ky k.
B D I D

= = Q0 z ik
=t he N\

Ainsi, lorsque nous calculons 1’énergie totale du systéme, tous les termes correspondant aux
interfaces (conforme ou non-conforme) du maillage s’annulent entre eux; seuls les termes
correspondant aux faces extérieures du domaine sont conservés. L’utilisation de maillages
non-conformes ne perturbe donc pas la propriété de conservation de I’énergie du schéma
Galerkin Discontinu.

4.1.4 Validation numérique
4.1.4.1 Propogation d’un champ électromagnétique dans le vide

Afin d’évaluer les réflexions parasites engendrées par l'usage de maillages non-
conformes, nous simulons un dipdle électrique dans le vide et regardons I’évolution du
signal a travers des maillages localement raffinés.

Le domaine de résolution est un cube unité [0, 1] composé de 100 x 100 x 100 cellules.
Nous plagons le dipole électrique en 10 x 50 x 50 et nous raffinons la zone (i = 50 : 80, j =
1:100, £k =1:100) avec différents taux de raffinement. Nous observons alors I’évolution
du champ électrique au point A situé entre le dipole et la zone raffinée en A = (45, 50, 50), et
au point B situé aprés la zone raffinée en B = (90,50, 50) (voir Figure 4.6). Les évolutions
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de Ez aux points A et B sont représentées pour chacun des trois cas sur les Figures 4.7,
4.8 et 4.9.

e ® o taux de raffinement
Dipole A B
ky =ky=Fk, =2
y
z© X
e ® - taux de raffinement
Dipolg A B
ky =Fky=Fk, =4
y
z ® X
= ® - taux de raffinement
Dipole A B k’_k _k_8
xr y - z
y
2(@ X

Fi1G. 4.6 Détails sur les interfaces non-conformes.
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taux de raffinement : 2
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Fi1G.4.7 Ez(t) aux points A et B raffinement dans les trois directions : k, = ky, = k, = 2.

taux de raffinement : 4 taux de raffinement : 4
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Fi1G.4.8 FEz(t) aux points A et B raffinement dans les trois directions : k, = ky, = k, = 4.

taux de raffinement : 8 taux de raffinement : 8

1
! ! “Ez_DGTD' —— ! ! ! ! "Ez_DGTD' ——
Bz exacte’ Bz exacte’
3t i 08 ]
25 \ | 06 \ ]
04 f ]
2t \ p \
02 f ]
151 / ]
0 / —
i \ ] \
os | ‘0 N\ i oz \ / i
\ 04 \ [ i
N | \
06 - \ ]
05 - 1 o8l \ g
ir 1 Ees i
15 L L . . . a2 . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 ) 500 1000 1500 2000 2500 3000

point A point B

F1G.4.9 - Ez(t) aux points A et B — raffinement dans les trois directions : k, = k, = k. = 8.
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Chapitre 4. Raffinement local

Nous constatons que les solutions numériques obtenues sont trés proches des solutions
exactes données par (3.32), quel que soit le taux de raffinement du sous-maillage local :
le raffinement local n’engendre pas de réflexions parasites lorsque 'onde pénétre dans la
boite sous-maillée. De plus, les solutions numériques ne sont pas perturbées par le passage
de 'onde lorsque celle-ci traverse la boite sous-maillée.

4.1.4.2 Coefficient de réflexion d’une ligne micro-ruban infinie

Afin d’évaluer le champ électromagnétique réfléchi par les zones du maillage localement
raffinées, nous calculons le coefficient de réflexion (S11) et le Taux d’onde stationnaire
(TOS) d’une ligne micro-ruban infinie traversant une zone sous-maillée. L’impédance
caractéristique de la ligne infinie a été calculée en section (3.2.1) avec les paramétres de
simulation présentés en (3.2.1.2).

Le domaine de calcul utilisé est un parallélépipede rectangle de dimensions 13,25 mm X
26,5 mm x 13,25 mm.
Nous raffinons alors le maillage dans la zone suivante :

fin

afebul = 0mm 7} = 13,25 mm
ydebut = 10,6 mm g/ = 13,25 mm
zlebut = Qmm 2% = 13,25 mm

La figure (4.10) montre les différents maillages utilisés.

Ligne Lighe
PML PML PML
z Plah d¢ masse 2 Plan de masse
= 5
Ligne micro-ruban Taux de raffinement = 2
Ligne
PML PML PML
s Plan de masse z Plan de masse
- .~
Taux de raffinement — 4 Taux de raffinement — 8

F1G. 4.10 Zones raffinées

Remarque 4.1.2 Rappelons que le coefficient de réflexion en linéaire et le tauxr d’onde
stationnaire de la ligne infinie sont respectvement égauzx a 0 et 1 (les ondes se propagent le
long de la ligne sans aucune réflexion parasite)
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4.1. Raffinement local

Sur les figures (4.11) et (4.12), nous visualisons respectivement le coefficient de réflexion
S11 et le taux d’onde stationnaire de la ligne infinie traversant la zone raffinée, et ce pour

différents taux de raffinement (2,4,8).

-48 T T T T
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F1G. 4.11 - S11 avec des taux de raffinement dans les trois directions k, = k, = k, = 2,4,8
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F1G. 4.12 - TOS avec des taux de raffinement dans les trois directions k, = k, = k, = 2,4,8
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Nous constatons que pour les différents taux de raffinement utilisés, les réflexions dues
a la zone sous-maillée sont tres faibles (de 'ordre de -50 dB) et peuvent étre considérées
comme négligeables.

4.2 Simulation de structures planaires avec raffinement local

Nous nous proposons ici de reprendre 1'étude de 'antenne plannaire présentée dans
la section (3.2.3) en utilisant un maillage consitué¢ d’une zone localement raffinée. Celui-
ci nous permet de mieux prendre en compte la largeur w de la ligne d’alimentation de
I'antenne imprimeée et la distance h entre le plan de masse et antenne (figure (3.23)).
Pour cela, nous placons l'intégralité de la ligne et de I’antenne, ainsi qu’une partie du plan
de masse, dans une boite raffinée dont le taux de raffinement dans les trois directions est
égal a 4 (figure 4.13).

Plan de masse

Fi1G. 4.13 — Maillage non-conforme utilisé pour représenter la structure planaire

Ainsi dans la grille grossiére, le pas d’espace dans les trois directions est égal a
Axr = Ay = Az = 0,794 mm. Dans la zone raffinée, le pas d’espace dans les trois
directions est égal & Az, = Ay, = Az, = 0,1985 mm. Ce pas d’espace nous permet de
représenter la largeur w de la ligne avec 12 cellules et la distance entre le plan de masse
et 'antenne avec 4 cellules. Les dimensions de la boite raffinée sont 12,704 mm x 23,82
mm X 1,588 mm, et celles du domaine de calcul 23,820 mm x 33,348 mm x 7,94 mm. Ce
maillage comprend donc 11 640 mailles grossiéres et 61 440 mailles raffinées. Un maillage
uniforme équivalent nécessiterait 806 400 éléments.
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4.3. Conclusion

La Figure 4.14 présente la comparaison entre nos résultats (courbe verte), les résultats
obtenus avec la méthode FDTD (courbe bleue) et les résultats provenant du logiciel
ANSOFT HFSS basé sur une méthode harmonique (courbe rouge) qui nous servent de
référence. Nous constatons que nos résultats sont trés proches des résultats provenant

O T T T T
'S11_ANSOFT" ——
'S11_DGTD
'SII_FDTD’
. Ty
10 F \\ v/ i
o)
©
& .15 .
—
—
2]
20 F i
25 F i
30 I I I I
10 12 14 16 18 20

Frequence en GHz

Fi1G. 4.14 Module du coefficient de réflexion de 'antenne

du logiciel ANSOFT HFSS. De plus, nous pouvons constater que ces résultats sont
meilleurs que ceux obtenus par la méthode Galerkin Discontinu sur un maillage grossier
(Figure 3.25).

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté 'application des méthodes de type Galerkin
aux maillages hexaédriques constitués de zones raffinées de maniéres non-conformes. Sur
de tels maillages, la méthode reste stable, peu dispersive et conserve 'énergie. De plus,
l'utilisation de zones fortements raffinées n’engendre que trés peu de réflexions parasites
si 'on augmente le degré d’approximation a la périphérie de la zone non-conforme.
Enfin, I'étude de la structure rayonnante plannaire a montré que cette technique permet
d’améliorer la qualité des résultats tout en réduisant de maniére significative la taille des
problémes a traiter.
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Méthode des domaines fictifs

Sommaire
5.1 Introduction . . . . . . . . . @ @ @it 115
5.2 Présentation de la méthode des domaines fictifs . . . . ... .. 117
5.2.1 Principe de la méthode . . . . . . .. ... 117
5.2.2 Description de la méthode sur un probléme de diffraction d’onde 118
5.2.3 Interprétation de la méthode des domaines fictifs . . . . . . . .. 119
5.2.4 Existence-unicité de la solution de la méthode des domaines fictifs 122
5.2.5 Conservation de ’énergie . . . . . .. . ... ... ... ... 123
5.2.6 Semi-discrétisation en espace et convergence. . . . . . . . .. .. 124
5.3 Meéthode des domaines fictifs pour Maxwell temporel . . . .. 125
5.3.1 Choix des espaces fonctionnels . . . . . . .. ... 000, 125
5.3.2 Formulation en domaines fictifs des équations de Maxwell . . . . 127
5.3.3 Propriétés de la formulation . . . . . ... ... L. 127
5.4 Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu . .. ... .. 128
5.4.1 Semi-discrétisation en espace . . . . . . . ... 128
5.4.2 Discrétisation temporelle . . . . . .. ..o 133
5.4.3 Choix des espaces d’approximation . . . . .. ... .. ... ... 135
5.4.4 Construction de l'opérateur A . . . . . . . .. ... ... ... 140
5.5 Résultats numériques . . . . . . . . o0 o e e e 147
5.5.1 Plaque métallique inclinée . . . . . . . .. .. ... o0 147
5.5.2 Diffraction d'un champ électromagnétique par une sphére métallique151
5.5.3 Rayonnement d’un cornet cylindrique . . .. ... .. ... ... 153
5.5.4 Antenne hélice . . . .. . ... Lo 155
5.6 Conclusion . . . . . . .. . . @ittt aaeen. 157

On présente dans ce chapitre la méthode des domaines fictifs, introduites en différences
finies (ou en éléments finis d’arétes) que nous souhaitons coupler & la méthode de type
Galerkin Discontinu (DGTD) présentée dans la thése. La méthode des domaines fictifs,
comme la méthode DGTD, s’appuie sur un maillage structuré. Elle consiste a prendre
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en compte la géométrie d’'un objet conducteur par l'intermédiaire d’'un probléme de
minimisation. La correction induite est transposée dans ce chapitre a la méthode de type
Galerkin Discontinu. Des résultats numériques illustrent les performances de la méthode

proposée.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

L’idée de base des domaines fictifs est de découpler la géométrie du domaine physique
d’étude de celle du domaine de calcul. Le domaine physique est alors immergé dans un
domaine plus grand de forme simple appelé domaine fictif, qui deviendra le domaine
de calcul. Ainsi, cette approche présente l'intérét de pouvoir mailler de fagon structurée
(souvent une grille cartésienne) le domaine de calcul tout en gardant une certaine précision
sur la géométrie du domaine physique étudié. La prise en compte des frontiéres immergées
dans le domaine de calcul peut se regrouper en deux types d’approches qui se distinguent
par la dimension de I’espace dans lequel est approchée l'interface immergée :

soit l'interface approchée est de méme dimension que l'interface réelle (une courbe
en 2D, une surface en 3D); on parlera d’interface approchée fine.

soit l'interface approchée est élargie par rapport a linterface immergée réelle (une
surface en 2D, un volume en 3D); on parlera alors d’interface approchée diffuse.

La premiére méthode de domaine fictif, de type interface fine, a été introduite au
début des années soixante par V.K. Saul’ev [79]. Le principe était de modifier localement
le maillage cartésien du domaine fictif afin de prendre en compte la géométrie du domaine
immergé, et de pénaliser le coefficient de diffusion sur le domaine fictif extérieur. Cette
approche a été reprise et approfondie par Kopcéenov [54, 55| et Marchuk [60]. Cependant,
I'intérét d'un maillage localement adapté est discutable, étant donnée la perte de la
structure cartésienne globale et le cotit de la modification locale.

Parmi les approches de type interface fine, nous pouvons aussi citer plusieurs autres
méthodes.

1. Principalement en mécanique des fluides, des techniques de pénalisation ont été
étudiées et développées pour imposer des conditions de type Dirichlet sur la frontiére
immergée [3, 4, 52|. Le but de ces approches de pénalisation est de conserver le maillage
cartésien du domaine de calcul et de résoudre dans celui-ci un systéme d’EDP similaire
au systéme originel posé sur le domaine physique. La géométrie de l'objet immergé est
généralement approchée par un ensemble de faces de mailles. Ces méthodes sont alors
souvent combinées a des algorithmes de raffinement local multi-niveaux de maillage pour
approcher localement et de fagon précise la frontiére immergée [52].

2. La méthode d’interface immergée (IIM), ou "Immersed Interface Method", a été
introduite par Leveque et Li [58]. Le principe général de la méthode consiste & discrétiser
le domaine de calcul a 'aide d’'une grille cartésienne et a répartir les nceuds du maillage
en deux familles selon leur position par rapport a l'interface du domaine immergé : les
neceuds "réguliers", dont le stencil de discrétisation centré en ces points ne fait intervenir
que des points situés d’'un méme co6té de Dinterface, et les noeuds "irréguliers", dont le
stencil de discrétisation centré en ces points est composé de points situés de part et d’autre
de l'interface. Ainsi, un schéma aux différences finies centrées standard est appliqué aux
neeuds "réguliers", et un schéma aux différences finies modifié est utilisé pour les noeuds
"irréguliers". Cette méthode présente ’avantage d’utiliser une unique grille cartésienne
pour résoudre le probléme sur le domaine fictif. Pour plus de détails sur ce type de
méthodes, une synthése est proposée dans [59].
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3. Une des approches de type domaine fictif parmi les plus connues est 'approche
avec multiplicateurs de Lagrange introduite par R. Glowinski et al. [37, 85, 38, 35, 36].
Afin de conserver le maillage cartésien du domaine fictif et de prendre en compte de
fagon adaptée la géométrie de 'interface immergée, un deuxiéme maillage est considéré.
Ce maillage, sur lequel les multiplicateurs de Lagrange sont définis, suit la géométrie de
I'obstacle. L’idée d’imposer des conditions aux limites au moyen de multiplicateurs de
Lagrange est assez ancienne [7]. La nouveauté de l'approche de Glowinski et al. est de
pouvoir découpler la position des nceuds de discrétisation du maillage surfacique de celle
du maillage volumique. Apres discrétisation (par éléments finis en général), 'approche avec
multiplicateurs de Lagrange conduit & la résolution d’un probléme de "point-selle" ou les
conditions aux limites sont imposées sous forme faible a I’aide d’une contrainte sur la surface
de 'objet considéré. Les méthodes de domaines fictifs avec multiplicateurs de Lagrange ont
été appliquées dans de nombreux problémes (de type elliptiques, Stokes, Navier-Stokes,
Maxwell) avec des conditions de type Dirichlet ou Neumann. Dans le cadre de cette thése,
c’est cette approche que nous allons utiliser et développer dans les sections suivantes pour
traiter des problémes de propagations d’ondes électromagnétiques en présence d’objets
parfaitement conducteurs.

Nous énoncons maintenant les principales méthodes de domaines fictifs avec une
approche de type interface diffuse :

1. La méthode de la frontiére immergée (IBM), ou "Immersed boundary method" a été
introduite par Peskin en 1972 [68] pour modéliser les écoulements sanguins dans le corps
humain. Depuis, cette méthode a été appliquée & de nombreux problémes d’interaction
fluide/structure, notamment en biophysique. L'interaction entre le fluide et la structure se
modélise par un terme faisant intervenir une fonction de Dirac sur la frontiére immergée. Au
niveau numérique, deux maillages coexistent de facon indépendante : un maillage volumique
cartésien du domaine de calcul et un maillage surfacique pour la frontiére immergée.
La présence de la frontiére dans le domaine de calcul est simulée par un terme source
volumique, sans modifier la grille de calcul. En effet, les termes sources singuliers (de type
Dirac) portés par Uinterface immergée sont distribués sur les points voisins de la grille
volumique de calcul a I'aide d’une fonction de Dirac discréte réguliére.

2. La méthode de la frontiére élargie, ou "Fat boundary method", a été développée
pour des problémes de Dirichlet [61, 12|. Cette approche a pour but de tirer profit de
I’approche domaines fictifs en utilisant un maillage cartésien pour calculer la solution
du probléme fictif tout en introduisant un maillage volumique local adapté autour de la
frontiére immergée afin de conserver une précision suffisante de la solution au voisinage de
la frontiére immergée. Le probléme originel est alors remplacé par deux sous-problémes :
un probléme local au voisinage de la frontiére immergée, et un probléme global résolu sur
la grille cartésienne. Ces deux sous-problémes sont reliés par une interpolation du maillage
cartésien sur le maillage adapté et par 'introduction dans le domaine de calcul d’un saut
porté par la frontiére immergée de la dérivée normale du maillage adapté. Un processus de
point fixe permet de résoudre les deux sous-problémes.
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5.2 Présentation de la méthode des domaines fictifs

5.2.1 Principe de la méthode

Le probléme initial est posé dans un domaine 2 de R", n = 1,2 ou 3, borné par une
frontiére extérieure I'¢;; et contenant un obstacle €); de frontiére I', sur lequel est posé une
condition au limite de type Dirichlet. La condition aux limites sur I'.,+ n’a pas d’importance
dans le cadre de cette étude. Le probléme elliptique type & résoudre s’écrit alors : trouver
u dans un espace V tel que

Au = f dans €,
u =g sur [,

ot f et g sont deux fonctions données définies respectivement dans et ', et A est un
opérateur différentiel en espace ou en espace-temps, par exemple :

A=-A dans le cas stationnaire,
2, . (5.1)
A= 52 ¢ A dans le domaine temporel,

Le principe de la méthode des domaines fictifs consiste a prolonger ’équation Au = f,
vérifiée initialement dans le domaine €2, a l'intérieur de ’obstacle €2;. I.’équation est alors
vérifiée dans le domaine C' = QU;. Une condition aux limites est alors prise en compte de
fagon faible sur I', en introduisant une nouvelle inconnue A, un multiplicateur de Lagrange
sur I" (voir Figure 5.1).

D’un point de vue numérique, le domaine C' = Q U €); est ainsi discrétisé par un maillage

c=QuQ,

Au=f

U|r:g A

rex — rext

Probléme initial Probléme final

F1G. 5.1 — Principe des domaines fictifs.

structuré d’éléments cubiques (en dimension 3) sans prendre en compte l'obstacle €2;. Un
maillage surfacique de l'interface I" de 1'obstacle €); est alors introduit pour discrétiser la
nouvelle inconnue A définie sur I' (voir Figure 5.2). L’interaction des fonctions de base
des éléments finis portées par les maillages surfacique et volumique fournit une matrice
rectangulaire qui couple les approximations uy et A;, des inconnues u et .
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[
@ A

maillage volumique maillage surfacique maillage domaines fictifs

FiGg. 5.2 Maillage domaines fictifs.

5.2.2 Description de la méthode sur un probléme de diffraction d’onde

Afin de décrire la méthode des domaines fictifs, nous considérons un probléme de
diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle métallique (dans le domaine
temporel). Ce cas est traité par F. Collino et P. Joly dans [23]. Nous reprenons ici les
notations de la section précédente. L’évolution de 'onde est gouvernée par I’équation des
ondes posée dans le domaine €2, complémentaire de I'obstacle {2; dans le domaine de calcul
C = QU ;, avec des conditions aux limites de type Dirichlet sur I' et I'ezs :

0%u

— —Au=0 dans

ot2

u =10 sur I’ (5.2)

u=20 sur 'y
auquel il faut rajouter les conditions initiales :

ou
u(t=20 U, — =uj. 5.3

(t=0)=u, S =u (53)

Comme nous venons de le voir, I'idée de la méthode consiste & étendre la solution u dans
2
U

un domaine élargi C' = Q U €2; de telle sorte qu’elle vérifie ’équation 2 Au = 0 dans

C sous la contrainte u|p = 0. Plus précisément, nous recherchons u dans I'espace V' défini
par :

V={ve H(C); v=0surT'}. (5.4)

La condition de régularité implique la continuité de la trace de u a travers la frontiére I'.

Une nouvelle inconnue A est alors introduite et définie sur la frontiére I' de 'obstacle €2;.
Le probléme initial (5.2) est alors remplacé par le probléme variationnel suivant :

Trouver (u,\) € V x H-Y2(T') tel que :

2
%(uw) +ac(u,v) +br(v,\) =0 Vv e Hg(C), (5.5)
br(u, p) =0 Vue H V(D)
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oil nous notons (.,.) le produit scalaire L? usuel défini par

(u,v):/cuv

et ac(u,v) la forme bilinéaire, continue et coercive dans H}(C'), définie par :
ac(u,v) = / Vo - Vu
C

La forme bilinéaire bp(u, u) dénote le produit de dualité entre H~Y/2(T') et HY?(I') et est
égal a

br(u, p) Z/uu dy
I

Sans les produits de dualité bp, I’équation (5.5) revient & la formulation correspondant a
la propagation de I'onde dans C en ’absence d’obstacle. C’est le terme br qui prend en
compte le couplage avec 'obstacle, le seul a recalculer si 'obstacle change de géométrie.

5.2.3 Interprétation de la méthode des domaines fictifs

Nous pouvons interpréter la méthode des domaines fictifs pour le probléme modéle
de I'équation des ondes de plusieurs facons. La premiére, formulée dans [37], consiste a
considérer le probléme des domaines fictifs comme la résolution d’un probléme de point
selle. La seconde revient & établir une analogie avec la théorie des équations intégrales pour
les problémes de diffraction [10].

5.2.3.1 Probléme de minimisation

Nous considérons la formulation faible de I’équation des ondes (5.2) :

{ Trouver u € H} () tel que (5.6)

a(u,v) = (F,v), Yo € H}(Q),

oil nous notons encore (.,.) le produit scalaire L? défini par (F,v) = fQ Fv. Nous avons
2

posé F = en considérant le temps comme un parameétre et a(u,v) désigne la forme

o2

bilinéaire, continue, coercive et symétrique dans Hg(C), définie par

a(u,v) = / Vo - V.
Q

Nous rappelons alors le théoreme de Lax-Milgram.

Théoréme 5.2.1 Soient H un espace de Hilbert muni de son produit scalaire noté (.,.),
L une forme linéaire continue sur H et a(.,.) une forme bilinéaire qui est
~ continue, i.e. 3¢ > 0| V(u,v) € H2, |a(u,v)| < c||u]||]v]|
coercive, i.e. Ja > 0| Yu € H, a(u,u) > of|u||?.
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Alors le probléme "Trouver v € H| Yv € H, a(u,v) = L(v)" est bien posé :
- JdueH, YweH, alu,v) = L(v);
Jullre < Ll /o
De plus, a étant symétrique, u est l'unique élément de H qui minimise la fonctionnelle

J: H — R définie par :
1
J(v) = 3 a(v,v) — L.
Ainsi, selon le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (5.6) est bien posé et sa solution est

aussi la solution du probléme de minimisation

Vo € HY(Q), J(u) < J(v),
1 5.7
J(v) = ia(v,v) — (F,v). (5.7)
Nous étendons alors l'onde u dans le domaine élargi C' = Q U ;. Le probléme de

minimisation précédent est alors remplacé par le probléme de minimisation sous contrainte :

YoeV, Ju) < J(v),

1
J(v) :§/C|Vv|2d$—/cFv dx.

Trouver u € V tel que (5.8)

Alors, il existe un multiplicateur de Lagrange A défini dans H~/2(T') tel que le couple
(u, A) soit point selle du lagrangien

L(v,p)=J(w)+ /Fvud'y.

En écrivant que la dérivée du Lagrangien par rapport a chaque variable est nulle, on obtient
le systéeme suivant :

Vv € HY(C), /ﬁu'ﬁvch%—/v/\dv:/Fv dz
C

r (5.9)
Ve HV2(D), up dy =0,
r
2u
En écrivant F' = Ty nous retrouvons alors exactement la formulation domaines fictifs

(5.5) de ’équation des ondes.

5.2.3.2 Analogie avec les méthodes d’équations intégrales

Nous repartons de notre probléme de diffraction modele (5.2). Soit 7 le vecteur unitaire
normal & la frontiére I' de 'obstacle dirigé vers 'extérieur, de €2; vers 2. Nous étendons
alors la solution u de (5.2) dans le domaine élargi C' = QU;. La formulation variationnelle
de (5.2) sur le domaine C' s’écrit alors pour toute onde test v de H'(C) :

9%u

—vdzr — / Au vdzx = 0.
o ot? c
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Le domaine d’intégration de 'intégrale comportant le laplacien est séparé en deux parties,
le domaine extérieur §) et le domaine intérieur §2;. Nous obtenons alors :

/Auvdw:/AuvdJS—l—/ Auvdz.
C Q Q;

Les deux intégrales sont alors intégrées par partie en utilisant la formule de Green :

. o ou ext
Auvdr = —/ Vu - Vudr — / <—> - vdy
Q Q r \on

. . au int
Auvdr = —/ Vu-Vvda:—i—/ (—) -vdry
Qi Q r \on

L’onde test v € H(C) étant continue & la traversée de la frontiére ', nous pouvons sommer

ces deux intégrales :
/ Avvdr = —/ 6u'§vd$—/ [@] -vdry,
c Q rLon]p

ou nous définissons le saut de la dérivée normale de u par :

ol =) ()
ou

Si 'on introduit une nouvelle inconnue A € H’l/Q(F) définie par A = [%]F, on peut
finalement récrire le probléme au sens des distributions :

/Auvdmz—/ﬁu'ﬁvcm—/)\vd'y.
C Q r

Jusqu’ici, la démarche est analogue & celle des équations intégrales. Les deux méthodes
different au niveau de la prise en compte de la condition aux limites :

— dans la méthode des équations intégrales, on suppose la solution fondamentale G
connue (ce qui est le cas sur notre probléme modéle posé en milieu homogene mais
qui n’est en général pas le cas pour un milieu plus complexe), ce qui permet d’avoir
une représentation intégrale de la solution u du probléme au sens des distributions
en fonction du potentiel A (ici une représentation simple couche) : u = G x; ¢ A. On
exprime alors la condition aux limites, ici en prenant la trace sur la frontiére I' de
I'expression précédente et on obtient ’équation intégrale posée sur I'.
dans la méthode des domaines fictifs, on garde u et A comme inconnues et on
considére la condition aux limites comme une contrainte. Ainsi, la nullité de la
trace de l'onde u sur la frontiere I' peut s’écrire sous la forme variationnelle
Yu € H’l/Z(I‘), fF updy = 0 et nous retrouvons la seconde équation du probléme
modele des domaines fictifs (5.5). Finalement, la nouvelle inconnue A introduite
s'interpréte comme le saut de la composante normale de ’onde a travers la surface I’
de I'obstacle, autrement dit I'inconnue naturelle utilisée dans les équations intégrales
pour I’équation des ondes.
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5.2.4 Existence-unicité de la solution de la méthode des domaines fictifs

Nous voulons ici rappeler les résultats d’existence et d’unicité de la solution du
probléme modéle de diffraction d’une onde électromagnétique par un obstacle formulé
avec la méthode des domaines fictifs (5.5). Comme nous 'avons vu, la forme bilinéaire a
étant symétrique et coercive, le probléme (5.5) est équivalent & la recherche du point selle
dans H{(C) x H~Y2(T') du lagrangien suivant :

1 0?
L(v,p) = §a(v,v) + br(v, 1) + @(u,v). (5.10)

Introduisons dans un premier temps quelques notations. Soit B 'opérateur linéaire continu
de H}(C) dans H'/?(T') associé a la forme bilinéaire b et défini par

Yu € H&(C), V,U, S H_I/Q(F), bl“(u,/j,) =<< B’LL,[L >H1/2(F),H*1/2(F) . (511)
Nous notons alors ker(B) le noyau de 'opérateur B :
ker(B) = {v € HY(C)| Y € H™V(T), br(v, 1) = 0}.

Nous avons alors le théoréeme de BabusSka-Brezzi suivant pour démontrer ’existence et
I'unicité de la solution du probléme (5.5) :

Théoréme 5.2.2 Le probleme de point selle (5.5) admet une solution unique sous les
hypothéses suivantes :

(7) la forme bilinéaire a est coercive sur ker(B) :
Ja > 0,Yu € ker(B), a(u,u) > a|u|? (5.12)
(ii) la forme bilinéaire b vérifie la condition inf-sup :

38>0, inf  sup br(v, 1) >3 (5.13)

peH=112(0) yemi oy |Vl ey 1l =172 ()

On vérifie que les formes bilinéaires a et b vérifient bien les hypothéses du théoréme
de Babuska-Brezzi. L’inégalité de Poincaré permet de démontrer ’hypothése (i). Pour
la preuve de (i), on réexprime la condition inf-sup (5.13) en :

36> 0 V(u,0) € H-V2(T) x HY2(T), 32 € HY(C) | 2L 5 5 _N010)

= 5.14
Tl = Tollmeg O

Pour montrer que la relation (5.14) est vérifiee, considérons p € H=1/2(T"), v € HY2(I) et
le probléme suivant :

{—Avl—i—vl = 0 dans();, (5.15)

vy = v surl.

Ce probléme admet une solution unique v1 € H* (), qui vérifie de plus [[v1]|g1(q,) <

B() |[v][g1/2(ry, 0t B(€2;) > 0 est une constante qui ne dépend que de €;. Par ailleurs,
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puisque v1 € H'(€;), le théoréme de prolongement continu [65] nous permet de construire
une fonction vy € H}(C) telle que v; = vy sur I, et de plus, ve vérifie llvall g1y <
B'(Q, O)|vill 1 ,), ot B'(2,C) > 0 est une constante qui ne dépend que de ; et C. On
en déduit :

br(ve, ) _ br(v,p) br (v, 1) S br (v, 1) _
vollmiey  vellmey = B/, Olloillgrsy — B/ C)B(%) [[v]l /2y

Donc, pour tout couple p € H_I/Q(I‘)., v E HI/Q(F), on a construit un z = vy dans
H}(C) tel que la relation (5.14) est vérifiée pour la constante 8 = W qui est

indépendante de p et v. Ainsi, la condition inf-sup (5.13) est satisfaite, et par conséquent,
le probléeme (5.5) admet une solution unique (u, \) € HE(C) x H=Y2(I).

5.2.5 Conservation de I’énergie

Une propriété remarquable de la formulation en domaines fictifs du probléme modéle
(5.5) est la conservation d’une énergie.

1, 0u(t 1
Définition 5.2.1 L ’énergie est définie par E(t) = §H ?)Ss ) 1%+ §a(u(t),u(t)).
Nous avons alors la propriété suivante :
. ) P . dE
Proposition 5.2.1 L’énergie définie par (5.2.1) est conservée, i.e. E(t) =0.

Preuve 5.2.1 La dérivée temporelle de I’énergie définie par (5.2.1) est égale a :

&, _ <82u(t) 8u(t)) a <u(t)’ 8u(t)> .

dt o2 ot ot
La formulation variationnelle de I'équation d’évolution du second ordre en temps (5.5) est :

82u(t)

Vv € H&, <W

,v) + a(u(t),v) + b(v, A(t)) = 0.

Si u est solution de (5.5), alors sa dérivée en temps est aussi dans H&, et nous pouvons

. l Ou(t , .
prendre comme fonction test v = J € H& dans I’équation précédente :

ot

24 U 7 u
(aﬁtgt)’ a(;)) +a(u(?), aasgt)) * b(aait) AO=0,

soit donc

d€ . du(t) _d o, ..
o) = —b(E5 A1) = =S b(u(®), A(®) + blu(t), (1) =0

puisqu’on a aussi b(u(t), ) = 0Yp € H~Y2(I'). On a donc bien conservation de I'énergie.
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5.2.6 Semi-discrétisation en espace et convergence

Nous présentons ici une une discrétisation spatiale de type éléments finis du probleme
(5.5). Nous rappellerons alors les résultats de convergence de ce type de probléme.

Soient X, et Wi, deux sous espaces de dimensions finies de H}(C) et H='/2(T'). Ces
deux espaces peuvent étre choisis indépendamment 1'un de 'autre. En effet, comme nous
I’avons vu sur la Figure 5.2, X} peut étre une espace d’éléments finis P; ou )1 basé sur
une grille volumique cartésienne pour partitionner le domaine C'. Par contre, ’espace Wj,
est directement lié & la géométrie de la surface de l'obstacle I' et est basé en général sur
un maillage triangulaire de la surface. Le probléme (5.5) est approché par :

Trouver (up, Apr) € Xp x Wy tels que
2

0
@(Uh,’l)h) + ac(uh,vh) + bF(Uh, )\h’) =0 Vvh € Xh (5-16)
br (up, piy) = 0 Vp € Wy

Comme pour le probléme continu, le probléme approché assure la conservation d’une

1, 0u 1
énergie semi-discrete &, définie par : £, = §H8—th|\2 + —ac(up,vp). De plus, en supposant

que les espaces Xj, et W)y, vérifient la condition inf-sup discréte :

b
36, >0, inf sup 0(vn, fn)
1t €Wt v, Xy, [[onl|x, |pnelw,,

> B (5.17)

alors le probléme approché (5.16) est bien posé.

La convergence de la méthode est liée & U'obtention d’une condition inf-sup uniforme (i.e.
quand les tailles h et h' des éléments des familles de maillages — supports des espaces X,
et Wy tendent vers 0) définie par :

b /
38 > 0 indépendant de h, inf sup 0 (v, ) > f. (5.18)
Pt €W v, e X, thHXhH/J/h’HWh/

Une condition suffisante permettant de vérifier la condition inf-sup uniforme est une relation
de compatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfacique. En notant h le pas
d’espace de la grille cartésienne, et A’ la taille du plus petit élément du maillage surfacique,
la relation de compatibilité des deux maillages s’écrit :

h' > ah, (5.19)

ol « est une constante. Cette condition suffisante (5.19) a été démontrée pour ce choix
d’espace de deux maniéres différentes, d’une part par Girault et Glowinski [85] et, d’autre
part, par Babuska [7] :
la démonstration de V. Girault et R. Glowinski utilise un opérateur d’interpolation
introduit par P. Clément [19] dont l'existence se base sur un certain nombre
d’hypothéses sur les espaces d’approximation difficilement généralisable. Cependant,
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5.3. Méthode des domaines fictifs pour Mazwell temporel

cette technique présente l'avantage de fournir une valeur de la constante «. Ainsi,
lorsque le plus petit élément du maillage surfacique est au moins trois fois supérieur
au pas d’espace du maillage volumique, la condition inf-sup uniforme (5.18) est
vérifiée ;

la démonstration de I. Babuska présente l'avantage d’étre plus générale mais ne
permet pas de fournir pas une valeur de «.

Numériquement, on constate que I’on peut diminuer le rapport entre les deux maillages
jusqu’a un « légérement supérieur a un. Cette condition reste tout de méme trés
contraignante dans le cas d’obstacles dont la géométrie est trop irréguliére. En effet, si
h' est petit, alors h (pas d’espace du maillage volumique) doit étre plus petit que A, ceci
impliquant des tailles mémoires de problémes tridimensionnels trés importantes.

5.3 Meéthode des domaines fictifs pour Maxwell temporel

5.3.1 Choix des espaces fonctionnels

On rappelle ici les espaces fonctionnels utilisés dans le cadre de la résolution des
équations de Maxwell d’ordre 1 dans le domaine temporel par la méthode des domaines
fictifs dont une étude détaillée est présentée dans [74].

Soit Q un ouvert de R?, de frontiére I" bornée et suffisamment réguliére. On désignera
par la suite ||7]| la norme dans L?(Q2)3 d’un élément & € L%(Q)3, et par (i, %) le produit
scalaire de deux éléments @ et ¥ dans ces espaces. On introduit alors les espaces fonctionnels
suivants :

— l'espace H(div,Q) := {7 € L?(Q)3,dive € L*(Q)?}, espace de Hilbert pour la
norme : |0 gain,0) = (171> + || div #7||?)1/2. Cet espace est I'espace naturel pour
le champ magnétique. On note Ho(div,Q) la fermeture de D(Q)? dans l'espace
H(div, Q).

~ Tespace H(rot,Q) = {7 € L*(Q)3 rot7 € L*(Q)3}, espace de Hilbert pour la
norme : [ ,50.0) = (||@]|? + || rot 7]|?)*/2. Cet espace est 'espace naturel pour le
champ électrique. On note Hy(rot, 2) la fermeture de D(2)3 dans I’espace H(rot, ).

On veut alors donner un sens mathématique aux composantes tangentielles d’un champ
électrique sur une surface en rappelant les théorémes de trace démontrés dans [74]. Les
composantes tangentielles d'un champ électrique de H(rot, Q) sont définies par :

Théoréme 5.3.1 (Théoréme de traces pour H(rot,))
Soit Q un ouvert borné R3 de frontiére I' bornée et lipschitzienne. Alors :

(i) lespace D(Q)? est dense dans H(rot,Q) ;
(ii) Uapplication trace v, : E € D(Q)3 — Exii|p s'étend par continuité en une application

linéaire continue (encore notée ~;) de H(rot,Q) dans H—'/?(I)3.
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On introduit alors les résultats de trace donnés par Kern dans [63] nous permettant
de définir la trace tangentielle 4, F d'un champ électrique de H(rot,$2) sur une frontiére
bornée I" assez réguliére. Pour cela, on introduit les deux espaces suivants :

H*1/2(divF,I‘) = {jic H*1/2(I‘)2,din/I € H-1/2()?},
H-Y2(rotp,I) = {ige H Y2 rotr i € H-V/2(I")?},
qui sont des espaces de Hilbert pour les normes respectives :
Il divr,r = (A2 1F+Hdlvu\l2% )2,
Il = (N ot y )2,

On a alors le théoréme de trace suivant :

Théoréme 5.3.2 (i) les espaces H'/?(divy,T) et H='/?(votp,T) sont duauz l'un de

Uautre ;
(i1) Dapplication trace v, : E € D(Q)3 — Exii|p s'étend par continuité en une application
linéaire continue surjective (encore notée ;) de H(rot,Q) dans H=/?(divy,T)3 ;

(iii) application trace tangentielle v, : E € D(Q)? — (E x 1) X fi|p s’étend par continuité
en une application linéaire continue surjective (encore notée ;) de H(rot,Q) dans
H~/2(rotp,T)3.

Enfin, pour pouvoir définir la trace tangentielle de part et d’autre d’une surface I', on a le
lemme suivant :

Lemme 5.3.1 Soit O un ouvert de R? de fronticre suﬁ?samment réguliére 3, avec (01, O9)
une partition de O telle que ¥ = 001N00;. Un champ E de L2(O)3 est dans H (rot, (’)) si et
seulement si ses restrictions E E|(9 pour j = 1,2 sont respectivement dans H(rot, O; ;)
pour j =1,2 et s1

(Ey x it) x ii|s = (E2 X @) X fis.

Ainsi, on peut définir pour un champ électrique E de H(rot,R3), autrement dit défini
a lintérieur et a extérieur de €2, la trace tangentielle v, F sur la surface I' = 0€) en posant

wE = (Eq x 1) x fi|p = (Eeg x @) X .
On peut alors définir la forme bilinéaire b par :
b: H(rot,R3) x H 1/2(divp,T) — R
(E,j) = <muE,j > H=1/2(x3tp,1), H~1/2(divp,T)

on < .. > =172 (s3tp ), H~1/2 (dive,T) étant le produit de dualité entre H’l/Z(ratp,F) et

H~'/2(divp,T). L’application 7; est linéaire, continue et surjective de H(rot,R3) sur
H_l/Q(ratr,F), et nous avons la condition inf-sup continue suivante :

dk > 0, inf b(E, J)

sup > k. (5.20)
jeH— 1/2(divr, F)EeH(rotR3 HEHH(rot]R3 HJHH 1/2(divp,I)
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5.3.2 Formulation en domaines fictifs des équations de Maxwell

Nous notons €; le domaine métallique borné de frontiére I' et Q =¢ ; le domaine
constitué du vide (voir figure 5.1). Les équations de Maxwell dans le domaine temporel en
présence d’un objet parfaitement conducteur s’écrivent : trouver (E, ﬁ) dans H(rot, Q) x
H(rot,Q)) vérifiant :

( ana—lf —rotH =0 sur €,
OH - -
ro—o, + 10t E =0 sur €, (5.21)
Exii=0 sur I,
E(t=0)=0, H(t=0)=0.

Le champ électromagnétique est alors étendu a tout le domaine de calcul C' = Q U €.
La formulation domaines fictifs des équations de Maxwell dans le domaine temporel en
présence d’un objet parfaitement conducteur se formule alors de la facon suivante : trouver
(E,H,j) dans H(rot,C) x L2(QU Q;) x H™Y2(divp, T o) vérifiant :

dE . - .-
EO% —rOtH+B*j :0,

(5.22)

ou l'opérateur linéaire B est défini en (5.11).

Remarque 5.3.1 Dans l’équation (5.22), lintégrale surfacique sur la frontiére T ops est un
produit de dualité entre H='/2(rotp,T) et H’l/Z(di_{/p, ), ce qui n’a un sens que si la trace
tangentielle ((E x i) x @1)|r sur I’ est dans Uespace H=Y/2(xotp, T'). Cette trace tangentielle
est bien définie pour un champ électrique E dans H(rat,C).

5.3.3 Propriétés de la formulation

Nous rappelons ici les principales propriétés d’existence et d’unicité de la solution du
systéme (5.22), et de conservation de ’énergie exposées et démontrées par S. Garces dans
[33].

Nous avons tout d’abord le résultat d’existence et d'unicité suivant :
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Proposition 5.3.1 Si les conditions initiales EO et ﬁo vérifient
Ey € H(rot,C), et Hy € H(rot,QU ;)
avec les relations de compatibilité
BEj = 0, div(Ey|q) = div(Hylq) = 0, div(Eyla,) = div(Holo,) = 0, Hp - #ip = 0.
alors le probleme de domaines fictifs (5.22) admet une solution forte unique.

Comme nous 'avons vu dans le cas de I’équation des ondes, la méthode des domaines
fictifs conserve I'énergie, en particulier dans le cas du probléme (5.22) :

Proposition 5.3.2 Soit (E, ﬁ,j) la solution forte du probleme de domaines fictifs (5.22).
Lénergie € est définie comme la fonction de C1(RT,RT) par

E0 = —
vt e RT, E(t) = /R3(5|\E(t)|\2 +H®I?)aV
Alors la variation en temps de l'énergie est nulle sur R™, autrement dit,

15 - .
Ve R, &0 = £0) = [ (Pl + [1FolP)av

5.4 Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu

Nous présentons ici une discrétisation de la formulation en domaines fictifs des
équations de Maxwell (5.22) par la méthode Galerkin Discontinu présentée au chapitre
précédent.

5.4.1 Semi-discrétisation en espace

Soit T}, une partition du domaine € constitué d’éléments hexaédriques uniformes 7;.
Soit T}/ une triangulation de la surface I' constituée d’éléments triangulaires. On définit
les espaces suivants :

— soit Vj, l'espace de dimension finie des fonctions polynémiales par morceaux défini

par :

Vi, = {Vy, € L*(Q)*Vi, V7 € Qh(T0)}

ot QL. (7;) est I'espace des éléments finis de plus bas degré de Nedélec pour H (rot)
dans chacun des élément 7; dont le support est 1’élément 7; (voir Section 2.5) ; les
champs électrique et magnétique (E,ﬁ) sont approchés par (Eh,ﬁh) € V, (on
définit les inconnues (E;, H;) par (Vi E:hm ) ﬁhm = ).

— soit Jjs un sous-espace vectoriel de dimension finie de H_I/Q(divF,I‘); le courant
électrique de surface j est approché par jh/ e .
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La formulation domaines fictifs des équations de Maxwell (5.22) discrétisée en espace
aboutit alors au probléme suivant :

Trouver (Ep, Hp, i) € Vi x Vi, x Ip tels que,
0 = [ ZL ok o o 7
EOE(Eh’Eh) — (vot By, Hp) + b(Ej, jn) = 0,

VE* € Vy, O H B+ (ot B B — 0 (5.23)
VH* € Yy, Moat( hs h) + (I‘O hs h) )

Vit €, Lo
b(Ehuj;;/) - 07

Eh(tIO) = Fyp, ﬁh(t:()) = Hyy,

) )

avec

b(E,j) = /F<(Eh X 1) X ﬁ) 7 (5.24)

Nous rencontrons alors un probléme dans la formulation du systéme (5.23). En effet, dans
(5.24), l'intégrale de surface sur la frontiére I' est un produit de dualité entre H~/2(rotr,T)
et H=Y/2(divp,T), ce qui n’a de sens que si la trace tangentielle ((E x ) x#)|p sur I est dans
H’l/Q(ratp,F). Comme nous ’avons vu, cette trace tangentielle est bien définie pour un
champ électrique E dans H(rat, Q). Or, en choisissant V;, comme espace d’approximation,
nous utilisons une approximation "non-conforme" (au sens des formulations éléments finis)
du champ électrique E (nous avons affaibli la régularité du champ électrique E en le
cherchant dans Vj, qui n’est pas un sous-espace vectoriel de H(rot,Q)). L'integrale de
surface sur I" (5.24) n’est alors plus définie.

Nous introduisons alors, pour définir la forme bilinéaire b de (5.24), un opérateur
discret qui projette, au sens d’un produit scalaire que nous définirons par la suite, les
éléments de l'espace d’approximation Vj sur un sous-espace vectoriel de H(rat,ﬂ). Soit
donc A Vopérateur discret défini par

A: Vh'—>\7h

o = (5.25)
E, — E,
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o Vj, est un sous espace vectoriel de dimension finie de H(rot, Q). Nous obtenons ainsi
une nouvelle approximation du systéme semi-discret (5.22) :
Trouver (Eh, Ifh,j;/) €V x Vy, x Iy tels que,

"

0 = sk 2k TT e
Eo—(Eh, Eh) — (I“Ot £y, Hh) + b(A(Eh),jh/> =0,

ot
* 0, = r 7% il 7] 7%
VE* € Vy, oz (Hn, H) + (xot By, H) = 0, (5.26)
VH* € Vp,
Vi* € Iw,

b(ﬂ@%h>=@

En(t=0)= Egp, Hp(t=0)= Hyp,

avec

b<A(E),j> = /F<(A(Eh) X 1) % ﬁ> -7 (5.27)

On procéde alors comme dans la Section 2.2.3 pour obtenir la formulation Galerkin
Discontinu du probléme. Sur chaque élément 7;, on utilise comme fonctions tests E; = @ij
et ﬁ; = J;j, on fait une intégration par partie, et les intégrales surfaciques qui apparaissent
sont approchées en utilisant des flux numériques totalement centrés. En notant comme
d’habitude V; I'ensemble des cellules voisines de 7;, et a;; = 7;()7) interface entre les
cellules 7; et 7y, on obtient la version semi-discrétisée du systéme (5.26) sous la forme :

( 8E .
€0 “Pij — Z / SOZJ X Hk:

7;

kEV
1
+2/XH rot(Gs) + @iy rotH) + b(A(Gi), ) =0,
7;
oH, (5.28)
:UO/T “pij + Z/ Sozg X Ek 1
1

— 5 / (EZ . TOt(gBij) + SBij . TOtEZ‘) =0,
T;

-

L B(A(E;), 7)) = 0,

ot 'on a omis les conditions initiales. Dans chaque cellule 7;, les champs Ey7; et Hyp g
sont alors décomposés sur les bases de fonctions vectorielles locales (¢i;)1<j<d;, di étant le
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nombre local de degrés de libertés. En utilisant la représentation discontinue suivante :

ny di
B YE-Y 3 E
i i=1 j=1
ny di
D Y 253 SV
i i=1 j=1
ny étant le nombre d’éléments du maillage volumique, on obtient alors & partir de (5.28) :
d; d
EOIZI%E / Qozl 902] + = ZHZZ/Z Sozl rot Qoz] +902] rot Qozl)
d;
-5 Z Z Hkl’/ (Bij X Prwr) - Tl + Y Eab(A(Fi),dw) =0 (5.29)
keVl =1 Gik =1

d.
~d L.
MOZ%HU/TSOU'SOU ZEzl/ G - 10t By + Fij - 1Ot Fiy)
=1 i
1 R S R
50> B / (G X Fr) - g, = 0 (5.30)

kev;l'=1 @ik

On peut enfin récrire (5.29-5.30) sous la forme matricielle suivante :

eoM; thDG + S;HPC — > Ry:HPC + B, - =0,

d LR
i ) keV; ) . (5.31)
MOM%H?G —SiEPY + > RyEPY =0,
kev;

ot I'on a utilisé les notations suivantes :

IEZDG est le vecteur colonne dont le terme en ligne j est Lj; ;
ﬁ?G est le vecteur colonne dont le terme en ligne j est H;; ;

M est la matrice de masse locale dans 1’élément 7;, de taille d; x d;, de terme général
M ji = [1. ¢ij-Pik;

S; est la matrice de rigidité locale, de taille d; x d;, de terme général S; ;; =
3 J7 Burot(@ij) + Fijrotda ;

pour k € V;, Ry, est la matrice rectangulaire d; x dj, de terme général Ry ;0 =
3 Ju,, (Gi X gy

- @i,fh/ est le vecteur colonne de taille d; dont le terme en ligne j est b(A(gEij),fh/).

L’inconnue jps est elle-méme décomposée dans la base de fonction (S5)1<s<n, de l'espace
de dimension finie J;/ :

Ns
jh’ = stss’ (5.32)
s=1
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ot ng est le nombre d’arétes de la triangulation Tjs. Les degrés de libertés (js)i<i<n, de
la densité surfacique de courant électrique sont les flux du courant & travers les arétes des
triangles du maillage surfacique. On a donc :

—

(B,3,)i = b(A(i). dw) = /F((A(@j) X i) X ) o = Si:ljs/r((A(%) x i) x fir) - S

Si on introduit le vecteur colonne J de taille ng égal & (ji,...,jn, ) et la matrice B® de
taille d; X ng de terme général

(BY)js = /((A(@'j) X fir) X fip) - Ss,
r
alors on peut alors récrire (5.31) sous la forme :

d = - - . -
oM, —EPC + SHPY - ) " RyHYY + B =,

dt
. B Ve o B (5.33)
MOM%HZDG —SEPY+ Y RyEPY =0,
key;

De la méme maniére, la troisitme équation de (5.28) s’écrit :
Vit € i, /((A(Ei) X ) x ) - 7+ = 0.
r

Nous prenons alors j* = S et en utilisant la décomposition du champ électrique E;, nous
obtenons :

d; d;
0= /r((A(Ei) x i) x i) Sy =y > Ei(B); =) Y (B =) (BE),
J=1 j=1

que ’on peut mettre sous la forme :

> (B EPY =o. (5.34)

%

Le systéme composé de (5.33-5.34) donne 'évolution des degrés de liberté liés a un élément
7;. On peut regrouper tous les degrés de liberté et obtenir une formulation compacte. On
introduit les éléments suivants :
— d =), d; le nombre total de degrés de liberté Galerkin Discontinu;
— E le vecteur colonne de taille d, regroupant les vecteurs IE?G (c’est-a-dire 'E =
(tE?G, ... ,tﬁgf)) ; on fait de méme pour le champ magnétique avec H;
— M la matrice d x d diagonale par blocs, dont le {*™€ bloc diagonal est M ;
S la matrice d x d diagonale par blocs, dont le i€Me hloc diagonal est S;;
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5.4. Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu

R la matrice d x d par blocs dont le bloc (i, k) est non nul seulement si k € V; et
vaut R;z ;
B la matrice de dimension d x ng donnée par

Bl

B=| B

BV
L =S — R; l'utilisation de flux centrés implique que la matrice IL est symétrique.
En effet, S est symétrique puisqu’elle est bloc-diagonale avec des blocs diagonaux
symétriques, R est symétrique car son profil est symétrique (k € V; < i € Vi) et

Rix = —Rp; = "Ry
Alors, le systéme semi-discrétisé en espace (5.33-5.34) s’écrit finalement :

( dE
M— +LH = -B
€ o + J
dH (5.35)
MEE _LE =
Rt 0
| 'BE — 0

Remarque 5.4.1 Dans le cas ot il n’y a pas d’obstacle métallique et donc ni de condition
auz limites métallique ni courant surfacique, on a B = 0 et on retrouve la semi-
discrétisation Galerkin Discontinu des équations de Mazwell dans le domaine temporel
(voir Section 2.2.3).

5.4.2 Discrétisation temporelle

Pour l'intégration temporelle, on utilise un schéma "saute-mouton" d’ordre 2. Les
degrés de libertés associés au champ électrique Eh sont calculés aux instants t" = nAt.
Les degrés de libertés associés au champ magnétique ﬁh et au courant électrique surfacique
jh/ sont calculés aux instants t"+1/2 = (n + 1/2)At. Le schéma numérique s’écrit alors :

( Entl — En 1 1
EMT —|— LHTL+§ + ]BJTL+§ — 0’

tBE"T = 0, (5.36)

H™3 — H"*3

— LE"H! =
At 0

[ M
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Conservation de 1’énergie

Dans un premier temps, nous pouvons montrer ici que le systéme semi-discrétisé (5.35)
conserve exactement une énergie électromagnétique discréte définie par :

1
£= §(atHMH + W'EME).

M étant symétrique, on a :

% ='E <5M%) 'H (,M%) = —'ELH — ‘EBJ + ‘HLE = —J (“BE) = 0.

car la contrainte sur le champ électrique impose que ‘BE = 0.

Algorithme de calcul

Nous pouvons récrire le schéma numérique (5.36) sous la forme équivalente :
Ertl = E™ — ﬁMrl]L,IHI’”%

g
{ En+1 — En+l + nglBJnJr%

tBEnJrl — 0 € (537)
At

H"2 = H"'2 + —M~'LE"*!
o

Ainsi, pour un pas de temps n quelconque, les calculs peuvent se décomposer en les étapes
suivantes :

) . " 1
1. Nous supposons les champs électrique E" et magnétique H™" 2 connus.

2. Nous calculons E*! au temps t"*! donné par le schéma Galerkin discontinu dans
tout le domaine de calcul, sans tenir compte de la présence du métal. Ici, le champ
électrique E™*! n’a pas de trace tangentielle nulle sur la surface de l'obstacle
métallique. On a donc ‘BE"*! £ 0.

3. Le champ électrique E"t! est ensuite calculé en résolvant le probléme en
(Ivh B ¢

A 1 _ mntl
L EE =R (5.39)
E .
'BE"! =0

4. Enfin, nous calculons le champ magnétique H™*2 par le schéma Galerkin Discontinu

dans tout le domaine de calcul.

Le systéme (5.38) peut se récrire plus simplement [33] en multipliant la premiére
équation du systéme par la matrice de couplage B (et en utilisant le fait que 'BE"*! = 0).
Ainsi, la densité surfacique de courant J?2 vérifie :

At . .
?(tIB%I\\/JI”IB%)J"W = —'BE"L, (5.39)

134



5.4. Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu

La matrice a inverser pour résoudre ce systéme linéaire est carrée, symétrique et positive.
Les choix des espaces d’approximation, des pas d’espace, et de I'opérateur de projection A
doivent assurer que la matrice est bien inversible.

Finalement, ’algorithme global pour avancer d'un pas de temps est le suivant :

1. on dispose des champs électrique E” et magnétique H™*2 ;

2. on calcule E"! donné par le schéma Galerkin Discontinu sans tenir
compte de la présence du conducteur;

3. on calcule K*+2 = %J’”% solution de (‘BM~1B)K"*z = —'BE"+1,
4. on met & jour E"*! avec E"H = En! 4 MIBK"™3 ;

5. enfin, on calcule le champ magnétique H™"2 par le schéma Galerkin
Discontinu dans tout le domaine de calcul.

Remarque 5.4.2 Nous pouvons remarquer que lorsque le maillage surfacique tend vers les
faces du maillage volumique, cet algorithme ne nous permet pas de retrouver de maniére
exacte les conditions aux limites métalliques utilisées par la méthode Galerkin Discontinu
(voir section 2.3). En effet, le schéma DGTD impose, en plus d’une condition sur le champ
électrique, une condition sur le champ magnétique pour traiter un objet métallique.

5.4.3 Choix des espaces d’approximation

Nous présentons ici les différents espaces d’approximation utilisés par la méthode
des domaines fictifs s’appuyant sur un discrétisation en espace par la méthode Galerkin
Discontinu. Trois espaces sont nécessaires : un espace vectoriel pour la représentation
discontinue des champs électrique E et magnétique I;T, un sous espace vectoriel de H(rat)
pour la représentation de la trace tangentielle du champ électrique sur la surface I'" de
I'objet, et un espace vectoriel pour représenter le courant électrique de surface j

Représentation globale des inconnues discrétes

Nous présentons maintenant la représentation globale des inconnues discrétes sur
le maillage Tj,. Le volume de calcul Q (supposé parallélépipédique) est discrétisé par
un maillage en parallélépipedes rectangles identiques de dimensions (Axz, Ay, Az). Nous

choisissons
30, <z < (ng + 3)Az
Q: (.T,y,Z), %Aygyg (ny‘i'%)Ay 9
A, <2< (ns+ 5)Az
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ol N, Ny et n, sont les nombres de cellules dans les directions z, y et 2. Nous introduisons
alors les ensembles d’indices suivants :
P={(i,4,k) eN?,1<i<n,, 1<j<n,, 1<k<n.},
{(i,j,k) eN?,1<i<n,,2<j<n,2<k<n.},
{(i,,k) eN?,2<i<m,, 1<j<ny,,2<k<n.},
{(i,j,k) eN3,2<i<n,, 2<j<n, 1<k<n.}.

P
Py
P

Pour tout (i, j,k) € P, on définit le parallélépipede rectangle C; j  par :
(i—HAz <z < (i+ )Aaz

Cijh =1 (@,y,2) €eR? | (j—3)Ay<y<(j )Ay
(k—3)Az<z<(k+1)Az

o

_|_
+
Choix de ’espace d’approximation pour les champs électrique et magnétique

Dans chaque élément C; ; 5, nous choisissons comme espace d’éléments finis pour les
champs électrique et magnétique les restrictions a C; ; des éléments finis de plus bas
degré de Nedeélec pour H(rot) présenté dans la Section 2.5. Comme nous I'avons vu, ces
fonctions de base engendrent 1’espace d’approximation DG—Q}M. Chaque élément C; ;1
est doté de douze fonctions de base locales, et les degrés de liberté associés aux champs
électrique et magnétique sont représentés sur les douze arétes de I’élément (voir Figure 5.3).
Nous avons une représentation discontinue des champs électrique et magnétique, 1’espace

12 ddl 12 ddl

FiG. 5.3 Représentation des champs dans chaque élément du maillage volumique.

d’approximation étant défini par
Vi = {Vn € L*(Q)*Vi, Ve, . € Quin(Cijin)}-

Remarque 5.4.3 L’espace d’approximation utilisé pour approcher les champs électrique
et magnétique Vi, n’est pas un sous-espace vectoriel de H(rot,(2).
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5.4. Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu

Choix de I’espace d’approximation inclus dans H(rot, Q)

Pour calculer les éléments de la matrice de couplage B, et donc définir la trace
tangentielle du champ électrique approché Eh sur la surface I', nous avons vu que nous
devions utiliser un espace d’approximation inclus dans H(rat, Q). Ainsi, nous choisissons
comme espace d’éléments finis pour approcher la trace tangentielle du champ électrique
Iespace des éléments finis de plus bas degré de Nédeélec pour H(rot) exposé dans la
Section 2.5, engendré par les douze fonctions de base (2.33). Ainsi, le sous-espace vectoriel
de dimension finie A;, de H(rot, Q) est défini par :

Ay = {7 = (v, vy,02), V2 € Qo,1,1, Vy € Q1,0,1, Vo € Q1,1,0}-

Les éléments de Ay, sont dans H(rot, ) et leur restriction a tout élément Ci jk est dans
1
Qdiv (CZJﬂk) .

Soient les fonctions scalaires suivantes :

1—Jz| sixze[-1,1] 1 size[-3, 3],

filz) = { 0 sinon, o folw) = { 0 sinon.

On utilise pour fonctions de base de Ay les fonctions associées aux arétes du maillage
volumique et de support égal a I'union des quatre cubes adjacents a 'aréte (voir Figure 5.4).
Les fonctions de base de Ay, sont définies par :

C;,j,k

f'% 1/2,j,k-1/2

v (i, k) € Pay 2 - (@) = f(E i) A (L -i+3) A& -k+))
V(00 k) €Py By @) = (& —i+3) R (& -d) A(E-k+) &,
V(’i,], )GP w %7,6(33,%2):fl(ﬁ—z-i'%)fl(Aiy—]‘i'%)ﬁ(fz—k‘) gz
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Tout élément o}, € Ay s’écrit alors :
— _ § : T nes
'Uh(wayv Z) - N Ui,j—%,k‘— Z‘j_%J{:_ (xaya Z)

Y Y
T Z Yis L k- Vi1 j,kfé(x’y’ ?) (5.40)

Le champ discret donné par (5.40) est une fonction de R? dans R3, C*> sur chaque
parallélépipede rectangle C; ;, du maillage volumique.
Choix de ’espace d’approximation pour le courant électrique

Afin de représenter le courant électrique de surface j, nous choisissons pour espace
d’approximation l'espace des éléments finis de plus bas degré de Raviart-Thomas pour
H~'/2(divp,T) [65]. Soit T un triangle non dégénéré de l'espace, Sy, Sy et Sg ses trois
sommets, et (51, e1,ez) un repére local lié au triangle (voir Figure 5.5). On considére le

T2

x

FiGg. 5.5 Géométrie d'un triangle du maillage surfacique.
sous-espace vectoriel P; de (P1)? défini par :

ia

Pj:ﬁo@Po -

Soit 711, 72 et 7i3 les normales unitaires sortantes du triangle T respectivement aux cotés
[S2, 53], [S3,51] et [S1,S2] du triangle (voir Figure 5.5). On définit alors sur P; les trois
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formes linéaires :

)
a(j) = / Jj-nids
S285
B, o) = [ Fds
S5,
g(j) = j -tz ds
\ S1.52

On note X; = {g1, g2, g3} I'ensemble constitué par ces trois formes linéaires. I.’élément fini
(T,IP;,%;) est alors I’élément fini de Raviart-Thomas de plus bas degré. Cet élément fini
est unisolvant. Les trois fonctions de base canoniques pour cet élément fini (qui vérifient
V1<i,j<3, gz(j]) = §;;) sont données sur P; par :

- 1 —
—85
]1($) 2|T\ 1T
- 1 -
; __~ g
Vre T7 jQ(ﬂf) 2|T‘ 2T
- 1 —

Nous pouvons maintenant décrire la représentation globale du courant électrique de surface
discret sur la triangulation Tj,. Soit (Kp)i<p<n. I'ensemble des triangles composant le
maillage surfacique Tj,. On note ng le nombre d’arétes du maillage. On suppose que le
maillage T}/ est un maillage conforme. L’espace d’approximation J/ utilisé pour représenter
le courant électrique de surface fh/ est défini par :

2, —1/2/ - >,
Iy = {j;:/ c H VY (div,Ty), Vp1 < p < ne, jilx, € Pj}
Pour chaque aréte a;, on note Tlg et Tld les deux triangles ayant a; pour coté commun, et
Siq et Sld les deux sommets respectivement des triangles Tlg et Tld qui ne sont pas 'une des
extrémités de l'aréte a; (voir Figure 5.6). On associe alors a l'aréte q; la fonction de base
aréte q; Sl

g g d
5 7] T

F1G. 5.6 — Support d'une fonction de base de la densité du courant électrique.
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S; définie de la maniére suivante :

9o s g
2‘TQ‘S si x € Tl

Si(x) =

2\Li|

d
0 81x¢TlUTl

La densité surfacique de courant électrique discret fh/ est alors discrétisée par :

]h’ Z]s

et nous retrouvons l'expression (5.32). Les degrés de liberté (js)i<s<n, de la densité
surfacique de courant électrique sont les flux du courant a travers les arétes des triangles
du maillage.

5.4.4 Construction de ’opérateur A

Comme nous 'avons vu (5.25), l'opérateur A est un opérateur qui nous permet de
passer de l’espace d’approximation non conforme Vj utilisé par la méthode Galerkin
Discontinu pour représenter le champ électrique discret au sous-espace vectoriel Ay de
H(rot, ). Nous avons alors

A: Vh [ — Ah
E, — E,=A(E))

Nous définissons alors 'opérateur A comme un opérateur de projection orthogonale de
I'espace d’approximation non-conforme V}, sur le sous-espace vectoriel Ay, de H(rgt, Q) au
sens d’un produit scalaire < .,. >, que nous allons définir. Cette projection orthogonale
nous impose de calculer 'inverse de la matrice de masse des éléments finis d’aréte de Ay
au sens du produit scalaire < .,. >, & déterminer.

Si I'on choisit pour < .,. >, de prendre le produit scalaire L?, nous obtenons une
matrice de masse des éléments finis d’aréte de Ay couplant tous les degrés de liberté des
éléments voisins, dont l'inversion a un cotit numérique trop important. Pour éviter cet
écueil, I'idée serait d'utiliser le produit scalaire L? approché obtenu via la condensation
de masse pour les éléments de Ay. Il faut alors prendre pour < .,. >, une extension du
produit scalaire L? approché (via la condensation de masse) a tout 1’espace non-conforme
V},. Cela nous permettrait d’obtenir la condensation de masse sur tout V. Nous allons
donc définir, dans un premier temps, ce nouveau produit scalaire < .,. >, puis définir
I'opérateur de projection A.

Définition d’un produit scalaire sur Vj

Nous voulons ici définir un produit scalaire sur I'espace d’approximation Vj, (utilisé
par la méthode Galerkin Discontinu pour représenter le champ électrique discret) nous
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permettant d’utiliser une technique de condensation de masse pour les éléments de Ay,
Nous allons au préalable définir un certain nombre de notations.

Faces : on note
- SxF%’j’k la face séparant les éléments 7; ; 1. et T;_1 ; 1,
Syz‘,j—%,k la face séparant les éléments 7; ;. et T; ;1 ,

- Szm- b la face séparant les éléments 7 ;1 et 7; j 1.

Arétes paralléles a €, :
Soit a, S I'aréte du maillage T}, dont les quatre éléments adjacents sont les cubes notés

T j ks ’Ti’j_l,k, T ji—1 €tT; j—1 x—1. Pour un champ de vecteurs V= (Va, Vi, Vo) € Vj, on
note :

— :=trace de VT ikt SUT @ 1

‘_/}‘J—%*,ks—% %
‘_/}-7]-7%—7]{7%4- = trace de Vq—] L SUL @G 1
‘fi,j—%*,k;—%’ := trace de ‘_/:]jb.!j’kil sur ai,jf%,kf?
Vm.i%ﬂki{r := trace de VTi,j,k sur az‘,j—%,k;—%-

esiVe Vp, est un Champ discontinu DG—chl. (il s’écrit donc sous la forme
V= 2 G K)ET, Zl (i,j,k),1Pi,5,k),1» Ot les fonctions de base sont données en (2.33)),
alors on a (voir Figure 5.7) :

‘/@j_%Jrvk—%Jr "Gz - ,U(ivjvk)vl’
‘_/}'J*%*',kf%_ e = Uigk-1)2) (5.41)
‘/i7j_%77k—%+ "€z - /U(i,jfl,k),:%
Vijoi=h-1= G = Uij-1k-1)4
On définit également la moyenne des 4 valeurs ci-dessus :
1% :1[17. +V e, -4V +V .- ].5
Zv]_%7k_% le ,]— % 7k_% 7]_% 7k l 7.7__+ k— l+ 27.7_1 ) _%"r z
=1 (Vg1 + Vagh-1).2 T Vg-103 F Vij-1-1)4)

e si VV €V est aussi dans Ay, alors les quatre valeurs de V - €, autour de 'aréte sont
égales (continuité de la composante tangentielle sur les faces), et nous avons :

oy

I

<
=S,
<.

=V 1 4=V =V, :
Z,]—% ,k—% z Z,]—% 4] 7k7 z

N
N

Arétes paralléles a €, :
Soit a;_1 k-1 I'aréte du maillage T}, dont les quatre éléments adjacents sont les cubes
20 2

Tiik, Tic1jk: Zijk—1 et Ti_qjk—1. Pour un champ de vecteurs V = (V,,V,, V) € V},, on
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i,j—1/2.k

T. . T. .
himLk & j+1/2,k-1/2 bk

v\
(i,i-1,k),39® (i).k),1
[O)IO)]

S
, I,j,k=1/z
\{i,j—l,k—l),zl \{i,j,k—l),z

T j-1k-1 ij,k—1

X © y

F1G. 5.7 — Notations utilisées pour les éléments voisins d'une aréte (ici paralléle a €,).

note : . .
%_%77j7k_%7 := trace de ‘_/:Ti—l,j,k—l Sur @; 1k 1,
Vz;%’,j, 1t := trace de ‘_/7—1'_1’3"'“ SUr @; 1 ;g 1,
ViféﬂuJ’kié— := trace de ‘_/:Ti,j,k—l SUr @ 1 1,
Vi—%Jr,j, _%Jr := trace de VTi,j,k sur ;1 g1

esiV e V}, est un champ discontinu DG—Q}M (les numéros des degrés de liberté
correspondent aux fonctions de base données en (2.33)), alors :

Vit jhe1t G = Vi)

Vit geo1t & = Vi-15k)6 (5.42)
Vit jwe1™ & = VGjk-1,m

Vi_%77j7 _%7 ' €y - /U(iflvjkal)vS.

On définit également la moyenne des 4 valeurs ci-dessus :

1

VY =~ (Vi gk)5 + V(14k)6 T Vagk—1),7 F V6-1jk-1)8")
4

7’7%7]'7]67%

o si V €V}, est aussi dans Ay, alors les quatre valeurs de V' - €, autour de I'aréte sont
égales (continuité de la composante tangentielle sur les faces), et nous avons :
- Lo Lo L5 Ly
V. 1€y =V 1_~ey—VZ. + o 1+ €=V - 4e€=0]

_ + . .
Z_% 5J s ) Z_% 7.77k_§ _% 7.77k__ Z_% 7.77k__ Z_§7J7k_

1-
2
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Arétes paralléles a €, :

Soit @1 1y I’aréte du maillage T}, dont les quatre éléments adjacents sont les cubes
27

Tijks Tiv1jks Tim1,j—1,k €t T; j—11. Pour un champ de vecteurs V= (Va, Vi, V) € Vp, on

note :

‘fi—%*,j—%ik = trace de ‘_/:Ti—l,j—l,k SUT @ 1 1
‘_/’if%ﬂjf%_,k := trace de 1_/’71.,]._1& SU @ 1 5 1 g
‘fi—{,j—%*,k := trace de ‘_/:]jb.il!j’k SUr @; 101
‘/’i*%+,jf%+,k := trace de V7, sur @ 1 1

esiV e V5, est un champ discontinu DG—Q.}M (les numéros des degrés de liberté
correspondent aux fonctions de base données en (2.33)), alors :

Viett o1t g 8 = Vigk).o

‘7 1— 1+ - €. V(; i

I Sl B S z (i—1,5,k),105

7 172 . N (5.43)
i7%+7j7§_7k Z U(Z7.7_17k)711’

%_%77j_%77k "€z = /U(iflvjflvk)v]‘Q

On définit également la moyenne des 4 valeurs ci-dessus :

1
Vi, 1, = 1 (V6i.3.),9 + V(= 1,5k),10 T V(- 1k) 11+ V(o 1-1k),12-)

e si IV €V, est aussi dans Ay, alors les quatre valeurs de V' - €, autour de 'aréte sont
égales (continuité de la composante tangentielle sur les faces), et nous avons :

+
|
[
N
1
i
™y

‘7-1 7‘€:V~1»1 17.1+':V.1+.1+'_’:’U.Z1.1.
=3 J—* K F i—5 =3 ok -3 =3 ok z =3 J—3 ok z 55k

Définition 5.4.1 Soit o € R un réel strictement positif. On définit le produit scalaire
< U,V >, de deux éléments U et V de Vy, par :

R V Yy Yy
<U,V >, = Z U'fjfé,kfév,xj 1 k- é‘i‘ Z U lvif%,j,kf%
(4,5,k) EPx (4,5,k)EPy
D U Vi
(i7j7k)€732
fal Y / 071+ 3 / 01071+ Y- /. 01171
(z,j,k)GP 2, N (i,5,k)EP 13—7 (i,5,k)EP i,J,k— 2
i>1 i>1 k>1
(5.44)

otV = AxAyAz est le volume des éléments et dans une intégrale de surface [U] représente
le saut de la composante tangentielle du champ U (on peut noter le fait que le produit
scalaire ainsi défini ne dépend pas du sens choisi par convention pour erprimer ce saut).
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Preuve 5.4.1 Il nous faut montrer que < [7 1% >, définit bien un produit scalaire sur
V. 1 est évident que nous avons bien deﬁm une forme blhnealre symetrlque positive. Il
reste & montrer que, si Ue V), vérifie < U U >,= 0 alors U =0.Soit U € V5, tel que
< U, U >,= 0. Alors on déduit de la définition du produit scalaire que :

( Vi, j, k) € P, U®
V(i,j,k) € Py, vy,
V(i,j,k) € P, Uz, .
V(i,j, k) € P,i>1 [[U]]‘Sgcii%%k =0,
V(i,5,k) € P, i >1 [Ulsy,, ,
(4,5, k)

V(i,j, k) € P, k>1 [[(7]]‘52_% =0.
1,0, R—

\

Si U était un champ dans Ay, alors les sauts des composantes tangentielles de U & travers
les faces du maillage seraient nuls et on en déduirait que tous le degrés de liberté restant
sont aussi nuls, donc que U =0.

Dans le cas général, Ue V}, est un champ discontinu. Il faut alors dérouler les équations
ci-dessus en examinant les degrés de liberté en utilisant les expressions (5.41-5.42-5.43).

On a:V(i,j,k) € Py,

Ur. =0
7]77 ki%
= (l/ 1— 17+l).. 1+ 17+1/A. 1+ 1++1/A. 1— 1+)’gx—0
L)—3 RT3 JT3 T g ©Ll—3 RT3 ©L)—3 R—3

= U(Z,j,k),l + u(iﬂj7k_1)72 + u(i7j_17k)’3 + u(27]_17k_1)74 = 0
D’autre part, V(i,7,k) € P, j > 1,

[[U]]‘Syi,j—%,k =0= [[U . é’x]hsyi,jf%,k =0
. Uigetmaey 8 = Uiyarpy N { Wijk)l = U(ij—1,k),3
Ui,j 1- gt cEp = Ui’j7%+’k7%+ - €y Ui k)2 = U(ij—1k)4
Enfin, V(i,5,k) € P, k > 1,
HﬁH\SZi,j,k_% =0=[U- €x]sz, gl 0
I B e R g MR { Uig k) T Uligk1)2
Uz‘,j—{,k—%* €r = Ui7j_%+7k_%+ €x UGi5,k),3 =  U(i,g,k—1),4
Ce qui se résume en
V(i, 4, k) € P, U(i k)1 T UGG k—1)2 T Ui-1,k),3 T UG j-1,k-1)4 =0

V(i,j,k) €P, 7> 1, Ugjr),1 = Uij—1,k),3 € Ugijk)2 = U(ij—1k)4

V(%Jy k) eP, k>1, U(5,5,k),1 = U(i,5,k—1),2 et U(4,5,k),3 = U(i,j,k—1),4
On en conclut donc aisément que w( ;1)1 = U j—1,k)2 = Ui j—1,k—1),3 = U(ijk—1)4 = 0.
Un raisonnement similaire peut étre fait pour les autres composantes. Ainsi, nous avons
U =0, ce qui achéve la preuve.
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5.4. Domaines fictifs et méthode Galerkin Discontinu

Remarque 5.4.4 Le produit scalaire < U 1% >q que nous avons défini mrrmpond bien a
la condensation de masse usuelle (et ne dépend donc pas de «) pour des champs UetV
dans Ay, puisqu’alors tous les sauts des composantes tangentielles sont nuls pour chacun
des champs.

5.4.4.1 Définition de 'opérateur A

Comme nous l'avons vu, 'opérateur A est un opérateur qui nous permet de passer de
I'espace d’approximation Vj, utilisé par la méthode Galerkin Discontinu pour représenter
le champ électrique discret Eh, a l'espace d’approximation Ay, sous espace vectoriel de
H(r5t,Q). Plus précisément, nous choisissons A comme le projecteur orthogonal pour le
produit scalaire < .,. >, sur le sous-espace A, de V},. Soit donc o}, € V},. Nous avons :

ny d

U =Y VimBim, (5.45)

=1 m=1

Prm étant les fonctions de base locales engendrant 'espace d’approximation local chlw(’]})
de dimension d;, dont le support est I’élément 7;, et ny le nombre d’éléments de la partition
Ty. Nous voulons alors projeter orthogonalement au sens du produit scalaire < .,. >, le
vecteur ¥, € Vp, dans I'espace Ap. On note Py, ., cette projection. Nous avons donc :

Pon(@) = X O e
(4,7,k) EPy
Y Y
+ (ngjep B — 5.0k ;wz 3d:k—3 (5'46)
’ Y
D Bl
(4,7,k)EP>

Nous voulons alors déterminer les coordonnées (3, 8, et 8, du vecteur Py, _.4, (U). Nous
avons par définition de la projection orthogonale : Vi € Ay, < U, — Py, —a, (Uh), ¥ >o=0.
D’ou I'on déduit que :

. L= B N .
TWE A STV >a = 2gmer. Ftaoy <Vigga-p ¥ >a
Y
+Z(ZJ k)ePy ﬂzf— Jik—3 < wif%,j, f%’w Za
z
+2 k)P, 517%,]'—%& < wz‘f%,jf%,k’ ¥ e
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Chapitre 5. Meéthode des domaines fictifs

ce qui s’écrit donc en parcourant toutes les fonctions de base :

( V(i/,j,,k,) S PI7 < Ehﬂ/}f/ j/_l l >a:
Z B:'—%,k—% < %bx 17¢$,], 1 k! 1 >Ol7
(i7j7k)epz
V(i/,j,,k,) € Pya < 17hﬂ/1y lj/ k! 1 >a—
20 2
Z /Byil k—1 <1/}y 1, 171/}?}/71 s 1 >0H
ijimep, 2Tt 220k =500k =5
27] € Yy
V(i/,j/,k/) € PZ’ < ?7ha¢iz, % G 1 K/ >a=
Tz
> %_J——k<:w J——k’w Il T
\ (3,9,k)EP>

On trouve dans ces expressions des produits scalaires < 1,1’ >, avec des fonctions ¥ et
¢’ dans Aj,. Comme ces produits scalaires doivent se réduire exactement aux termes de
la matrice de masse aprés condensation, on s’attend & ce que quasiment tous ces produits
scalaires soient nuls. En effet, on peut montrer que :

(i, j, k) € Py, V(5 K) € Py, <7
V(i,j,k) € Py, V(5 K)€Py, <V,
V(i,j, k) € P., Y, j.kK)€eP,, <o,

On en déduit donc :

(i, j,k) € Pay B, 4
V(i,j, k) € Py, B
V(i,j,k) € P, Bz._l

-1
2772

Lk

7.77

1
2

7k_

%7k71’¢1 ] k/ 1 >O( 522/5 /5kkl
Y
k,l’wi/ gk — 1 >a _5ii’5jj/5kk/a
2 -
,j—ék’wz Ly {k/>iv Y 0iir 01O
v < Ot >
% hs , %7’67% )
4 - _’y
v <Un ¥ 1. >
v h’wz_%ﬂvk_% @
4 S 7
v < ; >
v h’¢2_%7.7_%7k @

Dans les expressions précédentes, les produits scalaires de la forme < o}, >, peuvent
s’exprimer de fagon assez simple en fonction des degrés de liberté du champ @, dans Vp, car
les fonctions de base ¥ de A} ont un support restreint. Des calculs assez simples montrent

que :
v(i,J, k)P 5, 1T 1 (V6501 VGk- 1) 2 F V05 -10),3H VG- Lk-1),4]
V(i,j,k)EPy, B! i1kl T 1 (V6305061406 F V(030 -1) 7 F V(- 1k-1).8) (5.47)
V(. j, k)P 5 1= [k 9T 1), 100G -1k 11 VG- 1k 12

Ainsi, I'opérateur A de projection orthogonale au sens du produit scalaire < .,. >, des

élements de 'espace Vy, sur l'espace Ay, est entiérement déterminé par les équations (5.46-

5.47).
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5.5. Résultats numériques

5.5 Résultats numériques

5.5.1 Plaque métallique inclinée

Nous évaluons ici la propagation d’un champ électromagnétique généré par un dipole

électrique situé & proximité d’une plaque métallique. Nous étudions deux configurations :
Dans le premier cas, nous considérons une plaque métallique situé dans le plan
(0xz), & une distance d d’un dipole électrique. Dans cette configuration, la plaque
est paralléle aux axes du maillage cartésien.

— dans le deuxiéme cas, nous effectuons une rotation de la plaque métallique et
du dipole d’axe 0z et d’angle 6 par rapport au point o se situe le dipole (voir
Figure 5.8). Ce deuxiéme cas permet d’évaluer l'efficacité et la précision de la
méthode de domaines fictifs dans un cas simple.

7[Oipdie —,7[opde

o X 0 X 0 X

plaque verticale plaque inclinée maillage DGTD

F1G. 5.8 — Représentation des cas considérés.

Lorsque la plaque est verticale, elle suit le maillage cartésien. Les méthodes classiques
de la FDTD ou de Galerkin Discontinu (DGTD) sont parfaitement adaptées a la prise en
compte des conditions métalliques (sur les bords de leurs éléments finis). Nous comparons
alors la méthode des domaines fictifs que nous venons de présenter avec la méthode Galerkin
Discontinu pour prendre en compte la plaque métallique. Ainsi, les résultats obtenus par
la méthode Galerkin Discontinu nous serviront de référence.

Lorsque la plaque est inclinée, elle ne suit plus le maillage volumique, et les méthodes
classiques de la FDTD ou de Galerkin Discontinu (si 'on utilise un maillage structuré) sont
beaucoup plus difficiles & mettre en ceuvre pour modéliser la plaque métallique. En effet,
elles imposent que les conditions métalliques suivent le maillage, impliquant ainsi de mailler
I'objet en "marches d’escalier" (voir Figure 5.8). Cette approximation de la géométrie de
I'objet entraine une perte de précision dans les résultats. La méthode des domaines fictifs
est par contre parfaitement adaptée a ce cas car elle permet de parfaitement prendre en
compte la géométrie de la plaque métallique inclinée sans modification du maillage.

Le domaine de calcul est un cube de dimensions 1.5 m x 1.5 m x 1.5 m. Un dipdle
électrique, dont le profil en temps est une gausienne de fréquence centrale 1 GHz, est placé
au centre du domaine de calcul. La plaque métallique, de dimensions 0.6 m x 0.6m, est
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Chapitre 5. Meéthode des domaines fictifs

N

située a une distance r = 0.375 m du dipoéle. Le maillage volumique, pour la méthode
Galerkin Discontinu et pour la méthode des domaines fictifs, a un pas en espace hy = 15
mm et comprend 100 x 100 x 100 cellules. Le maillage surfacique utilisé en domaines fictifs
comprend 1000 arétes de longueurs comprises entre hg = 30 mm et hg = 43 mm. Le pas
de temps At est égal 4 9.6210712 s. Nous effectuons 3000 pas de temps. Nous visualisons
dans un premier temps une coupe en fréquence du champ électrique & la fréquence 1 GHz
dans les quatre cas suivants : plaque droite calculée avec la méthode DGTD (test A, de
référence), plaque droite calculée avec la méthode des domaines fictifs (test B), plaque
inclinée calculée la méthode DGTD (conditions métalliques en marches d’escalier) (test C)
et plaque inclinée calculée avec la méthode des domaines fictifs (test D).

Les résultats sont présentés sur les Figures 5.9 et 5.10.

NORME : -2B.3262 dB
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NORME : -2B.3254 dB
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Fia. 5.9 Coupes fréquentielles du champ éléctrique & 1 GHz : test de référence (haut),
test B (bas).
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Fia. 5.10  Coupes fréquentielles du champ éléctrique & 1 GHz : test C (haut), test D
(bas).

Les figures (5.11) et (5.12) montrent I’évolution du module du champ magnétique au
point P situé entre le dipole électrique et le centre de la plaque (voir figure 5.8) pour les
cas B et D. Chacune de ces figures présente une comparaison avec le test de référence.

Nous constatons que les résultats obtenus dans les trois premiers cas (cas de référence,
test B et test D) sont similaires. Ceci nous permet de constater le bon comportement de la
méthode. Nous pouvons cependant constater que ces résultats ne sont pas rigoureusement
identiques. Ceci s’explique par le fait que, comme nous 'avons vu, la méthode des domaines
fictifs ne permet pas de retrouver exactement les conditions métalliques de la méthode
Galerkin Discontinu lorsque la plaque métallique coincide avec la grille cartésienne.

Nous visualisons alors une coupe en fréquence du courant électrique sur la plaque
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métallique a la fréquence 1 GHz dans les cas suivants : plaque droite calculée avec la

méthode des domaines fictifs (test B) et plaque inclinée calculée avec la méthode des

domaines fictifs (test D).
Les courants éléctriques sur les deux plaques sont trés proches.

Ces résultats nous permettent de constater que la méthode des domaines fictifs permet

de représenter des objets métalliques de maniére complétement indépendante du maillage

hexaheédrique.
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Ay .4 .U

LA T S

R Y R

Fi1G. 5.13 — Courant électrique sur la plaque métallique : test B (& gauche), test D (a droite)

5.5.2 Diffraction d’un champ électromagnétique par une sphére
métallique

Nous voulons étudier ici le comportement d’un champ électromagnétique généré par un
dipole électrique situé & proximité d’une sphére métallique. L’intérét principal de ce type
d’objet est que le maillage surfacique coupe le maillage volumique de maniére complétement
aléatoire, permettant ainsi de prendre en compte tous les cas possibles d’intersection entre
les deux maillages pour le calcul de la matrice de couplage.

La sphére que nous considérons a pour rayon 500 mm. Le maillage surfacique utilisé
en domaines fictifs est constitué de 10 248 arétes de longueurs comprises entre 18,68 et
23,34 mm (Figure 5.14). Le maillage volumique a un pas d’espace de 15 mm et comprend

Fia. 5.14 Maillage surfacique de la sphére.
108 x120x 108 éléments cubiques. Le calcul comprend 4000 itérations avec un pas de temps

égal 2 1,12.107 1 s.
L’obstacle métallique est illuminé par un dipole dont le profil est une gaussienne modulant
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un sinus de fréquence centrale f—0,5 GHz. Le dipdle est situé & 885 mm du centre de la
sphére.

Nous visualisons une coupe fréquentielle du champ électrique a la fréquence 0,5 GHz (Figure
5.15). Le plan de coupe traverse la sphére en son centre et passe par le dipole. Nous
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Fia. 5.15  Champ électrique a la fréquence 0,5GHz.

constatons que le champ électromagnétique prend bien en compte l'obstacle métallique.
Une partie du champ se propage autour de la sphére, et une onde réflechie par la surface
de la sphére apparait et se propage vers le dipole. Cependant, contrairement au cas continu
ou le champ électromagnétique est rigoureusement nul a l'intérieur de 1’obstacle métallique
fermé, la méthode des domaines fictifs laisse passer un champ de faible amplitude a
Iintérieur de la sphére métallique fictive. La figure (5.16) montre I’évolution temporelle
du champ électrique en un point d’observation P situé au centre de la sphére métallique
fictive, ainsi que les variations du champ électrique incident en ce méme point.

Par rapport a l'amplitude maximale du champ électrique incident, 'amplitude
maximale du champ électrique total au centre de la sphére est trés faible. En effet,
I'amplitude maximale du champ électrique incident est environ égal & (.35, et 'amplitude
maximale du champ électrique total est de l'ordre de 0.004, soit un rapport de 90.
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Fi1G. 5.16 — Evolution temporelle du champ électrique incident (courbe a gauche) et total
(courbe a droite) au centre de la sphére métallique illuminée par un dipdle électrique

5.5.3 Rayonnement d’un cornet cylindrique

‘ 1,93 mm
5,14 m

] |1,93 mm
dipole électrique 25,7 mm
——————————————————————————————————————————————————————————————————— axe de révolution
A

9,14 mm

11,24 mm

51,15 mm 13,49 mm

F1G. 5.17 — Cornet lisse de révolution alimenté par un dipéle électrique placé a A;/4 du fond
du guide circulaire pour la fréequence 7.5 GHz (les dimensions sont données en millimétres).

Nous étudions le rayonnement d’un cornet lisse & symétrie de révolution, dont la
géométrie est donnée sur la Figure 5.17.

Comme nous ’avons vu, I'utilisation de techniques d’éléments finis pour traiter un cas
comme celui-ci implique la création de maillages volumiques complexes, entrainant alors
des tailles de problémes trés importantes. De plus, on voit bien ici que les méthodes FDTD
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sont mal adaptées a la prise en compte des parois métalliques du cornet cylindrique. 11
apparait ainsi que la méthode des domaines fictifs soit ici une trés bonne alternative.

Le guide circulaire d’alimentation a un diamétre égal & 25.7 mm. Son mode fondamental
est le mode T E1; a la fréquence 7.056 GHz, et le mode immédiatement supérieur est le
mode T My, a la fréquence 8.929 GHz. Pour exciter le mode fondamental T FEq1, nous
placons un dipdle électrique a une distance \;/4 du guide circulaire, \; étant la fréquence
de coupure du guide d’onde. La fréquence centrale du dipdle est fo = 7,5 GHz, et son
profil est une gaussienne modulant un signal sinusoidal de telle sorte que les fréquences
comprises entre 7 GHz et 8 GHz soient les principales fréquences excitées. La longueur du
guide est choisie assez grande pour que le mode fondamental se propage et pour que les
modes supérieurs soient des modes évanescents suffisamment atténués.

La faible épaisseur des gorges du cornet (égales & 1.93 mm) extrémement petites par
rapport a la longueur d’onde centrale (A = 40 mm pour la fréquence fy = 7,5 GHz)
impose un pas de maillage surfacique de 'ordre de A/20 pour la plus petite maille. Ainsi,
le maillage surfacique du cornet utilisé est constitué de 3492 arétes de longueurs comprises
entre 1.93 et 7.39 mm (voir Figure 5.18).
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F1G. 5.18 — Maillage surfacique du guide d’onde.

Le maillage volumique a un pas de discrétisation h égal & 1 mm (soit un maillage en
A/40) et contient 60 x 84 x 61 cellules cubiques. Le calcul comprend 4000 pas en temps,
avec un incrément en temps At égal 4 1,9.10712 s
La figure (5.19) présente les coupes fréquentielles du champ électrique a la fréquence fy =
7.5 GHz dans les deux plans suivants :

Le premier plan passe par le dipdle électrique et coupe le cornet dans sa largeur.
— Le second plan passe par le dipodle électrique et coupe le cornet dans sa longueur
(plan de coupe de la figure 5.17).

Nous constatons que la struture de révolution du cornet est bien prise en compte (figure
5.19 gauche), et que le cornet rayonne dans la direction souhaitée (figure 5.19 droite). De
plus, on remarque que peu de champ passe & travers les parois métalliques du cornet,
confirmant le bon fonctionnement de la méthode.
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5.5. Résultats numériques

NORME : -34.49392 dB -
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FiG. 5.19 — Coupes fréquentielles du champ éléctrique a 7.5 GHz : Plan 1 (a gauche), test
D (a droite).

5.5.4 Antenne hélice

26 mm
4 mm
) : i 1 mmk 6 mm
Y
’ Dipole

F1G. 5.20 — Antenne hélice symétrique.

Nous étudions ici une antenne hélice symétrique dont la géométrie est donnée sur la
figure 5.20. Le faible diamétre de I’antenne impose un pas d’espace surfacique hy trés petit
au regard de la longueur total de la structure. Le maillage surfacique utilisé est composé
de 5648 triangles constitués d’arétes de longueurs comprises entre (0.296 mm et 0.500 mm
(Figure (5.21)).
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Chapitre 5. Meéthode des domaines fictifs

F1G. 5.21 — Maillage surfacique de 1'hélice symétrique.

Pour conserver la relation de compatibilité entre le maillage surfacique et le maillage
volumique nécessaire a la stabilité de la méthode des domaines fictifs, nous utilisons un
pas de maillage volumique hy —0.148 mm. Ainsi, le maillage du domaine de calcul, dont les
dimensions sont 20 mmx20 mmx65 mm, nécessite 1'utilisation d’un maillage volumique
constitué de 135x135x439 éléments (soit 8 000 775 mailles). Afin de réduire sensiblement
le nombre d’élements du maillage volumique, nous plagons chacune des hélices dans une
boite sous-maillée dont le taux de raffinement est égal & 4, et dont les dimensions sont 6
mmx6 mmx26 mm. Nous obtenons alors un maillage constitué de 563 200 mailles fines,
et 117 204 mailles grossiéres. La figure 5.22 présente le maillage volumique utilisé.

Pour exciter I'antenne, nous plagons un dipdle électrique entre les deux hélices (figure

~D

—
—~ [ 14

I e e |
|t

[

F1G. 5.22 — Maillage volumique utilisé.

5.20). Le profil de ce dipole est une Gaussienne modulant un sinus, et sa fréquence centrale
est 13 GHz. Le calcul comprend 5000 pas en temps, avec un incrément en temps At égal
a1,13982.10713 s.

La figure (5.23) présente la coupe fréquentielle du champ électrique a la fréquence fy = 13
Ghz dans le plan 0zy Nous constatons que 'antenne hélice est bien prise en compte par la
méthode, et que 1'utilisation du sous-maillage local ne dégrade pas la solution. La Figure
(5.23) montre le rayonnement circulaire de l’antenne.
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5.6. Conclusion

NORME : -187.259 dB
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Fia. 5.23  Coupe fréquentielle du champ électrique a 13 GHz.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons couplé une méthode de domaines fictifs avec la méthode
Galerkin Discontinu (DGTD), présentée aux chapitres précédents, pour la résolution
des équations de Maxwell dans le domaine temporel. L’approximation non-conforme des
champs utilisée par la méthode DGTD ne permettant pas de prendre en compte la
contrainte imposée sur le champ électrique par 'objet métallique, nous avons introduit
un opérateur discret permettant d’exprimer la trace tangentielle du champ électrique sur
la surface de I'objet considéré. Cet opérateur est un opérateur de projection orthogonale de
I'espace d’approximation non-conforme Q}m sur un sous-espace vectoriel Ay de H(rat, Q)
au sens d'un produit scalaire que nous avons défini. Ce produit scalaire présente 'avantage
de permettre 'utilisation d’une technique de condensation de masse pour les éléments de
Aj. Ainsi, nous obtenons un schéma stable et conservatif, qui apparait comme étant une
version perturbée du schéma DGTD sans la présence d’obstacles.

Les résultats numériques obtenus sont encourageants mais ne permettent pas encore de
valider complétement la méthode. En effet, nous avons constaté que, malgré le raffinement
du maillage volumique, une partie du champ électromagnétique traverse les obstacles
métalliques. Ce phénomeéne peut s’expliquer par le fait que, contrairement aux méthodes
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Chapitre 5. Meéthode des domaines fictifs

FDTD, la méthode Galerkin Discontinu développée ici nécessite, pour la prise en compte
des objets métalliques, une condition sur le champ électrique E et une condition sur le
champ magnétique H (voir section 2.3). Ainsi, on constate que lorsque la paroi métallique,
traitée par la méthode des domaines fictifs, tend vers les faces du maillage cartésien, on
ne retrouve pas l'intégralité des conditions métalliques imposées par la méthode DGTD ;
il manque la condition sur le champ magnétique.

Comme nous ’avons vu, la condition métallique sur H provenant de la méthode DGTD
consiste a introduire de part et d’autre de la paroi métallique (i.e. dans les cellules 7; et 7y
adjacentes & la parois métallique ) le saut du champ magnétique & travers celle-ci. Ainsi,
pour prendre en compte cette condition avec la méthode des domaines fictifs, il faut étre
capable d’exprimer la discontinuité du champ magnétique au niveau du maillage surfacique
quelle que soit sa position dans les éléments du maillage volumique, dans un cadre qui
permette au moins de démontrer la stabilité du systéme. Durant ce travail, plusieurs essais
en dimension 1 n’ont pas permis d’aboutir au résultat souhaité.
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Conclusions

Nous avons, dans ce travail, étudié une méthode d’éléments finis discontinus (ou
méthode de type Galerkin Discontinu, DGTD) pour la résolution des équations de Maxwell
dans le domaine temporel, afin de I’adapter a la caractérisation de structures rayonnantes
et de l'associer a des techniques de domaines fictifs.

La méthode Galerkin Discontinu présentée ici est adaptée aux maillages hexaédriques
orthogonaux. Elle est basée sur une formulation centrée pour approcher les intégrales
de surface, et sur un schéma "saute-mouton" d’ordre 2 pour l'intégration temporelle.
Elle conserve I’équivalent d’une énergie électromagnétique discréte et assure la stabilité
du schéma sous une condition de type CFL pour une large classe de fonctions de base.
Dans chaque élément du maillage, nous avons utilisé, comme espace d’éléments finis
pour les champs électrique et magnétique, la restriction a chaque élément des fonctions
de l'espace des éléments finis de plus bas degré de Nédélec pour H(rat). Cet espace
d’approximation présente ’avantage de conserver la nullité de la divergence des champs
dans chaque élément. Nous avons alors étudié 'erreur de dispersion du schéma dans le
cas d’'un maillage cartésien uniforme et de matériau homogéne et isotrope, et ce pour
différents espaces d’approximations. Cette étude nous a montré que l’erreur de dispersion
de la méthode différe selon I'espace d’approximation choisi et le vecteur d’onde considéré.
Dans tous les cas, 'erreur de dispersion n’est pas dégradée lorsque I'on diminue le nombre
de courant v du schéma, et donc le pas de temps. Cette propriété est importante dans le
cadre de 'utilisation de maillages localement raffinés, car elle permet de traiter des zones
raffinées avec un pas de temps constant sans introduire une erreur de dispersion trop
importante.

Nous avons ensuite introduit des conditions aux limites absorbantes parfaitement adaptées
a la périphérie du domaine de calcul : les Unsplit PML. Ces parois absorbantes sont une
version "non-splittées" des PML de Bérenger. Elles présentent 1’avantage d’étre proches
des équations de Maxwell d’origine et permettent d’introduire facilement des objets a
I'intérieur des couches absorbantes, et ce afin de simuler des structures de longueur infinie
ou des charges adaptées. Nous avons alors utilisé la méthode Galerkin Discontinu pour
la caractérisation de structures rayonnantes planaires. Nous avons calculé 'impédance, le
coefficient de réflexion et le taux d’onde stationnaire d’antennes planaires alimentées par
des lignes microruban. La fabrication et les mesures des antennes considérées ont permis
de montrer le trés bon comportement de la méthode pour ce type de calculs.

Nous avons ensuite présenté de maniére détaillée 'application de la méthode Galerkin
Discontinu pour des grilles cartésiennes par blocs, localement raffinées de maniére
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non-conforme. Des tests numériques ont permis de montrer que 'utilisation de ce type
de maillages n’engendre que peu de réflexions parasites au niveau des interfaces non-
conformes. Enfin, nous avons repris les calculs d’antennes effectués dans le précédemment
en raffinant localement afin de mieux prendre en compte la distance entre le plan de masse
et la structure rayonnante. Cette étude nous a permis d’améliorer la qualité des résultats
obtenus tout en diminuant la taille du domaine de calcul.

Dans le dernier chapitre, nous avons couplé la méthode Galerkin Discontinu avec une
méthode de domaines fictifs basée sur une approche avec multiplicateurs de Lagrange
pour prendre en compte la présence d'un obstacle métallique. L’idée de cette méthode est
d’étendre artificiellement la solution du probléme a 'intérieur de 'obstacle et d’introduire
une nouvelle inconnue (un multiplicateur de Lagrange) définie a la surface de celui-ci. La
méthode utilise deux maillages de maniére indépendante : un maillage cartésien, pour
faire évoluer le champ électromagnétique dans le domaine élargi, et un maillage surfacique
qui permet de prendre en compte l'objet métallique. La convergence de la méthode est
lie & une relation de compatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfacique :
le plus petit élément du maillage surfacique impose la taille des éléments du maillage
volumique. Ainsi, pour des objets présentant de tout petits détails, cette condition peut
devenir extrémement contraignante sans le recours a des techniques de raffinement local,
telle, par exemple celle rendue possible par la méthode Galerkin Discontinu.

La méthode des domaines fictifs impose de connaitre la trace tangentielle du champ
électrique a la surface de l'objet, et donc d’exprimer le champ électrique dans un
espace H(rot) sur tout le domaine de calcul Q. La méthode DGTD étant basée sur une
approximation non-conforme des champs, nous avons introduit un opérateur de projection
orthogonale de ’espace d’approximation Qéw sur un sous-espace vectoriel A, de H(rat, )
au sens d'un produit scalaire qui permet d’utiliser une technique de condensation de
masse pour les éléments de Aj. Nous avons ainsi obtenu un schéma stable et conservatif,
que 'on peut voir comme une version perturbée du schéma Galerkin Discontinu.

Parmi les tests numériques effectués, nous avons utilisé des maillages raffinés localement de
maniére non-conforme afin de diminuer la taille de certains problémes, tout en respectant
la condition de compatibilité entre le maillage volumique et le maillage surfacique. Les
résultats obtenus sont encourageants et montrent le bon fonctionnement de la méthode.

Pour la suite de ce travail, plusieurs perspectives sont envisageables. Tout d’abord,
au niveau du couplage de la méthode DGTD avec la méthode des domaines fictifs,
il faudrait définir une condition sur le champ magnétique permettant de retrouver
exactement les conditions métalliques imposées par la méthode DGTD lorsque le maillage
surfacique tend vers le maillage cartésien. Il faudrait également s’attaquer & la preuve
de la convergence de la méthode, qui donnerait probablement des pistes pour imposer
correctement cette condition métallique supplémentaire. Par ailleurs, on pourrait imaginer
d’adapter ce type de méthodes de domaines fictifs pour le traitement des frontiéres
diélectriques.

Pour ce qui est des schémas en temps, l'introduction de pas de temps locaux permettrait
d’adapter le nombre de pas de temps aux différentes zones raffinées et grossiéres du maillage
utilisé et ainsi optimiser les temps de calculs. Des schémas (de type simplectiques) avec
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pas de temps local ayant les mémes propriétés de conservation exacte d’une énergie
approchée ont déja été proposés. Il faudrait cependant étudier finement le couplage entre
ces schémas et 'approche domaines fictifs, en particulier pour les cas ou la zone raffinée
ne contient pas I’ensemble de I'objet metallique.

Enfin, D'utilisation de maillages hexaédriques non-réguliers pour la caractérisation des
structures planaires n’a pas été testée durant ce travail. Il serait ainsi intéressant d’étudier
Iinfluence de ce type de déformation de maillage sur les calculs d’impédances d’antennes.
Une autre application de la méthode DGTD & I’étude des antennes serait le traitement des
structures périodiques, comme par exemples les antennes Bandes Interdites Photoniques
(BIP) ou les Surfaces Sélectives en Fréquences (FSS). En effet, de par son caractére
"local", la méthode est parfaitement adaptée a I'utilisation de conditions de symétries aux
limites du domaine de calcul.
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Résumé

Ce travail porte sur l’étude d’'une méthode d’éléments finis discontinus (ou méthode
de type Galerkin Discontinu, DGTD) basée sur 'utilisation d’'un maillage héxaédrique
régulier, proposée pour la résolution des équations de Maxwell dans le domaine temporel,
afin de D'adapter & la caractérisation de structures rayonnantes et de l’associer a des
techniques de domaines fictifs.

On présente tout d’abord une méthode Galerkin Discontinu s’appuyant sur une formulation
centrée pour approcher les flux numériques aux interfaces du maillage et sur un schéma en
temps explicite de type saute-mouton. Ainsi, le schéma obtenu est non-diffusif, stable, peu
dispersif, parfaitement adapté a l'utilisation de maillages localement raffinés de maniére
non-conforme. La méthode a été dotée de parois absorbantes performantes (modeéle
Unsplit-PML), permettant de prendre en compte facilement des objets a cheval entre
le domaine de calcul et la couche absorbante. Nous avons ensuite utilisé la méthode
pour effectuer des calculs d’impédances, de parameétres S et de T.0.S. sur des structures
rayonnantes planaires. La comparaison entre la simulation et la mesure de ces structures
montre le bon fonctionnement de la méthode.

Nous avons alors couplé une méthode de domaines fictifs avec la méthode DGTD afin de
prendre en compte la présence d’objets métalliques a géométries complexes. La méthode
des domaines fictifs utilise deux maillages de maniére indépendante : un maillage cartésien,
pour faire évoluer le champ électromagnétique dans ’espace libre, et un maillage surfacique
qui permet de prendre en compte 'objet métallique. La convergence de la méthode (pour
la méthode FDTD) est liée & une relation de compatibilité entre le maillage volumique
et le maillage surfacique : le plus petit élément du maillage surfacique impose la taille
des éléments du maillage volumique. Ainsi, pour des objets présentant de tout petits
détails, cette condition n’est assurée que si le maillage volumique est de l'ordre du plus
petit élément du maillage surfacique, ce qui peut devenir extrémement contraignant sans
le recours a des techniques de raffinement local, telle que celle rendue possible par la
méthode Galerkin Discontinu et utilisée ici.

Mots-clés: Electromagnétisme, équations de Maxwell,méthodes Galerkin Discontinu non-
diffusives, maillages localement raffiné non-conformes, stabilité, Unsplit PML, structures
rayonnantes, impédance, domaines fictifs

Abstract

We present in this work a time-domain discontinuous Galerkin finite element
method (DGTD) applied and adapted to the time domain numerical characterization of
antennas, in association with a fictitious domain approach.

First, a Discontinuous Galerkin method is presented, which is based on centered numerical
fluxes and a second order explicit leap-frog time scheme. The scheme obtained is non-
diffusive, stable, with low dispersion and perfectly adapted for the use of nonconforming
locally refined meshes. To deal efficiently with unbounded problems, we used an unsplitted
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version of Perfectly Matched layers (UPML). Then, we used the DGTD method to calculate
impedances, S parameters and VSWR of various planar structures. The comparison
between simulation and measurement of theses structures shows the good behaviour of
the method.

Next, a fictitious domain approach based on the Discontinuous Galerkin Time-Domain
(DGTD) method is developped in order to take into account obstacles with complex
geometries. The fictitious domain method uses two independent meshes : a cartesian grid,
for the electromagnetic field propagation, and a surfacic mesh which takes into account the
obstacle geometry. In the general case, the convergence of the method is linked to obtaining
an uniform inf-sup condition, leading to a compatibility condition between the boundary
mesh and the volumic mesh, i.e. the volumic space step is linked to the smallest triangle
of the surfacic mesh. Thus the constraint can be severe for surfacic meshes with small
details, in particular for methods which do not cope easily with locally refined grids (like
the FDTD method). A DGTD method is perfectly adapted to the use of local subgridding
and allows the control of the volumic meshes dimension.

Keywords: Electromagnetism, Maxwell’s equations, non-diffusive Discontinuous Galerkin

methods,nonconforming locally refined meshes, stability, Unsplit PML, radiating
structures, impedance, fictitious domain

170



