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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Système ANCBC

Asymptotically Null Controllable with Bounded Control (ANCBC)
Un système est dit contrôlable en zéro au moyen d’une commande
bornée si et seulement si la matrice du système ne comporte pas de
valeurs propres strictement positives.

Système ANCBC
{

ż = ∆z +Θx +Ωu
ẋ = Ax + Bu

Une partie asymptotiquement stable : Re(eig∆) < 0
Une partie simplement stable : Re(eigA) = 0

Pôles strictement complexes
Pôles nuls : chaîne d’intégrateurs

La stabilisation de x garantit la stabilisation du système
ANCBC
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Une chaîne d’intégrateurs (x ∈ Rn et u ∈ R)

ẋ = Ax + Bu

A =



0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . . . . 0 1
0 . . . . . . . . . 0


, B =



0
...
...
0
1



Problématique
Stabiliser le système au moyen de la commande bornée u

−ū 6 u 6 ū
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ẋ = Ax + Bu avec −ū 6 u 6 ū

Commande optimale

J =

∫ tf
t0

dt

J =

∫ tf
t0

(xTQx + uTRu)dt

4 Convergence rapide
8 complexité de calcul

Commande petit gain

u = −sat(kBTP(ε)x)

P(ε) : solution de l’équation de Riccati
ε : paramètre de régulation

4 Bonne convergence
8 Coût de calcul : optimiser ε
8 Commande discontinue

Commande non linéaire

Commande anti-windup
4 Mise en oeuvre facile
8 Stabilité delicate

Commande des systèmes "feedfor-
ward"

4 Lois de commandes très
variées
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Commande optimale

J =

∫ tf
t0

dt

J =

∫ tf
t0

(xTQx + uTRu)dt

4 Convergence rapide
8 complexité de calcul

Commande petit gain

u = −sat(kBTP(ε)x)

P(ε) : solution de l’équation de Riccati
ε : paramètre de régulation

4 Bonne convergence
8 Coût de calcul : optimiser ε
8 Commande discontinue

Commande non linéaire

Commande anti-windup
4 Mise en oeuvre facile
8 Stabilité delicate

Commande des systèmes "feedfor-
ward"

4 Lois de commandes très
variées

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 6 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
État de l’art
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ẋ = Ax + Bu avec −ū 6 u 6 ū

Théorème de [Teel 92]
La commande bornée u basée sur une série de saturations emboîtées :

u = −satMn(yn + satMn−1(yn−1 + . . .+ satM2(y2 + satM1(y1))))

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs d’ordre n avec :

−Mn 6 u 6 Mn, Mi <
1
2
Mi+1 et yn−i =

i∑
j=0

i !
j !(i − j)!

xn−j
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Théorème de [Teel 92]
La commande bornée u basée sur une série de saturations emboîtées :

u = −satMn(yn + satMn−1(yn−1 + . . .+ satM2(y2 + satM1(y1))))

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs d’ordre n avec :

−Mn 6 u 6 Mn, Mi <
1
2
Mi+1 et yn−i =

i∑
j=0

i !
j !(i − j)!

xn−j

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 8 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Approche non-linéaire de [Teel 92] : Preuve

ẏ1
...

ẏn−2
ẏn−1
ẏn

 =


0 1 . . . . . . 1
0 0 1 . . . 1
...

. . . . . .
...

0 . . . . . . 0 1
0 0 . . . . . . 0




y1
...

yn−2
yn−1
yn

+


1
...
1
1
1

 u

u = −satMn(yn + satMn−1(yn−1 + satMn−2(yn−2 + . . .+ satM2(y2 + satM1(y1)))))

u = −yn − satMn−1(yn−1 + satMn−2(yn−2 + . . .+ satM2(y2 + satM1(y1)))))

u = −yn − yn−1 − (satMn−2(yn−2 + . . .+ satM2(y2 + satM1(y1))))

...
u = −yn − yn−1 − yn−2 − . . .− y2 − y1
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ẏn = u
= −satMn(yn + satMn−1(yn−1 + satMn−2(yn−2 + . . .+ satM2(y2+satM1(y1))))

Si yn /∈]−Mn
2 , Mn

2 [

1 En imposant Mn > 2Mn−1 −→ yn > satMn−1(. . .)
2 u et yn ont un signe opposé
3 En temps fini yn ∈]−Mn

2 , Mn
2 [ et y reste

4 yn + satMn−1(. . .) < Mn
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ẏn−2
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ẏn−1
ẏn
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Approche non-linéaire de [Teel 92] : Preuve

ẏ1
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ẏn−2
ẏn−1
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. . . . . .
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Résultat : Le système est globalement asymptotiquement
stable en boucle fermée

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 9 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Approche non-linéaire de [Teel 92] : Preuve

ẏ1
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Améliorations
Placement de pôles en B.F. [Johnson et Kannan 03]
Saturations variables [Marchand 03]
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Extensions
Avec retard [Mazenc et al. 03]
Au temps discret [Lozano et al. 06]
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Approche non-linéaire de [Sussmann et al. 94]

ẋ = Ax + Bu avec −ū 6 u 6 ū

Théorème de [Sussmann et al. 94]
La commande bornée u basée sur des sommes de saturations :

u = −

n∑
i=1

εn−i+1sat1(yi )

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs
d’ordre n avec :

−

n∑
i=1

εi 6 u 6
n∑

i=1

εi , 0 < ε 6
1
4

et yi =

n∑
i

εn−ixi
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. . . . . .
...
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0 0 . . . . . . 0
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...
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yn

+


1
...
1
1
1

 u

u = −εsat1(yn) − ε2sat1(yn−1) − ε3sat1(yn−2) − . . .− εnsat1(y1)

u = −εyn − ε2sat1(yn−1) − ε3sat1(yn−2) − . . .− εnsat1(y1)

u = −εyn − ε2yn−1 − ε3sat1(yn−2) − . . .− εnsat1(y1)

...
u = −εyn − ε2yn−1 − ε3yn−2 − . . .− εn−2y2 − εny1
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ẏn = u
= −εsat1(yn)−ε

2sat1(yn−1) − ε3sat1(yn−2) − . . .− εnsat1(y1)

yn /∈] − 1, 1[

1 En imposant ε > ε2 + . . .+ εn −→ εsat1(yn) > ε
2sat1(yn−1) + . . .

2 u et yn ont un signe opposé
3 En temps fini yn ∈] − 1, 1[ et y reste
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ẏn−2
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ẏn−2
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3sat1(yn−1) + . . .
2 u et yn−1 ont un signe opposé

3 En temps fini yn ∈] − 1, 1[ et y reste
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ẏ1
...
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ẏn−1
ẏn
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Résultat : Le système est globalement asymptotiquement
stable en boucle fermée
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Convergence de ‖x(t)‖ pour x0 = (2 − 2 3)T et ū = 1
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[Sussmann et al. 94]
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Zoom sur convergence ‖x(t)‖ pour x0 = (2 − 2 3)T et ū = 1
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Commande petit gain

Commande optimale en temps minimum

[Sussmann et al. 94]

[Teel 92]
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Étude comparative

[Rao et Bernstein 01] pour n = 2 et [Marchand et Hably 05] pour n = 3

Commande Convergence Erreurs Retard Temps Réel
Optimale en temps minimum + – – –
Petit gain + – – –
Sussmann et al. 94 – + + +
Teel 92 + + + +

Avantages supplémentaires pour Sussmann et al. 94
Résultat généralisable aux systèmes linéaires ANCBC généraux (pas
uniquement chaîne d’intégrateurs)
Preuve de stabilité relativement plus simple
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Plan

1 Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
État de l’art
Les approches non-linéaires
Améliorations
Extension au temps discret

2 Quadrirotor
État de l’art
Modèle dynamique
Commande bornée d’attitude
Commande de position dans le plan
Commande de position dans l’espace

3 Conclusions et perspectives
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Amélioration de l’approche de [Sussmann et al. 94]

La commande

u = −

n∑
i=1

εn−i+1sat1(yi )

= −εsat1(yn) − ε2sat1(yn−1) − . . .− εnsat1(y1)

Degré de liberté d’amélioration

? Le choix de ε
? Le niveau de saturation de sat1
? Placement de pôles en boucle fermée yi
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Amélioration de l’approche de [Sussmann et al. 94]
1 - Adaptation du choix du paramètre ε

Observation
La vitesse de convergence augmente avec la valeur de ε

Théorème 1 Automatica 05

La commande

u = −

n∑
i=1

εn−i+1sat1(yi )

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs
d’ordre n avec ε ≤ ε̄ pour

ε̄ solution unique dans ]0, 1[ de εn+1 − 2ε2 + ε = 0 si n > 2
ε̄ = 1 si n = 2
ε̄ > 0 si n = 1

Remarque : limn→+∞ ε̄ = 0.5
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Amélioration de l’approche de [Sussmann et al. 94]
1 - Adaptation du choix du paramètre ε : n = 3, ū = 1 et x0 = (2 − 2 3)T

Commande optimale en temps minimum
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[Sussmann et al. 94] : saturation fixes avec ε = 0.25
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Théorème 1 : saturation fixes avec ε = 0.618

0 10 20 30 40 50 60
-1

-0.5

0

0.5

1

Temps

u

0 10 20 30 40 50 60
-5

0

5

10

15

20

Temps

états

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 18 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Amélioration de l’approche de [Sussmann et al. 94]
2 - Adaptation dynamique de saturation (1/2)

Exemple : Double intégrateur{
ẏ1 = εy2 + u
ẏ2 = u

avec
u = −εsatM2(y2) − ε2satM1(y1)

ū = ε+ ε2

Si y1 6= 0 et y2 = 0
[Sussmann et al. 94] : M1 = M2 = 1 et ε 6 0.25
8 La valeur maximale de u est ε2 6 0.0625 alors que ū 6 0.3125
Donc 80% perte
Plus n est grand, plus le problème se pose
Solution : Saturation variables{

M2 = 1
M1 = 1 + 1

ε [M2 − |satM2(y2)|]

4 la valeur maximale de u est ε2 + ε = ū
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Donc 80% perte
Plus n est grand, plus le problème se pose
Solution : Saturation variables{

M2 = 1
M1 = 1 + 1

ε [M2 − |satM2(y2)|]

4 la valeur maximale de u est ε2 + ε = ū
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Amélioration de l’approche de [Sussmann et al. 94]
2 - Adaptation dynamique de saturation (2/2)

Théorème 2 : saturation variables Automatica’05

La commande

u = −

n∑
i=1

εn−i+1satMi (yi )

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs
d’ordre n avec

ε comme Théorème 1
Mi niveaux de saturation variables pour j = 1, . . . , n − 1{

Mn = 1

Mj = 1 +
1
ε
[Mj+1 −

∣∣satMj+1(yj+1)
∣∣]
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Commande optimale en temps minimum
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Extension au cas temps discret

Chaîne d’intégrateurs en temps discret x ∈ Rn et u ∈ R

x+ = Adx + Bdu avec −ū 6 u 6 ū

Théorème 3 : saturation variables en temps discret IEEE TAC’07

La commande

u = −

n∑
i=1

θi satMi (yi )

stabilise globalement asymptotiquement la chaîne d’intégrateurs
d’ordre n en temps discret avec

y = PΘx : changement de coordonnées linéaire
0 <
∑k−1

i=1 θi < θk < 1 pour k ∈ {2, . . . , n}

αj ∈ [0, 1] pour j = 1, . . . , n − 1{
Mn = 1
Mj = 1 + αj

θj+1
θj

[
Mj+1 −

∣∣satMj+1(yj+1)
∣∣]
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Théorème 3 : saturations variables en temps discret avec θi = 0.618n−i+1
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Convergence de ‖x(t)‖ pour x0 = (2 − 2 3)T et ū = 1
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Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
Zoom sur Convergence ‖x(t)‖ pour x0 = (2 − 2 3)T et ū = 1
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Quadrirotor

Attitude Position

Projection 
dans un plan

PVTOL 

avec gravité

PVTOL 

sans gravité

Commande prédictive

Chaîne d’intégrateur

Outil méthodologique

ICRA’07

Automatica’05    
TAC’07

POSTA’06

IROS’07

CDC-ECC’05
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Quadrirotor
Principe de Fonctionnement

4 rotors fixes avec vitesses de rotation si localement commandées
4 forces engendrées Fi et 4 couples résistants Γi

Rotation de roulis produit par
une dissymétrie
entre les forces gauche et droite :

Γr = l(F4 − F2)

Rotation de tangage produit
par une dissymétrie entre les
forces avant et arrière :

Γp = l(F1 − F3)

Rotation de lacet produit par
une dissymétrie entre couples
(avant/arrière) et couples
(gauche/droite) :

Γy = Γ1 + Γ3 − Γ2 − Γ4

F1

F2

F3 F4
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Quadrirotor
État de l’art : Positionnement du travail

Modélisation
Modélisation selon Euler-Lagrange : [Castillo et al. 04], ...
Modélisation selon Newton-Euler : [Bouabdallah et al. 04], [Pounds et al.
02]

Commande d’attitude
Non bornée

PD :[Tayebi et McGilvray 06]
Bornée

Sans les effets gyroscopiques : [Castillo et al. 06]

Commande de Position
Non bornée

Backstepping : [Guenard et al. 04], [Bouabdallah et Siegwart 05], ...
2 PVTOL inter-connectés (chaînes d’intégrateurs) : [Castillo et al. 04], ...

Bornée
[Kendoul et al. 06] : extension de [Castillo et al. 04]
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Quadrirotor
Modèle dynamique du Quadrirotor (1/2)

Deux repères
un repère fixe terrestre E (~e1,~e2,~e3)
un repère mobile fix au Quadrirotor
T (~t1,~t2,~t3)

Passage E → T
matrice de rotation R

~e1
~e2

~e3

~t1

~t2
~t3

Variables d’états :

Coordonnées cartésiennes (E )
position ~p
vitesse ~v

Attitude :
vitesse angulaire ~ω dans T
soit : Angles d’Euler trois rotations φ, θ and ψ autour ~t3, ~t1
et à nouveau ~t3
soit : Quaternion (q0,~q) = (cosβ/2,~v sinβ/2) une rotation
d’angle β autour ~v
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Quadrirotor
Modèle dynamique du Quadrirotor (2/2)

Dynamique de translation{
~̇p = ~v

m~̇v = −mg~e3 + R(
∑

i Fi (si )~t3)

Attitude

Quaternion

~̇q =
1
2

(
0 −~ωT

~ω −~ω×

)
q

Matrice de rotation/Angles d’Euler

Ṙ = R

 0 −ω3 ω2
ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0



J ~̇ω = −~ω×J ~ω+ Γ

Γ = −
∑

i

Ir ~ω×~t3si︸ ︷︷ ︸
gyroscopique

+Γpert +

 Γr (s2, s4)
Γp(s1, s3)

Γy (s1, s2, s3, s4)
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Commande bornée d’attitude du Quadrirotor
En collaboration avec Guerrero Castellanos, F.

Théorème 4 ICRA’07

Les couples
Γr = −αsatMφ(λ1[ω1 + satM(q1)])

Γp = −αsatMθ(λ2[ω2 + satM(q2)])

Γy = −αsatMψ(λ3[ω3 + satM(q3)])

stabilise asymptotiquement globalement l’attitude du quadrirotor
J ~̇ω = −~ω×J ~ω+ Γpert −

∑
i Ir ~ω×~t3si +

ΓrΓp
Γy


~̇q = 1

2

(
0 −~ωT

~ω −~ω×

)
q

avec α > 0, λ > 0, M ≥ 1, Mφ ≥ λ1(2M + ε), Mθ ≥ λ2(2M + ε) et
Mψ ≥ λ3(2M + ε)

~ω : vitesse angulaire, J : matrice d’inertie

Caractéristiques de la commande bornée

4 Stabilité indépendante de la matrice d’inertie J
4 Robuste vis à vis des saturations de mesure des gyromètres
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CHAPITRE 4. COMMANDE BORNÉE EN ATTITUDE
4.8. RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX
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(c) Commande

Fig. 4.14 – Stabilisation de l’hélicoptère à quatre rotors à l’origine.

– Robustesse par rapport aux perturbations externes

Dans cette seconde expérience, la performance de la loi de commande à rejeter les pertur-

bations externes a été testée. Dans un premier temps le système est stabilisé à l’origine en

partant des conditions initiales : φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦ et ~ω = 0. Puis l’hélicoptère

y reste pendant 7 secondes. Ensuite, un couple perturbateur est introduit autour des deux

directions de chaque axe. La première perturbation est introduite autour de l’axe zb. Cette

perturbation provoque une erreur grande dans l’angle ψ ainsi que dans la vitesse angulaire

ωz, comme le montrent les figures 4.15(a)) et 4.15(b). En conséquence, la commande Γ3

atteint ses limites (± 0.15 Nm) et ell réagit sur le système afin de rejeter la perturbation et

stabiliser l’hélicoptère à l’origine, cela est montré dans la figure 4.15(c). La loi de commande

a rejeté aussi de façon satisfaisante les perturbations qui ont été introduites autour des deux

directions des axes xb and yb, alors que les contraintes dans la commande Γ1 et Γ2 restent

satisfaites.

Ces résultats montrent que la loi de commande bornée que nous avons proposé, est robuste

par rapport aux perturbations externes et le plus important est que la loi de commande
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partant des conditions initiales : φ = −25◦, θ = 30◦, ψ = −10◦ et ~ω = 0. Puis l’hélicoptère
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(c) Couples (d) Vol stationnaire
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Passage du quadrirotor au PVTOL
Modèle du quadrirotor

Système réel : Altug et al., ICRA’02 ; Bouabdallah et al., ICRA’04

θ̈r = θ̇r ψ̇r
Iy−Iz

Ix − Jr
Ix θ̇r (s2 + s4 − s1 − s3) − kθθ̇r + Γr

Ix
φ̈r = φ̇r ψ̇r

Iz−Ix
Iy − Jr

Iy φ̇r (s2 + s4 − s1 − s3) − kφφ̇r +
Γp
Iy

ψ̈r = φ̇r θ̇r
Ix−Iy

Iz − kψψ̇r +
Γy
Iz

ẍr =
∑

i Fi
m (cosφr sin θr cosψr + sinφr sinψr ) − kx ẋr

ÿr =
∑

i Fi
m (cosφr sin θr sinψr − sinφr cosψr ) − ky ẏr

z̈r = −g +
∑

i Fi
m (cosφr cos θr ) − kz żr

En cas des vitesses de rotation basses : En normalisant le modèle,
on obtient : 

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ψ̈ = vψ
ẍ = u(cosφ sin θ cosψ+ sinφ sinψ)

ÿ = u(cosφ sin θ sinψ− sinφ cosψ)

z̈ = −1 + u(cosφ cos θ)

avec u =
∑

i Fi
mg , vθ = Γr

Ix , vφ =
Γp
Iy et vψ =

Γy
Iz
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ÿ = u(cosφ sin θ sinψ− sinφ cosψ)

z̈ = −1 + u(cosφ cos θ)

  

F2


 
zb xb

yb

F1

F3 F4

2

3

1

4
Boeing/Bell CV-22 Osprey

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 39 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Passage du quadrirotor au PVTOL
Modèle du PVTOL

Projection dans le plan

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ψ̈ = vψ
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PVTOL : Planar Vertical Take-Off and Landing aircraft
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Stratégie de commande φ̈ = vφ

ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ

−→
 φ̈ = vφ

ÿ = ry
z̈ = rz

Prendre
ry = −u sinφ
rz = −1 + u cosφ

Donc

u =
√

r2
y + (rz + 1)2

tanφ =
−ry

rz + 1

vφu

φ

−1

z

y

Stratégie : Trouver vφ bornées telles que φ→ φd avec :

φd = arctan
(

−ry
rz + 1

)
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Commande de Σr

1 Décomposition du PVTOL :

Σt :

{
ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ

Σr :
{
φ̈ = vφ

2 Faire converger φ vers :

φd = arctan
(

−ry
rz + 1

)
, ry et rz à determiner

En appliquant

Commande bornée avec des saturations fixes

vφ = βσ1(φ̈d ) − εφσ1(φ̇− φ̇d ) − ε2φσ1(εφ(φ− φd ) + (φ̇− φ̇d ))

avec 0 < εφ < 1 et σ1 fonction de saturation C 2 entre ±1
Rappel :

u = −

n∑
i=1

εn−i+1sat1(yi )

4 Quand t →∞, φ→ φd et φ̇→ φ̇d
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Commande de la poussée (Σt) et commandes intermédiaires

3 Une fois φ = φd , en appliquant u =
√

r2
y + (rz + 1)2, Σt devient :{

ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ

→ {
ÿ = ry
z̈ = rz

Par conséquent, on peut prendre :

Commande bornée avec des saturations fixes

ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)

rz = −εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż)

avec 0 < εy , εz < 1 et σ1 fonction de saturation C 2 entre ±1

4 Quand t →∞, y , ẏ , z et ż tendent vers zéro
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ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)

rz = −εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż)
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Stabilité

Quand t →∞ : (y , ẏ , z , ż)→ 0, φ→ φd et φ̇→ φ̇d

1

ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)→ 0

rz = −εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż)→ 0

2

φd = arctan
(

−ry
rz + 1

) → 0

3

u =
√

r2
y + (rz + 1)2 → 1

Remarque : Étapes 1, 2 et 3 sont appliquées simultanément [Sontag 89]

Caractéristiques POSTA’06

PVTOL globalement asymptotiquement stable
Commandes bornées pour vφ et bornée positive pour u
Pas de singularité dans φ
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ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)→ 0
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1
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Conditions initiales [y , ẏ ] = [z , ż ] = [10, 0] et [φ, φ̇] = [ 3π
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Stabilisation du PVTOL avec gravité
Position et orientation du PVTOL : [y , ẏ ] = [z , ż ] = [10, 0] et [φ, φ̇] = [ 3π

5 , 0]

Simulateur RV développé par P.Bellemain (ψ = θ = 0)
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Plan

1 Commande bornée d’une chaîne d’intégrateurs
État de l’art
Les approches non-linéaires
Améliorations
Extension au temps discret

2 Quadrirotor
État de l’art
Modèle dynamique
Commande bornée d’attitude
Commande de position dans le plan
Commande de position dans l’espace

3 Conclusions et perspectives
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Stabilisation du quadrirotor
Stratégie de commande

PVTOL : Planar Vertical Take-Off and Landing aircraft

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ψ̈ = vψ
ẍ = u(cosφ sin θ cosψ+ sinφ sinψ)

ÿ = u(cosφ sin θ sinψ− sinφcosψ)

z̈ = −1 + u(cosφcos θ)

Boeing/Bell CV-22 Osprey

4 Quand t → ∞, (ψ, ψ̇) → 0

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 47 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Stabilisation du quadrirotor
Stratégie de commande

Projection dans le plan

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ψ̈ = vψ
ẍ = u(cosφ sin θ cosψ+ sinφ sinψ)

ÿ = u(cosφ sin θ sinψ− sinφcosψ)

z̈ = −1 + u(cosφcos θ)

  

F2


 
zb xb

yb

F1

F3 F4

2

3

1

4
Boeing/Bell CV-22 Osprey

4 Quand t → ∞, (ψ, ψ̇) → 0
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Stabilisation du quadrirotor
Stratégie de commande

Quadrirotor

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ψ̈ = vψ
ẍ = u(cosφ sin θ cosψ+ sinφ sinψ)

ÿ = u(cosφ sin θ sinψ− sinφ cosψ)

z̈ = −1 + u(cosφ cos θ)

1 Stabilisation de ψ et ψ̇ telle que −v̄ψ ≤ vψ ≤ v̄ψ :

Commande bornée avec des saturations fixes

vψ =
v̄ψ

εψ + ε2ψ
(−εψσ1(ψ̇) − ε2ψσ1(εψψ+ ψ̇))

avec 0 < εψ < 1 et et σ1 fonction de saturation C 2 entre ±1

4 Quand t → ∞, (ψ, ψ̇) → 0
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Stabilisation du quadrirotor
Stratégie de commande

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ẍ = u cosφ sin θ
ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ cos θ

−→

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
ẍ = rx
ÿ = ry
z̈ = rz

Prendre

rx = u cosφ sin θ ry = −u sinφ rz = −1 + u cosφ cos θ

1 
r2
x = (u cosφ sin θ)2

r2
y = (−u sinφ)2

(1 + rz)2 = (u cosφ cos θ)2
donc u =

√
(1 + rz)2 + r2

x + r2
y

2

tan θ =
rx

1 + rz

3

tanφ =

(
−ry√

r2
x + (1 + rz)2

)

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 48 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Stabilisation du quadrirotor
Stratégie de commande

θ̈ = vθ
φ̈ = vφ
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ẍ = rx
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ẍ = rx
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ÿ = ry
z̈ = rz

Prendre

rx = u cosφ sin θ ry = −u sinφ rz = −1 + u cosφ cos θ

1 
r2
x = (u cosφ sin θ)2

r2
y = (−u sinφ)2

(1 + rz)2 = (u cosφ cos θ)2
donc u =

√
(1 + rz)2 + r2

x + r2
y

2

tan θ =
rx

1 + rz

3

tanφ =

(
−ry√

r2
x + (1 + rz)2

)

A. HABLY (gipsa-lab) Approches bornées pour les drones 05 Décembre 2007 48 / 59



Approches
bornées pour
les drones

A. HABLY

Introduction

Intégrateurs
État de l’art
Approches
non-linéaires
Améliorations
En temps
discret

Quadrirotor
État de l’art
Modèle
Attitude
Dans le plan
Dans l’espace

Conclusions

Stabilisation du quadrirotor
Commande de Σr

Stratégie : Trouver vθ, vφ bornées telles que φ→ φd et θ→ θd avec : φd = arctan
(

−ry√
r2
x +(1+rz )2

)
θd = arctan

(
rx

1+rz

)

2 Décomposition de quadrirotor :

Σt :


ẍ = u cosφ sin θ
ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ cos θ

Σr :

{
θ̈ = vθ
φ̈ = vφ

3 Faire converger φ et θ vers :

φd = arctan

(
−ry√

r2
x + (1 + rz)2

)
, θd = arctan

(
rx

1 + rz

)
(rx , ry et rz à determiner)
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Stabilisation du quadrirotor
Poussée et commandes intermédiaires

Commande bornée avec des saturations fixes

vφ =
v̄φ

βφ+εφ+ε2θ

[
σβφ(φ̈d ) − εφσ(φ̇− φ̇d ) − ε2φσ(εφ(φ− φd ) + (φ̇− φ̇d ))

]
vθ = v̄θ

βθ+εθ+ε2θ

[
σβθ(θ̈d ) − εθσ(θ̇− θ̇d ) − ε2θσ(εθ(θ− θd ) + (θ̇− θ̇d ))

]

4 Quand t →∞, φ→ φd , φ̇→ φ̇d , θ→ θd et θ̇→ θ̇d

4 Une fois φ = φd et θ = θd , en appliquant
u =

√
(1 + rz)2 + r2

x + r2
y

Σt devient :
ẍ = u cosφ sin θ
ÿ = −u sinφ
z̈ = −1 + u cosφ cos θ

→


ẍ = rx
ÿ = ry
z̈ = rz
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Stabilisation du quadrirotor
Poussée et commandes intermédiaires

Par conséquent, on peut prendre :

Commande bornée avec des saturations fixes

rx =
r̄x

εx + ε2x
(−εxσ1(ẋ) − ε2xσ1(εxx + ẋ))

ry =
r̄y

εy + ε2y
(−εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ))

rz =
r̄z

εz + ε2z
(−εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż))

et σ1 fonction de saturation C 2 entre ±1
r̄x > 0, r̄y > 0 et r̄z > 0 à régler

4 Quand t →∞, x, ẋ, y , ẏ , z et ż tendent vers zéro
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Stabilisation du quadrirotor
Stabilité

Quand t →∞ : (x , ẋ , y , ẏ , z , ż)→ 0, φ→ φd et θ→ θd

1

rx = −εxσ1(ẋ) − ε2xσ1(εxx + ẋ)→ 0
ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)→ 0

rz = −εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż)→ 0

2 
θd = tan−1( rx

1+rz )→ 0

φd = tan−1
(

−ry√
r2
x +(1+rz )2

)→ 0

3

u =
√

(1 + rz)2 + r2
x + r2

y → 1

Remarque : Étapes 1, 2 et 3 sont appliquées simultanément [Sontag 89]

Caractéristiques IROS’07

Quadrirotor globalement asymptotiquement stable
Commandes bornées pour vψ, vθ et vφ et bornée positive pour u
Pas de singularité dans ψ, θ, φ
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Stabilisation du quadrirotor
Stabilité

Quand t →∞ : (x , ẋ , y , ẏ , z , ż)→ 0, φ→ φd et θ→ θd

1

rx = −εxσ1(ẋ) − ε2xσ1(εxx + ẋ)→ 0
ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)→ 0

rz = −εzσ1(ż) − ε2zσ1(εzz + ż)→ 0

2 
θd = tan−1( rx

1+rz )→ 0

φd = tan−1
(

−ry√
r2
x +(1+rz )2

)→ 0

3

u =
√

(1 + rz)2 + r2
x + r2

y → 1

Remarque : Étapes 1, 2 et 3 sont appliquées simultanément [Sontag 89]

Caractéristiques IROS’07

Quadrirotor globalement asymptotiquement stable
Commandes bornées pour vψ, vθ et vφ et bornée positive pour u
Pas de singularité dans ψ, θ, φ
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ry = −εyσ1(ẏ) − ε2yσ1(εyy + ẏ)→ 0
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Quadrirotor globalement asymptotiquement stable
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Stabilisation du quadrirotor
Conditions initiales (x , y , z) = (2, 2, 2) et (φ, θ,ψ) = (π2 ,

π
2 ,
π
4 )

Système parfait normalisé :
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Stabilisation du quadrirotor
Position et orientation du Quadrirotor : (x , y , z) = (2, 2, 2) et (φ, θ,ψ) = (π2 ,

π
2 ,
π
4 )
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Conclusions

Amelioration et développement des commandes non
linéaires pour la stabilisation d’une chaîne d’intégrateurs en
temps continu et discret

Construction des commandes bornée pour la stabilisation
du quadrirotor

dans le plan (PVTOL)
dans l’espace (attitude et position)

Caractéristiques
Bornée
Simple : coût de calcul réduit
Convergence rapide
Robuste vis à vis des erreurs du système
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Perspectives

Chaîne d’intégrateurs
v Placement de pôles en B.F.
v Extension au commande avec retard et aux systèmes

linéaires ANCBC

Quadrirotor
v Simplification de la commande et le choix des paramètres
v Development de nouvelles commandes

v Commande prédictive de type énergie minimale
v Combiner la commande d’attitude et la commande du

PVTOL

v Implantation en temps réel de la commande de position
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