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Résumé

Les jeux booléens permettent de représenter les jeuxgittags d’'une maniere succincte en tirant
profit du pouvoir d’expression et de la concision de la logiguopositionnelle. Informellement, un
jeu booléen est un jeu a deux joueurs, chacun d’entre euxttamnt un ensemble de variables propo-
sitionnelles, et a somme nulle. La fonction d'utilité dugom 1 (et donc celle du joueur 2 qui est son
opposeé) est représentée par une formule de la logique ptiopaslle, appelédorme booléenndu
jeu. Ainsi, un joueur dans un jeu booléen a des préférencestdimiques : son but est satisfait ou ne
I'est pas.

Ces trois restrictions (deux joueurs, somme nulle, préfé&re binaires) limitent fortement I'expres-
sivité de ce cadre. Les deux premiéres restrictions peldteatfacilement résolues en définissant
les préférences des agents comme étami-uplet de formules propositionnelles (une pour chaque
agent). Des outils simples issus de la logique proposiéitbemous permettent ainsi de caractériser
certaines propriétés du jeu. Deux autres notions ont atéretédiées : la dépendance entre joueurs
(si le but, et donc la satisfaction, d’un joudutépend de variables contrblées par le jougw@iorsi
aura besoin d¢ pour satisfaire son but) et les coalitions de joueurs (uaéit@m dans un jeu booléen
est efficace si elle peut garantir a tous ses membres quebletsrsont satisfaits). Dans les deux cas,
I'objectif est de faciliter le calcul des concepts de saltiels que les équilibres de Nash en stratégies
pures.

Lever la troisiéme restriction consiste a exprimer desdpegfces (non binaires) dans un cadre propo-
sitionnel. Cela est possible en utilisant un langage deeseptation compacte de préférences. Nous
avons integré donc deux de ces langages aux jeux booléartsd’abord, lesbuts a prioritépuis les
CP-nets
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Abstract

Boolean games are a logical setting for representing gjatites in a succinct way, taking advantage

of the expressive power and conciseness of propositiogal. IBoolean games allow to express com-

pactly two-players zero-sum static games with binary pegfees : an agent’s strategy consists of a
truth assignment of the propositional variables she ctstemd a player’s preferences are expressed
by a plain propositional formula.

These three restrictions (two-players, zero-sum, binaeyepences) strongly limit the expressivity
of the framework. The first two can be easily encompassed figinig the agents’ preferences as
an arbitraryn-uple of propositional formulas. Two others notions haverbstudied : dependencies
between players (if the goal, and hence the satisfactiom, ghhyeri depends on some variables
controlled by a playelj, theni may need some action gfto see her goal satisfied) and efficient
coalitions (a coalition in a Boolean game is efficient if isithe power to guarantee that all goals of
the members of the coalition are satisfied). We give simpéastierizations of Nash equilibria and
dominated strategies, and investigate the computati@maplexity of the related problems.

Then, we relax the last restriction by coupling Boolean gami¢h propositional languages for com-
pact preference representation ; we consider generalipete8n games where players’ preferences

are expressed within the two following languages : propwsized CP-nets, and then prioritized
goals.
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Introduction

Contexte

Lintelligence artificielle permet a des machines d’eftest des taches réputées intelligentes, en
concevant et en réalisant des fonctions cognitives aeiliés, et en utilisant la puissance calcula-
toire des ordinateurs. Parmi ces taches se trouvent, antesal’acquisition et la représentation des
connaissances, la formalisation et la mécanisation dérdiffs types de raisonnement, l'aide a la
décision collective, la planification, les systémes madjents, etc.

Objet de nombreuses recherches en intelligence artiiciels systemes multi-agents s’inspirent des
sciences humaines pour modéliser des groupes d'agentsystbmse multi-agent est un ensemble
d’agents situés dans un certain environnement et intesagiselon une certaine organisation. Un
agent rationnel est une entité caractérisée par le faitlg@st, au moins partiellement, autonome. Ce
peut étre un processus, un robot, un étre humain, etc. Laaréte systémes multi-agents conduit a
cing problématiques principales :

x Problématique de I'action : comment plusieurs agents petilgeagir de maniére simultanée
dans un environnement commun, et comment cet environneimenagit en retour avec les
agents ? Les questions sous-jacentes a celle-ci sont enitess @elles de la représentation de
I'environnement par les agents, de la collaboration engenes et de la planification multi-
agents.

x Problématique de lI'agent et de sa relation au monde : de qoééle cognitif dispose I'agent
pour représenter le monde ? Comment un agent peut-il metbeuere les actions qui répondent
au mieux a ses objectifs ? Cette capacité a la décision esh liBétat mental” de I'agent, qui
refléte ses perceptions, ses représentations, ses creyaasalésirs, ses préférences, etc.

x Problématique de l'interaction : quelles formes d’intéi@c existent entre les agents ? Com-
ment est-elle représentée ? Quels moyens de communicatgiand entre les agents ?

x Problématique de I'adaptation : quelles sont les postbikt les moyens d’adaptation indivi-
duelle et d’apprentissage pour chaque agent ? Existert'ihadéle d’adaptation collective ou
d’évolution ?

x Problématique de I'implémentation : comment implémenter glystémes multi-agents ? Et no-
tamment comment choisir le langage de communication eg#sts, le langage de description
des lois de I'environnement, celui de représentation desaissances des agents et de leurs
préférences ?

En reprenant ces cing problématiques, il est possible dérelémelques éléments de I'architecture
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d’'un systéme multi-agent :

x Les agents doivent étre dotés de systemes de décision. é@sethde la décision sont un do-
maine a part entiére d'étude a ce sujet (voir par exemple §stgm 1991] pour un apercu du
domaine).

x Les agents doivent étre dotés d'un modéle cognitif. Laiaplissieurs modéles existent, 'un
des plus classiques étant le modéle BBeél{efs-Desires-IntentiofgRao et Georgeff, 1991].
Ce modeéle considere d’une part 'ensemble de croyar®elgef9 de I'agent sur son environne-
ment, qui sont le résultat de ses connaissances et de septjmis ; 'ensemble de ses objectifs
(Desires, qui sont les états possibles envers lesquels I'agentymelbir s'engager ; et enfin
'ensemble des intentiongnfentiong qui regroupe I'ensemble des projets qu’il a I'intention de
mener a bien.

x Les agents doivent étre dotés d’'un systéeme de communic&iasieurs langages spéciali-
sés ont vu le jour a cette fin : lKknowledge Query and Manipulation Langua@€¢QML,
[Einin_et ali, (1994 Labrou et Finir, 1997]), et plus récemment, le stethB#PA-ACL créé par
la Foundation for Intelligent Physical Agents FIPEe dernier standard repose en particulier
sur la théorie des actes de langage [Searle,| 1969].

x La problématique de I'adaptation est un sujet épineux tal@@ombreuses recherches a I'heure
actuelle. On pourrait toutefois citer 'exemple de cearitus, aussi bien biologiques qu’infor-
matiques, capables de s’adapter a leur environnement emmut

x Enfin, I'implémentation effective du systéme multi-agesiglle ne fait pas a proprement parler
partie de I'architecture du systéme, mérite d'étre évoguavers I'exemple des nombreux lan-
gages de programmation qui ont été développé a des fins daehelen intelligence artificielle
(en particulier le langage LISP). Les langages de reprasentutiles a ces sytemes, que ce soit
pour représenter les connaissances des agents, leureepo&f& ou encore la facon dont ils
communiquent, ont également fait I'objet de nombreusdseteties en intelligence artificielle.

Bien que toutes ces problématiques soient lieées, nous ahois de nous intéresser plus spécifique-
ment dans ce manuscrit ageoblématique de I'interactigret a lafagon de représenter les préférences
de chacun des agents. Comme nous l'avons évoqué plus teaagdats d’'un systeme peuvent avoir
besoin de communiquer afin de résoudre des différencesnibogi et des conflits d’intéréts, de tra-
vailler ensemble afin de résoudre des dilemmes, de trouggurdeves, ou tout simplement d’échan-
ger des informations. De plus, chaque agent a des préférancsein d’'un systéme multi-agent, des
désirs sur les états du monde gu'il souhaite atteindre ust@e'il souhaite éviter. Le “sort” de chacun
des agents, c'est-a-dire la satisfaction de ses préfé&edépend alors non seulement de ses propres
décisions, mais aussi des décisions prises par les autrabneedu sytéme. La décision “optimale”
pour un individu dépend donc généralement de ses propliessianais également de ce que font les
autres agents. Comme chacun n’est pas totalement maitendms, on dit que les agents sont en
interaction stratégiquePlusieurs cadres de travail existent pour traiter cettblpmatique.

Cadre de travail choisi

Lathéorie des jeux est probablement le modeéle formel legiositi pour I'étude des interactions stra-
tégiques entre agents. Plusieurs raisons nous ont ameésa ck cadre de travail. Tout d'abord les
jeux permettent de décrire des situations sociales tré&reliftes : les marchés en économie peuvent
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étre vus comme des jeux dans lesquels les participants ssirdducteurs ou des consommateurs ;
et, plus généralement, une partie d'échecs, la formationedtoalition gouvernementale ou encore
une négociation sont autant de jeux différents obéissaes aatdjles spécifiques. Ensuite, ce cadre de
travail est, et a été, I'objet de nombreuses recherchest &tés riche en résultats. C’est également
un cadre de travail trés intuitif & manipuler : il est en eftetile de visualiser les interactions entre
agents.

Informellement, un jeu consiste en un ensemble d’agent®(@urs), et pour chaque agent, la donnée
d'un ensemble de stratégies possibles et une fonctionlitBuissociant une valeur réelle & chaque
combinaison possible de stratégies, représentant seggéés. Des hypothéses sur les croyances
de I'agent au cours du jeu doivent étre en outre spécifiéeslpsygeux dynamiques a information
incompléte.

Nous étudierons ici les interactions entre joueurs et leesgmtation de leurs préférences en nous pla-
¢ant dans un cadre simple : les jeux statiques a informatimpt&te. Un jeu est statique si les agents
choisissent leur stratégie en paralléle et en une seule,&aps observer les choix des autres joueurs.
Il est a information compléte si chaque joueur connait exaent I'état du monde, les préférences et
les actions disponibles pour chacun des joueurs.

Plusieurs modes de représentation sont utilisés en théesigeux, notamment les formes extensives
et les formes normales qui coincident dans le cas des jaipg&s. Les fonctions d'utilité sont géné-
ralement décrites explicitement dans ces représentatarénumérant toutes les valeurs pour chaque
combinaison de stratégies. Le nombre de valeurs numérgysegcifier, c'est-a-dire le nombre de
combinaisons de stratégies possibles, est alors expehentfonction du nombre de joueurs, ce qui
rend cette représentation explicite des préférences desiij® déraisonnable lorsque le nombre de
joueurs est grand. Ceci devient encore plus problématiopsgue 'ensemble des stratégies dispo-
nibles pour un agent consiste a assigner une valeur a chdews variables a partir d'un domaine
fini donné (ce qui est le cas dans beaucoup de domaines @égliBtans ce cas, la représentation
explicite des fonctions d'utilité est de taille exponelgieen fonction du nombre d’agents k 2"
valeurs poun agents ayant chacun deux stratégies disponibles) et etidiomiti nombre de variables
controlées par les agents X2P x 2P valeurs pour deux agents contr6lant chaguvariables boo-
Iéennes). Ainsi, spécifier les préférences des joueurs;da fxplicite est clairement peu raisonnable,
tout d’abord car cela nécessiterait une quantité d’espguenentielle, puis parce qu’étudier ces jeux
(en calculant par exemple des concepts de solution comnégléiibres de Nash en stratégies pures)
exigerait d’accéder a toutes ces valeurs d'utilité au moiresfois, et serait donc exponentiel en temps
en fonction du nombre d’agents et du nombre de variables.

Une solution pour répondre a ces besoins consiste a utilisEngage permettant une représentation
concise des relations de préférences, ou des fonctiori$td,.gur un ensemble de conséquences qui
possede une structure combinatoire (c'est-a-dire un |reduésien de domaines de valeurs finis

pour un ensemble fini de variables). Ces langages ont étemant étudiés ces derniéres années,
spécialement dans la communauté d’'intelligence artifecidls exploitent dans une large mesure

des propriétés structurelles des relations de préférdooasme l'indépendance préférentielle entre

variables). Partant de 13, puisque la spécification d’'ursfatique nécessite la description des préfé-
rences des agents, il apparait naturel de représentersdeuslen utilisant des langages de repré-
sentation compacte de préférences. Il existe déja plesgadres répondant aux problémes que nous
avons posés plus haut, notamment les langages graphigeemgs présenterons dans le chapiiire 4

Jeux booléens 3
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(pagd121).

Proposition et méthodologie

Comme nous l'avons vu, notre objectif ici est de spécifieratmi concise et efficace les interac-
tions entre agents rationnels au sein d'un systéme muétitagPour cela, nous avons choisi de nous
appuyer sur la théorie des jeux, qui est un modéle formeltapour I'étude de ces interactions. Pour-
tant, une des principales lacunes de cette théorie estda f&& représenter les utilités des joueurs,
colteuse en place mémoire et en temps d’exécution. Nous &wogu’une solution pour pallier ces
problemes est d'utiliser un langage de représentation aotapde préférences. La premiére étape
consiste donc a choisir un tel langage, puis d’étudier les pouvant étre formalisés dans ce cadre :
étude des différents concepts de solution de ces jeux, deitbecomplexité des problémes associés.
L'étape suivante consiste a essayer de généraliser cesnentroduisant de nouvelles représentations
compactes de préférences.

Choix d’'un langage de représentation compacte de préférences

Afin de trouver un langage de représentation compacte dérprife répondant a nos besoins, nous
devons commencer par répondre a une question prélimindé® buts des agents doivent-ils étre
exprimés avec des préférences numériques ou ordinalesshglige de représentation de préférences
doit étre aussi proche que possible de la facon dont lesithdiv'connaissent” leurs préférences et
les expriment en langage naturel. Dans ce cadre, le proldénoeptuel de I'utilité cardinale est qu'il
n'existe pas d’échelle objective de la mesure de l'utigequ’il est donc difficile pour un individu
d’évaluer numériquement I'utilité apportée par la satistan de chacun de ses désirs. Dans le cadre
de l'utilité ordinale, il est demandé au consommateur de/piolasser raisonnablement les mondes
disponibles en fonction de I'utilité apportée, ce qui sesndlpriori plus aisé a effectuer pour de
nombreux individus.

Les notions que nous voulons étudier dans un jeu représamieautre critére de choix entre préfe-
rences numériques ou ordinales. En effet, quelques ndtielies que équilibres de Nash en stratégies
pures et stratégies dominées) peuvent étre définies aveedlésences ordinales, tandis que d’autres
(telles que équilibres de Nash en stratégies mixtes) omtibbele préférences cardinales. Ici, nous
avons choisi de nous restreindre aux calculs de stratégres,penous avons donc choisi de repré-
senter les préférences des joueurs de facon ordinale

Le langage de représentation compacte de préférenceslolgiplus simple et le plus intuitif pa-
rait étre lalogique propositionnelleEn effet, utiliser la logique propositionnelle pour regedter les
préférences des joueurs permet non seulement de simpéifigelix, mais aussi d'utiliser les pro-
priétés et les outils bien connus de cette logique pour &tlels caractéristiques de tels jeux. Nous
avons donc choisi ici d’étudier le cas ou chaque agent dentidensemble fini de variablegaires
Ces jeux, appelégux booléensont été introduits par [Harrenstedt all, 2001 ; Harrenstelin, 2004a;
Dunne et van der Hoek, 2004]. Un jeu booléen est un jeu a dew@ujs, chacun d’entre eux contro-
lant un ensemble de variables propositionnelles, et a sonuthe La fonction d'utilité du joueur 1
(et donc celle du joueur 2 qui est son opposé) est représpatéme formule de la logique proposi-
tionnelle, appelééorme booléenneéu jeu, qui doit étre satisfaite pour que le joueur soit épalat
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satisfait. Chaque joueur a donc des préféredatsotomiquegsoit il est satisfait, soit il ne I'est pas,
sans niveau intermédiaire).

Ces trois restrictions (deux joueurs, somme nulle, pré&e binaires) limitent fortement I'expressi-
vité des jeux booléens. Nous avons donc commencé par gépéias jeux en étudiant des jeur a
joueurs et a somme non nulle, puis nous avons introduit ddéngnces non binaires.

Etude des jeux booléens

Les jeux booléens peuvent étre facilement transformés &fed& an joueurs a somme non nulle
en définissant les préférences des agents comme étantplat de formules propositionnelles. Des
outils simples issus de la logique propositionnelle nousnpéent alors de caractériser certaines
propriétés du jeu, comme les équilibres de Nash en strat@gies et les stratégies dominées, et de
calculer la complexité des problémes associés.

Deux autres notions ont alors été étudiées : les dépendantesjoueurs (si le but, et donc la sa-
tisfaction, d'un joueui dépend de variables contrdlées par le jougwalorsi aura besoin d¢ pour
satisfaire son but), et les coalitions de joueurs (une timaldans un jeu booléen est efficace si elle
peut garantir & tous ses membres que leurs buts sont ta}is@aés deux nouvelles notions nous
ont permis de faciliter encore le calcul des concepts ddisnltels que les équilibres de Nash en
stratégies pures.

Introduction de nouvelles préférences

Tandis qu’une simple formule propositionnefjene peut pas exprimer plus qu’une relation de pré-
férence binaire sur les interprétations (les modéle$ dent strictement meilleurs que les modéles
de—d), exprimer des préférences (non binaires) dans un cadpegitimnnel est possible en utilisant
un autre langage de représentation compacte de préférévmes avons choisi de nous restreindre
encore aux préférences ordinales, et nous avons integrédares langages aux jeux booléens : tout
d'abord, lesbuts a prioritépuis lesCP-nets

Plan du manuscrit

Apres avoir donné dans le chapifie 1 quelques éléments thédae des jeux, nous donnerons dans
le chapitrd 2 une description (simplifiée) des jeux boolgmns nous montrerons gu'ils peuvent fa-
cilement étre généralisés de maniéere a représenter deajeoxin nombre arbitraire de joueurs et a
somme non nulle, mais en gardant I'’hypothése que les prefgsede chaque joueur sont représen-
tées par une formule propositionnelle unique, ce qui ne ped@représenter que des utilités binaires.
Nous verrons comment introduire la notion de dépendance &% joueurs, et comment des outils
simples issus de la logique propositionnelle permettentadactériser certaines propriétés du jeu,
puis nous donnerons quelques résultats de complexitéthlgague. Nous introduirons ensuite dans
le chapitrd’B deux langages de représentation de préféraficed’enrichir encore les jeux booléens
avec des préférences non dichotomiques : les buts a pipoiigdes CP-nets. Dans le chapifile 4, nous
exposerons quelques-uns des travaux utilisant des langageprésentation compacte de préférences
dans des jeux, en montrant le lien avec nos solutions. Nawledébns ensuite dans le chapifie 5 les
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coalitions efficaces dans les jeux booléens. Nous étudigout d’abord les propriétés des fonctions
d’effectivité associées aux jeux booléens, puis la notmnahlition efficace : nous donnerons une ca-
ractérisation exacte des ensembles de coalitions comdapba des ensembles de coalitions efficaces
associées a un jeu booléen, et nous ferons le lien entréicoaificace et noyau avant de conclure.

La figure[l donne un guide de lecture des chapitres : une fléahechapitre vers un autre indique
gue la lecture du premier est nécessaire a la compréhensisecdnd.

Chapitre 1

|

Chapitre 2

N

Chapitre 3 Chapitre 5

|

Chapitre 4

Figure 1 — Guide de lecture
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Notations

SoitV = {a,b,...} un ensemble fini de variables propositionnelles ¢te langage propositionnel
construit a partir d&/, des connecteurs habituels et des constantes booléénfweai) et L (faux.

Les formules dé.y seront notéeg, Y etc. On noté&/ar(¢) I'ensemble des variables présentes dans la
formule ¢.

Un littéral est, soit une variable d& soit sa négation. Une conjonction finie de littéraux esesim
termeou cube et une disjonction finie de littéraux est appelée ciaese On notelit (¢ ) 'ensemble
des littéraux formant la formul¢. Une formuled est en DNF si c’est une disjonction de termes.

2V est 'ensemble des interprétations pduavec la convention suivante : sdit une interprétation
pourV et pour toux € V, M donne la valeuvrai ax six € M etfauxsinon. SoitM une interprétation
pourV ety € Ly, la conséquence logigié = Y est définie de la maniére usuelle.

Soit X C V. 2% est 'ensemble deX-interprétations Une interprétation partiellede Ly est unex-
interprétation pouX C V. Les interprétations partielles sont représentées palisteede variables
de X, le symbole- représentant la négation d'une variable. Par exempl¥ =si {a,b,d}, la X-
interprétationM = {a,d} sera notéabd. SiVar(¢) C X, alorsMody (¢) représente 'ensemble des
X-interpretations satisfaisaft

Si{Vi,...,V,} est une partition d¥ et si{My,...,My} sont des interprétations partielles, aléce
2, (My,...,M;) représente alors l'interprétationy U ...UMy,

Rappellons que, quelle que soit la formdleune interprétation qui renfl vrai est unmodélede .

Linterprétation partielle d’'une formulegd) par une X-interprétation My sera noté :(¢)m, =
¢veMx<—T,veX\Mx<—L-

Nous aurons également besoin dans ce document de plus@iossnd’'impliquants premiers. Les
définitions suivantes sont reprises du rapport de syntlddaeglis, 2000].

Intuitivement, un impliquant premier d’'une formule projiimsnelle Y est un des plus petits termes
dont tous les modeles sont des modelegide
Définition 1. Soity une formule propositionnelle.

x Un termea est unimpliquantde  ssia = .
x Un termea est unimpliquant premiede ) ssi

x o est un impliquant dey, et
« pour chaque impliquant’ dey, sia =a’, alorsa’ = a.

On notera P[(y) 'ensemble des impliquants premiersle



Notations

Un L-impliquant (respL-impliquant premier) est un impliquant (resp. impliquargmier) dont tous
les littéraux appartiennent a I'ensemkle
Définition 2. Soit LCV et soity une formule propositionnelle de,L

* Un termea est unL-impliquantde Y ssia = W et Lit(a) C L.
x Un termea est unL-impliquant premieide  ssi

x o est un L-impliquant de, et
* pour chaque L-impliquan’ dey, sia =a’, alorsa’ = a.

On notera P| () I'ensemble des L-impliquants premiersygie

La notion de projection d’'une formule sur un ensemble dealsdes correspond a I'utilisation de
I'opérateurforget, qui a été étudié par [Langt all, 20024} 2003].

On dit que I'on “oublie complétement” la variabkedans une formul@ si et seulement si on s'inté-
resse a la formule (noté&&: ¢) : Gy T A by .

On peut aussi “oublier partiellement’dansd en s'intéressant a la formule (notée: ¢) : ¢y 1V
¢X<—L-

Onnote quelona:
UX:d=-3Ix: P

Par exemple, soit la formulg suivante :
¢ = (an—-bAc)v(bAa-c)V(anbAad)
La projection dep sur la variablec sera calculée comme suit :

Jc:¢ = [(an-bAT)v(bAaLl)v(anbad)]Vv](@ar-bAL)V(bAT)vV(anbAd)]
= (an—-b)Vvbv(anbAad)

ve:d = [(@aA—-bAT)V(bAL)V(arnbAad)]A[(an=bA L)V (DAT)V (aAbAad)]
= ((an-b)v(anbad))A(bv(anbad))
= aAnbad
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Eléments de théorie des jeux

La théorie des jeux est un outil mathématique permettamidi€ les comportements - prévus, réels,
ou justifiés a posteriori - d'individus face a des situatidi@tagonisme.

Si ses précurseurs furent Cournot [Courhot, 1838] et Edghviadgeworth| 1897], c’est la parution
en 1944 de I'ouvrage de John Von Neumann et Oskar Morgen3teenTheory of Games and Econo-
mic Behaviourjvon Newmann et Morgenstern, 1944], qui instaura véritaglet la théorie des jeux
comme étant une nouvelle discipline. Dans cet ouvrage, \@mMnn et Morgenstern proposent une
solution dans le cas particulier d’jeu a somme nulléce qui est gagné par I'un est perdu par l'autre,
et réciproquement). En 1950, John Nash [INash,|1950] a moainénent les idées développées par
Cournot dés 1838 pouvaient servir de base pour construgehdorie de I'équilibre pour des jeux a
somme non nulle, qui généralise la solution proposée pafNéammann et Morgenstern. Les écono-
mistes, premiers a s'approprier cet outil, ont été depydsnts par, entre autres, les sociologues, les
chercheurs en sciences politiques, les philosophes, auesles informaticiens.

La théorie des jeux étudie des situations dans lesquellssrtede chaque participant dépend non
seulement des décisions qu'il prend, mais également désiatés prises par d’autres participants.
Le choix optimal pour un agent (appgl@ueur) dépend donc généralement des choix des autres
agents. Comme chaque joueur n’est pas totalement maitendgog, on dit que les agents sont en
situation dinteraction stratégiqueOn suppose dans un jeu en interaction stratégique quelesr

se connaissent : ils savent combien il y a de joueurs, et gjgoiht. Du fait que le gain de chacun
dépend en partie des actions des autres, un joueur ne pese gasitenter de choisir ses propres
plans d’actions, en négligeant ce que font les autres. ladptontraire se faire une idée aussi précise
gue possible des stratégies choisies, ou susceptiblee dhigisies, par les autres joueurs. Pour cela,
on admet qudes agents sont rationnelsc’est-a-dire que chaque joueur s’efforce de prendre les
meilleures décisions pour lui-méme, et sait que les aubttgsys font de méme.

Notre objectif ici n’est pas de donner un état de I'art extiisar la théorie des jeux, nous voulons
juste introduire quelques concepts qui nous seront utdes th suite de ce manuscrit. Nous allons
donc tout d’abord présenter une taxonomie partielle des ¢geuSectior_I]1, puis les types de re-
présentation des jeux en Sect[on] 1.2, et enfin nous présasten Sectiof1l.3 quelques concepts de
solution.



Eléments de théorie des jeux

1.1 Taxonomie partielle des jeux

Nous allons présenter ici quatre types de jeux, les jeuigets, dynamiques, coopératifs et non
coopératifs. Un jeu peut réunir plusieurs de ces caratitprés : il peut étre statique et coopératif,
statique et non coopératif, dynamique et coopératif ourendgnamique et non coopératif.

1.1.1 Jeux statigues et dynamiques

La premiére distinction que nous allons faire est celleeejdu statique et dynamique. Un jeu est
statique lorsque tous les joueurs jouent simultanémenherseule étape, alors qu’il est dynamique
lorsque le jeu se déroule en plusieurs étapes (un ou plsgmueurs peuvent jouer & chaque étape).

1.1.1.1 Jeux statiques

Un jeu est ditstatique lorsque les joueurs choisissesitnultanément leurs actions, et recoivent
ensuite leurs gains respectifs.

Définition 1.1. Unjeu statique est un ensemble de regles qui encadre le comportement aéesgoet
qui détermine les gains des joueurs selon les actions erge=p Formellement, un jeu G est constitué
de:

* unensemble de joueurdN = {1,...,n},

x I'ensemble des profils de stratégies ou issues du j&I= S x ... X §,, ou S. représente
I'ensemble des choix possibles (stratégies) du joueur s@pose dans la suite que lgssBnt
finis.

x Vi € N, unefonction d'utilité qui représente les gains du joueur en fonction de l'issueedu |
Ui : S— R. Le joueur i préfere strictement I'issue s a l'issusias (s) > ui(s). Siu(s) = ui(s),

i est indifférent entre ces deux issues.
Vi € N, S représente toutes lestratégiess; disponibles pour le joueur i. Uprofil de stratégies
appelé aussissuedu jeu, est une combinaison de stratégies individuelleys;,...,sy) € S x ... X

S

Soit G un jeu statique, avedN ={1,...,n}, s = (s,...,S) et s = (8,,...,s,) deux profils
de stratégies. On note_; le profil de stratégies s privé de la stratégie du joueur s_; =
(s1,%,.--,S-1,S+1.---,Sn). On note(s_j, §) le profil de stratégies s dans lequel on aremplacé la stra-
tégie du joueur i par celle du profil s (s_i,5) = (s1,%,.--,5-1,5,S+1,---,Sn). On note§ = x| §
I'ensemble des stratégies pdut N.

Le dilemme du prisonnier, que nous allons présenter maintenant, est un exemplereéebla
théorie des jeux.

Exemple 1.1. Deux suspects sont retenus dans des cellules séparéespetivent donc pas com-
muniquer. La police ne dispose pas d'éléments de preuveanifipour obtenir leur condamnation,
'aveu d’au moins un des deux est donc indispensable. Lag@a@liiopose a chacun d’entre eux le
marché suivant :

* SI Vous avouez et que votre complice n’avoue pas, vous angeeremise de peine, tandis que
votre complice aura la peine maximale (10 ans) ;
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1.1. Taxonomie partielle des jeux

* Si vous avouez tous les deux, vous serez condamnés a unglpsitégére (5 ans) ;
* Si aucun de vous n'avoue, la peine sera minimale (6 moisbe fdiéléments au dossier.

On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qeigjoueur ayant 2 stratégies possibles :
avouer (dénotée par A) ou se taire (dénotée par T).

N ={1,2},

le prisonnier 1 a deux stratégies possibleg,;:s Aetg, =T. Il en est de méme pour le joueur

2:5 =Aetg,=T.

Ce jeu a donc 4 profils de strategies possibles : AA, AT, TAetTT

On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs phacune des issues possibles du

*

*

*

*

jeu:
* U (AA) = up(AA) = -5,
« Up(TT)=ux(TT) =-0.5
x U (AT) = up(TA) =0,
* Uz(AT) = Ul(TA) = —-10

La bataille des sexe®st également un jeu célébre en théorie des jeux :

Exemple 1.2. Lucas et Elsa veulent aller au cinéma. Ils ont le choix entrdiln d’horreur et une
comédie romantique. Pour les deux, ce qui compte avantd@st, d’étre ensemble. Néanmoins, Elsa
a une préférence pour le film d’horreur et Lucas pour la coraédimantique.

On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qel@joueur ayant 2 stratégies possibles :
aller voir un film d’horreur (dénotée par H) ou une comédie amique (dénotée par R).
x* N=1{1,2},
x Elsa (1) a 2 stratégies possibles 3,5=H et 5, = R. Lucas(2) a les méme possibilités :
S, =Hetsg, =R.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs pbacune des issues possibles du
jeu:
* Ul(H,H) = Uz(R, R) = 2,
x U(RR)=ux(H,H)=1,
x U1(H,R)=u(RH)=u(H,R)=w(RH)=0.

1.1.1.2 Jeux dynamiques

Un jeu dynamique est un jeu qui se déroulgtrsieurs étapesOn se place ici dans le cadre gesx
dynamiques en information compléte c’'est-a-dire que I'on admet que toutes les actions passées
sontobservablegtconnuegle tous les joueurs. Dans ce cadre, en intervenant & des étatpeeures

du jeu, certains joueurs ont le pouvoir d’affecter direaaimes gains d’autres joueurs de maniere
irréversible.

Un jeu esten information parfaite si chaque joueur connait I'ensemble des actions choise®ps

les joueurs qui sont intervenus avant qu’il ne sélectiormetsatégi@, et qu’il connait toutes leurs
stratégies possibles. Il est le seul joueur a prendre urisiolé@ cette étaﬂa Si plusieurs joueurs

1Dans le cadre des jeux statiques, la notion d'informatiofejtarn’a aucun sens : les joueurs jouent simultanément et
en une seule étape, et n'ont donc pas a connaitre les acégnetdlisées.
2par exemple, le jeu d’échecs est un jeu & information parfait
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choisissent leurs actions simultanément & une étape doonés les joueurs ne connaissent pas
toutes les stratégies des autres jo&desjeu est dien information imparfaite . Ces actions ne sont
pas connues et chacun des joueurs intervenant a cette étapmporte un peu comme dans un jeu
statique, a la différence que dans ce cas, I'histoire dunijitueince le choix de chacun.

Définissons le cadre conceptuel général des jeux dynami§o@ss un jeu dynamique. On désigne
para le vecteur des actions choisies a I'étagedu jeu par les participants qui interviennent a cette
étape (un seul joueur dans le cas d’un jeu en informatiorajpe)f Soitt une étapequelconque du
jeu. On définit Ihistoire ht = (a0,at,...,al1) du jeu & I'étapd par la séquence de toutes les déci-
sions prises par les joueurs intervenant lors des étapéseanes. On suppose que tous les joueurs
connaissent I'histoire du jeu a chaque étape, c’est-aglieetoutes les actions passées sont obser-
vables et connues par tous les participants. Le reste dugate$ les étapestelles quer > t) est
appelésous-jeude G, et est notéG(ht). Puisque I'histoirent du jeu a chaque étageest connue,

le sous-jeu se déroulant & partir dpeut étre vu comme un jeu a part entiere induit par I'histoire
h'. L'histoire h impose des restrictions sur les choix offerts au joie@oit Aj(ht) I'ensemble des
actionsauxquelles le joueura acces a I'étapedu jeu lorsque I'histoire est donnée par Si A (h')

est vide, le joueur n’intervient pas a I'étape considéﬂé@oith I'ensemble de toutes les histoires
possiblesjusqu’a I'étapet. Aj(H') = Ut Ai(h') désigne alors I'ensemble de toutes les actions
possibles pour le jouetid I'étapet selon les histoires possibles.

Nous pouvons a présent définir une stratégie pure d’un jeardijue admettant étapes. Unstra-
tégie pure pour le joueuri est définie par une suite de applicationsS de H! vers Aj(H!). En
d’autres termes, une stratégie pure est une suite de régksdattion d’'une action particuliére par le
joueuri a chaque étape du jeu compte tenu de I'histoire qui s’esutqusqu’alors. Par exemple,
les actions du joueura I'étape 0 son&? = (h?), celles de I'étape 1 somft = st(ht), de I'étape 2
a2 = §2(h?), et ainsi de suite.

Nous donnerons un exemple de jeu dynamique en Sdciion b4 V).

1.1.2 Jeux coopératifs et non coopératifs

Comme nous l'avons vu, une caractéristique fondamentagelx est que le gain obtenu par un
joueur dépend de ses choix, mais aussi des choix effectuésspautres joueurs. Il convient alors de
distinguer deux grandes familles de jeux : les jeux coofférettles jeux non coopératifs.

Un jeu esttoopératif lorsque les joueurs peuvent passer entre eux des accoilds ent de maniére
contraignante. On dit alors qu’ils forment uoealition dont les membres agissent de concert. Dans
le cas contraire, c'est-a-dire lorsque les joueurs n'ortip@ossibilité de former des coalitions, le jeu
estnon coopératif.

1.1.2.1 Jeux coopératifs

Un jeu coopératif (appelé aussi jeu coalitionnel) est urdgmns lequel les joueurs peuvent former des
coalitions et agir de concert.

3Les jeux de cartes sont généralement des jeux & informatiparfaite : & la belote par exemple, un joueur ne connait
pas toutes les stratégies possibles de ses adversairagydsune connaissance parfaite du jeu.
4La description des ensemblagh') & chaque étapepour tout joueui fait partie de la spécification des régles du jeu.
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Définition 1.2. Une coalition est un sous-ensemble de joueurs TN = {1,...,N}. Si C est une
coalition d'un seul joueur (C= {i}), C est appel&ingleton Si C est la coalition formée de tous les
joueurs (C= N), C est appel@rande coalition.

On dit qu'un jeu coopératif est @tilité non transférable s'il n'est pas possible d’additionner les
utilités des joueurs et de les redistribuer aux membresedtoalition. Chaque membre d'une coalition
essaie d'optimiser le montant obtenu par chacun individomaint.

Définition 1.3. Un jeu coopératif a utilité non transférable est une pairgN,v) ou

x N est un ensemble de joueurs

* v est unefonction caractéristique qui associe un vecteur@) < R® a chaque coalition C de
N, chaque élément du vecteur {C) correspondant a I'utilité obtenue par le joueur i dans la
coalition C.

La bataille des sexespeut étre transformée en un jeu coopératif a utilité non sfean
rable [Luce et Raiffa, 1957] :

Exemple[I.2 (pagé~lll) — suite : La bataille des sexes peut étre formalisée par le jeu codijéra
utilité non transférable a 2 joueurs suivant :

« N=1{1,2},

V(12) = {(v1,v2);1<v1 <2,1< v <2}
* v deéfinie par ;¢ v(1) = {(v1);0<v3 <2}

V(2) = {(v2);0<v2 <2}

En effet, si Lucas et Elsa se coordonnent, ils sont sOrsat’alll méme endroit, et donc auront chacun
au moins une utilité dd. Par contre, s’ils ne se coordonnent pas, ils ont toutes fesces de ne
pas étre au méme endroit, et donc de n’en retirer aucunefaatisn (méme s’ils peuvent avoir de la
chance et que I'un des deux se dévoue, en espérant que lidair@as eu la méme idée).

On dit qu'un jeu coopératif est @tilité transférable s'il est possible d’additionner les utilités des
joueurs et de les redistribuer aux membres d'une coalitl@xiste une “monnaie” commune a tous
avec laquelle on peut effectuer des transferts).

Définition 1.4. Un jeu coopératif a utilité transférable est une pairgN,v) ou

x N est un ensemble de joueurs
* v est undonction caractéristique qui associe une valeur(€) € R a chaque coalition C de N.

Pour chaque coalitio®, v(C) est le paiement total que peuvent se partager les joueusstapant a
C, indépendamment du comportement des joueurs n'appattpasariC.

Un jeu coopératif a utilité transférable est :
x symétrique si la valeur d’'une coalition ne dépend que de sa taille : #texiine fonctiorf telle
queVC C N, v(C) = f(|C|);
* monotonesiBC C = v(B) <v(C);
* superadditif siBNC = @ = v(BUC) > v(B) +Vv(C) ;
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* simple si pour toute coalitior, soitv(C) = lﬁ (coalition gagnantg, soitv(C) = O (coalition
perdante), etv(N) = 1.

Un joueuri dans un jeu coopératif a utilité transférable :

* aun droit de veto s'il appartient a toutes les coalitions gagnanté€{ = 1=-i € C);
+ est undictateur si une coalition est gagnante si et seulement si il en faitp(C) = 1 < i €
C).

Exemple 1.3. Présentons ici plusieurs jeux coopératifs a utilité tramable a3 joueurs satisfaisant
différences propriét
x Majorité simple Une coalition est gagnante si et seulement si elle compaenthoins deux
membres
v(1) =v(2) =v(3)=0
v(1,2) =v(2,3) =v(1,3) =v(1,2,3 =1
x Unanimité Une coalition est gagnante si et seulement si elle compi@mslles membres
v(1,2,3 =1
VCCN,v(C)=0
* Le joueur 2 a un droit de vet®&Jne coalition est gagnante si et seulement si elle compaend
moins deux membres, dont le jou@ur2 peut empécher une coalition de gagner, mais ne peut
pas pour autant gagner seul
v(1l) =v(2) =v(3) =Vv(1,3) =0
v(1,2) =v(2,3) =v(1,2,3 =1
x Le joueur 2 est dictateulJne coalition est gagnante si et seulement si elle compleejalieur

v(1) =v(3) =v(1,3) =0
- V(1,2 =v(2,3 =v(1,2,3 =1

1.1.2.2 Jeux non coopératifs

Les jeux non coopératifs se divisent en deux grandes familles jeux a somme nulle, et ceux a
somme non nulle. En économie, cette notion simplificatreged a somme nulle est importante : ces
jeux correspondent a I'absence de production, ou de déistiude produits.

Les jeux a somme nullesont tous les jeux ou la somme “algébrique” des gains desujeuest
constante : ce que gagne l'un est nécessairement perdu parnen Stricto sensu, il est possible
gue les jeux ne soient pas a somme nulle, mais a somme ceansaiela n'a aucune importance
en pratique : I'enjeu est de répartir entre tous les jouenrtotal de gains préalablement fixé. Les
échecs, le poker ou encore le jmatching pennies présenté ci-dessous, sont des jeux a somme
nulle, les gains d’un joueur étant trés exactement les pdita autre joueur, tandis que le dilemme
du prisonnier est un jeu non coopératif a somme nona)ulle

Exemple 1.4. Deux joueurs, Robin et Annelise, annoncent simultanémienbyp face.
x Si les annonces sont identiques, Robin donne 15 euros aigenel

5La valeur 1 est choisie arbitrairement, il faut juste queaiela méme pour toutes les coalitions gagnantes.

6pPar souci de simplifier les notations, on écsifa j) au lieu dev({i, j}).

"Les deux prisonniers sont enfermés dans des cellules e&par peuvent pas communiquer, et donc ne peuvent pas
passer un accord et former une coalition, mais ce que gagm&'est pas forcément perdu par I'autre.
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x Si les annonces ne concordent pas, c’est Annelise qui doitetdl5 euros a Robin.

On peut formaliser cette situation par un jeu a 2 joueurs,qel@joueur ayant 2 stratégies possibles :
annoncer pile (dénotée par P) ou face (dénotée par F).
x« N=1{1,2},
x Annelise(1) a 2 stratégies possibles j,5= P et 5, = F. Robin(2) a les méme possibilités :
S, =Pets,=F.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs pbacune des issues possibles du
jeu:
x U (P,P) =ui(F,F) =u(P,F) =u(F,P) =15 et
x U (P,F) =u(F,P)=ux(P,P) =u(F,F) =-15
Ce jeu est bien un jeu a somme nulle : tout ce qui est gagné paelida est perdu par Robin, et
vice-versa.

En 1944, John von Neumann et Oskar Morgenstern [von Newnaviorgenstern| 1944] ont deé-
montré que tout jeu & somme nullemdoueurs est une forme généralisée des jeux & somme nulle a
2 joueurs, et qu'il est possible de ramener tout jeu a sommenabke an joueurs a un jeu a somme
nulle an+ 1 joueurs, len+ 1*™€joueur représentant le gain ou la perte globale.

Les jeux a somme nulle a 2 joueurs constituent donc une esientielle de la théorie mathématique
des jeux.

On peut noter ici que si les jeux a somme nulle et & deux jousamsdes jeux non coopératifs, les
jeux a somme nulle et ajoueurs peuvent étre coopératifs, si par exenmplel joueurs se liguent
contre len®M€joueur pour le faire perdre, et se partager les gains.

Exemple 1.5. Tristan, Aguirre et Matisse jouent a Pile ou Face. Si dewntlie eux annoncent la
méme chose, ils gagnent et le troisieme perd. Si les troilaan€me annonce, aucun d’entre eux ne
gagne.

On peut formaliser cette situation par le jeu a somme nulke @ilités non transférables a 3 joueurs
suivant :
* N={1,2,3},
« Tristan (1) a 2 stratégies possibles 3,5= P et 5, = F. Aguirre (2) et Matisse(3) ont les
mémes possibilités »s=s3 =Pets, =5, =F.
x On peut donc calculer les utilités de chacun des joueurs pbacune des issues possibles du
jeu:
+ u(P,P,P) = ui(F,F,F) = uy(P,P,P) = up(F,F,F) = u3(P,P,P) = u3(F,F,F) =0,
x u(P,P,F) = up(P,P,F) = uy(P,F,P) = u3(P,F,P) = uy(F,P,P) = uz(F,P,P) =
ui(F,F,P) =uw(F,F,P) =u(F,P,F) =us(F,P,F) =u(P,F,F) =u3(P,F,F) =1
x u3(P,P,F) = up(P,F,P) = uy(F,P,P) = u3(F,F,P) = uy(F,P,F) = uy(P,F,F) = —2.
Ce jeu peut étre vu comme un jeu coopératif, 2 joueurs onteinéése mettre d’accord pour avoir
une chance de battre B™€ Il est a utilités non transférables car si un joueur gagh@e peut pas
donner une partie de sa victoire, ou de ce qu'il a gagné, a uregaueur.

Ce jeu peut aussi étre vu comme un jeu a somme nulle et asutii@sférables si on suppose par
exemple que Tristan, Aguirre et Matisse misent a l'origisee®iros chacun ; que s’ils ont tous les
trois la méme annonce ils récupérent leur mise, mais si berwe d’'un joueur est différente de celle
des deux autres, il perd sa mise tandis que les deux autreega87.5 euros chacun.
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1.1.3 Récapitulatif

Nous avons donc vu dans cette section une taxonomie de @sgleux, que nous récapitulons dans
le tableau représenté Figudirell.1, dans lequel nous avorss Ipquelques exemples déja étudiés.

Somme nulle Somme non nulle
=Coop. Coop. =Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique | Ex.[L2 Ex.[L3 Ex.[I3 Ex.I3 Ex.[T3 Ex.[12
Dynamique Ex.[L12

Figure 1.1 —Taxonomie des jeux

Comme c'est visible sur ce tableau, certains cas ne sontlpstsds par des exemples. Ces derniers
concernent les jeux dynamiques, que nous n'étudierons gasld suite de ce rapport. Nous avons
donc omis de présenter exhaustivement cette catégorieixle je

Nous allons a présent voir comment I'on peut représentejecas

1.2 Représentation des jeux

Un jeu stratégique peut étre représenté de deux faconsetifés mais équivalentes : sous forme
normale (dite aussi stratégique) et sous forme extensiteeddssi développée).

1.2.1 Forme extensive

Un jeu soudorme extensiveest défini par urarbre de décision décrivant les actions possibles des
joueurs a chaque étape du jeu, la séquence de tours de jeaudassjainsi que l'information dont ils
disposent a chaque étape pour prendre leur décision. Cimagud de I'arbre spécifie le joueur qui
doit choisir une action (ou stratégie) a ce moment du jes; gie I'information dont il dispose. Les
gains que chaque joueur peut réaliser aprés avoir suivi sirtliiemins possibles au sein de I'arbre,
correspondant a chaque profil de stratégies, sont assochegiae feuille de I'arbre. Par exemple, la
forme extensive du dilemme du prisonnier est représentfieefll 2 (page suivante).

Exemple[I.] (pag€ll0) — suite : Une forme extensive du dilemme du prisonnier est la suivante

Chaque nceud de cet arbre correspond a un joueur, et chaquetegartant de ce nceud correspond
a une stratégie possible de ce joueur.

Dans les feuilles, le premier élément de chaque couple sepié I'utilité du prisonnier 1, tandis que
le second élément représente celle du prisonnier 2.

Le cercle en pointillé entourant les deux occurrences deyo2 signifie que ce dernier ne sait pas
dans quelle situation il se trouve, il ne sait pas si son cace choisi d’avouer ou de se taire.
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(-5,-5)  (0,-10)  (-10,0) (-0.5,-0.5)

Figure 1.2 —Forme extensive du dilemme du prisonnier

Ce jeu a une seconde forme extensive, placant le second jendaut de I'arbre. Ces deux repré-
sentations sont équivalentes car les deux joueurs jousntlEinément.

La forme extensive permet une description “dynamique” dpgrce qu’'elle spécifie les séquences de
décisions prises par les joueurs. Pourtant, lorsqu’'unmgaligue de multiples joueurs et de multiples
choix, I'arbre peut devenir complexe a représenter. Osgiae les stratégies des agents sont choisies
en paralléle, c’est-a-dire sans que l'un des joueurs obsery décisions des autres, comme c’est
le cas dans le dilemme du prisonnier, cette constructiogebasr un modele dynamique n’est pas
nécessaire. Dans ce cas, on simplifiera la présentationudenjautilisant une représentation sous
forme normale, absolument équivalente a la forme extersgeciée.

1.2.2 Forme normale

Un jeu soudorme normale est la donnée de I'ensemble des joueurs, de I'ensemble daégits
pour chague joueur et des paiements associés a toute cisohiqssible de stratégies. On peut
alors représenter ces jesrus forme matricielle en associant a chaque profil de stratégias n-
uplet donnant I'utilité obtenue par chaque joueur dansit®r (us(s),ux(s),...,un(s)). Par exemple,
la forme normale du dilemme du prisonnier est représeniger éllLB.

Exemple[I] (pagé€10) — suite : La forme normale du dilemme du prisonnier est représentée Fi
gure[13.

A T

A (-5,-5) | (0, -10)

(-10, 0) | (-0.5, -0.5)

Figure 1.3 —Forme normale du dilemme du prisonnier

Comme précédemment, le premier élément de chaque coupéseate I'utilité du prisonnier 1,
tandis que le second élément représente celle du priso@nier

Cette représentation sous forme matricielle permet désepter des jeux ayant un nombre de joueurs
et un nombre de stratégies pour chaque joueur raisonnabliille de la matrice est exponentielle
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en fonction du nombre d’agents, et du nombre de choix p@spillir chaque agent. Par exempley si
agents ont chacun le choix entre deux actions possiblesjdr& spécifien x 2" valeurs numériques.
Ces descriptions, sous forme extensive ou normale, supipgse les ensembles d’actions sont finis.

A chaque jeu sous forme extensive correspond un jeu sousefoommale dans lequel les joueurs
choisissent simultanément les stratégies qu’ils metteoanteuvre. En revanche, un jeu sous forme
normale peut correspondre a plusieurs jeux sous forme @xéedifférente, comme nous I'avons vu
pour le dilemme du prisonnier.

1.3 Concepts de solution

Etudions un autre exemple classique de jeu statique, quissaiéme logique que le dilemme du
prisonnier, Igeu de la tirelire :

Exemple 1.6.0n propose a Jérémie et Léonore le jeu suivant : ils ont chéepossibilité de mettre
0 ou 100 euros dans une tirelire. Une fois qu'ils ont tous detig une décision, sans connaitre la
décision de l'autre, le contenu de la tirelire est multigtiér 1.5 et est réparti en part égale entre les
deux joueurs.

Une fois ce jeu formalisé, si on choisit Jérémie comme éwjndeur 1, Léonore le joueur 2, on
obtient la forme normale représentée Figlirel 1.4.

2 0 100

0 0,0) | (75, -25)

100 | (-25, 75)| (50, 50)

Figure 1.4 —Forme normale du jeu de la tirelire

Dans ce cas de figure, que vont faire Jérémie et Léonore ? Metious a la place de Jérémie, qui
tient le raisonnement suivant : “ Si Léonore ne met rien darigeélire, il est optimal pour moi que
je ne mette rien, sinon je perdrai 25 euros. Si elle déposeelfis, je gagne 75 euros si je ne mets
rien, et 50 si je mets 100 euros. Donc, dans les deux cas de fiiintérét a ne rien mettre dans la
tirelire.” Si Léonore tient le méme raisonnement, le régidera un gain nul pour chacun d’entre eux.
Méme s'ils se mettent d’accord au début du jeu pour mettrelesideux 100 euros, il reste “optimal”
de ne rien mettre dans la tirelire s’ils sont motivés par theeche de leur seul intérét personnel.

La logique qui se trouve derriére ce jeu, et qui est la mémecglie se trouvant derriére le dilemme
du prisonnier, montre qu’un groupe d’individus ne va passéairement se comporter dans l'intérét
du groupe si chacun peut obtenir pour lui-méme un résultdtemeen choisissant pour son propre
compte. Sachant cela, nous allons a présent présenteugaealgncepts permettant de prédire I'issue
d’'un jeu (ce que I'on appelle des “concepts de solution”).

L'analyse d'un jeu permet de prédir@tjuilibre qui émergera si les joueurs sont rationnels. Par équi-
libre, nous entendons un état ou une situation dans lequeingueur ne souhaite modifier son
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comportement compte tenu du comportement des autres fuearfacon plus précise, un équi-

libre est une combinaison de stratégies telle qu'aucunalesijs n'a d’intérét & changer sa stratégie
compte tenu des stratégies des autres joueurs. Une foi¥qudibre a été atteint dans un jeu (et peu
importe la maniere dont il a été obtenu), il N’y a aucune raide le quitter.

Nous allons présenter ici plusieurs concepts de soluti@s deux premiers, équilibres de Nash et
stratégies dominées, s’appliquent a des jeux statiquesompératifs ; le concept de noyau (core)
s'applique a des jeux statiques coopératifs, et enfin ledidegs parfaits de Selten pour les jeux
dynamiques.

1.3.1 Equilibres de Nash

L’ équilibre de Nash introduit par John Nash en 1950 [Niash, 1950], est un corfoepamental en
théorie des jeux. Il décrit une issue du jeu dans laquellarajotieur ne souhaite modifier sa stratégie
étant donnée la stratégie de chacun de ses rivaux.

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer les dmaii de Nash sont représentés Figuré 1.5.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. util. transf. | Util. —transf.
Statique Nash Nash
Dynamique

Figure 1.5 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application des équilibresldeh

1.3.1.1 Equilibre de Nash en stratégies pures

Définition 1.5. Soit G un jeu non coopératif a n joueurs, aveeN 1,...,n} I'ensemble de joueurs.
Un profil de stratégie s= (s1,%,...,S) est unéquilibre de Nash en stratégies pures (PNESi et
seulement si

Vie N,vs € S, ui(s) > ui(s,s.i)

En d'autres termes, un équilibre de Nash est un profil deégfitdont aucun joueur n’a intérét a
dévier s'il suppose que les autres joueurs ne dévierontgaglos.

Exemple[I.1 (pagé10) — suite : Le profil de stratégies AA est un équilibre de Nash en straggi
pures du dilemme du prisonnier. En effet, on peut vérifiesdammatrice des paiements représentée
Figure[L3 (pag€7) que I'on a :14AA) > ui(TA) et i(AA) > up(AT).

AA est le seul équilibre de Nash de ce jeu. En effet, AT ne mauéfpe un PNE car AA est une
meilleure stratégie pour le jouel : uz(AA) > ux(AT); TA non plus car AA est une meilleure
stratégie pour le joueut : u; (AA) > ui(TA) ; etde méme pour TT car AT est une meilleure stratégie
pour le joueurl : ui(TT) < ug(AT).
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Ce jeu n'a qu’un équilibre de Nash en stratégies pures. Baurtette unicité n’est pas toujours
garantie :

Exemple[I.2 (pagd1l1) — suite : Le jeu de la bataille des sexes a deux équilibres de Nash en
stratégies pures : HH et RR. En effet, on peut vérifier dansd#rioe des paiements représentée
Figure[L® que 'ona:w(H,H) > u;(RH),w(H,H) >u(H,R); u1(RR) > u;(H,R) et (R R) >
Uz(R,H).

2
1 H R
H (2,1)| (0,0)
R 0,0)| (1,2

Figure 1.6 —Forme normale de la bataille des sexes

De la méme facon, I'existence d’'un équilibre de Nash enégias pures n’est pas garantie non plus,
comme on peut le constater facilement dans le jeu matchingige de I'exempl€1l4 (pagell4).

1.3.1.2 Equilibres de Nash en stratégies mixtes

Dans ce genre de situation, il existe une autre méthode gaanio un équilibre de Nash, et donc
un équilibre : il est possible d'élargir la définition d’'uneatégie, et d'y inclure non seulement les
actions pures (telles qu’annoncer pile ou face), mais desgirobabilités de choisir 'une ou I'autre
de ces actions. Chaque joueur associe une probapiliggositive ou nulle) a la stratége, et vise

a maximiser ses gains espérés en choisissant la meillaeréelpossible, c'est-a-dire la meilleure
stratégie mixte Une stratégie mixte est donc une stratégie définissantdbeabilités avec lesquelles
les joueurs choisissent chacune de leurs stratégies pures.

Définition 1.6. Unestratégie mixte pour le joueur i est une distribution de probabilité syt 5; =
A(S) représente I'ensemble des stratégies mixtes du joueur fohetiong; : § — R associe a la
stratégie pureissa probabilité d’étre jouee.

On peut noter ici qu’'une stratégie pgiecorrespond a la stratégie mixdeassociée a une probabilité
de 1.

Définition 1.7. Un équilibre de Nash en stratégies mixtegst un profil de stratégies mixtesc *
tel que

Vi € N,voi € %, ui(0) > ui(of,0_)

Un équilibre en stratégies mixtes est donc une situation tayuelle tous les joueurs choisissent leur
stratégies mixtes de facon a rendre leurs adversairesératifs entre les gains espérés de chacune
de leurs stratégies pures.
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Exemple[1:2 (pagé4) — suite : Le jeu matching pennies n’a aucun équilibre de Nash en giiesé
pures.

Supposons que la distribution de probabilités pour Aneedist la suivante o1(P) = x ety (F) =
1—x; et que celle de Robin esh(P) =y etoy(F) =1-y.

Dans ce cas, si on suppose que Robin chaigiP) = 1 (il choisit toujours P), d’aprés la Figure1l.7
son gain espéré est dd5(1—x) — 15x = 15(1— 2x). De méme, si Robin choisib(F) = 1, son gain
espéré est de15(2x— 1). On constate alors que si Annelise choisit une probabditéP) = x =1
(elle jouera toujours P), alors Robin a tout intérét de clisujours o2(F) = 1 (y = 0). Par contre,
si Robin choisitoz(F) = 1, Annelise choisiras1(F) = 1 (x = 0). Cette situation n’est donc pas un
équilibre.

En raisonnant de cette fagon, on constate que pour ne pagivfu le choix de Robin, Annelise a
donc tout intérét a choisir = 1/2. Le gain espéré de Robin sera alors toujoQret de méme, Robin
a intérét a choisir y=1/2.

On vérifie que ce jeu est un équilibre de Nash en stratégietesnixsi Annelise choisit;(P) =

x = 1/2, I'utilité espérée de Robin est dequ’il choisisseoz(P) = 1 (15(1—2x)) ou 02(F) =1
(15(2x—1)). Annelise n'a donc pas intérét a dévier. En effectuant Imméisonnement pour Robin,
on constate que s'il choisity 1/2, I'utilité espérée d’Annelise est deégalement, et Robin n'a pas
non plus intérét a dévier.

Vérifions a présent que cet équilibre de Nash en stratégieteseést le seul : supposons que /2

et X 1/2. Dans ce cas, si ¥ 1/2, Robin a intérét & choisir y= 0, et si x< 1/2, Robin choisira
y = 1. Donc Annelise est slre que Robin déviera. De méme=six2 et y# 1/2, Annelise aura
tout intérét a dévier.

Ce jeu a donc un équilibre de Nash mixte;(F) = 01(P) = 1/2, 02(F) = 02(P) = 1/2.

2l p F

= (15, -15) | (-15, 15)

F (-15, 15) | (15, -15)

Figure 1.7 —Forme normale du jeu matching pennies

Quelques propriétés, classiques en théorie des jeux, ldétode ces définitions (voir par
exemple|[Osborne et Rubinstein, 1994; Hillas et Kohlbefif)Z2) :

x Tout équilibre de Nash en stratégies pures est un équilibbidagh en stratégies mixtes.
x Tout jeu fini a au moins un équilibre de Nash en stratégiesamixt

1.3.2 Stratégies dominées

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer les gfiegédominées sont représentés Fiduré 1.8
(page suivante).

Comme le montre I'exemple suivant, qui présentglede la soirée les conditions d’existence d’'un
equilibre de Nash en stratégies pures sont parfois trofefaib
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Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique | Strat. Dom Strat. Dom
Dynamique

Figure 1.8 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application des stratégiesmees

Exemple 1.7. Agathe et Iwan sont invités a une soirée. La raison prin@ggli les motive a y aller
est de pouvoir se voir la-bas : si l'autre n'y va pas, il leut edifférent d'y aller (dénoté par A) ou
pas (dénoté par P).

Une fois ce jeu formalisé, si on choisit Agathe comme étgoukeur 1 et Iwan le joueur 2, on obtient
la forme normale représentée Figuirell.9.

A P

A (1,1)| (0,0)

(0,0)| (0,0)

Figure 1.9 —Forme normale du jeu de la soirée

Ce jeu a2 équilibres de Nash en stratégies pures : AA et PP. Pourtanseul de ces équilibres est
intéressant : si Agathe et lwan veulent se voir, et qu’ils laxdcasion de le faire a cette soirée, ils
iront tous les deux.

On voit sur cet exemple que I'un des équilibres de Nash etégies pures?P, n'est pas une stratégie
optimale. En effet, pour chacun des deux joueurs, la sief&égermet toujours d’obtenir une utilité
au moins aussi bonne que la stratéigidl semble alors assez naturel qu’Agathe et lwan choisissen
cette stratégie. On dit qu& est une stratégie (faiblement) dominante pour chacun desjdaeurs

de ce jeu.

Définissons les notions de stratégies strictement et fadad dominées :
Définition 1.8. La stratégie sdu joueur i est ditestrictement dominées’il existe une autre stratégie

g telle que, quelles que soient les stratégies des autresujeud assure au joueur i une utilité
strictement plus grande que ®onc :

S € § eststrictement dominéesi
3 € S telle quevs_; € S j,ui(s,S.i) < Ui(§,Si)

Définition 1.9. La stratégie sdu joueur i est ditdaiblement dominées'il existe une autre stratégie
5 telle que, quelles que soient les stratégies des autresijpug assure au joueur i une utilité au
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moins aussi grande que, €t gu'il existe au moins une combinaison des stratégiesaudss joueurs
telle que I'utilité du joueur i avec{ssoit strictement plus grande que celle aved®nc : § € S est
faiblement dominéesi 35 € § telle que

Vs € Sj,ui(s,s.i) < Ui(s,s.i)

et que
35’ ; € S telle que w(s,s ;) < ui(§,9;)

Dans I'exempl€_I]7 (page ci-contre), chaque joueur a untégiie faiblement dominé®) et, Agathe

et lwan étant deux joueurs rationnels, il est facile de vaiilgjjoueront leur stratégie dominante, a
savoirA. Pourtant, I'existence d’'une solution aussi simple est.rlirest souvent nécessaire de faire
appel a d'autres maniéres de raisonner dans I'espoir deetran équilibre au jeu. Par exemple,
si le joueur 1 posséde une stratégie strictement ou failsiesh@minante, on peut s’attendre a ce
gu'il choisisse cette stratégie. Comme le joueur 2 est dapdibnticiper ce choix, il choisit alors sa

meilleure stratégie contre la stratégie dominante du memi

Exemple 1.8. Soit un jeu G a deux joueurs, chacun des joueurs agattatégies possibles, repré-
senté par la forme normale donnée Figlire1.10.

) l'c | M | D
4,3)] 5,1)| (6 2)
M 2,1)| 8 4) | (3,6)
B (3,0)| (9,6) | (2,8)

Figure 1.10 —Forme normale du jeu présentant I'élimination des straédominées

Il est tout d’abord possible de remarquer que M est une sgiatétrictement dominée par D pour le
joueur2. Dans ce cas, il est possible de penser que le jo@eng retiendra jamais cette stratégie. On
peut donc éliminer la stratégie M de la matrice.

Ceci étant fait, on remarque alors que, dans la matrice tésué, H est “devenue” une stratégie
strictement dominante pour le jouelirDés lors, celui-ci devrait jouer H. Le joue@rétant rationnel,
il est capable d’anticiper ce raisonnement, il sait doncilgest optimal pour lui de choisir G.

En conséquence, une fois que I'on a éliminé toute les sietépminées, on obtient un profil de
stratégies résultat : HG.

Le processus d’élimination qui vient d'étre appliqué dagisexemple est appefrocessus d’élimi-
nation des stratégies dominéedl demande un comportement assez sophistiqué, dans laenmsu
chaqgue joueur doit étre capable de reconstituer les opésagiuxquelles les autres joueurs procédent
et d’en déduire de nouvelles implications pour lui-méme.

Toutefois, le processus de dominance successive admenggaldes limites :

Exemple 1.9.Soit le jeu G a deux joueurs représenté par la forme normatmée Figurd_T11 (page
suivante).
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G D

(3,6)| (7, 1)

M 5,1 (8,0)

(6,0)]| (6,2)

Figure 1.11 —Forme normale du jeu présentant les limites de I'élimimaties stratégies domi-
nées

Dans ce jeu, il est clair que H est strictement dominé par Mrgeyoueur 1. On élimine donc la
stratégie H. On ne peut pas aller plus loin car il n'y a plus dexggie strictement ou faiblement
dominée dans la matrice résultante. Cela revient a dire gaes ce cas, le processus d’élimination
des stratégies dominées ne conduit pas a un résultat unique.

Nous pouvons eénoncer ici quelques propriétés, classiquesthéorie des jeux (voir par
exemplel[Oshorne et Rubinstein, 1994; Hillas et Kohlbe@22) :

* Comme nous I'avons vu dans I'exemjplel1.9 (page précéddatpjpcessus d’élimination des
stratégies dominées ne conduit pas nécessairement a utiersahique ;

L'ordre d’élimination des stratégies strictement domma&ffecte pas le résultat final ;

L'ordre d’élimination des stratégies faiblement dominpest affecter le résultat final ;

Une stratégie strictement dominée ne peut jamais étremgegans un équilibre de Nash en
stratégies pures;

Une stratégie faiblement dominée peut apparaitre dansuilibég de Nash en stratégies pures.

*

*

*

*

On a pu constater que le concept de stratégies dominéesitpoorduire a des résultats alors que
celui d’équilibre de Nash en stratégies pures aboutissaieampasse. Mais I'inverse peut étre vrai
aussi : le processus d’élimination des stratégies domimgesnduit pas forcément a un résultat, alors
gue I'on peut obtenir un équilibre de Nash, comme le monéeeinple suivant :

Exemple 1.10.Soit le jeu G a deux joueurs représenté par la forme normatemée Figurd_L 2.

1 2 A B C
D (2,3)1(1,2)] (0,2
E 1,2)1(2,3)]| (1,2
F (1,1)| (3,0)| (0,2

Figure 1.12 —Forme normale du jeu de I'exem{ile_1.10
Dans ce jeu, aucun joueur n'a de stratégie strictement obldaient dominée. Pourtant, il y a un
équilibre de Nash : le profil de stratégies DA.

Etudions a présent des concepts de solution pour des jeéiaiids (notion de coeur, appelé aussi
noyau ou core).
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1.3.3 Coeur

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer le coeurrsprésentés Figufe_T1]113.

Somme nulle Somme non nulle
=Coop. Coop. =Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. util. transf. | Util. —transf.
Statique ceeur ceeur coeur coeur
Dynamique

Figure 1.13 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application du coeur

Le caeur, ou noyau, d’un jeu est un concept de solution pojelescoopératifs. Informellement, une
issue d’un jeu appartient au cceur de ce jeu si aucune coatiigpeut améliorer le paiement (utilité)
de tousses membres, et donc aucune coalition n'a intérét a dévest{(@-dire changer sa stratégie
commune).

On peut introduire ici deux définitions du cceur d'un jeu daainel, une pour les jeux a utilités
transférables, et une pour les jeux dont les utilités ne gasitransférables :

1.3.3.1 Utilités transférables

On note(x;)ien le profil de paiement (ou répartition) d’un jeu coopératifx; représentant le paie-
ment obtenu par le jouetr On notex(C) = Yi-cX la somme des paiements des membres de la
coalitionC (voir par exemplel[Osborne et Rubinstein, 1994]).

On dit qu’un profil de paiemen(x;)icn estC-réalisable si x(C) = v(C) (rappelons que la fonction
v représente la fonction caractéristique du jeu, voir dédimf2 (pagd_13)). Il esealisable s'il est
N-réalisable.

Définition 1.10. Le coeur (ou noyau) d’'un jeu coalitionnel a utilités transférable@\,v) est I'en-
semble des répartition&; )icn réalisables telles queC C N, x(C) > v(C), ou, de maniére équiva-
lente, telles qu'il n’existe pas de coalition C et de répioti C-réalisable(y; )icy OU Y > X; pour tout
ieC.

Exemple[I3 (pagé14) — suite :
x Majorité simple Le profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi,x; >0
X1+ X2+ X3 > 1 car on aainsi XC) = x1 + X2 + X3 > v(C)
X1+X%X>1 = Coeur=9g
X1+X3>1

Xo+X3>1
+ Unanimité Le caeur réunit les profils de paiements tels que :

Coeur= {(X1,X2,X3) : X1 + X2 + X3 = 1,Vi, > O}
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x Le joueur 2 a un droit de vetd.e profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi,x; >0
X1+X+Xx3>1
X1+X%X >1
Xo+X3>1

x Le joueur 2 est dictateute profil de paiement doit respecter les équations suigante
Vi,x; >0

Xp+X+x3>1

X1+X >1 = Cceur={(0,1,0}

Xo+X3>1

Xo>1

= Cceur={(0,1,0}

1.3.3.2 Utilités non transférables

Il existe plusieurs facons de définir le noyau d’un jeu coafia utilités non transférables : la pre-
miere définition est semblable a celle du cceur pour les jeex atilités transférables. La seconde est
la suivante :

Un profil de stratégies est dans le noyau d’un jeu coalitionnel si et seulement sieiiste pas
de coalitionC telle que tous les membres de cette coalition ont une steat&gmmune qui leur
permet atous d’obtenir une meilleure utilité qu'aves (voir par exemple|[Aumanr, 1967; Owen,
1982; Myersan, 1991]).

Définition 1.11. Lecceur(ou noyau) d'un jeu coalitionnel a utilités non transférables estig&emble
des profils de stratégies=s (si,...,) tels qu'il n'existe pas de coalition € N et de g € X tels
quevi € C,Vs_c € S ¢, Ui(s,S-¢c) > Ui(S).

Exemple 1.11.Soit le jeu G a trois joueurs représenté par la forme normalercée Figurd_1.14.

3:E 3:F
2 2
1 C D 1 C D
A (3,3,3)| (4,1,0) A 3,2,1)] (1, 3,2
(5,0,0)| (2,5,2) B (1,0,1)| (4,2,1)

Figure 1.14 —Forme normale d’un jeu coopératif a utilités non transflasb

On aici : Cceur ={(ACE)}. En effet, il n’existe pas de coalition qui permette a tousjteieurs de
cette coalition d’obtenir une meilleure utilité :

x C= {1}. Sil dévie et joue B, il existe ung = DE tel que 4(ACE) > u;(BDE).
*x C = {2}. Si2 dévie et joue D, il existe un.g = AE tel que w(ACE) > u;(ADE).
x C = {3}. Si3dévie et joue F, il existe un.g = AC tel que y(ACE) > u;(ACF).
* On raisonne de méme pour€{1,2},C={1,3},C={2,3} etC={1,2,3.
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1.3.4 Equilibres parfaits de Selten

Les jeux pour lesquels il est possible de calculer I'éqréliparfait de Selten sont représentés Fi-
gureT.Th.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. util. transf. | Util. —transf.
Statique
Dynamique| Selten Selten Selten Selten Selten Selten

Figure 1.15 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application de I'équilibrefp de Selten

Exemple 1.12.Soit le jeu dynamique en information parfaite représentésgorme extensive par la

VAN

(3,0) (1,1) (2,1) (2,0)

Figure 1.16 —Forme extensive d’'un jeu dynamique en information parfaite

Le joueur2 a deux stratégies possibles : H et B. Le jouuqui joue apréd, a2 stratégies possibles
selon le choix dé.: s, = [s2(H),s2(B)].

Comment doit-on jouer ce jeu? Le principe consiste a raisoen remontant panduction vers
I'amont (backward induction) : on raisonne en sens contraire de laéredont le jeu va effective-
ment se dérouler.

Dans I'exempl€TL12, le joueur 1 se dit “si je jodealors 2 va joueB de sorte que mon gain sera égal
a2;sijejoueB, 2 joueraH et mon gain sera de 1". Dés lors, si 1 suppose que 2 choisir@ilaume
réponse a la seconde étape, il choisira la premiére. On admet que lorsque c’est au tour du joueur
2 de jouer, il choisit la meilleure réponse pour lui-mémeaaos s;(H) = B et 5;(B) = H. En
conséquence, sachant que le joueur 2 se comporte de maptiénale a la seconde étape, le joueur 1
intégre cette information, et choisit une action optimaladitionnellement au comportement optimal
de 2.

A chaque étape, les stratégies du sous-jeu sont définies comme celles duifl La seule dif-
férence est que I'histoire a considérer pour les étapeggedtes est donnée palr : s|h' est la
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restriction des imposée par I'histoirdr’. On dit alors ques = (s1,S,...,S) est unéquilibre par-
fait de Selten (ou subgame perfect Nash equilibrium, [Selten, 1965]) siyrggoute histoirent, la
restrictions/ht est un équilibre de Nash du sous-fg(h').

Exemple 1.13.Soit le jeu dynamique représenté sous forme extensive [raguee [T.TT.
1
R
2 2

(3,0) (3,1) 4,1) (3,2

Figure 1.17 —Forme extensive d’'un jeu dynamique

Ce jeu sous forme extensive a trois sous-jeux : le premide ¢sti lui-méme, puisque tout jeu est un
sous-jeu, le second commence aprés A, et le dernier aprés B.

La forme extensive du sous-jeu commencant aprés A, et sa fammale associée sont les suivantes :

2
c | D

c D

/ \ 3,0 @31

(3,0) (3,1)

Ce sous-jeu a un équilibre de Nash : D, que I'on notel@R car 2 jouera D sil joue A auparavant.

La forme extensive du sous-jeu commengant aprés B, et sa fammmale associée sont les suivantes :

2
E F
E F
4,1 3,2

4,1) (3,2

Ce sous-jeu a un équilibre de Nash ().

Dans le jeu complet, le jouedr a 2 stratégies possibles : A et B. Par contre, le jou@uen a4 :
C(A)E(B) qui signifie que joue C sil joue A, et E sl joue B, GA)F(B), D(A)E(B) et D(A)F(B).
La forme normale de ce jeu est :

2

Ce jeu a3 équilibres de Nash :
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*x (A,D(A)F(B)) est un équilibre parfait de Selten :(B) et F(B) sont des équilibres de Nash

des sous-jeux associés.
x (B,C(A)F(B)) n’est pas un équilibre parfait de Selten (&) ne sera pas joué dans le sous jeu

commencgant apres A, ce n'est donc pas un équilibre de Nash sleus-jeu.
x (B,D(A)F(B)) est un équilibre parfait de Selten :(B) et F(B) sont des équilibres de Nash

des sous-jeux associés.
Ce jeu a don@ équilibres parfaits de Selten(A,D(A)F(B)) et (B,D(A)F(B)).

1.3.5 Récapitulatif

Nous pouvons a présent récapituler les concepts de jeu guseavons vu en fonction des types de
jeux auxquels ils peuvent étre appliqués dans le tableagsepté FigurE~1.18.

Somme nulle Somme non nulle
-Coop. Coop. -Coop. Coop.
Util. transf. | Util. —transf. Util. transf. | Util. —transf.
Statique | Nash/Dom coeur coeur Nash / Dom coeur coeur
Dynamique Selten Selten Selten Selten Selten Selten

Figure 1.18 —Taxonomie des jeux : Domaine d'application des concepts ld¢ico
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Comme nous I'avons vu dans la sectlon] 1.2 (dade 16), les dedesde représentation usuels des
jeux (forme extensive et forme normale) coincident poujdes statiques. Cette représentation ne fait
pas I'économie de la description explicite de la fonctioutitité de chaque agent. Or, cette descrip-
tion est de taille exponentielle en fonction du nombre dge par exemple, $i agents ont chacun
un choix entre deux actions possibles, il faudra spéaifie2" valeurs numériques ; si deux agents
contrélent chacun un ensemble pevariables booléennes (il suffit de penser a de telles vasabl
comme a des boutons que I'agent peut choisir d’enfoncer o)y sghaque agent aPXtratégies pos-
sibles et il faudra donc expliciter2 (2P)? = 22P*+1 valeurs numériques.

Cette explosion combinatoire est encore plus flagrantgudida fois I'ensemble des agents et I'en-
semble des stratégies pour chacun des agents sont dengubetante. Il devient alors déraisonnable
de spécifier les fonctions d'utilité de maniére explicite)istant les valeurs pour chaque combinaison
de stratégies. |l est tout aussi déraisonnable de penseoipealculer des propriétés du jeu en appli-
qguant un algorithme nécessitant une énumeération exptieisecombinaisons de stratégies. Pensons
par exemple au calcul des équilibres de Nash en stratégies pce calcul nécessite, dans le cas des
jeux précédents, et dans le pire des cas, un temps de caléwidie den x 2" (pour le jeu an joueurs
avec 2 actions chacun) et de<2P x 22P = 23P+1 (pour le jeu & deux joueurs contrlant chaqun
variables booléennes).

D’un autre c6té, une sous-branche de l'intelligence aiifecs'intéresse aux langages de représenta-
tion compacte de préférences (ordinales ou numeériques)la@gages permettent une représentation
concise de relations de préférences, ou de fonctions itButdur un ensemble de conséquences qui
posséde une structure combinatoire (c'est-a-dire un jtreduésien de domaines de valeurs finis
pour un ensembile fini de variables), en exploitant dans uge laesure des propriétés structurelles
des relations de préférences (comme l'indépendance enéiiéiie entre variables). En particulier,
lorsque les variables en jeu sont binaires, ces langagedautés sur la logique propositionnelle,
dont ils héritent I'expressivité et les méthodes algorithmas (pour la déduction et la recherche de
modeles, notamment). L'expressivité et le pouvoir de csioni des langages de représentation lo-
gique de préférences sont étudiés dans [Coste-Maediail 2004] et leur complexité algorithmique
dans[Lang, 2004].

Partant de 1a, puisque la spécification d’'un jeu statiquessite la description des préférences des
agents, il apparait naturel de représenter de tels jeuxilesant des langages de représentation com-
pacte de préférences. Il existe déja plusieurs cadres dapbaux problémes que nous avons posés
plus haut, notamment les langages graphiques que nousfaéses dans le chapitfé 4 (pdgell21).

Nous avons choisi ici d’étudier le cas ou chaque agent dentrbensemble fini de variablefaires:
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lesjeux booléengHarrensteiret all, 2001; Harrenstein, 2004a]. Cela permet non seulementiae si
plifier les jeux, mais aussi d'utiliser un langage logiquee@ésentation compacte des préférences.

Un jeu booléen est un jeu a deux joueurs et a somme nulle, ttidond’utilité du joueur 1 (et donc
celle du joueur 2 qui est son opposé) est représentée paoumelé de la logique propositionnelle,
appelégorme booléennelu jeu. Aprés avoir donné une description (simplifiée) des j@ooléens,
nous montrerons que ces jeux booléens peuvent facilentengé&téralisés de maniére a représenter
des jeux avec un nombre arbitraire de joueurs et a somme rit mais en gardant I'hypothese
gue les préférences de chaque joueur sont représentéesepfrmule propositionnelle unique, ce
gui ne permet de représenter que des utilités binaires. Wousns alors comment des outils simples
issus de la logique propositionnelle permettent de catiaetécertaines propriétés du jeu, et nous
donnerons quelques résultats de complexité algorithlﬂique

2.1 Introduction aux jeux booléens

Dans cette section, nous allons faire un rapide état dedémfeux booléens tels qu'ils ont été intro-
duits par Harrenstein, van der Hoek, Meyer et Witteveen {ldagrensteiret all, |2001; Harrenstein,
2004a].

Un jeu booléen sur un ensemble de variables propositias¥lest un jeu a deux joueurs, 1 et 2, a
somme nulle, ayant les spécificités suivantes :

x |les actions que peuvent entreprendre les deux joueursstemisa donner une valeur de vérité a
des variables d¥ ;

x les fonctions d’utilité des deux joueurs sont représerg@asoyen d’'une formule proposition-
nelle formée sur les variableg, appelédorme booléennedu jeu.

¢ représente le but du joueur 1 : 'utilité de celui-Ci eSIH lorsqued est satisfaiﬁ (et alors le joueur
1 gagne), et-1 sinon (et c’est alors le joueur 2 qui gagne). bélités sont dondinaires : il N’y en
a que 2 possibles, 1 etl.

Le jeu étant a somme nulle, nous avors= —u; et le but du joueur 2 n'est autre qué. Le jeu n'a
donc que deux issues possibles : la victoire de 1 ou celle de 2.

Pour construire ces jeux booléens, [Harrenséiall, [2001; Harrensteirl, 2004a] commencent par
définir deux jeux booléens atomiques, dénotéslpat 0. Le premier est gagné par 1, tandis que
le second est gagné par 2, sans qu’aucun des joueurs n'a@hdrprla moindre décision. Des jeux
booléens plus complexes sont ensuite construits récursivea partir de ces jeux atomiques et d’'un
ensemble de variables propositionnelles, que I'on appeellariables de décision binaires. Chaque
variable de décision est contrlée de maniere exclusivd'yaides deux joueurs. Pour tous jeux
booléengyy et g, et pour toute variable de décisianil existe un autre jeu booléen dénei@, g1).
Dans le jeta(go,01), c’est au joueur qui contrOle la variatdale décider de la valeur a laquelle il veut
I'assigner. S'il choisit d'assignex a vrai (resp. faux), alors le jeu continue awgc(resp.gp). Un jeu
booléen est alors défini formellement comme suit :

ILes résultats donnés dans ce chapitre ont fait I'objet deis publications | [Bonzoet all, [2005) 2006k, 2007a].
20n notera alorsiy = 1.
3Une formule booléenne est satisfaite si et seulement sitaLfierest vraie.
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Définition 2.1. Soit A un ensemble fini de variables propositionnlles{@tl} les deux joueurs.
L'ensemble deformes booléennes suA est le plus petit ensembléB) tel que :

x {0,1} C B(A)
x siac Aetghe B(A), alors ag,h) € B(A).
Un jeu booléen surA est un couplgg,), ou g est une forme booléenne,Teest unefonction

d’affectation de contrdle (t: A— {0,1}), qui associe a chaque variable le joueur qui la contrdle
(chaque variable étant contrdlée par un et un seul joueur).

Exemple 2.1. Soit V= {a,b,c} un ensemble de variables propositionnelles. $eit2 deux joueurs
ayant pour buts ; = (a< b) vV (-aAbA —c), §p2 = =1 = (-aAbAc)V (aA —b).

Le joueurl contrdle les variables a et c, tandis gdeontrdle la variable b.

La représentation proposée par Harrenstein dans [Harreimst2004a] de ce jeu booléen est donnée
en figure[Z1L. Sur cette figure, la fleche gauche partant du nogagrésente la mise a faux de x,
tandis que la fleche droite représente la mise a vrai de x.

/N

b b
1/ \C 0/ \1

1/ \0

Figure 2.1 —Jeu booléera, (b(1,¢(1,0)),b(0,1)))

Comme l'ont constaté Dunne et Van der Hoek [Dunne et van dekH»004], cette construction

basée sur un modele dynamique n’est pas nécessaire. En’kffigdthése disant que les stratégies
des agents sont choisies en paralléle (c'est-a-dire sam$uquobserve la décision de I'autre) est
implicite. Cette forme extensive, sous forme d'arbre, estcdinutile. La représentation sous forme
normale, qui correspond a celle d’'un jeu statique, est igs @imple, et a I'avantage de montrer
clairement quel joueur gagnera a chaque issue du jeu .

Exemple[Z1 — suite La forme normale du jeu boolédm, (b(1,c(1,0)),b(0,1))) est représentée
Figure[Z2 (page suivante).

[Harrenstein| 2004a, Section 8.4 (page 191)] introduile¥gant des “jeux d’évaluation distribués”
qui généralisent les jeux booléens en introduisant un nermgbelconque de joueurs et des préfé-
rences non binaires représentées par des ensembles ddeforidaus ne considererons pas cette
généralisation dans ce chapitre, mais elle sera étudiéeeplavant dans le chapiltk 3 (page 69).

2.2 Jeux booléens a joueurs : définitions et exemples

Avant de revenir plus en détail aux jeux booléens tels quiilsété définis dans [Harrensteghall,
2001;Harrenstein, 2004a], nous allons d’'abord les géséra¢én nous intéressant a des jeur a
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b b

ac 1,0 (0,1

ac (1,0)| (0, 1)

ac ©0,1)| (1,0)

ac (1,0)| (1,0)

Figure 2.2 —Forme normale du jeu boolé€n, (b(1,c(1,0)),b(0,1)))

joueurs et a somme non nulle. Nous verrons ensuite que le éaallié par.[Harrensteit all, |2001;
Harrenstein, 2004a] est un cas particulier de ce cadre gluérgl.

Commencons par formaliser la notion de jeu booléenjéueurs. Etant donné un ensemble de va-
riables propositionnelle¥, un jeu booléen suY est un jeu an joueurs pour lequel les actions

disponibles de chaque joueur consistent a assigner uner\@devérité a toutes les variables d'un
sous-ensemble donné We Les préférences de chaque jouéwsont représentées par une formule
propositionnellep; formée sur les variables dé

Définition 2.2. Un jeu booléen an joueurs est un 5-uplefN,V, . I, ®), avec

N = {1,2,...,n} 'ensemble des joueurs (appelés aussi agents) ;

V un ensemble de variables propositionnelles ;

1: N — V une fonction d'affectation de controle ;

I' ={v1,...,¥n} 'ensemble des contraintes, chaqyeétant une formule propositionnelle de
L) satisfiable ;

x ®=1{01,...,0n} 'ensemble des buts, chagpeétant une formule de\Lsatisfiable.

EE S S S

Un 4-uplet(N,V,T), avec NV, T, T definis comme ci-dessus est appelérérjeu booléen

La fonction d’affectation de contrdla associe a chaque joueur les variables qu’il contréle. Oa not
15 I'ensemble des variables contrblges le joueui. Chaque variable est contr6lée par un et un seul
joueur. Ainsi,{Ty,...,T,} forme une partition d¥'.

Chaquey; représente ici les contraintes d’'un agent sur 'ensembdevdeaables qu'il contréle. Ce
choix de représentation est assez intuitif : en régle géndes contraintes d’'une personne reposent
sur les actions qu'il lui est possible d’effectuer. Si unentles contraintes pése sur une action d’'un
autre joueur, je ne peux pas étre assurée de la respectéestepas de mon ressort. Ainsi, cette
représentation des contraintes permet de respecterg@mdiance des agents : chaque agent gére ses
variables, et les contraintes qui y pésent, sans étrediibud’un autre agent pour cela.

L'utilisation des jeux booléens permet d’avoir une repnésion compacte du probléme. Pour illus-
trer ce propos, nous allons utiliser une variante de I'exeffid (pag€0) du dilemne des prisonniers :
nous considérons igi prisonniers qui ne peuvent bénéficier que d’'un seul type aéseede peine
afin de simplifier le probléme.

Exemple 2.2. Dans le jeu simplifié du prisonnier a n joueurs, n détenusgsbt. ..,n) sont empri-
sonnés dans des cellules séparées. La police fait a chaeurx 8 méme marché :
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"Tu as le choix entre couvrir tes complices en te taisant§ripti = 1,...,n) ou les trahir

en les dénongant (noteT;, i = 1,...,n). Si tu les dénonces, tu auras une remise de peine
et tes partenaires purgeront le maximum (sauf si 'un d’éaxdénoncé aussi, auquel cas

il bénéficiera comme toi d’'une remise de peine). Mais si vous ouvrez mutuellement,
VOuS aurez tous une remise de pEihe

La représentation de ce jeu en forme normale poe 8 est la suivante :

2 2
T _‘T -
1 2 2 1 T2 T2
T 1,1, (0, 1,0) T 0,0,1)| (0,1, 1)
_‘Tl (1! 01 0) (11 ll 0) _‘Tl (11 01 1) (11 ll 1)

Dans cette forme normale, les n-uplets (ici des triplets)ramt le résultat obtenu par les n joueurs
dans l'ordre : (résultat joueud, résultat joueur?, ...). Le0 (resp.1) signifie que le joueur concerné
perd (resp. gagne).

On constate ici que pour n prisonniers, on aura une matricedinmensions, chaque dimension étant
égale a 2, don@" n-uplets a spécifigr

Or, ce jeu peut étre traduit tres simplement par le jeu baolée= (N,V, 1, I',®) suivant :
N={1,2,...,n},

V={Ty,....,Ta},

Vie{1,...,n}, = {Ti},

Vie{l,. ..,nLy=T,et

Vie{l,...,n},0i = (MLATLA...AT,) V—T,.

E S R S S

L'utilisation des jeux booléens permet donc de réduire daiara tres significative la taille de la
représentation du probléme.

Définition 2.3. Soit G= (N,V,,T',®) un jeu booléen. Unstratégie s; pour un joueur i de G est
uneTg-interprétation satisfaisany;. L’'ensemble des stratégies du joueurest représenté par;S=
{s €2%|s Fvi}.

Un profil de stratégiess pour G est un n-uplets (sy,...,S), avec pour tout i, s€ §. S= S x
... X § estI'ensemble de tous les profils de stratégies.

En d’autres mots, une stratégie pour le jouieesst une affectation a vrai ou faux des variables qu'il
contréle. Pour chaque joueury; est I'ensemble des contraintes restreignant I'ensemtdepdfils
de stratégies possibles pour ce joueur.

Pour tout ensemble non vide de joueurs (appelition) | C N, la projection des surl est définie
pars = (s)icl. Sil = {i}, la projection dessur{i} est dénotée pa au lieu desy;,.

4L’emploi de préférences binaires ne nous permet pas icipdimer le fait qu’'un prisonnier préfére la situation dans
laquelle il dénonce ses complices tandis que les autresulr@at a la situation dans laquelle tout le monde couvre tout
le monde, elle-méme préférée a la situation dans laqueltddanonde dénonce. Pour faire cela, nous aurons besoin d’'un
langage plus sophistiqué, cf. Chaplite 3 (pade 69).

50u un arbre binaire &Zeuilles si on utilise une représentation sous forme eitens
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Comme décrit en sectidn T.T1.1 (p&gé 10), les notationarsigis sont usuelles en théorie des jeux.
Soits= (sy,...,%) ets = (s,...,s,) deux profils de stratégies.

On notes_; le profil de stratégies s privé de la stratégie du jouelsi; = (51,%,...,S-1,S+1,--- S)-
On note(s_,s) le profil de stratégies s dans lequel on a remplacé la stratégi joueur i par celle
du profil S : (s_i,5) = (s1,%,---,5-1,5,S+1,---,S). Similairement, s| C N, on notes_; = SN\ -

Ty représente I'ensemble des variables controlées, | = . Sil = {i}, on notert; I'en-
semble des variables contrdlées par tous les joueurs sajgiuleur i: ; =V \ 1. {1T4,...,Th}
formant une partition d¥, un profil de stratégies est une interpretation pow, i.e. s€ 2V. !
représente la fonction inverse te

L'ensemble des stratégies & N est dénoté paf = xS, et I'ensemble des buts deC N par

D1 = Aier i
Etudions I'exemple suivant pour illustrer ces notions.

Exemple 2.3. Soit G= (N,V,1,T,®) un jeu booléen, avec
V ={ab,c}, N={1,2},
m = {a,b} ettp = {c}.
vi=-av-by=T
$¢1=(a<b)V(-aAbA-cC),
x ¢ = (—-anbAc)V(an-b),
Le joueurl a trois stratégies possibles i,;s= ab, 5, = ab, g, = ab. La stratégie ab ne satisfait pas
les contraintes du jouelt, et donc n’est pas une stratégie acceptable.

L SR S

Le joueur2 a deux stratégies possiblesy; s=cou $, =T.
G posséde donc 6 profils de stratégies=$abc, abc, abg abc, abc, abc}.

Les profils de stratégieabc, abc etabc donnent la victoire d, tandis que bc, aC etabc permettent
a 2 de gagner.

Le butd; du joueuri est une relation de préférence dichotomique et compaatespmndant donc a
une fonction d'utilité binailg: un joueur est satisfait, et a une utilité de 1, si et seulement si son but
¢; est satisfait. Il a une utilité de 0 sinon. Les b{ids,i = 1,...,n} jouent donc le réle des fonctions
d'utilité.

Définition 2.4. Pour chaque joueur i, ldonction d’utilité induite par le but de ce joueur est la
fonction 4 : S— {0,1} telle que :

) OsisE o
u,(s)—{ 1sisk= ¢;

Nous avons :

* sestau moins aussi bon ggeouri, dénoté pas—; s, siu;(s) > ui(s'), ou de fagon équivalente
sis —¢; impliques' = - ;
* sest strictement meilleur quee pouri, dénoté pas -; s, siu;(s) > ui(s), ou, de fagon équiva-

lente,s= ¢; ets' = —d;.

6Nous verrons comment lever cette contrainte dans le ch&b{pagdBD).
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* i est indifferent entres et ', dénoté pas~; S, sis>; s ets >; s, ou de facon équivalente si
sk ¢; si et seulement & = ¢;.

Définissons a présent la notion de stratégie gagnante pgauenr.

Définition 2.5. Soit G= (N,V,1,T,®) un jeu booléen, ave® = {¢1,...,¢n}, et N={1,...,n}. La
stratégie sest unestratégie gagnantepour le joueur i si, quels que soient les choix effectués par s
adversaires, i est slr de gagner en choisissant cette gimté

Vs.i€S.,(si,8) = ¢i

2.3 Graphe de dépendance entre les joueurs

De nombreuses structures graphiques sont cachées dans lbwoojéen : la satisfaction de chaque
joueuri dépend des joueurs qui contrblent des variablegidél est donc possible de représenter
graphiquement les dépendances entre joueurs en utilisaatdre syntactique des buts. Intuitivement,
si le but d'un joueui ne dépend d'aucune variable contrblée par le joyeators la satisfaction de

i ne dépendra pas directement déeToutefois, ce n’est qu’'une condition suffisante : il se pgu
I'expression syntactique dg contienne une variable contrdlée garmais que cette variable ne joue
aucun réle dans la satisfaction flg comme c’est le cas pour la variabjedansg; = xA (yV —y).
Nous utiliserons donc une notion plus forte d’indépendasrdes une formule et une variable que la
simple notion d’indépendance syntactique [Lang et Mard888a| Langet all, [2003].

Définition 2.6. Une formule propositionnell¢ estindépendanted’une variable propositionnelle x
s'il existe une fornulep logiguement équivalentedaet dans laquelle x n’apparait pé)s

Définition 2.7. Soit G= (N,V,I, 7, ®) un jeu booléen. L'ensemble deariables utiles pour un
joueur i, dénoté par Ry(i), est 'ensemble de toutes les variables V telles qued; n'est pas
indépendante de v.

Pour faciliter les notations, I'ensemble des variablesipour un joueur dans un jeu boolée®
sera notéR\ au lieu deRV;(i). On peut & présent facilement définir lensemble jdegurs utiles
pour un joueui comme étant 'ensemble des joueurs contrdlant au moinsaneble deRM.

Définition 2.8. Soit G= (N,V,I', 1, ®) un jeu booléen. L’ensemble deseurs utiles pour un joueur
i, dénoté pﬂ RR, est 'ensemble des joueurse|N tels que j contrble au moins une variable utile
dei:RR=Uycry T (V).

Exemple 2.4. Axel, Kevin et Virginie sont invités a une féte. Axel veutsr.aKevin aussi, mais si et
seulement si Axel y va. Quant a Virginie, elle voudrait yratiee Kevin y aille mais pas Axel. Cette
situation peut étre modélisée par le jeu booléer-GN,V,T, 1, ®), défini par

x N={1,2,3, Axel étant le joueul, Kevin le2 et Virginie 3;

7|l existe une caractérisation sémantique équivalentein@édpendance entre une formule et une varigble [letrai,
2003] :¢ estindépendante des'il existe une interprétatiostelle ques|= ¢ et switch(s,x) = ¢, ol switch(s,x) est obtenue
en changeant la valeur delanss, et en laissant les valeurs des autres variables inchangées

8Comme précédemment, 'ensemble des joueurs utiles poauenii dans un jeu boolée® devrait étre not&Ps (i).
Pour faciliter les notations nous écrirons simplenfeRt
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V = {a,b,c}, ou a signifie 1 va a la féte”, et de méme pour b 2tet pour c eB3;
pour chaque iy, = T ;

m = {a}, e = {b}, 5 = {c};

$b1=a,

x bp=a—Dbet

x b3 =-aAbAc.

L

*

On peut voir que la satisfaction d’Axel ne dépend que de B celle de Kevin depend de la
décision d’Axel et de la sienne, tandis que celle de Virgildipend des décisions de tous les joueurs.

Ona:R\ = {a}, R = {a,b}, R4 = {a,b,c}, RA = {1}, RR = {1,2}, RR, = {1,2,3}.

Cette relation entre les joueurs peut étre vue comme un gi@@nté contenant un nceud pour chaque
joueur, etun arc ded j si j € RR, c’est-a-dire sij est un joueur utile pouir

Définition 2.9. Le graphe de dépendance d’un jeu boolées = (N,V,I,,®) est un graphe
orienté? = (N,R), avecVi,j €N, (i,j) € R (dénoté par R, j)) si j € RR.

R(i) est donc I'ensemble des joueurs nécessaiigsoar satisfaire son butj:€ R(i) si et seulement
si j € RR. Il faut pourtant remarquer que< R(i) n'implique pas que a besoin de jpour que son
but soit satisfait. Par exemple, i = {a}, T, = {b} et$¢; = aVv b, alors 2¢ R(1). Pourtant, 1 a une
stratégie lui permettant de satisfaire son but (en me#tantrai) et n’a donc pas besoin de 2.

La fermeture transitive d@ est notédR*. R*(i, j ) représente le chemin dlié& j dansR. R*(i) représente
donc tous les joueurs qui ont une influence directe ou ingireari. R*~1(i) représente tous les
joueurs sur lesquelsa une influence directe ou indirecte.

Exemple[Z.2 (page précédente), suite :Le graphe de dépendanainduit par G est représenté

figure[2Z.3B. E

Figure 2.3 —Graphe de dépendance du jeu de la féte

* RY(1)={1,2,3,R12)={2,3},R1(3) = {3}
* R(1) ={1},R(2) = {1,2} et R(3) = {1,2,3.
« RY1) ={1,2,3, R1(2) = {2,3} et R"(3) = {3}.

Propriété 2.1. Tout graphe de dépendan@ = (N,R) représente au moins un jeu booléen=G
(N,V, T, ®).

Preuve :

Soit? = (N,R) un graphe de dépendance. Ssit= (N,V,T,1,®) un jeu booléen,
avecV = {vi,...,Vn}, Vi € N, 15 = {vi}, et pour tout, y; = T.

Les buts deG sont construits comme suityi € N, Vj tel quej € R(i), alors¢; =
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AjVj- Si Aj tel quej € R(i), alors¢; = T.
Le jeu construit de cette fagon est un jeu booléen.

On introduit a présent la notion d’ensemble stable afin d@tgr au mieux ce graphe de dépendance.
Un ensemble de noeu@sest stable pour une relatiddsi tous les arcs dR partant d’'un nceud dB
atteignent un autre nceud Bel'ensemble des joueurs utiles d’'un ensemble stBtdent les joueurs
dansB.

Définition 2.10. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen. B N eststabld] pour R si et seulement si
R(B) C B, c’est-a-dire Vj € B, Vi tels que i€ R(j), alors i € B.

On remarque facilement que et N sont des ensembles stables, et que I'ensemble des ensembles
stables pour un jeu booléen est fermé pour I'union et I'sgetion. Ces quatre propriétés caractérisent
complétement I'ensemble des coalitions stables pour uhgeiéen.

Propriété 2.2. SoitC c 2N. Il existe un jeu booléen G tel queest 'ensemble des ensembles stables
de G si et seulement gl satisfait les quatre propriétés suivantes :

1. g€,
2. NeC;
3. SiB,Be CalorsBUB € C;
4. SiB,Be CalorsBNB € C.

Preuve : Grace a la propriéted.1 (page ci-contre), il suffit de mardreil existe
une relationR sur N telle que( est I'ensemble des ensembles stables posiret
seulement s{ satisfait (1)—(4).

= @ etN sont évidemment stables pdrr

SiB et B’ sont stables, alorR(B) C B etR(B’) C B'. Donc,R(B) UR(B') C
BUB'. Par définition,R(B) = {j|di € B: j e RR} etR(B') = {j|3i € B':
j € RR}. Donc,R(B)UR(B') = {j|3i e BUB': j e RR} = R(BUB'). Alors,
R(BUB') C BUB', etBUB' est un ensemble stable.

SiB et B’ sont stables, alorR(B) C B etR(B’) C B'. Donc,R(B) NR(B’) C
BN B'. Par définition,R(B) = {j|di € B: j e RR} etR(B') = {j|3i € B':
j € RR}. Donc,R(B)NR(B') = {j|di € BNB': j € RR} = R(BNB'). Alors,
R(BNB') C BNB', etBNB’ est un ensemble stable.

< Soit C un ensemble de coalitions satisfaisant (1)—(4). Pouritau\l, soit X; le
plus petit ensemble d€ contenant : X; = N{B € C|i € B} (puisque( est
fermé poum, nous avonss; € C). Construisons a préseRttel que pour tout
i,j €N, (i,j) € Rsiet seulement gi € X;.

On veut a présent vérifier que pour t@ie C, B est stable pouR. Supposons
gueB € C et queB ne soit pas stable (il existe ure B tel qu'il existe un

9La notion d’ensemble stable que nous définissons ici n'estapeméme que celle utilisée en théorie de graphe : nous
ne parlons pas ici des ensembles de sommets deux-a-deuxijaorras.
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j € R(i) et j ¢ B). Commej € R(i), on sait par construction deque j € X;,
etdoncj € N{B € C|i € B}, doncj € B, et doncB est stable pouR, ce qui est
en contradiction avec I'hypothese effectuée.

On montre ensuite que Bi¢ C, alorsB n’est pas stable pour. PuisqueC est
fermé poury, Uicg Xi # B. Donc il existe un € B tel qu'il existek € X; et que
k ¢ B. Par construction dB, R(B) Z B, etB n’est pas stable po.

On définit a présent la projection d'un jeu boolé@rsur un ensemble stable de joueBrs N, afin
de pouvoir décomposer un jeu booléen en plusieurs jeux :

Définition 2.11. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen, et B N un ensemble stable pour R. La
projection de G sur B est définie pargs= (B,Vg, T, I's, Pg), 0U s = UicpTs, Tl : B — Vg telle que
(i) = {vlve T}, I'g = {vi|i € B}, et®g = {¢i]i € B}.

Propriété 2.3. Si B est un ensemble stableg & (B,Vg, 15,5, ) est un jeu booléen.

Preuve : SoitGg = (B,V, T, 5, ®B).

x B C N estl'ensemble des joueurs,

x Vg = UjegTh. Nous avons évidemmeNg C V, et doncVg est I'ensemble des
variables.

« Nous devons veérifier que chaque lgutpouri € B est une formule déy,, ou
est logiquement équivalente a une formule_gg
Supposons quéi € B, 3v e Var(¢;) tel quev ¢ Vg. Donc,Vj € B, v ¢ 1. Soit
k € N\ B tel quev € Ti. Nous savons quee Var(¢;), donc soitp; est indé-
pendant de, et est donc logiquement équivalente a une formule dansllaqu
Vv n'apparait pas, soi; n'est pas indépendante deet dans ce casc RV, et
par définitionk € RR. Donc,k € R(i), maisk ¢ B : c’est en contradiction avec
le fait queB est stable.

x Tig: B— Vp tel quetig(i) = {v|v € 15} est 'ensemble des fonctions d’affecta-
tion de contréle des joueurs &

«x I's = {yi|i € B} est 'ensemble des contraintes des joueursBd€omme
chaquey; est une formule propositionnelle dig;, I's est bien défini pour le
jeuGg.

Exemple 2.5.Soit G= (N,V, . T, ®) le jeu booléen défini par V= {a,b,c}, N={1,2,3}, m;y = {a},
™ = {b}, T3 = {c}, pour chaque iy, =T, ¢ =a< b, =a— —betdps = —c.

Nous avons : Rv= {a,b}, R\, = {a,b}, R = {c}, RR = {1,2}, RBR = {1,2}, R = {3}.

Le graphe de dépendandede G est représenté figure 2.4 (page ci-contre).

Les ensembles de joueurs=B{1,2} et C= {3} sont stables. On peut décomposer G2ejeux
booléens :
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S@moRe)

Figure 2.4 —Graphe de dépendance de I'exenipld 2.5

*x Gg=(B,Vs,Tg,I's,Pg),avec B={1,2},Vg={ab}, m=a,me=b,yi=y=T,p1=a«<b,

* Gc = (C,\Ve, e, T, ®c), avec C= {3}, Ve = {c}, T =C,y3 = T, p3 = —C.
Cette décomposition nous permet ainsi d’étudier deux jluxgmples, @ et Gz, plutét que d'étu-

dier le jeu G. Nous verrons dans la suite que nous pouvons catculer les équilibres de Nash sur
les sous-jeux plutbt que sur le jeu complet.

2.4 Concepts de solution : équilibres de Nash et stratégies mtinée@

2.4.1 Equilibres de Nash

La définition des équilibres de Nash en stratégie pures (PN&) les jeux booléensmjoueurs est
la méme que la définition classique en théorie des jeux (voap@re[l, Définitio 115 (padell9)), en
ayant a l'esprit que les fonctions d'utilité sont induites fes buts des joueuts,,.. ., dn.

Rappelons qu’un équilibre de Nash est un profil de stratdgiepie la stratégie de chague joueur est
une réponse optimale aux stratégies des autres joueursyditrés un exemple simple.

Exemple 2.6. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen avec

x V ={ab,c}, N={1,2,3}, pour touti,y, =T,
x T = {a}, = {b}, 3= {c},

*x 1= (—aVv (aAbA-c)),

* po=(a— (b—c))et

* ¢3 = ((aA—-bA—-C)V (-aAbAcC)).

On peut a présent construire la forme normale de G :

stratégie de3: ¢ stratégie de3: T
2 = 2 _
1 b b L b b
a (1,1,0)| (1,0,1) a (1,0,0)| (1,1,0)
a (0,0,0)| (0,1,0) a 0,1,1)| (1,0,0)

On constate tout d’abord que le jouelim une stratégie gagnante. En effet, s'il choisit d’instanci
la variable a a faux, alors il est sOir de gagner quels que sdiesichoix de2 et 3.

10Certains des résultats de cette section ont été obtenudlabazation avec Bruno Zanuttini.
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Etudions a présent les équilibres de Nash. Pour cela, il &udier chaque profil de stratégies.
abc: 1, quicontrdle a, préférabc
abc: 2, qui contréle b, préférelac
abc: 2, quicontrole b, préfére abc
abc: 2, qui controle b, préférabc
abc: 1, qui controle a, préférabc
amc: 3, qui contrlle c, préferabc
abc: Equilibre de Nash (aucun joueur ne préfére un autre grofil
abc: 2, qui contrdle b, préférabc

Le profil de stratégieabc est donc le seul équilibre de Nash du jeu G.

Donnons a présent une caractérisation simple des éqsiliter®lash aux stratégies pures.

Propriété 2.4. Soit s€ S. s est un équilibre de Nash en stratégies pures de G si ensent si pour
toutie N,ona:

* S0it Sk= ¢,

* SOit s = ;.

Cette caractérisation, simple, permet de calculer plugefaent les équilibres de Nash en stratégies
pures des jeux booléens. Ainsi, un profil de stratégiesra un PNE si et seulement si, pour chacun
des joueurs, soits permet d’obtenir le but du jouely soit le joueur ne peut obtenir son but si les
autres joueurs maintiennent leurs stratégies.

Preuve : sest un équilibre de Nash en stratégies pureS deet seulement si pour
touti € N et pour touts € § on au;(s) > ui(s_i,s ). Or, puisquey;(s) etu;(s_;,5)
ne peuvent prendre que deux valeurs, cette inégalité eisbénte a

VieNetvs € S,ui(s) =1 ouui(s_i,§) =0
c’est-a-dire

VieN soit u(s)=1 (2.1)
soit Vs € §,u(s.i,§) =0 (2.2)

[Z7 est équivalente 2= ¢;.
[22 est équivalente'ds € S, (s_i,5) E —di, doncs_ = —d;.

Exemple[Z® (page précédente), suite :Nous avons vu que le seul équilibre de Nash de ce jeu est
s=abc. En effet, nous avons :

* s=abck ¢; = (-aVv (aAnbA-c))

* s=abcl= ¢z = (a< (b))

x Sg=abkE 3= ((—avbvc)A(av-bv-c))
On peut vérifier gu'aucun autre profil de stratégies ne saiti$fune ou I'autre de ces conditions.
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Cette caractérisation des équilibres de Nash en stratpgies peut étre encore simplifiée. En effet,
vérifier ques_; = —¢; revient a vérifier que_; peut inférer—¢; quelles que soierles valeurs prises
par les variables contrblées par le joueuCela évoque la notion de projection d’une formule sur un
ensemble de variables, qui correspond a l'utilisation dpdtrateurforget notion qui a été étudiée
par [Lin et Reiter| 1994; Langt all, |2002a] 2003], et qui est rappelée dans le chapitre de ogati
(paged).

On généralise ici cette notion d’oubli en utilisant la nimatsuivante Vi : & = —3i : —=¢ qui représente
I'oubli de toutes les variables controlées par le joueur

Sil'on revient a la seconde équation de la propriéié 2.4 pmgcédente), on voit que I'on a :

SiE9 & siEVii-g (2.3)
& (s,84) E Vi (2.4)
& SE Vi, (2.5)

L'équationZB est équivalente a I'équationl2.4 car lesalmes controlées par le joueiuont disparu
deVi: —\(I)i.

Cela nous permet d'établir le corollaire suivant, qui sifiglla caractérisation des PNE que nous
avons donnée dans la propri€fél 2.4 (page ci-contre) :

Corollaire 2.1. Soit se S. Alors s est un équilibre de Nash en stratégies pures pouetssulement
Si :

sk= A iV (Vi:—¢i))

ieN

Preuve :

Vi e N,sk= ¢jous i = —o;
Vi € N,Sk= ¢i ous = Vi: —¢;
VieN,skE ¢V (Vi:—di)
SE Aien (i V (¥i: 1))

toe

Exemple[Z® (pagé&41), suite : Comme précédemment, le seul équilibre de Nash de ce jabest
Calculonsv3: —¢3 :

V3: _‘(I)S = _‘¢3(:<—T N _‘¢35<—L
((mravbvT)A(av-bvL))A((-mavbVvL)A(av-bvT))
= (av-b)A(—-avb)

On a donc bien :
abck= 01/ P2 AV3: 03

Le graphe de dépendance entraine également quelquespEemir les équilibres de Nash.
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Propriété 2.5. Soit G un jeu booléen. Si € N, i € RR, alors tout se S est un PNE.

Si un joueur ne contréle aucune des variables qui lui soletsitl n’a pas d’influence sur son propre
but, et donc aucune préférence pour une ou l'autre de sdégie® Si c’est le cas pour tous les
agents, aucun profil de stratégies n’est préfére, et touddsoe des équilibres de Nash en stratégies
pures.

Preuve : Puisqueyi € N, i ¢ RR, aucun joueur n’a d’'influence sur son propre but :

Vs €85, (s,S.i) F ¢ ous_j = —¢;. Donc,Vi € N, soits_; = ¢;, soits_j = —¢;.
La propriétd 2K (pade2) s’applique pour teuets est donc un PNE.

Propriété 2.6. Soit G un jeu booléen tel qué € N, |RR| = 1, et3i € N tel que RP= {i}.
s est un PNE si et seulement/sic N tels que RP= {i}, s= ¢;.

Si chaque joueur d'un jeu booléen ne dépend que d'un seulijoeé qu’au moins un joueur ne
dépend que de lui-méme, les joueurs telsBBe= {i} seront les seuls & avoir une influence sur leurs
buts, et donc a pouvoir s’assurer que ces derniers sorfagatit)n profil de stratégiessera donc un
PNE si et seulement s'il satisfait les buts de ces joueurs.

Preuve :

= Supposons queest un PNE efii tel queRR = {i} ets|= —¢;.
Par définition d’'un PNE, nous avoss; = —¢;. Mais nous savons quRR =
{i}, doncvveVar(s_;),v¢ Var(¢;). s_i = —¢; n'est alors pas possible. Nous
avons une contradiction.

< Supposons a présent que pour totel queRR = {i} alorss = ¢;, etsn’est
pas un PNE.
Sisn’est pas un PNE, alordi € N tel ques = —¢; ets_; = ¢;. Sachant que
s —;, on adondRR # {i}. Vv € T, v— € Var(¢; ). Donc sis = —¢;, alors
S_i = —¢; etsest un PNE; nous avons une contradiction.

Exemple 2.7. Soit G= (N,V,I',1,®) un jeu booléen défini par :
x V ={ab,c}, N=1{1,2,3},
x pourtouti,yi =T,
x T = {a}, = {b}, 3= {c},
* 01 =a, o, =-aetdps=Dh.
Nous avons : Rv= {a}, R\, = {a}, R\ = {b}, RR = {1}, R = {1} et RR = {2}.

O—e—06

Ce jeu a4 PNEs :{abg abc,abc,abc}. s est un PNE si et seulement $sp .
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Propriété 2.7. Soit G un jeu booléen tel que les buts des joueurs soient emslduses. Alors G a
toujours un équilibre de Nash en stratégies pures.

De plus, s est un PNE si et seulement si pour t@Ni tel que Li{¢;) N5 # &, sk ;.

Si les buts des joueurs sont tous des clauses, un joueur peatsdit satisfaire son but seul, s'il
contréle une variable de son but, soit il n’a aucune influengesa satisfaction. Tout profil de straté-
gies qui satisfait tous les joueurs contrélant une varidbléeur but est donc un équilibre de Nash en
stratégies pures.

Preuve : Soiti € N. Si les buts de tous les joueurs sont des clauses, deux das son
possibles :
 Lit (¢i) N5 # @. Dans ce cas,est sir de pouvoir satisfaire son but, en affec-
tant comme il le souhaite une des variables qu'il controle.
« Lit(¢;) N5 = . i ne peut rien faire pour satisfaire son but, il est totalement
dépendant des autres joueurs.
Il existe doncs € Stel qu’on ait pour toui € N soits = ¢;, soits_j = —¢;. sest
donc un PNE, et il satisfait pour tou€ N tel queLit(¢;) N5 # &, S| ¢;.
Supposons qu'il existee N tel quelLit(¢;) NT5 # & ets = —¢;. Dans ce cas le
joueuri a intéret a changer sa stratégie pour satisfaire sorsloigst donc pas un
PNE.

Propriété 2.8. Soit G un jeu booléen tel que les buts des joueurs soient Egisubes. G a toujours
alors un équilibre de Nash en stratégies pures.

Si les buts des joueurs sont tous des cubes, un joueur péandies les variables qu'il contrdle de
facon a satisfaire son but au mieux, etil n’a pas d’influenedesreste. Le profil de stratégies construit
de cette fagon est un PNE.

Preuve : Soits € Stel que pour tout € N, si= (¢i). On a alors pour toute N,
soits = ¢, soits_j = —¢;. En effet, si un joueur a instancié toutes ses variables
au mieux et que son but n’est quand méme pas satisfait, dash @utre joueur
contréle une variable de son but, et I'instancie d’une fagom satisfaisante pour

Si pour un jeuG, la partie irréflexive d'un graphe de dépendartest acyclique (c’est-a-dire gu'il
n'y a pas de cycles de longuetir2), nous pouvons utiliser une procédure inspirée de la ‘dotw
sweep procedure” (procédure de recherche en avant) [Bowilall, 1999] pour trouver un équilibre
de Nash en stratégies pures. Regardons comment procéder exemple.

Exemple[Z34 (pagé=37), suite : La partie irréflexive du graphe de dépendarele G, représenté
figure[Z3 (pag€38), est acyclique.

RR = {1}, et donc un profil de stratégies=s(s1,»,s3) sera un PNE seulement si le but du joudur
est satisfait, et donc sis= a.
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2 peut alors choisir sa stratégie, car son but dépend seuleaeh et de lui-méme (RP= {1,2}).
Donc s sera un PNE seulementsi,s;) = (¢2)s,, C'est-a-dire sis=b.

Enfin, le joueur3 a fait le méme raisonnement qaeet 2, et donc sait que son but ne sera jamais
satisfait quoiqu'il fasse.

Donc G a2 PNEs :{abc alx}.

Propriété 2.9. Soit G un jeu booléen tel que la partie irréflexive du graphelépendance? de G
soit acyclique. On sait alors que :

1. GaunPNE.
2. sestun PNE de G si et seulement si pour tauli,

* SOit (Sre(i)\ (i), S) = i
* SOIt S?*(I)\{I} ': —\q)i.

Preuve :

1. On peut supposer sans perte de généralité que les jowsuirswnérotés de
sorte que pour totite N, sii dépend dg, alorsj < i. Soits= (sq,...,Sy) dé-
fini inductivement comme suit : poue=1,...,N, si(¢i)s,.. s, est satisfiable,
alors on prend; tel que(sy,...,s) = ¢i. Un tels existe cai ne dépend pas
dek pour toutk > i. Si (¢i)s,,. 5 , N'est pas satisfiable, on prend alorssin
quelconque.

On a donc construit un profil de stratégiesel que pour touti, s}= ¢; ou
s_i = —¢;. D’'aprés la propriétE 2.4 (pagel48)gst donc un PNE.
2. 1l nous reste a prouver gueest un PNE si et seulement ¢i € N, soit
(Sre(ip\fi}+S) = i, SOitSze(i)\ iy = i
= Supposons ques est un PNE et qu’il existe un joueure N tel que
(S=e(i)\(ipS) FE Bi etszeip iy & i
Nous avons alors = —¢;, et, commevk & R*(i), (¢i)s = i, nous avons
s_i = —¢i. D’'aprés la propriétE24 (pagel48)’est pas un PNE.

< Suposons a présent q(&- (i (i}»S) = ¢i Or Sx(i)\giy = i
Sii est un joueur tel quésg-(i)\(i},S) = i, on a évidemmert = ¢;.
Si sz(iy\(iy F i, alors, commevk € RR, (¢i)s, = ¢i, on as_i = —i.
CommeVi € N, soits = ¢;, soits_; = —¢;, sest un PNE.

Exemple [Z3 (pagd—37), suite : Dans cet exemple, nous avon$(R = {1}, R (2) = {1,2},
R*(3) = {1,2,3. Pour s= abc, on a bien

* (SR*(l)\{l}-Sl) =siF¢1=a

* (Se\epS) = (u%) Fd2=a—b

* Spe(a)\(3} = (S1,%2) F ~¢3 =av-bv-c
Le raisonnement est le méme pout sic.

Quand la partie irréflexive du graphe de dépendaAaie G n’'est pas acyclique, I'existence d’'un
équilibre de Nash en stratégies pures n’est plus garamtipele montre I'exemple suivant.
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Exemple 2.8. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen défini par :
* V ={ab}, N=1{1,2},
x Ty = {a}, = {b},
* Vi, i =T,
* (I)l = a< b,
x 02 = (aA—-b)V(-anb).
OnaRV = {a,b}, R = {a,b}, RR = {1,2}, RB. = {1,2}.

Le graphe de dépendandede G est le suivant ;

@C@ Ce jeu n'a aucun PNE.

La propriétd 2P (page ci-contre) entraine le corollailigas :

Corollaire 2.2. Si G est un jeu booléen tel qu'il existe ua N tel que pour tous lesd N, RR = {j},
alors s est un PNE si et seulement 8&%;.

Si tous les joueurs ne dépendent que d’'un et un seul joydaus les joueurs (sayh nont aucune
influence sur leurs buts. Sejlqui contrdle son but, a une préférence sur ses stratégidsne une
influence sur le choix des PNEs.
Preuve : Soit G est un jeu booléen tel quf € N tel quevi € N RR = {j}.
= Soitsun PNE deG. Comme,Vi € N, RR = {j}, alorsVi € N, R*(i) = {j}.
D’apres la propriét€ 219 (page précédente), on doit asof= ¢;, et pour tout
i # j, on peut avoir soits;,s) = ¢i, soits; = —¢;. La seule condition est donc
quesi=¢;.
< Soits}=¢;. SiVi, RR = {]j}, on sait que n’a aucun pouvoir sur son but, et
donc ques est equivalent &;. Donc, on a pour tout soits = ¢;, soits_j = —¢;,
etsest un PNE.

Propriété 2.10. Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen, B- N un ensemble stable pour R, e &
(B,Vs,1,T's,Pg) la projection de G sur B.

Si s est un PNE pour G, alorg st un PNE pour &.

Preuve : Soitsun PNE deG. Alors, Vi € N, soits = ¢;, soits_j = —¢;.

Nous savons que= (sg,S_g), et nous voulons vérifier ques est un PNE déSg,

c’est-a-dire que/i € B, soitsg = ¢;, soitsg_j = —;. Soiti € B.

— s=(sg,5-8) = ;. Commei € B, et queB est stable, nous savons dqupe R(i),
j € B. Donc tous les joueurs qui ont une influence issont dans, et doncs_g
n’a aucune influence sgx; : on asg = ¢;.

— S.j = ~¢;. Comme précédemment, on sait que seuls les joueuBs ai@ une
influence su;. On a doncsg, ;i1) = —¢i, ce qui correspond & = —i.
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Exemple 2.9. Soit G= (N,V,,T,®) un jeu booléen défini par

V ={ab,cd}, N=1{1,2,3,4,

m = {a}, ™o = {b}, 3 = {c}, Ty = {d},

Viyi=T,

b1=a<bd2=bc d3=-d, etds=d« (bAc).

Ona:RR={1,2},RR ={2,3}, R = {4}, RR, = {2,3,4}.
Le graphe de dépendandede G est représenté figure R.5.

O

CEo

Figure 2.5 —Graphe de dépendance de I'exenipld 2.9

EE S

L'ensemble de joueurs B {2,3,4} est stable. @ = (B,Vs,I's, T, Pg) est un jeu booléen, avec

* VB = {b,C,d},

* Th=b,Tg=cC, T =d,

*Yo=Y3=Ya=T,

x pp=b—c,d3=-d, etps=d - (bAc).
G a2 PNEs :{abcd abcd}, et {bcd,bcd} sont les2 PNEs de G (et dans cet exemple,g@ra aucun
autre PNE).

Comme il est possible de le voir dans I'exemiplg 2.5 (fhageld@§ciproque n’est pas toujours vraie :
C = {3} est stable, et le jeu boolé&x = (C,Vc,Tc,I'c,Pc) a un équilibre de Nash en stratégies
pures :{T}, mais pourtant le je n’a aucun PNE.

Toutefois, il existe des cas simples pour lesquels la régipe est vraie.

Propriété 2.11. Soit B et C deux ensembles stables de joueurs, et goitt Gc deux jeux booléens
associés.

Si g est un PNE pour g et & un PNE pour G tels qu@ Vie BNC, sj = i, alors g ¢ est un
PNE pour le jeu Guc.

Preuve : BetC sont stables, donc d'apres la propriEid 2.2 (fageB9)C est un
ensemble stable, et d’aprés la propr[Efd 2.3 (pabeGK)); est un jeu booléen.
Soiti € BUC. 3 cas sont possibles (2 étant symétriques) :

* 1 € B\C(oui € C\B). sg estun PNE pouGg, donc on a:

* soitsg = ¢i, et commé ¢ C, on a(sg,c) = ¢i;
x soitsg_j = —¢;. Commei ¢ C, on a égalemer(tss_i,sc) = —¢;, ce qui
correspond &g c_i = —¢;.

g représente la stratégie du jouéwour le jeuGg.
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x 1€ BNC.Onaalorsvk € BNC, sgx = Sck- Plusieurs cas sont possibles :

* S = 0 etsc = ¢i. Puisquevk € BNC, sk = Sck, On a(ss, &) = i,
doncsg.c = ¢i.

% Sg_j = ¢ etsc_i = ;. Pour les mémes raisons que précédemment,
on a(ss-i,Sc-i) = —9i, et doncsguc—i = —9i.

* Sg = 0j etsc_i = —¢; (ou vice versa). On sait quk € BNC, Sz = Scks
et puisque les résultats obtenus BagtC sont différents, ces stratégies
n’interviennent pas danjs. Les joueurs danBNC ne contrélent aucune
variable dep; : Vv e Var(¢;), vk € BNC, v ¢ R\. Dans ce cas, puisque
Ss = ¢i, on sait que toutes les variables ¢lesont contrdlées par des
joueurs dan8\ C; et puisquesc_; = —¢;, on sait que toutes les variables
ded; sont contrdlées par des joueurs d@nd. Comme chaque variable
est contrélée par un et un seul joueur, c'est impossible.

On sait donc que sofiz c = ¢i, Soitszc—i = —$i. Ssuc est un équilibre de
Nash deGg c.

Exemple 2.10.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen défini par

x V={ab,c}, N={1,2,3,

* Ty = {a}, o = {b}, T3 = {c},

* Vi, Vi =T,

x 1 =a<—C,dp=b« —c, etpz=c.
On a RR ={1,3}, RR ={2,3}, RR = {3}. Le graphe de dépendand®de G est représenté fi-
gure[Z6.

SEm®

Figure 2.6 —Graphe de dépendance de I'exenipleR.10

L'ensemble des joueursA {1,3} et B= {2,3} sont stables. On a deux nouveaux jeux booléens :
* GA = (A,VA,FA,T[A,CDA), avec

A={1,3},Va={a,c},

m=4aTg=_¢C,

i=ys=1T,
¢1=a—cetpz=c.

* % Xk %

Ga a un PNE :{ac} (dénoté par g = (Sa1,543))-
* GB = (B,VB,T[B,FB,CDB), avec

« B=1{2,3}, Vg = {b,c},
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* Th=b, M3 =,
* Y1=Yz3=T,
x pp=Db<— —c,d3=c.

Gg a un PNE :{bc} (dénoté par g = (S.2,8.3)).
ANB = {3}. Mais nous avons,g = Sg3 = C : Ga_g @ un PNE :{abc}.

On peut facilement généraliser la propriefeP.11 (hageat®)x p ensembles stables couvrant I'en-
semble de tous les joueurs :

Propriété 2.12. Soit G= (N,V,I',®) un jeu booléen, et soit B..B, p ensembles stables de
joueurs, tels que BU...UBp = N. Soit G, ..., Gg, les p jeux booléens associés.

Sidsg, ...ss, des PNEs de &,...,Gp, tels quevi, j € {1,... p}, Vk € BiNBj, s3,k = Sg; k, alors
S$= (ss,,---,S8,) €stun PNE de G.

Preuve : Soit B; et By les deux premiers ensembles stable€;gtet Gg, les deux
jeux booléens associés. On peut appliquer la propiiéid (pdde[4B), et montrer
ainsi queB; U B, est un ensemble stable, qGg, s, €st un jeu booléen, et que
Ss,uB, €st un PNE dé&g, g,.

On peut faire de méme poBr UB; etBs, et ainsi de suite, jusqu’a trouver le résultat
voulu.

Comme montré dans I'exemdle 2110 (page précédente), diwisgeu booléen permet de faciliter le
calcul des équilibres de Nash.

Si on essaie de calculer les équilibres de Nash dans le jgimalinous devons vérifier sat= ¢,
soits_j = —¢; pour chacun des 8 profils de stratégsest pour chacun des 3 jouedrd| faut donc
faire 12 vérifications par joueur (8 pour chaque profil detégies pour vérifies = ¢, et 4 pour
chaques_; pour vérifiers_; = —¢;), et donc 36 pour le jeu dans le pire des cas.

Le calcul des équilibres de Nash une fois le jeu divisé estdm# plus facile : d’aprés la propriété]2.9
(pagddb), le calcul du PNE d@&s nécessite 6 vérifications pour le joueur 1 (4 pour calc{derss) =
$1, et 2 pour calculess = —¢1) ; et seulement 2 pour le joueur 3 (d&f(3) \ {3} = @). Onadonc a
faire seulement 8 vérifications dans le pire des cas pouvdrdas PNEs d&g, et il en est de méme
pour G¢c, qui a une configuration équivalente. Comme il faut égalénaérifier que I'instanciation
des variables du joueur 3 sont les mémes pour les 2 jeux,tifdie 17 vérifications pour calculer
les PNEs du jel.

2.4.2 Stratégies dominées

Comme nous l'avons vu dans le chapifie 1, sediion11.3.2 [@@yeil arrive parfois que le calcul

des équilibres de Nash donne des résultats mal adaptés. aNons donc étudier ici le principe de
dominance Dans le cadre des jeux booléens, la définition des stratéigiminées est la méme que
dans la littérature (DéfinitiorfsS_1.8[€f1L.9 (page 22)).
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L'idée principale de ce concept est que les stratégies dmmime sont pas utiles et peuvent étre
éliminées itérativement, jusqu’a ce qu’un point fixe sdi¢iat. Ce processus repose sur I'hypothése
gue chaque joueur se comporte de maniere rationnelle efusales autres joueurs sont rationnels.

Comme nous I'avons vu dans la sectlon1.3.2 (fage 21), uaggie strictement dominée ne peut
jamais étre présente dans un équilibre de Nash, tandis gsatégie faiblement dominée peut ap-
paraitre dans un équilibre de Nash. Ce résultat reste eatiinis le cas simple des jeux booléens.

Propriété 2.13.

x Une stratégie strictement dominée n’est présente dansaéguilibre de Nash.
x Une stratégie faiblement dominée peut étre présente daasguitibre de Nash.

Preuve :
* Montrons qu’'une stratégie strictement dominée n’est présdans aucun
équilibre de Nash. So# une stratégie du joueustrictement dominée. Alors

35 € S telle quevs_; € Sj,ui(s,s.) < U(s,s.i)

Donc, pour tout profil de stratégies= {sy,...,S,...,S}, on aura u;(s) <

ui(s,s).

Or, s appartiendra a un équilibre de Nash si et seulement si tlesxisl que :
Vs € S,u(s) > ui(s,si)

ce qui est en contradiction avec I'hypothése précédentee peut donc pas
appartenir a un équilibre de Nash.

* Montrons a présent sur un contre-exemple qu’une stratagement domi-
née peut étre présente dans un équilibre de Nash. Pour tel&res le jeu
booléenG = (N,V, . I',®) avecV = {a,b}, N = {1,2}, pour touti, yi = T,
m = {a}, T, = {b} etd; = ¢ =an-b.

Ce jeu a deux équilibres de Nash : les profils de stratéapest ab. Or, la
stratégie—a, présente dans I'équilibre de Naah, est faiblement dominée par
la stratégien.

La propriété suivante est également issue de la théorisiglasdes jeux.

Propriété 2.14.

x L'ordre d’élimination des stratégies strictement domméé&ffecte pas le résultat final.
x L'ordre d’élimination des stratégies faiblement dominpest affecter le résultat final.

Le premier point de cette propriété, sur la dominance striest évidemment applicable dans le cas
simple des jeux booléens [Hillas et Kohlberg, 2002].

On aurait pu croire que l'ordre d’'élimination des stratédg®iblement dominées dans le cas simple
des jeux booléens n'affecte pas le résultat final, mais il n’est rien. Nous en donnons ici un contre-
exemple.
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Exemple 2.11.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen avec

x V ={ab}, N={1,2},
x pourtouti,yi =T,

x T = {a}, T, = {b},

x p1=aAbet

x pp=an-b

On peut a présent construire la forme normale de G :

2l 5 | b

a (0,0)| (0,0)

a 0,1 (1,0

Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

x Pour le joueurl, la stratégie a domine faiblement la stratégie

* Pour le joueur2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b.
Eliminons dans un premier temps la stratégie dominée dwjolieOn élimine don@. Aprés cette
élimination, la stratégieo du joueur2 domine faiblement la stratégie b. On obtient donc une seule
stratégie résultat : b.

Eliminons a présent la stratégie dominée du jou2wn premier. On élimine donc la stratégie b.
Apres cette élimination, le jouedrn’a plus de stratégie dominée. On obtient donc deux streségi
résultat : & etab.

On voit ici que nous n'avons pas obtenu le méme résultat sui\cadre d’élimination des stratégies
faiblement dominées.

Reprenons I'exemple—2.6 (pafel 41) pour calculer I'élimorades stratégies dominées aprés avoir
calculé les équilibres de Nash.

Exemple[Z® — suite Etudions les stratégies dominées de ce jeu :
x Pour le joueurl, la stratégiea domine faiblement la stratégie a. Eliminons cette striatég
x Une fois cette stratégie éliminée, la stratégie ¢ du joudomine faiblement sa stratégieOn
élimine donc cette derniere.
+ Enfin, pour le joueui2, la stratégieb domine faiblement la stratégie b. On élimine également
cette stratégie.

On obtient ainsi un seul profil de stratégies résuliic qui permet aux joueurket 2 de gagner.

Nous avons vu que l'ordre d’élimination des stratégiesl&iient dominées a un impact sur le reé-
sultat. On est donc en droit de se demander si on aurait pwéoun autre résultat en éliminant les
stratégies des joueurs dans un ordre différent.

Ici, c’est le seul ordre d’élimination possible. En effet,jbueurl est le seul joueur qui a une stra-
tégie dominante avant élimination d’autres stratégies.uge fois la stratégie dominée du jouelr
éliminée, le joueuB est également le seul a avoir une stratégie dominante.

Une seconde propriété se dégage immédiatement :
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Propriété 2.15. Dans un jeu booléen, si la stratégie du joueur i domine strictement une autre
stratégie § alors s est une stratégie gagnante pour ce joueur.

Preuve : sdomine strictemers{. Donc,

Vs_i € S;,ui(s,s i) > u(s,s)
& Vs eSiu(s,s ) =1etu(s,s.i) =0
= Vs.eSi(s,s.i)FE ¢
= § est une stratégie gagnante pour le joueur

L'utilisation de la notion de projection (voir le chapitreobdtions (pag€l7)) nous permet ici aussi de
donner une caractérisation logique des stratégies strictedominées.

Propriété 2.16. Soit G un jeu booléen. La stratégiedus joueur i domine strictement la stratégie s
si et seulement si :

sENV—i:di) eté E(V—i:—0))
Preuve : Supposons que la stratégiedu joueuri domine strictement.

Vs € Si,ui(s,s.i) > u(s,s)
& VsieSiu(s,si)=1etu(s,s.i) =0
& VsieS(s,su) = diet(s,s.) = i
o sk (Vi) ety (V—i:-0)

Etudions cette caractérisation sur un exemple.

Exemple 2.12.Soit G= (N,V,,I',®) un jeu booléen. On donne
x V ={ab,c}, N={1,2},
* pour touti,y; =T,
x Ty = {a,b}, ™o = {c},
x ¢ = (-aAn—-bAC)V(anb), et
x ¢ = (anc)V (—bA-cC)
On peut a présent construire la forme normale de G :

2 C c
1
ab ©,1) | (1,0)
ab ©0,1)| (0, 1)
ab (0,0) | (0,0)
ab 1,0) | (1, 1)
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Etudions les stratégies dominées du jougwen utilisant les caractérisations de la propridié_3.16.
Pour cela, commencons par calculer les formules qui nousnsettiles.

$¢1 = (-an-bAc)V(anb)

=01 = (aVbVv-c)A(-aV-b)

V—1:¢1=arb=¢]

V—1:-¢1=(avb)A(-av-b)=¢]

Nous devons ensuite étudier chaque stratégie du jobeour voir si elle permet d’inféred; ou¢7.
ab - ¢/ etab | ¢f

ab [~ ¢ eteb = ¢7

ab i ¢} etab = ¢

ab = ¢} et bl ¢f

On peut a présent calculer les stratégies strictement déesimiel.

* K K ¥

* K K ¥

ab domine strictementeetab. En effet, on a bien :
* pour & : abj= ¢ et e = ¢
* pourab : abj= ¢) etab = ¢7

Essayons a présent de caractériser les stratégies faittldorainées. Cette fois ce n’est pas la notion
de projection qui est utilisée mais celle d’interprétatpamtielle.

Propriété 2.17. Soit G un jeu booléen. La stratégiedss joueur i domine faiblement la stratégiess
et seulement si :

(9i)g = (9i)s et(9i)s = (di)g

(di)s = (¢i)s signifie quevs_j, si l'instanciation partielle dé; pars est satisfaite, alors il en est de
méme pour celle d¢; pars. Donc, sivs_j, (§,S_;) permet de satisfairg;, alors(s,s_j) également.

(di)s ¥ (i) signifie queds_; tel que(s,s-i) satisfaitd;, tandis(s,s-i) non.
Preuve : La stratégies; du joueuri domine faiblemeng si et seulement si :

Vs i € S_i,ui(s,s_i) > Ui(S|',S_i) (2.6)
et Js—ieSu(s,s.i)>u(s,s.) 2.7

L'équation[Z.6 nous permet d’obtenir les équivalencesasuas :

28 < Vs;eSi(u(s,s.i)=1louu(s,s.i)=0)
= VS,iESLi,(S,S,i) = o ou(q,s,i) = b
& Vs—-ie S, si(s,s.i) = ¢ialors(s,si) = ¢
& Vs—-ieSy, sis = (cl)i)q alorss_j = (¢i)g
& (di)g F (9i)s

Enstite, il est possible de remarquer que I'on[@Zl(2:7)-@8) si I'on intervertits;
ets. Donc:

A< (di)s = (9i)g
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2.5 Cas particulier : Jeux a deux joueurs et a somme nulle

Dans cette section, on montre que les jeux booléens étudias [Harrensteiet all, 12001;
Harrenstein, 2004a] qui nous ont inspirés au départ, somasrparticulier des jeux booléenmna
joueurs présentés dans la secfiofd 2.2 (jhage 33). Les d@fssont les mémes, mis a part la notion
de coalition qui n'a aucun sens ici.

Certains parameétres sont simplifiés. En effet, comme cheapigble de décision d¢ ne peut étre
contrblée que par un seul des deux joueurs, on & V \ Ty. D'autre part, on a8, = —¢; ety; =
Yo=TT.

Etudions a présent un exemple simple.

Exemple 2.13.Soit V= {a,b,c,d}, N={1,2}, ; = {a,c} etd; = (aA—-b) vV (bAd).

Le jeu booléen G= (N,V,m,T',®) est totalement défini.

En effet, on sait quep =V \ Ty, qued, = -1 = (-avb) A (-bv —d),etqueys =y, = T.

On peut a présent construire la forme normale c@ G

) 2'5d |bd |bd |bd
ac 0 0 0 1
ac 1 0 1 1
ac 0 0 0 1
ac 1 0 1 1

On constate ici que le jouewd, qui contrble les variables b et d, a une stratégie gagnateeffet,
s'il choisit de mettre b & vrai et d a faux, il est sr de gagneelg que soient les choix de

La propriété suivante donne une caractérisation simplégi@tibres de Nash en stratégies pures dans
les jeux booléens a deux joueurs et a somme nulle qui estubiEar une simple transposition de
résultats issus de la théorie des jeux a somme nulle.

Propriété 2.18. Si G est un jeu booléen a deux joueurs et a somme nufgss, s;) est un équilibre
de Nash en stratégies pures si et seulementassune stratégie gagnante pour le joudyou $ est
une stratégie gagnante pour le jouekir

Preuve :
1. Soits= (s1,52) un équilibre de Nash en stratégies pures.

x Supposons que l'on a;(s) = 1. Le jeu étant a somme nulle, on a
uz(s) = 0. Commes est un équilibre de Nasls,,ux(s) > ux(sy,s,)
ce qui entraing’s,, u(s,s,) = 0. Donc,vs,, (s1,S,) = 2, ce qui im-
plique quevs,, (s1,S,) = ¢1. 51 est donc une stratégie gagnante pour le
joueur 1.

121 signifie que 1 gagne et 2 perd, et vice-versa pour 0
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x On auy(s) = 0 etuy(s) = 1. En faisant le méme raisonnement que pré-
cédemment, on montre que est donc une stratégie gagnante pour le
joueur 2.

2. Supposons qus; est une stratégie gagnante pour le joueur 1. On a donc :
Vs, u1(s1,S2) = 1 et Vs, Up(s,s2) = 0. Posonss = (s1,5). On a bien
VS, ui(S) > ui(S), ) etvs,, ux(s) > ux(s1,S,). s est donc bien un équilibre
de Nash.

On raisonne de la méme fagon si I'on supposesyest une stratégie gagnante
pour le joueur 2.

Par conséquent, dans un jeu booléen a deux joueurs et a samimel existe un équilibre de Nash
en stratégies pures si et seulement si I'un des deux jouawns stratégie gagnante.

La propriétd 218 (page précédente) permet de détermiciérfeent la complexité algorithmique du
probleme d’existence d'un equilibre de Nash en stratégiessp On rappelle que; = NPNP est la
classe des langages reconnaissables en temps polynomiakpaachine de Turing non-déterministe
munie d’oracleNP (voir [Papadimitrioul, 1994a)). Les résultats de compkegitivants ont été trouvés
avec l'aide de Bruno Zanuttini.

Propriété 2.19. Le probléme de I'existence d’'un équilibre de Nash en stiagégures dans un jeu
booléen a deux joueurs et & somme nullexgstomplet.

Preuve : Lappartenance &) estimmédiate. La difficulté est obtenue par la réduc-
tion du probleme consistant a décider la validit&BE, 5. Etant donné une formule
Q = 3A,VB®, ou A et B sont des ensembles disjoints de variable® et une for-
mule propositionnelle dea g, on définit le jeu booléen a 2 joueurs et a somme nulle
suivant :¢; = ®V (x < y), oux,y sont des nouvelles variableise{ xy ¢ AU B),

d2 =01, u = AU{X}, T, = BU{y} ety; = y» = T. Ce jeu peut étre évidemment
construit en temps polynomial étant dor@éD’apres la propriét€ 218 (page pré-
cédente), ce jeu a un équilibre de Nash si et seulement sisijodeurs 1 ou 2 a
une stratégie gagnante.

Supposons qu@ est valide. SoiMa € 2% un modéle d&. Alors, (Ma,x) et (Ma,X)
sont des stratégies gagnantes pour 1.

Supposons maintenant q@en’est pas valide ; alors quel que stiix € 2* que 1
choisit de jouer, 2 peut joudvlg € 28 tel que(Ma,Mg) = ®. De plus, si 1 joue
(respX), alors 2 peut jouey (resp.y), avec dans les deux cas la victoire de 2. D’autre
part, 2 n’a pas non plus de stratégie gagnante puisque lqeatits rendrex < y
vrai, et donc gagner.

Il existe donc une stratégie gagnante pour 1 (ou 2, au chiedt)sgulement 9 est
valide.

On en tire le corollaire suivant, concernant cette fois ées jpooléens ajoueurs.

56 Elise Bonzon



2.5. Cas particulier : Jeux a deux joueurs et & somme nulle

Corollaire 2.3. Le probléme de I'existence d'un équilibre de Nash en stiagégures dans un jeu
booléen & n joueurs e&)-complet.

Preuve : L'appartenance ag estimmédiate ; la difficulté est obtenue, dés que2
et que le jeu est a somme nulle par le théorEmel 2.19 (pagederées.

Ce résultat est a rapprocher de la complexité de la contliédabégalement un problénﬁg—complet
[Lang et Marquis| 1998b]. Or, le probléeme de I'existencendagquilibre de Nash dans un jeu a plu-
sieurs joueurs et a somme non nulle étant bien plus généedhqontrélabilité, le fait gu'il ne soit
pas situé plus haut dans la hiérarchie des classes de cdt@@sxplutdt une bonne nouvelle.

On peut expliquer intuitivement le fait que le probléme dxxibtence d'un équilibre de Nash soit
au second niveau de la hiérarchie polynomiale par le failgwésolution de ce probléme comporte
deux sources indépendantes de complexir&lifficiles : la recherche du “bon” profil de stratégies,
et la vérification qu'il constitue un équilibre de Nash emggies pures. Par comparaison, I'existence
d’'un profil de stratégies dont l'utilité cumulée est supdmred une borne donnée est seulement un
problémeNP-complet.

Nous allons a présent essayer de simplifier le probléeme draétues restrictions syntaxiques sur les
formules représentant les buts des joueurs. Nous nougs$stis particulierement aux formules en
forme normale disjonctive (DNF). Rappelons que toute fdenfiooléenne peut étre mise en DNF, et
gue c'est donc une restriction syntaxique et non sémantique

Tant que I'on considére des jeux a 2 joueurs et a somme ntlkgohant que décider la validité
de 3A,VB, ®, une formuleQBF, 5, estx5-complet méme s est en DNF, la propri¢tE 219 (page
ci-contre) reste correcte méme si le but du joueur 1 est en (ENBut du joueur 2 étant implicite).

Toutefois, lorsque nous représentons explicitement lesdrichaque joueur en DNF, la complexité
du probléme descend en NP, comme le montre la propriéténseiva

Propriété 2.20. Soit G un jeu booléen. Si € N, ¢; est en DNF, alors le probleme de I'existence d’'un
équilibre de Nash en stratégie pure est NP-complet.

Preuve :
Si ¢; est en DNF, alorsli : ¢; peut étre calculé en temps linéaire [Lastall, 12003,
Propositions 17-18]. Alors, si chagieest en DNF, la formuley = A;(¢i vV (—3i :
$i)) peut étre calculée en temps linéaire. Comme la profneiép2gd 2P) permet
de trouver un profil de stratégie®t de veérifier que = ), le probléme est en NP.
La difficulté est obtenue par la réduction du complément diblgme consistant a
décider si une DNRD> = \/iklei est une tautologie, ce qui est un problécosiP-
complet bien connu. SoX I'ensemble des variables deet soitx,y ¢ X. On définit
un jeuG a deux joueurs par :

01 = VI (TIAXA=Y) V (TIA-XAY),

* G2 = (XAY)V (XA TY),

« T ={y},

* Th = XU {X}
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Lorsqu’on considére uniqguement des jeux a deux joueursprglexité de ce probleme peut des-
cendre & pour quelques classes non triviales de formules : si lesdeggoueurs sont représentés

G peut étre construit en temps linéairgpgt ¢, sont en DNF.

Onap1 =DPA(X#£Y) etd, = (x=Yy). Grace a la propriéte_2.4 (palgd 42) et a son
corollaire[Z11 (pagE43), nous savons dea un équilibre de Nash si et seulement
Si (PA(x#Y))V—-P)A(x=Yy) est satisfiable.

En effet, comme n'apparait pas dar®, nous avons

3y (PAXFAY) = (PATY: X#Y) =-(PAT) =P

et nous avons aussi
—IXU{X}: (x=y) =L

Commed A (x # y) A (x=y) n'est pas satisfiable, le je& a un équilibre de Nash
si et seulement sid A (x=y) est satisfiable, c’est-a-dire si et seulementdiest
satisfiable, étant donné questy n’apparaissent pas dasds

Donc,G a un équilibre de Nash si et seulemendsi’est pas une tautologie.

par des formules en DNF renommables en Horn, affines, 2CNFNdur@onotones.

On ne développe pas ces démonstrations ici, car la résoldéda projection en est le résultat prin-

cipal, et que les détails sont en grande partie les mémesamse/ danuttini, 2003, Section 6].

Nous pouvons également déterminer la complexité algoriphendu probléme de la dominance faible

dans un jeu booléen.

Propriété 2.21. Décider si une stratégiel slonnée est faiblement dominée Egtcomplet. La diffi-

culté reste valable mémedi est restreint aux DNF.

Preuve : L'appartenance &) est immédiate. La difficulté est obtenue cette fois
encore par la réduction du probleme consistant a décidexitdite deQBF» 5.
SoitQ = JAVB®, eta, b deux nouvelles variables. On définit :
x ¢1 = (and)V (-anb), m =Au{a},
*x T = BU{b} (¢ est quelconque et n'est pas définie ici car sa valeur n’inter-
vient pas dans la démonstration).
SoitMj, uneA-interprétation, et sol; = (Mj,a). On a(¢1)g = (b).

Supposons que est valide, avedla € 2* un modeéle de\, ets; = (Ma,a). s; est
alors une stratégie gagnante pour 1, contrairemeft@oncs; domine faiblement
s

Supposons a présent g@en’est pas valide. Soia € 24, ets; = (Ma,d). Alors,
(¢1)s, = (b) = (¢1)5&' donc, d’aprés la propriéfe 2117 (pdgé =4)ne domine pas
faiblements;.

A présent, soit; = (Ma,a). CommeQ n'est pas valide, il exist¥g € 2B tel que
(Ma,Mg) = ®. Donc (Mg, b) [= (¢1)s, mais (Mg,b) = (¢1)s,, et d’apres la pro-
priété[Z.1V (page$43¥; ne domine pas faiblemest.
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Donc,s, est faiblement dominée si et seulemer@sst valide.
On peut remarquer que @i est en DNF, alorsA, VB, ® est toujourig-complet et
qued peut étre transformée en DNF efficacement.

Le probleme de l'existence d'un équilibre de Nash, et somutaldans un jeu donné est une
guestion importante, qui a attiré un grand nombre de charshipar exemple [Denet all, 2002;
McKelvey et McLennan, 1996; Kollest all, 11996]). La plupart de ces travaux ont consisté a étudier
des problemes concernant les équilibres de Nastratégies mixtedDans ce contexte, I'existence
d’'un tel équilibre est toujours garantie, mais le probléraesavoir s'il est possible de le calculer en
temps polynomial est toujours ouvelrt [Papadimiiriou, 4001

Les premiers résultats de complexité ont été donnés [pabd&it Zemel| 1989], qui ont no-
tamment montré que le probléme consistant a trouver plus diuilibre de Nash en stratégies
mixtes dans un jeu en forme normale e&-difficile, ou encore que prouver I'existence d’'un
équilibre de Nash en stratégies mixtes satisfiant certgingsriétés dans un jeu a deux joueurs
en forme normale eskP-difficile. Une réduction plus simple pour ce probléme a étuvée
dans [Conitzer et Sandhalm, 2003]. Des extensions de cefatssa des jeux plus généraux ont
été trouvés par [Meggido et Papadimitfiou, 1991], et pap#@amitriou, 1994b].

D’autres travaux étudient des problemes plus proches dessn@ savoir I'existence d’'un équilibre
de Nash erstratégies puresPar exemple, les jeux étudiés dans [Got#blall, [2005] sont des jeux
stratégiques sur lesquels il est imposé des limitationstifatives et/ou qualitatives sur l'influence
d’'un agent sur les décisions des autres agents : par exaegiteindre le nombre de joueurs ayant une
influence sur un joueur donnédce qui correspondrait dans nos jeux booléeRBa< k) ; ou encore
définir un graphe de dépendance, et étudier le cas particuligest acycliqgue. Nous étudierons plus
longuement ces cas particuliers, et nous les compareresdes/notres dans le chapifiie 4 (pRgd 121).
Dans ce contexte, le probleme consistant a décider s’ileeis équilibre de Nash en stratégies pures
estNP-complet pour chacune des deux restrictions décrites lus h

Le probleme de I'existence d’'un équilibre de Nash en stiesgoures pour plusieurs classes plus spé-
cifigues de jeux a également été étudié. Par exemple, tronvéguilibre de Nash en stratégies pures a
été montré polynomial pour quatre notions de jeux symétscayant un nombre constant d’actions,
mais non-polynomial si le nombre d’actions est linéairesdennombre de joueurs [Braneit all,
2007] (voir chapitré¥4 (pade1R1)).

D’autre part, les jeux graphiques d’'actions (action grapimes, AGGs, voir chapitidd 4 (page121))
sont des jeux totalement expressifs (tout jeu peut étreésepté par un AGG) représentés par des
graphes dont les nceuds correspondent a des actions, etdesuar dépendances entre les utilités
des agents effectuant ces actions [Bhat et | eyton-Erow®-;2llang et Leyton-Brown, 2006]. Si le
probléme consistant a décider s'il existe un équilibre dehNen stratégies pures dans un AGG est
NP-complet [Jiang et Levton-Brown, 2006], il existe des ofssde jeu pour lesquels ce probléme est
polynomial [Jiang et Leyton-Brawin, 2007]. C’est le cas ptag AGGs ayant un nombre d’actions,
et donc de nceuds, limitéka

Les jeux de congestion (congestion games, voir chapitreade(d2ll)) [Rosenthal, 1973], sont
des jeux dans lesquels les actions disponibles consistenhensemble de ressources, et I'uti-
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lité de chaque joueur dépend du nombre de joueurs ayanttisglee les mémes ressources
(c’est-a-dire ayant joué la méme action). Les jeux de cdigyesnt toujours un équilibre de Nash en
stratégies pures_[Rosenthal, 1973], et il est montré daabrikantet all,2004] qu'un PNE peut étre
calculé en temps polynomial dans le cas ou le réseau de ce'gstr§-dire le graphe dont les nceuds
sont les actions possibles, et les arcs les ressourcegnastrigjue.

2.6 Jeux booléens et duopole de Stackelberg

Von Stackelberg a imaginé en 1934 une situation a deux jewtans laquelle un des deux joueurs a
une idée précise du comportement de son concurrent : il @gpadiaitement sa fonction de réaction
et il I'integre dans son processus de décision. On appedies @e joueur ldeader ou le meneur
Suite a sa décision, son concurrent réagit en maximisanpsafit et donc en suivant sa fonction
de réaction; il se contente de “suivre” le comportement dulde et pour cette raison, on I'appelle
le suiveur(follower). Dans ce cas, le suiveur considére que ses décisions nionhampact sur le
comportement du meneur (voir par exemple [Osharne et Riaiing 994]).

Une idée est alors d’étudier la dynamicité dans les jeuxémyd a deux joueurs en suivant ce principe
de “meneur-suiveur”. Cette ébauche de travail a été effecau laboratoire ILLC a Amsterdam avec
Ulle Endriss.

Dans cette section, nous allons procéder par étapes : lons abmmencer par étudier les jeux de
type Stackelberg a deux joueurs et une variable par jouaignous chercherons empiriquement les
propriétés que doivent respecter les stratégies du menelur receveur pour étre optimales. Nous
généraliserons ensuite ces résultats a des jeux a deuxgateivariables, puis ainsi de suite jusqu’a
prouver ce résultat, trouvé empiriquement, pour des jeleud fbueurs eh variables par joueur.

2.6.1 2 joueurs, 1 variable chacun

Dans cette section, nous allons étudier des jeux bool€eas(N,V,I', 1, ®) tels queN = {1, 2},

V ={ab},yi=yv=T,m = {a}, m = {b}, les buts des joueurs étant quelconques. Supposons que
le joueur 1 est le meneur, et donc joue en premier. La listeutes les issues possibles de ce type de
jeux une fois que le joueur 1 a joué la stratégji€s; = a ous; = a) est représentée sur la figlrel2.7
(page suivante).

Chaque paire de couples du typey)(zt) apparaissant dans la premiére colonne de ce tableau
représente les issues du jeu pour le joueur 1 s'il Buselon la stratégie choisie par le joueur 2. Donc
si le joueur 1 joues; et que le joueur 2 jous, (S, = b ous, = b), l'issue du jeu se (xy); sile
joueur 2 joues, (si s, = b, alorss; = b et vice-versa), I'issue du jeu sefat). Dans ces couples, la
notation _ signifie “0 ou 1”.

La seconde colonne du tableau représente l'intérét dmour le joueur 1 : c’est soit une stratégie
gagnante (si l'issue esfl, )(1,_) par exemple, quel que soit le choix de 2, 1 est sOr de gagrer s'i
jouesy), soit une stratégie perdante (si I'issue @t ) (0,_) par exemple, 1 est sOr de perdre s'il joue
s1), soit le joueur 1 ne peut pas prévoir quelle sera son ufsitéissue est0, 1) (1, 1) par exemple, 1

ne sait pas quelle stratégie jouera 2).

13Comme précédemment, cela signifie que le joueur 1 auratéutilet le joueur 2 I'utilitéy.
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(1, )(1,_) | stratégie gagnantes; = ¢1
(0,0)(1,1) | stratégie gagnantes; = ¢1 < ¢2
(1,1)(0,0) | stratégie gagnantes; = ¢1 < ¢2
(0,_)(0,_) | stratégie perdantes; = —¢;
(1,0)(0,1) | stratégie perdantes; = —(¢1 < ¢2)
(0,1)(1,0) | stratégie perdantes; = —(¢1 < ¢2)
(1,0)(0,0) imprévisible | s1 =62
(0,0)(1,0) imprévisible | s, = —¢>
(0,1)(1,1 imprévisible | s = 2
(1,2)(0,1) imprévisible | s = ¢2

Figure 2.7 —Issues possibles du jeu de type Stackelberg a 2 joueurs ebleachacun

Enfin, dans la troisieme colonne se trouve une descriptisrefiiets des; sur les buts des joueurs (par
exemple, sil'issue egtl, )(1,_), on sait ques; = ¢1).

A partir de ce tableau, qui couvre tous les cas possibleseduitique la stratégig est optimale pour
le joueur 1 si et seulement si

* SOit c'est une stratégie gagnante,

* soi 51 est une stratégie perdante (auquelszasst forcément meilleure),

x soit il estimpossible de choisir entsg ets;, les deux étant imprévisibles (dans ce cas, les deux
stratégies sont optimales).

Une fois que le joueur 1 a joué, le joueur 2 peut en toute ceaaace de cause jouer a son tour, et il
choisira une stratégie qui ne le satisfait pas uniquemémtespeut pas étre satisfait.

On obtient donc I'assertion suivante :

Assertion 2.1. Soit un jeu booléen & (N,V,T,,®) tel que N={1,2},V ={a,b},y1 =y, =T,
m = {a}, ™ = {b} du type Stackelberg.

x La stratégie s; est optimale pour le meneurde G si et seulement si :

Itgs =01V (91 ¢2) A (d1)s,)  (stratégie gagnante)

ou
It =01V (=(d1— ¢2) A(d2)s,) (stratégie non perdante)
ou
s1FE 62 S 92
ou et ou (peu importe)
st = b2 S1 = 2

x Si le joueurl joue g, la stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

2 FE(92)y =2 FE ~($2)s

145j s, = a, alorsy;, = 3, et vice-versa.
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2.6.2 2joueurs, 3 variables

On étudie a présent des jeux boolééns (N,V,T, 1, ®) tels queN = {1,2},V = {a,b,c},y1=y2 =
T, = {a,c}, I, = {b}. Supposons que le joueur 1 est le meneur, et donc qu'il joyeamier. Le
joueur 2 répond en instanciaptet c’est ensuite encore au joueur 1 de jouer.

Le joueur 2 se retrouve donc ici dans la méme position queuleujol dans la section précédente :
il est meneur d’'un jeu booléen de type Stackelberg a dewujsugyant une variable chacune. Sa
stratégie optimale est donc donnée par I'asseffioh 2.le(pegcédente). Il nous reste donc a définir
la stratégie optimale du premier joueur pour l'instanciatile sa premiére variable.

En effectuant le méme raisonnement que précédemment, neowsns donc I'assertion suivante :

Assertion 2.2. Une fois la premiére variable du meneur instanciée, unetéfjia optimale pour
le joueur 2 est donnée dans l'assertidn P.1 (page précédente), ce lj@eetetrouvant meneur du
sous-jeu a deux joueurs et deux variables restant. $pltisstanciation de la premiere variable du

joueurldans la stratégie s(puisque g, Si, et $ correspondent chacun a I'instanciation d’une seule
variable, on peut écrire comme précédemngnts;, etsy).

x La stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

381, 19 9 = ($2)s, V (((01)s, < (92)s,) A (92)s,5,)  (Stratégie gagnante)

ou
351,198 = (02)s,, V (~((91)s,, < ($2)s,) A ($1)s,s,)  (Stratégie non perdante)
ou
S F (91)s, S (91)s,
ou et ou (peu importe)
S (d1)s, S (91)s,

x Le joueurl sait que2 choisira une stratégiessoptimale suivant I'instanciation de sa premiére
variable, c’est-a-dire g. Il peut donc choisir sa stratégie suivant $a stratégie s; est opti-
male pour le meneursi et seulement si

3s1, tq (S1,,51,) = (1), (Stratégie gagnante)
Vs, optimale pour2 : ou
S, F(91)s, (stratégie non perdante
ou
ds1, 1 9, = _‘(¢2)512
si Vsp, optimale pourl, 1est indifférent: et (peu importe)
EIsfl.z tq S21 ': _‘(q)Z)Slz

Exemple 2.14.Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen tel que N {1,2},V = {a,b,c},y1=y2 =T,
m = {a,c}, = {b}, 1 = (aAb) vV (c< b) etd, = (-an —b) vec.

Le joueurl commence par jouer la variable a, et doit tout d’abord cadzuks stratégies optimales
du joueur2 pour chacune des instanciations de a.

Soits, =a. Onaalors(¢z)s, = ¢, ($1)s,, =bV (c b).
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Ona-bE =((¢1)s, < (d2)s,), Ce qui est une stratégie perdante p@iet b= (¢1)s,, ce qui est
une stratégie non perdante poRret donc sa stratégie optimale.

Une fois quel a fait ce calcul, il n’a plus besoin de calculer la stratégietinale de2 pours;, = —a
car il sait déja qu'il a une stratégie gagnante s'il choisit & étant rationnel va choisir b, et alors

ab = ¢1.

2.6.3 2 joueurs, 2 variables chacun

Nous étudions a présent des jeux boolé@ns (N,V,T, 1, ®) tels queN = {1,2},V = {a,b,c,d},
vi=Y.=T,m ={ac}, ™= {b,d}. Supposons que le joueur 1 commence par instancier la l@riab
a, puis que 2 instancib, et ainsi de suite.

Nous connaissons déja la stratégie optimale de 2 une foid guimstancié, ainsi que la stratégie
optimale de 1 pour la variableune fois quea etb sont instanciées. Il nous manque donc a connaitre
l'instanciation optimale da pour le premier joueur.

s1, est une stratégie optimale de 1 si et seulemevisgioptimales pod@ 2:
1. 3s4, une stratégie gagnante pour 1, donc telle que :
38, 10 (S1,,51,) E ($1)s,, V ((91)s,, < (92)s,,) A (D1) 55,55, )
2. ou,s;, est une stratégie perdante :
38, 145y [ (91)s,, V (2 ((91)s, < (92)s,,) A (92)s,55, )

3. ou, 1 est indifférent :

(511-512) = (¢2)521 (511312) = (¢2)521

ou et ou
(5117512) = _‘(¢2)521 (511312) = _'(¢2)521
(3111812) = (¢2)521 (glllglz) = (¢2)521

et ou et ou
(§11,S]_2) = _‘(¢2)521 (§11'§12) = _'(¢2)521

Assertion 2.3.
* La stratégie sp, est optimale pour le suiveursi et seulement si

Isp, 10 (21, %2,) = (92)sy, 51, (Stratégie gagnante)
Vs, optimale pourl : ou
S, = (92)sy, 51, (stratégie non perdante
ou
81, 10, = ~(92)sy,
Si sy, optimale,1 est indifférent: et (peu importe)
ds1, 10 %, = _'(q)2)512

15De nouveau, quels que soiént {1,2} et j € {1,2}, chaques; correspondant a l'instanciation d’'une seule variable, il
est possible d’écrirg;.
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* Lastratégie s, est optimale pour le meneursi et seulement si pour toute stratége aptimale
pour 2, soit il existe g, optimale pourl, soits;, est une stratégie perdante, sbiest indifférent.
Donc g, est une stratégie optimale polirsi et seulement &isp, optimale pour2 :

351,92, 19 (S, 51,) = ((91)s, V ((D1)s,, < (D2)s,,) A (91)s55,)  (Stratégie gagnante)

ou
s, 1931 = 2(91)s, V (2((91)s, < (92)s,) A (92)syy5,) (stratégie non perdante)
ou
(511-512) = (¢2)521 (Sllvglz) = (¢2)521
ou et ou
(5111812) = _'(¢2)521 (Slllglz) = _'((I)Z)Szl
et (peu importe)
(§11,512) = (¢2)521 (311,§12) = (¢2)521
ou et ou
(3111812) F _'(¢2)521 (glllglz) = _'((I)Z)Szl

2.6.4 2 joueursn variables chacun

Etudions a présent des jeux boolé&@s- (N,V,T,,®) tels queN = {1,2},V = {v1,...Von}, Y1 =
Yo=T,T ={V1,...,Vn}, Tk = {Vp11,...Von}. Chaque joueur controle donc exactememéariables.
Supposons que le joueur 1 est le meneur, et qu’il commendeysarla variabler;. Le joueur 2 joue
ensuite la variable,. 1, et ainsi de suite.

Propriété 2.22.

x La stratégie s;, est optimale pour le meneursi et seulement §is,,,..., S, , optimale@ pour

2:
Is1,,...,81,, 52, 14
(St1--481,) F (D1)syy., , V ((P1)s,., , = (92)s5,80, ) A (P1)s5,.8,) (1)
ou
35, 105y = (91)sy.5, , V (T((D1)s;,5, , < (92)s.55, ) A (92)s5y.55,)  (2)
ou

st ($2),..5, ,
Vs €S, ou (3)
st (92)s,, .5,

x La stratégie s, est optimale pour le suiveursi et seulement si

38,00, 2, 10 (S21,- -4 82,) F (92)syy,0m, (D)
VSi,,...,S1, optimales pourd : ou

ou
I8 €S1tq %, F (d2)s
siVsi,,...,S, optimales,1 est indifférent : et (3)
ds € tqsy, ’: _‘(¢2)31

18De nouveau, quels que soiémt {1,2} et € {1,...,n}, chaques; correspondant a l'instanciation d’'une seule variable,
il est possible d'ecrirs; .
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Preuve :
* Joueur 1.

= L'optimalité n’est pas exclusives{; ets;, peuvent étre optimales). Nous
voulons donc montrer que si, ne respecte pas les équations (1), (2) et
(3), alorssy, est optimale.

(1) V10 St (S0, S1are181) B (02)symy, V (D1)mys, ©

(02),..5, ) A (TS, 10 (§1)s,, .55, ) )-
Les possibilités de satisfaire cette formule dépendentadeleur

de sp,, qui est la seule variable dont on ne connait pas encore
I'instanciation. On obtient les possibilités suivantesy;,...,s;, et
Vs, ..., S, , Stratégies optimales pour 2, apres un chemin contenant

SITTE PYRRENE - U N

2
A
(1,) (0,1) [(1,1) — 1estindifférent {1,0) — 1 perd]

(0,1 (1,)) [(1,1) — 1 estindifférent {1,0) — 1 perd]
(0, (0.0 [1 perd]

En effet, si (1) n'est pas satisfaite, on ne peut pas avog, fois

S1;+S1ps -+ -+ S0, 2,5 - - -+ S2,_, INStANCiéesp; satisfaite pour toudy,. On

ne peut pas avoir non plus pour tasf, ¢1 — ¢ et pour unsy,,

¢, satisfaite. Les seules options disponibles sont doncscdéerites
plus haut.

@ sy FE d)sy.s,, V (((91)ss, © ($2)s..5,,) A

(I, 10 ($2) s, ..55,))-
Les possibilités de satisfaire cette formule dépendent faie

encore de la valeur dg, . Nous obtenons les possibilités suivantes :
Vsp,,...,Sp, , Stratégies optimales pour 2sy,,...,S, telles que le
chemin contenarsy,, Sy, ..., S, %, --,%, , Satisfait les conditions
suivantes pous,, :

2
o/ \
(0,)) (1,1)[(0,1) — 1 estindifférent {0,0) — 1 gagne]
(1,1 (0,)[(0,1) — 1 estindifférent {0,0) — 1 gagne]
(1,0 (0,0) [1 est indifférent]
(0,0) (1,0 [1 est indifférent]
(1.0 (1.0 [1 gagne]
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Une fois encore, les possibilités de satisfaire cette ftenué-
pendent de la valeur dg, . Nous obtenons les possibilités suivantes :
VSp,,...,Sp, , Stratégies optimales pour 2$,,51,,. .., S, telles que

le chemin contenarsy,,ss,,...,S1,,S,---,S2, , Satisfait les condi-
tions suivantes poisy, :

2
</ \s
(_,0 (., [(L,0(0,1) — 1 perd;(_,0)(1,1) — 1 gagne]

(.71 (_,0) [(0,1)(_,00 — 1 perd;(1,1)(_,0) — 1 gagne]

Plusieurs cas sont a envisager :

« A partir de (1) : SiVsy,,...,S, etVsy,..., S, ,, le résultat obtenu

par le joueur 1 est(D,1) et (1,0)] ou [(1,0) et (0,1)] ou [(O,_) et
(0,_)], alorss;, est une stratégie perdante,sgt est une stratégie
optimale.

SiVsy,...,s1, etVsy,..., S, ,, le résultat obtenu par le joueur 1
est [(1,1) et (0,1)] ou [(0,1) et (1,1)], on sait d'apres (2) que le
joueur 1 peut obtenir les mémes résultats en josgnauquel cas
il est indifférent entre ces deux stratégies ggtest une stratégie
optimale) ; ou alors la stratégge, est une stratégie gagnante.

« A partir de (2) : Si3sy,,...,S, etVsy,..., S, ,, le résultat obtenu

par le joueur 1 est(D,0) et (1,1)] ou [(1,1) et (0,0)] ou [(1,_) et
(1,_)], alors 5, est une stratégie gagnante, donc est une stratégie
optimale.

D’apres (1), on sait que saos, est une stratégie perdante, soit le
joueur 1 est indifférent. Donc Sisy,,...,S;, etVsy,,..., S, , tels

que le résultat obtenu par le joueur 1 8t L) et(1,1)] ou [(1,1) et
(0,D] ou [(1,0) et(0,0)], ou [(0,0) et(1,0)], 51, est une stratégie
optimale (puisque so#;, est une stratégie perdante, soit le joueur
1 estindifférent entrey, etsy,).

« A partir de (1), (2) et (3) : Sila stratégies; obtenue par (3) entraine

un résultat pour le joueur 1 de la formg [0) et (1,1)] ou [(1,1)
et(_,0)], alors d'apres (1) et (2), nous savons gyeontients;,, et
ques; est une stratégie gagnante, dapcest optimale.

« A partir de (1), (2) et (3) : Sila stratégies; obtenue par (3) entraine

un résultat pour le joueur 1 de la formg [0) et (0,1)] ou [(0, 1)
et (_,0)], alors d’aprés (1) et (2), nous savons ceontients;, .
Dans ce cas, so, est une stratégie perdante pour teyti € [1,n]
ets;, est optimale; soit le joueur 1 est indifféerent engie ets,, ,
auquel casy, est optimale.

< Supposons a présent gse satisfait les équations (1), (2) et (3), et prou-
vons alors que,, est optimale.
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(1) Vsz,...,%, , Optimales pour 23sy,,...,S1,,S, telles que

(Streo8) F o (91)sy.8,, V
N— —

¢i est satisfaité/sy,,

(91)s5,.5, , < (P2)s,.9 ) A (P1)sy).50,)
(%)

(*) : 2 jouant de fagon rationnelle, ce joueur choisifgtelle que

511 est donc optlmale
(2) Vsp,,...,%, , Optimales pour 23sp, telle quevsy,,...,S1,, S,

Sy ’: _‘(q)l)szlmszn,l v
N—_— ——

$i n'est pas satisfaite'sy,

(=((d1)s,..3, , < (P2)s5,9, ) A ($2)ss,.55)
(*)

(*) : 2 jouant de fagon rationnelle, ce joueur choisga telle que

311 est donc optlmale

(3) Vs2,,...,52, , Optimales pour 2ys; € S,

st (92)s, .5, ,

ou

S1 = ((I)Z)Szl

Vs € S, 1 ne connait donc pas le choix de 2, et donc ne peut pas
choisir.s;, etsy, sont donc optimales.

x Joueur 2.
= L'optimalité n'est pas exclusivesf, etS, peuvent étre optimales). Nous

voulons donc montrer que sj, ne respecte pas les équations (1), (2) et
(3), alorssy, est optimale.

(1) Is1,,...,51, optimales pour 1 telles qué&s,,...,S, telles que
(S210--282,) - (92)sy,,.m,0 ONC (Sp000,%2,) = —(02)sy,, 100
doncsp, est une stratégie perdante, et dspcest optimale.

(2) 3sy,,...,s1, optimales pour 1 telles que, |~ ﬂ(qJZ)s11 ,,,,, s,- Donc,
3sy,,..., %, telles quesy,, ..., s, = (¢2)511 ,,,,, s,- Donc il existe une
stratégie gagnante contenagt, et donc cette stratégie est optimale.

(3) si Vsy,...,s;, optimales pour 1, 1 est indifférent
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Vs € S11521 F’é _‘((I)Z)Sl
ou
Vs € S11321 F’é _‘((I)Z)Sl
Vs € S1, 3%, ..., S, telles quesy, = (92)s,  (4)
Donc, or
Vs € S1,3%,,...,, telles ques,, = (¢2)s,  (5)
Nous savons d'apres (1) que (4) n'est pas possible. (5) est\tai,
etsy, est optimale.

< Supposons a présent gse satisfait les équations (1), (2) et (3), et prou-
vons quesp, est optimale.

(1) Vsi,,...,s1, optimales pour 13sp,,...,5, telles que(sp,, ..., S,) =

(2) Vsi,...,s1, optimales pour 15, = ﬂ(q>2)s11 ,,,,, s,,- §2 N'est pas sa-
tisfaite, et doncsp, est optimale.

(3) si Vsy,...,s;, optimales pour 1, 1 est indifférent
ds € Ssty E(d2)s
et
Is; € Sy sty = (d2)s,
Dans ce cas, 2 ne peut pas prévoir les choix de 1, et peut donc
toujours avoir une stratégie perdante. Ce joueur est dafifférent
entre ses deux choix, s, est optimale.
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dichotomiques

Ce choix d'utilités binaires (pour lequel les agents petigenlement exprimer leur totale satisfaction
ou leur total mécontentement, sans niveaux intermédjaastsine vraie perte de généralité. En effet,
on ne peut par exemple pas exprimer dans un jeu booléenqtlasdes préférences du type “Je
préfererais boire un café, si je ne peux pas un thé, et si st p&s possible non plus je prendrai un
chocolat chaud”, qui nécessite 3 niveaux d'utilité ; toutnooe on ne peut pas exprimer le dilemme
du prisonnier classique (présenté exeniiplé 1.1 (page 10)yimécessite 4 niveaux d'utilité.

On aimerait donc incorporer des préférences non dichotmsiqux jeux booléens afin que chaque
joueur puisse représenter ses préférences de maniéreoplle.sNous voudrions pouvoir associer
une relation de préférence quelconque a I'ensemble dessptefstratégies.

Définition 3.1. Une relation de préférence = est une relation binaire reflexive et transitive (non
nécessairement totﬂ)asur S. Larelation de préférence stricte - associée a- est définie par
s~ S Si et seulement sis- s, et non(s = ).

Ces préférences peuvent étre de différents types : ellesepeétre numeériques (on parlera alors
de préférencesardinaled, ou encoreordinales Les préférences cardinales consistent a associer a
chaqgue issue du jeu (ou profil de stratégies) une valeur rigagéret sont donc des relations com-
plétes. Les préférences ordinales consistent a assooéetainent un pré-ordre sur I'ensemble des
issues du jeu, et peuvent étre partielles.

Le choix entre ces deux représentations dépend des notigngan veut étudier : certaines no-
tions (comme par exemple les équilibres de Nash en stratégides) nécessitent des préférences
cardinales, tandis que d’autres (comme les équilibres db Hia stratégies pures ou les stratégies do-
minées) peuvent étre définies dans un contexte puremengabrbes notions qui nous intéressent ici
pouvant étre définies avec des préférences ordinales, hoisissons d'étudier tout particulierement
ces derniéres.

Il nous faut donc choisir a présent une représentation pgamed’'éviter la description explicite de
la fonction d'utilité de chaque agent, qui est, comme noagohs déja vu, de taille exponentielle
en fonction du nombre d’agents. Pour les préférences diotiquies, nous avons utilisé la logique
propositionnelle, qui est le langage de représentationpesia le plus naturel pour ces préférences.
Pour les préférences non dichotomiques, il nous faut dano/ér un langage permettant d’expri-

1Une relation de préférence totale est une relation tramsitaflexive et qui vérifie Vx,y: x = youy = x
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mer les préférences de chacun des joueurs de fagcon aus@e;ame compacte, que possible. Ces
langages sont appelé&ngages de représentation compaddn définit formellement un langage de
représentation de préférences [Lieng, 2006] :

Définition 3.2. Un langage de représentation de préférencesst un coupléL,Ind) ou

x L est un langage propositionnel formé surV,

+ Ind est une fonction de L dans Pref, Pref étant 'ensembleelatons de préférence s@V,
gui associe a chaque élément de L la relation de préférertieitan Dans le cas des préférences
cardinales, la relation de préférence est obtenue pardintédiaire d’une fonction d'utilité u.

Exemple 3.1.Soit V= {a,b,c,d} un ensemble de variables propositionnelles. Nous pouvéiisid
le langage de représentation de préférences dichotomigua fhcon suivante :

* Lgicho €St le langage formé surV,
* Ugicho €St définie comme suit : pour toute formale Lgicho, €t pour tout ensemble @V,
* ugicho(w) =1siwE=¢,
% Ugicho(W) = 0 sinon.
Ce langage est celui que nous avons utilisé pour définir kes @oléens tout au long du chapifte 2
(page31).

Il existe de nombreux langages de représentation compactpréférences. On peut citer par
exemple :

x Logique des pondérationgPinkas| 1991; Haddawy et Hanks, 1992; Dupin de SainteTyatl,
1992; Benferhaet all, 2001]. Le principe de cette famille de langage de représentde préfé-
rences est d'associer des pondérations numériques a daddsrpropositionnelles. Il n’est pas
nécessaire que les poids soient numeériques : il est posbililgser une échelle plus ou moins
qualitative munie d’'une fonction d’agrégation, comme pareple la logique possibiliste.

x Logique des priorités Cette famille de langage de représentations est la cantierdinale
des logiques a pondérations. Nous la présenterons plusdarment en sectidn_3.3 (paigd 99).

x Logigue des distances[Katsuno et Mendelzon, 1991, 1992; Lafage et l.ang, 20001200
Benferhatet all, [2002]. Lidée est d'utiliser des distances entre integiiéns proposition-
nelles : si un agent doit satisfaire un st plus l'interprétation est “loin” de5, moins elle
est satisfaisante.

x Logique des préférences du type “ceteris paribus’Cette famille de logiques des préférences
est construite sur le principe de l'interprétatioeteris paribusou encorgoutes choses étant
égales par ailleursou plus généralemetdutes choses non pertinentes étant égalegprincipe
consistant a interpréter des préférences ceteris parébalsi & [von Wright, 1963], et a été revu
par [Hanssan, 1989, 2001]. Un langage de représentatiqhigtee, les CP-nets, est fondé sur
le critere de comparaison ceteris paribus. Nous présefesidP-nets en sectign_B.2 (pdgé 74).

« Logique des conditionnelsL’idée est ici d’utiliser la logique des conditionnels M, |1973]
pour représenter des préférences, et permettre de réespréférences [Boutilier, 1994; Lang,
1996;{ Langet all, 12002D].

Mis a part le langage de représentation dichotomique pt&san chapitrdd2 (pade131), il existe
d’'autres travaux dans le cadre des jeux booléens : des gméfs non dichotomiques ont déja été in-
troduites dans ces jeux. Il s'agit des jeux d'évaluationritiisés, introduits par[Harrenstein, 2004a],
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qui sont des jeux booléensngoueurs dont les préférences sont représentées par desldesale
formules propositionnelles : plus le nombre de formulesates pour un agent est grand, plus cet
agent est satisfait. Cette relation de préférences sinspigoairtant déja assez sophistiquée : elle per-
met de représenter des jeux plus complexes avec des jewselngpkcomme par exemple le dilemme
classique du prisonnier.

Nous allons donc continuer ici dans cette voie, et étudiax dmuveaux langages de représentation
de préférences : les CP-nets et les logiques des prﬁ)ltipéispermettront eux aussi de traiter des
préférences non dichotomiques.

Nous pouvons a présent définir un jeu booléen ayant des @néfs ordinales.

Définition 3.3. Soit un langage propositionnel L pour une représentatiomgacte de préférences.
Un L-jeu booléenest défini par un 5-uple & (N,V, i T',®), avec

x N={1,...,n}, V, et étant définis comme précédemment, et
x © = (Pq,...,Dp). Pour chaque id; est une représentation compacte, dans L, de la relation de
préférencﬁde =i de l'agent i SLE S. Onnote Pref = (>=1,...,=n).

3.1 Préférences ordinales et théorie des jeux

Nous devons redéfinir ici les équilibres de Nash en utiliskst préférences ordinales. En effet, les
équilibres de Nash sont classiqguement définis pour des jeexdes préférences totales, ce qui n'est
plus nécessairement le cas ici, les préférences ordinalespt étre partielles. L'introduction de ces
préférences partielles peut étre justifiée de facon épigtéam il se peut qu’un agent ne puisse pas
donner ses préférences sur deux états, car il n'a pas testegbrmations nécessaires pour le faire.
Par exemple, supposons que Mylen doive réserver un biltatall pour Florian. Un avion part a
10h, l'autre a 21h. Si Mylen ne connait pas les disponikildé Florian, elle est dans I'incapacité de
comparer, et de choisir, entre ces deux vols. Ces deux @@tslenc incomparables. Un autre type
d’'incomparabilité est I'incomparabilité intrinséque uteétats peuvent étre incomparables du fait de
leur nature. Par exemple la majorité des gens sont incapdblepondre a la question “Préférez-vous
avoir sur votre ordinateur un virus qui efface tous vos mgssalectroniques, ou un virus qui envoie
tous ces messages a tout vos contacts ?”

Nous allons donc définir deux notions d’équilibre de Nasle, fante et une faible (elles sont équiva-
lentes aux notions d’équilibre maximal et maximum dans fetastein| 2004a]).

On rappelle qu'un équilibre de Nash en stratégies puresngstafil de stratégies tel que la stratégie
de chaque joueur est une réponse optimale aux stratégiesitles joueurs.

Définition 3.4. Soit G= (N,V,T,,®) un jeu booléen, avec N {1,...,n} 'ensemble des joueurs,
O = (P4,...,P,) 'ensemble des buts des joueurs, et Ryef (-1,...,=n) 'ensemble des préfé-
rences de chaque joueur. Deux définitions, une faible eteme, fpeuvent ici caractériser les équi-
libres de Nash.

2| es résultats donnés dans ce chapitre ont fait I'objet deigans publications | [Bonzaet all, 20065} 2007a]
3La définition des but$ correspond & la définition dad dans la définitiof.312 (page ci-contre).
40n rappelle que dans un jeu boolé&n= {s € 2|5 =y}, et queS= S x ... x Sy.
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s= (s1,...,S) est unéquilibre de Nash faible en stratégies puresi et seulement si :
Vie{l,...,n},vs €S, (5,5) #i (8,5) 3.1)
s= (s1,...,S) est unéquilibre de Nash fort en stratégies puresi et seulement si :

Vie{l,..,n},vs €S, (d,5) < (5,5.0) (3.2)

L'ensemble des équilibres de Nash forts (resp. faibles)textégie pure sera noté Nf.: (resp.
N Etaible)-

Un équilibre de Nash fort en stratégies pures est donc ur geddtratégies dont on a la certitude qu'il
est une réponse optimale aux stratégies des autres joluruéxjuilibre de Nash faible en stratégies
pures est lui un profil de stratégies gaiutétre une réponse optimale aux stratégies des autres joueurs

Il est clair que tout équilibre de Nash fort est un équilibeeNhsh faible. On a don¥E¢q(G) C
NEfaible(G).

Exemple 3.2. Soit le L-jeu booléen G= (N,V,T',1,®) suivant :

N ={1,2},
V ={a,b},
i=y2=T,

m = {a}, = {b},

=1 est défini par : ab-1 ab >, ab et ab>; ab -1 ab (les profils de stratégiesaet ab sont
incomparables pour le jouel), et

* o est défini par @b -, ab >, ab >, ab.

o S S

Ce jeu a un équilibre de Nash fort : NE(G) = {ab} et deux équilibres de Nash faibles :
NEtaibie(G) = {ab,ab}.

Nous devons également raffiner la notion de stratégies dmgjrdéfinies initialement a partir des
préférences totales (définitiohs]l.&efl 1.9 (dage 22))troduction de préférences partielles, et donc
de la notion d’'incomparabilité, nous permet d’introduirenouveau cas de stratégie dominée. Cette
nouvelle notion est trés faible : toutes les stratégies getdtre partiellement dominées.

Définition 3.5. Soit i un joueur et-; sa relation de préférence sur S. La stratégielg joueur i est
dite strictement dominées'il existe une autre stratégie telle que, quelles que soient les stratégies
des autres joueurs; gst strictement préférée apour ;. Donc, $ € § eststrictement dominéesi
et seulement si :

J5 € S telle quevs_i € S, (s,5-i) <i (5,5-i)

Soit i un joueur et-; sa relation de préférence sur S. La stratégiels joueur i est ditdaiblement
dominées'il existe une autre stratégié tlle que, quelles que soient les stratégies des autresijsue
S est préférée & pour -, et qu'il existe au moins une combinaison des stratégiesudiss joueurs
telle que &soit strictement préférée & pour -;. Donc, $ € S estfaiblement dominéesi 3s € §
telle que :

Vs.i €S, (s,s.) =i (8,s.i) etqueds_j € S_j telle que(s,s_i) <i (5,5-i)
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Soit i un joueur et-; sa relation de préférence sur S. La stratégidsjoueur i est ditgartiellement
dominées'il existe une autre stratégié tlle que, quelles que soient les stratégies des autresijsue

S n'est pas strictement préférée gpour -, et qu'il existe au moins une combinaison des stratégies
des autres joueurs telle quésoit strictement préférée & pour -;. Donc, $ € § estpartiellement
dominéesi 35 € § telle que :

Vs.i€ S, (s,8) /i (5,8.i) etqueds i € S telle que(s,s.i) <i (§,5i)

Toute stratégie strictement dominée est faiblement dogniattoute stratégie faiblement dominée est
partiellement dominée. Lorsque la relatienest un pré-ordre total, il y a équivalence entre stratégies
faiblement et partiellement dominées.

Exemple 3.3. Soit le L-jeu booléen G= (N,V,T', 7, ®) suivant :

« N=1{1,2},
x V = {a,b},
*xYi=Yo =T,

* Ty = {a}, i, = {b}, ~ ~ L
x 1 est défini par : ab~, ab >, ab et ab>; ab >4 ab (les profils de stratégiesbaetab sont
incomparables pour le jouel), et
* o est défini par : ab-, ab >, ab >, ab.
Etudions les stratégies dominées de ce jeu :

« Joueurl: La stratégie a du joueut domine partiellement sa stratégie En effet, ab-, ab, et
ab i, ab.

* Joueur2 : La stratégie b du joueu domine faiblement (et partiellement) sa stratégieEn
effet, par transitivité de-»,, ab>» ab, etab >, ab.

La propriétd 214 (padebl), issue de la théorie des jeue vatable ici :

Propriété 3.1.

x I'ordre d’élimination des stratégies strictement domisé&ffecte pade résultat final.
x Par contre, I'ordre d'élimination des stratégies faibleniget donc partiellement) dominées
affectele résultat final.

Preuve :

* Montrons que l'ordre d'élimination des stratégies strivéat dominées n’af-
fecte pas le résultat final. Supposons que nous sommes eanpeéd’'un jeu
G ayant au moins deux stratégies strictement dominées. Ges dimtégies
peuvent étre :

x deux stratégies d'un joueur donné.
Dans ce cas, on suppose que la stratggidu joueuri est dominée stricte-
ment par la stratégig, et ques, est dominée strictement pgf. On a alors
3 possibilités, 2 d’entre elles étant équivalentes :
x5, =9 (ous, =9): la stratégies, est strictement dominée pay,.
Commes’ domine strictemens,, alorss’ domine strictemens;,. En
effetsiona¥vs.€S;,(s,,S.) >i S, si) et(s,si) =i (s,,5i) alors
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on a, par transitivité de- : Vs_; € S.i,5',si > S,,S-i. Dans ce cas, si on
élimine s, en premiers;, sera toujours strictement dominée par. et si
on élimines;, en premiers;, sera toujours strictement dominée gar
* §, # 5 ets, # § : dans ce cas, I'élimination de I'une de ces stratégies
n'influe pas sur I'élimination de l'autre.
x des stratégies de deux joueurs différents.

Nous supposons ici que la stratégielu joueuri est dominée strictement par
la stratégies, et que la stratégis; du joueurj est dominée strictement par
s;-Onaalors:

Vs € S_i,(#,s_i) i (s,5-0)

Vs €S, (s),8-)) -j (,5-)

Si on élimines en premier, la stratégis; sera toujours strictement domi-
née pars;. En effet, on aura toujourss_j € S_j, (sj,s-j) =j (sj,S-j) car
I'ensemble des_j € S_j diminue aprées la suppression gle
On raisonne de méme si on elimisgen premier.
* On montre sur I'exemple suivant que I'ordre d’éliminatiogsdstratégies faible-
ment dominées affecte le résultat final :
Soit unL-jeu booléen tel qu&l = {1,2},V ={a,b}, yi =y =T, m = {a},
T = {b}, =1 définie par ab=; ab>; ab = ab, et=, définie par ab>, ab =
ab>»> ab.

+ Pour le joueur 1a domine faiblemena. En effet, on aab >, abetab >~ ab.
Eliminons cette stratégie. On obtient alors 2 étaltset ab, et 2 n’a aucune
stratégie dominée.

* Pour le joueur 2 domine faiblemenb. En effet, on aab >, ab etab -, ab.
Eliminons cette sratégie. On obtient alors 2 étatsetab, et 1 n'a aucune
stratégie dominée.

On voit ici que si I'on éliminea ou b en premier, on obtient des résultats diffé-
rents.

Comme toute stratégie faiblement dominée est partielledmninée, ce contre-
exemple est valable pour les stratégies partiellement rieesi

Nous pouvons a présent étudier des langages de représertathpacte de préférences et essayer
de les adapter a notre modéle. Nous étudierons dans un premigs un langage de représentation
dit “graphique”, les CP-nets; puis un langage fondé sur paé®entation de préférences en logique
propositionnelle, les buts a priorité.

3.2 Jeux booléens et CP-nets

Les CP-nets appartiennent a une famille de langages desegpadion dit “graphiques”. Ce langage
est fondé sur le critere de comparaison Ceteris Paribus que allons présenter dans la section
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suivante.

3.2.1 Ceteris Paribus

Quand un agent exprime en langage naturel une préféreneajtel “une table ronde sera mieux
dans le salon gu’une table carrée”, il ne veut sans doute ipagjde n'importe quelle table ronde
sera préférée a n'importe quelle table carrée. Il veut engarie fait gu'il préférera une table ronde a
une table carrée si ces deux tables ne différent pas sigivifioeent dans leurs autres caractéristiques
(la taille, la couleur, le bois utilisé, les finitions ou enede prix). Le principe qui est a I'ceuvre dans
l'interprétation de telles préférences est que les altmesdoivent étre comparégsites choses etant
égales par ailleursou encoreCeteris ParibusLes préférence€eteris Paribusont été tout d’abord
étudiées par von Wright dans [von Wright, 1963], puis ontogitgsidérablement revues par Hansson
[Hansson|, 1989, 2001], qui en a proposé une généralisatiméé sur les fonctions de représentation
et qui en a étudié les propriétés logiques. Ces préférenteét®d indépendamment redécouvertes
dans la communauté IA par [Doyle et Wellman, 1991; Datlall, 11991], et étudiées notamment par
[Boutilier et all, 11999].

SoitV = {Xj,..., Xy} un ensemble de variables, chaque varidhitant associée a un domaibgx; ).
Si{Xy,...,Xp} est contenu dans, alorsD({X1...Xp}) =D(X1) x...x D(Xp), produit cartésien des
domaines de chaque variable.

Définition 3.6. Un sous-ensemble de variables X psiférentiellement indépendanta son com-
plément Y=V \ X si et seulement §ix1,x; € D(X) etVy;,y» € D(Y) ona:

X1Y1 = Xoy1 Si et seulement Shyp = Xo¥»
On dit que x estpréféréea x, ceteris paribus
En d’autres mots, la relation de préférence sur les insians deX, quand toutes les autres variables
sont fixées, est la méme quelles que soient les valeurs deres gariables.

Définition 3.7. Soit X, Y et Z trois ensembles non vides disjoints formantpaméition de V. X
et Y sontconditionnellement préférentiellement indépendants état donné Z si et seulement si
Vze D(Z), Vxq1,%2 € D(X) etVy1,yo € D(Y) ona:

X1Y1Z = Xo¥1Z Si et seulement Siyoz = Xoy22

Pour une valeur d& fixée, la relation de préférence sur les instanciationX dst la méme quelles
gue soient les valeurs des instanciation¥ de

3.2.2 CP-nets
3.2.2.1 Définitions générales

Les CP-nets ont été introduits dams_[Boutikgmal, 11999] comme un outil pour représenter com-
pactement les relations de préférences qualitatives. @lmgraphique utilise I'indépendance pré-
férentielle conditionnelle pour structurer les préféend’'un agent sous I'hypothéseeteris Pari-
bus lls ont été principalement étudiés dans [Domshlak, 20[BXjutilier et al., 2004a] ou encore
[Boutilier et all, 2004b].
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Les CP-nets peuvent étre utilisés dans le cadre des jeugdrode facon a représenter les préfé-
rences de chaque joueur. On ne considerera plus que lesdsujswturs sont représentés par une
formule logique, mais directement par un CP-net propawsitb (pour lequel les domaines des va-

Ainsi, un élément d®(x;) correspond & unéx; }-interprétation, et un élément @ {x;...xp}) est
une{xs...Xp}-interprétation.

Définition 3.8. Pour chaque variable X V, un ensemble deariables parents noté P4X), est spé-
cifié. Ces variables sont celles qui influent sur les préfé&erde I'agent entre les différentes valeurs
de X. Formellement, X et V({X}UPa(X)) sont conditionnellement préférentiellement indépen-
dantes étant donné P¥).

Latable de préférence conditionnellgdnotée CPT) décrit les préférences de I'agent sur les valeur
de la variable X, étant données toutes les combinaisonsalesrs des variables parents.

Pour chaque instanciation de P4), CPT(X) spécifieun ordre totakur D(X) tel que¥x;,x; € D(X)
on ait soit X > Xj, Soit X > X;.

Soit V= {X,..., Xy} un ensemble de variable®( = (G, T) est unCP-netsur V, G étant un graphe
orienté surV, efl” étant un ensemble de tables de préférences condition@H&$X;) pour chaque
X; € V. Chaque table de préférence conditionnelle GR]T est associée a un ordre totali, selon
chaque instanciation g D(Pa(X;)).

lllustrons ces définitions avec un exemple simple :

Exemple 3.4. Soit le CP-net présenté sur la figure13.1 qui exprime mes mééés sur le menu du
diner. Ce CP-net est composé de deux variables, S etV qespomdent respectivement a la soupe
et au vin. Je prefere strictement manger une soupe de po(SpPplutdt qu’une soupe de légumes
(S), tandis que mes préférences sur le vin rouge U blanc () dépendent de la soupe que je
mangerai. En effet je préfere du vin rouge avec une soupegdenés, mais du blanc avec une soupe
de poisson. On adonc(®) = {S,,S} et D(V) = {\;,Wu}.

@ S | W=V
S | i~W

Figure 3.1 —CP-net “Mon diner simple”

3.2.2.2 Sémantique des CP-nets
La sémantique des CP-nets a été principalement étudiée[Dansshlak, 2002], [[Boutilieet all,
20044a] ou encore [Boutiliet all, |2004b].

Informellement, un CP-nex( est satisfait par- si - satisfait chacune des préférences conditionnelles
exprimées dans les CPTs @¢ sous l'interprétatiorteteris paribus
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Définition 3.9. Soit\’ un CP-net sur les variables V. SoiteXV une variable, UCV les parents de
X dansq\/, et Y=V \ (U U{X}). Soit >, une relation d’ordre sur DX) dictée par CPTX) pour
I'instanciation ue D(U) des parents de X. Soit enfinune relation de préférence sur().

1. Une relation de préférence satisfait -, si et seulement si yux yux;, pour tout yc D(Y), a
chaque fois quej¥- X;.

2. Une relation de préférence satisfait CPT(X) si et seulement si satisfait -, pour chaque
ueD(U).

3. Une relation de préférence satisfait le CP-net\ si et seulement si elle satisfait CPX) pour
chaque variable X.

Un CP-net\l estsatisfiablesi et seulement si il existe une relatisnqui le satisfait.

Définition 3.10. Soit Al un CP-net sur les variables V, eta € D(V) deux états quelconqued
entraineo - o (i.e. I'état o est préféré &'y noté A\’ =0 > 0/, si et seulement si® o’ dans chaque
relation de préférence qui satisfalf. On dit alors que o- 0’ est uneconséquenceale (.

L'ensemble des conséquenaes o’ d'un CP-net constitue un ordre partiel sur les étatsst préferré
a o dans cette relation d’ordre si et seulemeni\si= o > o’. Cet ordre partiel peut étre représenté
par un graphe orienté, que I'on appelera graphe de préf&seanduit, ou pré-ordre associé\a:

1. Les noeuds du graphe de préférences correspondent &tééitie de toutes les variables du
CP-net,

2. ily aun arc du nceud au nceud’ si et seulement si les affectations @et o’ ne different que
pour la valeur d’'une seule variablg et si, étant donnfa(X), la valeur assignée para X est
préférée a la valeur assignée péaXE.

La fermeture transitive de ce graphe spécifie les ordreiefsasur les états induits par le CP-net. Plus
précisément, nous avorig = o > 0’ si et seulement si il existe un cheminaé o’ dans le graphe de
préférences induit pak.

Formellement, la relation de préférence induiteNareprésentée par le graphe de préférences induit,
est définie comme suit :

Définition 3.11. La relation de préférencesur les états induite par un CP-ng{ est dénotée par
o> €t est définie paro,o’ € D(V), 0:-, O si et seulement i =0~ 0.

Exemple[32 (page précédente), suite :La figure[3P (page suivante) représente la relation de pré-
férence induite par ce CP-net. L'élément du bas\(%,) représente le pire état tandis que I'élément
du haut (§ AW) est le meilleur état possible.

Nous remarquons ici que nous avons une fleche entre les nBud¥,) et (S, AVy) car nous
comparons les états 2 par 2, toutes choses étant égales|frai

Nous pouvons donc ordonner totalement les états possitlgsifs préferé au moins préfére) :

(SSA W) = (S5AVE) = (S AVE) = (S AW)

SLa représentation graphique des préférences que nowsontilici dans le cadre des CP-nets est contraire & la repré-
sentation utilisée dans la littérature [Boutiledrall, 20045.b] : dans cette derniéere les fleches vont de I'établaspréféré
vers le plus préféré. Afin d’homogénéiser cette section aaesettio 313 (page_P9) nous choisissons ici d'orienter les
fleches de I'état le plus préféré vers I'état le moins préféré
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SA W
!
SAVe

|

S AW

Figure 3.2 —Graphe de préférences induit par le CP-net “Mon diner simple”

Cette relation>- est la seule relation de préférence qui satisfasse ce CP-net
Théoréme 3.1([Boutilier et all, 12004a]) Tout CP-net acyclique est satisfiable.

Lemme 3.1([Boutilier et all, 12004a]) La conséquence préférentielle en ce qui concerne un CP-net
est transitive. Donc, si &, 0 et d =, 0" alors 0~ 0".

Ce lemme nous permet de simplifier les futurs schémas. Panpdee sur la figure[33]12 de
I'exemple[33, nous pouvons supprimer la fléche entre ledadSuA W) et (S; A V) car elle est
déductible par transitivite.

Définition 3.12. Soit A’ un CP-net sur les variables V.(M) dénote I'ensemble de toutes les instan-
ciations de V.

On appelleensemble des résultats optimaux d( 'ensemble d’'états O tel quéo € O, Al =0 > 0
pour tout d € D(V) \ O.

Chercher le résultat optimal d'un CP-n#&f consiste intuitivement a parcourir le graphe de haut en
bas (c'est-a-dire des parents aux descendants), en iimstagbaque variable a sa valeur préférée
selon l'instanciation de ses parents. Cette procéduregpstéerecherche avanfforward sweejp

Par exemple, sur la figue_B.2 de I'exemipld 3.4, le résultamep sera(S, A Vb).

Dans [Boutilieret all, 11999], il est montré que si le CP-n&f est acyclique, le résultat sera unique.
Par contre, en cas d’'un graphe cyclique, il peut y avoir plusi résultats optimaux, comme il peut
N’y en avoir aucun.

Lemme 3.2. [Boutilier et all,11999]Soit A’ un CP-net acyclique sur un ensemble de variables V. La
procédure de recherche en avant (forward sweep procedorgtalit le résultat optimal dans ).

Les CP-nets sont utilisés dans_[Aqitall, 2005], pour représenter des jeux : les CP-nets sont vus
comme des jeux en forme normale et vice versa. Il est alordrénaoians [Aptet all, [2005] qu'un
profil de stratégies est un équilibre de Nash duGesi et seulement si c’est un résultat optimal du
CP-netA(G). De méme, dans la traduction inverse, il est montré qu'ufiilgie stratégies est un
résultat optimal d’'un CP-net si et seulement si c’est unliégeide Nash du jeu associé. Nous en
parlerons plus longuement dans la seclion #.2.1 (pade 127).

3.2.2.3 Utilisation des CP-nets dans les jeux booléens

Les définitions classiques des CP-nets doivent étre adaptés pouvoir étre appliqguées a des jeux
booléens. En effet, nous sommes ici dans un contexte patiou les variables que nous manipulons
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sonbool@ennefpgnousavonsplusieurmieurBanscecontbaeghaqugoueudoipouwir
choisilmastratdgidlubermettdéobtenlie meillendsultmdssibl®ource airajous
pouvnsutilidemotiom® niesnsectiBnll(pagEl) pourcalculke®quilibdeNashet
lestrat@odemsindes , conditidedisposdfuneelatideprdfdremmircrhaqugoueusur
1" ensembdespro ldestratdglesCP-netsntervienderuisqu’ tbastituenbutide
reprdsentadesar@dfdreneefournirannslieselatideprdfdrendeshaqugoueur

D@ nitich 13Latabldeprdf@nceconditionngblaun jedbooldetnot@PT; (X ))ddcrit
lepr@df@mnceslu joueutrsurlesralesde lavariabXe dtandonndesoutassombinaisons
desvalewsdesvariablesents.

PourchaqueinstanciatidePa; X),CPT; X ) spdci mode totalequel’ onitsoikx X,
SO1X jpX.

D@ nitich.14Un CP-jewoolderstun 5-tuple= N ,V,G,p,F),0oN = fl,:::,ng estun
ensemblde jouewyV = fxq,:::,x%,g estunensembléevariabl&ss WN4,:::,N,i, chaqueN;
gtaminCP-nesuw etpourtout2 N, = ..

Lagrandeifireneatrbee€P-—netslassigqesseusguenousntroduistarsd egeukooldens
estl’ introducde contraintiesCP-netaveccontraintesdt@tudi@aral 1t 1lemdarts
Boutiletal,2004BetPrestwiernl,2004 .

DansPrestwietnl,2004 leprdfdrensesexprimdessirtoutded ssuahl jeulegtatse
respectaatslexontrain@eantonsiddr@snme inaccessilflaigxistendtasccessilkete
nondominggederniestlerdsultogpttimal.

Dans Boutiledal,2004B leprdfdrenerprimdedmnsle£PTsduCP—netdoventrespecter
lesontraintemarexempleainecontraietsddutypa $ b, etquea2 P (b), leprdfdrences
sutb serontdentiquesellemim (sh estind@pendasttgquea 3,alorsnaurd bY% Un
algorithmepelBearch-¢Permetalordetrowrl’ ensembde rgsultapsimauguisont
accessiblebsest- —gliirespectdmtxontraintetsjyinesontpasdomin@parmunautr@tat
accessiN@mischoisissood’ utilicegtmdthode.

Exemple3.5Soitejes = N ,V,G,p,F) suivant
N = f1,2,3g
V = fa,b,cg,aved (@)= fa,ag,D @)= fb,Eg etD (c) = fc,og.
q=DR=RBR= >y
p1 = fag,p2 = fbg,p3 = fag,
Lebutdu joueutr estrepr@senp@rleCP-nektlarlatidepr@df@nceinduitgue BB
(p@e suivante),
Lebutdu joueu? estrepr@senpérleCP-neetlarlatidepr@f@nceinduitgue 3K
(p@e suivante),
Lebutdu joueu estrepr@senpdrleCP-neetlarlatidepr@df@nceinduitgue B
(pgelEd) .
Pourcalculéacilemd®quil elsdeNashdecejeunpouanettomsnexeguelegselatiomsi
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