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13

INTRODUCTION GENERALE

Ce travail est consacré a I’ étude, dans un cadre probabiliste et statistique, de la
fonction d’autocorrélation partielle d’un processus scalaire réel, a temps discret, statioﬁ-
naire au second ordre et centré. Cette fonction, que 1’on notera B(.), constitue un para-
metre équivalent 2 la fonction d’autocorrélation p(.) et caractérise ainsi la structure au

second ordre du processus X(.), au facteur d’échelle prés donné par la variance des
| composantes. Comme p(.), le paramétre B(.) est temporel au sens ol la structure de la
séquence X(0), ..., X(n) ne dépend de B(.) que par ses valeurs sur {1, ..., n }.
L’avantage de B(.), a priori, est qu’il s’agit d’un parametre libre, ses valeurs successives
sont quelconques dans ]-1, 1[, alors que p(.) est une fonction de type positif et vérifie,
par exemple, p(2) > 2p%(1)-1. Ceci laisse présager, sur le plan statistique, un meilleur
comportement des méthodes axées sur I’estimation de B(.) par rap;;ort a celles basées sur

le parametre p(.).

Cependant la fonction d’autocorrélation partielle ne semble pas avoir beaucoup
retenu Iattention des auteurs statisticiens. Ainsi, par exemple, I’équivalence entre B(.) et
p(.) n’est pas mentionnée dans des ouvrages récents consacrés aux séries temporelles,
qu’ils aient un caractére fondamental (Azencott et Dacunha-Castelle, 1984) ou plus
appliqué (Priestley, 1981). Ceci peut s’expliquer par le fait que, sur le plan statistique, le
recours & B(.) se justifie surtout dans des situations spécifiques : série courte ou modele
proche de la singularité. L’aspect “échantillon de séries courtes” élargit aussi le champ

d’application d’autant plus que la notion de stationnarité qui, le pius souvent, fait



référence a un point de vue temporel, doit aussi €tre entendue au sens spatial. Un
domaine d’application privilégié est constitué par certains aspects du traitement du signal
(parole, géophysique, antenne,...) ou —P(k) correspond 2 une notion physique et est
souvent appelé coefficient de réflexion. C’est pourquoi bien des contributions liées a

I’utilisation de B(.) sont issues de cette discipline.

Bien évidemment B(.) n’est pas absent de la littérature statistique. Le coefficient
B(k) représente la corrélation partielle entre X(¢) et X(#-k) dans ’ensemble {X(¢),
..., X(t=k)} (cf. Kendall et Stuart, 1966). C’est aussi le coefficient de X(t-k) dans la
régression de X(¢) sur {X(¢e-1), ..., X(+-k)}, cette propriété étant a la base du test
de Quenouille (1949). Le modele AR(p) se caractérisant par la nullité de B(.) au-dela
de p, Box et Jenkins (1970) suggerent d’utiliser la représentation graphique de f(.) a
des fins de modélisation. Il aura néanmoins fallu attendre 1973 pour que Barndorff-
Nielsen et Schou montrent que {B(1), ..., B(p)} constitue une paramétrisation du
modele AR(p). L’équivalence entre B(.) et p(.), pour une ‘situation quelconque, est
établie en 1974 par Ramsey. En fait il s’agit d’un résultat classique de la théorie des
polynémes orthogoﬁaux sur le cercle unité (cf. Geronimus, 1960) via ’isométrie
habituelle entre les approches temporelle et spectrale. Les coefficients B(k), k=1,
..., , sont également les éléments clefs de I’algorithme de Levinson (1947) et Durbin
(1960) pour la résolution des équations de Yule-Walker qui déterminent les paramétres
du modele AR(p) associés a une structure de corrélation p(.) connue sur (1, ..., p}.
Cet algorithme passe par la construction récursive des modeles AR(k), k=1, ..., p,
"sous-jacents". Ce role privilégié du modele autorégressif est remarqué par Burg (1967)
qui introduit la notion d’estimation spectrale autorégressive souvent dénomée "méthode
d’entropie maximale”. De plus Burg propose en 1968 une teéhnique originale pour
I’estimation du modele AR(p) qui repose sur I’estimation directe de B(.) : les coeffi-
cients B(k), k<p, de I’algorithme de Levinson-Durbin sont obtenus récursivement en
minimisant, & chaque étape, les erreurs de prédiction progressive et rétrograde. Il notera

également I’équivalence entre B(.) et p(.) en 1975.
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Ce travail est organisé en deux parties. La premiére, de nature probabiliste,
présente les aspects de la fonction d’autocorrélation partielle liés 2 la description de la
structure du processus. La deuxiéme montre que cette fonction joue un rdle essentiel
dans Pestimation de cette structure, tout au moins dans les situations non standards.
Nous présentons ci-dessous les différentes contributions que nous pensons avoir
apportées au cours de cette étude et renvoyons le lecteur A I'introduction de chaque partie

pour une description plus structurelle de ce travail.

C’est un probléme de modélisation d’une séquence stationnaire {X(0), ...,
X(n)} qui, il y a une dizaine d’années, nous a conduit a aborder I’étude des séries
temporelles. Partant d’un point de vue de statisticien formé a la statistique classique, qui
n’a pas encore acquis le réflexe de I'utilisation des autocorrélations empiriques, nous
avions posé le probléme comme celui de I’estimation pour une structure particuliere dans
I’espace R™*!. Constatant que les contraintes qui pesent sur p(k), k = 1,...,n,
constituaient une difficulté majeure dans la mise en ceuvre de méthodes d’estimation,
nous avons cherché une nouvelle paramétrisation. Nous avons alors remarqué que la
structure de la s€quence pouvait se décrire en orthogonalisant par le procédé de Gram-
Schmidt la suite X(0), ..., X(n) et que ce procédé conduisait A un parametre san.s
contrainte dans ]~1,1{" que nous avons noté {B(1), ..., B(n)}. Nous avons conservé
depuis cette notation P(.) alors que dans la littérature le plus souvent Ia fonction

d’autocorrélation partielle est notée n(.) ou ().

Nos recherches bibliographiques nous ont permis de constater que B(.) joue un"
role plus important en traitement du signal qu’en statistique. De plus, bien avant leur
parution dans la littérature spécialisée de I’'une ou I’autre de ces disciplines, de nombreux
résultats, comme 1’équivalence entre B(.) et p(.), étaient connus en théorie des polyné-
mes orthogonaux. L’intérét de ce rapprochement a d’ailleurs été souligné par Kailath en
1974. Notre premier travail a consisté 2 effectuer une étude compléte de la fonction
d’autocorrélation partielle, dans le cadre le plus simple des processus réels scalaires, afin

de mettre en relief les différents aspects de ce paramétre. Notre approche est essentiel-



lement temporelle. Cependant, une présentation géométrique, dans I’espace de Hilbert
engendré par les composantes du processus, facilite le lien avec le domaine spectral tout
en indiquant I’apport de la théorie des polyndmes orthogonaux. Ce point de vue a été
exposé a la 3éme Rencontre Franco-Belge de Statisticiens (Dégerine, 1982b). Cette
formulation géométrique permet de souligner et de préciser diverses propriétés a I’aide de
démonstrations souvent simplifiées. En particulier nous obtenons I’équivalence entre
B(.) et p(.) par un procédé constructif d’une séquence stationnaire (Proposition Al2l),
utile en simulation, qui s’étend immédiatement au cas vectoriel (Proposition A.V1.3.3).
Certains points, assez mal connus, apparaissent ici de fagon naturelle : c’est le cas de
I’utilisation de I’aigorithme de Levinson-Durbin comme correspondance entre B(.) et
p(.). Il fournit un test de positivité pour p(.), mais contient aussi un test de stabilité pour
un polyndme (Remarque A.I1.3.2) lorsque B(.) est déterminé & partir du parametre b(.)
du modele autorégressif. D’autre part si A, triangulaire inférieure unitaire, et Ez,
diagonale, désignent les éléments de la décomposition de Cholesky d’une matrice
d’autocorrélation, I’ =A}22A', I’algorithme construit récursivement les lignes de
B=A"Y, qui représentent les parametres des modeles AR(k) "sous-jacents”, et fournit
ainsi un procédé d’inversion de I'. Le Roux et Guéguen (1977) proposent un autre
algorithme de calcul de B(.) en fonction de p(.). Nous montrons qu’il est li€ a la
construction récursive des colonnes ou des lignes de Ax? (Propositions A.I1.2.2 et
A.11.2.3). Les matrices A, B et T d’ordres successifs sont emboitées, nous établissons
que la convergence dans 2 des lignes de A, lorsque ['ordre augmente, caraciérise les
processus réguliers (Proposition A.I1.4.2). Nous suggérons aussi, au paragraphe A.L3,
d’autres paramétrisations possibles de la strﬁcture de X(.) , dont la "fonction d’autoré-
gression orthogonal'c" v(.), parametres que |’on retrouve au paragraphe A.I.3 comme
caractérisations des matrices de Teeplitz et qui aboutissent, par identification, a ’estima-
tion autorégressive par "Rapports d’Energies Résiduelles” proposée par Dickinson

(1978) (cf. chapitre B.IV).
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Le modele autorégressif, que nous avons déja évoqué 2 plusieurs reprises, joue un
role central dans tout no&e travail. Cependant la représentation autorégressive (infinie)
d’un processus stationnaire, contrairement 2 la représentation sous forme de moyenne
mobile, pose encore de nombreuses questions. Gréce 2 des résultats souvent méconnus,
nous pensons avoir apporté des éléments de réponse A certaines d’entre elles. La
définition que nous proposons (Définition A.I11.2.1) est qu’il soit possible d’extraire un

bruit blanc &(.) du processus X(.), par un filtre linéaire réalisable b():

&) = Y, bOX (), 1 2. . (1)
k=0

La série est définie au sens de la convergence en moyenne quadratique des sommes
partielles, b(.) n’est pas nécessairement dans # > et nous n’exigeons pas que g(.) soit le
processus d’innovation. On dira que X(.) est autorégressif lorsqu’il satisfait (1) et que
€(.) est le processus d’innovation. Une condition suffisante classique est que X(.) soit
minimal (régulier et b()e 1’2) et que sa densité spectrale soit bornée (Corollaire
A.II1.2.6) mais ce dernier point n’est pas nécessaire (Corollaire A.II1.2.8). Nous
prouvons, par des exemples, que la condition b(.)e 22 nest pas nécessaire et que X(.)
peut ne pas €tre régulier (présence d’une composante discréte). Néanmoins certaines
questions sont restées sans réponse : la représentation (1), avec €(.) non nul, implique-t-
elle que X(.) soit non singulier? Si X(.) est régulier et satisfait (1), est-il possible
d’obtenir une représentation analogue en fonction du processus d’innovation? Nous
précisons, dans le méme chapitre, les critéres d’appr'oximation de X(.) par les modeles
- AR(p) qui lui sont sous-jacents. Nous montrons, en utilisant des résultats de la théorie
des polyndmes orthogonaux, que le comportement limite des densités spectrales f,
correspondantes, lorsque 1’ordre p du modele tend vers I'infini, est cohérent avec la
mesure spectrale F de X(.) : convergence uniforme vers la densité spectrale f dans tout
intervalle ou F est absolument continue, f minorée par un nombre positif et
suffisamment réguliére (Proposition A.II1.3.5), convergence vers z€ro 1a ol f s’annule,

en étant réguliere, et vers I’infini 12 ol F présente une masse.



L’extension de la fonction d’autocorrélation partielle aux processus vectoriels est
un travail récent. Les résultats ont été annoncés dans une note aux Comptes Rendus de
I’ Académie des Sciences (Dégerine, 1987) et seront présentés au congrés EUSIPCO-88
(Dégerine, 1988). Morf et coll. (1978) ont proposé une définition de B(.) & partir d’une
normalisation de 1’algorithme de Levinson-Durbin vectoriel (Whittle, 1963). Celle que
nous proposons est intrinséque au processus X(.). Notons €(t;n) et £*(t;n), n=0, les
innovations progressive et rétrograde d’ordre . Elles sont définies indépendamment de
toute représentation en fonction des composantes de X(.). Il en est alors de méme des
variances résiduelles 62(n)=E {e(t;n)e(t;n)’} et 6*2(n)=E (e*(f;n)e*(;n)'} ainsi
que de la fonction de covariance partielle 8(n)= E{e(t;n—1)e*(t—n;n-1)'} (Définition
A.1V.1.1). Ces quantités satisfont une récurrence (Proposition A.IV.1.2), analogue a
celle du cas scalaire, dans laquelle intervient un inverse généralisé des variances rési-
duelles lorsqu’elles sont singuliéres. Cela permet d’étendre 1’algorithme de Levinson-
Durbin. On appelle "procédé d’orthogonalisation standard" toute procédure qui, 2 une
matrice symétrique positive o2, associe de fagon unique deux matrices G et 6~ ol G est
une racine carrée de 62 et 6~ un inverse généralisé de © tel que 00 soit diagonale et
idempotente. Un tel procédé définit une fonction d’autocorrélation partielle standard
B(n) = o(n—-1)"8(n)[c*(n-1)"1 (Proposition A.IV.2.2). Celui de Gram-Schmidt
correspond 2 la définition de Morf et coll. (1978). Celui que nous proposons conduit 2 la
notion de fonction d’autocorrélation partielle canonique (cf. § A.IV.3). Dans ce cas B(n)
admet une décomposition en valeurs singuli¢res L',A,© M, dans laquelle L,, M, et
©_ sont des matrices orthogonales telles que ©, commute avec A, et peut s’interpréter
comme un "signe généralisé". Les termes de la matrice diagonale A, représentent les
corrélations canoniques entre (f;n—1) et €*(t—n;n—1) qui, lorsqu’elles sont inférieures
A un, sont aussi celles entre €(f;n) et £*(t-n;n), les variables canoniques étant alors les
composantes de o(n)"€(t;n) et de 6*(n)"€*(¢-n;n). Cette fonction canonique permet
de mieux décrire la structure de X(.). Par exemple {62(0); (L,, A,), n21} est

caractéristique de la suite des variances résiduelles progressives {0%(n), n20}.
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L’estimation de la structure de X(.) n’est envisagée que d’un point de vue tem-
porel. L’usage de I’ autocovariance empirique, ou du maximum de vraisemblance appro-
ché, n’est pas acceptable lorsque la série observée est courte, y compris dans le cas d’un
échantillon, ou encore lorsque la stucture de covariance du modele est proche de la
singularité, auquel cas on le dira "singulier". De méme les méthodes de gradient, malgré
un calcul exact des dérivées premitres et secondes rendu possible par ’emploi du
parametre 3(.), se heurtent a la non convexité de la fonction de vraisemblance (Dégerine
et Pham, 1987). Nous verrons que le maximum de vraisemblance peut étre obtenu par
des méthodes de relaxation. D’autre part I’estimation empirique naturelle de B(.) n’est
pas celle qui résulte des relations de Yule-Walkér appliquées a I’autocovariance
empirique. Dans celle que nous proposons, la valeur B(k) apparait 2 la fois comme une
corrélation partielle empirique et comme un coefficient de régression. Elle s’avere étre

plus efficace que la méthode de Burg mais pour un coiit de calcul plus important.

Nous accordons la plus grande place 2 la méthode du maximum de vraisemblance
sous hypothése gaussienne. Si x est la matrice mxn constituée par 1’observation d’un
échantillon de n séquences (n21) de longueur m, maximiser la vraisemblance équivaut
a minimiser, par rapport a la matrice d’autocovariance A, la fonction

L(AX) = In |A] + &r (A7),
oll X = xx'/n est la matrice de covariance empirique. Ainsi X est une matrice positive
d’ordre m, Xe ¥ (en général singulitre), et A parcourt une hypothése I incluse
dans le céne positif ¥ formé par ’ensemble des matrices de Teeplitz symétriques

définies positives.

Le chapitre B.I est consacré au cas d’une hypothése #€ quelconque dans ¥+,
Nous érablissons que la condition ker(A)Nker(X) = {0}, pour toute matrice A de la
frontiere de J€, est suffisante pour I’existence d’une solution (§ B.1.2). Ce résultat, ainsi
qu’une caractérisation géométrique des solutions de I’équation de vraisemblance et de
celle réalisant le maximum (§ B.1.3), ont été publiés dans Dégerine, 1985. Le cas sta-

tionnaire permet de vérifier que cette condition suffisante est minimale sans étre néces-
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saire (cf. § B.II1.2). La minimisation de L(A;X) équivaut 2 celle de tr(A~1X)/m (resp.
[A]) sous la contrainte |A] <1 (resp. trf(A~1X)/m £ 1 ). Ces problémes conduisent 2
interpréter la covariance empirique X, dans le cas standard ¥ = & *  comme une
solution de moindres carrés dans un modele a erreurs multiplicatives (§ B.1.4) et ont été

présentés (Dégerine, 1982a) avec des applications possibles en analyse des données.

C’est dans le cadre d’un échantillon de séries courtes, 3 = €, que nous avons
proposé une méthode de calcul du maximum de vraisemblance exact (Dégerine, 1987). Il
s’agit d’une méthode de relaxation basée sur la notion de décomposition spectrale
spécifique aux matrices de Teeplitz que nous avions précédemment introduite (Dégerine,
1983). Ces résultats, auxquels nous avons ajouté la preuve de I’existence de maxima
locaux pour la fonction de vraisemblance, font 1’objet du chapitre B.II. Notons que les
propriétés de convergence de la méthode sont clairement établies (§ B.I1.3) et que, pour
sa mise en ceuvre, nous donnons un procédé de calcul de Ia structure de covariance

d’une fonction presque-périodique (§ B.11.4).

Dans le cas d’une seule séquence, traité au chapitre B.1II, la vraisemblance n’est
pas presque sirement bornée et la méthode du maximum de vraisemblance ne peut
s’appliquer que sous une forme pénalisée. L’estimation autorégressive en est un exemple
et fait I’objet du chapitre B.IV. L’autocovariance empirique A _{.) est certainement la
méthode la moins efficace. Son défaut, dii au biais, pour une série courte n’est pas
surprenant. Cependant, pour une série longue (m=1000) d’un modele AR(4) "singu-
lier", on constate par simulation que, bien qu’ayant les mémes propriéiés (biais,
variance) que les autres méthodes dans I’estimation des autocorrélations p(.), elle est 1a
seule 2 réaliser de trés mauvais résultats pour B(.) ainsi que pour le parametre b(.) du
modele autorégressif, alors que les autres sont identiques de ce point de vue. On montre
que cette estimation consiste, en un certain sens, & prolonger la séquence observée par
des zéros alors que celle du maximum de vraisemblance, lorsqu’elle existe, la prolonge

en annulant les erreurs de prédiction non.observées. L autocorrélation partielle empirique



B_(k) naturelle est la corrélation partielle entre les séquences x,(1) = [xy, ..., X, I’
et X, (k+1) = [xp4y, .. X,]' dans Pensemble x,(t) = [x, ..., Xpo i1 1=1,

., k+1, calculée dans R™*

. Mais (k) n’est pas le coefficient de x;(1) dans la
régression de x (k+1) sur {x;(1), ..., X, (k)}. La version que nous proposons, dite

"symétrique" et notée f3, (k), a cette propriété.

Les méthodes d’estimation autorégressive, présentées pour une seule séquence
dans le paragraphe B.IV.1, sont liées au maximum de vraisemblance ou a des techniques
de moindres carrés. Considérons les problemes de minimisation des erreurs de prédic-

tion progressive et rétrograde d’ordre k :

. m 2 2 k k
Min 2 (e B +&* (b)), k) =Y, b(x,j EX(tK) = ), b()x ).
b() t=k+l =0 j=0

L’estimation du modeéle AR(p), proposée par Burg, est obtenue de fagon récursive sur
I’ordre en imposant que le modele d’ordre k soit sous-jacent 2 la solution d’ordre
(k+1). L’autocorrélation partielle empirique "symétrique" (ACPE) équivaut 3 poser
B, (k) = —b(k) dans les solutions obtenues pour k = 1,..., p. La méthode des
moindres carrés symétriques (MCS) retient le modéle AR(p) dont la densité spectrale est
définie par le carré du module du filtre, éventuellement instable, donné a 1’ordre p. Celle
des "rapports d’énergies résiduelles” (RER) est une approximation d’ACPE qui revient a
ne retenir, dans la minimisation a 1’ordre & ci-dessus, que les erreurs intervenant dans la
formulation a I’ordre p. La méthode du maximum de vraisemblance exact (MVE), sous
I’hypothése d’un modéle AR(p), a été réalisée initialement, en collaboration avec Pham,
par une technique de gradient s’appuyant sur le parametre (.). Les simulations reportées
ici utilisent une méthode de relaxation, portant également sur (.), obtenue par Pham
(1988). Elle consiste a itérer la méthode du maximum de vraisemblance récursif (MVR)
proposée par Kay (1983) qui procéde comme celle de Burg mais selon le critere de
vraisemblance. Toutes ces méthodes s’étendent immédiatement au cas d’un échantillon
de séquences (§ B.IV.3). Elles sont comparées par simulation (§ B.IV.2). Il en ressort

que la qualité d’une méthode peut varier selon le modele "singulier” simulé, ou encore
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entre le cas d’une séquence et celui d’un échantillon, mais surtout selon le paramétre
estimé, p(.), B(.) ou b(.). Les seules & ne pas présenter d’incohérence notable entre ces
trois parametres, MVE et ACPE, sont également celles qui réalisent simultanément des
estimations correctes des variances du processus et de 1’innovation d’ordre p. Elles

apparaissent aussi le plus souvent comme les plus performantes.

I nous reste  indiquer, en conclusion, d’autres applications en rapport avec la
fonction d’autocorrélation partielle et que nous n’avons pas abordées ici. Tout d’abord
I’extension au cas d’un processus scalaire complexe est immédiate pour la premiére
partie car la théorie des polyndomes orthogonaux (Geronimus, 1960) est présentée dans
ce cadre; elle ne devrait pas présenter de difficulté!pour les méthndes d’estimation du
type "moindres carrés"; notons que celle du maximum de vraisembl.ince a été réalisée par
Le Breton (1987), Pham, Le Breton et Tong (1988). La fonction d’autocorrélation
partielle inverse (Bhansali, 1983a) correspond a la fonction d’autocorrélation inverse
introduite par Cleveland (1972) et constitue un parametre libre pour les moyennes
mobiles inversibles. Pham et Le Breton (1988) retrouvent certains aspects de §(.) dans
un algorithme du type Levinson-Durbin pour les modeles autorégressifs en temps
continu. Kailath, Vieira et Morf (1978) soulignent des analogies entre le cas discret et le

cas continu via la théorie des polyndmes orthogonaux. Notons enfin que B(.) peut étre

considérée dans le cas non stationnaire (cf. Ramsey, 1974).
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INTRODUCTION

Dans cette premiére partie, 4 I’exclusion du dernier chapitre, X(.) désigne un
processus scalaire réel, & temps discret, stationnaire au second ordre et centré. Sa
structure (au second ordre) est donc caractérisée par sa fonction d’autocovariance A(.) ou,
de fagon équivalente, par sa mesure spectrale F. La variance de X(7), 02:‘:A(0), est un
parametre d’échelle et la forme de A(.) est donnée par la fonction d’autocorrélation
p(.)=A(.)/62. Cette fonction est la transformée de Fourier de la mesure spectrale norma-
lisée G=F/A(0). D’un point de vue mathématique, p(.) et G sont deux paramétres équi-
valents. Ce sont cependant deux concepts trés différents pour I’étude des processus
stationnaires. Le parametre p(.) est temporel au sens oi la séquence :X(0), ..., X(n) ne
dépend de p(.) que par ses valeurs sur {0, ..., n}. Le domaine de variation des valeurs
successives de p(.) est difficilement descriptible car p(.) est une fonction de type positif
(transformée de Fourier de G). On a, par exemple, p(2)22p2(1)-1. L’aspect temporel
n’apparait pas dans la mesure spectrale G, mais G est un parametre libre au sens ol
toute mesure positive symétrique de masse un sur [-x,+n] peut étre considérée comme la
mesure spectrale normalisée d’un processus stationnaire X(.). La fonction d’autocorréla-
tion partielle B(.) constitue un troisitme parametre équivalent A p(.) ou G. Cette fonction
est, comme p(.), un parametre temporel mais ses valeurs successives sont libres dans
" Pintervalle ]-1,1[ . En contre partie la relation simple entre p(.) et G (transformée de
Fourier ) est remplagée, pour la correspondance entre B(.) et G, par un ensemble de
relations faisant appel & un systeme de polynomes orthogonaux. En effet I'orthogonalisa-
tion de la suite {¢/™, ne N} dans L?*{[-m,+7), G) selon le procédé de Gram-Schmidt
construit un systéme orthogonal {¢,,(e‘7"), ne N} qui caractérise G et qui est entiere-
ment défini par B(.). Cependant cette correspondance souligne le role des modeles autoré-

gressifs dans la relation entre les aspects spectral et temporel.
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Ainsi B(k), ke N*, désigne la corrélation partielle entre X(f) et X(t-k) dans
Pensemble {X(¢), X(¢~1), ..., X(+—k)) telle qu’elle est définie dans Kendall et Stuart
(1966), c’est-a-dire la corrélation qui subsiste entre X(r) et X(¢—k) lorsque 1’on a
€liminé I'effet (linéaire) des variables intermédiaires X(#-1), ..., X(t—k+1). Mais B(k)
est aussi le coefficient de X(r—k) dans la régression linéaire multiple de X (#) sur
{X(¢-1), ..., X(t-k)} et c’est certainement sous cette forme que B(.) a été utilisée pour
la premiére fois dans le cadre des séries chronologiques (cf. test de Quenouille, 1949).
Plus tard Box et Jenkins (1970) suggeérent d’utiliser B(.) a des fins de modélisation. En
1973, Barndoff-Nielsen et Schou montrent que {B(1), ..., B(p)} constitue une autre
paramétrisation des modeles autorégressifs (AR) d’ordre p. L’équivalence entre B(.) et
p(.) est établie, pour une situation quelconque, par Ramsey en 1974. Elle est également
observée par Burg en 1975, dans le cadre du traitement du signal, ot —B(k) est appelé
coefficient de réflexion. En fait cette équivalence est un résultat classique en théorie des

polynomes orthogonaux (cf. Geronimus, 1960).

Nous présentons ici les propriétés de la structure au second ordre de X(.) qui sont
clairement liées a la fonction d’autocorrélation partielle. Notre approche est essentielle-
ment temporelle. Cependant, utilisant la terminologie de la théorie des espaces de Hilbert,
la correspondance avec le domaine spectral est immédiate. Nous insistons en particulier
sur le lien, dont P’intérét est souligné par Kailath (1974), avec des résultats connus en
théorie des polyndomes orthogonaux. Nous nous sommes restreint au cas le plus simple
des processus scalaires réels a temps discret, néanmoins 1’extension au cas vectoriel est

abordée dans le dernier chapitre.

Le premier chapitre est consacré a la définition et aux propriétés immédiates de la
fonction d’autocorrélation partielle 3(.) liées aux innovations progressives et rétrogrades
d’ordre fini ou non. Le langage géométrique, dans 1’espace de Hilbert réel associé a

X0, permet de souligner la simplicité avec laquelle peuvent étre obtenus les différents

résultats : algorithme de Levinson-Durbin, équivalence entre B(.) et p(.), caractérisation
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des processus non singuliers. Nous introduisons d’autres paramétrisations proches de

B(.), dont la fonction d’autorégression orthogonale Y(.), qui nous seront utiles dans

P’étude des techniques d’estimation.

Nous €tudions, dans le second chapitre, les facteurs A et B des décompositions
de Cholesky, A=AX2A’ et A“1=B'Z'2B, de la matrice d’autocovariance et de son
inverse. La détermination récursive de B(.) en fonction de p(.) passe par la construction,
elle-méme récursive, de B (algorithme de Levinson-Durbin) ou de A (Le Roux et
Guéguen, 1977). Ces facteurs permettent de souligner le role de plusieurs paramétrisa-
tions possibles de A et celle liée & y(.) associe de fagon naturelle une matrice d’autocova-
riance & toute matrice de covariance. Les matrices A (resp. B) d’ordres successifs sont
emboitées et la matrice d’ordre infini correspondante caractérise la structure de X(.). On
montre en particulier que X(.) est régulier si et seulement si les lignes de A convergent

dans #2,

Une moyenne mobile (MA) d’ordre p se caractérise par la nullité de p(.) au-dela
de p. Cependant la restriction de p(.) & {0, ..., p) ne correspond pas nécessairement A
un modele MA(p). Nous verrons, dans le troisiéme chapitre, que le modele AR(p) se
caractérise par la nullit€ de B(.) au-dela de p, définissant ainsi toujours un prolongement
possible de p(.). La majeure partie de ce chapitre est consacrée au probléme de la
représentation autorégressive (infinie) d’un processus X(.). A notre connaissance il
n’existe pas de solution satisfaisante au probléme de I’existence d’une telle représentation,
eli termes de condition nécessaire et suffisante portant sur la mesure spectrale, analogue 2
celle connue pour une représentation MA(e<). Une condition suffisante, peu usitée, est la
positivité de I’angle entre le passé et le futur de X(.), notion introduite par Helson et
Szegd en 1960. Elle nous permet de montrer qu’un processus AR(es) peut comporter une
partie singuliere, que la densité spectrale de la partie réguliere peut s’annuler ou ne pas
étre bornée, et surtout que la minimalité (densité spectrale d’inverse intégrable) n’est pas
une condition nécessaire dans le cas régulier. Le chapitre se termine par la présentation de

différents critéres d’approximation d’un processus X(.) par les modéles AR(p) sous-
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jacents dont un que 1’on introduit en liaison avec le principe du maximum de vraisem-
blance. Le comportement limite de Ia densité spectrale du modéle AR(p), lorsque p tend
vers I'infini, est trés cohérent avec la structure initiale de X(.). A cette occasion, les
références systématiques au livre de Geronimus (1960) montrent la richesse de la théorie

des polynomes orthogonaux sur le sujet.

L’extension de la notion de fonction d’autocorrélation partielle aux processus
vectoriels stationnaires est présentée dans le dernier chapitre. La difficulté réside dans le
choix de la normalisation & adopter pour définir une matrice de corrélation entre deux
vecteurs aléatoires. Nous montrons ainsi que tout procédé d’orthogonalisation, sous
réserve de quelques contraintes, conduit & une définition possible de PB(.). Nous
proposons cependant Ia notion de fonction d’autocorréiation partielle canonique : basée
sur I’analyse canonique des innovations progressives et rétrogrades, elle a un caracteére

intrinséque au processus que n’ont pas les autres.



CHAPITRE 1

FONCTION D’AUTOCORRELATION PARTIELLE
ET INNOVATIONS

Soit X(.) un processus scalaire réel, 2 temps discret, stationnaire au second ordre
et centré. C’est-a-dire une famille de variables aléatoires réelles, {X(1),te Z}, définies
sur un espace probalisé (Q,3t,P), dont les deux premiers moments existent et vérifient

E(X()=0, E(XX0))=0? 1eZ , E{X()X(s)}=A(t-s), (t.5)eZ 2

Si X(.) est gaussien, la fonction d’autocovariance A(.) définit la loi de probabilité
du processus. Sans ’hypothése gaussienne, A(.) caractérise I’ensemble des propriétés du
sous-espace de Hilbert réel M de LZ(Q,J{,P) engendré par la famille {X(¢),te Z2).
L’espace M. est formé de I’ensemble des combinaisons linéaires finies Ta(f)X ),
o(r)e R, ainsi que des limites, dans L2(Q,:P<,P), de suites de telles combinaisons.
Notons que /M est en général strictement inclus dans L*(Q, % x,P) ot Sty désigne la
sous-tribu de & engendrée par X(.) et cela méme dans le cas gaussien. On écrira plus

simplement M=% (X(»), e Z).

Seules les propriétés au second ordre de X(.) étant considérées, nous nous
plagons systématiquement dans I’espace de Hilbert JM.. Les éléments de M sont des
variables aléatoires réelles centrées, le produit scalaire, noté <, >, représente une
covariance et la variance est donc notée I 112, L’égalité, la somme (finie ou non), les

projections et les notions qui s’y rattachent sont donc prises au sens LZ.

L’aspect spectral est alors immédiat. Soit F la mesure spectrale liée a A(.) par la

transformée de Fourier
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+n
A(n) = J e"™dF(\), ne Z.
-n
Les relations X()eel e Z, se prolongent en une isometrie entre les espaces de
Hilbert M, et Lz{[-n,+1t], F}. Nous ferons systématiquement référence au livre de
Geronimus (1960) pour indiquer 1’analogue, dans Lz{[—ﬂ:,-l-?t], F), des résultats
énoncés dans M. En fait cet ouvrage correspond au cas complexe puisque F y est réelle

mais pas nécessairement symétrique.

On introduit, dans le premier paragraphe, les innovations progressives et rétrogra-
des partielles en fonction desquelies on précise ia définition de B() On montre alors,
dans le paragraphe suivant, la correspondance bijective entre B(.) et p(.) & I’aide d’un
procédé construisant X(.) & partir de B(.). Puis on propose, au paragraphe 3, d’autres
paramétrisations liées a 3(.) dont la fonction d’autorégression orthogonale Y(.). Le dernier
paragraphe est consacré aux processus harmoniques en liaison avec les processus

singuliers.
§ 1.1. Innovations partielles

Pour te Z on introduit les sous-espaces de J¥, suivants :
M(n) = S{X@O), X(=1), ..., X(@t-n+1)}, ne N*, M.(0) = {0},
M (o) = B (X(5), 51}, M(=o0) = NM(5;20).
Si d est la dimension de JV, avec d=+c< lorsque cette dimension n’est pas finie, celle de

M. (t;n) est égale & nad (min(n,d)) compte tenu de la stationnarité de X(.). Ainsi la

projection orthogonale X(#;n) de X(#) sur M (1—1;n), ne N*, se décompose de

fagon unique sur {X(z-1), ..., X(¢-n)}, les coefficients étant indépendants de ¢ :
n
X () = =2, b(nOX(k),
k=1

si I’on impose la condition b(n,k)=0, d<k<n.
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On appelle innovation progressive partielle d’ordre n, £(t;n), I’erreur de
prévision de X(¢) par son passé immédiat de longueur n. Avec la convention X(£;0)=0

et posant b(n,0)=1ona:
e(tn) =X@O)-X(tn) =2, b(nJ)X(-k), ne N, 1 2. (1)
k=0

On note également X(t;00) la projection orthogonale de X(f) sur M. (1=1;00) et g(r;o0)
Pinnovation correspondante. Lorsqu’il n’est pas nul €(.;o0) est le processus d’innovation

(progressive) et sera noté (.).

Les notions analogues obtenues par inversion du temps seront signalées par un
astérisque. Par exemple I’innovation rétrograde partielle d’ordre n est notée e*(z;n), elle

est donnée par :

n

eX(tn) = X(-X*(tn) =2 b(no)X(e+k), ne N, re Z.
k=0

La variance de £(r;n) ne dépend pas de ¢ et est égale 2 celle de €*(t;n) :

o%(n) = lle(t;n)I2 = lle*(n)l2, neN, e 2.

Lorsque la dimension d de M est finie le processus X(.) est dit linéairement
singulier d’ordre d. 1l satisfait alors 1’équation aux différences d’ordre (minimal) d

traduisant la nullité des innovations d’ordre supérieur ou égal A d :
d d
> bOX(—) =2, bOX(r+k) = 0, 1e Z. @)
=0 k=0
C’est & dire que ’on a posé b(k) = b(n,k), k<d, n2d.

I.1.1. Définition.—La fonction d’ autocorrélation partielle de X(.), notée B(.), est définie
en tout nde Z comme la corrélation partielle entre X(t) et X(¢t+n) dans I'’ensemble
(X, ..., X(t+n)}. De fagon précise :
B(-n) = B(n) = <e(t;n-1),e*(t-n;n-1)> / 6*(n-1), 'ISnsd, 3)
B©) = 1, B(-n) = B(n) = B(d), n>d.

La convention retenue pour n>d est celle de Ramsey (1974). Elle consiste a



poser égale a *1 la corrélation entre deux variables nulles, elle simplifie 1'énoncé de la

caractérisation des processus non singuliers en fonction de B(.) (cf. Corollaire 1.3.3).

1.1.2. Proposition.—Les innovations partielles satisfont les récurrences suivantes :

e(t;n) = e(t;n—1) — P(n)e*(¢—n;n-1)
nelN*, e, @
e*(t;n) = g*(t;n-1) - B()e(t+n;n-1)

et leurs variances sont données par :

2 2 2 2 2
o () =[1-B Wi (=-1) =0 £Il [1-B (0], ne N*. )

Démonstration.— Pour n<d, M.(-1;n) se décompose selon la somme directe :
M(-1;n) = M(e-1;n-1) © S (e*(t-m;n-1)).
Ainsi la projection orthogonale de X(¢) sur M.(i—1;n) s’écrit :
X(t;n) = X(t;n~-1) + <X(0),e*(t-n;n—-1)>e*(t—n;n-1)/02(n-1),
et la premiere relation de la récurrence (4) est donnée par la définition (3) de B(n) :
<X(0),e*(t—n; n-1)> = <e(t;n-1),e*(t;n-1)> = B(n)oX(n-1).
La deuxieme relation de cette récurrence s’obtient de la méme fagon. Les égalités (5) sont
une conséquence simple de 1’orthogonalité entre €(r;n) et €*(t—n;n—1) dans (4). Pour

n>d les relations deviennent "0=0" et 62(n)=0. ¢

Les récurrences (4) traduisent, dans le domaine temporel, des relations qui, d’un
point de vue spectral, sont classiques en théorie des polyndmes orthogonaux. L’orthogo-
nalisation, selon le procédé de Gram-Schmidt, de la suite [ei";‘, ne N} dans
L*{[-n,+7], F} définit un systeme de polynémes orthogonaux {¢,, n<d} (polynd-
mes de Szego). Le polyndme ¢, est normalisé en posant égal & 1 le coefficient du terme

de plus haut degré. Ces polynOdmes se construisent alors par la double récurrence :

On(2) = 20.1(2) = B(M)9*5-1(2)
1<n<d, (6)

O*p(2) = 0*p.1(2) — B(m)2p-1(2)
ol §*,(2)=2"9,(1/z), n<d, et §p(z)=1 (Geronimus, Ch.VIII).
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On a, selon Pisométrie habituelle :
e(n;n)e9,, e*(0;n)e0*,, n<d,

et donc, avec les mémes coefficients que dans (1) :
. n
6 @) =2 bino™ n<d.
kF__O

En théorie des polyndmes orthogonaux les B(n), 1<n<d, sont appelés paramétres du

systeme {¢,,, n<d}. Nous ferons parfois I’abus d’écrire ¢,,(A) pour ¢,,(e‘1).
§ 1.2. Equivalence entre B(.) et p(.)

La fonction d’autocorrélation p(.), proponionhellc a la fonction d’autocovariance,

p(.)=A(.)/c?, est la transformée de Fourier de la mesure spectrale normalisée G=F/c? :

4N
p(n) =(J e™dG(), neZ. D
-
cette fonction est évidemment symétrique, p(—n)=p(n), avec p(0)=1 et est donc carac-

térisée par ses valeurs sur IN¥,

De méme P(.) est caractérisée par sa restriction A IN*, Les relations (5), ainsi que la

convention de la Définition I.1.1, montrent qu’elle est de I’'un des deux types suivants :

() IB(m)] < 1, neN*, (d=+e)
®)
(i) Bl < 1, 1Sn<d<tos, |Bd) =1, P(n)=P), n>d.

Dans le chapitre VIII de Geronimus I’équivalence entre p(.) satisfaisant (7) et (.)
du type (8) (i) est obtenue par I'intermédiaire de G ou (7) est caractérisée par la stricte
positivité des déterminants des matrices de Teeplitz

A, =G, ij=0,...,n], nelN,

et vérifiée a pértir des relations (cf. Remarque 11.1.3) :

. 2
A 1A =TT0-8®1, neNx
k=1

Les relations algébriques entre p(.) et B(.) montrent que la correspondance biuni-
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voque est satisfaite par les restrictions de ces fonctions a (1, ..., n} pour tout n de IN*,
Cette correspondance est assurée par I’algorithme de Levinson-Durbin lorsque n est
inférieur A d.
Algorithme de Levinson-Durbin

T20)=1

( 2 n-1 »
B(nSS (n-1) = p(n) + ?:lb(n—l,k)p(n—k)

~2 2 2
G (n) =[1-B (mIG (n-1)
lb(n,n) = -P(n), b(nk) = b(n-1,k) — B(n)b(n-1,n-k), 1<k<n-1

(

d
0=p(n) + gb(mp(n—k)

b(k) = b(d.k), 1<k<d
(B(n) = B(d)

Ces relations sont une conséquence directe de la Proposition I.1.2 et des égalités

n>d-

suivantes :

n-1

- e(mn=1) = X(n) + 2, b(n—1,0X(n—k),
k=1

<X(0),e(n;n—1) = <e*(0;n-1),e(n;n-1)> = B(n)o(n-1), o*(n) = 625 4(n).

Afin de montrer que cet algorithme définit une correspondance bijective entre 3(.)
du type (8) et p(.) satisfaisant (7) on peut, comme Ramsey (1974) ou Burg (1975),
utiliser la méme caractérisation de (7) que ci-dessus. Nous proposons le procédé

constructif suivant (Dégerine, 1982b) :

1.2.1. Proposition.-Soit {Y(n), ne N} une suite orthogonale telle que :

YOI = 62(0) = 02, IY()II* = oXn) = [1-BX(m)]o(n-1), neMN*,
ot B(.) est donné sur IN* et satisfait :
| B@I<L, Brl=1 = Bn+1)=Bn).

Alors la suite (X(n), ne N} construite par



X(0) = Y(0),
X(n) = X(n;n-1) + B(n)e*(0;n-1) + Y(n), ne N*,

est stationnaire et sa fonction d’ autocorrélation partielle est égale @ B(.).

Démonstration.— Il est facile de vérifier que les variances de X(0) et de X(1) =
B(1)X(0) + Y(1) sont égales & o2 et que <X(0),X(1)> = B(1)o2. Supposons que
{X(0), ..., X(n-1)} est stationnaire et admet B(1), ..., B(n—1) comme autocorrélations
partielles. Les éléments X(n;n—1) et €*(0;n~1) sont alors parfaitement définis par
BQ1), ..., B(n-1) et on a, pour 1<k<n-1 :
<X(n),X(n—-k)> = <X(n;n-1),X(n-k)> = <X(n;1;n~1),X(n—1—k)>
= <X(n-1),X(n-1-k)>.
La variance de X(n) est donnée par :.
IX(I = IXGrn-DIP + B(mlie*(O;n-DIF + Y (I
= 02— 6%(n-1) + PA(n)o?(n-1) + [1-B*(M)]c*(n-1) = 6.
Donc {X(0), ..., X(n)) est stationnaire. L’expression de X(n) permet alors d’écrire :
g(n;n—1) — B(n)e*(0;n-1) = Y(n).
Enfin Porthogonalité de Y(n)a M(@n—1;n-1) donne :
<e(n;n-1),e*(0;n-1)> - B(n)c?(n-1) = 0.
Lorsque B(.) est du type (8) (ii) la construction ci -dessus se poursuit jusqu’a I’étape d.

Elle aboutit & X(d)=X(d,d) et le processus est singulier d’ordre d. ¢

Cette proposition prouve la surjectivité de 1’application p(.) —=B(.). Les relations
de I'algorithme de Levinson-Durbin restent cependant nécessaires pour assurer

Pinjectivité.
§ L3. Autres paramétrisations

L’attrait essentiel de la fonction d’autocorrélation partielle 3(.) par rapport 2 la
fonction d’autocorrélation p(.) est la simplicité de son domaine de variation. Cependant il

est parfois avantageux de disposer de variables a valeurs sur R plutdt que sur }-1,1{. Ceci
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peut étre réalisé par le biais de diverses transformations. Si de plus le nouveau paramétre
présente une interprétation simple par rapport au processus X(.), il peut conduire 2 de

nouvelles méthodes d’estimation.

Pour 1<k<d, B(k) est le cosinus de I’angle entre les innovations e(t;k-1) et
e*(1—k;k~1). La cotangente 6(k) de cet angle est sans doute la transformation la plus
naturelle conduisant 4 un paramétre & valeurs sur R (k<d). La correspondance entre B(.)
et 0(.) est simple :

8(k) = BR1-B*0I ™2, Blk) = S 1+820T2, k<d.

Les variances 02(k), k<d, des innovations sont données par

2 2 2 2 K 2
o k=0 (k-1)/[1+5 W1 =0 /1] 1+8 ().

j=1

On aainsi :

§%(k) = [62(k-1) — 0%(k)] / %K), k<d.
Sachant que 6Z(k) mesure I’erreur de prévision de X(f) par son passé immédiat de
longueur k, 'interprétation de 8(k) est analogue a celle de (k) puisque I'on a :

B2(k) = [0 (k-1)-02(k)/o2(k-1), k<d.
Lorsqu’ils sont proches de zéro B(k) et 8(k) sont équivalents. Par contre 8(k) marque
plus nettement la proximité de X(.) a la singularité. Cependant d(k) reste, par rapport &

la structure de X(.), une transformation artificielle de I’autocorrélation partielle (k).

D’autres paramétrisations sont suggérées par certaines décompositions orthogo-

nales de X(z;n) et de €(t;n) basées sur la remarque suivante :

1.3.1. Remarque.—Pour tout n de N* = N*U {40}, les innovations rétrogrades

{e*(t-k;k), Osk<nad) forment une base orthogonale de I’éspace M(;n).

1.3.2. Proposition.— La décomposition orthogonale de X(t;n) sur {e*(1-1-k;k),

~ O<gk<nnad} est donnée par

X@n) = 2, Ble*(t—kk-1), ne N *, ©)
k=1
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La variance 62(=0) de £(t;o0) satisfait alors :

2 2y 2
6 (=) =0 || [1-B ().
k=1

. Démonstration.—Pour ne IN*, I’égalité (9) s’obtient en itérant la premiere relation de
récurrence de la Proposition 1.1.2. Pour d<+eo et n2d, cette égalité donne l'expression -

de X(¢) :
d
X()) = 2, BR)E*(t—kik=1).
k=1

Lorsque d=+ee la projection de X(f;00) sur MM (1—1;n) est égale & X(1;n) et la
relation (9) avec n=+oo traduit la limite en moyenne quadratique X(f;e0) = Li.m.

X(t;n). On a alors €(f;o0) = L.i.m. €(t;n) et par suite

2 i 2
() =limo (M) =011 [1-B (k).
k=1

Le processus X(.) est dit singulier lorsque M. =M (—0), ceci équivaut 2

M (£;00)=M (1-1;00) ou encore 62(e0)=0. La caractérisation des processus non

singuliers (062(e)>0) est alors immédiate (Ramsey, 1974).

1.3.3 Corollaire.-Le processus X(.) est non linéairement singulier si et seulement si sa

Jonction d autocorrélation partielle (.) est dans 72

> BZ(k) < oo,
k=1

Dans la littérature on utilise parfois le terme "régulier” pour désigner un processus
non singulier, nous le réserverons aux processus ne comportant pas de partie singuliere.
Pour les processus non singuliers on notera 052 la variance 0%(e0) de I’innovation. Les
innovations normalisées (de norme 1) sont désignées en remplagant € par 1 dans les

différentes expressions avec la convention 1(.)=0 lorsque €(.)=0.
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1.3.4. Définition.—On appelle fonction d’ autorégression orthogonale de X(.), la fonction

Y(.) définie sur N par la décomposition orthogonale de X(t) suivante :
X(@) =2 WO (—kk=1) + YOO, (10)
=1

ot Y(k)=0 lorsque I'innovation correspondante est nulle.

On a ¥(0) = o, (0 dans le cas singulier) et la série, dans 1’égalité (10), est la
décomposition orthogonale normalisée de X(f;00) donnée par la relation (9).

1.3.5. Proposition.—Les relations
k-1

¥0) = oﬂ (187012, ¥(1) = (), ¥(k) = oB(k)I]1 [1-8" (1" k22,
= ]:

7 o« 2 2 S 2 p
0 =2 7 (0, B0 =YO O+ 7O keN*, ksa
]:

établissent une correspondance biunivoque entre le paramétre (6%B(.)) et la fonction de
régression orthogonale Y(.). Le domaine de variation de y(.) est I'ensemble des

fonctions définies sur N, appartenant @ #2, et vérifiant ¥(0)=0.

Démonstration.~La Définition 1.3.4 montre que Y(.) appartient 2 ?2, satisfait Y(0)=0, et
que son expression en fonction de {6%B(.)} est égale a :

Y0) = o(), (k) = P(k)olk-1), keN*
Ceci correspond aux relations annoncées compte tenu des expressions de 62(k—1) et de

G%(e0) (Propositions 1.1.2 et 1.3.2). Elle montre aussi que 'on a :
2 2 D2
o k-1)=7 O+ ()
j=k

d’ou la nécessité des relations inverses. Enfin ces relations associent & toute fonction y(.)

de #2, vérifiant ¥(0)=0, un couple (02;[3(.)} dans lequel B(.) satisfait (8). ¢

Le paramétre y(.) n’est pas rigoureusement temporel car la structure de la
séquence {X(0), ..., X(n)) est caractérisée par [Gz(n);y(l), .ot Y(n)} ol o%(n) est,

comme ci-dessus, la somme des carrés des autres valeurs de (.). Son interprétation est
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clairement exprimée par sa définition mais on peut souligner les relations :

Y(k) = 6%(k=1) — 62(k), ke N*.
Notons I’'importance du rdle tenu par ¥(0) : quelle que soit y(.), sa restriction a IN*
caractérise la structure d’un processus singulier; par contre pour un processus non

singulier, ¥(0)>0, les paramétres y(.) et B(.) ont le méme comportement 2 I’infini.

1.3.6. Proposition.-La décomposition orthogonale de e(t;n), n<d, sur (e*(t-k;k),

0<k<n} est donnée par :
2 2 2
etm) =0 (M{XW/o ~ 2, BREG-kK)o (k).
k=1
La série
2 - 2
X/ - 2, Bler—kk)/o (k) (1)
k=1

est convergente (au sens Lz) si et seulement si X(.) est non singulier. Sa somme

est alors égale a e(t)/o 2.

Démonstration.-La décomposition de £(;n) sur la base considérée s’écrit :

n
2
etyn) = D, <e(tn),e* (- K)>e*(—k: k) (k).
k=0
On a pour 0<k<n :

k
<e(t,n) e*(t-kik)> = X, bk j)<e*(t;m), X (t—k+])>
Jj=0

= b(k,k)<e*(t;n),X()> = b(k,k)c2(n).
D’ol P’expression de €(f;n) puisque b(0,0)=1 et b(k,k) = -B(k) pour 1<k<n (cf.
algorithme de Levinson-Durbin). La série (11) est convergente si et seulement si la série
des coefficients, aprés normalisation des €*(¢—k;k), est dans #2. D’apres la décompo-

sition de e(t;n) on a
2 <« 2 2 2 4 2
/o + 2, B 0o () = llemll /o () = 1o (n).
k=1

La condition équivaut a 02(0)>0, c’est-2-dire X (.) non singulier, et la limite est

e()/o? car Lim. e(f;n) =€(t).
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En normalisant les innovations dans les expressions de la Proposition 1.3.6 on

obtient :
NERY/o(n) = X, ok *(-k:k), n<d, (12)
k=0
ct dans le cas non singulier :
NWo =, an*(—k:k), (13)
E =0

ol ’on a posé a(0) = 1/o et au(k) = —B(k)/o(k), k<d.
1.3.7. Proposition.~Les relations, compte tenu de conventions évidentes,

k
2
a(0) = 1/o, a®) =-Pp/(c L1 1-B N2 keN*,
J=1

k
o = 1/00), BK) = 0oLy, o (2, ke N*,
j=0

définissent un paramétre o(.) en correspondance biunivoque avec (6Z;B(.)}. Le
domaine de variation de o(.) est I'ensemble des fonctions définies sur N, @& valeurs
dans R=RU {~oo;+o0}, de la forme :

(k)] = 400 = o(k+1) = k).

Le processus X(.) est alors non singulier si et seulement si o(.) appartient @ ¥ 2

La démonstration est analogue a celle de 1a Proposition 1.3.5 A partir de ’égalité

issue de la relation (12) :

k
2 2
1o (k)= 2, o (j), k<d.
0

Le parametre ou(.) est temporel et représente une mesure d’information :
a(k) = 1/o2(k) - 1/6%(k-1), k<d.

Dans le cas non singulier les parameétres o(.) et B(.) ont le méme comportement a I’infini.

Les différentes décompositions considérées dans ce paragraphe ont évidemment
“une transcription dans le domaine spectral. Dans Geronimus (1960) on reconnaitra (9),

(12), (13) et le Corollaire 1.3.3 dans (1.6 ), (1.9), (2.1) et dans le Théoréme 8.2.
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§ 1.4. Processus harmoniques
Lorsque la dimension d de M est finie le processus X(.) est dit linéairement

singulier d’ordre d et satisfait I’équation aux différences (cf. (2) § L.1) :
d
2. b(HX(t-k) =0, te Z.
k=0

Ce sont les processus dont la fonction d’autocorrélation partielle B(.) est du type (ii)

de (8). Précisons la forme de leur mesure spectrale notée par Ramsey (1974).

L.4.1. Proposition.~Une mesure F, réelle positive symétrique sur [-n,+x], est la
mesure spectrale d’un processus X(.) linéairement singulier d’ ordre d si et seulement
si son support comporte exactement d fréquences distinctes modulo 2, <A< ...

<A4<n. Ces fréquences sont alors définies par les racines du polynéme ¢y,
d i
0,0 =2 bl =0 & z=¢ * k=l,...d,
k=0

associé a une fonction B(.) vérifiant |B(k)|<1, k<d, et |B(d)|=1. De plus la

fréquence A=0 appartient au support de la mesure F si et seulement si P(d)=+1.

Démonstration.~Toute mesure F, réelle positive symétrique sur [+, est la mesure
spectrale d’un processus X(.) pour lequel la norme des polyndémes ¢, ke IN*, est

donnée par :

+n k
lodl = | 0™ ar) =o' = o TT -6,
-1 I~l
Si le processus X(.) est lin€airement singulier d’ordre d, la fonction B(.) est de la
forme annoncée et le support de la mesure F est contenu dans ’ensemble des zéros du
polyndme ¢ car la fonction |¢,(ef} )2, positive continue, satisfait [jo|> = 02(d) = 0.
Réciproquement si le support de la mesure F comporte exactement d fréquences,
—t<Ay< ... <A4<m, les fonctions ef** s’identifient, dans L?{[-m,+7]), F}, aux
vecteurs (ei")‘l, . e“‘;”d)', ke N, et le procédé d’orthogonalisation se termine avec

un polyndéme ¢,, p<d, de norme nulle. La fonction B(.) vérifie IB(k)i<1, k<p, et
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IB(p)I=1. Le processus X(.) est linéairement singulier d’ordre p et p=d d’apres la

condition nécessaire. Enfin Ia double récurrence (6) pour z=1 conduit a

k
0 (D) =0*(1) = H1 [1-B()], k<d,
=

et B(d)=1 équivaut 2 ¢ (ei0)=0.¢
Notons qu’une équation aux différences
n
2. BX(t-k) =0,5(0)=1, e Z,
k=0
admet une solution stationnaire non triviale (X(.)#0) si et seulement si le polynéme

() =2 bt
=0

possede des racines sur le cercle unité. Le processus X(.) satisfait alors 1’équation aux
différences d’ordre minimal d définie par les seules racines du polyndme ¢ situées sur
le cercle unité |z]=1. Par la suite seule cette équation sera utilisée et le terme "minimal”

sera omis.

L’€criture du polyndme ¢4 sous la forme
d d 2
[
0,0 =2 b0 * = [Te—e ™
k=0 k=1

montre clairement qu’il caractérise uniquement le support de la mesure F. Pour un
choix défini par dk2=F([lk)), k=1, ..., d, le processus X(.) admet la représen-

tation spectrale
d it
¢
X®) =Y, zde %eZ,
k=1

ou Zy, k=1, ..., d, sont des variables aléatoires complexes (réelles si Age {0,n)),
centrées, de variance 1, non corrélées et vérifiant Z;=Z, lorsque A;=—A;. On peut

représenter le processus X(.) sous la forme réelle,
X)) =2, Ay sin(Lg +®) e,
k

ot la somme porte sur les valeurs k& pour lesquelles Age [0,n]. Le processus X(.)
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apparait ainsi comme une superposition de sinusoides dont les amplitudes (positives) A;
et les phases @ (€ [-=,+r]) sont des variables aléatoires. Il est clair que 1’observation
d’une trajectoire du processus X(.), y compris sur Z tout eatier, ne détermine, de

fagon presque siire, que le support de la mesure F.

1.4.2.Définition.~On appelle processus harmonique tout processus X(.) de la forme
P
X() =2 a,sin(h g + ), teZ,
k=1

dans lequel seules. les phases @y, k=1, ..., p, sont aléatoires et sont de plus

indépendantes et de loi uniforme sur [-n,+n}.

Un tel processus est évidemment stationnaire, centré, de fonction de covariance
1%,
AW = ——-Za cosih,, te Z.
250 k k

On peut supposer, sans aucune restriction, que les fréquences A; sont dans [0,%]
avec 0<A< ... <7tpS1t. Le processus est linéairement singulier d’ordre d (2(p—-1)< d
<2p) et sa mesure spectrale F charge les fréquences A de la forme A=%A; mod(2n)

avec

F((\))=al/4 sielOnl, a?/2 sinon.
Un processus harmonique est presque siirement identifi€é au vu de son observation sur

une durée finie de longueur suffisante. Ses trajectoires sont uniformément bornées

ar Xa, et, par conséquent, il ne peut étre gaussien.
P kcL P q p

Ainsi les modeles harmoniques constituent une classe particuliére de processus
singuliers qui ne peut se distinguer du cas général A partir d’une seule trajectoire. Il n’en
est plus de méme lorsque 1’on utilise plusieurs trajectoires ou encore lorsque I’on fait des

hypothéses, par exemple d’égalité, sur les "énergies” dkz.
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CHAPITRE I

DECOMPOSITION DE CHOLESKY DES MATRICES
D’AUTOCOVARIANCE ET DE LEURS INVERSES

Les lignes et les colonnes des matrices considérées ici sont indexées A partir de 0.
La notation M=({f(n,k)} signifie que I’élément M (n,k) de la matrice M est égal a la
valeur de fen (n,k). La matrice transposée de M est notée M’. L’indice m dans M,,
rappelle que la matrice est carrée d’ordre m, mais le plus souvent il sera omis, 1’ordre

étant précisé par le contexte. Ainsi I désigne la matrice identité.

On note & (m) I’espace vectoriel des matrices réelles symétriqﬁes d’ordre m.
FLtm) et Pt(m) désignent alors respectivement le cone de & (i) formé des matrices
définies positives (x’Mx>0, xe R™ —(0}) et celui formé des matrices positives
(x'Mx20, xe R™). L3 encore on omettra de préciscr I’ordre m. Si Me & (m),

(M), n<m, est Iélément de & (n) défini par le coin supérieur gauche de M.

Le sous-espace vectoriel de f constitué par les matrices de Teeplitz, M(n,k)
n’est fonction que de In-kl, est noté € et les cones associés sont désignés par T+

et Gt.

On appelle décomposition de Cholesky d’un élément M de ¥ I’unique
factorisation M=TT" dans laquelle T est une matrice triangulaire inférieure 2 €léments
diagonaux positifs. Posons T=SD ou D est la matrice diagonale définie par les
€léments diagonaux de T (on écrira D=diag(T)). La matrice S est triangulaire
inférieure unitaire, diag(S)=/, et la factorisation M=SD2S’ sera, par abus, appelée

décomposition de Cholesky de M. De méme on désignera ainsi les factorisations de M
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qui résultent des précédentes appliquées 2 M‘l et dans lesquelles les matrices
triangulaires inférieures sont remplacées par des matrices trian gulaires supérieures. Enfin
la terminologie est étendue & certaines décompositions canoniques de la méme forme

d’éléments de £ +.

On note A la matrice d’autocovariance d’ordre m, me N*, associée au
processus X(.) :

A = {A(In—kl), 0<n<m, 0<k<m).

On précise, dans‘ le premier paragraphe, les décompositions de Cholesky
A=AZ?A’ et A7'=B'Z?B, dans lesquelles A est triangulaire inférieure unitaire et
B=A"', On considere, dans le paragraphe suivant, les élgorithmes de calcul récursifs
des facteurs A et B, celui de B étant la base de I’algorithme de Levinson-Durbin.
Les factorisations de A ou de A~! mettent en relief diverses paramétrisations de A que
nous analysons au paragraphe 3 en soulignant la spécificité du cas des matrices de
Teeplitz. Enfin on étudie dans un dernier paragraphe le comportement limite des éléments

des facteurs A et B.

§ IL.1. Les facteurs des décompositions de Cholesky de A et de A~

Les innovations partieiles introduites au chapitre précédent conduisent naturel-

lement & une décomposition de Cholesky canonique de la matrice d’autocovariance A.

IL.1.1. Proposition.—-Soit B={b(n,n-k)} la matrice d’ordre m, triangulaire infé-

rieure unitaire, définie par les relations
n
e(mm) =2, b(nh)X(n—k), Osn<m, )
k=0

et la convention b(n k)=0 si d<k<n.La matrice d' autocovariance A d’ordre m
se factorise de fagon canonique sous la forme A=AZ%A’ dans laquelle A est la
matrice triangulaire inférieure égale @ B~ et 3? est la matrice diagonale associée aux

variances des innovations partielles Gz(n), 0<n<m. Posant A={a(n,n-k)}, les
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lignes de A conduisent aux relations

X(n) =2, a(nk)e(n—kn—k), O<n<m. @)
k=0

Démonstration.—Notons g et X les vecteurs aléatoires de dimension m :
£=1{e(0,0),e(1;1),...}', X = (X(0),X(1),...}"

Les relations (1) s’écrivent £=BX et donnent les relations (2) sous la forme X=Ag

puisque B est inversible. Par construction la suite {€(0;0), €(1;1), ...} est orthogonale.

Elle vérifie E(g,£)=X2 et ainsi A=E(X X)=AZ?A". ¢

Les relations (2) caractérisent la décomposition AX2A’ ol, lorsque A est
singuliére (m>d), seules les d premiéres colonnes de A alors définies contribuent a
Ia reconstitution de A. Dans le cas non singulier la décomposition est unique ainsi que
celle qu’elle induit pour A™! (m<+eo) :

A'=B%TB.

Dans cette décomposition B’ est triangulaire supérieure; il ne s’agit donc pas de

la décomposition de Cholesky habituelle. En fait celle-ci est une transformation simple de

B’Z7B. Pour cela considérons I’opérateur d’inversion J défini par la matrice carrée
1
)

. (1)
1
L’ordre de J sera toujours supposé adéquat dans les opérations effcctuées. Pour
une matrice M quelconque, dans JM (resp. MJ ), I'ordre des lignes (resp. colonnes)
est inverse de ce qu’il est dans M et J2=1. Une matrice. carrée M est dite centro-
symétrique lorsqu’elle vérifie JMJ=M. Les matrices qui sont symétriques et centro-
symétriques sont doublement symétriques (symétriques par rapport & chaque diagonale).
Elles forment alors un sous-espace vectoriel de  stable par invefsion que ’on note €.
Soibt SD*S’ 1a décomposition de Cholesky de Me € * o § est triangulaire

inférieure unitaire. La deuxi¢me décomposition est alors donnée par



48

M =JMJ = (ISHUIDANJIST).

L’espace T étant inclus dans 8, nous pouvons donc énoncer :

I1.1.2. Corollaire.~Les décompositions de Cholesky des matrices A et A s’ expriment
en fonction de A, B et T* par

A= AZ2A’ = (JADUZINUATY, A~'=BE2B= (B DHUZANUBY).

Les matrices JBJ et JAJ sont évidemment les matrices de passage entre JX
et Jg. Ce sont aussi celles que I'on aurait obtenues entre X ¢t son orthogonalisation

basée sur les innovations rétrogrades g*={e*(0;m-1), e*(1;m-2), ..., e¥(m-1;0)}".

I1.1.3. Remarque.~La matrice A étant triangulaire inférieure unitaire, le déterminant

de A est égal a celui de 32 et s’exprime simplement en fonction de cZetde B():

m-1 2 om m-1 2
IA, ) = U)“ (=0 H1 (18 (™™,

§ I1.2. Algorithmes de calcul récursifs des facteurs B et A

Les matrices A, A, B et £ d’ordres successifs sont emboitées, Apdn=Ap,
n<m. Ce n’est évidemment pas le cas de A™! mais son calcul est obtenu sous la forme
B'E72B. L’algorithme de Levinson-Durbin construit, & partir de A(.), la fonction B(.)
et simultanément les matrices B et £2. La construction de B en fonction de B(.) est

la conséquence directe des relations de récurrence satisfaites par les innovations partielles.

I1.2.1. Proposition.-La matrice B={b(n,n—k)} se construit en fonction de B(.)

selon la récurrence en ligne : b(0,0) = 1,

1<n<d b(n,0) =1, b(n,n) = -P(n),
b(n,k) = b(n-1,k) - B(n)b(n-1,n-k), 1<k<n,
n>d b(n,k) = b(d,k), 0<k<d,

b(n,k) =0, d<k<n.

Soulignons que les valeurs de P(.) apparaissent en premicre colonne de B,

b(n,n)=—PB(n), 1<n<d. Pour 1<n<d, la récurrence ci-dessus est plus expressive
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sous la forme vectorielle

( 1 A /1 3 (0 3
b(n,1) b(n-1,1) b(n-1,n-1)
-l |

. b(n-1,n-1) b(n-1,1)
\b(n,n) ) \0 J \1 J

soit, en posant b(n,.)={1, b(n,1), ..., b(n,n)}' et b(n,.)={b(n,.)', 0}',

b(n,.) =b(n-1,.) - B(m)J b(n-1,.).
Le vecteur b(n,.) apparait en derniére ligne de B, et constitue les parametres du
modele AR(n) associé a A, (cf. Ch. III). La finalité de I’algorithme de Levinson-
Durbin est précisément de calculer b(n,.) défini par les relations de Yule-Walker.:

Ab(n,.) = (02(n), 0, ..., 0)".

La construction de B est évidemment récursive par rapport & ’ordre de la matrice
et permet d’obtenir aisément A par inversion. Le Roux et Guéguen (1977) donnent un
algorithme pour construire, a partir de A(.), la fonction B(.) en introduisant un autre
systeme de variables que B. Cela équivaut A construire B(.) et simultanément les

matrices A et 2.

I1.2.2. Proposition.—-Soit E* la matrice triangulaire inférieure d’ ordre m, E*=AX2.
Elle se construit en fonction de A(.) selon la récurrence en colonne :

E*(n,0) = E(n,0) = A(n), n=0, ..., m-1,
et pour k=1, ..., da(m-1) :

B(k) = E(k,k-1) / E*(k-1,k-1),

E*(n,k) = E¥(n-1,k-1) — B(K)E(n,k-1)

E(n,k) = E(n,k-1) — B(k)E*(n-1,k-1)

Démonstration.-De la relation A=AX2A’ on obtient BA=X2A'=(E*)". Ainsi la

colonne E*(.,k) de E* est donnée par

k 2 2
E*(n,k) = 2 blkk-)A(n—j) =6 (KA(nk) = o (k)a(n,n-k), si kSn<m, 0 sinon.
=0



Soit, avec des notations inspirées de celles des innovations partielles,

k
EXnk) = 2, bk HA(—k+) = e*(n—k:ko).
&

On a E*(k,k)=e*(0;k)=02(k) ainsi que les récurrences
e¥(n-k;k) = e*(n-k;k-1) — B(k)e(n;k—1)
e(n;k) = e(n;k—1) — B(k)e*(n—k;k—1)

a condition de poser

) k
e(n ) = Z;,) bk A () . 3)
J= .

Ce sont les relations annoncées avec E(n,k)=e(n;k) et B(k) est obtenu a partir de

I’étape précédente en notant, par exemple, Ia relation

0= e(k,k) = e(k;k-1) — P(k)e*(0;k—-1). ¢

Cette construction de E* n’est évidemment pas récursive selon I'ordre de la
matrice. La construction en ligne qui lui correspond est récursive mais utilise, A chaque

étape, I’ensemble des valeurs de B(.) calculées aux étapes précédentes.

11.2.3. Corollaire.~La matrice E*=AX? se construit a partir de A(.) de maniére
récursive par rapport a son ordre selon la récurrence en ligne, ne N :
E*(n,0) = E(n,0G) = A(n),
pour 1<k<nad :
E*(nk) = EX(n-1,k-1) - B(k)E(nk-1)
E(nk) = E(n,k-1) - B(k)E*(n-1,k-1),
avec, si n<d :
B(n) = E(n,n-1) [ E¥(n-1,n-1),
E*(n,n) = E¥(n-1,n—1) - B(n)E(n,n—1).

Les paramétres introduits par Le Roux et Guéguen sont les valeurs de e(n;k)

définies par (3) pourke N et ne Z et on a
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E*(k-n,k), n<0
e(n,k) = <e(n;k),X(0)> ={ 0, n=1, ...k
E(n,k), n>k.

§ IL.3. Paramétrisations de A liées aux décompositions de Cholesky

On suppose ici que la matrice d’autocovariance A est d’ordre (p+1) et qu’elle
est non singulitre (p<d). L’objet de ce paragraphe est d’analyser diverses paramétrisa-
tions de A par rapport  la structure méme de la matrice en soulignant les points
spécifiques 2 la forme de Teeplitz. Pour cela remarquons que les lignes de la matrice
AZX, dans la décomposition de Cholesky de A, définissent, dans IR”“, une représen-
tation de I’espace vectoriel &£ (X(0), ..., X(p)) selon la correspondance

(AZ)(n,.) & X(n), n=0, ..., p.
Pour ne pas alourdir les notations nous utiliserons systématiqﬁcment cette correspon-
dance. Par exemple X(n;n) désigne la projection orthogonale, dans RP*L, de
(AX)(n,.) sur B ((AX)(j,.), j=n-1, ..., O} et I'erreur g(n;n) = X(n)-X(n;n) est

donnée par
eten) = Y, bnX(n—+k) = ©,...6(n).0,...),
k=0

oi {b(n,n), ..., b(n,0)} est la ligne B(n,.) de la matrice B=A—1, Plus généra-
lement X(0), ..., X(p) pourra représenter tout syst¢me de vecteurs admettant A comme

matrice de produits scalaires.

a) {o; p(1), ..., p(p)). Dans cette paramétrisation usuelle de A, le parametre p(.) est

assujetti 2 la contrainte de positivité, il constitue la premiére colonne de A sous la forme
p(n) = a(nn) = <X(0)X(n)>/ IXOW2, n=1,...,p.

La contrainte n’est évidemment pas satisfaite en général lorsque A est une matrice de

covariance ou de corrélation.

b) {o; B(1), ..., B()]}. Ici B(n) est libre dans ]-1,1] et est donné par la premiere

colonne de B puisque B(n) = —b(n,n), n=1, ..., p. Ainsi B(n) est le coefficient



de X(0) dans la régression linéaire multiple de X(n) sur {X(n-1), ..., X(0)) et se
définit donc par
Bn) = <e(mn-1),£*O;n-1)> / le*O;n-1)I%, n=1, ..., p.

La encore I’appartenance de B(n) a 1-1,1[ n’est pas garantie.

c) {a(0), ..., a(p)}. Cette paramétrisation forme la premiére colonne de 1B et 1a

contrainte 0(0)>0 est satisfaite pour toute matrice A de £*.

IL.3.1. Proposition.—Seitr B’S28 = A"l, la décomposition de Cholesky de Iinverse
d’une matrice A de £%*. La premiére colonne {a{0), ..., a(p)} de L™!B se

caractérise par la relation
2 14
e*O0p) / IE*Op)l =2, olmm ().
n=0

Dans la paramétrisation (o; By, ..., Bw)) correspondante, ¢ = 1/0(0) = IIX(O)II,

et 62 est la "variance” de X (0); celle de €*(0;k) est donnée par:

k k
2 2 2 2
le* @bl =12 o (W 2= o q (B ()], k=1,..p,

n=0
ot B(k) représente la "corrélation partielle” entre X(0) et X(k) dans I’ ensemble
{(X(0), ..., X(k)},
Bk = <n*(Ok-DN(kk-1)>, k=1, ... p.

Démonstration.—La relation (Z"IB)(AZ) = I montre que o(n) est le coefficient de
X(0) dans la décomposition de N(n;n) sur {X(0), ..., X(n)}. Ainsi pour k2r on a
<e*(0;k)n(m;n)> = o(n)<e*(0;k),X(0)> = on)lle*(0;k)I12,

d’ou I’expression de £*(0;k) :
k
2
40K / lE* Ol = 2. amm(mn), k=0,...p.

n=0
Ceci justifie la caractérisation de o(.) et les expressions de lle*(0;k)ll, k=0, ..., p. La

correspondance avec 3(.) donne
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k
2
Bek) = ~a®I o (1" = ~a®le o)

= —<e*(0;k) n(k;k)> / Ne*(0; k) = —<n*(0;k),n(k;k)>.
11 suffit donc de vérifier les égalités
<N*¥O:k-DNk:k-1)> = —<n*(O;k)nkk)>, k=1, ..., p.
En notant B la "corrélation partielle” que représente lek premier membre, ces égalités
sont une conséquence des relations générales
MO0 = (N*Ok-1) - Bynlick-1)) / (1-BH)'7?,
k) = (sk-1) - BM*©Ok-1)} / (1)1 o

d) {o(p); b(1), ..., b(p)}. Nous notons ainsi la paramétrisation du modele AR(p)
qui admet A comme matrice d’autocovariance d’ordre (p+1) (cf. Ch. III). Elle apparait

en derniére ligne de B :
14
e(pip) = E)b(k)xw—kx le:pl = o(p),

et constitue la solution du probléme de minimisation sous contrainte,

o%(p) = min(6°Ab ;B ’=(b(p),...b(1),1]).
IL.3.2. Remarque.—Le parameétre b(.) doit satisfaire la contrainte de stabilité

P
Y b =0 = |2>1,
k=0

qui équivaut a ce que la récurrence
b(pk) = bk), k=0, ..., p, P) =-b(p.p),
etpourn=p,..., 2
b(n—1,k) = [b(n,k) + P(n)b(n,n-k)} / [1-P*(n)), k=1, ..., n-1,
B(n-1) = -b(n—-1,n-1),
construise (.) & valeurs dans }-1,1[.

Cette condition n’est pas garantie lorsque A est dans £*.
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e) {o(p); ¥(1), ..., ¥(p)}. Soit P I'opérateur défini par la matrice

0 1

N (1)
P=1. .o ;

0 o1

iPo .. 0

Px effectue une permutation circulaire des composantes de x, la premitre devenant la

derniére et PP’=I.

I1.3.3. Proposition.—Pour Ae £ + les coefficients de la décomposition orthogonale
4
X() = kZIv(km*(p—k;k—n + SPM@P)

constituent la derniére ligne de la matrice triangulaire inférieure AZ de la décomposition
de Cholesky PIAJP' = AZ?A’. Dans la paramétrisation {o; B(1), ..., B(p)}

correspondante, o* est la "variance" de X @,
2 & 2 2 7
o =2y ®+0 () =IKEI,
1

celle de €(p;k) est donnée par
2

LA 2 2. * 2
le@:ll = 2. Y(m+o @) =0 II1 (B ()], k=1,...p,

n=k+1
ot B(k) représente la "corrélation partielle” entre X(p) et X(p—k) dans l'ensemble
(X)), ... X(p-K)},
Bl = <n(p:k-Dn*(p-kk-1)>, k=1,...,p.

Démonstration.~Par définition n = {n*(p-1,0), ..., n*(O;p-1), n(p,p)}) et X =
(X)), ..., X(p)} sont liés par la relation PJX=Tn ou T est une matrice
triangulaire inférieure. Ainsi PIAIP’=TT'=A %A " et {y(1), ..., v(p), o(p)] est

la derniere ligne de AZ. Cette décomposition orthogonale donne

P
epk) = 20 YON*p-mn—1) + SEM@ip), k=0,...p,

n=k+1

d’oti les expressions de c? et de lle(p;k)llz, k=1, ...,p,avec
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& 2 2 IR
B =R/ (Y () + 6 ()" = <e@ik-Dm*p-kik-1)>/ llepik-D

= <N@P:k-1)N*(p-kk-1)>. ¢

La factorisation PAP’ = AX?A’ correspond 2 1a décomposition orthogonale
4
X(©) = 2, Won(kk-1) + o) *(Oip),

et conduit A la méme paramétrisation {o; B(1),..., B(p)} que celle donnée par a(.) dans
la Proposition I1.3.1. Les deux propositions conduisent également au méme résultat
lorsque Ae €% puisque JAJ=A. Lorsque A appartient 2 €7 la derniere ligne de A est
égale A {BQ1), ..., B(p).1) et {b(1), ..., b(p), 1} constitue la dernitre ligne de Al

les contraintes n’étant plus garanties pour A dans £*.
§ I1.4. Comportement limite des éléments des facteurs A et B

Considérons tout d’abord le cas d’un processus X(.) singulier d’ordre d. La

convention adoptée assure la convergence des suites b(n,.) avec

b(k), 0<k<d,

lim b(n,k) =
m bin,k) {o, k>d .

Les suites a(n,.) sont alors définies par AB=/ et satisfont pour ke IN*,
kad :

a(n k) =—2. b(n-k+ja(nk=), n>k.
j=1

Un raisonnement par récurrence montre que a(n,.) converge simplement vers la
fonction pseudo-périodique a(.) déﬁpie par

d
2. b(atk-) =0, k>d,
=0

et les conditions initiales

k
a(k) = -2, b(atk—), 1<k<d, a(0)=1.
=1

Rappelons que le polynome

d
B(2) = 2, bz
k=0
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a ses racines sur le cercle unité (cf. § 1.4). Il ne s’annule donc par dans izi<1 et les

relations définissant a(.) ci-dessus équivalent 2
1/8@) = &) = 2, at, <.
k=0

Ainsi, dans cette situation particuliére, b(n,.) converge dans 22 vers b(.). L "inverse"

a(.), limite simple de a(n,.), est bornée dans 7 mais n’appartient pas 3 #2,

On suppose désormais que d=+eo, Les suites a(n,.)={a(n,k), ke N} d’une
part et b(n,.)={b(n,k), ke N} d’autre part, dans lesquelles on a posé a(n,k)=
b(n,k)=0 pour k>n, caractérisent la structure de X(.). L’égalité AB=/ implique,

pour ke IN*,
k

D, anpb(n-jk—=) =0, n>k.
=0

Ainsi, quelque soit K dans N, ’existence d’une limite sur {0, ..., K} de a(n,.)

équivaut a celle de b(n,.) sur le méme domaine et les deux limites sont alors liées par
k
2. a(Db(k-) =0, 1<ksK. )

j=0
La récurrence satisfaite par b(n,.) donne
b(n,1) = b(n-1,1) + B(n)B(n-1), n=2.
Donc b(n,1) peut tendre vers I'infini ou encore osciller et il en sera alors de méme

de a(n,1) = -b(n,1).
La décompostion de Wold d’un processus non singulier X(.) est notée

XO=U@)+ V(@)= Z a(k)e(t-k) +V(), a)=i, e Z.
k=0

Le processus d’innovation €(.) ne dépend que de la partie réguliere U(.). Cette décom-

position est unique et la fonction

K(2) = 2, ak)*
k=0

ne s’annule pas dans |z|]<] définissant ainsi la suite b(.) par
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1/ RG) =8(2) = 2, bk, |2<1.
k=0

I1.4.1. Proposition.—Pour un processus non singulier X(.) les lignes a(n,.) de A
sont bornées dans ? par (52/6,;2 et convergent simplement vers la suite a(.) de la
décomposition de Wold. Les suites b(n,.) convergent alors simplement vers

I "inverse"” b(.) qui vérifie aussi

b(k) = -2, PB(n)b(n-1,nk), ke IN*,
n=k
et les colonnes de B sont dans »2.

Démonstration.—Considérons les décompositions orthogonales de X(¢) données par la

Proposition II.1.1:

X(0) =2, a(nf)e(t—k:n-k), neMN.
k=0
Ona

o =3 ko (k)20 Y, dnk),
k=0 =0

d’oli 1a majoration annoncée. La variable e(r—k;n-k), k fixé dans N, converge au
sens L2 vers £(t-k) lorsque n tend vers I’infini et par suite

lim a(n,k) = lim <X(6),€(t—k;n—k> | 62(n—k) = <X(1),e(t=k)> / 052 = a(k).
Ainsi b(n,k) converge vers b(k) satisfaisant la relation (4). L’expression de

X(t;;m) donnée par la Proposition 1.3.2 se développe sous la forme
m m n-1
X(t:m) = -2, bm X () = 2 B(n) 2 b(n-1 )X (e-n).
k=1 n=l  j=0
Identifions le coefficient de X(r-k) :

b(m,k) = -2, B(n)b(n—1,n-k).

n=k
Par suite la limite du second membre ci-dessus existe et donne ’expression de b(k).
Cette expression apparait comme le produit scalaire dans #2 de la (k+1)%me colonne

de B avec {B(1), B(2), ...}. En effet par hypothe¢se B(.)e #2 et donc la premiére



colonne de B aussi. Supposons qu’il en soit ainsi pour les k premiéres colonnes. La
suivante est donnée par b(k,0)=1 et
b(n,n—k) = b(n—1,n-k) — B(n)b(n—1,k), n>k.

La suite {b(n—1,k), n>k} converge vers b(k), elle est donc bornée et on peut écrire

2. bnnk) €2, Bn-1,n-k) + 2sup bXn-10) O B ()

n=k n=k n>k n=k+1
en utilisant 1'inégalité (a+b)% < 2(a2+b?2). Ceci prouve, par récurrence, que les

colonnes de B sont dans 2. ¢

Cette proposition indique le comportement limite des éléments de A et de B
lorsque I’on se déplace parallélement  la diagonale principale. L’appartenance 4 72 des

colonnes de B implique que Ia limite sur chaque colonne est nulle :

lim b(n,n-k)=0, keMN.
n

Cependant b(.) n’est pas nécessairement dans ? 2. En particulier si X(.) est une
p p P

moyenne mobile d’ordre d

d
X0 = 2, a(e@=k), €2,
k=0

et si le polynéme
d

2 a0, a©)=1,

k=0

a ses racines sur le cercle unité, b(.) est la fonction pseudo-périodique associée a a(.).

Le résultat ci-aprés améliore la Proposition 3.2 de Dégerine, 1982b.

11.4.2.Proposition.—Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus

stationnaire X(.) soit régulier est que a(n,.) admette une limite a(.) au sens ¥ Z,

im 2, [a(k)—-a(nk)]* = 0.

n—>4o0 k=0

- Démonstration.—Considérons tout d’abord le cas d’un processus non singulier et

montrons que V(1) défini par



V() = 2 la(nk)-a(yle(-kin—k)
k=0

converge au sens L2 vers la partie singuli¢re V(r) de la décomposition de Wold. Pour

tout N fixé dans Net n>Non a

N n oo
V() -V () = 2 a)e(-kn-k)-e@0] + X, aleknd - 2, a(ei-k).
k=0 k=N+1 k=N+1

Chaque terme du second membre se majore comme suit :

N N
u’g a(k){et—k;n—k)-e(-H)]| < ,?"1) la(k)] llee—k;n—k)—e(e-R)ll,

n 2 n 2 oo
1Y a®letknbll = Y W0 (k<o 2 a*k),
k=N+1 k=N+1 k=N+1

1Y awee-bl =0 Y d®so Y, a*).

k=N+1 € k=N+1 k=N+1

2 2
. Ainsi, pour >0 donné, choisissant N tel que ¢ 2 az(k) <1, la convergence au sens
k=N+1

L% de e(t-k), k=0, ..., N, assure I’existence de Q(N) pour lequel

N
E(,)la(k)l lle(t-k;n—k)-€(e-0) <1

des que n>Q(N).On a alors WV (#)-V ,(5)lI<3n pour n>Q(N)et donc la

convergence de V,(¢) vers V(¢). La majoration de la norme de V,(2),

n

2 2 2vn
V.l =2 la(nk-ak)’s (k) <o Eﬂ[a(n,kya(k)f,

prouve la condition suffisante de la proposition. Pour la condition nécessaire on écrit

oo

Y lath-a@l < (16 )Y, o (-Blamb-a®r + 3, a®)
k=0 € k=0 k=n+1

2 2 v o,
=WVl fo_+ 2. d*k).
€ p=n+l
Si V(1)=0, cette derniére expression tend vers zéro puisque ||V,l(t)||2 tend vers llV(t)ll?

Ainsi si X(.) est régulier, il est non singulier et la condition nécessaire est démontrée.

Soit a(.) la limite dans 22 de a(n,.). Alors d=+o sinon a(n,.) converge simplement
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vers une fonction pseudo-périodique qui ne peut appartenir 3 P2 Quel que soit NV dans

N, on a
n

N
02=2a2(n,k)02(n—k)+ Y, az(n,k)(sz(n—k)
k=0 k=N+1

N n
2 2
< Zaz(n,k)o (n-k)+ o Z az(n,k), n>N.
k=0 k=N+1
Si X(.) €était singulier on aurait pour tout NV ,
2 2
¢ <o Z az(k),
k=N+1

ce qui est impossible puisque a(.)e P% Le processus X(.) est alors non singulier et

donc régulier d’apres la premiére partie de la démonstration. ¢

La convergence, autre que simple, de b(n,.) vers b(.) est lide 2 Ia représentation

autorégressive de X(.) et sera abordée dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE II

APPROXIMATIONS PAR LES MODELES AUTOREGRESSIFS
Le modele autorégressif est essentiel dans 1’étude statistique des processus
stationnaires. L’estimation spectrale autorégressive se justifie, selon Parzen (1974), par
un critere L2 sur la fonction de transfert. Burg (1967) 1a justifie par un critére d’entropie
dont I’aspect est plutdt temporel. Le modele autorégressif est la solution des moindres
carrés dans la prévision temporelle. 11 est aussi utilisé comme étape préalable a

’ajustement d’une moyenne mobile (Bhansali, 1983b).

Nous ne considérons pas, dans cette partie, les aspects statistiques. En effet les
criteres sont souvent développés dans le cadre de la structure probabiliste de X(.) pour
étre appliqués ensuite 2 une estimation empirique de cette structure. Notons toutefois que
Burg (1968) propose une méthode directe échappant ainsi A I'utilisation habituelle de la
covariance empirique ou, de fagon équivalente, a celle du périodogramme dans le domaine

spectral.

Nous détaillons, dans le premier paragraphe, la présentation du modele
autorégressif d’ordre fini afin de préparer I’étude de la représentation autorégressive
infinie abordée au paragraphe suivant. Le dernier paragraphe est consacré a I’analyse des

différents critéres justifiant ’approximation autorégressive.

§ I11.1. Modele autorégressif d’ordrep : AR (p)

On appelle bruit blanc une suite de variables aléatoires non corrélées, centrées et

de méme variance.
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III.1.1. Définition.~ On dit d’un processus X(.) qu'il est autorégressif d ordre p

lorsqu’ il satisfait une équation aux différences stochastique
_ p
E(0= 2, DXk, 1€ Z,B0)=1, )
k=0

dans laqueilehé(.) est un bruit blanc et b (p) est différent de zéro.

Dans cette définition il n’est fait aucune hypothése de non corrélation entre £(f) et

X(s), s<t. La mesure spectrale F d’une solution stationnaire de (1) doit satisfaire

~2 ~ a2
5, /2m=§*") F@h), . pp.

ol ¢ 2 est la variance du bruit blanc et
p
~ ~ k
@) = 2 b we"
k=0
Ainsi (1) admet toujours une solution stationnaire. Cependant, si ¢* s’annule sur le cercle
unité |z|=1, la variance ¢ 52 est nulle et les solutions sont constituées de processus

singuliers (cf. § 1.4). Nous excluons dorénavant cette possibilité, Alors I’unique solution

est celle dont la mesure spectrale, absolument continue, admet pour densité

~2 ~ g2
™=@, 12m) e .

Le processus X(.) s’exprime comme moyenne mobile de’€(.),

oo

X0 = 2, atkie(t—h), e Z,
k=00

ol les coefficients?z(k), k e Z, sont ceux du développement de Laurent de’q;""'1 :

4oo
L/*@) = 2, at.

f=—o0
Soit a une racine de ?ﬁ* située dans le disque unité lzi<1. Le facteur (z—ot) a méme
module sur le cercle unité que (1-0z). Ainsi il est possible de modiﬁer$* de sorte qu’il
n’ait plus de racine a I'intérieur du disque sans modifier la densité spectrale f. Pour
chaque racine o ainsi modifiée la variance G2 est multipliée par jof? afin de conserver
b(0)=1. Une racine non réelle est accompagnée de la racine conjuguée et le polyndme ¢ *

reste a coefficients réels.
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I11.1.2. Proposition.— Un processus stationnaire régulier X(.), autorégressif d'ordre p,

satisfait I équation aux différences canonique,
P
et) = 2, bRX(-k), 1€ Z, bO)=1, @)
k=0
| caractérisée par I'une des conditions équivalentes suivantes :
p
1) ¢*(2) = Z b(k)zk n’a pas de racine dans 1zI<1,
k=0
(i1) X(.) est une moyenne mobile unilatérale de €(.),
X0 =2, ak)e(k), te Z, a(0)=1,
k=0

(iii) €(.) est le processus d’innovation i.e. <e(t),X(s)> = 0 si s<t,
(iv) €(.) est le bruit blanc de variance minimum avec lequel X(.) satisfait une

telle équation.

Démonstration.—Soit X(.) un processus stationnaire régulier solution de (1). Nous
pouvons construire un polyndme ¢* satisfaisant (i) auquel (2) associe un bruit blanc €(.).
Ce polyndéme ¢* s’inverse pour donner (ii) qui avec (2) caractérise le processus
d’innovation. Ainsi (ii) est la décomposition de Wold de X(.) et les suites a(.) et b(.)
sont celles définies au paragraphe 11.4. Enfin (iv) résulte de la construction de ¢* ou

encore de la relation

~2 2 2
o =0 +|le(feo)ll,
N

oilhé(r,oo) désigne la projection orthogonale de'E(t) sur M (1-1;00). ¢

Les coefficients b(1), ..., b(p) sont les parameétres du modele AR(p) et il est
clair que ¢*=0*;, k2p, dans la récurrence (6) du § L.1, d’ol la caractérisation en

fonction de B(.) (Ramsey, 1974).

II1.1.3. Proposition.-Un processus stationnaire X(.) est autorégressif d’ordre p si et

seulement si sa fonction d’ autocorrélation partielle B(.) satisfait

0 <IB)l < 1, Bk) =0, k>p, P(p) # 0.
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§ I11.2. Représentation autorégressive

Le probleme d’existence d’une représentation autorégressive pour un processus
stationnaire X(.) sous forme d’une condition nécessaire et suffisante portant sur sa
mesure spectrale n’est pas résolu. Déja en 1957 Wiener et Masani soulignaient ’absence
de solution satisfaisante au probléme analogue qu’est celui de I’expression de la prédiction

de X(1), t >0, en fonction de {X(s), s<0}.

Tout d’abord nous rappelons les résultats concernant la représentation de X(.)
sous forme de moyenne mobile. Un processus stationnaire X(.) admet une représentation

sous forme de moyenne mobile,
Soo
X(t) = 2 G-, te Z, a0 = 1, 3

oiIE(.) est un bruit blanc non nul, si et seulement si sa mesure spectrale F est absolument

continue par rapport a la mesure de Lebesgue. La densité est alors donnée par
~2 2
f =, PRAM,

ol A (A) est définie dans L? par sa série de Fourier,
n »
A =1im. ), a(e™
n -n

Dans (3) le bruit blanc~e(.) est réel et il en est alors de méme pour les coefficients de

Fourier de A. Cependant A estle plus souvent a valeurs complexes. Notons le cas réel

+n

AM =2y m'?/s, 5 =e 'l Ao,

qui est celui pour lequel la corrélation entre X () et €(f) est maximum ou encore Ce

maximum compte tenu de la convention a(0)=1.

Le processus X(.) admet une représentation sous forme de moyenne mobile

. unilatérale

X(0 = 2, a(|e k), e Z,a0) =1, o)
0



si et seulement si il est régulier. Cela équivaut i ce que F soit absolument continue et que
le logarithme de f soit intégrable. On a ’inclusion

Mx(n =F (X(s), s<t) € F (e(s), st} = M),
avec égalité si et seulement si;:(.) est le processus d’innovation €(.), et (4) correspondant
alors a la décomposition de Wold (cf. § I1.4). Le processus €(.) est aussi le bruit blanc de

variance maximum parmi ceux satisfaisant (4).
Nous proposons la définition suivante :

I1L2.1. Définition.— On dit qu’ un processus X(.) admet une représentation autorégres-

sive lorsqu’il existe un bruit blanc?s(.) tel que

O =1im.Y, DXk, te Z,B0) = 1. (5)
n 0

L’hypothése restrictive dans (5) est que le bruit blanc €(z) s’exprime en fonction
de X(s), s<t, sous forme d’une série, car pour tout processus stationnaire non

singulier on a (cf. § 1.3)

() = 1im. 2, b(nkX(—k),
n 0
alors que la série associée a (t),
&) ~ 2, bOX(t-k), - ®
. |

n’est pas nécessairement convergente en moyenne quadratique. Cependant on sait que (6)
caractérise la structure de la partie réguli¢re'de X(.). D’autre part les sommes partielles

satisfont
e() - 2, bIOX(tK) =E, (1), E, ()€ My(t-n-1).
0

Ainsi, pour un processus régulier, on dit qu’il y a convergence au sens ou les différences
E,,»(t) appartiennent aux sous-espaces JM x(r—n-1) et que ceux-ci vérifient (cf.

Rozanov, 1967, § 11, Ch. II)
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0 My (t-n) = {0). Q)

En remplagant, dans la Définition II1.2.1, la limite en moyenne quadratique par la condi-
tion de convergence ci-dessus, les processus autorégressifs stationnaires s’identifient aux
processus réguliers. La notion est alors en dualité parfaite avec celle de moyenne mobile
unilatérale. Dans ce cas on a I'inclusion inverse,
Me(t) € Mx(@),
avec égalité si et seulement si £(.) est le processus d’innovation €(.), lequel se caractérise
comme le bruit blanc de variance minimum satisfaisant une telle représentation. Ici
’hypothése restrictive est la condition (7) puisqu’elle équivaut 2 la réguiarité de X(.). Il
est clair que ce mode de convergence n’implique pas la convergence en moyenne
quadratique, ni méme la convergence faible. En effet considérons la moyenne mobile
X =€) - 2e(-1) + e(t-2), te Z .

Le processus X(.) est régulier et les sommes partielles de la représentation
e(?) ’VZ k+1)X (k)
0

ont pour expression

n-1 !

2. (e 1)X (k) = €(t) — (n+1)e(t-n) + ne(t-n-1).
0
Elles ne sont pas bornées dans J¥lx et il n’y a donc pas convergence faible.

Cela ne signifie pas pour autant que la Définition 111.2.1 soit plus exigeante. D’une
part nous verrons qu’un processus satisfaisant une telle représentation n’est pas nécessai-
rement régulier y compris lorsque le processusE(.) dans (5) est I’innovation. D’autre
part, pour un processus régulier, nous ne savons pas si (5) implique une représentation
canonique en fonction du iJrocessus d’innovation. Considérons par exemple la moyenne
mobile

X =) —e(-1),1e Z.

La série associée a £(),
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e) ~ 2 X(-h),
0

ne converge pas en moyenne quadratique. Cependant I’existence d’un bruit blanc €(.)
satisfaisant (5) équivaut a celle d’une fonction de L? .

) =2, ce™, c0) =1,
0

de module constant et dont la série des coefficients de Fourier (réels) soit égale a zéro,

limY, c(k) = 0.
n 0O
En effet posant
k
Bk = 2, c(i), ke N,
=0
il vient
D BEOXH) = Y, ck)et=k) ~B(m)e(t-n-1), ne N.
0 0

D’ol la convergence vers un processus €(.) de densité spectrale

2 2 2
(oel21c)|C(l)| =0, 2n, A p.p..

La fonction (GEIEE)COL), de module 1 p.p., est une fonction intérieure de He (cf.
Hoffman, 1962). La contrainte exprime que sa série de Fou;'ier est sommable et égale 2
zéro en A=0. Nous ignorons si il existe de telles fonctions. Plus généralement, toute
fonction intérieure dont la série de Fourier (2 coefficients réels) est sommable et égale &
zéro en *A conduirait au constat analogue pour la moyenne mobile

X(0) = (1) — 2cosA g(t-1) + €(1-2), te Z.

Ce dernier point peut étre vérifié a partir de la proposition suivante.

I1L.2.2. Proposition.-Soit X(.) un processus obtenu comme moyenne mobile d’un

processus stationnaire Y(.),

14
X(t) = 2, ()Y (t-h), e(0)=1,
0

o les racines du polynéme y(z)=2Xe(k)zk sont simples et sur le cercle unité. Une
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condition nécessaire et suffisante pour que X(.) admette une représentation
autorégressive (5), est que Y(.) satisfasse, avec le méme bruit blanc €(.), une

représentation de méme nature,

TW = 2, h(k)Y(=k), hO)=1,
0

teile que, pour chaque racine ei* de y(.), on ait

> he™ =0
4]

Démonstration.~Supposons que X(.) satisfasse (5) et posons

pAak

hk) = 2, e(iJb(k=j), keN.
j=0

La différence entre les sommes panielles des deux séries s’écrit

2 BUOX (ek) - 2 (k)Y (k) = Z [E e()B(n+k—) W(n-k).

k=1 j=k
La convergence de (5) implique la convergence vers zéro de la suite {b(k), ke NJ.
Cela suffit a assurer la convergence en moyenne quadratique vers zéro de la différence des

sommes partielles. De plus, pour toute racine e de y(.) et pour n>p , on a

(n-Bap

2. h()e™ = 2 WL Z e(He™e™,
k=0

k=n-p+1

Ceci prouve la condition nécessaire. Réciproquement, inversons la correspondance entre

h() etz(.). L’inverse de y(.) est défini dans Iz I<1 par

@) = 2, ekt
(1]

ot c(.) est associé a e(.) par c(0)=1 et
pAk

Y e(eth=) =0, k eN*.

j=0
Ainsi C(.) est presque-périodique et s’exprime en fonction des racines du polyndme y(.):
(®=3 1 keNyeH=0, 1.
j_

les valeurs de y(.) étant données par les conditions initiales c(k), k=0,..., p—1.
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L’expression dez(.) en fonction de A(.) se met sous la forme :
n " .
b(n)=ﬁ‘, Y he P 1ype™ neM.
j=1] k=0
La contrainte sur A(.) entraine la convergence vers zéro de E(n) et donc la

représentation (5) d’apres la partie nécessaire. ¢

La Définition III.2.1 présente encore d’autres difficultés. Considérons la décom-
position F=Fa+Fs+Fd de la mesure spectrale F de X(.), ol Faest la partie

absolument continue par rapport 2 la mesure de Lebesgue,
' A

F') = | flu)du,
-n
ol Fd est la mesure discréte définie par les sauts de F et ot Fs désigne la partie
singuliére, Fs= F—Fa-Fd. Cela induit une décomposition correspondante de X(.) sous
fqrmc de somme orthogonale X(.)=Xa(.)®Xs(.)®Xd(). Lorsque X(.) admet une
représentation autorégressive, chaque composante satisfait cette représentation avec la
méme suite 3(.) et un bruit blanc nul pour Xs(.) et Xd(.), le bruit blanc E(.) étant
associé a Xa(). Si la densité f est suffisamment régulitre, les deux autres composantes
seront absentes. Cependant il est possible d’avoir simultanément Xa(.) et Xd(.) et, en
toute généralité, nous ne savons pas si I’existence de cette représentation suffit pour
exclure la composante singuli¢re Xs(.). D’autre part nous ne savons pas non plus-si elle

implique la régularité de Xa(.), c’est-a-dire Iintégrabilité du logarithme de f.

I11.2.3. Proposition.-Soir X(.) = Xa(.)®Xs(.)®Xd() la décomposition d un
processus stationnaire satisfaisant la représentation autorégressive (5).

(i) Xa(.) satisfait la méme représentation. La mesure spectrale Fa est équivalente
@ la mesure de Lebesgue et la densité f vérifie ‘

2 o~
N =@ _LPrBMr

ol B () est la limite dans L2(F a) des sommes partielles
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z B\ = 2 b(0e™, neN.
0

(i) X4d(.) et Xs(.) satisfont (5) avec €(.)=0. Les sommes partielles E,,(.)

convergent vers zero dans LX(F s} et pour tout A appartenant au support de Fdon a

lim B,(A) =0.
n

Cette proposition traduit sur le plan spectral la convergence en moyenne
quadratique de (5) en séparant les différentes composantes de F. Notons que Xa(.)

représente la projection orthogonale de X(.) sur Me =5 (E(s), se 2},
oo
X0 = 2, Fk)e(t—k), te Z.

L’expression de f montre qu’elle est strictement positive presque partout mais ceci
n’implique évidemment pas 1’intégrabilité de son logarithme. Soulignons qu’il n’est pas
supposé dans (5) que B() appartienne 2 #2. Nous verrons que cette condition, qui
impliquerait alors que I'inverse de f, et a fortiori son logarithme, soit intégrable, n’est pas

nécessaire pour que X(.) satisfasse une telle représentation.

Par la suite, les processus pour lesquels nous avons obtenu I’existence d’une
représentation autorégressive, sont non singuliers, sans composante singuliere Xs(.), et
satisfont la représentation canonique en fonction du processus d’innovation. Celle-ci se

caractérise de fagon analogue au cas AR(p) de la Proposition IIL.1.2.

111.2.4. Proposition.—Soit X(.) un processus stationnaire satisfaisant la représentation

autorégressive canonique avec son processus d’innovation g(.),
e =2, bRIX(-k), te Z, b(0) = 1. ®)
0 .

Parmi les représentations (5), celle-ci se caractérise par I’ une des conditions équivalentes

siivantes

(i) la fonction d)*(z):E b(k)zk, analytique dans 12<1 , n’a pas de zéro dans ce
0
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domaine et son inverse

10*@) = R(z) = 2, a(R), lzi<1,
0

vérifie gaz(k)<+oo,
(ii) la composante réguliére Xa(.) est une moyenne mobile unilatérale de €(.),
X% = EO aRe(-k), 1€ Z, a0) =1,
(iii) &(.) est le bruit blanc de variance minimum avec lequel X(.) satisfait (5).

La démonstration de cette proposition est immédiate et seul le point (i) appelle un
commentaire plus général. Lorsqu'un processus X(.) satisfait (5) la suite {b (k),

ke IN} tend vers zéro et définit ainsi une fonction analytique dans lzI<1,
0@ =25m

Dans tout compact lzI<r<1, 33* possede un nombre fini de zéros, ay,...,a,. Ceux-ci
peuvent €tre éliminés donnant lieu & une nouvelle représentation dans laquelle la variance

du bruit blanc est égale a
2 n
5 ey
1
D’otl une condition nécessaire évidente pour que X(.) soit non singulier. Lorsque le
produit des modules des zéros de'&')* est convergent, la nouvelle fonction de transfert’&')*
est bien définie sans que I’on sache pour autant si la série (5) correspondante est

convergente. D’autre part si (5) est vérifié avec$* sans zéro dans lzl<1, le bruit blanc

n’est pas nécessairement I’innovation et nous ne savons pas si X(.) est non singulier.

Désormais nous considérons uniquement la représentation canonique (8) et nous
dirons, dans ce cas, que X(.) est autorégressif. Les conditions suffisantes d’existence de
(8) que I’on trouve dans la littérature sont en fait des conséquences de conditions plus
générales portant sur la notion de base que forme, selon différents criteres, le systéme

{X(r), te Z } dans M..



Nous présentons, tout d’abord, I’approche de Rozanov (1960) en insistant sur
I'aspect temporel, précisant ainsi certains points. On dit que le systtme {X(f),t € Z )
est minimal dans M lorsque, pour tout t de Z, X(f) n’appartient pas a3 & {X(s),
se Z, s#t}. Pour cela une condition nécessaire et suffisante évidente est qu’il existe un
systeme conjugué {Y(t), re Z} dans M vérifiant <X (1),Y(5)>=1 si =5, 0 sinon.
Cette notion peut étre considérée dans I’espace M. (r) pour le systeme {X(s), s<t}.
Dans ce cas le systéme est minimal si et seulement si X(.) est non singulier et un simple

calcul algébrique montre que le systéme conjugué est donné par

2 A
Y,(t-5) = (1fo );0 bk)E(t-5+k), 52 0.

I s’en suit que {X(¢), te Z } est minimal dans M. si et seulement si X(.) est non

singulier et b(.) est dans P2, le sysiéme conjugué étant

2 (-]
Y()) = (1/ ), bk)e(r+k).
£ k=0

Si de plus {Y(#),t e Z} est complet dans M., alors tout élément Z de M est

caractérisé par la série
4oo
ZnD, XM, ck) = <Z.Y()>, ke Z, )

dont la somme, lorsqu’elle converge, est égale 4 Z. Dans ce cas on dira que le processus
X(.) est minimal. L’expression de Y(z) montre que le systtme {Y(f),te Z} est

minimal dans $ {€(¢), te Z} 4’0l la caractérisation d’un processus minimai.

II1.2.5. Proposition.~Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus
stationnaire X(.) soit minimal est qu’il soit régulier et que I'inverse de sa densité

spectrale soit intégrable.

Le systeme minimal {X(f), te Z ) est dit Hilbertien si a tout ¢(.) de 7 2
“correspond un élément Z de M satisfaisant (9). La condition nécessaire et suffisante

pour qu’il en soit ainsi est que la densité spectrale soit bornée; de plus la série (9) associée
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est alors convergente.

IIL.2.6. Corollaire.~Un processus stationnaire X(.) est autorégressif lorsqu’il est

minimal et que sa densité spectrale est bornée.

Lorsque la densité spectrale d’un processus régulier est bornée, le systéme
(X(s), s<t} est Hilbertien dans M (r) et réciproquement; mais X(.) n’est pas

nécessairement autorégressif .

Dans leur article, Wiener et Masani (1958) présument que I’hypothese X(.)
minimal serait suffisante pour qu’il soit autorégressif. Nous ignorons si la condition plus
exigeante d’une densité spectrale minorée par un nombre strictement positif est elle-méme

suffisante mais nous montrerons que X(.) minimal n’est pas une condition nécessaire.

Enfin, pour un processus minimal, il nous semble intéressant de préciser certains
aspects du systeme conjugué {Y(#), te Z ). 1l est clair que Y(.) est égal, 2 un facteur
prés, au processus d’erreur d’interpolation de X(.), é(t)=X(t)—5? (1), ol X’(t)
désigne la projection de X(f) sur & {X(s), s#t}. La réversibilité de X(.) conduit a

&0 = (16D X, bRE*t-b), e Zb=Y, bk,
0 0
ol €*(.) est le processus d’innovation rétrograde. La densité spectrale de é(.) est égale A
2. 22
(21t()'€/b )" Uf(QA).

Ainsi le processus d’erreur d’interpolation d’un processus minimal est minimal et son

innovation est proportionnelle a I’innovation rétrograde.

L’article de Rozanov (1960) se termine par la notion de base inconditionnelle. Le
systeme {X(¢), te Z } forme une base inconditionnelle de M. (base de Riesz) si pour
tout Z de M 1a série (9) converge quel que soit ’ordre de sommation. Cela équivaut, sur
le plan spectral, & une densité satisfaisant

0<m<f(A) <M < 4o, A p.p.. (10)

L’approche de Helson et Szegd (1960) correspond a la notion plus faible de base
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~ de Hamel ou I’on demande seulement que Ia série (9) soit convergente lorsque le procédé

de sommation est symétrique

n
Z =lim. 2, c(k)X(k).
-

n
En fait Particle concerne la positivité de I’angle entre le passé MO0)=F (X (1), t<0) et
le futur M*(1)=F (X(1), >0} :
sup <ZW>< 1, ZeM(0), We M*(D), IIZll=|Wl=1.

I1.2.7. Proposition .-Le passé M.(0) et le futur M.*(1) forment un angle positif dans
M si et seulement si la mesure spectrale est absolument continue avec

f(?») _ eu(l) +V(A) a1
ol u est une fonction réelle bornée, lull..<+e, et vV est la fonction conjuguée d’une

fonction réelle v satisfaisant Il .<n/2.

La fonction conjuguée™V d’une fonction v définie par la série trigonométrique

Zanei™ est celle associée 3 Z(—i€,)ae™ o €, désigne le signe de n avec €5=0. La

densité f de la forme (11) se caractérise aussi par (cf. Jewell et Bloomfield, 1983)

1 1 |
sup{— [ AAdA— | [L/f(M)]dL) < +e
T I 1l

I

ou I représente un intervalle de [-m,+7] et lIl sa mesure de Lebesgue. La condition d’angle
positif entre le passé et le futur entraine 'autorégressivité de X(.) puisqu’elie équivaut a
ce que {X(¢), te Z ) forme une base (de Hamel) de M.. Cela peut se vérifier

directement en notant que la somme partielle

Y b)X (k)
0

est la projection de X(¢) sur & (X(1-k), 0<k<n) paréllélement a M (t—n-1). La

condition implique aussi la minimalité de X(.).

111.2.8. Corollaire.~Un processus stationnaire X(.) est autorégressif lorsqu’il est
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minimal et que sa densité spectrale est de la forme (11)

)=

eu(l) +V(l.).

Lorsque f est de la forme (11), il en est de méme de 1/f mais f n’est pas

nécessairement bornée comme le montre I’exemple de Helson et Szegb.

I1L.2.9. Corollaire.~M.(0) er IM*(1) forment un angle positif dans M., on

%

n
iA. i
f=Ile7-¢1",
1
les points en"' étant distincts sur le cercle, si et seulement si loji<1, j=1, ..., n.

Avec la Proposition II1.2.2 et ce corollaire on constate que X(.) est autorégressif
lorsque sa densité spectrale est de la forme f, ci-dessus avec —1<o;<2, o#l, j=1,
.., n. Ainsi X(.) minimal n’est pas une condition nécessaire pour qu’il soit

autorégressif. D’autre part la représentation (8) associée a f, est telle que
~ i
. bke | =0
0

en tout ?»j ol o est négatif. Il est alors possible d’adjoindre & X(.) une composante
discréte Xd(.) tout en conservant (8). Le cas od, dans f, , certains o; sont égaux A 1
n’est pas résolu en toute généralité. On peut montrer directement que X(.) est
autorégressif lorsque f{(A)=|1 — ei¥. En effet on a, pour tout n>0,

n oo

2. BIOX (k) = e(t) + 2, ¢, (ReG-),

0 n+l
ou {c,(k), k>n} est une suite vérifiant

sup fe, (K] = lc,(nt )] —— 0, X, le (B =1.
k H—yoo k=n+l

D’oil la majoration

©o

Y. 2 <le (n+D),

n+l

La méme démonstration vaut pour |1+ei|.
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§ I11.3. Les critéres d’approximation

La structure du processus stationnaire X(.) étant caractérisée par {o2; B(.)} il est
“naturel d’envisager son approximation par le modele, noté AR(<p), obtenu en annulant
les valeurs de P(k) pour k>p (cf. Proposition II1.1.3). Les deux modéles coincident
lorsqﬁe X (.) est singulier d’ordre d avec d<p ou autorégressif d’ordre k avec k<p.
Dans le cas général le modele AR(<p) apparait comme la meilleure approximation selon

plusieurs criteres.
A) Critére d’ entropie maximale

La méthode d’estimation spectrale selon le critére d’entropie maximale a été
proposée par Burg en 1967 (cf. Priestley, 1981, p. 604). Elle consiste a choisir la densité

spectrale f qui maximise la quantité

+n

2
InfA)dA = 21t1n((5e 121),
-7

sous les contraintes
+R

M)A = AK), k=0,....p,

~T

ot A(k), k=0, ..., p sont des autocovariances données (par exemple empiriques). La
quantité 052 représente la variance de I’'innovation £(.). L’entropie de la variable €(r),
centrée et de variance 052, est maximisée par la loi gaussienne et égale a (1/2)In(2re 052),
d’oti le nom du critére. Cependant Burg (1975) constate que la méthode, en dehors de
toute considération sur sa loi de probabilité, consiste & maximiser la variance de €(.). La

formulation suivante est la plus générale possible et sa démonstration est directe.

I11.3.1. Propesition.—Parmi tous les processus stationnaires qui ont méme fonction
d’ autocovariance que X(.) sur {0, ..., p), le modele AR(Sp) est celui pour lequel la

variance de €(.;0) est maximum.
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Démonstration.—La connaissance de A(.) sur (0, ..., p} équivaut i celle de {o?; B(1),
..., B(@)}. On doit supposer p<d, c’est-a-dire IB(p)i<1, sans quoi la contrainte définit

entierement A(.). On a alors (cf. Proposition 1.3.2)
o) = ozlfl (18001 < ozlfl [1-B (6
avec égalité si et seulement si $(k)=0 pour k>p. ¢
Notons que le modele AR(<p) maximise’la variance de &(.; n) pour tout n2p.
B) Critére L2(F) sur la fonction de transfert

Parzen (1974) considére un processus stationnaire X(.) dont la densité spectrale f
est continue et ne s’annule pas. Ainsi X(.) est autorégressif et f est caractérisé€e par o2

et la fonction de transfert ¢_* sous la forme,:
2 i, 2 S ik
) =(0.20l6_*EM] ', o_*e™ =2 bme™.
0

Ona
2

™) -¢_*e™

+n

2 2
min (1/27) dA=1- o /o ),

I-Ip x ¢°°* (ell)

p
ol Hp(em)=z ake'kl parcourt I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a p.
0

Le minimum est atteint par le polyndme
22 i i 3 ik
(0,10 @0, *E™), 6,4 =2 bpoe™
0

En remplagant, dans I’expression de f, {G¢; ¢..*} par (o(p); ¢,*} on obtient la densité
spectrale f, du modele AR(<p). 11 est clair, au vx; de f, que le probleme équivaut 2
approcher la fonction de transfert par un polyndme de degré inférieur ou €gal a p dans
L2(F ). La théorie des polyndmes orthogonaux (cf. Geronimus, 1960, Ch. II) conduit au
mérﬁe résultat pour un processus non singulier. Dans ce cas la fonction de transfert est

définie presque partout sur [-%,+7t} comme limite radiale de sa transformée en z
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B(2) = D, bk)ZE, lzi<1.
0

La densité f est celie de la partie absolument continue Fa de F. La fonction ¢_* est dans
L*(F) et le critére est une application directe du développement de Fourier-Chebyshev de
¢_*. On reconnait, dans la formulation temporelle,

, P ) 2 2 , 2 2 2
min  llg(r) — Z a X" = ler) - [o /o (ple@;p)° =0 [1 -c /o ()],
O 1l 0 ¢ & ¢
une conséquence de la Proposition 1.3.6. En toute généralité on peut écrire (cf. Propo-

sition 1.3.2)

P
min  IX(6e0) = 2, X -k = X (1300) - X (2 ;)% = Gz(p) - oz(oo).
i

ot1 el

C) Critere de moindres carrés sur les matrices d’ autocovariance

Toute matrice d’autocovariance A, non singuli¢re d’ordre n, est définie par {62
B, ..., B(n-1)}. Pour p=0, ..., n—1, la matrice A,désigne celle d’ordre n associée

a (6% B(1), ..., B@), O, ..., 0} (Ag=02,, Ap_1=A).

Si A(X) est la matrice de covariance de {X(0), ..., X(n—1)}, supposée non
singuliere (n<d), les matrices Ap(X), p=0, ..., n—1, sont caractérisées par un
probleme de minimisation sous contraintes traduisant un probléme de moindres carrés (cf.
Ch. B.I). Pour une matrice carrée, tr(M) et IMI désignent respectivement la trace et le

déterminant de M.

111.3.2. Proposition.—(Dégerine, 1982b) Pour toute matrice d’autocovariance A(X),

non singuliére d’ ordre n, et pour tout p de (0, ..., n—1}, le minimum dans

R lin
min tr[Ap 1/\(X)] =n]A p(X)l ,

B

sous la contrainte \A,l=1, est réalisé uniquement par la matrice

A0 AL(X).
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Démonstration.-Il s’agit d’une application directe d’un résultat général (Lemme B.1.4.1) &
condition de noter 1’égalité
-1 _ -1
ufA,™ AL = alA, A,(X]
Posons X'={X(0), ..., X(n—1)} et soit BX 2B’ Ia décomposition de Cholesky
de Ap'l. Ona ‘l
E(IIZ'BX|} = E{(Z"'BX)(Z'BX)) = E(X'A,"'X} = A, ARX)).

Chaque composante de T-lBx dépend de {X(0), ..., X(n—-1)} seulement A travers
une séquence de longueur inférieure ou égale a p+1. Donc tr[Ap_1 A(X)] n’est fonction

que des valeurs 02, B(1), ..., B(p) de A(X), d’oi I’égalité ci-dessus. ¢

La minimisation sous contrainte considérée dans cette proposition équivaut aussi a
la minimisation, sans contrainte sur le déterminant de Ap , de la fonction (cf. Ch. B.I)
LIAZA)) =1n A, | + t[A, ™ AX)]
Or, si A(X) désigne la matrice de covariance empirique associée a un échantillon de X
supposé AR(<p) et gaussien, la valeur réalisant le minimum de L[Ap;j\\(X)] est
I’estimateur de maximum de vraisemblance de A(X)=AP(X). Ainsi Ap(X) est la
meilleure approximation de A(X) dans ’ensemble des matrices A, selon le critére de

maximum de vraisemblance L{Ap;A(X)}.

Ces trois critéres sont équivalents au sens ou ils conduisent au méme modéle
AR(<p). Ils différent cependant dans leur conception. Dans A) on prolonge la fonction
de covariance A(.) au-dela de p et le prolongement associé au modeéle AR(<p) apparait
comme é€tant le plus neutre possible (variance de €(.) maximum). Dans les deux autres
cas, A(.) étant fixé, on montre que le modele AR(<p) le plus proche est celui dont la

fonction de covariance coincide avec A(.) sur {0, ..., p}.

I est clair que ces considérations plaident en faveur du modele autorégressif en
I’absence d’hypothése a priori sur la structure de X(.). De plus le comportement limite du
modele AR(<p), lorsque p tend vers I’infini, est en général cohérent avec cette structure,

y compris lorsque X(.) n’admet pas de représentation autorégressive. Le Théoréme 8.5



80

de Geronimus (1960) regle le cas de la plupart des situations réguliéres classiques.

H1.3.3. Théoréme.-Si la fonction d’ autocorrélation partielle B(.) est dans ¥ 1

2 BRI < + oo,
k=0

la mesure spectrale F est absolument continue. La densité spectrale f est continue,

minorée par un nombre strictement positif et on a

o_*e™y—o *e™M <11 +Bwn 2 B
P k=1

k=p+1

Ici la fonction de transfert ¢_* est définie comme la somme de la série absolument

COnvergente
o.*('H =2 bke™.
k=0
En cffet b(.) est la limite dans 2! des suites {h(p,.), pe N} et est borné dans # ! par

Y, wn < [ Ti+pwn.
k=0 k=1

Ceci peut €tre obtenu en remarquant que la suite b(p,.) est majorée en module par la
suite b(p,.) associée 2 la fonction B(.) définie par
B =-IB(R, ke N,

Or, pour tout p de N*, on a
P P
2 bk =11 n-peon,
k=0 k=1

d’ou
p

p oo
Og(p,k) = E [1+BR)] < E (1B < +oo,

k=

et la récurrence E(p,k) = Z(p—l,k) + IB(p)ﬁ;(p—l,p—k) montre que E(p,.)

converge vers b(.) en croissant.

Ainsi, lorsque B(.) est dans * 1 la densité spectrale fp du modele AR(<p)

converge uniformément vers f et la vitesse de convergence dépend de celle avec laquelle
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B(.) tend vers zéro

LB _ /0 _ 17 1+
el L+BL £,00  k=pe 1 [B(K)]

Les bornes inférieures (resp. supérieures) €tant atteintes en A=0, lorsque PB(.) est

constamment négatif (resp. positif), cet encadrement ne peut étre amélioré, .

Un cas particulier important est celui des processus ARMA inversibles, c’est-a-
dire ceux dont le polyndme MA n’a pas de racine sur le cercle unité. Dans ce cas f(.) est
dans ?! et tend vers zéro de fagon exponentielle. Plus généralement c’est le cas de tout

processus régulier pour lequel le rayon de convergence R de la série

B2 = z b(k)zk
k=0

est plus grand que 1. En effet la fonction ¥ (z) se développe également sur la base des

polyndmes ¢ (cf. Geronimus, Ch. V)

2 2 - 2
B@) =0 ((1/0 O)4) - El [BRYo (016,

et son rayon de convergence coincide avec celui de la série entiere (cf. Théorémes 6.2 et

7.8, Géronimus) donnant ainsi
lim sup "/ 1b(n)! = lim sup "/ IB(n)t = 1/R < 1.
n n

Il est essentiel ici de supposer X(.) régulier de sorte que B(.) soit I’'unique fonction

associée a b(.). On peut donc énoncer :

I11.3.4. Proposition.-La fonction d’autocorrélation partielle $(.) d’un processus
stationnaire décroit vers zéro de facon exponentielle si et seulement si le processus est
régulier, autorégressif, et tel que sa fonction d’ autorégression b(.) décrofit vers zéro de

Jacon exponentielle.

Lorsque le processus ARMA n’est pas inversible, la convergence de f,, vers f ‘
reste uniforme dans tout intervalle [a, B} ne contenant pas de zéro de f. LA encore le

résultat est une conséquence directe du Théoreme 5.5 de Geronimus que 'on peut



formuler ainsi :

HIL.3.5. Proposition.—Soit X(.) un processus non singulier dont la mesure spectrale F
est absolument continue dans I'intevalle {o, B). On suppose que la densité spectrale f
de la partie réguliére vérifie f(A)>2m>0 dans [0, B] et qu’elle y admet une dérivée
seconde continue satisfaisant la condition de Dini-Lipschitz

'\ — 'O+ < Clin(U/W]® , o> 1, (LA+h)e[a, BI2

Alors, pour tout €>0, ona

fim £,(A) =/(0), A< [oure,B-e],
14

la convergence étant uniforme.

Il reste a considérer le comportement de fp ]a ot f s’annule ou encore 12 ou F

présente un saut (partie discrete de F).

Dans le premier cas, si F est absolument continue au voisinage de Ag et que sa
densité, nulle en Ay, satisfait

[f(hg+h) —fhg-h) < Che, o> 0,

alors fp vérifie (cf. Théoreme 4.12, Geronimus)

lim inf £,(A ) =0.
p 0

Dans le second cas, si F présente une masse en g, la convergence de €(t;n) vers
€(t) (cf. Proposition 1.3.6) implique que I’on a

lim f,(h ) =+eo.
p

De plus la masse en Ag est donnée par (Geronimus, p. 188)

FUGH =202 TUEA 1)

=0
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CHAPITRE 1V

FONCTIONS D’AUTOCORRELATION PARTIELLE
D’UN PROCESSUS VECTORIEL

Nous désignons ici par X(.) un processus vectoriel réel, & temps discret, station-
naire au second ordre et centré; c’est-a-dire une famille {X(¢), te £ ) de vecteurs
aléatoires 2 valeurs dans R™, définis sur un espace probabilisé (Q,3,P), dont les deux
premiers moments existent et satisfont

E(X))=0, teZ , E{X(MX(s)')=A(t-s), ¢.5)e2Z %
Ainsi les composantes de X(.), X;(.), j=1, ..., m, constituent des processus scalaires
stationnaires qui sont stationnairement corrélés entre eux. La fonction de covariance A(.),
a valeurs dans I’espace des matrices carrées réelles d’ordre m, caractérise la structure au
second ordre de X(.). Elle est aussi caractéristique de la structure de I’espace de Hilbert
M = F (X0, j=1, ...,m 1€ Z }
dont les éléments sont des variables aléatoires réelles centrées, le produit scalaire étant

défini par <U,V> = E{UV].

.l
Une géométrie plus proche du cas scalaire peut étre obtenue en considérant

I’espace de Hilbert

H=F X0, 1cz)
dont les éléments sont des vecteurs aléatoires 2 valeurs dans R™, le produit scalaire étant
défini par <U,V> = u[E(UV’}]. Cependant, afin de récupérer la richesse de la
structure de JYL, il est nécessaire d’enrichir celle de € en le munissant de la structure de
Gram, d’indice m, définie par

a) la multiplication par des matrices : (A,U) - AUe ¥, ot Ue ¥ et ol A est
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une matrice carrée réelle d’ordre m, jouissant des mémes propriétés que la multiplication
par un scalaire,
'b) le produit intérieur matriciel : (U,V)e ¥ 2, UV}, ou [U,V]I=E{UV’}

est une matrice réelle d’ordre m, ayant les propriétés

M U, VI=tv,uy,

(i) [Z A;U,Vi=ZA;[U,V],

(iii) [U,U] est positive (e F *(m)),

(iv) <U,V>=tr[U,V].
La structure ainsi obtenue est proche du cas scalaire mais la multiplication des "scalaires",
constitués ici par des matrices, n’est pas commutative et cela est la cause des différences

importantes entre le cas vectoriel et le cas scalaire.

On retrouve, dans le premier paragraphe, les innovations progressives et
rétrogrades partielles en liaison avec la fonction d’autocovariance partielle. Cette demniere,
par normalisation, conduit aux fonctions d’autocorrélation partielle standards présentées
au paragraphe suivant. Nous introduisons, dans le dernier paragraphe, la notion de

fonction d’autocorrélation partielle canonique.
§ IV.1. Innovations partielies

Nous conserverons, dans Ia mesure du possible, les mémes notations que celles

introduites au Chapitre 1. Pour te Z on considere les sous-espaces de IV suivants :

M) = S{X(5), j=1, ..., m, t-n<s<t), neN*,  M(,0) = (0).
Lorsque la dimension de . est finie, X(.) est dit linéairement singulier d’ordre d ol d

est le plus petit entier k pour lequel X(.) satisfait I’équation aux différences
k
> b()X() = 0,1 Z, bO) =1,
j=0
Le vecteur X(t;n) désigne la "meilleure approximation” de X(r) par son passé

immédiat de longueur n : chaque composante X;(t;n), j=1, ..., m, est la projection

orthogonale de Xj(t) sur M (1-15n). Avec la convention X(£;0)=0, I’innovation
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progressive partielle d’ordre n est définie par

e(tn) =X(1) - X(5;n) = z b(nk)X(t—k), ne N, 1e Z, (1
k=0

ot b(n,0)=/,, et oir les matrices b(n,k), k=1, ..., n, sont une solution du systéme

traduisant la définition de X(t;n)

Y. bnhAG—k) =0, j=1,...n. @)
k=0

Ces €critures matricielles sont une fagon commode de regrouper les conditions portant sur
t

les différentes composantes; on minimise la variance de chaque composante gi(t;n) et
les lignes des matrices b(n;k) sont définies indépendamment les unes des autres.
Cependant, en utilisant la structure de Gram, (2) équivaut aux conditions d’"orthogona-
lit€" [e(t;n), X (¢-k))=0, k=1, ..., n, qui résultent de la minimisation de la norme
lle(z;m)ll = <e(t;n),e(t;n)>12. Par inversion du temps on obtient ’innovation

rétrograde partielle d’ordre n,
n
E*(6n) =X(1) ~ X*(tn) = D, b*nh)X(t+k), neN, e Z,
k=0
ou b*(n,0) = I, et ol les matrices b*(n,k), k=1, ..., n, sont une solution du
systéme
n
2 b(mk)AK) = 0, j=1,....n
k=0

Notons que les coefficients b*(n,k) ne sont pas directement liés 2 leurs homologues
b(n,k); les matrices étant réelles le symbole * ne sera pas utilisé comme opérateur sur
P’espace des matrices. Les matrices de covariance résiduelle sont également différentes et

satisfont

2 n
6 (n) = E(e(tn)e(tn)') = 2, b(m;)A(=k),
k=0

n
o¥’(n) = E(e*(n)e*(n)') = 2, b*(ikA).
k=0
L’unicité des coefficients b(n,k) ou b*(n,k) n’est pas garantie et peut étre obtenue

par certaines conventions sur lesquelles nous reviendrons. Cependant la définition des
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innovations partielles conserve un caractére intrinséque qui permet de poser :

1V.1.1. Définition.—La fonction d’autocovariance partielle de X(.), notée &(.), est
définie en tout n de Z comme la covariance partielle entre X(t) et X(t—n) dans
I'ensemble {X(t~n), ..., X(&)}. De fagcon précise on a 6(0) = E{X()X(¢)'} et
pottr tont nde N*

d3(-n)’ = d(n) = E{e(t;n-1)e*(t-n;n-1)"}.

Pour une matrice A quelconque A~ désigne n’importe quel inverse généralisé de

A, c’est-2-dire toute matrice satisfaisant AA"A=A (cf. Rao, 1965, p. 24).

1V.1.2. Proposition.—(Dégerine, 1987) Les innovations partielles satisfont les récur-

rences suivantes :

(1) = g(t;n-1) — d(nyc*2{n-1)"e*(t-n;n-1)
nelN*, ez . (3
gx(t;n) = e*(t;n—1) — d(n)' cX(n-1)"e(t+n;n-1)
Les matrices de covariance résiduelle s’ expriment alors en fonction de 8(.) par la double

‘récurrence

o%(n) = 6%(n-1) - 8(n)o*%(n-1)"8(n)’

neN. 4)

o*%(n) = 6*%(n-1) - 8(n)'6X(n-1y"8(n)
Démonstration.— Supposons les propriétés vraies jusqu’a 1’ordre n—1, ne N*. Le second
membre de la premiére égalité dans (3) est donc non corrélé avec X(+-k), k=1, ...,
n—1. 1l sera alors caractéristique de ’innovation €(¢;n), compte tenu de g(t;n—1)=
X(0)-X(t;n-1), si 'on montré qu’il n’est pas corrélé avec X(t—n). Cette condition
équivaut a

[e(tn—1),X ()] = 8(m)o*X(n-1)[e*(t-n;n—1),X (2-n)],

et donc 2 8(n)=8(n)A"A en posant A=0*2(n-1). Cette matrice étant symétrique,
(A7) est aussi un inverse généralisé de A et par conséquent (A7)'0(n)" sera une
solution de I’équation AX=0(n)' si celle-ci est cohérente. Dans ce cas on aura

A(A7)'d(n)'=8(n)' d’otr la condition requise par transposition. L’existence d’une
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solution & I’équation AX=06(n)' provient de la définition de 8(n). Soit A=VAYV’ une
décomposition spectrale de 6*2(n—1) dans laquelle A? est 1a matrice carrée diagonale
formée par les valeurs propres de A, avec leur multiplicité et rangées par ordre
décroissant. On peut écrire €*(r—n;n—1)=VAn, ol A est la matrice diagonale, pas
nécessairement carrée, formée par les racines carrées des éléments non nﬁls de A%. Notre
équation est donc de la forme VAA'V'X=VAY, avec Y=E{ne(t;n—1)'), qui admet
comme solution X=V(A™)'Y ou A~ est la matrice obtenue en inversant les éléments non
nuls de A'. L’expression de €*(z;n) s’obtient de la méme manitre. La non corrélation
entre &(f;n) et €*(t—n;n—1) dans (3) conduit 2
6%(n) = 6¥(n~1) — S(A-AA(n),
qui correspond 2 la premiére égalité de (4) puisque 8(n)A~A=58(n). 1l en est de méme

pour la seconde. ¢

Lorsque les matrices de covariance résiduelle sont non singuligres, les coefficients
dans (3) sont uniques et c’est alors aussi le cas des coefficients d’autorégression. Ceux-ci
s’expriment en fonction de A(.) sclo}l] I’algorithme de Levinson-Durbin généralisé par
Whittle (1963) qui est une conséquence directe de la proposition précédente :

b(n,0) = b*(n,0) =1, b(n,n) =-8(n)o**(n-1y, b*(n,n) = -d(n)'cXn-1)",
pour k=1, ..., n—1:

- b(n,k) = b(n-1,k) + b(n,n)b*(n-1,n-k),
b*(nk) = b¥*(n-1,k) + b*(n,n)b(n—1,n-k),

n-1 n-1
o(n) = 2 b(n-1,0)A(n-k) = {z b*(n-1,k)A(k-n)}',
k=0 k=0

les matrices de covariance résiduelle étant incrémentées selon (4) avec, comme valeur

initiale, 62(0) = 6*%(0) = A(0).

L’algorithme s’étend donc aux cas singuliers dés que 1’on donne un caractére
intrinseque aux inverses généralisés. On peut, par exemple, utiliser I’inverse de Moore.

S’agissant ici de matrices A symétriques positives cet inverse, noté A*, est défini par
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A* =V'(A7)'A"V avec les mémes notations que celles introduites dans la démons-

tration ci-dessus. L’inverse A* ainsi défini est unique (cf. Rao, 1965, p. 25).

I ne serait pas difficile de montrer que cet algorithme établit une correspendance
biunivoque entre la fonction d’autocovariance A(.), de type positif; et Ia fonction d’auto-
covariance partielle 8(.). Cependant &(.) doit satisfaire les contraintes garantissant le
caractere positif des matrices de covariance résiduelle construites selon (4). La notion de
fonction d’autocorréiation partielle élimine ce type de contrainte. L’idée consiste a

normaliser, en un certain sens, les innovations partielles.
§ 1V.2. Fonctions d’autocorrélation partielle standards

On se fixe un procédé d’orthogonalisation. C’est-a-dire qu’a tout élément aléatoire
centré g, de matrice de covariance 0%, on associe, de fagon unique, deux matrices 6 et 6~
telles que M = o € soit une orthogonalisation des composantes de €, E{nn'} = kol A
est diagonale et idempotente, et € = on. De plus on suppose que G satisfait 66' = 62, ce
qui équivaut & ch = o et implique 6-0 = h. Il n’est fait aucune hypothése sur les

dimensions des matrices si ce n’est qu’elles sont cohérentes avec les écritures proposées.

1V.2.1. Définition.—(Dégerine, 1987) On appelle fonction d’ autocorrélation partielle
standard de X(.) la fonction P(.) définie par B(0) = A(0) et
B(—n)' = B(n) = E(M(n-1N*(t-n;n-1)'), nelN,

ot N(t;n-1) = o(n-1)"e(t;n-1) et N*(t;n~1) = o*(n-1)"e*(t;n-1).

1V.2.2. Proposition.—(Dégerine, 1987) Tout procédé d’orthogonalisation établit une
correspondance biunivoque entre la fonction d’autocovariance partielle 3(.) et la
fonction d’ autocorrélation partielle standard P(.) selon la récurrence, ne IN* :
B(n) = o(n-1)"d(m)[c*(n-1)71", d(n) = o(r-1)B(m)c*(n-1),
6%(n) = o(n-DI-P(m)P(r)1o(n-1Y, 6*%(n) = o*(n-DI-P(n) B(m]o*(n-1),

avec les conditions initiales 62(0) = 6*2(0) = B(0)=3(0).
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Démonstration.~Les relations entre B(n) et 8(n) sont immédiates. A partir de (4) et de
o(n-1)o(n-1)' = 6%(n-1) on obtient
o2(n) = o(n-1)[I-B(n)o*(n—1)'0*2(n-1)"c*(n-1)P(n)'lo(n-1)".
Posant & = o(n-1)"c(n-1) on a hn(;n-1) = N(1;n-1) et par suite hB(ﬁ) = B(n).
De méme PB(n)h* = B(n) ot h* = o*(n—1)"c6*(n—1). En omettant d’indiquer les
arguments (n—1) on peut écrire les égalités suivantes :
B(n)O‘*'G*Z"G* = B(n)h*c*'o*z"o* = B(n)c*"0*20*2'0’*
= B(mo*~c* = B(m)h* = P(n).

D’ol ’expression de o%(n); celle de 6*%(n) se vérifie de la méme fagon. ¢

La contrainte essentielle que doit satisfaire B(.) est que, pour tout n de N*, les
valeurs singulieres de P(n), racine carrée des valeurs pro;')res de B(n)B(n) (ou de
B(n)'B(n)), restent inférieures ou égales a un. Cependant si E(.) est une suite de
matrices satisfaisant cette contrainte, et dont les dimensions sont cohérentes avec le
procédé retenu pour définir une fonction 8(.) par la récurrence de la proposition ci-dessus,
la fonction standard P(.) peut &tre distincte deﬁ(.) et est obtenue par

B(n) = 6(n-1)"0(n-1)B (n)[o*(n-1)"c*(n-1)).
Ainsi, selon le procédé d’orthogonalisation utilisé, le domaine de variation de B(.) n’est
pas nécessairement descriptible de fagon simple. Néanmoins P(.) est unique et permet de

construire les innovations normalisées selon la récurrence issue de (3) :

n(n) = o(n)y-o(n-1){(n(;n-1) - Bin*(t-n;n-1)}, .

N*(n) = 6*(n)"o*(n-1){n*(,n-1) - Blr)M(t+mn-1)).

11 s’en suit une décomposition standard des innovations partielles 1(t;n) ou €(z;n) en
.t

fonction des éléments X(t-k), k=0, ..., n, du processus, le passage de I'une a 1’autre

résultant des relations e€(t;n) = o(n)n(t;n) et n(4;n) = o(n)"e(t;n). On peut aussi

écrire une version normalisée de 1’algorithme de Levinson-Durbin.

Le domaine de variation de B(.) peut étre simple lorsque le procédé d’orthogona-

lisation est bien choisi. C’est le cas des exemples suivants.



90

a) Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit € un vecteur aléatoire 2 valeurs dans R™, centré, de matrice de covariance o2.
L’orthogonalisation des composantes successives €;, j=1, ..., m, de €, par le procédé
de Gram-Schmidt et selon le produit scalaire <g;,6x> = E{g;€¢}, définit de nouvelles
variables n;, j=1, ..., r, ol r est le rang de o2. Le vecteur aléatoire 1| = (11, ..., 1,)'
est centré avec E{MM'} =/,. On a alors € = oM olt G est une matrice mxr, unique,
vérifiant 66" = 62. De méme 1 s’exprime en fonction de € par | = G™€ ot G~ est une
matrice rxm rendue unique en exprimant 1| en fonction des r composantes de € qui, au

cours du procédé d’orthogonalisation, ont conduit aux variables =L, o, 1
b) Orthogonalisation selon les composantes principales

Soit 62 = VA%V’ une décomposition spectrale de la matrice de covariance 62 de €
ol AZ, et par suite A et A, sont définis de maniere unique comme dans la démonstration
de la Proposition IV.1.2. Les vecteurs propres associés, colonnes de V, sont rendus
uniques en imposant que la premiére composante non nulle soit positive. Lorsqu’une
valeur propre est n;ultiplc, le premier vecteur propre associé est celui pour lequel le
nombre de composantes nulles successives, a partir de la derniére, est maximum,; les

suivants sont construits selon le méme principe tout en conservant les conditions

d’orthogonalité. L orthogonalisation est réalisée en posant c = VAet o= A"V,

Dans ces deux situations, la récurrence (5) entre les innovations partielles, montre
que le domaine de variation de B(.), noté par la suite SDB(m), se présente ainsi : la matrice
B(0) est symétrique positive d’ordre m; la suite {B(n), n=1, 2, ...} est constituée de
matrices carrées dont les valeurs singuliéres sont inférieures ou €gales a un et telle que
’ordre de B(n+1) soit égal au rang de I-B(n)B(n)', celui de B(1) étant égal au rang de
la matrice B(0). Ainsi soit la suite est infinie et ’ordre de 3(n) est constant a partir d’un
certain rang, soit X(.) est linéairement singulier d’ordre d et B(.) se termine par une

matrice B(d) dont toutes les valeurs singuli¢res sont égales 4 un.
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La situation a) correspond & I’extension de la fonction d’autocorrélation partielle au
cas vectoriel proposée par Morf et coll. (1978). Cependant les auteurs considérent
uniquement le cas o les matrices de covariance résiduelle sont non singulidres 2
I’exception éventuelle de la derniére. Il est clair que de nombreuses situations, y compris

celles de processus non singuliers, n’entrent pas dans ce cadre 13.

Tout procédé d’orthogonalisation équivaut A choisir les variables d’innovation que
constituent les composantes de T(f;n). On peut aussi envisager un procédé différent
selon que 1’on normalise I’innovation progressive ou rétrograde. L’orthogonalisation
selon Gram-Schmidt avec ¢ triangulaire supérieure et o* triangulaire inférieure conduit
aux mémes variables d’innovation que celles introduites par Sakai (1983). Dans.cet article
’auteur définit la fonction d’autocorrélation partielle sous forme de m suites 2 valeurs
dans ]-1,+1[. La encore les matrices de covariance résiduelle sont supposées non

singuliéres.
§ IV.3. Fonction d’autocorrélation partielle canonique

Nous introduisons, ci-aprés, la notion de fonction d’autocorrélation partielle
canonique. Pour cela il est nécessaire de disposer, pour toute matrice carrée 3 dont les
valeurs singulieres sont inférieures ou égales & un, d’une décomposition en valeurs
singuliéres qui soit unique. Nous écrirons donc 3 sous la forme

B=LAGM =L'OAM, (6)
ou L et M sont les matrices orthogonales des décompositions spectrales
I-PBB =L -ADL,I-BB=M{J-A)M,
dont I'unicité est obtenue comme dans le procédé d’orthogonalisation b) plus haut. Alors
la matrice diagonale A est carrée ¢t ses éléments diagonaux sont les valeurs singuliéres
de B, avec leur multiplicité; ils sont donc rangés par ordre croissant. La matrice © est
définie par LBM' = A® en convenant de poser égaux a zéro les éléments des lignes et

colonnes correspondant aux valeurs nulles de A. C’est une matrice diagonale par bloc,
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chaque bloc est associé a chacune des valeurs distinctes de A et constitue, dans le cas non
nul, une transformation orthogonale dans les sous-espaces propres correspondants.
Lorsque les valeurs singulieres, éléments de A, sont distinctes, © est diagonale et indique
le signe de A®. Notons que les lignes de L, ou de M, associées aux valeurs nulles de A
n’entrent pas dans la reconstitution de J3; elles sont d’ailleurs caractérisées par les autres
lignes de la matrice; elles sont par contre nécessaires si I’on veut préserver la relation
I-Bp' = L'(i—AZ)L dans laquelle ce sont les lignes associées aux valeurs singulicres

égales & un qui deviennent inutiles.

Nous utiliserons également les notations suivantes : (I-—Az)”2 et ([—A2)” 2~ sont
les matrices diagonales, éventuellement rectangulaires, définies, a partir de I—AZ, comme
dans la démonstration de la Proposition IV.1.2. Dans le cas particulier de la décompo-
sition spectrale 02(0)=L0'A2(0)L0, les matrices rectangulaires Ag et Ag~ sont construites,
en fonction de A%(0), comme ci-dessus. Notons que I’unicité des décompositions

spectrales des matrices symétriques positives est toujours obtenue selon le procédé b).

1V.3.1. Proposition.—(Dégerine, 1987)Soit 62(n), ne N, la suite des matrices de
covariance résiduelle progressives d’ un processus X(.). A partir de la décomposition
spectrale 62(0) = LO'AZ(O)LO on définit les conditions initiales 6(0) = Lo'Ag et
o(0)~ = Ag Lg de la double récurrence

o(n) = o(n-1LA - A*w]'?,

o(n)™ = U - 831 Lo (n-1)7,
ot L,et A%(n) sont les éléments de la décomposition spectrale

o(n-1y"0Xn)[o(n-1)"1 = L, [ - AX(m)}Lp.
Alors les matrices o(n) et 6(n)~, ne N, ainsi construites sont rectangulaires d’ ordres
respectifs mxr(n) et r(n)yxm ot 1(n) est le rang de o2(n) et satisfont

(i) s(mo(n)' = oX(n),

(ii) o(n)"o(n) = L.

Démonstration.— Notons, tout d’abord, les conséquences des propriétés (i) et (ii). La



seconde implique que o(n)~ et o(n) sont des inverses généralisés de o(n) et de o(n)".
Jointe A la premiére, il s’en suit que [6(n)"]'G(n)~ est un inverse généralisé de 62(n).
D’autre part cette proposition a son homologue pour la suite des matrices de covariance
résiduelle rétrogrades 6*%(n), ne N, et sa démonstration se conduit par récurrence sur
Pensemble des deux suites. I est clair que 6(0) = Lg'Ag et 6(0)~ = Ag~Lg satisfont (i)
et (ii). Puisque 6*2(0) = 6%(0), on dispose d’un inverse généralisé 6*2(0)~. Supposons
donc que o(n-1) et o(n—1)~ satisfont (i) et (ii) et que 6*2(n—1)" soit un inverse
généralisé de 6*2(n—1). D’aprés I’expression (4) de 6%(n) donnée dans la Proposition
IV.1.2, on peut écrire
_c(n—l)‘oz(n)[o(n—l)‘]' =1, 1y-0(n-1)"8(n)o*%(n-1)"8(n)[o(n-1)7]".
Le premier membre est une matrice symétrique positive et le second montre que sa
décomposition sous la forme L,'[I - Az(n)]L,, est 1égitime. La récurrence permet de
construire 6(n) et o(n)" et la vérification de (ii) est immédiate. Pour (i) on obtient
o(n)o(n)' = o(n-1o(n-1)"c*(m[c(n-1)"T'c(n-1)"
o(n-1)o(n-1)" est le projecteur, dans R™, sur I’espace engendré par les colonnes (ou
lignes) de 6%(n—-1). Celui-ci contient I’espace engendré par les colonnes de 6%(n)
puisque le noyau de la forme quadratique associée 2 62(n—1) est inclus dans celui associé
a 6%(n) comme le montre 1’égalité (4) sous la forme
6%(n-1) = 6%(n) + 8(n)o*2(n—1)"8(n)".
On peut donc €liminer 6(n-1)a(n—1)" et sa transposée dans ’expression ci-dessus de
o(n)a(n)'. La présence, dans ’ordre des matrices, du rang r(n) de 6%(n) est une
conséquence de I'inclusion des noyaux évoquée précédemment et des conventions
adoptées plus haut. On dispose également d’un inverse généralisé 62(n)~, ce qui permet

de poursuivre la récurrence menée parallelement sur le cas rétrograde. ¢

Cette proposition conduit & un procédé d’orthogonalisation différent des
précédents par son caractére récurrent : 6(n) et 6(n)~ sont construits a partir de o(n-1)

et de o(n-1)". Dans le cas rétrograde on utilise les notations suivantes :
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o*%(0) = My'AX0)Mo, Mo = Lo,

o*(n-1)"c*3(m[c*(n-1)"T = M, [l - A (m)IM,, neN*.
Le fait d’obtenir les mémes matrices A%(n) dans le sens progressif ou rétrograde est une
conséquence de la Proposition 1V.2.2 appliquée a ce procédé. Par la suite, sauf
expression du contraire, il ne sera question que de ce procédé que I’on dira canonique
pour des raisons qui apparaitront plus loin. La définition de B(.) selon IV.2.1, qui résulte
de ce procédé, et sa paramétrisation par (6) donnent une forme particuliére a la récurrence

(5) entre les innovations normalisées.

1V.3.2. Définition.—(Dégerine, 1987) On appelle fonction d’ autocorrélation partielle
canonique de X(.) la fonction B(.) définie par
B©O) = E(X(®X(1)} = LeAX(O)Lo,
B(-n) = B(n) = E(m(tn-1M*(t-n;n-1)') = Ly'Ay©®OpMp, ne N*,
ot les innovations sont construites selon la récurrence
n(n) = [ - &IV (Lo (tr-1) - MM *(e—nin—1)),
N*(Gn) = [ - A2 (Ma n*(tn-1) — An®nLan(t+n;n-1)),
avec, pour conditions initiales, W(£;,0) = W*(5;,0) = Ag LoX(0).

Les innovations normalisées ainsi définies s’expriment en fonction des valeurs de

X(.) sous la forme
N(6n) = 2, BrkX(-k), n () = X, BHmIX(E+k).
k=0 k=0

Les coefficients B(n,k) et B*(n,k) sont ceux définis, en fonction de B(.), par la
récurrence ci-dessous.
B(n,0) = [ - A%\ L,B(n-1,0), B*(n0) = [[ — A%n)]2~M,B*(n-1,0),
B(n,n) = [l - A2 ()}'?-A,0,M,B*(n-1,0),
B*(n,n) = -{I ~ A2y}, 0 ,L,B(n-1,0),
~ pour k=1, ..., n-1:
B(n k) = [I — A%V (LB(n-1,k) — A,©,M,B*(n-1,n-k)),
B*(n k) = [I - AXm)) "2~ (M,B*(n—1,k) — A®,LnB(n-1,n-k)},
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et les conditions initiales B(0,0) = Ag Lo, B*(0,0) = Ag"M,.

La version normalisée de I’algorithme de Levinson-Durbin est obtenue en ajoutant

a ces relations I'une des deux suivantes :
n-1 n-1
Bn) = 2 B(n-1,k)A(n—k)B*(n-1,0)' = { z B*(n-1,k)A(k—n)B(n-1,0)'}".

0 0
Cet algorithme donne la correspondance biunivoque entre A(.) et B(.) car les coefficients
B(n,0) et B*(n,0) ne sont autre que 6(n)~ et a*(n)~. On a ainsi

n-1
A(n) = o(n-1)B(n)[o*(n-1)])' - z o(n-1)B(n-1,k)A(n-k),
1

les valeurs successives de o(n) et 6*(n) étant obtenues selon la récurrence de la

Proposition IV.3.1.

Le domaine de variation de () est le m@me que celui obtenu dans les procédés a)
et b) décrits plus haut et que nous avons noté ﬁDﬂ(m). Notons, dans la décomposition
B(n) = Ly'A,©,M,, que la fonction B(.), & ’exception du "signe" ©,, est caractérisée
par les deux suites de matrices de covariance résiduelle oz(n) et 6*2(n), ne N, la
correspondance €tant assurée par les relations de la Proposition IV.3.1. La surjectivité de
I’application A(.)-B(.) s’établit de fagon directe par le procédé constructif analogue

celui obtenu dans le cas scalaire (Proposition 1.2.1).

1V.3.3. Proposition.—Soit (Y (n), ne N} une suite de vecteurs aléatoires centrés, non
corrélés, et dont les matrices de covariance, E{Y(n)Y(n)'} = o%(n), sont celles
associées a une fonction B(.) de ﬂ)p(m). Alors la suite {X(n), ne N} construite
par X(0)=Y(0) et la récurrence

X(n) = X(n;n-1) + o(n-1)B(n)o*(n-1)" €*(0;n-1) + Y(n), neN*,

est stationnaire et sa fonction d’ autocorrélation partielle canonique est égale a B(.).

Démonstration.— Vérifions 1’égalité des matrices de covariance de X(0) etde X =

o(0)B(1)o*(0)-X(0) + Y(1):
E(X(DX(1)) = o(0)BDB(1)'s(0) + 5O/ - B(1)B(1)o(0)' = 5*(0).



L’autocorrélation partielle canonique entre X(1) et X(0) est égale a (1) puisque ’on a
E{X{1)X(0)) = o(0)B(1)c*©O)
Supposons que {X(0), ..., X(n~1)} soit stationnaire et admette {B(0), ..., B(n-1)}
comme autocorrélations partielles canoniques. Les éléments X(n;n—-1) et e*(0;n-1)
sont alors parfaitement définis et on a, pour 1<k<n-1:
E{X(n)X(n-k)'} = E{X(n;n-1)X(n-k)'}
= E{X(n-1;n-1)X(n-1-k)'} = E{X(n-1)X(n-1-k)'}.
La matrice de covariance de X(n) est égale & 62(0) car
E{X(M)X(n)'}=E[X(n;n-D)X(n;n-1)'} + o(n-1)B(n)B(n)'c(n-1)" + 6%(n)
= 6%(0) - 0%(n-1) + o(n-DPEP(n)'c(n-1) + (n-1II — B(n)B(n)'Jo(n-1)".
La séquence {X(0), ..., X(n)} est donc stationnaire. L’expression de X(n) donne
g(n;n-1) — o(n-1)B(n)c*(n)"e*(0;n-1) = Y(n).
Le vecteur Y(n) est non corrélé avec €*(0;n—1) d’oir
E{e(n;n-1)e*(0;n-1)"} = o(n-1)B(n)o*(n-1),

qui exprime que B(n) est I’autocorrélation partielle canonique d’ordre 7. ¢

Considérons les variables :
Ln(t;n-1) = L,o(n-1)"e(n-1),
M n*(t-n;n—1) = M,o*(n-1)y"e*(t-n;n-1).
Leurs matrices de covariance sont égales a I’identité et leur corrélation est donnée par
E{Lntn-1*(E=mn-1YMp'} = LB ()M’ = 5,0,
Ainsi A, représente les corrélations canoniques entre €(t;n—1) et e*(r—n;n-1).
L.n(t;n-1) et M,n*(r—n;n-1) sont les variables canoniques correspondantes rendues
uniques par les conventions adoptées, identiques dans le sens progressif ou rétrograde,
d’ou la présence supplémentaire du "signe" ©,. Cependant le r6le de ®, dans P(n), et
donc dans la structure de X(.), est essentiel. On a déja remarqué que {(Ln,A,), ne N}
_caractérise {6%(n), ne N}; de méme {(M,,A,), ne N} caractérise [6*2(n), ne N},

ce qui rend plus transparente la liaison entre les deux suites.



57

Cette présentation montre aussi les points suivants :

(i) 62(n) et 6*2(n) ont méme rang ou encore les dimensions des supports de
£(t;n) et de £*(t;n) sont égales,

(ii) le support de €(#;n) est inclus dans celui de g(t;n-1),

(iii) Les colonnes de o(n—1)L,' sont les vecteurs propres;normalisés associés
aux valeurs propres données par la diagonale de [I-A%(n)] pour la matrice 62(n) et
relativement au produit scalaire défini par 62(n—1)~. C’est-2-dire que ’on a :

o2(n)oX(n-1y-o(n-1)L,' = s(n-1)L,,'[I — A%(m)),

[o(n-1)L,T'0%(n-1)"[o(n-1)L,] = 1.

Tout autre choix de normalisation conduit 2 une suite de matrices E(n), n21, qui
ont les mémes valeurs singuliéres A,, n>1. Cependant tout choix se traduit par une
innovation normalisée T|(f;n) qui a sa propre interprétation. Dans celui que nous
préconisons, les composantes de n(t;n) et celles de N*(r—n;n) sont les variables

canoniques associées au couple {&(t;n), €*(t-n;n)}.

1V.3.4. Proposition.—(Dégerine, 1987) La matrice de corrélation entre les innovations
normalisées MN(t;n) = o(n)"e(t;n) et N*(t—n;n) = c*(n)"e*(t—n;n) est donnée
par:

E(M@E&mN*(-nin)) = =1 - A%w)] 200,11 - A%} 2.
Démonstration.— Une suite d’égalités, dans lesquelles on vérifie que les produits

matriciels effectués sont autorisés, conduit au résultat.

n

E(M@Em*@-mn)) = 2, E(BnX(e-kn*@-nn)') =E(B(n,mX(E-nyn*(e-;n)
k=0

= E{B(m;n)e* (t-n;n)n*(t-n;n)'} = E{B(n;n)e*(t—n;n)e*(t--n;n)'[o*(n)-1')
= ~{I - AX()]'2-A,0,M,B*(n-1;0)0*(n)c*(n) [6*(n) ]
= {1 - A%) ' A,0,M,0*(n-1)"0*(n-1)M, [l — A’()]'/2
= I - A2w)]'2-A,0,[I - A% )] ¢



W3
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La matrice de corrélation ci-dessus est égale a la matrice obtenue en supprimant

dans -A,0,, les lignes et colonnes correspondant aux'éléments de A, égaux a un.

11 est clair que {A(0), ..., A{n)) est paramétré par {62(0); B(1), ..., B(n)} mais,
contrairement au cas scalaire, il n’est pas possible, en général, de remplacer 62(0) par
oZ(n). La matrice de covariance résiduelle 6%(n) est non singuliére si et seulement si les
corrélations canoniques définissant Ay, k=1,...,n, sont strictement inférieures A un,
c%(0) étant supposée non singuliere. Dans ce cas la correspondance 6(0)<>c(n), pour
B(.) fixé, est biunivoque. Par contre celle qui associe 62(0) et 6%(n), dans I’ensemble
des matrices non singulires, n’est pas nécessairement surjective ni méme injective
comme le montre ’exemple suivant. Pour obtenir o2(1) = I on doit avoir Ly=J ({Jest
la matrice unitaire dont les seuls éléments non nuls, alors égaux 3 un, sont sur
I’antidingonale), ce qui prouve la non surjectivité, et alors Ag=JI —- A2(1)]”2‘J, mais

Lg reste unitaire quelconque, d’otl la non injectivité, et o(1) = LgJ".
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INTRODUCTION

Cette deuxieme partie est consacrée a I’estimation de la structure temporelle d’un
processus scalaire réel X(.), & temps discret, stationnaire au second ordre et centré. La
nécessité de recourir & d’autres méthodes que 1’autocovariance empirique usuclic AQ)
apparait lorsque la séquence observée est courte ou lorsque le modele est "singulier” au
sens ol sa matrice de covariance est proche de la singularit€. La méthode du maximum
de vraisemblance est la solution privilégiée pour un échantillon de séries courtes et ce
d’autant plus lorsque se rajoute le facteur "singulier”, Elle I’est aussi pour estimation
autorégressive dans le domaine temporel lorsque se conjuguent lcs; deux facteurs précé-
dents. Cette situation se rencontre principalement en traitement du signal, d’ob I’origine

de la plupart des méthodes.

Notre ambition ici est évidemment de démontrer que la fonction d’autocorrélation
partielle B(.) constitue & bien des égards un atout important dans les problémes d’estima-
tion dans le domaine temporel. Elle s’impose dans la méthode du maximum de vraisem-
blance, tant en ce qui conceme le souci d’existence et d’unicité de la solution, que la
nécessité de sa mise en ceuvre. Pour ce dernier point, elle facilite en effet Iutilisation des
méthodes de gradient, mais elle conduit surtout 3 des techniques de relaxation qui
s’avérent plus efficaces. D’autre part I’estimation empirique naturelle de B(.) n’est pas
celle qui résulte des relations de Yule-Walker appliquées A A .(.). En particulier elle ne
nécessite aucun artifice pour assurer la positivité de la covariance correspondante, ce qui
explique en partie sa supériorité 12 ol le biais de A (.) est important (série courte). De
plus elle est étroitement liée 3 un critere de moindres carrés analogue 2 celui de la
méthode de Burg avec laquelle elle reste trés comparable sur le plan de la qualité des
estimateurs. Les méthodes d’estimation autorégressive sont d’ailleurs trés souvent

construites sur une estimation directe de B(.). Leur performance par rapport 3 A KOX



y compris pour une série longue, dans le cas "singulier"” montre 1’avantage de cette

paramétrisation dans 1’investigation de la structure du processus.

Soit x la matrice mxan constituée de 1’observation d’un échantillon de taille n
d’un vecteur gaussien centré. Maximiser la vraisemblance, par rapport & la matrice de
covariance A parcourant une certaine hypothése 3€, équivaut & minimiser Ia fonction

LA X) = In |A] + tr (A1X),
olt X = xx'/n est la matrice de covariance empirique. Il n’existe donc pas de différence
fondamentale, pour le calcul d’une solution, entre le cas d’une seule séquence (n=1) et
celui d’un échantillon. Par contre I’hypothése ¥est primordiale. Dans le cas des séries
chronologiques, elle est une partie du cone positif T *(m) constitué des matrices de
Taeplitz symétriques définies positives d’ordre m. La complexité de I conduit le plus
souvent a utiliser une approximation de L(A;X). Hasza (1980) donne une solution ana-
lytique pour une séquence du modeéle AR(1). Le Cadre et Lopez (1984) présentent un
algorithme de gradient 2 pas optimal pour ’estimation d’une matrice interspectrale
(¥=C*(m), n grand devant m). La méthode de gradient est issue d’une situation plus
générale étudiée par Burg et coll. (1982) et repose, sur une paramétrisation de  *(m)
par une base de matrices. Pham (1987) résoud le cas d’une séquence ARMA par la
méthode de Newton-Rhapson appliquée aux parametres du modele en utilisant une
approximation de la matrice des dérivées secondes. Dans le cas AR V'utilisation de f(.)
permet un calcul exact de la dérivée seconde et un meilleur contrdle de la stabilit€ du filtre
autorégressif nécessaire en situation "singuliere” (Dégerine et Pham, 1987). Cependant
les méthodes de gradient se heurtent a la non convexité de la fonction L(A;X). Nous
proposons (Dégerine, 1987) une méthode de relaxation, pour un échantillon de séries
courtes, 3€=C *(m), basée sur une décomposition spectrale spécifique aux matrices de
Teeplitz. Pham (1988), en itérant la méthode du maximum de vraisemblance récursif de
Kay (1983), aboutit 2 une nouvelle méthode dans laquelle la relaxation porte directement
sur les composantes de B(.). Elle s’applique a I’ensemble des situations autorégressives :

modele AR(p), avec p<m, pour une seule séquence ou pour un €chantillon. Les



problémes d’existence et d’unicité de la solution sont rarement abordés, citons Burg et

coll. (1982), A (1984), Miller et Snyder (1987).

L’estimation autorégressive est proposée par Burg (1967) et souvent référencée
comme méthode d’entropie maximale. De plus Burg (1968) introduit une nouvelle
méthode d’estimation des paramétres du modele autorégressif. Elle consiste & minimiser,
de fagon récursive par rapport a I’ordre du modele, les erreurs de prédictibn progressive
et rérograde. La version "symétrique” de la méthode des moindres carrés (Nutall ;
Ulrych et Clayton, 1976) et celle des "rapports d’énergies résiduelles” (Dickinson, 1978)

sont basées sur la minimisation de ces mémes erreurs.

Nous présentons, dans le premier chapitre, quelques propriétés générales de la
méthode du maximum de vraisemblance. La difficulté tient a ce que L(A;X) se présente
comme la différence de deux fonctions convexes. La condition ker(A)Nker(X) = {0},
pour toute matrice A de la frontiere de I, assure I’existence d’une solution. Nous
caractérisons les solutions de ’équation de vraisemblance, et celle réalisant le maximum,
de fagon géométrique. Pour faire abstraction de I’hypothese gaussienne, on peut remar-
quer que la minimisation de L(A;X) équivaut & celle de |A] (resp. tr(A~1X)/m) sous la
contrainte tr(A-1X)/m < 1 (resp |A} <1). Nous montrons que ces problémes conduisent
A interpréter la covariance empirique X comme une solution de moindres carrés dans un

modele & erreurs multiplicatives.

Nous résolvons de fagon détaillée le cas d’un échantillon de séries courtes,
=8 *(m), dans le deuxiéme chapitre. Nous reconsidérons de fagon spécifique le
probleme d’existence : elle est assurée presque slirement pour n 2 m/2 et, dans le cas
d’une seule séquence d’un modele AR(p), pour p < 2m/3. Nous introduisons la
notion de décomposition spectrale d’une matrice de Teeplitz sous la forme A = MDM*
ou M est une matrice liée & un ensemble de fréquences dont les énergies sont précisées
par la matrice diagonale D. Pour A dans % *(m) il n’existe que deux décompositions,

notées M D M*et _M_D_M* Le couple { M, M} caractérise la matrice
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d’autocorrélation correspondante. La minimisation de L(MDM*;X) par rapport & D
est explicite et conduit & une méthode de relaxation portant sur les deux paramétres WM
et _M. On monire que la méthode converge vers une solution de I’équation de
vraisemblance. Son avantage sur I’autocovariance empirique est illustrée par simulation.

Nous prouvons aussi |’existence de minima locaux pour L(A;X).

Dans le cas d’une seule séquence, la vraisemblance, sans contrainte supplémen-
taire, est non bornée avec probabilité positive. Nous comparons cependant, dans le
troisi€me chapitre, I’autocovariance empirique avec la solution du maximum de vraisem-
blance, lorsqu’elle existe, pour mieux illustrer la différence de principe entre les deux
méthodes. En effet la corrélation obtenue par les deux solutions peut s’interpréter comme
celle d’un prolongement presque-périodique de I’observation. Dans le cas empirique la
s¢quence est prolongée par des zéros alors que, plus naturellement, dans le cas du
maximum de vraisemblance ce sont les erreurs de prédiction qui sont prises égales a
zéro. Une alternative 2 I’autocovariance empirique A _(.) est I’autocorrélation partielle
empirique notée P(.). Sa définition est naturelle et invariante par I’inversion du temps
mais B(k), défini pour k < m/2, ne s’interpréte pas comme un coefficient de régres-
sion. La version symétrique B,(.) a cette propriété. Elle est définie pour k < 2m/3,
comme celle du maximum de vraisemblance d’un modele AR(k). Elle est aussi liée aux
minimisations successives des erreurs de prédiction progressive et rétrograde, comme
celle de Burg. Pour une séquence de longueur 1000 d’un modéle AR(4) "singulier", elle
est équivalente a 1’autocovariance empirique dans I’estimation des autocorrélations p(.),
mais la différence est spectaculaire dans I’estimation des autocorrélations partielles (.)

ou celle des coefficients b(.) du modele.

Les méthodes d’estimation autorégressive sont présentées et comparées par
simulation dans le dernier chapitre. Elles sont habituellement proposées dans le cas d’une
seule séquence, mais leur extension au cas d’un échantillon est immédiate. Nous

donnons un nouvel algorithme de calcul pour la méthode de Burg. La méthode du
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maximum de vraisemblance permet de mieux juger la qualité des autres méthodes. Dans
I'ensemble elle leur est préférable et plus particulierement dans ’estimation de p(.).
Cependant le maximum de vraisemblance récursif (premigre itération dans le calcul du
maximum de vraisemblance par relaxation) réalise de meilleurs performances pour
I’estimation de B(.), et surtout pour celle de b(.), dans le cas d’une séquence du modele
AR(4) "singulier". Ceci n’est plus vrai pour une séquence d’un modélé AR(8)

"singulier” ni pour un échantillon du mod¢le AR(4)!
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CHAPITRE 1

ESTIMATION DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
D’UNE MATRICE DE COYARIANCE

Soit X=(ij; k=1, ..., m; j=1, ..., n), la matrice aléatoire constituée par un
échantillon de taille n d’un vecteur aléatoire réel gaussien, centré, de matrice de cova-
riance A. Lorsque A est non singuliere (€ £*(m)), la loi de X est définie par la densité

Fx) = @my-nmI2 A2 —nr(A ™),
ot X = (xx")/n désigne la matrice de covariance empirique. Notons que la statistique
(XX')/n est exhaustive et constitue un estimateur sans biais de A. Maximiser la
vraisemblance, par rapport A A satisfaisant une hypothése ¥, équivaut & minimiser la
fonction
L(A;X) =In |A] + r(A71X).

Ainsi A——>L(A;X) varie comme I’opposé de la vraisemblance; la convergence de la
vraisemblance vers zéro au bord de son domaine équivaut donc & une convergence vers

P’infini de la fonction L(.;X).

Nous présentons, dans le premier paragraphe, quelques résultats généraux sur la
fonction L(.;X). L’étude de son comportement au bord de son domaine de définition, au
paragraphe suivant, permet de donner des conditions suffisantes pour 1’existence d’une
solution au probléme du maximum de vraisemblance. Le troisitme paragraphe est
consacré 4 une caractérisation de cette solution et & sa comparaison avec la solution de
problémes voisins. Le chapitre se termine sur des interprétations possibles de la solution
du maximum de vraisemblance comme solution de moindres carrés sous contraintes dans

des modeles avec erreurs multiplicatives.
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§ L1. Généralités

On suppose que I’hypothese ¥ est conique : lorsque Ae I CF+(m), il en est de
méme des matrices AA, A>0. Pour toute matrice M, carrée d’ordre m, on note M la
matrice, de déterminant égal 2 un, M =|Ml“u M. La variation radiale de L(;X) est
donnée, pour tout A dans ¥, par Ia variation, par rapport A A, de la fonction .

LORX) =m[ln A +XAy/A], Ay = te@E 1 X)/m,
ol A est strictement positif si X est non nul. Cette fonction tend vers 4o en O et en
+o0, Elle atteint son minimum en lo (seule valeur annulant sa dérivée) et ce minimum
vaut m[1+InAg]. Ainsi L(.;X) n’admet pas de maximum local dans F€ et les trois

problémes suivants, (C) désignant une contrainte, sont équivalents :

-1 .
probleme 1: Min L(A;X) = Min {In [A] + (A X)};
Ac® AcH

-1
probleme 2: Min tr(A X)/m, (C):|Al=1 (ou A} < 1);
Ac®

-1 ~1
probleme 3: Min |Al, (C): (A X)/m =1 (ou tr(A X)/m < 1).
Ae#

Pour Ae £* et Ae £il existe une matrice Q et une matrice diagonale A telles
que Q'AQ =7 et Q'K Q= A. On dit que (Q,A) est une diagonalisation simultanée des
matrices A et A. On note 81, .y O, les €éléments diagonaux de A, Q ; (resp. Q) le

<y Uy

vecteur colonne défini par la k¥¢me colonne ( resp. ligne) de Q.

H désigne le sous-espace vectoriel de & engendré par I'hypotheése 3¢, H* et H*
sont alors les cones de H formés respectivement par les matrices définies positives et les

matrices positives.

L.1.1. Lemme.-Les deux premiéres dérivées de la fonction A——In |A}, définie sur H*,

sont données par : »
dAe H — u(A-1dA),
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(dA,dB)e H: — —tr(A~1dAA~1dB).
Cette fonction est concave et strictement croissante au sens o
VAeH*, In|A+A|>1n|Al,

-I'égalité n’ étant vérifiée que pour A =0,

Démonstration.-Soit (Q,A) une diagonalisation des matrices A et dA. Posant g)=
In |[A+AdAl, on a g(A) = In |A] + In [[+AA] et, par dérivation :

') = r(AI+AA)1), £%(0) = tr(A) = r(Q'dAQ) = tr(QQ'dA) = tr(A~1dA).
dB——tr(A~1dB) est donc la dérivée premigre. Avec la méme diagonalisation, on pose
h(A) = tr((A+AdA)-1dB}; on a k(L) = tr{(I+AA)-1Q’dBQ)} et par suite :

h'(\) = —tr(A(I+AA)2Q°'dBQ},

h'(0) = —r(AQ'dBQ) = —r(QAQ'dB) = —tr(QQ'dAQQ'dB) = ~tr(A-'dAA-1dB).
On obtient ain§i la dérivée seconde et de plus A—In |A] est concave puisque pour tout
dA de H on a —tr(A~'dAA~1dA)<0. Enfin la croissance stricte de la fonction s’obtient
en remarquant que pour A dans H* et une diagonalisation (J,&) du couple (A, A) on

a In|A+A]l=In|Al + In |[+A]. ¢

I.1.2. Lemme.-Les deux premiéres dérivées de la fonction A——tr(A~1X), définie sur
H*, sont données par

dAe H—— (A" 1XA~1dA),

(dA,dB)e H*—— 2tr(A~1dAA1XA-14dB).
Cette fonction est convexe et strictement décroissante au sens on

VAeH, o{(A+A)1X) < u(A-1X),

I'égalité n’ étant vérifiée que pour les matrices A satisfaisant t(A"1AA-1X) = 0.

Démonstration.—Elle est analogue a celle du Lemme 1.1.1 sauf pour le dernier point. Mais

st (Q,A) est une diagonalisation des matrices A et A on a

m 2
tr{(A+4)7'X) = tr[(I+A) 10X Q) =k§_: __’;_
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-1 da
tr(A” X) = r(Q'XQ) = kElyi,

« 2 . , .. .
olt ¥ , k=1, ..., m, sont les éléments diagonaux de Q'XQ. Comme A est positive si et

seulement si §,20, k=1, ..., m, I’égalité

m

$ %S

k=1 1+5,c k=1

est équivalente Skyi =0, k=1, ..., m, ou encore A ZSkyi =0, c’est-a-dire
0 = tr(AQ'XQ) = tr(Q'AQQ'X0) = (A~ 1AA-1X). ¢

Notons I’implication : Ae H*, tr(A~1AA-1X)=0 = ker(4)+ker(X)=R™, oii

ker(A) désigne le noyau de la forme quadratique associée 3 A.

Ainsi la fonction L(.;X) se présente comme la différence de deux fonctions =
convexes et sa minimisation (existence, unicité) n’est donc pas résolue par les procédures

standards.
§ 1.2. Comportement de la fonction de vraisemblance au bord de son domaine

On étudie en fait le comportement de L(.;X) au bord du cone H' associé 2
I’hypothese 3. La proposition suivante fournit le comportement non tangentiel de

L{.;X) au voisinage d’un A de la fronti¢re HY\H,

L.2.1. Proposition.~(Dégerine, 1985) Pour tout Ay de H *\H™* et tout A de H*,
posant A, = Ag+ e(A-Ay), €0, la limite de L(Ag:X), lorsque € tend vers zéro,

existe; elle vaut —o si ker(Ag) est inclus dans ker(X) et +eo sinon.

Démonstration.—(Q,A) désignant une diagonalisation des matrices A et Agona
)53 Q' XQ,

LA :X)=In]Al+ 2, In[d, +e(1-6)] + .
(E’X) nl.'l Eln[k (=001 k=1 5, +€(1-5)

8;=0 équivaut & Q e ker(Ay); si ker(Ay) est inclus dans ker(X), pour tout §; nul on a
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Q' X0 ;=0 et par conséquent

41 o’ X0
lim (A Xy= 9, -iﬁ<+oo.
es0  ° k30 O,

Comme la limite de In JA], lorsque € tend vers zéro, est égale & +oo, I’implication

ker(Ao) C ker(X) = lim L(AE;X) =—oo

-0

est démontrée. Si ker(Ag) n’est pas inclus dans ker(X), il existe un k pour lequel d; est
nul et Q° ) XQ ; strictement positif. Alors L(Ag;X) est équivalent, lorsque € tend vers
zéro, a rln € + C/g, ol r est la multiplicité de Ia valeur propre nulle de Ag et C une

constante strictement positive. Sa limite sera donc égale a +oo. ¢

L’exemple qui suit montre que cette proposition ne suffit pas pour préciser le

comportement de L(.;X) 2 la frontiere de H' en toute généralité :
2/

000 000 e €00
A0= 000 ,X= 010 ,A£= O EO ’

001 001
0 01
lorsque € tend vers zéro, Ae tend vers Ay et L(Ag:X) = In € — 1/ tend vers —eo,

La proposition ci-dessus montre qu’une condition nécessaire pour que la vraisem-
blance soit bornée dans H', X étant fixé, est que 1’on ait ker(Ag)& ker(X) pour tout Ag
de H\H*. Le résultat ci-aprés donne une condition suffisante pour qu’elle le soit au

voisinage d’un A de HYN\H*.
1.2.2. Proposition.—~(Dégerine, 1985) Pour tout Ay de H"H'ona

ker(A ) Nker(X) = {0} = lim L(A;X) = +oo,
0 A—-A

0
Démonstration.—Soient P'AP = A et Q'AqQ = Ay des décompositions spectrales des
matrices A et Ay dans lesquelles les €léments des matrices diagonales A et A, valeurs

propres de A et de A, sont rangés par ordre croissant. Les matrices A et A, ainsi
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associées a A et A, sont uniques et A converge vers Ag lorsque A tend vers Ag. Soit 7

la multiplicité de la valeur propre nulle de A et décomposons la matrice A = P’Q sous la

Ao Ar Arq
Aqr Aq ’

olt A" et A7 sont des blocs carrés rxr et gxgq, g+r=m. La matrice A9” tend vers

forme ;

(0] car, comme A’AA = Q°AQ tend vers Ay, on a pour i<r :

Zka%d 8,—0 = ay — Osib>r.

Alors (A7)'AT tend vers I,, car A’A = I, et par suite A’9 tend vers [0] car AA" =1.
On pourrait montrer que la matrice A9 "tend vers" une matrice diagonale par blocs; ces
blocs correspondent aux différent‘;s valeurs propres de Ag et représentent des
transformations orthogonales dans les sous-espaces propres correspondants. Si A,
désigne 1a matrice diagonale d’ordre r formée par les r plus petites valeurs propres de A
et O, la matrice mxr formée par les r premiéres colonnes de O on a, lorsque A tend
vers Ag ¢
wr(A1X) = t(ATAQXQA) ~ 1[4, 71470, X0 (AT ],
La forme quadratique définie par Q,’XQ, est fixée car elle ne dépend que de X et de A,
Elle est définie positive; en effet, pour tout z20 de R”, on a
20,X0,2 = (Q,2)X(C,2) >0,
puisque Q,z, qui appartient  ker(Ag), ne peut appartenir & ker(X) selon 1’hypothese

ker(Ag)Nker(X) = {0}. Désignant par 6 sa plus petite valeur propre, le comportement de

L(;X) au voisinage de Ag est le méme que celui de la fonction

r

El (In 8, +8/5,)

qui tend vers +oo lorsque les 0, tendent vers zéro. ¢

Enfin pour une norme donnée quelconque sur H le comportement 2 I'infini de

L(.;X) est précisé par la proposition suivante (Dégerine, 1985).
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1.2.3. Proposition.—Si pour tout Ay de H*ona ker(Ag)Nker(X) = (0}, alors :
lim  L(AX) = +eo,
A: A 4ee
Démonstration. Notons A = AX, [|A]] = 1, le terme général d’une suite telle que A tende
vers +oo et posons A = tr(K"lX). La fonction L(A;X) est minorée :
L(A;X) =1n|A] + mln A + X/A 2 In |JA| + m[ln X/m) + 1].

Soit A, un point d’accumulation de la suite de terme général A Si A’ o €St non
singuliere L(A;X) est équivalent & mln A et tend vers +oo. Sinon, en utilisant les

notations de la démonstration précédente pour le couple (A,X ), X s’écrit :

m
| X =u®'%) = u(a~'PXP) = gl Vi3,
oll (y%,...,y,i) [resp. (8, ..., 8,,)] est la suite des éléments diagonaux de P'XP (resp.

A) On sait d’aprés la proposition ci-dessus que, puisque A tend vers la matrice

singuliére T\'O, X tend vers +oo. En minorant 5, X par yi, k=1, ..., r, on obtient :

LX) 2 X In@Xfm) +m 2 2, In(y2/m) + 2, In(3 Xfm).
k=1 k<r or

Puisque les y,zc, k=1, ..., r sont minorés par une quantité qui tend vers 8>0, lorsque A’
-tend vers X, (cf. Proposition 1.2.2), et que 8,X tend vers +eo pour k>r, le résultat

annonceé est démontré. ¢

Ainsi la condition ker(Ay)Nker(X) = {0}, pour tout Ay de H*, assure que la
vraisemblance tend vers zéro au bord de H* et, par conséquent, que son maximum est
atteint par une matrice A non singuliére. Lorsque le maximum de vraisemblance est atteint
en un point de I qui admet, dans ¥, un voisinage de méme dimension que H, il est
réalisé par une matrice A satisfaisant I’équation de vraisemblance :

grad{L(A;X)) = 0 & VdAeH, tr(A~1dA) - (A 1XA-1dA) = 0.

Cependant des situations classiques sont souvent trés complexes. Considérons le
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cas d’un échantillon de séries de longueur m d’un modele MA(r) avec r<q, ou q est
fixé dans {1, ..., m—1}. 3 est un cdne convexe, dans I’espace & des matrices de
Teeplitz, qui engendre le sous-espace vectoriel H dés matrices de 'é" vérifiant
A(i,i+j)=0 pour j>q. Mais ¥ est strictement inclus dans Ie cone positif H*. 11 est
vraisemblable que L(.;X) puisse atteindre son minimum global dans H\F¢; dans ce cas
on peut envisager que le minimum dans ¥ soit atteint sur la frontitre sans satisfaire

P’équation de vraisemblance.
§ 1.3. Une caractérisation du maximum de vraisemblance

Soit E =B (A} Ae ¥} le sous-espace vectoriel de  engendré par les inverses
des éléments de ’hypothése €. Posant M = A-1, ia fonction L(.;X) définit sur E une
fonction Z(.;X) : '

L(M;X) = L(A;X) = —In |M] + tr(MX), M E,
dont Ia dérivée est donnée par .
dAe E — — tr(M-1dA) + tr(XdA).

La statistique X—s%, 00 R désigne la projection de X sur E seion le produit
scalaire <A,B> = tr(AB)/m, est exhaustive car tr(MX) = tr(MR). Lorsqu’elle appar-
tient 2 F€, la statistique X est I'unique solution du probleéme du maximum de
vraisemblance. Ainsi, dés que le cc")r;]e positif E* de E est égal 2 3¢, le probléme est
résolu. En effet, lorsqu’elle existe, et c’est le cas par exemple si ker(Ao)ﬂker(X ) =(0)
p'our tout Ag de H*, ’estimation de maximum de vraisemblance satisfait I’équation de
vraisemblance dans E*, elle est donc égale 3 X puisque c’est 'unique solution dans E.

Cette situation est exceptionnelle, mais c’est évidemment le cas lorsque 3= £+ ou

encore celui des matrices doublement symétriques 3= €* considéré par A (1984).

On suppose désormais que F¢= H*. Cette hypothese est équivalente 2 un
ensemble de contraintes linéaires homogenes et symétriques sur les éléments A(iy) de la

matrice A. En effet Ae H peut se caractériser par des conditions d’orthogonalité du type
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<AA>= {E,-JA(iJ)A(iJ))/m =0, Ae .
Un exemple important est celui des matrices de Teeplitz que nous étudions dans le chapitre
suivant. Comme nous I’avons remarqué plus haut, les modeles MA n’entrent pas dans ce

cas; il en est de méme pour les modeles AR ou ARMA.,

On suppose aussi que le maximum de vraisemblance est atteint dans H. Il est
également clair que X peut €tre remplacé par X, y compris pour les problémes
d’existence considérés au paragraphe précédent. Pour tout A de £+ on note <, >, le
produit scalaire défini sur & par <A,B>, = tr(A"1AA~1B)/m et ||.||, désigne la norme

correspondante. L’équation de vraisemblance se traduit par:

1.3.1. Proposition.—(Dégerine, 1985) La matrice A est solution de I équation de vrai-
semblance grad{L(A;X)) =0, si et seulement si elle est la projection de X sur H selon

le produit scalaire <, >,

Remarquons que, si A est la vraie valeur de A, la projection de X sur H selon
<,> Ag est un "estimateur" sans biais de A(,. Cela laisse espérer de bonnes propriétés
pour I’estimation de maximum de vraisemblance. D’autre part cette proposition suggere
une technique de calcul itérative; cependant il est nécessaire, & chaque itération, que la
projection de X sur H soit dans H* et prudent de vérifier I’augmentation de la

vraisemblance.

Notons que la forme quadratique définie par les dérivées secondes de L(.;X)
s’écrit
(dA,dB) — m(2<X,dAA"1dB>, — <dA,dB>,}.
Une condition suffisante pour que Ay, solution de I’équation de vraisemblance, réalise un
minimum, éventuellement local, de L(.;X) est que I’on ait :
VY AeH, IlAIIAo =1 = 2<X,AA0—1A>Ao > 1,
ou, avec les mémes contraintes sur A :

- 2<X-Ag, AATIA> A< L
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Ainsi si X est "proche" de A (grands échantillons), la recherche du maximum de
vraisemblance par des méthodes de gradient peut étre envisagée. Il est cependant des

situations (cf. Ch. IV) oii ces méthodes sont difficilement utilisables.

La proposition suivante donne une caractérisation d’une matrice réalisant Ie
maximum de vraisemblance; selon la notation déja introduite A désigne la matrice

proportionnelle 2 A de déterminant égal 2 un.

I1.3.2. Proposition.—(Dégerine, 1985) La matrice A réalise le maximum de la vrai-
semblance si et seulement si, pour la métrique définie par K o la norme de la projection
de X sur H est minimale parmi celles obtenues pour les métriques définies par les
matrices K de H' :
BoX>g  =Min (A X>.Re H')
= Min {Max ([<B.X>;/IKlk]. KeH}, Re H*].

Démonstration.~Si A réalise le maximum de vraisemblance, le probléme 2 se formule

comme suit

Min (A "'X), Ke H*) = Min (<R X>; .KeH*) = <K X> ;
Pour tout A de H* notons A la projection de X sur H selon <, >, ou de manitre
€quivalente selon <, >z . D’apres la Proposition 1.3.1 A vérifie :

RX>x = <Ko A5 .~ Dot = A s ;
On a d’autre part |
Max ([<KX>; /Il 1. Ke H) = <R, X>; /Rl =1Al,
et par conséquent :
Min (Rl ReH') <IRll;

L’autre inégalité s’obtient par passage au minimum sur A€ H' dans la suivante :

KXy =<K X /[l <Max ([<KXog /1Kl 1 KeH). o

11 est clair que I’on peut caractériser de fagon analogue tout minimum local de
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L(.;X) dans H*, lequel pouvant étre la solution du maximum de vraisemblance lorsque

€ n’est pas égal A H*. 1 suffit de substituer la contrainte Ae HYN'V, ot 'V est un

voisinage adéquat de Ay aAe H* dans les deux problémes de minimisation.

La projection de X sur H selon < , >, lorsqu’elle est dans H*, est la solution au
probléme des moindres carrés :
Min {||IX - All, Ac H*).

Elle ne correspond donc pas en général au maximum de vraisemblance.

De méme le probleme
Min ([|A"Y2XA-12 —1)|, Ae H*) =Min {|IX - All , Ac H'},
de recherche, parmi les structures de covariance empirique associées 3 A~V2x, Ae H™,
de celle qui est la plus proche de / équivaut A rechercher X dans H* tel que, pour la
métrique <, >xs I’angle entre X et A soit minimal. La dérivée de ||X —All A2 est donnée
par
dAe H— 2<X - XA~ X, A>,,

et donc une solution A est telle que les matrices X et XA~1X ont méme projection sur

H selon <, > . Une telle métrique ne minimise pas en général la quantité <A X>;

En dehors de la situation évoquée plus haut, I’unicité de Ia solution de I’équation de
vraisemblance doit étre examinée en fonction de F€ mais aussi de X. Nous verrons, au
chapitre suivant, que déji dans le cas des matrices de Teeplitz elle n’est pas garantie et que

L(.;X) peut présenter plusieurs minima locaux.
§ L.4. Moindres carrés sous contrainte

Considérons la situation classique d’un vecteur aléatoire X 2 valeurs dans R,
d’espérance my et de matrice de covariance Ay. A un échantillon Xy,...,X,, de taille

n, n>p, issu de X on associe la moyenne et la matrice de covariance empiriques :
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X =7.§‘1X"’AX= 7gi(g(,.-X)(X,.—X).
Il est bien connu que X et A x sont des estimateurs de my et Ay qui possédent de
bonnes propriétés : ils sont sans biais (nf\\ X/(n—l)) , convergents et de maximum de

vraisemblance dans le cas gaussien. On sait de plus que X est un estimateur des moindres

carrés; nous montrons ici qu’il est possible d’interpréter A y de fagon analogue.

Considérons le modgle linéaire
X=my+¢
dans lequel € est un vecteur aléatoire 2 valeurs dans TRi’ , centré, de matrice de covariance
Ay. Dans ce modele € s’interpréte comme une erreur additive sur la mesure de my que
représente X. Ainsi, pour estimer my, il est naturel d’utiliser la méthode des moindres
carrés, c’est-a-dire de retenir le vecteur m de RP qui minimise la somme des carrés des
nbrmes des €carts entre les différents X; et m. Il reste cependant a choisir une norme sur
RP; en se restreignant aux normes euclidiennes et en notant M la matrice de &£+
correspondante on a : |

2 K=MK —m) =2, (X;~XYMX,~X) +nX - m)' MK —m).
=1 i=1

Ceci prouve que X est I’estimateur des moindres carrés de my indépendémment du
choix de M et de la matrice de covariance Ay. La relation

E{(X -m)yMX - m)} = E{(X — mx)MX — my)} + (myx -m)M(my —m),
montre que my est caractérisé, dans le modele, comme le vecteur m de RP qui minimise
I’espérance du carré de la norme de ’écart entre X et m. Ainsi.l’estimateur des moindres
carrés X posséde relativement 2 la loi empirique de 1’échantilion la méme propriété que

my relativement 2 la loi de X.

Dans la relation ci-dessus Ie minimum de E{(X —m)M(X —m)} n’est atteint
que par m = my et vaut tr(MA,). On peut envisager alors de minimiser tr(MAy) par

le choix de M mais on constate que, sans contrainte sur M, le probleme n’a pas d’intérét



119

car Inf {tr(MA,), Me £*} =0.

La formulation de la méthode du maximum de vraisemblance, dans le premier
paragraphe, selon le probléme 2 invite a utiliser une contrainte portant sur le déterminant

de M-1. Le Lemme 4, Ch. II, de Romeder (1973) peut s’énoncer ainsi :

1.4.1. Lemme.-Soit A une matrice symétrique définie positive. On a ;
Min {t(MA); Me £*, M7 <1) = pIMIYP,

le minimum n’ étant réalisé que par M = |A]JVPA-L,
1l est également possible d’utiliser une contrainte portant sur la trace de M~1.

1.4.2. Lemme.—(Dégerine, 1982a) Soit A une matrice symétrique définie positive. On a :
Min (tr(MA); Me £*, u(M~1) < 1} = [r(AV2)]?,

le minimum n’ étant réalisé que par M = tr(AV2)A-172,

Démonstration.—Soit Cg le compact défini par
Ck = ({Me £+ (M) < 1; w(M) <K).

Pour K suffisamment grand, Cg est non vide et la fonction continue M——tr(MA) y
atteint ses extrema. Soit M une valeur en laquelle est réalisé le minimum. Les conditions
Moe £+ et r(My~1)<1 impliquent que toutes les valeurs propres de M sont minorées
par un. Il existe donc un voisinage de M dans & entierement contenu dans £* et ainsi
M réalise un minimum local de la fonction tr(MA) considérée sur & avec les contraintes
Me £+, w(M-1)<1 et tr(M)<K. La matrice M étant située A P’intérieur de £+, Ia
contrainte Me &£* n’est pas active. De méme la contrainte tr(M)<K n’est plus active dés
que K est suffisamment grand. En effet la valeur de tr(MyA) ne peut pas croitre lorsque
K augmente puisqu’il s’agit du minimum de tr(MA) sur Cg et que Cg croit avec K.

Orona: !

tr(MA) 2 XP(A)tr(M),
oli lp(A) désigne la plus petite valeur propre de A. Ainsi si la contrainte tr(M)<K restait

active la valeur de tr(MpA) deviendrait infinie en méme temps que K.
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La matrice M) doit satisfaire les conditions suivantes :
dpy (tr(MA) — A[1 —tr(M-D]} =0, A[l -x(M-1)]=0, A0,
oll dy; signifie que 1’on dérive selon M. L’équivalence
dpg {t(MA) — A[1 —tr(M-1)]} = 0 & tr{dM[A = AM-2]} =0,
cette derniere égalité devant étre réalisée pour tout choix de la direction dM, conduit aux
conditions nécessaires suivantes:
A-M-2=0, M1-tr(M-1)] = O,q A20.
La seule solution est obienue pour

My = tr(AVHA-12 ) = lu(M0-12 = tr(MyA) = [tr(AV2)]2. o

Une interprétation géométrique des contraintes permet de mieux les comparer. Pour
cela considérons un systéme d’axes orthonormés représentant le vectoriel R” muni de Ia
métrique identité. Soit M=U'D2U une décomposition spectrale d’une nouvelle métrique
M sur R?; les vecteurs lignes de la matrice D~!U constituent une base M-orthogonale -
de RP; ils définissent un nouveau systéme d’axes orthogonaux, les longueurs des unités
sur les axes étant données par les éléments diagonaux de D1, Un élément de RPde
coordonnées x dans le systtme d’axes initial a pour coordonnées y = DUx dans le

nouveau etona:

2 2
b, =yy= XUD Ux=xMx =il ,,.

Le parall¢lépiptde formé sur les vecteurs unitaires du nouveau systtme d’axes a pour
volume [IM-1[]1/2 et 1a longueur de sa diagonale principale est [tr(M~1)]2. Ainsi la
conservation du volume se traduit par |M-1| = 1 et la conservation de Ia longueur de ia

diagonale par tr(M~1) = p.

Les propositions suivantes (Dégerine, 1982a) sont des conséquences directes des

lemmes précédents.

1.4.3. Proposition.—Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans RP, d’ espérance my et de

matrice de covariance Ay non singuliére. On a :



E (X — mYM(X - m)} 2 plIAJ)"P, VY me RP, ¥ Me £+, M- < 1,

-1
I'égalité n’ érant réalisée que par m =my et M = || Axﬂ]/p Ay -

I.4.4. Proposition.=Soit X un vecteur aléatoire g valeurs dans RP, d’espérance my et de

matrice de covariance Ay non singuliére. Ona :

E {(X —m)MX —m)) = [tr( A;ﬂ 2, VmeRe, ¥ Me £+, aMH<l,

L o 172 -1/2
I'égalité n’ érant réalisée que par m =my et M = tr(AX )AX .

2
Avec les hypothéses de la proposition ci-dessus soit A, =U’yA Uy une décom-
position spectrale de Ay. Le choix optimal de M conduit 2 définir un terme d’erreur € en
posant :
12 - '
tr(Ay YX —my)Ay, X —my) =€,
avec

12, ~12
=B )'P8,  UyX—my).

Cela suggere de poser pour X le modéle suivant :

X =my+UyDy'%e, Dy=[ra)1a,.

2
Dans ce modéle I’erreur € est centrée, de matrice de covariance diagonale oer avec

J .
tr(Dy)=1. En notant o, les éléments diagonaux de Dy, U’ les vecteurs lignes de Uy et

& les composantes de eon a :
N
X=my+ 2 e/ o, Uy.
J=1
Lorsque les valeurs propres de Ay sont distinctes, ce modele exprime que X est la
résultante des composantes principales <X ,U§(>U’X, chacune traduisant ’effet sur X de la

variable correspondante <X ,U§(>; cette variable mesure un effet moyen <mX,U’x> avec

une erreur & de type multiplicatif dont la variance est proportionnelle 2 un parameétre
j . . ’ ] . S k4 3
d’échelle a,. On peut aussi considérer que les ajx constituent un systéme d’unités de
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[N
X}

mesure pour les variables <X ,U§(> et qu’alors les erreurs & exprimées dans les unités

ainsi déterminées ont méme variance. Pour une valeur propre multiple les variables

<X ,U§(> qui lui sont associées mesurent un effet vectoriel dont les composantes ne

peuvent étre dissociées au vu de la variabilité qu’elles induisent sur X. Cette représen-

tation de X possede un caractére optimal, y compris dans le cas ol Ay est singuliere.

L1.4.5. Proposition.—(Dégerine, 1982a) Parmi les représentations de X sous la forme :
X=m+UD\%, meRP, UU'=1,, u(D)<1,
ol D est une matrice diagonale a éléments positifs ou nuls, celles obtenues a partir de my

et d’une décomposition spectrale de Ay :
2 N2
AX = OE UXDX UX 3 ‘T(Dx) = 1,
sont les seules a réaliser le minimum de E(€'€). La valeur de ce minimum est égale a :
’ 2
2
o = [2 X-} ,

e Lig 7

OR Ay, .. Xp sont les racines carrées des valeurs propres de Ay.

Démonstration.~On a E(e'e} = E([e - E(€)]'[e — E(€)]) + [E(e)J'[E(€)]; ’espérance
E{e'e} est donc minimum lorsque € est centré, c’est-a-dire m = my. En effet dans Ie cas
contraire, en posant € = e-E(€), on aurait E{€ €} < E{€'e} puisque
X =m+ UDW2E(e) + UDVZE, m + UDV2E(g) = mye RP.
Pour simplifier les notations on pose my = m = E(g) = 0. On se place dans le cas ol
Ay est singulidre. X est presque sirement 3 valeurs dans le sous-espace V de R” de
dimension ¢, g<p, orthogonal dans R” du noyau de Ay. En notant o/ les éléments
diagonaux de D, la condition U'U=I,, dans la représentation |
X=UD"= f ejf;j v,
j=1
montre que seuls g termes, parmi les ¢ f(:} , sont non nuls et que les U/ correspondant

aux termes nuls constituent une base de I’orthogonal de V. Moyennant un changement
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d’indice la représentation s’écrit :
L il L
X= 25 o U, a=2a51.
j:l J’—'l
Ona
' q 1 . q a .
E(ee) =2 — E<XU>) 2 X — BXUSY).
J=1 o J=1 o ’
L’espérance E(e'e) est donc minimum lorsque o = 1. Ainsi o/ = 0, j=¢+1, ..., D, et
les vecteurs UJ correspondants forment une base du sous-espace propre associé 2 la
valeur propre nulle de Ay. En se plagant dans V on retrouve le probleme initial en
dimension q avec une matrice Ay non singuli¢re et la contrainte tr(D) = 1. Pour ne pas
changer les notations on suppose Ay non singuliére. On a

E(e'e) = u(MAy), M =UD-U, u(M1)=1.

La solution est alors donnée par le Lemme 1.4.2. ¢

On peut considérer une représentation de X basée sur le résultat de la Proposi-

tion 1.4.3. On est alors conduit au modéle suivant :
R b
. 12 1
X=my+UyDy"e =mx+ze [ o, Uy, 1DX|=Hax =1.
J=1 J=1
2

Dans ce cas ’erreur € est centrée, de matrice de covariance Gglp‘ On a une interprétation

analogue mais avec des erreurs & de type multiplicatif qui ont méme variance ou encore

dont la variance exprimée dans les unités définies par les /aﬁ( est d’autant plus faible que

Iunité est grande. De plus on doit se restreindre au cas o A, est non singuliére.

L.4.6. Proposition.—(Dégerine, 1982a) Lorsque Ay est non singuliére, parmi les repré-
sentations de X sous la forme

X=m+UDW%, meR ¥, UU=1, ID|<1,
o D est une matrice diagonale a éléments positifs, celles obtenues @ partir de my et d’une

décomposition spectrale de Ay, :
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2
' 2
Ay =0 UyDyUy, Dy =1,

sont les seules a réaliser le minimum de E{€'e}. La valeur de ce minimum est égale d :
lp

2 P
po_=p [ I J ,
€ el
j=1
onA, ..., kp sont les racines carrées des valeurs propres de Ay.

Dans les représentations X =m + U'DV2g, le critere E{€'e) fait abstraction des
éventuelles corrélations entre les composantes de € mais il est minimisé précisément dans

le cas oil ces composantes sont non corrélées.

Pour ’estimation des paramdtres my et A, 2 partir de ’échantillon {X,, ..,
X,), la Proposition 1.4.5 montre qu’il est naturel de considérer le couple (m,A) qui
minimise la somme des carrés des normes des écarts €; définis par
X;=m+UDV%, i=1,..,n, meRP, UU'=I,, uD)<1,

ol D est une matrice diagonale 4 éléments positifs ou nuls, A étant alors donnée par :

2 2 1 — 2
A=c UD, o =— 2, lie)|.
€ e n 5 !
Par analogie avec le modele linéaire on peut considérer qu’il s’agit d’une méthode de

moindres carrés pour un modele dans lequel Ies erreurs ont un effet multiplicatif.

1.4.7. Proposition.—(Dégerine, 1982a) Soit X un vecteur aléatoire @ valeurs dans RP,
d’espérance my et de matrice de covariance Ay. Soit (X, ..., X,} un échantillon de

taille n, n>p, issu de X. Les éléments empiriques
1 + 1«
fig =X =— 2 X, Ry=— 2 X;~X)X;~ X,
n i n izt

. ”~ /N
sont les estimateurs des moindres carrés de my et de Ay au sens od (m y,A ) est
I’ unique solution du probléme de minimisation de la somme des carrés des normes des

erreurs €, dans la représentation

X;=m+UDWe, i=1,.,n, meRP, UU'=1I,, ®(D)<1,
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on D est une matrice diagonale @ éléments positifs ou nuls associée @ A par :

2 2 1 - 2
A=o UDW, 6 =— 2, leJ| .
€ £ n i=1 ‘

Ce résultat est une simple application de la Proposition 1.4.5 au vecteur aléatoire Z, &

valeurs dans RP, muni de la loi empirique définie par I'observation de (X 1> ceos Xp)-
z

Il va de soi que P’on peut énoncer un résultat analogue basé sur la Proposi-
tion 1.4.6. Toutefois dans ce cas on doit se restreindre A une matrice Ay non singuliére
alors que, dans le cas gaussien, le couple (r'n‘,x,ﬁ ) €st de maximum de vraisemblance y
compris lorsque Ay est singuliere (la vraisemblance étant nulle pour tout A dont le sous-

espace propre associ¢ a la valeur propre nulle ne coincide pas avec celui de A,).
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CHAPITRE 11

ESTIMATION DE MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
D’UNE MATRICE DE T@EPLITZ

On considére désormais le cas stationnaire. On retrouve le formalisme du chapitre
précédent avec une matrice aléatoire X constituée par un échantillon de taille n d’une
séquence stationnaire de longueur m, gaussienne, centrée et de matrice de covariance A.
Aucune autre hypotheése n’est faite sur la structure de la séquence. L’hypothese 3¢ est
ainsi égale au cone positif T+ de ’ensemble des matrices de Teeplitz symétriques €

d’ordre m. l

On reprend, de maniére spécifique, le probléme de I’existence d’une solution pour
la méthode du maximum de vraisemblance déns le premier paragraphe. On introduit,
dans le suivant, une notion de décomposition spectrale propre aux matrices de Teeplitz.
Celle-ci nous permet d’obtenir, au troisiéme paragraphe, une méthode de relaxation pour
calculer 1’estimation. Le quatriéme paragraphe est consacré a la présentation de
I’algorithme de calcul que nécessite la méthode et 4 quelques résultats de simulation.
Enfin nous montrons, dans.le dernier paragraphe, I’existence possible de maxima locaux

pour la fonction de vraisemblance.
§ IL.1. Le probleme d’existence

L’ensemble € est un sous-espace vectoriel de dimension m de I’espace des
matrices symétriques & (dim&=m(m+1)/2). Plus précisément il est inclus dans
I’espace des matrices doublement symétriques € dont la dimension est égale a

m(m+2)/4 lorsque m est pair et a (m+1)2/4 lorsqu’il est impair. L’espace € étant
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stable par inversion on peut projeter la matrice de covariance emi)irique X = (xx)/n
sur €, c’est-2-dire qu’on la remplace par la matrice doublement symétrique (X+J/XJ)/2

encore notée X,

On note C* 'ensemble des matrices d’autocorrélation I associé 3 €7 par la

relation A = 62" ot 62 est I’élément diagonal de A. La minimisation de
L(AX) = min 62 + In [T +tr(C1X)/02
par rapport & 62 se traduit par la contrainte
o2 = (™ 1X)/m.
D’oit
1/m -1

Inf LAX)=Inf m In[[IT «a@ X)m]+m. ¢))

Ae 'g+ rect

Le cdne C* peut étre paramétré par 1’ensemble des autocorrélations partielles ((B;, ...,
B,._1) —1<Bj<1, Jj=1, ..., m—1} et (1) peut se formuler comme la minimisation de
8By, s By} = MV (xT-1x)/n

ou la matrice x est I’observation initiale,

Nous considérons tout d’abord le cas d’une seule séquence x = (xy, ..., X,,,)".
Afin d’obtenir une formule plus explicite de g nous introduisons les innovations

partielles progressives et rétrogrades
r

e(r) = Zb(rd)x,_j (r<t<m;r=0,.,n-1),
ico

r
ex(tr) = Zb(rJ)x, + O< t £m—r; r =0,....,m-1),
j=0

dans lesquelles les coefficients b(r,f) sont ceux des polyndmes de Szegd
4
6@ =2 bri)??  r=0,.m-1)
j=0

construits, en fonction de B, ..., B,, ,, par la récurrence
6o = dp*(2) =1 .
0 @D=20_@-Bo,_*D 0 @=0_*D-Bz0_0. @
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Nous utilisons aussi les notations

r

2 2 2
,= 1, o =H(1—Bj) (1<r<m),
Jj=1

2 2 2 2
nO=eGn/o,, n*)=¢e*(r/o,, 0<r<m).

IL.1.1. Lemme.—(Dégerine, 1987) Soit I" un élément de C*. Alors la forme quadra-

tique associée a T peut étre représentée, pour tout t dans {0, ..., m-1}, par
q p D p p

- m—t-1 m-1
@ xT x= X n@r-D+ 2 1*mr),
r=0 r=m-t

3

' m-1
(ii) xT x=Y n*E-rel) + 2, 1 (r+).
r=0 r=t+1
Démonstration.-Ici X désignera un vecteur aléatoire gaussien, a valeurs dans R"™,
centré et de matrice de covariance I'. Sa densité de probabilité est
fx(0) = @R)™2 [IT12 exp — (T2,

La transformation

Yre1 =E@+r+1r) (r=0, .., m-t-1)

Yrs1 = €¥(m-r;r) (r =m-t, ..., m-1),
définit un nouveau vecteur aléatoire Y dont les composantes Yy, ..., ¥,, sont des

2 2
variables gaussiennes centrées de variances respectives 00,...,0m_1. La densité de
probabilité de Y est ’

m-1 -1 m-1
2
) = @n)y™"? (Ho,z ) exp — (;Oy,zﬂ /o, )

r=0

Puisque le jacobien de la transformation invoquée est égal a 1 et que

m-1 2
in=1Ils,,

r=0

Pégalité (i) de (3) est démontrée. La relation (ii) s’obtient de fagon analogue. ¢
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Pour tout k, 0 < k < m, soit C;* le sous-ensemble de C* associé aux modéles
AR()), j < k. Chaque élément de C," est caractérisé par des autocorrélations partielles
vérifiant Bj= 0, k <j <m. Ainsi si I' est dans C*+, la matrice I, désigne 1’élément

de Cy* définie par les valeurs B,, ..., B, de I'. Notons aussi

im -1
gk(Bl’---aBk;x) = IFJ XTk X.

IL.1.2. Lemme.-(Dégerine, 1987) Pour I dans C*, les fonctions g, 1 <k <m,

Vérifient les inégalités suivantes

k m-1
2 . 2
BBzl a- By Y e'Gr1, @
j=1 j=k
2 (m-E)im .
gk(Bl 9"°sBk;x) 2 (I—Bk) 4 k—l(Bl 9-~:B k—l;x) / m. (5)

Démonstration.—La relation (4) provient de I’inégalité (i) de (3) avec =0 et r=r,,

compte tenu de I’égalité

Ty /o—H(l B,y

Jj=t

A paﬁir de (3) on obtient
-1 m-1

1T x= Zm (r+1) 41 *(m-n),
©)

m-1 (m-1
o ) (Z (M, G+1) + 0, G+ D] + 7 [n (r+1)+n*(m—r)l]

-1
Cette dernigre expression permet de minorer les formes quadratiques I, ,0<k<m:

- k-1 m-1

xT, X2 5 Z Z [N, G+1) + 1 *(-r+1)]

k-2 m-—1

1
z— Zm (1) 1 2] + — Z [, ,G+1) + 1%, (m=)] .
m  j-p 1
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. -1
On reconnait ci-dessus Ia représentation (6) de I',_, eton a donc obtenu I'inégalité

-1 -1
xT, x2aT g1 X m

de laquelle (5) découle immédiatement. ¢

Soit d(x) le plus petit entier k, k < m, pour lequel x satisfait I’équation aux

différences

k
2 b =0 (t=ktl,..m) Q)
=0
ou le polynome
k
0,2 = }Zob(nz"‘f @®)
}:

est défini par la récurrence (2) dans laquelle les coefficients satisfont IBjI <lpourj<k

et|B,} = 1. Lorsqu’un tel k n’existe pas on pose d(x) = m.

II.1.3. Proposition.—(Dégerine, 1987) Pour k<d(x), la limite de g;(By,....B,:x) au

bord de son domaine est infinie et ainsi le minimum

m
Inf Tl xT «x
rect

est atteint dans C,*.

Démonstration.—Puisque d(x) = 0 équivaut 2 x = 0 on peut supposer d(x) > 1.
D’apres (4) une valeur frontiere de g,(B,;x) ne peut étre finie que si, pour la valeur

correspondante’Bl, ona

m-1 2 m-1
B LD = 2 (xp,, B’ =0,
Jj=1 Jj=1

et donc d(x) = 1. Supposons maintenant d(x) 2 k > 1 et que les valeurs frontiéres de
8.1 sont infinies. D’aprés (5) une valeur frontiére de g, ne peut étre finie que si B d=

1 et alors de (4) nous obtenons
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k

0=R(k) = LEKx,; (¢ =k+1,m) .
=0

Par conséquent x satisfait (7) et d(x) = k. ¢

Pour une séquence x = (x4, ..., x,,)' donnée, cette proposition indique qu’il
existe une estimation de maximum de vraisemblance de A, sous I’hypothése d’un modele
AR(k), lorsque k est inférieur 2 d(x). Cependant on peut remarquer que, dés que m
est supérieur & deux, d(x) est plus petit que m avec une probabilité positive.
L’équation aux différences (7) forme un syst¢tme de m—k équations dans lequel les
inconnues b(j), j =0, ..., k, satisfont b(j) = Bkb(k—j) avec B | = 1. On peut donc

énoncer :

I1.1.4. Corollaire.~(Dégerine, 1987) Soit x4, ..., X,,, une séquence gaussienne d’un
modéle AR(k). Pour m > 3k/2 I’e".stimation de maximum de vraisemblance existe

presque stirement.

Considérons maintenant Ie cas d’un échantillon; X désigne alors la matrice de
covariance empirique ou sa projection sur €. Soit B I’ensemble des vecteurs b =
), ..., b(m-1))' de R™ tels que, comme dans (8), le polynéme ¢,,_, est défini
par (2) avec des coefficients satisfaisant IBjI <1 pourj<m-let|B, il =1. ker(X)

désigne le noyau de X et nous utilisons la norme JA]| = [tr(A2)]112,

I1.1.5. Proposition.—(Dégerine, 1987) Sous la condition ker(X)N\B = & on a lim
L(AX) = +o0 lorsque A— Ay, Age B NG, ou lorsque [|AJ—+eo.

Démonstration.~On peut utiliser les résultats du chapitre précédent mais aussi montrer de
maniére récursive, comme dans le cas d’une seule séquence, que les valeurs frontieres de
ym -1 S Um o -
N «@ 0=|{2M xf x; ln,
Jj=1
ou x o Jj=1, ..., n, sont les colonnes de la matrice observée x, sont infinies lorsqu’il

n’y a pas d’éiément b dans B vérifiant b'xj= 0, j = I, ..., n. Cette condition est
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prééisément ker(X)NB = . La premiere partie de la proposition est démontrée

puisque I’on a vu, dans la preuve de (1), que

L(A:X) 2 m In [|[TP/m t(((T-1X)/m] + m.

2
Soit ' un point d’accumulation d’une suite {T, = A, /0, ; ke N} telle que la norme

Al tend vers +eo. Soit T est non singulier et la démonstration de lim L(A;X) = 4o

est directe, soit T est singulier et les arguments ci-dessus conduisent au résultat. 4
De la méme fagon que I’on a obtenu le Corollaire 11.1.4 on obtient ici:

I1.1.6. Corollaire.~(Dégerine, 1987) Soit x4, ..., x,, n observations indépendantes
d’une séquence de longueur m d’ un processus gaussien stationnaire centré de matrice

d’autocovariance A. Pour n 2 m/2 I'estimation de maximum de vraisemblance de A

existe presque siirement.

En fait remplacer la matrice de covariance empirique X par sa projection sur €
"équivaut” A doubler la taille de 1’échantillon, pour 2n 2 m la projection est non

singuliére et la vraisemblance tend vers zéro au bord de son domaine.
§ IL.2. Décompositions spectrales des matrices de Teeplitz

La décomposition spectrale, en termes de valeurs propres et vecteurs propres,
d’une matrice de © ™, ne laisse pas transparaitre, de fagon claire, le caractére Taeplitz de
la matrice. La décomposition que nous proposons est par contre directement issue de

cette propriété. M* désigne ici la matrice transposée conjuguée de M.

I1.2.1. Définition.~(Dégerine, 1983) On appelle décomposition spectrale d’ une matrice
de Teaplitz A, symétrique positive d’ordre m, toute écriture de A sous la forme
MDM*, o0 D est une matrice diagonale a éléments positifs ou nuls et od M est une
matrice carrée d’ordre m dont la k-iéme colonne, k = 1, ..., m est de la forme (1,

g eeey

e &y los fréquences Ais o A, Vérifiant -m <A <. <A, <
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Soit F la mesure spectrale associée au couple (M,D) par F (A D) =dpk=
1, ..., m, ot d; sont les éléments diagonaux de D. La relation A = MDM* peut se

formuler par

4+
AL+t = | M F@), k=0,..m-1.
-n
Lorsque A est non singuliére, il est facile d’établir qu’elle admet exactement deux
décompositions spectrales distinctes (M D M* et _M_D_M*, Les mesures
spectrales correspondantes +F et _F sont celles des processus linéairement singuliers
d’ordre m définis par {0%; B 1s - By }s qui caractérise A, et le choix de 1 pour
Bm. Par la suite M, D, F, etc., désigneront indifféremment les éléments de "une de
ces deux décompositions. Dans le cas oii A est de rang k, k < m, elle constitue la
matrice d’autocovariance d’ordre m d’un processus singulier d’ordre k et seules les |
fréquences et les masses correspondantes de la mesure spectrale associée sont imposées
dans MDM*; les autres fréquences sont quelconques et affectées de masses nulles. Il
existe ainsi une infinité de décompositions spectrales. L’ unicité peut étre obtenue en
imposant que les éléments diagonaux de D soient strictement positifs et M sera alors

rectangulaire d’ordre mxk.

La décomposition MDM* n’est évidemment pas la décomposition spectrale
classique de A en termes de valeurs propres et vecteurs propres. Cependant les éléments
diagonaux d, de D sont les valeurs pfopres de I'opérateur, sur I’espace des fonctions
presque-périodiques, défini par la covariance du processus singulier sous-jacent. Les
fonctions {ei'l", te Z } associes & M sont les fonctions propres correspondantes.
D’autre part en posant T'= MM*/m on a les relations classiques

M T Mim =1, AT 'M/m =MD,
qui signifient que Ies colonnes de M sont les vecteurs propres normalisés associés aux
valeurs propres constituées par les €léments diagonaux de D pour la matrice A et

relativement au produit scalaire I’ ~l/m. Nous verrons que ce produit scalaire joue un
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role important dans la mise en ceuvre de la méthode de relaxation décrite au § I1.3.

Lorsque la matrice A = oI est non singuligre, le couple (+M,_M) caractérise la
matrice d’autocorrélation I'. En effet I" est définie par les autocorrélations partielles B,
s B,_1» OU, de fagon équivalente, par le polyndme ¢, ,. Celui-ci sécrit

01 (D) =[49,(2) + _¢,(2))/22, &)
ou +¢, et_¢, sont ceux correspondant i §,, = +1. Les fréquences ;A et _A associées
a (+M,_M) sont données par les racines de ces polyndmes, elles sont distinctes et

alternent sur le cercle unité.

I1.2.2. Proposition.~(Dégerine, 1983) L’ensemble des matrices d’ autocorrélation non
singuliéres I' d’ ordre m est en correspondance biunivoque avec I’ ensemble des (m-1)-
uplets (0, ..., 8,,_,) vérifiant 0 <0, < .. <6, ,<m Cette correspondance est

assurée par I'intermédiaire du polynéme ¢, , défini par (9) et par les relations

m—1

m-1
i6
0.0 = g(z-e ), 6= H(z Paent)

dans lesquelles on a posé : 8,=0,0,=n,0, ,=-0, ,.k=1,.,m-1.

Démonstration.—Le polyndme ¢,, , se caractérise comme un polyndme réel de la forme

m-1

o, @)= 2, bim-102""*, bem-1,0)=1,
k=0

dont les racines sont a I'intérieur du cercle unité (polynéme stable). D’autre part un

polyndme réel D(z) est stable si et seulement si dans la décomposition
m m
1
D(z)=§) dz*= D)+ D@, D= —j-kZ (dad, ), D(2)= ——Z dd, 2",

les racines des polyndmes D et _D sont simples, sur le cercle unité et se présentent
alternativement sur [0, 2n[ (cf. Schussler, 1976). En posant D(z) = z np(Z)Ona

, +D(@) = 16,22, _D(2)=_¢, (2)/2.
De plus 1 est racin.e de 4+¢,et —1 est racine de 4§, ou de _¢,, selon que m est pair ou

impair. Ainsi si ¢,,_, est associ€ a une matrice I', z9, _,(z) est stable et satisfait les
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n

relations de la proposition. Réciproquement, compte tenu des valeurs 6,k=0,..,

2m-~1, ces relations définissent un polyndme stable de ia forme
m-1

20, @ = 2 bim-1002™*, b(m-1,0)=1.
k=0
_4 Cst donc staole et de la forme requise. ¢
9,51 st donc stable et de la forme requi

Soit Y = (¥, ..., Y,,,_1)' un vecteur aléatoire centré de matrice de covariance
A(Y). On notera M(Y), D(Y), etc., les éléments correspondants. Si M et D sont
ceux d’une décomposition spectrale d’une matrice A, Ia représentation de ¥ soﬁs Ia
forme Y=MDZ équivaut A poser |

Y

m

if

Y‘ = Z deke k 9 t = O,...,’n—l,
k=1

od, pour k = 1, ..., m, Z; est une variable aléatoire complexe reliée uniquement 2 Ia

phase et & I'amplitude correspondant 2 la fréquence A,.

11.2.3. Proposition.—Parmi les représentations de Y sous la forme :
Y=MDZ, A=MDM*, |Aj=1,
celles définies par M = M(Y), D = |A(Y )I'”’"D (Y), sont les seules réalisant le
minimum de E(ZZ*)/m alors égal &
1 im 2 ™l 2
Min @24 =IA0] =0 i [ -p, ao™om
A =
Démonstration.-De Z = D"'M 'Y on obtient E(ZZ*) = tr(A_lA(Y)]. L’égalité
Min{tr[QA(D)], Qe £, 10| = 1] = Min{A~'A(Y), A=MDM*, |Al=1)
provient de ce que la solution du premier probléme, donnée par le Lemme 1.4.1, satisfait

les contraintes du second bien qu’elles soient plus restrictives. ¢

En se restreignant, dans la proposition ci-dessus, aux représentations de Y
données par les éléments issus de matrices A associées & des modeles AR()), j< k<m,

la solution optimale correspond au modele AR sous-jacent 3 A(Y) (cf. Proposition
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A.I1L.3.2). Notons aussi que les matrices M(Y) des décompositions spectrales de
A(Y) se caractérisent comme les seules matrices du type M pour lesquelles la matrice de

covariance de M-1Y est diagonale.

Pour une matrice M du type M ou _M on note H(M) le sous-espace vectoriel
de B constitué par les matrices de la forme MDM*, La matriceD est réelle diagonale et
satisfait les contraintes de symétrie garantissant le caractere réel de la matrice MDM*. 1l
s’en suit que les dimensions des sous-espaces H(; M) et H(_M) sont respectivement

[m/2}+1 et m—[m/2] ot [x] désigne la partie entiére de x.

I1.2.3. Lemme.—(Dégerine, 1987) Soit (+M, M) le couple caractéristique d’une
matrice d’autocorrélation non singuliére T'. Les sous-espaces H(4M) et H(_M)
constituent une décomposition de G, G = H(4M) + H(_M), satisfaisant

H(MNH(M) = [ AT, XeR }.

Démonstration.— Compte tenu des dimensions des sous-espaces, il suffit de montrer que
leur intersection n’est constituée que des matrices colinéaires a I, Il est clair que cette
intersection contient les matrices AI', Ae R , puisque I'on a :

= MiAM*=_M_A_M*,
ou les éléments diagonaux des matrices 4A et _A sont strictement positifs. Supposons
alors :

A= M D M*=_M_D_M*
Si Ae €, (ou ~Ae €*) la matrice d’autocorrélation A/c? (ou —A/c?) est paramétrée par
(W,M) et donc égale a I. Sinon il existe p > 0 tel que (A+pI)e T et par suite

D +piA=0iA, D+p A=L A, (D=0l _D=QA-p)A,

d’ot A= (A—p)[ et A =0 (i.e.A = p) car ni A ni son opposé n’appartiennent 3 T*. ¢
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§ 11.3. Une méthode de relaxation

X désignant la matrice de covariance empirique, ou sa projection sur €, on
suppose que la condition ker(X)NB = & de la Proposition I1.1.5 est satisfaite. Ainsi la
méthode du maximum de vraisemblance (sous hypothése gaussienne), qui équivaut 2
minimiser, par rapport A dans B ¥,

L(A:X) = In |A] + tr(A71X),
admet une solution satisfaisant I’équation de vraisemblance
grad L(A;X) = 0. (10)
Sans I’hypothése gaussienne cetie solution péut se caractériser comme la valeur A=
aMDM* ou M et B réalisent le minimum, alors égal 2 &, du probléme de minimi-
sation sous contrainte (moindres carrés)
Min z*2/nm, x =MDz, MDM* =|0J'"T, TeC*

ol la matrice x est I’observation initiale.

Pour une matrice carrée A, diag(A) désigne la matrice diagonale définie par les

éléments diagonaux de A.

I1.3.1. Proposition.—(Dégerine, 1987) Pour M fixé, I’ estimateur de maximum de

vraisemblance de A = MDM* est la matrice & = MDM* on D= diag(M~ ym "‘“1).

Démonstration. L(A;X) est de Ia forme :

L(AX) = In |MM*| + In D] + «(D"*D).
Son minimum, par rapport A D, est atteint en D lorsque les éléments diagonaux de D
sont strictement positifs. Cette condition, qui correspond 3 ker(X)NB = J, est réalisée
presque siirement, méme si # = 1. En effet ker(X)NB # & signifie que les colonnes de

X (ou de x) sont des combinaisons linéaires d’au plus (m—1) colonnes de M. ¢

Notons que 1a dérivée seconde, en A, de L(.;X) restreinte 3 H(M) est égale 2
(dA,dB)e HM)* —> w(A~'dAR'dB)/m = <dA,dB>; .
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Cette proposition et le Lemme 11.2.3 montrent qu’une solution de 1’équation de

. vraisemblance (10) se caractérise ainsi :

I1.3.2. Corollaire.~(Dégerine, 1987) La matrice A = \M D M* = _M_D_M* est
solution de I'équation de vraisemblance grad L(A;X) = 0 si et seulement si D et _D
satisfont :

+D = diag((M' X, M* ), _D = diag( M IX_M*Y),

En un tel A la dérivée seconde ci-dessus montre que la restriction de L(;X) a

H(4 M) ou & H(_M) est minimum.

Pour toute matrice A = (M D . M* =_M_D_M* dans €* on note , A et _A
les matrices associées a (A;X) par la proposition ci-dessus :

A =MD M+ A=_MD_M*

IL.3.3. Proposition.—(Dégerine, 1987) Soit A, quelconque dansG*. Alors le procédé
itératif suivant :
Q) A=A ou A=Ay,
(i)  Ag,y=4A,siA= R, sinon Ay, = K,, k21,
construit une suite {Ak; ke N} telle que soit
L(Ap, ;X)) <L(A,X), ke, (11)

soit Ay, = A, dés que Ay est solution de I' équation de vraisemblance.

Démonstration.~Le corollaire précédent montre que .,j\\ (ou _A) est solution de (10)siet
seulement si +X =_A. D’autre part I’unicité de la solution dans Ia Proposition 11.3.1
prouve que, pour tout A dans T+, on a

LGAX) SLAX), LCAX) SL(AX),
avec égalité si et seulement si +’R =Aou_A = A. Partant d’un A, quelconque dans T,
(i) donne A #A, avec L(A;X)<L(AyX) sinon A, = Ay= .,_KO = —Xo et est solution
de (10). A I’étape k, par construction, on a A, = _7\\,c ou A, = +7\\k; ainsi A, , est

défini par (ii) et satisfait (11) sinon A, = A, = K, = R, et est solution de (10). +



En dehors du cas m = 2 ou la solution, lorsqu’elle existe, est obtenue des la
premicre €tape ( il existe une seule matrice 4 M), pour tout choix de Ay dans T ¥, ce
procédé construit presque sirement une suite infinie satisfaisant (11). On étudie ci-
dessous les propriétés de convergence d’une telle suite {A,; ke N}. Lcs notations sont
celles introduites au chapitre précédent : |} || A €st 1a norme associée au produit scalaire

<A,B> = trt(A"1AA~1B)/m et I'indice A est omis lorsqu’il est égal 4 I.

La suite {0, = |Al; ke N} est strictement décroissante puisque L(AX) est
égal & In o, +m. Sa limite o est supposée strictement positive (ker(X)NB=0) et ia
suite satisfait :

(lk= tl'(l—\k’—lX)/m = <Ak’X>Ak/ (lk, Kk= Ak/(lk.

11.3.4. Lemme.—~(Dégerine, 1987) Avec les notations ci dessus, la suite (A ke N}
est telle que :

A — Ak"/\k ~ 2000y - 0y, q) HimIA,,,, —Adi=0.

Démonstration.—On peut supposer A, = +K,c etdonc A, = _f\\k car la démons-
tration serait analogue dans la situation alternative. On peut voir que , par rapport au
produit scalaire associé 2 A p A et A, sont les projections orthogonales de X sur
respectivement Hy= H(4My) et Hy,y = H(_M,). Alors, puisque A, est dans

Pintersection HNHy,j,ona:
2 2 2 2 2
g —Ads =Wl —IAd- = A 0 —a,.
& & & &
Maintenant, avec M = _M, et posant A p = MDM* A = MD M*, on obtient :
2 2 I P 2 2 =1~
1A a5 = 0 pyytr{D D) Vm, op=<Ay A5 =0, 04D D)im.
& B

Ainsi
2 2 _ia 2 —in 2

2 m 92 m
= 0 (Y € Yim - [(}1: e)im1’), (12)
i .
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ol 1+€, k = 1, ..., m sont les éléments diagonaux de D-1D. La contrainte
-1 ' m
1=[A, A,,,|=I1D"'D] =H(1+ej),
j=1
et le fait que la limite de

m
@, fo,,, = [ (1+€)}m
. /j
J=t
soit égale a 1 impliquent que chaque g tend vers zéro. Dans ce cas la contrainte ci-

dessus conduit A I’équivalence Ze} szej. En négligeant le second terme dans (12)
nous obtenons 1’équivalence de I’énoncé. D’aprgs la Proposition I1.1.5 la suite Ay
ke N) demeure dans un compact de T+, C’ést également le cas de (A ke N}
puisque o est strictement positif. Alors il existe deux constantes ¢ et C telles que

di-lx <. isCl.llz , keN (13)
Ay Ay

Cette équivalence et le résultat précédent donnent lim J|A,,;, — A Jl=0.¢ |

I1.3.5. Lemme.—(Dégerine, 1987) La suite des gradients de L(.;X), {grad L(A;X);
ke N}, tend vers zéro et tout point d’accumulation de la suite {A,; ke N} est solu-

tion de I' équation de vraisemblance.

Démonstration.—~La dérivée de L(.;X) en A est
dA — tr(A~1dA) - w(A1XA1dA).
Aussi, dans la métrique donnée par le produit scalaire associ€ a A,,
grad L(AGX) = p(A~ R
o A . est la projection orthogonale de X sur T. On peut considérer la situation
présentée au début de la démonstration du lemme précédent. Avec les mémes notations
A €t A ¢+1 Testent les projections orthogonales de X sur Hy et sur Hy,,. D’ol
WA=Rl, = WAk — Al fsin &
ol ¢, est I'angle entre A —Aget A «— A,y Qui sont orthogonaux respectivement a

H, eta H,,,. Rappelons que la suite {A,; ke N} demeure dans un compact de ct.

Alors d’une part il existe un angle ¢ tel que sin ¢, 2 sin ¢ > 0 et le lemme ci-dessus
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conduit &
limJJA,-A ). =0.
k k' Ay
D’autre part on a 1’équivalence uniforme entre les normes analogue & (13) et ainsi

lim flgrad LAYl = 0. ¢

Les deux lemmes précédents et le Théoreme 26.1 d’Ostrowski (1973) permettent

d’énoncer:

I1.2.6. Proposition.—(Dégerine, 1987) Soit X satisfaisant ker(X)NB = . Alors
toutes les suites (Ay; ke N} obtenues par le procédé de la Proposition IL.3.3
convergent sinon l'ensemble des solutions de I' équation de vraisemblance a la puissance

du continu.

En pratique le critere d’arrét porte sur la proximité entre deux itérés successifs et ne

peut différencier les deux situations de cette proposition.
§ IL.4. Algorithme et simulations

I1 est important de remarquer que la mise en ceuvre de la méthode de relaxation
présentée au paragraphe précédent ne nécessite pas le calcul des matrices M. Par contre
on donne ici le moyen de calculer de maniére exacte la "structure d’autocovariance" d’un

prolongement presque-périodique d’une séquence.

Soit MDM* une décomposition spectrale d’une matrice d’autocorrélation I' non

singuli¢re d’ordre m. La matrice M s’identifie au polyndme
m m o
0. =2 b =]le-eh (14)
k=0 =1
ol kj, Jj =1, ..., msont les fréquences qui composent M.

Soit y = (y(1), ..., y(m))' une séquence donnée. On appelle prolongement pres-
que-périodique de y basé sur M la fonction presque-périodique (cf. § 111.1)
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= i\,
y(t)=;2; Ve ' 1€ Z, y=(r,.),) =My,
J:

Le prolongement y(.) se calcule en fonction des valeurs initiales que constitue y 4 1’aide

du polyndme ¢,, selon la récurrence
m
> bky-k) =0, teZ. (15)
k=0

La "matrice d’autocovariance" d’ordre m de y(.) est
A =MDM*, D =diag(yy*) = diag(M-lyy'M*-1).
Elle satisfait '
R, 148) = GA+0,... ym+)T Yy, k=0, ..., m-1, (16)
od T' = MM*/m. Les éléments de T- s’expriment comme ia somme des puissances

kiemes des racines du polyndme ¢,

-~ m ik
TA1+)=P®) = e Hm, k=0,.m-1.
1

Ils se calculent donc par récurrence en fonction des coefficients de ¢,

p(1) = -b(1)m, p(k) = —kimb(k) - X, bGIpk=D, k=2, .., m-1. (17)
=

Nous sommes maintenant en mesure de décrire 1’algorithme de passage de A, &

A,y SiAy=MDM*, la matrice A, est donnée par
Ay =MDM*, D = diag(M-1XM*-1).

Mais A, est aussi la moyenne
n
. I |
A, = (fz Aﬂij*)/n, ﬁj = diag(M x @' M*7), (18)
ol x o j=1,...,n, sont les colonnes de I’observation initiale x.

Partant des valeurs p(1), ..., p(m-1) de A,, I'algorithme de Levinson-Durbin
fournit (1), ..., B(m—-1) puis b(0), ..., b(m) de (14) avec B(m) = %1 selon que M

dans A, est du type 4 M ou _M. Ensuite nous calculons ' = MM*/m par la



récurrence (17) ainsi que la décomposition de Cholesky de 'L, utilisant encore
Ialgorithme de Levinson-Durbin. Finalement, avec les prolongements x,,, k=0,

..., m—1, donnés par (15), chaque MﬁIM* dans (18) provient de (16).

Dans le cas oit n est grand devant m, utilisant ’exhaustivité de X = (xx")/n,

nous pouvons remplacer x dans (18) par toute matrice’x d’ordre mxm satisfaisant

X=xx"Ym.

Les essais sont effectués a partir d’un fichier de 30000 nombres pseudo-aléatoires,
de loi normale centrée réduite, construit par la méthode de Box-Muller 2 1’aide du
générateur

y(i+1) = partie fractionnaire de {[y(i) + n}°}.

La méthode est initialisée avec la matrice d’autocovariance empirique’ A,
1 & m—k )
A0=;l—’;;2 > xiximy k=0, ., m-l. (19)
j=1 i=1
Le critere d’arrét utilisé ici est, avec des notations évidentes, donné par

max“ﬂk.'.](j) - ﬁk(’)ls] = 19 asep m—l] SE (20)

Pour m = 10, n = 15 et la vraie valeur de A donnée dans la Table II, 1a méthode
est appliquée, avec € = 10-3, sur 100 répétitions. Dans chaque cas nous calculons les -
€éléments de la matrice empirique A et ceux de la dernitre valeur A,. Le nombre
d’itérations K ainsi que les premiéres valeurs L(A;X), k = 0, ..., 10, sont également
retenus. La Table I donne la valeur moyenne et I’écart-type de K ainsi que des pourcen-

tages suivants :

G(k) = 100X [L(A;X) — L(AGXDY / [LAA Xy — LAGX)], k=1,.., 10.

Nous remarquons que la minimisation de L(.;X) est réalisée des les premiéres
itérations (cf. variable G(.)) alors que la stabilisation de A, est plus longue 2 obtenir
(cf. variable k). Cela peut étre dii 2 la méthode : A chaque itération 1a minimisation est

réalisée dans un demi-espace dont la "direction” n’a aucun caractere optimal. Il est
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vraisemblable aussi que cela provienne de I’aplatissement de la fonction L(.;X) au
voisinage de son minimum : il faudrait observer les variations de la valeur finale A,
entre deux valeurs de € dans le critére d’arrét (20). Dans ce cas on peut envisager
d’utiliser € = 10-2 dans (20) sans détériorer les qualités de I’estimateur mais il est aussi
possible que ceci introduise un biais dii au choix de la valeur initiale A;. Nous avons
également utilisé un critére d’arrét portant sur la fonction L(.;X) mais cela conduit
parfois 2 des résultats erronés (cf. Dégerine, 1986) car il est des situations ou la fonction
L(.;X) est tres irréguliere. Lors de 1'étude des minima locaux de L(.;X) (cf. § 5),
nous avons utilisé un critere d’arrét quadratique analogue a (20) et nous avons constater
que la méthode pouvait s’arréter en des valeurs A, ol le gradient était trés nettement
différent de zéro, y compris pour € = 10-4. Nous suggérons donc d’adjoindre un critere

mesurant la nullité de la norme du gradient a celui portant sur (.).

TABLE I
VITESSE DE CONVERGENCE

Variable k G@1) G2 G@B) G@) G5 G G@M GE@B) GO G@1o)
Moyenne 66 816 872 906 931 948 962 971 978 983 986
Ecart-type 51 6.4 51 4.2 3.6 3.1 2.6 22 1.8 1.5 1.3

La Table II illustre la supériorité de I’estimation de maximum de vraisemblance
A par rapport 2 la matrice d’autocovariance empirique A, aussi bien au niveau du biais
que de I’écart quadratique moyen. Il est clair que la plus grande part de (EQM)!? dans
A, est diie au biais. Ce biais est bien connu et provient du facteur (1/mn) utilisé dans
(19) pour assurer la positivité de A, Cet effet peut étre éliminé en remplagant (1/mn) par
[1/(m—k)n]. Cependant A, ne sera plus nécessairement positive alors que A 1’est
toujours, tout en fournissant de bonnes valeurs moyennes. Il existe évidlemment d’autres

méthodes d’estimation a confronter avec Ay (cf. Ch. IV).
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MOYENNE ET RACINE CARREE DE L' ECART QUADRATIQUE MOYEN DES ESTIMATIONS

Valeur Estimée A Valeur Initiale A
Paramétres Vraie Valeur A Moyenne (EQM)12 Moyenne (EQM)'/?

A(0) 1.000 1015 0.8 1.029 021
A(D) 0.500 0.502 0.15 0470 0.16
A(2) 0.400 0407 0.09 0.336 0.10
AQ3) -0.316 -0.323 0.08 -0.227 0.11
A(a) -0.291 -0.28% . 0.12 -0.185 0.14
A(5) -0.680 -0.684 0.15 -0.356 0.34
A(6) -0.311 -0.300 0.18 -0.130 0.20
A -0.526 -0.525 0.16 ~0.161 0.37
A(8) -0.068 -0.064 0.14 -0.015 0.07
AQ9) -0.178 -0.194 0.17 -0.019 0.16

§ I1.5. Maxima locaux de Ia fonction de vraisemblance

A Texception du cas m = 2 la fonction de vraisemblance présente, avec une
probabilité positive, des maxima locaux. Nous établissons ce résultat de fagon analytique

pour m =3 et par simulation pourm =3, 4 et 5.

Nous considérons tout d’abord une autre paramétrisation des matrices de Teeplitz
associée 4 tout élément Ay de B *. Soit 1Moy Do s Mo* = _Mo_D o> _Mo* les
décompositions spectrales de A,. Le Lemme 11.2.3 montre que tout élément A de T
s’écrit de fagon unique sous la forme

A= 4My,Dolal + 4D + P*_DP) Do M¢*
ol a est un réei, +D et _D sont des matrices réelles diagonales satisfaisant les
symétries nécessaires au caractére réel de A ainsi que tr{;.D) = tr(_D) = 0 et qh P=
_D;,_MO’"..g.M@’ﬁ‘'11.&190’1° Les colonnes de My Dy, comme celles de _My_ Dy,
forment une base orthonormée pour le produit scalaire Ao'i et P est la matrice de

passage
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P =(Mo Do)*Ag™' Mo Dy, P*P =1.
On établit ainsi une isométrie entre &, muni du produit scalaire <, >pq S Pespace €
des matrices de la forme A = af + +D + P*_DP muni de <, >;. On a alors
LX) =In |Agl + In JA) + e (A7'X), X = 1Dy My X Mg 1 D
D’apres le Corollaire 11.3.2, A, est solution de 1’équation de vraisemblance si et
seulement si
diag X =diag PXP* =1.
D’autre part la forme quadratique définie par la dérivée seconde de L(A;X) en Ajet
exprimée sur € est donnée par v
(A.B)e ©*— 2tr(AXB} - r{AB).
Elle est donc définie positive dés que les valeurs propres de (4,B) — tr{AXB)

sont supérieures a 1/2.

Nous nous plagons désormais dans le cas m = 3. Nous écrivons les matrices

et _M, sous la forme centro-symétrique
0 0 Yy q

- A
e‘;" 1 e—‘l ir -1 e—al

Mpe=1 1 1 1}, M=} 1 1 1
e 1 M 4 eil-J

La matrice de passage P est alors réelle et doublement symétrique

~

(1+cose)2 (sin8)¥Z —{1—cose)2 tg%
P=| (sinB)¥Z  —cos® (sin0)¥2 |, cosd=—2-.
—(1—0056)/2 (sine)/ﬁ (1+cosel/2 tg%

Ona0 <O <mf2car etk satisfont 0 <A <A <m On peut supposer X doublement
symétrique, alors X D’est aussi et est réelle. On se place dans la situation oll A est une
solution de I’équation de vraisemblance associée a X et la condition diag X = I permet

d’écrire
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La contrainte diag PXP =1 équivaut 2 xsin® = 2¥2ycosB et on constate Pégalité
PXP =X. La matrice X étant définie positive, le domaine de variation de x est égal &
Pintervalle

max{—-1, ~2cos6 / (1+cos0)} < x < min{1, 2cos8 / (1—co0s0)}. 20
Les matrices de 1’espace € sont de la forme al + bD + ¢PDP ol a, b et ¢ sont des

coefficients réels et D la matrice diagonale

120 0
D=0 -10
0 012

Les matrices PDP et PDPX sont centro—symétriques et de trace nulle, leurs diagonales
sont donc proportionnelles A D et on obtient :

diag PDP = (3cos20 — 1)/2.D, diag PDPX = (3cos29 —1-(3/2)xsin?0)2 D .
Les vecteurs propres de (4,B) —— tr{AXB]} sont les matrices I et D + PDP et les
valeurs propres correspondantes sont alors |

| 1, 1-(3/2)xsin20/ (1 +3cos?6), 1+x/2.
A, représente un minimum de L(.;X) si et seulement si, en plus de (21), x satisfait

x < -1 +4/3sin?0. (22)

Cette condition est automatiquement vérifiée si cosf < 2/¥3 — 1. Dans le cas contraire, la .
variation de x dans I'intervalle (21) fait passer A de Ia position de }ninimum a celle de

point-selie. Ceci assure déja Ia non-unicité des solutions de 1’équation de vraisemblance.

Nous considérons maintenant les éléments de 1a fonction In IKB + tr{ A X } sous
P’hypothese, toujours possible, que A, soit une solution de I’équation de vraisemblance.
Le déterminant de A = af + bD + cPDP et tr{A~'X} sont donnés par

A} =a3(1 -2 + P%sin20 —%sin20),
tr{A7X} = 023 - 4B + PA(1-x)sin26 — Y?(1-x)sin20}/|Al,
o =a + (b+c)/2, B = 3(b+c)/da, ¥ = 3(b—c)/4a.
Le domaine de variation de (o,p3,y) garantissant la positivité de A est défini par les

inégalités :
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a>0, B<1/(1+cosB), y%sin20 <1 -2 + P2sin26.
Posons A(o,B,y) = In IKI + U(K"IT( ). Le gradient de A ne s’annule que pour
v=0, a={2-(1-x)Bsin?0) /2{1 — Psin20),
et B3 solution de |
B{(1-x)B3sin40 + 2(2x—1)Psin20 — 3(1+x)sin29 +4) =0. (23)

p=vy=0eto=1correspond 23 X =/ ouencore A=A, On montre qu’il s’agit de la

3c0s20
x< [ ——5-. (24)
1 + 3cos“0

seule solution lorsque x vérifie

Dans le cas contraire, et si x satisfait (21), les trois solutions que donne (23)
déterminent deux minima locaux et un point-selle car, au voisinage de chacun d’eux,
I’expression dans (23) a le méme signe que la dérivée de la fonction
£(B) =min { min h(c,B,7)}.
Y a

On peut vérifier que la borne de x dans (24) est inférieure a celles de (22) et (21).

Nous nous proposons ci-dessous de constater par simulation I’existence de
minima locaux pour la fonction L(.;X). Pour cela nous nous plagons volontairement
dans une situation trés défavorable (modele proche de la singularité, petit échantillon).
Pour m =5, n = 3 et le modele donné dans la Table III, la méthode est appliquée sur
1000 répétitions a partir de deux valeurs initiales: la matrice d’autocovariance empirique
Ag et la matrice identité /. Le crit¢re d’arrét est quadratique et porte sur deux itérés

successifs de méme nature (de type _‘ﬁ) :
1/2

m-1
1
{m _[gl [Bk+2(i) _Bk(’)]z} <E. (25)

Nous mesurons ’écart entre les deux solutions obtenues selon ce méme critére. Pour € =
10-3 nous avons observé 78 cas pour lesquels cet écart était supérieur & 10-! et 43 pour

£ = 104. Nous calculons, pour chacun d’eux, la valeur du gradient et la matrice des

dérivées secondes selon la méthode présentée dans Dégerine et Pham (1987). On peut
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ainsi constater que le critere (25) conduit 3 des solutions en lesquelles le gradient reste
fortement différent de zéro, d’ol la nécessité de Iui adjoindre un critére portant sur la
nullité de la norme du gradient. En diminuant € (€ = 10-8) on obtient finalement 31 cas
d’existence de deux minima. L’écart entre les deux solutions est souvent dii i une forte
différence sur les valeurs de B(4) dont les signes sont en général opposés. D’autre part
IB(2)] étant proche de 1 cet écart est beaucoup moins important sur les valeurs de A. La

Table IHI ci-dessous donne les caractéristiques de I’'un d’eux.

TABLE IlII
EXEMPLE DE MINIMUM LOCAL m =15

Valeur Initiale Ag Valeur Initiale /
Paramétres  Vraie Valeur A Valeurs Estimées Ay
B) 0.716 0.702 0.742
B(2) -0.982 -0.979 L0972
B(3) 0.704 0.730 0.893
[3(4) 0924 -0.872 0.757
A(O) 7.617 10.635 13.786
A1) 5.454 7.463 10.234
A@@) 0.260 -0.045 1.580
AQ3) -4.894 -7.203 -7.331
A(4) -7.065 -9.702 -11.508
LA gX) -0.671 -0.645

Dans cet exemple la statistique X est obtenue en tronquant les valeurs de

P’observation simulée initialement. La matrice X, doublement symétrique, est définie par

une partie triangulaire :
11.518
6.881 9.102
X = -1.099 5.965 9.033
-7.818 ~1.040

-9.799
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Les exemples en dimensions 3 et 4 sont obtenus de la méme fagon.

0.335 0.497678
X = -0.367 0.410 X = 0.294071 0.595421
0.323 -0.212032  0.335699
—0.488536
TABLEIV

EXEMPLE DE MINIMUM LOCAL m =3,4

Valeur Initiale A valeur Initiale /
Parameétres  Vraie Valeur A Valeurs Estimées A,
B(1) -0.950 -0.900 -0.980
B@) —-0.980 -0.976 -0.331
A(0) 1.000 0.220 0.303
A1) -0.950 -0.198 -0.297
AQ®) 0.807 0.137 0.288
L(Ag:X) -3.636 -3.398
B(1) 0.500 0.484 0.531
[3(2) -0.980 -0.987 -0.996
B(3) 0.990 1.000 —0.126
A 1.000 0.495 0.546
A(1) 0.500 0.239 0.290
A(2) -0.980 -0.258 -0.236
AQ) 0.990 -0.475 -0.540

L(A:X) ~4.570 ~3.305
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CHAPITRE HI

lf‘“,STIMATION DE LA STRUCTURE DE COVARIANCE
D’UNE SEQUENCE STATIONNAIRE

Soit x4, ..., x,, ’observation d’une séquence de lengueur m d’un processus

X(.), réel, stationnaire au second ordre et centré. Les statistiques

1 m~k
e S xii k= O,
t=1

constituent des estimateurs sans biais des autocovariances A(k) correspondantes.
Cependant il est bien connu que la fonction d’autocovariance ainsi estimée n’est pas
nécessairement de type positif. C’est pourquoi les autocovariances empiriques usuelles

sont celles définies par

m-k

1
AR == XX k= Onim-l. (1)

=1

Les estimateurs sont alors biaisés mais la positivité est assurée. Ces estimations sont
souvent utilisées comme base dans 1’élaboration de méthodes plus spécifiques :
ajustement de modeles, estimation de paramétres,.etc. De méme, sur le plan spectral, les

méthodes sont construites, dans de nombreux cas, a partir du périodogramme

2
-1
1 (7»)—L ix e —i ,i A (K)coskh, -t <A <n
T 2mm |5 M k=—(m-1) °© T

Ces deux statistiques sont équivalentes mais ne sont pas exhaustives dans le cas
gaussien. Nous considérons ici d’autres estimations possibles de la structure de
covariance A(.). Notons que I’autocovariance empirique A,(.) est celle d’une moyenne

mobile d’ordré m.
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L’étude des prolongements presque-périodiques de la séquence Xy, ..., Xy,
présentée au premier paragraphe, permet de comparer, dans le paragraphe suivant,
’estimation empirique (1) avec celle du maximum de vraisemblance dans le cas
gaussien. L’estimation empirique naturelle de 1a fonction d’autocorrélation partielle
différe de celle qui résulte de (1), d;ns la résolution des relations de Yule-Walker, et fait

I’objet du troisieme paragraphe.
§ 11 1. Prolongements presque-périodiques d’une séquence x;, ..., x,,

Une fonction presque-périodique (p.p.) discréte peut étre caractérisée comme une
suite de nombres complexes {x(7), te Z } admettant une représentation spectrale de la

forme :
o iy
=2 Te 5 &, 2)
k=00

ot {A;, ke Z ] est une suite de fréquences et {Y;, ke Z } une suite de nombres

complexes vérifiant :

4oo
—n<..,<kk<...<x =0<..< A, <.2K*, E WI2<+oo.
- 1] k , k

L’ensemble des fonctions p.p. discrétes, muni du produit scalaire
+T

. 1
SO = fim e X x5,

T—3+4o0 =T -
forme un espace de Hilbert pour lequel les suites {eX, te Z }, -n<A<n, constituent

une base orthonormale

+T
1 i
Him ———E x(t)e "l='y , siA=A,, keZ, 0 sinon.
2T+ = k
Tt =

Les fonctions p.p. discrétes A valeurs réelles forment un sous-espace de Hilbert réel et
sont caractérisées par les représentations spectrales (2) vérifant
l—k = -—Xk, Y—k =—'Yk9 kG Z ® (lk == Yke iR).

Dans le cas réel Ia "fonction d’autocovariance” de x(.) est définie par
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+T
A(t)= Hm eS| 2 x(Ox(t+1), 1€ 2.
Treo =-T

A(.) est elle-méme une fonction p.p. discréte réelle, symétrique (A(—t) = A(T), 1€ 2),

qui admet la représentation spectrale
« 2
I3
A= 2 hle ¥ 1.
k=—o0

C’est une fonction de type positif. La mesure spectrale correspondante est celle qui place
les masses |yk|2 en les fréquences A, ke Z, et est appelée spectre de x(.). Nous
retrouvons, ainsi associés a la fonction x(.), les éléments habituels décrivant la structure

du second ordre d;un processus stationnaire X(.) : p(.), B(.), etc.

Nous appelons dimension de x(.) le cardinal de I’ensemble des fréquences A
ke Z, effectivement présentes dans le spectre, c’est-a-dire celles pour lesquelles |'y,¢|2
est non nul. C’est aussi la dimension du sous-espace de Hilbert réel engendré par les
translatés x.(.) de x(.), te Z: x,(t) = x(t++1), te Z . Par la suite nous considérons
essentiellement les fonctions p.p. discrétes réelles de dimension finie et nous écrivons

leur représentation spectrale sous la forme

r
itA
W)= e b 2, 3)
k=1
ou les fréquences lk, k =1, .., r sont rangées par ordre croissant, —%t < 7»1 <..<

A, < © et vérifient avec les nombres complexes Yo k=1, ..., r les conditions qui

assurent le caractere réel de x(.).

IT1.1.1. Définition.-(Dégerine, 1983) Nous appelons prolongement presque-périodique
d’ une séquence de nombres réels x,, ..., x,,, toute fonction p.p. discréte réelle x(.)

vérifiant x(t) = x,, t =1, ..., m.

En considérant le temps continu dans la représentation (3) de ce prolongement,

celui-ci peut étre interprété comme une superposition de sinusoides :
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A
[,

x(0) = 2 o sin(At + ¢, e R, 4)

interpolant les valeurs x,t=1,.,m.

I11.1.2. Proposition.—(Dégerine, 1983) Quelle que soit la séquence X1, ey X,y €8 pOUF
tout choix des fréquences —t < A, < ... A, < T, il existe un prolongement p.p. unique

de xy, ..., X,y basé sur A, ..., A,

m
ifh
M= ye & eZ.
k=1
Le vecteur Y= (Y, ..., V,,)" S’exprime, en fonction de x = (x, ..., x,) et de la

matrice M associée d Ay, ..., A, par y=M" v Le spectre de x(.} est précisé par la

matrice diagonale D = diag(yy*).

La dimension du prolongement est au plus égale A m; elle est strictement inférieure
4 m lorsque certaines des valeurs 1, sont nulles. Notons qu’un autre choix de 1'origine
des temps, x(t+k) = x;, k= 1, ..., m, ou encore 'inversion du temps, x(t-k) =
X k=1, ..., m, ne modifie pas le spectre de x(.): dans (4) les amplidudes o, sont
invariantes, seuls les déphasages ¢, sont modifiés. En fait la suite des valeurs x,,
ke Z, prises par x(.) et indexée A partir de la séquence donnée x, ..., x,, (x; =

x(k) selon la Définition I11.1.1) est invariante et peut étre calculée par la récurrence
f

m
2 bmkx, =0, Z,
k=0
ol les coefficients b(m.,k) sont ceux du polyndme

0,0 =2 bmb =T - b,
k=0 k=1

Notant T la matrice de corrélation MM *Im, le vecteur y s’écrit M *f"ix/m et la

fonction d’autocovariance du prolongement est donnée par
- iTA -
— A ~
A() = Eﬁ Yhe =0, pex, O0 1 e Z.

Ainsi tout choix de m fréquences, A,, ..., A,,, ou, de manitre équivalente,

toute matrice M définit un prolongement de la séquence x;, ..., X,, de dimension au
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plus m. Soit I une matrice d’autocorrélation non singuliere d’ordre m. Elle définit, par
le couple (| M, M) qui la caractérise, deux prolongements +*() et _x(.) de x. Toute
combinaison convexe de ces prolongements
X =r X0+ (1-r)_x), e Z,
constitue un prblongemcnt basé sur les 2m fréquences de ([ M,_M). Avec des
notations évidenies on a
A =r2 A + (1-N%,A(), 1€ Z,

et le prolongement de variance ( énergie) minimum est réalisé lorsque les deux prolon-
gements r, x(t) et (1-r)_x(r) ont méme variance, il est obtenu pour r =
_AO)[_A0)+,A(0)]. Par la suite nous omettrons I’indice r pour le désigner et I'(x)
sera sa matrice d’autocorrélation d’ordre m. De cette maniére une séquence x définit
une application I'——TI'(x), notée P,, de C*+(m) dans E*‘(m). 11 va de soi que P,

peut étre regardé comme opérant sur tout ensemble qui caractérise C+(m).

II1.1.3. Définition.~(Dégerine, 1983) Une matrice d’autocorrélation non singuliére
d’'ordre m, T', ou toute paramétrisation équivalente, est dite x-stable lorsqu’elle est un

point fixe de I’ opérateur P,.

I11.1.4. Proposition.—(Dégerine, 1983) La matrice " est x-stable si et seulement si les
matrices +I“(x) et _T'(x) des prolongements _x(.) et _x(.) sont égales. Elles sont

alors égales al et

x()={ +Jc(.) + x()}/2, +A(O) = _A(0) = 2A(0).
Démonstration.— Notons les relations :
Ao—i t_ 1 ' T(x)™! = M!
A )—k=1|+yk| =—x T(x)"x, ,y=Mx,

Jw =MD M*, A©0)Dx) =diag(,y,y*.

Il en est de méme pour les éléments associés a ~x(). Si +I“(x) et _I'(x) sont égales,

elles coincident avec I'(x), par combinaison convexe, et avec I" selon la caractérisation



( +M,__M). Réciproquement si I" = M D M*=T(x)ona

M D M*={_AW0) M D) M* + +A(0)_M_D(x)_M *N +A(O)+_A(O)],
et par suite

Ml +A(O)+_A(O)] D - A0, D)) M* = +A(O)_M_D(x)_M * = +A(O)_F ).
Ainsi _I'(x) est égale A T, selon la caractérisation ( +M,_M), et donc a +I‘(Jc) car [ est

combinaison convexe des deux. Les autres relations sont immédiates. ¢

Lorsque x(.) est un prolongement basé sur les 2m fréquences du couple
(,M,_M) d’une matrice I x-stable, sa mesure spectrale normalisée est la demi-somme
de celles de +X() et de _x(.). La structure d’une telle mesure est précisée dans la

proposition suivante :

HIL.1.5. Proposition.—(Dégerine, 1983) Soit F (resp._F) la mesure spectrale définie
par les autocorrélations partielles B,, ..., B, _.IB ] <1, et B, = +1 (resp.~-1).
Alors la mesure F = { +F + _F}/2 se caractérise par B,,, = 1 et la séquence antisy-
métrigue :

Bxg ceny Bm—l’ Bm = 0, Bm+k = ""Bm_k9 k = 1, cesy m—‘l.

La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant dans lequel le
polyndme ¢, _; et ceux intervenant par la suite sont les polyndmes de Szegé habituel-

lement liés aux autocorrélations partielles.

HI.1.6. Lemme.-Soit F une mesure spectrale (de masse 1) définie par B,, ..., B, ,
B < 1, B, =1 (resp. B,, = -1). La mesure G, de densité |¢,,_,(.)I* par rapport a

F, se caractérise par la suite B, ..., B, ; donnée par

Ek= B (resp.Bk =B, k=1,.,m-1, Em =B,

et la masse totale
m-1
v 2
o, =1la-p,).
m-1 1 k

Démonstration.— Nous considérons le cas B,, = 1, Ia preuve étant analogue pour
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B,, = —1. L’égalité B == 1 provient de ce que la fréquence A = 0 fait partie du support
de F, et donc de celui de G, car le polyndme ¢,, ; ne s’annule pas sur le cercle unité,

Ona
+T R
2 2 2
Gay=1 1o, W F@=1b, . =0 .
-7 -7
ikhy _ gitkrDAg

L’application J(e m_l(k), ke Z, se prolonge, de fagon naturelle, en

une isométrie, encore notée J, entre 1’espace vectoriel réel engendré par les fonctions
e**, ke Z, muni du produit scalaire défini par G et celui engendré par les fonctions
ei("+1)}‘¢m_l(1), ke Z, muni du produit scalaire défini par F. Notons 3 X ct$* k,'
k=0, .. m, les polynémes associés a G, et donc caractérisés par El, ey ﬁm.
Nous avons

O =9* M =1, I(B,M) =P, W) =%, O
la derniére €galité est due a B, = 1; elle s’entend au sens L2(F) et donc F(ou G)

presque partout. It en sera de méme pour les égalités du méme type qui suivront sans que

cela soit précisé. Calculons J3,.

2 - 2
~ i iA
- - — eh¥k -
Blo m-1" <e ’1>G =<e ¢m—1’¢m—l>F =<¢ m—l’¢m—l>F - —Bm—lc m-1°

L’ égalité ci-dessus est un cas particulier de

2 2 2
Db *>=B,0 0, =l0 ), k21,

qui se vérifie aisément. Nous avons ainsi'ﬁl =—P,,_; et par suite :
~ g, - _~ra, ~2_1 2
J((l)l) =€ (¢ m-1 T Bm_lq)m_l) (- B l)e m2=0 € ¢ m2» 017 —ﬂm—l'
Nous obtenons de méme :

2 90,

J@*)=0., 0,
Faisons I’hypothése que ces relations sont satisfaites jusqu’a I’ordre k, k <m-1, et

calculons B, ..
’ 22 4 2 2
Bk+lok0m 1 = < ¢k’¢ G~ o k<% k19 4 17F = Prk1® 10y

D’on:
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~2 kA ~2 kD

I(Pry1) = Ok (0% ey + Bm—k—1¢m—k—l] =Ops1€ O* k2

L’expression de J@ *1+1) s obtient de la méme fagon et la récurrence est terminée.
n_ - _ ° ;1 - e — 24 *
Notons que le calcul ci-dessus, avec k =m-1, conduit A B =1 et J(¢,) = J(9*,)

= 0. Dans le cas f,, = —1 les relations sont, pour k=1, ..., m~1 :

2 . 2,
~ ~% i ~ ~% kA
J(op=—0 ke‘ iy JO*) =0 /zeg Oprg-®
Dans la démonstration ci-dessus, I’isométrie appliquée en m—1 montre que le
polynéme normalis€ ®, ,=4¢, ,/c, ,, associé¢ & une suite B,, .., B,,_,, et
I'analogue ¥, ,, associ€ i la suite -, _,, ..., B, (tesp. B,,,_;» ..., B;) satisfont
o (eika,m_l €™ = -2 (resp. _ei(m—Z)A.k)’
en les fréquences A, k = 1, ..., m solutions de ¢m(e”‘) = 0 (support de F) ol §,,

correspond 2 la valeur supplémentaire 3, = 1 (resp.—1).

Démonstration de la Proposition III.1.5.~Pour la partie directe de la démonstration, nous
construisons les polynomes ¢, et ¢*,, k > 0, associés & la mesure F. Pour k <

m-1, il est clair que ce sont ceux définis par B, ..., B,,_;. Calculons B,
Y . i . it N n=0
Bmo‘ m-1 <e ¢m_19¢ m..1>F - {<e ¢m_1!¢ m_.1> +F +<e ¢m_1v¢ m_]> _F} — Y

et par conséquent
2 2

iA
— *  — ¥ -
q)m'_e ¢m—1’ ¢ m—¢ m-1s ﬁ.m—qm--l"
Nous utilisons ci-apreés les notations et résultats de la démonstration du Lemme 111.1.6,

en précisant par les indices | ou _ les références &  F ou F; de plus F, Fet F

+
désignent les indicatrices des supports des mesures correpondantes. Etablissons, pour

une récurrence, les relations a I’ordre m+1 :

2 . .
7Y 2ik, ir 2i) ir
c ,=<e ¢ 9% > = [<er b, ;€ ¢m—1>+F —-<eP, € m_1>_,.]/2

m+1
= {<em,1>+G - <eﬂ,1>_G 2=-B

~ ~ ~2 5 .
O F = 3919, F+ 0,9, F=0,e9 mal F—_F},

m—-iom—l'
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2

. < < ~% 2ih
O*aF = 0%0, F+ 0%06 F=o0 ¢, ,{,F- FJ,
2 N Z 4 2 29 2

Avec ces relations a ’ordre m+k on obtient :
2 :
iA
= < *
B"'+"+10-m+lc € ¢m+lc’¢ mi F
4
— % %
= 0, {<¢ m—k—1’¢m-k—1> +F + <6 m—k—l’¢m—k—l> _F}/2

4. 42 2
— % —_ = -
= 00k 1k F = Pk 1O = Pk Tk
2 .
=T kA *
¢m+k+1F = 0,¢€ (¢ mt-1F Bm—k—-lq)m—k—l) {+F - _F)
_ =P i, F_F
= O¢ ¢* iz (LF—_F},
et de méme
2.
N o~ i
¢ m+k+lF - 0-Icﬂ € ¢m_k_2{+F——F}'

Enfin nous obtenons B, = 1 en terminant cette récurrence ou plus simplement en
constatant que la fréquence A = 0 est dans le support de F.
Réciproquement nous construisons, par un calcul récursif, une factorisation de 9,
Pom = eia’zm.l 0%y = e%lq’zm_z 0% 0% g = -
=€, 10— 0%, 0%
D’ou:
Opm = €70, 11~ 0%, 12 = [, — 0%, M, +0% 1.
Cette factorisation montre que le support de F (solutions de ¢,,(z) = 0) est constitué
par les fréquences du couple ( +M._M) associé & B, ..., B, _;. D’aprés la partie

directe, et I’unicité de la mesure F liée A une suite ﬁl, . [52m donnée, la démonstra-

tion est achevée. ¢
§ I11.2. Le maximum de vraisemblance et ses singularités

Soit x = (xy, ..., X,,_;)" une séquence de longueur m issuve d’un processus

gaussien stationnaire centré de fonction de covariance A(.). La loi de x est donc précisée
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par la matrice d’autocovariance A d’ordre m. Maximiser la vraisemblance par rapport 4
A équivaut & minimiser la fonction (cf. Chapitre I)
LIAX) =1n |A] + r(AIX), X =xx'
La Proposition 1.2.1 indique le comportement non tangentiel de L(.;X) au bord
de son domaine : Ay et A désignant respectivement une matrice singuliére et une matrice

définie positive, pour € > 0 on pose A, = Ay+e(A-Ag) etona

lim L(A ;X) = +oo si ker(A ) Zker(X), sinon.

£-0
La condition ker(Ag) & ker(X) équivaut 2 xe Im(Ay), ol Im(Ay) désigne 'image de A,
Si r est le rang de Aq, (r <m), 1a matrice A, admet une décomposition spectrale unique
Ay =MDM* dans laquelle D est une matrice diagonale carrée d’ordre r dont les
¢léments diagonaux sont strictement positifs et M est la matrice mxr associée aux r
fréquences -t < A, < ... <A_<x composant le support de la mesure spectrale singulitre
définie par Ag. L’appartenance de x 2 ’image de A, s’exprime par sa décomposition en

fonction des colonnes M ; de M :
4 r ul
(
x= Z VTWMyex, = 2 NWe 5 f=L.m
=1 k=1
Cette condition équivaut aussi 2 ce que x satisfasse 1’équation récurrente
r v r 2
° g
2 br=0t=rl..m 0,0 =2 b77 =]l ee". )
j=0 j=0 k=1

Ainsi si x ne satisfait pas d’équation du type (5), avec r < m, la limite non tangentielle
de L(.;X) au bord de son domaine est égale & +o0, Ceci ne suffit pas cependant a
assurer, en toute généralité, que la vraisemblance soit bornée, mais nous verrons que

cette condition est nécessaire et suffisante pour presque tout x.

Remarquons que les racines du polyndme ¢, de (5) sont simples et sur le cercle
unité. La condition suffisante ker(X)NB = de la Proposition I1.1.5 équivaut 2

autoriser la présence de racines multiples. L’ensemble B de R™ est décrit par les
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coefficients des polynémes ¢,,_; associ€s, par la récurrence habituelle, aux suites B;»
e B_y) satisfaisant [BJ < 1, k < m—1, et IB,,_;1 = 1. Cet ensemble coincide avec
celui des coefficients by, ..., b,._, des polyndmes réels d’ordre m-1, normalisés par

la condition by = 1,

m-1 ‘m-1
0@ =3 bz" =T ™, ©)
j=0 k=1

dont les racines sont sur le cercle unité. Nous obtenons ce résultat en donnant de B une

description canonique en fonction des B,. .

Rappelons la récurrence :
do=0*=1, G=20 1 —B0* 1 ¢%=0%,—Bub k2l ()
Quelle que soit la suite B,, B,, ..., 'égalité |B,] = 1 équivaut & ¢, +B,0*, =0Oet la
récurrence se poursuit avec des polyndmes de la forme |
Pper = Vs Oy, = Oy, 121,
ol , et y* sont construits selon la méme récurrence avec les paramétres :
—BkBk+j, j=1,..,r

D’autre part tout polyndme ¢ dans (6) se factorise 2 I’aide des polynémes élémentaires :

z-1, B =1; z+1, &P, =—1; 22-2zcosh+1, B, =cosA, B, =-1,
le dernier ayant eti* comme racines. Nous pou\"ons donc identifier les polyn6mes
réels dont les racines sont sur le cercle unité et ceu;( construits par la récurrence (7) avec
la paramétrisation canonique ;

By =cosh, 0, SA<.. < lpSn, Bu=-Lk=1,.,p,

correspondant 2 2p tacines situées en etk k = 1, ...y Ps €t, pour un polyndme

d’ordre impair, [32}, +1 = €osA, Ae {0, t}. Dans le cas pair la séquence se termine par

sz "= sz +2 = 1 lorsque 'ordre de multiplicité des racines 1 est impair.

La ‘condition ker(X)NB # & signifie qu’il existe b dans B tel que b'x = 0 et
cela équivaut a ce que la séquence x, ..., x,, satisfasse une équation récurrente du type
(5) d’ordre r, r < m, mais dont le polynéme présente éventuellement des racines

multiples. Nous noterons RM le domaine correspondant de R™ et RS celui qui exclut



la possibilité de racines multiples (RMCRS), ceci évidemment dans le cas d’équation

récurrente d’ordre minimal (cf. Proposition I1.1.3).

Le complémentaire de RM dans R™ est un domaine sur lequel la vraisemblance
est bornée. L’estimation de maximum de vraisemblance est alors réalisée par une matrice
A non singuliére dont nous préciserons les propriétés par la suite. Dans RS la vrai-
semblance n’est pas bornée et x admet un prolongement presque-périodique de
dimension minimale inférieure & m. La matrice de covariance A d’ordre m correspon-
dante est singuliere. La solution n’est pas nécessairement unique mais leur nombre est
fini et les matrices singulitres associées sbnt isolées dans € *. Dans RM Ia
vraisemblance peut étre bornée (la condition ker(X)NB = & n’est pas nécessaire) mais
de tels points forment un ensemble de mesure nulle dans R™. Ce n’est pas le cas du
complémentaire de RS dans RM et, a 'intérieur de ce domaine, chaque x admet une
infinité non dénombrable de prolongements presque-périodiques de dimension minimale.

Nous illustrons ces propos pour m = 5.

Compte tenu de la description canonique de B, la condition b'x = 0 se traduit
par I’une des deux égalités suivantes :
(xy+x5) — 2(By+B3)(xp+xg) + 2(142B,B3)x3 =0,
(xy—x5) — 2B, (x3—x,) = 0.
Notons que b'x = 0 se décompose en deux contraintes indépendantes portant
séparément sur la partie symétrique de x et sur sa partie antisymétrique. L’intérieur de
RS est caractérisé ici par ’ensemble des x satisfaisant la deuxieme €égalité, avec |B,;}< 1,
sans satisfaire la premiére et donne lieu & une seule matrice singulie¢re A. Il est non vide
car il contient, par exemple, un voisinage de x = (2,-1,1,1,2)". La vraisemblance est
bornée 13 ol aucune des égalités n’est satisfaite; ceci se produit donc avec une probabilité
positive strictement inférieure 3 1; le point x= (0,0,0,1,5)" est A I’ intérieur de ce
domaine. Enfin un voisinage de x = (0,1,1,-1,1)" est inclus dans RM\RS; il conduit 2

une matrice singuliére isolée, par sa partie antisymétrique, et 3 une famille continue de
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solutions par sa partie symétrique.

La séquence x = (0,0,0,1,4)" admet, comme unique solution, Bl = ﬁ3 = 1. Elle
correspond 2 une racine d’ordre 4 en 1. Dans ce cas la vraisemblance reste bornée et tend
vers zéro au bord de son domaine, prouvant ainsi que la condition ker(X)NB = & n’est
pas nécessaire. Pour le vérifier posons

m-1

2 2 2 2 2
A=cR, o =c [la-B,). o =A©.
£ € k=1

La matrice R n’est fonction que des autocorrélations partielles. La minimisation de

2
L(A;X) par rapport 2 G_ a pour solution

2 1 Ry
GE - H tr( );

et la vraisemblance est alors proportionnelle 2

(1 . 1™ n
T e

Il suffit donc de montrer qu’au voisinage du point
B=1-a, B,=-14B, By=1-y, B,=-143,"
la partie déterminant 1’emporte sur la partie trace, lorsque o,B,y et 8 tendent
simultanément vers z€ro en restant positifs. Ceci peut se constater sur les expressions
suivantes :
RI™ = 2-0)a2-BY?B22-1*r'(2-8)8",
tr(R7X) = 8(2-8) + (2(a+P+Y) + & — af —yB - 18) %

Une séquence x, satisfaisant une équation récurrente minimale avec racines
multiples (xe RM), peut toujours €tre approchée par d’autres séquences obtenues en
séparant chaque racine double par deux racines simples voisines. Ainsi la partie de RM
dans laquelle x ne satisfait pas (5), avec r < m, est de mesure nulle dans R™. La
condition ker(X)NB = & conserve cependant son importance dans le cas des

échantillons.

1l est intéressant de comparer I’estimation empirique usuelle A, donnée par (1), et
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celle, lorsqu’elie existe, de maximum de vraisemblance A,

Soit { M;,_M;) la paramétrisation de la matrice identité d’ordre m (cf.
Proposition I1.2.2). La matrice  M; (resp. _M,) est associée aux fréquences A pour
lesquelles ™ est racine miéme de +1 (resp. —1). Les éléments de 1’espace des matrices
de Teeplitz réelles symétriques C () se décomposent, de fagon unique, sous la forme

A= M DM} + M D M*= A+ A, w(D)=rt(D).

+ i M
Les matrices A pour lesquelles M= M; (resp. _M=_M,) se caractérisent par la
symétrie A(k)=A(m—k) (resp. P’antisymétrie A(k)=—A(m-k)), k =‘1, ., m—1. La
décomposition ci-dessus est assurée par les relétions

Aik) = (AK) + Am-0)}72, _Ayk) = (Ak) — A(m-K)}/2, k=0,...,m,
ol I’on a posé A(m) =0.
La fonction presque-périodique, caractérisée par les €léments spectraux { M, +D»
_M;, D}, est périodique de période 2m, symétrique (A(k) = AQm-k), k=0, ..,
2m), satisfait A(m) = 0 et prolonge les éléments A(0), ..., A(m-1). Réciproquement,
un tel prolongement caractérise la décomposition de A. Les prolongements ainsi associés
aux matrices définies positives (Ae € ne sont pas nécessairement de t);pc positif; nous

noterons G : le sous-ensemble des matrices de B+ pour lesquelles ils le sont. Ce sont

aussi les matrices dont les termes | A; et _A; sont dans et

L’estimation empirique A, appartient & 'Ce*, Le prolongement de A, est le
double de la fonction d’autocovariance de la fonction périodique, de période 2m, définie
Par Xy ooy Xpps X =0, k=1, ..,.., m. La matrice d’autocorrélation I', est 'image
de V’identité par 'opérateur P, considéré au premier paragraphe : 4X() estle
prolongement périodique de x, de période m, et _x(.) est périodique de période 2m
avec x(Zm-k) ='—x(k), k=1, .., m; ils ont méme énergie et leur demi-somme est
la fonction périodique évoquée plus haut. Les éléments | A; et _A; de A,, multipliés par

deux, sont les matrices d’autocovariances d’ordres m de +x(.) et de x(.); ce sont

donc les estimations de maximum de vraisemblance de A sous I’hypothése a priori de



167

symétrie ou d’antisymétrie (cf. Proposition, I1.3.1) et A, apparait comme un compromis
(la demi-somme) entre les deux. Cependant A, n’est pas I’estimateur de maximum de

vraisemblance de A dans 'C’:'.

L’estimation de maximum de vraisemblance A_ | lorsqu’elle existe, est solution

my?
- de I’équation de vraisemblance, laquelle se caractérise par une matrice d’autocorrélation
I, x—stable (cf. Corollaire I1.3.2). Ici le prolongement de x est presque-périodique de
dimension 2m, il est basé sur les fréquences du couple { My, My, ) associéal’,
et A, est sa matrice d’autocovariance d’ordre m. La fonction d’autocorrélation
partielle de ce prolongement est antisymétrique (Probosition 1I1.1.5) :
Bnm) =1, B,,(m=0,
B(D)s ..o B, (m=1), B, (m+k) = B, (m-k), k=1,..,m-1.
D’autre part, la forme Sics polyndmes ¢, ., et d* _..k=0, .., m, dans la
démonstration de cette proposition, montre que le prolongement est tel que les erreurs de
prédiction progressive et rétrograde non observées sont égales 2 zéro :
e(m+k+1;m+k) = e*(-km+k) =0, k=20,
ce qui est évidemment plus naturel que de prolonger la séquence x,, ..., x,, par des

zéros. Le calcul de A, peut étre réalisé par des méthodes de relaxation (cf. Ch II, IV).

Il reste que, la vraisemblance n’étant pas presque siirement bornée, la méthode du
maximum de vraisemblance est compromise. On peut alors envisager diverses
contraintes sur A afin de garantir une solution : I’estimation autorégressive en est un
exemple (cf. Ch. IV). Miller et Snyder (1987) imposent que Ia séquence A(0), ...,
A(m-1) admette un prolongement périodique, de type positif, de période N. Pour N =
2m cela équivaut & I’hypothése Ae ‘58‘*. La solution est calculée selon le principe de
I’EM-algorithme de Dempster et coll. (1977). L’existence du maximum provient de ce
que les bords du domaine ainsi restreint ne sont pas nécessairement constitués de
matrices singuliéres. Lorsque la solution est atteinte a I’intérieur du domaine, elle

correspond au maximum, éventuellement local, du probléme sans contrainte (N 2 2m).



Dans la région RM il est vraisemblable qu’elle sera atteinte au bord. La méthode de
relaxation, avec un nombre d’itérations limité, devrait avoir les mémes effets bien que le

principe soit différent car le domaine est sans contrainte.
§ II1.3. Autocorrélations partielles empiriques

L’estimateur sans biais de A(k),

i m—k
m—k ?:% XXt ko

s’interpréte comme la covariance empirique, entre X(¢) et X(r+k), calculée sur les
m—k observations {x,, x,.}, t =1, ..., m—k. Il est donc tout aussi naturel de
définir 'autocorrélation partielle empirique B (k), entre X(7) et X(¢+k), comme la
corrélation partielle, calculée dans R™* entre {X1s oo Xpmoi) €0 {Xpiqs oor X )
dans I'ensemble (x, ..., Xpp g 1), £= 1, ..., k+1. L’intérét est que PB,(.) définit
toujours, A travers les relations de Yule-Walker, une fonction I'(.) de type positif; celle-ci
ne correspond €videmment pas & I’estimation sans biais ci-dessus, ni a la covariance

empirique A,(.).

Introduisons les notations suivantes : |
Xe(0) = (X oos Xpapupy}s t=1, o, k41, k=0, .., m-1,
g =00 —x6D), 1Sj<t, £(60) =10,
ol x,(;j) est 1a projection de x;(¢) sur le sous-espace engendré par x;(¢-1), ...,

x(1), le produit scalaire utilisé dans R™* étant
1 m-k
<UV>=-—r Z uy, .
M=K

Le vecteur g, (t;/) représente "I’erreur de prédiction” de x,(r) par son passé immédiat
de longueur j. De mé€me les erreurs de prédiction rétrograde sont notées :

e50) = (1) —x*p(h),  1sy<k—t, £*(60) = x,(0).
L’autocorrélation partielle empirique d’ordre k est alors définie par

- BB = <g(k+1k-1)e* (Lik-1)>/ Clig, (k+ 1ok DIl Nle* (1:4-DIT), ®
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pour k <m/2. Ainsi défini .(.) est presque siirement 2 valeqrs dans ]-1,+1[. A notre
connaissance cet estimateur ne figure pas dans la littérature statistique. Mais c’est égal.e-
ment le cas de certaines techniques d’estimation utilisées en traitement du signal. En
particulier nous verrons que "I’estimation autorégressive basée sur des rapports d’éner-

gies résiduelles”, proposée par Dickinson (1978), constitue une approximation de f,(.).

Notons que B,(.) est réversible au sens o il reste invariant par I'inversion du
temps: {xq, .., xm}—> {x,, .., x;). Cependant la structure, dans R™*, de Ia
séquence (x,(1), ..., xp(k+1)} ne I’est pas. C’est pourquoi B (k) n’est pas le
coefficient de x,(1) dans la régression de X (k+1) sur {x, (1), ..., x, (k) },

K+ = ~Zb (D k1),
qui, selon (8), est égal &
—bk) = B(M)lle,(k+1k-1)}1 / [le* (14D,
~bien que la relation
e+ LI = (1-8° (o) e, e 154D
soit conservée. Cela équivaut 3 remarquer que la matrice de covariance empirique
associée & {x(1), ..., x;(k+1)},
X=X X' [ (m=k),  Xp = [(1),..., i (k4 1)),
n’est pas doublement symétrique, car nous verrons que B (k) est aussi li€ A I’iden-
tification des paramétres o, () ou v,(.) de X, (cf.§ A.IL3). Remplager X par X, =
{X)+JXJ}/2 conduit 2 une estimation différente qui apparait comme une corrélation
partielle calculée dans R2™0_ pour cela considérons la matrice Z, d’drdre (k+1)x
2(m—k) dont les colonnes regroupent ’ensemble des séquences de longueur (k+1) qui
figurent dans (xy, ..., x,,}, indépendamment du sens du temps: Z, = Xy, JXJ]
Les lignes z;(j) = [x,()', x4(k—=j+2)'JT, j = 1, ..., k+1, forment, dans R2m5)
une séquence {z;(1), ..., zx(k+1)} qui a la méme structure que la séquence inverse
{zp(k+1), ..., zx(1)}. Avec les notations introduites pour (8), remplagant €, par €,
pohr préciser qu’il s’agit des vecteurs z;(.), on définit I’autocorrélation partielle

empirique symétrique d’ordre k par
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Bes() = <kt Lik-1), €% (1ik-1)> / (llggs (et Lk-DIMIE* (Lo=DI), (9)
pour k < 2m/3. La réversibilité montre que [lg, (k+1;k-1)]| = fle* (1;k—1)Jf et ainsi
B, (k) est le coefficient de z,(1) dans ia régression de zp(k+1) sur {z(1), ...,
zi(k)}. Plus précisément on a :

£ (k+13K) = £, (k+1;k=1) — B, (DE*, (13k-1),

£ (1) = % (Lih-1) — B, (K, (et 1;Kk-1).
Cette récurrence s’arréte 13, mais elle montre aussi que les "filtres" donnant By CLE*
sont identiques :

Es(k+LR)=2by(Nzek+1-), £* (LO=Zbr(D2(), by (k)=P (k).
Ce filtre n’est pas nécessairement stable; il est la solution du probléme des moindres

carrés

m k k
Min 3, (e’(6k) + €%0-kh), ewhI=D b()x,;, EEGH=D b()x,,;.  (10)

b(.) t=k+1 j=0 j=0 |
L’estimation f3,,(.) peut donc se caractériser a I’aide des n;inimisations successives ci-
dessus pour k < 2m/3. En ce sens elle s’apparente a I’estimation proposée par Burg
(cf. Ch. IV). Ici, la seule contrainte est que, & chaque minimisation, les filtres progres-
sifs et rétrogrades sont identiques. Dans la méthode de Burg on impose en plus que le
filtre d’ordre (k+1) soit obtenu, a partir de celui d’ordre &, par la récurrence habituelle,

ce qui implique sa stabilité. Résoudre (10) en imposant la stabilité est une situation

intermédiaire qui n’a pas été envisagée.

Le calcul de B, (k) se fait 2 I’aide de la décomposition de Cholesky de la matrice
PX,P' ol X, est la covariance empirique de {z;(1), ..., Zx(k+1)} et P P’opérateur
de permutation circulaire défini en A.IL3.e. La matrice PX, P’ est la covariance
empirique de {zy(k+1), z,(1), ..., (k)}. La matrice triangulaire inférieure de sa
décomposition de Cholesky a pour dernitre ligne les coefficients y,(1), ..., v,(k),

o, (k) de la décomposition orthogonale (cf. Proposition A.I1.3.3)
| 2k+1) = Ty, (k1) + 0,00m, K+ 300,

ou 1, (.;.) et n_*ks(.;.) désignent les erreurs de prédiction gks(.;.) et g*ks(.;.)
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apres normalisation. On a alors

I3es(k) = Yk(k){‘lkz(k) + Ukz(k)}—l/z .

Lorsque I’on désire estimer que les p premitres valeurs de B(.), et que p est petit
devant m, on considére, comme approximation de f «s(k) pour k<p, la "corrélation
partielle” entre ;p(p+1) et ;p(p+1—k) dans ’ensemble {;p(p+1), ey _z_p(l)]. La
décomposition de Cholesky de PA,P' permet donc, par I’identification du paramétre
yp(.), d’obtenir cette estimation. On sait que 1’identification de ap(.) (Proposition
A.IL.3.1) conduit au méme résultat lorsque la matrice de covariance est doublement
symétrique. L’algorithme proposé par Dickinson ( 1978) équivaut 2 identifier ap(.) a
partir de la matrice X,: le coefficient B(k) est ainsi la corrélation partielle entre
X,(k+1) et x,(1) dans I’ensemble (1p(k+1), s X,(1)}. Le nom de la méthode

“rapports d’énergies résiduelles”) provient de ce que P(k) est défini 2 partir de la
relation
g (k+ LI = [1-B2()] llg, (k+1;:k-1)]12,
le signe €tant 1’opposé de celui du coefficient de X,(1) dans P’expression de
€,(k+1;k), ou les erreurs gp(k+1;k) représentent les solutions aux problémes de
moindres carrés analogues a (10) considérés uniquement dans le sens progressif :
mo, k
Min ), € (5k), €)= 2 b, k=l..p.
b() t=p+1 j=0
Dickinson (1979) étend cette méthode au cas vectoriel ( voir aussi Morf et coll., 1978) et
constate alors I’analogie, dans le cas scalaire, avec la présentation d’Atal (1977) o B(k)
est défini comme étant la corrélation partielle entre X, (k+1) et ;p(l). II mentionne
€galement la version symétrisée, approximation de B, (k), obtenue en effectuant la

minimisation simultanément dans le sens progressif et rétrograde.

Quelques simulations nous ont permis de constater que s(-) est préférable a

B e(.). Cela peut s’expliquer par le fait de doubler le nombre de séquences. Le point de

vue suivant est peut-€tre plus significatif. Associons a la séquence x = (x,....X,,)",s



considérée dans R™, les séquences symétrique et antisymétrique

X=Q@H2)/2, x=@JD)2.
Ces deux statistiques sont non corrélées et 1’estimation 'Yp(.), calculée sur Xps, est la
'somme de celles obtenues de la méme fagon 2 partir des séquences .x et ,x. Chacune
est ’estimation de son homologue dans une décomposition analogue du paramétre y(.).

Le méme constat s’observe sur le paramétre a(.).

D’autres méthodes peuvent €étre opposées & I’estimation empirique A (.) et seront
présentées dans le chapitre suivant. On s’attend 2 ce qu’elles soient plus performantes
lorsque la longueur de la séquence m est faible car le biais de A (.) est alors trés impor-
tant. Nous illustrons ici un autre inconvénient de A,(.). Lorsque I’on estime la structure
jusqu’a I'ordre p de la séquence et que m est grand devant p, toutes les méthodes
donnent des résultats sensiblement identiques pour ’estimation de la matrice
d’autocovariance A d’ordre (p+1). Cependannt, si A est proche de la singularité du fait
que, pour k<p, la valeur de |B(k)} est proche de 1, elle est peu sensible aux valeurs de
B(), j > k. Mais ces valeurs sont trés mal estimées par les relations de Yule-Walker
appliquées a A _(.) alors que les autres méthodes donnent toutes de bons résultats. Ces
différences se retrouvent sur tous les paramétres sensibles a B(.), en particulier sur les

coefficients b(.).

La Table I ci-dessous compare la méthode de Yule -Walker appliquée A A _(.) avec
I’autocorrélation partielle empirique f, (.) (ACPE). Le modgle (et le fichier de données)
est celui déja cité au chapitre précédent, il est rappelé dans la table. Les estimations de
B(.), p(.) (autocorrélations) et b(.) sont obtenues sur 25 répétitions d’une séquence de
longueur 1000. Dans cet exemple, les autres méthodes (Burg, maximum de vraisem-
blance exact ou récursif, moindres carrés symétriques}) différent des résultats d’ACPE,

Moyenne ou (EQM)!/Z, d’au plus 1/1000.
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TABLE I

MOYENNE ET RACINE CARREE DE L’ ECART QUADRATIQUE MOYEN DES ESTIMATIONS

YULE-WALKER ACPE

Paramétres Vraie Valeur Moyenne  (EQM)!/2 Moyenne (EQM)!/2
BQ) 0.716 0.717 0.010 0.718 0.010
B(2) -0.982 -0.978 0.005 0982  0.001
BB) 0.704 0475 0.261 0.700  0.010
B(4) -0.924 . -0.333 0.636 0924  0.012
p(1) 0.716 0717 0010 0718  0.010
p(2) 0.034 0040  0.028 0.040  0.028
p(3) -0.643 -0.634  0.029 -0.636  0.029
p(4) -0.928 -0.924 0.006 -0928  0.004
b(1) -2.761 -2.070  0.751 2759  0.012
b(2) 3.812 2224 1.695 3.809  0.026
b(3) —2.654 -1.131 1.643 2652  0.026
b(4) 0.924 0.333 0.636 0924  0.012
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CHAPITRE 1V

ESTIMATION AUTOREGRESSIVE DANS LE DOMAINE TEMPOREL

L’étude de la structure de covariance du processus X(.) par ’ajustement d’un
modele autorégressif est proposée par J.P. Burg (1967) et souvent référencée sous le
nom de méthode d’entropie maximale. Son intérét dans le domaine spectral est souligné
par E. Parzen (1974). De nombreux auteurs ont alors comparé les mérites de cette
méthode par rapport aux techniques spectrales classiques (utilisation de fenétres) ou
encore ceux des différentes estimations possibles des parameétres du modele autorégressif
sous-jacent. La comparaison porte essentiellement sur le pouvoir de résolution et sur la
précision de I’énergie estimée. Nous les comparons ici dans le domaine temporel sur la
base des autocorrélations p(.), des autocorrélations partielles B(.) et des parametres b(.)
du modele au‘torégressif. La variance 6%(0) du processus et celle, 62(p), de I’innovation

du modele AR(p) sont liées par la relation
2 2 B 2
oc@)=0c (0)1;1[1—13 k)], )
1

Le plus souvent la méthode conduit a estimer 62(p) et la correspondance (1) peut donner

des résultats médiocres pour 6%(0), comme dans le cas des moindres carrés symétriques.

Nous présentons les méthodes dans le cadre d’une seule séquence au cours du
premier paragraphe et les comparons par simulation dans le suivant. L’extension au cas

d’un échantillon fait 1’objet du dernier paragraphe.
§ IV.1. Présentation des méthodes

Il s’agit d’estimer les parameétres du modele AR(p) sous-jacent 4 X(.) (cf. Ch.

A.III) a partir de I’observation d’une séquence x;,...,x,,, de longueur m (m > 3p/2),
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sans hypotheése a priori sur la siructure réelle de X(.). Afin de ne pas augmenter
démesurément le nombre de méthodes, nous ne considérons que celles qui restent
invariantes par inversion du temps. On peut les classer en deux groupes. Les méthodes
récursives ajustent un modele AR(k+1) A partir du modele AR(k) précédemment
estimé, le coefficient supplémentaire pouvant dépendre explicitement de ce modéle
(Burg, Maximum de Vraisemblance Récursif) ou non (Yule-Walker, Autocorrélation
Partielle Empirique). Les méthodes globales, dans Iesquelles le modeéle AR(p-1) sous-
jacent 3 la solution d’ordre p n’est dong pas celui obtenu 2 I’ordre p—1, déterminent Ia
solution de maniére itérative (Maximum de Vraisemblance Exact, Pseudo Maximum de
Vraisemblance) ou non (Moindres Carrés Symétriques, Rapports d’Energies Rési-

duelles).

A) Méthodes récursives
a) YULE-WALKER (Y-W)
La plus couramment utilisée, elle consiste & retenir ie modeéle AR(p) associé

aux autocovariances empiriques

m—k

1
Afk)y=— Y xx  k=0,..p.

=1
Les autocorrélations partielles B(.) ainsi que les coefficients b(.) du modele sont obtenus

en résolvant les équations de Yule-Walker par I'algorithme de Levinson-Durbin et c%(0)

est estimé par A,(0).

b) AUTOCORRELATION PARTIELLE EMPIRIQUE (ACPE)
Bien que B,(.), défini par III (8) au chapitre précédent, soit invariant par
inversion du temps, nous retenons ici la version symétrisée B,,(.) donnée en III (9). I

n’est pas nécessaire de conserver le facteur 1/2(m—k) dans e caicul de Xj;. On utilise

la matrice Ay,

m=k
A k(iii) = 2 [x K+ixl+j+ X gpp-X H-k—-j]v i=09'"9k9 j'—‘ov"'»k! (2)

=1
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qui est caractérisée par ses valeurs en (ij) avec j= 0, ..., {k/2], j < i < k—j. Elle se
construit par une récurrence sur k qui prend en compte la double symétrie : les valeurs
de A (k,0) sont données par 1’expression ci-dessus et sont égales a 2mA (k), les
autres sont obtenues par les relations

Aplk—y) = A (k=15y=1) — XX — X i Xmijksts J=1, o0 [K/2],

A = Ay 1) = X X — Xt Fmtert—jp J=0rers[K/2), jSiSk—j-1.
Le calcul de B, (.) nécessite donc de réaliser les décompositions de Cholesky des
matrices PA,P' pour k= 1, ..., p. La variance du processus 62(0) est‘ estimée par
A _(0). On peut aussi envisager d’estimer la variance 62(p) par le minimum (divisé par

2(m-p)) atteint par 111 (10) & 'ordre p et qui apparait dans la décomposition de PA,P".

¢) BURG

J.P. Burg (1968, 1975) propose d’estimer les coefficients B(k), k=1, ...,
p, en minimisant, de maniére récursive, la somme des carrés des erreurs de prédiction
progressive et rétrograde. Pour k = 1, ..., p, la valeur de Bb(k) est celle qui réalise le

minimum dans

m

Min 2, {[e,(tk-1) — BRIe*y(—kik-11> + [e*,(-kik-1) - BR)e, (sk-DIP),  (3)
B(k) 1=k+1

ol les erreurs €,(5;k-1), £¥,(t—k;k-1), t = k+1, ..., m, sont calculées en fonction
des coefficients B,(), j = 1, ..., k-1, déja estimés. Ainsi (k) est donné par :
m m
B, =2 X e (tk-De*,(-kik-1)/ { 2, [e¥3(-kik-1) + & 2(sk-1)]).
t=k+1 i=k+1

Notons by = [b(k-1,0), ..., b(k—1,k-1)]' le vecteur de R* formé par les coeffi-
cients de régression a I’ordre (k-1). Le probleme (3) s’écrit, en utilisant la matrice A,
introduite en (2),

Min b, - B(kWb, YA, - Bk, 1,

Bk
oh'zk est le vecteur de R¥*! défini par 'I;k= [b,,0]'. Par suite ﬂb(k) s’exprime
sous la forme _

By(k) =B Ab, /D AD, @



Cela conduit 2 une nouvelle mise en ceuvre de la méthode de Burg. Les matrices
Ay sont construites selon la récurrence présentée 2 la suite de (2). Le numérateur de (4)
se calcule en fonction de A, et by, le dénominateur satisfait la récurrence notée par
Andersen (1974) :

BeAD, = 1B yk-1)ib, Ay 1B, | - €2, (kik-1) — X2 (mket 13k-1),

et, pour I’étape suivante, on a b, =b k—Bb(k)fE g Cette formulation améliore, par
'usage de la double symétrie, celle proposée par Makhoul (1977). 1l est aussi intéressant
de noter qu’en remplagant les matrices A, par les matrices d’autocovariance d’ordre
(k+1), Ay, = E{A/2(m-k)}, k = 1, ..., p, on construit de cetie fagon la suite des
autocorrélations partielles théor:iques. Comme dans ACPE, la variance du processus
62(0) est estimée par A _(0). Mais ici c’est at_lssi P’estimation de maximum de
vraisemblance sous I’hypothése AR(p) définie par B,(k), k = 1, ..., p. En effet, si

pr désigne la matrice d’autocorrélation d’ordre m associée A cette hypothese, on a

-1 1
poos pr = xx=Ae(0), X = (Xg500%,,)"

Ce dernier point est une conséquence des relations suivantes : pour k = 1, ..., m-1,

2
c (k)

ou tous les éléments sont définis par la suite B(1), ..., B(m~1) d’une matrice d’autocor-

_ _ k m-1 m-1
XT, x= T, x+ P { B(k) 2. L& (ik-1)+e* (-kk-1)] —2 2, e(i;k—l)t—:*(i—k;k~1)},
j=k =k

rélation I d’ordre m non singuligre quelconque. Ainsi, pour k= 1, ..., m—1, I’égalité

-1
xT, x=xT, x, &)

n’est réalisée que par (k) nul ou obtenu, en fonction de x et de I';_;, par I’expression
de B (k). Cette deuxitme solution donne une vraisemblance pius grande que la
premiere. En ce sens la méthode de Burg apparait comme une maximisation récursive de
Ia vraisemblance par rapport aux valeurs successives de B(.) avec, A chaque étape, la
contrainte supplémentaire (5). LA encore on reconnait la version empirique de la propriété
suivante. La matrice d’autocovariance A(X) d’une séquence al€atoire stationnaire X =

X4, ...; X,)' est 'unique matrice A = cZ(0)I pour laquelle les matrices I';, k = 0,
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..., m—1, réalisent successivement le minimum de (cf. Proposition A.111.3.2)

m 1

v -1
[I‘kl E[EXl"k X},
et la contrainte
| B | S 2
E{;;{XFk X) =E{-;;Xl“k_1 X} =0 (0),

est alors satisfaite. Dans la version empirique, la minimisation sans la contrainte (5)
conduit a P’estimation de maximum de vraisemblance, lorsqu’elle existe, mais les
matrices I'y, k = 1, ..., p, ne correspondent pas & une méme matrice I'. En d’autres
termes, ’estimation de maximum de vraisemblance des modeéles AR(k), k < p, n’est

pas récursive. Notons enfin que 1’estimation de 62(p) par
m £ 2
o Ae(O)gu—B,xk)],

ol I’on tient compte de I'estimation de FP dans celle de 62(0) par le facteur m/(m-p),
est plus grande que celle qui résulte du minimum atteint en (3). Cela se vérifie a partir de

la récurrence satisfaite par le dénominateur de (4).

d) MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE RECURSIF (MVR)

S.M. Kay (1983) propose de maximiser la vraisemblance du modeéle AR(p)
de maniére récursive par rapport aux autocorrélations partielles. La matrice d’autocova-
riance d’ordre m étant paramétrée par A = 02@)R , 1a maximisation relative a 02(p)
est réalisée par

2 1 -1 ,
o (p)=;n— XRp x, X=X X)) ©)
Maximiser la vraisemblance équivaut alors & minimiser, par rapport & R, la fonction

m 1 o1
L(x;Rp)=iRp| —ExRp x.

Cette fonction ne dépend que de B(k), k = 1, ..., p, et Kay propose d’approcher la
solution en effectuant une minimisation récursive sur I’ordre k& du parametre 3(.). Pour

cela on dispose des récurrences suivantes :



IR = IR, _1I[1-B2(R)) 7%,

2 2
XRilx = [1-B (IxR; x + e(k=1)B (k) — 2f(k-1)B(K),

ol
e(k-1) = z (e 2([;k—1)+€*2(t—k;k—1)], fk-1) = E e(k-1)e* (t-k;k-1).
e=k+1 1=k+1

la valeur de P(k) est alors solution de I’équation du troisiéme degré

B®) + pB7(t) + qBk) + 1 =0, @
avec .
 m-2k flk-1) _ L
=— Tn-_-,?' d—(k-j), d(k—l) = E(k—l) —-XR;_II,,
k e(k-1) m fik=1)
9= ‘{1 ¥ ok A1 ')}’ T= 0k dG-1)

Lorsque d(k-1) est positif, I’équation (7)'a trois racines réelles dont une seule appar-
tient & }-1,1{. Elle est donnée par
B(k) = 2a'cos(8+4n/3) - p/3,
ot 3a= p2/3 ~q, 2b=-—r1+pg/3 - 2p3/27 et cos30 = b/’
Lorsque d(k-1) est négatif, Kay conjecture que (7) admet une seule racine réelle,
B = {b+[b*-a1'}'P + (b- b -1} - ps3.

Nous avons cependant observé quelques cas (trés rares) ne vérifiant pas cette conjecture.
11 est donc néqessaire, en principe, de rechercher la racine qui convient lorsque cette
situation se produit {cf. MVE).

L’estimation de la variance o%(p) est donnée par (6) et celle de 6%(0) qui s’en

déduit selon (1) équivaut 2 utiliser fa relation
2 1 T—l
c @@= ;nex » %o
puisque I', = 6%(p)R, / 6%(0).
B) Méthodes globales
a) MOINDRES CARRES SYMETRIQUES (MCS)

La méthode des moindres carrés, sous sa forme symétrisée, est proposée par

A.H. Nutall (1976) et indépendamment par T.J. Ulrych and R.W.Clayton (1976).
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\ Marple (1980) indique un nouvel algorithme, analogue 2 celui donné par Morf et al.
(1977) dans le cas des moindres carrés habituels, qui construit la solution de 'équation
normale de maniére récursive, éviiant ainsi la décomposition de Cholesky de la matrice
A,. Notons que c’est la seule méthode, parmi celles présentées ici, ne garantissant pas
la stabilité du filtre autorégressif. Elle conserve cependant tout son intérét dans le
domaine spectral. Rappelons que la méthode consiste & minimiser la somme des carrés
des erreurs de prédiction progressive et rétrograde d’ordre p, c’est-a-dire le probleme
IIT (10) avec k = p. Soit TD 2T 1a décomposition de Cholesky de PA,P’, dans
laquelle T est triangulaire inférieure unitaire (diag(T) =1) et D? diagonale. La variance
0’2([)) est estimée par le minimum, divisé par 2(m—p), atteint par III (10). Elle est
donnée par ie demnier élément de D?. Les coefficients de régression, ou plus exactement

ceux du filtre d’ordre p, {b(1), ..., b(), 1}, forment la derni¢re ligne de T

b) RAPPORTS D’ENERGIES RESIDUELLES (RER)
La méthode de Dickinson (1978, 1979), sous sa forme symétrisée, est une

2B par la

approximation d’ACPE consistant & remplacer §,.(k), calculée dans R
corrélation partielle, calculée dans IR2('"—p ), entre zp(l) et zp(k+1) dans ’ensemble
{ gp(l), ey gp(k+1)} (cf. § 1I1.3). Elle équivaut 2 identifier le parameétre y(.) avec les
coefficients de la régression orthogonale de z,(p+1) sur z,(p),...,z,(1) donnés par la
derniére ligne de TD ci-dessus. Elle s’apparente ainsi a la méthode précédente, mais
’orthogonalisation préalable des "variables explicatives" garantit la stabilité du polyndme

de prédiction. La variance 62(p) est estimée par la méme valeur et PB(.) est obtenu en

fonction de Y(.) (cf. Proposition A.I1.3.3). Notons que I’estimation de 6%(0) qui résulte

2 .
de (1) est sans biais puisqu’elle est égale a ||z,(p+DI} , soit

1 5 2.
) 2 o)

alors que ce n’est pas le cas dans MCS si I’on procéde de la méme fagon.



b
o]
2

¢) PSEUDO MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE (PMV)

Les deux méthodes précéﬁentes ne sont fonction que de la matrice de cova-
riance empirique X,,.. Elles constituent, en ce sens, deux techniques d’approximation
d’une matrice de covariance par une matrice de Teeplitz. Bien que X,s N€ provienne pas

d’un échantillon, le critére

-
Min {In |A] + tr(A Xps)},
A

conduit & une troisieéme possibilité. La solution est obtenue par la méthode de relaxation

du chapitre II (voir aussi §3 ci-apres).

d) MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE EXAcT (MVE)

Nous désignerons ainsi I’estimation de maximum de vraisemblance d’un
modele AR(p) dans le cas gaussien. D.T.Pham (1987) donne un algorithme de caicul de
cet estimateur dans le cas plus général des modeles ARMA et souligne la simplicité de sa
mise en ceuvre dans le cas des modeles autorégressifs. Il s’agit d’une méthode de
gradient dans laquelle le gradient est calculé de fagon exacte et transformé, afin d’accélé-
rer la convergence ( Newton-Rhapson), 2 I’aide d’une approximation de la matrice des
dérivées secondes. Le parametre utilisé est constitué des coefficients b(1), ..., b(p) du
modgle et de 1a variance 6%(p) de I’innovation. Afin de garantir la stabilité du polyndéme
nous subdivisons le pas obtenu autant de fois que cela est nécessaire. Cependant, dans
les situations proches de I’instabilité, la transformation du gradient donne parfois une
direction contraire 2 1’effet recherché. De plus I'utilisation dans ce cas du paramétre b(.)
est mal adaptée aux méthodes de gradient. Nous proposons, avec Pham, un autre
algorithme basé sur le paramétre B(.). Avec les notations introduités pour MVR, o2(p)

est estimé selon (6) ou R, réalise le minimum de

1 g
Hln lRlen[;{xRp x].

Le gradient de In |R,| est donné par

din IR | 2B Z(k)};l .
= 2kB(k)[1-B , k=1,.p.
apk)
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La forme quadratique xR, ~1x se compose de deux parties

m

xR x = 2 H - WG+l + Y, € p)=E@p)+bAb, (@)

1=0 k=141 t=p+1

)
ou b = [b(p,0), ..., b(p,p)]' et ot la matrice A définie par

A(l‘i) Z (—jx(_j ’ ,l’ = 0,---apv

t=p+1

peut €tre obtenue selon une récurrence analogue 2 celle donnant A,. On peut aussi
utiliser A, en symétrisant E(p) par rapport au temps, mais cela ne modifie pas les
- résultats.
Le gradient de b'Ab par rapport a b(.) est immédiat puisque b(k) = b(p,k), k= 1,
..., p. Celui de E(p) est construit par récurrence. Avec la convention e(p+l;p)%0 ona

E(0) =€%(1;0), E(k) = [1-BXk)EKk-1) + eXk+1:k), k=1,...p
et les formules de dérivation pour k=1, ..,p:

JE(K) <

ABIEC1) + 20kt 158%, — D [b0kk=) + 2 BObk—1,)] kD
= — E(K+ KXy — Kk~ _ ’
9bkE) = b1

JE(k) aE(k—l) JE(k-1)
+BRk) —— + 25(k+1;k)xk.j+1 y J=1,.,k-1.
ob(k,j) ab(k—l,j) ob(k—1,k—j)
Le gradient en b(.) permet d’obtenir celui en B(.) par changements de variables succes-
sifs. En effet le passage de {b(k,1), ..., b(k,k), B(k+1), ..., B(p)) & {b(k-1,1),
..y b(k=1,k=1), B(k), ..., B(p)} se traduit par
d d
2 S blk-1,k~)) ——
Pk  j=1 ab (k,/)

]

= —_ k)— N j = 1,...,k—'1.
Ob(k-14) 9b(k,j) B Ob(k.k~j) !

Enﬂn les problémes de bord pour les variables B(k), k = 1, ..., p sont résolus par la

transformation de Fisher :

1 1+B() d
)=—=1 , —— =[1- —
= 1580 220 -5 0 aﬁ()
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A chaque itération le pas est subdivisé jusqu’a ce que la fonction A minimiser diminue.
Notons que 1’on se déplace uniquement dans la direction du gradient. L’utilisation de
méthodes plus rapides (Newton-Rhapson, gradient conjugué) se heurte, non pas i la
difficulté du calcul des dérivées sécondes, mais 2 celle de la non convexité de la fonction

de log-vraisemblance (cf. Dégerine et Pham, 1987).

Une nouvelle approche est proposée par D.T.Pham (1988). Il s’agit d’une
méthode de relaxation portant sur les autocorrélations partielles B(k), k = 1, ..., p, qui
consiste 2 itérer la méthode de Kay (cf. MVR). L’expression (8) de la forme quadratique
x'Rp’lx montre que celle-ci reste quadratique par rapport a B(k) lorsque les B(j),
Jj#k, sont fixés. Ainsi B(k) est obtenu comme ’une des solutions d’une équation
semblable A (7). Pham précise le comportement des racines de cette équation en fonction
des parametres de la forme quadratique en (k) dont les coefficients sont eux-mémes
calculés en montrant que x‘Rp‘lx est une forme quadratique par rapport au paraméire

b(.) du modele AR(p).
§ I'V.2. Comparaison des méthodes par simulation

Des simulations, effectuées sur plusieurs modeles et pour des séquences de
longueur variable, sont présentées dans Dégerine (1986). Elles ne constituent pas une
étude exhaustive de ces méthodes mais conduisent déja A quelques conclusions généraies
que nous reportons ici en illustrant uniquement les points qui nous ont parus

remarquables.

Les essais sont maintenant réalisés a 1’aide d’un fichier de 60000 nombres pseudo-

aléatoires construit 3 partir du générateur °

y(i+1) = {69,069 y(i) +1) mod(2*?), y(0) = 3579.



185

Aucune de ces méthodes ne prévaut en toute circonstance. Les facteurs détermi-
nants sont la proximité du modele a la singularité ( on le dira "singulier"), la longueur de
la séquence (par rapport & I’ordre du modele estimé) et le type de parametre étudi€. Ainsi
pour un modele "non singulier” et une séquence de longueur suffisante (m > 10p), les
méthodes sont trés semblables sur I’ensemble des parametres. Cela justifie I’ utilisation de

Yule-Walker dont la mise en ceuvre est la plus simple.

L’exemple "singulier” MS1 que nous avons retenu est celui du modele AR(4) cité
au chapitre précédent. Ce modele sert de référence A de nombreux auteurs dans la
comparaison de méthodes en traitement du signal (Nuttal, 1976; Marple, 1980; Kay,
1983; Dégerine et Pham,1987; Pham, 1988). La densité spectrale est composée de deux
pics voisins. Ceci apparait dans les valeurs de B(.) lorsqu’on les compare 2 celles de la
description canonique des polynomes dont les racines sont sur le cercle unité (cf. § I11.2).
Les autres essais que nous avons effectués en ce sens ont €té construits de la méme fagon.
En particulier nous n’abordons pas ici le cas des modéles comportant une composante
singuli€re pour lesquels I’estimation autorégressive n’est peut-étre pas la mieux adaptée.
La proximité 2 la singularité exclut les modeles MA d’ordre faible. Les modeles ARMA,
"singuliers” par leur composante AR, devraient se comporter comme le modele AR -
correspondant ou comme un modele & composante singuliére selon Ia forme de la partie
MA. Notons que dans le cas "singulier", et pour une séquence longue (m > 100p), les
méthodes restent équivalentes a I’exception de Yule-Walker (cf. Table I, Ch. III). Dans ce
cas nous préconisons d’utiliser la méthode de Burg ou RER, qui sont comparables pour
leur mise en ceuvre, car elles conservent de bonnes propriétés pour des séries plus courtes

(cf. Tables 1, II et I1I ci-apres).

1) YULE-WALKER
Le défaut dii au biais, pour une série courte, est bien connu et, lorsque 1’écart qua-
dratique est comparable 2 celui des autres méthodes, le biais est souvent plus important.

Le point le plus remarquable est celui que nous avons déja souligné a la fin du chapitre
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précédent. Pour une série longue d’un modele "singulier”, la suite des autocorrélations est
bien estimée alors que Ies autocorrélations partielies et les coefficients de régression le

sont trés mal.

2) AUTOCORRELATION PARTIELLE EMPIRIQUE

L’avantage d’ ACPE sur son approximation RER n’est sensible que sur des séries
trés courtes. Notons qu’ACPE est basé sur la statistique exhaustive du modele AR(p)

T = {0y s X)), (s sy X pa1)s A (0), .. A (D)},

alors que RER n’est fonction que de la matrice de covariance empirique X, Celle-ci est
issue de T, d’apres la construction récursive de A,. Elle n’en différe que par une partie
de l'information contenue dans les bords (xy, ..., p) et (X, ooy Xm_p+1) de la
séquence bien qu’elle ne soit pas -équivalcnte a A,Q0), ..., A(p). Les résultats obtenus
par ACPE sont trés satisfaisants sur I’ensemble des parametres et confirment intérét des
méthodes construites 2 partir des autocorrélations partielles. La variance 62(p) est sous-
estimée par les deux procédés. Mais le biais est plus important lorsqu’on utilise Ia valeur

du minimum et conduit A une sous-estimation de o%(0) alors que A (D) est sans biais.

|
3) Burc !

La formulation que nous en avons proposée, en fonction des matrices A;, montre
qu’elle s’exprime aussi en fonction de la statistique exhaustive T,. Nous avons constater
les bonnes performances de cette méthode et la possibilité de la comparer ici avec celle du
maximum de vraisemblance permet de confirmer ses qualités. En effet, basée sur une idée
simple et facile & mettre en euvre, elle réalise des résultats voisins de ceux de MVE sur
lv’cnsemble des parametres lorsque la série devient courte et le modele "singulier” (cf.
Tables I, II et IIT). Le point faible cependant est une surestimation excessive de 6%(p), -
qui s’accompagne d’un écart quadratique démesuré, lorsque Ia série est trés courte (cf.
Tables I et IfI). L estimation de 62(p) & partir du minimum ne change rien 2 ce constat.
Ce phénomene est dii au fait que, dans le calcul récursif, B,(k) dépend des valeurs

précédentes de B,(.), ce qui n’est pas le cas dans ACPE. En effet ces deux méthodes, par
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la relation (1), associent & la méme estimation A [(0) de 0%(0) deux estimations de oZ(p)
compleétement différentes, alors que les propriétés statistiques des estimations de f(.) sont

analogues. Ceci est d’ailleurs confirmé par MVR qui présente le méme défaut.

4) MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE RECURSIF

La méthode semble particulierement bien adaptée 4 1’estimation des coefficients
b(.) du modele AR(4) "singulier" pour une série courte. Pour ce parametre, Kay (1983)
la compare avec Y-W et MCS, dans le cas du modéle MS1, pour m = 11 et m = 50.
Nous confirmons la supériorité de 1a méthode pour I’estimation de b(.) ou de B(.), y
compris par rapport au maximum de vraisemblance exact. Par contre MVE et MCS sont
trés nettement plus performantes pour I’estimation de p(.) et c’est également le cas, dans
une moindre mesure, de Burg ou d’ ACPE (cf. Tables I et I). Nous avons éliminé, dans
les résultats, les cas pour lesquels la conjecture de Kay n’était pas satisfaite. Leur nombre
n’excede pas 5/1000 et leur occurrence n’a lieu que pour des séries trés courtes (m = 10,
15) mais reste possible pour un modele "non singulier” (3/1000 pour un bruit blanc avec
m=10). Nous avons constaté des performances semblables sur des modeles analogues :
modifications de (1) et B(3) dans I’exemple de Kay. Mais ces performances s’estompent
lorsque 1'on ajuste un modele AR(p) avec p > 4. Par contre elles se conservent dans
I’ajustement d’un AR(4) sur le modeéle MS2 de la Table III. Ce modele "singulier" est
obtenu en "ajoutant” deux pics voisins supplémentaires A ceux déja existant dans la
densité spectrale de celui de Kay (cf. B()). 11 illustre bien le danger de conclusions
hitives. On retrouve ici la suprématie de MVE et MCS pour I’estimation de p(.). Par
contre MVR et Burg, assez semblables, sont nettement moins performantes que les autres

méthodes dans I’estimation de B(.) et de b(.).

5) MOINDRES CARRES S YMETRIQUES

Le nombre de polyndmes instables, lorsque la série est courte et le modéle
"singulier”, est important : 701/2000, 138/1000 et 1601/2000 pour les exemples des
Tables 1, II et I1I. La stabilité n’est pas nécessaire pour une comparaison dans le domaine

spectral. Elle I’est ici, tout au moins pour B(.) et p(.). Nous avons donc transformé
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chaque polyndme instable en le polyndme stable de méme module (sur le cercle unité)
selon la procédure de Wilson (1969). La normalisation »(0) = 1 conduit & diminuer le
minimum atteint par I1I (10) pour I’estimation de 62(p) qui était déja sous-estimé. Malgré
cela Iestimation de 6%(0) qui résulte ile (1) est médiocre. Ceci provie;rlt de ’absence de
contrainte sur b(.), ainsi les valeurs correspondantes de 3(.) peuvent étre trés proches de
%1. On retrouve le méme phénoméne (dans le sens inverse) d’incohérence entre les
estimations des variances que celui constaté plus haut pour Burg et MVR. En effet par
ailleurs la méthode réalise de bonnes performances, avec un point fort dans I’estimation
de p(.), bien qu’elle ne soit fonction que de la covariance empirique X ps- La transforma-
tion des polynémes instables ne.semble pas modifier les propriétés statistiques des

estimations car les résultats obtenus ici pour MS1 sont analogues 2 ceux que nous avions

eus sans elle (cf. Dégerine, 1986).

6) RAPPORTS D’ENERGIES RESIDUELLES

Elle constitue une bonne solution de remplacement d’ ACPE car elle en conserve
les propriétés et nécessite une seule décomposition de Cholesky au lieu de p. L’estima-
tion de 02(p) est, par définition, celle donnée par ACPE selon le deuxidme procédé. La
différence entre les deux, pour m = 20, est de 2/1000 en moyenné sur l’ensemblp des
valeurs de Ia Table II & I’exception de G?(O} (7.577, 6.285). Elle est a peine plus importante
pour m = 10 sur B(.) et b(.) et atteint au plus 35/1000 sur p(.); les valeurs de c%(0) sont
(7.699, 7.528). Cette différence s’accentue dans I’exemple de la Table III car le rapport

m/(p+1) diminue encore.

7) PSEUDO MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
Nous ne retiendrons pas cette méthode car, pour un cofit de calcul identique 2 celui
du maximum de vraisemblance exact, elle aboutit A des résultats inférieurs. Notons, pour

information, qu’elle a une qualité comparable 3 RER avec une amélioration dans

I’estimation de p(.).
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7) MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE EXACT

Nous avons utilisé€ Ia méthode de relaxation de Pham nettement plus rapide que
celle du gradient : 7 (resp. 5) itérations en moyenne pour MS1 et m = 10 (resp. 20)
contre 18 pour la méthode du gradient. Pour MS2 et m = 15 ce nombre d’itérations, en
relaxation, est passé a 25. Les résultats statistiques obtenus par les deux méthodes dans le
cas de MS1 sont sensiblement identiques. De méme 1’adjonction d’un critére d’arrét
portant sur la norme du gradient (cf. § IL.3) n’est pas sensible de ce point de vue. Il
conserve tout son intérét dans I’utilisation de la méthode mais il augmente de facon
importante le nombre d’itérations. Les performances de MVE sont bonnes sur ’ensemble
des parametres sans toutefois se distinguer particulitrement de celles des autres méthodes
excepté peut-Etre dans le cas de p(.). Elle est la seule méthode, avec ACPE (RER, PMYV),
‘& ne pas présenter d’incohérence dans I’estimation des deux variances. Bien que les
propri€tés statistiques des autres parametres soient semblables, cette incohérence traduit -
des anomalies structurelles de méthode (cf. Burg, MVR, MCS) qui peuvent étre
importantes lors de son utilisation. Les avantages de MVR (MS1) ou d’ACPE (MS2) par
rapport' a MVE sont diis A une meilleure estimation des derniéres valeurs de B() au

détriment des premiéres.

Nous avons mentionné dans les tables, par une ligne "moyennes", une mesure
globale du biais et de (eqm)'/? pour chaque parametre vectoriel. Le biais "moyen" est la
distance dans R” entre les moyennes des estimations observées (valeurs de la table) et les
valeurs théoriques du modele selon le produit scalaire (1/p)Zx,y;. La valeur "moyenne"
de (eqm)!2 est la racine carrée de la moyenne des p écarts quadratiques moyens observés
(carré des valeurs de la tabie). Nous avons également indiqué, dans une ligne supplémen-
| taire, les estimations des variances 6%(0) et 6%(p) pour Burg et ACPE, lorsque 62(p) est

estimé a partir du minimum atteint par ies erreurs de prédiction progressive et rétrograde.
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TABLE 1

MSi m=10 p=4 r =2000

MODELE BURG ACPE MVR MVE MCS
B) 0.716  0.706 0.077 0.706 0.077 ©.715 0.085 0.715 0.046 0.716 0.047
B(2) -0.982 -0.960 0.062 -0.970 ©.051 -0.958 0.051 -0.981 0.022 -0.978 0.025
B3) 0.704  0.642 0.17t 0.651 0.186 ©0.695 0.142 0.668 0.181 0.661 0.163
B(d) -0.924 -0.786 0.245 -0.771 0307 -0.826 0.188 -0.782 0.326 -0.737 0.326
Moyennes  0.077 0.157 0.081 0.185 0.050 0.128 0.073 0.182 0.096 0.184
p(l) 0716 - 0.706 0.077 0.706 0.077 0.715 0.085 0.715 0.046 0.716 0.047
p(2) 0.034  0.028 0.201 0.023 0.204 0.056 0.239 0.034 0.132 0.040 0.134
p(3) -0.643  -0.588 0.230 -0.605 .227 -0.545 0.300 -0.628 0.153 -0.617 0.161
p4) -0.928 -0.792 0.259 -0.815 0.247 -0.742 0.296 -0.892 0.113 -0.877 0.132
Moyennes  0.073 0.204 0.060 0.200 0.105 0.246 0.019 0.118 0.028 0.126
b(1) -2.761  -2.510 0.455 -2.526 0.424 -2.640 0.365 -2.592 0.364 -2.531 0.397
b(2) 3.812 3317 0.802 3.312 0.829 3.537 0.606 3.423 0.758 3.282 0.854
b(3) -2.654 -2.222 0.696 -2.206 0.766 -2.400 0.512 -2.286 0.735 -2.146 0.822
b(4) 0.924  0.786 0.245 0.771 0.307 0.826 0.188 0.782 0.316 0.725 0.342
Moyennes  0.358 0.590 0.364 0.622 0.203 0.447 0.289 0.580 0.397 0.648
o2(0) 7.617  7.698 7.358 7.698 7.358 7.655 6.990 8.051 6.740 14.89 131.17
oXH* 9.77 2079 40.56 6.29 5.55 17.21 21.51  6.10 S5.55  5.39 5.79
o2(0) 7.625 17.375  6.905 6.589
cl4)* 20.15 38.73  5.61 5.67

* Lrunit€ de 02(4) est égale & 103
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TABLE 1I

MS1 m=20 p=4 r = 1000

MODELE BURG ACPE MVR MVE MCS
B(1) 0.716  0.711 0.051 0.711 0.051 0.718 0.055 0.715 0.036 0.713 0.040
B(2) -0.982 -0.977 0.022 -0.980 0.019 -0.978 0.018 -0.984 0.012 -0.985 0.012
B(3) 0.704  0.685 0.085 0.689 0.087 0.704 0.073 0.693 0.075 0.692 0.077
B(d) -0.924 -0.834 0.155 -0.832 0.175 -0.856 0.135 -0.845 0.163 -0.826 0.180
Moyennes  0.046 0.093  0.047 0.101 0.034 0.082 0.040 0.092 0.050 0.100
p(1) 0.716  0.711 0.051 0.711 0.051 0.718 0.055 0.715 0.036 0.713 0.040
p(2) 0.034  0.028 0.140 0.027 0.141 0048 0.161 0.032 0101 0.028 0.113
p(3) -0.643  _0.626 0.149 -0.632 0.149 -0.603 0.197 -0.639 0.110 -0.644 0.122
p(4) —0.928 -0.874 0.112 -0.883 0.104 -0.862 0.135 -0.915 0.050 -0.915 0.049
Moyennes  0.028 0.119  0.023 0.118 0.039 0.147 0.007 0.081 0.007 0.089
b(1) -2.761 -2.648 0.227 -2.656 0.198 -2.711 0.186 -2.685 0.164 -2.668 0.176
b(2) 3.812  3.559 0.423 3.564 0.420 3.670 0.342 3.622 0.368 3.580 0.406
b(3) -2.654 -2.418 0391 -2.420 0.407 -2.509 0.319 -2.467 0.367 -2.423 0.407
b(4) 0.924  0.834 0.155 0.832 0.175 0.856 0.135 0.845 0.163 0.826 0.180
Moyennes  0.188 0.319  0.184 0.321 0.110 0.261 0.144 0.285 0.177 0.314
o%(0) 7.617  7.587 6.005 7.587 6.005 7.947 5.812 7.680 5.249 15.13 48.74
oX4y* 977  11.83 1071 827 3.47 1066 5.51 1.99 347 7.82 3.53
o2(0) 7.396 5.904 7.284 5.764
o2(ay* 11.19 897  7.88 3.51

* L'unité de 02(4) est égale a 10-3
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TABLE III

MS2 m=15 p=8 r=2000

MODELE BURG ACPE MVR MVE Mcs
B(1) 0.716  0.709 0.062 0.709 0.062 0.719 0.068 0.716 0.037 0.710 0.051
B(2) -0.982 —0.974 0.034 -0.979 0.027 -0.975 0.028 -0.985 0.009 -0.970 0.041
B(3) 0.704  0.639 0.144 0.623 0.167 0.667 0.121 0.641 0.141 0.476 0.290
B(4) -0.924 -0.829 0.150 -0.844 0.149 -0.852 0.134 -0.862 0.123 -0.765 0.188
B(5) 0.012 0.270 0314 0.128 0.240 0.268 0.334 0.142 0.229 0.308 0.361
B(6) -0.980 -0.770 0.268 -0.964 0.063 -0.763 0.282 -0.940 0.131 -0.956 0.049
B(7) 0.000  0.421 0.483 0.041 0.242 0444 0.503 0.036 0.336 0.035 0.203
B(8) -0.950 -0.684 0.348 -0.837 0.267 -0.704 0.313 -0.824 0.376 -0.801 0.290
Moyennes  0.216 0.268 0.072 0.175 0.217 0.269 0.074 0.212 0.154 0.218
p(1y 0.716 0709 0.062 0.709 0.062 0.719 0.068 0.716 0.037 0.710 0.051
p(2) 0.034 0026 0.171 0.023 0.172 06.055 0.199 0.037 0.106 0.029 0.107
p(3) -0.643 -0.618 0.194 -0.628 0.192 -0.583 0.251 -0.637 0.120 -0.627 0.114
p(d) -0.928 -0.851 0.164 -0.866 0.151 -0.830 0.197 -0.921 0.039 -0.905 0.094
p(5) -0.683 -0.589 0.288 -0.601 0.293 -0.593 0.273 -0.680 0.158 —0.686 0.149
p(6) -0.088 -0.054 0397 -0.056 0.411 -0.081 0.418 -0.091 0.290 -0.116 0.269
p(7) 0.488  0.405 0.392 0.412 0.414 0.365 0.449 0.481 0.269 0.466 0.244
p(8) 0.724  0.546 0.385 0.557 0.422 0.502 0.410 0.717 0.084 0.720 0.059
Moyennes  0.083 0.283 0.076 0.295 0.104 0.309 0.005 0.165 0.016 0.156
b(1) -2.784 -3.588 0.978 -2.685 0.447 -3.697 1.049 -2.825 0.490 -2.694 0314
b2) 5712  7.580 2.535 5.305 1223 7.881 2701 5.681 1.339 5.302 0.978
b(3) -7.938 -10.763 4.232 -7.077 2'218 —11.276 4.470 -7.726 2.377 -7.063 1.855
b(4) 9.211 11.810 4.58 8.016 2.711 12.406 4.775 8.746 2.902 7.973 2.407
b(5) -7.807 -9.855 3.915 -6.652 2.573 -10.398 4.038 -7.266 2.805 -6.553 2.371
b(6) 5.522  6.313 2.233 4.691 1.793  6.659 2.213 5.012 2.057 4.558 1.769
b(7) -2.645 -2.689 0.907 -2.234 0.890 -2.836 0.829 -2.336 1.077 -2.147 0.913
b(8) 0.950 0.684 0.348 0.837 0.267 0.704 0.313 0.824 0.376 0.801 0.290
Moyennes  1.723 2.907 0.754 1.756 2.091 3.024 0.341 1.920 0.810 1.580
o2(0) 7.617  7.449 6.523 7.449 6.523 7.564 6.216 7.961 6.095 1.232 11.009
oX8)* 3.77 2154 583.6  2.03 243 116.6 193.4 247 4.69 137 264
o%(0) 7371 6.425 5.498 5.499
o4(8)* 220.8 634.6  1.43  2.60

* L'unité de 02(8) est égale & 10-3
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§ IV.3. Extension des méthodes a un échantitlon

Soit x = [x(i,j)] la matrice mxn associée a n observations indépendantes
d’une séquence stationnaire de longueur m, gaussienne, centrée et de matrice de cova-
riance A. La covariance empirique "symétrisée"

X = (xx' +Jxx'))/2
est une statistique exhaustive, estimateur sans biais de A, en fonction de laquelle
s’exprime chacune des méthodes. En ce sens toute méthode s’interpréte comme un
opérateur T de I’ensemble des matrices doublement symétriques positives € * dans le

sous-ensemble € ¥ formé des matrices de Toeplitz.

Les autocovariances empiriques sont définies par

m—k
AR =LY Xk, k=01,

=1

et 'opérateur correspondant est le seul A ne pas étre un projecteur (T(A D #EA).

Considérons, pour k =0, ..., m—1, la matrice A; égale A la moyenne, divisée

par deux, des matrices A, associées selon (2) A chaque séquence :
n
1
Ak = ‘271 ;1 Ak,’ .

Elle s’exprime en fonction de X par

m—k
Adif) = Y, XG+tje), i=0,.k j=0,..k.

=1
La matrice A;/(m-k) est un estimateur sans biais de la matrice d’autocovariance d’ordre
(k+1), obtenue comme moyenne des blocs diagonaux du méme ordre contenus dans X.

Les matrices A; sont doublement symétriques et se construisent selon la récurrence :
m-k

Ak 0) = 2 X(krt) = mA (b),

=1
Ak=jJ) = Apy(k=1-jj-1) = X(k=jy), j=1,...,[k/2],
A} = Ay () — X (k=i k=), j=0,...[k/2), j<i<k-j.
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Cette récurrence équivaut & Ay(k,0) = mA (k) joint A la relation matricielle
(A,‘)k =Ak—-l _J(X)kj’
ou (M)k désigne la matrice d’ordre k constituée par le premier bloc diagonal du méme

ordre de la matrice M. A partir de la version "symétrisée” de (8) on peut vérifier I’égalité

-1 -1 S
(A, X) = tr([(A), T (X)) + —— bAp,

c @
dans laquelle Ap est la matrice d’ordre m du modele AR(p) sous-jacent A A et b =
[1, b(1), ..., b(P)]' est le parametre correspondant. Cela montre en particulier que cha-
cune des statistiques {J(X),J; A (k), k=0 ..., p}, (J(X),J; A,} et (A,;

Ap_l} est exhaustive pour le modele AR(p).

L’estimation de la matrice de Teeplitz A de la séquence correspond au cas p =
m-1. On supposera p < 2nm/(2n+1) afin d’assurer une solution a chacune des

méthodes.

1) AUTOCORRELATION PARTIELLE EMPIRIQUE
L’autocorrélation partielle empirique B_(k), k = 1, ..., p, est une corrélation
partielle exprimée dans RZ“m-B Elle est égale au coefficient de régression —b(k) dans

la solution du probléme de minimisation

Min Z Z (e, 2(6K) + € ¥ (kb)) € (rk)—Z bGx(E-5r), € k)-Z bt ).

b() r=1 i=k+1

Elle est donnée par

B, (k) = v, (0 (¥, 0 + 5, 017,

ou [yk(l), veey yk(k),sk(k)] est la derniére ligne de la matrice triangulaite inférieure de
la décomposition de Cholesky de PA,P". Les variances sont estimées en utilisant A_(0)
pour 2(0) ou spz(p)/(m-—p) pour 62(p), mais dans ce dernier cas la méthode n’est plus
~ récursive selon I’ordre p du modele. Dans les deux cas I’opérateur T reste un projecteur

en vertu des propriétés des matrices de Teeplitz (cf. § A.1L.3).
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L’approximation RER s’obtient, comme pour une seule séquence, en fonction de

la seule matrice A,. La méthode n’est plus récursive mais demeure un projecteur.

2) BURG
Les estimations B,(k), k = 1, ..., p, sont définies récursivement 2 partir des
problemes de minimisation

Min 2, 2 (le,, (k1) ~ BkJe,, *(—kk-DI* + [e,, *(—kk-1) ~ BRe,  (5k-DI),
Bk)y 1=1 t=k+1 ’ ’

ou les erreurs eb',(t;k—l), €y, *¥(t-k;k-1), t = k+1, ..., m, sont calculées en
fonction du filtre by = [b(k-1,0), ..., b(k-1,k—1)]' associé aux ﬁb(i),j= 1, ...,
k-1, déja estimés. Ainsi B, (k) est donné par :

B0 =B,A B, [B/AD,, B, =[bO].
Comme pour ACPE la méthode est récursive lorsque 62(0) est estimé par A [(0), elle ne

I’est plus si 62(p) est estimé par le minimum obtenu 2 'ordre p :

i 2
(7_1‘7‘)[1 - ﬁb(p)] Qp pbp.

Pour une matrice de Teeplitz A d’ordre (k+1), définie positive, le minimum de p'Ab,
ou b = [b(0), b(1), ..., b(k)]' avec la seule contrainte b(0) = 1, est réalisé par le
filtre autorégressif d’ordre k associ€ 2 A. Ainsi la méthode correspond A un projecteur

indépendamment du choix de I’estimation des variances.

3) MOINDRES CARRES SYMETRIQUES

Le probleme de minimisation est celui considéré pour ACPE A P’ordre p que I'on
peut aussi formuler par |

Min {b'Ab; b =[1,b(1), ..., b(p)]'}.

La solution est donnée par la derniére ligne [b(1), ..., b(p), 1] de la matrice triangu-
laire inférieure unitaire 7~} de la décomposition de Cholesky TDT'de PA,P'. Les
variances sont estimées en utilisant spz(p)/(m-p) pour 62(p) ot sp2(p) est le dernier
élément de D°. La méthode n’est pas récursive mais demeure un projecteur pour la

méme raison que ci-dessus.
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4)MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE EXACT
Posant Ap = oz(p)Rp, la solution du maximum de vraisemblance du modéle

AR(p) gaussien est donnée par Sz(p)ﬁp ol ﬁp réalise le minimum de

1 i -
-’—n—ln IR,,I + ln[Htr{Rp X}

et 62(p) = tr{ﬁp'lX }/m. 11 est possible de transposer la méthode du gradient utilisée
pour une séquence mais la méthode de relaxation (Pham, 1988) est plus simple. D’autre
part le résultat obtenu aprés une seule itération constitue ’extension 4 un échantillon du

maximum de vraisemblance récursifl.

Par construction MVR est récursif et par suite MVE ne I’est pas car les deux
méthodes coincident pour p = 1. Il est clair que MVE définit un projecteur, c’est-a-dire
que le minimum ci-dessus est donné par R, lorsque X = AP. Mais c’est également le
cas de MVR car, si X est une matrice de Teeplitz définie positive d’ordre m, X, est l.a

solution du maximum de vraisemblance pour tout & inférieur a m (cf. § A.IIL.3).

La différence essentielle ici est que la séquence peut étre trés courte par rapport 3
I’ordre du modele estimé : m = p—1 dans le cadre de I’estimation d’une matrice de
Teeplitz. C’est la situation que nous avons retenue pour le modele MS1 présenté dans les
Tables IV (n = 3) et V (n = 10). Nous retrouvons la plupart des observations faites au
paragraphe précédent. Notons cependant les pertes de qualité de MVR pour I’estimation
de B(.) ou de b(.), de MCS pour p(.), et méme de la méthode de Burg pour B(.) et
surtout b(.) pour lequel elle est celle qui réalise les plus mauvais résultats. LA encore

seules MVE et ACPE sont cohérentes sur I’ensemble des parametres tout en conservant

de bonnes qualités pour chacun d’eux. Le point faible de MVE, dans I’estimation de B(4)

lorsque 1’échantillon est de taille trés faible (cf. Table IV), est di a la variance de 'esti-
mateur car le biais est le méme que celui d’ ACPE. Notons que c’était déja le cas entre
MVE et MVR pour une seule séquence (cf. Table I). De plus s’ajoute iéi une mauvaise
estimation de 6%(0) qui se répercute sur celle de A(.) et qui n’existait pas pour une

séquence des modeles MS1 et MS2. Cela tient a un nombre d’observations trop faible et
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n’a pas véritablement de sens statistique. En effet nous avions déja constaté ceci sur un
autre essai du modele MS2, dans les mémes conditions que celles de la Table 11, alors
que les résultats concernant les autres parametres restaient analogues. De plus lorsque
Pon donne, dans ce type de situation, une importance plus grande au critere d’arrét
portant sur le gradient, le nombre d’itérations augmente trés fortement et conduit a une
irés 1égere amélioration de ’estimation de 62(0). Un examen plus approfondi montre que
la différence porte‘sur un nombre de cas restreints pour lesquels la convergence est trés
lente. Pour n = 10 (cf. Table V) MVE réalise les meilleures performances sur chacun
des parametres avec 4 itérations en moyenne contre 13 dans celui de la Table IV avec le
méme critere d’arrét. A ’exception de MVE, I’augmentation de n ne modifie pas les.
qualités relatives des différentes méthodes. Notons la particularité de MCS qui voit
I’estimation de 62(0) se détériorer encore plus alors que le nombre de polyndmes
instables passe de 824/2000 a 121/1000. Dans le premier cas la proximité des (k) a £1
est diie au hasard, alors que dans le second elle est diie au modele. Enfin signalons que
I’approximation d’ACPE par RER n’est pas acceptable; elle conduit & une mauvaise
estimation de (1), avec ses conséquences sur les autres paramétres, qui, toutes propor-

tions gardées, ne s’améliore pas lorsque n augmente.
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TABLE IV

MOYENNE ET RACINE CARREE DE L’ ECART QUADRATIQUE MOYEN DES ESTIMATIONS

MS1 m=5 n=3 p=4 r=2000

MODELE BURG ACPE MVR MVE MCS
B(1) 0.716  0.712 0.043 0.712 0.043 0.715 0.057 0.716 0.033  0.723 0.053
B(2) -0.982 -0.976 0.027 -0.979 0.024 -0.969 0.028 -0.980 0.019 -0.968 0.039
B(3) 0.704  0.553 0.287 0.636 0.238 0.654. 0.191 0.675 ©0.166 0.678 0.159
B(d) -0.924 -0.784 0.306 -0.894 0.223 -0.796 0.311 -0.870 0.320 -0.817 0.284
Moyennes  0.103 0.212 0.037 0.165 0.069 0.i185 0.031 0.181 0.055 0.166
p(1) 0.716 0712 0.043 0.712 0.043 ©.715 0.057 0.716 0.033 0.723 0.053
p(2) 0.034 0029 0.121 0.028 0.121 0.044 0.1S§ 0.036 0.096 0.064 0.160
p(3) -0.643 -0.632 0.144 -0.634 0.142 -0.594 0.178 -0.630 0.117 -0.576 ©.223
p(d) -0.928 -0.892 0.121 -0.891 0.119 -0.834 0.159 -0.902 0.091 -0.836 0.219
Moyennes = 0.019 0.114 0.019 0.113  0.053 0.i146 0.014 0.090 0.058 0.178
A(l) 5.454  5.491 3231 5.491 3.231 5.435 3.212 5.887 4.344  6.862 32.849
A(2) 0.260  0.228 0.792 0.222 0.791 0.367 1.287 0.282 0.868 0.613 9.970
A() 4.894  —4.955 3.154 -4.967 3.152 -4.545 3.004 -5.271 3.908 -5.615 29.236
A(d) -7.065 -7.099 4.498 -7.095 4.495 -6.511 4.141 -7.593 5.849 -8.270 42.916
Moyennes  0.042 3.21%1  0.047 3.210 0.332 3.088 0.390 4.156 1.010 31.125
B(1) -2.761 -2.355 0.594 -2.589 0.469 -2.545 0.427 -2.653 0.370 -2.635 0.372
b(2) 3.812  3.100 0.987 3.535 0.739 3.375 0.793 3.602 0.747 3.522 0.726
b(3) ~2.654 -2.055 0.853 -2.440 0.614 -2.269 0.728 -2.472 0.723 -2.381 0.681
5(4) 0.924 0784 0.306 0.894 0.223 0.796 0.311 0.870 0.320 0.817 0.284
Moyennes  0.512 0.733  0.195 0.546 0.317 0.600 0.151 0.575 0.216 0.550
o%(0) 7.617  7.691 4.485 7.691 4.485 7.569 4.372 8.223 5.964  9.459 44.524
o2d)* 977  18.27 1991  4.98 8.62 20.54 27.05 493 1.55  2.17 1.94
o%(0) 8.506 5.424 5932 4.968
oa)* 20.77 25.66  3.01 7.84

* L unité de 02(4) est égale & 10-3
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TABLE V

MOYENNE ET RACINE CARREE DE L' ECART QUADRATIQUE MOYEN DES ESTIMATIONS
MS1 m=5 n=10 p=4 r=2000

MODELE BURG ACPE MVR MVE MCSs

(1) 0.716 . 0.714 0.022 0.714 0.022 0.714 0.033 0.715 0.015 0.716 0.022
B(2) -0.982 -0.981 0.010 -0.981 0.024 -0.978 0.011 -0.982 0.007 -0.982 0.012
B3y 0.704 0.653 0.134 0.682 0.009 0.686 0.101 0.700 0.054 0.702 0.052
B(4) -0.924  -0.878 0.098 -0.915 0.123 -0.889 0.084 -0.922 0.060 -0.907 0.077

Moycnnes 0.034 0.084 0.012 0.068 0.020 0.068 0.003 0.041 0.009 0.048

p(1) 0.716 0.714 0.022 0.714 0.022 0.714 0.033 0.715S 0.015 0.716 0.022
p(2) 0.034 0.036 0.063 0.029 0.063 0.033 0.092 0.033 0.043 0.035 0.063
p(3) ~0.643  -0.643 0.071 -0.644 0.071 -0.631 0.102 -0.642 0.050 -0.639 0.077
p(4) -0.928 -0.919 0.046 -0.918 0.046 -0.896 0.063 -0923 0.032 -0.922 0.051

Moyenncs 0.005 0.054 0.005 0.054 0.017 0.077 0.002 0.038 0.004 0.057

A(1) 5.454 5.433 1.755 5.433 1.755 5411 1.760 5471 1.609 25.94 221.66
A(2) 0.260 0.227 0.448  0.225 0.448 0.272 0.715 0.245 0.326 0.13 8.63
A(3) -4.894 4914 1.718 -4916 1.718 -4.770 1.702 -4.932 1.154 -25.50 223.49
A@d) -7.065 -7.048 2.443 -7.042 2.443 -6.830 2.356 -7.097 2.213 -35.96 313.66

Moyennes 0.023 1.747 0.026 1.746 0.135 1.736 0.027 1.582  20.49 222.23

b(1) -2.761 -2.625 0.260 -2.704 0.223 -2.691 0.197 -2.748 0.102 -2.746 0.110
b(2) 3.812 3.572 0.403  3.720 0.313  3.675 0.305 3.790 0.173 3.774 0.204
b(3) -2.654  -2.455 0.322 -2.585 0.229 -2.537 0.246 -2.638 0.152 -2.616 0.188
b(4) - 0.924 0.878 0.098 0.915 0.068 0.889 0.084 0.922 0.060 0.907 0.077

Moyenncs 0.171 0.293  0.064 0.226 0.098 0.223 0.015 0.130 0.029 0.154

02(0) 7.617 7.605 2436 7.605 2.436 7.562 2.394 7.648 2.244 36.65 314.13
02(4)* 9.77 14.01 8.48 8.46 4.54 13.81 8.79 8.41 4.26 7.67 4.15

o%(0) 7.923 2797  7.167 2.679
o2(4)y* 14.71 974  1.714  4.15

* L'unité de 62(4) est égale & 10-3
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