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(son nom soit mille fois loué...) dont le très grand mérite fût de reprendre et
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Sigles, symboles et commentaires

Sigles

ADK Ammosov-Delone-Krainov

BSI Barrier suppression ionization

BSP Born en série de perturbation

CCC Convergent close coupling

COLTRIMS Cold-target recoil-ion momentum spectroscopy

CPA Chirped pulse amplification

CV Coulomb-Volkov

DPI Double photoionisation

DPIω Double photoionisation à un photon

DPI2ω Double photoionisation à deux photons

ECR Equations couplées réduites

ECS Exterior complex scaling

ELS Equations de Lippman-Schwinger

ESDT Equation de Schrödinger dépendante du temps

IR Infrarouge

KFR Keldysh-Faisal-Reiss

LEL Laser à électrons libres

MCV Modified Coulomb-Volkov

RCV Renormalized Coulomb-Volkov

SAE Single active electron

SETD Section efficace triplement dérivée

SFA Strong field approximation

SPIDER Spectral phase interferometry for direct electric-field reconstruction

UV Ultraviolet

2SC Two screened Coulomb wavefunctions

3C Three Coulomb wavefunctions

eV Electron-volt

u.a. Unités atomiques
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Symboles

O Majuscule curviligne : opérateur

ε Energie de l’état atomique

V Etat de Volkov

Ψ Fonction d’onde exacte de l’état à chaque instant t

Φ Fonction d’onde exacte non perturbée de l’état à chaque instant t

χ Fonction d’onde approchée de l’état à chaque instant t

ϕ Partie spatiale (radiale et angulaire) de la fonction d’onde

Rn` Partie radiale de la fonction d’onde

Ym
` Harmonique sphérique

C~k Fonction d’onde Coulombienne

ψ~k Partie spatiale de la fonction d’onde Coulombienne

Ω Angle solide

(φ, θ) Coordonnées sphériques azimutale et colatitudinale

Nota Bene :

De nombreux quiproquos sont soulevés par l’utilisation des termes (( in-
tensité )) ou (( éclairement )) pour qualifier le rayonnement d’une source laser
interagissant avec un système atomique. Cette note a pour but de clarifier ce
détail et d’exposer le point de vue adopté dans ce manuscrit. En suivant la
définition de l’optique photométrique, l’intensité d’une source ponctuelle est
le flux Φ rayonné par unité d’angle solide Ω dans une direction considérée.

I =
dΦ

dΩ
unité [W.sr−1] (1)

L’éclairement d’un récepteur quant à lui, définit le flux lumineux reçu par
unité de surface S ′.

E =
dΦ

dS ′
unité [W.m−2] (2)

Ces deux quantités sont donc différentes sur deux points : d’un côté il y a
la notion de source et d’angle solide, de l’autre de récepteur et de surface.
Nous allons considérer ici que le faisceau laser incident ne peut pas, au vu
des dimensions atomiques des systèmes étudiés, être considéré comme ponc-
tuel. Dans ce cas, si la source représente une surface de grandes dimensions,
l’intensité ne peut plus être définie par unité d’angle solide mais doit l’être
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par unité de surface (dΩ = dS). De plus, si l’on considère une propagation
rectiligne uniforme de ce faisceau, la surface réceptrice sera identique à celle
émettrice (dS ′ = dS). Il s’agira en définitive d’un (( cylindre de lumière )) où
l’intensité et l’éclairement seront traités sur un pied d’égalité. Nous considé-
rerons donc qu’il s’agit exactement de la même quantité et nous choisissons
pour le reste du manuscrit le terme d’intensité.
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de l’hélium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3 Dynamique de l’hydrogène atomique 85

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2 Vers les champs intenses UV et X . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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3.3 Vers les petites énergies de photon . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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7.2 Formalisme général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193

7.3 Born II sans états intermédiaires . . . . . . . . . . . . . . . . 194

7.4 Born II avec état intermédiaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

7.4.1 Section efficace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

7.5 Born II avec état intermédiaire et fondamental amélioré . . . . 203

7.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206

Conclusion 207

Conclusion et perspectives 211

Table des figures 224
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Dès que les propriétés de la lumière ont pu être parfaitement contrôlées,
elle est devenue l’un des outils privilégiés de l’étude de la dynamique

électronique au sein des atomes. De plus, grâce à leurs caractéristiques de
monochromaticité, cohérence et polarisation, l’utilisation d’impulsions laser
s’est largement étendue : des applications médicales connues, à la course aux
lasers de puissance, en passant par une utilisation commerciale de masse,
le laser a aujourd’hui investi tous les domaines de la société. C’est l’un des
exemples les plus célèbres de technologie dont les avancées en termes d’inten-
sité et de durée d’impulsion, ouvrent de nouvelles perspectives de recherche.
Ainsi, quand les grandeurs de la dynamique électronique dans les atomes se
voient sondées à leur propres échelles, des informations claires et précises sont
accessibles. Cette dynamique induite par des impulsions laser dans le domaine
infrarouge (IR), est maintenant bien connue et dominée par deux aspects :
d’une part, le grand nombre de photons mis en jeu, et d’autre part la faible
largeur spectrale du rayonnement incident. La durée de ce type d’impulsions
étant suffisamment longue pour négliger celle-ci. Nous sommes actuellement
dans une phase de transition où plusieurs protocoles expérimentaux génèrent
un rayonnement laser impulsionnel ultraviolet (UV) intense et bref. Dès lors,
les phénomènes induits n’ont plus du tout les mêmes caractéristiques ; nous
nous déplaçons vers une dynamique dominée par un faible nombre de photons
et où désormais la largeur spectrale du rayonnement viendra jouer un rôle
déterminant. De nouvelles installations voient le jour, en particulier le laser à
électrons libres (LEL), modèle hybride entre une source laser traditionnelle et
un rayonnement synchrotron [1]. Le principe de base consiste à remplacer le
milieu amplificateur par un faisceau d’électrons relativistes dont l’énergie est
partiellement convertie en rayonnement électromagnétique. Le LEL s’écarte
donc des lasers conventionnels car pour ces derniers, c’est la nature discrète
des niveaux d’énergie du milieu qui impose les longueurs d’onde du rayonne-
ment émis. Pour le LEL au contraire, on a affaire à un quasi-continuum de
niveaux électroniques. Des électrons sont issus d’un accélérateur puis injectés
dans une structure appelée onduleur dont le but est de courber périodique-
ment leur trajectoire afin qu’ils acquièrent une vitesse transverse sinusöıdale.
Une émission à une longueur d’onde particulière de résonance apparâıt : c’est
un rayonnement laser. Celui-ci est ensuite amplifié par une cavité optique puis
extrait. L’avantage majeur de ce genre de dispositif est l’accordabilité de la
longueur d’onde en fonction du paramètre de déflexion de l’onduleur, mais
également les fortes intensités que l’on peut obtenir en fonction du courant
d’électrons incidents. A titre d’exemple les performances que l’on atteint ac-
tuellement sont de l’ordre de 1014 W.cm−2 avec des durées d’impulsion de
20-100 fs et des photons de plusieurs dizaines d’eV sur la source FLASH de
Hambourg. En 2002, une expérience réalisée sur un agrégat de xénon avec
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une source LEL de forte intensité (7.1014 W.cm−2) et d’énergie de photon
de 12, 7 eV fait apparâıtre des effets spectaculaires très différents de ceux
observés à l’aide d’énergie de photons dans le domaine visible. Tout d’abord,
l’ionisation simple de certains atomes de xénon se fait par absorption d’un
photon menant ensuite à la formation d’un plasma. Ce dernier induit une
forte augmentation de l’aborption de photons conduisant finalement à l’ex-
plosion Coulombienne de l’agrégat [2]. Plus récemment, on a pu observer la
double ionisation par absorption de deux photons dans l’hélium [3], sur la
source FLASH, et la réponse non-lineaire de cet atome lorsqu’il est soumis
à une radiation intense dans l’UV lointain [4]. Dans un avenir proche, il est
prévu de produire des photons d’une centaine d’eV à des intensités allant
bien au-delà de 1015 W.cm−2.

Ceci ouvre de nouveaux champs d’investigation, aussi bien du côté ex-
périmental que théorique. Il faudra en particulier développer des méthodes
théoriques adaptées au contexte de ces champs très intenses dans le domaine
XUV et c’est précisément dans cette perspective de moyen terme que se situe
notre travail. D’un autre côté, l’essor et l’emploi des lasers impulsionnels tel le
Titane-Saphir comme une source IR intense et brève a permis, avec le progrès
des optiques, la production d’un rayonnement secondaire composé d’un train
d’harmoniques élevées et intenses [5]. Des processus non-linéaires induits par
ce type de rayonnement ont été observés, par exemple la double ionisation
de l’hélium par absorption de deux photons de 41, 8 eV (27ème harmonique
du Titane-Saphir) à une intensité de 1014 W.cm−2 [6]. La génération d’har-
moniques ouvre également la voie à la production d’impulsions attosecondes
uniques, en isolant une seule impulsion de ce train [7, 8]. Si ces impulsions
ultra-brèves offrent la possibilité d’explorer la matière à des échelles de temps
(( atomiques )), l’activité dans ce domaine est concentrée sur la métrologie
avec le développement de diverses méthodes de mesure de la durée de ces im-
pulsions (par exemple la méthode SPIDER (( Spectral Phase Interferometry
for Direct Electric-field Reconstruction )) initialement développée par C. Ia-
conis et I. Walmsley [9]). Parallèlement au développement de ces diagnostics,
il faut noter les progrès réalisés dans la détection. Une technique d’imagerie
et de mesure performante de la fragmentation complète de petits systèmes, le
COLTRIMS ((( Cold-Target Recoil-Ion Momentum Spectroscopy ))) est dé-
sormais utilisée [10]. Tous les fragments chargés d’un atome, d’une molécule
où les produits d’une réaction de surface sont projetés par une combinaison
de champs électriques et magnétiques sur une surface sensible. D’après la
mesure du temps de vol des particules et leur position d’impact sur le dé-
tecteur, il est possible d’obtenir leur vecteur d’onde en trois dimensions avec
une résolution de l’ordre de 0,05 unités atomiques (u.a.). Ainsi, nous voyons
que tous les éléments sont en place pour l’étude fine des phénomènes électro-
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niques dans les atomes : production de rayonnements énergétiques, intenses
et brefs, techniques de diagnotic et de détection efficaces.

Jusqu’à présent, un grand nombre de théories ont vu le jour dans le
contexte des lasers IR intenses. Des approches (( ab-initio )) comme la ré-
solution directe de l’équation de Schrödinger dépendante du temps (ESDT)
par diverses méthodes numériques, ont été développées ; cependant, lorsque le
régime d’ionisation passe de l’absorption multiphotonique au régime tunnel,
cette méthode devient très lourde. De plus, le traitement des systèmes com-
plexes par l’ESDT est aussi difficile. D’autres approches, exploitant la forte
interaction avec le champ laser comparée à l’effet de la charge atomique (SFA
pour (( Strong Field Approximation ))), ont également été mises en place (voir
[11] pour une revue récente de la méthode SFA). Une attention particulière
a été donnée à l’ionisation et L.V. Keldysh a effectué un travail de pionnier
dans ce domaine, sur la base des travaux de D.M. Volkov [12], en établissant
une approche qui s’applique en régimes tunnel et multiphotonique [13]. Il a
défini un paramètre les délimitant : le (( paramètre de Keldysh )) dépendant
de la fréquence laser, de l’intensité et du potentiel d’ionisation. Par la suite, ce
modèle a été amélioré avec la théorie Keldysh-Faisal-Reiss (KFR) [13, 14, 15].
D’autres approches en (( champs forts )), fondées sur l’étude de l’ionisation
en champ statique, ont été développées. La plus populaire est certainement
la méthode d’Ammosov-Delone-Krainov (ADK) [16] dont les limites ont ré-
cemment été discutées [17]. La méthode KFR a fait l’objet de nombreuses
études dans le cadre des champs lasers IR intenses [18] mais ne donne pas
de résultats satisfaisants pour l’ionisation des atomes, car l’effet de la charge
nucléaire est négligé (voir la revue [18], chapitre 4). D’un point de vue gé-
néral, le potentiel Coulombien joue un rôle important dans l’ionisation des
électrons de basse énergie, et ce point constitue une limitation importante de
la méthode SFA [19]. S’il est clair que les approches basées sur cette approxi-
mation sont moins performantes que les traitements de type ESDT, elles ont
dans beaucoup de cas amené une compréhension plus approfondie des pro-
cessus physiques impliqués dans l’interaction laser-matière. En revanche, le
domaine XUV a été bien moins étudié par les méthodes de ce genre, puisque
les intensités disponibles jusqu’à la fin du siècle dernier ne permettaient pas
d’explorer le régime d’ionisation ou d’excitation non-linéaire. C’est ce qui a
motivé l’étude de l’approche (( Coulomb-Volkov )) [20] dans le laboratoire.
Comme nous le verrons par la suite, c’est une approche de type SFA qui
prend en partie en compte l’effet de la charge nucléaire. Dans des publica-
tions précédentes [21, 22, 23] l’efficacité d’une telle méthode a été démontrée,
reposant sur l’emploi d’états particuliers dits de (( Coulomb-Volkov )) dans
ce cadre de l’ionisation d’atomes par des impulsions UV femtosecondes. Ces
états se scindent en deux facteurs distincts, représentant d’une part l’inter-
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action noyau atomique-électron et d’autre part l’interaction électron-champ
électromagnétique extérieur. Ses avantages résident dans sa capacité à dé-
crire les transitions multiphotoniques sans recourir à un développement en
série, mais également dans la description du caractère Coulombien du dipôle
atomique. L’idée générale de ce travail est d’utiliser l’approche (( Coulomb-
Volkov )) pour la description de l’ionisation d’atomes en champ XUV et en
régime non-linéaire. Certaines limitations établies lors de ces précédents tra-
vaux, seront analysées sur la base de l’étude de l’hydrogène atomique en
champ laser XUV intense. Dans un cadre plus prospectif, nous aborderons
aussi le problème de l’ionisation double de l’hélium en champ XUV intense,
tout d’abord par l’absorption d’un photon, afin de comparer avec les nom-
breux travaux publiés. Nous verrons également comment aborder le problème
très actuel de la double ionisation directe à deux photons. Nous évaluerons
dans ce contexte l’effet des corrélations électroniques et celui des approxi-
mations propres à l’approche Coulomb-Volkov. Tout au long de ce travail,
nous nous placerons dans des conditions d’intensité et de durée d’impul-
sion telles que l’ionisation soit dominée par l’absorption de photons : c’est le
régime (( multiphotonique )). Deux raisons justifient ce choix : le développe-
ment d’une description de base s’en trouve facilitée et de nombreux résultats
théoriques mais surtout expérimentaux ont été obtenus dans ces conditions.
En effet, les intensités laser disponibles alors ne permettaient pas d’étudier
l’ionisation en champ très intense. Ces résultats vont donc nous servir de
base de comparaison. Ainsi on n’abordera pas le régime d’ionisation à plus
haute intensité, où l’on change de régime d’ionisation. Dans cette situation,
le champ est suffisamment fort pour abaisser la barrière de potentiel retenant
l’électron, lequel peut s’échapper de la structure atomique par effet tunnel.
L’étude de l’ionisation dans ce régime (( tunnel )) constitue le prolongement
naturel de notre travail à plus long terme.

Ce document est découpé en deux parties. La première partie expose glo-
balement les processus d’interaction qui nous concernent, ainsi que le cadre,
les développements théoriques et l’application concrète de notre approche à
l’hydrogène. Elle est donc divisée en trois chapitres dont le premier traite
du détail de l’interaction laser-matière à l’échelle atomique. Nous y décri-
rons quels sont les processus qui nous intéressent particulièrement, ainsi que
ceux qui se rapportent à des thématiques développées au laboratoire CE-
LIA. Nous y ferons un état de l’art théorique afin de cerner les spécificités
des traitements déjà existants. Enfin, nous présenterons plus formellement
le contexte de notre méthode. Le deuxième chapitre concerne directement le
développement analytique des amplitudes de transition, base fondamentale
de notre approche. Y sont regroupés les détails techniques des calculs que
nous allons ensuite utiliser pour l’étude de l’irradiation de l’hydrogène et de
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l’hélium, ainsi que des considérations propres à la méthode. Dans le troisième
chapitre, l’un des développements précédents est appliqué à deux cas : d’un
côté l’ionisation de l’hydrogène en conditions de champ intense, et de l’autre
l’excitation avec des énergies de photon inférieures à la moitié du potentiel
d’ionisation. Dans le premier cas, nous aurons recours à un calcul annexe de la
population de l’état fondamental pour pouvoir exporter la description au-delà
des conditions de perturbation. Dans le second, nous regarderons précisément
les transitions multiphotoniques intervenant entre états liés de l’hydrogène.
Enfin, nous démontrerons pourquoi l’emploi de ce genre de méthode n’inclut
pas la contribution des états intermédiaires et comment remédier simple-
ment à cette limitation. La deuxième partie est dévolue plus spécifiquement
à l’étude de l’hélium en interaction avec une impulsion laser brève et intense :
elle est divisée en quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous regarde-
rons les deux cas précis de la double ionisation à un et deux photons avec
un développement de base. Travailler sur un processus multiélectronique re-
quiert une modélisation des interactions électron-électrons intervenant lors
de l’ionisation double par une impulsion laser. Ce point constituera le second
chapitre de cette partie. Nous regarderons en particulier quel sera l’impact
des différents types de corrélations électroniques1 (radiales ou angulaires) sur
les quantités calculées. Dans un troisième temps, il s’agira de regarder quelle
peut être l’influence du degré d’approximation de l’état fondamental, par
la prise en compte d’un plus grand nombre d’orbitales atomiques de base.
Ceci dans l’objectif d’étendre la description hors conditions d’équipartition
de l’excès d’énergie apportée par les photons de l’impulsion. Enfin, dans le
dernier chapitre, nous développerons un traitement fondé sur l’approximation
de Born au deuxième ordre incluant explicitement les états intermédiaires.
Nous regarderons donc comment la dynamique de la double ionisation à deux
photons est affectée par l’un de ces états en particulier. Nous clôturerons ce
manuscrit en présentant quelques perspectives.

Nous utiliserons préférentiellement les unités atomiques, bien que les électrons-
volts soient également employés pour les énergies.

1Dans le cadre de ce manuscrit, nous entendons par corrélations électroniques l’interac-
tion électrostatique répulsive intervenant entre chacun des électrons du système atomique.
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Introduction

Pour un champ électromagnétique, le qualificatif d’intense est une notion
qui doit nécessairement être reliée à une référence. La communauté des

physiciens atomiciens l’ont définie comme l’intensité I0 d’un rayonnement
dont le champ électrique est celui que subit l’électron d’un atome d’hydrogène
sur la première orbite de Bohr. Le rapport de l’intensité I de n’importe quel
champ à I0 (cf. Annexe A) définit une valeur qui nous permet de qualifier
l’intensité de ce champ2 et qui est objectivement liée à ce qui est étudié. Dans
le cadre de processus atomiques induits par des impulsions laser, elle est donc
définie comme il suit











































I

I0

¿ 1 champ peu intense ou faible

I

I0

≈ 1 champ intense ou fort

I

I0

À 1 champ très intense

(3)

où I est l’intensité crête de l’impulsion. Par analogie, la référence temporelle
est la période durant laquelle un électron parcourt cette même orbite. D’un
point de vue classique, et en considérant une révolution circulaire, elle est
approximativement de τ0 = 152 attosecondes (1 as = 10−18 s). Comparative-

ment, la notion d’impulsion brève s’applique pour des rapports
τ

τ0

de l’ordre

de 10, c’est-à-dire pour des impulsions de durée femtoseconde. Encore une
fois, ceci n’est valable que pour l’étude de la dynamique électronique ato-
mique. Le tableau suivant (cf. Tab. 1) résume dans ce cadre, les qualificatifs
caractérisant l’impulsion en fonction de sa durée.

2Il est évident qu’elle sera susceptible de beaucoup évoluer dans les années qui viennent.
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Nanoseconde (1 ns = 10−9 s) impulsion très longue
Picoseconde (1 ps = 10−12 s) impulsion longue
Femtoseconde (1 fs = 10−15 s) impulsion brève
Attoseconde (1 as = 10−18 s) impulsion ultra-brève

Tab. 1 – Qualificatifs d’une impulsion en fonction de sa durée

La mise œuvre du principe d’amplification d’impulsion à dérive de fré-
quence dans le milieu des années 1980 [24] ((( Chirped Pulse Amplification ))

ou CPA), permet maintenant d’atteindre des intensités de 1021 W.cm−2 et
de courte durée, de l’ordre de 35 fs. Le développement de ces impulsions
brèves a permis l’exploration d’une dynamique atomique jusqu’alors inter-
dite. En effet, l’apparition d’une largeur spectrale importante associée à ces
nouvelles échelles de temps autorise des transitions photoniques vers un plus
grand nombre de niveaux atomiques. Ainsi, et c’est l’une des caractéristiques
essentielles de l’emploi d’impulsions brèves, une multitude de voies (ou (( che-
mins quantiques ))) se trouvent désormais ouvertes et vont pouvoir interférer
entre elles. L’étude générale de ces phénomènes s’en trouve donc amplement
compliquée. Par ailleurs, si on s’intéresse au nombre de photons contenus dans
une impulsion d’un laser IR de type Titane-Saphir de la châıne kHz Aurore
à 800 nm du CELIA, d’énergie ω = 0, 057 u.a. (1, 55 eV ) et d’intensité
I = 1016 W.cm−2, il est de N ' 1, 5.1024 photons pour un volume d’un cm3.
En regard de la quantité disponible, tous les processus multiphotoniques que
l’on va évoquer ensuite ne font intervenir qu’un très petit nombre de photons.
Pratiquement, cela se traduit en considérant le champ laser comme un réser-
voir infini de photons. Ceci a une conséquence importante car une description
(( classique )) du champ laser sera alors tout à fait suffisante.

Récemment, la production de rayonnements VUV secondaires par la gé-
nération d’harmoniques d’ordre élevé (GHOE) [25, 26] dont l’une des ca-
ractéristiques est la durée attoseconde [7] met à notre portée les outils pour
sonder la matière à l’échelle de ses propres grandeurs. Cependant, pour en ex-
traire une information pertinente, nous allons tout d’abord définir quels sont
les grands principes de l’interaction entre la lumière et la matière à l’échelle
atomique. C’est le but du premier chapitre de cette partie. Nous y passe-
rons également en revue les quelques techniques théoriques déjà existantes
dont une en particulier est disponible au CELIA. Le chapitre 2 va reprendre
les éléments de base de l’approche Coulomb-Volkov pour la description de
processus multiphotoniques dans les atomes d’hydrogène et d’hélium. Nous
y verrons la construction des états de Coulomb-Volkov et pourquoi ces états
sont à même de décrire les transitions multiphotoniques mais aussi les diffi-
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cultés liées au changement de jauge. Puis, nous développerons formellement
les amplitudes de transition pour l’excitation des premiers états liés de l’hy-
drogène et pour l’ionisation double de l’hélium. Enfin, le troisième et dernier
chapitre sera consacré à l’application de ces amplitudes développées pour
l’hydrogène quand les paramètres de l’impulsion laser sont d’une part une
intensité hors conditions de perturbations et d’énergie de photon supérieure
au potentiel d’ionisation et d’autre part une intensité modérée et une éner-
gie de photon inférieure à la moitié du potentiel d’ionisation. Nous décrirons
également en détail pourquoi une méthode Coulomb-Volkov de ce type ne
permet de décrire que des transitions directes, sans passage éventuel par des
états intermédiaires.
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Chapitre 1
L’interaction laser-atome en champ
intense et bref

1.1 Introduction

Dès que la notion de (( quantum de lumière )) (dénommé (( photon )) par
G.N. Lewis en 1926) a été définie par A. Einstein lors de la publication

de ses cinq papiers fondamentaux dans (( Annalen der Physik )) en 1905,
la possibilité de processus multiphotoniques (absorption ou émission de plus
d’un (( quantum de lumière )) lors d’une transition atomique) est évoquée. A
titre d’exemple

(( Quand le nombre de quanta d’énergie par unité de volume si-
multanément transformés est suffisamment grand, un quantum
de lumière émise peut obtenir son énergie de plusieurs quanta
d’énergie. ))

-Annalen der Physik 17, 132 (1905)-

Dès lors, une très grande variété de processus atomiques induits par des
photons ont été observés et analysés. Nous allons spécifiquement nous pencher
sur trois d’entre eux, dont les deux premiers constituent des thématiques
fondamentales du groupe (( Harmoniques et applications )) du CELIA. Tous
sont associés à l’interaction fortement non linéaire entre un atome et un
champ laser intense.
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1.2 Processus multiphotoniques dans les atomes

L’importance de ces processus est déterminante puisqu’ils apparaissent à
tous les domaines d’énergie de photon du laser incident. Cependant, comme
nous l’avons souligné, la dynamique induite peut être très différente selon les
caractéristiques intrinsèques de cette impulsion.

1.2.1 Ionisation multiphotonique et (( Above Threshold
Ionisation )) (ATI)

L’ionisation multiphotonique consiste en l’absorption simultanée d’un cer-
tain nombre de photons menant l’atome A dans un état ionisé. Elle peut être
résumée par la réaction suivante

nω + A −→ A+ + e− (1.1)

où n est le nombre minimum de photons d’énergie ω correspondant à la
fréquence centrale de la distribution en énergie de l’impulsion, que requiert
l’ionisation. Cependant, si l’on observe le processus avec attention, toute
une dynamique faisant intervenir les états atomiques quasi-résonants peut
intervenir. La Fig. 1.1 représente la structure atomique de l’hydrogène irradié
par une impulsion laser IR décrite en introduction, et pour laquelle n = 9.
Dans ce cas, la largeur spectrale ∆ω du laser permettrait d’atteindre les états
2` pour n = 7 et 3` pour n = 8 par exemple.

Historiquement, les premières preuves expérimentales de ce phénomène
datent du milieu des années 60 [27, 28] ; elles ont été poursuivies par plusieurs
groupes, en particulier celui de Saclay [29, 30] où le rendement d’ions produits
a été étudié en fonction de l’intensité du laser. Avec les intensités peu élevées
disponibles alors, il a été observé que le taux de n-ionisation Γn en s−1 suit
les prédictions de la théorie des perturbations à l’ordre le plus bas (TPOB)

Γn =
σnIn

ωn
[s−1] (1.2)

où σn est la section efficace généralisée en cm2n.sn−1. Cette approche théo-
rique sera décrite plus en détail par la suite (cf. §1.3.2). Vers la fin des années
70 et jusqu’aux années 80, l’étude des résonances a pris une importance tant
expérimentale [31, 32] que théorique avec des méthodes semi-pertubatives
telles que le modèle des (( états essentiels )). Il s’agit de modéliser l’atome
par un où plusieurs états liés susceptibles de contribuer activement et per-
mettant une description suffisante des processus en jeu. Plusieurs approches
ont alors vu le jour parmi lesquelles nous pouvons citer [33], fondée sur la
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∆ω

∆ω
εH3`

= −0, 055 u.a.

εH2`
= −0, 125 u.a.

εH1s
= −0, 5 u.a.

ω = 0, 057 u.a.

Fig. 1.1 – Ionisation d’un atome d’hydrogène par une impulsion laser IR de
800 nm.

matrice densité et [34], développée sur une base de B-splines (dont nous re-
parlerons également). Ces méthodes ont l’avantage d’être adaptées à l’étude
de processus multiphotoniques à des intensités modérées. En outre, elles ont
permis de mettre en lumière le rôle du déplacement des états liés sous l’action
du champ, et par conséquent leur contribution à l’ionisation multiphotonique.
Cependant, des difficultés surviennent par exemple lors du calcul des éléments
de matrice de transition continuum-continuum.

Parallèlement, le phénomène d’ionisation au-dessus du seuil ((( Above
Threshold Ionization )) ou ATI) fut découvert [35], puis confirmé et étudié
ensuite sous différentes conditions expérimentales [36, 37, 38, 39] en détectant
le spectre en énergie des électrons éjectés. A des intensités de l’ordre de
1013 W.cm−2, l’irradiation par une impulsion d’un laser Titane-Saphir d’un
atome entrâıne l’absorption d’un nombre supplémentaire de photons au-delà
des n nécessaires pour l’ionisation. La principale caractéristique du spectre
ATI est la séparation des pics d’absorption par l’énergie ω du photon laser,
la largeur de ces pics étant directement liée à celle de l’impulsion laser. Un
spectre représentatif est donné par la Fig. 1.2 suivante [40].
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Fig. 1.2 – Spectres en énergie des électrons éjectés créés dans l’argon par
une impulsion laser IR à 800 nm, d’intensité crête I = 5.1013 W.cm−2 et de
durée à mi-hauteur de 40 fs.

Spectres caractéristiques de l’ATI

Cependant, un certain nombre de phénomènes atypiques se produisent lorsque
l’intensité augmente et que l’on sort du régime perturbatif : les pics de plus
haute énergie apparaissent dans le spectre électronique alors que ceux de
plus basse énergie disparaissent (suppression de pics) [36, 41, 42]. De plus,
l’amplitude ne suit plus les prédictions de la TPOB. Dans ce cas, il faut
recourir à des théories non-perturbatives (cf. §1.3) pour en donner une ex-
plication qualitative [43, 44]. En présence d’un champ laser, les énergies des
états atomiques peuvent être écrites comme

ε = εi + ∆ − i
Γ

2
(1.3)

où εi est l’énergie de l’état initial non perturbé, ∆ la correction en énergie
correspondant au déplacement lumineux (effet Stark dynamique) et Γ est
le taux d’ionisation total (ou largeur) de l’état. Pour les petites fréquences,
l’effet Stark dynamique est faible pour les états liés les plus profonds. A
contrario, il est relativement important pour les états de Rydberg et tend
vers l’énergie pondéromotrice Up à mesure que l’on se rapproche du seuil
d’ionisation [43, 45, 46]. Cette énergie peut être interprétée comme l’énergie
moyenne de vibration de l’électron dans le champ électrique et peut se calculer
par la formule simple
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Up[u.a.] =
I[W.cm−2]

14, 04.1016 × ω2
[u.a.]

(1.4)

Elle a pour effet de déplacer le seuil d’ionisation (dénommé Ip(0)) en fonction
de l’intensité de l’impulsion. On peut grossièrement approcher ce déplacement
par l’équation au premier ordre de la TPOB

Ip(I) ' Ip(0) + β
I

ω2
(1.5)

Ainsi, quand I augmente, le seuil d’ionisation crôıt linéairement [47]. Un
nombre plus important de photons est alors nécessaire pour ioniser menant
de fait à la disparition des pics de plus basse énergie et l’apparition de ceux
d’énergie plus élevée.

De plus, pour des impulsions courtes et des intensités inférieures à 1014 W.cm−2

l’apparition de sous-structures dues aux passage par des états intermédiaires
désormais accessibles a été observée [48]. Encore une fois il est possible d’in-
terpréter ce phénomène par des résonances induites par le décalage lumineux
[49]. La Fig. 1.3 suivante résume schématiquement ces deux phénomènes.

Ip(I) ' Ip(0) + β
I

ω2

Ip(0)

���������
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Fig. 1.3 – Illustration du déplacement des niveaux dû à l’effet Stark dyna-
mique et de l’apparition de sous-structures dans le spectre ATI.

1.2.2 La génération d’harmoniques d’ordre élevé (GHOE)

Le mécanisme de GHOE est l’une des thématiques d’interaction laser-
atome qui suscite un vif intérêt tant chez les physiciens expérimentateurs
que théoriciens. Nous allons brièvement regarder quelles sont les principales
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caractéristiques d’un tel rayonnement, observé pour la première fois dans
les gaz rares [50] puis avec de fortes intensités [51]. Il s’agit d’un proces-
sus produisant une source de rayonnement VUV impulsionnel à partir d’un
rayonnement IR primaire, qui présente des propriétés de cohérence spatiale
et temporelle [52, 53] et de faible divergence [54]. Spectralement, c’est un
peigne dont les composantes pour les atomes, sont des harmoniques d’ordre
impair de la fréquence du rayonnement IR. Ceci s’explique par les règles de
séléction régissant les transitions dipolaires électriques entre deux états ato-
miques dont les moments angulaires vérifient ∆` = ±1. Ce spectre est divisé
en trois grandes zones : une décroissance de l’intensité des premiers ordres,
suivie d’une zone d’intensité constante appelée (( plateau )) et enfin une zone
où l’intensité diminue fortement avec l’ordre harmonique, appelée la (( cou-
pure )) . En outre, l’analyse temporelle du spectre harmonique fait apparâıtre
un train d’impulsions dont la durée est de quelques centaines d’attosecondes
[55].

Spectres caractéristiques d’une GHOE

La Fig. 1.4 illustre les caractéristiques précitées ; il s’agit cependant d’une
reconstruction de spectre par une méthode que l’on exposera au paragraphe
suivant. Toutefois, les spectres expérimentaux ne sont pas tout à fait iden-
tiques car la présence de filtres (en particulier d’aluminium) ayant pour rôle
de s’affranchir du rayonnement IR primaire, atténue également le signal des
harmoniques basses en dessous de 17 eV et hautes au-dessus de 45 eV , soit
une gamme harmonique comprise entre les ordres 11 et 45 (cf. Fig. 1.5) [55].

Le modèle théorique semi-classique en trois étapes

Proposé par H.B. Van Linden van der Heuvell et H.G. Muller [56] puis
repris et développé par P.B. Corkum [57], K.C. Kulander [58] et M. Lewen-
stein [59], ce modèle fondé sur l’approximation des champs forts ((( Strong
Field Approximation )) ou SFA) permet d’expliquer en trois étapes un cer-
tain nombre de caractéristiques du spectre harmonique. Les grandes lignes
sont les suivantes : création d’un paquet d’onde électronique lors de l’ioni-
sation de l’atome par effet tunnel durant chaque demi-cycle de la période
laser. Dans ce cas, une approche quasi-statique de l’ionisation d’un électron
((( Single Active Electron )) ou SAE) est utilisée à la limite des petites fré-
quences laser (théorie KFR ou ADK cf. §1.3.2). De plus, seul l’état initial et
les états du continuum seront considérés. Une fois le paquet d’onde électro-
nique crée, il va interagir avec le champ laser moyennant un certain nombre
d’approximations : sa vitesse est initialement nulle, il n’est plus soumis au
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Fig. 1.4 – Spectre harmonique généré dans l’argon par une impulsion laser
IR à 800 nm, d’intensité crête I = 2.1014 W.cm−2 et de durée à mi-hauteur
de 30 fs reconstruit à partir d’une méthode SFA.

champ Coulombien de l’ion résiduel et ce dernier est insensible au champ
laser. Une approche classique est alors suffisante pour décrire les trajectoires
électroniques dans le continuum et soumises à la polarisation linéaire du la-
ser. Elles vont le mener (ou non auquel cas il ne participe plus à la GHOE)
au voisinage de l’ion avec un gain substantiel en énergie cinétique et contri-
buer, par recombinaison radiative, à l’émission de photons harmoniques dans
la région du plateau. L’étude des instants ti de (( naissance )) de ce paquet
d’onde est d’une importance cruciale pour bien comprendre la GHOE. En
effet, trois types de trajectoires correspondant à trois domaines de naissance
(que l’on peut caractériser par des domaines de phase ωti) vont se distinguer
[55] : celles pour lequelles l’électron ne revient pas au voisinage de l’ion pa-
rent, celles pour lesquelles la recombinaison est possible et caractérisées par

un temps d’évolution (( long )) dans le continuum correspondant à ωti <
π

10
,

enfin celles pour lesquelles la recombinaison est possible et caractérisées par

un temps d’évolution (( court )) correspondant à ωti >
π

10
. Ce modèle montre

que le gain maximal que peut obtenir l’électron au moment de son retour est

de 3, 17Up correspondant à la phase limite ωti =
π

10
. Ce qui mène à la (( loi

de coupure )) [57].
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Fig. 1.5 – Spectres harmoniques expérimentaux générés dans des gaz d’argon
et de krypton irradiés par une impulsion laser IR à 800 nm, d’intensité crête
I = 2.1014 W.cm−2 et de durée à mi-hauteur de 30-35 fs.

ωc = Ip + 3, 17Up (1.6)

définissant la fréquence harmonique ωc à partir de laquelle se produit l’atté-
nuation rapide du signal en fonction du potentiel d’ionisation Ip et de l’énergie
pondéromotrice Up. Dans le cas où l’électron est à proximité de l’ion mais
que la recombinaison ne se produit pas, il peut rentrer en collision avec les
électrons de l’ion et conduire à l’ionisation multiple [31], ou absorber un cer-
tain nombre de photons contribuant ainsi à l’apparition d’un plateau dans le
spectre ATI [60], ou encore être diffusé par le coeur ionique et mener à une
structure en (( anneaux )) dans le spectre angulaire [61].

1.2.3 Les collisions électrons-atomes assistées par laser

Quand une particule chargée, par exemple un électron, est diffusée en pré-
sence d’une onde électromagnétique, elle peut échanger de l’énergie avec le
champ. Comme l’absorption d’énergie est dominante par rapport à l’émission,
ce phénomène est d’une importance cruciale pour l’étude de la formation et
du chauffage de plasmas dans les gaz. En particulier, de nombreux phéno-
mènes d’ionisation multiphotonique et de (( bremsstrahlung inverse )) sont à
l’origine d’électrons de haute énergie lors de la phase de croissance de l’im-
pulsion. Cette problématique s’est développée dans les années 70 mais les
expériences restent difficiles à réaliser. Voici quelques exemples de ce type de
processus
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e− + A + nω −→ A + e−

e− + A + nω −→ A∗ + e−

e− + A + nω −→ A+ + 2e−
(1.7)

Ici, trois cas sont à considérer : n > 0 absorption de n photons aussi ap-
pelé (( bremsstrahlung inverse )), n < 0 émission de n photons aussi appelé
(( bremsstrahlung stimulé )) et enfin n = 0 qui est un processus collisionel sans
absorption ni emission mais en présence du champ laser. L’idée est d’étudier
quelle peut être l’influence des paramètres du champ laser comme l’intensité,
la fréquence et la polarisation sur les collisions. De nouveaux effets sont re-
cherchés sur les distributions angulaires, les résonances ou les interférences.
Les expériences sont fondées sur le principe des trois faisceaux constitués par
les électrons, les atomes et enfin le laser. Les premières ont été initiées dès
1976 [62] à l’aide de laser CO2 où l’on voit clairement apparâıtre le gain et la
perte d’un photon du laser dans le spectre en énergie des électrons diffusés.
Puis la première observation de processus multiphotoniques en 1977 [63] où
le spectre présente des pics aux énergies correspondant soit à l’absorption ou
l’émission d’un petit nombre photons. Parmi les premiers travaux théoriques
menés, on peut citer ceux de N.M. Kroll et K.M. Watson [64] donnant des
sections efficaces différentielles de diffusion inélastique quantiques et clas-
siques. Il apparâıt alors dans l’approximation des petites fréquences laser ou
du potentiel de diffusion faible que la correction quantique est négligeable
quand les effets multiphotoniques sont dominants. Cependant, la plupart des
approches qu’elles soient classiques, fondées sur un traitement explicite de la
dynamique de diffusion électron-ion par des interactions élastiques et instan-
tanées [65] ou quantiques, dont la description de l’échange d’énergie entre les
photons et les électrons est fondée sur la section efficace différentielle [66],
sont issues de l’approximation classique des petites angles de diffusion et des
petits transferts d’impulsion ou de son équivalent quantique, l’approximation
de Born. Il a été démontré récemment [67] que des trajectoires électroniques
irrégulières combinées à des champs laser haute fréquence et un champ Cou-
lombien mènent à une augmentation très importante des taux de chauffage
plasma, remettant ainsi en cause les approximations précédentes. Ce champ
de recherches devant donc se développer dans le contexte de la physique des
plasmas.

1.3 Etat de l’art théorique

L’accès plus aisé aux supercalculateurs a permis l’élaboration puis la mise
en œuvre de codes de plus en plus complexes et demandeurs en ressources in-



38 L’interaction laser-atome en champ intense et bref

formatiques. La voie était de fait tracée pour des théories non-perturbatives
et (( globales )). Non-perturbatives car elles devaient répondre aux besoins
d’une modélisation en champ de plus en plus fort et globales parce qu’elles
peuvent couvrir très précisément l’ensemble de la structure atomique. Cepen-
dant celles-ci restent peu maniables et l’extraction d’informations pertinentes
devient ardue dès que le nombre de dimensions du problème augmente, en
particulier dès qu’il s’agit de décrire des systèmes à plus d’un électron. Les mé-
thodes approchées quant à elles fournissent une grosse partie du patrimoine
conceptuel mais ont comme désavantage de reposer sur des approximations
qui leur imposent un domaine de validité.

1.3.1 Traitement global

Dans le contexte de l’interaction multiphotonique avec des atomes com-
plexes, les méthodes globales et non perturbatives tendent à résoudre com-
plètement l’équation de Schrödinger dépendante du temps (ESDT)

i
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = H |Ψ(t)〉 (1.8)

Ainsi aucune ou très peu d’approximations sont faites sur le système lui-même
ou son Hamiltonien. Elles sont pour cette raison dénommées (( ab initio )).
Le choix du support (base d’états ou grille de points) plus ou moins complet
suivant la précision voulue, est d’une importance fondamentale. Deux grands
types de méthodes se distinguent. Le premier regroupe les méthodes fondées
sur la résolution de l’ESDT, soit par décomposition de la partie radiale de la
fonction d’onde soit sur une grille de points à deux dimensions [68, 69, 70], soit
sur une base formée par l’ensemble des fonctions radiales des états propres
de l’atome non perturbé, méthode dite (( spectrale )) [34, 71]. Cette décom-
position peut aussi se faire sur des fonctions aux propriétés adaptées comme
par exemple les B-splines [72, 73]. Nous pouvons aussi citer des variantes
perturbatives telles que CCC ((( Convergent Close Coupling ))), appliquée
avec succès à la description des collisions électrons-hydrogène [74, 75]. Cette
dernière est indépendante du temps et décrit la fonction d’onde totale du
système sur une base complète orthonormale de polynômes de Laguerre. Elle
a depuis été adaptée à la double ionisation de l’hélium [76, 77]. Egalement,
il existe une méthode intégrant des transformations ECS ((( Exterior Com-
plex Scaling ))) c’est-à-dire une rotation dans le plan complexe ayant pour
but de traiter de façon adéquate le comportement asymptotique des fonctions
d’onde [78, 79, 80]. Un autre type de décomposition sur une base de fonctions
Sturmiennes est aussi à l’étude [81, 82, 83, 84, 85, 86]. Le deuxième groupe
englobe les traitements fondés sur la théorie de Floquet [87] et la matrice R
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[88]. Voici deux exemples de méthodes globales et non-perturbatives dont le
premier est disponible au CELIA.

Résolution de l’équation de Schrödinger dépendante du temps sur
une base de B-splines

Il s’agit d’interpoler la partie radiale des fonctions d’onde atomiques par
des fonctions B-splines [89] en tirant parti de leur symétrie sphérique. La par-
tie angulaire reste quant à elle représentée par les harmoniques sphériques
particulièrement bien adaptées à la description de la structure atomique. For-
mellement, une B-spline Bk

i (r) d’ordre k est constituée de polynômes d’ordre
k − 1 définis positifs par morceaux dans une région finie (support compact)
de l’espace ; elle est nulle en dehors de celui-ci ce qui permet des calculs très
rapides et très stables. Bien qu’il existe une définition complète d’une fonc-
tion B-spline, elles sont générées par une relation de récurrence satisfaisant
la condition suivante

∑

j

Bk
j (x) = 1 ∀x (1.9)

et forment une base complète de l’espace. Toute fonction peut donc être écrite
comme une superposition linéaire de B-splines et en particulier toute partie
radiale d’une fonction d’onde d’un système réduit à une particule

Rn,`(r) '
∑

i

ciB
k
i (r) (1.10)

ce qui nous amène à la fonction d’onde Ψ(~r, t) écrite en coordonnées sphé-
riques, deux approches existent pour représenter la fonction solution de l’ESDT























Ψ(~r, t) =
∑

i,`,m

ci(t)Rn,`(r)Ym
` (θ, φ)

Ψ(~r, t) =
∑

i,`,m

c̃i(t)
Bk

i (r)

r
Ym

` (θ, φ)

(1.11)

Il s’agit donc d’une représentation vectorielle dont les composantes sont les
cœfficients ci(t) et c̃i(t). Afin de connâıtre l’état d’un système atomique après
interaction avec un champ laser, il faut résoudre l’ESDT pour chaque pas de
temps sur la base décrite précédemment. Dans le premier cas, la décom-
position de la fonction radiale sur des états atomiques solutions du Hamil-
tonien sans interaction mène à un problème (( non raide )) [90]. Le pas de
temps est suffisamment grand et des méthodes (( explicites )) d’intégration
du type Runge-Kutta sont alors satisfaisantes. Dans le second cas, il s’agit
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d’un problème (( raide )) que seule une méthode (( implicite )) peut résoudre.
La fonction d’onde initiale est ainsi propagée à l’aide d’une forme de Crank-
Nicholson [73, 91] et la fonction finale obtenue après interaction est projetée
sur l’état atomique désiré afin de connâıtre l’amplitude de transition dans la
voie choisie.

Le premier avantage de ces fonctions est la possibilité d’étendre le rayon R
de l’espace radial (ou (( sphère numérique ))) à l’intérieur duquel N fonctions
B-splines seront définies sur leurs supports respectifs. L’intervalle radial [0, R]
est ainsi découpé en sous-intervalles dont la répartition (pas nécessairement
équidistante) dépendra d’une séquence de points d’arrêts choisie. Il faut ce-
pendant imposer des conditions de continuité à ces points, qui s’expriment en
fonction de l’ordre k et de mi ∈ [1, k] la multiplicité du point d’arrêt. La rela-
tion de raccordement définissant la continuité de la fonction B-spline et de ses
dérivées jusqu’à l’ordre mi−1 s’exprime par sa classe Ck−1−mi . Ainsi, mi = 1
implique que Bk(r) est continue au point d’arrêt considéré, mi = 2 implique
que Bk(r) et sa dérivée première sont continues etc. Le deuxième avantage
est que les intégrales portant sur les B-splines peuvent être évaluées numé-
riquement avec une précision suffisante en utilisant la méthode d’intégration
de Gauss. Si l’on choisit l’ordre des B-splines égal à k, chaque B-spline sera
non nulle sur k sous-intervalles successifs. Cette propriété donne un troisième
avantage à cette méthode par le fait que les matrices écrites dans cette base
seront des matrices bandes (c’est-à dire ne comportant que des éléments non
nuls sur une bande diagonale de largeur 2k − 1). L’utilisation d’algorithmes
adaptés permet de résoudre le problème aux valeurs propres avec un mini-
mum de ressources informatiques.

L’un des soucis majeurs concerne l’extension de ce genre de théorie à des
systèmes plus complexes sans une refonte fondamentale des codes informa-
tiques. De plus et comme nous l’avons déjà souligné, dès que l’étude porte
sur l’interaction d’un champ laser avec des systèmes polyélectroniques, le
nombre de dimensions du problème devient élevé et beaucoup plus difficile à
résoudre.

La méthode R-matrice Floquet

Cette méthode a été présentée par P.G. Burke, P. Francken et C.J. Joa-
chain [92] et combine les avantages de la R-matrice initiée par E. Wigner
[93, 94, 95] permettant de calculer les résonances lors des collisions entre par-
ticules et de la théorie de Floquet [96]. L’ambition est d’unifier une description
des processus multiphotoniques, de la génération d’harmoniques et des colli-
sions électrons atomes assitées par laser. C’est une méthode non-perturbative
qui peut aussi être appliquée et étendue à n’importe quel atome. Il s’agit de
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diviser l’espace des configurations en deux sous-espaces où l’ESDT est ré-
solue en utilisant le théorème de Floquet afin de la réduire à un problème
indépendant du temps. Une région (( interne )) définie pour chaque électron
dont le rayon vecteur doit satisfaire ri ≤ a ∀i ∈ [0, ne], avec ne le nombre
d’électrons du système, et où la sphère de rayon a enveloppe la distribution
de charges des états atomiques considérés. Une région (( externe )) définie
telle qu’un électron se situant sur ou à l’extérieur de la sphère de rayon a et
laisse ne autres électrons confinés à l’intérieur de cette sphère. La forme opti-
mum du Hamiltonien sera utilisée en séléctionnant la jauge la plus appropriée
(cf. §1.4.2) en particulier la jauge des longueurs pour la région interne et la
jauge des vitesses pour la région externe. Pourtant, sous certaines conditions,
il apparâıt intéressant de transformer cette jauge pour des larges rayons en
jauge des accélérations de Kramers-Henneberger. Il s’agit des situations où
les conditions asymptotiques ne sont pas les mêmes que dans le cas sans in-
teraction, en particulier quand l’état final de l’électron diffère d’un état de
Volkov (cf. eq.(1.37)). La Fig. 1.6 suivante résume les idées précédentes
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Fig. 1.6 – Représentation schématique des régions de la R-matrice.

A la limite r = a, les solutions sont raccordées en utilisant la R-matrice
reliant les fonctions d’onde radiale et leurs dérivées. A la limite r = a′,
les solutions sont transformées en jauge d’accélération de Kramers où les
conditions aux limites appropriées sont imposées pour r −→ +∞ c’est-à-dire :
les conditions aux limites de Siegert [97] pour l’ionisation multiphotonique et
la génération d’harmoniques ; les conditions aux limites de la K-matrice [98]
pour les collisions électron-atome assistées par laser.

L’une des limitations essentielles à cette théorie est son extension pour des
impulsions très courtes. Dès lors, le champ laser ne peut plus être considéré
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comme monochromatique et la théorie de Floquet n’est plus valable. Son
application a cependant couvert de très vastes domaines allant de l’étude de
l’ionisation multiphotonique de l’hydrogène [99], de H− et de l’hélium [100],
du néon, de l’argon [101] ou du strontium [102] en passant par l’étude des
résonances et des états dégénérés induits par laser [103] et des ionisations à
deux couleurs [104] ou la génération d’harmoniques dans l’hydrogène [105]
mais aussi la diffusion électronique assistée par laser lors de collisions avec
des atomes [106].

1.3.2 Traitement approché

Les méthodes approchées se fondent, comme leur nom l’indique sur une
ou plusieurs approximations dans le développement théorique. Cependant, il
y a divers degrés d’approximation en fonction non seulement de leur origine
(fonction d’onde, négligence de certains termes physiques) et de leur impact,
et sont très souvent issues de la théorie des perturbations.

Les équations couplées

Nous allons tout d’abord développer la méthode des équations couplées
pour résoudre l’ESDT, elle nous permet de visualiser les différents couplages
et les approximations qui seront utilisés par la suite. Il s’agit de donner un
exemple pour un atome hydrogénöıde plongé dans un champ laser, mais la
généralisation peut être faite à des atomes polyélectroniques. Dans la repré-
sentation de Schrödinger, l’amplitude de transition Tfi d’un état dit (( per-
turbé ))

∣

∣Ψ+
i (t)

〉

vers un autre état perturbé
∣

∣Ψ−
f (t)

〉

d’un système sous l’in-
fluence d’une perturbation externe V (t) peut être évaluée à chaque instant t
par la formule [107]

Tfi =
〈

Ψ−
f (t)|Ψ+

i (t)
〉

(1.12)

où les fonctions d’onde Ψ+
i (~r, t) et Ψ−

f (~r, t) sont solutions de l’ESDT (1.8)
projetée dans l’espace des configurations

i
∂

∂t
Ψ±

i,f (~r, t) = HΨ±
i,f (~r, t) = [H0 + V (t)] Ψ±

i,f (~r, t) (1.13)

et où l’indice supérieur ± indique que le caractère repectivement (( sor-
tant )) ou (( entrant )) [107]. Par ailleurs, elles sont soumises aux conditions
asymptotiques suivantes

Ψ±
i,f (~r, t) −−−−→t→∓∞

Φi,f (~r, t) (1.14)
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avec Φi,f (~r, t) solutions de l’équation (( non perturbée ))

i
∂

∂t
Φi,f (~r, t) = H0Φi,f (t) = εi,fΦi,f (~r, t) (1.15)

Il est alors possible de décomposer les fonctions d’onde Ψ±
i (~r, t) et Ψ±

f (~r, t)
sur la base des états non perturbés comme une somme de fonctions d’onde
Φn(~r, t) et Φ~k(~r, t) représentant respectivement les états liés d’énergie néga-
tive et les états du continuum d’énergie positive de l’atome. L’ensemble de
ces fonctions d’onde forme une base orthonormée telle que























〈Φn(t)|Φm(t)〉 = δnm

〈

Φ~k(t)|Φ~k′(t)
〉

= δ(~k − ~k′)

〈

Φn(t)|Φ~k(t)
〉

= 0

(1.16)

Ecrivons maintenant
∣

∣Ψ±
i (t)

〉

et
∣

∣Ψ±
f (t)

〉

sur cette base



















∣

∣Ψ±
i (t)

〉

=
∞

∑

n=1

an(t) |Φn(t)〉 +

∫

d~k a~k(t)
∣

∣

∣Φ±
~k
(t)

〉

∣

∣Ψ±
f (t)

〉

=
∞

∑

m=1

am(t) |Φm(t)〉 +

∫

d~k′ a~k′(t)
∣

∣

∣Φ±
~k′
(t)

〉

(1.17)

Les cœfficients dépendant du temps an(t), am(t) et a~k(t), a~k′(t) sont à déter-
miner pour obtenir explicitement une expression de Ψ±

i (~r, t) ou de Ψ±
f (~r, t).

Ils contiennent toute l’information sur la population des états n, m liés ou ~k,
~k′ du continuum pendant l’interaction. Ils sont assimilés à une amplitude de
probabilité dont ai(t) en particulier représente celle qu’a l’électron de rester
dans son état initial. En outre, quand l’interaction est de durée limitée τ , i.e.,
V (t ≥ τ) = 0 et V (t ≤ 0) = 0 cela signifie que la limite en +∞ est atteinte
à τ , et la limite en −∞ est atteinte à 0, et qu’on peut écrire la condition
initiale à laquelle doivent satisfaire tous les cœfficients

aα(0) = δαi ∀ α = (n,~k) (1.18)

Si l’on substitue l’expression
∣

∣Ψ±
i (t)

〉

de (1.17) dans (1.13) il vient

i
∞

∑

n=1

ȧn(t) |Φn(t)〉 + i

∫

d~k ȧ~k(t)
∣

∣

∣
Φ±

~k
(t)

〉

=

∞
∑

n=1

an(t)V (t) |Φn(t)〉 +

∫

d~k a~k(t)V (t)
∣

∣

∣
Φ±

~k
(t)

〉

(1.19)
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En projetant successivement sur l’état initial |Φi(t)〉 et sur un état du conti-

nuum
∣

∣

∣
Φ±

~k
(t)

〉

puis en utilisant l’expression des fonctions d’onde stationnaires

Φα(~r, t) = ϕα(~r) exp(−iεαt) α = (n,~k) (1.20)

(1.19) nous amène aux équations couplées suivantes



















































iȧi(t) exp(−iεit) =
∞

∑

n=1

an(t) Vin(t) exp(−iεnt)

+

∫

d~k a~k(t)Vi~k(t) exp(−iε~kt)

iȧ~k(t) exp(−iεkt) =
∞

∑

n=1

an(t )V~kn(t) exp(−iεnt)

+

∫

d~k′ a~k′(t)V~k~k′(t) exp(−iε~k′t)

(1.21)

où les éléments de matrice de transition sont

Vαβ(t) = 〈ϕα(~r)|V (t)|ϕβ(~r)〉 (α, β) = (n,~k) (1.22)

(1.21) nous donne ainsi le calcul de chacun des cœfficients aα(t) ∀ α = (n,~k)
au travers d’un système d’équations intégro-différentielles. En pratique, la ré-
solution complète d’un tel système est très lourde (cf. §1.3.1) car l’expression
matricielle contient des bandes pleines difficilement manipulables. Souvent,
il est tronqué aux états dont on souhaite spécifiquement étudier la popula-
tion et dont on suppose qu’ils jouent un rôle essentiel dans la dynamique qui
nous intéresse. Par conséquent, cela limite également le nombre de photons
intervenant dans le processus.

L’amplitude de transition

Nous pouvons également extraire des informations concernant la proba-
bilité qu’ont certains processus de se produire car elle est directement reliée
à Tfi. Le calcul explicite de cette amplitude de transition prend alors toute
sa valeur. Si cette dernière est évaluée à t = 0 compte tenu de (1.12) il vient

Tfi =
〈

Ψ−
f (0)|Ψ+

i (0)
〉

(1.23)

A présent, deux formulations (( post )) et (( prior )) dont on reparlera plus en
détail au chapitre 2 (cf. §2.2) peuvent être distinguées en introduisant les
expressions

∣

∣Ψ±
i (t)

〉

et
∣

∣Ψ±
f (t)

〉

de (1.17) et en vertu de (1.18)



Etat de l’art théorique 45







T+
fi = ai(0)

〈

Φf (0)|Ψ+
i (0)

〉

T−
fi = ai(0)

〈

Ψ−
f (0)|Φi(0)

〉
(1.24)

Puis, les expressions qui précèdent peuvent se réécrire comme







T+
fi = ai(0)

〈

Φf (0)|Ψ+
i (0)

〉

− ai(τ)
〈

Φf (τ)|Ψ+
i (τ)

〉

T−
fi = ai(0)

〈

Ψ−
f (0)|Φi(0)

〉

− ai(τ)
〈

Ψ−
f (τ)|Φi(τ)

〉
(1.25)

où nous avons simplement rajouté un zéro. En effet, le second terme du
membre de droite de (1.25) est nul du fait de l’orthonormalisation des fonc-
tions d’onde car pour les conditions asymptotiques (1.14) et la condition
lim

t→+∞
t = τ , les fonctions d’onde évaluées à cet instant s’écrivent Ψ±

i,f (τ) =

Φi,f (τ). Nous pouvons donc réécrire (1.25) sous forme intégrale























T+
fi = −i

∫ τ

0

dt
∂

∂t

[

ai(t)
〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉]

T−
fi = −i

∫ τ

0

dt
∂

∂t

[

ai(t)
〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉]

(1.26)

En développant la dérivation au terme entre crochets puis en utilisant (1.13)
et (1.15), (1.26) devient



















T+
fi = −i

∫ τ

0

dt ai(t)
〈

Φf (t)|V (t)|Ψ+
i (t)

〉

−
∫ τ

0

dt ȧi(t)
〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉

T−
fi = −i

∫ τ

0

dt ai(t)
〈

Ψ−
f (t)|V (t)|Φi(t)

〉

−
∫ τ

0

dt ȧi(t)
〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉

(1.27)
Si l’on s’intéresse aux conditions perturbatives, l’état fondamental est consi-
déré comme très peu dépeuplé par la perturbation. Concrètement, ai(t) ap-
paraissant dans le premier terme du membre de droite de l’expression pré-
cédente doit être remplacé par 1 et le second terme est alors nul. Dans ces
conditions, cette forme abrégée de l’amplitude de transition sera la base des
développements que l’on utilisera par la suite sur l’excitation des premiers
états liés de l’hydrogène et l’ionisation de l’hélium. Cependant, (1.27) a un
intérêt pratique si l’évalutation de ai(t) peut se faire simplement. Ce déve-
loppement prendra toute son importance dès que l’on abordera l’ionisation
de l’hydrogène en champ intense car le calcul du dépeuplement de l’état fon-
damental nous sera donné par la résolution numérique de (1.21) réduite à
une transition à deux niveaux.
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L’approximation de Born au premier ordre

L’approximation de Born au premier ordre telle qu’elle se déduit de la
théorie formelle des collisions est issue de l’expression de

∣

∣Ψ+
i (t)

〉

et
∣

∣Ψ−
f (t)

〉

évoquées dans (1.12), par les équations de Lippman-Schwinger (ELS) sous
leur (( seconde forme ))

∣

∣Ψ±
i,f (t)

〉

= |Φi,f (t)〉 + G±
i,fVi,f

∣

∣Ψ±
i,f (t)

〉

(1.28)

où G±
i,f est l’opérateur de Green. Par itération, l’équation (1.28) mène à un

développement en série de perturbation ou série de Born

∣

∣Ψ±
i,f (t)

〉

= |Φi,f (t)〉+
N

∑

j=1

(G±
i,fVi,f )

j |Φi,f (t)〉+ (G±
i,fVi,f )

N+1
∣

∣Ψ±
i,f (t)

〉

(1.29)

L’approximation de Born au premier ordre (Born I) consiste à ne retenir que
le premier terme de la série précédente. Ainsi l’amplitude de transition (1.27)
devient

TB1
fi = −i

∫ τ

0

dt ai(t) 〈Φf (t)|V (t)|Φi(t)〉 (1.30)

Le second terme de (1.27) s’annulant du fait de l’orthogonalité des fonctions
d’onde. Il est à noter que dans cette approximation, le caractère entrant ou
sortant des fonctions d’onde n’existe plus. Si on se place en conditions de
perturbations, le cœfficient ai(t) peut être remplacé par 1 et on arrive à la
forme simple

TB1
fi = −i

∫ τ

0

dt 〈Φf (t)|V (t)|Φi(t)〉 (1.31)

L’approximation de Born constitue un test de validité car c’est une limite de
la méthode Coulomb-Volkov que nous désirons exploiter. En ce sens, nous
allons utiliser des développements Born en parallèle de notre approche pour
discuter de la physique mise en jeu dans chacune d’elles.

Théorie des perturbations à l’ordre le plus bas (TPOB)

Cet exemple est celui d’un développement adapté à la description de
processus multiphotoniques quand le champ est peu intense et quand l’inter-
action se fait avec des impulsions suffisamment (( longues )). Dans ce cas, le
profil temporel de l’impulsion peut être négligé ou traité adiabatiquement, ce
qui mène au calcul d’éléments de matrice indépendants du temps. Pour les
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processus multiphotoniques, une description détaillée pourra être consultée
dans des articles de revue tels que celui de P. Lambropoulos [108]. Débutons
par le développement en série de Born (1.29) d’où l’on déduit le calcul du taux
d’ionisation à l’ordre le plus bas de la théorie des perturbations en ne tenant
compte que du premier terme non nul. Ainsi, tous les termes supplémentaires
représentant des combinaisons d’absorption et d’émission de photons menant
à un nombre égal de photons absorbés seront négligés. Il vient donc en posant
pour plus de simplicité |Φi(t)〉 = |i〉 et |Φf (t)〉 = |f〉

T n
fi = 〈f |G(GV )n|i〉 (1.32)

où n est le nombre (( le plus bas )) de photons absorbés par le système pour
passer d’un état initial i à un état final f . Si l’on s’intéresse au taux d’ioni-
sation multiphotonique d’ordre n, il s’exprime comme

Γn
fi =

σn
fiI

n

ωn
(1.33)

avec I l’intensité de l’impulsion laser, ω l’énergie du photon du faisceau inci-
dent et σn

fi la section efficace généralisée

σn
fi =

2π

In
0 τ0

ωn|T n
fi|2 (1.34)

où I0 et τ0 sont les unités atomiques d’intensité et de temps (cf. Annexe A).
Le terme de couplage multiphotonique T n

fi se déduit de (1.32)

T n
fi =

∑

an−1

∫

· · ·
∑

a1

∫

〈

f
∣

∣

∣
~r · ~λ

∣

∣

∣
an−1

〉

· · ·
〈

a1

∣

∣

∣
~r · ~λ

∣

∣

∣
i
〉

[ωi + (n − 1)ω − ωan−1
] · · · (ωi + ω − ωa1

)
(1.35)

Plusieurs remarques sont à faire concernant cette méthode. Tout d’abord,
l’expression (1.35) du couplage multiphotonique est valable uniquement s’il
n’y a pas d’états intermédiaires résonants. Si l’on s’intéresse à ce cas, l’élément
de transition T n

fi devient [108]

T n
fi =

∑

a1

∫

· · ·
∑

an−1

∫

〈

f
∣

∣

∣~r · ~λ
∣

∣

∣an−1

〉

· · ·
〈

a1

∣

∣

∣~r · ~λ
∣

∣

∣i
〉

(ωi − ωan−1
− Ran−1

) · · · (ωi − ωa1
− Ra1

)
(1.36)

où intervient au dénominateur des éléments de matrice de l’opérateur de dé-
placement R composés d’une partie réelle correspondant à une correction en
énergie (déplacement lumineux ou (( Stark shift ))), et d’une partie imaginaire
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correspondant à la largeur radiative de cet état lors de son couplage avec le
continuum. Ainsi, si l’on tient compte de ces résonances, le calcul numérique
s’en trouve considérablement alourdit. De plus, si l’on s’intéresse à des ré-
gimes d’intensité plus élevées, cette méthode échoue à décrire le plateau pré-
sent dans le spectre ATI (cf. §1.2.1). Ceci s’explique par le fait que les termes
d’ordre supérieurs ne deviennent plus négligeables devant le premier. Enfin,
l’enveloppe temporelle de l’impulsion, particulièrement importante pour les
temps courts du fait de la largeur spectrale, permet une dynamique atomique
beaucoup plus complexe que dans le cas de champs monochromatiques. Cet
aspect ne peut pas être considéré simplement dans la TPOB indépendante
du temps et on doit alors résoudre l’ESDT (cf. §1.3.1).

Les méthodes fondées sur l’approximation des champs forts (SFA)

L’idée fondamentale régissant ces méthodes suppose qu’à des intensités
fortes, le champ Coulombien créé par le noyau peut être vu comme une per-
turbation en regard du champ électrique du laser. Historiquement, la théorie
de L.V. Keldysh [13] propose des expressions de taux de transition calculés
entre un état initial lié et celui d’un électron libre oscillant dans le champ
laser : un état non perturbé de Volkov [12] décrit par

V(~r, t) = exp

(

i~p(t) · ~r − i

2

∫

dt′ p2(t′)

)

(1.37)

où l’on définit le moment canonique par ~p(t) = ~k + ~A(t). Deux cas limites
sont envisagés en fonction d’un paramètre γ dit (( paramètre de Keldysh ))

γ =

√

Ip

2Up

(1.38)

défini comme la racine carrée du rapport du potentiel d’ionisation (Ip) à
l’énergie pondéromotrice (Up) d’une impulsion oscillante d’amplitude constante.
Ils correspondent à deux régimes d’ionisation, l’un par effet tunnel ou sup-
pression de barrière quand γ ¿ 1, et l’autre par ionisation multiphotonique
quand γ À 1. Ceci peut être compris d’un point de vue classique dans le cadre
d’impulsions longues par une analyse du potentiel global {atome+champ}.
Dans le cas où l’intensité est suffisament faible (γ À 1), l’ionisation ne se fait
que par absorption multiphotonique (cf. Fig. 1.7a)). Dans le cas contraire,
l’abaissement de la barrière de potentiel atomique est suffisante pour que
l’électron puisse s’échapper par effet tunnel (cf. Fig. 1.7b)). Si l’intensité
abaisse fortement la barrière au point que l’électron n’y soit plus soumis, il
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est alors éjecté par suppression de barrière ((( Barrier Suppression Ioniza-
tion )) ou BSI cf. Fig. 1.7c)).
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Fig. 1.7 – Représentation schématique des différents régimes d’ionisation.

Dans le cas limite γ ¿ 1 le taux d’ionisation s’écrit [13]

W =
(6π)1/2

4
Ip

(

E0

I
3/2
p

)1/2

exp

(

−2(2Ip)
3/2

3E0

)

(1.39)

où E0 est l’amplitude crête du champ électrique de l’impulsion laser. Toute-
fois, dans l’autre cas limite γ À 1 le taux d’ionisation multiphotonique est
souvent mis en défaut, en particulier dans l’application aux semi-conducteurs
[109, 110]. Ceci est dû à l’approximation des petites fréquences qui intervient
très tôt dans le travail de Keldysh. Dans ce cas, la TPOB s’avère plus adap-
tée [15]. Ainsi, pour s’affranchir de cette contrainte, et permettre des calculs
plus aisés à résoudre analytiquement, F.H.M. Faisal et H. Reiss apportent
l’idée de développer les calculs dans la jauge des vitesses [14, 15] (cf. §1.4.2)
et arrivent finalement à un taux d’ionisation du type

W = 32ωn
5/2
b

∞
∑

n=N0

(n − nosc − nb)
1/2

(n − nosc)2

∫ 1

0

dµ J2
n

(

nf ,−
nosc

2

)

(1.40)

où ω est la pulsation laser, Jn(u, v) sont les fonctions de Bessel généralisées,

nosc est le quotient de l’énergie pondéromotrice sur l’énergie du photon
Up

ω
,

nb celui du potentiel d’ionisation sur l’énergie du photon
Ip

ω
, N0 est le plus
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petit entier supérieur à nb +nosc, nf = [8nosc(n−nosc −nb)]
1/2µ et µ = cos θ.

Cependant, l’une des limitations essentielles de cette théorie est l’utilisation
d’un état initial de type hydrogénöıde pour modéliser les atomes plus com-
plexes. Les résultats sont très bons dans le cas de l’hélium mais présentent un
décalage pour les autres gaz rares [111]. De plus, l’interaction Coulombienne
avec l’ion résiduel, ignorée dans la plupart des modèles, est également une
limite forte de cette théorie. Elle échoue par exemple à prédire un nombre
suffisant d’électrons de haute énergie dans le cas d’ionisation par des impul-
sions laser polarisées linéairement [112]. Afin de la prendre en compte, A.
Szöke propose une modification à la théorie Keldysh, Faisal, Reiss (KFR)
[113]. L’idée est de superposer un potentiel constant (équivalent au potentiel
d’ionisation) et le potentiel oscillant du champ laser dans l’état de Volkov
final. Le résultat est sensiblement similaire à celui de la théorie KFR

W = 32ωn
5/2
b

∞
∑

n=N0

n2(n − nosc − nb)

(n − nosc)1/2(n + nb − nosc)4

∫ 1

0

dµ J2
n

(

nf ,−
nosc

2

)

(1.41)
où nf = [8nosc(n−nosc)]

1/2µ. Bien que ce calcul soit très bon pour de faibles
intensités, il l’est nettement moins pour les intensités élevées. Comme expli-
qué dans [114] le potentiel constant ne correspond pas au potentiel Coulom-
bien quand l’oscillation des électrons dans le champ est de l’ordre où plus
grand que le rayon atomique. Ce point a été traité dans [115] où l’introduc-
tion des corrections Coulombiennes se fait via un facteur exponentiel dépen-
dant du temps, par une transformation du repère de Kramers-Henneberger
(cf. §1.4.2) vers le repère du laboratoire. En outre, il est montré que l’ap-
proximation du potentiel plus précise que [116] donne des taux d’ionisations
plus réalistes en particulier pour les basses intensités. Une autre manière de
corriger les probabilités et les densités de probabilités d’ionisation par effet
tunnel calculées par la théorie de Keldysh est présenté dans [117]. L’amé-
lioration concerne la prise en compte de l’interaction Coulombienne lors de
l’effet tunnel et lors du déplacement de l’électron dans le continuum de l’hé-
lium induits par des impulsions laser très brèves. Les résultats sont alors en
meilleur accord avec des calculs ab initio.

La théorie ADK

Les calculs de taux d’ionisation par M.V. Ammosov, N.B. Delone and
V.P. Krainov [16] sont une extension du travail déjà entamé par A.M. Per-
elomov, V.S. Popov et M.V. Terent’ev [118]. Ces derniers introduisirent une
dépendance des niveaux atomiques et des oscillations du champ électrique
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dans l’expression du taux d’ionisation par champ électrique statique en trois
dimensions donné par la formule [119]

W = 4
2Ip

E0

exp

(

−2(2Ip)
3/2

3E0

)

(1.42)

Cette expression est dominée par le facteur exponentiel que l’on retrouve
dans le modèle de Keldysh. Perelomov et al. insérèrent la structure atomique
par le biais des nombres quantiques principal n∗, angulaire ` et magnétique
m. Cependant, Ammosov et al. introduisirent des cœfficients Cn∗` et f(`,m)
intervenant simplement dans le calcul du taux d’ionisation

Cn∗` =

(

2e

n∗

)n∗

1

(2πn∗)1/2
` ¿ n∗ (1.43)

et

f(`,m) =
(2` + 1)(` + |m|)!
2|m||m|!(` − |m|)! (1.44)

le taux d’ionisation s’écrivant sous une forme plus facile à calculer

W = C2
n∗`f(`,m)Ip

(

3E(t)

π(2Ip)3/2

)1/2 [

2

E(t)
(2Ip)

3/2

]2n∗−|m|−1

× exp

(

− 2

3E(t)
(2Ip)

3/2

) (1.45)

Il faut néanmoins souligner que ce taux n’est valable que pour les conditions
suivantes : n∗ À 1, ω ¿ Ip et E0 ¿ 1 u.a. ce qui signifie pour des champs
d’énergie de photons peu élevée et d’intensité permettent l’ionisation par ef-
fet tunnel mais pas par BSI. En effet, dans ce dernier cas, et même pour
un atome simple comme l’hydrogène, aucune des théories précitées ne cal-
cule correctement les taux d’ionisation en conditions de champ intense et
bref [17]. Ces théories d’ionisation par effet tunnel ne peuvent donc pas être
extrapolées simplement dans le régime BSI. En particulier, l’hypothèse d’un
état initial évoluant au cours de l’interaction comme s’il était non perturbé
doit être remise en question. De plus, les traitements visant à décrire cette
dynamique doivent prendre en compte les éventuelles résonances par les états
intermédiaires. La présence de ces dernières à pour effet de considérablement
augmenter les taux d’ionisation en particulier dans le cas de l’hélium et ce
même à des intensités faibles [120]. Il apparâıt par exemple que le taux calculé
par ADK sous-estime considérablement celui calculé par une méthode plus
élaborée fondée sur la R-matrice du fait de sa décroissance exponentielle au
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faibles intensités ; les autres résultats présentant un comportement en loi de
puissance. Par ailleurs, un autre questionnement est soulevé par [19] à pro-
pos de l’hypothèse d’absence de champ Coulombien en regard des intensités
laser utilisées dans les théories SFA. Il s’avère que le potentiel Coulombien
joue un rôle crucial dans la production d’électrons de faible énergie lors de
l’ionisation de l’hydrogène. Caractéristique non reproduite par la plupart des
méthodes fondées sur SFA.

En définitive, l’utilisation des méthodes approchées est soumise à de nom-
breuses restrictions non seulement au niveau de l’intensité employée mais
aussi des énergies de photon. Il faut donc toujours garder présent à l’esprit
que ces méthodes fournissent des informations qualitatives et quantitatives
dans un domaine relativement réduit [121].

1.4 Cadre et positionnement de notre travail

Le travail que nous avons développé repose sur une description des interac-
tions multiphotoniques entre un champ laser VUV bref et intense et un atome,
en utilisant un type d’états particuliers dénommés états de (( Coulomb-
Volkov )). Il fait suite à celui déjà entamé par G. Duchateau [122] auquel
nous ferons abondamment référence. Commençons par exposer formellement
le cadre de notre travail et en particulier les approximations sur lesquelles
nous nous sommes appuiés.

1.4.1 Structure atomique, Hamiltonien et approxima-
tions

Comme nous nous sommes intéressés à des sytèmes monoélectronique (hy-
drogène) et diélectronique (hélium), nous allons présenter d’un point de vue
général les considérations sur la structure atomique. Ceci afin d’aboutir aux
exemples particuliers qui nous intéressent. Un atome polyélectronique à N
électrons est décrit à chaque instant dans l’approximation du centre de masse
confondu avec le noyau de charge Z, par sa fonction d’onde Ψ(~r1, ~r2 · · · ~rN , t).
Chaque ~ri est le rayon vecteur de chaque électron. La Fig. 1.8 ci-après re-
présente le cas simple de l’hélium. L’évolution de la fonction d’onde est régie
par l’équation de Schrödinger

i
∂

∂t
Ψ(~r1, ~r2 · · · ~rN , t) = HΨ(~r1, ~r2 · · · ~rN , t) (1.46)

où H est le Hamiltonien total du système. Ce dernier peut se décomposer
comme suit



Cadre et positionnement de notre travail 53

~r1

~r2

~r12 = ~r1 − ~r2

Z

e−

e−

Θ12

Fig. 1.8 – Représentation schématique d’un atome d’hélium

H =
N

∑

i=1

[

hi + Di, ~E(t)
]

+
N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

Ii,j (1.47)

où le premier terme du membre de droite représente le Hamiltonien du sys-
tème atomique pour des électrons en interaction seulement avec le noyau et
le champ laser dépendant du temps, le second terme résultant de l’interac-
tion Coulombienne entre les électrons eux-même. Nous reviendrons longue-
ment sur ce point lors de l’étude sur l’hélium pour voir de quelle manière
nous pouvons contourner ou approcher au mieux cette difficulté. Posons

H0 =
N

∑

i=1

hi +
N−1
∑

i=1

N
∑

j=i+1

Ii,j le Hamiltonien (( libre )) et V (t) =
N

∑

i=1

Di, ~E(t)

l’ensemble des interactions {électrons+champ}. Ainsi, le Hamiltonien total
devient

H = H0 + V (t) (1.48)

et réduisons notre système à un atome diélectronique























H0 = h1 + h2 + I1,2

V (t) = D1, ~E(t) + D2, ~E(t)

i
∂

∂t
Ψ(~r1, ~r2, t) =

[

H0 + V (t)
]

Ψ(~r1, ~r2, t)

(1.49)

où chaque Hamiltonien électronique individuel hi est composé d’un terme
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d’énergie cinétique et d’un terme d’énergie potentielle représentant l’interac-
tion Coulombienne avec le noyau de charge Zi

hi = −∇i

2
− Zi

ri

(1.50)

Avant de pousser plus en avant l’analyse d’un tel système, il est d’ores et
déjà intéressant de considérer un certain nombre d’hypothèses qui vont sen-
siblement simplifier le problème

Hypothèse 1
Le déplacement du noyau est supposé négligeable, sa masse étant considérée

comme infinie en regard de celle des l’électrons.

Il faut toutefois relativiser cette hypothèse dès que l’utilisation de champs
très intenses est à considérer.

Hypothèse 2
Les intensités et les énergies de photon auxquelles nous serons confrontés

nous permettent de négliger tout effet relativiste.

Ceux-ci étant à considérer à partir de I = 1018 W.cm−2 [123].

Hypothèse 3
Tous les couplages de type spin-orbite seront considérés comme négligeables.

Hypothèse 4
Aucun champ magnétique dû à la force de Lorentz n’est pris en compte dans

les traitement ultérieurs.

Encore une fois, cette affirmation devient contestable pour des intensités très
élevées (au-delà de I = 1018 W.cm−2 [123]).

Hypothèse 5
L’interaction laser-atome sera décrite dans le cadre de l’approximation dipo-

laire électrique.

Cette dernière hypothèse concerne le champ électrique du laser. En effet, les
longueurs d’ondes (VUV) auxquelles nous allons travailler sont considéra-
blement plus grandes que la dimension même de l’atome irradié. Dans ces
conditions, il est possible d’utiliser l’approximation dipolaire électrique. Ceci
reste valable tant que λ À a0, ce qui signifie ne pas utiliser de rayonnement
γ. En pratique, l’atome ne perçoit pas les variations spatiales du champ mais
seulement ses variations temporelles.
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En tenant compte de toutes ces hypothèses, mais aussi en accord avec les
caractéristiques des lasers ou des rayonnements qu’il est possible de produire
actuellement (harmoniques ou LEL), nous nous limiterons à des intensités
maximum de l’ordre de 1016 W.cm−2 voire moins pour la plupart des cas, et de
longueur d’onde dans le domaine VUV. L’expression du terme d’interaction
dipolaire dépend du choix de la jauge et est décrit plus en détail dans la
section suivante.

1.4.2 Les différentes jauges

Lorsque l’on choisit un ensemble particulier de potentiels pour décrire un
champ électromagnétique, on dit que l’on effectue un choix de jauge. Une
infinité de jauges différentes peuvent être utilisées pour un même champ et
lorsque l’on passe de l’une à l’autre, on pratique un changement de jauge
sachant qu’elles possèdent la propriété d’invariance.

La jauge des vitesses

C’est celle qui est issue naturellement lorsque l’on écrit le Hamiltonien
classique du système en interaction avec le champ électromagnétique à la li-
mite non relativiste, puis que l’on quantifie chacune des variables de Lagrange
et que l’on se place d’emblée dans la jauge de Coulomb où

~∇ · ~A(t) = 0 =⇒ ~E(t) = −∂ ~A(t)

∂t
(1.51)

De plus, dans le cadre de l’approximation dipolaire électrique qui consiste à
ne retenir que l’ordre le plus bas du développement multipolaire en puissances
de ~r du potentiel vecteur, ~A(t)2 ne contribue pas aux transitions et déplace
simplement les énergies. Il peut alors être négligé. L’équation de Schrödinger
devient en jauge des vitesses

i
∂

∂t
ΨV (~r1, ~r2, t) =

[

H0 + ~A(t) · (~∇1 + ~∇2)
]

ΨV (~r1, ~r2, t) (1.52)

Le terme d’interaction est donc ~A(t) · ~∇ qui donne son nom à la jauge.

La jauge des longueurs

Si l’on utilise l’approximation dipolaire électrique puis la transformation
unitaire de Göppert-Mayer définie comme il suit
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TV →L = exp

(

−i ~A(t) ·
∑

i

~ri

)

(1.53)

Dans ce cas, chaque terme d’interaction {dipôle+champ} s’écrit

Di, ~E(t) = −~di · ~E(t) (1.54)

où l’on a ~di = qe~ri. Il faut cependant préciser que c’est toujours l’interaction
du dipôle formé par l’électron et le noyau atomique qui interagit avec la
champ lumineux. Mais par abus de langage, on parle de l’électron. Dans ces
conditions, l’équation de Schrödinger se réécrit

i
∂

∂t
ΨL(~r1, ~r2, t) =

[

H0 + (~r1 + ~r2) · ~E(t)
]

ΨL(~r1, ~r2, t) (1.55)

C’est la jauge dans laquelle nous allons travailler. En effet, les états de
Coulomb-Volkov que nous allons utiliser ne s’expriment simplement que dans
cette jauge (cf. §2.3.5).

La jauge de Kramers-Henneberger

Elle consiste à se placer dans le repère de l’électron soumis uniquement
au champ électrique du laser (dit repère de Kramers-Henneberger) [124].
En appliquant une translation spatiale caractérisée par le vecteur ~α(t) =
∫

dt′ ~A(t′) défini classiquement comme le déplacement de l’électron dans le

champ laser, la transformation de Kramers permet de passer du repère du
laboratoire au repère accéléré de Kramers par

TV →A = exp

(

−i
∑

i

~∇i · ~α(t)

)

(1.56)

l’ESDT devient

i
∂

∂t
ΨA(~r1, ~r2, t) =

[

−∇1

2
− Z1

‖~r1 + ~α(t)‖ − ∇2

2
− Z2

‖~r2 + ~α(t)‖

]

ΨA(~r1, ~r2, t)

(1.57)

Cette jauge est parfois dénommée jauge des accélérations.
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1.4.3 Le modèle semi-classique de l’impulsion laser

La modélisation de l’impulsion laser est un choix délicat. Nous nous
sommes intéressés au rayonnement dans le domaine VUV et de l’ordre de
quelques femtosecondes ce qui impose de prendre en compte la variation ra-
pide de l’enveloppe du champ. En vertu des considérations déjà énoncées
sur le champ laser, nous pouvons d’emblée modéliser le champ électrique de
manière classique par

~E(t) = E0 sin(ωt + ϕ)f(t)~λ (1.58)

où E0 représente l’amplitude maximum atteinte par ce champ, ϕ est sa phase
à l’origine, ~λ est le vecteur unitaire dirigé dans la direction de polarisation et
la fonction f(t) définit le profil temporel (enveloppe) de l’impulsion. Géné-
ralement, f(t) est une gaussienne car les modes laser présentent ce type de
profil. Mais nous préférons utiliser une enveloppe en sinus carré qui présente
plusieurs avantages. Tout d’abord, les expressions du potentiel, d’intégrales
du potentiel que l’on rencontrera dans les développements ultérieurs, sont
analytiques et de forme assez simple. Elle possède en outre une extension
finie τ qui la caractérise complètement. τ est donc la durée totale de l’impul-
sion pied à pied, à différencier du τ pour une impulsion gaussienne définissant
sa largeur à mi-hauteur. En effet, cette dernière est d’extension infinie ce qui
rend de fait les calculs délicats. De plus, l’utilisation d’une enveloppe si-
nus carré permet une plus grande maniabilité dans la description de champs
plus complexes (par exemple la superposition de deux champs pour l’étude
de bandes-latérales ou (( side-band )) ou encore une impulsion présentant un
piedestal pour l’étude de la dynamique du (( pré-pulse ))) car ils pourront être
décomposés très facilement en série de Fourier et aisément traités dans les
calculs. Dans les cas que nous étudierons, nous avons donc très simplement
modélisé le champ laser par

~E(t) = E0 sin(ωt + ϕ) sin2

(

πt

τ

)

~λ t ∈ [0, τ ] (1.59)

et la durée de l’impulsion est relié à la pulsation par τ =
2πNcycles

ω
où Ncycles

est le nombre de cycles optiques. Nous utilisons très souvent des impulsions
symétriques ce qui signifie que le maximum de l’enveloppe cöıncide avec un

maximum de la porteuse. Ceci impose le choix d’une phase ϕ =
ωτ − π

2
. Un

exemple type de profil est représenté par la Fig. 1.9 suivante, correspondant
à une intensité crête de I0 = 1010 W.cm−2, une durée de τ = 2, 78 fs et de
30 cycles optiques ce qui définit une impulsion UV de 45 eV .
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Fig. 1.9 – Profil temporel du champ électrique d’une impulsion laser avec
une enveloppe sin2 d’énergie ω = 1, 65 u.a. d’amplitude crête E0 = 10−3 u.a.
et de Ncycles = 30.

Comme nous l’avons souligné, le cadre des impulsions brèves implique que
l’énergie de chaque photon absorbé est assortie d’une largeur spectrale, pou-
vant favoriser l’accès à certains états atomiques. Dès lors, toute une dy-
namique mettant en jeu des photons situés sur les ailes de la distribution
spectrale du laser est ouverte. Ceci est illustré par la Fig. 1.10 suivante où la
transformée de Fourier du champ précédemment décrit est tracée. Bien que
le domaine spectral soit centré autour de ω = 1, 65 u.a., on peut estimer une

largeur par la formule ∆ω =
2π

τ/2
définissant un intervalle entre 1, 54 u.a.

et 1, 76 u.a. Ainsi, les photons dont l’énergie est située dans cette largeur
interviendront de manière prépondérante dans la dynamique électronique, et
ceux dont l’énergie est située en dehors, c’est-à-dire sur les ailes de la dis-
tribution spectrale, interviendront dans une moindre mesure. L’effet de cette
largeur est d’autant plus important là où la densité d’états liés devient im-
portante, en particulier près du seuil d’ionisation où la contribution de ces
états à l’ionisation peut devenir significative. C’est un point important sur
lequel nous reviendrons par la suite. Nous verrons par ailleurs que cette lar-
geur est propre à ce profil en sin2 et qu’un autre type d’enveloppe n’induira
pas forcément le même type de dynamique. En dernier lieu, il faut garder
à l’esprit que les résultats que l’on va donner devront être interprétés pour
une intensité précise correspondant à un événement microscopique local du
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profil. En effet, il faut distinguer le point de vue macroscopique où le profil
spatial de l’impulsion présente un gradient, et microscopique où ce gradient
n’est plus à prendre en compte.
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Fig. 1.10 – Transformée de Fourier d’une impulsion laser avec une enveloppe
sin2 d’énergie ω = 1, 65 u.a. d’amplitude crête E0 = 10−3 u.a. et de Ncycles =
30.

1.4.4 Positionnement de notre travail

La plupart des mécanismes d’éjection d’électrons rapides sous l’impul-
sion de champs intenses, basses fréquences peuvent être décrits dans le cadre
de l’approximation SFA. Celle-ci repose sur une description générale exacte
d’un électron se déplaçant dans un champ électromagnétique, (( état de Vol-
kov )), les modèles semi-classiques qui lui sont associés rendent assez bien
compte de ces processus (cf. §1.2.2). Cependant, une question centrale appa-
râıt : comment l’éjection d’électrons lents (c’est-à-dire emportant une faible
énergie cinétique) peut-elle être comprise dans ce modèle ? Au-delà même de
cette simple question transparâıt le rôle crucial du potentiel Coulombien à
longue portée. Il a été démontré que les deux sont fortement liés et que c’est
précisément un point sur lequel une méthode SFA standard échoue [19, 117].
Et ce, malgré de nombreuses variantes proposées pour la prise en compte du
potentiel Coulombien [125, 126, 127], chacune d’entre elles reposant sur des
approximations.
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Parallèlement, une méthode spécifique s’est distinguée par la prise en
compte de l’interaction Coulombienne via les états exacts de la structure
atomique et a mené aux fonctions d’onde de type (( Coulomb-Volkov )) telles
qu’elles sont exploitées dans ce travail et s’écrivant sous la forme

χCV (~r, t) = Φ(~r, t)L(~r, t) (1.60)

où Φ(~r, t) est la fonction d’onde d’un état atomique lié ou non et L(~r, t) une
phase analogue à un état de Volkov. Dans ce cas, l’interaction Coulombienne
entre le noyau et l’électron est contenue dans Φ(~r, t) et l’interaction entre le
dipôle électronique et le champ laser dans L(~r, t). Historiquement, les fonc-
tions Coulomb-Volkov ont déjà été largement exploitées dans le domaine IR.
Les premiers travaux sont ceux de M. Jain et N. Tzoar [20] pour le calcul
de la diffusion Compton de rayons X par les électrons d’un atome puis par
un gaz d’électrons en présence d’un champ laser. Ils montrent que de petites
variations dans le moment électronique peuvent avoir une influence très im-
portante sur la section efficace de diffusion. Puis l’utilisation de ces mêmes
fonctions pour le calcul de spectres en énergie d’électrons ATI de l’hydrogène
avec un champ oscillant d’amplitude constante, de polarisation linéaire [128]
reproduit qualitativement les résultats expérimentaux en particulier le phé-
nomène de suppression des pics. Son extension à la polarisation elliptique a
aussi été développé dans [129], qui met en évidence l’impact des caractéris-
tiques du laser sur l’ATI. Enfin, le calcul de distributions angulaires sous les
mêmes conditions présente une modification importante des profils d’émission
en fonction de l’ellipticité [130]. Dans un autre domaine, elles furent appli-
quées à la description de collisions induites par laser en fonction de l’angle
d’éjection de l’électron [131, 132], puis pour le calcul de la distribution an-
gulaires lors de processus (e−, 2e−) assistés par laser [133, 134, 135]. Puis,
l’introduction de ce type de fonctions d’onde dans une théorie KFR ont per-
mis de mieux prédire la production d’électrons d’énergie élevé dans le spectre
ATI [136] (effet induit par l’interaction Coulombienne), mais pas le plateau
caractéristique du spectre ATI. Ce dernier point a été traité avec succès dans
[137] par le développement au deuxième ordre de la matrice S [18]. L’un des
derniers travaux concernant cette méthode est celui de L.P. Presnyakov [138]
dont l’originalité repose sur la représentation de la fonction d’onde interagis-
sant avec les champs électriques du noyau et du laser. Cependant, sa variante
adaptée pour les collisions par ions lourds et fondée sur l’approximation de
variation lente du champ Coulombien, se révèle inadéquate pour l’ionisation
par des champs laser [122]. De plus, l’apparition d’un point singulier rend la
résolution numérique ardue.

Récemment, des résultats particulièrement prometteurs ont été obtenus
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par G. Duchateau en développant une amplitude de transition dans le cadre
de l’approximation soudaine c’est-à-dire en supposant que l’électron n’a pas
le temps de s’adapter au champ Coulombien pendant la durée de l’interac-
tion avec la champ laser. Cette méthode dénommée CV1, prédit les spectres
électroniques énergétiques lors de l’ionisation de l’hydrogène par des champs
dont la durée est limitée à la moitié de la période orbitale [21], mais aussi lors
de l’ionisation de métaux alcalins [139]. Deux avantages essentiels de cette
description dans sa formulation actuelle résident dans la caractérisation des
termes d’interaction Coulombienne d’une part et d’interaction électromagné-
tique d’autre part. Mais également un comportement asymptotique correct
dans les cas où l’une où l’autre des interactions s’annule. Ce dernier point lui
confère un atout majeur vis-à-vis des autres descriptions. Cependant, elle re-
pose sur deux conditions : tout effet dynamique venant de l’interaction entre
l’électron éjecté et le noyau est négligeable en comparaison de l’interaction
laser-atome et le nombre d’oscillations du champ laser ne doit pas excéder
deux unités. Pour accéder à l’information sur la dynamique au cours de l’in-
teraction et étendre le champ d’étude, un développement CV2 a été mis en
place. Cette approche dépendante du temps, est exactement celle que nous
avons adoptée car elle permet de prendre en compte l’évolution temporelle
du champ électrique du laser et se révèle parfaitement adaptée aux proces-
sus induits par des champs ultra-brefs, en particulier à l’ionisation par des
impulsions XUV brèves et reproduit parfaitement les spectres ATI de l’hy-
drogène dans ces conditions [22]. Il faut néanmoins ajouter que ces résultats
sont également assujettis à deux contraintes fortes : l’énergie du photon laser
incident doit être supérieure au potentiel d’ionisation de l’atome irradié, et les
probabilités d’ionisation doivent rester inférieures à 20%. En pratique, cela
restreint l’utilisation à des impulsions VUV en conditions de perturbation,
c’est-à-dire pour des intensités laser n’excédant pas 1014 W.cm−2 et d’une
durée comprise entre 0,5 et 2 fs [122].

C’est donc dans ce contexte que nous plaçons notre travail, à savoir une
théorie multiphotonique éprouvée dans un domaine défini. Dans le cadre de
cette thèse, nous nous sommes orientés vers trois axes de recherche consti-
tuant la colonne vertébrale de ce manuscrit. Tout d’abord, l’extension de la
méthode Coulomb-Volkov hors conditions de perturbation, ce qui sous-entend
de prendre en compte le dépeuplement important de l’état fondamental au
cours de l’interaction. Initialement, une analyse de l’atome d’hydrogène en
conditions de saturation a été menée. Nous verrons comment nous pouvons
réintroduire ce dépeuplement à partir des cœfficients calculés par un système
d’équations couplées réduites (ECR). Dans un deuxième temps, la diminu-
tion de l’énergie des photon du laser afin de pouvoir se rapprocher de celle
des photons utilisés expérientalement, très inférieures au potentiel d’ionisa-
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tion. Dans ce cas, l’étude des éventuelles résonances avec les états atomiques
intermédiaires liés rendus accessibles par la largeur spectrale du laser devient
prépondérante. Nous verrons alors comment dériver une méthode Coulomb-
Volkov dépendante du temps afin de décrire l’excitation multiphotonique
des premiers états liés de l’hydrogène. Enfin, nous nous sommes orientés sur
l’étude de l’hélium et le cas de la double photoionisation (DPI) à un et deux
photons (( directe )) (par opposition à la DPI (( séquentielle )) ne pouvant être
décrite). Il s’agit de s’intéresser au problème théorique récurrent des trois
corps en interaction et de voir dans quelle mesure nous pouvons extraire des
résultats sur trois facettes de cette description : la section efficace totale et
les sections efficaces différentielles en angle et en énergie.

1.5 Conclusion

Après des considérations très générales sur l’interaction entre une im-
pulsion laser et la matière à l’échelle atomique et une revue des approches
existantes, ce chapitre nous a permis de bien délimiter le contexte tant expé-
rimental que théorique dans lequel nous plaçons le traitement que nous dé-
veloppons. Il est par ailleurs absolument nécessaire de cerner les limitations
intrinsèques d’une approche de type Coulomb-Volkov car elles permettent
de ne pas rentrer en compétition avec d’autres méthodes plus performantes
que la notre. Le deuxième chapitre est consacré au développement des ampli-
tudes de transitions dépendantes du temps que l’on dérivera par la suite pour
l’étude de l’hydrogène et de l’hélium. Comme nous le verrons, ce formalisme
a entre autres l’avantage de mettre très facilement en lumière les différents
termes physiques contribuant à la dynamique, ce qui lui confère une grande
lisibilité.



Chapitre 2
L’approche Coulomb-Volkov

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de proposer et développer le formalisme des
amplitudes de transitions qui ont été utilisées pour l’étude de proces-

sus multiphotoniques atomiques tout au long de cette thèse. Nous allons
regarder comment nous pouvons aboutir aux expressions générales des am-
plitudes de transition, que nous allons ensuite appliquer à l’étude de l’hydro-
gène et de l’hélium. Comme nous l’avons déjà souligné, l’approche Coulomb-
Volkov développée dans l’approximation soudaine (denommée CV1) donne
de très bonnes prédictions lorsque tout effet dynamique issu de l’interaction
Coulombienne de l’électron avec le noyau est négligeable en comparaison de
celle de l’atome avec le champ laser [122]. Cependant, la durée de l’impulsion
laser doit rester très brève par rapport à la période orbitale de l’électron et ne
pas dépasser 1, 7 oscillations [122]. A ces échelles de temps, l’énergie même
du photon mis en jeu est difficile à définir et il s’agit d’un cas limite où le ca-
ractère quantique de l’interaction {électron-noyau} disparâıt au profit d’une
description classique de la dynamique (cf. [122] chapitre 4). Cette approche
n’est donc pas capable de décrire l’absorption de photons par l’atome. Ainsi,
une autre approche Coulomb-Volkov dépendante du temps (CV2) a été mise
en place pour prendre en compte les oscillations du champ laser mais égale-
ment la variation rapide de son enveloppe quand la durée de l’impulsion est
brève. Ceci permet d’apporter des informations sur la dynamique et l’évo-
lution du système tout au long de l’interaction. Elle s’est révélée pertinente
pour l’ATI3 de l’hydrogène induite par des champs laser femtoseconde dans
le domaine XUV, et a ainsi démontré le crédit que l’on pouvait lui accorder

3Rappel : Above Threshold Ionization
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[22]. Dans le détail, il s’agit d’une méthode analytique approchée fondée sur
l’utilisation des états de Coulomb-Volkov comme états du système à chaque
instant. Ceux-ci présentent des avantages qui justifient leur emploi : nous
montrerons que pour un atome hydrogénöıde, ils sont construits de manière
à présenter un comportement asymptotique correct dans les deux cas limites
où le champ Coulombien s’annule et où le champ laser s’annule. Nous retrou-
verons dans chacun de ces cas l’état de Volkov ou les états propres de l’atome
non perturbé. Egalement, nous rappellerons comment leur introduction dans
l’amplitude de transition se développe à tous les ordres de transition multi-
photonique directe [122]. En outre, cette méthode présente une très grande
lisibilité mais également la possibilité de paramétrer complètement le système
atomique (charges nucléaires) mais aussi le champ laser (profil temporel). De
plus, le développement récent d’une technique appropriée d’intégration sur
le temps améliore considérablement la rapidité et la précision des calculs sur
une large gamme de durée d’impulsions, allant de quelques centaines d’atto-
secondes à plusieurs centaines de femtosecondes [140]. Enfin, son caractère
analytique nous permet l’accès direct à de nombreuses informations comme
les distributions en angles et en énergies ou les sections efficaces totales de
la dynamique étudiée. Comme nous le verrons, elle a aussi la particularité de
pouvoir être facilement étendue vers des systèmes plus complexes.

2.2 Formalisme des amplitudes de transition

CV2

Dans ce paragraphe, nous allons succintement rappeler le développement
général des amplitudes de transition CV2 telles qu’elles ont été exploitées
dans [122]. La démarche est sensiblement analogue à celle exposée dans le
paragraphe sur les équations couplées (cf. §1.3.2) et débutons par l’expression
exacte

Tfi =
〈

Ψ−
f (t)|Ψ+

i (t)
〉

(2.1)

où Ψ+
i (~r, t) et Ψ−

f (~r, t), respectivement onde (( entrante )) initiale et (( sor-
tante )) finale sont solutions exactes de l’ESDT

i
∂

∂t
Ψ±

i,f (~r, t) = HΨ±
i,f (~r, t) = [H0 + V (t)] Ψ±

i,f (~r, t) (2.2)

et soumises aux conditions asymptotiques suivantes
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{

lim
t→−∞

Ψ+
i (~r, t) = Φi(~r, t)

lim
t→+∞

Ψ−
f (~r, t) = Φf (~r, t)

(2.3)

avec Φi,f (~r, t) solutions exactes de l’équation (( non perturbée ))

i
∂

∂t
Φi,f (~r, t) = H0Φi,f (t) = εi,fΦi,f (~r, t) (2.4)

Il est possible de définir, en conditions de perturbation, deux formes limites de
l’amplitude de transition, qualifiées respectivement de (( post )) et (( prior )) et
labélisées par l’exposant + ou −

{

T+
fi = lim

t→+∞

〈

Ψ−
f (t)|Ψ+

i (t)
〉

= lim
t→+∞

〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉

T−
fi = lim

t→−∞

〈

Ψ−
f (t)|Ψ+

i (t)
〉

= lim
t→−∞

〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉 (2.5)

et ajoutons à chacune des formes précédentes un terme identiquement nul
du fait de l’orthogonalité des fonctions d’onde par l’intermédiaire de l’autre
limite

{

T+
fi = lim

t→+∞

〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉

− lim
t→−∞

〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉

T−
fi = lim

t→−∞

〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉

− lim
t→+∞

〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉 (2.6)

que l’on peut réécrire sous la forme intégrale















T+
fi =

∫ +∞

−∞

dt
∂

∂t

〈

Φf (t)|Ψ+
i (t)

〉

T−
fi =

∫ −∞

+∞

dt
∂

∂t

〈

Ψ−
f (t)|Φi(t)

〉

(2.7)

En utilisant (2.2) et (2.4) les expressions précédentes deviennent















T+
fi = i

∫ +∞

−∞

dt
[

〈

Φf (t)
∣

∣H0|Ψ+
i (t)

〉

−
〈

Φf (t)
∣

∣H0 + V (t)
∣

∣Ψ+
i (t)

〉

]

T−
fi = i

∫ −∞

+∞

dt
[

〈

Ψ−
f (t)

∣

∣H0 + V (t)
∣

∣Φi(t)
〉

−
〈

Ψ−
f (t)

∣

∣H0

∣

∣Φi(t)
〉

]

(2.8)

Puis, en posant pour une impulsion laser lim
t→−∞

t = 0 et lim
t→+∞

t = τ











T+
fi = −i

∫ τ

0

dt
〈

Φf (t)
∣

∣V (t)
∣

∣Ψ+
i (t)

〉

T−
fi = −i

∫ τ

0

dt
〈

Ψ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣Φi(t)
〉

(2.9)



66 L’approche Coulomb-Volkov

Cette formulation des amplitudes de transition est la pierre angulaire de tout
les développements ultérieurs que nous avons menés en condition de pertur-
bation. L’idée fondamentale est maintenant d’approcher les fonctions d’onde
Ψ±

i,f (~r, t) par des états de Coulomb-Volkov χ±
i,f (~r, t) auxquels est consacré le

prochain paragraphe.

2.3 Les états de Coulomb-Volkov

Comme le nom l’indique, ces états sont composés de deux parties trai-
tant soit de l’interaction Coulombienne {électron-noyau} soit de l’interaction
{électron-champ électrique} (Volkov). L’idée sous-jacente à la construction
de ces états est la similitude entre une collision entre un atome et un ion
multichargé et celle d’un atome avec une impulsion laser.

2.3.1 L’analogie collision ionique-collision photonique

Les premières considérations concernent le champ électrique créé par une
particule chargée se déplaçant rectilignement au voisinage d’un atome et celui
d’un laser. Sous certaines conditions, l’amplitude des champs agissant sur
l’électron de l’hydrogène peuvent se ressembler fortement. Deux différences
sont à souligner : le champ d’un ion n’oscille pas et la porté infinie du champ
Coulombien n’impose pas les mêmes conditions aux limites. Formellement
toutefois, il est possible de voir une analogie très forte entre l’ESDT décrivant
le comportement d’une fonction d’onde d’un atome hydrogénöıde lorsqu’un
projectile multichargé passe suffisament loin et celle d’un même atome plongé
dans un champ laser. Fort de ces considérations, nous pouvons facilement
comprendre que les outils formels de la théorie des collisions vont pouvoir
être extrapolés pour la description de l’interaction laser atome. Cette dernière
n’étant au fond qu’une collision de type photonique. Dans ce cadre, nous
allons utiliser le formalisme des ondes distordues où la fonction d’onde d’une
cible va pouvoir s’écrire comme le produit d’un état stationnaire et d’un
facteur de phase induit par la collision

Ψ±(~r, t) ' Φ(~r, t)L±(~r, t) (2.10)

Naturellement, cette fonction d’onde doit être soumise aux conditions asymp-
totiques suivantes :

{

lim
~A→0

Ψ±(~r, t) = Φ(~r, t)

lim
Z→0

Ψ±(~r, t) = V±(~r, t)
(2.11)
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A savoir, lorsque la perturbation s’éteint, elle doit tendre vers un état sta-
tionnaire non perturbé état propre du système, et lorsque lorsque le champ
Coulombien s’éteint, la fonction d’onde doit tendre vers un (( état de Vol-
kov )) : V±(~r, t).

2.3.2 Les états de Volkov

La résolution de l’ESDT dans le cas hydrogénöıde limite où Z → 0 et où
l’interaction avec le laser s’exprime en jauge des longueurs

i
∂

∂t
V±(~r, t) =

[

−∇2

2
+ ~r · ~E(t)

]

V±(~r, t) (2.12)

est exacte et ses solutions sont appelées (( états de Volkov )) V± [12]. Ils
représentent le déplacement d’un électron libre dans un champ électrique
oscillant. Ces états sont non physiques car la résolution de l’ESDT nous
donne l’état d’un dipôle atomique, alors que dans ce cas, le système est
réduit à un monopôle, l’électron. Ces états s’écrivent comme [122]

V±(~r, t) = exp

(

i~p ±(t) · ~r − i

2

∫

dt′ p±
2
(t′)

)

(2.13)

où ~p ±(t) = ~k + ~A±(t) est l’impulsion généralisée et où le potentiel vecteur
s’écrit en jauge de Coulomb

~A±(t) = −
∫ t

∓∞

dt′ ~E(t′) = −
∫ t

0,τ

dt′ ~E(t′) (2.14)

Insistons sur le fait que ces états doivent constituer une limite vers laquelle
toute fonction d’onde solution approchée de l’ESDT doit tendre lorsque le
champ Coulombien s’éteint. Nous allons à présent construire les états de
Coulomb-Volkov tels que nous les avons employés.

2.3.3 Les états de Coulomb-Volkov

Utilisons l’approximation de la fonction d’onde exacte (2.10) que l’on
nommera χ±

i,f (~r, t) dans l’ESDT. Cette dernière s’écrit un peu différemment
en introduisant un opérateur arbitraire U mesurant en quelque sorte l’erreur
commise par l’approximation

i
∂

∂t
χ±

i,f (~r, t) =
(

H− U±
i,f

)

χ±
i,f (~r, t) (2.15)

En développant le Hamiltonien il vient
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[

−∇2

2
− Z

r
+ ~r · ~E(t) − U±

i,f

]

Φi,f (~r, t)L±(~r, t) =

L±(~r, t)i
∂Φi,f (~r, t)

∂t
+ Φi,f (~r, t)i

∂L±(~r, t)

∂t
(2.16)

Puis en développant et en utilisant (2.4) dans l’expression précédente, il vient

Φi,f (~r, t)

[

i
∂

∂t
+

∇2

2
− ~r · ~E(t)

]

L±(~r, t) =

−U±
i,f (Φi,f (~r, t)L±(~r, t)) − ~∇Φi,f (~r, t) · ~∇L±(~r, t)

(2.17)
Il est à présent nécessaire de distinguer le traitement pour L+ de celui pour
L− car comme nous allons le voir, les conditions aux limites impliquent des
choix différents dans chacun des deux cas. Si l’étude porte sur l’ionisation, il
faut garder à l’esprit que la transition va s’effectuer entre un état atomique
lié et un état du continuum. Puisque les opérateurs U±

i,f sont arbitraires, il
est possible de poser

U+
i

(

Φi(~r, t)L+(~r, t)
)

= −~∇Φi(~r, t) · ~∇L+(~r, t) (2.18)

et l’équation (2.17) devient identique à (2.12). Cependant, les conditions

(2.3) nous mènent à lim
t→−∞

L+(~r, t) = 1 qui impose ~k = ~0 dans (2.13) car

l’état atomique limite considéré est un état lié de symétrie sphérique où en
moyenne ~k = ~0. Ainsi, la (( phase de Volkov ))

4 s’écrit

L+(~r, t) = exp

(

i ~A+(t) · ~r − i

2

∫ t

0

dt′ A+2
(t′)

)

(2.19)

En procédant de la même manière pour L−(~r, t), mais en posant

U−
f

(

Φf (~r, t)L−(~r, t)
)

=
[

i~kΦf (~r, t) − ~∇Φf (~r, t)
]

· ~∇L−(~r, t) (2.20)

et en utilisant lim
t→+∞

L−(~r, t) = 1 qui impose que l’état considéré final soit un

état du continuum décrit par une fonction d’onde Coulombienne C~k(~r, t).
Il vient

L−(~r, t) = exp

(

i ~A−(t) · ~r − i

2

∫ t

τ

dt′
[

A−2
(t′) + 2~k · ~A−(t′)

]

)

(2.21)

4Nous la dénommons ainsi parce qu’elle présente des similitudes avec l’état de Volkov
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Le terme 2~k · ~A−(t′) permet de retrouver exactement l’état de Volkov quand
Z → 0. En résumé, les états de Coulomb-Volkov s’écrivent χCV ±

i,f (~r, t) =
Φi,f (~r, t)L±(~r, t) et nous voyons tout de suite qu’ils satisfont les conditions
requises car







lim
~A→0

χCV ±
i,f (~r, t) = Φi,f (~r, t)

lim
Z→0

χCV ±
i,f (~r, t) = V±(~r, t)

(2.22)

Dans la mesure du possible, nous avons comparé les résultats Coulomb-
Volkov obtenus pour l’hydrogène avec des calculs ab initio issus de la réso-
lution de l’ESDT sur une base de B-splines (cf. §1.3.1 et référés par ESDT).
Nous pouvons ainsi mesurer l’erreur commise par l’emploi de ce type de fonc-
tions d’onde.

2.3.4 Suppression des termes de décalage dans les ap-
proches Coulomb-Volkov

Les spectres ATI produits par ce type de calcul présentent un décalage

des pics par rapport à des résultats ESDT, dû au terme

∫

dt A±2
(t) [141],

présent dans l’argument de la phase de Volkov. Il peut être interprété comme
une énergie de vibration de l’électron dans le champ électromagnétique, c’est-
à-dire l’énergie pondéromotrice. Comme décrit dans [46] ce terme déplace de
la même façon tout les niveaux de la structure atomique et ainsi ne change
pas le potentiel d’ionisation. Cependant, sa présence dans la phase de Volkov
de l’état final perturbé mais pas dans la fonction d’onde initiale Φi,f (t) agit
sur l’énergie de cet état par

k2

2
+

Z

2
+

~A−(t)2

2
− ω = 0 (2.23)

et mène naturellement à un décalage des pics ATI. La suppression de ce terme
est indispensable pour décrire correctement le spectre des électrons [141], et
c’est ce qui sera fait dans toutes les approches Coulomb-Volkov ultérieures.

2.3.5 Développement dans la jauge des vitesses

Le développement d’une théorie doit en principe être indépendante du
choix de la jauge. Cependant, il n’en est pas ainsi pour le développement
Coulomb-Volkov en jauge des longueurs. Pour le montrer, il faut développer
le Hamiltonien à la limite non-relativiste et utiliser ~P = ~k− ~A(t) l’impulsion

conjuguée de Lagrange, où ~k est l’impulsion vraie de l’électron en l’absence de
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champ. Nous pouvons alors naturellement déduire l’état de Volkov en jauge
des vitesses, en se plaçant également dans la jauge de Coulomb et en posant
~P = ~K

VV (~r, t) = exp

[

i ~K · ~r − i

∫ t

0

dt′
(

~K + ~A(t)
)2

]

(2.24)

Puis, en suivant la démarche de [122] qui consiste à introduire l’influence du
champ Coulombien en multipliant l’état de Volkov par une fonction dépen-
dante de ~r et t comme χV (~r, t) = f−(~r, t) × VV (~r, t) et l’introduisant dans
l’équation de Schrödinger en jauge des vitesses

i
∂

∂t
χV (~r, t) =

[

−Z

r
− ∇2

2
+ ~A(t) · ~∇ +

~A(t)2

2

]

χV (~r, t) (2.25)

nous parvenons ainsi à définir f− comme une fonction hypergéométrique dé-
pendante de ~K elle-même dépendante du temps au-travers du potentiel vec-
teur. Nous voyons de fait que le degré d’approximation de la fonction d’onde
de Coulomb-Volkov n’est pas équivalent dans les deux jauges. Il est donc
impossible de définir directement la transformation de ce type de fonction
d’onde dans l’une ou l’autre jauge.

2.4 Application à l’excitation multiphotonique

de l’hydrogène

L’application de la théorie Coulomb-Volkov à l’excitation des premiers
états liés de l’hydrogène se justifie par les très bons résultats obtenus pour l’io-
nisation avec des impulsions XUV femtosecondes [22]. Comme nous l’avons
déjà évoqué, ces résultats sont encadrés par des contraintes sur l’énergie des
photons mis en jeu et l’intensité du laser. Les développements suivants ont
eu pour but de s’en affranchir, en particulier pour l’étude de l’ionisation à
l’aide de photons d’énergie inférieure à Ip. En premier lieu, un développe-
ment appelé MCV2 (Modified CV2) adapté pour des énergies dans l’inter-

valle
Ip

2
< ω < Ip reproduit parfaitement des résultats ESDT [23]. C’est

une méthode hybride fondée sur le calcul les transitions à un photon vers les
premiers états liés de l’hydrogène par un développement de Born au premier
ordre, puis l’ionisation multiphotonique subséquente par un développement
Coulomb-Volkov. Ainsi, l’ajout successif des états 3p, 4p et 5p dans le cal-
cul final, a permis de mettre en évidence leur contribution à l’ATI et de
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décrire les structures secondaires liées aux transitions par ces états. Dans
la perspective d’utiliser des photons d’énergie encore plus faible (c’est-à-dire

inférieurs à
Ip

2
), l’excitation multiphotonique devient dès lors possible. Ce

phénomène rentre parfaitement dans le cadre d’une description Coulomb-
Volkov à deux niveaux et c’est naturellement que nous nous sommes penchés
sur cette étude. Le but final étant d’utiliser ces résultats pour une description
globale de l’ionisation multiphotonique par des photons d’énergie proche de
ce qui peut être produit expérimentalement. Nous allons donc proposer dans
le paragraphe suivant un développement général qui sera ensuite dérivé au
chapitre 3 à l’étude particulière de l’excitation des états H(2p) et H(2s).

2.4.1 Amplitude de transition appliquée aux transi-
tions entre états liés de l’hydrogène

Tout d’abord, exprimons de manière générale les fonctions d’onde des
états atomiques liés de l’hydrogène, représentées par les nombres quantiques
{n`m}

Φn`m(~r, t) = ϕn`m(~r) exp (−iεnt) (2.26)

où l’énergie du niveau est εn = − Z

n2
en unités atomiques. L’état de Coulomb-

Volkov associé sera χ±
n`m(~r, t) = Φn`m(~r, t)L±(~r, t) avec la phase de Volkov

(2.19) où l’on a négligé ~A2(t) et qui s’exprime comme L±(~r, t) = exp
(

i ~A±(t) · ~r
)

.

Les éléments de transition post et prior s’écrivent alors, avec pour plus de
facilité d’écriture i = {n`m} et f = {n′`′m′}















TCV 2+
fi ' −i

∫ τ

0

dt
〈

Φf (t)
∣

∣V (t)
∣

∣χ+
i (t)

〉

TCV 2−
fi ' −i

∫ τ

0

dt
〈

χ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣Φi(t)
〉

(2.27)

Puis en remplaçant les états de Coulomb-Volkov par leurs expressions préci-
tées et en utilisant les propriétés du produit Hermitien















TCV 2+
fi ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r Φ∗
f (~r, t)V (t)Φi(~r, t)L+(~r, t)

TCV 2−
fi ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r Φ∗
f (~r, t)L−∗

(~r, t)V (t)Φi(~r, t)
(2.28)

L’exposant (( * )) indique le complexe conjugué. En injectant (2.26) dans les
équations précédentes, il vient
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TCV 2+
fi ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r ϕ∗
f (~r) exp (iεf t) V (t)ϕi(~r)

× exp (−iεit)L+(~r, t)

TCV 2−
fi ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r ϕ∗
f (~r) exp (iεf t)L−∗

(~r, t)

×V (t)ϕi(~r) exp (−iεit)

(2.29)

puis en utilisant l’expression de la phase de Volkov exposée plus haut ainsi
que l’expression de V (t) en jauge des longueurs V (t) = ~r · ~E(t)















































TCV 2+
fi ' −i

∫ τ

0

dt exp
[

i(εf − εi)t
]

×
∫

d~r exp
(

i ~A+(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r) ~E(t) · ~r ϕi(~r)

TCV 2−
fi ' −i

∫ τ

0

dt exp
(

i(εf − εi)t
)

×
∫

d~r exp
(

−i ~A−(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r) ~E(t) · ~r ϕi(~r)

(2.30)

puis le fait que ~E(t) = − ∂

∂t
~A±(t) nous mène à ~E(t) · ~r exp

(

±i ~A±(t) · ~r
)

=

±i
∂

∂t
exp

(

±i ~A±(t) · ~r
)

nous pouvons alors réécrire (2.30)















































TCV 2+
fi ' −

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

× ∂

∂t

∫

d~r exp
(

i ~A+(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r) ϕi(~r)

TCV 2−
fi ' +

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

× ∂

∂t

∫

d~r exp
(

−i ~A−(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r) ϕi(~r)

(2.31)

Dès lors, on peut définir deux fonctions f et g















f(t) = exp
[

i(εf − εi)t
]

g±(t) =

∫

d~r exp
(

±i ~A±(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r)ϕi(~r)

(2.32)
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nous permettant d’écrire (2.31) en intégrant par parties

TCV 2±
fi ' ∓

∫ τ

0

dt f(t)
∂g±(t)

∂t

' ∓
{

[

f(t)g±(t)
]τ

0
−

∫ τ

0

dt g±(t)
∂f(t)

∂t

}

+ δfi

(2.33)

Pour une véritable impulsion laser, on a ~A±(0) = ~A±(τ) = ~0 par conséquent,
on peut immédiatement écrire g±(0) = g±(τ) = δfi du fait de l’orthogonalité
des fonctions d’onde. Dès lors, dès que i 6= f

TCV 2±
fi ' ±

∫ τ

0

dt g±(t)
∂f(t)

∂t
(2.34)

Puis, en utilisant les expressions (2.32)

TCV 2±
fi ' ±i(εf − εi)

∫ τ

0

dt exp
[

i(εf − εi)t
]

×
∫

d~r exp
(

±i ~A±(t) · ~r
)

ϕ∗
f (~r)ϕi(~r)

(2.35)

C’est à partir de cette expression très générale que nous dériverons au chapitre
suivant les expressions adaptées aux transitions multiphotoniques entre l’état
fondamental et les premiers états de l’hydrogène. Nous utiliserons alors les
expressions bien connues des fonctions d’onde H(2s), H(2p) pour décrire les
états finaux et H(1s) pour l’état fondamental.

2.4.2 Le développement multiphotonique

Afin d’illustrer le caractère multiphotonique de (2.35) regardons en détail
(2.30). Nous remarquons tout d’abord que la partie responsable de la transi-
tion est contenue dans l’intégrale sur ~r. Ainsi, pour chaque pas de temps, la
configuration atomique est (( gelée )), le calcul s’effectuant alors que le champ
Coulombien ne varie pas. Ce dernier n’a donc aucun effet dynamique sur la
transition, il n’intervient que dans la structure atomique [122]. Intéressons-
nous à la présence de la phase de Volkov dans la seconde intégrale. Son
développement en série donne

exp
(

i ~A · ~r
)

= 1+i ~A·~r+

(

i ~A · ~r
)2

2
+· · ·+

(

i ~A · ~r
)n

n!
+Θ

(

(

i ~A · ~r
)n+1

)

(2.36)



74 L’approche Coulomb-Volkov

Il s’agit donc d’un développement multipolaire à l’ordre n représentant l’ab-
sorption de n photons, dont on démontrera qu’ils (( ignorent )) le passage
éventuel par des états intermédiaires résonants.

2.5 Application à l’hélium

En suivant la même démarche, nous allons développer une amplitude de
transition pour l’ionisation double de l’hélium. D’un point de vue didactique,
nous nous sommes intéressés à la forme prior. En effet, il s’avère plus in-
tuitif de passer d’un état initial non perturbé, vers un état final qui l’est
sous l’effet du champ. Ceci étant, il est évident que des résultats identiques
devraient être obtenus avec les deux formulations si les fonctions d’onde uti-
lisées étaient exactes. Hormis le développement analytique proprement dit,
deux difficultés apparaissent immédiatement : la description de chacun des
états initial et final et en particulier des fonctions d’onde associées. Nous sa-
vons que nous ne pouvons pas trouver de solution analytique exacte comme
pour le cas de l’hydrogène, la difficulté venant du fait que ces états sont solu-
tions d’un problème à trois corps en interaction. En pratique, si la description
des états liés et du simple continuum de l’hélium peut être approchée avec
une très bonne précision, des approximations majeures vont intervenir pour
celle du double continuum. En particulier, construire une fonction d’onde cor-
recte pour l’étude des états du seuil d’ionisation mais également les bonnes
conditions de charge asymptotiques est extrêmement difficile. C’est cepen-
dant dans cet état que vont se trouver les deux électrons après ionisation
complète de l’hélium : deux électrons en interaction Coulombienne entre eux
et avec l’ion résiduel doublement chargé. Nous pointons là le problème essen-
tiel que nous recontrons, à savoir comment décrire à la fois les interactions
{électron-électron} dénommées corrélations électroniques, et {électron-ion} ?
Nous reviendrons sur les corrélations électroniques dans la partie consacrée à
l’hélium où nous détaillerons les moyens mis en œuvre pour les décrire. Dans
ce qui suit, nous proposons une description de l’hélium fondée sur l’inter-
action {électron-ion} sans corrélations dans l’état final. Pour cela, débutons
par des considérations sur la construction des fonctions d’onde. Les électrons
satisfont au principe d’exclusion de Pauli dont la conséquence est l’antisymé-
trie des fonctions d’onde. Cette propriété peut être résumée par les relations
suivantes

Ψa(1, 2) = ϕpara(~r1, ~r2)Σ
triplet(1, 2)

Ψa(1, 2) = ϕortho(~r1, ~r2)Σ
singulet(1, 2)

(2.37)

Ce qui signifie qu’une fonction d’onde de deux électrons étiquetés (1, 2) an-
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tisymétrique (indicée (( a ))) voit sa partie spatiale ϕ (( para )) pour un état
triplet de spin Σtriplet(1, 2) ou sa partie spatiale (( ortho )) pour un état sin-
gulet de spin Σsingulet(1, 2) respectivement états propres de l’opérateur P12

(( échange des positions ~r1 ↔ ~r2 )). Les paragraphes suivants sont consacrés
au détail de la construction de ces fonctions d’onde mais il faut préalablement
définir les systèmes de coordonnées employées dans les calculs.

2.5.1 Systèmes de coordonnées

Par analogie avec l’hydrogène, chaque électron de la structure atomique
est repéré par rapport au centre de masse que constitue le noyau, à l’aide des
rayons vecteurs ~r1 et ~r2. Dans le double continuum, chaque paquet d’onde
électronique est également repéré par rapport au même centre de masse à
l’aide des vecteurs d’onde ~k et ~k′. Puisque la représentation s’effectue en
coordonnées sphériques, chaque couple angulaire (θ, φ) est défini par rapport
au vecteur de polarisation λ̂, imposant la direction de l’axe (Oz) du repère
comme axe de quantification (cf. Fig. 2.1).
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Fig. 2.1 – Système de coordonnées électroniques.
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2.5.2 Fonction d’onde initiale

Pour des raisons de simplicité, nous allons la décrire en première ap-
proximation par un produit de deux orbitales hydrogénöıdes 1s. Dans ce
cas, chacun des électrons subit un champ Coulombien crée par un noyau
de charge écrantée Zi = 1, 6875 définie par le principe variationnel [142].
L’énergie de l’état fondamental He(1s)2 que l’on va utiliser est alors εHe =
−2, 84765625 u.a. Cet état étant un singulet de spin, nous pouvons alors
écrire

χi(~r1, ~r2, t) = ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2) exp (−iεHet) (2.38)

avec les orbitales hydrogénöıdes 1s bien connues

ϕ1s(~r) =
Z

3/2
i√
π

exp (−Zir) (2.39)

En utilisant cette forme de fonction d’onde, (2.38) s’écrit naturellement

χi(~r1, ~r2, t) =
Z3

i

π
exp [−Zi(r1 + r2)] exp (−iεHet) (2.40)

Nous pouvons remarquer que l’utilisation d’une charge écranté relève d’une
certaine manière des corrélations dans l’état initial.

2.5.3 Fonction d’onde finale

Le spin électronique total restant inchangé, la fonction d’onde finale que
l’on va utiliser s’écrit comme une somme symétrisée de produits d’orbitales
monoélectroniques

χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

χ−
α (~r1, t)χ

−
β (~r2, t) + χ−

α (~r2, t)χ
−
β (~r1, t)

]

(2.41)

où N est le facteur de normalisation ; α et β représentent soit un état lié soit
un état du continuum. Puisqu’on étudie la double photoionisation, les deux
électrons de He se trouvent après interaction dans le continuum. Chacune
des deux orbitales sera représentée par une fonction d’onde respectivement
labélisée par chaque vecteur d’onde ~k et ~k′. Ceci nous mène à écrire α = ~k et
β = ~k′ et ainsi χ−

f (~r1, ~r2, t) devient

χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

χ−
~k
(~r1, t)χ

−
~k′
(~r2, t) + χ−

~k
(~r2, t)χ

−
~k′
(~r1, t)

]

(2.42)
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L’évaluation de N est un point délicat abordé dans l’annexe qui lui est consa-
crée (cf. Annexe B). Dans le cadre de la théorie Coulomb-Volkov nous allons
décrire chacun des états finaux par le produit d’une onde coulombienne en-
trante (dans un potentiel attractif et normalisée sur l’échelle des impulsions)
et d’une phase de Volkov

χ−
~k
(~r, t) = C−

~k
(~r, t)L−

~k
(~r, t) (2.43)

où la fonction coulombienne est de la forme

C−
~k

(~r, t) = ψ−
~k

(~r) exp
(

−iε~kt
)

(2.44)

d’énergie ε~k =
k2

2
. Sa partie spatiale est

ψ−
~k

(~r) = (2π)−
3
2 exp

(πν

2

)

Γ(1 + iν) exp
(

i~k · ~r
)

×1F1(−iν; 1;−ikr − i~k · ~r)
(2.45)

avec ν =
Zk

k
. Par ailleurs, nous savons désormais que la phase de Volkov

s’écrit dans le cas d’une ionisation (cf. §2.3.3)

L−
~k
(~r, t) = exp

(

i ~A−(t) · ~r − i~k ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

)

(2.46)

De manière synthétique, compte-tenu de (2.43), (2.44) et (2.45), (2.42) de-
vient

χ−
f (~r1, ~r2, t) =

N
[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) exp

[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k
(~r1, t)L−

~k′
(~r2, t)+

ψ−
~k

(~r2)ψ
−
~k′
(~r1) exp

[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k
(~r1, t)L−

~k′
(~r2, t)

]

(2.47)

Où, plus simplement au vu de (2.46)

χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k~k′

(~r1, ~r2, t)
(2.48)

avec

L−
~k~k′

(~r1, ~r2, t) = exp

[

i ~A(t) · (~r1 + ~r2) − i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

(2.49)

Il faut insister sur le fait qu’à ce stade du développement, les corrélations
électroniques ne sont pas explicitement prises en compte dans l’état final.
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L’impact de ces corrélations sur les calculs de distributions électroniques
angulaires et en énergie mais aussi sur les sections efficaces constituera l’une
des thématiques de la partie 2. Dans un premier temps, nous approchons
l’état final comme celui de deux électrons sans interaction entre eux et se
déplaçant dans un champ Coulombien de charge Zk = Zk′ = 2. Développons
à présent le calcul de l’amplitude de transition.

2.5.4 Amplitude de transition appliquée à l’ionisation
double de l’hélium

Nous allons commencer par exploiter la forme prior

T−
if = −i

∫ τ

0

dt
〈

Ψ−
f (t)



V (t)


Φi(t)
〉

(2.50)

Ce qui se traduit explicitement par projection dans l’espace des configurations
en utilisant les propriétés du produit hermitien

T−
if = −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r1 d~r2 Ψ−
f
∗
(~r1, ~r2, t)V (~r1, ~r2, t)Φi(~r1, ~r2, t) (2.51)

~r1 et ~r2 représentent les positions respectives des électrons par rapport au
centre de masse confondu avec le noyau. Comme pour l’hydrogène, Φi(~r1, ~r2, t)
est la fonction d’onde du système non perturbé dans l’état initial et Ψ−

f (~r1, ~r2, t)
est la fonction d’onde du système perturbé à chaque instant t de l’interaction
et satisfait la condition asymptotique

lim
t→+∞

Ψ−
f (~r1, ~r2, t) = Φf (~r1, ~r2, t) (2.52)

où Φf (~r1, ~r2, t) est la fonction d’onde du système non perturbé dans l’état
final. V (~r1, ~r2, t) est la perturbation due au laser et agissant sur le système
diélectronique. Dans le cadre de l’approximation dipolaire électrique elle s’ex-
prime comme

V (~r1, ~r2, t) = (~r1 + ~r2) · ~E(t) (2.53)

Dès lors, si on remplace respectivement les fonctions d’onde Φi(~r1, ~r2, t) et
Ψ−

f (~r1, ~r2, t) par des fonctions d’onde approchées (2.38),(2.48) et en utilisant
(2.53), l’amplitude de transition (2.51) que l’on labellise par (1s)2 devient
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TCV 2−
(1s)2 ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r1 d~r2 N∗
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

× exp
[

i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k~k′

∗
(~r1, ~r2, t)(~r1 + ~r2) · ~E(t)

×ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2) exp (−iεHet)

(2.54)

En introduisant l’expression des fonctions d’onde et la phase de Volkov (2.49)
puis en séparant les termes ne dépendant que du temps de ceux dépendant
aussi de ~r1 et ~r2, l’expression précédente s’écrit alors

TCV 2−
(1s)2 ' −i

∫ τ

0

dt N∗ exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t

+ i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×
∫

d~r1 d~r2

[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r1 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r2 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r1 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r2 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

]

(2.55)

En remarquant que dans le facteur entre crochets, le premier et le quatrième
terme d’une part, le second et le troisième d’autre part, sont identiques dans
l’échange de ~r1 et ~r2, on peut simplifier en se souvenant que le facteur de
normalisation N est réel
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TCV 2−
(1s)2 ' −2iN

∫ τ

0

dt exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t

+i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×
∫

d~r1 d~r2

[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r1 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

~r2 · ~E(t) ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

]

(2.56)
En regroupant les facteurs dépendants du temps et ceux dépendant aussi de
~r1 d’une part, de ~r2 d’autre part, puis en développant les produits scalaires
~r1 · ~E(t) et ~r2 · ~E(t), il est possible de mettre E(t) en facteur

TCV 2−
(1s)2 ' −2iN

∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t

+ i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×
[ ∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · ~r1

]

r1 cos θ1 ϕ1s(~r1)

×
∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · ~r2

]

ϕ1s(~r2)

+

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · ~r2

]

r2 cos θ2 ϕ1s(~r2)

×
∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · ~r1

]

ϕ1s(~r1)

]

(2.57)

On définit chacune des intégrales du crochet comme suit











































I~k,~k′(t) =

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · ~r1

]

r1 cos θ1 ϕ1s(~r1)

×
∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · ~r2

]

ϕ1s(~r2)

J~k′,~k(t) =

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

[

−i ~A−(t) · ~r2

]

r2 cos θ2 ϕ1s(~r2)

×
∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

[

−i ~A−(t) · ~r1

]

ϕ1s(~r1)

(2.58)

En vertu de ce qui précède, (2.57) se met sous la forme plus compacte :
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TCV 2−
(1s)2 ' −2iN

∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t

+ i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×
(

I~k,~k′(t) + J~k′,~k(t)
)

(2.59)

~r1 et ~r2 étant des variables muettes d’intégration, on remarque aussitôt que
l’on a I~k,~k′(t) = J~k,~k′(t), et l’expression de l’élément de transition prend donc
la forme simple suivante

TCV 2−
(1s)2 ' −2iN

∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t

+ i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×
(

I~k,~k′(t) + I~k′,~k(t)
)

(2.60)

où l’intégrale I~k,~k′(t) s’écrit sous la forme d’un produit

I~k,~k′(t) = Ĩ~k(t)J̃~k′(t) (2.61)

avec











Ĩ~k(t) =

∫

d~r ψ−
~k

∗
(~r) exp

(

−i ~A−(t) · ~r
)

r cos θ ϕ1s(~r)

J̃~k(t) =

∫

d~r ψ−
~k

∗
(~r) exp

(

−i ~A−(t) · ~r
)

ϕ1s(~r)
(2.62)

Le développement formel des intégrales J̃~k(t) et Ĩ~k(t) est détaillé dans les
annexes C et D respectivement d’où nous tirons les expressions finales































































Ĩ~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 16

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)B iν−2H−iν−1×
{

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 + νA−
z (1 + iν)(Zi − ik)×

BH−1 + ν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z

]

}

J̃~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 8

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)B iν−2H−iν−1×
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

(2.63)
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avec B, H et ~κ définis comme suit











B = κ2 + Z2
i

H = B − 2
(

~k.~κ + ikZi

)

~κ = ~k + ~A−(t)

(2.64)

Ceci nous permet de réécrire (2.61) en respectant l’indexation en k et k′.
Nous noterons avec le label ((

′
)) toutes les quantités dépendant de k′. Ainsi,

dans B′ et H′, ~k et ~κ deviennent ~k′ et ~κ′ = ~k′ + ~A−(t)

I~k,~k′(t) =

(

Zi

2

)3
128

π2
exp

(π

2
(ν + ν ′)

)

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)B iν−2H−iν−1

×B′ iν
′−2H′−iν′−1

{

[

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 + νA−
z (1 + iν)

×(Zi − ik)BH−1 + ν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z

]

]

×
[

Zi(1 − iν ′)H′ + iν ′(Zi − ik′)B′

]

}

(2.65)

Avec cette dernière expression, nous pouvons exprimer (2.60) en regroupant
les termes ne dépendant pas de t devant l’intégrale

TCV 2−
(1s)2 ' −2iN

(

Zi

2

)3
128

π2
exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)

×
∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t + i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×B iν−2B′ iν
′−2H−iν−1H′−iν′−1

{

[

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1

+νA−
z (1 + iν) × (Zi − ik)BH−1 + ν(1 − iν)

[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z

]

]

×
[

Zi(1 − iν ′)H′ + iν ′(Zi − ik′)B′

]

+

[

k ←→ k′

]

×
[

k ←→ k′

]

}

(2.66)

Enfin, en utilisant le résultat de l’annexe B, nous nous plaçerons dans le cas

le plus courant où k 6= k′, ce qui impose N =
1√
2
.
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2.6 Conclusion

Ce chapitre, très (( mathématique )), nous a permis de jeter les fondations
sur lesquelles nous allons construire l’étude Coulomb-Volkov. Le développe-
ment des amplitudes de transition constitue véritablement la base des calculs
que nous souhaitons mener. En effet, les informations auxquelles nous sou-
haitons aboutir, probabilités d’excitation de l’hydrogène ou distributions en
angle et en énergie et sections efficaces totales à 1 ou 2 photons de l’hé-
lium découlent directement des amplitudes de transition TCV 2±

fi (2.35) et

TCV 2−
(1s)2 (2.66). Elles nous permettront de confirmer ou d’infirmer l’approche

Coulomb-Volkov dans le domaine des impulsions brèves et intenses mais aussi
de se déplacer vers un champ d’étude plus ouvert comme celui de la double
ionisation à deux photons (DPI2ω) de l’hélium. Nous verrons alors comment
nous pouvons raffiner la description en particulier pour prendre en compte,
ou du moins reproduire la répulsion électronique. L’étude de cette dernière,
au-travers des corrélations électroniques constitue une gageure récurrente de
la physique des atomes polyélectroniques.
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Chapitre 3
Dynamique de l’hydrogène atomique
en interaction avec des impulsions laser
brèves et intenses

3.1 Introduction

L’étude de la dynamique atomique que nous menons dans ce chapitre
est orientée dans deux directions. Chacune d’elles constitue une ex-

tension du domaine d’application des méthodes Coulomb-Volkov standard.
Tout d’abord, nous nous sommes focalisés sur l’ionisation de l’hydrogène hors
condition de pertubation. L’utilisation de champs intenses implique, comme
nous l’avons déjà souligné, la prise en compte du dépeuplement de l’état
fondamental au cours de l’interaction. Pour des raisons de simplicité, et en
suivant le travail de R. Gayet [141] nous avons débuté cette étude avec une
impulsion d’énergie de photon supérieure au potentiel d’ionisation. Ceci per-
met de négliger les éventuelles résonances par tous les états intermédiaires de
la structure atomique. Dans ces conditions, nous allons montrer comment il
est possible de calculer le dépeuplement de l’état fondamental par un système
d’équations couplées réduites à deux niveaux. Puis son application dans le
cas de l’ionisation d’un cristal présentant un défaut de structure, assimilé à
un atome hydrogénöıde nous fournira un exemple concret. Dans un deuxième
temps, l’utilisation de petites énergies de photon inférieures à la moitié du
potentiel d’ionisation nous a fourni un autre volet d’exploration. Il s’agit
de voir si une description Coulomb-Volkov est adaptée aux transitions mul-
tiphotoniques pouvant intervenir entre des états liés. Pour cela, nous nous
sommes spécifiquement penchés sur les transitions entre l’état fondamental
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et les deux premiers états liés H(2s) et H(2p). Parallèlement, nous avons
exploité un code de résolution de l’ESDT sur une base de B-splines (simple-
ment dénommés ESDT par la suite) fourni par E. Cormier, afin de confronter
nos résultats. Ces deux étapes peuvent constituer les premiers pas vers une
description plus large de l’ionisation de l’hydrogène en considérant non seule-
ment les transitions par des niveaux intermédiaires mais aussi des conditions
de saturation de l’ionisation, c’est-à-dire hors perturbation.

3.2 Vers les champs intenses UV et X

Cette thématique est d’autant plus actuelle que la production de champs
intenses UV et X devient une réalité expérimentale. Depuis le synchrotron
jusqu’au laser à électrons libres (LEL) en passant par la génération d’har-
moniques, l’étude de la dynamique atomique en champ fort prend un essor
majeur. Il s’agit pour les théoriciens de pouvoir répondre concrètement à cette
perspective. Comme nous l’avons déjà évoqué au paragraphe concernant la
première approximation de Born (cf. §1.3.2), les conditions de perturbation
impliquent le remplacement du cœfficient ai(t) intervenant dans l’amplitude
de transition par 1. Celui-ci contient explicitement toute l’information sur
la population de l’état initial (fondamental) au cours de l’interaction. Par
ailleurs, il a été démontré que ces conditions restent valables tant que la pro-
babilité totale d’ionisation ne dépasse pas 20%. Hors conditions de pertur-
bation, il est impossible de s’affranchir du calcul de ai(t) qui nous est donné
par la résolution des équations couplées (cf. §1.3.2). Dans le but d’étudier
l’ionisation de l’hydrogène en champ intense, et hors conditions de résonance
par des états intermédiaires, nous pouvons réduire cet ensemble à deux équa-
tions appelées (( équations couplées réduites )) (ECR). Elles nous permettent
un calcul rapide de ai(t) tout au long de l’interaction. Son introduction dans
un élément de transition CV2 standard, permet donc d’en étendre le domaine
d’application au-delà des contraintes précitées.

3.2.1 Les équations couplées réduites

Nous regardons spécifiquement les transitions qui interviennent quand
ω > Ip c’est-à-dire quand le couplage direct à un photon de l’état fondamental
de l’hydrogène avec le continuum est prépondérant. Ces conditions induisent
deux simplifications des équations couplées (1.21) : les termes de couplage
entre l’état fondamental et tous les états intermédiaires mais également les
couplages de type continu-continu sont négligés. En vertu de ces arguments,
les équations couplées se réduisent alors à
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iȧi(t) '
∫

d~k a~k(t)Vi~k(t) exp(−iδ~kit)

iȧ~k(t) ' ai(t)V~ki(t) exp(iδ~kit)
(3.1)

où l’on a δ~ki = ε~k − εi. Puis, en intégrant directement la seconde équation de
(3.1) et en injectant son expression dans la première, il vient

ȧi(t) ' −
∫

d~k Vi~k(t) exp(−iδ~kit)

∫ t

0

dt′ V~ki(t
′) exp(iδ~kit

′)ai(t
′) (3.2)

que l’on peut réécrire

ȧi(t) ' −
∫ t

0

dt′
∫

d~k Vi~k(t)V~ki(t
′) exp

[

iδ~ki(t
′ − t)

]

ai(t
′) (3.3)

A l’exception de l’exponentielle, tous les facteurs de l’intégrand sont des fonc-
tions lentement variables de k. L’exponentielle est quant à elle oscillante et ra-
pidement variable, ce qui rend sa contribution à l’intégrale nulle en moyenne.
Cependant, dans le cas où t ' t′, sa contribution est au contraire maximum
et c’est à cet instant également que nous allons considérer la contribution
maximum de ai(t

′) en l’assimilant à ai(t). De fait, l’expression (3.3) devient

ȧi(t) ' −ai(t)

∫ t

0

dt′
∫

d~k Vi~k(t)V~ki(t
′) exp

[

iδ~ki(t
′ − t)

]

(3.4)

Finalement nous arrivons à

ai(t) ' exp

(

−
∫

d~k

∫ t

0

dt′ Vi~k(t
′) exp(−iδ~kit

′)

∫ t′′

t′
dt′′ V~ki(t

′′) exp(iδ~kit
′′)

)

(3.5)
expression qui va nous servir dans l’amplitude de transition (1.27) où l’on
a remplacé les fonctions d’onde finales par des fonctions d’onde Coulomb-
Volkov [141]

TRCV 2−

fi = −i

∫ τ

0

dt ai(t)
〈

χ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣Φi(t)
〉

−
∫ τ

0

dt ȧi(t)
〈

χ−
f (t)

∣

∣Φi(t)
〉

(3.6)
et où l’indice supérieur R indique la renormalisation. Finalement, nous pou-
vons aboutir à la formule suivante par intégration par parties
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TRCV 2−

fi = i

∫ τ

0

dt ai(t)

[

A−2
(t)

2
+ ~k · ~A−(t)

]

〈

χ−
f (t)|Φi(t)

〉

(3.7)

Par ailleurs, nous nous sommes aussi intéressés au calcul de a~k(t) représentant
la population de l’état final du continuum. Elle doit reproduire les transitions
à un photon dans le cas de l’ionisation saturée et constituer un test simple
pour vérifier notre approche en champ fort. Pour cela introduisons (3.5) dans
le deuxième terme de (3.1) pour parvenir à

a~k(t) ' −i

∫ t

0

dt′ ai(t
′)V~ki(t

′) exp(iδ~kit
′) (3.8)

où chacun des facteurs intervenant dans l’expression précédente s’écrit [141]























































































ai(t) ' exp

{

−(2Z)6 4

3

∫ +∞

0

dk
k

(k2 + Z2)5

H~ki(t)

1 − exp(−2πν)

× exp

[

−4ν arctan

(

1

ν

)]}

V~ki(t) = E(t)
〈

ϕ~k(~r)
∣

∣

∣
~r · λ̂

∣

∣

∣
ϕi(~r)

〉

= −E(t)
i(2Z)5/2

π

exp
(πν

2

)

Γ(1 + iν)

(k2 + Z2)3
k cos θk(iν + 1)

× exp

[

−2ν arctan

(

k

Z

)]

(3.9)

où H~ki(t) est une fonction complexe analytique. En utilisant un développe-

ment du champ électrique en série de Fourier E(t) = E0

N=6
∑

j=1

bj exp(iωjt) nous

pouvons arriver à une expression de a~k(t) [143]

a~k(t) ' −C

Γ(2 + iν)k cos θk exp

{

ν

[

π

2
− 2 arctan

(

1

ν

)]}

(k2 + Z2)3

×E0

N=6
∑

j=1

bj

∫ t

0

dt′ai(t
′) exp

[

i(ωj + δki)t
′
]

(3.10)
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L’utilisation de ai(t) dans l’amplitude de transition CV2 va être dénommée
RCV2 par la suite et l’exploitation directe de a~k(t) sera ECR5.

3.2.2 Application à l’ionisation d’un cristal présentant
un défaut de structure

Des expériences récentes montrent que l’ionisation d’un isolant cristallin
par une impulsion brève d’un laser Titane-Saphir produit des électrons éjectés
d’une large gamme d’énergie. En particulier, une grande quantité d’électrons
de haute énergie a été observée [144]. Bien que la plupart de ces électrons
soient issus de la bande de valence, une telle transition requiert l’absorp-
tion simultanée d’au moins deux photons. Cependant, si des défauts sont
présents dans la structure cristalline, un photon peut être nécessaire pour
permettre le franchissement du gap entre ce défaut et la bande de conduc-
tion et ainsi mener à une forte augmentation du transfert d’électrons. Avec
des intensités laser suffisantes, des électrons de haute énergie peuvent ainsi
être produits par l’absorption subséquente d’un grand nombre de photons.
Afin d’évaluer l’efficacité d’un tel transfert, un modèle simple a été mis en
place [141]. L’état électronique du défaut est représenté par un atome hy-
drogénöıde dont le potentiel d’ionisation est le gap de ce défaut. Celui-ci
est donnée à environ 1 eV ' 3, 675.10−2 u.a. et la charge nucléaire le re-
présentant est définie à Z = 0, 2711. Le transfert est donc modélisé par
l’ionisation d’un atome initialement dans son état fondamental et la bande
de conduction est considérée comme étant le continuum de l’atome. De plus
les caractéristiques du laser sont prises pour être le plus proche possible de
l’expérience soit I = 1, 71.1012 W.cm−2, correspondant à un champ élec-
trique de E0 = 6, 989.10−3 u.a., une durée d’impulsion de τ = 1544, 32 u.a.
soit τ ' 37 fs correspondant à 14 cycles optiques et un photon d’énergie
ω = 5, 696.10−2 u.a. soit ω = 1, 55 eV . Afin de s’assurer de la validité de
telles méthodes, des résultats similaires ont été fournis par H. Bachau avec
un code résolvant l’ESDT sur une base de B-splines (dénommé également
ESDT dans ce qui suit). Le calcul des densités de probabilité électronique
calculées par les trois méthodes sont reportées sur la Fig. 3.1 suivante, et
nous est donné par :











DRCV 2−(ε) = k
∣

∣

∣TRCV 2−

fi

∣

∣

∣

2

DECR(ε) = k

∫

dΩ~k

∣

∣a~k(τ)
∣

∣

2
(3.11)

5Rappel : Equations couplées réduites
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Fig. 3.1 – Densité de probabilité d’ionisation d’un cristal présentant un dé-
faut de structure, calculée par ESDT (rouge), RCV2 (bleu) et ECR (noir).

dont on obtient une expression plus détaillée en développant (3.6) et (3.10)



















































DECR(ε) =
8

3

(2Z)5k3 exp

[

−4ν arctan

(

1

ν

)]

(k2 + Z2)6

ν(1 + ν2)

1 − exp(−2πν)

×E2
0

∣

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

dt ai(t)
N=6
∑

j=1

bj exp
[

i(ωj + δki)t
]

∣

∣

∣

∣

∣

2

DRCV 2−(ε) = k

∣

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

dt ai(t)

[

A−2
(t)

2
+ ~k · ~A−(t)

]

〈

χ−
f (t)|Φi(t)

〉

∣

∣

∣

∣

∣

2

(3.12)
Nous pouvons constater que les trois approches s’accordent bien pour le
premier pic ATI. Cependant, il est clair que les prédictions ECR sont plus
proches de celles RCV26 que de celles ESDT. On peut remarquer de petites

6Rappel : Renormalized Coulomb-Volkov
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différences entre les prédictions ESDT et les autres en particulier sur l’aile
gauche du premier pic, près du seuil d’ionisation. Ceci peut être attribué à
la faible influence des états de Rydberg qui sont ignorés dans les traitements
RCV2 et ECR. De plus, le fond continu des spectres est identique pour RCV2
et ECR jusqu’au pied du second pic. Ceci confirme le fait qu’il est complè-
tement généré par des transitions à un photon issu des ailes de ce pic. Bien
que les trois méthodes soient en accord pour la transition à un photon elles
diffèrent pour le cas à deux photons. L’essentiel des désaccords sur la magni-
tude du fond continu entre les pics mais aussi du deuxième pic entre RCV2
et ESDT peut être attribuée à la légère différence de définition du champ
laser. En effet, dans le cas ESDT, il est calculé par rapport à la dérivée d’un
potentiel où intervient explicitement le profil de l’enveloppe f , et de la forme

A(t) =
E0

ω
f(t − t0, τ) cos(ωt + ϕ) (3.13)

De ce fait, le champ laser présente un terme supplémentaire par rapport à
notre définition. Dans notre cas, nous partons plutôt de l’expression du champ
que nous intégrons pour aboutir au potentiel. Cependant, nous remarquons
que pour des photons d’énergie plus grande que le potentiel d’ionisation, il
est très facile d’obtenir des résultats précis sur l’ionisation en champ bref en
utilisant ECR. La mise en œuvre de ce type d’approche se justifie d’autant
qu’avec de telles intensités, les transitions à deux photons sont deux ordres
de grandeur au-dessous de la transition à un photon. Elles peuvent donc
concurrencer des méthodes plus sophistiquées si l’on se focalise uniquement
sur le premier pic d’ionisation. Dès que l’on s’intéresse aux ordres supérieurs,
le recours à une méthode de type RCV2 s’avère tout aussi prometteuse en
particulier si les intensités deviennent suffisantes pour que les transitions
à deux photons (voire à un nombre plus élevé de photons), deviennent du
même ordre de grandeur que la transition à un photon. Il faut toutefois se
souvenir que le dépeuplement de l’état fondamental est calculé à partir d’une
transition à un photon. Ainsi, les prédictions de RCV2 resteront très bonnes
tant que la dynamique sera dominée par ce type de transition.

3.3 Vers les petites énergies de photon

Dans l’optique d’utiliser des énergies de photon de plus en plus petites afin
de se rapprocher de ce qui est produit dans le domaine UV, nous nous plaçons

à présent dans le cas où ω <
Ip

2
. Il devient alors nécessaire de regarder en

détail les transitions multiphotoniques entre états liés de l’hydrogène et cette
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étude constitue un test fort de la validité d’un développemenent Coulomb-
Volkov. Dans ce cadre, nous nous sommes intéressés à l’excitation des deux
premiers états liés. Nous pouvons d’ores et déjà avoir une idée du spectre de
probabilité car la symétrie des fonctions d’onde va nous imposer des ordres de
transition dipolaire électrique pairs où impairs. L’objectif est ensuite d’intro-
duire ce travail dans une théorie plus générale de l’ionisation de l’hydrogène,
sur le modèle MCV27 déjà développé dans [23]. Dans ce cas, il s’agit d’intro-
duire explicitement l’excitation des premiers états par des transitions à un

photon de type Born I et d’énergie proche de
Ip

2
dominant l’excitation des

autres états intermédiaires. Puis, décrire l’ionisation multiphotonique subsé-
quente à partir de chacun de ces états par un traitement CV2. L’utilisation

d’énergie de photons telle que ω <
Ip

2
remplacerait le traitement Born I par

l’excitation multiphotonique décrite à l’aide d’un calcul CV2.

3.3.1 Probabilité d’excitation multiphotonique de H(1s)
vers H(2p) ou H(2s)

Nous allons dériver l’expression de l’amplitude (2.31) pour les transitions
de l’état initial H(1s) vers les états finaux H(2p) ou H(2s). Pour cela, expri-
mons les parties spatiales des fonctions d’onde intervenant dans le calcul



















ϕi(~r) = ϕ1s(~r) = R10(r)Y0
0 (θ, φ)

ϕf (~r) = ϕ2p0
(~r) = R21(r)Y0

1 (θ, φ)

ϕf (~r) = ϕ2s(~r) = R21(r)Y0
0 (θ, φ)

(3.14)

où l’expression de chacune des parties radiales et des harmoniques sphériques
nous est donnée par [145]































































R10(r) = 2Z
3
2 exp(−Zr)

R21(r) =
Z

3
2√
2

(

1 − Zr

2

)

exp

(

−Zr

2

)

Y0
0 (θ, φ) =

1√
4π

Y0
1 (θ, φ) =

√

3

4π
cos θ

(3.15)

7Rappel : Modified Coulomb-Volkov
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Sans oublier les énergies (où pour l’hydrogène Z = 1) en u.a.











































ε1s = −Z

2
= −0, 5

ε2s = ε2p = −Z

8
= −0, 125

ε2s − ε1s =
3Z2

8
= 0, 375

(3.16)

Le calcul de l’élément de transition pour chacun des cas d’excitation de H(2s)
ou H(2p) est directement lié au calcul de la fonction g±(t) (cf. (2.32)). Il est
d’ailleurs important de noter que si on s’intéresse à l’excitation, il n’est plus
pertinent de différencier le caractère entrant où sortant des fonctions d’onde.
Le calcul suivant va concerner l’amplitude d’excitation de H(2s) dénommée
TCV 2+

1s−2s , tout en gardant à l’esprit que TCV 2−
1s−2s doit nous donner exactement les

mêmes résultats. Ainsi, en supprimant l’indice (( + )) pour plus de simplicité,
il vient en introduisant les définitions (3.15) dans (2.32)

g2s(t) =

∫

d~r exp
(

i ~A(t) · ~r
)

R20(r)R10(r)Y0
0 (θ, φ)Y0

0 (θ, φ) (3.17)

D’après les définitions (3.15) l’expression précédente devient

g2s(t) =
Z3

√
2

4π

∫

d~r

(

1 − Zr

2

)

exp

(

i ~A(t) · ~r − 3Zr

2

)

(3.18)

Regardons à présent l’intégration spatiale que l’on sépare en deux et en posant

α =
3Z

2

I1 =

∫

d~r exp
(

i ~A(t) · ~r − αr
)

− Z

2

∫

d~r r exp
(

i ~A(t) · ~r − αr
)

(3.19)

Le calcul du premier terme de l’expression précédente nous est donné dans
l’annexe C

I ′
1 =

8πα

(α2 + A2(t))2 (3.20)

Ce calcul est très utile car les autres formes intégrales auxquelles nous allons
arriver pourront se définir en fonction de (3.20). Ainsi, le second terme de
(3.19) s’écrit
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I ′′
1 = − ∂

∂α
I ′
1 (3.21)

qui devient

I ′′
1 =

8π

(α2 + A2(t))3

[

(

α2 + A2(t)
)

(

α +
Z

2

)

− 2Zα2

]

(3.22)

En remplaçant (3.22) et (3.20) dans (3.19) puis le tout dans (3.18) nous
déduisons une expression de TCV 2

1s−2s

TCV 2
1s−2s ' −i

Z5
√

2

4

∫ τ

0

dt exp

(

i
3Z2

8
t

)

[

(α2 + A2(t))

(

α +
Z

2

)

− 2Zα2

]

(α2 + A(t)2)3

(3.23)
En suivant la même démarche pour l’excitation de H(2p), calculons

g2p(t) =

∫

d~r exp
(

i ~A(t) · ~r
)

R21(r)R10(r)Y0
1 (θ, φ)Y0

0 (θ, φ) (3.24)

qui se réécrit en vertu de (3.15)

g2p(t) =
Z4

4π
√

2

∫

d~r r cos θ exp
(

i ~A(t) · ~r − αr
)

(3.25)

dont la partie intégrale peut s’exprimer comme

I2 =

(

−i
∂

∂A(t)

)

I ′
1 (3.26)

Cette dernière expression devient tout simplement

I2 =
32iπA(t)α

(α2 + A2(t))3 (3.27)

D’où nous tirons l’expression

TCV 2
1s−2p '

3Z4α√
2

∫ τ

0

dt exp

(

i
3Z2

8
t

)

A(t)

(α2 + A2(t))3 (3.28)

Dès à présent le développement de ces amplitudes de transition nous mène
au calcul de la probabilité totale d’ionisation par la formule très simple

P = |T |2 (3.29)
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Les probabilités d’excitation s’écrivent donc



















































PCV 2
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Z10
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∣
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∫ τ

0

dt exp

(

i
3Z2

8
t

)

[

(α2 + A2(t))

(

α +
Z

2

)

− 2Zα2

]

(α2 + A2(t))3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

PCV 2
1s−2p =

9Z8α2

2

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

dt exp

(

i
3Z2

8
t

)

A(t)

(α2 + A2(t))3

∣

∣

∣

∣

2

(3.30)
Le calcul de ces probabilités a donné lieu à la conception de deux codes
dont nous avons confronté les résultats à ceux fournis par le code ESDT d’E.
Cormier.

3.3.2 Résultats

Nous avons reporté sur les Fig. 3.2 et Fig. 3.3 les résultats en fonction

du quotient
δ

ω
, où δ = ε2s − ε1s = 0, 375 u.a. et ω est l’énergie du photon de

l’impulsion laser incidente de 30 cycles optiques ; ce qui permet de conserver

une largeur spectrale relative
∆ω

ω
constante quelle que soit ω. Chacun des

graphes correspond à une valeur particulière de l’amplitude crête du champ
électrique du laser à savoir : E0 = 10−4 u.a. pour les Fig. 3.2 et Fig. 3.3
a), E0 = 10−3 u.a. pour les Fig. 3.2 et Fig. 3.3 b) et E0 = 10−2 u.a.
pour les Fig. 3.2 et Fig. 3.3 c), définissant les maxima d’intensité suivants
I = 3, 51.108 W.cm−2, I = 3, 51.1010 W.cm−2 et I = 3, 51.1012 W.cm−2.
Comme nous nous y attendions, des pics principaux de probabilités de tran-
sition apparaissent pour des ordres pairs et impairs selon que l’on satisfait
les conditions suivantes

{

nω = δ avec n pair pour l’excitation de H(2s)
nω = δ avec n impair pour l’excitation de H(2p0)

(3.31)

Cependant, ces conditions sont applicables uniquement lorsque deux niveaux
(i.e. H(1s) et H(2s) ou H(2p)) sont couplés. En comparant les spectres CV2
avec ESDT, on voit clairement apparâıtre dans ces derniers des pics ne sa-
tisfaisant pas ces conditions. Ces pics secondaires correspondent à des tran-
sitions quasi-résonantes vers d’autres états intermédiaires, suivies par des
transitions vers l’état final considéré. Ils sont rendus possibles par la largeur
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spectrale du laser, contrepartie de la durée limitée de l’impulsion. Dans ce
cas, des photons localisés sur les ailes du spectre peuvent contribuer à l’exci-
tation. Une analyse en fin de chapitre (cf. §3.4) expliquera pourquoi de telles
différences existent. Dans les sections qui suivent, les résultats ESDT pré-
sentent un champ identique à celui employé dans CV2 et nous regardons le
détail des processus mis en jeu.

Excitation multiphotonique depuis H(1s) vers H(2p0)

Les seuls pics prédits par CV2 correspondent à l’absorption directe d’un
nombre impair de photons. Tant que les transitions se produisent dans le
régime perturbatif, la hauteur de chaque pic doit être propotionnelle à In

ou bien E2n
0 où n est le nombre de photons absorbés. C’est exactement ce

qui peut être vérifié pour les premiers et seconds pics. Dans toutes les fi-
gures, l’accord entre ESDT et CV2 est généralement bon. Sur la Fig. 3.2
a), l’intensité est si faible que seul le pic à un photon est présent. Sur la
Fig. 3.2 c), une nette différence entre les deux calculs apparâıt pour le troi-
sième et quatrième pic correspondant à une transition à cinq et sept photons
respectivement. L’énergie des photons mis en jeu pour le troisième pic est de
0, 075 u.a. et l’absorption d’un photon supplémentaire conduit à l’excitation
d’un état H(3s). Ainsi, la séparation apparaissant dans le spectre ESDT est
très certainement due à un effet Stark ((( Stark splitting ))) aussi dénommé
séparation Autler-Townes [146], conséquence du couplage dipolaire fort entre
les états H(3s) et H(2p). L’efficacité de ce dépeuplement à un photon est
proportionnelle à

√
I. Une séparation similaire a été prédite récemment pour

l’ionisation d’un positronium induite par une impulsion laser brève [147]. De
plus, l’absorption d’un septième photon mène au continuum. Ces deux der-
niers processus sont complètement pris en compte dans le traitement ESDT
au contraire des calculs CV2 (cf. §3.4). Ils sont très certainement responsables
du dépeuplement important de l’état H(2p) quand à la fois, l’intensité du la-
ser et la population de l’état H(2p) sont suffisamment élevées. La situation
est beaucoup plus compliquée pour le quatrième pic car de nombreux autres
couplages plus difficiles à identifier sont impliqués.

Excitation multiphotonique depuis H(1s) vers H(2s)

L’excitation du niveau H(2s) est sensiblement différente de celle de H(2p).
Les intensités laser considérées sont identiques dans les deux cas mais les pro-
babilités apparaissent beaucoup plus faibles. Comme précédemment, les seuls
pics prédits par CV2 sont les pics principaux correspondant à l’absorption
directe d’un nombre pair de photons et comme précédemment, la hauteur des
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pics suit la loi de puissance. Du fait des très faibles probabilités, ESDT re-
produit difficilement le fond continu issu des ailes du premier pic. Au-dessus

de
δ

ω
= 4, 2, CV2 ne prédit correctement que les pics principaux, tandis que

des imprécisions liées à l’intégration numérique sur le temps apparaissent
dans la description du fond. De plus, les hauteurs de chaque premier pic
principal ESDT et CV2 diffèrent d’un facteur 2 approximativement. Cette
anomalie peut également être observée sur les Fig. 3.3 b) et c), indiquant
encore une fois que les processus indirects qui contribuent au peuplement de
H(2s) sont absents de CV2. Dans chacune des figures, de nombreuses sous-
structures apparaissent dans les résultats ESDT. Elles proviennent de proces-
sus multiphotoniques complexes impliquant des états intermédiaires excités
par des photons localisés sur les ailes de la largeur spectrale. En particulier,

à
δ

ω
' 0, 845 les calculs ESDT présentent un pic secondaire dont la hauteur

varie comme I2, signature d’un processus à deux photons. Si l’on regarde
l’énergie du photon impliqué (au centre du pic), elle est de ω = 0, 4438 u.a.
qui est très proche de 0, 4444 u.a. énergie requise pour exciter l’état H(3p).
Ainsi, ce pic peut être identifié comme le résultat de l’excitation de H(3p)
suivie par l’émission d’un photon d’énergie 0, 0694 u.a. Cette dernière tran-
sition est stimulée par l’aile de basse énergie du spectre et mène à l’état
final H(2s). Cependant, l’énergie du premier photon localisé très loin dans
l’aile à haute énergie du spectre laser explique la faible magnitude de ce pic.
Ce scénario est confirmé par un calcul Born au deuxième ordre (Born II)
fourni par V.D. Rodriguez et reproduisant les prédictions ESDT pour ce pic
(cf. Fig. 3.3 a), b) et c)). L’absence d’un tel processus dans une approche
CV2 standard pourrait néanmoins être corrigée par un développement de
type MCV2 adapté [23]. L’identification de tous les processus contribuant à
chacun des pics secondaires s’avère difficile mais pourrait être rendue plus
simple par comparaison avec les prédictions MCV2 où la contribution de
chaque nouvel état intermédiaire est clairement identifiable.

3.3.3 Effet de l’enveloppe sur l’excitation

Pour accréditer l’idée d’une dynamique électronique fondée sur des tran-
sitions rendues possibles par des photons des ailes de la largeur spectrale,
nous avons exploité le code ESDT en utilisant une impulsion d’enveloppe
gaussienne dont la largeur à mi-hauteur est identique à celle d’une impul-
sion en sin2 et d’intensité I = 3, 51.1010 W.cm−2. On voit parfaitement (cf.
Fig. 3.4 b)) que tous les processus de transitions secondaires évoqués au
paragraphe précédent disparaissent. Ainsi l’enveloppe de l’impulsion joue un
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rôle déterminant dans la dynamique électronique.



Vers les petites énergies de photon 99

 1e-20

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1e-08

 1e-06

 1e-04

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

 1e-20

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1e-08

 1e-06

 1e-04

 0.01

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

 1e-18

 1e-16

 1e-14

 1e-12

 1e-10

 1e-08

 1e-06

 1e-04

 0.01

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8

��

��

��

�
�
�
�
�
�	

	
�
�

δ/ω
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calculée par
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Fig. 3.3 – Probabilité d’exciter l’état H(2s) en fonction de
δ

ω
calculée par

par CV2 (rouge), ESDT (bleu) et Born II (noir).
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3.4 Comparaison des développements Born

et CV2 en séries de perturbation

Afin de mieux comprendre les mécanismes mis en jeu par une description
Coulomb-Volkov, et en particulier pourquoi les états intermédaires résonants
doivent explicitement être pris en compte, il est intéressant de la comparer a
un développement de Born en séries de perturbation (BSP).

3.4.1 Développement de Born en série de perturbation

En conditions de perturbation, les ordres n de BSP correspondent à des
transitions à n photons. Afin de bien identifier chaque processus, débutons
par le développement de la matrice T en itérant p fois l’équation intégrale de
l’opérateur d’évolution [145]

Tfi =
∑

p=1

T
(p)
fi (3.32)

où chaque ordre p est connu par la formule

T
(p)
fi = (−i)p

∑

j1

∑

j2

· · ·
∑

jp

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tp−1

0

dtp

〈

Φ−
f (t1)

∣

∣V (t1)
∣

∣Φj1(t1)
〉 〈

Φj1(t2)
∣

∣V (t2)
∣

∣Φj2(t2)
〉

· · ·
〈

Φjp−1
(tp)

∣

∣V (tp)
∣

∣Φjp
(tp)

〉

(3.33)

Puis, écrivons le champ laser sous la forme

~E(t) = α~E0(t) = αE0 sin(ωt + ϕ)f(t)λ̂ (3.34)

et remplaçons V (t) par ~r · ~E(t) dans le second ordre de (3.33)

T
(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt

∫ t

0

dt′
∫

d~r Φ−
f
∗
(~r, t)~r · ~E0(t)

∑

j

Φj(~r, t)

×
∫

d~r ′ Φj
∗(~r ′, t′)~r ′ · ~E0(t

′)Φi(~r
′, t′)

(3.35)

que nous pouvons mettre sous la forme plus compacte (cf. Annexe E)

T
(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt E0(t)
∑

j

Dfj(t)Γji(t) (3.36)
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où l’on a

Γji(t) =

∫ t

0

dt′ E0(t
′)Dji(t

′) (3.37)

et chaque Dji étant défini comme l’élément de matrice dipolaire électrique
couplant les états i et j tels que

Dji(t) =
〈

Φj(t)
∣

∣

∣
~r · λ̂

∣

∣

∣
Φi(t)

〉

(3.38)

A présent, nous allons développer le deuxième ordre correspondant à un
développement CV2 standard afin de relever précisément les différences.

3.4.2 Développement CV2 en série de perturbation

En suivant la même démarche, remplaçons l’expression du champ dans
(2.30) pour laquelle l’état final est un état du continuum atomique, ce qui

signifie ~k 6= ~0, par l’expression (3.34)

TCV 2−
fi = −i

∫ τ

0

dt exp

[

i(εf − εi)t + i~k ·
∫ t

τ

dt′ α ~A−
0 (t′)

]

×
∫

d~r ϕ−
f
∗
(~r) exp

(

−iα ~A−
0 (t) · ~r

)

α~r · ~E0(t)ϕi(~r)
(3.39)

Pour pouvoir développer en série de perturbation du paramètre α, réécrivons
l’équation précédente plus convenablement

TCV 2−
fi = −i

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

∫

d~r ϕ−
f
∗
(~r)

× exp

[

−iα

(

~A−
0 (t) · ~r − ~k ·

∫ t

τ

dt′ ~A−
0 (t′)

)]

α~r · ~E0(t)ϕi(~r)

(3.40)
Puis le développement en série de Taylor de l’exponentielle mène à

TCV 2−
fi = −i

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

∫

d~r ϕ−
f
∗
(~r)

×
[

1 +
∞

∑

p=1

(−i)pαp

p!

(

~A−
0 (t) · ~r − ~k ·

∫ t

τ

dt′ ~A−
0 (t′)

)p
]

α~r · ~E0(t)ϕi(~r)

(3.41)
et réduisons l’expression précédente au deuxième ordre (p = 1)
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T
CV 2−(2)
fi = −i

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

∫

d~r ϕ−
f
∗
(~r)

×
(

~A−
0 (t) · ~r − ~k ·

∫ t

τ

dt′ ~A−
0 (t′)

)

α~r · ~E0(t)ϕi(~r)
(3.42)

qui devient, en supposant des transitions entre états liés, c’est-à-dire en po-
sant ~k = ~0 en moyenne

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt exp [i(εf − εi)t]

×
∫

d~r ϕ−
f
∗
(~r)~r · ~A−

0 (t)~r · ~E0(t)ϕi(~r)
(3.43)

Finalement, on peut montrer (cf. Annexe E) que l’expression précédente de-
vient

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt E0(t)
∑

j

Dfj(t)Γ̃ji(t) (3.44)

avec dans ce cas

Γ̃ji(t) = −Dji(t)

∫ t

0

dt′ E0(t
′) (3.45)

En rapprochant les expressions (3.44) avec (3.36) mais également (3.45) avec
(3.37) une conclusion s’impose : Γ̃ji(t) ne possède pas la (( mémoire )) des
transitions vers chacun des états intermédaires j pour t′ ∈ [0, t] tout au
long de l’interaction avec le champ laser. Tout se passe comme si chaque
transition par chacun de ces états j se produisait durant un intervalle de
temps infinitésimal, interdisant de fait toute résonance. De telles résonances
sont précisément décrites par le second terme du développement au second
ordre de (3.36) (cf. Annexe E).

3.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que l’application d’une méthode
RCV2 à l’ionisation de l’hydrogène atomique en conditions de forte intensité
laser et CV2 standard pour l’excitation multiphotonique des premiers états
liés donne de très bons résultats. Dans un permier temps, l’introduction du
dépeuplement de l’état fondamental dans l’amplitude de transition au moyen
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d’un cœfficient calculé à partir des ECR à deux niveaux est pertinente tant
que la dynamique du système est dominée par le couplage à un photon entre
ces deux états. Dans un deuxième temps, le calcul des probabilités d’exci-
tation multiphotonique de H(2s) et H(2p0) par une méthode CV2 standard
produit également de très bons résultats et peut s’avérer un outil intéressant
pour la compréhension du détail des processus impliqués. Nous avons éga-
lement mis en lumière le rôle prépondérant de l’enveloppe temporelle sur la
dynamique d’excitation via d’autres états rendus accessibles par des photons
localisés sur les ailes de la largeur spectrale. De plus, nous avons démontré
que l’absence d’un terme dans le développement CV2 au deuxième ordre est
directement relié à l’absence de transitions par des états intermédiaires ré-
sonants. Nous comprenons alors pourquoi leur contribution n’est pas prise
en compte par une approche CV2 et accrédite l’idée d’employer un dévelop-
pement MCV2 quand ces états sont impliqués. Ainsi, la combinaison d’une
approche RCV2 avec une méthode du type MCV2 pourrait donner lieu à
une description de l’ionisation sur une large gamme d’intensités et d’énergies
de photon, en incluant une partie des états intermédiaires. Ceci est d’autant
plus réalisable que des calculs systématiques d’amplitude de transition entre
états liés peuvent être mis en place. Le traitement se rapprocherait de fait
d’une méthode globale. Cependant, il faudrait toujours conserver ce qui fait
l’une des spécificités essentielles d’une approche CV2 à savoir la très grande
rapidité des calculs. Si une description plus globale tend à effacer ce caractère
pour entrer sur des échelles de temps comparables à celles d’un code ESDT
cela donnerait lieu à une compétition entre un traitement CV2 approché et
une méthode globale. Dans ce cas, on préférera l’utilisation d’une méthode
globale, sauf dans le cas de systèmes plus complexes.
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Conclusion

Le travail fourni dans cette première partie nous a permis de poser des
jalons pour une étude plus approfondie fondée sur l’utilisation de la

méthode Coulomb-Volkov. Après avoir revu les grands principes de l’inter-
action laser-atome, en particulier les transitions multiphotoniques pouvant
intervenir entre états atomiques, et posé le contexte de notre approche, nous
nous sommes orientés vers deux grands axes d’étude de l’hydrogène. Dans un
premier temps, nous avons regardé comment exporter notre méthode à l’io-
nisation de l’hydrogène hors conditions de perturbation. Ceci présupposait
de calculer à chaque instant de l’interaction, la population de l’état fonda-
mental. En travaillant à des énergies de photon telles que l’ionisation à un
photon domine, cette population peut être facilement calculée à l’aide d’un
ensemble de deux équations couplées réduites. L’introduction de ce calcul
dans une description multiphotonique de l’ionisation mène à une bonne des-
cription de la densité de probabilité des électrons éjectés et en particulier
permet de décrire la production d’électrons de haute énergie dans la bande
de conduction d’un cristal et produits à partir d’un défaut assimilé à un
atome d’hydrogène. Par ailleurs, dans les conditions d’intensité où l’ionisa-
tion reste dominée par la transition à un photon, nous avons développé le
calcul de la densité de probabilité d’atteindre le continuum des équations
couplées réduites, et vérifié que le premier pic d’ionisation s’accordait avec
des calculs de type ESDT. Nous avons ainsi montré que si l’intensité dé-
passait les conditions de perturbations, sans toutefois devenir très élevée, la
dynamique générale d’ionisation à un photon pouvait tout à fait être décrite
par un calcul très simple de ce type. Dans un deuxième temps, nous avons
appliqué le calul des amplitudes de transitions à l’excitation multiphotonique
des états 2s et 2p de l’hydrogène. Dans ce cas, nous reproduisons très bien les
pics de transition principaux aux ordres pairs et impairs respectivement. Par
comparaison avec des résultats ESDT, nous remarquons que des structures
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secondaires directement liées aux états atomiques atteints par des photons
de la largeur spectrale du laser ne sont pas décrites. Cependant, parmi tous
les processus intervenant lors de l’excitation, nous sommes en mesure d’iden-
tifier et d’évaluer clairement la contribution de ceux que nous décrivons par
un traitement CV2. Nous constatons que le cas monoélectronique est tout
à fait adapté à une description multiphotonique CV2 lorsque la dynamique
est dominée par des transitions directes sans états intermédiaires résonnants.
Nous pouvons ainsi analyser finement quels sont les processus en jeu ainsi
que leur contribution à la dynamique générale. A présent, l’idée est de re-
garder comment nous pouvons exporter ce type de traitement à un système
polyélectronique comme l’hélium. Pour ce système, nous avons choisi de nous
référer aux nombreux résultats déjà existants comme test de validité de notre
approche. Cependant, nous avons parallèlement mené une étude sur un su-
jet plus ouvert afin de voir dans quelle mesure un traitement CV2 pouvait
fournir de nouveaux résultats.



Deuxième partie

Dynamique de l’hélium en
interaction avec des impulsions

laser brèves et intenses





Introduction

Très tôt, l’étude de l’hélium s’est avérée fondamentale non seulement
pour la Physique Atomique mais plus généralement parce qu’il s’agit

du système à trois corps en interaction le plus simple. La difficulté d’un tel
problème est nécessairement contournée par des approximations, définissant
le domaine de validité de chacune des techniques d’approche. Il serait très long
de présenter exhaustivement les théories et expériences concernant l’hélium,
nous nous contenterons donc de quelques exemples. Dès le milieu des années
80, de nombreux formalismes ont été mis en place pour décrire l’ionisation
multiphotonique par impulsions laser IR lorsque le champ devient très bref.
Dans ce cas, les corrélations électroniques sont traitées à divers niveaux d’ap-
proximation. Ainsi, des méthodes non perturbatives dépendantes du temps
ont vu le jour, par exemple K.C. Kulander [148] adapte une théorie Hartree-
Fock dépendante du temps traitant l’évolution temporelle des orbitales élec-
troniques en utilisant le champ moyen crée par la densité électronique. La
fonction d’onde électronique dépendante du temps est dans ce cas repré-
sentée par un simple déterminant de Slater ((( Restricted time-dependent
Hartree-Fock method ))). Diverses améliorations ont été proposées, en par-
ticulier en affinant les termes de répulsion électrostatique entre les électons
par M.S. Pindzola et al. [149] ou par une approche Hartree-Fock dépendante
du temps non restrictive, c’est-à-dire où les orbitales électroniques prennent
mieux en compte les effets d’écran [150]. Parmi les expériences qui ont singu-
lièrement permis de comprendre la dynamique de double ionisation induites
par des impulsions laser IR, nous pouvons citer celle de B. Walker et al. [151].
L’amélioration conséquente de la résolution (par rapport à [152]) met claire-
ment en évidence deux mécanismes d’ionisation double par BSI8 (cf. §1.3.2) :
l’un qualifié de (( séquentiel )) et l’autre de (( non-séquentiel )) via l’appari-
tion d’un décrochage dans le taux de production d’ions He2+. Ils arrivent à

8Rappel : Barrier suppression ionization
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la conclusion que ce processus non-séquentiel est la conséquence d’une recol-
lision électronique, que l’on peut interpréter dans le cadre du modèle en trois
étapes [57] (cf. §1.2.2).

A présent, l’utilisation de rayonnements XUV modifie complètement les
processus d’ionisation. Dans ce domaine, la dynamique est dominée par des
transitions n’impliquant que peu de photons et nous limiterons notre étude
à deux cas particuliers du système {hélium+champ laser} en interaction : la
double photoionisation (DPI mais parfois appelée photo-double-ionisation) à
un et deux photons (en abrégé DPIω et DPI2ω). Les deux électrons éjectés
dans le double continuum se partagent alors l’excès d’énergie apporté par le
ou les photons du laser. La connaissance de leurs distributions en angle, en
énergie ou des sections efficaces totales va nous renseigner sur les mécanismes
de DPI ainsi que sur le rôle des corrélations électroniques. Concernant cet
aspect, il est à noter que dès les années 60, une intense activité théorique s’est
développée autour de la description de la structure atomique de l’hélium, en
particulier par la mise au point de fonctions d’onde très précises pour l’état
fondamental [153, 154, 155, 156, 157, 158]. Une bonne modélisation de cet
état, surtout dans la manière dont les corrélations sont prises en compte, est
déterminante pour la précision des calculs ultérieurs [159, 160, 161]. Dans
ces articles, F.W. Byron et C.J. Joachain ont développé la fonction d’onde
de l’état initial en ondes partielles et calculé la section efficace de DPI qui
s’avère en bon accord avec les résultats expérimentaux de T.A. Carlson [162].
Mais, à la limite asymptotique des énergies de photon élevées, ils estimèrent
l’incertitude de leurs résultats à 25%. En 1970, R.L. Brown [163] améliore sen-
siblement la description de l’état fondamental à l’aide des fonctions d’onde de
Hylleraas [164]. Il confirme ainsi les résultats de Byron et Joachain pour des
énergies de photon comprises entre 100 et 300 eV . De plus, ses résultats s’ac-
cordent bien avec un développement de Born, considéré comme (( asymptoti-
quement )) exact. Bien que les conclusions soient les mêmes, à savoir l’emploi
indispensable d’un état fondamental très précis concernant les corrélations,
ces auteurs les négligent dans la description du double continuum. Ce dernier
est donc simplement représenté par un produit symétrisé de fonctions Cou-
lombiennes non corrélées, chaque électron subissant un champ crée par une
charge Z = 2. Ils s’accordent pour dire que les effets d’écran ainsi que l’in-
teraction électronique mutuelle sont négligeables sur le calcul de la section
efficace totale. Dès que l’intérêt s’est porté sur la dynamique électronique
(conjointement aux progrès expérimentaux de détection), beaucoup d’infor-
mations ont pu être apportées sur les corrélations par les distributions en
angle et en énergie des électrons éjectés (également nommées sections effi-
caces différentielles). Théoriquement, ces sections nous sont données par
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∂σ

∂Ωk∂Ωk′∂εk∂εk′

∝ |Tfi|2δ(εf − εi − nω) n = (1, 2) (3.46)

Du fait de la conservation de l’énergie, cette distribution est cinq fois dérivée.
D’un point de vue pratique, les angles polaires sont très souvent fixés et la
mesure des vecteurs d’onde ~k et ~k′ se fait dans un plan (géométrie coplanaire)
ce qui réduit à une section efficace en angle triplement dérivée (SETD). Dès
lors, les théories décrivant cette SETD diffèrent dans la manière de prendre
en compte les corrélations dans l’état final et peuvent se classer en trois ca-
tégories [165]. Une première classe de théories analytiques approchées tend
à décrire le mouvement corrélé des trois particules dans l’espace. Nous pou-
vons citer d’une part une méthode fondée sur des charges nucléaires variables
en fonction de l’orientation et la norme des vecteurs d’onde de chacun des
électrons dans le continuum de l’atome [166, 167] et dénommée 2SC ((( Two
Screened Coulomb wavefunctions ))). D’autre part, une description purement
Coulombienne des corrélations électroniques [168, 169, 170, 171] dénommée
3C ((( Three Coulomb wavefunctions ))) issue des travaux de M. Brauner, J.S.
Briggs et H. Klar [172] et S. Jetzke et F.H.M. Faisal [173]. Bien qu’efficaces
dans les cas particuliers de l’équipartition de l’énergie électronique, elles sont
mises à mal pour une répartition inégale [174]. Enfin, nous pouvons citer
un système de corrélations modélisées par une fonction gaussienne ajustable
[175]. Actuellement, la DPIω est bien comprise dans le cadre d’une méthode
CCC adaptée [176, 177, 76, 77] qui constitue un exemple de la seconde classe
des approches, de type complètement numériques. Dans ce contexte égale-
ment, nous pouvons évoquer une méthode fondée sur les B-splines transpo-
sée à l’étude de l’hélium [178, 179]. La dernière classe d’approches regroupe
celles fondées sur la théorie de Wannier [180] adaptée à l’étude près du seuil
de double ionisation [181, 182, 183, 184, 185], où il est attendu que les élec-
trons émergent de manière prédominante dans des directions opposées. De
nombreux travaux sont aujourd’hui engagés dans ce sens [186, 187, 188].

Expérimentalement, nous pouvons nous rapprocher des résultats de O.
Schwarzkopf et al. [189] utilisant un rayonnement synchrotron suffisamment
énergétique pour ioniser doublement avec un photon et regarder l’émission
angulaire des électrons. L’intérêt est ciblé sur la répartition de l’excès d’éner-
gie entre chacun des électrons, en particulier les cas à l’équipartition [190].
Ces résultats peuvent être complétés par une étude de l’éjection des élec-
trons près du seuil d’ionisation [191]. Les figures d’éjection ainsi produites
présentent des profils en lobe très particuliers dont nous détaillerons la struc-
ture à l’équipartition à partir de considérations sur la symétrie des fonctions
d’onde. Puis, l’utilisation de la nouvelle technique de détection des ions de
recul ((( Cold-Target Recoil-Ion Momentum Spectroscopy )) ou COLTRIMS
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[10]) a permis des mesures bien plus précises et dans un plus grand nombre de
configurations angulaires et énergétiques. De nouveaux profils angulaires ont
alors pu être observées [192, 193]. Enfin, l’utilisation de photons de très haute
énergie met à jour différents mécanismes sous-jacents à la DPIω [194, 195], et
sur lesquels nous reviendrons également. Ces quelques références ont pour but
de souligner l’abondance de résultats sur la DPIω et le bon accord expérience
théorie.

En revanche, pour le cas à deux photons, quand ω > 2 u.a. l’analyse
est rendue plus compliquée par la compétition entre deux processus : l’ab-
sorption (( directe )) ou (( séquentielle )). La DPI2ω demeure encore un sujet
largement ouvert car les résultats théoriques divergent. L’essentiel des tra-
vaux disponibles se focalisent sur le calcul des sections efficaces par diverses
méthodes [178, 196, 197, 198, 199, 200, 201, 202, 179] ou sont extraites des
résultats expérimentaux [6, 3]. Aucune distribution angulaire expérimentale
n’est actuellement disponible, nous ne disposons à ce propos que quelques
résultats théoriques [199, 201, 202]. L’enjeu est de taille et le but de cette
partie est de savoir dans quelle mesure un développement Coulomb-Volkov
pourrait se situer dans ce nouveau champ d’etude. Ainsi, à partir de l’ex-
pression de l’amplitude de transition de base établie au chapitre 2, nous nous
proposons au chapitre 4 d’en déduire la densité de probabilité et de l’exploi-
ter sur trois aspects : la distribution en angle, en énergie et la section efficace
totale. En outre, nous allons mener de front les cas à un et deux photons afin
de mettre en évidence les améliorations successives que nous envisageons sur
chacune des situations. Il faut cependant signaler d’emblée les limitations
intrinsèques auxquelles nous nous attendons. La première est l’absence de
corrélations électroniques dans l’état final. Cette limitation est pourtant à
la base de la question suivante : quelle peut être l’influence des corrélations
sur la dynamique ? Mais également, quels sont les types de corrélations qui
jouent un rôle ? Bien que nous présupposons l’importance de ce point, nous
nous efforcerons de répondre à cette question au chapitre 5 en mettant en
place successivement des sytèmes corrélés inspirés des méthodes 2SC et 3C.
La seconde question que nous nous sommes posés est l’importance de l’état
fondamental dans une telle dynamique. Le niveau d’approximation que nous
faisons dans notre modèle de base est-il suffisant pour représenter correc-
tement la dynamique d’interaction, en particulier quand l’intensité devient
importante ? C’est la trame du chapitre 6 dans lequel nous avons raffiné la
description de l’état fondamental par la prise en compte d’un plus grand
nombre d’orbitales atomiques afin de mieux décrire et d’évaluer plus en dé-
tail la contribution des corrélations. Enfin, la troisième question concerne le
traitement des états intermédiaires. En effet, nous avons démontré que ces
états n’interviennent pas dans CV2, cependant nous pouvons évaluer leur
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influence par comparaison avec un développement Born au deuxième ordre.
Dans ce cadre, l’inclusion explicite de l’un de ces états à la dynamique de
DPI2ω, He+(1s,~k), est étudiée au chapitre 7.

Ce travail que nous avons mené sur l’hélium en interaction avec une im-
pulsion laser s’articule donc en quatre temps autour de chacune des questions
précitées. Il faut cependant garder à l’esprit qu’une description très détaillée
serait aussi très coûteuse en temps de calcul. Les choix qui ont été faits par
la suite, surtout à propos des fonctions d’onde, se situent dans un objectif de
rapport description réaliste sur temps de calcul court. Ceci afin de toujours
conserver la rapidité de nos calculs, spécificité d’une approche CV2.
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Chapitre 4
La double photoionisation de l’hélium
à un et deux photons

4.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de placer le cadre de notre étude : nous détaillerons
les différents mécanismes qui constituent la DPI de l’hélium à un et

deux photons, afin de pouvoir les identifier plus facilement dans le traitement
CV2 qui suit. Nous allons donc développer une approche de base et regarder
à partir des résultats le degré d’approximation que ce traitement peut nous
fournir. Il s’agit de se donner un premier point de repère sur lequel nous nous
appuierons pour ensuite améliorer la description. Commençons tout d’abord
par regarder en détail quels sont les mécanismes qui constituent la DPI.

4.2 Les mécanismes de la DPI

La DPI d’un atome d’hélium par absorption d’un où deux photons d’une
même impulsion laser est représentée par les réactions suivantes

He + ω → He2+ + e−~k + e−~k′

He + 2ω → He2+ + e−~k + e−~k′

(4.1)

Nous n’étudierons pas de cas où ces deux processus peuvent intervenir si-
multanément car les énergies des photons du laser en jeu dans chaque cas
sont très différentes et nous choisirons des énergies s’affranchissant de toute
ambigüıté concernant ces mécanismes. Nous remarquons immédiatement que
la répulsion électrostatique joue un rôle fondamental tant dans la structure
atomique que lorsque les deux électrons sont éjectés dans le continuum.
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4.2.1 La double photoionisation à un photon : DPIω

Il s’agit de l’intéraction de He avec un photon du champ laser. Ce dernier
apporte suffisamment d’énergie pour franchir le potentiel de double ionisation
de l’hélium (cf. Fig. 4.1).
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Fig. 4.1 – Représentation schématique de la DPIω.

Dans le cadre d’un modèle à électrons indépendants, la DPIω ne peut pas se
produire. En effet, d’un point de vue formel, des recouvrements entre états
liés et du continuum de He présentant des charges nucléaires identiques ap-
paraissent. Ces recouvrements sont nuls du fait de l’orthonormalisation des
fonctions d’onde. Par ailleurs, l’étude de la section efficace généralisée ne
peut pas rendre compte de chacun des mécanismes individuels sous-jacents
à la DPI. Ainsi, le recours à des sections efficaces différentielles permet de
mettre en lumière des processus plus subtils. La distinction se fait sur deux
critères essentiels : l’énergie des photons mis en jeu et les profils de distri-
bution en énergie et en angle. Ces derniers, vont être étudiés à l’aide de la
densité de probabilité en énergie et en angle dont nous avons parlé en intro-
duction. L’objectif est de distinguer l’orientation préférentielle d’éjection des
électrons lors de l’ionisation car elle est la conséquence directe d’effets pure-



Les mécanismes de la DPI 119

ments classiques comme les corrélations électroniques ou quantiques comme
la relaxation sur les nouveaux états propres de l’atome. Comme nous l’avons
souligné, elle dépend de six paramètres qui sont les coordonnées des vecteurs
d’onde de chacun des électrons dans le double continuum de l’atome (cf.
Fig. 2.1 §2.5.1) et est directement reliée à l’amplitude de transition et à la
probabilité totale par les relations suivantes
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P =

∫

d~k

∫

d~k′ D(k, k′, Ωk, Ωk′)

(4.2)

La conservation de l’énergie ainsi que la géométrie coplanaire de l’étude ré-
duisent cette densité à la SETD9. Elle représente donc un outil essentiel
dans la compréhension de la dynamique. Si nous voulons appréhender quels
sont les phénomènes inclus dans une description Coulomb-Volkov, il est né-
cessaire de les distinguer préalablement. Nous trouvons dans la littérature
une nomenclature définissant chacun des mécanismes de la DPI d’un point
de vue phénoménologique. Plusieurs représentations sont utilisées, et nous
avons choisi d’en donner une version qui nous semble la plus pédagogique
[203]. Cependant, comme les corrélations sont un élément fondamental de la
dynamique, il apparâıt nécessaire de regarder avant tout ce point en détail.

Les corrélations {électron-électron}

Le terme d’interaction {électron-électron} intervient directement dans le
Hamiltonien sous la forme d’un opérateur I12 (cf. §1.4.1) dépendant des vec-
teurs positions ~r1 et ~r2 de chaque électron mais également de l’angle Θ12 défini
entre chacun de ces vecteurs (cf. Fig. 1.8 §1.4.1). Nous pouvons l’exprimer
sous la forme d’un développement en polynômes de Legendre

I1,2 =
1

|~r1 − ~r2|
=

∞
∑

`=0

(r<)`

(r>)`+1
P`(cos Θ12) (4.3)

où r< et r> sont respectivement la valeur minimale et maximale du couple
(r1,r2). Rappelons que si l’on néglige totalement cette interaction dans l’état
initial et l’état final de l’atome, la DPIω est nulle. Le développement à
l’ordre 0 sur ` va nous donner un terme purement (( radial )) puisque l’on
a P`=0(cos Θ12) = 1, qui est assimilé à des effets d’écran. Le développement

9Rappel : Section efficace triplement dérivée
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aux ordres supérieurs, dépendant explicitement de Θ12, inclut également des
corrélations de type (( angulaire )) couplant des moments ` différents.

Le TS1 : Two-Step-One

Une vue simple du TS1 serait l’interaction de l’un des électrons avec le
champ laser, puis son éjection de la structure atomique. Lors de ce (( tra-
jet )) au sein de l’atome, l’éjection de l’autre électron se produit via l’in-
teraction (ou collisions) {électron-électron}. Cette hypothèse est fortement
accréditée par la proportionalité entre la section efficace de double ionisation
par impact d’électron de He+ et le quotient de la section efficace de DPI sur
la section efficace totale en fonction de l’excès d’énergie apportée par la col-
lision. Cette proportionalité est observée tant expérimentalement [204] que
théoriquement [205]. Dans le cas du TS1, les corrélations se produiraient à
des échelles de temps très courtes (subfemtoseconde) et confinées dans une
petite région de l’espace proche du nuage électronique. Cet effet peut être in-
terprété classiquement par la répulsion électrostatique agissant entre chaque
électron, et est représenté par la Fig. 4.2.
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~k′

Fig. 4.2 – Représentation schématique du TS1.

Il est évident que sur cette figure, la représentation est arbitraire et qu’en
particulier, les électrons sont soumis à l’interaction avec le noyau non repré-
sentée. Notons qu’une description qui ne prendrait pas en compte les corréla-
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tions angulaires, se priverait de facto de ce mécanisme dominant jusqu’à un
excès d’énergie de 450 eV [206].

Le Shake-off

Si l’un des électrons est extrait brutalement par un photon d’énergie éle-
vée (considéré dans l’approximation soudaine) la fonction d’onde de l’électron
restant doit être projetée sur les nouveaux états propres de l’atome. Du fait
qu’une part de ces états se situent dans le continuum, l’électron restant pos-
sède alors une probabilité de se retrouver éjecté à son tour ((( Shake off ))),
lors de ce processus de relaxation. La Fig. 4.3 schématise ce processus, l’état
propre de l’atome étant représenté par la partie grisée.

~k

������

~k′

Fig. 4.3 – Représentation schématique du Shake-off.

Il s’agit d’un effet purement quantique dominant au-delà de 450 eV d’excès
d’énergie [206].

4.2.2 La double photoionisation à deux photons : DPI2ω

La DPI2ω se compose de plusieurs processus semblables à ceux de la
DPIω. Cependant, il faut noter une différence fondamentale car nous avons
parlé de deux processus à priori possibles, (( direct )) et (( séquentiel )). Bien
que tous deux interfèrent pour ω > 2 u.a., on peut privilégier l’action de
l’un d’eux par un choix judicieux de l’énergie des photons incidents. Comme
nous le verrons par la suite, le calcul de base de la DPI2ω fait apparâıtre
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le produit de deux amplitudes représentant le couplage dipolaire entre les
orbitales de type 1s et un continuum de type kp. Ce produit est non nul dans
un modèle à électrons indépendants contrairement à la DPIω. Cependant,
dans le cas ω < 2 u.a., la corrélation dans l’état initial He(1s)2 joue un rôle
important car elle permet énergétiquement la DPI2ω. On s’attend donc à
une contribution différente des corrélations dans la DPIω et DPI2ω.

DPI2ω directe et séquentielle

La Fig. 4.4 suivante représente le cas où ces deux processus coexistent
c’est-à-dire pour ω > 2 u.a.
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Fig. 4.4 – Représentation schématique de la DPI2ω directe et séquentielle.

Dans le cas direct, l’absorption simultanée de deux photons amène suffisam-
ment d’énergie pour ioniser doublement l’atome. Dans l’autre cas, l’absorp-
tion du premier photon mène à l’ionisation simple. Puis, un processus de
relaxation permet à l’ion résiduel de se retrouver dans un état fondamental
de He+ et enfin l’aborption du second photon mène à la double ionisation.
Dans sa formulation de base, la théorie Coulomb-Volkov n’est efficace que
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pour décrire des transitions ne mettant pas en jeu le passage par des états
intermédiaires. S’ils contribuent effectivement, de tels passages doivent être
introduits explicitement dans le calcul. Nous allons alors nous fixer pour ob-
jectif l’étude de la DPI2ω de l’hélium quand seul le processus direct contri-
bue, et nous nous placerons préalablement dans des cas éloignés de toutes
résonances par états intermédiaires liés. Ainsi, il sera possible d’apprécier le
rôle des corrélations dans l’état final par la mise en place d’une modélisa-
tion adaptée. De plus, un seul chemin quantique intervient, ce qui facilite
grandement l’exploitation des résultats en éliminant les possibilités d’inter-
férences par le processus séquentiel ou les états de la structure atomique.
Nous devons donc imposer des contraintes sur l’énergie des photons qui per-
mettent à ce seul processus direct de dominer. En effet, l’énergie apportée
par l’ensemble des deux photons doit être au minimum suffisante pour at-

teindre le seuil de double-ionisation, soit ω =
∆εHe2+

2
≈ 1, 4515 u.a. avec

∆εHe2+ = 2, 9037244 u.a. d’après les calculs de Pekeris [156]. L’absorption
d’un seul photon de ce type mène au simple continuum avec un ion résiduel
He+(1s). En effet, atteindre le premier état excité n = 2 de He+ requiert
ω ≥ 2, 4037244 u.a. Par ailleurs, l’ionisation subséquente de He+(1s) ne peut
se faire que si ω ≥ 2 u.a. La double photoionisation directe ne se produira
donc seule que si l’énergie des photons interdit l’ionisation de He+ après
relaxation. Ce qui impose ω < 2 u.a. En définitive, le processus direct est
garanti si

1, 4515 < ω < 2 [u.a.] (4.4)

Il est à noter que ce raisonnement ne tient pas compte de la largeur spectrale
du laser susceptible de rendre floues les limites de cet intervalle. Si cette
largeur est assez grande, elle peut faire réapparâıtre l’influence de processus
séquentiels mettant en jeu des états intermédiares tels que He+(n`) avec
n ≥ 2. Nous allons choisir dans la plupart des calculs faits les cas-type ω =
3, 3 u.a. pour la DPIω et ω = 1, 65 u.a. pour la DPI2ω. Ceci nous permet,
comme représenté par les figures précédentes, de considérer des transitions
suffisamment éloignées des états de Rydberg de He mais aussi des premiers
états excités de He+. Détaillons rapidement les processus impliqués dans
la DPI2ω. Nous omettrons maintenant de préciser le caractère direct des
transitions car nous nous plaçons de facto dans ce contexte.

Le TS1 à deux photons

Il s’agit exactement du même processus qu’à un photon décrit plus haut
exepté que l’éjection de l’un des deux électrons se fait par absorption de deux
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photons du champ. Comme précédemment, l’autre éjection est la conséquence
des corrélations électroniques.

Le TS2 : Two-Step-Two

Il s’agit de l’interaction simultanée de chaque électron avec un photon. Il
faut noter que ce processus met en jeu l’interaction entre les électrons car il
est énergétiquement interdit dans un modèle à électrons indépendants pour
ω < 2 u.a. La question de la compétition entre le TS1 à deux photons et le
TS2 est donc ouverte.

Le Shake-off

De la même manière qu’à un photon, il s’agit de l’absorption de deux
photons très énergétiques par le même électron puis de l’éjection du second
par relaxation sur les états du continuum de He+. En pratique, ce cas ne
devrait pas intervenir pour la DPI2ω directe puisque nous limitons l’énergie
des photons à 2 u.a.

4.3 Le développement de base de la DPI : la

densité de probabilité D(1s)2

Ce paragraphe est consacré au développement analytique puis à l’exploi-
tation des distributions angulaires, énergétiques et les sections efficaces issues
de la densité de probabilité de DPI sous sa forme la plus simple. Rappelons
que nous avons représenté pour ce cas, l’état fondamental par un produit
d’orbitales hydrogénöıdes 1s avec une charge écrantée Zi = 1, 6875, et l’état
final par un produit antisymétrisé d’une phase de Volkov et de fonctions
d’onde Coulombiennes. Pour ces dernières, nous supposons que les électrons
évoluent de manière indépendante dans le double continuum. Ainsi, chacun
d’entre eux subit un champ créé par une charge nucléaire asymptotique et
fixée à Zk = Zk′ = 2 . L’objectif étant de faciliter l’étude des améliorations qui
suivent à l’aide d’une expression initialement plus simple à manipuler. Cette
approche sera ensuite discutée sur la base de comparaisons avec d’autres ré-
sultats. Regardons tout d’abord l’expression de la densité de probabilité que
l’on relie à l’amplitude de transition via la formule

D(1s)2(k, k′, Ωk, Ωk′) =
∣

∣

∣
T−

(1s)2

∣

∣

∣

2

(4.5)
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Chaque électron se trouve finalement dans un état du continuum dont l’éner-

gie cinétique respective est ε~k =
k2

2
et ε~k′ =

k′2

2
. Si nous souhaitons une

expression de la densité de probabilité en fonction de ces énergies, nous de-
vons alors utiliser

D(1s)2(ε~k, ε~k′ , Ωk, Ωk′) = kk′ ×
∣

∣

∣
T−

(1s)2

∣

∣

∣

2

(4.6)

En se souvenant du résultat

|Γ(1 − iν)|2 =
2πν

exp(πν) − exp(−πν)
(4.7)

Nous obtenons donc à partir de (2.66) l’expression finale de D(1s)2

D(1s)2(ε~k, ε~k′ , Ωk, Ωk′) =
211

π2

Z6
i ZkZk′

(1 − exp(−2πν))(1 − exp(−2πν ′))

×
∣

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

dtE(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t + i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×B iν−2B′ iν
′−2H−iν−1H′−iν′−1

{

[

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1

+νA−
z (1 + iν)(Zi − ik)BH−1 + ν(1 − iν)

[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z

]

]

×
[

Zi(1 − iν ′)H′ + iν ′(Zi − ik′)B′

]

+

[

k ←→ k′

][

k ←→ k′

]

}∣

∣

∣

∣

∣

2

(4.8)

A ce stade du développement, deux remarques importantes sont à faire. A
propos de la configuration spatiale et de la distribution en angle, on peut
noter que D ne comporte aucune dépendance en φk et φk′ . Ceci signifie qu’il
existe une symétrie de révolution autour de l’axe (Oz). Naturellement, l’étude
de la géométrie coplanaire s’impose, puisque toutes les informations que nous
pourrons extraire de cette expression seront contenues dans cette configura-
tion. Sa généralisation à l’espace se déduit par une simple rotation. Nous
pouvons donc écrire D(1s)2(ε~k, ε~k′ , Ωk, Ωk′) ≡ D(1s)2(ε~k, ε~k′ , θk, θk′). Nous per-
cevons d’emblée l’une des limitations de cette formulation puisque les figures
d’éjections expérimentales et théoriques concernant la DPIω sont en géné-
ral fonction des angles polaires et azimutaux. Cette dépendance devra appa-
râıtre lors des diverses améliorations. Par ailleurs, rappelons que les électrons
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se partagent l’énergie apportée par un ou deux photons du champ en excès
au-dessus du seuil de double ionisation que l’on peut résumer par

DPIω ε~k + ε~k′ = εHe + ω
DPI2ω ε~k + ε~k′ = εHe + 2ω

(4.9)

Il faut toutefois remarquer que nous nous plaçons dans le cas où ω est la
fréquence centrale de la distribution spectrale de l’impulsion laser. Nous sup-
posons donc que satisfaire (4.9) est la situation physique de répartition de
l’énergie entre les électrons la plus probable. Ce cas constituera donc l’un des
exemples récurrents d’étude dans la suite du manuscrit. Pour ce qui est de la
section efficace et d’après l’expression de l’annexe F, la donnée importante
est la probabilité totale. Celle-ci nous est fournie en intégrant la densité de
probabilité sur chacun des vecteurs ~k et ~k′.

P(1s)2 =

∫

d~k

∫

d~k′ D(1s)2(k, k′, θk, θk′) (4.10)

D’où nous tirons une expression de la probabilité en fonction de D(1s)2(ε~k, ε~k′ , θk, θk′)
après intégration sur φk et φk′

P(1s)2 = 4π2

∫ +∞

0

kdk

∫ +∞

0

k′dk′

∫ π

0

sin θk dθk

∫ π

0

sin θk′ dθk′

D(1s)2(ε~k, ε~k, θk, θk′)
(4.11)

Ce qui nous donne en utilisant (4.8)

P(1s)2 = 2ZkZk′(64Z3
i )2

∫ +∞

0

dk

∫ +∞

0

dk′

∫ π

0

dθk

∫ π

0

dθk′

k sin θkk
′ sin θk′

(1 − exp(−2πν))(1 − exp(−2πν ′))

×
∣

∣

∣

∣

∣

∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t + i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

×B iν−2B′ iν
′−2H−iν−1H′−iν′−1

{

[

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1

+νA−
z (1 + iν)(Zi − ik)BH−1 + ν(1 − iν)

[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z

]

]

×
[

Zi(1 − iν ′)H′ + iν ′(Zi − ik′)B′

]

+

[

k ←→ k′

][

k ←→ k′

]

}∣

∣

∣

∣

∣

2

(4.12)
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Dans l’expression précédente, le dernier terme du facteur entre accolades fait
référence à celui qui le précède dans lequel k est remplacé par k′.

4.3.1 Double ionisation à un photon

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats que nous avons obtenus
avec des codes calculant la densité de probabilité (4.8) et la probabilité (4.12).
Dans l’absolu, ils sont capables de calculer tous les ordres directs de transi-
tion multiphotoniques. Mais nous les avons limités aux calculs à un photon,
afin de pouvoir comparer aux nombreux résultats déjà publiés sur la DPIω.
Ainsi, nous avons fait le choix des paramètres laser suivants : E0 = 10−3 u.a.
ce qui correspond à une intensité de I0 ' 3, 51.1010 W.cm−2 et nous assure de
travailler dans le régime perturbatif. L’impulsion laser présente une énergie
de photon de ω = 3, 3 u.a. et 30 cycles optiques, ce qui correspond à une
durée d’impulsion d’environ 1,4 fs. Pour comprendre quels sont les méca-
nismes décrits par cette densité, revenons en détail sur l’équation (2.57) qui
a l’avantage d’être claire. Nous allons raisonner uniquement sur le premier
terme entre crochets, car le même genre d’analyse est applicable au second
terme. La transition à un photon implique un développement à l’ordre 0 des
deux exponentielles issues de la phase de Volkov

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

(

i ~A−(t) · ~r1

)

r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

−−−−→
ordre 0

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

(

i ~A−(t) · ~r2

)

ϕ1s(~r2)

−−−−→
ordre 0

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)ϕ1s(~r2)

(4.13)

Dès lors, la première intégrale représente bien l’absorption d’un photon et l’io-
nisation de l’atome, la seconde est simplement le recouvrement de la fonction
d’onde de l’électron restant avec celle du continuum. Un tel recouvrement se
retrouve dans le Shake-off, mais ce processus produit un électron qui emporte
la quasi-totalité de l’énergie en excès. Ce qui n’est, on le verra plus tard, pas
le cas ici. On peut donc voir que la densité D(1s)2 contient naturellement l’io-
nisation de l’hélium par un photon, et un processus de relaxation apparenté
au Shake-off de l’autre électron menant ainsi à la double ionisation. Le TS1
n’est pas décrit puisque les corrélations angulaires sont ignorées. Ainsi, en
termes de moment angulaire `, si l’on regarde le couple (`, `′) de ce système
diélectronique, le seul canal ouvert par cette description lors de l’ionisation à
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un photon est (0, 0) dans la voie initiale vers (0, 1) dans la voie finale. A partir
de cette densité, nous nous sommes engagés sur une étude systématique des
distributions en angle et en énergie pour chacun des cas à un et deux pho-
tons. Nous ne présenterons ici que quelques cas particuliers afin de ne pas
alourdir inutilement le manuscrit, mais il est évident que de très nombreuses
configurations peuvent être explorées. Tous les graphes sont regroupés en fin
de paragraphe.

Distribution angulaire

Les résultats qui suivent ont été produits en étudiant un échantillon
de 10 couples d’énergie (ε~k,ε~k′) se répartissant l’excès d’énergie entre 0 et
0,45 u.a10. et satisfaisant la conservation de l’énergie (4.9). Puis, nous avons
fixé la direction d’éjection du (( premier )) électron, symbolisée dans les fi-
gures par la flèche noire, par rapport à la direction de polarisation symbo-
lisée par la flèche rouge et que nous avons fait varier l’angle d’éjection du
(( second )) électron entre 0o et 360o. Nous parlerons abusivement de (( pre-
mier )) ou (( second )) électron bien qu’il n’existe pas de séquencement lors de
la double ionisation et qu’il ne soit pas possible de les distinguer. Une cor-
respondance énergie-couleurs des courbes que l’on retrouvera dans chacun
des graphes a été établie, nous la présentons ici afin de ne pas surcharger la
légende (en u.a.)
On observe que l’essentiel des figures est concentré dans une couronne res-
treinte, la dispersion est finalement assez faible. Mais également que l’éjection
du second électron se fait préférentiellement dans la direction de polarisation
de la lumière et donc essentiellement dans le demi-plan d’éjection du pre-
mier électron (cf. Fig. 4.6 a)). Le fait de changer la direction d’éjection du
premier électron n’affecte qu’en magnitude le profil d’éjection du second (cf.
Fig. 4.6 b)). Plus on se rapproche d’une éjection vers 90o plus l’éjection du
second électron s’amenuise mais reste orientée suivant l’axe de polarisation
(cf. Fig. 4.6 b)) et l’on peut remarquer les prémices d’un lobe à θk′ = 180o.
Le cas le plus intéressant est celui où le premier électron est éjecté à θk = 90o

(cf. Fig. 4.6 c)) où les lobes sont absolument symétriques, traduisant l’équi-
probabilité de l’éjection de l’autre dans les deux directions de l’axe de po-
larisation. Cependant, pour le cas ε~k′ = 0, 45 u.a. (courbe rouge) est le seul
qui échappe à cette hypothèse. Par ailleurs, nous avons vérifié qu’il existe
une symétrie des profils d’éjection par rapport à l’axe perpendiculaire à la
direction de polarisation pour tous les cas où θk > 90o. Cette première ap-
proche mène à des résultats prédisant une éjection préférentielle dans l’axe de

10Cette valeur est obtenue en tenant compte de l’énergie du photon fixée à 3, 3 u.a. et
de l’énergie de l’état fondamental fixée pour le cas H(1s)2 à ε(1s)2 = −2, 8476562 u.a.
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(εk = 0; εk′ = 0, 45)

(εk = 0, 05; εk′ = 0, 4)

(εk = 0, 1; εk′ = 0, 35)

(εk = 0, 15; εk′ = 0, 3)

(εk = 0, 2; εk′ = 0, 25)

(εk = 0, 25; εk′ = 0, 2)

(εk = 0, 3; εk′ = 0, 15)

(εk = 0, 35; εk′ = 0, 1)

(εk = 0, 4; εk′ = 0, 05)

(εk = 0, 45; εk′ = 0)

Fig. 4.5 – Correspondance couleur-énergie des couples (ε~k,ε~k′) des courbes
de densité pour ω = 3, 3 u.a. et ε(1s)2 = −2, 8476562 u.a.

polarisation et orientée dans le sens du premier électron (par exemple quand
celui-ci est émis suivant θk = 0o). Ils sont en contradiction avec toutes les
expériences [189, 191, 192, 195] qui montrent l’éjection du second électron
dans le demi-plan opposé à celui contenant l’éjection du premier électron. La
répulsion électrostatique devrait en effet interdire une telle configuration et
l’absence de corrélations angulaires est directement à l’origine de ce résul-
tat. Par ailleurs, nous vérifions qu’à l’équipartition avec première éjection à
θk = 0o (cf. Fig. 4.6 d)), il ne peut y avoir d’émission à θk′ = 180o. Cette
caractéristique s’explique par des considérations sur la parité des fonctions
d’onde. L’indiscernabilité des électrons implique que les fonctions d’onde sa-
tisfont la condition f(~k1, ~k2) = f(~k2, ~k1). De plus, l’inversion de symétrie

donne f(~k1, ~k2) = −(−1)P f(−~k1,−~k2) où P est la parité de l’état initial. Sup-
posons l’éjection d’un électron à θk = 0o et l’autre à θk′ = 180o avec la même
énergie, ce cas implique ~k1 = −~k2 = ~k d’où f(~k,−~k) = −(−1)P f(~k,−~k) et si

P est pair, f(~k,−~k) = 0 [207]. Nous sommes exactement dans ce cas puisque
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l’état initial se trouve être de symétrie (1s)2.
Du fait de l’absence de corrélations dans l’état final, il n’y a aucune in-

terdiction à ce que les électrons soient émis dans la même direction et avec
la même énergie. Les calculs de base nous mènent donc à des situations non-
physiques. La forme en lobe est due à la contribution des orbitales de symétrie
p du continuum, imposées par les règles de sélection lors de l’absorption d’un
photon. Celles-ci présentent une dépendance en cos θ et par conséquent, la
densité est explicitement fonction de cos2 θ ; c’est ce facteur qui est à l’origine
de ce profil.

Distribution en énergie

Les résultats sur la distribution en énergie (cf. Fig. 4.7) sont obtenus
en fixant dans (4.8) l’angle d’éjection θk du premier électron à 0o (dans la
direction de polarisation), son énergie (pour chacune des valeurs données
dans la Fig. 4.5) et l’angle d’éjection du second électron. Cela signifie que
l’on se déplace tout au long de la distribution en angle du premier graphe
(cf. Fig. 4.6 a)) et que l’on calcule la distribution en énergie pour quelques
valeurs de θk′ choisies entre 0 et 180o. La distribution en énergie est évaluée en
faisant varier ε~k′ entre 0 u.a. et 0,45+∆ε u.a. Cette correction ∆ε correspond
au surplus d’énergie qui peut être apporté par la largeur spectrale du laser.
Elle est estimée à partir de la relation

∆ε =
2π

τ/2
(4.14)

où τ est la durée de l’impulsion. Nous pouvons vérifier que chaque distribu-
tion du second électron est bien centrée sur la conservation de l’énergie. La
largeur constante de chacune d’elles est directement liée à la largeur spectrale
du laser. De plus, on peut remarquer une relative uniformité dans les distribu-
tions en énergie, et ce jusqu’à θk′ = 90o (cf. Fig. 4.7 a), b), c)). Ceci confirme,
surtout pour le premier graphe, la prédiction d’un cas non-physique où les
deux électrons sont émis dans la même direction et avec la même énergie. Par
ailleurs, nous pouvons constater que l’angle d’éjection influe fortement sur le
calcul des distributions en énergie. Dès que l’on se rapproche d’une éjection à
l’opposé du premier électron, les distributions s’atténuent rapidement et, les
distributions extrêmes ε~k′ = 0 u.a. (courbe noire) et ε~k′ = 0, 45 u.a. (courbe
rouge), où le second électron emporte soit aucune partie soit la quasi-totalité
de l’énergie en excès, deviennent prépondérantes (cf. Fig. 4.7 d)).
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Section efficace

Les calculs que nous avons effectués sont comparés à ceux référencées
dans l’article de M. Pont et R. Shakeshaft [208] (cf. Fig. 4.8). Bien que les
résultats sur les distributions angulaires et énergétiques ne soient pas sa-
tisfaisants du fait de l’absence de corrélations, la section efficace présente
quant à elle un bon accord. Les calculs cöıncident près du seuil de double
ionisation, puis les résultats CV2 ont tendance à s’écarter et à légèrement
sous-estimer ces calculs de référence au-delà de ω = 3, 5 u.a. Il est assez
surprenant de constater qu’une description non-physique à l’échelle des dis-
tributions en angle et en énergie donne des résultats tout à fait intéressants
à l’échelle de la section efficace. Cette conclusion est déjà suggérée dans [160]
où les auteurs estiment que les corrélations dans l’état final jouent un rôle
négligeable. Cette étude nous apporte toutefois une certitude : il existe deux
niveaux distincts d’appréciation de la DPIω, celui des distributions où le rôle
des corrélations est absolument essentiel et celui de la section efficace où il
ne l’est pas. Si on écarte un accord fortuit, on peut avancer l’hypothèse que
notre modèle représente bien le mécanisme (( primaire )) de double éjection
mais pas la redistibution de ce flux via l’interaction de configuration (notam-
ment angulaire) puisque cette voie est absente. Ainsi, on aurait une section
efficace totale correcte alors que les distributions en angle et en énergie ne le
sont pas.
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Fig. 4.6 – Distribution CV2 en angle de la DPIω avec He(1s)2 et état final
non corrélé ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour la légende sur
les couleurs).
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Fig. 4.7 – Distribution CV2 en énergie de la DPIω avec He(1s)2 et état final
non corrélé ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour la légende sur
les couleurs).



134 La double photoionisation de l’hélium à un et deux photons
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Fig. 4.8 – Section efficace totale de DPIω calculée par CV2.

4.3.2 Double ionisation à deux photons

Il s’agit des mêmes calculs que précédemment, adaptés aux transitions à
deux photons. Par analogie, analysons quels sont les processus décrits par
notre développement CV2. Pour cela, reprenons de la même manière les ex-
pressions (2.57). La première possibilité pour que des transitions à deux pho-
tons aient lieu, consiste à développer la première exponentielle à l’ordre 0
puis la seconde à l’ordre 1

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

(

i ~A−(t) · ~r1

)

r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

−−−−→
ordre 0

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

(

i ~A−(t) · ~r2

)

ϕ1s(~r2)

−−−−→
ordre 1

(

−i
∂

∂t

)

E(t)

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r2)

(4.15)

où l’on voit apparâıtre l’absorption d’un photon par chaque électron, méca-
nisme correspondant au TS2 (cf. §4.2.2). Ce processus produit deux électrons

de symétrie p et le canal le représentant est (0, 0)
2ω−→ (1, 1). La seconde pos-
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sibilité est le développement de la première exponentielle à l’ordre 1 puis la
seconde à l’ordre 0

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1) exp

(

i ~A−(t) · ~r1

)

r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

−−−−→
ordre 1

(

−i
∂

∂t

)

E(t)

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1)(r1 cos θ1)

2ϕ1s(~r1)
∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2) exp

(

i ~A−(t) · ~r2

)

ϕ1s(~r2)

−−−−→
ordre 0

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)ϕ1s(~r2)

(4.16)
ce qui décrit, comme pour le cas à un photon, l’éjection d’un électron par
absorption de deux photons et le recouvrement de l’autre électron résiduel
avec un état du continuum. Ici, ce processus produit un électron de symétrie
s et un autre de symétrie s ou d (absorption de deux photons). Les canaux

correspondants sont (0, 0)
2ω−→ (0, 0) et (0, 0)

2ω−→ (0, 2). Si les fonctions d’onde
(initiales et finales) sont toutes calculées avec Z = 2, l’orthonormalité des
fonctions d’onde dans la calcul de l’intégrale à l’ordre 0 de (4.16) impose que
ce mécanisme d’absorption de deux photons soit nul.

Distribution angulaire

Comme nous l’avons souligné, les seuls résultats sur lesquels nous nous
appuyons dans ce cas sont théoriques. Cependant, une tendance se dégage
car en polarisation linéaire, l’émission du deuxième électron se fait préféren-
tiellement à l’opposé du premier [199, 201, 202]. Nous ne retrouvons cette
tendance que pour le cas à θk = 0o avec une faible distribution orientée dans
la direction du premier électron (cf. Fig. 4.9 a)). A l’instar du cas à un pho-
ton, changer θk n’affecte que la magnitude des lobes l’orientation privilégiée
étant toujours l’axe de polarisation (cf. Fig. 4.9 b)). Le cas à θk = 90o est
symptomatique puisqu’une éjection préférentielle se fait dans l’axe défini par
l’éjection du premier électron, perpendiculairement à l’axe de polarisation (cf.
Fig. 4.9 c)). Les lobes que l’on prédit ne sont donc plus du tout en accord
avec les calculs présentés dans les articles référencés plus haut. Ces profils
angulaires suggèrent, comme dans le cas à un photon, qu’une configuration
en cos2 issue d’une symétrie p est responsable de cette répartition. La pro-
duction d’une telle symétrie dans l’état final ne peut être que la conséquence
du processus d’absorption d’un photon par chaque électron (TS2) c’est-à-

dire le canal (0, 0)
2ω−→ (1, 1). Dans ce cas, le profil devrait être strictement
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symétrique. C’est ce qui est vérifié par les Fig. 4.9 e) et f) où l’on a arbi-
trairement posé la charge nucléaire de l’état initial égale à 2 (à mettre en
lien avec les Fig. 4.9 a) et b)). Ainsi, le recouvrement à l’ordre 0 de (4.16)
s’annule du fait de l’orthogonalité des fonctions d’onde. On élimine de fait le
processus d’absorption de deux photons par un électron puis le recouvrement
de l’électron résiduel vers le continuum. Ainsi, le profil général des distribu-
tions angulaires est donné globalement par le TS2 mais la présence même
faible de ce second processus à deux photons induit une disymétrie. Nous
mettons ainsi en lumière le rôle très important des corrélations radiales dans
l’état initial et nous verrons également leur influence dans l’état final.

Distribution en énergie

Hormis le cas très défavorable à θk′ = 90o, les distributions en énergie
montrent une relative homogénéité, les cas extrêmes étant légèrement favo-
risés pour 0o > θk′ > 90o (cf. Fig. 4.10 a)). A propos de cette même figure,
nous remarquons que les cas à l’équipartition (partie centrale) bien que moins
importants, sont présents. Cela signifie que les cas où les deux électrons sont
éjectés dans la même direction et avec la même énergie existent également.
Nous pouvons noter qu’à partir de θk′ = 90o (cf. Fig. 4.10 b)), la tendance
s’inverse et c’est la partie centrale de la distribution qui est privilégiée (cf.
Fig. 4.10 c)). Nous pouvons constater que c’est encore la présence du pro-
cessus secondaire à deux photons qui est responsable du profil prononcé au
extrémités, car s’il l’on compare aux cas où l’on a extrait ce processus en po-
sant comme au paragraphe précédent Zi = 2, ce phénomène est moindre (cf.
Fig. 4.10 d) et e) à mettre en lien avec les Fig. 4.10 a) et b)). De plus, il est
aussi responsable du changement de tendance au-delà de θk′ = 90o puisque
le TS2 seul ne favorise pas l’équipartition (cf. Fig. 4.10 f) à mettre en lien
avec la Fig. 4.10 c)).

Section efficace

Les résultats que nous avons reportés sur la Fig. 4.11 montrent deux ten-
dances. D’une part, une collection de résultats indique une certaine conver-
gence : R-matrice [197], base de fonctions Sturmiennes [198], base de B-
splines [198], TDCC [199] et CCC dépendante du temps [202]. D’autre part,
une méthode fondée sur la J-matrice [200] et sur la théorie des perturbations
dépendante du temps à l’ordre le plus bas [179] se situent au-dessus de ce
groupement. Enfin, les deux résultats expérimentaux disponibles [6] et [3]
donnent un point dans la première région de résultats et un autre au milieu
des deux groupes. Nous voyons très clairement que les calculs CV2 sont en
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deçà de toute cette collection de résultats. C’est indéniablement une preuve
supplémentaire de la nécessité d’améliorer la description. Contrairement au
cas à un photon où les corrélations ont un faible impact sur la section efficace
totale, il semble qu’elles jouent un rôle dominant à deux photons. Dans quelle
mesure interviennent-elles est une question à laquelle nous essaierons de ré-
pondre. De plus, il ne faut pas oublier que l’absence des états intermédiaires
peut expliquer pourquoi les résultats CV2 sous-estiment les autres calculs et
les données expérimentales. Leur contribution reste également à évaluer.

4.3.3 Conclusion

Nous constatons que différents degrés d’analyse se distinguent. La section
efficace totale à un photon (DPIω) ne nécessitant par exemple pas une des-
cription très détaillée pour obtenir de bons résultats. A contrario, dès que
l’on s’intéresse aux distributions en angle et en énergie, il est absolument
indispensable de prendre en compte les corrélations angulaires en particulier
pour reproduire correctement la structure en lobe. En effet, la répulsion élec-
trostatique interdit certaines configurations et mène à des figures d’éjections
où des orientations sont privilégiées. Pour le cas à deux photons (DPI2ω), les
distributions angulaires et énergétiques ne sont pas satisfaisantes dans cette
formulation de base. La même raison est à invoquer, des cas non-physiques
sont décrits dus à l’absence de corrélations angulaires. La section efficace to-
tale est inférieure aux résultats déjà existants, les corrélations mais également
la contribution des états intermédiaires peuvent expliquer cette différence.
S’il l’on veut poursuivre l’étude de l’ionisation double de l’hélium, il est alors
crucial d’améliorer la modélisation. La première voie d’exploration que nous
avons entamée est celle des corrélations. Principalement pour permettre de ne
plus décrire des résultats non physiques, prendre en compte le processus TS1
(majeur à un photon) puisqu’il est issu de l’interaction {électron-électron}
et évaluer la contribution directe des différents types de corrélations sur les
quantités que l’on étudie.
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 0

 1e-14

 2e-14

 3e-14

 4e-14

 5e-14

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7
 0

 5e-16

 1e-15

 1.5e-15

 2e-15

 2.5e-15

 3e-15

 3.5e-15

 4e-15

 4.5e-15

 5e-15

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

θk′ = 0� θk′ = 90��� ��

���
��	

��
��
���
���	

D

���
���

ε~k′ �u.a.
�

ε~k′ �u.a.
�

 0

 2e-14

 4e-14

 6e-14

 8e-14

 1e-13

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7
 0

 2e-14

 4e-14

 6e-14

 8e-14

 1e-13

 1.2e-13

 1.4e-13

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

θk′ = 180� θk′ = 0�

���
����
��
 !"
#$#
�%��
�D

&'(
$() *

+ ,+

ε~k′ -u.a.
+

ε~k′ -u.a.
+

 0

 2e-28

 4e-28

 6e-28

 8e-28

 1e-27

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7
 0

 2e-14

 4e-14

 6e-14

 8e-14

 1e-13

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7

./0
123
45
/6
789
:92;
234

D

<=>
:>?

θk′ = 90@ θk′ = 180@AB CB

ε~k′ Du.a.
B

ε~k′ Du.a.
B
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Fig. 4.11 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par CV2.



Chapitre 5
Les rôle des corrélations électroniques
dans l’état final

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons explorer deux approches qui se prêtent au
contexte Coulomb-Volkov. La première reproduit les corrélations élec-

troniques dans l’état final à l’ordre 0 au moyen d’un écrantage de la charge nu-
cléaire dépendant des vecteurs d’onde de chacun des électrons dans le double
continuum. La seconde décrit directement via une onde Coulombienne (dé-
pendant également des vecteurs d’onde) l’interaction répulsive entre chacun
des électrons, et inclut les corrélations angulaires. Dans notre modèle de base,
les électrons du double continuum subissent l’influence de champs Coulom-
biens crées par des charges nucléaires référencées Zk, Zk′ et égales à 2. Il nous
permet toutefois de choisir arbitrairement la valeur de chacune d’elles et par
ce biais, nous allons pouvoir mettre en lumière l’influence des corrélations à
l’ordre 0.

5.2 Le modèle à charges variables

La mise en place d’un système de charges ne dépendant que de la vitesse
d’éjection (ou de l’énergie cinétique) de chaque électron constitue la première
étape du processus d’étude des corrélations. L’hypothèse sur laquelle on se
fonde est la suivante

Hypothèse 6 (La charge écrantée)
Un électron éjecté avec une vitesse supérieure à l’autre, subira globalement

l’influence d’un champ Coulombien écranté par l’électron le moins rapide
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Ce qui peut être facilement compris d’un point de vue électrostatique par le
théorème de Gauss. Ainsi, un modèle dit (( variable )) dépendant seulement
de la norme des vecteurs d’onde et donc de la vitesse de chacun des électrons,
a été mis en place. Il s’agit d’une première approche pour mesurer très lar-
gement la contribution des corrélations électroniques. Nous allons appliquer
la condition suivante sur les charges nucléaires lors du calcul de l’amplitude
de transition, son expression finale restant inchangée.

{

Zk = 1 et Zk′ = 2 si k > k′

Zk = 2 et Zk′ = 1 si k < k′ (5.1)

L’idée est d’avoir une procédure qui puisse s’affranchir d’un choix arbitraire
des charges nucléaires comme celui des charges asymptotiques Zk = Zk′ = 2
tout en reflétant une situation physique plus crédible. Cependant, nous ne
nous attendons pas à obtenir de bons résultats à propos des distributions car
aucune dépendance angulaire n’est prise en compte. C’est pour cette raison
que nous ne présenterons pas de graphes à ce propos, d’autant que nous avons
effectivement vérifié qu’aucune amélioration sensible n’est à constater.

5.2.1 Double ionisation à un photon : la section efficace

Clairement, le modèle variable produit des sections efficaces très sures-
timées d’environ un ordre de grandeur par rapport au cas sans corrélations
(cf. Fig. 5.1). Ceci démontre la très grande dépendance des calculs vis-à-
vis de la charge nucléaire et en particulier des effets d’écran. Nous pouvons
comprendre ces résultats car le recouvrement à l’ordre 0 intervenant dans
(4.16) se fait maintenant entre deux fonctions d’onde présentant des charges
Zi = 1, 6875 et Zk = 1 ou 2. Nous avons par ailleurs vérifié que ce recouvre-
ment est plus élevé dans le cas où Zk = 1, ainsi les résultats pour les sections
efficaces sont globalement supérieurs. Le choix des charges s’avère être un
élément crucial et ces résultats tendent à nous faire penser qu’un système de
corrélations fondé sur un écrantage de la charge nucléaire ne représenterait
pas correctement la DPIω. Ceci soulève donc une question : y aurait-il un
optimum dans le choix des charges nucléaires ? En effet, il semble dans ce cas
suffisant d’utiliser Zk = Zk′ = 2 si l’on est intéressé par la section efficace à
un photon.

5.2.2 Double ionisation à deux photons : la section ef-
ficace

Le calcul de la section efficace présente une amélioration considérable (cf.
Fig. 5.2). Le calcul CV2 à charges variables présente un gain d’environ un



Le modèle à charges variables 143

 1

 10

 100

 2.5  3  3.5  4  4.5  5  5.5  6

Pont 1995

CV2 Zk=2

CV2 Zk var.

���
���
��
��
���

σ
H

e
2
+
(ω

,
2e

−
)

	

��

ω u.a.�

Fig. 5.1 – Section efficace totale de DPIω calculée par CV2 et écrantage de
charge variable dans l’état final.

facteur huit par rapport au calcul de base. Ceci est tout à fait intéressant car
rapproche les calculs de la (( collection )) de résultats. Ces resultats montrent
que les corrélations d’ordre 0 jouent un rôle déterminant dans le cas à deux
photons. Cependant, tout comme le cas à un photon, la difficulté vient du
choix des charges : ce système variable étant à priori très grossier, regarder
un choix plus fin permettrait d’améliorer la section efficace. Nous pouvons
toutefois rapprocher nos résultats de ceux données dans [201]. Les auteurs
emploient une méthode CCC corrélée et remplacent la contribution de tous
les états intermédiaires par une relation de fermeture [202]. Les résultats
ainsi calculés sont du même ordre de grandeur que les notres bien qu’infé-
rieurs d’un facteur 2. Nous observons ainsi que par rapport à un calcul sans
écrantage dans l’état final, leur prise en compte s’avère déterminante et leur
contribution d’environ un ordre de grandeur.

5.2.3 Conclusion

Il est très surprenant d’observer que la mise en œuvre du modèle de cor-
rélations variables mène à des comportements opposés entre les cas à un et
deux photons. Néanmoins il permet de se rendre compte de l’influence du
choix des charges nucléaires différents dans chacun des cas. Nous avons vu
que les corrélations à l’ordre 0 (écrantage des charges dans le double conti-
nuum) jouent un rôle important pour les sections efficaces totales de DPIω
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et DPI2ω. Pour la DPIω, on s’écarte du résultat correct alors que l’on se rap-
proche des valeurs déjà calculées pour la DPI2ω. Néanmoins, dans ce dernier
cas la pente des sections efficaces ne correspond pas et nous pouvons nous
demander si l’augmentation de la section efficace est due à une meilleure re-
présentation physique du double continuum ou à un effet numérique, comme
pour la DPIω. Ceci nous encourage donc à raffiner notre modèle pour repré-
senter les corrélations électroniques dans le double continuum.
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Fig. 5.2 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par CV2 et corrélations
variables dans l’état final.

5.3 Les corrélations électroniques : le modèle

des charges écrantées 2SC

La seconde approche va permettre d’aller plus finement dans le détail
du choix des charges en ne considérant non plus uniquement un écrantage
fonction de la valeur de l’impulsion k ou k′ (norme du vecteur ~k ou ~k′) mais
aussi les angles d’éjections. Cette démarche est directement issue de l’article
de D. Proulx et R. Shakeshaft [166] et peut être résumée par des corrections
∆ à apporter aux charges nucléaires initiales

{

Zk = 2 − ∆k

Zk′ = 2 − ∆k′

(5.2)
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où ces corrections dépendant de ~k et ~k′ sont définies comme il suit



















∆k =

[

~k · (~k − ~k′)
]

× k

||~k − ~k′||3

∆k′ =

[

~k′ · (~k′ − ~k)
]

× k′

||~k′ − ~k||3

(5.3)

Cette méthode initiée par M.R.H. Rudge et M.J. Seaton [209] a l’avantage
de remplir les conditions asymptotiques définies par Peterkop [210]. Nous
pouvons la réécrire en utilisant nos notations























∆k =
k3 − k2k′ (sin θk sin θk′ cos Φ + cos θk cos θk′)

[k2 + k′2 − 2kk′ (sin θk sin θk′ cos Φ + cos θk cos θk′)]3/2

∆k′ =
k′3 − k′2k (sin θk sin θk′ cos Φ + cos θk cos θk′)

[k2 + k′2 − 2kk′ (sin θk sin θk′ cos Φ + cos θk cos θk′)]3/2

(5.4)

Il est à noter que la densité de probabilité dépend de φk et φk′ par l’inter-
médiaire de Φ = φk − φk′ . Cet angle mesure l’écart entre chaque plan d’éjec-
tion. Comme nous l’avons déjà précisé, l’étude des distributions se place en
géométrie coplanaire, c’est-à-dire Φ = 0o. Cependant, pour le calcul de la
probabilité totale, l’intégration sur φk et φk′ doit être effectuée. Nous allons
remplacer ces deux intégrales successives coûteuses en temps de calcul par
une seule sur Φ en utilisant le changement de variable suivant

φk −→ φk

φk′ −→ Φ = φk − φk′

(5.5)

Les intégrations s’écrivent ensuite sous la forme

∫ 2π

0

dφk

∫ 2π

0

dφk′ −→
∫ 2π

0

dφk

∫ 2π

0

dΦ det(J) (5.6)

où J est la matrice Jacobienne suivante

J =













∂φk

φk

∂φk

φk′

∂Φ

φk

∂Φ

φk′













(5.7)

dont le déterminant vaut det(J) = 1. Finalement, les intégrations deviennent
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∫ 2π

0

dφk

∫ 2π

0

dφk′ −→ 2π

∫ 2π

0

dΦ (5.8)

ce qui permet d’économiser une procédure d’intégration. Précisons à ce pro-
pos que les résultats qui suivent seront tous évalués pour une géométrie co-
planaire correspondant à Φ = 0o.

5.3.1 Double Ionisation à un photon

Distribution angulaire

Les profils d’éjection se trouvent considérablement affectés par cette nou-
velle formulation des corrélations dans l’état final (cf. Fig. 5.3). De manière
générale, on peut constater que l’éjection du second électron se fait toujours
sensiblement dans le demi-plan d’éjection du premier électron. Cependant,
une structure en lobe se dégage symétriquement par rapport à la direction
d’éjection du premier électron. Cependant, les cas où l’éjection du second se
fait strictement dans la même direction et avec une énergie proche est sinon
interdite du moins fortement atténuée (cf. Fig. 5.3 a)). C’est une avancée
intéressante dans le sens où des situations non-physiques sont partiellement
évitées. Ces structures s’expliquent par le fait que pour les cas les plus drama-
tiques (même direction d’éjection, même énergie) la valeur de la correction
sur les charges nucléaires calculées par (5.3) tend vers l’infini. Ainsi, pour
ces configurations, les charges nucléaires issues de (5.2) sont également très
grandes. Le recouvrement à cet endroit est alors très petit et mène au creu-
sement du profil angulaire. Les lobes qui en résultent sont donc des réminis-
cences d’une symétrie p pour laquelle les configurations non physiques sont
simplement éliminées. Il reste cependant toujours le problème de l’orientation
qui n’est pas correcte (cf. Fig. 5.3 b) et c)), en particulier à l’équipartition
(cf. Fig. 5.3 d)) où les lobes doivent être préférentiellement orientés vers
l’arrière. Nous vérifions tout de même que pour ce cas, l’émission du second
électron à θk′ = 180o pour le premier émis à θk = 0o n’existe pas (courbe
rouge).

Distribution en énergie

Les distributions en énergie présentent quant à elles un tout autre com-
portement que précédemment (cf. Fig. 5.4). Le cas θk′ = 0o (cf. Fig. 5.4 a))
présente un profil où l’un des électrons emporte la quasi-totalité de l’énergie
en excès laissant l’autre avec une énergie proche de zéro. Cependant, jus-
qu’à θk′ = 90o il n’y a plus de tendance très claire qui se dégage même si
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les cas où des électrons de plus haute énergie semblent relativement favorisés
(cf. Fig. 5.4 b)). Nous constatons tout de même que l’homogénéité autour de
l’équipartition telle qu’elle était présente auparavant n’existe plus. Puis, pour
et au-delà de θk′ = 90o (cf. Fig. 5.4 c) et d)) nous retrouvons, comme pour
le cas non corrélé, une prépondérance plus marquée pour la configuration
εk′ = 0, 45 u.a. (courbe rouge).

Section efficace

La section efficace (cf. Fig. 5.5) est du même ordre de grandeur que le
système variable, avec une sous-estimation pour les plus basses énergies. Nous
pouvons supposer que le système 2SC procède à une répartition différente
de la probabilité totale. Asymptotiquement, les deux formulations semblent
converger. Globalement, le système reste très affecté par un choix arbitraire
ou non des charges et nous pouvons définitivement conclure que l’utilisation
de charges écrantées ne convient pas à la section efficace à un photon, le choix
Zi = 1, 6875 et Zk = Zk′ = 2 reste donc un optimum pour une description
simple de la DPI.
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Fig. 5.3 – Distribution CV2 en angle de la DPIω avec He(1s)2 et corrélations
2SC dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour la
légende sur les couleurs).
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2SC dans l’état final.

5.3.2 Double ionisation à deux photons

Distribution angulaire

Les distributions angulaires présentent des similitudes assez fortes avec le
cas à un photon. Là où elles étaient très différentes dans le calcul de base,
leur comportement révèle maintenant des ressemblances. De la même manière
qu’à un photon, les cas non-physiques sont fortement atténués en particulier
pour des configurations proches de l’équipartition et de l’éjection dans la
même direction. Cependant, le même constat est à faire, l’orientation n’est
toujours pas satisfaisante et l’on tire la même conclusion : il s’agit de réminis-
cences de lobes auxquels les valeurs très importantes des charges interdisent
certaines configurations. C’est pour cette raison que nous ne présentons pas
de graphes concernant ce point.

Distribution en énergie

Nous pouvons remarquer à propos des distributions en énergie (cf. Fig. 5.6)
que le cas à θk′ = 0o présente tout comme le cas à un photon, une structure où
les contributions proches de l’équipartition n’existent plus (cf. Fig. 5.6 a)).
Puis, pour θk′ = 45o, une dominante se dégage pour le cas où l’un des élec-
trons emporte une énergie importante mais non maximum, en même temps
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que se creuse les contributions autour de l’équipartition (cf. Fig. 5.6 b)). Ce
comportement s’accentue jusqu’à θk′ = 90o où les deux configurations ex-
trêmes sont prépondérantes (cf. Fig. 5.6 c)). Au-delà de θk′ = 90o, le profil
général est bien différent puisqu’au fur et à mesure que θk′ augmente, l’en-
semble des contributions centrales s’élève et se nivelle (cf. Fig. 5.6 d)). Cette
tendance a déjà observée pour le cas non-corrélé, cependant les cas extrêmes
ε~k′ = 0 u.a. et ε~k′ = 0, 45 u.a. sont toutefois favorisés.

Section efficace

Nous vérifions cette fois encore que la probabilité totale de double ionisa-
tion est simplement redistribuée par rapport au cas à charges variables (cf.
Fig. 5.7). Bien que l’on puisse constater que les résultats soient légèrement
inférieurs pour ω < 45 eV et légèrement supérieurs pour ω > 45 eV l’ordre de
grandeur est similaire entre ces deux modèles. Nous pouvons tout de même
nous interroger sur l’impact de l’écrantage à deux photons. Il apparâıt comme
très important de considérer d’une manière ou d’une autre l’effet de la répul-
sion électrostatique pour une bonne description de la section efficace à deux
photons.

5.3.3 Conclusion

Les résultats obtenus nous mènent à reconsidérer la description des cor-
rélations par d’autres moyens que l’écrantage. Il s’avère que l’application di-
recte du modèle 2SC à une méthode Coulomb-Volkov dépendante du temps
ne soit pas triviale. A l’origine, D. Proulx et R. Shakeshaft transforment une
partie de leur amplitude de transition en une intégrale de surface, évaluée
dans une région où le mouvement des électrons est considéré classiquement,
et projettent après interaction sur un état final présentant les charges calcu-
lées par 2SC. Dans notre cas, l’élément de transition est calculé à chaque pas
de temps, tout au long de l’interaction. Le calcul des charges nucléaires n’est
donc certainement pas adapté à une description dynamique de l’interaction
en particulier pour les distributions angulaires. Une fois de plus, la question
du choix d’une charge écrantée est soulevée car elle reste d’une importance
fondamentale pour bien décrire la section efficace à deux photons. Dans le
prochain paragraphe, nous allons conserver la description du double conti-
nuum avec les charges asymptotiques Zk = Zk′ = 2, mais inclure un facteur
représentant directement la répulsion électrostatique.
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Fig. 5.6 – Distribution CV2 en énergie de la DPI2ω avec He(1s)2 et corréla-
tions 2SC dans l’état final, ω = 1, 65 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour
la légende sur les couleurs).
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Fig. 5.7 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par CV2 avec corrélations
2SC dans l’état final.

5.4 Les corrélations électroniques : le modèle

à trois fonctions Coulombiennes

A présent, nous allons représenter l’interaction entre électrons dans le
double continuum au-travers d’une fonction d’onde Coulombienne. Initiée par
M. Brauner, J.S. Briggs et H. Klar [172] pour le calcul des sections efficaces
différentielles angulaires d’ionisation de l’hydrogène par impact d’électrons
et de positrons, elle se révèle dans ce cas en très bon accord avec l’expérience
[211]. Il s’agit en définitive de décrire l’état final par un produit de trois ondes
Coulombiennes (dénommée ainsi 3C) telles que

Ψ3C = (2π)−3 exp
[

i(~k · ~r + ~k′ · ~r′)
]

×
3

∏

j=1

exp
(

−παj

2

)

Γ(1 − iαj)1F1

(

iαj; 1; ikjrj − i~kj · ~rj

) (5.9)

où
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Son application au calcul de la distribution angulaire pour la double photo-
ionisation de l’hélium permet de décrire cette structure en lobes caractéris-
tiques [168]. De très bons résultats sont obtenus par comparaison avec les
données expérimentales fournies par O. Schwarzkopf et al. [189] utilisant un
rayonnement synchrotron polarisé et dans le cas d’une équipartition entre
chaque électron du double continuum de l’excès d’énergie apportée par un
photon de la source. Elle est également appliquée avec succès pour une ré-
partition inégale [169] lorsque l’éjection se fait dans le plan perpendiculaire
au faisceau de photons [190]. Dans ce cas, le développement d’une amplitude
de transition se fait par l’utilisation des fonctions d’onde de Hylleraas pour
représenter l’état fondamental corrélé en jauge des vitesses. Cependant, des
différences apparaissent par rapport aux donnés expérimentales de P. La-
blanquie et al. [191] lors de l’éjection hors équipartition de l’excès d’énergie,
près du seuil de double ionisation et pour une géométrie coplanaire [174]. Ces
différences sont affirmées avec les résultats de R. Dörner et al. [192] puis ceux
de H. Bräuning et al. [212, 193] où le choix de jauge s’avère déterminant pour
reproduire convenablement le comportement angulaire de l’éjection.

Nous allons donc appliquer cette méthode à nos calculs CV2 afin d’éva-
luer si elle est plus adaptée qu’un système de charges écrantées. Nous avons
choisi d’utiliser ce processus car il nous semble assez intuitif de décrire direc-
tement la répulsion entre les électrons par une onde Coulombienne. Pour des
raisons de simplicité et en suivant la démarche de [168], la majeure partie des
effets liés à l’interaction {électron-électron} est représentée par le facteur de
normalisation

NC =
∣

∣

∣exp
(

−πα3

2

)

Γ(1 − iα3)
∣

∣

∣

2

(5.11)

Il s’agit finalement d’une pondération de l’amplitude de transition dépen-
dante directement des vecteurs d’onde de chaque électron dans le continuum.
Nous allons également utiliser le même changement de variable sur les angles
azimutaux que pour l’étude avec 2SC, afin de réduire le nombre d’intégra-
tions. Il est à noter que les charges nucléaires des états finaux sont fixées à
2.
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5.4.1 Double ionisation à un photon

Distribution angulaire

Nous assistons à un net redressement des distributions angulaires et à
l’apparitions de structures en lobes prononcées (cf. Fig. 5.8), de la même
manière que [168]. Hormis les cas à ε~k′ = 0, 45 u.a. (rouge) et ε~k′ = 0 u.a.
(noir) où le second électron est émis préférentiellement dans la direction de
polarisation, toutes les autres situations de répartition de l’énergie présentent
deux lobes orientés de chaque côté de l’axe défini par la direction d’éjection
du premier électron. La proportion relative de chacun d’eux évolue d’une
situation symétrique pour θk = 0o (cf. Fig. 5.8 a)) vers une situation très
disymétrique pour 0o < θk < 90o (cf. Fig. 5.8 b)) pour à nouveau revenir à
une configuration symétrique quand θk = 90o (cf. Fig. 5.8 c)).

Distribution en énergie

D’emblée, une nette dominance des cas ε~k′ = 0, 45 u.a. (rouge) et ε~k′ =
0 u.a. (noir) se dégage, et ce tant que θk′ < 90o (cf. Fig. 5.9 a) et b)).
Il est tout à fait intéressant de noter que les distributions à et proches de
l’équipartition sont soit inexistantes pour θk′ = 0o soit très défavorisés lorsque
l’on augmente θk′ (cf. Fig. 5.9 a) et b)). Puis, pour θk′ = 90o (cf. Fig. 5.9
c)) nous voyons apparâıtre cette homogénéité dans la distribution en énergie
que nous avons déjà observée pour le cas non-corrélé. Cependant, plus θk′

augmente, plus la répartition dominante se déplace vers les extrémités du
spectre en énergie pour reformer une structure creusée à θk′ = 180o (cf.
Fig. 5.9 d)). En définitive, les processus non-physiques sont interdits pour
θk′ < 90o et l’on retrouve ensuite certaines caractéristiques des profils non
corrélés mais accentuées.

Section efficace

La mise en place du système 3C modifie fortement le profil de la section
efficace (cf. Fig. 5.10). Les calculs CV2 avec ce type de corrélations sous-
estiment largement les autres résultats, entre un et trois ordres de grandeur
quand on passe des hautes vers les basses énergies de photon. Il semble aussi
que la section efficace tende vers une asymptote horizontale alors que les
autres calculs décroissent régulièrement. Cet aspect se comprend par le fait de
ne conserver que le facteur NC ((( facteur de Maulbetsch ))) dans les calculs
modifie drastiquement la normalisation des fonctions d’onde. En effet, la
partie hypergéométrique de la fonction Coulombienne n’entre plus en compte
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et de fait, il n’est pas surprenant que les sections efficaces calculées par ce
modèle soient largement sous-estimées.

 8e-11

 6e-11

 4e-11

 2e-11

 0

 2e-11

 4e-11

 6e-11

 8e-11

 8e-11  6e-11  4e-11  2e-11  0  2e-11  4e-11  6e-11  8e-11
 1e-10

 5e-11

 0

 5e-11

 1e-10

 1e-10  5e-11  0  5e-11  1e-10

θk = 0� θk = 45�
�� ��

��
��
�	


��
�
��
��
���
	


D

��
�
���

 3e-11

 2e-11

 1e-11

 0

 1e-11

 2e-11

 3e-11

 3e-11  2e-11  1e-11  0  1e-11  2e-11  3e-11

 4e-11

 2e-11

 0

 2e-11

 4e-11

 4e-11  2e-11  0  2e-11  4e-11

θk = 90�

��
��
��
�
��
� 
!"
#"
�$�
��

D

%&
'
#'(

)*+,-./0,0,12
θk = 0�3

0
θk = 180�

45 65

Fig. 5.8 – Distribution CV2 en angle de la DPIω avec He(1s)2 et corrélations
3C dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour la légende
sur les couleurs).
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Fig. 5.9 – Distribution CV2 en énergie de la DPIω avec He(1s)2 et corréla-
tions 3C dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf. Fig. 4.5 pour la
légende sur les couleurs).
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Fig. 5.10 – Section efficace totale de DPIω calculée par CV2 avec corrélations
3C dans l’état final.

5.4.2 Double ionisation à deux photons

Distribution angulaire

Dès que l’on inclut les corrélations angulaires, nous observons que le
deuxième électron est majoritairement éjecté à l’opposé du premier tout en
éliminant la contribution pour θk′ = 0o présente dans le cas non corrélé (cf.
Fig. 5.11). Le fait changer l’angle d’éjection du premier n’affecte que peu
l’orientation du second qui reste toujours préférentiellement dirigée autour
de 180o (cf. Fig. 5.11 b)). Cependant, nous pouvons voir qu’entre θk = 45o

et θk = 90o le changement d’orientation est très rapide (cf. Fig. 5.11 c)).
Sous cette forme, ces résultats concordent avec ceux fournis par [201].

Distribution en énergie

Les distributions en énergie présentent deux tendances radicalement op-
posées (cf. Fig. 5.12). Dans un premier temps, nous retrouvons comme pour
la DPIω, les cas à θk′ < 90o où les configurations principales sont celles pour
lesquelles le second électron emporte la soit quasi-totalité soit aucune partie
de l’énergie en excès (cf. Fig. 5.12 a) et b)). Nous pouvons également noter
l’importance relative du cas ε~k′ = 0 u.a. (courbe noire) qui crôıt jusqu’à son
maximum à θk′ = 90o (cf. Fig. 5.12 c)). Dans un deuxième temps et au-delà
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de cette valeur, le profil général devient largement distribué autour de l’équi-
partition, caractéristique déjà présente pour le cas non-corrélé, mais moins
accentuée (cf. Fig. 5.12 d)).

Section efficace

La section efficace à deux photons présente exactement les mêmes ten-
dances qu’à un photon avec un profil tout à fait similaire (cf. Fig. 5.13)
c’est-à-dire sous-estime du même ordre de grandeur les résultats publiés.
Ainsi, NC impose un comportement pour la section efficace de toute évi-
dence très en-deçà des calculs déjà référencés. Dès lors, nous ne présenterons
plus de sections efficaces totales calculées à partir du modèle 3C.
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la légende sur les couleurs).
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Fig. 5.13 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par CV2 avec corréla-
tions 3C dans l’état final.

5.4.3 Discussion et conclusion

L’exploitation des calculs Coulomb-Volkov de la DPIω avec corrélations
3C sous certaines conditions, a mis en lumière deux cas où elle ne correspond
pas aux observations expérimentales [191, 195]. Premièrement, pour l’équi-
partition entre chaque électron de l’excès d’énergie apporté par un photon du
rayonnement, si l’on augmente ω, les deux lobes symétriques ont tendance à se
rabattre vers l’avant comme illustré par les Fig. 5.14 a), b) et c) où respective-
ment ω vaut 3 puis 4 et 5 u.a. Aucun phénomène de ce type n’est observé ex-
périmentalement même pour des énergies de photon élevées [195]. Deuxième-
ment, expérimentalement, quand l’énergie en excès n’est pas également répar-
tie entre chaque électron, nous constatons une éjection privilégiée du second
électron à θk′ = 180o quand le premier est éjecté à θk = 0o. Plus ε~k′ est diffé-
rent de ε~k, plus cette éjection privilégiée est favorisée. Au contraire, la struc-
ture en lobe est de moins en moins marquée au fur et à mesure que l’on se rap-
proche de ε~k = ε~k′ [195]. Ce phénomène n’est pas reproduit par la description
actuelle et l’on peut voir que s’il l’on se place dans les mêmes conditions que
les figures 6 a), e) et i) de cet article où l’on a ω = 179 eV (6, 58 u.a.) et une
répartition de l’énergie de ε~k = 98, 5 eV ; ε~k′ = 1, 5 eV (resp. 3, 621 et 0, 055
u.a.), ε~k = 50 eV ; ε~k′ = 50 eV (1, 838 u.a.) et ε~k = 1, 5 eV ; ε~k′ = 98, 5 eV
la déformation des lobes n’existe pas (cf. Fig. 5.14 d), e), f)). Seuls les deux
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Fig. 5.14 – Distribution angulaire de la DPIω calculée par CV2 avec 3C et
équipartition de l’excès d’énergie : a) ω = 3 u.a ; b) ω = 4 u.a ; c) ω = 5 u.a
puis dans les mêmes conditions que les figures a), e) et i) de [195] où l’énergie
de ε~k = 98, 5 eV ; ε~k′ = 1, 5 eV , ε~k = 50 eV ; ε~k′ = 50 eV et ε~k = 1, 5 eV ; ε~k′ =
98, 5 eV . Il s’agit pour notre cas des figures d), e) et f) respectivement.

types de profils représentés subsistent dans notre approche et ce, quelle que
soit la répartition de l’énergie entre les électrons. Nous voyons à présent la
nécessité de raffiner la description Coulomb-Volkov actuelle car bien que les
corrélations angulaires soient prises en compte, elle ne décrit convenablement
que les cas à l’équipartition de l’excès d’énergie, ce qui reste très insuffisant.
A présent, l’idée est de s’orienter vers une description de l’état fondamental
autre qu’un simple produit d’orbitales hydrogénöıdes, permettant d’extrapo-
ler le calcul hors équipartition.

Nous avons vu dans ce chapitre qu’une description simple de l’état fonda-
mental avec Zi = 1, 6875 et du double continuum avec Zk = Zk′ = 2 conduit
à une évaluation correcte de la section efficace totale de la DPIω. Dans tous
les autres cas ; distributions angulaires, distributions en énergie et DPI2ω, les
corrélations électroniques jouent manifestement un rôle important. L’intro-
duction d’un facteur représentant la répulsion électronique dans l’état final
semble le meilleur moyen d’améliorer la description des distributions angu-
laires et en énergie à un et deux photons. Les prochaines étapes consistent
à évaluer l’influence des corrélations dans l’état initial et des états intermé-
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diaires, négligés dans l’approche CV2. Le premier point constitue la trame
du chapitre suivant.



Chapitre 6
Le rôle des corrélations électroniques
dans l’état initial

6.1 Introduction

La deuxième amélioration sur laquelle nous avons travaillé est le raffi-
nement de l’état fondamental. Au chapitre précédent, il nous est ap-

paru nécessaire de prendre en compte de manière plus précise les corréla-
tions dans l’état fondamental. L’objectif est de décrire les cas relatifs à la
non-équipartition de l’énergie en excès. Pour cela, nous avons remplacé la
description initiale, produit d’orbitales hydrogénöıdes 1s (dénommé (1s)2),
par un état fondamental exposé dans l’article de J.N. Silverman, O. Platas
et F.A. Matsen [157], décrit comme une configuration en (( couche ouverte )).
Il s’agit de rajouter explicitement la contribution d’orbitales 2p0, 2p+ et 2p−
dont l’un des avantages est sa bonne précision en regard de sa relativement
faible complexité. Les auteurs suggèrent d’ailleurs que l’essentiel des contri-
butions angulaires provient des orbitales 2p qu’il va être donc être possible
d’évaluer directement dans nos calculs. Ceci est un élément important pour
la compréhension générale de la dynamique de double ionisation.

6.2 Le formalisme

Tout comme le cas (1s)2, nous allons redévelopper l’amplitude de transi-
tion en utilisant cette nouvelle expression de l’état initial, l’état final restant
quant à lui inchangé. Les calculs exposés ici sont résumés et les détails du
développement sont regroupés dans les annexes auxquelles on fera référence
tout au long du développement.
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6.2.1 Fonction d’onde initiale

La fonction d’onde que nous allons utiliser pour décrire l’état fondamental
est [157]

Φi(~r1, ~r2, t) '
1

(1 + λ2)1/2

{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ϕ2p−(~r1)ϕ2p+
(~r2)

]

}

exp (−iεHet)

(6.1)

où εHe = −2, 8952278 u.a. et le paramètre λ = −0, 0617557. Chaque or-
bitale s où p est représentée par une fonction d’onde, produit d’une partie
radiale exposée dans [157] et de l’harmonique sphérique correspondante. Elles
prennent alors la forme suivante































ϕ1s(~r) = π− 1
2 a

3
2 exp (−ar) a = 2, 17621

ϕ1s′(~r) = π− 1
2 b

3
2 exp (−br) b = 1, 20152

ϕ2p0
(~r) = π− 1

2 g
5
2 r exp (−gr) cos θ g = 2, 47547

ϕ2p±(~r) = ∓(2π)−
1
2 g

5
2 r exp (−gr) sin θ exp (±iφ)

(6.2)

Insistons sur la différence entre les facteurs de normalisation N et N , repré-
sentant respectivement la normalisation de la fonction d’onde initiale et celle
du double continuum (cf. annexe B).

6.2.2 Amplitude de transition

En suivant exactement la même démarche que pour l’amplitude T(1s)2 ,
débutons par la forme prior

T−
fi ' −i

∫ τ

0

dt
〈

χ−
f (t)|V (t)|Φi(t)

〉

(6.3)

Puis, par projection dans l’espace des configurations avec les définitions (2.48)
et (6.1), et en labélisant l’amplitude par S il vient
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T−
S ' −i

∫ τ

0

dt

∫

d~r1

∫

d~r2 N∗
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

× exp
[

i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k~k′

∗
(~r1, ~r2, t)(~r1 + ~r2) · ~E(t)

× 1

(1 + λ2)1/2

{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

}

× exp (−iεHet)

(6.4)

Séparons les termes ne dépendant que du temps de ceux dépendant aussi de
~r1 ou ~r2, et utilisons la définition de la phase de Volkov (cf. §2.3.3) (souvenons-
nous que N est réel)

T−
S ' −i

∫ τ

0

dt E(t) exp

[

i(ε~k + ε~k′)t + i(~k + ~k′) ·
∫ t

+∞

dt′ ~A−(t′) − iεHet

]

×
∫

d~r1

∫

d~r2 N
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

×r1 cos θ1 + r2 cos θ2

(1 + λ2)1/2

{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

}

(6.5)

Le calcul détaillé de T−
S est décrit dans l’annexe G, et en vertu de ces résultats

nous pouvons réécrire l’équation précédente sous la forme simplifiée

T−
S ' −iN(1 + λ2)−1/2 exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)

×
∫ τ

0

dt E(t) exp
[

i(ε~k + ε~k′ − εHe)t + i(~k + ~k′) ·
∫ t

+∞

dt′ ~A−(t′)
]

×
[

C1T1 + C2T2 + C3T3

]

(6.6)
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où chaque terme T intervenant dans le facteur entre crochets concerne res-
pectivement la contribution des orbitales 1s1s′, (2p0)

2 et 2p±. Les cœfficients
C s’écrivent quant à eux































C1 =
32

π2
N (ab)3/2

C2 = − 64λ√
3π2

g5

C2 = − 27λ√
3π2

g5

(6.7)

Nous allons exploiter le calcul ci-dessus pour chacun des cas à un puis à deux
photons comme nous l’avons fait auparavant. Tout d’abord, regardons le
cas sans corrélations, dans un second temps nous les incluerons en utilisant
le modèle 3C afin de mettre en lumière séparément l’influence de chaque
amélioration.

6.3 Double ionisation sans corrélations dans

l’état final

Nous présentons les calculs pour les mêmes conditions de champ que
précédemment c’est-à-dire pour E0 = 10−3 u.a., une énergie de photon ω =
3, 3 u.a. pour les transitions à un photon et ω = 1, 65 u.a. à deux photons et
un nombre de cycles optiques égal à Ncycles = 30.

6.3.1 Double ionisation à un photon

Distribution angulaire

L’amélioration de la description de l’état fondamental a un rôle majeur
pour la distribution angulaire (cf. Fig. 6.1). Une structure en lobe apparâıt
qui atténue systématiquement l’éjection du second électron à l’opposé du
premier, pour la majorité des répartitions en énergie (cf. Fig. 6.1 a)). Bien
que la dépendance angulaire ne soit plus strictement fonction de θk (du fait
des orbitales p), l’absence de corrélations dans l’état final se remarque car
l’éjection du second électron se fait toutefois dans un cône globalement orienté
suivant la direction d’éjection du premier électron (cf. Fig. 6.1 b)), hormis
le cas θk = 90o où l’on retrouve une symétrie des lobes par rapport à la
direction d’éjection du premier électron (cf. Fig. 6.1 c)). L’évolution relative
de chaque lobe est très dépendante de l’angle d’éjection du premier électron
et nous passons successivement d’un profil symétrique par rapport à l’axe
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d’éjection du premier électron pour θk = 0o (cf. Fig. 6.1 a)), à un profil
très asymétrique quand 0o < θk < 90o (cf. Fig. 6.1 b)) puis à nouveau un
profil symétrique pour θk = 90o. Nous vérifions toujours pour l’équipartition,
l’absence d’émission à l’opposé de l’éjection du premier électron (cf. Fig. 6.1
d)).

Distribution en énergie

Nous constatons d’emblée une nette prépondérance pour les cas extrêmes11

même lors de l’éjection de chaque électron dans la même direction (cf. Fig. 6.2
a)). Puis cette structure creusée tend à s’effacer au fur et à mesure de l’aug-
mentation de θk′ (cf. Fig. 6.2 b)) jusqu’à une distribution très homogène
pour θk′ = 90o mais répartie autour de ε~k = ε~k′ (cf. Fig. 6.2 c)). Enfin,
pour θk′ > 90o le comportement tend à effacer à nouveau les configurations
centrales et revenir à la situation initiale où à nouveau les cas extrêmes sont
largement majoritaires (cf. Fig. 6.2 d)).

Section efficace

Nous observons très bien l’influence grandissante des orbitales 2p sur la
section efficace quand l’énergie du photon augmente (cf. Fig. 6.3). Nous
avons vérifié par ailleurs que le calcul de la section efficace totale en sup-
primant les orbitales 2p et en posant les charges nucléaires des orbitales 1s
et 1s′ égales à 1,6875 permet de retrouver exactement les résultats (1s)2.
La cöıncidence des calculs près du seuil de double ionisation nous indique
que dans cette région, la contribution essentielle est celle des orbitales 1s.
De plus, si nous omettons les orbitales 2p dans le calcul, l’augmentation que
nous constatons est légèrement plus faible. Nous pouvons comprendre cette
différence car l’essentiel de la contribution supplémentaire provient des orbi-
tales 1s1s′ du nouvel état fondamental. Les charges tabulées pour chacune
d’elles sont respectivement a = 2, 17621 et b = 1, 2015. Le recouvrement des
fonctions d’onde est alors différent du cas Zi = 1, 6875, et mène à cet écart
vers les plus hautes énergies de photon. Il est donc clair que le choix opti-
mum des charges Zk = Zk′ = 2 pour le double continuum est propre à la
représentation (1s2) l’état fondamental pour lequel on a Zi = 1, 6875.

11Nous entendons par cas extrêmes les cas où un des électrons emporte la quasi-totalité
de l’énergie laissant l’autre avec une énergie proche de 0. Il s’agit des cas qui tendent vers
les extrémités de la répartition en énergie.
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Fig. 6.1 – Distribution CV2 en angle de la DPIω avec état fondamental
amélioré sans corrélations dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf.
Fig. 4.5 pour la légende sur les couleurs).
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Fig. 6.2 – Distribution CV2 en énergie de la DPIω avec état fondamental
amélioré sans corrélations dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf.
Fig. 4.5 pour la légende sur les couleurs).
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Fig. 6.3 – Section efficace totale de DPIω calculée par CV2 avec état fonda-
mental amélioré sans corrélations dans l’état final.

6.3.2 Double ionisation à deux photons

Distribution angulaire

Nous constatons que l’utilisation du nouvel état fondamental modifie com-
plètement la structure en lobes à l’opposé du cas (1s)2 (cf. Fig. 6.4). L’es-
sentiel de l’éjection du deuxième électron se fait dans la direction du premier
lorsque celui-ci est émis à θk = 0o (cf. Fig. 6.4 a)). Nous retrouvons à nouveau
un cas non-physique. Lorsque θk augmente, la structure relative de chaque
lobe est fortement modifiée (cf. Fig. 6.4 b)) et l’on assiste à l’apparition de
structures secondaires de chaque côté de l’éjection principale (cf. Fig. 6.4
c)).

Distribution en énergie

Nous retrouvons un comportement tout à fait similaire au cas (1s)2 (cf.
Fig. 6.5). En effet, l’homogénéité présente dans le cas θk′ = 0o (cf. Fig. 6.5
a)) se transforme au fur et à mesure que θk′ augmente en un profil asymétrique
(cf. Fig. 6.5 b) et c)). Puis, au-delà de θk′ = 90o, à nouveau une distribution
très homogène se dégage (cf. Fig. 6.5 d)). Il faut toutefois souligner que si ces
profils présentent des similitudes par rapport à (1s)2, l’importance relative
des cas à θk′ = 0o et θk′ = 180o est inversée, en accord avec les profils
angulaires respectifs.
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Section efficace

De la même manière qu’à un photon, nous constatons l’influence de ce
nouvel état fondamental par un écart de plus en plus marqué lorsque l’on se
rapproche du seuil de double ionisation (cf. Fig. 6.6).
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Fig. 6.6 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par CV2 avec état fon-
damental amélioré sans corrélations dans l’état final.

6.4 Double ionisation avec corrélations 3C dans

l’état final

Il s’agit à présent de combiner la nouvelle description de l’état fondamen-
tal avec le système de corrélations 3C dans l’état final(cf. §5.4).

6.4.1 Double ionisation à un photon

Distribution angulaire

La prise en compte des corrélations dans l’état final a encore une fois
un impact très fort sur les distributions en angle (cf. Fig. 6.7), et se re-
trouvent globalement distribuées en deux lobes situés de part et d’autre de
l’axe d’éjection du premier électron (cf. Fig. 6.7 a)). Sur cette même figure,
on constate aussi la possibilité d’éjecter à l’opposé du premier électron par
l’apparition d’un lobe à θk′ = 180o quand l’énergie est répartie différemment
de ε~k = ε~k′ . De plus, l’amplitude relative de chaque lobe est bien plus propor-
tionnée que dans le cas avec les corrélations 3C seulement, et son évolution en
fonction de θk est comparable aux résultats présentés dans [192] (cf. Fig. 6.7
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b) c) d) et e)). Pour chacune de ces configurations, nous constatons l’exis-
tence d’un nœud pour l’émission à l’opposé de l’éjection du premier électron.
Il s’avère donc que l’utilisation d’un état fondamental prenant en compte
un plus grand nombre d’orbitales, couplé à un système de corrélations du
type 3C dans l’état final est déterminante pour une description réaliste des
profils angulaires à un photon. L’état fondamental nous permet de décrire
des situations d’éjection hors équipartition et les corrélations dans l’état fi-
nal introduisent directement la répulsion {électron-électron} dans le double
continuum atomique.

Distribution en énergie

Comme nous l’avons déjà constaté, les distributions en énergie sont forte-
ment modifiées par l’implémentation des corrélations dans l’état final. Nous
retrouvons encore une fois l’accentuation par les corrélations 3C des carac-
téristiques déjà présentes avec l’état fondamental amélioré seul : une domi-
nance des cas extrêmes pour ε~k′ = 0 u.a ou ε~k′ = 0, 45 u.a quand θk < 90o

(cf. Fig. 6.8 a) et b)). Puis, un changement radical pour θk = 90o où encore
une fois, une homogénéité se dégage (cf. Fig. 6.8 c)) et se brise (cf. Fig. 6.8
d)) pour à nouveau laisser place à une configuration extrême (cf. Fig. 6.8 e)
et f)).
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amélioré et corrélations 3C dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a.,
(cf. Fig. 4.5 pour la légende sur les couleurs).



Double ionisation avec corrélations 3C dans l’état final 179

6.4.2 Applications de la théorie CV2 à un photon

A ce stade du développement, les résultats nous encouragent à exploiter
cette forme de l’amplitude de transition et en particulier à comparer avec les
cas expérimentaux et théoriques existants.

Comparaison des profils angulaires avec les résultats expérimen-
taux

Nous nous sommes fondés sur l’article [195] qui regroupe un grand nombre
de configurations angulaires expérimentales. Les caractéristiques du rayon-
nement synchrotron linéairement polarisé de ω = 179 eV (6,58 u.a.) incident
rentrent bien dans le cadre de notre étude à un photon. Bien que ce ne soit
pas une impulsion laser et donc qu’aucun temps d’irradiation ni même une
valeur d’intensité ne soit précisé, nous supposons que les mécanismes en jeu
sont semblables dans les deux cas. En effet, s’ils peuvent être décrits par la
théorie des perturbations car mettant en jeu un grand nombre d’oscillations
du champ, les résultats en particulier les sections efficaces, sont indépendants
du profil temporel de l’impulsion. Dans notre cas, les caractéristiques sont :
E0 = 10−3 u.a. et un nombre de cycles optiques Ncycles = 30, correspondant
à une durée d’impulsion d’environ 700 as. Nous avons par ailleurs vérifié que
les profils sont identiques quand Ncycles augmente. Pour chacun des graphes
de la Fig. 6.9, une configuration différente est considérée. Nous voyons que
nous pouvons reproduire tout à fait convenablement chacune des figures 6
de [195]. Cependant, nous devons utiliser une répartition différente de l’excès
d’énergie de celle décrite dans l’article, dont la valeur pour l’électron émis
suivant la direction θk = 90o (flèche rouge) pour chaque cas est la suivante :
la Fig.6 a) ε~k = 98, 5 eV , la Fig.6 b) ε~k = 90 eV , la Fig.6 c) ε~k = 80 eV ,
la Fig.6 d) ε~k = 70 eV , la Fig.6 e) correspond à l’équipartition ε~k = 50 eV ,
la Fig.6 f) ε~k = 30 eV , la Fig.6 g) ε~k = 20 eV , la Fig.6 h) ε~k = 10 eV , la
Fig.6 i) ε~k = 1, 5 eV . L’énergie de l’autre électron se déduisant par la relation
(4.9). Pour notre cas, la Fig. 6.9 a) correspond à ε~k = 100 eV , la Fig. 6.9
b) correspond à ε~k = 98, 5 eV , la Fig. 6.9 c) correspond à ε~k = 90 eV , la
Fig. 6.9 d) correspond à ε~k = 80 eV , la Fig. 6.9 e) correspond à l’équipar-
tition, la Fig. 6.9 f) correspond à ε~k = 20 eV , la Fig. 6.9 g) correspond
à ε~k = 10 eV , la Fig. 6.9 h) correspond à ε~k = 1, 5 eV , la Fig. 6.9 i)
correspond à ε~k = 0 eV . Ainsi, nous constatons qu’un décalage systéma-
tique intervient lorsque l’on veut reproduire correctement les distributions
angulaires expérimentales. Tout se produit comme si le calcul gérait différe-
ment la répartition en énergie. Cet effet n’est pas encore expliqué mais nous
pouvons avancer l’hypothèse d’une contribution des orbitales d dans l’état
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fondamental. Dans ce même article [195], les calculs théoriques utilisent un
état fondamental décrit par un développement de Hylleraas sur 20 termes
et reproduisant la quasi-totalité de l’énergie de corrélation. Ainsi, bien que
l’énergie de corrélations décrite par les orbitales d représente une très faible
partie de l’énergie de corrélation globalement disponible, leur prise en compte
pourrait être importante pour les distributions angulaires.
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Fig. 6.9 – Distribution CV2 en angles de la DPIω avec état fondamental
amélioré et corrélations 3C dans l’état final dans les conditions de l’article
(voir texte), ω = 179 eV , E0 = 10−3 u.a., a) ε~k = 100 eV , b) ε~k = 98, 5 eV ,
c) ε~k = 90 eV , d) ε~k = 80 eV , e) équipartition ε~k = 50 eV , f) ε~k = 20 eV , g)
ε~k = 10 eV , h) ε~k = 1, 5 eV , i) ε~k = 0 eV .

Profils angulaires d’éjection 3D

Dans ce paragraphe, il s’agit d’étendre le domaine d’étude à l’ensemble
de l’espace. Pour cela, nous avons fait varier l’angle Φ mesurant la différence
entre les angles φk et φk′ (cf. §5.3 et Fig. 2.1) et ainsi calculé la densité
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angulaire correspondante pour chaque pas. Nous reproduisons ainsi une sur-
face représentant l’éjection du second électron dans tout l’espace. Rappelons
que la flèche noire symbolise la direction d’éjection du premier électron et
la flèche rouge la direction de polarisation du laser. Nous avons représenté
trois cas de répartition de l’énergie et deux configurations angulaires pour
chacun d’eux : l’équipartition avec θk = 0o et θk = 45o pour les Fig. 6.10
a) et b), ε~k = 0, 35 u.a. avec θk = 0o et θk = 45o pour les Fig. 6.10 c)
et d), ε~k = 0, 05 u.a. avec θk = 0o et θk = 45o pour les Fig. 6.10 e) et
f). Nous voyons clairement que pour les cas hors équipartition et θk = 0o

(cf. Fig. 6.10 c) et e)), il existe une possibilité pour l’électron de s’éjecter à
θk′ = 180o, contrairement au cas à l’équipartition (cf. Fig. 6.10 a)). Pour les
autres cas (cf. Fig. 6.10 b), d) et f)) seule la magnitude relative de chaque
lobe change.
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Fig. 6.10 – Profils d’éjections angulaires en trois dimensions avec ω =
3, 3 u.a. et E0 = 10−3 u.a.
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Comparaison des profils en énergie intégrés avec les résultats ex-
périmentaux

Un autre point de comparaison avec les résultats expérimentaux, concerne
la distribution en énergie des électrons intégrée sur tout l’espace. Nous avons
choisi dans notre cas ω = 100 eV (3, 67647 u.a.) et E0 = 10−3 u.a. (cf.
Fig. 6.11). Nous remarquons que, globalement, la distribution intégrée est
répartie de manière très homogène le long d’une diagonale représentant la
conservation de l’énergie, les axes étant normalisés à l’excès d’énergie. Les
cas extrêmes, où l’un ou l’autre des électrons emporte la quasi-totalité partie
de l’énergie en excès sont légèrement favorisés. Ces résultats sont en bon
accord avec ceux prédits par [166] mais aussi par une méthode TDSE [213]
et avec les résultats expérimentaux de [214]. Le fait que ces configurations
extrêmes soient favorisées s’explique par les corrélations dans l’état final.
Si l’on procède exactement au même calcul, en ne prenant pas en compte
l’interaction {électron-électron} sous la forme 3C, nous obtenons la Fig. 6.12.
La densité est alors complètement homogène quelle que soit la répartition en
énergie.

Fig. 6.11 – Distribution CV2 en énergie de la DPIω, intégrée sur les angles
avec état fondamental amélioré, corrélations 3C dans l’état final et normalisée
à l’excès d’énergie, ω = 3, 67647 u.a. et E0 = 10−3 u.a.
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Fig. 6.12 – Distribution CV2 en énergie de la DPIω, intégrée sur les angles
avec état fondamental amélioré, sans corrélations 3C dans l’état final et nor-
malisée à l’excès d’énergie, ω = 3, 67647 u.a. et E0 = 10−3 u.a.

6.4.3 Double ionisation à deux photons

Distribution angulaire

Les distributions angulaires sont en définitive assez peu modifiées par
l’emploi d’un état fondamental amélioré (cf. Fig. 6.13) en comparaison avec
le cas He(1s)2 (cf. Fig. 5.11). Globalement, le comportement est assez simi-
laire dans les deux situations et nous observons tout à fait la même tendance
à l’éjection privilégiée à l’opposé du premier électron (cf. Fig. 6.13 a)). La
différence essentielle tient au fait que le cas où le second électron emporte
la totalité de l’énergie en excès (cas rouge), se trouve émis dans la direction
de polarisation (θk′ = 0o). Cependant, les corrélations réajustent fortement
les caractéristiques apportées par l’utilisation de l’état fondamental amélioré,
puisque nous avons vu qu’une éjection préférentielle du second électron dans
la direction du premier était prédite dans ce cas.

Distribution en énergie

Nous retrouvons dans ce cas le même comportement final qu’avec l’emploi
des charges écrantées 2SC (cf. Fig. 6.14). Les configurations non-physiques
sont éliminées (cf. Fig. 6.14 a)) et les cas ε~k = 0 u.a. (noir) et ε~k = 0, 45 u.a.
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(rouge) dominent jusqu’à θk′ = 90o (cf. Fig. 6.14 b)). Puis nous assistons
à une inversion de tendance au delà de θk′ = 90o (cf. Fig. 6.14 c)), les
distributions se répartissant autour de l’équipartition (cf. Fig. 6.14 d), e) et
f))
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amélioré, corrélations 3C dans l’état final, ω = 1, 65 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf.
Fig. 4.5 pour la légende sur les couleurs).
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6.4.4 Applications de la théorie CV2 à deux photons

Profils angulaires d’éjection 3D

De la même manière que dans le cas à un photon, traçons les surfaces re-
présentatives de l’éjection angulaire en trois dimensions pour une énergie de
ω = 1, 65 u.a. et une amplitude de champ de E0 = 10−3 u.a. (cf. Fig. 6.15).
Nous n’avons représenté que deux cas particuliers la répartition en énergie, le
premier électron emportant ε~k = 0, 35 u.a. et émis dans la direction symbo-
lisée par la flèche rouge. Nous avons vérifié par ailleurs que des répartitions
différentes de l’énergie présentaient des caractéristiques d’éjection tout à fait
similaires.

�� ��

Fig. 6.15 – Profils d’éjections angulaires en trois dimensions avec ω =
3, 3 u.a. : a) ε~k = 0, 35 u.a. et θk = 0o, b) ε~k = 0, 35 u.a. et θk = 45o.

Tout comme le cas en géométrie coplanaire, nous voyons l’apparition d’un
second lobe d’éjection dont la magnitude va augmenter jusqu’à ce que les deux
soient symétriques pour θk = 90o. Nous illustrons ici la facilité d’étendre les
calculs de notre méthode à tout l’espace.
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Profils en énergie intégrés

Il s’agit comme précédemment d’intégrer la densité sur tout l’espace afin
d’obtenir une distribution totale en énergie. Nous avons représenté les cas
avec et sans corrélations 3C sur les Fig. 6.16 et Fig. 6.17 suivantes, norma-
lisés à l’énergie en excès. Nous constatons clairement que la distribution en
énergie à deux photons est largement répartie autour de l’équipartition avec
une concavité négative prononcée. En mettant en relation ce résultat avec
les distributions angulaires, nous pouvons conclure que pour cette énergie de
photon, les électrons sont préférentiellement émis à 180o l’un de l’autre, em-
portant chacun une énergie cinétique égale. Nous pouvons également voir que
ce profil est une conséquence directe des corrélations car si l’on omet les corré-
lations 3C dans l’état final, le profil présente une distribution quasi-uniforme
(cf. Fig. 6.17).

Fig. 6.16 – Distribution CV2 en angle de la DPI2ω, intégrée sur les angles
avec état fondamental amélioré, corrélations 3C dans l’état final et normalisée
à l’excès d’énergie ω = 1, 65 u.a., E0 = 10−3 u.a.
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Fig. 6.17 – Distribution CV2 en énergie de la DPI2ω, intégrée sur les angles
avec état fondamental amélioré sans corrélations 3C dans l’état final et nor-
malisée à l’excès d’énergie ω = 1, 65 u.a., E0 = 10−3 u.a.

6.5 Perspectives et conclusion

L’idée est à présent d’exporter le calcul en conditions de champ ultra-
intense et ultra-bref. Les premiers résultats que nous présentons (cf. Fig. 6.18)
sont obtenus avec des champs de E0 = 4 u.a., E0 = 5 u.a., E0 = 6 u.a.,
E0 = 7 u.a., E0 = 8 u.a. et E0 = 9 u.a. correspondant respectivement
à des intensités de I = 1, 404.1017 W.cm−2, I = 1, 755.1017 W.cm−2, I =
2, 106.1017 W.cm−2, I = 2, 457.1017 W.cm−2, I = 2, 808.1017 W.cm−2 et
I = 3, 159.1017 W.cm−2. Le nombre de cycles optiques est N = 5 avec une
énergie de photon de ω = 1, 65 u.a. ce qui correspond à une durée d’impulsion
de l’ordre de τ ≈ 460 as et pour une équipartition de l’énergie des électrons.
Nous constatons que l’éjection évolue fortement d’un profil globalement di-
rigé à l’opposé de l’éjection du premier électron, caractéristique d’une DPI2ω
(cf. Fig. 6.18 a) et b)) vers un profil en lobe caractéristique d’une figure
d’éjection à un photon (cf. Fig. 6.18 c) et d)), où l’éjection à θk′ = 180o

est fortement atténuée (cf. Fig. 6.18 e) et f)). Nous avons vérifié pour un
nombre plus élevé de cycles optiques entre N = 5 et N = 30 soit jusqu’à
une durée d’impulsion τ ≈ 2, 8 fs, que ce phénomène se reproduit. Nous
voyons donc que des comportements atypiques peuvent avoir lieu pour des
conditions particulières de champ intenses. Explorer ces nouveaux domaines
et expliquer ces comportements rentre tout à fait dans le cadre de notre
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approche et constitue une voie vers laquelle nous pouvons nous orienter.
La prise en compte simultanée des corrélations dans l’état initial sous

la forme d’orbitales supplémentaires et dans l’état final sous la forme d’une
répulsion Coulombienne directe s’avère fondamentale pour une bonne des-
cription des profils d’éjection en angle et en énergie. En effet, le modèle de
corrélations 3C seul ne permet que la description angulaire des cas à l’équi-
partition et la prise en compte d’orbitales p ouvre le champ d’application de
la méthode aux configurations hors équipartition. Cependant, la dépendance
des distributions angulaires à ces diverses formes de corrélation semble diffé-
rente entre le cas à un ou deux photon. Ce dernier semble par exemple moins
sensible à une description précise des corrélations dans l’état initial. Malgré
cela, la manière dont nous prenons en compte les corrélations ne nous permet
de conclure que qualitativement. Dans le chapitre suivant, nous revenons sur
la section efficace totale de la DPI2ω pour laquelle nous allons regarder le
rôle des états intermédiaires, négligés dans CV2.
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Fig. 6.18 – Etude de la distribution CV2 en angle de la DPI2ω pour l’équi-
partition avec ω = 1, 65 u.a., état fondamental amélioré et corrélations 3C
dans l’état final en fonction de l’intensité a) E0 = 4 u.a., b) E0 = 5 u.a., c)
E0 = 6 u.a., d) E0 = 7 u.a., e) E0 = 8 u.a., f) E0 = 9 u.a.
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Chapitre 7
Le rôle des états intermédiaires dans la
DPI2ω

7.1 Introduction

Nous avons démontré (cf. §1.4.2) que les termes de transition multipho-
toniques calculés par une méthode Coulomb-Volkov ne prennent pas

en compte les éventuelles résonances par les états intermédiaires liés. Ceci
est dû à l’absence de termes, qui, par comparaison avec les ordres corres-
pondants aux séries de Born représentent ces processus. Pour bien illustrer
la contribution de ces états, nous nous sommes donc orientés vers un déve-
loppement Born au deuxième ordre (Born II) afin de comparer les résultats
obtenus par CV2. Nous savons que Born II prend en compte tous les états
intermédiaires au-travers d’une somme infinie, nous nous limiterons dans ce
manuscrit à l’étude d’un seul d’entre eux dont nous supposons à priori être
le plus important. Il s’agit de l’état He(1s,~k) représentant l’atome dans un
état de simple ionisation (cf. Fig. 4.4). Cependant, avant d’étudier le cas
Born II adapté à la DPI2ω en particulier, nous allons développer l’amplitude
de transition de manière générale.

7.2 Formalisme général

Débutons de l’élément de transition en conditions de perturbation

Tfi = −i

∫ τ

0

dt
〈

Ψ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣Φi(t)
〉

(7.1)

En suivant la démarche de [23] approchons alors l’état initial
∣

∣Φi(t)
〉

par une
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superposition d’états atomiques

∣

∣Φi(t)
〉

'
∣

∣χi(t)
〉

+
N

∑

n>1

aB1
np0

(t)
∣

∣χnp0
(t)

〉

(7.2)

où la quantité aB1
np0

(t) représente l’amplitude de transition calculée à l’aide de
l’approximation de Born I d’atteindre des états intermédiaires de symétrie p,
depuis l’état fondamental i. Dans notre cas, n = (1s,~k), ce qui nous permet
d’écrire

aB1
(1s,~k)

(t) = −i

∫ t

0

dt′
〈

χ(1s,~k)(t
′)
∣

∣

∣V (t′)
∣

∣

∣χi(t
′)
〉

(7.3)

En utilisant cette dernière expression dans (7.2) et elle-même dans (7.1) où
l’on remplace également

〈

Ψ−
f (t)

∣

∣ par
〈

χ−
f (t)

∣

∣, il vient

Tfi ' −i

∫ τ

0

dt
[

〈

χ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣χi(t)
〉

− i

∫ t

0

dt′
〈

χ(1s,~k)(t
′)
∣

∣

∣
V (t′)

∣

∣

∣
χi(t

′)
〉

×
〈

χf (t)
∣

∣

∣
V (t)

∣

∣

∣
χ(1s,~k)(t)

〉 ]

(7.4)
Que l’on réécrit

Tfi ' −i

∫ τ

0

dt
〈

χ−
f (t)

∣

∣V (t)
∣

∣χi(t)
〉

−
∫ τ

0

dt
〈

χf (t)
∣

∣

∣
V (t)

∣

∣

∣
χ(1s,~k)(t)

〉

×
∫ t

0

dt′
〈

χ(1s,~k)(t
′)
∣

∣

∣V (t′)
∣

∣

∣χi(t
′)
〉

(7.5)

Chaque terme de (7.5) représente respectivement les transitions Born au pre-
mier et second ordre. Ce dernier est celui qui nous intéresse et nous allons
l’exploiter tout d’abord sans état intermédiaire, afin de comparer aux résul-
tats CV2.

7.3 Born II sans états intermédiaires

Nous voulons vérifier si les résultats que nous avons obtenus par CV2 sont
cohérents avec une approche de type Born. Pour cela, l’idée est de recalculer
la section efficace à l’aide de l’amplitude de Born au second ordre sans états
intermédiaires, que l’on a démontré identique à l’amplitude CV2. Elle se
déduit de (7.5) et s’écrit sous la forme
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TB2
fi ' −

∫ τ

0

dt E(t)A(t)

〈

χ−
f (t)

∣

∣

∣

∣

[

(~r1 + ~r2) · λ̂
]2

∣

∣

∣

∣

χi(t)

〉

(7.6)

et l’on va décrire l’état final par la somme de fonctions Coulombiennes

χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

C−
k (~r1, t)C−

k′(~r2, t) + C−
k (~r2, t)C−

k′(~r1, t)
]

= N
[

ψ−
k (~r1)ψ

−
k′(~r2) + ψ−

k (~r2)ψ
−
k′(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

(7.7)

où les ondes Coulombiennes sont définies par (2.45). Quant à l’état initial, il
est décrit par le produit d’hydrogénöıdes 1s

χi(~r1, ~r2, t) = ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2) exp(−iεHet) (7.8)

avec εHe = −2, 8476562 u.a. et les orbitales définies en (2.39). Regardons
plus précisément la perturbation

[

(~r1 + ~r2) · λ̂
]2

= (r1 cos θ1 + r2 cos θ2)
2

= (r1 cos θ1)
2 + (r2 cos θ2)

2 + 2r1r2 cos θ1 cos θ2

(7.9)

Les termes en (r cos θ)2 de (7.9) représentent l’absorption de deux photons
par le même électron. Nous allons négliger volontairement ce type de cou-
plage pour deux raisons : premièrement, nous supposons qu’en conditions de
perturbation, le premier terme de transition domine dans le calcul des sec-
tions efficaces, ainsi l’absorption de deux photons par un électron serait faible
en comparaison de l’absorption d’un photon par chaque électron. Deuxième-
ment, nous savons également que toutes ces transitions à un et deux photons
sont incluses dans l’amplitude CV2. Ainsi, en réduisant la perturbation à
l’absorption d’un photon par chaque électron dans l’amplitude Born II, nous
pourrons mesurer par comparaison, la contribution de l’absorption de deux
photons par un électron également présent dans CV2. Simplifions donc la
perturbation à 2r1r2 cos θ1 cos θ2. Injectons à présent cette dernière expres-
sion dans (7.6) mais aussi celles de Φ−

f (t) et Φi(t), il vient

TB2
fi ' (−i)2N

∫ τ

0

dt E(t)A(t)

∫

d~r1

∫

d~r2

[

ψ−
k
∗
(~r1)ψ

−
k′

∗
(~r2) + ψ−

k
∗
(~r2)ψ

−
k′

∗
(~r1)

]

2r1r2 cos θ1 cos θ2

ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2) exp
[

−i(ε~k + ε~k′ − εHe)t
]

(7.10)
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Nous remarquons que des termes entre crochets sont identiques dans l’échange
~r1 ←→ ~r1 et nous pouvons réécrire plus simplement l’expression précédente

TB2
fi ' −4N

∫ τ

0

dt E(t)A(t) exp
[

−i(ε~k + ε~k′ − εHe)t
]

∫

d~r1

∫

d~r2ψ
−
k
∗
(~r1)ψ

−
k′

∗
(~r2)r1r2 cos θ1 cos θ2

ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

(7.11)

Nous voyons tout de suite apparâıtre une forme particulière d’intégrale K~k~k′(t)

définie comme un produit d’intégrales Ĩ~k(t) quand ~A(t) −→ 0

K~k~k′(t) =

∫

d~r1ψ
−
k
∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

×
∫

d~r2ψ
−
k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r2)

= lim
~A(t)→0

Ĩ~k(t)Ĩ~k′(t)

(7.12)

Il est facile de déduire de l’expression de Ĩ~k(t) sa limite pour ~A(t) → 0 que

l’on nomme K̃~k(t) et qui se met sous la forme (cf. Annexe D)

K̃~k(t) = −i
25/2Z

3/2
i (2Zi − Zk)

π

kz

α3
exp

[

ν
(π

2
− 2ϕ

)]

Γ(2 − iν) (7.13)

avec ν =
Zk

k
; Zk = 2 ; Zi = 1, 6875 ; ϕ = arctan

(

k

Zi

)

et α = Z2
i + k2. De

manière analogue, nous avons la limite de Ĩ~k′(t)

K̃~k′(t) = −i
25/2Z

3/2
i (2Zi − Zk′)

π

k′
z

α′3
exp

[

ν ′
(π

2
− 2ϕ′

)]

Γ(2 − iν ′) (7.14)

avec ν =
Zk′

k′
; Zk′ = 2 ; Zi = 1, 6875 ; ϕ′ = arctan

(

k′

Zi

)

et α′ = Z2
i + k′2. En

remplaçant chacune de ses expressions dans (7.12) nous déduisons la forme
finale de TB2

fi
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TB2
fi ' N

27Z3
i (2Zi − Zk)(2Zi − Zk′)

π

kk′

αα′

× exp
[π

2
(ν + ν ′) − 2 (ϕν + ϕ′ν ′)

]

Γ(2 − iν)Γ(2 − iν ′)

×
∫ τ

0

dt E(t)A(t) exp
[

−i(ε~k + ε~k′ − εHe)t
]

(7.15)

L’un des points intéressants de ce développement est qu’avec les expressions
de champ que l’on utilise, l’intégrale sur le temps est analytique et son déve-
loppement est donné en annexe H. Le calcul de la probabilité totale se fait
donc par la formule connue

P = 4π2

∫ +∞

0

dk

∫ +∞

0

dk′

∫ π

0

dθk sin θk

∫ π

0

dθk′ sin θk′(kk′)2
∣

∣TB2
fi

∣

∣

2
(7.16)

La section efficace que l’on déduit de cette formule est référencée Born II (1)
et reportée sur le graphe suivant (cf. Fig. 7.1). Deux conclusions s’imposent :
la première confirme que les calculs CV2 effectués sont corrects mais aussi que
l’essentiel de la section efficace (80% environ) est dominée par l’absorption
d’un photon par chaque électron uniquement.

7.4 Born II avec état intermédiaire

A nouveau, nous allons développer une amplitude de transition Born II
en considérant cette fois l’état intermédiaire He+(1s,~k). Elle s’écrit alors

TB2
fi ' −

∫ τ

0

dt
〈

χf (t)
∣

∣

∣
V (t)

∣

∣

∣
χ(1s,~k)(t)

〉

∫ t

0

dt′
〈

χ(1s,~k)(t
′)
∣

∣

∣
V (t′)

∣

∣

∣
χi(t

′)
〉

(7.17)
Intéressons nous tout d’abord au premier facteur de l’expression précédente,
que l’on nomme M1

M1 =

∫ τ

0

dt
〈

χf (t)
∣

∣

∣V (t)
∣

∣

∣χ(1s,~k)(t)
〉

(7.18)

et qui devient

M1 =

∫ τ

0

dt

∫

d~r1

∫

d~r2 χ∗
f (~r1, ~r2, t)V (~r1, ~r2, t)χ(1s,~k)(~r1, ~r2, t) (7.19)
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Fig. 7.1 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II sans états in-
termédiaires et réduite à l’absorption d’un photon par chaque électron (TS2),
référencée Born II (1).

Précisons comme à chaque fois l’expression des fonctions d’onde. Nous uti-
lisons le même état final que pour le calcul précédent c’est-à-dire (7.7). Par
contre, nous allons modéliser l’état intermédiaire comme une somme symé-
trisée d’un produit d’une onde Coulombienne représentant l’état de l’électron
éjecté dans le continuum et d’une orbitale 1s pour celui restant dans la struc-
ture ionique. Nous labelisons toutes ces fonctions par un (( ⊕ )) afin de les
distinguer des autres en particulier pour le choix des charges nucléaires.

χ(1s,~k)(~r1, ~r2, t) = Nj

[

C−
~k

⊕
(~r1, t)χ

⊕
1s(~r2, t) + C−

~k

⊕
(~r2, t)χ

⊕
1s(~r1, t)

]

= Nj

[

ψ−
~k

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2) + ψ−

~k

⊕
(~r2)ϕ

⊕
1s(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + εHe⊕)t
]

(7.20)

Il faut ajouter que dans ce cas, les transitions continu-continu ont été ignorées.
On peut donc démontrer qu’avec ce type d’états l’expression finale de M1 est
(cf. Annexe I)
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M1 = −iNNj
27/2Z⊕

i
3/2

(2Z⊕
i − Zk′)

π

k′
z

α′3
exp

[

ν ′
(π

2
− 2ϕ′

)]

Γ(2 − iν ′)

×
∫ τ

0

dt E(t) exp
[

i(ε~k′ − εHe⊕)
]

(7.21)
De la même manière, nous pouvons déterminer une expression de M2, deuxième
facteur de (7.17) (cf. Annexe I)

M2 = −iNj
213/2Z3

i Z
⊕
i

3/2
(2Zi − Z⊕

k )

π(Z⊕
i + Zi)3

kz

α3
exp

[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ

)]

Γ(2 − iν⊕)

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′
]

(7.22)
Enfin, l’amplitude de transition s’écrit
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k )
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kzk
′
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(αα′)3

× exp
[π

2
(ν ′ + ν⊕) − 2(ϕ′ν ′ + ϕν⊕)

]

Γ(2 − iν ′)Γ(2 − iν⊕)

×
∫ τ

0

dt E(t) exp
[

i(ε~k′ − εHe⊕)t
]

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′
]

(7.23)

Encore une fois, chaque intégrale sur le temps est analytique (cf. Annexe H).
L’expression du dessus représente un processus direct cohérent où un électron
est excité vers un état He(1s,~k) durant un temps fini ; la transition vers le
double continuum se faisant ensuite par l’absorption d’un deuxième photon
par l’électron résiduel. Il faut noter que comme nous sommes dans le cas de
la double ionisation directe (ω < 2 u.a.), le processus de double ionisation ne
passe donc pas par l’ionisation de He suivie de l’ionisation de He+.

7.4.1 Section efficace

Nous nous sommes tout d’abord intéressés au cas sans corrélations dans
l’état intermédiaire, c’est-à-dire que nous avons posé Zi = 1, 6875 pour l’état
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fondamental, Z⊕
i = 2 et Z⊕

k = 2 pour l’état intermédiaire et Zk = Zk′ = 2
pour l’état final et la section efficace est référencée Born II (2) (cf. Fig. 7.2).

Nous voyons clairement que l’état He(1s,~k) joue un rôle de plus en plus im-
portant au fur et à mesure que l’énergie du photon augmente. Nous pouvons
également constater que le comportement est bien plus proche des autres
calculs en particulier au niveau de la pente. Cependant, nous pouvons nous
interroger sur le redressement visible pour ω > 51 eV . Pour cela, nous avons
prolongé le calcul au-delà du seuil de double ionisation séquentielle ; référencé
Born II (3) (cf. Fig. 7.3). Nous observons clairement que cette augmentation
n’est pas due à une divergence, puisque les résultats sont continus. Il s’agit en
définitive de la contribution importante de l’intégrale sur t de (7.23) repré-
sentant le couplage à un photon de l’état He+(1s) vers un continuum k′p. La
différence d’énergie nécessaire pour ioniser est de 2 u.a. et dès que l’énergie
du photon se rapproche de cette valeur, l’argument de l’exponentielle tend
vers 0, sa contribution à l’intégrale est alors maximale. Ici, il faut noter que
pour ω > 2 u.a., on est dans le régime de DPI2ω séquentiel avec possibilité
d’ioniser He par un photon puis He+ par absorption d’un photon supplé-
mentaire. Ce processus n’est pas représenté par CV2 mais une prolongation
de cette étude serait de l’appliquer aux temps ultra-brefs, où la relaxation
vers He+ n’a pas le temps de se faire. La validité de cette approche pourrait
être étudiée dans ce contexte.

Par ailleurs, afin de regarder l’influence des corrélations à l’ordre 0, nous
allons les modéliser dans l’état intermédiaire et dans l’état final par un
procédé analogue à celui des charges variables. Cependant, rappelons tout
d’abord comment est défini le processus de DPI2ω décrit par le traitement
Born II

He(1s, 1s)
ω−→ He(1s,~k)

ω−→ He(~k, ~k′) (7.24)

Les deux électrons sont initialement dans un état 1s avec une charge Zi =
1, 6875. Par absorption non-résonante d’un photon, l’hélium se trouve dans
un état transitoire (1s,~k), puis par absorption du deuxième photon dans l’état

final (~k, ~k′). Si l’on regarde chaque électron individuellement, le système de
charges relatif à chacun d’eux est le suivant

He(1s)
ω−→ He⊕(~k) −→ He2+(~k)

Zi = 1, 6875 Z⊕
k = 2 Zk = 2

He(1s) −→ He⊕(1s)
ω−→ He2+(~k′)

Zi = 1, 6875 Z⊕
i = 2 Zk′ = 2

(7.25)

Nous voyons que l’un des électrons évolue d’un état du continuum He⊕(~k)
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vers un autre état du continuum He2+(~k), tous deux calculés avec la même
charge nucléaire. Ainsi, le recouvrement entre ces deux états sera 1. Dans
les calculs qui suivent, en particulier quand nous modifierons les charges
nucléaires de l’état intermédiaire, nous veillerons à toujours avoir Z⊕

k = Zk.
Ainsi, pour évaluer l’impact des effets d’écran dans cet état intermédiaire, le
système de charges variables que nous avons mis en place est le suivant

{

Z⊕
k = Zk = 1 et Zk′ = 2 si k > k′

Z⊕
k = Zk = 2 et Zk′ = 1 si k < k′ (7.26)

Sous cette forme, nous voyons très clairement que l’introduction d’un état
intermédaire et des corrélations à l’ordre 0 dans cet état a le même impact que
le calcul CV2 ; résultats référencés Born II (4) (cf. Fig. 7.4). Il est donc clair
que la sous-estimation de la section efficace de DPI2ω est due à l’absence des
états intermédiaires et que les corrélations au sein de chacun d’eux doivent
être considérées.
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Fig. 7.2 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
intermédiaire et sans corrélations dans l’état intermédiaire ni final, référencée
Born II (2).



202 Le rôle des états intermédiaires dans la DPI2ω

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 1.4  1.5  1.6  1.7  1.8  1.9  2  2.1  2.2  2.3

Feng 2003
Piraux 2003
Laulan 2003

Hu 2005
Foumouo 2006

Ivanov 2007
Niko. 2007

Hasegawa 2005
Sorokin 2007

CV2 Zk=2
Born II (3)

���
���
��
��
���

σ
H

e
2
+
(2

ω
,
2e

−
)(

10
−

52
cm

4
.s

)

ω 	u.a.


Fig. 7.3 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
intermédiaire et sans corrélations dans l’état intermédiaire ni final, prolongée
au-delà du seuil de double ionisation, référencée Born II (3).
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Fig. 7.4 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
intermédiaire et avec corrélations variables dans l’état intermédiaire et l’état
final, référencée Born II (4).
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7.5 Born II avec état intermédiaire et fonda-

mental amélioré

Nous allons développer la même amplitude de transition que précédement
avec l’état fondamental amélioré que nous avons déjà utilisé pour l’amplitude
CV2. La seule différence avec précédemment tient au calcul de M2 puisque
c’est dans ce facteur qu’intervient l’état fondamental. Nous pouvons donner
sa forme finale en faisant référence à l’annexe I.

M2 = −i
Nj

(1 + λ2)1/2

{

N 213/2(abZ⊕
i )3/2

π
kz exp

(
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2
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×
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′]

(7.27)
Utilisons cette dernière expression pour calculer l’amplitude de transition
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×
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(7.28)
Nous pouvons vérifier que l’utilisation d’un état fondamental plus précis a
pour conséquence d’abaisser le calcul de la section efficace et sous-estime
le calcul CV2 pour les faibles énergies de photon. Ce phénomène est dû
à l’énergie du nouvel état fondamental qui est différente du cas (1s)2. Si
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on accorde arbitrairement ces énergies à εi = −2, 8476562 u.a., le calcul
de la section efficace est en meilleur accord aux basses énergies, mais sous
estime de la même manière pour ω > 1, 6 u.a. ; les résultats sont référencés
Born II (5) (cf. Fig. 7.5). Nous pouvons aussi montrer que l’essentiel de la
contribution vient des orbitales 1s1s′ de l’état fondamental, car les calculs
cöıncident quand on supprime les orbitales 2p ; référencés Born II (6) (cf.
Fig. 7.6). En dernier point, la contribution de l’état fondamental amélioré
est négligeable quand on prend en compte les corrélations radiales du type
(7.26) dans l’état intermédiaire et final ; ces derniers résultats sont référencés
Born II (7) (cf. Fig. 7.7).
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Fig. 7.5 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
fondamental amélioré d’énergie εi = −2, 8476562 u.a. sans corrélations dans
l’état intermédiaire ni final, référencée Born II (5).
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Fig. 7.6 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
fondamental amélioré sans orbitales 2p, d’énergie εi = −2, 8476562 u.a. sans
corrélations dans l’état intermédiaire ni final, référencée Born II (6).
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Fig. 7.7 – Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état fon-
damental amélioré d’énergie εi = −2, 8476562 u.a. avec corrélations radiales
dans l’état intermédiaire, référencée Born II (7).
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7.6 Conclusion

Le but de ce chapitre a été d’évaluer quelle pouvait être la contribution
des états intermédiaires à la section efficace de DPI2ω. Pour cela, nous avons
développé un traitement Born II prenant explicitement en compte l’un d’eux :
l’état de simple ionisation de l’hélium He+. Nous avons supposé qu’il jouait
un rôle majeur pour ce processus. Dans ce cas, l’un des électrons est éjecté
dans le continuum par l’absorption d’un photon, l’autre se retrouvant (( ins-
tantanément )) dans un état propre 1s de He+. Nous avons vérifié par compa-
raison qu’en simplifiant notre modèle Born II à la description de l’absorption
directe d’un photon par chaque électron, ce mécanisme dominait dans le cal-
cul CV2. Puis, nous avons démontré l’importance de cet état intermédiaire,
atteint par l’absorption d’un photon et en particulier la dépendance du cal-
cul aux effets d’écran pouvant y intervenir. Enfin, nous avons vu le faible
impact relatif de l’état fondamental amélioré quand la transition par un état
intermédiaire est rendue possible.



Conclusion

Cette étude de la DPI de l’hélium à un et deux photons en condition
de fortes intensités laser et d’impulsions brèves, nous a permis de dé-

gager des tendances générales. Tout d’abord, nous avons mis en lumière le
fait qu’une méthode CV2 de base n’était pas satisfaisante pour les distribu-
tions en angle et en énergie de chacun des cas. Nous avons ensuite vu qu’à
deux photons, la disymétrie qui intervient dans la production des lobes est
due à un mélange de TS2 majoritaire et d’une proportion plus faible d’un
processus annexe ; l’absorption de deux photons par un électron puis du re-
couvrement de l’électron résiduel sur un état du continuum, conduisant en
pratique à des configurations de moments angulaires (1,1) et (0,2). En ce qui
concerne la section efficace totale à un photon, il s’avère que les résultats
sont en très bon accord avec ceux de référence, en choisissant des charges nu-
cléaires Zi = 1, 6875 et Zk = Zk′ = 2. Cette configuration serait un optimum
du calcul pour une première approche reposant sur la description d’un état
fondamental à l’aide d’un produit d’orbitales 1s et d’un état final comme une
somme antisymétrisée de fonctions Coulombiennes non corrélées. Nous avons
ensuite travaillé sur les corrélations dans l’état final, afin de mieux décrire
les distributions en angle et en énergie, et en particulier sur deux systèmes
de charges écrantées dans l’état final (corrélations à l’ordre 0). Tous deux
se sont révélés inadaptés pour les distributions lors de l’ionisation à un ou
deux photons. Cependant, l’utilisation de ces systèmes donne des résultats
encourageants pour la section efficace totale à deux photons, où les résul-
tats se rapprochent sensiblement du reste des travaux disponibles. Bien que
ces deux systèmes procèdent à une redistribution différente de la probabilité
d’ionisation, il semble toutefois que l’écrantage de charges dans l’état final
joue un rôle beaucoup plus important pour le mécanisme primaire de double
ionisation à deux photons qu’à un photon. Le processus de redistribution de
la probabilité vers tous les canaux ouverts (corrélations angulaires) a consti-
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tué la deuxième étape de notre étude de l’interaction {électron-électron}. Sa
prise en compte au moyen d’une onde Coulombienne représentant la répul-
sion électrostatique entre les deux électrons s’est avérée déterminante pour
les distributions en angle et en énergie. Pourtant, la manière dont nous avons
considéré ces corrélations dans l’état final n’a pas permis de conclure quan-
titativement, en particulier à propos des sections efficaces totales à un et
deux photons. Bien que nous nous soyons rapprochés des résultats angulaires
théoriques existants à deux photons, la description correcte des distributions
angulaires à un photon s’est limitée à l’équipartition de l’excès d’énergie
entre les électrons. De là s’est imposée l’étude de l’état fondamental, où la
prise en compte de manière plus précise des corrélations s’est traduite par
l’inclusion explicite d’orbitales 2p0, 2p±. La description de nouveaux profils
hors équipartition, toujours pour le cas à un photon, a dès lors été possible.
Au niveau des distributions angulaires, nous reproduisons assez bien le com-
portement expérimental avec toutefois un décalage dans la répartition en
énergie, point qui nécessiterait un examen approfondi. Nous avons pu dans
ce cadre, déterminer les distributions angulaires dans l’espace mais également
des distributions en énergie intégrées sur toutes les configurations spatiales.
En mettant en lien ces résultats avec ceux des distributions angulaires, nous
prédisons que pour la DPI2ω avec une énergie de photon de ω = 1, 65 u.a.,
les électrons sont préférentiellement émis à l’opposé l’un de l’autre et avec
une même énergie cinétique. Enfin, nous avons étudié l’influence d’un état
intermédiaire en particulier sur la DPI2ω et montré l’importance grandis-
sante qu’il pouvait avoir dans le processus d’ionisation double. Nous avons
à ce propos soulevé la problématique des effets d’écran dans cet état et en
particulier leur importance relative par rapport aux corrélations dans l’état
initial. Il s’avère que ces dernières jouent un rôle moindre que les corrélations
dans l’état intermédiaire lorsque celui-ci contribue à la dynamique générale
du système.
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Le travail présenté dans ce manuscrit s’inscrit dans une thématique qui
prend actuellement un essor considérable, liée à l’utilisation de rayon-

nements XUV brefs et intenses pour sonder la matière. Dans ces conditions
et à l’échelle atomique, seuls quelques photons interviennent et la distinction
entre tous les processus peut dès lors se faire plus précisément. De plus, l’utili-
sation d’un rayonnement présentant un large spectre multiplie les possibilités
de transitions vers un grand nombre d’états atomiques. L’approche théorique
que nous avons adoptée dans ce contexte est de type analytique approchée, et
se fonde sur l’utilisation d’états de Coulomb-Volkov pour décrire l’état d’un
système atomique en interaction à chaque instant avec une impulsion laser.
Sous sa forme actuelle, elle s’avère adaptée à une large gamme d’énergies
de photon et de durées d’impulsion, que l’on peut facilement étendre au ré-
gime XUV ultra-bref ; toutefois, cette approche reste contrainte par l’emploi
d’intensités modérées. L’objectif de ce travail a été d’exporter cette méthode
vers trois nouveaux champs d’investigation : les intensités de champ laser au-
delà des conditions de perturbation, les processus non-linéaires d’excitation
et d’ionisation double et les systèmes multiélectroniques. Après avoir revu
les grands principes de l’interaction laser-atome au chapitre 1 et décrit le
développement des amplitudes de transition pour l’excitation de l’hydrogène
et l’ionisation double de l’hélium au chapitre 2, l’étude de l’interaction de
l’hydrogène en champ intense nous a amené à prendre en compte dans un
développement Coulomb-Volkov conventionnel (CV2), le dépeuplement im-
portant de l’état fondamental au cours de l’interaction. Ceci a été réalisé dans
le chapitre 3 par la résolution d’équations couplées réduites, nous donnant la
population de l’état fondamental, en considérant son couplage avec le conti-
nuum dominé par la transition à un photon. Ceci se justifie par les énergies de
photon élevées que l’on envisageait alors. En tout état de cause, il apparâıt a
posteriori que cette hypothèse est valable tant que l’intensité du laser ne per-
met pas aux ordres supérieurs de transition de contribuer à la même propor-
tion que le premier ordre. Ainsi, nous reproduisons par exemple très bien les
spectres d’ionisation du défaut d’un cristal, assimilé à un atome d’hydrogène,
lorsque l’énergie du photon reste supérieure au potentiel d’ionisation. Nous
constatons que par une procédure relativement simple, nous sommes capables
d’étendre le domaine d’application à des intensités de champ jusqu’alors dif-
ficilement accessibles par une approche CV2. Nous avons par ailleurs vérifié
qu’à partir des équations couplées réduites, nous pouvons déduire directement
la population de l’état du continuum et qu’en conditions où la dynamique
est dominée par la transition à un photon, nous prédisons très bien par ce
biais le spectre en énergie des électrons éjectés. Les applications prospectives
à envisager sont multiples dès lors que l’on s’intéresse à des champs intenses,
de l’ordre d’une u.a. (soit I = 3, 51.1016 W.cm−2) par exemple. Dans ce
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cas, aucune des théories usuelles d’ionisation par effet tunnel (KFR,ADK)
ne prédit correctement les taux d’ionisation car les transitions sont calculées
vers un état final de Volkov non-perturbé [17]. Nous pourrions ainsi évaluer
par notre méthode CV2 renormalisée (RCV2) la contribution de l’interaction
Coulombienne sur les taux d’ionisation en conditions de champ intense.

La seconde étude du chapitre 3 se focalise sur des transitions intervenant à
l’aide d’énergies de photon plus petites que la moitié du potentiel d’ionisation
de l’hydrogène. Il devient alors nécessaire de considérer les transitions multi-
photoniques entre les états liés de sa structure atomique. En appliquant une
amplitude de transition établie au chapitre 2, nous avons pu calculer la pro-
babilité que ces phénomènes se produisent. Nous sommes parvenus à décrire
correctement l’excitation multiphotonique des premiers états de l’hydrogène
lorsque l’intensité du laser reste cette fois en conditions de perturbation. Ce-
pendant, restreindre cette description à seulement deux niveaux ne permet
pas de décrire la dynamique via tous les autres états de la structure atomique
accessibles par des photons situés dans la largeur spectrale du laser. En par-
ticulier, l’apparition de pics secondaires dans le spectre d’absorption produit
par une méthode ab initio (résolution numérique de l’équation de Schrödin-
ger dépendante du temps, ESDT) témoigne de ces passages. Toutefois, par
comparaison avec des résultats du type ESDT, nous pouvons clairement iden-
tifier et évaluer la contribution des processus mis en jeu entrant dans le cadre
d’une description CV2. L’une des perspectives de ce traitement appliqué aux
états liés, pourrait être l’étude du doublet Autler-Townes apparaissant lors
des transitions multiphotoniques par des états intermédiaires quasi-résonants.
Ce doublet peut être décrit en incluant explicitement l’un de ces états dans
l’état initial (( réel )) à l’aide d’un développement MCV2 adapté [147]. Puis,
l’utilisation d’une impulsion présentant une dérive de fréquence permettrait
de sélectionner le passage par l’une ou l’autre des composantes du doublet.
Il s’agit donc d’étudier comment contrôler les voies (canaux) d’ionisation
par des caractéristiques intrinsèques à l’impulsion laser. Par ailleurs, nous
pouvons également nous orienter vers une modélisation plus générale de la
structure atomique. Par exemple, par la prise en compte explicite des pre-
miers états liés 2s et 2p, puis considérer la contribution des états suivants à
l’aide d’une loi en N−3. Ce serait ainsi une manière de développer un trai-
tement CV2 plus global, tout en gardant un temps de calcul court et en
évitant de rentrer en compétition avec des traitements de type ESDT. De
plus, puisque le cas monoélectronique semble tout à fait adapté à une des-
cription CV2, nous pouvons envisager dans ce cadre la description de spectres
d’harmoniques d’ordre élevées. En considérant d’une part l’ionisation multi-
photonique d’un atome vers les états du continuum par une amplitude CV2,
d’autre part la recombinaison radiative à un seul photon de l’électron du
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continuum vers l’état initial à l’aide d’une amplitude de type Born, il sera
possible de modéliser le processus électronique de génération d’harmoniques
(cf. [18] équation (62)). Le spectre harmonique pourra ensuite être déduit
par une transformée de Fourier de l’amplitude de probabilité ainsi calculée.
Mais également, du fait de la souplesse du traitement, en particulier pour
paramétrer le champ laser incident, nous pourrions envisager des études en
fonction de sa polarisation. De ce fait, nous pourrions décrire la génération
d’harmoniques induites par des impulsions présentant une polarisation va-
riant pendant la durée de l’interaction. L’objectif est de se rapprocher des
protocoles expérimentaux de confinement de la génération d’harmoniques tels
que la porte d’ellipticité [55] qui consiste à restreindre le temps de génération,
maximum en polarisation linéaire, par une modulation de la polarisation du
rayonnement IR fondamental. Plus généralement, l’étude des conséquences
de l’utilisation d’un tel rayonnement polarisé sur la dynamique électronique
semble accessible. Un autre sujet d’étude peut être de travailler avec une su-
perposition de champs laser. De fait, la voie serait ouverte à la description de
processus à deux couleurs : par exemple l’ionisation par une impulsion harmo-
nique couplée à l’impulsion IR primaire atténuée. Dans ce cas, des structures
satellites dénommées (( bandes-latérales )) (ou (( side-bands ))) apparaissent
entre les pics d’absorption des harmoniques. Deux canaux contribuent à la
production d’une bande-latérale : d’une part l’absorption d’un photon harmo-
nique d’ordre inférieur plus un photon de l’IR, d’autre part l’absorption d’un
photon harmonique d’ordre supérieur et l’émission stimulée d’un photon IR.
Ce phénomène se répète pour chaque ordre de transition harmonique consé-
cutif, c’est un processus multiphotonique. L’intensité des bandes-latérales
dépend du délai de recouvrement entre les deux impulsions et l’analyse du
comportement de leurs phases relatives permet d’extraire l’information sur la
dérive de fréquence du train d’impulsions harmoniques [55]. Dans un premier
temps, nous serions en mesure de reproduire ces structures satellites ; par la
suite, la prise en compte dans notre modèle de la dérive de fréquence nous
permettrait de regarder le détail des caractéristiques des bandes-latérales.

Dans un troisième temps (partie 2), nous avons effectué une étude ex-
haustive, sur la base de l’approche CV2, de la double ionisation de l’hélium
par absorption d’un et deux photons. La double ionisation par absorption
d’un photon (DPIω) ayant largement été étudiée, nous avons pu comparer
notre (( modèle simple )) avec les résultats théoriques et expérimentaux déjà
publiés. La double ionisation par absorption de deux photons (DPI2ω) est
quant à elle un domaine beaucoup plus ouvert, les résultats théoriques et ex-
périmentaux divergeant à ce propos. Notre approche nous a permis d’extraire
les sections efficaces totales et les distributions en angle et en énergie. Nous
avons montré que les corrélations électroniques jouent des rôles très différents
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dans la DPIω et DPI2ω. Nous avons tout d’abord étudié la DPIω, et montré
qu’aux intensités utilisées dans ce travail, l’approche CV2 correspond à une
théorie des perturbations au premier ordre (chapitre 4). Des résultats calculés
par des approches fondées sur cette théorie peuvent donc être directement
comparés à nos résultats. Dans notre cas, une représentation simple impli-
quant deux orbitales 1s écrantées pour l’état initial et deux Coulombiennes
pour l’état final (calculées en supposant que les électrons subissent un champ
crée par la même charge nucléaire Zk = Zk′ = 2) conduit à une évaluation
de la section efficace en accord avec les résultats de la DPIω existants, sur
une large gamme d’énergies de photon. Une telle représentation conduit à
un couple de moments angulaires électroniques (0,1) dans l’état final et est
donc très incomplète. Cependant, si on excepte tout accord fortuit, on peut
imaginer que ce canal représente bien le flux (( primaire )) de double ioni-
sation à un photon, mais la redistribution par les corrélations électroniques
entre les canaux de double ionisation de moments angulaires (1,2), (2,3) etc.
est bien sûr absente de la représentation. Ceci est confirmé par l’analyse des
distributions en angle de l’éjection des électrons qui ne correspondent pas
aux résultats expérimentaux. Nous avons donc poursuivi notre étude dans le
chapitre 5 par la prise en compte de l’effet des corrélations dans l’état final
et par l’amélioration de l’état initial dans le chapitre 6. Nous avons appliqué
dans l’état final un facteur de normalisation ((( facteur de Maulbetsch ))) qui
prend en compte la répulsion électronique et obtenu de bons résultats pour
les distributions angulaires dans le cas d’une équipartition de l’énergie des
électrons émis. Il faut néanmoins noter qu’avec ce facteur, l’état final n’est
plus correctement normalisé et il est impossible de calculer quantitativement
des sections efficaces absolues. Lorsqu’on améliore la représentation de l’état
initial en incluant des orbitales 2p, on obtient des distributions angulaires qui
se comparent bien avec les résultats théoriques et expérimentaux existant à
la fois à l’équipartition et hors équipartition. De bons résultats sont aussi
obtenus pour la distribution en énergie des électrons intégrée sur tout l’es-
pace : par exemple pour des photons de 100 eV (3, 676 u.a.) (apportant un
excès d’énergie de 21 eV (0, 77 u.a.) au-dessus du seuil de double ionisation),
on obtient un profil plat relevé aux extrémités correspondant à un électron
emportant la quasi-totalité de l’énergie en excès. Ce résultat est en accord
avec les profils expérimentaux [214], mais aussi en bon accord avec la distri-
bution théorique calculée par D. Proulx et R. Shakeshaft [166]. Ces derniers
montrent également que pour des énergies de photon supérieures à 100 eV ,
le canal où un des électrons emporte la quasi-totalité de l’excès d’énergie est
favorisé. Exporter notre calcul à ces énergies constitue la prochaine étape de
notre travail, d’autant que des résultats expérimentaux sont disponibles avec
des photons de 179 eV (6,58 u.a.) [195]. Nous voyons ainsi qu’il est abso-



Conclusion et perspectives 215

lument nécessaire de représenter finement les corrélations électroniques à la
fois dans les états initial et final pour avoir une description complète de la
DPIω au moins au niveau des distributions angulaires. Ce travail constitue
donc un test positif pour le développement CV2 ; en même temps, il met en
lumière les différences avec la dynamique du processus de DPI2ω.

Pour ce mécanisme, nous avons montré que l’approche CV2 de la DPI2ω
prend en compte deux types de processus : d’une part l’absorption directe
d’un photon par chacun des électrons décrit par une orbitale 1s de l’état
initial (TS2), et d’autre part l’absorption de deux photons par un électron 1s
et l’éjection subséquente de l’autre électron par recouvrement sur un état du
continuum. Contrairement à la DPIω, le développement de l’amplitude CV2
aux intensités modérées ne correspond pas à la théorie des perturbations au
deuxième ordre (Born II). La relaxation de l’ion He+ qui intervient lors de la
double ionisation séquentielle, n’est par exemple pas représentée dans l’ap-
proche CV2. Nous pouvons cependant montrer que si l’on veut s’orienter vers
l’étude de la compétition entre le processus direct et le processus séquentiel
d’ionisation double, la première étape, l’ionisation simple de l’hélium, est en
très bon accord avec les résultats expérimentaux (cf. Fig. 7.8). En particulier
dans la région d’énergie de photon où ce processus séquentiel domine c’est-
à-dire pour ω > 2 u.a. Notre étude a donc porté sur la double ionisation
directe de l’hélium avec des énergies de photon inférieures à 2 u.a. (54,42
eV ). Dans le cadre de notre développement le plus simple décrit plus haut
(sans corrélations dans l’état final et sans états intermédiaires), on obtient
à l’équipartition de l’excès d’énergie, une distribution angulaire asymétrique
de l’éjection des électrons, favorisée dans des directions opposées. Ceci est
qualitativement en accord avec les résultats théoriques publiés [202] et les
calculs récents effectués par H. Bachau au CELIA et B. Piraux à l’UCL. Il
est important de noter que, si la section efficace totale est dominée par le
TS2, il faut inclure le processus annexe d’absorption de deux photons par un
électron pour représenter l’asymétrie dans la distribution des lobes éjectés.
En effet, le processus TS2 conduit à un état final de moments angulaires (1,1)
représenté par deux lobes symétriques. Pour le profil angulaire à l’équipar-
tition, la prise en compte du processus annexe conduit à des configurations
de moments angulaires (0,0) et (0,2) qui brisent cette symétrie. Néanmoins
les résultats ne sont pas totalement satisfaisants dans la mesure où l’éjection
de deux électrons dans la même direction et avec la même énergie n’est pas
négligeable, ce qui est non-physique. La prise en compte de la répulsion élec-
tronique dans l’état final au-travers du (( facteur de Maulbetsch )) conduit à
une amélioration des résultats dans le sens où la distribution angulaire est très
proche des résultats récents de [202] avec une asymétrie très accentuée des
lobes d’éjection. La distribution en énergie intégrée sur tout l’espace montre
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quant à elle un profil parabolique maximum à l’équipartition et pour une
énergie de photon de ω = 1, 65 u.a. (45 eV ). En mettant en lien ce résultat
et ceux des distributions angulaires, la principale conclusion que nous tirons
est qu’à cette énergie de photon, les électrons sont préférentiellement émis
dans le continuum à 180o l’un de l’autre, avec la même énergie. A la différence
de la DPIω, la section efficace totale obtenue avec CV2 à l’aide du modèle
de base est très inférieure aux résultats existants. Nous avons vu, dans la
partie 1 consacrée à l’hydrogène en champ UV intense, que la représentation
CV2, développée de façon perturbative, ne représente pas les transitions par
les états intermédiaires. Il était donc intéressant de comparer les approches
Born au deuxième ordre (Born II) et CV2 pour évaluer la contribution spéci-
fique de l’un de ces états à la DPI2ω. Une étude détaillée du développement
Born II menée au chapitre 7 montre que l’inclusion de He+ conduit à une
augmentation significative de la section efficace de DPI2ω, qui se rapproche
donc des calculs référencés. Nous montrons également que l’écrantage de la
charge nucléaire (corrélations à l’ordre 0) au sein de cet état sont également
à considérer pour la description générale du phénomène. Notre étude de la
DPI2ω nous a donc permis d’extraire des informations importantes sur la dy-
namique de ce processus, qui reste un sujet largement ouvert. Comme nous
l’avons noté dans l’introduction, il faut considérer ce travail comme une étape
vers l’étude de la double ionisation en champ laser XUV très intense. Grâce au
développement du laser à électrons libres, on peut envisager la production de
rayonnement XUV à des intensités importantes (de l’ordre de 1017 W.cm−2)
avec des temps d’interaction très brefs. Il y a, à notre connaissance peu de
travaux dans ce contexte, par exemple dans [215] les auteurs ont appliqué la
théorie SFA à l’ionisation non-séquentielle de l’hélium en polarisation circu-
laire avec des photons de quelques unités atomiques. Dans une approche très
prospective, ces auteurs ont considéré des intensités très élevées (de l’ordre
de 1020 W.cm−2) dans la limite non-relativiste et ont étudié en particulier le
processus de stabilisation. Le domaine d’intensité qui nous intéresse est moins
élevé (1016−1018 W.cm−2), pour des photons de quelques unités atomiques le
paramètre de Keldysh devient inférieur à 1 : on passe ainsi du régime multi-
photonique au régime non-perturbatif d’ionisation. Peut-on considérer, dans
un contexte où la double ionisation se fait dans un temps bref (sans relaxa-
tion de He+), seulement ce qui résulte de l’absorption simultanée (directe)
d’un ou plusieurs photons par l’état initial ? L’approche CV2 est-elle valide
dans ce contexte ? Comment évoluent les sections efficaces et les distributions
en énergie et en angle ? Autant de questions qui constituent les futures voies
sur lesquelles nous pouvons nous engager. En définitive, le travail que nous
avons mené tout au long de ce manuscrit prend son importance quand on se
place du point de vue de l’analyse détaillée du comportement électronique.
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Il s’agit de posséder non pas un outil général mais bien une collection d’ou-
tils spécialisés, adaptés et modulables entre eux. Nous espérons donc avoir
montré que dans le contexte actuel, une méthode Coulomb-Volkov a toute sa
place.

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 0  1  2  3  4  5

Lee 1955
Baker 1961

Lowry 1965
Samson 1966

West 1976
CV2

���
���
��
��
���

σ
H

e
+
(ω

,e
−

)

	

��

ω u.a.�
Fig. 7.8 – Section efficace totale de simple ionisation de l’hélium calculée par
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5.1013 W.cm−2 et de durée à mi-hauteur de 40 fs. . . . . . . . 32
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3.3 Probabilité d’exciter l’état H(2s) en fonction de
δ

ω
calculée

par par CV2 (rouge), ESDT (bleu) et Born II (noir). . . . . . 100
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de densité pour ω = 3, 3 u.a. et ε(1s)2 = −2, 8476562 u.a. . . . 129

4.6 Distribution CV2 en angle de la DPIω avec He(1s)2 et état
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lations 2SC dans l’état final, ω = 3, 3 u.a., E0 = 10−3 u.a., (cf.
Fig. 4.5 pour la légende sur les couleurs). . . . . . . . . . . . 148
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E0 = 10−3 u.a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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corrélations 3C dans l’état final en fonction de l’intensité a)
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cée Born II (3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

7.4 Section efficace totale de DPI2ω calculée par Born II avec état
intermédiaire et avec corrélations variables dans l’état inter-
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228 RÉFÉRENCES

[35] P. Agostini, F. Fabre, G. Mainfray, G. Petite, and N.K. Rahman. Free-
free transitions following six-photon ionization of xenon atoms. Phys.
Rev. Lett., 42(17) :1127–1130, Apr 1979.

[36] P. Kruit, J. Kimman, H.G. Muller, and M.J. van der Wiel. Electron
spectra from multiphoton ionization of xenon at 1064, 532, and 355
nm. Phys. Rev. A, 28(1) :248–255, Jul 1983.

[37] P. Agostini, J. Kupersztych, L.A. Lompré, G. Petite, and F. Yergeau.
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A. L’Huillier, and C.-G. Wahlström. Temporal coherence of ultrashort
high-order harmonic pulses. Phys. Rev. Lett., 81(2) :297–300, Jul 1998.

[54] S. Kazamias, D. Douillet, F. Weihe, C. Valentin, A. Rousse, S. Sebban,
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[99] M. Dörr, P.G. Burcke, C.J. Joachain, C.J. Noble, J. Purvis, and
M. Terao-Dunseath. R-matrix-floquet theory of multiphoton processes :
Iii. multiphoton ionization of atomic hydrogen. J. Phys. B : At. Mol.
Opt. Phys., 26 :L275–L280, 1993.
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H. Schmidt-Böcking. Photo double ionization of he by circular and
linear polarized single-photon absorption. J. Phys. B : At. Mol. Opt.
Phys., 34 :965–981, 2001.

[215] J. Bauer and K. Rzazewski. Sfa applied to the nonsequential double
ionization of the helium atom by a circular polarized plane wave. J.
Phys. B : At. Mol. Opt. Phys., 29 :3351–3362, 1996.

[216] A. Nordsieck. Reduction of an integral in the theory of bremsstrahlung.
Phys. Rev., 93(4) :785–787, Feb 1954.
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Annexes





Annexe A
Le système d’unités atomiques

Mesurer, c’est comparer une grandeur physique inconnue avec une
grandeur de même nature prise comme référence. Ainsi, la physique

atomique nécessite un système de mesure adapté à la description de sys-
tèmes microscopiques tels que les atomes et les molécules : ce sont les unités
atomiques (u.a.). Pour ce faire, il faut définir un jeu de trois paramètres
permettant de reconstuire une masse, une longueur et un temps adaptés aux
dimensions étudiées. Or, l’ensemble des propriétés de la matière en dehors des
forces nucléaires, s’appuie sur l’électrodynamique quantique qui repose sur
les trois grandeurs de base e, me et ~ respectivement la charge de l’électron,
sa masse et la constante réduite de Planck. Ainsi, les grandeurs physiques dé-
crites par l’électrodynamique quantique ne s’exprimeront qu’à l’aide de ces
trois paramètres. L’idée fondamentale a été d’associer ces grandeurs fonda-
mentales à l’unité

e = me = ~ = 1 (A.1)

auxquelles s’associe l’expression en u.a. des constantes fondamentales sui-
vantes

c =
1

α
vitesse de la lumière (A.2)

ε0 =
1

4π
conductivité du vide (A.3)

µ0 =
4π

c2
perméabilité du vide (A.4)

où α est la constante de structure fine définie par
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Quantité en unités atomiques Notation Valeur en unité S.I.

1 u.a. de masse (masse de l’électron) me 9, 10953.10−31 kg

1 u.a. de charge (charge de l’électron) e 1, 60219.10−19 C

1 u.a. de longueur (rayon de Bohr) a0 5, 29177.10−11 m

1 u.a. de vitesse (vitesse de l’électron) v0 = αc 2, 18769.106 m.s−1

1 u.a. d’impulsion p0 = mev0 1, 99288.10−24 kg.m.s−1

1 u.a. de temps τ0 =
a0

v0

24, 1889.10−18 s

1 u.a. d’énergie E0 = mec
2α 27,2116 eV

1 u.a. de champ électrique E0 =
e

a0

5, 14224.1011 V.m−1

Tab. A.1 – Correspondance entre les u.a. et le S.I.

α ' 1

137, 036
(A.5)

Ainsi, la correspondance entre les unités du système international (S.I.) et
les u.a. se déduit simplement et est résumée dans le tableau ci-dessus. Une
correspondance dont on aura besoin est celle de l’intensité I0 intervenant
dans l’annexe F sur la section efficace, et telle que

I0 =
ε0c

2
E2

0 (A.6)

Une analyse dimensionelle utilisant ε0 = 8, 854187.10−12 et c ' 3.108 m.s−1

nous mène à la relation12

I0[W.cm−2] = 3, 509338.1016 × E2
0[u.a.] (A.7)

12Pour plus de détails sur les constantes, voir http ://phy-

sics.nist.goc/cuu/Constants/



Annexe B
La normalisation du double
continuum, le facteur N

L’utilisation d’une fonction d’onde symétrisée d’espace pour décrire le
double continuum de l’hélium telle que nous l’utilisons nécessite la vé-

rification de la condition de normalisation pour tout les instants. Soit, en
utilisant nos notations

∫

d~r1d~r2

∣

∣χ−
f (~r1, ~r2, t)

∣

∣

2
= 1 (B.1)

Où χ−
f (~r1, ~r2, t) est de la forme

χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

L−
~k~k′

(~r1, ~r2, t)
(B.2)

Avec

ψ−
~k

(~r) = (2π)−
3
2 exp

(πν

2

)

Γ(1 + iν) exp
(

i~k · ~r
)

×1F1(−iν; 1;−ikr − i~k · ~r)
(B.3)

Or, il faut se souvenir que les fonctions Coulombiennes sont orthormalisées
entre elles. Ceci est représenté par la relation

∫

d~r ψ−
~k

∗
(~r)ψ−

~k′
(~r) = δ(~k − ~k′)

= 1 si ~k = ~k′

(B.4)

Par ailleurs, la phase de Volkov s’écrit (2.49)
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L−
~k~k′

(~r1, ~r2, t) = exp

[

i ~A(t) · (~r1 + ~r2) − i(~k + ~k′) ·
∫ t

τ

dt′ ~A−(t′)

]

(B.5)

L’exponentielle complexe sur les énergies et la phase de Volkov de (B.2)
n’interviennent pas dans le calcul de la normalisation, donc on peut réecrire
(B.1) simplement en fonction des ψ~k

∫

d~r1d~r2

∣

∣χ−
f (~r1, ~r2, t)

∣

∣

2
=

∫

d~r1d~r2

∣

∣

∣
N

[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]∣

∣

∣

2

(B.6)
En se souvenant que N est réel, la condition de normalisation pour le membre
de droite de l’équation précédente se met sous la forme

N2

∫

d~r1d~r2

∣

∣

∣

[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]∣

∣

∣

2

= δ2(~k − ~k′)

= 1 si ~k = ~k′

(B.7)

Intéressons-nous maintenant à la partie intégrale de l’expression précédente
dont on réécrit l’integrand en posant

φ(~r1, ~r2) = ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1) (B.8)

Il vient, en développant

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 =

∫

d~r1d~r2

[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

×
[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]

(B.9)
Ce qui nous mène à

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 =

∫

d~r1d~r2 ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k

(~r1)ψ
−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k′
(~r2)

+ψ−
~k′

∗
(~r1)ψ

−
~k′
(~r1)ψ

−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k

(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k

(~r2)

+ψ−
~k′

∗
(~r1)ψ

−
~k

(~r1)ψ
−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′
(~r2)

(B.10)
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Et on peut remarquer que les variables ~r1 et ~r2 sont muettes dans l’intégra-
tion. Ceci signifie que le premier et le second terme du membre de droite de
l’expression précédente sont identiques dans l’échange ~r1 avec ~r2. Il en va de
même pour le troisième terme et le quatrième, ceci nous amène à

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 = 2

∫

d~r1d~r2 ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k

(~r1)ψ
−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k′
(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k

(~r2)
(B.11)

Regardons maintenant le cas particulier où ~k = ~k′. Le premier terme de
l’équation précédente, que l’on peut qualifier de direct et le second de croisé
sont identiques dans le même échange de variables. Il est donc possible
d’écrire

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 = 4

∫

d~r1d~r2 ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k

(~r1)ψ
−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k

(~r2) (B.12)

Ainsi, en vertu de la normalisation des fonctions d’onde coulombiennes (B.4)
l’intégrale du membre de droite de (B.12) se résume à l’unité, il vient donc

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 = 4 (B.13)

Par conséquent, en injectant ce dernier résultat dans (B.7), il vient

4N2 = 1 (B.14)

Soit

N =
1

2
(B.15)

Il s’agit à présent de déterminer la valeur de N pour ~k 6= ~k′. Dans ce cas, du
fait de l’orthonormalisation des fonctions d’onde Coulombiennes, la contri-
bution du terme croisé sera finie et négligeable par rapport à la contribution
infinie du terme direct (distribution de Dirac). Cet argument nous permet de
réécrire (B.11) sous la forme

∫

d~r1d~r2 |φ(~r1, ~r2)|2 = 2δ2(~k − ~k′) (B.16)

Encore une fois, en injectant ce résultat dans (B.7) nous arrivons à
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2N2δ2(~k − ~k′) = δ2(~k − ~k′) (B.17)

Ce qui nous donne

N =
1√
2

(B.18)

En résumé, suivant les cas étudiés, la valeur de N peut être











N =
1

2
si ~k = ~k′

N =
1√
2

si ~k 6= ~k′
(B.19)



Annexe C
L’intégrale J̃~k

(t) et ses limites

C.1 Calcul de l’intégrale J̃~k(t)

Il s’agit ici de calculer l’intégrale J̃~k(t) définie de manière générale comme
il suit

J̃~k(t) =

∫

d~r ψ−
~k

∗
(~r) exp

(

i ~A−(t) · ~r
)

ϕ1s(~r) (C.1)

Les fonctions d’onde normalisées de façon habituelle intervenant dans ce cal-
cul sont bien connues et s’expriment ainsi

ϕ1s(~r) =
Z

3
2

i√
π

exp (−Zir)

ψ−
~k

(~r) = (2π)−
3
2 exp

(πν

2

)

Γ(1 + iν) exp
(

i~k · ~r
)

×1F1

(

−iν; 1;−ikr − i~k · ~r
)

(C.2)

En regroupant les termes dépendant de ~r et ceux qui n’en dépendent pas, il
vient

J̃~k(t) = (2π)−
3
2 exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)
Z

3
2

i√
π

×
∫

d~r exp
[

−i
(

~k + ~A−(t)
)

· ~r − Zir
]

1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(C.3)

Le cœfficient devant l’intégrale se simplifie
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CJ̃ =

(

Zi

2

) 3
2 exp

(πν

2

)

π2
Γ(1 − iν) (C.4)

Intéressons-nous maintenant au calcul de l’intégrale proprement dite que nous
appellerons J~k(t)

J~k(t) =

∫

d~r exp
[

−i
(

~k + ~A−(t)
)

· ~r − Zir
]

1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(C.5)

Ce type d’intégrales est connu et calculé par A. Nordsieck [216]. C’est ce que

nous allons utiliser dans ce qui suit. Pour cela, posons ~κ = ~k + ~A−(t) ce qui
nous amène à

J~k(t) =

∫

d~r exp (−i~κ · ~r − Zir) 1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(C.6)

Nous pouvons réécrire cette expression comme il suit en utilisant la conver-
gence uniforme sur Zi

J~k(t) = − ∂

∂Zi

∫

d~r
exp (−i~κ · ~r − Zir)

r
1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(C.7)

La partie intégrale de l’expression précédente est connue [216]

∫

d~r
exp (−i~κ · ~r − Zir)

r
1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

=
4π

κ2 + Z2
i



1 −
2
(

~κ · ~k + ikZi

)

κ2 + Z2
i





−iν
(C.8)

Le membre de gauche de (C.8) se met sous la forme

4π

κ2 + Z2
i



1 −
2
(

~κ · ~k + ikZi

)

κ2 + Z2
i





−iν

= 4π
(

κ2 + Z2
i

) iν−1 [

κ2 + Z2
i − 2(~κ · ~k + ikZi)

]−iν

(C.9)
Pour simplifier les notations, posons
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{ B = κ2 + Z2
i

H = B − 2(~κ · ~k + ikZi)
(C.10)

En utilisant ces définitions dans (C.9) puis le tout dans (C.7) nous parvenons
à

J~k(t) = 4π

(

− ∂

∂Zi

)

(

B iν−1H−iν
)

(C.11)

Intéressons-nous aux dérivées de B et H par rapport à Zi



















∂

∂Zi

B = 2Zi

∂

∂Zi

H = 2Zi − 2ik = 2(Zi − ik)

(C.12)

En vertu de ce qui précède, il est possible d’écrire

− ∂

∂Zi

(

B iν−1H−iν
)

= −(iν − 1)B iν−2 2ZiH−iν − B iν−1(−iν)H−iν−1 2(Zi − ik)

= 2B iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

(C.13)

En subsituant cette dernière expression dans (C.11) nous arrivons à

J~k(t) = 8πB iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

(C.14)

D’après (C.3), (C.4) et (C.14), l’expression de J̃~k(t) devient

J̃~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 8

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)B iν−2H−iν−1

×
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

(C.15)

C.2 Limite de J̃~k(t) en k = 0

Afin d’étudier le comportement de cette limite, la démarche que nous
allons adopter est de regarder séparément les limites de B iν−2H−iν−1 puis
celle du terme entre crochets. Regardons préalablement les limites de B et H
qui seront utiles plus tard
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lim
k→0

B = A−2
(t) + Z2

i

lim
k→0

H = A−2
(t) + Z2

i

(C.16)

Ensuite, réécrivons le facteur B iν−2H−iν−1 sous une forme plus facile à étudier

B iν−2H−iν−1 = B−2H−1

(B
H

)iν

(C.17)

Dans l’expression précédente, la limite de

(B
H

)iν

nous est inconnue. Inté-

ressons nous à ce facteur, et utilisons la forme exponentielle d’un nombre
complexe ρ exp (iϕ)

(B
H

)iν

=

(H
B

)−iν

= (ρ exp (iϕ))−iν = exp (−iν ln ρ) exp (ϕν) (C.18)

Ceci va nous permettre d’étudier séparément les limites de chacune des ex-
ponentielles de (C.18). Commençons par la seconde et par l’argument ϕ

ϕ = arctan

( −2Zik

Z2
i + A−2(t) − k2

)

(C.19)

Or le développement limité de l’arctan est

arctan x = x − x3

3
+

x5

5
+ · · · + (−)nx2n+1

2n + 1
+ · · · + Θ(xp) (C.20)

En utilisant le développement limité précédent dans le cas qui nous intéresse
il vient

ϕν = ν arctan

( −2Zik

Z2
i + A−2 − k2

)

= ν
−2Zik

Z2
i + A−2(t) − k2

[

1 − 1

3

( −2Zik

Z2
i + A−2(t) − k2

)2

+ Θ(k5)

]

(C.21)

Ainsi, le premier terme non nul de la limite de exp(ϕν) au voisinage de k = 0

en utilisant ν =
Zk

k
est

lim
k→0

exp(ϕν) = exp

(

− 2ZiZk

Z2
i + A−2(t)

)

(C.22)
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Par ailleurs, pour exprimer la limite de la première exponentielle de (C.18)
il est nécessaire d’écrire ρ qui est fonction de B et H. Exprimons ces derniers
sous une forme plus maniable











































B =
(

Z2
i + A−2

(t)
)

[

1 +
2~k · ~A−(t)

Z2
i + A−2(t)

+
k2

Z2
i + A−2(t)

]

=
(

Z2
i + A−2

(t)
)

B̃

H =
(

Z2
i + A−2

(t)
)

[

1 − 2ikZi

Z2
i + A−2(t)

− k2

Z2
i + A−2(t)

]

=
(

Z2
i + A−2

(t)
)

H̃

(C.23)

Or

ρ =

∣

∣

∣

∣

H
B

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

H̃
B̃

∣

∣

∣

∣

∣

=
|H̃|
|B̃|

(C.24)

Ce qui nous amène à considérer les développements de |H̃| et |B̃|. Commen-
çons par celui de |H̃| et posons δ = Z2

i + A−2
(t)

|H̃| =

[

∣

∣

∣

∣

1 − k2

δ

∣

∣

∣

∣

1/2

+
4k2Z2

i

δ

]1/2

=

[

1 − 2k2

δ
+

k4

δ2
+

4k2Z2
i

δ

]1/2

(C.25)

Développons jusqu’au second ordre l’expression précédente en suivant le dé-
veloppement limité bien connu

(1 + x)n = 1 + nx + n(n − 1)
x2

2!
+ Θ(x3) pour |x| ¿ 1 (C.26)

Il vient

|H̃| = 1 − k2

δ

(

1 − 2Z2
i

δ
− k2

2δ

)

− k4

8δ2

[

4 − 16Z2
i

δ
+

16Z4
i

δ2
+

k4

δ2
− 2k2

δ

(

2 − 4Zi

δ

)]

+Θ(k6)

= 1 +
k2

δ2

(

Z2
i − A−2

(t)
)

+
2Zi2A−2

(t)k4

δ4
+ Θ(k6)

(C.27)
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Utilisons la même démarche pour calculer le développement de |B̃|−1

|B̃|−1 = B̃−1 =

(

1 +
2~k · ~A−(t) + k2

δ

)−1

(C.28)

A l’aide du même développement limité, il vient

|B̃|−1 = 1 − 2~k · ~A−(t) + k2

δ
+

(

2~k · ~A−(t) + k2

δ

)2

+

(

2~k · ~A−(t) + k2

δ

)3

+Θ(k4)

= 1 − 2~k · ~A(t)

δ
− k2

δ

(

1 − 4A−2
(t) cos2 θk

δ

)

+
4k3 cos θk

δ2
(1 − 2 cos2 θk)

+Θ(k4)
(C.29)

A l’aide des deux expressions (C.27) et (C.29), (C.24) se met sous la forme

ρ =

[

1 +
k2

δ2

(

Z2
i − A−2

(t)
)

+
2Zi2A−2

(t)k4

δ4
+ Θ(k6)

]

×
[

1 − 2kA−
z (t) cos θk

δ
− k2

δ

(

1 − 4A−2
(t) cos2 θk

δ

)

+
4k3 cos θk

δ2
(1 − 2 cos2 θk) + Θ(k4)

]

(C.30)

En développant les termes entre crochets, en ne retenant que les termes du
second ordre puis en remplaçant δ par son expression ; il vient

ρ ' 1 − 2kA−
z (t) cos θk

δ
+

k2

δ2

[

Z2
i − A−2

(t) − δ + 4A−2
(t) cos2 θk

]

' 1 − 2kA−
z (t) cos θk

Z2
i + A−2(t)

− 2k2

Z2
i + A−2(t)

(1 − 2 cos2 θk) (C.31)

Ainsi, on peut exprimer la limite de ρ au voisinage de k = 0 en s’aidant du
développement limité du logarithme népérien au premier ordre ln(1 + x) =
x + Θ(x2) pour x ¿ 1

lim
k→0

ln ρ = −2kA−
z (t) cos θk

Z2
i + A−

z
2(t)

(C.32)
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Dans cette expression, on a retenu uniquement le terme d’ordre 1 car après
multiplication par −iν, il est le seul à avoir une limite non nulle. On a donc

lim
k→0

−iν ln ρ = i
2A−

z (t)Zk cos θk

Z2
i + A−

z
2(t)

(C.33)

En réunissant la limite précédente et celle exprimée en (C.22), cela nous mène
à

lim
k→0

(B
H

)iν

= exp

(

− 2ZiZk

Z2
i + A−

z
2(t)

+ i
2A−

z (t)Zk cos θk

Z2
i + A−

z
2(t)

)

(C.34)

On peut finalement écrire la limite de (C.17) en vertu de (C.16)

lim
k→0

B iν−2H−iν−1 = lim
k→0

B−2H−1

(B
H

)iν

=

exp

(

− 2ZiZk

Z2
i + A−

z
2(t)

+ i
2A−

z (t)Zk cos θk

Z2
i + A−

z
2(t)

)

(

Z2
i + A−

z
2(t)

)3 (C.35)

Il nous faut maintenant étudier le comportement du terme facteur entre cro-
chets de (C.15). Cependant la présence de facteurs ν impose un développe-
ment à l’ordre 1 (en k) des facteurs H et B. Commençons par les réécrire à
partir de (C.23)











B =
(

Z2
i + A−2

(t)
)

(1 + βk + γk2)

H =
(

Z2
i + A−2

(t)
)

(1 − αk − γk2)
(C.36)

Où l’on définit les quantités suivantes



















































α =
2iZi

Z2
i + A−2(t)

β =
2A−

z (t) cos θk

Z2
i + A−2(t)

γ =
1

Z2
i + A−2(t)

(C.37)

Nous pouvons maintenant évaluer le terme entre crochets de (C.15) en utili-
sant les expressions (C.36)
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Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
=

[

Zi(1 − iν)(1 − αk − γk2) + iν(Zi − ik)(1 + βk + γk2)
]

×
(

Z2
i + A−2

(t)
)

=
[

Zi(1 − αk − γk2 − iν + iαZk + iγZkk)

+(Zi − ik)(iν + iβZk + iγZkk)
] (

Z2
i + A−2

(t)
)

=
[

Zi − αZik − γZik
2 − iZiν + iαZiZk + iγZiZkk + iZiν

+iβZiZk + Zk + kβZk + iγZiZk

] (

Z2
i + A−2

(t)
)

=
[

− γZik
2 + k(βZk − αZi + 2iγZiZk) + iZiZk(α + β)

+Zi + Zk

] (

Z2
i + A−2

(t)
)

(C.38)

Puis sa limite au voisinage de k = 0

limk→0 Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
=

[

iZiZk(α + β) + Zi + Zk

] (

Z2
i + A−2

(t)
)

(C.39)

Au final en utilisant (C.37) cette limite devient

lim
k→0

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
= 2iZiZk(iZi + A−

z (t) cos θk) + (Zi + Zk)(Z
2
i + A−2

(t))
(C.40)

Ainsi en rassemblant tout ce qui vient d’être fait c’est-à-dire (C.40) et (C.35),
nous pouvons écrire la limite de J̃~k(t)

lim
k→0

J̃~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 8

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)

exp

(

− 2ZiZk

Z2
i + A−2(t)

+ i
2A−

z (t)Zk cos θk

Z2
i + A−2(t)

)

(

Z2
i + A−2(t)

)3

×
[

2iZiZk(iZi + A−
z (t) cos θk) + (Zi + Zk)(Z

2
i + A−2

(t))

]

(C.41)
En dernier point, si on garde le terme de premier degré dans (C.38) pour une
meilleure continuité quand k → 0 celui-ci s’écrit en utilisant les définitions
(C.37)
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k(βZk − αZi + 2iγZiZk) = 2k
[

ZkA
−
z (t) cos θk + iZi(Zk − Zi)

]

(C.42)
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Annexe D
L’intégrale Ĩ~k(t) et ses limites

D.1 Calcul de l’intégrale Ĩ~k(t)

Il s’agit ici de calculer l’intégrale Ĩ~k(t) définie de manière générale comme
suit

Ĩ~k(t) =

∫

d~r ψ−
~k

∗
(~r) exp

(

−i ~A−(t) · ~r
)

r cos θϕ1s(~r) (D.1)

Les fonctions d’onde intervenant dans ce calcul sont identiques à celles de
l’annexe précédente (cf. eq. (C.2)). En utilisant ces définitions dans (D.1),
puis en regroupant les termes dépendant de ~r et ceux qui n’en dépendent
pas, il vient

Ĩ~k(t) = (2π)−
3
2 exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)
Z

3
2

i√
π

×
∫

d~r exp
[

−i
(

~k + ~A−(t)
)

· ~r − Zir
]

r cos θ

×1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(D.2)

Le cœfficient devant l’intégrale se simplifie :

CĨ =

(

Zi

2

) 3
2 exp

(πν

2

)

π2
Γ(1 − iν) (D.3)

Intéressons-nous maintenant au calcul de l’intégrale proprement dite que nous
appellerons I~k(t)
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I~k(t) =

∫

d~r exp
[

−i
(

~k + ~A−(t)
)

· ~r − Zir
]

r cos θ1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(D.4)
Comme nous l’avons souligné dans l’annexe précédente, ce type d’intégrales
est connu et calculé par Nordsieck [216] et nous allons encore utiliser le ré-

sultat dans ce qui suit. Pour cela, posons ~κ = ~k + ~A−(t) ce qui nous amène
à

I~k(t) =

∫

d~r exp (−i~κ · ~r − Zir) r cos θ1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(D.5)

Par ailleurs, si nous développons le produit scalaire ~κ · ~r comme il suit

~κ · ~r = κxr sin θ cos φ + κyr sin θ sin φ + κzr cos θ (D.6)

Nous pouvons alors explicitement écrire

i
∂

∂κz

exp (−i~κ · ~r) = r cos θ exp (−i~κ · ~r) (D.7)

En utilisant cette expression pour transformer (D.5) et grâce à la convergence
uniforme sur κz, il vient

I~k(t) = i
∂

∂κz

∫

d~r exp (−i~κ · ~r − Zir) r cos θ1F1(iν; 1; ikr + i~k · ~r) (D.8)

Nous pouvons réécrire cette expression comme il suit en utilisant la conver-
gence uniforme sur Zi

I~k(t) = i
∂

∂κz

(

− ∂

∂Zi

) ∫

d~r
exp (−i~κ · ~r − Zir)

r
1F1

(

iν; 1; ikr + i~k · ~r
)

(D.9)
Ce qui revient à dériver par rapport à κz l’expression de J~k(t) exprimée dans
l’annexe C précédente (C.7)

I~k(t) = i
∂

∂κz

J~k(t) (D.10)

En remplaçant l’expression de J~k(t) par (C.7) réécrivons l’équation précé-
dente plus en détail
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I~k(t) = 8iπ

(

∂

∂κz

) {

B iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

}

(D.11)

Intéressons-nous préalablement aux dérivées de B et H par rapport à κz



















∂

∂κz

B = 2κz

∂

∂κz

H = 2κz − 2kz = 2(kz + A−
z (t)) − 2kz = 2A−

z (t)

(D.12)

A l’aide de ces expressions, calculons séparément les dérivées de chacun des
facteurs de (D.11). Dans un premier temps

∂

∂κz

B iν−2H−iν−1

= (iν − 2)B iν−32κzH−iν−1 − (iν + 1)B iν−2H−iν−22A−
z (t)

= 2B iν−2H−iν−1
[

κz(iν − 2)B−1 − A−
z (t)(iν + 1)H−1

]

(D.13)

Ensuite calculons la dérivée du terme entre crochets

∂

∂κz

[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

= Zi(1 − iν)2A−
z + iν(Zi − ik)2κz

= 2Zi(1 − iν)A−
z + 2iν(Zi − ik)κz

(D.14)

L’expression à dériver dans (D.11) s’écrit

(

∂

∂κz

){

B iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

}

=

(

∂

∂κz

B iν−2H−iν−1

)

[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

+B iν−2H−iν−1

(

∂

∂κz

)

[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

(D.15)

En utilisant les expressions des dérivées (D.13) et (D.14) il vient
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(

∂

∂κz

) {

B iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

}

= 2B iν−2H−iν−1
[

κz(iν − 2)B−1 − A−
z (t)(iν + 1)H−1

]

×
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

+B iν−2H−iν−1
[

2Zi(1 − iν)A−
z (t) + 2iν(Zi − ik)κz

]

(D.16)

Puis en regroupant

(

∂

∂κz

){

B iν−2H−iν−1
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

}

= 2B iν−2H−iν−1

{

[

κz(iν − 2)B−1 − A−
z (t)(iν + 1)H−1

]

×
[

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

+ Zi(1 − iν)A−
z (t)

+iν(Zi − ik)κz

}

(D.17)

Il est maintenant nécessaire de développer les crochets de l’expression précé-
dente

[

κz(iν − 2)B−1 − A−
z (t)(iν + 1)H−1

][

Zi(1 − iν)H + iν(Zi − ik)B
]

= Ziκz(1 − iν)(iν − 2)HB−1 + iνκz(Zi − ik)(iν − 2)

−A−
z (t)Zi(iν + 1)(1 − iν) − iνA−

z (t)(iν + 1)(Zi − ik)BH−1

= −Ziκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 − iνκz(Zi − ik)(2 − iν)

−A−
z (t)Zi(1 + iν)(1 − iν) − iνA−

z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

(D.18)

Ceci nous permet de réécrire l’expression entre accolades de (D.17)
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{

· · ·
}

= −Ziκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 − iνA−
z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

+iνκz(Zi − ik)
[

1 − (2 − iν)
]

+ ZiA
−
z (t)(1 − iν)

[

1 − (1 + iν)
]

= −Ziκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 − iνA−
z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

−iνκz(Zi − ik)(1 − iν) − iνZiA
−
z (t)(1 − iν)

= −Ziκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 − iνA−
z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

−iν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

(D.19)

Ensuite, de l’expression (D.11), en vertu de ce qui précède et de (D.17) il
vient

I~k(t) = 16πB iν−2H−iν−1

{

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1

+νA−
z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

+ν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

}

(D.20)

Au final, en injectant cette expression dans (D.2) et en tenant compte de
(D.3) nous pouvons exprimer Ĩ~k(t)

Ĩ~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 16

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)B iν−2H−iν−1

×
{

− iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 + νA−
z (t)(1 + iν)

×(Zi − ik)BH−1 + ν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

}

(D.21)

D.2 Limite de Ĩ~k(t) en k = 0

Dans l’annexe C précédente, nous avons déjà calculé la limite du facteur
B iν−2H−iν−1, intéressons-nous au facteur entre parenthèses de (D.20) que
nous appellerons QI
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QI = −iZiκz(1 − iν)(2 − iν)HB−1 + νA−
z (t)(1 + iν)(Zi − ik)BH−1

+ν(1 − iν)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

(D.22)

La présence de ν et ν2 imposent de développer à l’ordre 2 les expressions de
H B−1 et B H−1. Dans un premier temps, mettons k−2 en facteur général

QI = −iZiκz(−ν2 − 3iν + 2)HB−1 + A−
z (t)(ν + iν2)(Zi − ik)BH−1

+(ν − iν2)
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

=
1

k2

{

− iZiκz(−Z2
k − 3iZkk + 2k2)HB−1

+A−
z (t)(Zkk + iZ2

k)(Zi − ik)BH−1 + (Zkk − iZ2
k)

×
[

κz(Zi − ik) + ZiA
−
z (t)

]

}

(D.23)

Par ailleurs, développons le rapport H B−1

H
B =

B − 2(~κ · ~k + ikZi)

B

=
k2 + A−2

(t) + 2kA−
z (t) cos θk + Z2

i − 2(~κ · ~k + ikZi)

k2 + A−2(t) + 2kA−
z (t) cos θk + Z2

i

=
k2 + A−2

(t) + 2kA−(t) cos θk + Z2
i − 2(k2 + kA−(t) cos θk + ikZi)

k2 + A−2(t) + 2kA−(t) cos θk + Z2
i

=
A−2

(t) + Z2
i − k2 − 2ikZi

A2(t) + Z2
i + k2 + 2kA−(t) cos θk

=

1 − k2 + 2ikZi

A−2(t) + Z2
i

1 +
k2 + 2kA−(t) cos θk

A−2(t) + Z2
i

=
1 − αk − γk2

1 + βk + γk2
(D.24)

Où l’on définit les quantités suivantes
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α =
2iZi

Z2
i + A−2(t)

β =
2A−

z (t) cos θk

Z2
i + A−2(t)

γ =
1

Z2
i + A−2(t)

(D.25)

Si l’on poursuit le développement

H
B = (1 − αk − γk2)(1 + βk + γk2)−1 (D.26)

En utilisant le développement limité

(1 + x)n = 1 + nx + n(n − 1)
x2

2!
+ Θ(x3) pour |x| ¿ 1 (D.27)

Il vient donc

H
B = (1 − αk − γk2)(1 − (βk + γk2) + (βk + γk2)2 + Θ(k3))

= (1 − αk − γk2)(1 − βk − γk2 + β2k2 + γ2k4 + 2βγk3

+Θ(k3))

= (1 − αk − γk2)(1 − βk − (γ − β2)k2 + Θ(k3))

= 1 − βk − (γ − β2)k2 − αk + αβk2 − γk2 + Θ(k3)

= 1 − (α + β)k − (γ − β2 − αβ + γ)k2 + Θ(k3)

= 1 − (α + β)k − (2γ − αβ − β2) + Θ(k3) (D.28)

Suivons la même démarche pour calculer le développement de B H−1

B
H =

1 + βk + γk2

1 − αk − γk2
= (1 + βk + γk2)(1 − αk − γk2)−1

= (1 + βk + γk2)(1 + (αk + γk2) + (αk + γk2)2 + Θ(k3)

= (1 + βk + γk2)(1 + αk + γk2 + α2k2 + Θ(k3)

= (1 + βk + γk2)(1 + αk(γ + α2)k2 + Θ(k3)

= 1 + αk + (γ + α2)k2 + βk + αβk2 + γk2 + Θ(k3)

= 1 + (α + β)k + (2γ + α2 + αβ)k2 + Θ(k3) (D.29)

Utilisons les développements de HB−1 et BH−1 pour calculer les trois termes
du crochet de (D.23) que l’on va nommer respectivement q1, q2 et q3. La
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présence du facteur k−2 nous mène à ne retenir que les termes d’ordre 2 dans
chacun des développements suivants

q1 = −iκzZi(−Z2
k − 3iZkk + 2k2)

[

1 − (α + β)k − (2α − αβ − β2)k2
]

= −iκzZi

[

− Z2
k + Z2

k(α + β)k + Z2
k(2γ − αβ − β2)k2 − 3ikZk

+3ik2Zk(α + β) + 2k2
]

= −iκzZi

{

− Z2
k +

[

Z2
k(α + β) − 3iZk + Θ(k3)

]

k

+
[

Z2
k(2γ − αβ − β2) + 3iZk(α + β) + 2

]

k2

}

= −iZi(k cos θk + A−
z (t))

{

− Z2
k +

[

Z2
k(α + β) − 3iZk

]

+
[

Z2
k(2γ − αβ − β2) + 3iZk(α + β) + 2

]

}

= −iZi

{

− Z2
kA

−
z (t) + kA−

z (t)
[

Z2
k(α + β) − 3iZk

]

+k2A−
z (t)

[

Z2
k(2γ − αβ − β2) + 3iZk(α + β) + 2

]

− k cos θkZ
2
k

+k2 cos θk

[

Z2
k(α + β) − 3iZk

]

}

(D.30)
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Regardons à présent le terme q2

q2 = (Zkk + iZ2
k)(Zi − ik)A−

z (t)
[

(1 + (α + β)k

+(2γ + α2 + αβ)k2)
]

= ZkA
−
z (t)(Zik − ik2 + iZiZk + Zkk)

[

(1 + (α + β)k

+(2γ + α2 + αβ)k2)
]

= ZkA
−
z (t)(k(Zi + Zk) − ik2 + iZiZk)(1 + (α + β)k

+(2γ + α2 + αβ)k2)

= ZkA
−
z (t)

[

k(Zi + Zk) + k2(Zi + Zk)(α + β) − ik2 + iZiZk

+ikZiZk(α + β) + ik2ZiZk(2γ + α2 + αβ)
]

= ZkA
−
z (t)

{

iZiZk + k
[

Zi + Zk + iZiZk(α + β)
]

+k2
[

(Zi + Zk)(α + β) + iZiZk(2γ + α2 + αβ) − i
]

}

(D.31)

Enfin, le terme q3

q3 = (Zkk − iZ2
k)

[

ZiA
−
z (t) + (k cos θk + A−

z (t))(Zi − ik)
]

= Zk

[

kZiA
−
z (t) + k(k cos θk + A−

z (t))(Zi − ik) − iZiZkA
−
z (t)

−iZk(k cos θk + A−
z (t))(Zi − ik)

]

= Zk

[

kZiA
−
z (t) + (k2 cos θk + kA−

z (t))(Zi − ik) − iZiZkA
−
z (t)

−iZk(k cos θkZi − k2i cos θk + A−
z (t)Zi − ikA−

z (t))
]

= Zk

[

kZiA
−
z (t) + k2Zi cos θk + kA−

z (t)Zi − ik2A−
z (t) − iZiZkA

−
z (t)

−ik cos θkZiZk − k2 cos θkZk − iA−
z (t)ZiZk − kA−

z (t)Zk

]

= Zk

[

− 2iA−
z (t)ZiZk + k(2A−

z (t)Zi − iZiZk cos θk − A−
z (t)Zk)

+k2(Zi cos θk − iA−
z (t) − Zkcosθk)

]

(D.32)

S’il on somme q1, q2 et q3 en rassemblant les termes de même degré en k, il
vient
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S = q1 + q2 + q3

= iZiZ
2
kA

−
z (t) + iZiZ

2
kA

−
z (t) − 2iZiZ

2
kA

−
z (t)

+k

{

− iZiA
−
z (t)

[

Z2
k(α + β) − 3iZk

]

+ i cos θkZiZ
2
k + ZiZkA

−
z (t)

+Z2
kA(t) + iZiZ

2
kA

−
z (t)(α + β) + 2ZiZkA

−
z (t) − i cos θkZiZ

2
k − Z2

kA
−
z (t)

}

+k2

{

− iZiA
−
z (t)

[

Z2
k(2γ − αβ − β2) + 3iZk(α + β) + 2

]

−iZi cos θk

[

Z2
k(α + β) − 3iZk

]

+ZkA
−
z (t)

[

(Zi + Zk)(α + β) + iZiZk(2γ + α2 + αβ) − i
]

+ZiZk cos θk − iZkA
−
z (t) − Z2

k cos θk

}

(D.33)

S’il on regarde attentivement, seuls les termes d’ordre 2 en k ne s’annulent
pas. S se réduit donc à

S = k2

{

iZiZ
2
k(α + β)2 + 4ZiZkA

−
z (t)(α + β) + Z2

kA
−
z (t)(α + β)

−iZiZ
2
k cos θk(α + β) − 2iA−

z (t)(Zi + Zk) − 2ZiZk cos θk

−Z2
k cos θk

}

= k2

{

iZiZ
2
kA

−
z (t)(α + β)2 + Zk(α + β)(4ZiA

−
z (t) + ZkA

−
z (t) − iZiZk cos θk)

−2iA−
z (t)(Zi + Zk) − Zk cos θk(2Zi + Zk)

}

(D.34)

En se servant de l’expression précédente, et d’après (D.23), nous arrivons
facilement à une expression de QI

QI = k−2S
QI = iZiZ

2
kA

−
z (t)(α + β)2 + Zk(α + β)(4ZiA

−
z (t) + ZkA

−
z (t) − iZiZk cos θk)

−2iA−
z (t)(Zi + Zk) − Zk cos θk(2Zi + Zk)

(D.35)
En utilisant les limites de chacune des expressions B et H de l’annexe C
précédente, puis en rassemblant (D.35) dans (D.21) nous pouvons écrire la
limite de Ĩ~k(t)
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lim
k→0

Ĩ~k(t) =

(

Zi

2

) 3
2 16

π
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)

exp

(

− 2ZiZk

Z2
i + A−2(t)

+ i
2A−

z (t)Zk cos θk

Z2
i + A−2(t)

)

(

Z2
i + A−2(t)

)3

×
{

iZiZ
2
kA

−
z (t)(α + β)2 + Zk(α + β)(4ZiA

−
z (t) + ZkA

−
z (t) − iZiZk cos θk)

−2iA−
z (t)(Zi + Zk) − Zk cos θk(2Zi + Zk)

}

(D.36)
Avec les définitions respectives de α, β et γ détaillées en (D.25).

D.3 Limite de Ĩ~k(t) quand ~A(t) → 0 : K̃~k(t)

Cette limite s’écrit

lim
~A(t)→0

I~k(t) = K̃~k(t) (D.37)

Pour cela, nous devons réécrire (D.20) en supprimant tous les termes dépen-

dants de ~A(t), ainsi nous avons

lim
~A(t)→0

I~k(t) =
16iπkz

α3

(α

δ

)iν

(iν − 1)
[

Zi(2 − iν) + ν(k + iZi)
(α

δ

)]

(D.38)

Avec les quantités α = k2 + Z2
i = (Zi + ik)(Zi − ik) et δ = (Zi − ik)2, ainsi

le quotient de ces deux quantités s’écrit

α

δ
=

Zi + ik

Zi − ik
=

ρ exp(iϕ)

ρ exp(−iϕ)
= exp(2iϕ) (D.39)

Et l’on peut réécrire

(α

δ

)iν

= exp(−2ϕν) (D.40)

où ϕ = arctan

(

k

Zi

)

. Par ailleurs,

ν(k + iZi)
α

δ
= iν(Zi − ik)

Zi + ik

Zi − ik
= iν(Zi + ik) (D.41)

Ainsi

Zi(2 − iν) + ν(k + iZi)
(α

δ

)

= 2Zi − Zk (D.42)
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Finalement en vertu de (D.42) et (D.40), (D.38) devient

lim
~A(t)→0

I~k(t) =
16iπkz(2Zi − Zk)

α3
exp(−2ϕν)(iν − 1) (D.43)

En injectant cette dernière expression dans (D.37) il vient

K̃~k(t) = −i
25/2Z

3/2
i (2Zi − Zk)

π

kz

α3
exp

[

ν
(π

2
− 2ϕ

)]

Γ(2 − iν) (D.44)



Annexe E
Born et CV2 en série de perturbation

Revenons sur l’amplitude de transition à deux photons (3.35) sans terme
de déplacement électronique

T
(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt

∫ t

0

dt′
∫

d~r Φ−
f
∗
(~r, t)~r · ~E0(t)

∑

j

Φj(~r, t)

×
∫

d~r ′ Φ∗
j(~r

′, t′)~r ′ · ~E0(t
′)Φi(~r

′, t′)

(E.1)

Dans l’intégrand, regardons le facteur

Γji(t) =

∫ t

0

dt′
∫

d~r ′ Φ−
f
∗
(~r ′, t′)~r ′ · ~E0(t

′)Φi(~r
′, t′) (E.2)

Et l’on définit











~E0(t
′) = λ̂E0(t

′)

Dji(t
′) =

∫

d~r Φ∗
j(~r, t

′)~r · λ̂Φi(~r, t
′) =

〈

Φj(t
′)
∣

∣

∣
~r · λ̂

∣

∣

∣
Φi(t

′)
〉 (E.3)

Ainsi, (E.2) devient

Γji(t) =

∫ t

0

dt′E0(t
′)Dji(t

′) (E.4)

Puis, introduisons

A0(t) = −
∫ t

0

dt′E0(t
′) (E.5)
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En intégrand (E.2) par parties, il vient

Γji(t) =
[

− A0(t
′)Dji(t

′)
]t

0
+

∫ t

0

dt′A0(t
′)

d

dt′
Dji(t

′) (E.6)

Comme A0(0) = 0, l’équation précédente devient

Γji(t) = −A0(t)Dji(t) +

∫ t

0

dt′A0(t
′)

d

dt′
Dji(t

′) (E.7)

Examinons en détail le deuxième terme du membre de droite de (E.7)

d

dt
Dji(t) =

〈

d

dt
Φj(t)

∣

∣

∣

∣

~r · λ̂
∣

∣

∣

∣

Φi(t)

〉

+

〈

Φj(t)

∣

∣

∣

∣

~r · λ̂
∣

∣

∣

∣

d

dt
Φi(t)

〉

(E.8)

où les dérivées par rapport au temps du bra et du ket sont























∣

∣

∣

∣

d

dt
Φi(t)

〉

=
1

i

(

i
d

dt

)

|Φi(t)〉 =
1

i
H0 |Φi(t)〉 =

εi

i
|Φi(t)〉

〈

d

dt
Φi(t)

∣

∣

∣

∣

= −εi

i
〈Φi(t)|

(E.9)

Finalement, nous obtenons

d

dt
Dji(t) =

εi − εj

i

〈

Φj(t)

∣

∣

∣

∣

~r · λ̂
∣

∣

∣

∣

Φi(t)

〉

=
εi − εj

i
Dji(t) (E.10)

En intégrant cette dernière équation, il vient

Dji(t) = Dji(0) exp [i (εj − εi) t] (E.11)

Ainsi, nous pouvons réécrire Γji(t)

Γji(t) = −A0(t)Dji(t) + i(εj − εi)Dji(0)

∫ t

0

dt′A0(t
′) exp [i(εj − εi)t

′] (E.12)

Or nous pouvons réécrire le deuxième terme du développement Born comme

T
(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dtE0(t)
∑

j

Dfj(t)Γji(t) (E.13)

En injectant l’expression (E.12) dans l’équation précédente, il vient
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T
(2)
fi = −(−iα)2

∫ τ

0

dtE0(t)
∑

j

Dfj(t)A0(t)Dji(t)

+(−iα)2i(εj − εi)

∫ τ

0

dtE0(t)
∑

j

Dfj(t)Dji(0)

×
∫ t

0

dt′A0(t
′) exp [i(εj − εi)t

′]

(E.14)

D’un autre côté, le développement CV2 au deuxième ordre est (cf. eq. (3.43))

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt

∫

d~r Φ−
f
∗
(~r, t)~r · ~A−

0 (t)~r · ~E0(t)Φi(~r, t) (E.15)

En introduisant une relation de fermeture, nous parvenons à l’expression
suivante

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt

∫

d~r Φ−
f
∗
(~r, t)~r · ~A−

0 (t)

×
∫

d~r ′
∑

j

Φj(~r, t)Φ
∗
j(~r

′, t)~r ′ · ~E0(t)Φi(~r
′, t)

(E.16)

Soit, en suivant la définition de Dji(t)

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt A−
0 (t)

∑

j

Dfj(t)E0(t)Dji(t)

= (−iα)2

∫ τ

0

dt E0(t)
∑

j

Dfj(t)A
−
0 (t)Dji(t)

= (−iα)2

∫ τ

0

dt E0(t)
∑

j

Dfj(t)

∫ t

0

dt′δ(t′ − t)A−
0 (t′)Dji(t

′)

(E.17)
En introduisant

Γ̃ji(t) =

∫ t

0

dt′δ(t′ − t)A−
0 (t′)Dji(t

′) = −Dji(t)

∫ t

0

dt′E0(t
′) (E.18)

Nous obtenons finalement

T
CV 2−(2)
fi = (−iα)2

∫ τ

0

dt E0(t)
∑

j

Dfj(t)Γ̃ji(t) (E.19)
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Annexe F
La section efficace totale d’interaction
photon-atome

Afin de donner une formulation précise de la section efficace totale d’in-
teraction photon-atome que l’on utilise tout au long de ce manuscrit,

il faut partir de sa définition initiale issue de la physique nucléaire

Définition 1 (La section efficace)
La section efficace est la surface fictive que devrait avoir une particule cible

pour reproduire la probabilité observée de collision ou de réaction avec une

autre particule en supposant que ces collisions se produisent entre objets

matériels impénétrables.

Ceci peut être résumé par le schéma suivant

�������~v
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���� 
����

� 
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����� pi

�����	���������	����σ

��� 
�������� 	������
����������

����	����������	�
��
����	�����

~v

Pour un faisceau incident, la probabilité totale d’interaction par unité de
temps se définit comme la probabilité d’interaction individuelle (par parti-
cules) que multiplie le nombre de particules incidentes par unité de temps
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P = pi × ni (F.1)

Cette probabilité individuelle peut être définie comme le rapport de la surface
d’interaction appellée σ pour une particule cible (à l’intérieur de laquelle la
probabilité d’interaction est pi) avec la section totale du faisceau de particules
incidentes

pi =
σ

S
(F.2)

Par ailleurs, le nombre de particules par unité de temps se défini comme la
densité de particules n multiplié par une unité de volume par unité de temps
que l’on obtient par la multiplication de la section S par la vitesse v (c dans
la cas de photons)

ni = n × S × c (F.3)

En injectant (F.3) et (F.2) dans (F.1) nous obtenons la probabilité par unité
de temps

P = σ × n × c (F.4)

Par ailleurs, l’intensité s’exprime comme l’énergie par unité de surface et par
unité de temps. Ceci peut être écrit comme le nombre de particules par unité
de surface et par unité (n × c) de temps que multiplie l’énergie de chaque
particule

I = n × c × ~ω (F.5)

On peut en tirer une expression de n

n =
I

c × ~ω
(F.6)

Puis

P =
σ

~ω
× I (F.7)

Enfin nous pouvons définir P la probabilité totale comme

P =

∫ τ

0

dt P =
σ

~ω

∫ τ

0

dt I(t) (F.8)

ou τ représente la durée d’interaction entre le faisceau et les prticules cibles. A
présent, regardons comment nous pouvons exprimer l’intensité. Dès lors que
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l’on est en présence d’un champ électromagnétique, la puissance instantanée
par unité de volume s’écrit

W =
ε0

2
E2(t) +

1

2µ0

B2(t) = ε0E
2(t) (F.9)

D’où l’intensité par unité de surface et de temps

I(t) = W × c = ε0cE
2(t) (F.10)

Si on écrit le champ électrique intervenant dans l’expression précédente comme
un produit d’une amplitude, d’une porteuse et d’une enveloppe ou profil tem-
porel

E(t) = E0 sin(ωt + ϕ)f(t) (F.11)

Ce qui nous mène à

∫ τ

0

dt I(t) = ε0cE
2
0

∫ τ

0

dt sin2(ωt + ϕ)f 2(t) (F.12)

En utilisant l’approximation de l’enveloppe variant lentement par rapport à
la porteuse, il est possible de découpler chacune de leurs contributions. Ainsi,

celle de la porteuse nous donne
1

2
, on peut donc obtenir une expression de P

P =
σ

~ω

ε0c

2
E2

0

∫ τ

0

dt f2(t) (F.13)

Appelons C(1) la moyenne temporelle de l’enveloppe

C(1) =
1

τ

∫ τ

0

dt f2(t) (F.14)

En vertu de ce qui précède, il est possible de déduire de (F.13) une expression
de σ

σ =
~ω

ε0c

2
E2

0

× P
τ × C(1)

(F.15)

A ce stade, rappelons que σ est en cm−2, ~ω doit être exprimé en Joules,

I0 =
ε0c

2
E2

0 en W.cm−2 et τ en secondes. Soit, en u.a.

σ =
ω

I0

× P
τ × C(1)

(F.16)

En suivant la même démarche, ce calcul peut être généralisé à N photons
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PN =
σ(N)

SN
× nN

i (F.17)

Et

σ(N)

SN
(nSc)N = nNσ(N)cN (F.18)

Donc

PN = nNσ(N)cN (F.19)

Par ailleurs

nN =
IN

cN(~ω)N
(F.20)

Ce qui nous donne

PN =

∫ τ

0

dt PN =
σ(N)

(~ω)N

∫ τ

0

dt IN(t) (F.21)

Définissons aussi la moyenne temporelle de l’intensité

C(N) =
1

τ

∫ τ

0

dt f2N(t) (F.22)

Finalement on tire de l’expression précédente, et de

∫ τ

0

dt IN(t) = IN
0

∫ τ

0

dt f2N(t) (F.23)

l’expression de la section efficace généralisée à N photons en u.a.

σ(N) =
ωN

IN
0

× PN

τ × C(N)
(F.24)

Une analyse dimensionelle nous permet d’écrire la correspondance suivante
entre la section efficace à un photon exprimée en [u.a.]2 de longueur et celle
exprimée en mégabarns (1Mb = 10−18cm2)

σ[Mb] = 5, 29177 × σ[u.a.] (F.25)

Le tableau ci-après résume les calculs des premiers C(N) effectués avec dif-
férents profils temporels d’impulsions laser.
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C(N) Profil temporel Valeur

C(1) f(t) = θ(t − τ)
1

2

C(1) f(t) = sin2

(

πt

τ

)

3

8

C(2) f(t) = sin2

(

πt

τ

)

35

128

C(2) f(t) = exp

(

−4 ln 2 ×
(

t

τ0

)2
) √

π

8
× erf

(

4(ln 2)1/2
)

(ln 2)1/2

Tab. F.1 – Valeur des cœfficients sans dimension C(N) pour différents profils
temporels d’impulsions laser.
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Annexe G
Amplitude de transition avec état
fondamental amélioré

Le but de cette annexe est le développement de la partie intégrale de
l’équation (6.5) sur ~r1 et ~r2 que l’on appelle R

R = N(1 + λ2)−1/2

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)

×
{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

}

(G.1)
Découpons l’expression précédente en quatre intégrales représentant la contri-
bution de chaque orbitale

R = N(1 + λ2)−1/2(R1s + R2p0
+ R2p+

+ R2p−) (G.2)

où l’on a R1s

R1s = N
∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)

×
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

(G.3)
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Détaillons à présent le calcul de cette contribution, il vient en développant
l’expression précédente

R1s = N
∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)

]

(G.4)

Nous remarquons que le premier et le huitième terme, le second et le sep-
tième et ainsi de suite, sont identiques dans l’échange ~r1 ←→ ~r2. L’équation
précédente se réduit alors à

R1s = 2N
∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

]

(G.5)

Divisons encore R1s en quatre intégrales telles que

R1s = 2N (R1
1s + R2

1s + R3
1s + R4

1s) (G.6)

Avec respectivement
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R1
1s =

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

R2
1s =

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

R3
1s =

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

R4
1s =

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2)

(G.7)

Regardons tout d’abord R1
1s que l’on met sous la forme suivante à l’aide des

expressions des fonctions d’onde (6.2)

R1
1s =

exp
[π

2
(ν + ν ′)

]

8π4
Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)(ab)3/2

×
∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i
(

~A−(t) + ~k
)

· ~r1 − i
(

~A−(t) + ~k′
)

· ~r2

]

×1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

1F1

(

iν ′; 1; ik′r2 + i~k′ · ~r2

)

r1 cos θ1

× exp (−ar1 − br2)

(G.8)

Posons ~α = ~A−(t) + ~k et ~β = ~A−(t) + ~k′ ainsi que C1 =
exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

8π4
×

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)(ab)3/2, ainsi l’expression précédente devient

R1
1s = C1

∫

d~r1 exp (−i~α · ~r1 − ar1) r1 cos θ11F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

×
∫

d~r2 exp
(

−i~β · ~r2 − br2

)

1F1

(

iν ′; 1; ik′r2 + i~k′ · ~r2

)

(G.9)

On voit immédiatement que l’intégrale sur ~r2 est équivalente à J~k′(t) et sur
~r1 à I~k(t) des annexes C et D respectivement. En utilisant les résultats de
ces annexes, nous obtenons
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∫

d~r1(. . . ) = I~k(t)

= 16πBiν−2
1 H−(iν+1)

1

{

−iaαz(1 − iν)(2 − iν)B−1
1 H1

+ν(1 + iν)A−
z (t)(a − ik)H−1

1 B + ν(1 − iν) [αz(a − ik)

+aA−
z (t)]

}

(G.10)
et également

∫

d~r2(. . . ) = J~k′(t)

= 8πB′
1
iν′−2H′

1
−(iν′+1)

[

b(1 − iν)H′
1 + iν ′(b − ik′)B′

1

]

(G.11)

avec















B1 = α2 + a2 H1 = B1 − 2(~α · ~k + iak) ν =
Zk

k

B′
1 = β2 + b2 H′

1 = B′
1 − 2(~β · ~k′ + ibk′) ν ′ =

Zk′

k′

(G.12)

Au final, nous pouvons écrire R1
1s en utilisant (G.11) et (G.10) dans (G.9)

R1
1s = 128π2C1Biν−2

1 B′
1
iν′−2H−iν−1

1 H′
1
−iν′−1

[

b(1 − iν ′)H′
1 + iν ′(b − ik′)B′

1

]

×
{

− iaαz(1 − iν)(2 − iν)B−1
1 H1 + ν(1 + iν)A−

z (t)(a − ik)H−1
1 B1

+ν(1 − iν)
[

αz(a − ik) + aA−
z (t)

]

}

(G.13)
Si l’on examine R2

1s, nous remarquons qu’elle est similaire à R1
1s sauf qu’il

faut changer k en k′. Nous pouvons donc directement réécrire son expression,
en notant que le cœfficient est identique à celui de R1

1s

R2
1s = 128π2C1Biν−2

2 B′
2
iν′−2H−iν−1

2 H′
2
−iν′−1

[

b(1 − iν)H2 + iν(b − ik)B2

]

×
{

− iaβz(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
2
−1H′

2 + ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(a − ik′)H′

2
−1B′

2

+ν ′(1 − iν ′)
[

βz(a − ik′) + aA−
z (t)

]

}

(G.14)



287

où l’on a

{

B2 = α2 + b2 H2 = B2 − 2(~α · ~k + ibk)

B′
2 = β2 + a2 H′

2 = B′
2 − 2(~β · ~k′ + iak′)

(G.15)

En suivant la même démarche, nous remarquons que R3
1s est similaire à R2

1s

sauf qu’il faut changer a en b. Nous obtenons donc

R3
1s = 128π2C1Biν−2

3 B′
3
iν′−2H−iν−1

3 H′
3
−iν′−1

[

a(1 − iν)H3 + iν(a − ik)B3

]

×
{

− ibβz(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
3
−1H′

3 + ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(b − ik′)H′

2
−1B′

2

+ν ′(1 − iν ′)
[

βz(b − ik′) + bA−
z (t)

]

}

(G.16)

où l’on a

{

B3 = α2 + a2 H3 = B3 − 2(~α · ~k + iak)

B′
3 = β2 + b2 H′

3 = B′
3 − 2(~β · ~k′ + ibk′)

(G.17)

Enfin, nous remarquons que R4
1s est similaire à R3

1s sauf qu’il faut changer k
en k′. Nous obtenons donc

R4
1s = 128π2C1Biν−2

4 B′
4
iν′−2H−iν−1

4 H′
4
−iν′−1

[

a(1 − iν ′)H′
4 + iν ′(a − ik′)B′

4

]

×
{

− ibαz(1 − iν)(2 − iν)B4
−1H4 + ν(1 + iν)A−

z (t)(b − ik)H4
−1B4

+ν(1 − iν)
[

αz(b − ik) + bA−
z (t)

]

}

(G.18)

où l’on a

{

B4 = α2 + b2 H4 = B4 − 2(~α · ~k + ibk)

B′
4 = β2 + a2 H′

4 = B′
4 − 2(~β · ~k′ + iak′)

(G.19)

Ainsi, en utilisant chacune des expressions des intégrales Ri
1s nous en dédui-

sons l’expression finale de R1s en remarquant que B1 = B3, B′
1 = B′

3, B2 = B4,
B′

2 = B′
4, H1 = H3, H′

1 = H′
3, H2 = H4, H′

2 = H′
4 et nous pouvons les mettre

en facteur en ne conservant que les expressions en 1 et 2
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R1s = 256π2NC1s

(

Biν−2
1 B′

1
iν′−2H−iν−1

1 H′
1
−iν′−1

×
{

[

b(1 − iν ′)H′
1 + iν ′(b − ik′)B′

1

][

− ia(kz + A−
z (t))(1 − iν)(2 − iν)B−1

1 H1

+ν(1 + iν)A−
z (t)(a − ik)H−1

1 B1 + ν(1 − iν)
[

(kz + A−
z (t))(a − ik) + aA−

z (t)
]

]

+
[

a(1 − iν)H1 + iν(a − ik)B1

][

− ib(k′
z + A−

z (t))(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
1
−1H′

1

+ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(b − ik′)H′

1
−1B′

1 + ν ′(1 − iν ′)
[

(k′
z + A−

z (t))(b − ik′) + bA−
z (t)

]

]

}

+Biν−2
2 B′

2
iν′−2H−iν−1

2 H′
2
−iν′−1

×
{

[

b(1 − iν)H2 + iν(b − ik)B2

][

− ia(k′
z + A−

z (t))(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
2
−1H′

2

+ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(a − ik′)H′

2
−1B′

2 + ν ′(1 − iν ′)
[

(k′
z + A−

z (t))(a − ik′) + aA−
z (t)

]

]

+
[

a(1 − iν ′)H′
2 + iν ′(a − ik′)B′

2

][

− ib(kz + A−
z (t))(1 − iν)(2 − iν)B2

−1H2

+ν(1 + iν)A−
z (t)(b − ik)H2

−1B2 + ν(1 − iν)
[

(kz + A−
z (t))(b − ik) + bA−

z (t)
]

]

}

)

(G.20)
avec chaque quantité définie par











































































~α = ~A−(t) + ~k ~β = ~A−(t) + ~k′

ν =
Zk

k
ν ′ =

Zk′

k′

B1 = α2 + a2 B2 = α2 + b2

B′
1 = β2 + b2 B′

2 = β2 + a2

H1 = B1 − 2(~α · ~k + iak) H2 = B2 − 2(~α · ~k + ibk)

H′
1 = B′

1 − 2(~β · ~k′ + ibk′) H′
2 = B′

2 − 2(~β · ~k′ + iak′)

C1s =
exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

8π4
Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)(ab)3/2

(G.21)
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A présent regardons R2p0
qui s’écrit comme

R2p0
=

λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)

×ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2)

(G.22)

Développons l’intégrand

R2p0
=

λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

]

(G.23)

Nous remarquons que le premier et le quatrième terme ainsi que le second et
le troisième sont identiques dans l’échange ~r1 ←→ ~r2. Ainsi R2p0

devient

R2p0
=

2λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

]

(G.24)

Une fois encore, divisons R2p0
en deux intégrales telles que

R2p0
=

2λ√
3

(

R1
2p0

+ R2
2p0

)

(G.25)

Chacune d’entre elles s’écrivant alors

R1
2p0

=

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

(G.26)
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et

R2
2p0

=

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)ϕ2p0
(~r2)

(G.27)

Regardons tout d’abord R1
2p0

que l’on met sous la forme

R1
2p0

=

∫

d~r1 exp
(

−i ~A−(t) · ~r1

)

ψ−
~k

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)

×
∫

d~r2 exp
(

−i ~A−(t) · ~r2

)

ψ−
~k′

∗
(~r2)ϕ2p0

(~r2)
(G.28)

Intéressons-nous à l’intégrale sur ~r1 et en utilisant la définition des fonctions
d’onde, nous pouvons réécrire à l’aide de ~α = ~A−(t) + ~k

∫

d~r1(. . . ) =
2−3/2

π2
exp

(πν

2

)

Γ(1 − iν)g5/2

×
∫

d~r1 exp (−i~α · ~r1 − gr1) 1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

(r1 cos θ1)
2

(G.29)
Que l’on peut mettre sous la forme suivante, en suivant la même démarche que

pour l’intégrale I~k(t) de l’annexe D et en posant Cr1
=

2−3/2

π2
exp

(πν

2

)

Γ(1−
iν)g5/2

∫

d~r1(. . . ) = Cr1

(

i
∂

∂αz

)2 (

− ∂

∂g

)

×
∫

d~r1
exp (−i~α · ~r1 − gr1)

r1
1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

(G.30)

La partie intégrale de l’expression précédente a déjà été calculée dans l’annexe
C et nous pouvons directement écrire

∫

d~r1(. . . ) = 8πCr1

(

i
∂

∂αz

)2

Biν−2
3 H−iν−1

3

[

g(1 − iν)H3 + iν(g − ik)B3

]

(G.31)
Posons P1 =

[

g(1 − iν)H3 + iν(g − ik)B3

]

, l’expression précédente devient
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∫

d~r1(. . . ) = −8πCr1

(

∂

∂αz

)[ (

∂

∂αz

)

(Biν−2
3 H−iν−1

3 )P1

+Biν−2
3 H−iν−1

3 )

(

∂

∂αz

)

P1

]
(G.32)

Regardons chaque dérivation

(

∂

∂αz

)

(Biν−2
3 H−iν−1

3 ) = 2Biν−2
3 H−iν−1

3

[

αz(iν − 2)B−1
3

−(αz − kz)(1 + iν)H−1
3

]

(

∂

∂αz

)

P1 = 2(αz − kz)g(1 − iν) + 2αziν(g − ik)

(G.33)

En injectant chacune de ces expressions dans (G.32) il vient

∫

d~r1(. . . ) = −16πCr1

(

∂

∂αz

)

(Biν−2
3 H−iν−1

3 )
{

[

αz(iν − 2)B−1
3

−(αz − kz)(1 + iν)H−1
3

][

g(1 − iν)H3 + iν(g − ik)B
]

+(αz − kz)g(1 − iν) + αziν(g − ik)
]

}

(G.34)
Puis, en posant P2 égal au terme entre parenthèses de l’expression précédente,
cette dernière devient

∫

d~r1(. . . ) = −16πCr1

[(

∂

∂αz

)

(Biν−2
3 H−iν−1

3 )P2

+Biν−2
3 H−iν−1

3

(

∂

∂αz

)

P2

] (G.35)

Regardons la dérivation de P2

(

∂

∂αz

)

P2 =
[

(iν − 2)B−1
3 (1 − 2α2

zB−1
3 ) − (1 + iν)H−1

3 (1 − 2A−2
(t)H−1

3 )
]

×
[

g(iν − 2)H3 + iν(g − ik)B−1
3

]

+ 2
[

αz(iν − 2)B−1
3

−A−(t)(1 + iν)H−1
3

][

A−(t)g(1 − iν) + αziν(g − ik)
]

+g(1 − iν) + iν(g − ik)

(G.36)
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Pour des raisons de simplicité, nous garderons des expressions P2 et

(

∂

∂αz

)

P2

sachant que l’on pourra toujours se référer à le formulation donnée ci-dessus.
Au final, nous pouvons simplement réécrire l’intégrale sur ~r1 comme

∫

d~r1(. . . ) = −16πCr1
Biν−2

3 H−iν−1
3 )

{

2
[

αz(iν − 2)B−1
3 − A−(1 + iν)H−1

3

]

+

(

∂

∂αz

)

P2

}

(G.37)

Regardons maintenant l’intégrale sur ~r2 de (G.27) que l’on peut mettre sous
la forme

∫

d~r2(. . . ) = (2π)−3/2 exp

(

πν ′

2

)

Γ(1 − iν ′)π−1/2g5/2

×
∫

d~r2 exp
[

−i
(

~A−(t) + ~k′
)

· ~r2

]

1F1

(

iν ′; 1; ikr2 + i~k · ~r2

)

×r2 cos θ2 exp(−gr2)

(G.38)

Avec ~β = ~A−(t)+~k′ et Cr2
= 2−3/2π−2 exp

(

πν ′

2

)

Γ(1−iν ′)g5/2, nous pouvons

voir apparâıtre l’intégrale I~k(t), en utilisant son expression dans l’équation
précédente, il vient

∫

d~r2(. . . ) = 16πCr2
B′

3
iν′−2H′

3
−iν′−1

{

− igβz(1 − iν ′)(2 − iν ′)H′
3B′

3
−1

+ν ′A−(1 + iν)(g − ik′)B′
3H′

3
−1 + ν ′(1 − iν ′)

[

βz(g − ik′)

+gA−
]

}

(G.39)

Rappelons que l’on a B′
3 = β2 +g2, H′

3 = B′
3−2(~β · ~k′ +ik′g). En définitive, si

l’on reporte chacune des expressions des intégrales sur ~r1 et ~r2, nous pouvons
en déduire une expression de R1

2p0
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R1
2p0

= −(16π)2Cr1
Cr2

Biν−2
3 H−iν−1

3 B′
3
iν′−2H′

3
−iν′−1

{

− igβz(1 − iν ′)

×(2 − iν ′)H′
3B′

3
−1 + ν ′A−(t)(1 + iν ′)(g − ik′)B′

3H′
3
−1 + ν ′(1 − iν ′)

×
[

βz(g − ik′) + gA−(t)
]

}{

2
[

αz(iν − 2)B−1
3 − A−(t)(1 + iν)H−1

3

]

P2

+

(

∂

∂αz

)

P2

}

(G.40)
Si l’on regarde R2

2p0
, il s’agit simplement de R1

2p0
où l’on change k pour k′,

on peut donc l’écrire comme

R2
2p0

= −(16π)2Cr1
Cr2

Biν−2
3 H−iν−1

3 B′
3
iν′−2H′

3
−iν′−1

{

− igαz(1 − iν)

×(2 − iν)H3B3
−1 + νA−(t)(1 + iν)(g − ik)B3H3

−1 + ν(1 − iν)

×
[

αz(g − ik) + gA−(t)
]

}{

2
[

βz(iν
′ − 2)B′

3
−1 − A−(t)(1 + iν ′)H′

3
−1

]

P ′
2

+

(

∂

∂βz

)

P ′
2

}

(G.41)
A partir de chacune de ces expressions, nous arrivons à une formulation de

R2p0
= − 2λ√

3
(16π)2C2p0

Biν−2
3 B′

3
iν′−2H−iν−1

3 H′
3
−iν′−1

×
(

{

− igβz(1 − iν ′)(2 − iν ′)H′
3B′

3
−1 + ν ′A−(1 + iν ′)(g − ik′)B′

3H′
3
−1

+ν ′(1 − iν ′)
[

βz(g − ik′) + gA−(t)
]

}{

2
[

αz(iν − 2)B−1
3 − A−(t)(1 + iν)H−1

3

]

P2

+

(

∂

∂αz

)

P2

}

+

{

− igαz(1 − iν)(2 − iν)H3B3
−1 + νA−(t)(1 + iν)(g − ik)B3H3

−1

+ν(1 − iν)
[

αz(g − ik) + gA−(t)
]

}{

2
[

βz(iν
′ − 2)B′

3
−1 − A−(t)(1 + iν ′)H′

3
−1

]

P ′
2

+

(

∂

∂βz

)

P ′
2

}

)

(G.42)
où l’on a
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B3 = α2 + g2 B′
3 = β2 + g2

H3 = B3 − 2(~α · ~k + igk) H′
3 = B′

3 − 2(~β · ~k′ + igk′)

C2p0
=

exp
[π

2
(ν + ν ′)

]

8π4
Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)g5

(G.43)

Procédons encore de la même manière pour R2p± qui est la somme des deux
quantités R2p+

et R2p−

R2p± =
λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)

×
[

ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

= R2p+
+ R2p−

(G.44)

R2p+
s’écrit comme

R2p+
=

λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

(G.45)

R2p− s’écrit comme
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R2p− =
λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)

(G.46)

A ce stade, on remarque que le premier terme de l’accolade de R2p+
est

identique au quatrième terme de R2p− dans l’échange ~r1 ←→ ~r2. Il en va de
même pour le deuxième terme de R2p+

et le troisième de R2p− , le troisième
de R2p+

et le second de R2p− ainsi que le dernier de R2p+
et le premier de

R2p− . Dans ce cas, R2p± devient

R2p± =
λ√
3

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ψ−
~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)r2 cos θ2ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)

(G.47)

Divisons cette dernière expression en quatre intégrales telles que

R2p± =
λ√
3

(

R1
2p±

+ R2
2p±

+ R3
2p±

+ R4
2p±

)

(G.48)

Intéressons-nous à R1
2p±

qui s’écrit comme

R1
2p±

=

∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i ~A−(t) · (~r1 + ~r2)
]

×ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ϕ2p+

(~r1)ϕ2p−(~r2)
(G.49)

D’après les expressions des fonctions d’onde (6.2), il vient
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R1
2p±

= (2π)−4 exp
[π

2
(ν + ν ′)

]

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)g5

×
∫

d~r1 d~r2 exp
[

−i
(

~A−(t) + ~k
)

· ~r1 − i
(

~A−(t) + ~k′
)

· ~r2

]

exp[−g(r1 + r2)]1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

1F1

(

iν ′; 1; ik′r1 + i~k′ · ~r1

)

r1 cos θ1r1 sin θ1 exp(−iφ1)r2 sin θ2 exp(iφ2)

(G.50)

Posons C1
2p = (2π)−4 exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)g5, séparons les fac-

teurs dépendants de ~r1 de ceux dépendants de ~r2 en utilisant les quantités ~α
et ~β

R1
2p±

= C1
2p

∫

d~r1 exp
[

−i
(

~A−(t) + ~k
)

· ~r1 − gr1

]

1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

×r2
1 cos θ1 sin θ1 exp(−iφ1)

×
∫

d~r2 exp
[

−i
(

~A−(t) + ~k′
)

· ~r2 − gr2

]

1F1

(

iν ′; 1; ik′r1 + i~k′ · ~r1

)

×r2 sin θ2 exp(iφ2)

(G.51)

Développons le produit scalaire ~α · ~r1 = αxr1 sin θ1 cos φ1 +αyr1 sin θ1 sin φ1 +
αzr1 cos θ1. De cette dernière formule, nous pouvons tirer les expressions











































(

i
∂

∂αx

)

exp (−i~α · ~r1) = r1 sin θ1 cos φ1 exp (−i~α · ~r1)

(

∂

∂αy

)

exp (−i~α · ~r1) = −ir1 sin θ1 sin φ1 exp (−i~α · ~r1)

(

i
∂

∂αz

)

exp (−i~α · ~r1) = r1 cos θ1 exp (−i~α · ~r1)

(G.52)

Si on développe exp (−iφ1) = cos φ1 − i sin φ1, on voit apparâıtre dans (G.51)
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r2
1 cos θ1 sin φ1 exp (−iφ1) exp (−i~α · ~r1)

= r2
1 cos θ1(r1 sin θ1 cos φ1 − ir1 sin θ1 sin φ1) exp (−i~α · ~r1)

=

(

i
∂

∂αz

)[

i
∂

∂αx

+
∂

∂αy

]

exp (−i~α · ~r1)

(G.53)
Si l’on regarde (G.51) que l’on décompose en un produit de deux intégrales
telles que

R1
2p±

= C1
2p±

× I1
2p±

(~r1) × I2
2p±

(~r2) (G.54)

Il est donc possible de réécrire I1
2p±

(~r1) en vertu de (G.52) comme

I1
2p±

(~r1) =

(

i
∂

∂αz

) [

i
∂

∂αx

+
∂

∂αy

](

− ∂

∂g

) ∫

d~r1
exp (−i~α · ~r1 − gr1)

r1

×1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)

(G.55)
L’intégrale est connue, c’est une forme de Nordsieck et en utilisant les nota-
tions B3 et H3 nous pouvons réécrire l’équation précédente

I1
2p±

(~r1) =

(

i
∂

∂αz

) [

i
∂

∂αx

+
∂

∂αy

](

− ∂

∂g

)

H−iν
3 Biν−1

3 (G.56)

Nous avons déjà calculé la dérivée par rapport à g (cf. Annexe C où dans
cette dernière la dérivation est effectuée par rapport à Zi)

(

− ∂

∂g

)

H−iν
3 Biν−1

3 = 2H−iν
3 Biν−1

3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

(G.57)

Dérivons cette dernière expression par rapport à y

∂

∂αy

2H−iν
3 Biν−1

3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

=

2

(

∂

∂αy

H−iν
3 Biν−1

3

)

[

. . .
]

+ 2H−iν
3 Biν−1

3

∂

∂αy

[

. . .
]

(G.58)

Regardons tout d’abord la dérivée du facteur H−iν
3 Biν−1

3
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∂

∂αy

H−iν
3 Biν−1

3 = 2H−iν
3 Biν−1

3

[

− iν(αy − ky)H−1
3 + αy(iν − 1)B−1

3

]

(G.59)
Dérivons ensuite le terme entre crochets de (G.58)

∂

∂αy

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

= −2iν(αy − ky)(g − ik)H−2
3

−2αyg(1 − iν)B−2
3

(G.60)

En remplaçant (G.60) et (G.59) dans (G.58) il vient

∂

∂αy

2H−iν
3 Biν−1

3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

=

4H−iν
3 Biν−1

3

{

[

− iν(αy − ky)H−1
3 + αy(iν − 1)B−1

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

− iν(αy − ky)(g − ik)H−2
3

−2αyg(1 − iν)B−2
3

}

(G.61)

Il nous faut dériver (G.57) par rapport à αx. Cette dérivée sera identique à
l’expression précédente au changement y en x près. On a donc

∂

∂αx

2H−iν
3 Biν−1

3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

=

4H−iν
3 Biν−1

3

{

[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

− iν(αx − kx)(g − ik)H−2
3

−2αxg(1 − iν)B−2
3

}

(G.62)

Nous pouvons ainsi écrire I1
2p±

(~r1) sous la forme

I1
2p±

(~r1) = 16π

(

i
∂

∂αz

)

H−iν
3 Biν−1

3

(

i

{

[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

− iν(αx − kx)(g − ik)H−2
3

+2αxg(iν − 1)B−2
3

}

+

{

x ←→ y

}

)

(G.63)
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Calculons à présent la dérivée par rapport à αz. Pour cela, rappelons la
dérivée du facteur H−iν

3 Biν−1
3

(

∂

∂αz

)

H−iν
3 Biν−1

3 = 2H−iν
3 Biν−1

3

[

− iν(αz − kz)H−1
3 + αz(iν − 1)B−1

3

]

(G.64)

Et celle du premier terme entre accolades de (G.63)

(

∂

∂αz

) {

[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

− iν(αx − kx)(g − ik)H−2
3

+2αxg(iν − 1)B−2
3

}

=

[

2iν(αz − kz)(αx − kx)H−2
3 − 2αxαz(iν − 1)B−2

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+
[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

]

×
[

− 2iν(αz − kz)(g − ik)H−2
3 − 2αzg(1 − iν)B−2

3

]

+ 4iν(αx − kx)

×(αz − kz)(g − ik)H−3
3 − 4αxαz(iν − 1)B−3

3

(G.65)

La dérivation de la seconde accolade de (G.63) est identique à la précédente
en échangeant x ←→ y

(

∂

∂αz

) {

x ←→ y

}

=

[

2iν(αz − kz)(αy − ky)H−2
3 − 2αyαz(iν − 1)B−2

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+
[

− iν(αy − ky)H−1
3 + αy(iν − 1)B−1

3

]

×
[

− 2iν(αz − kz)(g − ik)H−2
3 − 2αzg(1 − iν)B−2

3

]

+ 4iν(αy − ky)

×(αz − kz)(g − ik)H−3
3 − 4αyαz(iν − 1)B−3

3

(G.66)

En vertu de (G.66), (G.65) et (G.64) nous pouvons finalement réécrire (G.63)
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I1
2p±

(~r1) = 32iπH−iν
3 Biν−1

3

(

[

− iν(αz − kz)H−1
3 + αz(iν − 1)B−1

3

]

×
[

i
{

[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

][

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

− iν(αx − kx)(g − ik)H−2
3 − 2αxg(1 − iν)B−2

3

}

+
{

x ←→ y
}

]

+ i

{

[

iν(αz − kz)(αx − kx)H−2
3 − 2αxαz(iν − 1)B−2

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+
[

− iν(αx − kx)H−1
3 + αx(iν − 1)B−1

3

]

×
[

− 2iν(αz − kz)(g − ik)H−2
3 − 2αzg(1 − iν)B−2

3

]

+ 4iν(αx − kx)

×(αz − kz)(g − ik)H−3
3 − 4αxαz(iν − 1)B−3

3

}

+

{

x ←→ y

}

)

(G.67)
Regardons à présent la deuxième intégrale de (G.54), nous pouvons directe-
ment la réécrire comme

I2
2p±

(~r2) = 4π

[

i
∂

∂βx

− ∂

∂βy

] (

− ∂

∂g

)

H′
3
−iνB′

3
iν−1

(G.68)

Cette dernière expression est à rapprocher de (G.56) et son résultat est à
rapprocher de (G.63)

I2
2p±

(~r2) = 16πH′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

i

{

[

− iν ′(βx − k′
x)H′

3
−1 + βx(iν

′ − 1)B′
3
−1

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

− iν ′(βx − k′
x)(g − ik′)H′

3
−2

+βxg(iν ′ − 1)B′
3
−2

}

−
{

x ←→ y

}

)

(G.69)
A partir des expressions (G.67) et (G.69) nous pouvons déduire une expres-
sion de R1

2p±
en utilisant les simplifications ci-après

αz − kz = Az(t) βz − k′
z = Az(t)

αy − ky = 0 βy − k′
y = 0

αx − kx = 0 βz − k′
z = 0

(G.70)
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Il vient donc

R1
2p±

= C1
2p±

512iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iνA−
z (t)H−1

3 + αz(iν − 1)B−1
3

][

i
{

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

+ kxg(iν − 1)B−2
3

}

+ {x ←→ y}
]

+ i

{

[

− kxαz(iν − 1)B−2
3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+ kx(iν − 1)B−1
3

[

− iνA−
z (t)(g − ik)H−2

3

−αzg(1 − iν)B−2
3

]

− 2kxky(iν − 1)B−3
3

}

+

{

x ←→ y

}}

×
{

i
(

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

)

− k′
y(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
yg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

)

(G.71)
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Regardons à présent la seconde intégrale R2
2p0

, son résultat est à rapprocher
de celui de R1

2p0
sauf qu’il faut intervertir k en k′. Ainsi, nous pouvons direc-

tement déduire

R2
2p±

= C1
2p±

512iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iν ′A−
z (t)H′

3
−1 + βz(iν

′ − 1)B′
3
−1

][

i
{

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1

+g(1 − iν ′)B′
3
−1

]

+ k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

+ {x ←→ y}
]

+ i

{

[

− k′
xβz(iν

′ − 1)B′
3
−2

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+ k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

− iν ′A−
z (t)(g − ik′)H′

3
−2

−βzg(1 − iν ′)B′
3
−2

]

− 2k′
xk

′
y(iν

′ − 1)B′
3
−3

}

+

{

x ←→ y

}}

×
{

i
(

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kxg(iν − 1)B−2
3

)

− ky(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kyg(iν − 1)B−2
3

}

)

(G.72)
Regardons à présent la troisième intégrale R3

2p0
, son résultat est à rapprocher

de celui de R2
2p0

sauf que les moments magnétiques sont opposés dans chaque
cas. Ceci va se manifester par un signe (( - )) dans l’expression des dérivées
par rapport à αx et αy. Au final, l’expression de R3

2p0
va être identique à celle

de R2
2p0

sauf que les termes d’échange x ←→ y seront précédés d’un (( - ))
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R3
2p±

= C1
2p±

512iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iν ′A−
z (t)H′

3
−1 + βz(iν

′ − 1)B′
3
−1

][

i
{

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1

+g(1 − iν ′)B′
3
−1

]

+ k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

− {x ←→ y}
]

+ i

{

[

− k′
xβz(iν

′ − 1)B′
3
−2

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+ k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

− iν ′A−
z (t)(g − ik′)H′

3
−2

−βzg(1 − iν ′)B′
3
−2

]

− 2k′
xk

′
y(iν

′ − 1)B′
3
−3

}

−
{

x ←→ y

}}

×
{

i
(

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kxg(iν − 1)B−2
3

)

− ky(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kyg(iν − 1)B−2
3

}

)

(G.73)
De la même manière pour R4

2p0
qui va être identique à R1

2p0
au signe (( - )) près
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R4
2p±

= C1
2p±

512iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iνA−
z (t)H−1

3 + αz(iν − 1)B−1
3

][

i
{

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

+ kxg(iν − 1)B−2
3

}

− {x ←→ y}
]

+ i

{

[

− kxαz(iν − 1)B−2
3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+ kx(iν − 1)B−1
3

[

− iνA−
z (t)(g − ik)H−2

3

−αzg(1 − iν)B−2
3

]

− 2kxky(iν − 1)B−3
3

}

−
{

x ←→ y

}}

×
{

i
(

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

)

− k′
y(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
yg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

)

(G.74)
Afin de calculer R2p± , commençons par sommer R1

2p0
et R4

2p0
car pour ces

intégrales, les termes d’échange x ←→ y vont se compenser exactement



305

R1
2p±

+ R4
2p0

= C1
2p±

1024iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iνA−
z (t)H−1

3 + αz(iν − 1)B−1
3

][

i
{

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

+ kxg(iν − 1)B−2
3

}

]

+ i

{

[

− kxαz(iν − 1)B−2
3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+ kx(iν − 1)B−1
3

[

− iνA−
z (t)(g − ik)H−2

3

−αzg(1 − iν)B−2
3

]

− 2kxky(iν − 1)B−3
3

}}

×
{

i
(

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

)

− k′
y(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
yg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

)

(G.75)
De la même manière pour la somme de R2

2p0
et R3

2p0
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R2
2p±

+ R3
2p0

= C1
2p±

1024iπ2H−iν
3 Biν−1

3 H′
3
−iν′B′

3
iν′−1

(

{

[

− iν ′A−
z (t)H′

3
−1 + βz(iν

′ − 1)B′
3
−1

][

i
{

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1

+g(1 − iν ′)B′
3
−1

]

+ k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

]

+ i

{

[

− k′
xβz(iν

′ − 1)B′
3
−2

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+ k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

− iν ′A−
z (t)(g − ik′)H

−βzg(1 − iν ′)B′
3
−2

]

− 2k′
xk

′
y(iν

′ − 1)B′
3
−3

}}

×
{

i
(

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kxg(iν − 1)B−2
3

)

− ky(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kyg(iν − 1)B−2
3

}

)

(G.76)
Au final, en utilisant ces deux dernières expressions dans (G.48) il vient
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R2p± = − 2λ√
3
1024π2C2p±Biν−1

3 B′
3
iν′−1H−iν

3 H′
3
−iν′

(

{

[

− iνA−
z (t)H−1

3 + (kz + A−
z (t))(iν − 1)B−1

3

][

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

+ kxg(iν − 1)B−2
3

]

+
[

− kx(kz + A−
z (t))(iν − 1)B−2

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+ kx(iν − 1)B−1
3

[

− iνA−
z (t)(g − ik)H−2

3

−(kz + A−
z (t))g(1 − iν)B−2

3

]

− 2kxky(iν − 1)B−3
3

}

×
{

i
(

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

)

− k′
y(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
yg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

+

{

[

− iν ′A−
z (t)H′

3
−1 + (k′

z + A−
z (t))(iν ′ − 1)B′

3
−1

][

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1

+g(1 − iν ′)B′
3
−1

]

+ k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

]

+
[

− k′
x(k

′
z + A−

z (t))(iν ′ − 1)B′
3
−2

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+ k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

− iν ′A−
z (t)(g − ik′)H′

3
−2

−(k′
z + A−

z (t))g(1 − iν ′)B′
3
−2

]

− 2k′
xk

′
y(iν

′ − 1)B′
3
−3

}

×
{

i
(

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kxg(iν − 1)B−2
3

)

− ky(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kyg(iν − 1)B−2
3

}

)

(G.77)



308 Amplitude de transition avec état fondamental amélioré

avec dans ce cas

C2p± =
exp

[π

2
(ν + ν ′)

]

(2π)4
Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)g5 (G.78)

A l’aide de chacune des expressions (G.20), (G.42) et (G.77) nous pouvons
déduire une expression générale de (G.2) que, par simplicité nous mettons
sous la forme

R = N(1 + λ2)−1/2 exp
[π

2
(ν + ν ′)

]

Γ(1 − iν)Γ(1 − iν ′)

×
[

C1T1 + C2T2 + C3T3

] (G.79)

où l’on a



























C1 =
32

π2
N (ab)3/2

C2 = −64λg5

π2
√

3

C3 = −27λg5

π2
√

3

(G.80)

Et chacun des termes
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T1 = Biν−2
1 B′

1
iν′−2H−iν−1

1 H′
1
−iν′−1

×
{

[

b(1 − iν ′)H′
1 + iν ′(b − ik′)B′

1

][

− ia(kz + A−
z (t))(1 − iν)(2 − iν)B−1

1 H1

+ν(1 + iν)A−
z (t)(a − ik)H−1

1 B1 + ν(1 − iν)
[

(kz + A−
z (t))(a − ik) + aA−

z (t)
]

]

+
[

a(1 − iν)H1 + iν(a − ik)B1

][

− ib(k′
z + A−

z (t))(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
1
−1H′

1

+ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(b − ik′)H′

1
−1B′

1 + ν ′(1 − iν ′)
[

(k′
z + A−

z (t))(b − ik′) + bA−
z (t)

]

]

}

+Biν−2
2 B′

2
iν′−2H−iν−1

2 H′
2
−iν′−1

×
{

[

b(1 − iν)H2 + iν(b − ik)B2

][

− ia(k′
z + A−

z (t))(1 − iν ′)(2 − iν ′)B′
2
−1H′

2

+ν ′(1 + iν ′)A−
z (t)(a − ik′)H′

2
−1B′

2 + ν ′(1 − iν ′)
[

(k′
z + A−

z (t))(a − ik′) + aA−
z (t)

]

]

+
[

a(1 − iν ′)H′
2 + iν ′(a − ik′)B′

2

][

− ib(kz + A−
z (t))(1 − iν)(2 − iν)B2

−1H2

+ν(1 + iν)A−
z (t)(b − ik)H2

−1B2 + ν(1 − iν)
[

(kz + A−
z (t))(b − ik) + bA−

z (t)
]

]

}

(G.81)

T2 = Biν−2
3 B′

3
iν′−2H−iν−1

3 H′
3
−iν′−1

×
(

{

− igβz(1 − iν ′)(2 − iν ′)H′
3B′

3
−1 + ν ′A−(1 + iν ′)(g − ik′)B′

3H′
3
−1

+ν ′(1 − iν ′)
[

βz(g − ik′) + gA−
]

}{

2
[

αz(iν − 2)B−1
3 − A−(1 + iν)H−1

3

]

P2

+

(

∂

∂αz

)

P2

}

+
{

− igαz(1 − iν)(2 − iν)H3B3
−1 + νA−(1 + iν)(g − ik)B3H3

−1

+ν(1 − iν)
[

αz(g − ik) + gA−
]

}{

2
[

βz(iν
′ − 2)B′

3
−1 − A−(1 + iν ′)H′

3
−1

]

P ′
2

+

(

∂

∂βz

)

P ′
2

}

)

(G.82)
et enfin
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T3 = B′
3
iν′−1H−iν

3 H′
3
−iν′

(

{

[

− iνA−
z (t)H−1

3 + (kz + A−
z (t))(iν − 1)B−1

3

][

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3

+g(1 − iν)B−1
3

]

+ kxg(iν − 1)B−2
3

]

+
[

− kx(kz + A−
z (t))(iν − 1)B−2

3

]

×
[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+ kx(iν − 1)B−1
3

[

− iνA−
z (t)(g − ik)H−2

3

−(kz + A−
z (t))g(1 − iν)B−2

3

]

− 2kxky(iν − 1)B−3
3

}

×
{

i
(

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

)

− k′
y(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+k′
yg(iν ′ − 1)B′

3
−2

}

+

{

[

− iν ′A−
z (t)H′

3
−1 + (k′

z + A−
z (t))(iν ′ − 1)B′

3
−1

][

k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1

+g(1 − iν ′)B′
3
−1

]

+ k′
xg(iν ′ − 1)B′

3
−2

]

+
[

− k′
x(k

′
z + A−

z (t))(iν ′ − 1)B′
3
−2

]

×
[

iν ′(g − ik′)H′
3
−1 + g(1 − iν ′)B′

3
−1

]

+ k′
x(iν

′ − 1)B′
3
−1

[

− iν ′A−
z (t)(g − ik′)H′

3
−2

−(k′
z + A−

z (t))g(1 − iν ′)B′
3
−2

]

− 2k′
xk

′
y(iν

′ − 1)B′
3
−3

}

×
{

i
(

kx(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kxg(iν − 1)B−2
3

)

− ky(iν − 1)B−1
3

[

iν(g − ik)H−1
3 + g(1 − iν)B−1

3

]

+kyg(iν − 1)B−2
3

}

)

(G.83)



Annexe H
Intégrales sur t du développement
Born II

Le but de cette annexe est de développer analytiquement les intégrales sur
le temps des développements Born II avec et sans états intermédiaires.

H.1 Born II sans état intermédiaire

Il s’agit de regarder en détail l’intégrale sur le temps de (7.15)

I =

∫ τ

0

dt E(t)A(t) exp
[

−i(ε~k + ε~k′ − εHe)t
]

(H.1)

Sachant que l’on a A(t) = −
∫ τ

0

dt′E(t′) et que pour un champ du type

E(t) = E0 sin(ωt + ϕ) sin2

(

πt

τ

)

ce potentiel se calcule analytiquement sous

la forme
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A(t) = E0













(

2π

τ

)2

cos ϕ

2ω

[

ω2 −
(

2π

τ

)2
] +

cos(ωt + ϕ)

2ω

−
cos

[(

ω +
2π

τ

)

t + ϕ

]

4

(

ω +
2π

τ

) −
cos

[(

ω − 2π

τ

)

t + ϕ

]

4

(

ω − 2π

τ

)









(H.2)

Posons à présent B = E0

(

2π

τ

)2

cos ϕ

2ω

[

ω2 −
(

2π

τ

)2
] , C =

E0

2ω
, D = − E0

4ω+
, E =

− E0

4ω−
avec ω+ = ω +

2π

τ
, ω− = ω − 2π

τ
ce qui nous permet de réécrire A(t)

sous la forme

A(t) = B + C cos(ωt + ϕ) + D cos(ω+t + ϕ) + E cos(ω−t + ϕ) (H.3)

Et finalement, I devient en posant α = ε~k + ε~k′ − εHe

I = B

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) + C

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ωt + ϕ)

+D

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ω+t + ϕ)

+E

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ω−t + ϕ)

(H.4)

Que nous pouvons découper en quatre intégrales

I = I0 + I1 + I2 + I3 (H.5)

A présent, nous allons développer la forme

I ′ =

∫ t

0

dt′E(t′) exp(iαt′) (H.6)
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Sachant que l’on peut développer le champ comme E(t) = E0 cos ϕ sin2

(

πt

τ

)

sin(ωt)+

E0 sin ϕ sin2

(

πt

τ

)

cos(ωt) ; posons A = E0 cos ϕ, B = E0 sin ϕ, β =
π

τ
qui

nous permet de réécrire I ′ comme

I ′ =

∫ t

0

dt′
(

A sin2 βt′ sin ωt′ + B sin2 βt′ sin ωt′
)

exp(iαt′) (H.7)

En utilisant la forme exponentielle du sinus et du cosinus puis en intégrant,
cette dernière expression devient

I ′ =
A + iB

8

[

exp(iδ1t) − 1

δ1

+
exp(iδ3t) − 1

δ3

− 2
exp(iδ5t) − 1

δ5

]

+
A− iB

8

[

−exp(iδ2t) − 1

δ2

+
exp(−iδ4t) − 1

δ4

+ 2
exp(iδ6t) − 1

δ6

]
(H.8)

où l’on a utilisé































δ1 = 2β + ω + α δ1 = 2β + δ5

δ2 = 2β − ω + α δ2 = 2β + δ6

δ3 = ω + α − 2β δ3 = −2β + δ5

δ4 = 2β + ω − α δ4 = 2β − δ6

δ5 = α + ω
δ6 = α − ω

(H.9)

En posant C1 =
A + iB

8
, D1 =

A− iB
8

mais aussi E1 = C1

[

− 1

δ1

− 1

δ3

+
2

δ5

]

et F1 = D1

[

1

δ2

− 1

δ4

− 2

δ6

]

et enfin G1 = E1 +F1, l’expression précédente de

I ′ peut alors s’écrire comme

I ′ = C1

[

exp(iδ1t)

δ1

+
exp(iδ3t)

δ3

− 2
exp(iδ5t)

δ5

]

+ D1

[

−exp(iδ2t)

δ2

+
exp(−iδ4t)

δ4

+ 2
exp(iδ6t)

δ6

]

+ G1

(H.10)

Cette dernière expression va nous être très utile puisqu’elle est à la base de
chaque développement des intégrales sur t. Ainsi le premier terme I0 de (H.4)
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va s’exprimer directement à l’aide de (H.10). Pour le calcul de I1, evaluons à
présent une intégrale du type

I ′′ =

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ωt + ϕ) (H.11)

En utilisant la forme exponentielle du cosinus, nous pouvons réécrire l’équa-
tion précédente sous la forme

I ′′ =
exp(iϕ)

2

∫ τ

0

dtE(t) exp[i(α + ω)t] +
exp(−iϕ)

2

∫ τ

0

dtE(t) exp[i(α − ω)t]

(H.12)

Posons K =
exp(iϕ)

2
et L =

exp(−iϕ)

2
mais également ε1 = α + ω et ε2 =

α − ω. Ainsi, en vertu de (H.10) nous avons

K
∫ τ

0

dtE(t) exp(iε1t) = K
{

C1

[

exp(iµ1τ)

µ1

+
exp(iµ3τ)

µ3

− 2
exp(iµ5τ)

µ5

]

+D1

[

−exp(iµ2τ)

µ2

+
exp(−iµ4τ)

µ4

+ 2
exp(iµ6τ)

µ6

]

+ G2

}

(H.13)
où l’on a































µ1 = 2β + δ5

µ2 = 2β + δ6

µ3 = −2β + δ5

µ3 = 2β − δ6

µ5 = ε1 + ω
µ6 = ε1 − ω

(H.14)

et G2 = C1

[

− 1

µ1

− 1

µ3

+
2

µ5

]

+ D1

[

1

µ2

− 1

µ4

− 2

µ6

]

. De la même manière,

nous avons

L
∫ τ

0

dtE(t) exp(iε2t) = L
{

C1

[

exp(iν1τ)

ν1

+
exp(iν3τ)

ν3

− 2
exp(iν5τ)

ν5

]

+D1

[

−exp(iν2τ)

ν2

+
exp(−iν4τ)

ν4

+ 2
exp(iν6τ)

ν6

]

+ G3

}

(H.15)
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ν1 = 2β + ν5

ν2 = 2β + ν6

ν3 = −2β + ν5

ν3 = 2β − ν6

ν5 = ε2 + ω
ν6 = ε2 − ω

(H.16)

et G3 = C1

[

− 1

ν1

− 1

ν3

+
2

ν5

]

+ D1

[

1

ν2

− 1

ν4

− 2

ν6

]

. Pour le calcul de I2, éva-

luons à présent une intégrale du type

I ′′′ =

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ω+t + ϕ) (H.17)

que nous pouvons réécrire sous la forme

I ′′′ = K
∫ τ

0

dtE(t) exp(iκ1t) + L
∫ τ

0

dtE(t) exp(iκ2t) (H.18)

où l’on a κ1 = α + ω+ et κ2 = α − ω+. A l’aide de (H.13) et (H.15) nous
pouvons déduire une expression de I ′′′

I ′′′ = K
{

C1

[

exp(iρ1τ)

ρ1

+
exp(iρ3τ)

ρ3

− 2
exp(iρ5τ)

ρ5

]

+D1

[

−exp(iρ2τ)

ρ2

+
exp(−iρ4τ)

ρ4

+ 2
exp(iρ6τ)

ρ6

]

+ G4

}

+

L
{

C1

[

exp(iλ1τ)

λ1

+
exp(iλ3τ)

λ3

− 2
exp(iλ5τ)

λ5

]

+D1

[

−exp(iλ2τ)

λ2

+
exp(−iλ4τ)

λ4

+ 2
exp(iλ6τ)

λ6

]

+ G5

}

(H.19)

où l’on a































ρ1 = 2β + ρ5 λ1 = 2β + λ5

ρ2 = 2β + ρ6 λ2 = 2β + λ6

ρ3 = −2β + ρ5 λ3 = −2β + λ5

ρ3 = 2β − ρ6 λ4 = 2β − λ6

ρ5 = κ1 + ω λ5 = κ2 + ω
ρ6 = κ1 − ω λ6 = κ2 − ω

(H.20)
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et G4 = C1

[

− 1

ρ1

− 1

ρ3

+
2

ρ5

]

+D1

[

1

ρ2

− 1

ρ4

− 2

ρ6

]

mais aussi G5 = C1

[

− 1

λ1

− 1

λ3

+
2

λ5

]

+

D1

[

1

λ2

− 1

λ4

− 2

λ6

]

. En dernier lieu, une expression analytique de l’intégrale

I3 peut se déduire directement de

I ′′′′ =

∫ τ

0

dtE(t) exp(iαt) cos(ω−t + ϕ) (H.21)

que l’on peut tirer de (H.19) en changeant κ1 par ζ1 = α + ω− et κ2 par
ζ2 = α − ω−. En résumé, d’après chaque expression de I ′, I ′′ et I ′′′ nous
pouvons écrire
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I = CI

{

C1

[

exp(iδ1τ)

δ1

+
exp(iδ3τ)

δ3

− 2
exp(iδ5τ)

δ5

]

+D1

[

−exp(iδ2τ)

δ2

+
exp(−iδ4τ)

δ4

+ 2
exp(iδ6τ)

δ6

]

+ G1

}

+

CII

{

C1

[

exp(iµ1τ)

µ1

+
exp(iµ3τ)

µ3

− 2
exp(iµ5τ)

µ5

]

+D1

[

−exp(iµ2τ)

µ2

+
exp(−iµ4τ)

µ4

+ 2
exp(iµ6τ)

µ6

]

+ G2

}

+

CIII

{

C1

[

exp(iν1τ)

ν1

+
exp(iν3τ)

ν3

− 2
exp(iν5τ)

ν5

]

+D1

[

−exp(iν2τ)

ν2

+
exp(−iν4τ)

ν4

+ 2
exp(iν6τ)

ν6

]

+ G3

}

+

CIV

{

C1

[

exp(iρ1τ)

ρ1

+
exp(iρ3τ)

ρ3

− 2
exp(iρ5τ)

ρ5

]

+D1

[

−exp(iρ2τ)

ρ2

+
exp(−iρ4τ)

ρ4

+ 2
exp(iρ6τ)

ρ6

]

+ G4

}

+

CV

{

C1

[

exp(iλ1τ)

λ1

+
exp(iλ3τ)

λ3

− 2
exp(iλ5τ)

λ5

]

+D1

[

−exp(iλ2τ)

λ2

+
exp(−iλ4τ)

λ4

+ 2
exp(iλ6τ)

λ6

]

+ G5

}

+

CV I

{

C1

[

exp(iθ1τ)

θ1

+
exp(iθ3τ)

θ3

− 2
exp(iθ5τ)

θ5

]

+D1

[

−exp(iθ2τ)

θ2

+
exp(−iθ4τ)

θ4

+ 2
exp(iθ6τ)

θ6

]

+ G6

}

+

CV II

{

C1

[

exp(iη1τ)

η1

+
exp(iη3τ)

η3

− 2
exp(iη5τ)

η5

]

+D1

[

−exp(iη2τ)

η2

+
exp(−iη4τ)

η4

+ 2
exp(iη6τ)

η6

]

+ G7

}

(H.22)

où chaque terme est défini par
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δ1 = 2β + δ5 µ1 = 2β + δ5 ν1 = 2β + ν5 ρ1 = 2β + ρ5

δ2 = 2β + δ6 µ2 = 2β + δ6 ν2 = 2β + ν6 ρ2 = 2β + ρ6

δ3 = −2β + δ5 µ3 = −2β + δ5 ν3 = −2β + ν5 ρ3 = −2β + ρ5

δ4 = 2β − δ6 µ3 = 2β − δ6 ν3 = 2β − ν6 ρ4 = 2β − ρ6

δ5 = α + ω µ5 = ε1 + ω ν5 = ε2 + ω ρ5 = κ1 + ω
δ6 = α − ω µ6 = ε1 − ω ν6 = ε2 − ω ρ6 = κ1 − ω

(H.23)































λ1 = 2β + λ5 θ1 = 2β + θ5 η1 = 2β + η5

λ2 = 2β + λ6 θ2 = 2β + θ6 η2 = 2β + η6

λ3 = −2β + λ5 θ3 = −2β + θ5 η3 = −2β + η5

λ4 = 2β − λ6 θ4 = 2β − θ6 η4 = 2β − η5

λ5 = κ2 + ω θ5 = ζ1 + ω η5 = ζ2 + ω
λ6 = κ2 − ω θ6 = ζ1 − ω η6 = ζ2 − ω

(H.24)

mais également



































α = ε~k + ε~k′ − εHe

ω+ = ω +
2π

τ
ω− = ω − 2π

τ
ε1 = α + ω ε2 = α − ω
κ1 = α + ω+ κ2 = α − ω+

ζ1 = α + ω− ζ2 = α − ω−

(H.25)

et aussi











































































































CI = E0

(

2π

τ

)2

cos ϕ

2ω

[

ω2 −
(

2π

τ

)2
]

CII =
E0 exp(iϕ)

4ω

CIII =
E0 exp(−iϕ)

4ω

CIV = −E0 exp(iϕ)

8ω+

CV = −E0 exp(−iϕ)

8ω+

CV I = −E0 exp(iϕ)

8ω−

CV II = −E0 exp(−iϕ)

8ω−

(H.26)
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enfin



























































































































G1 = C1

[

− 1

δ1

− 1

δ3

+
2

δ5

]

+ D1

[

1

δ2

− 1

δ4

− 2

δ6

]

G2 = C1

[

− 1

µ1

− 1

µ3

+
2

µ5

]

+ D1

[

1

µ2

− 1

µ4

− 2

µ6

]

G3 = C1

[

− 1

ν1

− 1

ν3

+
2

ν5

]

+ D1

[

1

ν2

− 1

ν4

− 2

ν6

]

G4 = C1

[

− 1

ρ1

− 1

ρ3

+
2

ρ5

]

+ D1

[

1

ρ2

− 1

ρ4

− 2

ρ6

]

G5 = C1

[

− 1

λ1

− 1

λ3

+
2

λ5

]

+ D1

[

1

λ2

− 1

λ4

− 2

λ6

]

G6 = C1

[

− 1

θ1

− 1

θ3

+
2

θ5

]

+ D1

[

1

θ2

− 1

θ4

− 2

θ6

]

G7 = C1

[

− 1

η1

− 1

η3

+
2

η5

]

+ D1

[

1

η2

− 1

η4

− 2

η6

]

(H.27)

H.2 Born II avec état intermédiaire

Le but de cette section est de calculer l’intégrale temporelle de (7.23)

I =

∫ τ

0

dt E(t) exp
[

i(ε~k′ − εHe⊕)t
]

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′
]

(H.28)

Nous allons à nouveau définir des changements de variable et réutiliser les
mêmes notations que la section précédente. Pour cela, précisons que ces nou-
velles notations n’ont, pour certaines, plus de lien avec la section précédente.

Ainsi, posons A = E0 cos ϕ, B = E0 sin ϕ, β =
π

τ
et α = ε~k + εHe⊕ − εHe,

l’intégrale

I ′ =

∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′
]

(H.29)

s’écrit donc en fonction des changements de variables précédents et de (H.10)
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I ′ = C1

[

exp(iδ1t)

δ1

+
exp(iδ3t)

δ3

− 2
exp(iδ5t)

δ5

]

+ D1

[

−exp(iδ2t)

δ2

+
exp(−iδ4t)

δ4

+ 2
exp(iδ6t)

δ6

]

+ G1

(H.30)

avec



















































C1 =
A + iB

8

D1 =
A− iB

8

E1 = C1

[

− 1

δ1

− 1

δ3

+
2

δ5

]

F1 = D1

[

1

δ2

− 1

δ4

− 2

δ6

]

G1 = E1 + F1

(H.31)

mais aussi































δ1 = 2β + δ5

δ2 = 2β + δ6

δ3 = −2β + δ5

δ4 = 2β − δ6

δ5 = α + ω
δ6 = α − ω

(H.32)

L’expression (H.31) va nous permettre de calculer (H.28), cette dernière de-
venant en posant λ = ε~k′ − εHe⊕

I =

∫ τ

0

dt E(t) exp(iλt)

{

C1

[

exp(iδ1t)

δ1

+
exp(iδ3t)

δ3

− 2
exp(iδ5t)

δ5

]

+D1

[

−exp(iδ2t)

δ2

+
exp(−iδ4t)

δ4

+ 2
exp(iδ6t)

δ6

]

+ G1

}

(H.33)

Ce qui nous donne en développant l’expression précédente
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I =
C1

δ1

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ + δ1)t] +
C1

δ3

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ + δ3)t]

−2C1

δ5

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ + δ5)t] −
D1

δ2

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ + δ2)t]

+
D1

δ4

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ − δ4)t] +
2D1

δ6

∫ τ

0

dt E(t) exp [i(λ + δ6)t]

+G1

∫ τ

0

dt E(t) exp (iλt)

(H.34)
Puis, utilisons successivement (H.30) pour calculer chaque intégrale de l’ex-
pression précédente. Nous pouvons alors donner une forme finale pour I
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I = CI

{

C1

[

exp(iε1τ)

ε1

+
exp(iε3τ)

ε3

− 2
exp(iε5τ)

ε5

]

+D1

[

−exp(iε2τ)

ε2

+
exp(−iε4τ)

ε4

+ 2
exp(iε6τ)

ε6

]

+ G1

}

+

CII

{

C1

[

exp(iζ1τ)

ζ1

+
exp(iζ3τ)

ζ3

− 2
exp(iζ5τ)

ζ5

]

+D1

[

−exp(iζ2τ)

ζ2

+
exp(−iζ4τ)

ζ4

+ 2
exp(iζ6τ)

ζ6

]

+ G2

}

+

CIII

{

C1

[

exp(iη1τ)

η1

+
exp(iη3τ)

η3

− 2
exp(iη5τ)

η5

]

+D1

[

−exp(iη2τ)

η2

+
exp(−iη4τ)

η4

+ 2
exp(iη6τ)

η6

]

+ G3

}

+

CIV

{

C1

[

exp(iθ1τ)

θ1

+
exp(iθ3τ)

θ3

− 2
exp(iθ5τ)

θ5

]

+D1

[

−exp(iθ2τ)

θ2

+
exp(−iθ4τ)

θ4

+ 2
exp(iθ6τ)

θ6

]

+ G4

}

+

CV

{

C1

[

exp(iµ1τ)

µ1

+
exp(iµ3τ)

µ3

− 2
exp(iµ5τ)

µ5

]

+D1

[

−exp(iµ2τ)

µ2

+
exp(−iµ4τ)

µ4

+ 2
exp(iµ6τ)

µ6

]

+ G5

}

+

CV I

{

C1

[

exp(iν1τ)

ν1

+
exp(iν3τ)

ν3

− 2
exp(iν5τ)

ν5

]

+D1

[

−exp(iν2τ)

ν2

+
exp(−iν4τ)

ν4

+ 2
exp(iν6τ)

ν6

]

+ G6

}

+

CV II

{

C1

[

exp(iσ1τ)

σ1

+
exp(iσ3τ)

σ3

− 2
exp(iσ5τ)

σ5

]

+D1

[

−exp(iσ2τ)

σ2

+
exp(−iσ4τ)

σ4

+ 2
exp(iσ6τ)

σ6

]

+ G7

}

(H.35)

où chaque terme est défini tout d’abord par



Born II avec état intermédiaire 323































λ1 = λ + δ1

λ2 = λ + δ2

λ3 = λ + δ3

λ4 = λ + δ4

λ5 = λ + δ5

δ6 = λ + δ6

(H.36)

ensuite avec































ε1 = 2β + ε5 ζ1 = 2β + ζ5 η1 = 2β + η5 θ1 = 2θ + ρ5

ε2 = 2β + ε6 ζ2 = 2β + ζ6 η2 = 2β + η6 θ2 = 2θ + ρ6

ε3 = −2β + ε5 ζ3 = −2β + ζ5 η3 = −2β + η5 θ3 = −2θ + ρ5

ε4 = 2β − ε6 ζ3 = 2β − ζ6 η3 = 2β − η6 θ4 = 2θ − ρ6

ε5 = λ1 + ω ζ5 = λ3 + ω η5 = λ5 + ω θ5 = λ2 + ω
ε6 = λ1 − ω ζ6 = λ3 − ω η6 = λ5 − ω θ6 = λ2 − ω

(H.37)

et enfin par































µ1 = 2β + µ5 ν1 = 2β + ν5 σ1 = 2β + σ5

µ2 = 2β + µ6 ν2 = 2β + ν6 σ2 = 2β + σ6

µ3 = −2β + µ5 ν3 = −2β + ν5 σ3 = −2β + σ5

µ4 = 2β − µ6 ν4 = 2β − ν6 σ4 = 2β − σ5

µ5 = λ4 + ω ν5 = λ6 + ω σ5 = λ + ω
µ6 = λ4 − ω ν6 = λ6 − ω σ6 = λ − ω

(H.38)
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Annexe I
Développements Born II

Il s’agit dans cette annexe de développer les recouvrements et couplages
dipolaires intervenant dans les développements Born II.

I.1 Born II avec état intermédiaire

Nous devons développer l’élément de transition (cf. eq. (7.18))

M1 =

∫ τ

0

dt
〈

χf (t)
∣

∣

∣V (t)
∣

∣

∣χ(1s,~k)(t)
〉

(I.1)

que nous pouvons réécrire par projection dans l’espace des configurations

M1 =

∫ τ

0

dt

∫

d~r1

∫

d~r2 χ∗
f (~r1, ~r2, t)V (~r1, ~r2, t)χ(1s,~k)(~r1, ~r2, t) (I.2)

en utilisant les fonctions d’onde suivantes
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χ−
f (~r1, ~r2, t) = N

[

C−
~k

(~r1, t)C−
~k′
(~r2, t) + C−

~k
(~r2, t)C−

~k′
(~r1, t)

]

= N
[

ψ−
~k

(~r1)ψ
−
~k′
(~r2) + ψ−

~k
(~r2)ψ

−
~k′
(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + ε~k′)t
]

χ(1s,~k)(~r1, ~r2, t) = Nj

[

C−
~k

⊕
(~r1, t)χ

⊕
1s(~r2, t) + C−

~k

⊕
(~r2, t)χ

⊕
1s(~r1, t)

]

= Nj

[

ψ−
~k

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2) + ψ−

~k

⊕
(~r2)ϕ

⊕
1s(~r1)

]

× exp
[

−i(ε~k + εHe⊕)t
]

(I.3)

mais également la perturbation sous la forme V (~r1, ~r2, t) = (~r1 + ~r2) · ~E(t).
Si on l’injecte ainsi que (I.3) dans (I.2) il vient

M1 =

∫ τ

0

dt

∫

d~r1

∫

d~r2 N
[

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2) + ψ−

~k

∗
(~r2)ψ

−
~k′

∗
(~r1)

]

×(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)Nj

[

ψ−
~k

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2) + ψ−

~k

⊕
(~r2)ϕ

⊕
1s(~r1)

]

×E(t) exp
[

i(ε~k′ − εHe⊕)t
]

(I.4)

On peut réécrire les intégrales spatiales de cette dernière expression en déve-
loppant puis en regroupant les termes identiques dans l’échange ~r1 ←→ ~r2

D1 = 2NNj

∫

d~r1

∫

d~r2 ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ψ

−
~k

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2) +

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r1 cos θ1ψ

−
~k

⊕
(~r2)ϕ

⊕
1s(~r1) +

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ψ

−
~k

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2) +

ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ψ

−
~k′

⊕
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r2)

(I.5)

Découpons cette dernière expression en quatre intégrales

D1 = 2NNj

[

I1 + I2 + I3 + I4

]

(I.6)

Regardons en détail la première intégrale
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I1 =

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1)r1 cos θ1ψ

−
~k

⊕
(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)ϕ

⊕
1s(~r2) (I.7)

La contibution de cette intégrale est nulle puisqu’elle calcule le couplage entre
deux états du continuum et que nous négligeons arbitrairement ces processus.
Regardons à présent la seconde intégrale

I2 =

∫

d~r1ψ
−
~k

∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ

⊕
1s(~r1)

∫

d~r2ψ
−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k

⊕
(~r2) (I.8)

L’étude du cas sans corrélations dans l’état intermédiaire ni final nous impose
un choix asymptotiques de charges nucléaires, Zk′ = Z⊕

k = 2. Dans ce cas,
l’intégrale sur ~r2 se résume à une fonction delta

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)ψ

−
~k

⊕
(~r2) = δ(~k − ~k′) (I.9)

réduisant la contribution de I2 à 0. Regardons la troisième intégrale

I3 =

∫

d~r1 ψ−
~k

∗
(~r1)ψ

−
~k

⊕
(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ

⊕
1s(~r2) (I.10)

comme nous avons Zk = Z⊕
k = 2, l’intégrale sur ~r1 vaut 1 et il nous faut

calculer le couplage

∫

d~r2 ψ−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ϕ

⊕
1s(~r2) = (2π)−3/2 exp

(

πν ′

2

)

Γ(1 − iν ′)
Z⊕

i
3/2

√
π

∫

d~r2 exp
(

−i~k′ · ~r − Z⊕
i r2

)

1F1

(

iν ′; 1; ik′r + i~k′ · ~r′
)

r2 cos θ2

(I.11)
Or l’intégrale est exactement égale à I~k(t) calculée dans l’annexe D, d’où
nous tirons l’expression suivante

∫

d~r2 exp
(

−i~k′ · ~r − Z⊕
i r2

)

1F1

(

iν ′; 1; ik′r + i~k′ · ~r
)

r2 cos θ2 =

16iπk′
z

α′3

(

α′

δ′

)iν′

(iν ′ − 1)

[

Z⊕
i (2 − iν ′) + ν ′(k′ + iZ⊕

i )

(

α′

δ′

)]

(I.12)

Or nous avons α′ = k′2 +Z⊕
i

2
=

(

Z⊕
i + ik′

) (

Z⊕
i − ik′

)

et δ′ =
(

Z⊕
i − ik′

)2
ce

qui nous permet d’écrire
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α′

δ′
=

Z⊕
i + ik′

Z⊕
i − ik′

=
ρ exp(iϕ′)

ρ exp(−iϕ′)
= exp(2iϕ′) (I.13)

où l’on a ϕ′ = arctan

(

k′

Z⊕
i

)

. Ainsi, nous pouvons écrire

Z⊕
i (2 − iν ′) + ν ′(k′ + iZ⊕

i )

(

α′

δ′

)

= 2Z⊕
i − Zk′ (I.14)

Finalement, en vertu de (I.14) et (I.13), (I.12) se réécrit

∫

d~r2 (. . . ) =
16iπk′

z(2Z
⊕
i − Zk′)

α′3
exp(−2ϕ′ν ′)(iν ′ − 1) (I.15)

En injectant cette dernière expression dans (I.11) nous arrivons à une expres-
sion de I3

I3 = −i
25/2Z⊕

i
3/2

(2Z⊕
i − Zk′)

π

k′
z

α′3
exp

[

ν ′
(π

2
− 2ϕ′

)]

Γ(2 − iν ′) (I.16)

Regardons la quatrième intégrale

I4 =

∫

d~r1ψ
−
~k

∗
(~r1)ϕ

⊕
1s(~r1)

∫

d~r2ψ
−
~k′

∗
(~r2)r2 cos θ2ψ

−
~k

⊕
(~r2) (I.17)

où l’on voit apparâıtre explicitement le couplage entre deux états du conti-
nuum. Comme le cas précédent, nous allons directement négliger ce type de
processus. Ainsi la seule contribution effective à D1 viendra de I3 et en in-
jectant (I.16) dans (I.6) nous déduisons finalement une expression de D1 que
l’on remplace dans (I.4)

M1 = −NNji
27/2Z⊕

i
3/2

(2Z⊕
i − Zk′)

π

k′
z

α′3
exp

[

ν ′
(π

2
− 2ϕ′

)]

Γ(2 − iν ′)

×
∫ τ

0

dt E(t) exp
[

i(ε~k′ − εHe⊕)t
]

(I.18)
Il s’agit de développer une expression de

M2 =

∫ t

0

dt′
〈

χ(1s,~k)(t
′)
∣

∣

∣V (t′)
∣

∣

∣χi(t
′)
〉

(I.19)

que l’on réécrit sous la forme
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M2 =

∫ t

0

dt′
∫

d~r1

∫

d~r2 χ∗
(1s,~k)

(~r1, ~r2, t
′)V (~r1, ~r2, t

′)χi(~r1, ~r2, t
′) (I.20)

A l’aide de la définition de χ(1s,~k) donnée en (I.3) et de celle qui suit

χi(~r1, ~r2, t) = ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2) exp(−iεHet) (I.21)

nous pouvons développer M2 sous la forme

M2 =

∫

d~r1

∫

d~r2 Nj

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2) + ψ−

~k

⊕∗
(~r2)ϕ

⊕∗
1s (~r1)

]

×(r1 cos θ1 + r2 cos θ2)ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

×
∫ t

0

dt′E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − iεHe)t
′
]

(I.22)

On peut réécrire les intégrales spatiales de cette dernière expression en déve-
loppant puis en regroupant les termes identiques dans l’échange ~r1 ←→ ~r2

D2 = 2

∫

d~r1

∫

d~r2 Nj

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

+ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r1)ϕ1s(~r2)

] (I.23)

que l’on peut découper en deux intégrales

D2 = 2Nj

[

J1 + J2

]

(I.24)

Regardons en détail la première intégrale

J1 =

∫

d~r1 ψ−
~k

⊕∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ϕ⊕∗
1s (~r2)ϕ1s(~r2) (I.25)

or on a déjà calculé l’intégrale sur ~r1 (cf. I.16), celle sur ~r2 peut s’écrire

∫

d~r2 ϕ⊕∗
1s (~r2)ϕ1s(~r2) =

Z⊕
i

3/2

√
π

Z
3/2
i√
π

∫

d~r2 exp
[

−
(

Z⊕
i + Zi

)

r2

]

= 8

(

Z⊕
i Zi

)3/2

(

Z⊕
i + Zi

)3

(I.26)
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Ainsi, en injectant directement l’expression précédente avec (I.16) dans celle
de J1 nous arrivons à

J1 = −i
211/2Z3

i Z
⊕
i

3/2 (

2Zi − Z⊕
k

)

π
(

Z⊕
i + Zi

)3

kz

α3
exp

[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ

)]

Γ
(

2 − iν⊕
)

(I.27)

où l’on a ν⊕ =
Z⊕

k

k
, Zi = 1, 6875, Z⊕

i = 2, Z⊕
k = 2, α = Z2

i + k2 et

ϕ = arctan

(

k

Zi

)

. A présent, regardons la deuxième intégrale

J2 =

∫

d~r1 ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ϕ⊕∗
1s (~r2)r2 cos θ2ϕ1s(~r2) (I.28)

Nous voyons apparâıtre dans ce cas le couplage explicite entre deux états de
même symétrie s. Du fait des règles de sélection lors des transitions dipolaires
électriques, ce couplage est nul. La seule contribution à M2 va donc venir de
J1

M2 = −iNj

213/2Z3
i Z

⊕
i

3/2 (

2Zi − Z⊕
k

)

π
(

Z⊕
i + Zi

)3

kz

α3
exp

[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ

)]

Γ (2 − iν⊕)

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′
]

(I.29)

I.2 Born II avec état intermédiaire et état

fondamental amélioré

L’idée est ici d’utiliser l’état fondamental de J.N. Silverman et al. [157]

χi(~r1, ~r2, t) '
1

(1 + λ2)1/2

{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2)

+ϕ2p−(~r1)ϕ2p+
(~r2)

]

}

exp (−iεHet)

(I.30)
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et de recalculer le facteur M2. Ainsi en utilisant l’expression précédente dans
(I.19) nous parvenons à

M2 =
Nj

(1 + λ2)1/2

∫

d~r1

∫

d~r2

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2) + ψ−

~k

⊕∗
(~r2)ϕ

⊕∗
1s (~r1)

]

r1 cos θ1 + r2 cos θ2

{

N
[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
]

+
λ√
3

[

ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2) + ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

}

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − iεHe)t
′
]

(I.31)
et nous allons diviser les intégrations sur ~r1 et ~r2 comme suit

M2 =
Nj

(1 + λ2)1/2

[

J1s + J2p0
+ J2p±

]

×
∫ t

0

dt′ E(t′) exp
[

i(ε~k + εHe⊕ − iεHe)t
′
]

(I.32)

Commençons par étudier J1s que l’on simplifie du fait de l’échange ~r1 ←→ ~r2

J1s = 2N
∫

d~r1

∫

d~r2

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2) + ψ−

~k

⊕∗
(~r2)ϕ

⊕∗
1s (~r1)

]

×r1 cos θ1

[

ϕ1s(~r1)ϕ1s′(~r2) + ϕ1s(~r2)ϕ1s′(~r1)
] (I.33)

que l’on sous-divise encore en quatre intégrales

J1s = 2N
[

J1
1s + J2

1s + J3
1s + J4

1s

]

(I.34)

et débutons par

J1
1s =

∫

d~r1 ψ−
~k

⊕∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ϕ⊕∗
1s (~r2)ϕ1s′(~r2) (I.35)

Chacune des formes intégrales a déjà été calculée, à l’aide de (I.26) et (I.16)
nous pouvons directement écrire

J1
1s = −i

211/2(abZ⊕
i )3/2

(

2a − Z⊕
k

)

kz

π
[

α1

(

Z⊕
i + b

)]3 exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ1

)]

Γ(2 − iν⊕) (I.36)
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où l’on a a = 2, 17621, b = 1, 20152, Z⊕
i = 2, Z⊕

k = 2, ν⊕ =
Z⊕

k

k
, ϕ1 =

arctan

(

k

a

)

et α1 = a2 + k2. Si l’on regarde en détail J2
1s, son expression

est identique à J1
1s en interchangeant a et b. Nous déduisons facilement son

expression

J2
1s = −i

211/2(abZ⊕
i )3/2

(

2b − Z⊕
k

)

kz

π
[

α2

(

Z⊕
i + a

)]3 exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ2

)]

Γ(2 − iν⊕) (I.37)

où l’on a ϕ2 = arctan

(

k

b

)

et α2 = b2 + k2. A présent regardons J3
1s

J3
1s =

∫

d~r1 ϕ⊕∗
1s (~r1)r1 cos θ1ϕ1s(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k

⊕∗
(~r2)ϕ1s′(~r2) (I.38)

et l’on voit apparâıtre explicitement le couplage entre deux fonctions d’onde
de même symétrie s. Ce couplage est donc identiquement nul. Pour les mêmes
raisons, la contribution de J4

1s se réduit à 0. Ainsi en vertu des deux expres-
sions précédentes, nous pouvons écrire

J1s = −iN 213/2(abZ⊕
i )3/2

π
kz exp

(

πν⊕

2

)

Γ(2 − iν⊕)×
[

2a − Z⊕
k

[

α1(Z
⊕
i + b)

]3 exp(−2ϕ1ν
⊕) +

2b − Z⊕
k

[

α2(Z
⊕
i + a)

]3 exp(−2ϕ2ν
⊕)

]

(I.39)
Pour les raisons de symétrie d’échange J2p0

peut s’écrire comme

J2p0
=

2λ√
3

∫

d~r1d~r2

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2) + ψ−

~k

⊕∗
(~r2)ϕ

⊕∗
1s (~r1)

]

×r1 cos θ1ϕ2p0
(~r1)ϕ2p0

(~r2)
(I.40)

que l’on divise en deux intégrales

J2p0
=

2λ√
3

[L1 + L2] (I.41)

Intéressons-nous tout d’abord à L1

L1 =

∫

d~r1 ψ−
~k

⊕∗
(~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)

∫

d~r2 ϕ⊕∗
1s (~r2)ϕ2p0

(~r2) (I.42)
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Calculons tout d’abord l’intégrale sur ~r1 que nous pouvons directement ré-
écrire à l’aide des définitions des fonctions d’onde

∫

d~r1 (. . . ) = Cr1

(

i
∂

∂kz

) ∫

d~r1 exp
(

−i~k · ~r1 − gr1

)

r1 cos θ1

×1F1

(

iν; 1; ikr1 + i~k · ~r1

)
(I.43)

avec Cr1
= 2−4(2g)5/2π−2 exp

(πν

2

)

Γ(1−iν). A l’aide de (I.15) que l’on dérive

par rapport à kz, nous arrivons à

∫

d~r1 (. . . ) = −(2g)5/2(2g − Z⊕
k )

π

exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ3

)]

α3
3

Γ(1 − iν⊕)
[(

1 − 6
√

kk2
z

α3

)

(iν⊕ − 1) − 2ν⊕k2
z√

k

(

β

1 + (βk)2
− ϕ3

k

)

×(iν⊕ − 1) − i
ν⊕k2

z

k3/2

]

(I.44)

où l’on a α3 = g2 + k2, β =
1

g
, et ϕ3 = arctan

(

k

g

)

. A présent, regardons

l’intégrale sur ~r2, sa contribution va être identiquement nulle à cause des har-
moniques sphériques. Cet dernier point a pour effet de réduire la contribution
de L1 à 0. Intéressons-nous maintenant à L2 qui peut s’écrire comme

L2 =

∫

d~r1 ϕ⊕∗
1s (~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1)

∫

d~r2 ψ−
~k

⊕∗
(~r2)ϕ2p0

(~r2) (I.45)

Nous avons déjà calculé le premier facteur intégral de L2 qui s’écrit

∫

d~r1 ϕ⊕∗
1s (~r1)r1 cos θ1ϕ2p0

(~r1) =
32

(Z⊕
i + g)5

Z⊕
i

3/2
g5/2 (I.46)

Puis le second

∫

d~r2 ψ−
~k

⊕∗
(~r2)ϕ2p0

(~r2) = −i
(2g)5/2(2g − Z⊕

k )

π

kz

α3
3

× exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ3

)]

Γ(2 − iν⊕)
(I.47)
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En rassemblant les deux expressions précédentes, nous parvenons à une ex-
pression de L2

L2 = −i
215/2g5Z⊕

i
3/2

(2g − Z⊕
k )

πα3
3(Z

⊕
i + g)5

kz exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ3

)]

Γ(2 − iν⊕) (I.48)

d’où nous déduisons directement une formulation de J2p0

J2p0
= −i

λ√
3

217/2g5Z⊕
i

3/2
(2g − Z⊕

k )

πα3
3(Z

⊕
i + g)5

kz exp
[

ν⊕
(π

2
− 2ϕ3

)]

×Γ(2 − iν⊕)

(I.49)

En dernier lieu, regardons J2p± qui s’écrit en tenant compte de la symétrie
d’échange comme

J2p± =
2λ√

3

∫

d~r1

∫

d~r2

[

ψ−
~k

⊕∗
(~r1)ϕ

⊕∗
1s (~r2) + ψ−

~k

⊕∗
(~r2)ϕ

⊕∗
1s (~r1)

]

×r1 cos θ1

[

ϕ2p+
(~r1)ϕ2p−(~r2) + ϕ2p−(~r1)ϕ2p+

(~r2)
]

(I.50)

Nous pouvons remarquer que nous allons calculer des couplages et des recou-
vrements entre des fonctions d’onde de moments magnétiques différents. Ceci
entrâıne que chaque contribution va être nulle. Au final, la contribution de
J2p± est 0. Finalement, en vertu de (I.49) et (I.39) nous arrivons à la forme
finale de M2

M2 = −i
Nj

(1 + λ2)1/2

{

N 213/2(abZ⊕
i )3/2

π
kz exp

(

πν⊕

2

)

Γ(2 − iν⊕)

×
[

2a − Z⊕
k

[α(Z⊕
i + b)]3

exp(−2ϕν⊕) +
2b − Z⊕

k

[α′(Z⊕
i + a)]3

exp(−2ϕ′ν⊕)

]

+
λ√
3

217/2g5Z⊕
i

3/2
(2g − Z⊕

k )

πα3(Z⊕
i + g)5

kz exp

(

πν⊕

2
− 2ϕν⊕

)

Γ(2 − iν⊕)

}

×
∫ t

0

dt′E(t′) exp[i(ε~k + εHe⊕ − εHe)t
′]

(I.51)



Résumé : Nous présentons une approche théorique fondée sur des états
de (( Coulomb-Volkov )) bien adaptée à l’étude des processus multiphoto-
niques atomiques induits par un laser XUV femtoseconde intense. Elle pré-
dit les spectres d’ionisation de l’hydrogène quand l’impulsion incidente reste
en conditions de perturbation. Trois voies sont explorées dans ce manus-
crit. L’extension à des champs intenses quand ~ω > Ip : il est nécessaire de
prendre en compte la population de l’état initial de l’hydrogène, en l’intro-
duisant dans une amplitude Coulomb-Volkov standard, on décrit l’ionisation
multiphotonique quasi-saturée. L’extension aux transitions multiphotoniques
avec ~ω < Ip : de nouveaux chemins quantiques sont ouverts par l’excitation
des états liés de l’hydrogène. Une approche Coulomb-Volkov de l’excitation
multiphotonique de ces états est développée. L’extension à l’hélium : l’étude
de la double ionisation directe à deux photons permet d’exhiber l’influence
des corrélations électroniques dans l’état initial et dans l’état final. De nom-
breuses informations, comme les distributions angulaires et énergétiques mais
aussi les sections efficaces sont accessibles.

Excitation and ionization of hydrogen and helium atoms by

femtosecond laser pulses : theoretical approach by“Coulomb-Volkov”

states

Abstract : We present a theoretical approach using “Coulomb-Volkov”
states that appears usefull for the study of atomic multiphotonic processes in-
duced by intense XUV femtosecond laser pulses. It predicts hydrogen ioniza-
tion spectra when it is irradiated by laser pulses in perturbations conditions.
Three ways have been investigated. Extension to strong fields when ~ω > Ip :
it requires to include the hydrogen ground state population, introducing it in
standard Coulomb-Volkov amplitude leads to saturated multiphotonic ioni-
zation. Extension to multiphotonic transitions with ~ω < Ip : new quantum
paths are open by the possibility to excitate the lower hydrogen bound states.
Multiphoton excitation of these states is investigated using a Coulomb-Volkov
approach. Extension to helium : two-photon double ionization study shows
the influence of electronic correlations in both ground and final state. Huge
quantity of informations such as angular and energetic distributions as well
as total cross sections are available.
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