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UNIVERSITÉ D’ANGERS Année 2007
UFR SCIENCES No d’ordre 874

Problème de maximalité
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Fichou Goulwen Mâıtre de Conférences à l’Université de Rennes I
Kurdyka Krzysztof Professeur à l’Université de Savoie
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4.2 Propriétés d’additivité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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6.2 Maximalité de Xδ lorsque n = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
6.2.1 Condition s42 pour A∗(Xδ(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
6.2.2 Condition s31 pour A∗(Xδ(R)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6.3 Description de G1
pq(Xδ(R)) lorsque n = 3 . . . . . . . . . . . . . . . . 100

1



Introduction

Dans cette thèse, on va s’intéresser à la question suivante:
Est ce que les variétés toriques sont maximales ?
Ici, une variété algébrique complexe X := X(C) définie sur R est maximale lorsque,
pour l’homologie de Borel Moore à coefficients dans Z

2Z
, la somme de ses nombres

de Betti cöıncide avec la somme correspondante pour sa partie réelle, X(R). Ce qui
peut être résumé par l’égalité:

∑

i

dim HBM
i (X(R),

Z
2Z

) =
∑

i

dim HBM
i (X(C),

Z
2Z

)

Dans [Bi] (page 11), les 4 auteurs ont prouvé que ce résultat est vrai jus-
qu’en dimension 3. Ce résultat a été obtenu en construisant une suite spectrale
G∗

pq(X(R)) convergeant vers HBM
∗ (X(R), Z

2Z
), en la comparant à une autre suite

spectrale E∗
pq(X(C)) convergeant, elle, vers HBM

∗ (X(C), Z

2Z
) et en utilisant l’inéga-

lité de Thom-Smith:

∑

i

dim HBM
i (X(R),

Z
2Z

) ≤
∑

i

dim HBM
i (X(C),

Z
2Z

)

Le point clé étant la dégénérescence à l’ordre 1 de la suite spectrale G∗
pq(X(R))

(ie: G∞
pq(X(R)) = G1

pq(X(R))).

Dans [Ho2], l’auteur a montré que cette suite dégénère à l’ordre 1 lorsque X est
une variété torique projective dont le polytope ∆ lui étant associé vérifie:

– ∆ est réflexif.
– L’éventail normal du polytope dual de ∆ est régulier modulo 2.

Dans [Ho], elle a donné un exemple de variété torique de dimension 6 n’étant pas
maximal. Cependant, ce contre-exemple fut obtenu de manière purement calcula-
toire et ne donne pas beaucoup d’indications sur le problème. La question de la
dimension 5 reste toutefois ouverte.
On montrera dans ce texte que la réponse est encore affirmative pour les variétés
toriques de dimension 4 et les variétés toriques affines simpliciales de dimension 5.

Ce document se décompose en 6 parties.
Les 2 premières parties contiennent des rappels sur les variétés toriques et sur la
notion de faisceau simplicial sur un éventail.

La troisième partie est réservée à un résumé des constructions des suites spec-
trales considérées plus haut. Une construction similaire sera également réalisée en
cohomologie à support compact et à coefficients dans Z

2Z
.

On donnera dans la quatrième partie quelques propriétés de la suite spectrale
G∗

pq(X(R)) qui serviront lors de la démonstration des 2 principaux résultats obtenus
dans ce texte.
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On montrera dans la cinquième partie que certaines différentielles du terme
G1

pq(X(R)) sont nulles, ce qui permettra en particulier de prouver que les varié-
tés toriques de dimension 4 sont toutes maximales (corollaire 5.2.3).

Finalement, la dernière partie sera entièrement dédiée à la démonstration du ré-
sultat en dimension 5 dans le cas affine simplicial (théorème 6.2.24).
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1 Variétés toriques

On va rappeler ici les définitions, les propriétés basiques des variétés toriques et
également donner les notations qui seront utilisées par la suite (Cf [Fu], [Oda] pour
plus de détails).

Soit N ≃ Zn un réseau et M = Hom(N, Z) son dual. On notera NR = N ⊗ R ≃ Rn

(resp. MR ≃ L(Rn, R)) le R−espace vectoriel associé à N (resp. M).

Un sous ensemble σ de NR est un cône rationnel si l’on peut trouver v1, . . . , vk ∈ N
tels que σ = {t1v1 + . . . + tkvk, ti ≥ 0 ∈ R}. On écrira alors σ = Pos(v1, . . . , vk). La
dimension de σ notée dim(σ) est alors la dimension du sous espace vectoriel σ+(−σ)
de NR.
Le sous réseau [σ] de N engendré par σ sera défini par:

[σ] = (σ + (−σ)) ∩ N

Tous les cônes considérés par la suite étant rationnels, on parlera simplement de
cônes.

Si σ est un cône, on dira que σ est simplicial (resp. régulier) s’il existe v1, . . . , vk ∈ N
linéairement indépendants sur R (resp. faisant partie d’une base de N) tels que
σ = Pos(v1, . . . , vk).
Le dual σv de σ est le cône de MR défini par:

σv = {u ∈ MR, 〈u, v〉 ≥ 0, ∀v ∈ σ}

où 〈 , 〉 : NR × MR → R désigne la forme bilinéaire standard.

Remarque 1.0.1 Si σ est un cône de NR strictement convexe (ie: σ ∩ (−σ) = {0})
de dimension n , alors σv est un cône strictement convexe de dimension n de MR.

On dira que τ ⊂ σ est une face de σ (on notera τ ≤ σ) s’il est possible de trouver
u ∈ σv tel que τ = σ ∩ u⊥. Une face d’un cône est encore un cône.

Remarque 1.0.2 Si σ = Pos(v1, . . . , vk) est simplicial de dimension k, les (vi)
k
i=1

étant donc linéairement indépendants, alors les faces de σ de dimension p ≤ k, sont
exactement les cônes engendrés par les sous-familles de {v1, . . . , vk} de cardinal p.

Remarque 1.0.3 Si τ est une face de σ, alors τ ∗ = τ⊥ ∩ σv est une face de σv. On
a ainsi une bijection entre les faces de σ et de σv vérifiant:

– Si τ ≤ δ ≤ σ alors δ∗ ≤ τ ∗ ≤ σv.
– Si τ ≤ σ, alors dim(τ) + dim(τ ∗) = dim(σ).

En particulier, si τ ≤ σ, alors [τ ∗] = [τ ]⊥.

Un cône σ ⊂ NR donne naissance à un monöıde de type fini Sσ défini par
Sσ = σv ∩ M . Ainsi C[Sσ] est une C−algèbre de type fini et la variété torique
affine complexe (de dimension n) Xσ associée à σ est donnée par Spec(C[Sσ]).
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Un point x de Xσ sera toujours entendu comme un point fermé correspondant à
un idéal maximal de C[Sσ]. On peut alors le voir comme un morphisme de monöıde
x : Sσ → C, où C = C∗ ∪ {0} et on écrira:

Xσ = Hommo(Sσ, C)

Remarque 1.0.4 Le tore complexe TN(C) = X{0} = Spec(C[M ]) ≃ (C∗)n associé
au réseau N est un ouvert dense de Xσ et l’action du tore sur lui-même se prolonge
en une action sur Xσ.

Les variétés toriques affines constituent les blocs élémentaires utilisés pour construire
les variétés toriques générales. De façon analogue, une variété torique est une variété
algébrique associée à un objet combinatoire appelé éventail.

Définition 1.0.5 Un éventail ∆ de NR est une collection finie non vide de cônes
satisfaisant les 3 conditions suivantes:

– Tous les cônes de ∆ sont strictement convexes.
– Toutes les faces d’un cône de ∆ sont dans ∆.
– Si σ et σ′ sont dans ∆, alors σ ∩ σ′ est à la fois une face de σ et de σ′.

Remarque 1.0.6 Si σ est un cône, l’ensemble des faces de σ forme un éventail que
l’on notera encore σ par abus de notation.

Étant donné un éventail ∆ de NR, on notera pour p ∈ N:

– ∆(p) =
⋃

σ∈∆, dim(σ)=p

σ

– ∆(≤ p) =
⋃

σ∈∆, dim(σ)≤p

σ

∆(≤ p) sera appelé le p−squelette de ∆.

On notera par |∆| le support de ∆, c’est-à-dire la réunion dans NR de tous les
cônes de ∆. La dimension de ∆ sera le maximum des dimensions des cônes de ∆ et
∆ sera dit régulier (resp simplicial) si tous les cônes de ∆ le sont.

On va maintenant expliquer comment la variété torique complexe X∆ associée à
∆ est construite.
Si σ est un cône et τ une face de σ, alors Xτ s’identifie à un ouvert principal de
Xσ via l’injection C[Sσ] →֒ C[Sτ ]. La variété torique X∆ est obtenu en recollant les
variétés affines (Xσ)σ∈∆ selon leurs ouverts communs.

Remarque 1.0.7 Le tore complexe TN(C) est un ouvert dense de X∆ et ses actions
sur chacun des morceaux Xσ se prolongent en une action sur X∆.

L’un des intérêts principaux des variétés toriques est l’existence d’un dictionnaire
entre les propriétés combinatoires d’un éventail ∆ et celles, géométriques, de la
variété torique complexe X∆ qui lui est associée. Par exemple:
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– La variété X∆ est compacte si et seulement si |∆| = NR.
– La variété X∆ est lisse si et seulement si ∆ est régulier.
– Il existe une bijection entre les orbites de X∆ sous l’action de TN(C) et les

cônes de ∆. Si σ ∈ ∆(p), on notera Oσ ≃ (C∗)n−p l’orbite correspondante à σ.
De plus, la clôture Oσ de Oσ pour la topologie de Zariski est donnée par:

Oσ =
⋃

δ≥σ,δ∈∆

Oδ

– Les ouverts Tn(C)-invariants de X∆ (pour la topologie de Zariski) corres-
pondent aux sous-éventails de ∆.

Remarque 1.0.8 Pour p ∈ N, ∆(≤ p) est un sous-éventail de ∆ et l’ouvert cor-
respondant de X∆ est la réunion des orbites de dimension strictement supérieure à
p.

Une variété torique X∆ est définie sur Z et peut ainsi être considérée comme
une variété algébrique réelle, c’est-à-dire une variété complexe définie sur R (Cette
définition est celle utilisée dans [Bi]).
La partie réelle de X∆, notée X∆(R), sera la variété torique réelle associée à ∆. Pour
coller avec cette notation, on désignera par X∆(C) les points complexes de X∆.
Comme X∆(C), X∆(R) est recouverte par les ouverts affines Xσ(R) = Hommo(Sσ, R)
pour σ ∈ ∆ et X∆(R) peut être obtenue en recollant ensemble les Xσ(R) pour σ ∈ ∆.

L’action du tore algébrique réel TN(R) = Spec(R[M ]) ≃ (R∗)n sur chaque Xσ(R) se
prolonge en une action sur X∆(R) et la stratification par les orbites de X∆(R) est
similaire à celle de X∆(C). En particulier, il y a une correspondance entre les orbites
de X∆(R) et les cônes de ∆, et la clôture de l’orbite Oσ(R) associée à σ ∈ ∆ (qui est
aussi la partie réelle de l’orbite Oσ(C) de X∆(C)) est la réunion des orbites Oγ(R)
pour γ ∈ ∆, γ ≥ σ.

2 Faisceaux simpliciaux attachés à un éventail

On va introduire ici les notions de faisceaux et de cofaisceaux simpliciaux sur un
éventail. Ces définitions ont été introduites dans [Br] (paragraphe 1.1) et la notation
cofaisceau a été empruntée à [Ho2].
Un faisceau simplicial est un objet attaché à un éventail un peu comme un fibré
vectoriel est attaché à un espace topologique. Le rôle des ouverts de trivialisation
est alors joué par les cônes de l’éventail. Par contre, la dimension des fibres varie
d’un cône à un autre.
Ces objets se révèleront particulièrement pratiques dans la section 6.1.
Pour cette partie, on supposera fixé un éventail ∆ de NR.

Commençons par définir les notions de faisceaux et cofaisceaux simpliciaux.

Définition 2.0.9 Un faisceau (resp. cofaisceau) simplicial sur ∆ est une collection
d’espaces vectoriels sur Z

2Z
, (Vσ)σ∈∆, et de morphismes fτ,σ : Vτ → Vσ (resp. gσ,τ :

Vσ → Vτ) pour τ ≤ σ ∈ ∆ vérifiant:
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– ∀σ ∈ ∆, fσ,σ (resp. gσ,σ) est l’identité
– Si τ ≤ σ ≤ δ ∈ ∆ alors fτ,σ ◦ fσ,δ = fτ,δ (resp. gδ,σ ◦ gσ,τ = gδ,τ)

Comme tous les (co-)faisceaux dont on parlera seront des (co-)faisceaux simpli-
ciaux sur des éventails, on omettra par la suite le terme simplicial.

Remarque 2.0.10 Dans [Br], les faisceaux sont des faisceaux d’espaces vectoriels
sur R. Cependant toutes les propriétés de ces derniers que l’on utilisera restent vraies
lorsque l’on travaille avec des faisceaux sur Z

2Z
(Voir aussi [Ho2] pour plus de détails).

Donnons quelques exemples de (co-)faisceaux sur ∆.
Soit V = N ⊗ Z

2Z
≃ N

2N
.

Étant donné un cône σ ⊂ NR, on désignera par [σ]2 ⊂ V la réduction modulo 2 du
sous-réseau engendré par σ. Explicitement:

[σ]2 = [σ] ⊗
Z
2Z

≃
[σ]

2[σ]

Si on note pτ,σ :
V

[τ ]2
→

V

[σ]2
la projection naturelle pour τ ≤ σ ∈ ∆, alors

G∆ = (
V

[σ]2
, pτ,σ)τ≤σ∈∆ est un faisceau sur ∆.

De façon similaire, en notant iσ,τ : [σ]⊥2 → [τ ]⊥2 l’inclusion naturelle pour τ ≤ σ ∈
∆, on obtient le cofaisceau F∆ = ([σ]⊥2 , iτ,σ)τ≤σ∈∆.

Définition 2.0.11 Le faisceau (resp. cofaisceau) constant sur ∆ de fibre F noté CF ,
où F est un espace vectoriel sur Z

2Z
, est défini par:

– CF
σ = F pour σ ∈ ∆

– fτ,σ : F → F (resp. gτ,σ : F → F ) est l’identité pour σ, τ ∈ ∆, τ ≤ σ

Soit G (resp. F) un faisceau (resp. cofaisceau) sur ∆. Alors on peut associer à
G (resp. F) un complexe de châınes (resp. cochâınes) noté C∗(G) (resp. C∗(F)) en
posant pour k ∈ {0, . . . , n}:

– Ck(G) =
⊕

σ∈∆(n−k)

Gσ (resp. Ck(F) =
⊕

σ∈∆(n−k)

Fσ)

– La différentielle νk : Ck(G) → Ck−1(G) est définie par la somme directe sur
τ ∈ ∆(n − k) des applications:

∑

σ>τ

fτ,σ : Gτ →
⊕

σ∈∆(n−k+1),σ>τ

Gσ

La différentielle ηk : Ck(F) → Ck+1(F) est définie par la somme directe sur
τ ∈ ∆(n − k) des applications:

∑

τ<σ

gσ,τ : Fσ →
⊕

τ∈∆(n−k−1),τ<σ

Fτ
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Définition 2.0.12 Pour k ∈ {0, . . . , n}, le groupe d’homologie Hk(G) (resp. le
groupe de cohomologie Hk(F)) du faisceau G (resp. du cofaisceau F) est le groupe
d’homologie Hk(C∗(G)) (resp. de cohomologie Hk(C∗(F))) du complexe C∗(G) (resp.
C∗(F))).

Soit S ≃ Sn−1 la sphère unité de NR. L’homologie d’un faisceau constant sur ∆
ne dépend que de la topologie de l’intersection de |∆| avec S comme le montre la
proposition suivante:

Proposition 2.0.13 Soit F un espace vectoriel sur Z

2Z
. On suppose que ∆ 6= {0}.

Alors pour k = 0, . . . , n on a:

Hk(C
F ) ≃ H̃n−k−1(S ∩ |∆|, F )

où H̃∗(S ∩ |∆|) est la cohomologie réduite à coefficients dans F de l’intersection du
support de ∆ avec la sphère S.

Démonstration:
Voir [Br] (page 4).¤

On en déduit immédiatement:

Corollaire 2.0.14

– Si S ∩ |∆| est contractible alors:

∀p ∈ N, Hp(C
F ) = 0

– Si |∆| = NR, alors H0(C
F ) = F et

∀p ∈ N, p ≥ 1, Hp(C
F ) = 0

Un morphisme de faisceaux φ entre 2 faisceaux F = ((Vσ)σ ∈ ∆, (fτ,σ)τ≤σ∈∆)
et F ′ = ((V ′

σ)σ ∈ ∆, (f ′
τ,σ)τ≤σ∈∆) sur ∆ est une collection d’applications linéaires

(φσ : Vσ → V ′
σ)σ∈∆ telle que pour chaque couple (τ, σ) ∈ ∆2 avec τ ≤ σ, le diagramme

suivant commute:

Vσ

φσ

²²

Vτ

φτ

²²

fτ,σ

oo

V ′
σ V ′

τ

f ′
τ,σoo

Remarque 2.0.15 La notion de morphisme de cofaisceaux est duale de celle de
morphisme de faisceaux.

Remarque 2.0.16 Soit G (resp. F) un faisceau (resp. cofaisceau) sur ∆ et q ∈ N.
On peut définir de façon naturelle le faisceau (resp. cofaisceau) qième produit extérieur
de G (resp. F) que l’on notera

∧q
G (resp.

∧q
F), le cofaisceau G∗ = Hom(G, Z

2Z
)

dual de G et le faisceau F∗ = Hom(F , Z

2Z
) dual de F .

Si l’on reprend les 2 exemples cités précédemment, alors via l’identification [σ]⊥2 ≃

Hom(
V

[σ]2
,

Z
2Z

) := (
V

[σ]2
)∗ pour σ ∈ ∆, F∆ = (G∆)∗.
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Comme pour les fibrés vectoriels, une suite exacte courte de faisceaux sur ∆:

0 → G ′ → G → G ′′ → 0

induit une suite exacte longue en homologie:

. . . → Hi+1(G
′′) → Hi(G

′) → Hi(G) → Hi(G
′′) → Hi−1(G

′) → . . .

et de manière identique, si 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 est une suite exacte courte de
cofaisceaux sur ∆, alors on obtient la suite exacte longue suivante en cohomologie:

. . . → H i−1(F ′′) → H i(F ′) → H i(F) → H i(F ′′) → H i+1(F ′) → . . .

Pour finir, on va déterminer Hn(
∧q

G∆) pour q ∈ N.

Définition 2.0.17 Le rang modulo 2 de ∆ (noté Rang Z

2Z

(∆)) est la dimension du

sous espace vectoriel de V engendré par les faces de dimension 1 de V . c’est-à-dire:

Rang Z

2Z

(∆) = dim Vect([τ ]2, τ ∈ ∆(1))

La dimension des espaces Hn(
∧q

G∆) ne dépend que de Rang Z

2Z

(∆):

Proposition 2.0.18 Soit k = Rang Z

2Z

(∆) et 1 ≤ q ≤ n. Alors:

– Si q < k, Hn(
∧q

G∆) = 0

– Si q ≥ k, Hn(
∧q

G∆) ≃ ( Z

2Z
)Cq−k

n−k

Soit {τ1, . . . , τm} = ∆(1). Pour 1 ≤ i ≤ m, on notera ρi ∈ N le générateur de [τi]
contenu dans τi et vi ∈ V désignera sa classe modulo 2.

On désignera également par pi : V →
V

[τi]2
=

V

Vect(vi)
la projection naturelle.

Avec ces notations, la différentielle νq
n du complexe C∗(

∧q
G∆) est donnée par la

somme directe sur i ∈ {1, . . . , m} des applications
∧q

pi :
∧q

V →
∧q V

Vect(vi)
.

Démonstration:
On peut supposer que (v1, . . . , vk) est une base de Vect(vi, i = 1 . . . n).
Soient V ′ = Vect(v1, . . . , vk) et V ′′ un supplémentaire de V ′ dans V .
Pour 1 ≤ q ≤ n, on a:

ker(νq
n) =

n⋂

i=1

ker(
∧q

pi)

Or pour 1 ≤ i ≤ n, ker(
∧q

pi) = Vect(vi) ∧
∧q−1

V . Ainsi:

ker(νq
n) =

n⋂

i=1

Vect(vi) ∧
∧q−1

V

On peut distinguer 2 cas:
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– Supposons que k > q. On peut remarquer que:

ker(νq
n) ⊂

k⋂

i=1

Vect(vi) ∧
∧q−1

V

Or
⋂k

i=1 Vect(vi) ∧
∧q−1

V = {0} donc νq
n est injective et Hn(

∧q
G∆) = 0.

– Si k ≤ q, il existe un isomorphisme:

n⋂

i=1

Vect(vi) ∧
∧q−1

V ≃ v1 ∧ . . . ∧ vk ∧
∧q−k

V ′′

Ainsi ker(νq
n) ≃

∧n−k
V ′′ ≃ ( Z

2Z
)Cq−k

n−k et donc:

Hn(
∧q

G∆) ≃ ( Z

2Z
)Cq−k

n−k ¤

3 (Co-)Homologie de X∆(R) et X∆(C)

A partir de maintenant, sauf mention contraire, la théorie de l’homologie consi-
dérée sera toujours l’homologie à support fermé (aussi appelée homologie de Borel
Moore) à coefficients dans Z

2Z
et celle de la cohomologie, la cohomologie à support

compact également à coefficients dans Z

2Z
.

On va rappeler brièvement la construction des suites spectrales complexes E∗
pq(X∆(C))

et Epq
∗ (X∆(C)) convergeant respectivement vers l’homologie et la cohomologie de

X∆(C) (les détails peuvent se trouver dans [Fi], [Jor] ou [Bi]); puis rappeler la
construction de la suite spectrale G∗

pq(X∆(R)) convergeant vers l’homologie de X∆(R)
(cf [Bi]) et enfin donner la construction de la suite spectrale Gpq

∗ (X∆(R)) conver-
geant vers la cohomologie de X∆(R), cette dernière étant construite en s’inspirant
de la méthode développée dans [Bi].

3.1 (Co-)Homologie d’un tore compact

Cette partie contient tous les résultats concernant l’homologie et la cohomologie
d’un tore compact qui seront utilisés dans la section suivante pour construire les
suites spectrales sur X∆(R) (qui seront appelées suites spectrales réelles) et celles
sur X∆(C) (qui seront appelées suites spectrales complexes).

3.1.1 Notations

Dans la première partie, le tore associé au réseau N était le tore algébrique com-
plexe TN(C) = HomZ(M, C∗). Maintenant on va considérer le tore compact, que l’on
notera T c

N = NR

N
, défini par N . On utilisera la notation multiplicative pour la loi de

groupe sur T c
N .

Tout d’abord, Z agit naturellement sur T c
N par:
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ϕ : Z × T c
N → T c

N

(k, g) 7→ gk

On notera T c
N [2] les points de 2−torsion de T c

N sous cette action et {1} désignera
l’élément neutre de T c

N . En général, lorsque T est un tore compact, T [2] désignera
l’ensemble des points de 2−torsion de T .

Remarque 3.1.1 L’ensemble des points de 2−torsion de T c
N , T c

N [2], s’identifie na-
turellement à V .

En résumé, on a posé:
– Tn(C) ≃ (C∗)n est le tore algébrique complexe défini par N
– Tn(R) = HomZ(M, R∗) ≃ (R∗)n est le tore algébrique réel défini par N
– T c

N est le tore compact défini par N
– T c

N [2] est le sous-groupe des points de 2−torsion de T c
N

et on dispose des décompositions (non canoniques) suivantes:
– Tn(C) = T c

N × NR

– Tn(R) = T c
N [2] × NR

Définition 3.1.2
* Un sous ensemble T ′ de T c

N est un sous-tore de rang k, k ∈ N, s’il existe un
sous-réseau N ′ de N de dimension k tel que T ′ = i(N ′⊗R

N ′ ) où i : N ′⊗R

N ′ → NR

N

est l’injection naturelle.
* Un sous ensemble H de T [2] sera appelé un sous-tore de rang k de T [2] s’il

existe un sous-tore T ′ de rang k de T c
N tel que H = T ′[2].

Remarque 3.1.3 Les sous-tores de rang k de T c
N [2] correspondent exactement aux

sous-espaces vectoriels de dimension k de V .

Soit T ′ un sous-tore de rang k de T c
N correspondant au sous-réseau N ′ de N . On

désigne par:
– [T ′] ∈ Hk(T

′) la classe fondamentale du tore T ′ (celle-ci est bien définie puisque
l’on travaille sur Z

2Z
).

– i : N ′⊗R

N ′ → NR

N
l’injection naturelle et H(i) l’application induite par i en ho-

mologie.

La classe du sous-tore T ′ dans Hk(T
c
N) encore notée [T ′] sera donnée par H(i)([T ′]).

Remarque 3.1.4 Si T ′ et T ′′ sont 2 sous-tores de T c
N vérifiant T ′[2] = T ′′[2] alors

[T ′] = [T ′′] ∈ H∗(T
c
N).

Si T ′[2] est un sous-tore de rang k correspondant à un sous-espace vectoriel V ′

de V , alors la classe de T ′[2] (notée [V ′]) dans H0(T
c
N [2]) = H0(V ) sera simplement

donnée par:

[V ′] =
∑

v∈V ′

[v] ∈ H0(V )

11



3.1.2 Homologie de T c
N et T c

N [2]

On va construire ici une filtration I∗ sur H0(T
c
N [2]) et une structure d’algèbre

graduée sur Gr∗I (H0(T
c
N [2])) de telle sorte que Gr∗I (H0(T

c
N [2])) ≃ H∗(T

c
N) comme

algèbres graduées. Cette construction est tirée de [Bi].

Commençons par quelques rappels sur l’homologie de T c
N .

Comme T c
N est un groupe topologique compact, H∗(T

c
N) est munie d’une structure

d’algèbre graduée donnée par le produit de Pontryagin.

Il existe un isomorphisme d’algèbres graduées:

∧∗
V

φ∗
−→ H∗(T

c
N) (1)

Ce dernier est construit de la façon suivante:
Soit v1 ∧ . . . ∧ vq 6= 0 ∈

∧q
V . On note H le sous-espace vectoriel de V de rang q

engendré par v1, . . . , vq et T ′ un sous-tore de T c
N tel que T ′[2] soit associé à H. Alors:

φq(v1 ∧ . . . ∧ vq) = [T ′]

Remarque 3.1.5 Soit T ′ un sous-tore de T c
N correspondant à un sous-réseau N ′ de

N et V ′ = N ′ ⊗ Z

2Z
⊂ V . On note:

– H∗(π) : H∗(T
c
N) → H∗(

T c
N

T ′ ) l’application induite en homologie par la projection

naturelle π : T →
T c

N

T ′

– p∗ :
∧∗

V →
∧∗ V

V ′ l’application induite par la projection naturelle de V sur V
V ′ .

Alors φ∗ induit le diagramme commutatif suivant:

H∗(T
c
N)

H∗(π) //

φ∗

²²

H∗(
T c

N

T ′ )

φ∗

²²∧∗
V p∗

//
∧∗ V

V ′

(2)

Intéressons nous à présent à H0(T
c
N [2]) = H∗(T

c
N [2]). On utilisera par la suite

l’identification de T [2] = V .

A nouveau, il est possible de munir H0(V ) d’une structure d’algèbre (non graduée)
via le produit de Pontryagin.
Comme dans ce cas le groupe est très simple, il est possible d’expliciter complète-
ment la structure d’algèbre. La loi produit notée × est en effet simplement donnée
par:

× : H0(V ) × H0(V ) → H0(V )
([v1], [v2]) 7→ [v1 + v2]

La châıne [0] ∈ H0(V ) sera l’élément neutre pour cette loi.
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Remarque 3.1.6 Si H est un sous-espace vectoriel de dimension k de V (corres-
pondant à un sous-tore de rang k de T c

N [2]) et (v1, . . . , vk) une base de H, alors:

[H] =
k∏

i=1

([0] + [vi])

On va maintenant filtrer H0(V ) de telle sorte que le gradué pour cette filtration
soit naturellement isomorphe (en tant qu’algèbre graduée) à H∗(T

c
N).

Comme pour q ∈ N∗, l’espace vectoriel Hq(T
c
N) ≃

∧q
V est engendré par les

classes des sous-tores de rang q de T c
N , on est conduit à considérer le sous-espace

Iq(H0(V )) ⊂ H0(V ) défini par:

Iq(H0(V )) = Vect([H], dim(H) ≥ q)

Remarque 3.1.7 Pour q = 0, on pose I0(H0(V )) = H0(V ).
Les sous-espaces I∗(H0(V )) peuvent être définis pour n’importe quel espace vectoriel
sur Z

2Z
. Lorsque celui-ci sera évident, on les notera simplement I∗.

Remarque 3.1.8 Le sous-espace I est le noyau du morphisme d’algèbre:

ξ : H0(V ) → Z

2Z∑
i∈I ǫi[vi] 7→

∑
i∈I ǫi

De ce fait, I est un idéal de H0(V ) et Iq(H0(V )) est la puissance q-ième de cet idéal
(cf [Bi] page 8).

On obtient ainsi une filtration décroissante sur H0(V ):

I0 = H0(V ) ⊃ I1 ⊃ . . . ⊃ In ⊃ {0}

Si H est un sous-espace vectoriel de dimension q de V , q ∈ N, on notera [H] la

classe de la châıne [H] dans
Iq

Iq+1
H0(V ).

La loi produit × sur H0(V ) induit une structure d’algèbres graduées sur Gr∗I (H0(V ))
définie sur les générateurs par:

× : Grp
I (H0(V )) × Grq

I(H0(V )) → Grp+q
I (H0(V ))

([H], [H ′]) 7→ [H + H ′]

où H (resp H ′) est un sous-espace vectoriel de V de dimension p (resp q).

Il existe un isomorphisme d’algèbres graduées:

ψ∗ :
∧∗

V → Gr∗I (H0(V )). (3)

On peut expliciter cet isomorphisme. Si on se donne q ∈ N, 1 ≤ q ≤ n, alors ψq

est défini sur les générateurs par:
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ψq :
∧q

V → Grq
I(H0(V ))

v1 ∧ . . . ∧ vq 7→
∏q

i=1([0] + [vi])

L’inverse de ψq est alors donné par:

ψ−1
q : Grq

I(H0(V )) →
∧q

V

[H] =
∏q

i=1([0] + [vi]) 7→ v1 ∧ . . . ∧ vq

où H est un sous-espace vectoriel de V de dimension q et (v1, . . . , vq) est une base
de H.

Regardons par exemple ce qui se passe pour q = 1.
Soit v1, v2 ∈ V . Alors:

([0] + [v1]) + ([0] + [v2]) = ([0] + [v1]) × ([0] + [v2]) + ([0] + [v1 + v2])

Ainsi si ([0] + [v1]) désigne la classe de ([0]+ [v1]) dans
I

I2
H0(V ), ([0] + [v2]) celle

de ([0] + [v2]) et ([0] + [v1 + v2]) celle de ([0] + [v1 + v2]), alors:

([0] + [v1]) + ([0] + [v2]) = ([0] + [v1 + v2])

et ainsi:

ψ1(v1) + ψ1(v2) = ψ1(v1 + v2)

Remarque 3.1.9 La filtration I∗ est compatible avec les applications linéaires.
Si F et G sont 2 espaces vectoriels sur Z

2Z
, on peut définir comme précédemment

la filtrations I∗
F (resp I∗

G) sur H0(F ) (resp H0(G)). Si on se donne f : F → G une
application linéaire, alors pour tout q ∈ N, f(Iq

F (H0(F ))) ⊂ Iq
G(H0(G)).

En particulier, f induit une application Grqf : Grq
IF

H0(F ) → Grq
IG

H0(G).

Soit F un sous-espace vectoriel de V . On note:
– I∗

V
F

la filtration sur H0(
V
F

) construite comme I∗ sur H0(V )

– p : V → V
F

la projection naturelle

– Gr∗p : Gr∗IH0(V ) → Gr∗I V
F

H0(
V

F
) l’application induite par p

–
∧∗

p :
∧∗

V →
∧∗V

F
l’application induite par p en passant aux puissances

extérieures
Alors l’isomorphisme ψ∗ fait alors commuter le diagramme suivant:

Gr∗IH0(V )
ψ∗ //

Gr∗p
²²

∧∗
V

p∗
²²

Gr∗I V
F

H0(
V
F

)
ψ∗

//
∧∗V

F

(4)

On obtient alors en utilisant (1), (2), (3) et (4) la proposition suivante:
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Proposition 3.1.10 Il existe un isomorphisme Gr∗IH0(V ) ≃ H∗(T
c
N).

De plus, si T ′ est un sous-tore de T c
N et que le sous-espace F de V correspond à

T ′[2], alors il existe un diagramme commutatif:

Gr∗IH0(V ) ∼ //

Gr∗p
²²

H∗(T
c
N)

H∗(π)
²²

Gr∗I V
F

H0(
V

F
)

∼ // H∗(
T c

N

T ′
)

En résumé, on a obtenu un isomorphisme naturel entre l’homologie d’un tore
compact et un gradué de l’homologie de ses points de 2−torsion.

3.1.3 Cohomologie de T c
N et T c

N [2]

Comme pour H0(T
c
N [2]), on va construire une filtration L∗ sur H0(T c

N [2]) de telle

sorte que le gradué Gr∗LH0(T c
N [2]) =

⊕n
q=0

Lq

Lq−1

H0(T c
N [2]) soit naturellement iso-

morphe à H∗(T c
N).

H∗(T c
N) sera munie de la structure d’algèbre donnée par le cup produit.

Tout d’abord, l’isomorphisme φ∗ (défini en (1)) induit un isomorphisme Φ∗ d’al-
gèbres graduées:

Hom(
∧∗

V, Z

2Z
) =

∧∗
V ∗ Φ∗

−→ Hom(H∗(T
c
N), Z

2Z
) = H∗(T c

N) (5)

De manière identique, si T ′ un sous-tore de T c
N correspondant à un sous-réseau

N ′ de N et V ′ = N ⊗ Z

2Z
et en notant:

– H∗(π) : H∗(
T c

N

T ′ ) → H∗(T c
N) l’application induite en cohomologie par la projec-

tion naturelle π : T c
N →

T c
N

T ′

– p∗ :
∧∗

(
V

V ′
)∗ →

∧∗
V ∗ l’application induite par la projection naturelle de V

sur
V

V ′
par dualité

alors le diagramme suivant commute

H∗(
T c

N

T ′ )
H∗(π) //

φ∗

²²

H∗(T c
N)

φ∗

²²∧∗
( V

V ′ )
∗

p∗
//
∧∗

V ∗

(6)

Intéressons-nous ensuite à H0(T c
N [2]) = H0(V ) = (H0(V ))∗.

Pour v ∈ V , on note χv : H0(V ) → Z

2Z
l’application définie par:

χv([v′]) =

{
0 v′ 6= v
1 v′ = v
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Ainsi, H0(V ) =
⊕

v∈V

Z
2Z

χv.

On considère la structure d’algèbre sur H0(V ) définie sur les générateurs par:

× : H0(V ) × H0(V ) → H0(V )
(χu, χv) 7→ χu+v

Il existe alors un isomorphisme d’algèbre ϑ entre H0(V ) et H0(V ) défini sur les
générateurs par:

ϑ : H0(V ) → H0(V )
[u] 7→ χu

La filtration L∗ que l’on va considérer sur H0(V ) = H0(V )∗ est la duale de la
filtration I∗ définie auparavant. Ainsi L∗ est donnée par:

Lq(H
0(V )) = (Iq+1(H0(V ))⊥ = {ϕ ∈ H0(V ), ϕ|

Iq+1 = 0}

et on a:

L−1 = {0} ⊂ L0 ⊂ L1 ⊂ . . . ⊂ Ln−1 ⊂ Ln = H0(V )

Remarque 3.1.11 Comme la filtration I∗ est compatible avec les applications li-
néaires, la filtration L∗ l’est également.

Pour montrer que L∗ possède les propriétés souhaitées, on va avoir besoin d’une
autre description.

Définition 3.1.12 Soit H un sous-espace vectoriel de dimension k de V . On dési-
gnera par [H]c la classe de H0(V ) définie par:

[H]c =
∑

v∈H

χv

Pour q ∈ N, on considère les sous-espaces Jq(H0(V )) de H0(V ) définis par:

Jq(H0(V )) = Vect([H]c, dim(H) = q)

Remarque 3.1.13 Les sous-espaces J∗(H0(V )) peuvent être définis pour n’importe
quel espace vectoriel sur Z

2Z
. Lorsque celui-ci sera évident, on les notera simplement

J∗.

Remarque 3.1.14 Via l’isomorphisme ϑ, I est envoyé sur J . En particulier, pour
tout k ∈ N, Ik est envoyé sur Jk et dim(Ik) = dim(Jk).
On pose également J0 = H0(V ).

Alors:

Proposition 3.1.15 Pour 0 ≤ q ≤ n, on a:

Lq(H
0(V )) = Jn−q
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Démonstration:
On peut déjà remarquer que dim(Lq(H

0(V )) = dim(H0(V )) − dim(Iq+1).

En utilisant, pour q ∈ N, l’isomorphisme
Iq

Iq+1
H0(V ) ≃

∧q
V , on obtient par récur-

rence:

∀q ≥ 1, dim(Iq) = 2n −

q−1∑

k=0

Ck
n

Comme dim(Iq) = dim(Jq),∀q ≥ 1 on a ainsi:

dim(Lq(H
0(V )) =

q∑

k=0

Ck
n =

n∑

k=n−q

Ck
n = 2n −

n−q−1∑

k=0

Ck
n = dim(Jn−q)

Il suffira donc de montrer que Jn−q est contenu dans Lq(H
0(V ).

Soit [H]c =
∑

v∈H χv la classe d’un sous-espace vectoriel H de V de dimension n− q
dans H0(V ) et [F ] =

∑
w∈F [w] celle d’un sous-espace F de V de dimension q + 1. Il

faut montrer que [H]c s’annule sur la classe [F ].

[H]c([F ]) = (
∑

v∈H

χv)(
∑

w∈F

[w])

= (
∑

v∈H∩F

χv)(
∑

w∈F∩H

[w])

=
∑

card(F∩H)

1

Comme (n − q) + (q + 1) = n + 1, l’intersection de F et H ne peut être réduite
à {0}. De plus, le nombre de points dans un sous-espace de V est une puissance de
2 et est donc pair. Ainsi:

[H]c([F ]) = 0 ¤

On en déduit immédiatement:

Corollaire 3.1.16 Pour 0 ≤ q ≤ n, on a:

Lq

Lq−1

(H0(V )) =
Jn−q−1

Jn−q

Il faut encore définir un isomorphisme entre Gr∗L(H0(V )) et
∧∗

V ∗. Pour cela ,
on va se servir de la filtration auxiliaire J∗ définie par les puissances successives
de J .

Pour chaque q ∈ N, on peut définir un isomorphisme Ψq :
∧q

V ∗ → Jn−q

Jn−q+1 par:
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Ψq :
∧q

V ∗ →
Jn−q

Jn−q+1

u1 ∧ . . . ∧ uq 7→ [H]c

où H est le sous-espace vectoriel de V de dimension n − q défini par
H = Vect(u1, . . . , uq)

⊥ ⊂ V .

Remarque 3.1.17 Ψq est un isomorphisme car d’une part, Ψq est surjectif et
d’autre part, on a:

dim
Jn−q

Jn−q+1
= dim

In−q

In−q+1
= dim(

∧n−q
V ) = dim(

∧q
V )

Regardons par exemple ce qui se passe pour q = 1.
Soient u1, u2 ∈ V ∗, H = u⊥

1 et H ′ = u⊥
2 . Alors:

Ψ1(u1) + Ψ1(u2) = [H]c + [H ′]c

= [H]c + [H ′]c + [V ]c

= [(u1 + u2)⊥]c

= Ψ1(u1 + u2)

En utilisant 3.1.16, on dispose d’un isomorphisme gradué que l’on notera
encore Ψ∗:

Ψ∗ :
∧∗

V ∗ → Gr∗LH0(V )

L’isomorphisme Ψ∗ est naturel. Si F est un sous-espace vectoriel de V , on notera:

– L
V
F
∗ la filtration sur H0(V

F
).

– p : V → V
F

la projection naturelle.
– Gr∗p : Gr∗

L
V
F

H0(V
F

) → Gr∗LH0(V ) l’application induite par H∗(p).

– p∗ :
∧∗

(V
F

)∗ →
∧∗

V ∗ l’application induite par p par dualité et en passant aux
puissances extérieures.

Alors l’isomorphisme Ψ∗ fait commuter le diagramme suivant:

Gr∗LH0(V )
∧∗

V ∗Ψ∗oo

Gr∗
L

V
F

H0(V
F

)

Gr∗p

OO

∧∗
(V

F
)∗

p∗

OO

Ψ∗

oo

(7)

Il reste encore à construire une structure d’algèbre graduée sur Gr∗LH0(V ). Pour
cela, on va simplement prendre la structure d’algèbre induite par Ψ∗.

Soit p, q ∈ N et H (resp. H ′) un sous-espace vectoriel de dimension n − p (resp.
n − q) de V .
On pose:

[H]c × [H ′]c =

{
[H ∩ H ′]c si H + H ′ = V
0 si H + H ′ 6= V
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Ceci définit × : Grp
LH0(V ) × Grq

LH0(V ) → Grp+q
L H0(V ) sur les générateurs.

Avec cette loi:
Ψ∗ :

∧∗
V ∗ ≃ Gr∗LH0(V ) (8)

est un isomorphisme d’algèbres graduées.

Remarque 3.1.18 Cette loi n’est pas celle induite par la structure d’algèbre sur
H0(V ) définie précédemment.

On obtient alors en utilisant (5), (6), (7) et (8) la proposition suivante:

Proposition 3.1.19 Il existe un isomorphisme d’algèbres graduées Gr∗LH0(V ) ≃
H∗(T c

N).
De plus, si T ′ est un sous-tore de T c

N et que le sous-espace F de V correspond à

T ′[2] alors, en notant π : T c
N →

T c
N

T ′ la projection naturelle, il existe un diagramme
commutatif:

Gr∗LH0(V )
∼ // H∗(T c

N)

Gr∗
L

V
F

H0(V
F

) ∼ //

Gr∗p

OO

H∗(
T c

N

T ′ )

H∗(π)

OO

3.2 Les suites spectrales complexes

On va rappeler ici les constructions des suites spectrales E∗
pq(X∆(C)) et Epq

∗ (X∆(C))
convergeant respectivement vers H∗(X∆(C)) et H∗(X∆(C)).

3.2.1 La suite spectrale complexe en homologie

On supposera fixé un éventail ∆ ⊂ NR.
Rappelons que V désigne l’espace vectoriel N

2N
sur Z

2Z
, et que [σ]2 = (σ+(−σ))∩N

2((σ+(−σ))∩N)
⊂ V

est le sous-espace vectoriel de V engendré par σ, pour σ ∈ ∆.

Pour σ ∈ ∆(n − p), 0 ≤ p ≤ n, Oσ est l’orbite du point xσ ∈ Hommo(Sσ, C)
défini par:

xσ(m) =

{
1 si −m ∈ Sσ

0 si −m /∈ Sσ

On peut remarquer que xσ ∈ X∆(R) ⊂ X∆(C).

Le sous-groupe d’isotropie de xσ est le sous-tore algébrique T[σ](C) ≃ (C∗)n−p associé
au sous-réseau [σ] de N . On a donc:

Oσ(C) ≃
TN(C)

T[σ](C)
≃ Tσ(C)

où Tσ(C) ≃ (C∗)n−p est le tore algébrique associé au réseau quotient
N

[σ]
.
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Pour respecter les notations utilisées dans la partie précédente, on notera T c
σ ≃

(S1)n−p le tore compact associé à
N

[σ]
. On a alors la décomposition suivante:

Oσ(C) = Tσ(C) = T c
σ × (

N

[σ]
⊗ R) ≃ T c

σ × Rp

Comme H∗(Rp) est donnée par:

Hk(Rp) =

{
Z

2Z
si k = p

0 si k 6= p

la formule de Künneth permet d’obtenir pour tout q ∈ N un isomorphisme:

Hp+q(Oσ(C)) ≃ Hq(Tσ) (9)

Pour 0 ≤ p ≤ n, on pose:

Xp(C) =
⋃

σ∈∆(n−p)

Oσ(C)

Xp(C) est ainsi la réunion des orbites de X∆(C) dont les dimensions sont inférieures
ou égales à p.
Les fermés (Xp(C))n

p=0 de X∆(C) définissent la stratification:

∅ ⊂ X0(C) ⊂ X1(C) ⊂ . . . ⊂ Xn(C) = X∆(C)

dont les strates ouvertes X◦
p (C) = Xp(C)−Xp−1(C) sont les réunions disjointes des

orbites de dimension p de X∆(C).

Cette filtration donne naissance à une suite spectrale

E1
pq(X∆(C)) = Hp+q(X

◦
p (C)) ⇒ Hp+q(X∆(C))

convergeant vers H∗(X∆(C)).

Par la suite, pour l ∈ N, les différentielles du terme El
pq(X∆(C)) seront notées

dl
pq : El

pq(X∆(C)) → El
p−l,q+l−1(X∆(C)).

La figure 1 donne la forme de la suite spectrale E∗
pq(X∆(C)) lorsque n = 3.

Soit p, q ∈ N. On a:

Hp+q(X
◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

Hp+q(Oσ(C))

En utilisant (9), on obtient:

Hp+q(X
◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

Hq(T
c
σ) (10)

La combinaison de (1) et (10) donne alors:
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Fig. 1 – E∗
pq(X∆(C)) pour une variété torique de dimension 3
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Hp+q(X
◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

∧q V

[σ]2
(11)

D’après [Jor] (page 44), sous l’identification (11), pour p, q ∈ N, la différentielle
d1

pq : E1
pq(X∆(C)) → E1

p−1,q(X∆(C)) est la somme directe sur τ ∈ ∆(n − p) des
applications:

∑

σ>τ

pτ,σ : Gτ →
⊕

σ∈∆(k+1),σ>τ

Gσ

où pτ,σ :
V

[τ ]2
→

V

[σ]2
est la projection naturelle.

On peut remarquer que pour q ∈ N fixé, le complexe (E1
∗,q, d

1
∗q) correspondant à

la ligne d’indice q de E1
pq(X∆(C)) est exactement le complexe de châınes associé au

faisceau
∧q

G∆ sur ∆ défini dans la section 2.
Ainsi, on a:

E2
pq(X∆(C)) ≃ Hp(

∧q
G∆)

Par conséquent, si ∆ 6= {0}, en notant S la sphère unité de NR, on obtient d’après
2.0.13 et pour q = 0 la proposition suivante:

Proposition 3.2.1 Pour p = 0, . . . , n:

E2
p0(X∆(C)) ≃ H̃n−p−1(S ∩ |∆|,

Z
2Z

)

où H̃∗(S ∩ |∆|) est la cohomologie réduite à coefficients dans Z

2Z
de l’intersection du

support de ∆ avec la sphère S.
En particulier:

– Si |∆| ∩ S est contractible alors E2
p0(X∆(C)) = 0 ∀p ∈ N

– Si |∆| = NR, alors E2
00(X∆(C)) = Z

2Z
et E2

p0(X∆(C)) = 0 ∀p ≥ 1
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Toujours d’après la section 2, on peut voir en utilisant la proposition 2.0.18 que
les termes de la dernière colonne de E2

pq(X∆(C)) ne dépendent que du rang modulo
2 de ∆ (cf. définition 2.0.17).

Proposition 3.2.2 Si k = Rang Z

2Z

(∆), alors pour 0 ≤ q ≤ n, on a:

– E2
nq(X∆(C)) = 0 si q < k

– E2
nq(X∆(C)) ≃ ( Z

2Z
)Cq−k

n−k si q ≥ k

Remarque 3.2.3 On ne sait pas en général dire si la suite spectrale E∗
pq(X∆(C))

dégénère à l’ordre 2. On verra dans la section 3.3.2 que cette dégénérescence est
garantie lorsque la suite spectrale réelle sur X∆(R), dont la construction sera rappelée
dans la partie suivante, dégénère à l’ordre 1.

3.2.2 La suite spectrale complexe en cohomologie

La construction de cette suite spectrale est essentiellement duale de celle de
E∗

pq(X∆(C)) mais pour des raisons de lisibilité est exposée dans une section diffé-
rente.

Pour σ ∈ ∆(n − p), 0 ≤ p ≤ n, l’orbite Oσ se décompose comme précédemment
sous la forme Oσ ≃ T c

σ × Rp

Comme H∗(Rp) est donnée par:

Hk(Rp) =

{
Z

2Z
si k = p

0 si k 6= p

la formule de Künneth permet d’obtenir pour tout q ∈ N un isomorphisme:

Hp+q(Oσ(C)) ≃ Hq(T c
σ) (12)

On considère à nouveau la filtration de X par les orbites:

∅ ⊂ X0(C) ⊂ X1(C) ⊂ . . . ⊂ Xn(C) = X∆(C)

et cette dernière donne naissance à une suite spectrale:

Epq
1 (X∆(C)) = Hp+q(X◦

p (C)) =⇒ Hp+q(X∆(C))

convergeant vers H∗(X∆(C)).

Par la suite, pour l ∈ N, les différentielles du terme Epq
l (X∆(C)) seront notées

dpq
l : Epq

l (X∆(C)) → Ep+l,q−l+1
l (X∆(C)).

La figure 2 donne la forme de la suite spectrale Epq
∗ (X∆(C)) lorsque n = 3.

Soit p, q ∈ N. On a:

Hp+q(X◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

Hp+q(Oσ(C))
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Fig. 2 – Epq
∗ (X∆(C)) pour une variété torique de dimension 3
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En utilisant (12), on obtient:

Hp+q(X◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

Hq(T c
σ) (13)

Finalement, la combinaison de de (5) et (13) donne alors:

Hp+q(X◦
p (C)) ≃

⊕

σ∈∆(n−p)

∧q
(

V

[σ]2
)∗ =

⊕

σ∈∆(n−p)

∧q
[σ]⊥2 (14)

Dans [Jor] (page 60), l’auteur montre que sous l’identification (14), la différen-
tielle dpq

1 : Epq
1 (X∆(C)) → Ep−1,q

1 (X∆(C)) est la somme directe sur τ ∈ ∆(n− p) des
applications:

∑

τ<σ

p∗σ,τ : (
V

[σ]2
)∗ →

⊕

τ∈∆(n−k−1),τ<σ

(
V

[τ ]2
)∗

Si on utilise l’isomorphisme (
V

[σ]2
)∗ ≃ [σ]⊥2 alors dpq

1 est aussi donnée par la somme

directe sur τ ∈ ∆(n − p) des applications:

∑

τ<σ

iσ,τ : [σ]⊥2 →
⊕

τ∈∆(n−k−1),τ<σ

[τ ]⊥2

où iσ,τ : [σ]⊥2 → [τ ]⊥2 est l’ injection naturelle pour τ ≤ σ ∈ ∆.

Pour q ∈ N fixé, le complexe (E∗,q
1 (X∆(C)), d∗q

1 ) correspondant à la ligne d’indice
q de Epq

1 (X∆(C)) est le complexe de cochâınes associé au faisceau
∧q

F∆ sur ∆ défini
dans la section 2.

Comme F∆ = (G∆)∗, on doit avoir:

Hp(F∆) = Hom(Hp(G
∆),

Z
2Z

)
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Ainsi:

Proposition 3.2.4 Pour tout p, q ∈ N:

Epq
2 (X∆(C)) ≃ (E2

pqX∆(C))∗

On se contentera pour cette raison d’étudier le terme E2
pq(X∆(C)) par la suite.

Définition 3.2.5 Un cône σ de NR sera dit régulier modulo 2 si il existe ρ1, . . . , ρk ∈
N tels que:

– σ = Pos(ρ1, . . . , ρk)
– La famille (v1, . . . , vk) de V est libre où pour i = 1 . . . k, vi désigne la classe

du vecteur ρi dans V = N ⊗ Z

2Z

Un éventail sera régulier modulo 2 si chacun de ses cônes l’est.

Dans le cas où X∆(C) est compact, on peut citer le résultat suivant se trouvant
dans [Br] (pages 4 et 5) et dans [Ho2].

Théorème 3.2.6 On suppose que |∆| = NR et que ∆ est régulier modulo 2. Alors:

Epq
2 (X∆(C)) ≃ (E2

pq(X∆(C)))∗ = 0 pour p 6= q

On en dérive facilement:

Corollaire 3.2.7 On suppose que |∆| = NR et que ∆ est régulier modulo 2. Alors
les suites spectrales E∗

pq(X∆(C)) et Epq
∗ (X∆(C)) dégénèrent toutes les deux à l’ordre

2 (ie: E∞
pq (X∆(C)) = E2

pq(X∆(C)) et Epq
∞(X∆(C)) = Epq

2 (X∆(C))).

Remarque 3.2.8 Si l’on remplace l’hypothèse ”régulier modulo 2” par ”régulier”
(auquel cas X∆(C) est lisse), alors on a en plus E2

pp(X∆(C)) ≃ E2
n−p,n−p(X∆(C)) en

utilisant la dualité de Poincaré.

Dans la partie suivante, on va s’intéresser à l’homologie de la variété algébrique
réelle X∆(R).

3.3 Les suites spectrales réelles

Les suites spectrales seront construites en utilisant les filtrations définies dans la
section 3.1.

3.3.1 Description de H∗(X∆(R)), H∗(X∆(R))

Reprenons la filtration par les orbites utilisée pour obtenir E∗
pqX∆(C) et Epq

∗ (X∆(C))
mais cette fois en nous restreignant à la partie réelle de X∆. On considère donc pour
p ∈ N:

Xp(R) =
⋃

σ∈∆(n−p)

Oσ(R)
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et on obtient une filtration de X∆(R):

∅ ⊂ X0(R) ⊂ X1(R) ⊂ . . . ⊂ Xn(R) = X∆(C)

ayant pour strates ouvertes:

X◦
p (R) = Xp(R) − Xp−1(R)

Comme dans le cas complexe, cette filtration donne naissance aux 2 suites spec-
trales E∗

pq(X∆(R)) et Epq
∗ (X∆(R)) :

E1
pq(X∆(R)) = Hp+q(X

◦
p (R)) ⇒ Hp+q(X∆(R))

Epq
1 (X∆(R)) = Hp+q(X◦

p (R)) ⇒ Hp+q(X∆(R))

La première convergeant vers H∗(X∆(R)) et la deuxième vers H∗(X∆(R)).

Soit σ ∈ ∆(n − p). Oσ(R) est l’orbite de xσ sous l’action de TN(R) et le sous-
groupe d’isotropie de xσ est le sous-tore algébrique T[σ](R) ≃ (R∗)n−p associé au
sous-réseau [σ] de N . On a donc:

Oσ(R) ≃
TN(R)

T[σ](R)
≃ Tσ(R)

où Tσ(C) ≃ (R∗)p est le tore algébrique réel associé au réseau quotient
N

[σ]
.

Comme Tσ(R) ≃ T c
σ[2] × Rp, on obtient:

Oσ(R) ≃ T c
σ[2] × Rp

Cette décomposition donne avec la formule de Künneth:

Hp+q(Oσ(R)) =





H0(T
c
σ[2]) = H0(

V

[σ]2
) si q = 0

0 si q > 0
(15)

Hp+q(Oσ(R)) =





H0(T c
σ[2]) = H0(

V

[σ]2
) = (H0(

V

[σ]2
))∗ si q = 0

0 si q > 0
(16)

Comme pour p, q ∈ N, Hp+q(X
◦
p (R)) =

⊕

σ∈∆(n−p)

Hp+q(Oσ(R)), on doit avoir pour

p ∈ N en utilisant (15) et (16):

– E1
p0(X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−p)

H0(
V

[σ]2
) et E1

pq(X∆(R)) = 0 pour q > 0

– Ep0
1 (X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−p)

H0(
V

[σ]2
) et Epq

1 (X∆(R)) = 0 pour q > 0
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En particulier les deux suites spectrales E∗
pq(X∆(R)) et Epq

∗ (X∆(R)) dégénèrent
à l’ordre 1.
On notera (A∗(X∆(C)), ∂∗) (resp (A∗(X∆(C)), ∂∗)) le complexe (E1

∗0(X∆(R)), d1
∗0)

(resp (E∗0
1 (X∆(R)), d∗0

1 )) donné par la ligne d’indice q = 0 de E1
pq(X∆(R)) (resp

Epq
1 (X∆(R))).

D’après ce qui précède, on doit avoir:

– H∗(A(X∆(R))) = H∗(X∆(R)).
– H∗(A(X∆(R))) = H∗(X∆(R)).

Remarque 3.3.1 Les complexes A∗(X∆(R)) et A∗(X∆(R)) étant duaux, H∗(X∆(R)) =
Hom(H∗(X∆(R)), Z

2Z
).

Pour τ ≤ σ ∈ ∆, on pose:

– Aσ = H0(
V

[σ]2
)

– Aσ = H0(
V

[σ]2
)

– πτ,σ : Aτ → Aσ l’application induite en homologie par la projection naturelle

pτ,σ :
V

[τ ]2
→

V

[σ]2

Si l’on veut parler de (co-)faisceaux, alors A∗(X∆(R)) (resp A∗(X∆(R))) est le
complexe de châınes (resp cochâınes) associé au faisceau (resp cofaisceau) Aσ, πτ,σ)τ≤σ∈∆

(resp (Aσ, π∗
τ,σ)τ≤σ∈∆).

Remarque 3.3.2 Le complexe A∗(X) provient du complexe cellulaire résultant
d’une décomposition en quadrants de X∆(R); chaque orbite Oσ ≃ Rp de dimen-
sion p pouvant se décomposer 2p quadrants.
La figure 3 représente une décomposition en quadrants de la variété R2. Celle ci
comportant une cellule de dimension 0, 4 cellules de dimension 1 et 4 cellules de
dimension 2.

3.3.2 La suite spectrale réelle en homologie

La construction de la suite spectrale convergeant vers H∗(X∆(R)) est tirée de
[Bi]. En fait tout le travail a déjà été effectué dans la section 3.1 où la filtration sur
l’homologie des points de 2−torsion d’un tore compact a été définie.

On va maintenant construire une filtration Ĩ∗ sur A∗(X∆(R)) de telle sorte que

le terme G̃1
pq(X∆(R)) de la suite spectrale G̃∗

pq(X∆(R)) définie par Ĩ∗ soit isomorphe
(en changeant les indices) au terme E2

pq(X∆(C)).

Pour chaque σ ∈ ∆, on peut définir comme on l’a fait dans la section 3.1.2
une filtration I∗

σ décroissante sur Aσ.
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Fig. 3 – Une décomposition en quadrants de R2
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On obtient ainsi une filtration I∗ sur le complexe A∗(X∆(R)) compatible avec les
différentielles ∂∗ en posant:

Iq(Ap(X)) =
∑

σ∈∆(n−p)

Iq
σ(Aσ)

et on peut alors définir une filtration croissante Ĩ∗ sur A∗(X∆(R)) en posant pour
p ∈ Z, p ≤ 0:

Ĩp(A∗(X∆(R))) = I−p(A∗(X∆(R)))

On obtient ainsi une suite spectrale:

G̃0
pq(X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

I−p

I−(p+1)
Aσ ⇒ Hp+q(X∆(R))

dont les différentielles seront notées ∂̃∗
pq.

Remarque 3.3.3 La suite G̃∗
pq(X∆(R)) est concentrée dans le second quadrant. La

figure 4 donne la forme de G̃∗
pq(X∆(R)) lorsque n = 3.

27



Fig. 4 – Le terme G̃∗
pq(X∆(R)) lorsque n = 3
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Pour p, q ∈ N, on a:

G̃0
pq(X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

Gr−p
I Aσ

En utilisant (3), on obtient un isomorphisme d’espaces vectoriels:

G̃0
pq(X∆(R)) ≃

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

∧p V

[σ]2
≃ E1

p+q,−p(X∆(C))

De plus, d’après (4), la différentielle ∂̃0
pq s’identifie alors sous cet isomorphisme à la

somme directe sur τ ∈ ∆(n − (p + q)) des applications:

∑

σ>τ

∧p
pτ,σ :

∧p V

[τ ]2
→

⊕

σ∈∆(n−(p+q)+1),σ>τ

∧p V

[σ]2

Ainsi il existe un diagramme commutatif:

E1
p+q,−p(X∆(C))

d1
p+q,−p

²²

∼ // G̃0
pq(X∆(R))

∂̃0
pq

²²

E1
p+q−1,−p(X∆(C)) ∼

// G̃0
p,q−1(X∆(R))

et donc:

∀ p, q ∈ Z, E2
p+q,−p(X∆(C)) ≃ G̃1

pq(X∆(R))
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On a ainsi une identification entre les diagonales de G̃1
pq(X∆(R)) et les lignes de

E2
pq(X∆(C)). La figure 5 montre cette dernière pour n = 3.

Fig. 5 – Identification de G̃1
pq(X∆(R)) et E2

pq(X∆(C)) lorsque n = 3 (les flèches
donnent le sens de lecture)
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Pour toute la suite, on considérera le réarrangement G∗
pq(X) de la suite spectrale

G̃∗
pq(X) revenant à poser:

G∗
pq(X∆(R)) = G̃∗

−q,p+q(X∆(R))

Si l’on utilise cette notation, la différentielle ∂̃∗
pq devient:

∂∗
pq : G∗

pq(X∆(R)) → G∗
p−(∗+1),q+∗(X∆(R))

La figure 6 donne la forme de la suite G∗
pq(X∆(R)) dans le cas où n = 3.

Avec cette définition, on a simplement:

∀ p, q ∈ N, G1
pq(X∆(R)) ≃ E2

pq(X∆(C))

et les différentielles ∂1
∗∗ et d1

∗∗ se correspondent sous cet isomorphisme.

Bien que cette écriture n’apparaisse pas très naturelle pour la suite spectrale
réelle, elle s’avèrera plus pratique au niveau des indices pour étudier les problèmes
de dégénérescence.
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Fig. 6 – G∗
pq(X∆(R)) pour n = 3
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On note b∗(X∆(C)) (resp b∗(X∆(R))) les nombres de Betti de X∆(C) (resp X∆(R)).
ie: pour p ∈ N, bp(X∆(C)) = dim Hp(X∆(C)) (resp bp(X∆(R)) = dim Hp(X∆(R)).

D’après l’inégalité de Thom-Smith, on a:
∑

p∈N

bi(X∆(R)) ≤
∑

p∈N

bi(X∆(C))

On obtient ainsi:

Corollaire 3.3.4 Si la suite spectrale G∗
pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre 1 (ie: G∞

pq(X∆(R)) =
G1

pq(X∆(R))), alors la suite spectrale E∗
pq(X∆(C)) dégénère à l’ordre 2 et l’on a:

∑

p∈N

bi(X∆(R)) =
∑

p∈N

bi(X∆(C))

Remarque 3.3.5 Si la suite spectrale G∗
pq(X) dégénère à l’ordre 1, il est possible

de lire les nombres de Betti b∗(X∆(R)) et b∗(X∆(C)) sur le terme G1
pq(X∆(R)) ≃

E2
pq(X∆(C)). En effet, dans ce cas:

– bp(X∆(R)) =
∑

q∈N
dim(G1

pq(X∆(R))), 0 ≤ p ≤ n

– bk(X∆(C)) =
∑

p+q=k dim(G1
pq(X∆(R))), 0 ≤ k ≤ 2n

(cf figure 7 lorsque n = 3).

3.3.3 La suite spectrale réelle en cohomologie

Regardons maintenant ce qui se passe en cohomologie.

Pour chaque σ ∈ ∆, on peut définir comme on l’a fait dans la section 3.1.3 une
filtration Lσ

∗ croissante sur Aσ.
On peut alors obtenir une filtration croissante L∗ sur le complexe A∗(X∆(R)) com-
patible avec les différentielles ∂∗ en posant:
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Fig. 7 – Lecture des nombres de Betti lorsque n = 3
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Lq(Ap(X)) =
⊕

σ∈∆(n−p)

Lσ
q (Aσ)

Finalement, on peut définir une filtration décroissante L̃∗ sur A∗(X∆(R)) en
posant pour p ∈ Z, p ≤ 0:

L̃p(A∗(X∆(R))) = L−p(A∗(X∆(R)))

Avec cette filtration, on obtient la suite spectrale G̃pq
∗ (X∆(R)):

G̃pq
0 (X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

L−p

L−p−1
Aσ ⇒ Hp+q(X∆(R))

Les différentielles de cette suite spectrale seront notées ∂̃pq
∗ .

Remarque 3.3.6 Comme G̃∗
pq(X∆(R)), la suite G̃pq

∗ (X∆(R)) est concentrée dans le

second quadrant. La figure 8 montre la forme de G̃pq
∗ (X∆(R)) lorsque n = 3.

Pour p, q ∈ N, on a:

G̃pq
0 (X∆(R)) =

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

Gr−p
L Aσ

En utilisant (8), on obtient un isomorphisme d’espaces vectoriels:
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Fig. 8 – Le terme G̃pq
∗ (X∆(R)) lorsque n = 3
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G̃pq
0 (X∆(R)) ≃

⊕

σ∈∆(n−(p+q))

∧p
(

V

[σ]2
)∗ ≃ Ep+q,−p

2 (X∆(C))

De plus, d’après (7), la différentielle ∂̃pq
0 s’identifie alors sous cet isomorphisme à la

somme directe sur τ ∈ ∆(n − (p + q)) des applications:

∑

σ>τ

∧p
(pτ,σ)∗ :

∧p
(

V

[τ ]2
)∗ →

⊕

σ∈∆(n−(p+q)+1),σ>τ

∧p
(

V

[σ]2
)∗

Ainsi il existe un diagramme commutatif:

Ep+q,−p
1 (X∆(C))

dp+q,−p
1

²²

∼ // G̃pq
0 (X∆(R))

∂̃pq
0

²²

Ep+q+1,−p
1 (X∆(C))

∼ //
G̃p,q+1

0 (X∆(R))

et donc:

∀ p, q ∈ Z, Ep+q,−p
2 (X∆(C)) ≃ G̃pq

1 (X∆(R))

Comme en homologie, on considérera par la suite le réarrangement Gpq
∗ (X∆(R))

de la suite spectrale G̃pq
∗ (X∆(R)) revenant à poser:

Gpq
∗ (X∆(R)) = G̃−q,p+q

∗ (X∆(R))
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Si l’on utilise cette notation, la différentielle ∂̃pq
∗ devient ∂pq

∗ : Gpq
∗ (X∆(R)) →

G
p−(∗+1),q+∗
∗ (X∆(R)). La figure 9 donne la forme de la suite Gpq

∗ (X∆(R)) dans le
cas où n = 3.

Fig. 9 – Gpq
∗ (X∆(R)) pour n = 3
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Avec cette définition, on a simplement:

∀ p, q ∈ N, Gpq
1 (X∆(R)) ≃ Epq

2 (X∆(C))

et les différentielles ∂∗∗
1 et d∗∗

1 se correspondent sous cet isomorphisme.

Pour résumer la situation, on a construit 4 suites spectrales E∗
pq(X∆(C)), Epq

∗ (X∆(C)),
G∗

pq(X∆(R)) et Gpq
∗ (X∆(R)) vérifiant pour tout p, q ∈ N:

E2
pq(X∆(C)) ≃ Hom(Epq

2 (X∆(C)),
Z
2Z

) ≃ Hom(Gpq
1 (X∆(R)),

Z
2Z

) ≃ G1
pq(X∆(R))

Ainsi, comme H∗(A∗(X∆(R))) ≃ Hom(H∗(A∗(X∆(R))),
Z
2Z

), on a:

Corollaire 3.3.7 La suite spectrale G∗
pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre 1 si et seulement

si la suite spectrale Gpq
∗ (X∆(R)) dégénère à l’ordre 1.

4 Propriétés de la suite spectrale G∗
pq(X∆(R))

4.1 Préliminaires

Soient N ′ ≃ Zd un autre réseau et ∆′ un éventail de N ′
R

= N ⊗ R.

Définition 4.1.1 Un morphisme d’éventails Φ : (N, ∆) → (N ′, ∆′) est un mor-
phisme Φ : N → N ′ tel que son extension ΦR : NR → N ′

R
vérifie la propriété

suivante:
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∀σ ∈ ∆, ∃σ′ ∈ ∆′, ΦR(σ) ⊂ σ′

Si Φ est un morphisme d’éventails, alors Φ induit des morphismes équivariants:
– ϕR : X∆(R) → X∆′(R)
– ϕC : X∆(C) → X∆′(C)

On dira que Φ est propre si Φ−1(|∆′|) = |∆|.

Remarque 4.1.2 ϕR et ϕC sont propres si et seulement si Φ l’est (cf [Fu]).

Comme dans la partie précédente, on notera pour p ∈ N et pour K = R ou C:

Xp(K) =
⋃

σ∈∆(n−p)

Oσ(K)

X ′
p(K) =

⋃

σ∈∆′(n−p)

Oσ(K)

Si Φ : (N, ∆) → (N ′, ∆) est un morphisme propre d’éventails, alors pour p ∈ N,
ϕK(Xp(K)) ⊂ X ′

p(K). Ainsi Φ induit des morphismes de complexes:

ϕ∗ : E1
∗0(X∆(R)) = A∗(X∆(R)) → E1

∗0(X∆′(R)) = A∗(X∆′(R))

ϕ∗ : E∗0
1 (X∆′(R)) = A∗(X∆′(R)) → E∗0

1 (X∆(R)) = A∗(X∆(R))

dans le cas réel et dans le cas complexe:

Φ∗
∗∗ : E∗

∗∗(X∆(C)) → E∗
∗∗(X∆′(C))

Φ∗∗
∗ : E∗∗

∗ (X∆′(C)) → E∗∗
∗ (X∆(C))

On va s’intéresser par la suite au cas réel.
ϕ∗ est compatible avec les filtrations Ĩ sur A∗(X∆(R)) et Ĩ ′ sur A∗(X∆′(R)) définies
dans la partie précédente. Ainsi ϕ∗ induit des morphismes de complexes:

ϕ∗
∗∗ : G∗

∗∗(X∆(R)) → G∗
∗∗(X∆′(R))

De même, ϕ∗ induit des morphismes de complexes:

ϕ∗∗
∗ : G∗∗

∗ (X∆′(R)) → G∗∗
∗ (X∆(R))

Comme on s’intéressera principalement aux propriétés de X∆(R), on se contentera
pour alléger les notations, sauf mention contraire, d’écrire X := X∆(R).
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4.2 Propriétés d’additivité

Soit Y ⊂ X une sous-variété fermée invariante sous l’action du tore TN(R).

On note ∆X−Y le sous-éventail de ∆ := ∆X correspondant à l’ouvert X − Y de

X et on pose ∆Y = ∆X − ∆X−Y . Ainsi, avec ces notations, Y =
⋃

σ∈∆Y

Oσ.

Remarque 4.2.1 Lorsque Z est une quelconque réunion d’orbites sous l’action du
tore d’une variété torique torique réelle, il est possible de définir comme on l’a fait
précédemment la suite spectrale G∗

pq(Z).

On notera également ∂X
∗ (resp. ∂X−Y

∗ , ∂Y
∗ ) les différentielles du complexe A∗(X∆(R))

(resp. A∗(X − Y ), A∗(Y )).

Remarque 4.2.2 Il existe une décomposition naturelle:

A∗(X) = A∗(Y ) ⊕ A∗(X − Y )

Finalement, on pose:

–
iY∗ : A∗(Y ) → A∗(X)

x 7→ (x, 0)

–
iX−Y
∗ : A∗(X − Y ) → A∗(X)

y 7→ (0, y)

–
rY
∗ : A∗(X) → A∗(Y )

(x, y) 7→ x

–
rX−Y
∗ : A∗(X) → A∗(X − Y )

(x, y) 7→ y

Remarque 4.2.3 Pour c ∈ A∗(X), on notera plus simplement:
– rX−Y

∗ (c) = c|X−Y

– rY
∗ (c) = c|Y

On va s’intéresser ici aux relations entre les complexes A∗(X), A∗(Y ) et
A∗(X − Y ).

La décomposition A∗(X) = A∗(Y ) ⊕ A∗(X − Y ) est compatible avec la filtration
I∗. Ainsi pour q ∈ N, on a:

Iq

Iq+1
A∗(X) =

Iq

Iq+1
A∗(Y ) ⊕

Iq

Iq+1
A∗(X − Y )

Par contre, cette décomposition n’est pas compatible avec les différentielles ∂X
∗ , ∂Y

∗

et ∂X−Y
∗ .

En effet, la différentielle ∂X
∗ est donnée par le diagramme:

A∗(X)

∂X
∗

²²

∼ // A∗(Y )

∂Y
∗−1

²²

⊕
A∗(X − Y )

((∂X
∗ )|X−Y

)|Y

iiiii

ttiiiii
∂X−Y
∗−1

²²
A∗−1(X) ∼ // A∗−1(Y )

⊕
A∗−1(X − Y )

et si c ∈ A∗(X − Y ), en général, (∂X
∗ (0, c))|Y 6= 0.
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Proposition 4.2.4 Pour chaque q ∈ N, il existe une suite exacte longue:

. . . → G1
∗,q(Y ) → G1

∗,q(X) → G1
∗,q(X − Y ) → G1

∗−1,q(Y ) → . . .

Démonstration:
Ces suites exactes longues sont induites par les suites exactes courtes:

Iq

Iq+1
A∗(X) =

Iq

Iq+1
A∗(Y ) ⊕

Iq

Iq+1
A∗(X − Y )

De plus, soit q ∈ N et c ∈ Iq(A∗(X − Y )) telle que ∂X−Y
∗ (c) ∈ Iq+1(A∗(X − Y )).

Alors le connectant g∗ : G1
∗,q(X − Y ) → G1

∗−1,q(Y ) est donné par g∗([c]) = [c|X−Y
]

où c est la classe de c dans Iq

Iq+1 A∗(X−Y ) et [c] la classe du cycle c dans G1
∗,q(X−Y ).¤

Soit T∗(X, Y ) le complexe total associé à l’injection A∗(Y ) →֒ A∗(X). Ce dernier
est défini par:

– Pour p ∈ N, Tp(X, Y ) = Ap−1(Y ) ⊕ Ap(X)

–
∂X,Y

p : Tp(X, Y ) → Tp−1(X, Y )
(y, x) 7→ (∂Y

p (y), ∂X
p (x) + iYp−1(y))

Les filtrations I∗ sur A∗(Y ) et A∗(X) induisent une filtration, encore notée I∗, sur
T∗(X, Y ).

Définition 4.2.5 Soient (C∗, F
∗) et (D∗, G

∗) 2 complexes de châınes filtrés et f∗ :
C∗ → D∗ un morphisme de complexes compatible avec les filtrations F ∗ et G∗. Alors
f∗ est un quasi-isomorphisme filtré si le gradué de f∗, Gr∗(f∗) : Gr∗F C → Gr∗GD, est
un quasi-isomorphisme (cf [De] (page 8)).

Proposition 4.2.6 Il existe un quasi-isomorphisme filtré:

φ∗ : A∗(X − Y ) 7→ T∗(X,Y )

Démonstration:
Il s’agit de montrer que pour tout q ∈ N, les complexes Iq

Iq+1 A∗(X−Y ) et Iq

Iq+1 T∗(X, Y )
sont quasi-isomorphes.

Soient:
– h∗ : T∗(X, Y ) → A∗(X − Y ) définie par:

hp(y, x) = x|X−Y

– f∗ : A∗(X − Y ) → T∗(X, Y ) définie par:

fp(z) = ((∂X
p (iX−Y

p (z)))|Y , iX−Y
p (z))

Remarque 4.2.7 Les morphismes de complexes f∗ et h∗ sont compatibles avec les
filtrations I∗.

On a h∗ ◦ f∗ = id. Il faut encore montrer:
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Lemme 4.2.8 Le morphisme f∗ ◦ h∗ est homotope à l’identité.

Démonstration:
On considére ϕ∗ : T∗(X, Y ) → T∗+1(X, Y ) définie par:

ϕp(y, x) = (x|Y , 0)

Montrons que l’on a:

ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ + ∂X,Y

∗+1 ◦ ϕ∗ = f∗ ◦ h∗ + id

Soit (y, x) ∈ T∗(X, Y ). On a:

ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ (y, x) = ϕ∗−1(∂

Y
∗−1(y), ∂X

∗ (x) + y)

= ((∂X
∗ (x) + y)|Y , 0)

= ((∂X
∗ (x))|Y + y, 0)

∂X,Y
∗+1 ◦ ϕ∗(y, x) = ∂X,Y

∗+1 (x|Y , 0)

= (∂Y
∗ (x|Y ), x|Y )

Et donc:

ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ (y, x) + ∂X,Y

∗+1 ◦ ϕ∗(y, x) = ((∂X
∗ (x))|Y + y, 0) + (∂Y

∗ (x|Y ), x|Y )

= ((∂X
∗ (x|X−Y

))|Y + y, x|Y )

De l’autre côté, on a:

(f∗ ◦ h∗ + id)(y, x) = f∗(x|Y , 0) + (y, x)

= ((∂X
∗ (x|X−Y

))|Y , x|X−Y
) + (y, x)

= ((∂X
∗ (x|X−Y

))|Y + y, x|Y )

Ainsi f∗ ◦ h∗ est homotope à l’identité. ¤

Pour finir, il suffit de voir que toutes les applications précédentes passent aux
quotient et fournissent les équivalences d’homotopie désirées ¤.

Soit π : X̃ 7→ X l’éclatement de X de centre Y . On notera E le diviseur excep-
tionnel et π∗ : A∗(X̃) → A∗(X) le morphisme de complexes induit par π.

On va maintenant regarder quelles sont les relations entre A∗(X), A∗(Y ), A∗(X̃) et
A∗(E).

Remarque 4.2.9 Comme π|
X̃−E

X̃ − E ≃ X − Y est un isomorphisme, (π|
X̃−E

)∗ :

A∗(X̃ − E) ≃ A∗(X − Y ) est un isomorphisme de complexes de châınes.
Pour simplifier l’écriture, on notera, pour x ∈ A∗(X − Y ):

((π|
X̃−E

)∗)
−1(x) = x̃
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Soit B∗(X, Y ) le complexe total associé au diagramme:

A∗(X̃) A∗(E)

π∗

²²

iE∗oo

A∗(Y )

Ce complexe est défini par:
– Bp(X, Y ) = Ap−1(E) ⊕ Ap(X̃) ⊕ Ap(Y ) pour p ∈ N

–
∂X,Y

p : Bp(X,Y ) → Bp−1(X, Y )

(z, x̃, y) 7→ (∂E
p−1(z), ∂X̃

p (x̃) + z, ∂Y
p (y) + πp−1(z))

Les filtrations I∗ sur A∗(X̃), A∗(E) et A∗(Y ) induisent une filtration, que l’on
notera encore I∗, sur B∗(X, Y ).

Proposition 4.2.10 Il existe un quasi-isomorphisme filtré:

φ∗ : A∗(X) 7→ B∗(X, Y )

Démonstration:
Comme pour la proposition 4.2.6, il va s’agir de montrer que pour chaque q ∈ N, les
complexes Iq

Iq+1 A∗(X) et Iq

Iq+1 B∗(X,Y ) sont quasi-isomorphes.

Soient:
– h∗ : B∗(X, Y ) → A∗(X) définie par:

hp(z, x̃, y) = πp(x̃) + y

– f∗ : A∗(X) → B∗(X, Y ) définie par:

fp(x) = ((∂X̃
p (x̃|X−Y

))|E , x̃|X−Y
, x|Y )

Lemme 4.2.11 f∗ et h∗ sont des morphismes de complexes compatibles avec les
filtrations I∗.

On a h∗ ◦ f∗ = id. Il faut ainsi montrer:

Lemme 4.2.12 f∗ ◦ h∗ est homotope à l’identité.

Démonstration:
On considére ϕ∗ : B∗(X,Y ) → B∗+1(X, Y ) définie par:

ϕp(z, x̃, y) = (x̃|E , 0, 0)

Montrons que l’on a:

ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ + ∂X,Y

∗+1 ◦ ϕ∗ = f∗ ◦ h∗ + id
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Soit (z, x̃, y) ∈ B∗(X,Y ). On a:

ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ (z, x̃, y) = ϕ∗−1(∂

E
∗−1(z), ∂X̃

∗ (x̃) + z, ∂Y
p (y) + π∗−1(z))

= ((∂X̃
∗ (x̃) + z)|E , 0, 0)

= ((∂X̃
∗ (x̃))|E + z, 0, 0)

∂X,Y
∗+1 ◦ ϕ∗(z, x̃, y) = ∂X,Y

∗+1 (x̃|E , 0, 0)

= (∂X̃
∗ (x̃|E), x̃|E , π∗(x̃|E))

Et donc:

(ϕ∗−1 ◦ ∂X,Y
∗ + ∂X,Y

∗+1 ◦ ϕ∗)(z, x̃, y) = ((∂X̃
∗ (x̃))|E + z + ∂X̃

∗ (x̃|E), x̃|E , π∗(x̃|E))

= ((∂X̃
∗ (x̃|

X̃−E
))|E + z, x̃|E , π∗(x̃|E))

De l’autre côté, on a:

(f∗ ◦ h∗ + id)(z, x̃, y) = f∗(π∗(x̃) + y) + (z, x̃, y)

= (∂X̃
∗ ( ˜(π∗(x̃)|X−Y

)))|E , ˜(π∗(x̃)|X−Y
), (π∗(x̃))|Y + y) + (z, x̃, y)

= ((∂X̃
∗ (x̃|

X̃−E
))|E + z, x̃|

X̃−E
+ x̃, (π∗(x̃))|Y )

= ((∂X̃
∗ (x̃|

X̃−E
))|E + z, x̃|E , π∗(x̃|E))

Ainsi f∗ ◦ h∗ est homotope à l’identité. ¤

Pour finir, il suffit de voir que toutes les applications précédentes passent aux
quotient et fournissent les équivalences d’homotopie désirées ¤.

Remarque 4.2.13 Lorsque Z est une variété algébrique réelle, le complexe des
châınes singulières C∗(Z) pour l’homologie de Borel Moore à coefficients dans Z

2Z
est

naturellement munie d’une filtration W ∗ appelée filtration par poids (cf [Az] et [Mc]
pour la construction de cette dernière).
D’après [Mc], il esiste un quasi-isomorphisme filtré entre les complexes filtrés
(A∗(X), I∗) et (C∗(X),W ∗) (avec un décalage). Les propositions 4.2.6 et 4.2.10 font
partie des clés permettant d’obtenir ce résultat.
En particulier, si W ∗

pq(X) désigne la suite spectrale associée à la filtration W ∗ et
convergeant vers H∗(X), alors pour tout p, q ∈ N, il existe des isomorphismes com-
patibles avec les différentielles:

W 2
pq(X) ≃ G1

p+q,q(X)

Par exemple si n = 3, la figure 10 montre comment se fait l’identification entre
W 2

pq(X) et G1
pq(X).

On va maintenant s’intéresser à la filtration induite par I∗ sur H∗(X).

Rappelons que cette dernière, que l’on notera encore I∗, est définie par:

IqH∗(X) = Im(H∗(I
q(A∗(X))) → H∗(A∗(X)))
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Fig. 10 – Identification entre W 2
pq(X) et G1

pq(X) (les flèches indiquent quelles lignes
sont identifiées et dans quel sens)
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Définition 4.2.14 Soient (C∗, F
∗) et (D∗, G

∗) 2 complexes de châınes filtrés (avec
des filtrations décroissantes) et f∗ : C∗ → D∗ un morphisme de complexes compatible
avec les filtrations F ∗ et G∗. Alors f∗ est strictement compatible avec les filtrations
F ∗ et G∗ si on a pour q ∈ Z:

f∗(F
q(C∗)) = f∗(C∗) ∩ Gq(D∗)

Remarque 4.2.15 Le morphisme f∗ est strictement compatible si et seulement si
on a:

∀q ∈ N, ∀c ∈ F q(C∗), f∗(c) ∈ Gq+1(D∗), ∃d ∈ F q+1(C∗), f∗(c) = f∗(d)

Proposition 4.2.16 Les 3 assertions suivantes sont équivalentes:
– La suite spectrale G∗

pq(X) dégénère à l’ordre 1.
– Les différentielles ∂∗ du complexe A∗(X) sont strictement compatibles avec la

filtration I∗.
– Pour p, q ∈ N, il existe des isomorphismes naturels:

ϕpq : Hp(Grq
IA∗(X)) ≃ Grq

IHp(A∗(X))

Démonstration:
cf [De] (page 15).¤

Reprenons le cas où Y est une sous-variété fermée invariante de X. On a une
suite exacte longue en homologie:

. . . → H∗(Y )
i∗−→ H∗(X)

r∗−→ H∗(X − Y )
g∗
−→ H∗−1(Y ) → . . .

où:

40



– i∗([y]) = [(0, y)] pour [y] ∈ H∗(Y )
– r∗([x]) = [x|X−Y

] pour [x] ∈ H∗(X)
– g∗([z]) = [(∂X(0, z))|Y ] pour [z] ∈ H∗(X − Y )

Proposition 4.2.17

* Si G1
pq(X) = G∞

pq(X) alors g∗ est strictement compatible avec la filtration I∗.
* Si G1

pq(Y ) = G∞
pq(Y ) alors r∗ est strictement compatible avec la filtration I∗.

* Si G1
pq(X − Y ) = G∞

pq(X − Y ) alors i∗ est strictement compatible avec la
filtration I∗.

Démonstration:

* Soit p, q ∈ N et [z] ∈ Iq(Hp(X − Y )) tel que gp([z]) = [y] ∈ Iq+1(Hp−1(Y )).
On peut supposer que:
– z ∈ Iq(Ap(X − Y ))
– y ∈ Iq+1(Ap−1(Y ))
Il existe γ ∈ Ap(Y ) tel que (∂X

p (0, z))|Y = y + ∂Y
p (γ). Alors:

∂X
p (γ, z) = (∂Y

p (γ) + (∂X
p (0, z))|Y , ∂X−Y

p (z))

= (y, 0)

Ainsi ∂X
p (γ, z) ∈ Iq+1(Ap−1(X)). Comme ∂X

p est strictement compatible avec
la filtration I∗, il existe µ = (µ1, µ2) ∈ Iq+1(Ap(X)) tel que ∂p(µ) = ∂p(γ, z).
Ainsi:

{
∂Y

p (µ1) + (∂X
p (0, µ2))|Y = ∂Y

p (γ) + (∂X
p (0, z))|Y

∂X−Y
p (µ2) = 0

Alors dans Hp−1(Y ):

[(∂X
p (0, µ2))|Y ] = [y + (∂X

p (0, z)] = [y]

Donc gp([µ2]) = [y] et [µ2] ∈ Iq+1(Hp(X − Y )).

* Soit p, q ∈ N et [x] ∈ Iq(Hp(X)) tel que rp([x]) = [z] ∈ Iq+1(Hp(X − Y )).

On peut supposer que:
– x = (x1, x2) ∈ Iq(Ap(X))
– z ∈ Iq+1(Ap(Y ))
Il existe γ ∈ Ap+1(X − Y ) tel que x2 = z + ∂X−Y

p+1 (γ). Alors:

[x] = [(x1, x2)+∂X
p+1(0, γ)] = [(x1+(∂X

p+1(0, γ))|Y , x2+∂X−Y
p+1 (γ)] = [(x1+(∂X

p+1(0, γ))|Y , z]

x est un cycle donc:

∂Y
p (x1) + ∂Y

p ((∂X
p+1(0, γ))|Y ) + (∂X

p (0, z))|Y = 0
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En particulier, ∂Y
p (x1)+∂Y

p ((∂X
p+1(0, γ))|Y ) = (∂X

p (0, z))|Y donc ∂Y
p (x1)+∂Y

p ((∂X
p+1(0, γ))|Y ) ∈

Iq+1(Ap−1(Y )).
Comme ∂Y

p est strictement compatible avec la filtration I∗, il existe α ∈
Iq+1(Ap(Y )) tel que ∂Y

p (α) = ∂Y
p (x1 + (∂X

p+1(0, γ))|Y ). Ainsi:
– (α, z) ∈ Iq+1(Ap(X))
– ∂p(α, z) = 0
– rp([(α, z)]) = [z] ∈ Hp(X − Y ).

* Soit p, q ∈ N et [y] ∈ Iq(Hp(Y )) tel que ip([y]) = [x] ∈ Iq+1(Hp(X)).
On peut supposer que:
– y ∈ Iq(Ap(Y ))
– x = (x1, x2) ∈ Iq+1(Ap(X))
Il existe γ = (γ1, γ2) ∈ Ap+1(X) tel que (y, 0) = (x1, x2) + ∂X

p+1(γ). Alors:
– y = x1 + ∂Y

p+1(γ1) + (∂X
p+1(0, γ2))|Y

– x2 + ∂X−Y
p+1 (γ2) = 0

En particulier, ∂X−Y
p+1 (γ2) ∈ Iq+1(Ap(X − Y )).

Comme ∂X−Y
p est strictement compatible avec la filtration I∗, il existe α ∈

Iq+1(Ap+1(Y )) tel que ∂X−Y
p+1 (γ2) = ∂X−Y

p+1 (α).
On a alors dans Hp(X):

[x] = [x + ∂X
p+1(0, α)]

= [x1 + (∂X
p+1(0, α))|Y , ∂X−Y

p+1 (γ2) + ∂X−Y
p+1 (α)]

= [x1 + (∂X
p+1(0, α))|Y , 0)]

Maintenant, x1 + (∂X
p+1(0, α))|Y ∈ Iq+1(Ap(Y )) donc:

ip([x1 + (∂X
p+1(0, α))|Y ]) = [x] ¤

Corollaire 4.2.18 Supposons que G1
pq(X) = G∞

pq(X), G1
pq(Y ) = G∞

pq(Y ) et que i∗ :
H∗(Y ) → H∗(X) soit strictement compatible avec la filtration I∗. Alors G1

pq(X−Y ) =
G∞

pq(X − Y ).

Démonstration:
Dans cette situation, d’après 4.2.17, g∗, r∗ et i∗ sont toutes les 3 strictement compa-
tibles avec la filtration I∗. Ainsi la suite exacte longue:

. . . → H∗(Y )
i∗−→ H∗(X)

r∗−→ H∗(X − Y )
g∗
−→ H∗−1(Y ) → . . .

induit la suite exacte longue:

. . . → Gr∗H∗(Y )
Gr∗i∗−−−→ Gr∗H∗(X)

Gr∗r∗−−−→ Gr∗H∗(X − Y )
Gr∗g∗
−−−→ Gr∗H∗−1(Y ) → . . .

Comme G1
pq(Y ) = G∞

pq(Y ), il existe pour tout p, q ∈ N un isomorphisme naturel
ψpq : GrqHp(Y ) ≃ HpGrq(H∗(Y )) = G1

pq(Y ). De même, il existe un isomorphisme
φpq : GrqHp(X) ≃ HpGrq(H∗(X)) = G1

pq(X).
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Par conséquent, pour tout p, q ∈ N, il existe un diagramme commutatif dont les
lignes sont exactes et les flèches verticales sont des isomorphismes:

. . . // GrqHp(Y )

²²

// GrqHp(X)

²²

// GrqHp(X − Y ) // GrqHp−1(Y )

²²

// . . .

. . . // HpGrqH∗(Y ) // HpGrqH∗(X) // HpGrqH∗(X − Y ) // Hp−1GrqH∗(Y ) // . . .

Il est ainsi possible de construire à l’aide de ce diagramme un isomorphisme
GrqHp(X −Y ) ≃ HpGrq(H∗(X −Y )) = G1

pq(X −Y ). Par conséquent, la suite spec-
trale Gl

pq(X − Y ) dégénère à l’ordre 1.¤

La proposition 4.2.17 peut être reformulée dans un contexte plus général.
Soit (A∗, ∂

A
∗ , F ∗), (B∗, ∂

B
∗ , G∗) 2 complexes de châınes filtrés d’espaces vectoriels sur

Z

2Z
où F ∗ et G∗ sont des filtrations décroissantes et soit f∗ : A∗ → B∗ un morphisme

compatible avec les filtrations F ∗ et G∗.

On peut former le complexe total, T∗ = Totf (A∗, B∗) associé à f en posant
T∗ = A∗−1 ⊕ B∗ et dont la différentielle ∂T

∗ : T∗ → T∗−1 est donnée par:

∂T
∗ : A∗−1 ⊕ B∗ → A∗−2 ⊕ B∗−1

(a, b) 7→ (∂A
∗−1(a), f∗−1(a) + ∂B

∗ (b))

Ce complexe est alors muni de la filtration L∗ induite par F ∗ et G∗ (ie: LqT∗ =
F qA∗−1 ⊕ GqB∗ pour tout q ∈ Z).
On désignera encore par F ∗ (resp G∗, L∗) la filtration induite sur H∗(A) (resp H∗(B),
H∗(T )).

On note:

–
r∗ : H∗(B) → H∗(T )

[b] 7→ [(0, b)]

–
g∗ : H∗(T ) → H∗−1(A)

[(a, b)] 7→ [a]
Il existe alors une suite exacte longue:

. . . → H∗(A)
H∗f
−−→ H∗(B)

r∗−→ H∗(T )
g∗
−→ H∗−1(A) → . . .

Proposition 4.2.19

* Si ∂B
∗ est strictement compatible avec la filtration G∗, alors g∗ est strictement

compatible avec les filtrations L∗ et F ∗.
* Si ∂A

∗ est strictement compatible avec la filtration F ∗, alors r∗ est strictement
compatible avec les filtrations G∗ et L∗.

* Si ∂T
∗ est strictement compatible avec la filtration L∗, alors H∗f est strictement

compatible avec les filtration F ∗ et G∗.
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Démonstration:

La preuve de cette proposition est essentiellement la même que celle de 4.2.17.

* Soit p, q ∈ Z et [(a, b)] ∈ Lq(Hp(T )) tel que gp([(a, b)]) = [a] ∈ F q+1(Hp−1(A)).
On peut supposer que (a, b) appartient à Lq(Tp).
Tout d’abord, il existe α ∈ F q+1Ap−1 et γ ∈ Ap tels que:

a = α + ∂A
p (γ)

En particulier, on a:

fp−1(a) = fp−1(α) + ∂B
p (fp−1(γ))

Ensuite, (a, b) est un cycle donc:
– ∂A

p−1(a) = 0
– ∂B

p (b) + fp−1(a) = 0
Ainsi:

∂B
p (b + fp−1(γ)) = fp−1(α)

Comme α ∈ F q+1Ap−1, fp−1(α) ∈ Gq+1Bp−1. Par hypothèse, ∂B
p est strictement

compatible avec la filtration G∗ donc il existe β ∈ Gq+1Bp tel que:

∂B
p (β) = ∂B

p (b + fp−1(γ))

Alors (α, β) est un cycle de Tp et (α, β) ∈ Lq+1Tp. De plus, gp([(α, β)]) = [a].

* Soit p, q ∈ Z et [x] ∈ Gq(Hp(B)) tel que rp([x]) = [(0, x)] ∈ Lq+1(Hp(T )).
Alors, il existe (α1, α2) ∈ Lq+1Tp et (β1, β2) ∈ Tp+1 tels que:

(0, x) = (α1, α2) + ∂T
p+1(β1, β2)

Ainsi:
– α1 + ∂A

p (β1) = 0
– x = α2 + ∂B

p+1(β2) + fp(β1) = 0
Comme ∂A

p (β1) = α1 ∈ F q+1Ap−1 et que ∂A
∗ est strictement compatible avec la

filtration F ∗, il existe γ1 ∈ F q+1Ap tel que:

∂A
p β1 = ∂A

p γ1

Alors [(0, x)] = [(0, α2 + fp(γ1))] et [x] = rp([(0, α2 + fp(γ1))])

* Soit p, q ∈ Z et [a] ∈ F q(Hp(A)) tel que Hpf([a]) ∈ Gq+1(Hp(B)).
Ainsi, il existe α ∈ Gq+1Bp et β ∈ Bp+1 tels que:

Hpf([a]) = α + ∂B
p+1(β)

∂T
p+1(a, β) = (0, α) ∈ Lq+1Tp. Comme ∂T

∗ est strictement compatible avec la
filtration L∗, il existe (γ1, γ2) ∈ Lq+1Tp tel que:

∂T
p+1(a, β) = ∂T

p+1(γ1, γ2)

On a donc:
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– ∂A
p (γ1) = 0

– ∂B
p+1(γ2) + fp(γ1) = α = ∂B

p+1(β) + fp(a)

Par conséquent:
fp(γ1) = fp(a) + ∂B

p+1(β) + ∂B
p+1(γ2)

Et:
Hpf([γ1]) = Hpf([a]) ¤

4.3 Comportement vis à vis du produit

On va montrer ici que le terme G1
pq(X × Y ) de la suite spectrale G∗

pq(X × Y ),
lorsque X et Y sont deux variétés toriques réelles, s’exprime simplement en fonction
des termes G1

pq(X) et G1
pq(Y ) des suites spectrales G∗

pq(X) et G∗
pq(Y ) associées à X

et Y . En particulier, on verra que si G∗
pq(X) et G∗

pq(Y ) dégénèrent toutes les deux à
l’ordre 1, alors G∗

pq(X × Y ) dégénère aussi à l’ordre 1.

Pour 0 ≤ p ≤ q ≤ n, on désignera par gpq(X) (resp gpq(Y )) la dimension de
G1

pq(X) (resp G1
pq(Y )).

Définition 4.3.1 Soit X une variété torique réelle de dimension n.
On définit le polynôme P poids

X ∈ Z[x, y] par:

P poids
X (x, y) =

∑

0≤p≤q≤n

gpq(X)xpyq

Proposition 4.3.2 Soit X, Y 2 variétés toriques réelles. Alors:

P poids
X×Y (x, y) = P poids

X (x, y) × P poids
Y (x, y)

Démonstration:
On note ∆X ⊂ NX

R
(resp ∆Y ⊂ NY

R
) l’éventail associé à X (resp Y ). L’éventail

associé à la variété X × Y est ainsi ∆X × ∆Y ⊂ NX
R

× NY
R

.

On notera également:
– V X = NX ⊗ Z

2Z

– V Y = NY ⊗ Z

2Z

Soient σ ∈ ∆X et σ′ ∈ ∆Y . On a un isomorphisme:

H0(
V X × V Y

[σ]2 × [σ′]2
) ≃ H0(

V X

[σ]2
) ⊗ H0(

V Y

[σ′]2
)

Ce que l’on peut réécrire en reprenant les notations usuelles sous la forme:

Aσ×σ′ ≃ Aσ ⊗ Aσ′

Ainsi pour n ∈ N, on obtient:

An(X × Y ) ≃
⊕

p+q=n

Ap(X) ⊗ Aq(Y )

On considère le bicomplexe Kpq défini par:
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– Kpq = Ap(X) ⊗ Aq(Y )
– Les différentielles de K∗∗ sont données par le diagramme:

Ap−1(X) ⊗ Aq(Y )

id⊗∂Y
q

²²

Ap(X) ⊗ Aq(Y )

id⊗∂Y
q

²²

∂X
p ⊗id

oo

Ap−1(X) ⊗ Aq−1(Y ) Ap(X) ⊗ Aq−1(Y )
∂X

p ⊗id
oo

On notera (A(X) ⋆ A(Y ))∗ le complexe total associé au bicomplexe K∗∗. Sa dif-
férentielle sera notée ∂X⋆Y

∗ .

On a alors un diagramme commutatif pour n ∈ N:

An(X × Y ) ∼ //

∂X×Y
n

²²

(A(X) ⋆ A(Y ))n

∂X⋆Y
n

²²
An−1(X × Y ) ∼

// (A(X) ⋆ A(Y ))n−1

Remarque 4.3.3 On retrouve en particulier la formule de Künneth:

Hk(X × Y ) ≃
⊕

p+q=k

Hp(X) ⊗ Hq(Y )

Ce qui donne pour les nombres de Betti:

bk(X × Y ) =
∑

p+q=k

bp(X) × bq(Y )

Regardons maintenant comment se comporte la filtration I∗ via l’isomorphisme
défini précédemment.

Remarque 4.3.4 Pour σ ∈ ∆X et σ′ ∈ ∆Y , on a:

– I
I2 Aσ×σ′ ≃ V X×V Y

[σ]2×[σ′]2
≃ V X

[σ]2
⊕ V Y

[σ′]2
.

– I
I2 Aσ ≃ V X

[σ]2
.

– I
I2 Aσ′ ≃ V Y

[σ′]2
.

Soit k ∈ N∗. Comme:

Ik

Ik+1
Aσ×σ′ ≃

k∧ I

I2
Aσ×σ′

Et que:
k∧ I

I2
Aσ ⊕

I

I2
Aσ′ ≃

⊕

r+s=k

r∧ I

I2
Aσ ⊗

s∧ I

I2
Aσ′

On doit avoir:
Ik

Ik+1
Aσ×σ′ ≃

⊕

r+s=k

Ir

Ir+1
Aσ ⊗

Is

Is+1
Aσ′
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Ainsi, on obtient l’isomorphisme suivant:

Ik

Ik+1
An(X × Y ) ≃

⊕

r+s=k

⊕

p+q=n

Ir

Ir+1
Ap(X) ⊗

Is

Is+1
Aq(Y )

Remarque 4.3.5 Si k = 0, on a:

An(X × Y )

I
≃

⊕

p+q=n

Ap(X)

I
⊗

Aq(Y )

I

On en déduit alors pour (p, q) ∈ N2 l’égalité suivante:

gpq(X × Y ) =

p∑

i=0

q∑

j=0

gij(X)gp−i,q−j(Y )

Ce qui entrâıne:

P poids
X×Y (x, y) = P poids

X (x, y) × P poids
Y (x, y) ¤

Corollaire 4.3.6 Supposons que les suites spectrales G∗
pq(X) et G∗

pq(Y ) associées à
X et Y dégénèrent toutes les deux à l’ordre 1, alors la suite spectrale G∗

pq(X × Y )
dégénère également à l’ordre 1.

Démonstration:
Comme G∗

pq(X) et G∗
pq(Y ) dégénèrent toutes les deux à l’ordre 1, on a pour q ∈ N:

– bq(X) =
∑

q g1
pq(X)

– bq(Y ) =
∑

q g1
pq(Y )

On sait que pour tout k ∈ N, bk(X×Y ) =
∑

p+q=k bp(X)×bq(Y ). On peut égale-

ment calculer les termes g1
∗∗(X × Y ) en utilisant la proposition 4.3.2. En comparant

les résultats obtenus, on a pour tout k ∈ N:

bk(X × Y ) =
∑

q∈N

g1
kq(X × Y )

Ainsi la suite spectrale G∗
pq(X × Y ) dégénère également à l’ordre 1. ¤

Corollaire 4.3.7 Soit X une variété torique réelle de dimension n et soit p0 ∈ N
tels que G1

pq(X) = 0 pour tout p ≤ p0 et q ∈ N.
Alors pour tout k ∈ N, la variété torique X × (R∗)k vérifie:

G1
pq(X × (R∗)k) = 0, ∀p ≤ p0 + k, ∀q ∈ N
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5 Étude des différentielles du complexe A∗(X∆(R))

Ceci constitue la partie centrale de ce texte. On va montrer ici que les variétés
toriques de dimension 4 sont maximales. On verra également que ce résultat est vrai
en dimension 5 dans le cas particulier des variétés toriques affines simpliciales.
Il semble bon de mentionner que ceci est faux en général en dimension 6 (un contre
exemple se trouve dans [Ho] pour cette dimension ). Par contre, on ne sait pas encore
si en dimension 6 les variétés variétés toriques affines simpliciales sont maximales.

5.1 Résultats généraux

5.1.1 Méthode

En général, pour montrer que la suite spectrale G∗
pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre

1, on utilisera le procédé suivant:

Définition 5.1.1 On dira que le complexe A∗(X∆(R)) satisfait la propriété spq pour
0 ≤ p, q ≤ n si la différentielle ∂p vérifie:

∀c ∈ Iq(Ap(X∆(R))), ∂p(c) ∈ Iq+1Ap−1(X∆(R)), ∃d ∈ Iq+1Ap(X∆(R)), ∂p(c) = ∂p(d)

Pour montrer que A∗(X∆(R)) satisfait la condition spq, on utilisera la proposition
suivante:

Proposition 5.1.2 Pour 0 ≤ p, q ≤ n, les 2 conditions suivantes sont équivalentes:
(1) Le complexe A∗(X∆(R)) satisfait la condition spq.

(2) Pour toute classe c̄ ∈ G0
pq(X∆(R)) =

Iq

Iq+1
Ap(X∆(R)) telle que ∂0pq(c) = 0,

il est possible de trouver c′ ∈ IqAp(X∆(R)) vérifiant ∂p(c
′) = 0 et c = c′ ∈

G0
pq(X∆(R)).

Démonstration:

* Supposons que A∗(X∆(R)) satisfait la condition spq et soit c̄ ∈ G0
pq(X∆(R))

telle que ∂0pq(c) = 0.
Alors ∂p(c) ∈ Iq+1(Ap−1(X∆(R))) et ainsi, il existe d ∈ Iq+1(Ap(X∆(R))) telle
que ∂p(c) = ∂p(d). Alors si c′ = c + d, ∂p(c

′) = 0 et c = c′ ∈ G0
pq(X∆(R)).

* Réciproquement, supposons que pour toute classe c̄ ∈ G0
pq(X∆(R)) telle que

∂0pq(c) = 0, il est possible de trouver c′ ∈ IqAp(X∆(R)) vérifiant ∂p(c
′) = 0 et

c = c′ ∈ G0
pq(X∆(R)). Soit c ∈ Iq(Ap(X∆(R))) telle que ∂p(c) ∈ Iq+1Ap−1(X∆(R)).

Alors ∂0
pq(c) = 0 et ainsi, il existe c′ ∈ IqAp(X∆(R)) telle que ∂p(c

′) = 0

et c = c′. Alors il existe d ∈ Iq+1Ap(X∆(R)) telle que c = c′ + d et ainsi
∂p(c) = ∂p(d).¤

Remarque 5.1.3 Si le complexe A∗(X∆(R)) satisfait la condition spq, alors la
différentielle ∂1

pq de G1
pq(X∆(R)) est nulle. Mais la réciproque est fausse puisque
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∂1
pq = 0 si et seulement si pour toute châıne c ∈ Iq(Ap(X∆(R))) telle que ∂p(c) ∈

Iq+1Ap−1(X∆(R)), il existe d ∈ Iq+1Ap(X∆(R)) et e ∈ Iq+2Ap−1(X∆(R)) telles que:

∂p(c) = ∂p(d) + e

Proposition 5.1.4 Pour p ∈ N, les 3 conditions suivantes sont équivalentes:
(1) Pour p ∈ N fixé et pour tout q ∈ N, le complexe A∗(X∆(R)) vérifie la condi-

tion spq.
(2) La différentielle ∂p du complexe A∗(X∆(R)) est strictement compatible avec

la filtration I∗.
(3) Pour tout q ∈ N, pour tout l ∈ N, toutes les différentielles ∂l

pq : Gl
pq(X∆(R)) →

Gl
p−1,q+l(X∆(R)) du terme Gl

pq(X∆(R)) sont nulles.

Démonstration:
Soit p ∈ N fixé.

(1) ⇒ (2) Supposons que le complexe A∗(X∆(R)) vérifie la condition spq pour
tout q ∈ N. On va montrer que pour tout r ∈ N et pour tout q ∈ N:

∀c ∈ Iq(Ap(X∆(R))), ∂p(c) ∈ Iq+rAp−1(X∆(R)), ∃d ∈ Iq+rAp(X∆(R)), ∂p(c) = ∂p(d)

On procède par récurrence sur r. Si r = 1, ceci revient à dire que la condition
spq est vérifiée. Soit c ∈ Iq(Ap(X∆(R))) telle que ∂p(c) ∈ Iq+r+1Ap−1(X∆(R)).
Alors en particulier, ∂p(c) ∈ Iq+rAp−1(X∆(R)) et donc il existe d′ ∈ Iq+rAp(X∆(R))
tel que ∂p(c) = ∂p(d

′). Comme A∗(X∆(R)) satisfait la condition sp,q+r, il existe
d ∈ Iq+r+1(Ap(X∆(R))) telle que ∂p(d) = ∂p(d

′) et d convient.

(2) ⇒ (3) Supposons que la différentielle ∂p du complexe A∗(X∆(R)) soit stric-
tement compatible avec la filtration I∗.
Soit r ≥ 1, q ∈ N et [c] ∈ Gr

pq(X∆(R)). Alors c ∈ IqAp(X∆(R)) et ∂p(c) ∈
Iq+rAp−1(X∆(R)). Comme ∂p est strictement compatible avec la filtration I∗,
il existe d ∈ Iq+rAp(X∆(R)) vérifiant ∂p(d) = ∂p(c) et donc ∂r

pq([c]) = [0].

(3) ⇒ (1) Supposons que pour tout (q, l) ∈ N2, toutes les différentielles ∂l
pq :

Gl
pq(X∆(R)) → Gl

p−1,q+l(X∆(R)) soient nulles.
Soit q ∈ N et c ∈ IqAp(X∆(R)) vérifiant ∂p(c) ∈ Iq+1Ap−1(X∆(R)). Comme
toutes les différentielles ∂l

pq sont nulles pour l ≥ 1, il existe c′ ∈ IqAp(X∆(R))
vérifiant:
– ∂p(c

′) = 0
– c = c′ ∈ G0

pq(X∆(R)) où c et c′ désignent les classes respectives de c et c′

dans G0
pq(X∆(R)).

Ainsi, d’après 5.1.2, A∗(X∆(R)) satisfait la condition spq. ¤

Remarque 5.1.5 Si ∂p et ∂p+1 sont strictement compatibles avec la filtration I∗,
alors:

Hp(X∆(R)) ≃
⊕

q∈N

G1
pq(X∆(R))
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Corollaire 5.1.6 Si toutes les différentielles du complexe A∗(X∆(R)) sont stricte-
ment compatibles avec le filtration I∗, alors la suite spectale Gl

pq(X∆(R)) dégénère à
l’ordre 1 (G1

pq(X∆(R)) = G∞
pq(X∆(R))).

Pour pouvoir appliquer la proposition 5.1.4 et le corollaire 5.1.6, on aura besoin
de bien comprendre la relation entre différentielles de G0

pq(X∆(R)) et celles du com-
plexe A∗(X∆(R)).

Avant de rentrer dans le vif du sujet, rappelons que pour p ∈ N:

– Ap(X∆(R)) =
⊕

σ∈∆n−p H0(
V

[σ]2
)

– la différentielle ∂p : Ap(X∆(R)) → Ap−1(X∆(R)) est donnée par la somme
directe sur τ ∈ ∆(n − p) des applications:

∑

σ>τ,dim(σ)=n−p+1

πτ,σ : H0(
V

[τ ]2
) →

⊕

σ>τ,dim(σ)=n−p+1

H0(
V

[σ]2
)

où πτ,σ : H0(
V

[τ ]2
) → H0(

V

[σ]2
) est l’application induite par la projection natu-

relle pτ,σ :
V

[τ ]2
→

V

[σ]2

et que pour p, q ∈ N, la différentielle ∂0
pq : G0

pq(X∆(R)) =
Iq

Iq+1
Ap(X∆(R)) →

G0
p−1,q(X∆(R)) =

Iq

Iq+1
Ap−1(X∆(R)) est donnée par la somme directe sur τ ∈ ∆(n−

p) des applications:

∑

σ>τ,dim(σ)=n−p+1

pτ,σ :
V

[τ ]2
→

⊕

σ>τ,dim(σ)=n−p+1

V

[σ]2

5.1.2 Un critère global

Soit q ∈ N et σ ∈ ∆(k).

En général, lorsque l’on fixe une base e = (ei)i=1...n−k de
V

[σ]2
, alors cela définit des

applications sq
σ :

Iq

Iq+1
Aσ → Iq(Aσ), 0 ≤ q ≤ n, de la manière suivante:

Si w ∈
∧q V

[σ]2
≃

Iq

Iq+1
Aσ, on peut décomposer w sous la forme:

w =
∑

I⊂{1...n−k},card(I)=q

ǫIeI

où I ⊂ {1 . . . n − k}, Card(I) = q et eI =
∧

i∈I ei.
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Si [eI ] désigne la classe fondamentale du sous-espace de dimension q de V engendré

par les vecteurs ei, i ∈ I dans V (ie: [eI ] =
∑

v∈V ect(ei,i∈I)

[v]), alors on pose:

sq
σ(w) =

∑

I⊂{1...n−k},card(I)=q

ǫI [eI ]

Remarque 5.1.7 L’application sq
σ est une section de la projection f q

σ : Iq(Aσ) →
Iq

Iq+1
Aσ (f q

σ ◦ sq
σ = id). Par contre, sq

σ ◦ f q
σ 6= id. Pour le voir, on peut prendre par

exemple σ = {0}, q = 2 et n = 3. Soit (ei)i=1...3 une base de V , s2
{0} :

I2

I3
H0(V ) →

I2H0(V ) l’application définie par cette base et f2
{0} : I2H0(V ) →

I2

I3
H0(V ) la pro-

jection. Si c = ([0] + [e1 + e2])([0] + [e3]) alors:

s2
{0} ◦ f 2

{0}(c) = s2
{0}((e1 + e2) ∧ e3)

= s2
{0}(e1 ∧ e3 + e2 ∧ e3)

= ([0] + [e1])([0] + [e3]) + ([0] + [e2])([0] + [e3])

6= c

Remarque 5.1.8 Lorsque q = 1, il est possible de définir une telle application sans
fixer au préalable une base de V .

En effet, si v ∈
V

[σ]2
≃

I

I2
Aσ, il suffit de poser s1

σ(v) = [0] + [v].

Supposons fixée une base e = (ei)i=1...n−k de
V

[σ]2
et soit s∗σ : Gr∗IAσ → H0(Aσ)

l’application définie par e. Comme f∗
σ◦s

∗
σ = id, on obtient un isomorphisme d’algèbre:

Gr∗IH0(
V

[σ]2
) ≃ H0(

V

[σ]2
)

Soit σ une face de γ ∈ ∆ telle que [γ]2 := pσ,γ([γ]2) soit engendré par une partie
de la base e. Il existe alors un unique sous-ensemble Iγ ⊂ {1 . . . n − p} tel que

{ei := pσ,γ(ei), i ∈ Iγ} soit une base de
V

[γ]2
. Dans cette situation, le diagramme

suivant est commutatif:

Gr∗IH0(
V

[σ]2
) ∼ //

∧∗
pσ,γ

²²

H0(
V

[σ]2
)

πσ,γ

²²

Gr∗IH0(
V

[γ]2
) ∼ // H0(

V

[γ]2
)

Ainsi, lorsque l’on se trouve dans la situation particulière où il existe une base e
de V telle que pour chaque cône σ de ∆, [σ]2 est engendré par une partie de la base
e, alors on obtient la proposition suivante:
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Proposition 5.1.9 Supposons que l’on puisse trouver une base e de V telle que
pour chaque cône σ de ∆, [σ]2 est engendré par une partie de la base e, alors la
suite spectrale G1

pq(∆) associée à ∆ dégénère à l’ordre 1.

Remarque 5.1.10 Cette dernière proposition est cachée dans [Bi] (Plus précisé-
ment dans la preuve du théorème 1.2).

Malheureusement, il est très rare de pouvoir trouver de trouver une telle base
V . On va voir maintenant que l’on peut encore obtenir ce résultat en réduisant les
hypothèses sur la base e.
Ces résultats serviront à montrer que la suite spectrale G1

pq(X∆(R)) dégénère à
l’ordre 1 lorsque ∆ est l’éventail associé à un cône simplicial de dimension 5.

Définition 5.1.11 Soit e = (ei)i=1...n une base de V et p ∈ N. On dira que la base
e est adaptée à l’éventail ∆ au rang k si pour chaque cône σ ∈ ∆(k + 1), il existe
une base v1, . . . , vk+1 de [σ]2 vérifiant:

∀1 ≤ i ≤ k + 1, ∃Ii ⊂ {1, . . . , n}, Card(Ii) ≤ 2, vi =
∑

j∈Ii

ej

Définition 5.1.12 Soit e une base de V . On dira que la base e est adaptée à l’éven-
tail ∆ si pour 0 ≤ k ≤ n − 1, elle est adaptée à ∆ au rang k

Soit e = (ei)1≤i≤n une base de V adaptée à l’éventail ∆ au rang k−1 et σ ∈ ∆(k).
Il existe ainsi par définition une base (vs)1≤s≤k de [σ]2 vérifiant:

∀1 ≤ s ≤ k, ∃I ′
s ⊂ {1, . . . , n}, Card(I ′

s) ≤ 2, vs =
∑

i∈I′s

ei

On note:

– pσ : V →
V

[σ]2
la projection naturelle

– Pour 1 ≤ i ≤ n, on notera ẽi ∈
V

[σ]2
la classe du vecteur ei (ie: ẽi = pσ(ei)).

Comme la famille (ẽi)1≤i≤n engendre
V

[σ]2
, il existe Jσ ⊂ {1, . . . , n} tel que (ẽj)j∈Jσ

soit une base de
V

[σ]2
.

Pour 1 ≤ s ≤ k, on pose :

Is =

{
I ′
s si Card(I ′

s) = 2
I ′
s ∪ {0} si Card(I ′

s) = 1

On a ainsi associé à chaque vecteur vs un sous ensemble Is de {0, 1, . . . , n} de cardinal
2.

Remarque 5.1.13 Soit 1 ≤ i < j ≤ n.
– Si il existe s ∈ {1, . . . , k} tel que Is = {i, j}, alors ẽi = ẽj.
– Si il existe s ∈ {1, . . . , k} tel que Is = {0, i}, alors ẽi = 0.
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On considère la relation d’équivalence R sur {0, . . . , n} définie par:

iRj ⇔ Il existe p ∈ N, i1, . . . , ip−1 ∈ {0, . . . , n} et
s1, . . . , sp ∈ {1, . . . , k} tels que:
Is1 = {i, i1}, Ism,sm+1 = {im−1, im} pour 2 ≤ m ≤ p − 1 et Isp

= {ip, j}

Remarque 5.1.14 Soit 1 ≤ i < j ≤ n. Alors:
– iRj ⇔ ẽi = ẽj

– iR0 ⇔ ẽi = 0

On notera par la suite C1, . . . , Cp ⊂ {0, . . . , n} les classes d’équivalence pour cette
relation.

L’hypothèse sur l’espace [σ]2 qui peut parâıtre étrange est faite pour obtenir
le lemme suivant:

Lemme 5.1.15 Soit 1 ≤ i ≤ n tel que ei /∈ [σ]2. Alors il existe un unique j ∈ Jσ tel
que ẽi = ẽj

Démonstration:

La famille (ẽj)j∈Jσ
est une base de

V

[σ]2
donc il existe (ǫj)j∈Jσ

∈ ( Z

2Z
)n−k tel que

ẽi =
∑

j∈Jσ

ǫj ẽj

Ainsi, il existe (αs)0≤s≤k ∈ ( Z

2Z
)k tel que:

ei =
∑

j∈Jσ

ǫjej +
k∑

s=1

αsvs

Supposons que pour tout j ∈ Jσ, ẽi 6= ẽj.
Soit Ci la classe d’équivalence pour la relation R contenant i. Alors pour tout j ∈ Jσ,
j /∈ Ci.

Comme e est une base, en regardant la composante Ci, on doit avoir:

ei =
∑

Is⊂Ci

αsvs

Mais alors ei ∈ [σ]2 ce qui est exclu.

Ainsi, il existe j ∈ Jσ tel que ẽi = ẽj. De plus, comme (ẽj)j∈Jσ est une base de
V

[σ]2
,

j est unique.¤

Remarque 5.1.16 Le lemme implique en particulier que chaque composante de la
relation d’équivalence R, excepté la composante contenant 0, contient un unique

j ∈ Jσ. Ainsi il y a exactement n − k + 1 composantes et toutes les bases de
V

[σ]2
que l’on peut extraire de la famille (ẽi)i=1...n sont identiques.
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Remarque 5.1.17 Regardons ce qui peut se passer lorsque les hypothèses du lemme
ne sont pas satisfaites.
Par exemple pour n = 3, si (e1, e2, e3) est une base de V telle que [σ]2 = V ect(e1 +

e2 + e3), alors (ẽ1, ẽ2) est une base de
V

[σ]2
mais ẽ3 = ẽ1 + ẽ2.

Soit 1 ≤ q ≤ n.
Pour i1, . . . , iq ∈ {1, . . . , n}, on notera ˜ei1 ∧ . . . ∧ eiq la classe de ei1 ∧ . . . ∧ eiq dans∧q V

[σ]2
.

On peut formuler une version du lemme 5.1.15 dans le cas où l’on travaille avec des
puissances extérieures sous la forme:

Corollaire 5.1.18 Soit 1 ≤ q ≤ n et i1, . . . , iq ∈ {1, . . . , n}.

Alors soit il existe j1, . . . , jq ∈ Jσ tels que ˜ei1 ∧ . . . ∧ eiq = ˜ej1 ∧ . . . ∧ ejq
,

soit ˜ei1 ∧ . . . ∧ eiq = 0.

En utilisant 5.1.15 et 5.1.18, on obtient le résultat suivant:

Proposition 5.1.19 Si ∆ admet une base adaptée au rang k, alors la différentielle
∂n−k : An−k(X∆(R)) → An−k−1(X∆(R)) est strictement compatible avec la filtration
I∗.

Démonstration:
D’après 5.1.4, il suffira de montrer que le complexe A∗(X∆(R)) satisfait la condition
spq pour tout q ∈ N.

On fixe q ∈ N. Soit c = (cσ)σ∈∆(k−1) ∈ Iq(An−k(X∆(R))) telle que ∂n−k(c) ∈
Iq+1(An−k−1(X∆(R))).

Pour σ ∈ ∆(k), on notera cσ ∈
∧q V

[σ]2
la classe de la châıne cσ modulo Iq+1 et c

celle de c modulo Iq+1.

D’après 5.1.2, pour montrer que la condition spq est vérifiée, il suffira de montrer
qu’il existe c′ ∈ Iq(An−k(X∆(R))) vérifiant:

– ∂n−k(c) = 0

– c′ = c ∈
Iq

Iq+1
An−k−1(X∆(R))

Soit e = (ei)1≤i≤n une base adaptée à ∆ au rang k.

On notera pour σ ∈ ∆(k)∪∆(k + 1) et 1 ≤ i ≤ n, ẽi
σ ∈

V

[σ]2
la classe du vecteur ei.

On choisit, pour chaque σ ∈ ∆(k) ∪ ∆(k + 1), Jσ ∈ {1, . . . , n} tel que (ẽi
σ)i∈Jσ

soit

une base de
V

[σ]2
.
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Soit σ ∈ ∆(k) ∪ ∆(k + 1) et I = {i1, . . . , iq} ⊂ Jσ tel que Card(I) = q. On dé-

signera par ẽI
σ l’élément de

∧q V

[σ]2
donné par:

ẽI
σ = ẽi1

σ ∧ . . . ∧ ẽiq
σ

et [ẽI
σ] ∈ Iq(Aσ) la châıne donnée par:

[ẽI
σ] =

∏

i∈I

([0] + [ẽi
σ])

[ẽI
σ] est ainsi la classe fondamentale dans Aσ du sous-espace vectoriel de dimension

q engendré par la famille (ẽi
σ)i∈I .

Pour chaque σ ∈ ∆(k), on décompose cσ dans la base (ẽj)j∈Jσ
sous la forme:

cσ =
∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I ẽI

σ

et on considère la châıne c′σ ∈ Iq(Aσ) définie par:

c′σ =
∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I [ẽI

σ]

où ǫσ
I ∈ Z

2Z
∀I.

On pose c′ = (c′σ)σ∈∆(k) ∈ Iq(An−k(X∆(R))).

Remarque 5.1.20 Si l’on note c′σ la classe de la châıne c′σ modulo Iq+1, alors c′σ =
cσ. En particulier, la classe c′ de c′ modulo Iq+1 vérifie ∂0

n−k,q(c
′) = ∂0

n−k,q(c) = 0.

Il faut encore montrer que c′ est un cycle de An−k(X∆(R)).

Soit δ ∈ ∆(k + 1). Il s’agit de montrer que c′ vérifie:
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

πσ,δ(c
′
σ) = 0

Comme ∂0
n−k,q(c

′) = 0, on doit avoir:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

pq
σ,δ(c

′
σ) = 0

D’où:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

pq
σ,δ(

∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I ẽI

σ) = 0

Soit K ⊂ Jδ, Card(K) = q.
Pour chaque σ ∈ ∆(k), σ ≤ δ, on pose:

Iσ
K = {I ⊂ Jσ, Card(I) = q, pq

σ,δ(ẽI
σ) = ẽK

δ}
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Remarque 5.1.21 Pour σ ∈ ∆(k) et I ⊂ Jσ, Card(I) = q, il existe d’après
5.1.18 K ⊂ Jδ, Card(K) = q tel que pq

σ,δ(ẽI
σ) = ẽK

δ

On doit donc avoir:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I p

q
σ,δ(ẽI

σ) =
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

K⊂Jδ,card(K)=q

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I p

q
σ,δ(ẽI

σ) = 0

Et donc:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I p

q
σ,δ(ẽI

σ) = 0

Ce qui donne:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I = 0 (17)

Regardons maintenant ce qui se passe au niveau de c′. On a:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

πσ,δ(c
′
σ) =

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

πσ,δ(
∑

I⊂Jσ,card(I)=q

ǫσ
I [ẽI

σ])

=
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I πσ,δ([ẽI

σ])

=
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I⊂Jσ ,card(I)=q

ǫσ
I [pq

σ,δ(ẽI
σ)]

=
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

K⊂Jδ,card(K)=q

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I [pq

σ,δ(ẽI
σ)]

=
∑

K⊂Jδ,card(K)=q

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I [ẽK

δ]

=
∑

K⊂Jδ,card(K)=q

(
∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

∑

I∈Iσ
K

ǫσ
I )[ẽK

δ]

Ainsi en utilisant (17), on doit avoir:

∑

σ≤δ,σ∈∆(k)

πσ,δ(c
′
σ) = 0

Comme ceci est indépendant du cône δ choisi initialement, on obtient finalement:

∂n−k(c
′) = 0 ¤

Corollaire 5.1.22 Supposons qu’il existe une base de V qui soit adaptée à l’éventail
∆ au rang k pour 0 ≤ k ≤ n − 1. Alors la suite spectrale G∗

pq(X∆(R)) dégénère à
l’ordre 1.
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Démonstration:
Dans ce cas, toutes les différentielles ∂∗ du complexe A∗(X∆(R)) sont strictement
compatibles avec la filtration I∗. Donc d’après 5.1.6, la suite spectrale G∗

pq(X∆(R))
dégénère à l’ordre 1.¤

5.1.3 Condition sp0, p ∈ N, pour le complexe A∗(X∆(R))

Soit p ∈ N fixé. On va montrer que le complexe A∗(X∆(R)) satisfait la condi-
tion sp0. En fait ce résultat est déjà démontré dans [Bi] (remarque 7.4) avec une
démonstration un peu différente mais la preuve de ce résultat que l’on va donner
ici constitue un exemple simple d’application de la méthode qui sera utilisée par la
suite pour montrer que A∗(X∆(R)) vérifie d’autres conditions spq.

Remarque 5.1.23 Soit c = (cσ)σ∈∆(n−p) ∈ Ap(X∆(R)). Pour chaque σ ∈ ∆(n− p),

il n’y a que 2 possibilités pour la classe cσ de cσ dans
Ap(X∆(R))

I
:

– Soit cσ ∈ I et alors cσ = 0.

– Soit cσ /∈ I et alors cσ = [0σ] où 0σ est l’élément neutre de
V

[σ]2
(dans ce cas,

[0σ] est l’élément unité de H0(
V

[σ]2
)).

Lemme 5.1.24 La condition sp0 est vérifiée par A∗(X∆(R)).

Démonstration:
Soit c = (cσ)σ∈∆(n−p) ∈ Ap(X∆(R)), c /∈ I(Ap(X∆(R)) tel que ∂p(c) ∈ I(Ap−1(X∆(R))).

On note c = (cσ)σ∈∆(n−p) la classe de c dans
Ap(X∆(R))

I
. D’après la remarque pré-

cédente, pour tout σ ∈ ∆(n − p), cσ = ǫσ[0σ] avec ǫσ ∈ Z

2Z
.

Soient γ ∈ ∆(n− p + 1), σ ∈ ∆(n− p) tels que γ > σ. Alors πσ,γ([0σ]) = [0γ] vu que
πσ,γ est un morphisme d’anneaux.

Soit γ ∈ ∆(n − p + 1). On considère les applications:

– pγ :
⊕

σ∈∆(n−p)

Aσ(X∆(R))

I
→

Aγ(X∆(R))

I
définie par la somme directe sur

{σ ∈ ∆(n − p), γ > σ} des applications pσ,γ.

– πγ :
⊕

σ∈∆(n−p)

Aσ(X∆(R)) → Aγ(X∆(R)) définie par la somme directe sur

{σ ∈ ∆(n − p), γ > σ} des applications πσ,γ.

Avec ces notations, on a:
– pγ = (∂1

p0)|Aσ
I

– πγ = (∂p)|Aσ
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Soit c′ = (c′σ)σ∈∆(n−p) ∈ Ap(X∆(R)) défini par c′σ = ǫσ[0σ]. Par construction, on

a donc c = c′ ∈
Ap(X∆(R))

I
.

Comme ∂p(c) ∈ I(Ap(X∆(R))), pγ(c) = 0. En particulier, on doit avoir:

∑

σ∈∆(n−p),σ>γ

ǫσ = 0

Mais alors on doit aussi avoir:

πγ(c
′) = 0

En résumé, c′ est un cycle et c = c′ donc d’après 5.1.2, sp0 est vérifiée.
En particulier, ∂1

p0 est nulle.¤

Remarque 5.1.25 La preuve de la proposition 5.1.24 reste valable si l’on remplace
X∆(R) par une quelconque réunion d’orbites (sous l’action du tore) d’une variété
torique réelle.
Si Z ⊂ X∆(R) est une réunion d’orbites de X∆(R), alors le complexe A∗(Z) associé
à Z satisfait la condition sp,0 pour tout p ∈ N.

Comme les conditions s11, s21 et s22 sont trivialement vérifiées du fait de la forme
de G∗

pq(X∆(R)), on obtient d’après 5.1.4:

Corollaire 5.1.26 Les différentielles ∂1 : A1(X∆(R)) → A0(X∆(R)) et
∂2 : A2(X∆(R)) → A1(X∆(R)) sont strictement compatibles avec la filtration I∗.

Remarque 5.1.27 En particulier, on a:
– b0(X∆(R)) = g00(X∆(R))
– b1(X∆(R)) = g10(X∆(R)) + g11(X∆(R))

5.1.4 Stricte compatibilité de la différentielle ∂n de A∗(X∆(R))

D’après la proposition 5.1.4, il suffira, pour 0 ≤ q ≤ n, de montrer que la condi-
tion snq est satisfaite par A∗(X∆(R)). Comme sn0 est vérifiée d’après 5.1.24, il suffira
de le montrer pour 1 ≤ q ≤ n. Soit q ∈ N∗ fixé.

Proposition 5.1.28 Soit c ∈ IqAn(X∆(R)) telle que ∂0
nq(c) = 0 où c désigne la

classe de c modulo Iq+1. Alors il existe c′ ∈ IqAn(X∆(R)) telle que ∂p(c
′) = 0 et

c = c′ ∈ G0
nq(X∆(R)) =

Iq

Iq+1
An(X∆(R)).

Il faut d’abord trouver un moyen naturel de relever un élément de
Iq

Iq+1
An(X∆(R)) ≃∧q

V en un élément de IqAn(X∆(R)). Rappelons que ceci peut être réalisé à l’aide
d’une base e de V au moyen de l’application se comme on l’a vu dans la section
5.1.2.
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Il faut ensuite s’assurer que la base e que l’on choisi soit bonne. Plus précisem-
ment, il faut que l’application se vérifie la propriété suivante:

∂0
nq(c) = 0 ∈

Iq

Iq+1
An(X∆(R)) ⇒ ∂n(se(c)) = 0 ∈ IqAn(X∆(R))

On aura besoin pour cela du lemme suivant:

Lemme 5.1.29 Soit [H] la classe fondamentale d’un hyperplan de V dans H0(V )
et soit V ′ un sous-espace vectoriel de V .
On considère l’application π : H0(V ) → H0(

V
V ′ ) induite par la projection naturelle

p : V → V
V ′ de V sur V ′. Alors:

H ∩ V ′ 6= {0} ⇒ π([H]) = 0

Démonstration:
Supposons que H∩V ′ contienne v1 6= 0. On peut compléter v1 en une base (v1, . . . , vm)
de H où m = dim(H). Alors on a dans H0(V ):

[H] =
m∏

i=1

([0] + [vi])

Ainsi:

π([H]) =
m∏

i=1

(π([0]) + π([vi]))

=
m∏

i=1

([0] + [p(vi)])

= ([0] + [0]) ×
m∏

i=2

([0] + [p(vi)])

= 0 ¤

Toute la difficulté sera donc d’exhiber une telle base.
On pose ∆(1) =

⋃m
i=1 τi et pour chaque cône τi, on notera vi le générateur de [τi]2.

Démontrons à présent la proposition 5.1.28.

Démonstration:
Comme ∂n(c) ∈ Iq+1(An−1(∆)), on doit avoir:

∂0
nq : G0

nq ≃
∧q V → G0

n−1,q ≃
⊕r

i=1

∧q V
[τi]2

c 7→ 0

On peut supposer que v1, . . . , vr est une base de Vect(vi, i = 1, . . . , m).
Il y a deux cas:

* Si r > q, alors ∂0
nq est injective. Ainsi c = 0 et c ∈ Iq+1. On peut donc choisir

c′ = 0.
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* Si r ≤ q, on choisit une base e = (e1, . . . , en) de V telle que ei = vi pour
i = 1, . . . , r.

On peut alors écrire c dans cette base sous la forme:

c =
∑

I

ǫIeI

Comme ∂0
nq(c) = 0, chacun des termes eI doit vérifier:

ǫI 6= 0 ⇒ {1, . . . , r} ⊂ I

Maintenant qu’une base de V est fixée, on dispose de l’application se qui lui
est associée. On pose c′ = se(c) ∈ Iq(An(∆)).

Si c′ ∈ G0
nq désigne la classe de c′ modulo Iq+1, on a ainsi:

c = c′

Il reste à montrer que ∂n(c′) = 0. Or pour i = 1, . . . ,m et I ⊂ {1, . . . , m},
Card(I) = q, vérifiant ǫI 6= 0, le sous-espace Vect(ej, j ∈ I) contient vi.
Ainsi d’après le lemme 5.1.29, on a pour i = 1, . . . , m:

πi : H0(V ) → H0(
V

[τi]2
)

[eI ] 7→ 0

Alors on a:

πi(c
′) = π(

∑

I

ǫI [eI ])

=
∑

I

ǫIπi([eI ])

= 0

Ainsi ∂n(c′) = 0 et c′ convient. ¤

Corollaire 5.1.30 La différentielle ∂n de A∗(X∆(R)) est strictement compatible
avec la filtration I∗. En particulier, on a:

bn(X∆(R)) =
n∑

q=1

dim(G1
nq)

Démonstration:
Le résultat découle directement des propositions 5.1.28, 5.1.2 et 5.1.4. ¤

Remarque 5.1.31 Une preuve différente de ce résultat peut être trouvée dans
[Ho2] (page 13).
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Remarque 5.1.32 Si Z ⊂ X∆(R) est seulement une quelconque réunion d’orbites
(sous l’action du tore) d’une variété torique réelle X∆(R), avec dim(Z) = k, on ne sait
pas montrer, en général, que la différentielle ∂k du complexe A∗(Z) est strictement
compatible avec la filtration I∗.
Par exemple si Y est un fermé de dimension k invariant sous l’action du tore d’une
variété torique réelle X∆(R), alors le corollaire 5.1.30 ne permet pas de dire que la
différentielle ∂k du complexe A∗(Y ) est strictement compatible avec la filtration I∗.

5.1.5 Condition sn−1,1 pour le complexe A∗(X∆(R))

On utilisera ici à nouveau la proposition 5.1.2 pour montrer que la condition
sn−1,1 est satisfaite par A∗(X∆(R)). Comme précédemment, il faudra ainsi prouver
la proposition suivante:

Proposition 5.1.33 Soit c ∈ IAn−1(X∆(R)) telle que ∂0
n−1,1(c) = 0 où c désigne la

classe de c modulo I2. Alors il existe c′ ∈ IAn−1(X∆(R)) telle que ∂n−1(c
′) = 0 et

c = c′ ∈ G0
n−1,1(X∆(R)) =

I

I2
An−1(X∆(R))

Rappelons que la différentielle à laquelle on s’intéresse est:

∂0
n−1,1 : G0

n−1,1 ≃
⊕

τ∈∆(1)

V

[τ ]2
→ G0

n−2,1 ≃
⊕

σ∈∆(2)

V

[σ]2

Démonstration:
Soit ∆(1) =

⋃m
i=1 τi. Pour 1 ≤ i ≤ m, on notera ρi ∈ N le vecteur primitif engen-

drant le cône τi et vi ∈ V =
N

2N
désignera sa classe modulo 2.

Étant donné σ ∈ ∆(2), il existe 1 ≤ i < j ≤ m tels que σ soit engendré par ρi

et ρj. On pose alors σ = σij.

Soit c ∈ I(An−1(X∆(R))) telle que ∂n−1(c) ∈ I2An−2(X∆(R)). On pose c = (ci)i=1...m

et on désigne par ci ∈
V

[τi]2
la classe de ci modulo I2.

Pour chaque i = 1 . . . m, on désigne par si l’application définie par:

si :
V

[τi]2
→ I(H0(

V

[τi]2
))

v 7→ [0] + [v]

et l’on note c′i = si(ci).
On obtient ainsi une nouvelle châıne c′ ∈ An−1(X∆(R)) qui vérifie:

– c′ ∈ I(An−1(X∆(R))).
– c = c′ modulo I2 si (c′) désigne la classe de c′ modulo I2.

Il reste à vérifier que c′ vérifie ∂n−1(c
′) = 0.

Soit b = ∂n−1(c
′). On pose b = (bσ)σ∈∆(2).

Étant donné σij ∈ ∆(2), on notera:
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– pij :
V

[τi]2
→

V

[σij]2
la projection naturelle.

– πij : H0(
V

[τi]2
) → H0(

V

[σij]2
) l’application induite par pij en homologie.

Soit σ = σij ∈ ∆(2). On a:

bσij
= πij(c

′
i) + πji(c

′
j)

= πij([0] + [ci]) + πji([0] + [cj])

= [0] + [pij(ci)] + [0] + [pji(cj)]

Comme ∂n−1(c) ∈ I2, on doit avoir pij(ci) + pji(cj) = 0 donc bσij
= 0 et finale-

ment, on obtient bien b = 0.¤

En particulier, on a aussi démontré:

Corollaire 5.1.34 La différentielle ∂1
n−1,1 est nulle.

On peut se demander pourquoi cette stratégie ne marche pas pour les autres
différentielles de la forme ∂1

∗1 du terme G1
pq(X∆(R)).

Pour se convaincre que ce n’est pas le cas, on peut par exemple regarder ce qui se
passe pour la différentielle:

∂1
n−2,1 :

⊕

σ∈∆(2)

V

[σ]2
→

⊕

γ∈∆(3)

V

[γ]2

Supposons pour simplifier que ∆ soit simplicial.
Soit γ ∈ ∆(3) et τ1, τ2, τ3 les 3 faces de dimension 1 de γ. Pour i = 1 . . . 3 on
notera ρi ∈ N le générateur de [τi] contenu dans τi et vi désignera sa classe modulo
2. Pour i < j ∈ {1, 2, 3}, on note σij := Pos(ρi, ρj) la face de γ engendrée par ρi et ρj.

Si l’on se restreint au cône γ, la différentielle ∂1
n−2,2 est donnée par:

V

[σ12]2
p12

$$IIIIIIIIIIIIII

V

[σ13]2

p13 //
V

[γ]2

V

[σ23]2

p23

::uuuuuuuuuuuuuu

où pij :
V

[σij]2
→

V

[γ]2
est la projection naturelle pour i < j ∈ {1, 2, 3}.

La différentielle ∂n−2 du complexe A∗(X∆(R)) est, elle, donnée par:
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H0(
V

[σ12]2
)

π12

''NNNNNNNNNNNNN

H0(
V

[σ13]2
)

π13 // H0(
V

[γ]2
)

H0(
V

[σ23]2
)

π23

77ppppppppppppp

où pij : H0(
V

[σij]2
) → H0(

V

[γ]2
) est l’application induite en homologie par pij pour

i < j ∈ {1, 2, 3}.

Soit (v12, v13, v23) ∈
⊕

i<j∈{1,2,3}

V

[σij]2
tel que

∑
i<j∈{1,2,3} pij(vij) = 0

Soit (c12, c13, c23) ∈
⊕

i<j∈{1,2,3}

H0(
V

[σij]2
), cij = [0] + [vij], le relèvement de

(vij)i<j∈{1,2,3} que l’on a utilisé dans la démonstration de la proposition 5.1.33.
On pose vij = pij(vij) pour i < j ∈ {1, 2, 3}. On a donc:

v12 + v13 + v23 = 0 ∈
V

[γ]2

Si l’on regarde en homologie, on a:

∑

i<j∈{1,2,3}

πij(cij) =
∑

i<j∈{1,2,3}

([0] + [vij])

= [Vect(vij, i < j ∈ {1, 2, 3})]

Ainsi en général,
∑

i<j∈{1,2,3}

πij(cij) 6= 0 et c n’est pas un cycle mais la classe fonda-

mentale d’un sous-espace de dimension 2 de H0(
V

[γ]2
) (donc un élément de I2).

En ce qui concerne les différentielles de la forme ∂1
n−1∗, l’obstruction est plus

simple. Étant donné un élément w ∈
∧q

V , il n’existe pas en général de relèvement
naturel de w dans IqH0(V ) (ie: sans faire le choix d’une base de V ).
On peut toutefois remarquer qu’un tel relèvement existe pour les éléments purs de∧q

V (ie: ceux qui peuvent s’écrire sous la forme w = v1∧. . .∧vq). Si w = v1∧. . .∧vq ∈∧q
V est un tel élément, alors on peut lui associer la châıne [Vect(v1, . . . , vq)] ∈

H0(V ).

Remarque 5.1.35 Si l’on peut trouver une base de G1
n−1,∗(X∆(R)) constituée d’élé-

ments purs, alors on peut reprendre la démonstration de la proposition 5.1.33 et
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montrer que la condition sn−1,∗ est vérifiée par A∗(X∆(R)). On utilisera cela dans la
dernière section.

Remarque 5.1.36 Contrairement aux résultats obtenus dans la section précédente
(section 5.1.4), la démonstration de la proposition 5.1.33 reste valide si l’on remplace
X∆(R) par une quelconque réunion d’orbites (sous l’action du tore) d’une variété
torique réelle.
Si Z ⊂ X∆(R) est une réunion d’orbites de X∆(R), avec dim(Z) = k, alors le
complexe A∗(Z) associé à Z satisfait la condition sk−1,1.

5.2 Applications

5.2.1 Maximalité de X∆ lorsque n ≤ 4

En utilisant les résultats de la section précédente, on peut facilement obtenir:

Théorème 5.2.1 Si n ≤ 4, la suite spectrale G∗
pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre 1.

Démonstration:
Lorsque n = 3 (resp n = 4), la figure 11 (resp 12) donne la forme du terme

G1
pq(X∆(R)).

Fig. 11 – Le terme G1
pq(X∆(R)) et ses différentielles lorsque n = 3
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D’après la proposition 5.1.30, la différentielle ∂n est strictement compatible avec la
filtration I∗. De plus, d’après 5.1.26, ∂1 et ∂2 le sont également. Ainsi, lorsque n ≤ 3,
d’après 5.1.6, la suite spectrale G∗

pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre 1.
Si n = 4, d’après 5.1.24, 5.1.33 et enfin 5.1.4, la différentielle ∂3 est aussi strictement
compatible avec la filtration I∗ donc d’après 5.1.6, G∗

pq(X∆(R)) dégénère à l’ordre 1.
¤

Remarque 5.2.2 Le cas n = 3 est déjà démontré dans [Bi].
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Fig. 12 – Le terme G1
pq(X∆(R)) et ses différentielles lorsque n = 4
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En utilisant en plus 3.3.4, on obtient:

Corollaire 5.2.3 Les variétés toriques de dimension n ≤ 4 sont maximales.

Remarque 5.2.4 La démonstration n’est pas valide si l’on remplace X∆(R) par
une quelconque réunion d’orbites (sous l’action du tore) Z d’une variété torique
réelle, avec dim(Z) = 4.
Cependant, on verra dans la prochaine partie que c’est vrai lorsque Z est une sous-
variété torique fermée invariante d’une variété torique compacte, régulière modulo 2
et de dimension 5.

5.2.2 Cas d’un fermé invariant sous l’action du tore dans une variété
torique compacte lisse de dimension 5

On suppose ici que:
– n = 5
– |∆| = NR

– ∆ est régulier modulo 2

On va montrer que la suite spectrale G∗
pq(Y ) associée à une sous-variété fermée

invariante Y de dimension 4 de X∆(R) dégénère à l’ordre 1.
Le terme G1

pq(Y ) a la même forme que celui d’une variété torique de dimension 4
(cf figure 12). Cependant, Y peut contenir plusieurs orbites de dimension 4 donc la
différentielle ∂4 ne peut pas être traitée comme on l’a fait dans la proposition 5.1.30.

Remarque 5.2.5 Bien que Y soit compacte et que ∆Y soit régulier modulo 2, on
n’a pas en général G1

pq = 0, p 6= q (Voir 3.2.6).
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Reprenons les notations utilisées dans la section 4.2.
On pose ∆ = ∆X et X = X∆(R). On note ∆Y ⊂ ∆X (resp ∆X−Y ) le sous-ensemble
de l’éventail ∆X correspondant à Y (resp (X − Y )). Les différentielles du complexe
A∗(X) (resp A∗(Y ), A∗(X−Y )) seront notées ∂X

∗ (resp ∂Y
∗ , ∂X−Y

∗ ) et celles du terme
G1

∗∗(X) (resp G1
∗∗(Y ), G1

∗∗(X − Y )) seront notées (∂1
∗∗)

X (resp (∂1
∗∗)

Y , (∂1
∗∗)

X−Y ).

D’après 5.1.24, toutes les conditions sp0 sont vérifiées par A∗(Y ). D’après la figure
12, il faudra donc encore montrer que A∗(Y ) satisfait s41, s42 et s31.

On pose:

–
i∗ : A∗(Y ) → A∗(X) = A∗(Y ) ⊕ A∗(X − Y )

x 7→ (x, 0)

–
r∗ : A∗(X) → A∗(X − Y )

x 7→ x|X−Y

–
g∗ : A∗(X − Y ) → A∗−1(Y )

x 7→ ∂X
∗ (0, x)|Y

Remarque 5.2.6 Soit (c1, c2) ∈ A∗(X) = A∗(Y )⊕A∗(X −Y ). Alors les 3 différen-
tielles ∂X

∗ , ∂Y
∗ et ∂X−Y

∗ sont liées par la relation:

∂X(c1, c2) = (∂Y (c1) + g∗(c2), ∂
X−Y
∗ (c2)) (18)

Soit s = Card(∆X(1)) et ∆(1) = {τi, i = 1 . . . s}. Pour i = 1 . . . s, ρi ∈ N
désignera le générateur de [τi] contenu dans τi et vi ∈ V sa classe modulo 2.
Soit m = Card(∆Y (1)). On peut supposer que ∆Y (1) = {τ1, . . . , τm}.

Remarque 5.2.7 On peut supposer que m < s. En effet, si m = s alors Y =
X − O{0}. Dans ce cas, pour i = 0 . . . 4, Ai(Y ) = Ai(X) et ∂X

i = ∂Y
i . Comme X

est compacte et régulière modulo 2, la suite spectrale G∗
pq(X) dégénère à l’ordre

1 d’après 3.2.6 et en particulier, toutes les différentielles du complexe A∗(X) sont
strictement compatibles avec la filtration I∗. Ainsi celles du complexe A∗(Y ) le sont
aussi et d’après 5.1.6, la suite spectrale G∗

pq(Y ) dégénère à l’ordre 1.

Pour 1 ≤ i ≤ s, on notera:

– pi : V →
V

Vect(vi)
la projection naturelle.

– p2
i :

∧2 V →
∧2 V

Vect(vi)
l’application induite par pi.

– πi : H0(V ) → H0(
V

Vect(vi)
) l’application induite par πi en homologie.

En utilisant la proposition 5.1.2, on est ramené à montrer le lemme suivant:

Lemme 5.2.8 Soit c ∈ I(A4(Y )) telle que ∂Y
4 (c) ∈ I2(A3(Y )).

Alors il existe c′ ∈ I(A4(Y )) telle que:

– c = c′ ∈
I

I2
(A4(Y ))

– ∂Y
4 (c′) = 0
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Remarque 5.2.9 Ce résultat découle directement de la proposition 5.1.33 mais la
preuve qui suit contient l’essence de l’argument qui sera utilisé pour montrer que les
deux conditions s31 et s42 sont satisfaites par A∗(Y ).

Démonstration:
Soit c = (ci)

m
i=1 ∈ I(A4(Y )) telle que ∂Y

4 (c) ∈ I2(A3(Y )).
Alors (c, 0) = i4(c) = (c1, . . . , cm, 0, . . . , 0) ∈ A4(X) ≃ A4(Y ) ⊕ A4(X − Y ) vérifie:

– (c, 0) ∈ I(A4(X))
– ∂X

4 (c, 0) ∈ I2(A3(X))

On désigne par (c, 0) ∈ G0
4,1(X) la classe de la châıne (c, 0) modulo I2 et pour

1 ≤ i ≤ m par ci la classe de ci modulo I2.

Comme |∆| est propre et régulier modulo 2, G1
pq(X) = 0 pour p 6= q d’après 3.2.6.

En particulier, G1
41(X) = 0 et il existe donc w ∈ V ≃ G0

51(X) tel que

(∂0
51)

X(w) = (c, 0)

Ainsi pour i = m + 1, . . . , s, le vecteur w doit vérifier:

pi(w) = 0

Supposons qu’il existe m + 1 ≤ i < j ≤ s tels que vi 6= vj. Comme l’application:

V
pi⊕pj
−−−→ V

V ect(vi)
⊕ V

V ect(vj)
est injective, on doit avoir w = 0. Ainsi (c, 0) = 0 et

c ∈ I2(A4(Y )).

On peut donc supposer par la suite que:
– Pour tout m + 1 ≤ i ≤ s, vi = vs

– w = vs

On pose b = [0] + [vs] ∈ I(A5(X)). On a:
– pour 1 ≤ i ≤ m, πi(b) = ci ∈

V
[τi]2

(en particulier, ∂5(b)|Y = c).

– Pour m + 1 ≤ i ≤ s, πi(b) = [0] + [pi(vs)] = 0 (Ainsi ∂X
5 (b)|X−Y

= 0).

De plus, ∂X
5 (b)|Y est un cycle de A4(Y ) d’après (18). Donc c′ = ∂X

5 (b)|Y convient.¤

Regardons à présent si la condition s42 est satisfaite par A∗(Y ). En utilisant la
proposition 5.1.2, il suffira de démontrer:

Lemme 5.2.10 Soit c ∈ I2(A4(Y )) telle que ∂Y
4 (c) ∈ I3(A3(Y )). Alors il existe

c′ ∈ I3(A4(Y )) vérifiant:
– c = c′ ∈ I2

I3 (A4(Y ))
– ∂Y

4 (c′) = 0

Démonstration:
Soit c = (ci)

m
i=1 ∈ I2(A4(Y )) telle que ∂Y

4 (c) ∈ I3(A3(Y )).
Alors (c, 0) = i4(c) = (c1, . . . , cm, 0, . . . , 0) ∈ A4(X) ≃ A4(Y ) ⊕ A4(X − Y ) vérifie:
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– (c, 0) ∈ I2(A4(X))
– ∂X

4 (c, 0) ∈ I3(A3(X))

On désigne par (c, 0) ∈ G0
4,2(X) la classe de la châıne (c, 0) modulo I3 et pour

1 ≤ i ≤ m par ci ∈
∧2 V

[τi]2
la classe de ci modulo I3.

Comme ∆ est régulier modulo 2 et propre, G1
pq(X) = 0 pour p 6= q d’après 3.2.6. En

particulier, G1
42(X) = 0 et ainsi il existe w ∈

∧2
V ≃ G0

52(X) tel que:

(∂0
52)

X(w) = (c, 0)

Ainsi pour i = m + 1, . . . , s, le vecteur w doit vérifier:

p2
i (w) = 0

Supposons qu’il existe m + 1 ≤ i < j < k ≤ s tels que (vi, vj, vk) soit une famille
libre de V

Lemme 5.2.11 L’application:

∧2
V

p2
i⊕p2

j⊕p2
k

−−−−−−→
∧2 V

V ect(vi)
⊕

∧2 V

V ect(vj)
⊕

∧2 V

V ect(vk)

est injective

Démonstration:
On pose vi = e1, p2

i = p2
1, vj = e2, p2

j = p2
2, vk = e3, p2

k = p2
3 et l’on complète la

famille (e1, e2, e3) en une base e = (e1, e2, e3, e4, e5) de V . Soit x ∈
∧2

V vérifiant
(p2

i ⊕ p2
j ⊕ p2

k)(x) = 0. On décompose x sous la forme

x =
∑

I

ǫIeI

où I ⊂ {1, . . . , 5}, Card(I) = 2 et eI =
∧

i∈I
ei.

Soit r ∈ {1, 2, 3}. Alors:

p2
r(x) =

∑

I,r /∈I

ǫIp
2
r(eI) = 0

Comme la famille (eI , I ⊂ {1, . . . , 5}, Card(I) = 2, r /∈ I) est une base de
∧2 V

V ect(er)
,

on doit avoir:
ǫI 6= 0 ⇒ r ∈ I

Ainsi pour tout I, ǫI = 0 et x = 0. ¤

Alors, d’après le lemme 5.2.11, w = 0 donc (c, 0) = 0 et c ∈ I3(A4(Y )).

On peut donc supposer par la suite que dim(Vect(vi,m + 1 ≤ i ≤ s)) ≤ 2. On va
regarder ce qui ce passe dans le cas où cette dimension vaut 1, puis le cas où celle ci
vaut 2.
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* Supposons que dim(Vect(vi,m + 1 ≤ i ≤ s)) = 1.
On pose vs = e1 et on complète e1 en une base (e1, . . . , e5) de V. Comme
p2

s(w) = 0, il existe I ⊂ {2, . . . , 5} tel que:

w =
∑

i∈I

e1 ∧ ei

On considère b =
∑

i∈I([0]+ [e1])([0]+ [ei]) =
∑

i∈I([0]+ [e1]+ [ei]+ [e1 +ei]) ∈
I2(A5(X)). b vérifie alors:

– pour 1 ≤ i ≤ s, pi(b) = ci ∈
∧2 V

[τi]2
(c’est à dire que ∂0

52(b)|Y = c).

– Pour m + 1 ≤ j ≤ s, on a:

πj(b) = πj(
∑

i∈I

([0] + [e1])([0] + [ei]))

=
∑

i∈I

([0] + [pj(e1)])([0] + [pj(ei)])

=
∑

i∈I

([0] + [0])([0] + [pj(ei)])

= 0

* Supposons que dim(Vect(vi,m+1 ≤ i ≤ s)) = 2. On peut supposer dans ce cas
que (vs−1, vs) est une base de cet espace. Alors nécessairement, w = vs−1 ∧ vs.
On considère b = ([0] + [vs−1])([0] + [vs]) = [0] + [vs−1] + [vs] + [vs−1 + vs] ∈
I2(A5(X)) (b est la classe fondamentale du plan engendré par vs et vs−1 dans
H0(V )). Alors b vérifie:

– pour 1 ≤ i ≤ s, pi(b) = ci (c’est-à-dire, ∂0
52(b)|Y = c).

– Soit i ∈ {m + 1, . . . , s}. vi ∈ V ect(vs−1, vs) donc il existe v′
i ∈ V tel que:

V ect(vs−1, vs) = V ect(vi, v
′
i)

On a alors:

πi(b) = πi(([0] + [vs−1])([0] + [vs]))

= πi(([0] + [vi])([0] + [v′
i]))

= ([0] + [pi(vi)])([0] + [pi(v
′
i)])

= 0

Dans les 2 cas, ∂X
5 (b)|Y est un cycle de A4(Y ) d’après (18). Donc c′ = ∂X

5 (b)|Y
convient. ¤

Il reste encore à montrer que s31 est vérifiée par A∗(Y ). Pour cela, on aura besoin
de quelques notations supplémentaires.

Soit σ ∈ ∆X(2). il existe ρi et ρj, 1 ≤ i < j ≤ s tels que σ = Pos(ρi, ρj). On
pose alors σ = σij.

Étant donné σij ∈ ∆X(2), on notera:
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– pij :
V

[τi]2
→

V

σij

la projection naturelle.

– πij : H0(
V

[τi]2
) → H0(

V

[σij]2
) l’application induite en homologie par pij.

Comme précédemment, il suffira de montrer le lemme suivant:

Lemme 5.2.12 Soit c ∈ I(A3(Y )) tel que ∂Y
3 (c) ∈ I2(A2(Y )). Alors il existe c′ ∈

I(A3(Y )) vérifiant:

– c = c′ ∈
I

I2
(A4(Y ))

– ∂Y
3 (c′) = 0

Démonstration:
Soit c = (cij)i<j∈{1...m} ∈ I(A3(Y )) telle que ∂Y

3 (c) ∈ I2(A2(Y )).
Alors (c, 0) = i3(c) ∈ A3(X) ≃ A3(X) ⊕ A3(X − Y ) vérifie:

– (c, 0) ∈ I(A3(X))
– ∂X

3 (c, 0) ∈ I2(A2(X))

On désigne par (c, 0) ∈ G0
31(X) la classe de la châıne (c, 0) modulo I2 et pour

1 ≤ i < j ≤ s par cij ∈
V

[σij]2
la classe de cij modulo I2.

Comme ∆ est propre et régulier modulo 2, G1
pq(X) = 0 pour p 6= q d’après 3.2.6. En

particulier, G1
31(X) = 0 et donc il existe w = (w1, . . . , ws) ∈

⊕s
i=1

V

[τi]2
≃ G0

41(X)

tel que

(∂0
41)

X(w) = (c, 0)

Remarque 5.2.13 Si l’on se donne un cône de dimension 2, σij ∈ ∆X tel que
σij /∈ ∆Y , alors w doit vérifier:

pij(wi) + pji(wj) = 0 ∈
V

[σij]2

On considère la châıne b = (b1, . . . , bs) ∈ A4(X) définie par bi = [0] + [wi] ∈

H0(
V

[τi]2
) pour i = 1, . . . , s.

On pose a = ∂X
4 (b) ∈ A3(X), a = (aij)1≤i<j≤s.

On va montrer que a|Y est un cycle de A3(Y ).

Soit σij un cône de dimension 2 appartenant à ∆X tel que σij /∈ ∆Y (2).
Comme cela a été remarqué précédemment, w doit donc vérifier:

pij(wi) = pji(wj)

Mais alors:

πij(bi) + πji(bj) = πij([0] + [wi]) + πji([0] + [wj])

= [0] + [pij(wi)] + [0] + [pji(wj)]

= 0
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Ainsi ∂X
4 (b)|X−Y = 0 et a|Y est un cycle de A3(Y ) d’après (18).

En résumé, a|Y vérifie:
– a|Y est un cycle de A3(Y )
– a|Y = c ∈ G0

31(Y )

Donc c′ = a|Y convient. ¤

En combinant les propositions 5.2.8, 5.2.10 et 5.2.12, on obtient finalement le
théorème suivant:

Théorème 5.2.14 Soit Y un fermé invariant sous l’action du tore de X. Alors la
suite spectrale Gl

pq(Y ) dégénère à l’ordre 1.

Démonstration:
D’après 5.1.26, les différentielles ∂1 et ∂2 du complexe A∗(X∆(R)) sont strictement
compatible avec la filtration I∗.
Les propositions 5.2.8, 5.2.10 et 5.2.12 montre que le complexe A∗(Y ) vérifient les
conditions s41, s42 et s31. D’après le lemme 5.1.24, les conditions s40 et s30 sont éga-
lement satisfaites.
Comme s43, s44, s32 et s33 sont automatiquement vérifiées du fait de la forme de
G∗

pq(Y ), les différentielles ∂3 et ∂4 de A∗(Y ) sont donc, d’après 5.1.4, strictement
compatible avec la filtration I∗ .
Ainsi, d’après 5.1.6, la suite spectrale G∗

pq(Y ) dégénère à l’ordre 1.¤

En général, si n est quelconque, on dispose du résultat suivant:

Proposition 5.2.15 Soit ∆ un éventail propre et régulier modulo 2 de NR et Y une
sous variété fermée de X∆(R), invariante sous l’action du tore et vérifiant dim(Y ) =
n−1. Alors la différentielle ∂Y

n−1 du complexe A∗(Y ) est strictement compatible avec
la filtration I∗.

Démonstration:
D’après la proposition 5.1.4, il suffira de montrer que le complexe A∗(Y ) satisfait les
conditions sn−1q pour tout q ∈ N.

Soit 1 ≤ q ≤ n − 2 fixé et c = (ci)
m
i=1 ∈ IqAn−1(Y ) vérifiant ∂n−1(c) ∈

Iq+1An−2(Y ). Alors (c, 0) ∈ An−1(X) vérifie:
– (c, 0) ∈ Iq(An−1(X))
– ∂X

n−1(c, 0) ∈ Iq+1(An−2(X))

On désigne par (c, 0) ∈ G0
n−1,q(X) la classe de la châıne (c, 0) modulo Iq+1 et pour

1 ≤ i ≤ m par ci ∈
∧q V

[τi]2
la classe de ci modulo Iq+1.

Comme ∆ est régulier modulo 2 et propre, G1
pq(X) = 0 pour p 6= q d’après 3.2.6. En

particulier, G1
n−1q(X) = 0 et ainsi il existe w ∈

∧q
V ≃ G0

nq(X) tel que:

(∂0
n−1q)

X(w) = (c, 0)
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Ainsi pour i = m + 1, . . . , s, le vecteur w doit vérifier:

∧q
pi(w) = 0

Supposons qu’il existe m + 1 ≤ i1 < . . . < iq+1 ≤ s tels que (vi1 , . . . , viq) soit une
famille libre de V .

Lemme 5.2.16 L’application:

∧q
V

⊕q+1
j=1

∧q
pij

−−−−−−−−→
⊕q+1

j=1

∧q V

Vect(vij)

est injective

Démonstration:
C’est la même que celle du lemme 5.2.11.¤

Alors, d’après le lemme 5.2.16, w = 0 donc (c, 0) = 0 et c ∈ Iq+1(An−1(Y )).

Soit r = dim(Vect(vi,m + 1 ≤ i ≤ s)). On peut supposer que r ≤ q et que la
famille (vm+1, . . . , vm+r) est libre.
Pour i = 1 . . . r, on pose vm+i = ei et l’on complète la famille (e1, . . . , er) en une
base e = (e1, . . . , er, er+1, . . . , en) de V .

On peut décomposer w dans cette base sous la forme:

w =
∑

I

ǫIeI

Comme
⊕m+r

i=m+1

∧q
pi(w) = 0, chacun des termes ǫI doit vérifier:

ǫI 6= 0 ⇒ {1, . . . , r} ⊂ I

On pose b =
∑

I ǫI [eI ] ∈ Iq(An(X)). Alors:

– Pour 1 ≤ i ≤ m, πi(b) = ci ∈
∧q V

[τi]2
(en particulier, ∂n(b)|Y = c).

– Pour m + 1 ≤ i ≤ s, πi(b) = 0 d’après 5.1.29 (Ainsi ∂X
n (b)|X−Y

= 0).

De plus, ∂X
n (b)|Y est un cycle de An−1(Y ) d’après (18).

Donc en résumé, c′ = ∂X
5 (b)|Y vérifie:

– c′ = c ∈ G0
n−1q(Y )

– ∂Y
n−1(c

′) = 0
donc c′ convient et la condition sn−1,q est satisfaite par A∗(Y ).

Pour finir, la condition sn−1,n−1 est automatiquement vérifiée et le fait que sn−1,0

soit satisfaite découle du lemme 5.1.24.¤
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En particulier, sous les hypothèses de la proposition 5.2.15, on a:

bn−1(Y ) =
n−1∑

q=0

gn−1,q(Y )

6 Étude du cas affine simplicial

Dans toute cette partie, δ désignera un cône simplicial de NR de dimension
n = dim(NR). L’éventail constitué de l’ensemble des faces de δ sera noté ∆. On va
montrer que la suite spectrale G∗

pq(Xδ(R)) associée à δ dégénère à l’ordre 1 lorsque
n = 5.

On étudiera dans un premier temps les termes de G1
pq(Xδ(R)) puis on passera à

la démonstration du résultat ci-dessus.

6.1 Étude des termes de G1
pq(Xδ(R))

On peut commencer par remarquer en utilisant la proposition 3.2.1 que:

G1
p0(Xδ(R)) = {0}, ∀p ∈ N

On va garder les notations de la section 2. Pour σ, τ ∈ ∆, τ ≤ σ, on pose:

– pσ : V →
V

[σ]2
la projection naturelle

– iσ : [σ]2 →֒ V
– iτ,σ : [τ ]2 →֒ [σ]2

– pτ,σ :
V

[τ ]2
→

V

[σ]2
la projection naturelle

Le diagramme qui suit dont les lignes sont exactes est alors commutatif:

0 // [τ ]2
iτ //

iτ,σ

²²

V
pτ //

id

²²

V
[τ ]2

pτ,σ

²²

// 0

0 // [σ]2 iσ
// V

pσ // V
[σ]2

// 0

(19)

Rappelons que le faisceau G∆ sur ∆ est défini par:

G∆ = (
V

[σ]2
, pτ,σ)τ≤σ∈∆

On introduit un autre faisceau sur ∆, noté (G∆)v, en posant:

(G∆)v = ([σ]2, iτ,σ)τ≤σ∈∆

Alors d’après le diagramme (19), on a une suite exacte courte de faisceaux sur ∆:
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0 → (G∆)v → CV → G∆ → 0

Et donc une suite exacte longue en homologie:

. . . → Hi+1(G
∆) → Hi((G

∆)v) → Hi(C
V ) → Hi(G

∆) → Hi−1((G
∆)v) → . . .

Soit S ≃ Sn−1 la sphère unité de NR. Comme δ ∩ S est contractible, Hp(C
F ) =

{0}, ∀p ∈ N d’après 3.2.1. Ainsi:

Proposition 6.1.1 Pour tout p ∈ N, on a:

Hp(G
∆) ≃ Hp−1((G

∆)v)

Cette dernière proposition permet de calculer le terme G1
11(Xδ(R)) de G1

∗∗(Xδ(R)).

Proposition 6.1.2 On a:

G1
11(Xδ(R)) =





{0} si
∑

σ∈∆(n−1)

[σ]2 = V

Z
2Z

si
∑

σ∈∆(n−1)

[σ]2 6= V

Démonstration:
Si

∑
σ∈∆(n−1)[σ]2 = V , alors la somme directe des applications iσ : [σ]2 → V pour

σ appartenant à ∆(n − 1) est surjective. De ce fait, H0((G
∆)v) = {0}. D’après

6.1.1, on doit donc avoir H1(G
∆) = {0} mais ceci revient exactement à dire que

G1
11(Xδ(R)) = {0}.

Si
∑

σ∈∆(n−1)

[σ]2 * V alors dim(
∑

σ∈∆(n−1)

[σ]2) = n − 1.

Comme H0((G
∆)v) =

V∑

σ∈∆(n−1)

[σ]2
, H0((G

∆)v) est de dimension 1.

Donc H1(G
∆) = G1

11(Xδ(R)) ≃ Z

2Z
. ¤

Soit δv ⊂ MR le cône dual de δ. On note ∆v l’éventail associé à δv.
Pour 0 ≤ k ≤ n, il existe la correspondance suivante entre ∆ et ∆v:

{[σ]⊥2 , σ ∈ ∆(k)} = {[τ ]2, τ ∈ ∆v(n − k)}

Ainsi, le faisceau (G∆)v sur ∆ est exactement le cofaisceau (G∆v

)∗ sur ∆v (Ce qui ex-
plique la notation) et le cofaisceau (G∆)∗ sur ∆ correspond au faisceau (G∆v

)v sur ∆v.

Par exemple, lorsque n = 4, C∗(G
∆) est le complexe de châınes:

{0} ←
⊕

γ∈∆(3)

V

[γ]2
←

⊕

σ∈∆(2)

V

[σ]2
←

⊕

τ∈∆(1)

V

[τ ]2
← V
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Et (C∗(G
∆))∗ = C∗((G∆)∗) est le complexe de cochâınes:

{0} →
⊕

γ∈∆(3)

(
V

[γ]2
)∗ →

⊕

σ∈∆(2)

(
V

[σ]2
)∗ →

⊕

τ∈∆(1)

(
V

[τ ]2
)∗ → V ∗

Pour chaque cône σ ∈ ∆, on a un isomorphisme naturel:

(
V

[σ]2
)∗ ≃ [σ]⊥2

Via ces isomorphismes, le complexe de cochâınes (C∗(G
∆))∗ devient:

{0} →
⊕

γ∈∆(3)

[γ]⊥2 →
⊕

σ∈∆(2)

[σ]⊥2 →
⊕

τ∈∆(1)

[τ ]⊥2 → V ∗

Pour finir, le complexe de châınes C∗((G
∆v

)v) est donné par:

V ∗ ←
⊕

τ∈∆(1)

[τ ]⊥2 ←
⊕

σ∈∆(2)

[σ]⊥2 ←
⊕

γ∈∆(3)

[γ]⊥2 ← {0}

En utilisant cette correspondance, on obtient pour p ∈ N:

Hp(G
∆) ≃ (Hp((G∆)∗)∗ = Hn−p((G

∆v

)v) (20)

En faisant la même chose pour G∆v

, on obtient:

Hp(G
∆v

) ≃ (Hp((G∆v

)∗)∗ = Hn−p((G
∆)v) (21)

En degré supérieur, on a également pour p ∈ N, q ≥ 1:

Hp(
∧q

G∆) ≃ Hn−p(
∧q

(G∆v

)v) (22)

et:

Hp(
∧q

G∆v

) ≃ Hn−p(
∧q

(G∆)v) (23)

En utilisant la proposition 6.1.1 et l’égalité 21, on montre le résultat suivant:

Corollaire 6.1.3 Pour 1 ≤ p ≤ n, on a:

G1
p+1,1(Xδ(R)) ≃ G1

n−p,1(Xδv(R))

Les formules précédentes permettent en autre de faire apparâıtre des zéros dans
le terme G1

pq(Xδ(R)) en petite dimension.
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6.1.1 Étude du cas affine simplicial en dimension 4

On suppose dans cette partie que n = 4.

Soit {τi, 1 ≤ i ≤ 4} = ∆(1). Pour 1 ≤ i ≤ 4, on notera ρi ∈ N le générateur de
[τi] contenu dans τi et vi ∈ V désignera sa classe modulo 2 dans V .
Soit σ ∈ ∆(2). Il existe 1 ≤ i < j ≤ 4 tels que σ = Pos(ρi, ρj). On pose alors
σ = σij.
De même, si σ ∈ ∆(3), il existe 1 ≤ i < j < k ≤ 4 tels que σ = Pos(ρi, ρj, ρk) et
l’on note σ = σijk.

On notera ν∗ les différentielles du complexe C∗((G
∆)v) et ν2

∗ celles du complexe∧2
C∗((G

∆)v).

Lemme 6.1.4 Soit (v1, v2, v3) une famille libre de V et v4 ∈ Vect(v1, v2, v3). Alors
il existe i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, tels que (vi, vj, v4) soit une famille libre de V .

Démonstration:
Comme v4 ∈ Vect(v1, v2, v3), il n’y a que 3 possibilités pour v4:

– Soit v4 ∈ {v1, v2, v3}. On peut supposer par exemple que v4 = v1. Dans ce cas,
(v2, v3, v4) est libre.

– Soit v4 ∈ {v1 + v2, v1 + v3, v2 + v3}. On peut supposer par exemple que v4 =
v1 + v2. Dans ce cas, (v2, v3, v4) et (v1, v3, v4) sont libres.

– Soit v4 = v1 + v2 + v3. Dans ce cas, (v1, v2, v4), (v2, v3, v4) et (v1, v3, v4) sont
toutes les 3 des familles libres.

Ainsi, dans tous les cas, il existe i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j tels que (vi, vj, v4) soit une
famille libre de V .¤

Lemme 6.1.5 Supposons que Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3. Alors δ possède au moins 2 faces de

dimension 3 régulières modulo 2 et chaque face de dimension 1 de δ est incluse dans
une face de dimension 3 régulière modulo 2.

Démonstration:
Si Rang Z

2Z

(δ) = 3, alors dim(Vect(v1, v2, v3, v4)) = 3. On peut supposer que (v1, v2, v3)

est une famille libre de V et que v4 appartient à Vect(v1, v2, v3).
D’après le lemme 6.1.4, il existe i, j ∈ {1, 2, 3}, i < j, tels que (vi, vj, v4) soit une
famille libre de V . Alors les faces σ123 et σij4 de δ sont régulières modulo 2 et chaque
face de δ de dimension 1 est incluse dans une de ces 2 faces.¤

Lemme 6.1.6 Soit 1 ≤ i < j < k ≤ 4 et σijk ∈ ∆ une face de dimension 3 de δ
régulière modulo 2. On note Σijk ⊂ ∆ l’éventail associé à σijk. Alors le sous complexe
C∗((G

Σijk)v) de C∗((G
∆)v) est acyclique.

Démonstration:
Soit 1 ≤ i < j < k ≤ 4. Si σijk ∈ ∆(3) est régulière modulo 2, alors (vi, vj, vk) est
une base de [σijk]2 et le complexe (C∗((G

Σijk)v), νijk
∗ ) correspond explicitement à:

Vect(vi, vj, vk)
νijk
1←−− Vect(vi, vj) ⊕ Vect(vi, vk) ⊕ Vect(vj, vk)
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νijk
2←−− Vect(vi) ⊕ Vect(vj) ⊕ Vect(vk)

νijk
3←−− {0}

Supposons pour alléger les notations que σijk = σ123.

* Comme C3((G
∆)v) = {0}, H3(C∗((G

∆)v) = {0}

* Soit c = (c1, c2, c3) ∈ Vect(v1) ⊕ Vect(v2) ⊕ Vect(v3) vérifiant ν123
2 (c) = 0.

Il existe (ǫ1, ǫ2, ǫ3) ∈
Z

2Z

3
tel que ci = ǫivi pour 1 ≤ i ≤ 3. Comme ν123

2 (c1, c2, c3) =
0, on doit avoir:
– ǫ1v1 + ǫ2v2 = 0 ∈ Vect(v1, v2)
– ǫ1v1 + ǫ3v3 = 0 ∈ Vect(v1, v3)
– ǫ2v2 + ǫ3v3 = 0 ∈ Vect(v2, v3)
Comme (v1, v2) est libre, on doit avoir ǫ1 = ǫ2 = 0. De même, (v1, v3) est libre
donc ǫ1 = ǫ3 = 0. Finalement, c = 0 et ν123

2 est injective. Ainsi H2(C∗((G
∆)v) =

{0}.

* Soit c = (c12, c13, c23) ∈ Vect(v1, v2) ⊕ Vect(v1, v3) ⊕ Vect(v2, v3) vérifiant
ν123

2 (c) = 0. Il existe:

– (ǫ1, ǫ2) ∈
Z

2Z

2
tel que c12 = ǫ1v1 + ǫ2v2.

– (ǫ′1, ǫ
′
3) ∈

Z

2Z

2
tel que c13 = ǫ′1v1 + ǫ′3v3.

– (ǫ′′2, ǫ
′′
3) ∈

Z

2Z

2
tel que c23 = ǫ′′2v2 + ǫ′′3v3.

Comme ν123
2 (c) = 0, on doit avoir:

(ǫ1 + ǫ′1)v1 + (ǫ2 + ǫ′′2)v2 + (ǫ′3 + ǫ′′3)v3 = 0

De plus, (v1, v2, v3) est libre donc on a:
– ǫ1 + ǫ′1 = 0 d’où ǫ1 = ǫ′1
– ǫ2 + ǫ′′2 = 0 d’où ǫ2 = ǫ′′2
– ǫ′3 + ǫ′′3 = 0 d’où ǫ′3 = ǫ′′3
Ainsi c = ν123

2 (ǫ1v1, ǫ2v2, ǫ
′
3v3) et H1(C∗((G

∆)v) = {0}.

* Pour finir, ν123
1 est surjective donc H0(C∗((G

∆)v) = {0}. ¤

On peut à présent démontrer:

Proposition 6.1.7 Supposons que Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3. Alors:

H4((G
∆)v) = H3((G

∆)v) = H2((G
∆)v) = {0}

H4(
∧2

(G∆)v) = H3(
∧2

(G∆)v) = H2(
∧2

(G∆)v) = {0}

Démonstration:
On peut supposer que σ123 est régulière modulo 2. D’après le lemme 6.1.5, il existe
r, s ∈ {1, 2, 3}, r < s, tels que σrs4 soit régulière modulo 2.

• On va utiliser le lemme 6.1.6 pour chacune de ces 2 faces.
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La figure 13 représente les 3 complexes C∗((G
Σ123)v), C∗((G

Σ124)v) et C∗((G
∆)v).

* Comme C4((G
∆)v) = {0}, on a H4((G

∆)v) = {0}.

* Ensuite soit c = (c1, . . . , c4) ∈ C3((G
∆)v) tel que ν3(c) = 0.

Le lemme 6.1.6 montre que dans ce cas, on doit avoir c1 = c2 = c3 = 0 d’une
part et cr = cs = c4 = 0 d’autre part. Donc c = 0 et H3((G

∆)v) = {0}.

* Soit c = (cij)1≤i<j≤4 ∈ C2((G
∆)v) tel que ν2(c) = 0.

Fig. 13 – Les sous-complexes C∗((G
Σ123)v) et C∗((G

Σ124)v)

=

= =

==

{0}

[τ2]2

[τ1]2

[σ14]2

[σ24]2 [σ234]2

[σ134]2

[σ124]2

[σ123]2

V

[τ4]2

[τ3]2

[σ34]2

[σ13]2

[σ12]2

[σ23]2

sont les flèches correspondantes au sous-complexe C∗((GΣ123 )v)

sont les flèches correspondantes au sous-complexe C∗((GΣ124 )v)

C4((G∆)v)

C1((G∆)v)

C0((G∆)v)

C3((G∆)v)

C2((G∆)v)

D’après le lemme 6.1.6, les complexes C∗((G
Σ123)v) et C∗((G

Σrs4)v) sont acy-
cliques. Ainsi il existe ǫ1, ǫ2, ǫ3 ∈

Z

2Z
tels que:

cij = ǫivi + ǫjvj pour 0 ≤ i < j ≤ 3

et il existe également ǫ′r, ǫ
′
s, ǫ

′
4 ∈

Z

2Z
tels que:

cij = ǫivi + ǫjvj pour i < j ∈ {1, 2, 4}

De plus, les triplets (ǫ1, ǫ2, ǫ3) et (ǫ′r, ǫ
′
s, ǫ

′
4) sont uniques. Ainsi on doit avoir

ǫr = ǫ′r et ǫs = ǫ′s.

Si l’on pose ǫ = (ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ
′
4) ∈ ( Z

2Z
)4 ≃

⊕4
i=1[τi]2 alors:

∀1 ≤ i < j ≤ 4, (i, j) 6= (3, 4), cij = ǫivi + ǫjvj

Il ne reste plus qu’à vérifier que c34 = ǫ3v3 + ǫ4v4.

Comme ν2(c) = 0, on doit avoir en particulier:

c13 + c14 + c34 = 0
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Ainsi:

c34 = c13 + c14

= ǫ1v1 + ǫ3v3 + ǫ1v1 + ǫ4v4

= ǫ3v3 + ǫ4v4

Donc finalement, ν1(ǫ) = c et H2((G
∆)v) = {0}.

• Intéressons-nous maintenant au faisceau
∧2

(G∆)v.

Comme C4(
∧2

(G∆)v) = C3(
∧2

(G∆)v) = {0}, il suffira de montrer que ν2
2 est

injective.

Remarque 6.1.8 Soit (w1, w2, w3) une famille libre de V . Alors l’application
f définie par:

f :
⊕

1≤i<j≤3

∧2
Vect(wi, wj) →

∧2
Vect(w1, w2, w3)

(x12, x13, x23) 7→ x12 + x13 + x23

est injective.

Soit c = (cij)1≤i<j≤4 ∈ C2(
∧2

(G∆)v) =
⊕

1≤i<j≤4

∧2
[σij]2 tel que ν2

2(c) = 0.

Comme les faces σ123 et σrs4 sont régulières modulo 2, on doit avoir d’après la
remarque ci dessus cij = 0 pour i < j ∈ {1, 2, 3} et i < j ∈ {r, s, 4}. Ainsi,
si {t} = {1, 2, 3} − {r, s}, seul ct4 pourrait être non nul. En regardant la face
σrt4, on doit avoir:

crt + cr4 + ct4 = 0

Comme {r, t} ⊂ {1, 2, 3}, crt = 0. De plus, cr4 = 0 donc ct4 = 0.

Finalement, c = 0 donc ν2
2 est injective et par conséquent, H2(

∧2
(G∆)v) =

{0}.¤

En utilisant les propositions 6.1.7, 6.1.1 et 3.2.2, on obtient le résultat suivant:

Corollaire 6.1.9 Si Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3, alors:

G1
31(Xδ(R)) = G1

41(Xδ(R)) = G1
42(Xδ(R)) = {0}

Si Rang Z

2Z

(δv) ≥ 3, alors:

G1
11(Xδ(R)) = G1

21(Xδ(R)) = G1
22(Xδ(R)) = {0}

Démonstration:
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* Si Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3, alors d’après la proposition 6.1.7, H4((G
∆)v) = H3((G

∆)v) =

H2((G
∆)v) = {0}. Ainsi d’après la proposition 6.1.1, H3((G

∆)) = H2((G
∆)) =

{0} donc G1
31(Xδ(R)) = G1

41(Xδ(R)) = {0}. Ensuite, d’après 3.2.2,
G1

42(Xδ(R)) = {0}.

* Si Rang Z

2Z

(δv) ≥ 3 alors, d’après la proposition 6.1.7, on a:

H4((G
(∆v))v) = H3((G

(∆v))v) = H2((G
(∆v))v) = {0}

En utilisant l’égalité (20), on obtient alors:

H0(G
∆) = H1(G

∆) = H2(G
∆) = {0}

Par conséquent, G1
11(Xδ(R)) = G1

21(Xδ(R)) = {0}.

Toujours d’après la proposition 6.1.7, on a également:

H4(
∧2

(G∆v

)v) = H3(
∧2

(G∆v

)v) = H2(
∧2

(G∆v

)v) = {0}

En utilisant l’égalité (22), on obtient G1
22(Xδ(R)) = {0}.¤

Remarque 6.1.10 En utilisant les résultats obtenus précédemment, on a également
G1

11(Xδ(R)) = {0} si Rang Z

2Z

(δv) ≥ 2 d’après 6.1.2.

On peut résumer les résultats obtenus lorsque n = 4 sur la figure 14 (les chiffres
représentent les dimensions des termes de G1

∗∗(Xδ(R))).
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Fig. 14 – Résumé de la situation lorsque n = 4
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6.1.2 Étude du cas affine simplicial en dimension 5

Supposons à présent que n = 5. On va reprendre les notations précédentes.

Soit {τi, 1 ≤ i ≤ 5} = ∆(1). Pour 1 ≤ i ≤ 4, on notera ρi ∈ N le générateur de
[τi] contenu dans τi et vi ∈ V désignera sa classe modulo 2 dans V .
Soit σ ∈ ∆(2). Il existe 1 ≤ i < j ≤ 5 tels que σ = Pos(ρi, ρj). On pose alors σ = σij.
De même, si σ ∈ ∆(3), il existe 1 ≤ i < j < k ≤ 5 tels que σ = Pos(ρi, ρj, ρk) et
l’on note σ = σijk.

On notera encore ν∗ les différentielle du complexe C∗((G
∆)v) et ν2

∗ celles du complexe∧2
C∗((G

∆)v).

En utilisant les techniques développées dans le cas où NR est de dimension 4, on
peut obtenir un résultat similaire au corollaire 6.1.9:

Proposition 6.1.11 Lorsque n = 5, on dispose des 2 résultats suivants:
* Si Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3 alors:

G1
51(Xδ(R)) = G1

41(Xδ(R)) = G1
52(Xδ(R)) = {0}

* Si Rang Z

2Z

(δv) ≥ 3 alors:

G1
11(Xδ(R)) = G1

21(Xδ(R)) = G1
22(Xδ(R)) = {0}

Commençons par démontrer la proposition suivante:

Proposition 6.1.12 Si Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3, alors:

H5((G
∆)v) = H4((G

∆)v) = H3((G
∆)v) = {0}

H5(
∧2

(G∆)v) = H4(
∧2

(G∆)v) = H3(
∧2

(G∆)v) = {0}

Lemme 6.1.13 Si Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3, alors δ possède au moins 3 faces de dimension

3 régulières modulo 2. De plus, chacune des faces de dimension 1 de δ est incluse
dans une face de dimension 3 régulière modulo 2.

Démonstration:
Comme Rang Z

2Z

(δ) = 3, on peut supposer que (v1, v2, v3) est une famille libre de V

et que {v4, v5} ⊂ V ect(v1, v2, v3).
D’après le lemme 6.1.4, il est possible de trouver i4, j4 ∈ {1, 2, 3}, i4 < j4, tels que
(vi4 , vj4 , v4) soit libre et i5, j5 ∈ {1, 2, 3}, i5 < j5, tels que (vi5 , vj5 , v5) soit libre.
Ainsi les faces σ123, σi4,j4,4 et σi5,j5,5 sont différentes, elles sont régulières modulo 2
et chaque face de dimension 1 de δ est incluse dans une de ces 3 faces.¤

Démontrons à présent la proposition 6.1.12.
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Démonstration:
Comme Rang Z

2Z

(δ) = 3, on peut supposer que (v1, v2, v3) soit une famille libre de V

et que {v4, v5} ⊂ Vect(v1, v2, v3).
D’après le lemme 6.1.13, il existe, r, s ∈ {1, 2, 3}, r < s, et p, q ∈ {1, 2, 3}, p < q,
tels que σrs4 et σpq5 soient toutes les deux des faces régulières modulo 2.

* Intéressons-nous d’abord au faisceau (G∆)v.

• Comme C5((G
∆)v) = {0}, H5((G

∆)v) = {0}.

• Soit c = (c1, . . . , c5) ∈ C4((G
∆)v) tel que ν4(c) = 0.

Le lemme 6.1.6 montre que dans ce cas, on doit avoir c1 = c2 = c3 = 0,
cr = cs = c4 = 0 et cp = cq = c5 = 0. Ainsi, c = 0 et H4((G

∆)v) = {0}.

• Soit c = (cij)1≤i<j≤5 ∈ C3((G
∆)v) tel que ν3(c) = 0.

Toujours d’après le lemme 6.1.6, C∗((G
Σ123)v), C∗((G

Σrs4)v) et C∗((G
Σpq5)v)

sont acycliques. Ainsi il existe:
– ǫ1, ǫ2, ǫ3 ∈

Z

2Z
tels que

cij = ǫivi + ǫjvj pour 0 ≤ i < j ≤ 3

– ǫ′r, ǫ
′
s, ǫ

′
4 ∈

Z

2Z
tels que

cij = ǫ′ivi + ǫ′jvj pour i < j ∈ {r, s, 4}

– ǫ′′p, ǫ
′′
q , ǫ

′′
5 ∈ Z

2Z
tels que

cij = ǫ′′i vi + ǫ′′j vj pour i < j ∈ {p, q, 5}

Comme chacun des triplets est unique, on doit avoir:
– ǫ1 = ǫ′r si r = 1 et ǫ1 = ǫ′′p si p = 1.
– ǫ2 = ǫ′r si r = 2 ou ǫ2 = ǫ′s si s = 2 et ǫ2 = ǫ′′p si p = 2 ou ǫ2 = ǫ′′q si q = 2.
– ǫ3 = ǫ′s si s = 3 et ǫ3 = ǫ′′3 si q = 3.

Soient t1 = {1, 2, 3} − {r, s} et t2 = {1, 2, 3} − {p, q}.

Si l’on pose ǫ = (ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ
′
4, ǫ

′′
5) ∈ ( Z

2Z
)5 ≃

⊕5
i=1[τi]2 alors:

∀ 1 ≤ i < j ≤ 5, (i, j) /∈ {(t1, 4), (t2, 5), (4, 5)}, cij = ǫivi + ǫjvj

Regardons ce qui se passe dans [σi,t1,4]2 où i 6= t1 ∈ {1, 2, 3}. Comme ν3(c) =
0, on doit avoir:

ci,t1 + ci4 + ct1,4 = 0

Ainsi, ct1,4 = ǫt1vt1 + ǫ4v4.

Ensuite, on peut regarder [σj,t2,5]2 où j 6= t2 ∈ {1, 2, 3}. Comme ν3(c) = 0,
on doit avoir:

cj,t2 + cj5 + ct2,5 = 0
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Ainsi, ct2,5 = ǫt2vt2 + ǫ5v5.

Finalement, avec [σ145]2, on obtient de même c45 = ǫ4v4 + ǫ5v5.

En résumé, ν3(ǫ) = c et H3((G
∆)v) = {0}.¤

* Il reste encore à montrer la deuxième partie de la proposition.
Il suffira de montrer que ν2

2 est injective.

Soit c = (cij)1≤i<j≤5 ∈ C2(
∧2

(G∆)v) =
⊕

1≤i<j≤5

∧2
[σij]2 tel que ν2

2(c) = 0.

Comme σ123, σrs4, σpq5 sont régulières modulo 2, cij = 0 pour i < j ∈
{1, 2, 3}, cij = 0 pour i < j ∈ {r, s, 4} et cij = 0 pour i < j ∈ {p, q, 5}.
Soit t1 = {1, 2, 3} − {r, s} et t2 = {1, 2, 3} − {p, q}.
– On regarde la face σrt14. On a:

cr4 + ct14 + crt1 = 0

Comme cr4 = crt1 = 0 ({r, t1} ⊂ {1, 2, 3}), ct14 = 0.
– On regarde la face σpt25. On a

cp5 + ct25 + cpt2 = 0

Comme cp5 = cpt2 = 0 ({p, t2} ⊂ {1, 2, 3}), ct25 = 0.
Pour finir, seul le terme c45 pourrait à ce stade être non nul. Si l’on regarde
la face σ145, alors c14 + c15 + c45 = 0 et donc c45 = 0.

Finalement, c = 0 donc ν2
2 est injective et H2(

∧2
(G∆)v) = {0}.¤

On peut maintenant démontrer la proposition 6.1.11.

Démonstration:

* Lorsque Rang Z

2Z

(δ) ≥ 3, H5((G
∆)v) = H4((G

∆)v) = H3((G
∆)v) = {0} d’après la

proposition 6.1.12. Ainsi d’après la proposition 6.1.1, on doit avoir H5((G
∆)) =

H4((G
∆)) = {0}. Ainsi:

G1
51(Xδ(R)) = G1

41(Xδ(R)) = {0}

Ensuite, en utilisant la proposition 3.2.2, on obtient

G1
52(Xδ(R)) = {0}

* En remplaçant δ par δv et en utilisant la proposition 6.1.12, on obtient:

H5((G
∆v

)v) = H4((G
∆v

)v) = H3((G
∆v

)v) = {0}

En utilisant l’égalité (20), on obtient alors:

H0(G
∆) = H1(G

∆) = H2(G
∆) = {0}
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Par conséquent, G1
11(Xδ(R)) = G1

21(Xδ(R)) = {0}.

Toujours d’après 6.1.12, H5(
∧2

(G∆)v) = H4(
∧2

(G∆)v) = H3(
∧2

(G∆)v) =
{0}. Alors en utilisant l’égalité (22), on a G1

22(Xδ(R)) = {0}.¤

6.2 Maximalité de Xδ lorsque n = 5

On va montrer dans cette partie que la suite spectrale G∗
pq(Xδ(R)) dégénère à

l’ordre 1 lorsque n = 5. La figure 15 donne la forme et les différentielles du terme
G1

pq(Xδ(R)) de G∗
pq(Xδ(R)).

Fig. 15 – Le terme G1
pq(Xδ(R)) et ses différentielles
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D’après 5.1.6, il suffira de montrer que toutes les différentielles de A∗(Xδ(R))
sont strictement compatibles avec la filtration I∗. On sait déjà que les différentielles
∂1, ∂2 et ∂5 le sont (grâce à 5.1.26 et 5.1.30); ainsi il ne restera plus qu’à vérifier que
∂3 et ∂4 le sont également.
En utilisant 5.1.4, 5.1.24 et 5.1.33, il suffira pour cela de prouver que le complexe
A∗(Xδ(R)) satisfait les conditions s42 et s31.
Le traitement de la condition s42 se fera en utilisant des techniques similaires à celles
utilisées dans la section 5.1.5 et sera assez direct alors qu’il faudra faire une étude
de cas pour s31.

Soit ∆(1) = {τi, i = 1 . . . 5}. Pour chaque 1 ≤ i ≤ 5, on notera ρi ∈ N le gé-
nérateur de [τi] contenu dans τi et vi ∈ V désignera sa classe modulo 2.
Si σ ∈ ∆(2), il existe ρi et ρj, 1 ≤ i < j ≤ s tels que σ = Pos(ρi, ρj). On pose alors
σ = σij.

Étant donné σij ∈ ∆(2), on notera:
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– pij :
V

[τi]2
→

V

σij

la projection naturelle.

– p2
ij :

∧2 V
[τi]2

→
∧2 V

[σij ]2
l’application induite par pij en passant aux formes

extérieures de degré 2.

– πij : H0(
V

[τi]2
) → H0(

V

σij

) l’application induite en homologie par pij.

De même, si γ ∈ ∆(3), il existe ρi, ρj et ρk, 1 ≤ i < j ≤ s tels que σ =
Pos(ρi, ρj, ρk) et on pose alors γ = γijk.

6.2.1 Condition s42 pour A∗(Xδ(R))

On peut représenter le 2-squelette de ∆, ∆(≤ 2), par la figure 16 (en projetant
δ sur un sous-espace de dimension 3 générique et en effectuant une représentation
projective).

Fig. 16 – Représentation de ∆≤2

ρ5

ρ2

ρ4

ρ1

ρ3

Remarque 6.2.1 La propriété de ce 2-squelette qui va nous servir est la suivante:
Il existe i ∈ {1, . . . , 5} tel que pour tout j 6= i ∈ {1, . . . , 5}, le cône σij soit dans
∆(2). Pour un cône quelconque (ie: non simplicial) de dimension 5, cette propriété
est fausse.

Pour utiliser la proposition 5.1.2, il faudra démontrer le lemme suivant:

Lemme 6.2.2 Soit c ∈ I2(A4(Xδ(R))) telle que ∂4(c) ∈ I3(A3(Xδ(R))). Alors il
existe c′ ∈ I2(A4(Xδ(R))) vérifiant:

– c = c′ ∈
I2

I3
A4(Xδ(R)))

– ∂4(c
′) = 0
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Démonstration:

Soit c = (c1, . . . , c5) ∈ I2(A4(Xδ(R))) une telle châıne, ci ∈ H0(
V

[τi]2
).

Pour i = 1 . . . 5 on notera ci ∈
∧2 V

[τi]2
la classe de ci modulo I3. Ainsi c = (c1, . . . , c5)

si c désigne la classe de c modulo I3.

On va travailler dans un premier temps modulo I3. Pour i ∈ {1, . . . , 5}, ci est un

élément de
∧2 V

[τi]2
. On va modifier la classe c par un bord de façon à ce que ci, ainsi

transformé, soit un élément pur de
∧2 V

[τi]2
.

Soit p2
1 :

∧2
V →

∧2 V

[τ1]2
la projection naturelle. Il existe w ∈

∧2
V tel que

p2
1(w) = c1.

Soit α = (α1, . . . , α5) ∈
⊕5

i=1

∧2 V

[τi]2
défini par:

α = ∂0
52(w) + c

La figure 17 indique la forme de α sur le 2-squelette de ∆.

Fig. 17 – L’élément α

0

α2α5

α4 α3

Comme ∂4(c) ∈ I3(A3(Xδ(R))), on a:

∂0
42(c) = 0 ∈ G0

32

Ainsi ∂0
42(α) = 0. En particulier, on doit avoir pour 2 ≤ i ≤ 5:

p2
i1(αi) = 0

La figure 18 représente la projection de α.

Pour 1 ≤ i ≤ 5 on définit v1i ∈ [σ1i]2 par:

– v1i = vi si σ1i est régulier modulo 2. (ie si [σ1i]2 = Vect(v1, vi)).
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Fig. 18 – Projection de α
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α2α5

α4 α3

0

0
0

0

p41

p31

p51
p21

– v1i est choisi dans [σ1i]2 de telle sorte que v1i 6= v1 si v1 = vi.

Ainsi [σ1i]2 = Vect(v1, v1i) dans les 2 cas.

Regardons quel est le noyau de:

p2
i,1 :

∧2 V

[τi]2
=

∧2 V

Vect(v1i)
→

∧2 V

[σ1i]2
=

∧2 V

Vect(v1, v1i)

Il y a 2 cas:

– Si vi = v1i (ie: v1 6= vi) et si v1 désigne la classe du vecteur v1 dans
V

V ect(vi)
,

alors:

ker(p2
i,1) = {v1 ∧ u, u ∈

V

V ect(vi)
}

– Si vi 6= vi1 (ie: vi = v1) et si vi1 désigne la classe du vecteur vi1 dans
V

V ect(v1)
,

alors:

ker(p2
i,1) = {vi1 ∧ u, u ∈

V

V ect(vi)
}

Comme αi ∈ ker(p2
i1) pour i = 2, . . . 5, il existe dans les 2 cas ui ∈

V

V ect(vi)
tel que:

αi =

{
v1 ∧ ui si vi 6= v1

vi1 ∧ ui si vi = v1

Pour i = 1, . . . , 5, on définit bi ∈ H0(
V

[τi]2
) par:

bi =





0 si i = 1
([0] + [v1])([0] + [ui]) si vi 6= v1

([0] + [vi1])([0] + [ui]) si vi = v1

Ainsi b = (b1, . . . , b5) ∈ A4(Xδ(R)) vérifie:
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– b ∈ I2(A4(Xδ(R)))
– b = α si b désigne la classe de b dans I2

I3 A4(Xδ(R))

Lemme 6.2.3 b ∈ A4(Xδ(R)) est un cycle de A∗(Xδ(R)).

Démonstration:
Soit 1 ≤ i ≤ 5. Montrons dans un premier temps que πi1(bi) = 0.
bi est la classe fondamentale du plan Vect(v1, ui) si v1 6= vi ou du plan Vect(vi1, ui)
si v1 = vi. Ce plan sera noté par la suite Pi.
Dans les 2 cas, le lemme 5.1.29 montre que πi1(Pi) = 0.

Il reste à voir que pour i < j ∈ {2, . . . , 5}, b vérifie:

πij(bi) + πji(bj) = 0 ∈ H0(
V

[σij]2
)

Soit 2 ≤ i < j ≤ 5. Comme ∂0
42(α) = 0, on doit avoir:

pij(αi) + pji(αj) = 0 ⇔ pij(αi) = pji(αj) ∈
V

[σij]2

Remarque 6.2.4 Soit E un espace vectoriel sur Z

2Z
et (x, y, z, t) ∈ E4 vérifiant

x ∧ y 6= 0. Alors:

x ∧ y = z ∧ t ∈
∧2

E ⇔ V ect(x, y) = V ect(z, t)

D’après la remarque ci dessus, on doit ainsi avoir:

pij(Pi) = pji(Pj)

Mais alors si [Pi] (resp [Pj]) désigne la classe fondamentale du plan Pi (resp Pj), on
doit avoir:

πij([Pi]) = πji([Pj])

Comme bi = [Pi] (resp bj = [Pj]), Cela revient à dire:

πij(bi) = πji(bj) ⇔ πij(bi) + πji(bj) = 0

Donc ∂4(b) = 0. ¤

On choisit ensuite a ∈ I2(A5(Xδ(R))) de telle sorte que la classe a de a modulo
I3 soit w et l’on pose:

c′ = ∂5(a) + b

c′ vérifie ainsi:
– c′ ∈ I2(A4(Xδ(R)))
– c′ = c si c′ désigne la classe de c′ modulo I3

– c′ est un cycle de A4(Xδ(R))).
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Donc c′ convient. ¤

En utilisant 5.1.4, on obtient:

Corollaire 6.2.5 La différentielle ∂4 est strictement compatible avec la filtration I∗.

6.2.2 Condition s31 pour A∗(Xδ(R))

Pour montrer que cette condition est vérifiée, on va procéder différemment.
On va dans un premier temps éliminer un certain nombre de cas dans lesquels on
peut utiliser les arguments habituels et ensuite montrer que dans les cas qui reste-
ront, on pourra toujours trouver des bases adaptées à l’éventail ∆ au rang 2 et ainsi
pouvoir appliquer la proposition 5.1.19.

Commençons donc par éliminer quelques cas.

Soit σ ∈ ∆(3), il existe i < j < k ∈ {1, . . . , 5} tels que σ = Pos(ρi, ρj, ρk) et
on pose σ = σijk.

Pour 1 ≤ i < j < k ≤ 5, on notera:

– pijk :
V

[σij]2
→

V

[σijk]2
la projection naturelle.

– πijk : H0(
V

[σij]2
) → H0(

V

[σijk]2
) l’application induite par pijk en homologie.

Le premier cas que l’on va éliminer est le cas où il existe 1 ≤ i < j < k ≤ 5 tels
que:

[σij]2 + [σik]2 + [σjk]2 = [σijk]2

Proposition 6.2.6 Supposons qu’il existe 1 ≤ i < j < k ≤ 5 tels que:

[σij]2 + [σik]2 + [σjk]2 = [σijk]2

Alors s31 est vérifiée.

Pour montrer ce résultat, il suffira comme toujours, en utilisant la proposition 5.1.2,
de montrer le lemme suivant:

Lemme 6.2.7 On se place dans les hypothèses de la proposition 6.2.6. Soit c ∈
I(A3(Xδ(R))) telle que ∂3(c) ∈ I2(A4(Xδ(R))). Alors il existe
c′ ∈ I(A3(Xδ(R))) vérifiant:

– c = c′ ∈
I

I2
A3(Xδ(R)))

– ∂3(c
′) = 0

Démonstration:
Soit c = (cij)1≤i<j≤5 ∈ I(A3(Xδ(R))) telle que ∂3(c) ∈ I2(A2(Xδ(R))).
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Pour 1 ≤ i < j ≤ 5, on notera cij ∈
V

[σij]2
la classe de la châıne cij modulo I2 et

c = (cij)i<j celle de c.

Comme ∂3(c) ∈ I2(A2(Xδ(R))), c vérifie:

∂0
31(c) = 0 ∈ G0

21(Xδ(R)) =
⊕

1≤i<j<k≤5

V

[σijk]2

Ainsi si on fixe un cône σijk ∈ ∆(3) alors c vérifie:

pijk(cij) + pikj(cik) + pjki(cjk) = 0

On peut supposer que

[σ12]2 + [σ13]2 + [σ23]2 = [σ123]2

Lemme 6.2.8 Il existe w = (w1, w2, w3) ∈
⊕3

i=1
V

[τi]2
tel que:

– p12(w1) + p21(w2) = c12

– p13(w1) + p31(w3) = c13

– p23(w2) + p32(w3) = c23

Démonstration:
On rappelle que [σ123] est le sous-réseau de N engendré par σ123, ie:

[σ123] = (σ123 + −σ123) ∩ N

Soit U (resp U ′) la variété torique réelle définie par σ123 vu comme cône dans NR

(resp [σ123] ⊗ R). Alors U et U ′ sont liées par la relation:

U ≃ U ′ × T N
[σ]123

(R)

où T N
[σ]123

(R) ≃ (R∗)2 est un tore algébrique réel de dimension 2.

Remarque 6.2.9 Le lemme 6.2.7 sera démontré si l’on prouve que le terme G1
pq(U)

de la suite spectrale associée à U vérifie G1
31(U) = 0.

On va se servir de la structure de produit de U pour arriver au résultat énoncé
dans la remarque ci dessus.
La variété torique U ′ est affine simpliciale et de dimension 3. Comme [σ12]2 +[σ13]2 +
[σ23]2 = [σ123]2, on a d’après 6.1.2 et 3.2.1:

G1
pq(U

′) = 0 pour p ≤ 1

La figure 19 donne la forme du terme G1
pq(U

′) de la suite spectrale G∗
pq(U

′).

Mais alors d’après 4.3.7, le terme G1
pq(U) de la suite spectrale associée à U vérifie:

G1
pq(U) = 0 pour p ≤ 3 ¤
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Fig. 19 – Le terme G1
pq(U

′)
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Soit (w1, w2, w3) ∈
⊕3

i=1

V

[τi]2
le triplet donné par le lemme 6.2.8.

On choisit également w4 ∈
V

[τ4]2
tel que p45(w4) = c45 et on définit w ∈

⊕5
i=1

V

[τi]2
par:

w = (w1, w2, w3, w4, 0)

Soit α = (αij)1≤i<j≤5 ∈
⊕

1≤i<j≤5

V

[σij]2
≃

I

I2
(A3(Xδ(R))) défini par:

α = ∂0
41(w) + c

Alors α vérifie:

α12 = 0, α13 = 0, α23 = 0, α45 = 0

La figure 20 donne la forme du terme α sur le diagramme représentant le 2-squelette
de δ.

Remarque 6.2.10 α vérifie en particulier la propriété suivante:

∀ 1 ≤ i < j < k ≤ 5, ∃m1,m2 ∈ {i, j, k}, αm1,m2 = 0

Soit b = (bij)1≤i<j≤5 ∈ I(A3(X)) définie par:

bij = [0] + [αij], pour 1 ≤ i < j ≤ 5

Lemme 6.2.11 b est un cycle de A3(Xδ(R)).
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Fig. 20 – α sur le 2-squelette de δ
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Démonstration:
Il s’agit de montrer que pour tout triplet (i, j, k) où 1 ≤ i < j < k ≤ 5, b vérifie:

πijk(bij) + πikj(bik) + πjki(bjk) = 0 ∈ H0(
V

[σijk]2
)

On se fixe un triplet (i, j, k), 1 ≤ i < j < k ≤ 5. Comme ∂3(c) ∈ I2(A2(Xδ(R))), c
est un cycle modulo I2, c’est à dire que ∂0

31(c) = 0. Ainsi α vérifie:

∂0
31(α) = 0

Ce qui signifie que l’on a:

pijk(αij) + pikj(αik) + pjki(αjk) = 0 ∈
V

[σijk]2

On peut supposer que αjk = 0 (cf remarque ci dessus) et donc que bjk = 0. Ainsi:

pijk(αij) = pikj(αik)

Maintenant, on a:

πijk(bij) + πikj(bik) + πjki(bjk) = πijk(bij) + πikj(bik)

= ([0] + [pijk(αij)]) + ([0] + [pikj(αik)])

= 0

Donc b est un cycle de A3(Xδ(R)). ¤

Pour finir, soit a ∈ I(A4(Xδ(R))) telle que la classe a de a modulo I2 vérifie:
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a = w

On pose c′ = ∂4(a) + b. Alors c′ vérifie:
– c′ ∈ I(A3(Xδ(R)))
– La classe c′ de c′ modulo I2 vérifie:

c′ = c

– ∂3(c
′) = 0

Donc c′ convient.¤

On pourra ainsi supposer par la suite que:

∀1 ≤ i < j < k ≤ 5, [σij]2 = [σik]2 = [σjk]2

Mais alors:
∀1 ≤ i < j ≤ 5, 1 ≤ k < l ≤ 5, [σij]2 = [σkl]2

Remarque 6.2.12 En particulier, Rang Z

2Z

(δ) ≤ 2.

On peut éliminer un autre cas:

Proposition 6.2.13 Supposons que:

dim(
∑

1≤i<j<k≤5

[σijk]2) < 5

Alors la condition s31 est vérifiée.

Pour démontrer cette proposition, il suffira grâce à la proposition 5.1.2 de prouver
le lemme suivant:

Lemme 6.2.14 On se place dans les hypothèses de la proposition 6.2.13. Soit c ∈
I(A3(Xδ(R))) telle que ∂3(c) ∈ I2(A2(Xδ(R))). Alors il existe
c′ ∈ I(A3(Xδ(R))) vérifiant:

– c = c′ ∈
I

I2
A3(Xδ(R)))

– ∂3(c
′) = 0

Remarque 6.2.15 Pour étudier la différentielle ∂1
31, on peut remplacer Xδ(R) par

la variété (Xδ(R))≤3 associée au 3-squelette ∆(≤ 3) de ∆ (on peut ignorer toutes les
orbites de Xδ(R) dont les dimensions sont strictement inférieures à 2).
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Démonstration:
D’après la remarque ci dessus, on peut supposer que ∆ = ∆≤3.

Soit V = V ′ ⊕ V ′′ la décomposition en somme directe de V donnée par:

V ′ =
∑

1≤i<j<k≤5

[σijk]2 ⊂ V

où V ′′ est un supplémentaire quelconque de V ′.

Soit σ ∈ ∆. Alors il existe un isomorphisme induit par la décomposition précédente:

V

[σ]2
≃

V ′

[σ]2
⊕ V ′′

On considère les faisceaux G, G ′ et G ′′ sur ∆ définis par:

* G = G∆ = (
V

[σ]2
, pτ,σ)τ≤σ∈∆.

* G ′ = (
V ′

[σ]2
, p′τ,σ)τ≤σ∈∆ où p′τ,σ :

V ′

[τ ]2
→

V ′

[σ]2
est la projection naturelle si

τ ≤ σ ∈ ∆.
* G ′′ = (V ′′, idV ′′)τ≤σ∈∆ (G ′′ est le faisceau constant sur ∆ de fibre V ′′).

Ainsi on a une suite exacte courte de faisceaux sur ∆:

0 → G ′ → G → G ′′ → 0

On note:
– νi : Ci(G) → Ci−1(G) la différentielle du complexe de châınes C∗(G) associé au

faisceau G
– ν ′

i : Ci(G
′) → Ci−1(G

′) la différentielle du complexe de châınes C∗(G
′) associé

au faisceau G ′

– ν ′′
i : Ci(G

′′) → Ci−1(G
′′) la différentielle du complexe de châınes C∗(G

′′) associé
au faisceau G ′′

Remarque 6.2.16 Comme cela a déjà été noté, pour tout p ∈ N, G0
p,1(Xδ(R)) =

Cp(G) et ∂1
p1 = νp.

Lemme 6.2.17 Le faisceau G ′′ vérifie H3(G
′′) = 0.

Démonstration:
On peut le voir à la main.
Soit α = (αij)1≤i<j≤5 ∈ C3(G

′′) tel que ν ′′
3 (α) = 0 et i ≤ i < j < k ≤ 5. Alors on

doit avoir:
αij + αik + αjk = 0 ⇔ αjk = αij + αik

Ainsi α a nécessairement la forme donnée par la figure 21.

Soit w = (0, α12, α13, α14, α15) ∈ C4(G
′′) =

⊕5
i=1

V ′′

[τi]2
. Alors ν ′′

4 (w) = α. ¤

95



Fig. 21 – Forme de α
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Soit c = (cij)1≤i<j≤5 ∈ I(A3(Xδ(R))) telle que ∂3(c) ∈ I2(A2(Xδ(R))). Pour

1 ≤ i < j ≤ 5, on note cij ∈
V

[σij]2
la classe de cij modulo I2 et c = (cij) ∈

G0
31(Xδ(R)) celle de c.

Pour 1 ≤ i < j ≤ 5, on décompose cij en:

cij = α′
ij + α′′

ij

où α′
ij ∈

V ′

[σij]2
et α′′

ij ∈ V ′′.

On pose:
– α′ = (α′

ij)1≤i<j≤5 ∈ C3(G
′)

– α′′ = (α′
ij)1≤i<j≤5 ∈ C3(G

′′)

Comme ∂3(c) ∈ I2(A3(Xδ(R))), on a:

∂0
31(c) = 0 ⇔ ν3(c) = 0

Ainsi:
– ν ′

3(α
′) = 0

– ν ′′
3 (α′′) = 0

D’après 6.2.17, H3(G
′′) = 0 donc il existe w = (w1, . . . , w5) ∈ C4(G

′′) =
⊕5

i=1

V ′′

[τi]2
tel que ν4(w) = α′′. On choisit a ∈ I(A4(Xδ(R))) tel que la classe a de a modulo I2

vérifie
a = w
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et on pose b′′ = ∂4(a).

Pour 1 ≤ i < j ≤ 5, on pose b′ij = [0] + [α′
ij] ∈ H0(

V ′

[σij]2
) et on note b′ =

(b′ij)1≤i<j≤5 ∈ I(A3(Xδ(R))) la châıne ainsi obtenue.

Finalement, on pose b = b′ + b′′ ∈ A3(Xδ(R)). Alors la classe b ∈ G0
31(Xδ(R))

de b modulo I2 vérifie:
b = c

Lemme 6.2.18 b est un cycle de A3(X)

Démonstration:
Comme b′′ est un bord, il suffit de voir que ∂3(b

′) = 0.
Il y a 2 cas: soit dim(V ′′) = 1 soit dim(V ′′) = 2.

* Si dim(V ′′) = 2, alors comme
V ′

[σijk]2
= 0 et on doit avoir

∀1 ≤ i < j < k ≤ 5, pijk(αij) = 0

et donc:

∀1 ≤ i < j < k ≤ 5, πijk(bij) = [0] + [pijk(αij)] = 0

Ainsi ∂3(b
′) = 0.

* Si dimV ′′ = 1, alors dim(
V ′

[σijk]2
) = 1.

Comme ν ′
3(α

′) = 0, on doit avoir:

∀1 ≤ i < j < k ≤ 5, ∃(i1, i2) ∈ {i, j, k}2, pi1i2i3(αi1i2) = 0 où {i3} = {i, j, k}−{i1, i2}

Soit 1 ≤ i < j < k ≤ 5. on peut supposer que pjki(αjk) = 0. Alors pijk(αij) =
pikj(αik) et on a:

πijk(bij) + πikj(bik) + πjki(bjk) = [0] + [pijk(αij)] + [0] + [pikj(αik)] + [0] + [pjki(αjk)]

= [0] + [pijk(αij)] + [0] + [pikj(αik)]

= 0

Donc ∂3(b
′) = 0. ¤

En résumé, b vérifie:
– b = c
– ∂3(b) = 0
Donc c′ = b convient. ¤
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Ainsi on peut supposer par la suite que ∆ vérifie:

V =
∑

1≤i<j<k≤5

[σijk]2

On va ensuite s’intéresser au cône dual δv ce qui permettra d’éliminer un dernier
cas. On notera ∆v l’éventail constitué des faces de δv.

Proposition 6.2.19 Si Rang Z

2Z

(δv) ≥ 3 alors la condition s31 est satisfaite.

Démonstration:
Il suffit d’utiliser les proposition 6.1.11 et 5.1.4. ¤

En résumé, d’après 6.2.6, 6.2.13 et 6.2.19, on peut supposer que le cône δ vérifie:

– V =
∑

1≤i<j<k≤5

[σijk]2

– ∀1 ≤ i < j ≤ 5, 1 ≤ k < l ≤ 5, [σij]2 = [σkl]2

– Rang Z

2Z

(δv) ≤ 2

Dans ce cas, le cône δv vérifie les trois conditions suivantes:
(1 ) Rang Z

2Z

(δv) ≤ 2

(2 )
⋂

σ∈∆v(2)

[σ]2 = {0}

(3 ) ∀(σ, σ′) ∈ (∆v(3))2, [σ]2 = [σ′]2

Remarque 6.2.20 les 2 premières conditions donnent en particulier:

Rang Z

2Z

(δv) = 2

On va maintenant regarder plus précisément ce que ces conditions impliquent
pour la combinatoire de l’éventail ∆v.

On pose ∆v(1) = {τ ∗
i , i = 1, . . . , 5}. Pour i = 1, . . . , 5 on notera µi ∈ M le gé-

nérateur du sous-réseau [τ ∗
i ] contenu dans τ ∗

i et ui ∈ V ∗ désignera sa classe
modulo 2.

En reprenant les notations utilisées pour δ, on notera également:
– σij = Pos(µi, µj) ∈ ∆v(2) pour 1 ≤ i < j ≤ 5
– σijk = Pos(µi, µj, µk) ∈ ∆v(3) pour 1 ≤ i < j < k ≤ 5

Comme Rang Z

2Z

(δv) = 2, on peut supposer que (u1, u2) est une base de

Vect(ui, i = 1 . . . 5). Soit w, ξ, η ∈ V ∗ tels que:
– [σ123]2 = Vect(u1, u2, w)
– (u1, u2, w, ξ, η) est une base de V ∗

On note (u∗
1, u

∗
2, w

∗, ξ∗, η∗) la base de V duale de celle-ci.
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Lemme 6.2.21 Supposons que Card(i, ui = u1 + u2) ≤ 1. Alors (u∗
1, u

∗
2, w

∗, ξ∗, η∗)
est une base adaptée à δ au rang 2.

Démonstration:
Soit σ ∈ ∆v(2), σ = σij avec 1 ≤ i < j ≤ 5.
Comme Card(i, ui = u1 + u2) ≤ 1, soit ui 6= u1 + u2, soit uj 6= u1 + u2. Ainsi si
ui = uj, on doit avoir ui = u1 ou ui = u2.

Si ui 6= uj, alors [σij]2 = V ect(u1, u2) et donc:

[σij]
⊥
2 = V ect(w∗, ξ∗, η∗)

Si ui = uj, on peut supposer que ui = u1 (Le cas où ui = u2 est symétrique). On a
alors 3 cas:

– Soit u2 ∈ [σij]2. Alors [σij]2 = V ect(u1, u2) et donc:

[σij]
⊥
2 = V ect(w∗, ξ∗, η∗)

– Soit w ∈ [σij]2. Alors [σij]2 = V ect(u1, w) et donc:

[σij]
⊥
2 = V ect(u∗

2, ξ
∗, η∗)

– Soit u2 + w ∈ [σij]2. Alors [σij]2 = V ect(u1, u2 + w) et donc:

[σij]
⊥
2 = V ect(u∗

2 + w∗, ξ∗, η∗)

Comme {[σ]2, σ ∈ ∆(3)} = {[σ]⊥2 , σ ∈ ∆v(2)}, le résultat est démontré. ¤

Ainsi d’après 5.1.19, la différentielle ∂3 : A3(Xδ(R)) → A2(Xδ(R)) est strictement
compatible avec la filtration I∗.

Remarque 6.2.22 Les hypothèses du lemme sont faites pour écarter la situation
où l’on a à la fois:

– ui = uj = u1 + u2

– u1 + w ∈ [σij]2 (Ce qui est équivalent à dire que u2 + w est dans [σij]2)
Dans ce cas, [σij]2 = V ect(u1 + u2, u1 + w) et [σij]

⊥
2 = V ect(u∗

1 + u∗
2 + w∗, ξ∗, η∗).

Remarque 6.2.23 Si Card(i, ui = u1 + u2) = 3 alors u1 + u2 ∈
⋂

σ∈∆v(2)[σ]2 donc

ce cas de figure est à exclure (on avait supposé que
⋂

σ∈∆v(2)

[σ]2 = {0}).

Si Card(i, ui = u1 + u2) = 2, on peut supposer, quitte à réordonner, que:

(u1, u2, u3, u4, u5) = (u1, u2, u1 + u2, u1 + u2, u1) ou (u1, u2, u1 + u2, u1 + u2, u2)

Comme les 2 possibilités sont symétriques, on pourra supposer que:

(u1, u2, u3, u4, u5) = (u1, u2, u1 + u2, u1 + u2, u1)

Mais alors si on permute u2 et u1 +u2, on se retrouve dans les hypothèses du lemme
6.2.21.

Finalement on a démontré:

Théorème 6.2.24 G∗
pq(Xδ(R)) dégénère à l’ordre 1 si δ est un cône simplicial de

dimension 5.
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6.3 Description de G1
pq(Xδ(R)) lorsque n = 3

Dans cette dernière partie, on va déterminer entièrement le terme G1
pq(Xδ(R))

dans le cas où n = 3. On verra qu’il n’est possible d’obtenir que 5 cas différents.

Soit δ un cône simplicial de NR de dimension 3. Comme précédemment, on no-
tera ∆ l’éventail constitué des faces de δ.
On pose ∆(1) = {τ1, τ2, τ3}. Pour chaque i ∈ {1, 2, 3}, on note ρi ∈ N le générateur
de [τi] contenu dans τi et vi ∈ V sa classe modulo 2.
Pour σ ∈ ∆(2), il existe i < j ∈ {1, 2, 3} tels que σ = Pos(ρi, ρj); σ sera alors noté
σij.

Fig. 22 – Le cône δ
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τ3
ρ1

ρ2

ρ3

τ1

0

Fig. 23 – Représentation projective de δ

�
�
�
�

����

�
�
�
�

σ13

σ12

σ23

τ1

τ3

τ2

Le terme G0
pq(Xδ(R)) est donné par la figure 24.
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Fig. 24 – Le terme G0
pq(Xδ(R)) et ses différentielles

⊕
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Par exemple explicitement, la ligne de G1
pq(Xδ(R)) correspondante à q = 1 est donnée

par l’homologie du complexe:

V

[σ12]2

V

[τ1]2
oo

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡

V

[σ13]2

V

[τ2]2

ÄÄ¡¡
¡¡

¡¡
¡¡

__>>>>>>>>

Voo

\\999999999

££¦¦
¦¦

¦¦
¦¦

¦

V

[σ23]2

V

[τ3]2
oo

__>>>>>>>>

Il est facile de calculer les groupes d’homologie des complexes définis par chacune
des ligne de G0

pq(Xδ(R)) et on obtient alors le tableau 25.

Comme on l’a vu dans la section 5.2.1, la suite spectrale G∗
pq(Xδ(R)) dégénère à

l’ordre 1. Ainsi la classification précédente donne exactement les nombres de Betti
des variétés toriques affines simpliciales de dimension 3. Pour résumer, si Bδ ∈ N4

est le quadruplet contenant les nombres de Betti de Xδ(R), on obtient:
– Si Rang Z

2Z

(δ) = 1,

* si ∀(i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, [σij]2 = [σik]2, alors Bδ = (0, 1, 4, 4)

* si il existe (i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3 tel que [σij]2 6= [σik]2, alors Bδ = (0, 0, 3, 4)

– Si Rang Z

2Z

(δ) = 2:

* si ∀(i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, [σij]2 = [σik]2, alors Bδ = (0, 1, 2, 2)

* si il existe (i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3 tel que [σij]2 6= [σik]2, alors Bδ = (0, 0, 1, 2)

– Si Rang Z

2Z

(δ) = 3 alors Bδ = (0, 0, 0, 1).
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Fig. 25 – Les 5 possibilités pour G1
pq(Xδ(R))

1

00

0 00

0000

00 0 0

00

1

0

1

1

1

1

11

1 0

0000

1

1 2

2

1

0000

2

0 0 0 0

110

2 2

1

2

1

3

0

0 1 2 3 p

q

2

1

3

0

0 1 2 3 p

q

0 1 2 3 p

2

1

3

0

q

2

1

3

0

0 1 2 3 p

qq

2

1

3

0

0 1 2 3 p

Rang Z

2Z

(δ) = 1

Rang Z

2Z

(δ) = 2

Rang Z

2Z

(δ) = 3

∃(i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, [σij ]2 6= [σik]2 ∀(i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3, [σij ]2 = [σik]2
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