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Introduction

Dans cette these, on va s’intéresser a la question suivante:
Est ce que les variétés toriques sont maximales ?
Ici, une variété algébrique complexe X := X (C) définie sur R est maximale lorsque,
pour ’homologie de Borel Moore a coefficients dans %, la somme de ses nombres
de Betti coincide avec la somme correspondante pour sa partie réelle, X (R). Ce qui

peut étre résumé par 1’égalité:

z
27

Z

Zi dim HPM (X (R) , ﬁ)

)= dim HM(X(C)
i
Dans [Bi| (page 11), les 4 auteurs ont prouvé que ce résultat est vrai jus-
qu’en dimension 3. Ce résultat a été obtenu en construisant une suite spectrale
G, (X(R)) convergeant vers HPM(X(R), Z), en la comparant a une autre suite
spectrale E* (X(C)) convergeant, elle, vers HPM(X(C), 22) et en utilisant I'inéga-
lité de Thom-Smith:

Z
27

Z

Zdim HPM(X(R), =) < Zdim HPM(X(C), )

Le point clé étant la dégénérescence a l'ordre 1 de la suite spectrale G}, (X (R))

(ie: G(X(R)) = G, (X(R))).

Dans [Ho2|, 'auteur a montré que cette suite dégénere a l'ordre 1 lorsque X est
une variété torique projective dont le polytope A lui étant associé vérifie:

— A est réflexif.

— L’éventail normal du polytope dual de A est régulier modulo 2.
Dans [Ho], elle a donné un exemple de variété torique de dimension 6 n’étant pas
maximal. Cependant, ce contre-exemple fut obtenu de maniere purement calcula-
toire et ne donne pas beaucoup d’indications sur le probleme. La question de la
dimension 5 reste toutefois ouverte.
On montrera dans ce texte que la réponse est encore affirmative pour les variétés
toriques de dimension 4 et les variétés toriques affines simpliciales de dimension 5.

Ce document se décompose en 6 parties.
Les 2 premieres parties contiennent des rappels sur les variétés toriques et sur la
notion de faisceau simplicial sur un éventail.

La troisieme partie est réservée a un résumé des constructions des suites spec-
trales considérées plus haut. Une construction similaire sera également réalisée en
N \ . z
cohomologie a support compact et a coefficients dans 5.
On donnera dans la quatrieme partie quelques propriétés de la suite spectrale
Gy (X(R)) qui serviront lors de la démonstration des 2 principaux résultats obtenus

dans ce texte.



On montrera dans la cinquieme partie que certaines différentielles du terme
G]},q(X (R)) sont nulles, ce qui permettra en particulier de prouver que les varié-
tés toriques de dimension 4 sont toutes maximales (corollaire 5.2.3).

Finalement, la derniere partie sera entierement dédiée a la démonstration du ré-
sultat en dimension 5 dans le cas affine simplicial (théoreme 6.2.24).



1 Variétés toriques

On va rappeler ici les définitions, les propriétés basiques des variétés toriques et
également donner les notations qui seront utilisées par la suite (Cf [Fu|, [Oda] pour
plus de détails).

Soit N ~ Z" un réseau et M = Hom(N,Z) son dual. On notera Ng = N ® R ~ R"
(resp. Mg ~ L(R" R)) le R—espace vectoriel associé a N (resp. M).

Un sous ensemble o de Ny est un cone rationnel si 'on peut trouver vy, ..., v € N
tels que o = {tjv1 + ... + tgvg, t; > 0 € R}. On écrira alors 0 = Pos(vy, ..., v;). La
dimension de ¢ notée dim(o) est alors la dimension du sous espace vectoriel o+ (—0)
de NR.

Le sous réseau [o] de N engendré par o sera défini par:

[ol=(c+(-0))NN

Tous les cones considérés par la suite étant rationnels, on parlera simplement de
cones.

Si o est un cone, on dira que o est simplicial (resp. régulier) s’il existe vy, ..., v, € N
linéairement indépendants sur R (resp. faisant partie d’'une base de N) tels que
o = Pos(vy,...,v).

Le dual ¢ de o est le cone de Mg défini par:

0" ={u € Mg, (u,v) >0, Yo € 0}

ou (, ): Ng x Mg — R désigne la forme bilinéaire standard.

Remarque 1.0.1 Si o est un cone de Ny strictement convexe (ie: o N (—o) = {0})
de dimension n , alors ¢¥ est un cone strictement convexe de dimension n de M.

On dira que 7 C o est une face de o (on notera 7 < ) s’il est possible de trouver
u € 0" tel que 7 = o Nut. Une face d’'un cone est encore un cone.

Remarque 1.0.2 Si 0 = Pos(vy,...,v;) est simplicial de dimension k, les (v;)%_,
étant donc linéairement indépendants, alors les faces de o de dimension p < k, sont
exactement les cones engendrés par les sous-familles de {vy, ..., v} de cardinal p.

Remarque 1.0.3 Si 7 est une face de o, alors 7" = 7+ N ¢V est une face de ¢*. On

a ainsi une bijection entre les faces de o et de " vérifiant:
—SiT<§d<galors ¢ <7* <oV,
~ SiT <o, alors dim(7) + dim(7*)

En particulier, si 7 < o, alors [7*] = [r

= dim(o).
It

Un cone ¢ C Ny donne naissance a un monoide de type fini S, défini par
Sy, = oV N M. Ainsi C[S,] est une C—algebre de type fini et la variété torique
affine complexe (de dimension n) X, associée a o est donnée par Spec(C[S,]).



Un point x de X, sera toujours entendu comme un point fermé correspondant a
un idéal maximal de C[S,]. On peut alors le voir comme un morphisme de monoide
z: S, — C,ouC=C*"U{0} et on écrira:

X, = Homy,o(S,, C)

Remarque 1.0.4 Le tore complexe Ty (C) = Xygy = Spec(C[M]) ~ (C*)" associé
au réseau N est un ouvert dense de X, et 'action du tore sur lui-méme se prolonge
en une action sur X,.

Les variétés toriques affines constituent les blocs élémentaires utilisés pour construire
les variétés toriques générales. De facon analogue, une variété torique est une variété
algébrique associée a un objet combinatoire appelé éventail.

Définition 1.0.5 Un éventail A de Ngr est une collection finie non vide de cones
satisfaisant les 8 conditions suivantes:

— Tous les cones de A sont strictement convezes.

— Toutes les faces d’un cone de A sont dans A.

— Si o et o sont dans A, alors o N o’ est a la fois une face de o et de o'.

Remarque 1.0.6 Si o est un cone, l'ensemble des faces de o forme un éventail que
I’on notera encore o par abus de notation.

Etant donné un éventail A de Ng, on notera pour p € N:

-Ap)= |J o
c€A, dim(o)=p
“Ap= U o
c€A, dim(o)<p
A(< p) sera appelé le p—squelette de A.

On notera par |A| le support de A, c’est-a-dire la réunion dans N de tous les
cones de A. La dimension de A sera le maximum des dimensions des cones de A et
A sera dit régulier (resp simplicial) si tous les cones de A le sont.

On va maintenant expliquer comment la variété torique complexe X associée a
A est construite.

Si o est un cone et 7 une face de o, alors X, s’identifie a un ouvert principal de
X, via l'injection C[S,] < CI[S;]. La variété torique X est obtenu en recollant les
variétés affines (X, ),ea selon leurs ouverts communs.

Remarque 1.0.7 Le tore complexe Ty (C) est un ouvert dense de X et ses actions
sur chacun des morceaux X, se prolongent en une action sur Xa.

L’un des intéréts principaux des variétés toriques est ’existence d'un dictionnaire
entre les propriétés combinatoires d'un éventail A et celles, géométriques, de la
variété torique complexe X qui lui est associée. Par exemple:



— La variété X est compacte si et seulement si |[A| = Ng.

— La variété X est lisse si et seulement si A est régulier.

— Il existe une bijection entre les orbites de X sous l'action de Ty (C) et les
cones de A. Si o € A(p), on notera O, ~ (C*)"P lorbite correspondante a o.
De plus, la cloture O, de O, pour la topologie de Zariski est donnée par:

O_O':U06

6>0,0€EA

Les ouverts T,(C)-invariants de Xa (pour la topologie de Zariski) corres-
pondent aux sous-éventails de A.

Remarque 1.0.8 Pour p € N, A(< p) est un sous-éventail de A et I'ouvert cor-
respondant de X est la réunion des orbites de dimension strictement supérieure a

p-

Une variété torique X est définie sur Z et peut ainsi étre considérée comme
une variété algébrique réelle, c’est-a-dire une variété complexe définie sur R (Cette
définition est celle utilisée dans [Bi]).

La partie réelle de X, notée Xa(R), sera la variété torique réelle associée a A. Pour
coller avec cette notation, on désignera par Xa(C) les points complexes de Xx.

Comme XA (C), Xa(R) est recouverte par les ouverts affines X, (R) = Hom,,,(S,, R)
pour o € A et Xa(R) peut étre obtenue en recollant ensemble les X, (R) pour o € A.

L’action du tore algébrique réel Ty (R) = Spec(R[M]) ~ (R*)™ sur chaque X, (R) se
prolonge en une action sur X (R) et la stratification par les orbites de Xa(R) est
similaire & celle de XA (C). En particulier, il y a une correspondance entre les orbites
de XA(R) et les cones de A, et la cloture de orbite O, (R) associée & o € A (qui est
aussi la partie réelle de 'orbite O,(C) de Xa(C)) est la réunion des orbites O, (R)
pour v € A, vy > 0.

2 Faisceaux simpliciaux attachés a un éventail

On va introduire ici les notions de faisceaux et de cofaisceaux simpliciaux sur un
éventail. Ces définitions ont été introduites dans [Br] (paragraphe 1.1) et la notation
cofaisceau a été empruntée a [Ho2].

Un faisceau simplicial est un objet attaché a un éventail un peu comme un fibré
vectoriel est attaché a un espace topologique. Le role des ouverts de trivialisation
est alors joué par les cones de I’éventail. Par contre, la dimension des fibres varie
d’un cone a un autre.

Ces objets se réveleront particulierement pratiques dans la section 6.1.

Pour cette partie, on supposera fixé un éventail A de Ng.

Commencons par définir les notions de faisceaux et cofaisceaux simpliciaux.

Définition 2.0.9 Un faisceau (resp. cofaisceau) simplicial sur A est une collection

d’espaces vectoriels sur %, (Vs)oen, et de morphismes fr, : Vo — V, (resp. gor :

Vy, — V) pour 7 < o € A vérifiant:



- Yo €A, foo (Tesp. goo) est lidentité
- S8iT<0<0€A alors fT,a © f0,5 = fT,§ (T@Sp. 95,0 © Jo,r = gé,T)

Comme tous les (co-)faisceaux dont on parlera seront des (co-)faisceaux simpli-
ciaux sur des éventails, on omettra par la suite le terme simplicial.

Remarque 2.0.10 Dans [Br], les faisceaux sont des faisceaux d’espaces vectoriels
sur R. Cependant toutes les propriétés de ces derniers que I’on utilisera restent vraies
lorsque l'on travaille avec des faisceaux sur 2 (Voir aussi [Ho2] pour plus de détails).

Donnons quelques exemples de (co-)faisceaux sur A.
N
SOlt V N ® _Z — 5N *
Etant donné un céne o C Ng, on désignera par [o]e € V' la réduction modulo 2 du
sous-réseau engendré par o. Explicitement:

Z . [o]
[o]2 = o] ® 27 = 2o
. V V N
Si on note p;, : E — @ la projection naturelle pour 7 < o € A, alors

v
GA = (W’pT’U)TSUEA est un faisceau sur A.
2

De facon similaire, en notant i, , : [0}y — [7]3 I'inclusion naturelle pour 7 < o €
A, on obtient le cofaisceau F2 = ([0]3,irq)r<ocA.

Définition 2.0.11 Le faisceau (resp cofaisceau) constant sur A de fibre F noté CF,
ou F' est un espace vectoriel sur est défini par:

- CF' = F pouroc € A

~ fro: FF— F (resp. g;o : F'— F) est lidentité pour o,7 € A, 7 < o

QZ’

Soit G (resp. F) un faisceau (resp. cofaisceau) sur A. Alors on peut associer a
G (resp. F) un complexe de chaines (resp. cochaines) noté C,(G) (resp. C*(F)) en
posant pour k € {0,...,n}:
- CL(G) = @ G, (resp. C*(F) = @ Fs)
oceA(n—k) ceA(n—k)
— La différentielle v : Cx(G) — Ck_1(G) est définie par la somme directe sur
7 € A(n — k) des applications:

> frriG—> P G

o>T c€A(n—k+1),0>1

La différentielle 7y, : C*(F) — C*1(F) est définie par la somme directe sur
7 € A(n — k) des applications:

> o Fom P

T<o T€EA(n—k—1),7<0



Définition 2.0.12 Pour k € {0,...,n}, le groupe d’homologie Hy(G) (resp. le
groupe de cohomologie H*(F)) du faisceau G (resp. du cofaisceau F) est le groupe
d’homologie Hy(C.(G)) (resp. de cohomologie H*(C*(F))) du compleze C.(G) (resp.
C*(F))).

Soit S ~ S"~! la sphere unité de Nr. L’homologie d'un faisceau constant sur A
ne dépend que de la topologie de I'intersection de |A| avec S comme le montre la
proposition suivante:

Proposition 2.0.13 Soit F' un espace vectoriel sur %. On suppose que A # {0}.
Alors pour k=0,...,n on a:

H,(CF) ~ H "1 (Sn|A|, F)
ot H*(S N |Al) est la cohomologie réduite ¢ coefficients dans F de Uintersection du

support de A avec la sphére S.

Démonstration:
Voir [Br| (page 4).00

On en déduit immédiatement:

Corollaire 2.0.14

- Si SN |A| est contractible alors:
VpeN, H,(CF)=0
— Si |A| = Ng, alors Hy(C) = F et
VpeEN, p>1, H(CF)=0

Un morphisme de faisceaux ¢ entre 2 faisceaux F = ((V,)o € A, (fr.o)r<oen)
et 7' = ((V))o € A, (f],)r<oea) sur A est une collection d’applications linéaires

(6 : Vo — V!)sen telle que pour chaque couple (1, 0) € A% avec 7 < 0, le diagramme
suivant commute:

frio Ve

oL
fro

V/ V/

Remarque 2.0.15 La notion de morphisme de cofaisceaux est duale de celle de
morphisme de faisceaux.

Remarque 2.0.16 Soit G (resp. F) un faisceau (resp. cofaisceau) sur A et ¢ € N.
On peut définir de facon naturelle le faisceau (resp. cofaisceau) ¢ produit extérieur
de G (resp. F) que 'on notera /\qg (resp. /\q]:), le cofaisceau G* = Hom(G, 2)
dual de G et le faisceau F* = Hom(F, Z) dual de F.

Si I'on reprend les 2 exemples cités précédemment, alors via lidentification [o]y ~
—) = (L)* pour 0 € A, F2 = (GA)*.

[0]2



Comme pour les fibrés vectoriels, une suite exacte courte de faisceaux sur A:

O—>g/—>g—>g”—>0

induit une suite exacte longue en homologie:

i+1(g”) - Hi(g/) - Hz(g) - Hi(g”> - i—l(g,) — ..
et de maniere identique, si 0 — F' — F — F” — 0 est une suite exacte courte de
cofaisceaux sur A, alors on obtient la suite exacte longue suivante en cohomologie:
N Hi—l(]_-//) N Hz(y_—/) N Hz(]_-) N Hz’(]_—//) N Hz'-i—l(]_—/) N

Pour finir, on va déterminer Hn(/\qu) pour ¢q € N.

Définition 2.0.17 Le rang modulo 2 de A (noté Rang%(A)) est la dimension du
sous espace vectoriel de V' engendré par les faces de dimension 1 de V. c’est-a-dire:

Rang%(A) = dim Vect([T]2, 7 € A(1))
La dimension des espaces H,(/\YG*) ne dépend que de Rang Z (A):

Proposition 2.0.18 Soit k = Rang% (A) et 1 < q<n. Alors:
- Siq<k, Hy(N\'G*) =0

- Siqg>k, H, /\qu (22)@3:’2
Soit {71,...,7m} = A(1). Pour 1 <i < m, on notera p; € N le générateur de [r;]

contenu dans 7; et v; € V' désignera sa classe modulo 2.

V
On désignera également par p; : V — = la projection naturelle.
[Ti]g Vect(vi)

Avec ces notations, la différentielle v du complexe C,( /\qu) est donnée par la

somme directe sur ¢ € {1,...,m} des applications /\qu- : /\qV — /\q

Vect(v;)

Démonstration:
On peut supposer que (vy,...,v,) est une base de Vect(v;, i =1...n).
Soient V' = Vect(vy,...,vx) et V" un supplémentaire de V' dans V.
Pour 1 < ¢ <n, on a:

ker(vl) ﬂker /\qu
Or pour 1 <17 <n, ker(/\qpl = Vect(v;) /\q V. Ainsi:

ker(vi) mVect (v;) A /\q 1

On peut distinguer 2 cas:



— Supposons que k£ > ¢. On peut remarquer que:

k
ker(vl) C ﬂVect(vi) A /\q_lV

=1

Or ﬂz 1 Vect(v;) /\q ly = {0} donc V¢ est injective et H, /\qu

— Si k < g, il existe un isomorphisme:
~ 1 k
mVect(vi) AN Veu A Ay A ATV

Ainsi ker(vl) ~ /\n_kV” ~ (%)Cq ket donc:

H(N'G%) = (2)7 O

3 (Co-)Homologie de XA(R) et XA(C)

A partir de maintenant, sauf mention contraire, la théorie de I’homologie consi-
dérée sera toujours l’homologie a support fermé (aussi appelée homologie de Borel
Moore) & coefficients dans Z 57 et celle de la cohomologie, la cohomologie a support
compact également & coefficients dans Z.

On va rappeler brievement la constructicz)?i des suites spectrales complexes £ (Xa(C))
et EP1(XA(C)) convergeant respectivement vers I’homologie et la cohomologie de
Xa(C) (les détails peuvent se trouver dans [F'i], [Jor] ou [Bi]); puis rappeler la
construction de la suite spectrale G (Xa(R)) convergeant vers I'homologie de Xa (R)
(cf [Bi]) et enfin donner la construction de la suite spectrale G?9(Xa(R)) conver-
geant vers la cohomologie de Xa(R), cette derniére étant construite en s’inspirant

de la méthode développée dans [Bi].

3.1 (Co-)Homologie d’un tore compact

Cette partie contient tous les résultats concernant I’homologie et la cohomologie
d’un tore compact qui seront utilisés dans la section suivante pour construire les
suites spectrales sur Xa(R) (qui seront appelées suites spectrales réelles) et celles
sur Xa(C) (qui seront appelées suites spectrales complexes).

3.1.1 Notations

Dans la premiere partie, le tore associé au réseau N était le tore algébrique com-
plexe Ty (C) = Homg (M, C*). Maintenant on va considérer le tore compact, que 1’'on
notera 1% = %, défini par N. On utilisera la notation multiplicative pour la loi de
groupe sur Ty.

Tout d’abord, Z agit naturellement sur 75 par:

10



o LxTy — Tg
(k,g) — ¢
On notera T'5[2] les points de 2—torsion de T§; sous cette action et {1} désignera
I'élément neutre de T. En général, lorsque T est un tore compact, 72| désignera
I’ensemble des points de 2—torsion de T'.

Remarque 3.1.1 L’ensemble des points de 2—torsion de Ty, Tx[2], s’identifie na-
turellement a V.

En résumé, on a posé:

— T,(C) ~ (C*)™ est le tore algébrique complexe défini par N

— T,,(R) = Homy (M, R*) ~ (R*)" est le tore algébrique réel défini par N
— T% est le tore compact défini par N

— T%[2] est le sous-groupe des points de 2—torsion de T’

et on dispose des décompositions (non canoniques) suivantes:
- T,(C) =Tg x Ng
- T,(R) = T5[2] x Ng

Définition 3.1.2
* Un sous ensemble T' de Ty est un sous-tore de rang k, k € N, s’il existe un
sous-réseau N' de N de dimension k tel que T' = i(N]/\%R) ot i : % — X
est linjection naturelle.
* Un sous ensemble H de T[2] sera appelé un sous-tore de rang k de T|[2] s’il

existe un sous-tore T" de rang k de T% tel que H = T"[2].

Remarque 3.1.3 Les sous-tores de rang k de T (2] correspondent exactement aux
sous-espaces vectoriels de dimension k de V.

Soit 7" un sous-tore de rang k de T correspondant au sous-réseau N’ de N. On
désigne par:
— [T"] € Hi(T") la classe fondamentale du tore T” (celle-ci est bien définie puisque

Pon travaille sur Z).
E NJI\%R — % I'injection naturelle et H(z) 'application induite par 7 en ho-

mologie.

La classe du sous-tore 7" dans Hy(T5) encore notée [T”] sera donnée par H (i)([T"]).

Remarque 3.1.4 SiT' et T" sont 2 sous-tores de T vérifiant T'[2] = T"[2] alors
(1] = [1"] € H.(TF).

Si T7[2] est un sous-tore de rang k correspondant a un sous-espace vectoriel V'
de V, alors la classe de T"[2] (notée [V']) dans Ho(T5[2]) = Ho(V') sera simplement
donnée par:

V=) [l € Ho(V)

veV’

11



3.1.2 Homologie de T% et T5[2]

On va construire ici une filtration I* sur Ho(7T5[2]) et une structure d’algebre
graduée sur Gri(Hy(T5[2])) de telle sorte que Gri(Hy(T5[2])) ~ H.(T5) comme
algebres graduées. Cette construction est tirée de [Bi.

Commencons par quelques rappels sur ’homologie de T%.
Comme T§; est un groupe topologique compact, H,(T5) est munie d'une structure
d’algebre graduée donnée par le produit de Pontryagin.

Il existe un isomorphisme d’algebres graduées:

N'V = HATR) 1
Ce dernier est construit de la facon suivante:

Soit v1 A ... ANvy, #0 € /\qV. On note H le sous-espace vectoriel de V' de rang ¢
engendré par vy, ..., v, et 7" un sous-tore de T tel que T"[2] soit associé a H. Alors:

Sa(vr A Avyg) = [T]

Remarque 3.1.5 Soit T" un sous-tore de T correspondant a un sous-réseau N’ de
NetV’zN’@%CV Onnote

- H.(m): H(T%) — H. ( X)) Papplication induite en homologie par la projection

naturelle 7 : T" — 7;—17

— Py /\ V — /\ 7 U'application induite par la projection naturelle de V' sur V,

Alors ¢, induit le diagramme commutatif suivant:

H.(m)

ml l
NV——=N7v

Intéressons nous a présent a Ho(Ty[2]) = H.(T%[2]). On utilisera par la suite
l'identification de T[2] = V.

A nouveau, il est possible de munir Hy(V') d'une structure d’algebre (non graduée)
via le produit de Pontryagin.

Comme dans ce cas le groupe est tres simple, il est possible d’expliciter complete-
ment la structure d’algebre. La loi produit notée x est en effet simplement donnée
par:

x: Hy(V)x Ho(V) — Hy(V)
([va], [va]) = o1 + 02

La chaine [0] € Hy(V') sera I’élément neutre pour cette loi.

12



Remarque 3.1.6 Si H est un sous-espace vectoriel de dimension k de V' (corres-

pondant & un sous-tore de rang k de T[2]) et (v, ..., v;) une base de H, alors:
k
[H] = ][ (0] + [vi])
i=1

On va maintenant filtrer Hy(V') de telle sorte que le gradué pour cette filtration
soit naturellement isomorphe (en tant qu’algebre graduée) a H,.(Tg).

Comme pour ¢ € N*, l'espace vectoriel H,(T%) =~ /\qV est engendré par les
classes des sous-tores de rang ¢ de 1§, on est conduit a considérer le sous-espace
I1(Hy(V')) C Ho(V') défini par:

I9(Hy(V)) = Vect([H]|, dim(H) > q)

Remarque 3.1.7 Pour ¢ = 0, on pose I°(Hy(V)) = Ho(V).
Les sous-espaces I*(Hy(V')) peuvent étre définis pour n’importe quel espace vectoriel
sur %. Lorsque celui-ci sera évident, on les notera simplement I*.

Remarque 3.1.8 Le sous-espace I est le noyau du morphisme d’algebre:

§: Hy(V) — &
Zielei[vi] = Zie[ei

De ce fait, I est un idéal de Ho(V') et 19(Hy(V)) est la puissance g-ieme de cet idéal
(cf [Bi] page 8).

On obtient ainsi une filtration décroissante sur Hy(V):

I"=Hy(V)D>I'D>...D 1" D> {0}

Si H est un sous-espace vectoriel de dimension ¢ de V', ¢ € N, on notera [H] la

. 11
classe de la chaine [H] dans WHO(V).
La loi produit x sur Hy(V') induit une structure d’algebres graduées sur Gri(Hy(V))
définie sur les générateurs par:

x: Gri(Hy(V)) x Gri(Hy(V)) — Gri™(Hy(V))

((H],[H]) — [H+ H']

ou H (resp H') est un sous-espace vectoriel de V' de dimension p (resp q).

Il existe un isomorphisme d’algebres graduées:

vt NV = Gri(Hy (V). (3)

On peut expliciter cet isomorphisme. Si on se donne ¢ € N, 1 < g < n, alors 1),
est défini sur les générateurs par:

13



Yy AV = Gri(Hy(V))
v A A = T (0] 4 [vi])

L’inverse de 9, est alors donné par:

vyt Grith(V)) — AV
H] =TI_,(0] + [vi]) = viA...Av,
ou H est un sous-espace vectoriel de V' de dimension ¢ et (vy,...,v,) est une base
de H.

Regardons par exemple ce qui se passe pour ¢ = 1.
Soit vy, v9 € V. Alors:

([0] + [va]) + (0] + [va]) = ([0] + [on]) x ([0] + [v2]) + ([0] + [ + v2])

Ainsi si ([0] + [v1]) désigne la classe de ([0] 4 [v1]) dans %HO(V), ([0] + [v2]) celle

de ([0] + [v2]) et ([0] 4 [v1 + va]) celle de ([0] + [v1 + v2]), alors:

([0] + [on]) + ([0] + [va]) = ([0 + [v1 + w2])

et ainsi:

1 (v1) + Y1 (v2) = Y1 (v1 + v2)

Remarque 3.1.9 La filtration I* est compatible avec les applications linéaires.

Si F' et GG sont 2 espaces vectoriels sur %, on peut définir comme précédemment

la filtrations I} (resp I) sur Ho(F') (resp Ho(G)). Si on se donne f : F' — G une
application linéaire, alors pour tout ¢ € N, f(IL(Ho(F))) C IL(Ho(G)).
En particulier, f induit une application Grif : Gri Ho(F) — Gri_ Ho(G).

Soit F' un sous-espace vectoriel de V. On note:

— I3 la filtration sur Ho(%) construite comme I* sur Hy(V)
F

-p:V = % la projection naturelle

- Grip: GriHo(V) — Gry HO(%) I'application induite par p
F

V
- /\*p : /\*V — /\*f I’application induite par p en passant aux puissances

extérieures
Alors I'isomorphisme v, fait alors commuter le diagramme suivant:

GriHy(V) —2 NV (4)

Gr*pl ip*

* |4 V

On obtient alors en utilisant (1), (2), (3) et (4) la proposition suivante:
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Proposition 3.1.10 [l existe un isomorphisme GriHo(V') ~ H,(T%).
De plus, si T' est un sous-tore de T et que le sous-espace F' de V correspond a
T'[2], alors il existe un diagramme commutatif:

GriHo(V) —— H.(Ty)

G'r*pl lH*(w)

Vi~ T5

En résumé, on a obtenu un isomorphisme naturel entre 1’homologie d'un tore
compact et un gradué de I’homologie de ses points de 2—torsion.

3.1.3 Cohomologie de T§, et T5[2]
Comme pour Hy(T5[2]), on va construire une filtration L, sur H%(T%[2]) de telle

L

sorte que le gradué Gri H(TS[2]) = @~ g

q=0 Lq, )
morphe a H*(T%).
H*(T§;) sera munie de la structure d’algebre donnée par le cup produit.

H°(Tg[2]) soit naturellement iso-

Tout d’abord, l'isomorphisme ¢, (défini en (1)) induit un isomorphisme ®* d’al-
gebres graduées:
* *1 e OF c * (e
Hom(A\'V, 3z) = N'V* = Hom(H.(T}), 37) = H"(T§) ()
De maniere identique, si 7" un sous-tore de 7§, correspondant a un sous-réseau
N'de Net V' =N® % et en notant:

— H*(7m) : H*(%) — H*(T§) 'application induite en cohomologie par la projec-
tion naturelle 7 : T — :;—’CY

v
- p* /\*(7)* — /\*V* I’application induite par la projection naturelle de V

v
sur — par dualité

alors le diagramme suivant commute

H*(m)

H*(7) —= H*(T§) (6)
.| B
NG —— NV

Intéressons-nous ensuite & H(TG[2]) = HY(V) = (Ho(V))*.
Pour v € V, on note x” : Hy(V) — & l'application définie par:

cwp={9 7
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Z
Ainsi, H(V) = EB —x".
On considere la structure d’algebre sur H°(V') définie sur les générateurs par:

x: HY(V)x HY (V) — HV)
(XUJXU) s Xu-H)

Il existe alors un isomorphisme d’algebre ¢ entre Ho(V) et H°(V) défini sur les
générateurs par:

v Ho(V) — HOV)

[u] — X"

La filtration L, que l'on va considérer sur H°(V) = Hy(V)* est la duale de la
filtration I* définie auparavant. Ainsi L, est donnée par:

Ly(H(V)) = (I (Ho(V))* = {¢ € Hy(V), @], =0}
et on a:
L,={0}clycLiC...CLy,CL,=HV)

Remarque 3.1.11 Comme la filtration I* est compatible avec les applications li-
néaires, la filtration L, 'est également.

Pour montrer que L, possede les propriétés souhaitées, on va avoir besoin d’une
autre description.

Définition 3.1.12 Soit H un sous-espace vectoriel de dimension k de V. On dési-
gnera par [H| la classe de H*(V) définie par:

[H]° =Y X"

veH
Pour ¢ € N, on considere les sous-espaces J4(H°(V)) de H°(V') définis par:
JUHO(V)) = Vect((HY', dim(H) = q)

Remarque 3.1.13 Les sous-espaces J*(Hy(V')) peuvent étre définis pour n’importe
quel espace vectoriel sur %. Lorsque celui-ci sera évident, on les notera simplement

J*.

Remarque 3.1.14 Via l'isomorphisme 9, I est envoyé sur J. En particulier, pour
tout k € N, I* est envoyé sur J* et dim(I/*) = dim(J*).
On pose également J° = HO(V).

Alors:

Proposition 3.1.15 Pour 0 < g <mn, on a:

L(HO(V)) = J"0

16



Démonstration:
On peut déja remarquer que dim(L,(H°(V)) = dim(Hp(V)) — dim(7911).

74
En utilisant, pour ¢ € N, I'isomorphisme WHO(V) ~ /\qV, on obtient par récur-
rence:

q—1
Vg > 1, dim(I?) =2" - C}
k=0
Comme dim(/9) = dim(J?),Vq > 1 on a ainsi:
q n n—q—1
dim(L(H (V) => Crh= Y Ck=2"— ) Ck=dim(J")
k=0 k=n—q k=0

1l suffira donc de montrer que J" ¢ est contenu dans L,(H°(V).
Soit [H]® =) .y X" la classe d’'un sous-espace vectoriel H de V' de dimension n — ¢
dans HO(V) et [F] = 3" cplw] celle d’un sous-espace F' de V de dimension ¢ + 1. II
faut montrer que [H]¢ s’annule sur la classe [F].

HI(F]) = QXD [w])

veEH weF

= (> X)) )

veEHNF weFNH

— Z 1

card(FNH)

Comme (n —¢q) + (¢ + 1) = n+ 1, Uintersection de F' et H ne peut étre réduite
a {0}. De plus, le nombre de points dans un sous-espace de V' est une puissance de
2 et est donc pair. Ainsi:

HI([F) =0 O

On en déduit immédiatement:

Corollaire 3.1.16 Pour 0 < q <mn, on a:

Ly 100 Jra!
2w -2

Il faut encore définir un isomorphisme entre Gri (H°(V)) et /\*V*. Pour cela ,
on va se servir de la filtration auxiliaire J* définie par les puissances successives
de J.

Pour chaque ¢ € N, on peut définir un isomorphisme ¥, : /\qV* — % par:

17



q Jra
\I/ql /\ \% — n——q—l—l
uwA... ANy, — [H]¢
ou H est le sous-espace vectoriel de V' de dimension n — ¢ défini par
H = Vect(uy,...,u,)t C V.

Remarque 3.1.17 ¥, est un isomorphisme car d'une part, U, est surjectif et
d’autre part, on a:

Regardons par exemple ce qui se passe pour ¢ = 1.
Soient uy,uy € V*, H = ui et H' = uy. Alors:

Uy () + Wi(ug) = [H]+ [H]

[H]e+ [H']°+ [V]°
[(ur +uz)t]
Uy (ug + us)

En utilisant 3.1.16, on dispose d’un isomorphisme gradué que ’on notera
encore W,:

v, NV = GriHO(V)
L’isomorphisme W, est naturel. Si F' est un sous-espace vectoriel de V', on notera:
v
~ L{ la ﬁltration sur HO(%).
- p: V=3 la projection naturelle.
-~ Gr*p: G'r’ v H°(%) — Gr; H(V) Dapplication induite par H*(p).
LF
- p*: /\*(%)* — /\*V* I’application induite par p par dualité et en passant aux
puissances extérieures.
Alors I'isomorphisme W, fait commuter le diagramme suivant:

Gry HO(V /\ V= (7)
TGr*p p*T
* \%
GTL%HO(f) e\p* /\*(%)*

Il reste encore & construire une structure d’algebre graduée sur Gri H(V'). Pour
cela, on va simplement prendre la structure d’algebre induite par U,.

Soit p,q € N et H (resp. H') un sous-espace vectoriel de dimension n — p (resp.
n—gq)deV.
On pose:
. ne [ [HNH|® si H+H =V
[H]X[H]_{o si H+H #V

18



Ceci définit x : Gr? HO(V) x GriH(V) — Gri™HO(V) sur les générateurs.
Avec cette loi:
U, NV~ GriHY(V) (8)

est un isomorphisme d’algebres graduées.

Remarque 3.1.18 Cette loi n’est pas celle induite par la structure d’algebre sur
H°(V') définie précédemment.

On obtient alors en utilisant (5), (6), (7) et (8) la proposition suivante:

Proposition 3.1.19 [l existe un isomorphisme d’algébres graduées Gri Ho(V) ~
H*(Tg).
De plus, si T' est un sous-tore de T et que le sous-espace F de V' correspond a

T'[2] alors, en notant m : T — ?—1‘,’ la projection naturelle, il existe un diagramme
commutatif:

GriH(V) —— H*(T})
Gr*pT TH*(TI')

Gry HO(F) = i+(%)

3.2 Les suites spectrales complexes

On va rappeler ici les constructions des suites spectrales > (Xa(C)) et E2(XA(C))
convergeant respectivement vers H,(Xa(C)) et H*(Xa(C)).
3.2.1 La suite spectrale complexe en homologie

On supposera fixé un éventail A C Ng.
L. ; . 1N z
Rappelons que V' désigne 'espace vectoriel 5% sur 55, et que [o], =
est le sous-espace vectoriel de V' engendré par o, pour o € A.

(o+(—0))NN
5ot oy <V

Pour 0 € A(n —p), 0 < p < n, O, est lorbite du point z, € Hom,,,(S,,C)
défini par:

2o (m) = 1 si —mes,
10 st —mé S,

On peut remarquer que x, € XaA(R) C XaA(C).

Le sous-groupe d’isotropie de z,, est le sous-tore algébrique Tj,(C) ~ (C*)"P associé
au sous-réseau [o] de N. On a donc:

In(C)

OO = 7,©

~T,(C)

ou T,(C) ~ (C*)"P est le tore algébrique associé au réseau quotient —.

o]
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Pour respecter les notations utilisées dans la partie précédente, on notera 77 =~

1\n—p . ) L :
(S1)"P le tore compact associé & —. On a alors la décomposition suivante:

[o]
0,(C)=1,(C)=T¢ x (% RR) ~ T x RP

Comme H,(IRP) est donnée par:

L & k=
e -{ 2172

la formule de Kiinneth permet d’obtenir pour tout ¢ € N un isomorphisme:

Hp1(O05(C)) ~ H,(T5) (9)

Pour 0 < p < n, on pose:

c€A(n—p)

X,(C) est ainsi la réunion des orbites de Xa(C) dont les dimensions sont inférieures
ou égales a p.
Les fermés (X,(C));—, de Xa(C) définissent la stratification:

dont les strates ouvertes X7 (C) = X,(C) — X,,_;(C) sont les réunions disjointes des
orbites de dimension p de Xa(C).

Cette filtration donne naissance a une suite spectrale
Epy(Xa(C)) = Hyo(X;(C)) = Hpiy(Xa(C))
convergeant vers H,(Xa(C)).

Par la suite, pour | € N, les différentielles du terme E] (Xa(C)) seront notées
g Bpy(Xa(C)) = B, g1 (Xa(C)).

La figure 1 donne la forme de la suite spectrale £ (Xa(C)) lorsque n = 3.

Soit p,g € N. On a:

Hyrf(X(©) = P Hpry(0,(0))

ceA(n—p)
En utilisant (9), on obtient:
Hpq(X,(C)) @ Hy(T7) (10)
c€A(n—p)

La combinaison de (1) et (10) donne alors:
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Fic. 1 - E> (XA(C)) pour une variété torique de dimension 3

3 s
2 * - %
dpq
1 i \
~
O k -d— K <4—k --— %

Hya(X5(C) ~ @D /\q% (1)

c€A(n—p)

D’apres [Jor| (page 44), sous 'identification (11), pour p,q € N, la différentielle
dy, + B}, (Xa(C)) — E,_; (XA(C)) est la somme directe sur 7 € A(n — p) des

r—1g

applications:
> poiG—> P G
o>T ceA(k+1),0>T

. V V .
ou pr, : —— — — est la projection naturelle.
[7]2 [0]2
On peut remarquer que pour g € N fixé, le complexe (Ei’q, dy,) correspondant &

la ligne d’indice ¢ de E},(Xa(C)) est exactement le complexe de chaines associé au

faisceau /\qu sur A défini dans la section 2.
Ainsi, on a:

Epy(Xa(C)) = Hy(\"G*)

Par conséquent, si A # {0}, en notant S la sphére unité de Ng, on obtient d’apres
2.0.13 et pour ¢ = 0 la proposition suivante:

Proposition 3.2.1 Pourp=20,...,n:
E2(XA(C)) ~ H" P SN I|A|, —
pO( A( )) ( N | |7 QZ)

ot H*(SN|A|) est la cohomologie réduite & coefficients dans Z de Uintersection du
support de A avec la sphére S.
En particulier:

- Si|AINS est contractible alors E2)(XA(C)) =0Vp e N

- Si |A] = Ng, alors Eg(Xa(C)) = & et E3(Xa(C)) =0Vp>1
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Toujours d’apres la section 2, on peut voir en utilisant la proposition 2.0.18 que
les termes de la derniére colonne de E7 (Xa(C)) ne dépendent que du rang modulo
2 de A (cf. définition 2.0.17).

Proposition 3.2.2 Sik = Rang%(A), alors pour 0 < ¢ <n, on a:
©B2(Xa(C) = 0 sig < K
- B} (Xa(C)) = (55) -+ sig >k

Remarque 3.2.3 On ne sait pas en général dire si la suite spectrale E; (Xa(C))
dégénere a 'ordre 2. On verra dans la section 3.3.2 que cette dégénérescence est
garantie lorsque la suite spectrale réelle sur X (R), dont la construction sera rappelée
dans la partie suivante, dégénere a l'ordre 1.

3.2.2 La suite spectrale complexe en cohomologie

La construction de cette suite spectrale est essentiellement duale de celle de
E» (Xa(C)) mais pour des raisons de lisibilité est exposée dans une section diffé-
rente.

Pour 0 € A(n — p), 0 < p < n, l'orbite O, se décompose comme précédemment
sous la forme O, ~T¢ x R?
Comme H*(RP) est donnée par:

L s k=
Hk(Rp):{g)Z si k;ézzj

la formule de Kiinneth permet d’obtenir pour tout ¢ € N un isomorphisme:

H""(0,(C)) ~ HY(T7) (12)

On considere a nouveau la filtration de X par les orbites:

0 C Xo(C) Cc Xi(C) C...C X,(C) = Xa(C)

et cette derniere donne naissance a une suite spectrale:

EY(Xa(C)) = H"(X(C)) == H"™(Xa(C))
convergeant vers H*(Xa(C)).

Par la suite, pour [ € N, les différentielles du terme E?(Xa(C)) seront notées
a7: BP(Xa(C)) — By (X5(0))

La figure 2 donne la forme de la suite spectrale EP7(XA(C)) lorsque n = 3.
Soit p,q € N. On a:

HP(XG(C) = @) HP(O0,(C)

p



Fi1a. 2 — EPY(XA(C)) pour une variété torique de dimension 3

. . ErX(©)
3 * dll’q
—
2 x P % &pq\
1 k — k— Xk
~{
0 k — k — k—w Xk

En utilisant (12), on obtient:

(X0~ @ HUTY) (13)
o€A(n—p)

Finalement, la combinaison de de (5) et (13) donne alors:

e @ Ao - @ Nl (14

oc€A(n—p) oc€A(n—p)

Dans [Jor] (page 60), 'auteur montre que sous l'identification (14), la différen-
tielle d?? : EP(Xa(C)) — EP"19(X(C)) est la somme directe sur 7 € A(n —p) des
applications:

me. > P <71]2>*

T<o TeA(n—k—1),7<c

Si on utilise I'isomorphisme (——)* ~ [o]3 alors d? est aussi donnée par la somme

[o]>

directe sur 7 € A(n — p) des applications:

Zia’f : [a]é‘ — @ [7—]5-

T<0 TeA(n—k-1),7<c
ol i, : [o]y — [7]3 est I’ injection naturelle pour 7 < o € A.
Pour ¢q € N fixé, le complexe (E7?(Xa(C)),d;?) correspondant a la ligne d’indice
¢ de EP(XA(C)) est le complexe de cochaines associé au faisceau /\TF2 sur A défini
dans la section 2.

Comme F2 = (G2)*, on doit avoir:

V/

HP(F2) = Hom(H,(G?), %7

)
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Ainsi:
Proposition 3.2.4 Pour tout p,q € N:
E3*(Xa(C)) = (E,,Xa(C))*

On se contentera pour cette raison d’étudier le terme E2 (XA (C)) par la suite.

Définition 3.2.5 Un cone o de Ny sera dit régulier modulo 2 si il existe py, ..., px €
N tels que:

- 0= POS(ﬂla'“?ﬂk)

— La famille (vy,...,v;) de V est libre ot pour i = 1...k, v; désigne la classe

du vecteur p; dans V = N ® %
Un éventail sera régulier modulo 2 si chacun de ses cones l’est.

Dans le cas ou XA (C) est compact, on peut citer le résultat suivant se trouvant
dans [Br| (pages 4 et 5) et dans [Ho2].

Théoréme 3.2.6 On suppose que |A| = Ng et que A est régulier modulo 2. Alors:
E3*(XA(C)) = (B, (Xa(C)))" = 0 pourp # q
On en dérive facilement:

Corollaire 3.2.7 On suppose que |A| = Ng et que A est régulier modulo 2. Alors
les suites spectrales B (Xa(C)) et EPI(XA(C)) dégéncrent toutes les deux a l'ordre
2 (ie: E33(Xa(C)) = E2,(XA(T)) et EZI(XA(C)) = E(Xs(C))).

Remarque 3.2.8 Si 'on remplace 'hypothese "régulier modulo 2”7 par "régulier”
(auquel cas XA (C) est lisse), alors on a en plus E> (Xa(C)) ~ E2__(Xa(C)) en
utilisant la dualité de Poincaré.

Dans la partie suivante, on va s’intéresser a I’homologie de la variété algébrique
réelle Xa(R).

3.3 Les suites spectrales réelles

Les suites spectrales seront construites en utilisant les filtrations définies dans la
section 3.1.
3.3.1 Description de H,(XaA(R)), H*(Xa(R))

Reprenons la filtration par les orbites utilisée pour obtenir E> XA (C) et E2Y(XA(C))
mais cette fois en nous restreignant a la partie réelle de Xa. On considere donc pour
peN:

Xp (R) = U O,(R)

oc€A(n—p)
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et on obtient une filtration de X (R):

0 C Xo(R) C Xi(R) C...C X,(R) = XA(C)

ayant pour strates ouvertes:

X, (R) = Xp(R) = X;1(R)

p

Comme dans le cas complexe, cette filtration donne naissance aux 2 suites spec-
trales 7 (Xa(R)) et EPY(XA(R)) :

Epy(Xa(R)) = Hyy(Xp(R)) = Hpiq(Xa(R))
EY(Xa(R)) = H"(X(R)) = H™(Xa(R))
La premiere convergeant vers H,(Xa(R)) et la deuxieme vers H*(Xa(R)).
Soit o € A(n — p). Ox(R) est orbite de z, sous l'action de Tx(R) et le sous-

groupe d’isotropie de z, est le sous-tore algébrique Tj,(R) ~ (R*)""? associé au
sous-réseau [o] de N. On a donc:

Tn(R)
O,(R) ~ ~ T,(R)
Tio(R)
ou T,(C) ~ (R*)? est le tore algébrique réel associé au réseau quotient o
o
Comme T,(R) ~ T¢[2] x RP, on obtient:
O,(R) ~ T¢[2] x RP
Cette décomposition donne avec la formule de Kiinneth:
Ho(T<[2)) = Ho(——) si q =0
Hyrg(0n(R) = ¢ 017 "ol 7! (15)
0 si g>0
1% 1%
HOYT¢2]) = H(—) = (Hy(~—=))" si ¢=0
Hp+q((’)a(R)) _ (T512]) ([0]2) ( 0([0}2)) q (16)
0 si ¢g>0

Comme pour p,q € N, Hy (X7 (R)) = @ H,.,(0,(R)), on doit avoir pour
c€A(n—p)
p € N en utilisant (15) et (16):

- ER(Xa®) = @ M) et B (Xa(®) = 0 pour g >0

oc€A(n—p)
v
S E(Xa®) = D H(pp) et BIU(Xa®) = 0 pour g >0
Ol2
c€A(n—p)
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En particulier les deux suites spectrales E (XA(R)) et EZ(Xa(R)) dégénerent
a l'ordre 1.
On notera (A,(Xa(C)),d.) (resp (A*(Xa(C)),0%)) le complexe (EL (Xa(R)),d.,)
(resp (E°(Xa(R)),d;?)) donné par la ligne d’indice ¢ = 0 de E, (Xa(R)) (resp
EY(Xa(R))).

D’apres ce qui précede, on doit avoir:

- H(A(Xa(R))) = H(XA(R)).
- H(A(XA(R))) = H*(Xa(R)).

Remarque 3.3.1 Les complexes A, (Xa(R)) et A*(Xa(R)) étant duaux, H*(Xa(R)) =
Hom(H,(XaA(R)), £

7@)

Pour 7 < o € A, on pose:

V
— A, = Hy(—
0( [0‘_;2 )
A=)
[o]2
— 7o+ A — A, 'application induite en homologie par la projection naturelle
% Vv
ot T T T
e ok

Si l'on veut parler de (co-)faisceaux, alors A.(Xa(R)) (resp A*(Xa(R))) est le
complexe de chaines (resp cochaines) associé au faisceau (resp cofaisceau) Ay, Tr 5 )r<oen

(resp (A7, 77 ;) r<oea)-

Remarque 3.3.2 Le complexe A,(X) provient du complexe cellulaire résultant
d’une décomposition en quadrants de Xa(R); chaque orbite O, ~ RP de dimen-
sion p pouvant se décomposer 2P quadrants.

La figure 3 représente une décomposition en quadrants de la variété R2. Celle ci
comportant une cellule de dimension 0, 4 cellules de dimension 1 et 4 cellules de
dimension 2.

3.3.2 La suite spectrale réelle en homologie

La construction de la suite spectrale convergeant vers H,(Xa(R)) est tirée de
[Bi]. En fait tout le travail a déja été effectué dans la section 3.1 ou la filtration sur
I’homologie des points de 2—torsion d’un tore compact a été définie.

On va maintenant construire une filtration I, sur A,(Xa(R)) de telle sorte que
le terme G}, (XA (R)) de la suite spectrale G5 (Xa(R)) définie par I, soit isomorphe

(en changeant les indices) au terme E” (Xa(C)).

Pour chaque ¢ € A, on peut définir comme on ’a fait dans la section 3.1.2
une filtration I} décroissante sur A,.
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F1G. 3 — Une décomposition en quadrants de R?

@ Cellule de dimension 0

— Cellules de dimension 1

Cellules de dimension 2

N

\\\\\W

On obtient ainsi une filtration /* sur le complexe A,(Xa(R)) compatible avec les

différentielles 0, en posant:

I(AX) = Y IiA)

c€A(n—p)

et on peut alors définir une filtration croissante I, sur A,(Xa(R)) en posant pour

pEeZ,p<O:

L,(A(Xa(R))) = I"P(A.(Xa(R)))

On obtient ainsi une suite spectrale:

G0 (Xa(R)) =

[P
D oA = HeaXa(R)

c€A(n—(p+q))

dont les différentielles seront notées 8;q.

—_—

Remarque 3.3.3 La suite G

*
pq

(Xa(R)) est concentrée dans le second quadrant. La

figure 4 donne la forme de G (Xa(R)) lorsque n = 3.
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F1G. 4 — Le terme é\;‘;(XA(]R)) lorsque n = 3

Aq

* * 2
* 1
* 0

A

p -3 -2 -1 0

Pour p,q € N, on a:

G(XaR)= P Gr*A,

geA(n—(p+q))

En utilisant (3), on obtient un isomorphisme d’espaces vectoriels:

G XaR)~ P AN+ ~EL, (XaC)

[0
g€A(n—(p+q))

V
J2

De plus, d’apres (4), la différentielle é},}; s’identifie alors sous cet isomorphisme a la
somme directe sur 7 € A(n — (p+ ¢q)) des applications:

\% \%4
Z/\ppﬂ-,o : /\p_ _ @ /\p_
o>T [T]2 ceA(n—(p+q)+1),0>71

Ainsi il existe un diagramme commutatif:

—_—
~

Eé-i—q,—p(XA(C)) Ggq(XA(R))

1 —
ldp"r‘bp agq \L

—_~—

Bpg1-(Xa(€) == @5 (Xa(R))

et donc:

Vpq€Z, E?

p+q,—p

(Xa(0)) ~ GL(Xa(R))
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On a ainsi une identification entre les diagonales de é};(X A(R)) et les lignes de
E2 (XA(C)). La figure 5 montre cette derniére pour n = 3.

F1G. 5 — Identification de EZ(XA(R)) et B> (Xa(C)) lorsque n = 3 (les fleches
donnent le sens de lecture)

Go(Xa(®) |

6
5
¢, EL(Xa(0) | S .
3 A % 3

[\-}
—— 3
7
/*
[\}

o
.
BV
— e
A
o

o 1 2 3 p p -3 -2 -1 0

Pour toute la suite, on considérera le réarrangement G, (X) de la suite spectrale

ZJ\;;(X ) revenant a poser:

Gpg(Xa(R)) = G2y 1o (Xa(R))
Si 'on utilise cette notation, la différentielle 5;,*; devient:
8;(1 : G;q(XA<R)) - G;f(*+l),q+*(XA(R))
La figure 6 donne la forme de la suite G (Xa(R)) dans le cas ot n = 3.

Avec cette définition, on a simplement:

Vp.qeN, G (Xa(R)) ~ E. (XA(C))
et les différentielles 02, et d., se correspondent sous cet isomorphisme.
Bien que cette écriture n’apparaisse pas tres naturelle pour la suite spectrale

réelle, elle s’averera plus pratique au niveau des indices pour étudier les problemes
de dégénérescence.
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F1G. 6 — G (Xa(R)) pour n = 3

q |\
3 *
a2,
2 * *
1 * * * ol .,
0 * * * * a2,

On note b, (Xa(C)) (resp b.(Xa(R))) les nombres de Betti de Xa(C) (resp Xa(R)).
ie: pour p € N, b,(Xa(C)) = dim H,(Xa(C)) (resp b,(Xa(R)) = dim H,(Xa(R)).

D’apres I'inégalité de Thom-Smith, on a:

Y bi(Xa(®) < bi(Xa(C))

peN peEN

On obtient ainsi:

Corollaire 3.3.4 Sila suite spectrale G}, (Xa(R)) dégénére a lordre 1 (ie: Goo(Xa(R)) =
G (Xa(R))), alors la suite spectrale E (XA((C)) dégénére a lordre 2 et l'on a:

Y bi(Xa(R) =) bi(Xa(C)

peEN peN

Remarque 3.3.5 Si la suite spectrale G, (X) dégénere a I'ordre 1, il est possible
de lire les nombres de Betti b.(Xa(R)) et b,(Xa(C)) sur le terme G, (Xa(R)) =~
E2,(XA(C)). En effet, dans ce cas:
= bp(Xa(R)) = 3 ey dim(Gy (Xa(R))), 0 <
= b(Xa(C)) = 32,1y dim(Gp (XA(R))), O
(cf figure 7 lorsque n = 3).

<
k

I/\:

p
<

3.3.3 La suite spectrale réelle en cohomologie

Regardons maintenant ce qui se passe en cohomologie.

Pour chaque o € A, on peut définir comme on I’a fait dans la section 3.1.3 une
filtration L7 croissante sur A“.

On peut alors obtenir une filtration croissante L, sur le complexe A*(Xa(R)) com-
patible avec les différentielles 0* en posant:
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F1G. 7 — Lecture des nombres de Betti lorsque n = 3

bi(Xa(R))  b3(Xa(R))
bo(Xa(R))  ba(Xa(R))

q |\
N
3 N
AN
\ N\ A
2 \ RN
AN .
N N RN N O N (@)
1 L Y] N
\ ~
N\ N\
o TP T e e
\ N N
N N N
0 } 2\ \3\ \p\ b4(XA(C))
N\ N\ \ N
N . . .
bo(Xa(C))  b2(Xa(C)) b3(Xa(C))
b1(Xa(0))

L(A4(X) = @ Ly

c€A(n—p)

Finalement, on peut définir une filtration décroissante L* sur A,(Xa(R)) en
posant pour p € Z, p < 0:

LP(A,(XA(R))) = L_p(A.(XA(R)))

Avec cette filtration, on obtient la suite spectrale GL*(Xa(R)):

— P i
GH(XaR) = B 7147 = Hprg(Xa(R))
c€A(n—(p+q))

Les différentielles de cette suite spectrale seront notées 0%,

Remarque 3.3.6 Comme @(XA(R)), la suite @E(XA(R)) est concentrée dans le

second quadrant. La figure 8 montre la forme de GY/(Xa(R)) lorsque n = 3.

Pour p,q € N, on a:

GXaR)= @ Grra
a€A(n—(p+q))

En utilisant (8), on obtient un isomorphisme d’espaces vectoriels:
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Fic. 8 — Le terme @(XA(R)) lorsque n = 3

v ¢
* 6
* )
* * 4
* * 3 o
5;71

* * 2

* 1 o5
* 0

p -3 -2 -1 0

G~ @ Nliop) =B 7(Xa(©)

vermrey 912

De plus, d’apres (7), la différentielle (5(\’]’/‘1 s’identifie alors sous cet isomorphisme a la
somme directe sur 7 € A(n — (p + q)) des applications:

ST A (0n0)" /\p%r -~ D Ny
o>T c€A(n—(p+q)+1),0>7

Ainsi il existe un diagramme commutatif:

EYYP(XA(C)) — > GPI(XA(R))

+4a,— 5P
ldzl; q ’ 8gql
—_ —

EPHHEP(XA(C)) = @2 (XA (R))
et donc:

YV p.q € Z, EVP(XA(C)) ~ GP(XA(R))

Comme en homologie, on considérera par la suite le réarrangement G24(Xa(R))

de la suite spectrale G£?(Xa(R)) revenant & poser:

GU(XA(R)) = G.""M(XA(R))
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Si l'on utilise cette notation, la différentielle OP devient ot . GP(XA(R)) —
GE T (X (R)). La figure 9 donne la forme de la suite GP(X(R)) dans le

cas oun = 3.

q
3 *
o5
1 * * * a*
0 * * * *

Avec cette définition, on a simplement:

Vp,q €N, G"(Xa(R)) ~ E3*(XA(C))

et les différentielles 07 et dj* se correspondent sous cet isomorphisme.

Pour résumer la situation, on a construit 4 suites spectrales > (Xa(C)), EX?(Xa(C)),
Gy (Xa(R)) et GR(XA(R)) vérifiant pour tout p,q € N:

2,(Xa(€)) = Hom(EZ(X»(C)), o) ~ Hom(GF(Xa (), o) = Gy (X (R)

Ainsi, comme H,(A,(XaA(R))) ~ Hom(H*(A*(Xa(R))), %), on a:

Corollaire 3.3.7 La suite spectrale G, (Xa(R)) dégénere a lordre 1 si et seulement
si la suite spectrale GP1(Xa(R)) dégéneére a l'ordre 1.

4 Propriétés de la suite spectrale G, (Xa(R))

4.1 Préliminaires

Soient N’ ~ Z% un autre réseau et A’ un éventail de Nj = N @ R.

Définition 4.1.1 Un morphisme d’éventails ® : (N,A) — (N',A’) est un mor-
phisme ® : N — N’ tel que son extension g : Ng — Ng vérifie la propriété
suwivante:
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Vo e A, o' € A, Og(o) C o’
Si @ est un morphisme d’éventails, alors ¢ induit des morphismes équivariants:
- ¢r: Xa(R) = Xa(R)
- @c XA((C) — XA/((C)
On dira que ® est propre si ®71(|A]) = |A.

Remarque 4.1.2 pg et ¢ sont propres si et seulement si ® Uest (cf [Fu)).

Comme dans la partie précédente, on notera pour p € N et pour K =R ou C:

XK= (J 0.K)

c€A(n—p)

XK= |J 0K

oceA'(n—p)

Si®: (N,A) — (N',A) est un morphisme propre d’éventails, alors pour p € N,
or(Xp(K)) C X/ (K). Ainsi ® induit des morphismes de complexes:

u t Byp(Xa(R)) = Au(Xa(R)) = Eyp(Xar(R)) = Au(Xar(R))

P B (X (R)) = A"(Xar(R)) = E{*(Xa(R)) = A"(XA(R))

dans le cas réel et dans le cas complexe:

O EX(Xa(C)) — EZ(Xa(C))

On va s’intéresser par la suite au cas réel. N
¢, est compatible avec les filtrations I sur A,(Xa(R)) et I’ sur A.(Xa/(R)) définies
dans la partie précédente. Ainsi ¢, induit des morphismes de complexes:

Pt Gr(Xa(R)) — GL(Xar(R))

De méme, ¢* induit des morphismes de complexes:

v GO (Xa(R) — G (Xa(R))

Comme on s’intéressera principalement aux propriétés de Xa(R), on se contentera
pour alléger les notations, sauf mention contraire, d’écrire X := Xa(R).
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4.2 Propriétés d’additivité

Soit Y C X une sous-variété fermée invariante sous I'action du tore T (R).

On note AX~Y le sous-éventail de A := A¥X correspondant & 'ouvert X — Y de
X et on pose AY = A¥ — AX=Y Ainsi, avec ces notations, Y = U 0,.

oceAY

Remarque 4.2.1 Lorsque Z est une quelconque réunion d’orbites sous I’action du
tore d’une variété torique torique réelle, il est possible de définir comme on I'a fait
précédemment la suite spectrale G, (7).

On notera également 92 (resp. XY, 9)) les différentielles du complexe A, (Xa(R))
(I‘eSp. A*<X - Y)7 A*(Y))

Remarque 4.2.2 1l existe une décomposition naturelle:
A(X)=A(Y) D A(X -Y)

Finalement, on pose:
iV AJY) — AJ(X)
x — (x,0)
XY AX-Y) — A(X)
y — (0,9)

P A(X) (Y)

_ * -
(z,y)
rXY. o A(X)

A
X
(z,y)

A(X —Y)
Yy

Remarque 4.2.3 Pour ¢ € A,(X), on notera plus simplement:

On va s’intéresser ici aux relations entre les complexes A, (X), A.(Y) et
A(X =Y.

La décomposition A,(X) = A.(Y) @ A.(X —Y) est compatible avec la filtration

I*. Ainsi pour ¢ € N, on a:
11 11 11
T d(X) = 77 ANY) @ T AX - Y)
Par contre, cette décomposition n’est pas compatible avec les différentielles 90X, 9Y
et 0XY.

En effet, la différentielle &f( est donnée par le diagramme:
A (X)) ———=A.(Y) &P A (X =Y)
/
laf laf_l (@) )y iafz‘”
~ /
Act(X) —= A (Y) S Aci(X =Y)
et sic € A (X —Y), en général, (95(0,c¢))y # 0.
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Proposition 4.2.4 Pour chaque q € N, il existe une suite exacte longue:
.. —>Gi,q(Y) —>Gi7q(X) —>G1 (X Y) — GL. 1q( )— ...

Démonstration:
Ces suites exactes longues sont induites par les suites exactes courtes:

11 11 B
De plus, soit ¢ € N et ¢ € T9(A.(X —Y)) telle que XY (c) € I77(A(X = Y)).
Alors le connectant g, : G1 ( -Y) = G ,(Y) est donné par g.([d]) = [¢,,]
ol € est la classe de ¢ dans 747 A, (X —Y) et [¢] la classe du cycle ¢ dans G (X —Y').00

Soit T,(X,Y') le complexe total associé a I'injection A, (Y) — A.(X). Ce dernier
est défini par:
~ Pourpe N, T,(X,Y)=A4,1(Y) ® A,(X)
XY L T(X)Y) — T,1(X)Y)
o) = @ ).05 @)+ )

Les filtrations I* sur A,(Y) et A.(X) induisent une filtration, encore notée I*, sur
T.(X,Y).

Définition 4.2.5 Soient (C., F*) et (D.,G*) 2 complexes de chaines filtrés et f, :
C, — D, un morphisme de complexes compatible avec les filtrations F™* et G*. Alors
f+« est un quasi-isomorphisme filtré si le gradué de f., Gr*(f.) : GriC — Gr§D, est
un quasi-isomorphisme (cf [De] (page 8)).

Proposition 4.2.6 I existe un quasi-isomorphisme filtré:
it A X = Y) = T (X,Y)
Démonstration:

Il s’agit de montrer que pour tout ¢ € N, les complexes %A*(X—Y) et I,ﬁl T.(X,Y)
sont quasi-isomorphes.

Soient:
— he 1 T.(X,Y) = A, (X —Y) définie par:

hp(y, ©) = x[x -y
— fi 1 Al(X =Y) = T.(X,Y) définie par:

Fol2) = (0 (i 7 (D)3 (2))

Remarque 4.2.7 Les morphismes de complexes f, et h, sont compatibles avec les
filtrations I*.

On a h, o f, =id. Il faut encore montrer:
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Lemme 4.2.8 Le morphisme f, o h, est homotope a ['identité.

Démonstration:
On considére ¢, : Tu(X,Y) — T,y1(X,Y) définie par:

ep(y, x) = (z[y,0)
Montrons que 'on a:
P 00XV + 0N 0o, = fuoh.+id
Soit (y,z) € To(X,Y). On a:

01007 (y,2) = 0u1(0)_1(y), 0F (x) +y)
(05 (%) + )}y, 0)
= ((0¥(2)),y +v,0)

0% opuy,x) = 90X (w,,0)
= (@Y(xly),l’ly)

Et donc:

i1 00 (y,2) + 05 oy, ) = (X @)y +4.0) + (0 (), 1)
= (O @y ))ly + Y5 7))

De l'autre coté, on a:

(f* © h* +2d)(y,l’) = f*(m\y70) + (y,.?f)

Ainsi f, o h, est homotope a l'identité. [

Pour finir, il suffit de voir que toutes les applications précédentes passent aux
quotient et fournissent les équivalences d’homotopie désirées [.

Soit 71 X — X T'éclatement de X de centre Y. On notera E le diviseur excep-
tionnel et 7, : A, (X) — A,(X) le morphisme de complexes induit par 7.

On va maintenant regarder quelles sont les relations entre A, (X), A,(Y), A,(X) et
AL (E).

Remarque 4.2.9 Comme 7r|5(7E)? — B ~ X —Y est un isomorphisme, (m_ ). :

A(X — E)~ A, (X —Y) est un isomorphisme de complexes de chaines.
Pour simplifier I’écriture, on notera, pour z € A, (X —Y):

()0 M) =7
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Soit B.(X,Y) le complexe total associé au diagramme:

Ce complexe est défini par: B
- B,(X,)Y)=A, 1(F)® Ay(X) ® Ay(Y) pour pe N

XY 1 By(X)Y) — B,(X)Y)

(2.2,y) — (07,(2),05(@) + 2,0) (y) + mpr(2))

Les filtrations I* sur A*()A(/ ), A(E) et A,(Y) induisent une filtration, que 'on
notera encore [*, sur B,(X,Y).

Proposition 4.2.10 I existe un quasi-isomorphisme filtré:
¢s  Au(X) — B.(X,Y)
Démonstration:

Comme pour la proposition 4.2.6, il va s’agir de montrer que pour chaque g € N, les

complexes 17 A, (X) et 47 B.(X,Y) sont quasi-isomorphes.

Soient:
— hy: B.(X,Y) — A,(X) définie par:

hp(27§7 y) = 7TP<ZE> + Yy
— fo  Au(X) — B.(X,Y) définie par:

T~y ——~—

fp(x) = ((8;(<m|x_y))|E7‘T\X—Y7x\y)

Lemme 4.2.11 f, et h, sont des morphismes de complexes compatibles avec les
filtrations I*.

On a h, o f, = id. 1l faut ainsi montrer:
Lemme 4.2.12 f, o h, est homotope a ['identité.

Démonstration:
On considére ¢, : B.(X,Y) — B,;1(X,Y) définie par:
ep(2,7,y) = (215, 0,0)

Montrons que 'on a:

@*_1065’}/—}—8:&}1/090*:f*oh*—f—id
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Soit (z,7,y) € B.(X,Y). On a:

P10 05V (2,75,y) = 0ua(081(2), 05 (@) + 2,0) (y) + T (2)
= ((a*~( )+Z)\E7070)
= ((ai((%))\E +27070)

05 0 pul(z,Ty) = 0% (F),,0,0)
= (0(F,). 2, m(T)))
Et donc:

((P*—l ° ai(,Y a>l<—i—l © 90*)(27 :”E, y) = ((a::((’xv))lE +2z+ a§<§f|E)7 ZE|E77-‘-*<ﬂxv\13))

= (07 @_ e + 2 315 7 (@)))
De l'autre coté, on a:
(feohs +id)(2,T,y) = fulm(Z) +y)+(2,2,y)
(9 ((W*( Dixy e (@) 13y )s (1 (2)))y + ) + (2,7, 9)
= (OF @ s + 27, + 7 (@)
(o, (SU|X e T2 T (T )

Ainsi f, o h, est homotope a l'identité. [

Pour finir, il suffit de voir que toutes les applications précédentes passent aux
quotient et fournissent les équivalences d’homotopie désirées [.

Remarque 4.2.13 Lorsque Z est une variété algébrique réelle, le complexe des
chaines singulieres C,(Z) pour 'homologie de Borel Moore a coefficients dans % est
naturellement munie d’une filtration W* appelée filtration par poids (cf [Az] et [M (]
pour la construction de cette derniere).

D’apres [Mc], il esiste un quasi-isomorphisme filtré entre les complexes filtrés

(AL (X)), I*) et (C.(X), W) (avec un décalage). Les propositions 4.2.6 et 4.2.10 font
partie des clés permettant d’obtenir ce résultat.

En particulier, si W, (X) désigne la suite spectrale associée a la filtration W* et
convergeant vers H,(X), alors pour tout p,q € N, il existe des isomorphismes com-
patibles avec les différentielles:

Wig(X) = Gy (X)

Par exemple si n = 3, la figure 10 montre comment se fait 'identification entre
W2 (X) et G (X).

On va maintenant s’intéresser a la filtration induite par I* sur H,(X).

Rappelons que cette derniere, que I’on notera encore I*, est définie par:

I"H(X) = Im(H.(I"(A.(X))) — H.(A(X)))
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F1G. 10 — Identification entre W2 (X) et G, (X) (les fleches indiquent quelles lignes
sont identifiées et dans quel sens)

7 Gpo(X) 7 ) Wiy (X)

3 — 3 %

2 * - ek 2 * - ek

1 el 1 = = A

0 - -
0 1 2 3 p 0 1 2 3 p

Définition 4.2.14 Soient (Cy, F*) et (D.,G*) 2 complexes de chaines filtrés (avec
des filtrations décroissantes) et f. : Cy — D, un morphisme de complezes compatible
avec les filtrations F* et G*. Alors f, est strictement compatible avec les filtrations
F* et G* si on a pour q € Z:

F(FU(CL)) = £(C)NGU(Dx)

Remarque 4.2.15 Le morphisme f, est strictement compatible si et seulement si
on a:

Yq €N, Ve € FI(C,), f.(c) € G(D,), Id € FT(C,), f.(c) = f.(d)

Proposition 4.2.16 Les 3 assertions suivantes sont équivalentes:
~ La suite spectrale Gy (X) dégénere a l'ordre 1.
— Les différentielles 0. du compleze A,(X) sont strictement compatibles avec la
filtration I*.
— Pour p,q € N, 1l existe des isomorphismes naturels:

Ppg + Hp(Gr{AL(X)) = GriH,(A.(X))

Démonstration:
cf [De] (page 15).00

Reprenons le cas ou Y est une sous-variété fermée invariante de X. On a une
suite exacte longue en homologie:

Lo HOY) S HX) S HX -Y) S H o (Y) — ...

ou:
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—i([y]) = [(0,y)] pour [y] € H.(Y)
r([z]) = [z_, ] pour [2] € H.(X)
- g*([ZD [(9%(0, 2))}y] pour [2] € H(X =Y

Proposition 4.2.17

* 81 G (X) = G(X) alors g, est strictement compatible avec la filtration I*.
8 GL(Y ) (Y) alors v, est strictement compatible avec la filtration I*.
* 8 GL(X ) = Gpo(X —Y) alors i, est strictement compatible avec la

filtration I*.

Démonstration:

* Soit p,q € N et [2] € [1(H,(X —Y)) tel que g,([2]) = [y] € [T (H,_1(Y)).
On peut supposer que:
—zeI(A,(X -Y))
e (A, (Y))
I existe v € A,(Y) tel que (9,(0, 2)), =y + 9 (7). Alors:

0y (7:2) = (0, (1) +(9,(0,2)), 0, ()

Ainsi 0) (v, z) € I (A4,_1(X)). Comme &' est strictement compatible avec
la filtration I*, il existe p = (u1, p2) € T (A,(X)) tel que 9,(u) = 9,(7, 2).
Ainsi:

{6Z(m)+(8§(07uz))|y = 0, (M) +(57(0,2)))y
05 (pa2) =0

Alors dans H,_;(Y):
[0 (0, )1y ] = [y + (8, (0, 2)] = [y]
Done gy ([12]) = [y] et 1] € I (H,(X — Y)).
% Soit p,q € N et [2] € I9(H,(X)) tel que r,([z]) = [¢] € T (H,(X — Y)).
On peut supposer que:
-z = (31,22) € I"(A,(X))

— 2 eI (A,(Y))
II existe v € Ap1 (X —Y) tel que 23 = z + 85,1 (7). Alors:

(2] = [(21,22)+ 0511 (0,7)] = [(@1 (9551 (0, 7)1y 2240557 (V)] = [(214(F541(0.9)) 1y, 2]

x est un cycle donc:

0y (21) + 0, ((0541(0,7))1y) + (9,0, 2)), = 0
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En particulier, 8;/(131)—1-8;/((6’;11(0,7))\‘/) = (85((0, z))}y donc 8§(x1)+8g((8ﬁr1(0,7))|y) €
[T (A (Y).

Comme 8;/ est strictement compatible avec la filtration I*, il existe a &
TTH(AL(Y)) tel que 9) (o) = O) (x1 + (9;41(0,7))}, ). Ainsi:

~ (a, 2) € I (A,(X))

— Op(a,2) =0

() = 5] € By(X — V).

 Soit p,q € N et [y] € I1(H,(Y)) tel que iy([y]) = [z] € 71 (H,(X)).
On peut supposer que:
e I(A(Y))
2= (e1,3) € 7 (4,(X)
I existe v = (71,72) € Ap+1(X) tel que (y,0) = (x1,22) + 0%, (7). Alors:
- Yy=x+ 8117/-1-1(71) + (8;{&-1(0772))|Y
— T+ 855:11/(72) =0
En particulier, 9,,7" (72) € 197 (A, (X —Y)).
Comme 8;(*5/ est strictement compatible avec la filtration I*, il existe a €
174,00 (Y)) tel que 935 () = 953 ().
On a alors dans H,(X):

2] = [r+0,4.1(0,0)]

[xl + (a;ii-l(o? a))lyv a;ﬁ-_ly<’72) + 8;2-_1)/(0[)]
= [xl + (8;11((), a))|Y7 O)]

Maintenant, z1 + (9%, (0, @)}, € 177 (A,(Y")) donc:

ip([21 + (041 (0, 0)) ) = [2] O

Corollaire 4.2.18 Supposons que G, (X) = Go2(X), G, (V) = G2(Y) et que i, :
H.(Y) — H,(X) soit strictement compatible avec la filtration I*. Alors G, (X=Y) =
GE(X - Y).

Démonstration:
Dans cette situation, d’apres 4.2.17, g, 7, et 7, sont toutes les 3 strictement compa-
tibles avec la filtration I*. Ainsi la suite exacte longue:

Lo HOY) S HX) S HX -Y) S H (V) — ...

induit la suite exacte longue:

Gr*iy Gr*ry GT*gx

.= GrrH(Y) GrrH.(X) GrrH (X -Y) —= Gr'H,(Y) — ...
Comme G}, (Y) = G2 (Y), il existe pour tout p,q € N un isomorphisme naturel
Ypq + GriH,(Y) ~ H,Gri(H.(Y)) = G,,(Y). De méme, il existe un isomorphisme

Gpg : GriH,(X) ~ H,Gri(H.(X)) = Gzl)q(X).
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Par conséquent, pour tout p,q € N, il existe un diagramme commutatif dont les
lignes sont exactes et les fleches verticales sont des isomorphismes:

> GriH,(Y) GriH,(X) GriH,(X —Y)

l | l

GriH, 1(Y) — .

o —— H,GrH,(Y) — H,GriH.(X) — H,GriH, (X —Y) —> H, 1Gr1H,(Y) —> - -

Il est ainsi possible de construire a 1’aide de ce diagramme un isomorphisme
GriH,(X —Y) ~ H,Gri(H.(X —-Y)) = G, (X =Y). Par conséquent, la suite spec-
trale GL (X —Y) dégénere & Pordre 1.0

La proposition 4.2.17 peut étre reformulée dans un contexte plus général.
Soit (A, 02, F*), (B,,02,G*) 2 complexes de chaines filtrés d’espaces vectoriels sur
% ou F* et G* sont des filtrations décroissantes et soit f, : A, — B, un morphisme
compatible avec les filtrations F™* et G*.

On peut former le complexe total, T, = Tot/(A,, B,) associé & f en posant
T, = A,_; @ B, et dont la différentielle & : T, — T,_; est donnée par:

o A, 1®B, — A, ,® B,
(a,0) — (92,(a), feur(a) + 0P (D))

Ce complexe est alors muni de la filtration L* induite par F* et G* (ie: LT, =
FiA, 1 & GB, pour tout q € Z).
On désignera encore par F* (resp G*, L*) la filtration induite sur H,(A) (resp H.(B),
H.(T)).

11

[(a,0)
Il existe alors une suite exacte longue:

= H(A) 2L g(B) I HA(T) 2 Ho_(A) — ...
Proposition 4.2.19

* 8i 0P est strictement compatible avec la filtration G*, alors g, est strictement
compatible avec les filtrations L* et F™*.

* 8i 04 est strictement compatible avec la filtration F*, alors r, est strictement
compatible avec les filtrations G* et L*.

* 8i 0 est strictement compatible avec la filtration L*, alors H, f est strictement
compatible avec les filtration F* et G*.
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Démonstration:

La preuve de cette proposition est essentiellement la méme que celle de 4.2.17.

* Soit p,q € Z et [(a,b)] € LI(H,(T)) tel que g,([(a,b)]) = [a] € FIT(H,_1(A)).
On peut supposer que (a,b) appartient a L9(T,).
Tout d’abord, il existe a« € F1H1 A, 1 et v € A, tels que:

a=a+0d)(y)
En particulier, on a:

fo-1(a) = fy-1(a) + 8, (fp-1(7))

Ensuite, (a,b) est un cycle donc:
- 85471(@) =0
= 0, (b) + fp-1(a) =0
Alinsi:
9, (b+ fr-1(7)) = fp-1(a)
Comme o € F™' A,y f,1(a) € G B,_;. Par hypothese, 9F est strictement
compatible avec la filtration G* donc il existe § € G B, tel que:

0, (8) = 0, (b + fp-1(7))
Alors («a, 8) est un cycle de T, et (o, 3) € LY™T,. De plus, g,([(ov, 8)]) = [a].

* Soit p,q € Z et [z] € GY(H,(B)) tel que r,([z]) = [(0,z)] € LI (H,(T)).
Alors, il existe (ay, ) € LITIT), et (B1, B2) € Tpia tels que:

(0,2) = (a1, a2) + 3§+1(51,52)
Alinsi:
- 041—|—(9;,4(61) =0
~x=ay+02,(B2) + fp(B) =0
Comme 9;'(f1) = a1 € FI*'A,_; et que 07 est strictement compatible avec la
filtration F*, il existe y; € F7T1 A, tel que:

@fﬁl = 3{7471
Alors [(0,2)] = [(0, a2 + fp(1))] et [2] = 7,([(0; a2 + f(71))])

* Soit p,q € Z et [a] € FI1(H,(A)) tel que H,f([a]) € G (H,(B)).
Ainsi, il existe « € G B, et 3 € B,y tels que:

Hyf(la]) = o+ 9,74 (B)
8T

T 1(a,8) = (0,a) € LT'T,. Comme 0] est strictement compatible avec la
filtration L*, il existe (y1,72) € LT, tel que:

Opi1(a ) = Opa(11,72)

On a donc:
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- 8;‘(71) =0
= () + fo(n) = a = 4(6) + fy(a)

Par conséquent:
fo(m) = fola) + 8,1(8) + 041 (72)
Et:
Hyf(Im]) = Hpf(la]) O

4.3 Comportement vis a vis du produit

On va montrer ici que le terme G, (X x Y) de la suite spectrale G (X x Y),
lorsque X et Y sont deux variétés toriques réelles, s’exprime simplement en fonction
des termes G} (X) et G} (Y) des suites spectrales G35, (X) et G (Y) associées a X
et Y. En particulier, on verra que si G (X) et G, (Y') dégénerent toutes les deux a
Pordre 1, alors G (X x Y) dégénere aussi a I'ordre 1.

Pour 0 < p < ¢ < n, on désignera par g,,(X) (resp gp,(Y)) la dimension de
G (X) (resp G, (Y)).

Définition 4.3.1 Soit X une variété torique réelle de dimension n.
On définit le polynome P)p(mds € Zlz,y] par:

0ids
Py (a,y) = Z Gpq(X )Py
0<p<g<n
Proposition 4.3.2 Soit X, Y 2 variétés toriques réelles. Alors:
PES (,y) = PY(a,y) x PE(x,y)

Démonstration:
On note A C Ng (resp AY C NJ) I'éventail associé a X (resp V). L’éventail
associé a la variété X x Y est ainsi AY x AY € Ng¥ x NY.

On notera également:

- X = NX ® Z
_ VY NY ® %
Soient 0 € AX et o/ € AY. On a un isomorphisme:
VX X VY VX VY
Hy(———— )~ Hy(——) & Ho(——
ol o) = ) © oo,

Ce que 'on peut réécrire en reprenant les notations usuelles sous la forme:

Ao'><a/ = Acr & AO'/

Ainsi pour n € N, on obtient:

A(X xY)~ @ Al (V)
p+g=n
On considere le bicomplexe K, défini par:
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- qu = AP(X) ® Aq(Y)
— Les différentielles de K, sont données par le diagramme:
Apfl(X) ® Aq<Y) Ap<X) ® Aq(Y)
id®6yl J{id@@,}/

A1 (X) ® Aga(V) 5 A(X) 8 A (Y)

P

-
O @id

On notera (A(X) * A(Y)). le complexe total associé au bicomplexe K,.. Sa dif-
férentielle sera notée 92XV

On a alors un diagramme commutatif pour n € N:

A(X xY) — (AX) x A(Y)),,

87)1(XY\L \Lar)l(*}’

Ap (X XY)——= (AX) x A(Y))n—1
Remarque 4.3.3 On retrouve en particulier la formule de Kiinneth:

WX xY)~ @5 Hy(X)® Hy(Y)

ptq=k

Ce qui donne pour les nombres de Betti:

R(XXY) = )" b (X (V)

p+q=k

Regardons maintenant comment se comporte la filtration I, via I’isomorphisme
défini précédemment.

Remarque 4.3.4 Pour 0 € AX et 0/ € AY, on a:

I ~ VEVY VX VY
AO’XO’ } @ [01]2-

[ol2x[0’]l2 — [o]2
- IA ~ VX
7 [ol2”
- IA VY
0' — [01]2

Soit k£ € N*. Comme:

I* i
WAUXU/ =~ /\ﬁAaXa”
Et que:
i I NI T
/\ﬁAO—@ﬁAUI ~ @ /\ﬁAU®/\ﬁA
r+s=k

On doit avoir:

I* I I?
ot Ao = @kﬁAv @ A
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Ainsi, on obtient I'isomorphisme suivant:
I* I
]k+1 (X xY) @ @ p+1 ]s+1A‘I(Y>
r+s=k p+q=n

Remarque 4.3.5 Si k=0, on a:

AX xY) A,(X)
LD L @

On en déduit alors pour (p, q) € N? I’égalité suivante:

Ipg(X X Y) Z Z 9 (X) gp—iq—i (V)

=0 7=0

Ce qui entraine:
Ppozds poids poids
oy (T Y) = Py, y) < Py (2, y) u

Corollaire 4.3.6 Supposons que les suites spectrales G, (X) et G5, (Y) associées a
X et Y dégénerent toutes les deuz a l'ordre 1, alors la suite spectrale G (X X Y')
dégénere également a [’ordre 1.

Démonstration:
Comme G, (X) et Gy (Y) dégénerent toutes les deux a I'ordre 1, on a pour ¢ € N:

= 0g(X) = 32 9y (X)
= bg(Y) =32, 95 (V)

On sait que pour tout k € N, by(X xY) =3" . b,(X)xb,(Y). On peut égale-
ment calculer les termes gl (X x Y') en utilisant la proposition 4.3.2. En comparant
les résultats obtenus, on a pour tout k € N:

R(XXY) =) gl (X xY)

qeN
Ainsi la suite spectrale G (X x Y') dégénere également a I'ordre 1. [J
Corollaire 4.3.7 Soit X une variété torique réelle de dimension n et soit pg € N
tels que Gzl)q(X) =0 pour tout p < py et ¢ € N.
Alors pour tout k € N, la variété torique X x (R*)* vérifie:

Gh (X x (R)*) =0, Vp <py+k,Vg €N
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5 FEtude des différentielles du complexe A,(Xa(R))

Ceci constitue la partie centrale de ce texte. On va montrer ici que les variétés
toriques de dimension 4 sont maximales. On verra également que ce résultat est vrai
en dimension 5 dans le cas particulier des variétés toriques affines simpliciales.

I1 semble bon de mentionner que ceci est faux en général en dimension 6 (un contre
exemple se trouve dans [Ho| pour cette dimension ). Par contre, on ne sait pas encore
si en dimension 6 les variétés variétés toriques affines simpliciales sont maximales.

5.1 Résultats généraux
5.1.1 Meéthode

En général, pour montrer que la suite spectrale G (Xa(R)) dégénere a I'ordre
1, on utilisera le procédé suivant:

Définition 5.1.1 On dira que le complexe A.(Xa(R)) satisfait la propriété s,, pour
0 <p,q <n sila différentielle 0, vérifie:

Ve € I'(Ay(Xa(R))), Gy(c) € I Ay 1 (Xa(R)), 3d € ™A, (Xa(R)), Oy(c) = 9y(d)

Pour montrer que A, (Xa(R)) satisfait la condition s,,, on utilisera la proposition
suivante:

Proposition 5.1.2 Pour 0 < p,q < n, les 2 conditions suivantes sont équivalentes:
(1) Le complexe A.(Xa(R)) satisfait la condition s,,.
q

1
(2) Pour toute classe ¢ € GO (Xa(R)) = WAP(XA(R)) telle que °pq(c) = 0,
il est possible de trouver ¢ € I1A,(Xa(R)) vérifiant 0,(c) = 0 et ¢ = ¢ €
Gg(Xa(R)).
Démonstration:

* Supposons que A,(Xa(R)) satisfait la condition s, et soit ¢ € GJ (Xa(R))
telle que 9°pq(c) = 0.
Alors 9,(c) € I (A,_1(Xa(R))) et ainsi, il existe d € [77(A,(Xa(R))) telle
que Jy(c) = 9y(d). Alors si ¢ = c+d, 9p(c') =0 et €= ¢ € G, (Xa(R)).

Réciproquement, supposons que pour toute classe ¢ € Ggq(X A(R)) telle que
d"pq(c) = 0, il est possible de trouver ¢’ € I7A4,(XA(R)) vérifiant 9,(c') = 0 et
¢=c € G (Xa(R)). Soit ¢ € I9(A,(Xa(R))) telle que 9, (c) € 19 A1 (XA (R)).
Alors d) (¢) = 0 et ainsi, il existe ¢ € I7A,(XA(R)) telle que p(c) = 0
et ¢ = . Alors il existe d € T7 A, (XA(R)) telle que ¢ = ¢ + d et ainsi
Op(c) = Op(d).0]

Remarque 5.1.3 Si le complexe A,(Xa(R)) satisfait la condition s,,, alors la
différentielle 8;(1 de Gll)q(X A(R)) est nulle. Mais la réciproque est fausse puisque
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dy, = 0 si et seulement si pour toute chaine ¢ € I7(A,(Xa(R))) telle que dy(c) €
I A, 1(Xa(R)), il existe d € T97 AL (XA(R)) et e € T972 A, 1(Xa(R)) telles que:

Op(c) = Fp(d) + e

Proposition 5.1.4 Pour p € N, les 3 conditions suivantes sont équivalentes:
(1) Pour p € N fizé et pour tout ¢ € N, le compleze A.(Xa(R)) vérifie la condi-
tion Spq.
(2) La différentielle 0, du complexe A.(Xa(R)) est strictement compatible avec
la filtration I*.
(3) Pourtoutq € N, pour toutl € N, toutes les différentielles 9}, : Gl (Xa(R)) —
Gl _1 4(Xa(R)) du terme G! (XA(R)) sont nulles.

Démonstration:
Soit p € N fixé.
(1) = (2) Supposons que le complexe A,(Xa(R)) vérifie la condition s,, pour
tout ¢ € N. On va montrer que pour tout r € N et pour tout ¢ € N:

Ve € I(A)(Xa(R))), 9,(c) € 17 A, 1 (Xa(R)), 3d € I A, (Xa(R)), dy(c) =

On procede par récurrence sur r. Si r = 1, ceci revient a dire que la condition
Spq €st vérifiée. Soit ¢ € T1(A,(Xa(R))) telle que 9,(c) € T17 1A, 1(XA(R)).

Alors en particulier, 9,(c) € 197" A,_1(Xa(R)) et donc il existe d’ € 177" A,(Xa(R))

tel que 0,(c) = 0,(d’). Comme A,(Xa(R)) satisfait la condition s, 44, il existe
d € 17T AL(XA(R))) telle que 9,(d) = 9,(d') et d convient.

(2) = (3) Supposons que la différentielle 9, du complexe A,(Xa(R)) soit stric-
tement compatible avec la filtration I*.
Soit r > 1, ¢ € N et [c] € G}, (Xa(R)). Alors ¢ € I7A,(Xa(R)) et 9,(c) €
177" A, 1 (XA(R)). Comme 0, est strictement compatible avec la filtration I*,
il existe d € 177" A,(Xa(R)) vérifiant 9,(d) = 0,(c) et donc 9y, ([c]) = [0].

(3) = (1) Supposons que pour tout (¢,l) € N?, toutes les différentielles 9}, :

Gl (XaR)) — GL_y . (Xa(R)) soient nulles.

Soit ¢ € N et ¢ € I7A,(Xa(R)) vérifiant 9,(c) € 177 A, 1(Xa(R)). Comme

toutes les différentielles &), sont nulles pour [ > 1, il existe ¢’ € I14,(Xa(R))

vérifiant:

— 0y(c) =0

=/ e G (Xa(R)) ont T et ¢ désignent les classes respectives de ¢ et ¢/
dans G9 (Xa(R)).

Ainsi, d’apres 5.1.2, A,(Xa(R)) satisfait la condition s,,. O

Remarque 5.1.5 Si 0, et 0,41 sont strictement compatibles avec la filtration I*,
alors:

H,(XA(R)) ~ @D G}, (Xa(R))

geN
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Corollaire 5.1.6 Si toutes les différentielles du complexe A.(Xa(R)) sont stricte-
ment compatibles avec le filtration I*, alors la suite spectale Gl (Xa(R)) dégénére d

Vordre 1 (G (XA(R)) = Gro(Xa(R))).

Pour pouvoir appliquer la proposition 5.1.4 et le corollaire 5.1.6, on aura besoin
de bien comprendre la relation entre différentielles de G, (Xa(R)) et celles du com-
plexe A.(Xa(R)).

Avant de rentrer dans le vif du sujet, rappelons que pour p € N:

v

- Ay(XaR)) = DB,ennp HO(@)

— la différentielle 9, : A,(Xa(R)) — A,_1(Xa(R)) est donnée par la somme
directe sur 7 € A(n — p) des applications:

Z Trg HO(L) — @ HO(UL]Q)

T
o>1,dim(o)=n—p+1 [ ]2 o>T,dim(o)=n—p+1

V V

ol T, o HO(W) — HO(W) est I'application induite par la projection natu-
T)2 Ol2

11 4
relle p, o : — —
7 ok B
et que pour p,q € N, la différentielle 89, : G9, (Xa(R)) = WAP(XA(R)) —

14

G)_1 (Xa(R)) = mAp_l(XA(R)) est donnée par la somme directe sur 7 € A(n —

p) des applications:

\%4 \%4
Z pr,a~mH E

o>1,dim(c)=n—p+1 o>1,dim(c)=n—p+1

5.1.2 Un critere global
Soit ¢ € N et o € A(k).

En général, lorsque I'on fixe une base e = (€;);=1.n_x de [—

, alors cela définit des
g ]2

applications s¢ : (As), 0 < ¢ <n, de la maniere suivante:

[—i—l

q
Siw e /\ Iq o ——A,, on peut décomposer w sous la forme:
ala

w = E €rer

Ic{1l..n—k},card(I)=q

oul C{l...n—Fk},Card(/) =qet e =\ €
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Si [eg] désigne la classe fondamentale du sous-espace de dimension ¢ de V' engendré

par les vecteurs e;, i € I dans V' (ie: [e/] = Z [v]), alors on pose:
vEVect(e;,i€l)

sq(w) = > erfer]

Ic{l..n—k},card(I)=q
Remarque 5.1.7 L’application s est une section de la projection f2: I9(A,) —
IG

WAU (f?0 5% = id). Par contre, s’ o f? # id. Pour le voir, on peut prendre par

[2

el
1

I?Hy(V) lapplication définie par cette base et f{20} : IPHy(V) — ﬁHO(V) la pro-

jection. Si ¢ = ([0] + [e1 + e2])([0] + [es]) alors:

exemple 0 = {0}, ¢ = 2 et n = 3. Soit (e;);=1..3 une base de V, 3%0} : —Hy(V) —
2

5%0} ° f{20}(c) = 5%0}((61 +e2) Aes)
= sig(er Nes+ ey Aes)
= ([0] + [ea])([0] + [es]) + ([0] + [e2])([0] + [es])
% c

Remarque 5.1.8 Lorsque ¢ = 1, il est possible de définir une telle application sans

fixer au préalable une base de V.

I
En effet, si v € v ~ — A, il suffit de poser s (v) = [0] + [v].
o], I?

v
Supposons fixée une base e = (€;)i=1. n—x de W et soit st : GriA, — Hy(Ay)
0|2

I'application définie par e. Comme fos* = id, on obtient un isomorphisme d’algebre:

V Vv
— )~ Hq(——
[0_ ) ) 0( [0_]2 )
Soit o une face de v € A telle que [7]; := po([7]2) soit engendré par une partie
de la base e. Il existe alors un unique sous-ensemble I, C {1...n — p} tel que

GT?H@(

€ = ps~(€;), © € I,} soit une base de ——. Dans cette situation, le diagramme
{ Pon(€i); Y : g

. . ]2
suivant est commutatif:
Gri(i3) == Ho( o)
N'res| el
. Vo - V
Crithly) el

Ainsi, lorsque 'on se trouve dans la situation particuliere ou il existe une base e
de V telle que pour chaque cone o de A, [o]y est engendré par une partie de la base
e, alors on obtient la proposition suivante:
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Proposition 5.1.9 Supposons que l’on puisse trouver une base e de V telle que
pour chaque cone o de A, [o]y est engendré par une partie de la base e, alors la
suite spectrale Gy (A) associée & A dégénére a lordre 1.

Remarque 5.1.10 Cette derniere proposition est cachée dans [Bi| (Plus précisé-
ment dans la preuve du théoreme 1.2).

Malheureusement, il est tres rare de pouvoir trouver de trouver une telle base
V. On va voir maintenant que ’on peut encore obtenir ce résultat en réduisant les
hypotheses sur la base e.
Ces résultats serviront & montrer que la suite spectrale G (Xa(R)) dégénere a
lordre 1 lorsque A est ’éventail associé a un cone simplicial de dimension 5.

Définition 5.1.11 Soit e = (€;)i=1.., une base de V et p € N. On dira que la base
e est adaptée a l’éventail A au rang k si pour chaque come o € A(k + 1), il existe
une base vy, ..., vy de o]y vérifiant:

VI<i<k+1, 3L C{l,...,n}, Card(l;) <2, v; =Y ¢

J€l;

Définition 5.1.12 Soit e une base de V. On dira que la base e est adaptée a l’éven-
tail A st pour 0 < k <n —1, elle est adaptée a A au rang k

Soit e = (e;)1<i<n, une base de V adaptée a I’éventail A aurang k—1 et o € A(k).
Il existe ainsi par définition une base (vs)1<s<x de [0]s vérifiant:

Vi<s<k 3 c{l,...,n}, Card(I]) <2, vy = Zel

ST
On note:
Po : V — —— la projection naturelle
[0]>
— Pour 1 <i < n, on notera ¢; € W la classe du vecteur e; (ie: €; = p,(€;)).
0|2
1~ |72 ~
Comme la famille (€;)1<;<, engendre ol il existe J, C {1,...,n} tel que (€;);ey,
<i< ol

soit une base de L
[0]2

Pour 1 < s <k, on pose :

7 I si Card(/]) =
S ILu{0} si Card(l)) =

On a ainsi associé a chaque vecteur v un sous ensemble I de {0, 1,...,n} de cardinal
2.

Remarque 5.1.13 Soit 1 <i < j <n.

— Siil existe s € {1,...,k} tel que I, = {7, j}, alors €; = €;.
— Siil existe s € {1,...,k} tel que I, = {0, i}, alors e; = 0.
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On consideére la relation d’équivalence R sur {0,...,n} définie par:

iRj < Ilexistep € N,iy, ... ip-1 €{0,...,n} et
S1y...,8 €{1,...,k} tels que:
Iy, ={ii1}, Lspis = {im—1,im} pour 2<m < p—1et I, = {ip,j}

Remarque 5.1.14 Soit 1 <i < 7 <n. Alors:

—iRj & € =€

— 1RO e, =0
On notera par la suite Cy,...,C, C {0,...,n} les classes d’équivalence pour cette
relation.

L’hypotheése sur l'espace [o]s qui peut paraitre étrange est faite pour obtenir
le lemme suivant:

Lemme 5.1.15 Soit 1 <i <n tel que e; ¢ [o]a. Alors il existe un unique j € J, tel
que €; = €;

Démonstration: v
La famille (€;),e,, est une base de ol donc il existe (¢;);es, € (&)™ " tel que
0|2
=66
j€Jo

Ainsi, il existe (a,)o<s<k € () tel que:

k
e, = g ejej—i—g Vs
s=1

jeds
Supposons que pour tout j € J,, €; # €.
Soit C; la classe d’équivalence pour la relation R contenant 7. Alors pour tout j € J,,

j¢Ci

Comme e est une base, en regardant la composante C;, on doit avoir:

Mais alors e; € [0]2 ce qui est exclu.

Ainsi, il existe j € J, tel que ¢; = €;. De plus, comme (€;),e,, est une base de W,
012
J est unique.l]

Remarque 5.1.16 Le lemme implique en particulier que chaque composante de la
relation d’équivalence R, excepté la composante contenant 0, contient un unique
V
j € J,. Ainsi il y a exactement n — k + 1 composantes et toutes les bases de W
0|2
que 'on peut extraire de la famille (€;);=;. ., sont identiques.
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Remarque 5.1.17 Regardons ce qui peut se passer lorsque les hypotheses du lemme
ne sont pas satisfaites.
Par exemple pour n = 3, si (eq, e, €3) est une base de V telle que [o]o = Vect(e; +

ey + e3), alors (€1, €2) est une base de W mais €3 = €1 + 5.
0|2

Soit 1 < g <n.
Pour iy,...,i; € {1,...,n}, on notera e;, A...Ae;, la classe de e;, A... Ae;, dans

[o]2
On peut formuler une version du lemme 5.1.15 dans le cas ou 'on travaille avec des
puissances extérieures sous la forme:

Corollaire 5.1.18 Soit 1 < ¢ <mn etiy,... i, € {1,...,n}.
Alors soit il existe ji,...,Jq € Jo tels que e;;, N ... Nej, =ej N... Nej,,

soit e N...Ney, =0.
En utilisant 5.1.15 et 5.1.18, on obtient le résultat suivant:

Proposition 5.1.19 Si A admet une base adaptée au rang k, alors la différentielle
On—k » An_k(Xa(R)) — A,k 1(Xa(R)) est strictement compatible avec la filtration
I*.

Démonstration:
D’apres 5.1.4, il suffira de montrer que le complexe A, (Xa(R)) satisfait la condition
Spq pour tout ¢ € N.

On fixe ¢ € N. Soit ¢ = (¢o)oecam-1) € [(Ap—r(Xa(R))) telle que 0,_x(c) €
199 (Ay 1 (Xa(R))). §
Pour o € A(k), on notera ¢, € /\QW la classe de la chaine ¢, modulo 17" et ¢
012
celle de ¢ modulo 19+,

D’apres 5.1.2, pour montrer que la condition s, est vérifiée, il suffira de montrer
qu'il existe ¢ € I9(A,,_x(Xa(R))) vérifiant:
- nfk<c) =0
_ q
- cd=ce

mAn—k—l (XA (R))

Soit e = (e;)1<i<n une base adaptée a A au rang k.
. eV
On notera pour 0 € A(k)UA(k+1) et 1 <i<n, e’ € W la classe du vecteur e;.
0|2
On choisit, pour chaque 0 € A(k) UA(k+1), J, € {1,...,n} tel que (&), soit

une base de ——.
[0]2
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Soit 0 € A(k)UA(k+ 1) et I = {i1,...,i;} C J, tel que Card(I) = ¢q. On dé-

signera par €;° 1’élément de /\q— donné par:

[0]2
e’ =€, N...Neg’
et [ef’] € I7(A,) la chaine donnée par:
&) =[]0+ [
el
[€77] est ainsi la classe fondamentale dans A, du sous-espace vectoriel de dimension

q engendré par la famille (&;7);c;s.

Pour chaque o € A(k), on décompose ¢, dans la base (€;);e,, sous la forme:
- X aw
I1CJs,card(I)=q
et on considere la chaine ¢, € 19(A,) définie par:

= > gl

I1CJs,card(I)=q
ol €] € Z VI.
On pose ¢ = (¢,)senr) € I1(An—r(Xa(R))).

Remarque 5.1.20 Sil'on note ¢ la classe de la chaine ¢/, modulo /%", alors ¢/ =
Co En particulier, la classe ¢ de ¢/ modulo 4" vérifie _, (') = 99_, .(¢) = 0.

Il faut encore montrer que ¢ est un cycle de A,,_r(Xa(R)).

Soit 6 € A(k + 1). Il s’agit de montrer que ¢ vérifie:

Z Tos(cl) =0

0<d,0€A(k)
Comme 89_, (¢') = 0, on doit avoir:
Z phs(ch) =0
0<d,0eA(k)
D’ou:

Y. w( Y gan)=0

0<d,0€A(k) ICJs,card(I)=q

Soit K C Js, Card(K) = q.
Pour chaque o € A(k), o <4, on pose:

If = {I C J,,Card(I) = q, p4(¢1°) = ex’}
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Remarque 5.1.21 Pour 0 € A(k) et I C Jg, Card( ) = gq, il existe d’apres
5118 K C Js, Card(K) = q tel que pf 5(e17) = ex’

On doit done avoir:

> doepia) = ). S D i) =0

0<6,0€A(k) ICs,card(I)=q 0<8,0€A(k) KCJs,card(K)=q I€lf

Et donc:
Yoo D> emiiaT)=0
o<d,0cA(k) I€lf
Ce qui donne:
> Yo (1
o<d,0€A(k) Ielf

Regardons maintenant ce qui se passe au niveau de ¢’. On a:

Z To5(c)) = Z Tos( Z e7ler’])

0<d,0€A(k) 0<d,0€A(k) I1CJs,card(I)=q

= > Y. eimas(le)

0<08,0€A(k) ICJs,card(I)=q

= Yo gsan)

0<0,0€A(k) ICJs,card(I)=q

= > S S gtE)

0<6,0€A (k) KCJs,card(K)=q 1€

= > D D ]

KCJs,card(K)=q o<d,0cA(k) I€lf,

- Y (Y Yo

KCJs,card(K)=q 0<d,0€A(k) I€lf

Ainsi en utilisant (17), on doit avoir:

> Tosld,) =0

0<d,0€A(k)

Comme ceci est indépendant du cone J choisi initialement, on obtient finalement:
8n_k(c') =0 [
Corollaire 5.1.22 Supposons qu’il existe une base de V' qui soit adaptée a ’éventail

A au rang k pour 0 < k < n — 1. Alors la suite spectrale G (Xa(R)) dégénére a
lordre 1.
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Démonstration:
Dans ce cas, toutes les différentielles 0, du complexe A,(Xa(R)) sont strictement
compatibles avec la filtration I,. Donc d’apres 5.1.6, la suite spectrale G (Xa(R))
dégénere a l'ordre 1.0

5.1.3 Condition s,, p € N, pour le complexe A,(Xa(R))

Soit p € N fixé. On va montrer que le complexe A,(Xa(R)) satisfait la condi-
tion s,0. En fait ce résultat est déja démontré dans [Bi] (remarque 7.4) avec une
démonstration un peu différente mais la preuve de ce résultat que 'on va donner
ici constitue un exemple simple d’application de la méthode qui sera utilisée par la
suite pour montrer que A,(Xa(R)) vérifie d’autres conditions s,,.

Remarque 5.1.23 Soit ¢ = (¢o)seam—p) € Ap(Xa(R)). Pour chaque o € A(n —p),
AL (XA(R
il n’y a que 2 possibilités pour la classe ¢, de ¢, dans M:

— Soit ¢, € I et alors ¢, = 0.
%
— Soit ¢, ¢ I et alors ¢, = [0,] ot 0, est I’élément neutre de oh (dans ce cas,
0|2
v
[0,] est I'élément unité de HO(W)).
|2

Lemme 5.1.24 La condition s,y est vérifiée par A, (Xa(R)).

Démonstration:
Soit ¢ = (¢s)oecatn-p) € Ap(Xa(R)), ¢ & I(A(Xa(R)) tel que 9,(c) € I(A,—1(Xa(R))).
A, (Xa([R))
I
cédente, pour tout o € A(n — p), & = €,]0,] avec €, € %.
Soient v € A(n—p+1), 0 € A(n—p) tels que v > o. Alors 7, ,([05]) = [0,] vu que
Ty~ €st un morphisme d’anneaux.

On note ¢ = (¢5)seam—p) la classe de ¢ dans . D’apres la remarque pré-

Soit v € A(n —p+ 1). On considere les applications:
e D A,(Xa(R)) Ay (Xa(R))

1
c€A(n—p) . ‘
{o € A(n —p),y > o} des applications p, .

définie par la somme directe sur

— Ty @ As(XaA(R)) — A, (Xa(R)) définie par la somme directe sur
c€A(n—p)
{o € A(n —p),y > o} des applications 7, .

Avec ces notations, on a:
TPy = (a;O)‘ATG
Ty = (ap)lAa
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Soit ¢ = (¢,)senm—p) € Ap(Xa(R)) défini par ¢, = €,[0,]. Par construction, on
7 W(Xa(R)

adoncc=c € i
Comme 9,(c) € I(A,(Xa(R))), py(¢) = 0. En particulier, on doit avoir:

Z € =0

O'EA(TL—p),O’>’Y

Mais alors on doit aussi avoir:

() =0

En résumé, ¢ est un cycle et ¢ = ¢ donc d’apres 5.1.2, spo est vérifice.
En particulier, dj, est nulle.C]

Remarque 5.1.25 La preuve de la proposition 5.1.24 reste valable si l’'on remplace
Xa(R) par une quelconque réunion d’orbites (sous l'action du tore) d’une variété
torique réelle.

Si Z C Xa(R) est une réunion d’orbites de Xa(R), alors le complexe A.(Z) associé
a Z satisfait la condition s, pour tout p € N.

Comme les conditions s11, S91 €t S99 sont trivialement vérifiées du fait de la forme
de G5, (Xa(R)), on obtient d’apres 5.1.4:

Corollaire 5.1.26 Les différentielles 0y : A1 (Xa(R)) — Ao(Xa(R)) et
0y 1 A2(Xa(R)) — A1(Xa(R)) sont strictement compatibles avec la filtration I*.

Remarque 5.1.27 En particulier, on a:
= bo(Xa(R)) = goo(Xa(R))
= bi(Xa(R)) = g10(Xa(R)) + g11(Xa(R))

5.1.4 Stricte compatibilité de la différentielle 0, de A.(XaA(R))

D’apres la proposition 5.1.4, il suffira, pour 0 < ¢ < n, de montrer que la condi-
tion s,, est satisfaite par A.(Xa(R)). Comme s, est vérifiée d’apres 5.1.24, il suffira
de le montrer pour 1 < g < n. Soit ¢ € N* fixé.

Proposition 5.1.28 Soit ¢ € I7A,(Xa(R)) telle que 9),(¢) = 0 oi © désigne la
classe de ¢ modulo 1%, Alors il existe ¢ € T7A,(XaA(R)) telle que 9,(¢) = 0 et

£=7 € G, (Xa(R) = iy Au(Xa(R)).

14
I1 faut d’abord trouver un moyen naturel de relever un élément de mAn(X A(R))

/\qV en un élément de 194, (Xa(R)). Rappelons que ceci peut étre réalisé a 'aide
d’une base e de V' au moyen de 'application s, comme on I’a vu dans la section
5.1.2.

o8
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Il faut ensuite s’assurer que la base e que ’on choisi soit bonne. Plus précisem-
ment, il faut que 'application s, vérifie la propriété suivante:
0 I
Ong(@©) =0 € —= AL (XA(R)) = 0,(5:(c)) =0 € [7A,(Xa(R))

Ja+1 n

On aura besoin pour cela du lemme suivant:

Lemme 5.1.29 Soit [H] la classe fondamentale d’un hyperplan de V' dans Hy(V)
et soit V' un sous-espace vectoriel de V.

On consideére application m @ Hy(V) — Hg(%) induite par la projection naturelle
p:V — % de V sur V'. Alors:

HAV' £ {0} = ([H]) = 0

Démonstration:
Supposons que HNV' contienne v; # 0. On peut compléter v; en une base (vy, ..., v,,)
de H ot m = dim(H). Alors on a dans Hy(V):

] = ﬂ([m + )
Ainsi: )
x((H)) = ﬁ<w<[0]>+w<m>>
_ Zﬁ([omp(vi)])
— (0] +[0]) x ﬁqm + b))
= 00

Toute la difficulté sera donc d’exhiber une telle base.
On pose A(1) = J*, 7; et pour chaque cone 7;, on notera v; le générateur de [7;]s.
Démontrons a présent la proposition 5.1.28.

Démonstration:
Comme 9,(c) € I (A,,_1(A)), on doit avoir:
Byt G NV = G 2D N g

n_lvq Ti]Z
c — 0

On peut supposer que vy, ..., v, est une base de Vect(v;, i =1,...,m).
Il y a deux cas:
* Sir > q, alors 82q est injective. Ainsi ¢ = 0 et ¢ € 197!, On peut donc choisir
d =0.
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* Sir < g, on choisit une base e = (e,...,e,) de V telle que ¢; = v; pour
1=1,...,r.

On peut alors écrire ¢ dans cette base sous la forme:

c= E €rer

1

Comme 99, (¢) = 0, chacun des termes e; doit vérifier:

e #0={1,...,r} C I

Maintenant qu'une base de V est fixée, on dispose de 'application s, qui lui
est associée. On pose ¢ = s.(¢) € 19(A,(A)).

Si ¢ € GY, désigne la classe de ¢ modulo 19", on a ainsi:
c=c
Il reste a montrer que 9,(¢) = 0. Or pour ¢ = 1,...,met [ C {1,...,m},

Card(]) = ¢, vérifiant €; # 0, le sous-espace Vect(e;, j € I) contient v;.
Ainsi d’apres le lemme 5.1.29, on a pour i =1,...,m:

e H()(V) — H()(L

Alors on a:

Ainsi 0,(c’) =0 et ¢ convient. [J

Corollaire 5.1.30 La différenticlle 0,, de A.(Xa(R)) est strictement compatible
avec la filtration I*. En particulier, on a:

bu(Xa(R)) = ) dim(G,,)

Démonstration:
Le résultat découle directement des propositions 5.1.28, 5.1.2 et 5.1.4. [J

Remarque 5.1.31 Une preuve différente de ce résultat peut étre trouvée dans
[Ho2] (page 13).

60



Remarque 5.1.32 Si Z C XA(R) est seulement une quelconque réunion d’orbites
(sous 'action du tore) d’une variété torique réelle X (R), avec dim(Z) = k, on ne sait
pas montrer, en général, que la différentielle J; du complexe A,(Z) est strictement
compatible avec la filtration I*.

Par exemple si Y est un fermé de dimension £ invariant sous ’action du tore d’une
variété torique réelle X (R), alors le corollaire 5.1.30 ne permet pas de dire que la
différentielle Jx du complexe A,.(Y') est strictement compatible avec la filtration I*.

5.1.5 Condition s,_1; pour le complexe A,(Xa(R))

On utilisera ici a nouveau la proposition 5.1.2 pour montrer que la condition
Sp—1,1 est satisfaite par A,(Xa(R)). Comme précédemment, il faudra ainsi prouver
la proposition suivante:

Proposition 5.1.33 Soit ¢ € IA,_1(Xa(R)) telle que 9))_, ,(¢) = 0 o1 € désigne la
classe de ¢ modulo I?. Alors il existe ¢ € TA, 1(XaA(R)) telle que 0,,_1(c') = 0 et

e=7 €@ 1, (Xa(R) = LA, (Xa(R)

]’2

Rappelons que la différentielle a laquelle on s’intéresse est:

0 )
Op_11: n11—® n21N@

reA(1)
Démonstration:
Soit A(1) = U2, 7. Pour 1 < i < m, on notera p; € N le vecteur primitif engen-

N
drant le cone 7; et v; € V = N désignera sa classe modulo 2.

Etant donné o € A(2), il existe 1 < i < j < m tels que o soit engendré par p;
et p;. On pose alors o = 0y;.

Soit ¢ € I(A,_1(Xa(R))) telle que 9,,_1(c) € I?A,,_2(Xa(R)). On pose ¢ = (¢;)i=1..m
et on désigne par ¢; € % la classe de ¢; modulo I2.

Pour chaque i = 1...m, on désigne par s; 'application définie par:

%4 V
[Ti]Z -~ I(HO(@
v o= [0] + [v]

)

S;:

et 'on note ¢, = s;(¢;).

On obtient ainsi une nouvelle chaine ¢ € A,,_1(Xa(R)) qui vérifie:
~ ¢ € I(A1(Xa(R)))
— ¢ = ¢ modulo I? si (¢) désigne la classe de ¢ modulo I

Il reste a vérifier que ¢ vérifie 9,,_1(c’) = 0.

Soit b = 0p—1(c’). On pose b = (by)rea(2)-
Etant donné o,;; € A(2), on notera:
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V V

- Dij - — la projection naturelle.
[7i]2 y [07]2
— i 0 Ho( ) — Ho( ) I'application induite par p;; en homologie.
[7]2 [0i]2

Soit o = 0;; € A(2). On a:

boy = mii(ch)+ milc))
([0] + [ei]) + ;i ([0] + [e5])

= [0] + [pi ()] + [0] + [pyi(cy)]

Comme 0,_1(c) € I?, on doit avoir p;() + p;i(¢;) = 0 donc b,,, = 0 et finale-
ment, on obtient bien b = 0.1

En particulier, on a aussi démontré:
Corollaire 5.1.34 La différentielle 0,,_, , est nulle.

On peut se demander pourquoi cette stratégie ne marche pas pour les autres
différentielles de la forme 0}, du terme G, (Xa(R)).
Pour se convaincre que ce n’est pas le cas, on peut par exemple regarder ce qui se
passe pour la différentielle:

X v v
Ohant D oh D

ven@) ~EA(3) [

Supposons pour simplifier que A soit simplicial.
Soit v € A(3) et 71, T, 73 les 3 faces de dimension 1 de . Pour i« = 1...3 on
notera p; € N le générateur de [7;] contenu dans 7; et v; désignera sa classe modulo
2. Pouri < j € {1,2,3}, on note 0;; := Pos(p;, pj) la face de v engendrée par p; et p;.

Si I'on se restreint au cone 7, la différentielle 9} _, , est donnée par:

V p13 V

[013]2 (V]2
p23
v
[023]2
V
ou p;; : —— — —— est la projection naturelle pour i < j € {1,2,3}.
loila V)2

La différentielle 0,5 du complexe A.(Xa(R)) est, elle, donnée par:
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HO([012]2)

\% T3 \%
HO([013]2) HO([’Y]Q)
Ho( v )

v
ol p;j : Hy(+——) — Ho(+—-) est 'application induite en homologie par p;; pour

[05]2 V)2
i <je{1,23).
. |4
Soit (v12, V13, V23) € @ 0] tel que 32, icq10.4) Pij(vig) =0
i<jef1,2,3) L W12

v
Soit (12,13, Ca3) € @ Hy(—), cij = [0] + [v5], le relevement de

gy [Uij]Q
i<je{1,2,3}
(Vij)icjeq1,2,3y que l'on a utilisé dans la démonstration de la proposition 5.1.33.
On pose 7;; = p;;(vij) pour ¢ < j € {1,2,3}. On a donc:
V

Uiz + 03 +Uv3=0€ —
[7]2

Si 'on regarde en homologie, on a:

Z Wij(cij) = Z ([0]4‘[%])

1<jeq{1,2,3} 1<j€{1,2,3}
— [Vect(v, i < j € {1,2,3})]

Ainsi en général, Z mij(ci;) # 0 et ¢ n'est pas un cycle mais la classe fonda-
i<je{1,2,3}

v
mentale d'un sous-espace de dimension 2 de HO(W) (donc un élément de I?).

V2

En ce qui concerne les différentielles de la forme 9} ., I'obstruction est plus

simple. Etant donné un élément w € /\qV, il n’existe pas en général de relevement
naturel de w dans I7Hy(V') (ie: sans faire le choix d'une base de V).
On peut toutefois remarquer qu'un tel relevement existe pour les éléments purs de
/\qV (ie: ceux qui peuvent s’écrire sous la forme w = v1A. . .Av,). Stw = vA. . Ay, €

ATV est un tel élément, alors on peut lui associer la chaine [Vect(vi,...,v,)] €
Ho(V).

Remarque 5.1.35 Sil’on peut trouver une base de G}, , (Xa(R)) constituée d’élé-

n—1,%
ments purs, alors on peut reprendre la démonstration de la proposition 5.1.33 et
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montrer que la condition s,_; . est vérifiée par A,(Xa(R)). On utilisera cela dans la
derniere section.

Remarque 5.1.36 Contrairement aux résultats obtenus dans la section précédente
(section 5.1.4), la démonstration de la proposition 5.1.33 reste valide si ’on remplace
Xa(R) par une quelconque réunion d’orbites (sous l'action du tore) d’une variété
torique réelle.

Si Z C Xa(R) est une réunion d’orbites de Xa(R), avec dim(Z) = k, alors le
complexe A,(Z) associé a Z satisfait la condition sg_1 1.

5.2 Applications
5.2.1 Maximalité de XA lorsque n <4

En utilisant les résultats de la section précédente, on peut facilement obtenir:
Théoréme 5.2.1 Sin < 4, la suite spectrale G (Xa(R)) dégénére a lordre 1.

Démonstration:
Lorsque n = 3 (resp n = 4), la figure 11 (resp 12) donne la forme du terme

Gpy(Xa(R)).

FIG. 11 - Le terme G, (Xa(R)) et ses différentielles lorsque n = 3

q A

3 G33(Xa(R))
2 G32(Xa(R) G32(Xa(R)
1 G11(Xa(R) G31(Xa(R) G351 (Xa(R)
0 Ggo(Xa(R)) Gio(Xa(R) G30(Xa(R) G30(Xa(R))
0 1 2 3 p>

D’apres la proposition 5.1.30, la différentielle 0,, est strictement compatible avec la
filtration I*. De plus, d’apres 5.1.26, 0y et s le sont également. Ainsi, lorsque n < 3,
d’apres 5.1.6, la suite spectrale G (Xa(R)) dégénere a I'ordre 1.

Sin =4, d’apres 5.1.24, 5.1.33 et enfin 5.1.4, la différentielle O3 est aussi strictement
compatible avec la filtration I* donc d’apres 5.1.6, G, (Xa(R)) dégénere a 'ordre 1.
O

Remarque 5.2.2 Le cas n = 3 est déja démontré dans [Bi].
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FI1G. 12 — Le terme G} (Xa(R)) et ses différentielles lorsque n = 4

A
q

/

En utilisant en plus 3.3.4, on obtient:
Corollaire 5.2.3 Les variétés toriques de dimension n < 4 sont maximales.

Remarque 5.2.4 La démonstration n’est pas valide si 'on remplace Xa(R) par
une quelconque réunion d’orbites (sous I'action du tore) Z d’une variété torique
réelle, avec dim(Z2) = 4.

Cependant, on verra dans la prochaine partie que c’est vrai lorsque Z est une sous-
variété torique fermée invariante d’une variété torique compacte, réguliere modulo 2
et de dimension 5.

5.2.2 Cas d’un fermé invariant sous 1’action du tore dans une variété
torique compacte lisse de dimension 5

On suppose ici que:

- n=2>5

~ |A] = Nr

— A est régulier modulo 2

On va montrer que la suite spectrale G (V') associée a une sous-variété fermée
invariante Y de dimension 4 de Xa(R) dégénere a l'ordre 1.
Le terme G‘,})q(Y) a la méme forme que celui d’une variété torique de dimension 4
(cf figure 12). Cependant, Y peut contenir plusieurs orbites de dimension 4 donc la
différentielle J, ne peut pas étre traitée comme on I’a fait dans la proposition 5.1.30.

Remarque 5.2.5 Bien que Y soit compacte et que AY soit régulier modulo 2, on
n'a pas en général G, = 0, p # ¢ (Voir 3.2.6).
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Reprenons les notations utilisées dans la section 4.2.
On pose A = AX et X = XA(R). On note AY C AX (resp AX~Y) le sous-ensemble
de I’éventail AX correspondant & Y (resp (X —Y)). Les différentielles du complexe
A (X) (resp A.(Y), A.(X —Y)) seront notées 92 (resp 9, 3X~Y) et celles du terme

*

G (X) (resp G (Y), G (X —Y)) seront notées (0,,)* (resp (0,,)", (05)* 7).

D’apres 5.1.24, toutes les conditions s, sont vérifiées par A,(Y). D’apres la figure
12, il faudra donc encore montrer que A, (Y) satisfait s41, s49 €t s31.

On pose:
i AY) - AX)=AY)dA(X-Y)
N r — (x,0)
ro: AJX) — AJ(X-=-Y)
N T Ty
g: AX-=Y) — A, 4(Y)
r 8§(O,x)|y

Remarque 5.2.6 Soit (c1,¢2) € Au(X) = A(Y) B A(X —Y). Alors les 3 différen-
tielles 92X, 0¥ et 9X~Y sont lides par la relation:

% (1, ¢2) = (0" (1) + gu(2), 0 (c2)) (18)

Soit s = Card(A¥(1)) et A(1) = {r;, i = 1...s}. Pouri = 1...5, p; € N
désignera le générateur de [1;] contenu dans 7; et v; € V sa classe modulo 2.
Soit m = Card(AY (1)). On peut supposer que AY (1) = {ry,..., 7}

Remarque 5.2.7 On peut supposer que m < s. En effet, si m = s alors Y =
X — Oygy. Dans ce cas, pour i = 0...4, A;(Y) = A;/(X) et 9% = 9). Comme X
est compacte et réguliere modulo 2, la suite spectrale G;‘,q(X ) dégénere a lordre
1 d’apres 3.2.6 et en particulier, toutes les différentielles du complexe A,(X) sont
strictement compatibles avec la filtration I*. Ainsi celles du complexe A,(Y") le sont
aussi et d’apres 5.1.6, la suite spectrale G (V) dégénere a l'ordre 1.

Pour 1 <7 < s, on notera:

— p; : V. — ——— la projection naturelle.
bi Vect(v;) p1o]

NV SN

I’application induite par p;.
Vect(v;) bp patp

V
—m: Hy(V) — HO(W) I'application induite par m; en homologie.

En utilisant la proposition 5.1.2, on est ramené a montrer le lemme suivant:

Lemme 5.2.8 Soit c € I(A4(Y)) telle que 0 (c) € I*(A3(Y)).
Alors il existe ¢ € I(A4(Y)) telle que:
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Remarque 5.2.9 Ce résultat découle directement de la proposition 5.1.33 mais la
preuve qui suit contient I’essence de 'argument qui sera utilisé pour montrer que les
deux conditions sg; et sy sont satisfaites par A,(Y).

Démonstration:

Soit ¢ = (¢;)™, € I(A4(Y)) telle que 0} (c) € I*(A3(Y)).

Alors (¢,0) =i4(c) = (€1, m, 0,...,0) € Ag(X) >~ Ay(Y) @ Ay(X = Y) vérifie:
— (¢,0) € I{A4(X))
~ 0¥ (e,0) € P(A5(X))

On désigne par (c,0) € GY,(X) la classe de la chaine (c,0) modulo I? et pour
1 < i< m par g la classe de ¢; modulo I2.

Comme |A| est propre et régulier modulo 2, G]l,q(X) = 0 pour p # q d’apres 3.2.6.
En particulier, G}, (X) = 0 et il existe donc w € V ~ G, (X) tel que

(83)% (w) = (c,0)

Ainsi pour i =m+1,...,s, le vecteur w doit vérifier:
pi(w) =0
Supposons qu’il existe m + 1 < i < j < s tels que v; # v;. Comme 'application:
pidp; v v .. . . . . s TN
V Vect() © Veet()) est injective, on doit avoir w = 0. Ainsi (¢,0) = 0 et

c € 2(Ay(Y)).

On peut donc supposer par la suite que:
— Pour tout m+1<1< s, v; = v,
— W = v

On pose b = [0] + [vs] € I(A5(X)). On a:
—pour 1 <i<m, m(b) =¢ € o (en particulier, d5(b), = ¢).
~ Pourm+1<i<s, mb) = [ ] [pi(vs)] = 0 (Ainsi 9 (b)), = 0).
De plus, 85 (b)), est un cycle de A4(Y) d’apres (18). Donc ¢ = 85 (b)), convient.[]

Regardons a présent si la condition s4o est satisfaite par A,(Y'). En utilisant la
proposition 5.1.2, il suffira de démontrer:

Lemme 5.2.10 Soit ¢ € I*(A4(Y)) telle que 0} (c) € I3(A3(Y)). Alors il existe
d e I3(A4(Y)) vemﬁant

Démonstration:
Soit ¢ = (¢;), € I*(A4(Y)) telle que 9 (c) € I3(A3(Y)).
Alors (¢,0) =i4(c) = (€1, Cm, 0,...,0) € Ag(X) ~ Ay(Y) @ Ay(X = Y) vérifie:
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= (¢,0) € I*(A4(X))
= 03 (¢,0) € IP(A3(X))

On désigne par (c,0) € GY,(X) la classe de la chaine (¢,0) modulo I* et pour

v
1<i<mparg € /\2 la classe de ¢; modulo I3.

[7il2
Comme A est régulier modulo 2 et propre, Glqu(X) = 0 pour p # g d’apres 3.2.6. En
particulier, G}, (X) = 0 et ainsi il existe w € /\2V ~ G%,(X) tel que:

(95)™ (w) = (¢, 0)
Ainsi pour i =m+1,...,s, le vecteur w doit vérifier:
pi(w) =0

Supposons qu’il existe m+1 <i < j < k < s tels que (v;, v;, vy) soit une famille
libre de V/

Lemme 5.2.11 L’application:

2 piepiepy a2 V 2 V 2 V
Vv - _
A A Vect(v;) &N Vect(v)) &N Vect(vy)

est injective

Démonstration:
On pose v; = ey, p? = p3, v; = e, p? = p3, vy = e3, pr = p3 et l'on complete la

famille (e, ez, e3) en une base e = (eq, e, e3,¢e4,€5) de V. Soit = € /\2V vérifiant
(p; @ p? ® p;)(xz) = 0. On décompose = sous la forme

Tr = E €rer

1

oul C{l,...,5}, Card(]) =2ect e; = /\ielei.

Soit r € {1,2,3}. Alors:
pi(x) =Y epier) =0

Ir¢l

Comme la famille (e;, I C {1,...,5}, Card(l) =2, r ¢ I) est une base de /\2
on doit avoir:

_Vv
Vect(er)’

61#0?7’6[
Ainsi pour tout I, e, =0et x =0. O

Alors, d’aprés le lemme 5.2.11, w = 0 donc (¢,0) = 0 et ¢ € I3(A4(Y)).
On peut donc supposer par la suite que dim(Vect(v;,m+1 <1i < s)) <2.On va

regarder ce qui ce passe dans le cas ou cette dimension vaut 1, puis le cas ou celle ci
vaut 2.
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* Supposons que dim(Vect(v;,m +1 <i < s)) = 1.
On pose vy = e; et on complete e; en une base (eq,...,e5) de V. Comme
p2(w) =0, il existe I C {2,...,5} tel que:

I*(A5(X)). b vérifie alors:
2 V

[Ti]2

~pour 1 <i<s, p(b)=7¢e (c’est & dire que 8%(b)}, = ©).

— Pourm+1<j5<s,ona:

m(0) = (Y (0] + [ea)([0] + [ed])

el

— ST(0] + Iy en))) (0] + [pg(en))

il

Supposons que dim(Vect(v;, m+1 < i < s)) = 2. On peut supposer dans ce cas
que (vs_1,vs) est une base de cet espace. Alors nécessairement, w = vs_1 A vs.
On considere b = ([0] 4 [vs—1])([0] + [vs]) = [0] + [vs—1] + [vs] + [vs—1 + vs] €
I*(A5(X)) (b est la classe fondamentale du plan engendré par v, et vs_; dans
Hy(V)). Alors b vérifie:

~ pour 1 <i < s, p;(b) =& (cest-a-dire, 9% (D), = ©).

~ Soit i € {m+1,...,s}. v; € Vect(vs_1,vs) donc il existe v; € V tel que:

Vect(vs_1,vs) = Vect(vs, v))
On a alors:

mi(b) = m(([0] + [osa[)([0] + [vs]))
(

Dans les 2 cas, 95 (b),
convient. []

» est un cycle de A4(Y) d’apres (18). Donc ¢ = 85 (b)),

Il reste encore a montrer que s3; est vérifiée par A, (Y'). Pour cela, on aura besoin
de quelques notations supplémentaires.

Soit 0 € A¥X(2). il existe p; et p;j, 1 < i < j < s tels que 0 = Pos(p;, p;). On
pose alors o = 0.

Etant donné o;; € AX(2), on notera:
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V .
—— — — la projection naturelle.

A [Tz’]Z Oij

~ my; + Ho(——) — Ho(7——) l'application induite en homologie par p;;.
[l (73512

Comme précédemment, il suffira de montrer le lemme suivant:

Lemme 5.2.12 Soit ¢ € I(A3(Y)) tel que 0% (¢) € I*(A5(Y)). Alors il existe ¢ €
I(A3(Y)) vérifiant:

—e=c¢€ é(A4(Y))
- o()=0

Démonstration:
Soit ¢ = (¢ij)icjefr..m} € 1(A3(Y)) telle que 0¥ () € IP(Ay(Y)).
Alors (¢,0) =i3(c) € A3(X) ~ A3(X) @ A3(X —Y) vérifie:

= (,0) € I(A3(X))

— 95 (c,0) € I’(Ay(X))

On désigne par (c,0) € GY,(X) la classe de la chaine (c,0) modulo I? et pour

1<i<j<sparg; € ﬁ la classe de ¢;; modulo I?.
0ij|2
Comme A est propre et régulier modulo 2, G;q(X) = 0 pour p # g d’apres 3.2.6. En

particulier, G3;(X) = 0 et donc il existe w = (wy,...,ws) € P;_, % ~ G, (X)
tel que

(83)% (w) = (c,0)

Remarque 5.2.13 Si I'on se donne un cone de dimension 2, o;; € AX tel que
o;; & AV, alors w doit vérifier:

v
p]( ) p; ( ]) [Uij]Q
On considere la chaine b = (by,...,bs) € Ay(X) définie par b; = [0] + [w;] €
%4 :
HO([T] Ypouri=1,...,s.
i)2

On pose a = &f{(b) S Ag(X), a = (aij>1§i<j§s-
On va montrer que aly est un cycle de A3(Y).

Soit 0;; un cone de dimension 2 appartenant & AX tel que o;; ¢ AY(2).
Comme cela a été remarqué précédemment, w doit donc vérifier:

Dij (U)z) = pji(wj)
Mais alors:
ij(bi) + mi(b;) = wi([0] + [wi]) + m5i([0] + [w;])
= [0] + [ps(wi)] + [0] + [pji(w;)]
0
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Ainsi 98 (b)|x_y = 0 et aly est un cycle de A3(Y) d’apres (18).
En résumé, aly vérifie:
— aly est un cycle de A3(Y)
- (Z|y =cc Ggl(Y)

Donc ¢ = aly convient. O

En combinant les propositions 5.2.8, 5.2.10 et 5.2.12, on obtient finalement le
théoreme suivant:

Théoréme 5.2.14 Soit Y un fermé invariant sous l'action du tore de X. Alors la
suite spectrale Géq(Y) dégénére a l'ordre 1.

Démonstration:
D’apres 5.1.26, les différentielles 0; et 0o du complexe A.(Xa(R)) sont strictement
compatible avec la filtration I*.
Les propositions 5.2.8, 5.2.10 et 5.2.12 montre que le complexe A,(Y) vérifient les
conditions s41, s49 et s31. D’apres le lemme 5.1.24, les conditions s49 et sz sont éga-
lement satisfaites.
Comme S43, S44, S32 €t S33 sont automatiquement vérifiées du fait de la forme de
Gy (Y), les différentielles 03 et 0y de A.(Y) sont donc, d’aprés 5.1.4, strictement
compatible avec la filtration I* .
Ainsi, d’apres 5.1.6, la suite spectrale G;q(Y) dégénere a l'ordre 1.0J

En général, si n est quelconque, on dispose du résultat suivant:

Proposition 5.2.15 Soit A un éventail propre et régulier modulo 2 de Ng et Y une
sous variété fermée de Xa(R), invariante sous Uaction du tore et vérifiant dim(Y') =
n—1. Alors la différentielle 0Y_, du compleze A.(Y) est strictement compatible avec
la filtration I*.

Démonstration:
D’apres la proposition 5.1.4, il suffira de montrer que le complexe A, (Y") satisfait les
conditions s,_1, pour tout ¢ € N.

Soit 1 < ¢ < n—2fixéetc= () € [14, 1Y) vérifiant 0,_1(c) €
I97 A, 5 (Y). Alors (¢,0) € A, _1(X) vérifie:

~ (.0) € I(An (X))

- 8X 1(c,0) € T (A, _5(X))

On désigne par (¢,0) € G°_, (X) la classe de la chaine (¢,0) modulo ¢t et pour

n—1,q

1<i<mparg € /\q[ la classe de ¢; modulo 7971,

Til2
Comme A est régulier modulo 2 et propre, Gzqu(X) = 0 pour p # g d’apres 3.2.6. En
(X) = 0 et ainsi il existe w € ATV ~ G, (X) tel que:

(On-19)™ (w) = (c, 0)

particulier, G}, g
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Ainsi pour i =m+1,...,s, le vecteur w doit vérifier:

q
N'pi(w) =0
Supposons qu’il existe m +1 <i; < ... < iz < s tels que (vy,, ..., v;,) soit une

famille libre de V.

Lemme 5.2.16 L’application:

q
@gii /\ Di; g+1 /\q %
Vect(vy,)

/\qv - W=

est injective

Démonstration:
C’est la méme que celle du lemme 5.2.11.]

Alors, d’apres le lemme 5.2.16, w = 0 donc (¢,0) = 0 et c € [1T1(A,,_1(Y)).

Soit r = dim(Vect(v;,m +1 < i < s)). On peut supposer que r < ¢ et que la

famille (V41 .-, Umsr) est libre.
Pour ¢ = 1...r, on pose v,; = €; et 'on complete la famille (eq,...,e,) en une
base e = (e1,...,€r,€r11,...,6,) de V.

On peut décomposer w dans cette base sous la forme:

w = E €rer

1

Comme @77 1 Api(w) = 0, chacun des termes ¢; doit vérifier:

6]7&0=>{1,...,7“}CI
On pose b=, €/les] € 19(A,(X)). Alors:
— Pour 1 <i<m, m(b)=7¢ € /\qﬁ (en particulier, 0,(b), = ¢).
— Pour m+1 <i<s, m(b) =0 d’apres 5.1.29 (Ainsi 9,X(b)|,_, = 0).

-Y

ol

De plus, 82 (b)), est un cycle de A,_1(Y) d’apres (18).
Donc en résumé, ¢ = 95 (b)), vérifie:

~ 05 1(¢) =0
donc ¢ convient et la condition s, , est satisfaite par A,(Y).

Y

Pour finir, la condition s,_1,-1 est automatiquement vérifiée et le fait que s,,_10
soit satisfaite découle du lemme 5.1.24.[]
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En particulier, sous les hypotheses de la proposition 5.2.15, on a:

n—1

b1 (Y) = Z In-14(Y)

q=0

6 Etude du cas affine simplicial

Dans toute cette partie,  désignera un cone simplicial de N de dimension
n = dim(Ng). L’éventail constitué de I'ensemble des faces de § sera noté A. On va
montrer que la suite spectrale G (X;5(R)) associée a § dégénere a 'ordre 1 lorsque

n =>5.

On étudiera dans un premier temps les termes de G}, (X5(R)) puis on passera

la démonstration du résultat ci-dessus.

6.1 Etude des termes de G} (X;(R))

On peut commencer par remarquer en utilisant la proposition 3.2.1 que:

Go(X5(R)) = {0}, ¥pe N
On va garder les notations de la section 2. Pour 0,7 € A, 7 < o, on pose:
— po : V — —— la projection naturelle
[0]>
— iy :[o]a =V
- i’r,a : [7_]2 — [0]2

~ Pro ¢ —— — 7 la projection naturelle
[7]2 (o]

Le diagramme qui suit dont les lignes sont exactes est alors commutatif:

pr

0 [7]s ==V o 0
iT,ol idt p‘r,ol
0 o)y —=V "> 0% 0

lo

Rappelons que le faisceau G2 sur A est défini par:

v
gA = (@7 pT,J)TSUEA

On introduit un autre faisceau sur A, noté (G2)Y, en posant:

(gA)V = (o2, ir.0)r<oen

(19)

Alors d’apres le diagramme (19), on a une suite exacte courte de faisceaux sur A:
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0—>(gA)"—>CV—>gA—>0

Et donc une suite exacte longue en homologie:

= Hi1(G%) = Hi((G)') — Hi(CY) — Hi(G™) — Hi1((G)") — ...

Soit S =~ S"7! la sphere unité de Ng. Comme 6 NS est contractible, H,(CT) =
{0}, ¥p € N d’apres 3.2.1. Ainsi:

Proposition 6.1.1 Pour tout p € N, on a:
Hy(G) = Hy-1((67)")
Cette derniere proposition permet de calculer le terme G1; (X5(R)) de G, (X5(R)).

Proposition 6.1.2 On a:

{0} si > Joh=V

oc€A(n—1)
97 St 0|2
ceA(n—1)
Démonstration:

Si ) seam-nlole =V, alors la somme directe des applications i, : [o]; — V pour
o appartenant a A(n — 1) est surjective. De ce fait, Hy((G*)") = {0}. D’apres
6.1.1, on doit donc avoir H;(G2) = {0} mais ceci revient exactement & dire que
G11(X5(R)) = {0}.

Si Z lo]s € V alors dim( Z [o]2) =n — 1.

c€A(n—1) c€A(n—1)

Comme Hy((G2)Y) = ﬁ, Hy((G2)Y) est de dimension 1.
0|2
c€A(n—1)
Donc Hi(G?) = G}, (Xs(R)) ~ Z. O

Soit ¥ C Mg le cone dual de . On note AY I’éventail associé a ¢§".
Pour 0 < k£ < n, il existe la correspondance suivante entre A et AV:

{loly o € Ak} ={[r]2, 7€ A'(n — k)}

Ainsi, le faisceau (G2)¥ sur A est exactement le cofaisceau (G2')* sur AV (Ce qui ex-
plique la notation) et le cofaisceau (G2)* sur A correspond au faisceau (G2")¥ sur A.

Par exemple, lorsque n = 4, C,(G) est le complexe de chaines:
V V 1%
0} «— —_— —_— — «V
=D Do~ D
vEA(3) ceA(2) TEA(L)
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Et (C.(G?))* = C*((G?)*) est le complexe de cochaines:
- @ =@ = B =V
ven() 112 cen(2) (712 renq) 112

Pour chaque cone o € A, on a un isomorphisme naturel:
4 1

(@)* ~ [o]3

Via ces isomorphismes, le complexe de cochaines (C,(G*))* devient:

0 - Phl— Plor— Plr—-V
) )

YEA(3) cEA(2 TeA(1

Pour finir, le complexe de chaines C,((G2")") est donné par:

Vie @Dy = @ lols = D bl — {0}

TEA(L) c€EA(2) YEA(3)

En utilisant cette correspondance, on obtient pour p € N:

Hy(G) = (HP((G%))" = Hap((G7)")

En faisant la méme chose pour G2", on obtient:

Hy(GY) = (H((G%)")" = Hap((G2)")

En degré supérieur, on a également pour p € N, ¢ > 1:

Hy(N\'G2) ~ H, o (N(G2))
et:

Hy(N\'G) = Huoy(N'(G2))

(20)

(21)

(22)

(23)

En utilisant la proposition 6.1.1 et 1’égalité 21, on montre le résultat suivant:

Corollaire 6.1.3 Pour 1 <p<mn, on a:

G;+1,1(X6(R)) ~ G,

n—p,l

(X5 (R))

Les formules précédentes permettent en autre de faire apparaitre des zéros dans

le terme G, (X5(R)) en petite dimension.
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6.1.1 Etude du cas affine simplicial en dimension 4

On suppose dans cette partie que n = 4.

Soit {r;,1 < i <4} = A(1). Pour 1 < i <4, on notera p; € N le générateur de
[7;] contenu dans 7; et v; € V' désignera sa classe modulo 2 dans V.
Soit o € A(2). Il existe 1 < i < j < 4 tels que ¢ = Pos(p;, pj). On pose alors
0 = 0yj.
De méme, si 0 € A(3), il existe 1 < i < j < k < 4 tels que o = Pos(p;, p;, pr) et
I'on note o = o;jp.

On notera v, les différentielles du complexe C,((G*)") et 12 celles du complexe
A*C.((G>)).

Lemme 6.1.4 Soit (vy,ve,v3) une famille libre de V' et vy € Vect(vy,va,v3). Alors
il existe i, € {1,2,3}, i < j, tels que (v;,v;,v4) soit une famille libre de V.

Démonstration:
Comme vy € Vect(vy,v9,v3), il n’y a que 3 possibilités pour vy:
— Soit vy € {v1,v9,v3}. On peut supposer par exemple que vy, = v;. Dans ce cas,
(v9, v3,vy4) est libre.
— Soit vy € {v; + v9,v1 + v3,v2 + v3}. On peut supposer par exemple que vy =
v1 + v9. Dans ce cas, (ve, v3,v4) €t (v1,vs, v4) sont libres.
— Soit vy = vy + v9 + v3. Dans ce cas, (vq,v2,v4), (v2,vs3,v4) €t (v1,v3,v4) sont
toutes les 3 des familles libres.
Ainsi, dans tous les cas, il existe i,j € {1,2,3}, i < j tels que (v;, vj,v4) soit une
famille libre de V.[J

Lemme 6.1.5 Supposons que Rang% (0) > 3. Alors ¢ posséde au moins 2 faces de

dimension 3 réguliéres modulo 2 et chaque face de dimension 1 de 0 est incluse dans
une face de dimension 3 réqulicre modulo 2.

Démonstration:
Si Rang%(é) = 3, alors dim(Vect(vq, v2, v3,v4)) = 3. On peut supposer que (vq, v, v3)
est une famille libre de V' et que vy appartient a Vect(vy, vg, v3).
D’apres le lemme 6.1.4, il existe 7,7 € {1,2,3}, i < j, tels que (v;, v;,v4) soit une
famille libre de V. Alors les faces o123 et 0,4 de d sont régulieres modulo 2 et chaque
face de 0 de dimension 1 est incluse dans une de ces 2 faces.[]

Lemme 6.1.6 Soit 1 <i < j <k <4 et o €A une face de dimension 3 de 0

réguliere modulo 2. On note X, C A l'éventail associé a oy5,. Alors le sous complexe
C.((GF)Y) de C.((GA)Y) est acyclique.

Démonstration:
Soit 1 < i < j <k <4. 510, € A(3) est réguliere modulo 2, alors (v;, v;, vy) est
une base de [oy;1]2 et le complexe (C,((G¥i*)Y), %) correspond explicitement a:

ijk

Vect(v;, v;, vg) A Vect(v;, v;) @ Vect(v;, vg) @ Vect(v;, vy)
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<2 Vect(v;) @ Vect(v;) @ Vect(vy) <2— {0}

Supposons pour alléger les notations que o0 = 07123.
* Comme C5((G%)") = {0}, H3(C.((¢%)") = {0}

* Soit ¢ = (c1, 2, c3) € Vect(v;y) @ Vect(vy) @ Vect(vs) vérifiant v4?(c) = 0.
[l existe (€1, €2, €3) € %3 tel que ¢; = €;v; pour 1 <4 < 3. Comme v5%3(cy, ¢, c3) =
0, on doit avoir:

— €1v1 + €209 = 0 € Vect (v, vg)
— v + €303 = 0 € Vect(vq, v3)
— €09 + €303 = 0 € Vect(ve, v3)
Comme (vy,vs) est libre, on doit avoir €; = €5 = 0. De méme, (vq,v3) est libre
donc €; = €3 = 0. Finalement, ¢ = 0 et 142% est injective. Ainsi Ho(C,((G2)Y) =

{0}.

* Soit ¢ = (12,13, c03) € Vect(vy,va) @ Vect(vy,v3) @ Vect(vg, v3) vérifiant

va?3(c) = 0. 1l existe:
z 2 —
— (€1,€9) € ﬁg tel que c19 = €101 + €avs.
o Z _ /
— (€1, 63) € 55~ tel que ci13 = €jv1 + €303,

"no_n 7 2 " "
— (€5, €5) € 55~ tel que cp3 = €jva + €5v3.

Comme v3%%(c) = 0, on doit avoir:

(€1 + €))v1 + (€2 + €5)vg + (€5 + €3)v3 =0

De plus, (v1,vs,v3) est libre donc on a:
~ea+e=0doue =¢

— e+e) =0dou e =€)

— €3+ €5 =0dou ey =€l

Ainsi ¢ = 3B (11, €209, €4v3) et Hy (CL((GA)Y) = {0}.

* Pour finir, v1® est surjective donc Hy(C,((G*)¥) = {0}. O

On peut a présent démontrer:

Proposition 6.1.7 Supposons que Rang%(é) > 3. Alors:
H,((G%)) = Hs((G)") = H2((6%)") = {0}
Hi(N(G2)) = Ho(\*(G°)) = Ha( \*(G2)) = {0}

Démonstration:
On peut supposer que oyo3 est réguliere modulo 2. D’apres le lemme 6.1.5, il existe
r,s € {1,2,3}, r < s, tels que 0,44 soit réguliere modulo 2.

e On va utiliser le lemme 6.1.6 pour chacune de ces 2 faces.
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La figure 13 représente les 3 complexes C, ((G¥122)"), C,((G¥124)") et C.((G2)Y).
* Comme Cy((G2)¥) = {0}, on a H,((G2)") = {0}.
* Ensuite soit ¢ = (c1,...,c4) € C3((G2)Y) tel que v3(c) = 0.

Le lemme 6.1.6 montre que dans ce cas, on doit avoir ¢; = ¢y = ¢3 = 0 d’une

part et ¢, = ¢, = ¢4 = 0 d’autre part. Donc ¢ = 0 et H3((G*)") = {0}.

* Soit ¢ = (ci5)1<icij<a € C2((GA)Y) tel que vy(c) = 0.

F1G. 13 — Les sous-complexes C,((G*123)Y) et C,((G¥124)Y)

Ca((G2)")
C3((6%)Y) [o12]2 C1((G2)Y)
[T1]2 (o137 [o123]2
Ca((G2)) N Co((G2)")

n [T2]2 [o23]3 % [o124]2 I
{0} -7, 1%

[13]2 [o14]5 7 [o134]2

[r4]2= = o [024%/ [234]2

[o34]2
__» sont les fleches correspondantes au sous-complexe C ((G¥123)Y)

_ s sont les fleches correspondantes au sous-complexe Ci((G124)V)

D’apres le lemme 6.1.6, les complexes C\((G*22)Y) et C,((G¥*)") sont acy-
cliques. Ainsi il existe €1, €9, €3 € % tels que:

cij = €v; +€v; pour 0 <@ <7 <3

et il existe également €., €., €, € % tels que:

rIr-8)

ci; = €0; + €;v5 pour i < j € {1,2,4}

De plus, les triplets (€1, €2, €3) et (€., €., €,) sont uniques. Ainsi on doit avoir
€ = €. et €5 = €.

Si 'on pose € = (e1, €2, €3, €;) € (£)* ~ @i_,[i]» alors:

VI<i<j<4,(i,j)#(3,4), cij = €vi + €5;

Il ne reste plus qu’a vérifier que ¢34 = €3v3 + €404.
Comme v5(c) = 0, on doit avoir en particulier:

13+ cla+c34 =0
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Ainsi:

C3y = Ci13+ Cua
= €1V + €303 + €1v1 + €404

= €303 + €474

Donc finalement, v (€) = ¢ et Ho((G2)") = {0}.
e Intéressons-nous maintenant au faisceau /\2(QA)".

Comme 04(/\2(QA)") = Cg(/\Q(QA)") = {0}, il suffira de montrer que v est

injective.

Remarque 6.1.8 Soit (wy, ws, ws) une famille libre de V. Alors Papplication
f définie par:

2 2
f: @ /\ VeCt(wi7 w]) - /\ VeCt(wla W3, U)g)
1<i<j<3
(12, T13, T23) —  T12 + T13 + Tog

est injective.
. 2 2
Soit ¢ = (cijhi<icj<a € Co(A(G2)) = € Nloyj2 tel que v3(c) = 0.
1<i<j<d4
Comme les faces o193 et 0,54 sont régulieres modulo 2, on doit avoir d’apres la
remarque ci dessus ¢;; = 0 pour i < j € {1,2,3} et i < j € {r,s,4}. Ainsi,
si {t} = {1,2,3} — {r, s}, seul ¢;g pourrait étre non nul. En regardant la face
04, o0 doit avoir:
Crt +Crat =0

Comme {r,t} C {1,2,3}, ¢, = 0. De plus, ¢4 = 0 donc ¢y = 0.

Finalement, ¢ = 0 donc 13 est injective et par conséquent, Ha( /\2(QA)") =
{0}.00
En utilisant les propositions 6.1.7, 6.1.1 et 3.2.2, on obtient le résultat suivant:
Corollaire 6.1.9 Si Rang% (0) > 3, alors:
G31(X5(R)) = G (X5(R)) = Gla(X5(R)) = {0}
Si Rang%(é") > 3, alors:
G11(X5(R)) = Gy (X5(R)) = Gap(Xs(R)) = {0}

Démonstration:
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* S Rang = (§) > 3, alors d’apres la proposition 6.1.7, Hy((G*)¥) = H3((G*)Y)
Hy((G?)¥) = {0}. Ainsi d’apres la proposition 6.1.1, H3((G*)) = Ho((G2))
{0} donc Gi,(X;5(R)) = G4, (Xs(R)) = {0}. Ensuite, d’apres 3.2.2,
Gi(X5(R)) = {0}.

* Si Rang%Z (6¥) > 3 alors, d’apres la proposition 6.1.7, on a:

Hi((G7)) = H((G2V)Y) = Ha((G))") = {0}

En utilisant I’égalité (20), on obtient alors:

Ho(G*) = H\(G%) = H(G%) = {0}
Par conséquent, G1,(X5(R)) = Gb,(X;5(R)) = {0}.

Toujours d’apres la proposition 6.1.7, on a également:

H(N'(@%)) = Hi(N\'(G%)) = Ha( \'(6%')) = {0}
En utilisant P'égalité (22), on obtient Gi,(X5(R)) = {0}.0

Remarque 6.1.10 En utilisant les résultats obtenus précédemment, on a également
G1,(Xs(R)) = {0} si Rangz (¢*) > 2 d’apres 6.1.2.

On peut résumer les résultats obtenus lorsque n = 4 sur la figure 14 (les chiffres
représentent les dimensions des termes de G, (X5(R))).
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F1G. 14 — Résumé de la situation lorsque n = 4
A 1 q [} 1 q 4 1
G, (X5(R)) Gy (X5 (R)) G (Xs(R))
1 4 1 4
313 3 2] 2 3 1
* * 3 2 * * 1 2 * *
* * * 1 1 * % * 0 1 * * 0
ol ol olo| o 0O |lolo|o|lo]| o o lo|ofo]o
0o 1 2 3 4 b 0 1 2 3 4 b o 1 2 3 »
Rangz (0) =1 Rangz () =2 Rangz (0) =3
27 27 27
' ! q A ! g A !
G, (X5(R)) Gy (X5(R)) G, (X5(R))
1 4 1 4
x| * 3 * | o* 3 *
2 * * * 2 * * * 2 0 *
1 1 * * * 1 0 * * * 1 0 0| %
O lo|lolo|o]f| o O lo|lolo|o]| o 0O lolo|lo]|oO
0 1 2 3 4 b 0 1 2 3 4 b 0 1 2 3 b
Rang z (8) = Rangz (0V) = Rang z (0Y) =
27 27 27
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6.1.2 Etude du cas affine simplicial en dimension 5

Supposons a présent que n = 5. On va reprendre les notations précédentes.

Soit {7;,1 < i <5} = A(1). Pour 1 <i <4, on notera p; € N le générateur de
[7;] contenu dans 7; et v; € V' désignera sa classe modulo 2 dans V.
Soit o € A(2). Il existe 1 < i < j <5 tels que 0 = Pos(p;, p;). On pose alors 0 = ;5.
De méme, si 0 € A(3), il existe 1 <1 < j <k <5 tels que 0 = Pos(pi, pj, pr) et
I'on note o = oy

On notera encore v, les différentielle du complexe C,((G*)¥) et 12 celles du complexe
NG,

En utilisant les techniques développées dans le cas ou Ny est de dimension 4, on
peut obtenir un résultat similaire au corollaire 6.1.9:

Proposition 6.1.11 Lorsque n = 5, on dispose des 2 résultats suivants:
* S Rang%(é) > 3 alors:

G5 (X5(R)) = Giy (X5(R)) = G5(X5(R)) = {0}
* Si Rang%(é") > 3 alors:

G11(X5(R)) = G5 (X5(R)) = Gy (X5(R)) = {0}
Commencons par démontrer la proposition suivante:

Proposition 6.1.12 Si Rang%(é) > 3, alors:
Hs((G™)) = Ha((G2)") = Ha((6)") = {0}
H(N\*(G2)) = Hi(N*(GA)) = Ho(N2(G2)) = {0}

Lemme 6.1.13 5 Rang% (6) > 3, alors § posséde au moins 3 faces de dimension

3 régulieres modulo 2. De plus, chacune des faces de dimension 1 de § est incluse
dans une face de dimension 3 régquliére modulo 2.

Démonstration:
Comme Rang z (0) = 3, on peut supposer que (vy,vs,v3) est une famille libre de V/
et que {vy,v5} C Vect(vy,ve, v3).
D’apres le lemme 6.1.4, il est possible de trouver ig4, j4 € {1,2,3}, iy < ja, tels que
(viy,vj,,04) soit libre et is, j5 € {1,2,3}, i5s < js, tels que (vj,, vj,, v5) soit libre.
Ainsi les faces 0193, 04, j,4 €t 045 ;55 sont différentes, elles sont régulieres modulo 2
et chaque face de dimension 1 de J est incluse dans une de ces 3 faces.[]

Démontrons a présent la proposition 6.1.12.

82



Démonstration:
Comme Rang Z (0) = 3, on peut supposer que (vq, v, v3) soit une famille libre de V'
et que {vy,v5} C Vect(vy, va, v3).
D’apres le lemme 6.1.13, il existe, r,s € {1,2,3}, r < s, et p,q € {1,2,3}, p < g,
tels que 0,54 €t 0,45 soient toutes les deux des faces régulieres modulo 2.

* Intéressons-nous d’abord au faisceau (G2).
o Comme C5((G%)") = {0}, H5((¢%)") = {0}.

e Soit ¢ = (cy,...,c5) € C4((GA)Y) tel que vy(c) = 0.
Le lemme 6.1.6 montre que dans ce cas, on doit avoir ¢; = ¢ = ¢3 = 0,
cr=cs,=cs=0¢t c,=c,=c5=0. Ainsi, c = 0 et Hy((G*)") = {0}

e Soit ¢ = (¢i)1<icj<s € C3((G2)Y) tel que v3(c) = 0.
Toujours d’apres le lemme 6.1.6, C,((G¥123)Y), C.((G=4)") et C,((G¥#s)Y)
sont acycliques. Ainsi il existe:
— €1,€6,€3 € % tels que
Cij = €v; +€v; pour 0 <i < j <3

P Z
~ €., € €4 € 57 tels que

Cij = Egvi + e;vj pour ¢ < j € {r,s,4}

"no_no_n Z
— €,,€q, €5 € 57 tels que

cij = €jv; + e;’fuj pour i < j € {p,q,5}

Comme chacun des triplets est unique, on doit avoir:

—a=¢sir=leteg=¢sip=1
—a=qsir=2oua=¢csis=2ete=€sip=2o0ue =¢ siqg=2
—e3=¢€,sis=3et e3=¢} siq=3.

Soient t; = {1,2,3} — {r,s} et to = {1,2,3} — {p, ¢}.
Si 'on pose € = (e1, €2, €3, €}, €) € (£)° =~ @7_, [1]» alors:

V1<i<j<h, (Zaj) ¢ {(t1>4)7 (t275)a (4’ 5)}7 Cij = €V; + €;V;

Regardons ce qui se passe dans [0, 4, 4]2 o # t; € {1,2,3}. Comme v3(c) =
0, on doit avoir:
Cigy +Cia+cia=0

Ainsi, ¢, 4 = €,V + €404,
Ensuite, on peut regarder [0, 5]2 out j # t2 € {1,2,3}. Comme v3(c) = 0,
on doit avoir:

Cita + Cj5 + Cty,5 = 0
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Ainsi, ¢, 5 = €1,01, + €505,
Finalement, avec [0145]2, on obtient de méme c¢;5 = €404 + €505.
En résumé, v3(e) = c et H3((G2)Y) = {0}.0

Il reste encore a montrer la deuxieme partie de la proposition.
Il suffira de montrer que v est injective.

Soit ¢ = (¢i)1icj5 € Ca( A2 (G2)Y) = D N[0 tel que 13(c) = 0.
1<i<j<5
Comme 0123, Orea, Opgs sont régulieres modulo 2, ¢;; = 0 pour @ < j €
{1,2,3}, ¢;; =0 pour i < j € {r,s,4} et ¢;; =0 pour i < j € {p,q,5}.
Soit t; ={1,2,3} — {r,s} et to = {1,2,3} — {p, q}.
On regarde la face 0,44. On a:

Cra + Ctya+Cpyy, =0

Comme ¢4 = ¢y, =0 ({r,t1} € {1,2,3}), c1,a = 0.
— On regarde la face op,5. On a

Cp5 + Ciy5 + Cpry, = 0
Comme ¢,p5 = ¢y, =0 ({p, t2} C {1,2,3}), cp5 = 0.

Pour finir, seul le terme c45 pourrait a ce stade étre non nul. Si 'on regarde
la face o145, alors c14 + c15 + c45 = 0 et donc ¢y5 = 0.

Finalement, ¢ = 0 donc v3 est injective et HQ(/\2(QA)V) = {0}.0
On peut maintenant démontrer la proposition 6.1.11.
Démonstration:

* Lorsque Rang%(é) >3, Hs((G2)Y) = Hy((GA)Y) = H3((G2)Y) = {0} d’apres la
proposition 6.1.12. Ainsi d’apres la proposition 6.1.1, on doit avoir H5((G?)) =
Hy((G?)) = {0}. Ainsi:

G51(X5(R)) = Gy (X5(R)) = {0}

Ensuite, en utilisant la proposition 3.2.2, on obtient

Go(X5(R)) = {0}

* En remplacant 6 par 8V et en utilisant la proposition 6.1.12, on obtient:

H5((G%)") = Hi((67')") = Hs((G™)") = {0}

En utilisant ’égalité (20), on obtient alors:
Hy(G%) = Hi(G*) = Ha(G%) = {0}
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Par conséquent, G1;(X;(R)) = G5, (X5(R)) = {0}.

Toujours d’aprés 6.1.12, Hs(A2(G2)Y) = Hi(N*(GA)) = Hy(A\*(G2)) =
{0}. Alors en utilisant I’égalité (22), on a G1,(Xs(R)) = {0}.0J

6.2 Maximalité de X; lorsque n =5

On va montrer dans cette partie que la suite spectrale G, (X5(R)) dégénere a

I'ordre 1 lorsque n = 5. La figure 15 donne la forme et les différentielles du terme
GL(X5(R)) de G, (X5(R)).

F1G. 15 - Le terme G, (X;5(R)) et ses différentielles

A
q

! SN N
0 | % | « N N N\
0 1 2 3 4 5 p’

D’apres 5.1.6, il suffira de montrer que toutes les différentielles de A, (X5(R))
sont strictement compatibles avec la filtration I*. On sait déja que les différentielles
01, Oy et 05 le sont (grace a 5.1.26 et 5.1.30); ainsi il ne restera plus qu’a vérifier que
0 et 04 le sont également.

En utilisant 5.1.4, 5.1.24 et 5.1.33, il suffira pour cela de prouver que le complexe
A, (X5(R)) satisfait les conditions sgo et s3;.

Le traitement de la condition s4 se fera en utilisant des techniques similaires a celles
utilisées dans la section 5.1.5 et sera assez direct alors qu’il faudra faire une étude
de cas pour 3.

Soit A(1) = {r;, ¢« = 1...5}. Pour chaque 1 < ¢ < 5, on notera p; € N le gé-
nérateur de [7;] contenu dans 7; et v; € V' désignera sa classe modulo 2.

Si o € A(2), il existe p; et p;, 1 <1< j < s tels que o = Pos(p;, pj). On pose alors
0 = 0yj.

Etant donné o,;; € A(2), on notera:
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V .
— — la projection naturelle.
milz 0y
- pz’] /\ [T /\2 ﬁ I'application induite par p;; en passant aux formes
(3 (%]

~ Dij -

extérieures de degré 2.

v
Tij HO([ ] ) — Ho(—) lapplication induite en homologie par p;;.
Til2 Oij

De méme, si v € A(3), il existe p;, pj et pp, 1 < i < j < s tels que 0 =
Pos(p;, Pi> pr) et on pose alors v = Yijk-

6.2.1 Condition s, pour A,(X;s(R))

On peut représenter le 2-squelette de A, A(< 2), par la figure 16 (en projetant
0 sur un sous-espace de dimension 3 générique et en effectuant une représentation
projective).

F1G. 16 — Représentation de A<,

P1

P2
Ps

P4 P3

Remarque 6.2.1 La propriété de ce 2-squelette qui va nous servir est la suivante:
Il existe ¢ € {1,...,5} tel que pour tout j # i € {1,...,5}, le cone o;; soit dans
A(2). Pour un cone quelconque (ie: non simplicial) de dimension 5, cette propriété
est fausse.

Pour utiliser la proposition 5.1.2, il faudra démontrer le lemme suivant:

Lemme 6.2.2 Soit ¢ € I*(A4(X5(R))) telle que d4(c) € I*(A3(X5(R))). Alors il
eziste ¢ € I*(A4(X5(R))) vérifiant:
2

Le—g %A4(X5(R)))
W(c) =

Q.)
O
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Démonstration:

v
Soit ¢ = (cy, ..., c5) € I(A4(X5(R))) une telle chaine, ¢; € HO([ ] ).
Ti|2
v
Pouri=1...50nnoterac; € /\2[ ] la classe de ¢; modulo 3. Ainsic = (cf,...,¢c5)
Ti|2
si ¢ désigne la classe de ¢ modulo I3.
On va travailler dans un premier temps modulo I®. Pour i € {1,...,5}, ¢ est un
Vv
élément de /\2 b On va modifier la classe ¢ par un bord de facon a ce que ¢;, ainsi
Ti|2
Lo a2 2 V
transformé, soit un élément pur de /\ ﬁ
Til2

%
Soit p? : /\2V — /\Qﬁ la projection naturelle. Il existe w € /\2V tel que
T1]2
pi(w) =71
. 5 2 V fp
Soit a = (a1, ...,a5) € D, N\ T défini par:
Til2
a = 05y (w) +¢
La figure 17 indique la forme de « sur le 2-squelette de A.

Fig. 17 — L’élément «

0

as @2

oy (6%}

Comme 9,(c) € I*(A3(X5(R))), on a:

(@) =0¢ ng

Ainsi 0% (a) = 0. En particulier, on doit avoir pour 2 < i < 5:

pzzl(ai) =0

La figure 18 représente la projection de «.
Pour 1 < i <5 on définit vy; € [o;] par:

— wvy; = v; si oy; est régulier modulo 2. (ie si [0y;]2 = Vect(vy, v;)).
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F1G. 18 — Projection de «

— wy; est choisi dans [0y,]2 de telle sorte que vy; # vy si v = v;.
Ainsi [0y;]o = Vect(v1,vq;) dans les 2 cas.
Regardons quel est le noyau de:

p?,li/\ _/\

2 Va2 V
/\ N /\ Vect

\kxm (v13) (0112 (v1,v17)
Iy a2 cas:
— Siv; = vy; (le: v1 # v;) et si Ty désigne la classe du vecteur v; dans ——,
Vect(v;)
alors:
\%
ker(p?,)) = {1 Au, u € ——
er(pz,l) {vl u, U Vect(v,-)}
— Siv; # vy (ie: v; = vy) et si v;; désigne la classe du vecteur v;; dans ————,
Vect(v)
alors:
ker(?,) = (T A, 4 € ——
erlply) = (T A w € o)
Comme «; € ker(p?) pour i = 2,...5, il existe dans les 2 cas u; € ———— tel que:
Vect(v;)

U1 Au; o siv; #£ g
oy = __ .
! Vit Nu; S1v; = U1

Pour i =1,...,5, on définit b; € HO([;./} ) par:
0 sit=1

bi =9 ([0] + [Li])([0] + [us]) sivi# v
([0] 4 [ ([0] + [ua]) i v; = vy

Ainsi b = (by,...,b5) € Ay(X5(R)) vérifie:
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- be PAX(R)) 2
— b= o si b désigne la classe de b dans & A4(X5(R))
Lemme 6.2.3 b € Ay(X5(R)) est un cycle de A.(Xs(R)).

Démonstration:
Soit 1 <4 < 5. Montrons dans un premier temps que 7;1(b;) = 0.
b; est la classe fondamentale du plan Vect(or, u;) si vy # v; ou du plan Vect(v;7, u;)
si v; = v;. Ce plan sera noté par la suite P;.
Dans les 2 cas, le lemme 5.1.29 montre que m;; (F;) = 0.

I1 reste a voir que pour i < j € {2,...,5}, b vérifie:

V

(0152

Wz](bz) =+ 7sz<b]) = O - H(]( )

Soit 2 < i < j < 5. Comme 9% (a) = 0, on doit avoir:

pij(ci) + pji(a;) =0 < pii(a;) = pji(ey) € (0]

Remarque 6.2.4 Soit E un espace vectoriel sur % et (v,y,2,t) € E* vérifiant
x Ay # 0. Alors:

TANy=zAte /\2E & Vect(z,y) = Vect(z,t)
D’apres la remarque ci dessus, on doit ainsi avoir:
pij(Fi) = pji( )

Mais alors si [P;] (resp [P;]) désigne la classe fondamentale du plan P; (resp F;), on
doit avoir:

mi ([P]) = m5([F5])
Comme b; = [P}] (resp b; = [P}]), Cela revient a dire:
mij(bi) = 75i(b;) © mi5(bi) + 7js(b;) = 0

Donc 04(b) = 0. O

On choisit ensuite a € I?(A5(Xs(R))) de telle sorte que la classe @ de a modulo
I3 soit w et 'on pose:

C/ = 85(61) +b

¢ vérifie ainsi:

- ¢ € P(A(X5(R)))

— ¢ =¢si c désigne la classe de ¢ modulo I3
—  est un cycle de A4(X5(R))).
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Donc ¢ convient. [J
En utilisant 5.1.4, on obtient:
Corollaire 6.2.5 La différentielle 0, est strictement compatible avec la filtration I*.

6.2.2 Condition s3; pour A,(X;(R))

Pour montrer que cette condition est vérifiée, on va procéder différemment.
On va dans un premier temps éliminer un certain nombre de cas dans lesquels on
peut utiliser les arguments habituels et ensuite montrer que dans les cas qui reste-
ront, on pourra toujours trouver des bases adaptées a 1’éventail A au rang 2 et ainsi
pouvoir appliquer la proposition 5.1.19.

Commencons donc par éliminer quelques cas.

Soit 0 € A(3), il existe i < j < k € {1,...,5} tels que 0 = Pos(p;, pj, p) et
on pose o = g

Pour 1 <i < j <k <5, on notera:

Vv V o
~ Dijk : — la projection naturelle.
[Uij]2v [oijk]2
— ik Ho( ) — Ho( ) I'application induite par p;;; en homologie.
[0ij]2 [Tijk]2

Le premier cas que 'on va éliminer est le cas ot il existe 1 <7 < j < k <5 tels
que:

(032 + [oir)2 + [ojk]2 = [ojk]2

Proposition 6.2.6 Supposons qu’il existe 1 <1< j < k <5 tels que:

[03]2 + [oik]2 + [ok]2 = [oj]2
Alors s31 est vérifiée.

Pour montrer ce résultat, il suffira comme toujours, en utilisant la proposition 5.1.2,
de montrer le lemme suivant:

Lemme 6.2.7 On se place dans les hypothéses de la proposition 6.2.6. Soit ¢ €

I(A3(X5(R))) telle que 05(c) € I*(A4(X5(R))). Alors il existe

d € I(A3(Xs5(R))) vérifiant:

= ¢ € 5 A3(X;(R)))

5(c) =
Démonstration:

Soit ¢ = (Cij)1§i<j§5 € I(Ag(X(;(R))) telle que 83(0) c IZ(AQ(X5(R)))

o~ —
| ~

2

Q Al
O~
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— la classe de la chaine ¢;; modulo 1 2 et

Pour 1 <4 < j <5, on notera ¢;; €
(052

¢ = (G;5)i<; celle de c.

Comme 05(c) € I*(Ay(X5(R))), € vérifie:

K@) =0eGh(GR) = B —

1<i<j<k<5 [k 2

Ainsi si on fixe un cone oy, € A(3) alors ¢ vérifie:

Pijk(Cij) + pirj (Ciw) + Pjwi(Cix) = 0

On peut supposer que

[012)2 + [013]2 + [023]2 = [0123)2

Lemme 6.2.8 ] existe w = (wy, wq, ws3) € @?:1 ﬁ tel que:

— pra(wy) + po1(wse) = 12

~ pi3(wy) + ps1(ws) = Ci3

~ pos(w2) + paa(ws) = Ca3

Démonstration:
On rappelle que [o723] est le sous-réseau de N engendré par o1s3, ie:

[0123] = (0123 + —0123) NN

Soit U (resp U’) la variété torique réelle définie par o3 vu comme cone dans Ng
(resp [o123] @ R). Alors U et U’ sont liées par la relation:

U~U xT v (R)

[o]123

ou T[ x (R) ~ (R*)? est un tore algébrique réel de dimension 2.
7]123

Remarque 6.2.9 Le lemme 6.2.7 sera démontré si I’on prouve que le terme Gzl)q(U)
de la suite spectrale associée a U vérifie G3,(U) = 0.

On va se servir de la structure de produit de U pour arriver au résultat énoncé
dans la remarque ci dessus.
La variété torique U’ est affine simpliciale et de dimension 3. Comme [o72]2 + [013]2 +
[093]2 = [0123]2, On a d’apres 6.1.2 et 3.2.1:

1 —
G, (U") =0 pour p <1
La figure 19 donne la forme du terme G, (U’) de la suite spectrale G (U”).

Mais alors d’apres 4.3.7, le terme G;}q(U ) de la suite spectrale associée a U vérifie:

1 —
G, (U) =0 pour p <3 O
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FI1G. 19 — Le terme G, (U")

A
q
3 1
2 * *
1 0 * *
0 0 0 0 0

v
Soit (w1, ws, ws) € @, m le triplet donné par le lemme 6.2.8.
Ti]2
L Vv _ o 5V
On choisit également w4 € ﬁ tel que pys(wy) = 45 et on définit w € @i:1 W
T4|2 Ti)2

par:

w = ('U)l, Wz, W3, Wy, O)
\%4
0ij]2

a =05 (w)+e

: I o
Soit a = (vij)i<i<j<s € Di<icjcs [ ~ I—2<A3(X5(R>)) défini par:

Alors « vérifie:

a2 =0, a3 =10, a3 =0, ays =0

La figure 20 donne la forme du terme « sur le diagramme représentant le 2-squelette
de ¢.

Remarque 6.2.10 « vérifie en particulier la propriété suivante:
V1<i<j<k<5, Imi,mg € {i,j,k}, tmm =0
Soit b = (bij)1<i<j<s € 1(A3(X)) définie par:
bij = [0] + [ovj], pour 1 <i<j <5

Lemme 6.2.11 b est un cycle de A3(X5(R)).
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Fi1G. 20 — a sur le 2-squelette de

P1

Ps

Démonstration:
Il s’agit de montrer que pour tout triplet (z,j,k) on 1 <1i < j < k <5, b vérifie:

Tijk (bij) + Tin (bie) + Tjri(bjn) = 0 € Ho(

)

[0ijkl2
On se fixe un triplet (4,7, k), 1 <i < j < k < 5. Comme 93(c) € I*(A2(X5(R))), ¢
est un cycle modulo 1%, c’est a dire que 99, (¢) = 0. Ainsi « vérifie:

1 (a) =0
Ce qui signifie que l'on a:

V

[Uz‘jk]2

Pijk(Qij) + Dirj(Qir) + pjri(an) =0 €
On peut supposer que aj; = 0 (cf remarque ci dessus) et donc que b;, = 0. Ainsi:

pijk(aij) = pikj(aik)

Maintenant, on a:
Tiji (big) + Wik (bie) + Tni(bjr) = ik (bij) + ming (bir,)
= ([0] + [pijr(cij)]) + ([0] + [pirj(cur)])
=0

Donc b est un cycle de A3(Xs(R)). O

Pour finir, soit a € I(A4(X5(R))) telle que la classe @ de @ modulo I? vérifie:
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a=w
On pose ¢ = 04(a) +b. Alors ¢ vérifie:
- ¢ € I(A3(X;(R)))
— La classe ¢ de ¢ modulo I? vérifie:
d=c
- 83(0,) =0

Donc ¢ convient.[d

On pourra ainsi supposer par la suite que:
V1<i<j<k<5, o452 = [ow)e = [o)i]2

Mais alors:
V1<i<yj<5, 1<k<I<5, [0z = o2

Remarque 6.2.12 En particulier, Rang%(é) < 2.
On peut éliminer un autre cas:

Proposition 6.2.13 Supposons que:

dzm( Z [O'Z‘jk]g) <5

1<i<j<k<5

Alors la condition s31 est vérifiée.

Pour démontrer cette proposition, il suffira grace a la proposition 5.1.2 de prouver
le lemme suivant:

Lemme 6.2.14 On se place dans les hypotheses de la proposition 6.2.13. Soit ¢ €
I(A3(X5(R))) telle que 95(c) € I*(Aa(X5(R))). Alors il existe
d € I(A3(Xs5(R))) vérifiant:

= ¢ € 5 A3(X;(R)))
5(c) =
Remarque 6.2.15 Pour étudier la différentielle 9};, on peut remplacer X5(R) par

la variété (Xs(R))<3 associée au 3-squelette A(< 3) de A (on peut ignorer toutes les
orbites de X5(R) dont les dimensions sont strictement inférieures a 2).

o~ —
| ~

2

Q Al
O~
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Démonstration:
D’apres la remarque ci dessus, on peut supposer que A = Acs.
Soit V =V'@ V" la décomposition en somme directe de V' donnée par:

V/ = Z [Uijk]Q C V

1<i<j<k<5

ou V" est un supplémentaire quelconque de V.

Soit o € A. Alors il existe un isomorphisme induit par la décomposition précédente:

1% Vv’
o~ EB Vl/
[0l [o]2
On considere les faisceaux G, G’ et G” sur A définis par:
1%
* g — gA = (_7pT,a)T§UEA-
V/ [0]2 V/ V/
* G = (—,p. )r<oen OU P 1 — est la projection naturelle si
o] =777 7l ok

T<o€A.
*G" = (V" idyn)r<oen (G" est le faisceau constant sur A de fibre V).

Ainsi on a une suite exacte courte de faisceaux sur A:

0—-G —-G¢g—-¢" —0

On note:
— 1v;: Ci(G) — C;_1(G) la différentielle du complexe de chaines C(G) associé au
faisceau G
— v, Cy(G") — C;_1(G’) la différentielle du complexe de chaines C,(G’) associé
au faisceau G’
— v/ Cy(G") — C;-1(G") la différentielle du complexe de chaines C,(G") associé
au faisceau G”

Remarque 6.2.16 Comme cela a déja été noté, pour tout p € N, G}, (Xs5(R)) =
Cp(G) et Oy = 1.

Lemme 6.2.17 Le faisceau G" vérifie H3(G") = 0.

Démonstration:
On peut le voir a la main.
Soit @ = (ayj)1<i<j<s € C5(G") tel que v§(a) =0et i <i < j <k <5. Alors on
doit avoir:
O + o + A = 0 A = Qi +

Ainsi « a nécessairement la forme donnée par la figure 21.

"

v
Soit w = (O, 19, 13, (X14, 0415) S 04(9”) == @?:1 W Alors VZ(U}) =qo.
12
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Fi1G. 21 — Forme de «

Soit ¢ = (Cij>1§i<j§5 S ](Ag(Xg(R))) telle que 63(6) S ]2(A2(X5(R)>> Pour
1 <7< j <5, on note ¢;; €
GY,(X5(R)) celle de c.

m la classe de ¢;; modulo I 2etc = (ci;) €
ijl2

Pour 1 <14 < j <5, on décompose ¢;; en:

— "
Cij = Qu; + Qi

/

ou ol € et o € V.
Yool
On pose:

- o = (aj;h<icj<s € C3(G)

- o’ = (aj;)i<i<j<s € C3(G")
Comme 03(c) € I*(A3(X5(R))), on a:

05,() =0 13(e) =0

Ainsi:

- (/) =0

- (") =0

V//

D’apres 6.2.17, H3(G") = 0 donc il existe w = (wy, ..., ws) € C4(G") = @;_, T

Ti]2
tel que v4(w) = o”. On choisit a € I(A4(X5(R))) tel que la classe @ de a modulo I*
vérifie

a=w



et on pose b = 0,(a).

/

€ Hy(

Pour 1 < i < j < 5, on pose bj; = [0] + [« ) et on note b’ =

|
ij
(bij)h<icj<s € 1(A3(X5(R))) la chaine ainsi obtenue.

(052

Finalement, on pose b = b + b’ € A3(X;(R)). Alors la classe b € GY,(X5(R))
de b modulo I? vérifie: ~
b=r¢c

Lemme 6.2.18 b est un cycle de A3(X)
Démonstration:

Comme b” est un bord, il suffit de voir que d5(0') = 0.
Il'y a2 cas: soit dim(V"”) = 1 soit dim(V") = 2.
!/

* 51 dim (V") = 2, alors comme = 0 et on doit avoir

[Uz’jk]2
V1 §Z<j <k§5, ]%'jk(Oéij):O

et donc:
V1<i<j<k<5, mjr(biy) = [0] + [pijr(ai;)] =0

Ainsi 05(0') = 0.
* Si dimV” = 1, alors dim(

!/

)=1.
[Uz’jk]2
Comme v4(a’) = 0, on doit avoir:

V1 <1 <.] <k < 57 EI(Z.17Z.2) S {Lj? k}27 pi1i2i3(ai1i2) =0ou {Z3} = {Lj? k}—{Zl,ZQ}
Soit 1 <1i < j < k < 5. on peut supposer que pjx;(ajxr) = 0. Alors p;ji(a;) =

Pikj (k) et on a:

Tiji(big) + ik (bie) + Tjni(bjr) = [0] + [pij(cui;)] + [0] + [pirs(cir)] + [0 + [pjri ()]

|
=
_.I_
=
<
o
—~
Q
S
=
+
=
_.I_
=
ol
<
—~
Q
<
=
=

Donc 05(b') = 0. O

En résumé, b vérifie:
~b=c¢

- (93(b) == 0

Donc ¢ = b convient. O
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Ainsi on peut supposer par la suite que A vérifie:
V= Z [Uijk]2
1<i<j<k<5

On va ensuite s’intéresser au cone dual 0¥ ce qui permettra d’éliminer un dernier
cas. On notera AY I’éventail constitué des faces de ¢".

Proposition 6.2.19 5% Rang%(é") > 3 alors la condition s3 est satisfaite.

Démonstration:
Il suffit d’utiliser les proposition 6.1.11 et 5.1.4. [J

En résumé, d’apres 6.2.6, 6.2.13 et 6.2.19, on peut supposer que le cone § vérifie:

- V= Z [Uijk]2

1<i<j<k<b
—v1§2<j§5, 1§]€<l§5, [O'ij]QZ[Ukl]g

- Rang%(é") <2

Dans ce cas, le cone 0¥ vérifie les trois conditions suivantes:
(1) Rang (5") <2

(2) ) lol.={0}
o€AV(2)
(3) ¥(o,0') € (AY(3))% [o]2 = [0]2
Remarque 6.2.20 les 2 premieres conditions donnent en particulier:

Rang%(é") =2

On va maintenant regarder plus précisément ce que ces conditions impliquent
pour la combinatoire de ’éventail AY.

On pose AY(1) = {7/, i = 1,...,5}. Pour ¢ = 1,...,5 on notera u; € M le gé-
nérateur du sous-réseau [7;°] contenu dans 7 et u; € V* désignera sa classe
modulo 2.

En reprenant les notations utilisées pour 9, on notera également:
— 045 = Pos(;, 1) € AY(2) pour 1 <i<j <5
— ouk = Pos(, pj, pu) € A¥(3) pour 1 <i < j<k<5h

Comme Rang z (6¥) = 2, on peut supposer que (uj,us) est une base de
Vect(u;, 1 =1...5). Soit w,&,n € V* tels que:

- [0'123]2 = Vect(ul, Ug, ’U))

— (ug,u2,w,&,n) est une base de V*
On note (u}, us, w*, £, n*) la base de V' duale de celle-ci.
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Lemme 6.2.21 Supposons que Card(i, u; = uy + uz) < 1. Alors (uf, ub, w*, £, n*)
est une base adaptée a 0 au rang 2.

Démonstration:
Soit 0 € AY(2), 0 =05 avec 1 <i < j <5.
Comme Card(i, u; = uy + uz) < 1, soit w; # uy + ug, soit u; # uy + ug. Ainsi si
u; = u;, on doit avoir u; = uy ou u; = us.

Si w; # uj, alors [o45]2 = Vect(uy,uz) et donc:
[04]7 = Vect(w*, &, n%)
Si u; = u;, on peut supposer que u; = u; (Le cas out u; = uy est symétrique). On a

alors 3 cas:
— Soit ug € [05]2. Alors [o4]a = Vect(uy, ug) et donc:

03]y = Veet(w*, £, 1)
— Soit w € [0y]a. Alors [04]2 = Vect(ur, w) et donc:
[o3jly = Vect(uz, € ,1°)
— Soit ug + w € [oy]a. Alors [045]2 = Vect(uy, us + w) et donc:
[oijly = Vect(uz +w*, €, n")
Comme {[o]z, 0 € A(3)} = {[o]y, o € AY(2)}, le résultat est démontré. [J

Ainsi d’apres 5.1.19, la différentielle 05 : A3(X5(R)) — A2(Xs5(R)) est strictement
compatible avec la filtration I*.

Remarque 6.2.22 Les hypotheses du lemme sont faites pour écarter la situation
out 'on a a la fois:

- U = Uj = Ut U

— up +w € [o45]2 (Ce qui est équivalent a dire que uy + w est dans [0;;]2)
Dans ce cas, [0ij]2 = Vect(uy + ug, uy + w) et [o45]3 = Vect(uj + uy + w*, £, n*).

Remarque 6.2.23 Si Card(i, u; = w1 +uz) = 3 alors uj + uz € [, cav(z)[0]2 done
ce cas de figure est a exclure (on avait supposé que ﬂ [o]2 = {0}).
sEAY(2)
Si Card(i, u; = uy + ug) = 2, on peut supposer, quitte a réordonner, que:
(U, ug, ug, ug, us) = (uq, Uz, g + ug, Uy + Uz, uq) ou (uy, ug, uy + ug, Uy + Uz, us)
Comme les 2 possibilités sont symétriques, on pourra supposer que:
(w1, ug, ug, Uy, us) = (uq, ug, ug + ug, Uy + Uz, uq)

Mais alors si on permute us et u; 4+ us, on se retrouve dans les hypotheses du lemme
6.2.21.

Finalement on a démontré:

Théoréme 6.2.24 G, (X;(R)) dégénere a Uordre 1 si d est un cone simplicial de
dimension 5.
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6.3 Description de G, (X;(R)) lorsque n = 3

Dans cette derniere partie, on va déterminer entierement le terme G} (Xs(R))
dans le cas ou n = 3. On verra qu’il n’est possible d’obtenir que 5 cas différents.

Soit 0 un cone simplicial de Ng de dimension 3. Comme précédemment, on no-
tera A I’éventail constitué des faces de 9.

On pose A(1) = {m, 7, 13}. Pour chaque ¢ € {1, 2,3}, on note p; € N le générateur
de [7;] contenu dans 7; et v; € V' sa classe modulo 2.

Pour o € A(2), il existe ¢ < j € {1,2,3} tels que o = Pos(p;, pj); o sera alors noté
04+

F1G. 22 — Le cone §

F1G. 23 — Représentation projective de d

1

012

T2

Le terme G}, (X5(R)) est donné par la figure 24.
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FI1G. 24 — Le terme G9 (X;5(R)) et ses différentielles

2

\%4 \%4
Dicion ~Dirpn LV

0 0 0 0
@z‘<j<k/\ [a:j/k}z <——@i<j/\ [L <——€Bz/\ o - /\ 4

Tijl2 [7:]2

0 1 2 3
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Par exemple explicitement, la ligne de Gzl,q (X5(R)) correspondante a ¢ = 1 est donnée
par ’homologie du complexe:

V V

[012]2 [7'1]2

V >< V \
[o13]2 [72]2
K,

1%

[U 23]2 [T 3]2

v

I1 est facile de calculer les groupes d’homologie des complexes définis par chacune
des ligne de G}, (X5(R)) et on obtient alors le tableau 25.

Comme on I'a vu dans la section 5.2.1, la suite spectrale G, (X5(R)) dégénere a
Iordre 1. Ainsi la classification précédente donne exactement les nombres de Betti
des variétés toriques affines simpliciales de dimension 3. Pour résumer, si B; € N*
est le quadruplet contenant les nombres de Betti de X5(R), on obtient:

— Si Rang%(é) =1,

*siV(i, 7, k) € {1,2,3}%, [0ij]2 = [oir]a, alors Bs = (0,1,4,4)
* siil existe (4,7, k) € {1,2,3} tel que [0]2 # [oi]2, alors Bs = (0,0, 3,4)

— Si Rang%((S) =2

*siV(i, 7, k) € {1,2,3}3, [0ij]2 = [oir]a, alors Bs = (0,1,2,2)
* sl existe (4,4, k) € {1,2,3}* tel que [0ij]2 # [ouk]2, alors B; = (0,0,1,2)

-~ SiRangz (6) = 3 alors By = (0,0,0,1).
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FIG. 25 — Les 5 possibilités pour G} (X;5(R))

3(i,5,k) € {1,2,3}°, [o4]2 # lor)e | V(i,4,k) € {1,2,3}2, [04;]2 = [oul2
g A g A
3 1 3 1
2 2| 2 2 2
Rang%zz(é) =1 2
1 o112 1 1] 2|1
o|lolo|olo ololololo
o 1 2 3 e o 1 2 3 p
. b . b
3 1 3 1
2 1 2
Rang% (6)=2 § !
1 ololo 1 110
0|l olololo 0|lolololo
o 1 2 3 p o 1 2 3 Py
. A
3 1
_ 2
Rang%(é) =3 oo
1 olofo
Ofolololfo
o 1 2 3 Py
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