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CHAPITRE1Motivations et état de l'art
1.1 MotivationsIl était une fois, il y a bien longtemps, un petit Pouet perdu dans une forêt, ilaimait se promener dans des arbres ave une pile de ailloux qu'il pouvait aler entredeux branhes. . . Les travaux présentés dans ette thèse n'ont pas pour prinipalemotivation l'étude des propriétés du petit Pouet.1.1.1 XML et les arbresLes premiers résultats notoires en bases de données datent des années 70 aveles travaux de E.F. Codd. Ses reherhes ont abouti à une ompréhension pousséedes bases de données relationnelles. Les bases de données sont modélisées par desstrutures relationnelles du premier ordre. Les requêtes sont alors vues omme desappliations de l'ensemble des strutures relationnelles dans lui même. Si ette ap-prohe onvient bien à des données très homogènes, la néessité de manipuler desinformations à la struture moins �gée a motivé la reherhe d'autres formalismes.Ave l'apparition et le développement de XML, la représentation des données sousforme de table laisse la plae à une représentation sous forme d'arbres �nis ordonnéset étiquetés.XML (Extensible Markup Language) est une norme permettant de struturer desdouments textes sous forme d'arbres au moyen de balises en vue de les stoker, de lestransporter et de les éhanger [54℄. Ce langage est apparu omme un bon ompromisentre la rihesse de SGML et la simpliité de HTML et s'est atuellement imposéomme un format standard et générique pour les bases de données semi-struturées.SGML (Standard Generalized Markup Language) est un langage de desription àbalises apparu dans les années 80 dans lequel la struture logique d'un doument, qui9



<personne><prenom>Mathias<\prenom><date><jour>29<\jour><mois>4<\mois><annee>1980<\annee><\date><films><dvd><titre>Spartaus<\titre><annee>1960<\annee><\dvd><dvd><titre>STARWARS<\titre><\dvd><\films><\personne> Fig. 1.1 � Un doument XMLest identi�ée par des balises insérées dans le doument lui-même, est séparée de samise en page, qui dépend du support de présentation et qui est dé�nie en dehors dudoument dans une ou plusieurs feuilles de style [56℄. L'objetif d'XML est de dé�nirun langage aussi générique que SGML mais beauoup plus simple a�n de pouvoirservir un plus grand nombre d'utilisateurs et de remplaer le langage HTML pourun grand nombre d'appliations. Le langage HTML (Hypertext Markup Language)a été onçu en même temps que http en 1990 par Tim Berners-Lee pour a�her lesdonnées d'un doument par l'intermédiaire d'un navigateur dont dépend l'a�hage[58℄.XML est une norme du W3C depuis février 1998. Ce langage informatique librede droits, et indépendant des plates-formes dont le développement a ommené en1996 est atuellement largement utilisé par les industries pour la formulation dedouments d'éhange de données dans des appliations de ommere életroniqueou de bibliothèques en ligne. XML est un modèle de représentation des données sousforme de textes organisés en arbres au moyen de balises. Contrairement au langageHTML qui dé�nit la signi�ation visuelle de haque balise et de haque attribut, lelangage XML utilise les balises seulement pour délimiter les éléments de données etlaisse l'entière interprétation des données à l'appliation qui les lit. XML est donun langage de syntaxe mais pas de sémantique.Pour l'a�hage des douments, lanorme XML prévoit des feuilles de style qui sont des ensembles de règles spéi�antla réalisation onrète d'un doument XML. Cette tehnique est diretement héritéede SGML. XML répond don à l'attente "write one published anywhere".Regardons maintenant ave la �gure 1.1 à quoi ressemble un doument XML.Un doument XML est dans un premier temps une haîne de aratère ou un mot.Une des onditions de bonne formation des douments XML est le bon parenthésagede es balises également appelées tags qui permet de voir le doument omme unarbre. Un doument XML a ainsi une struture d'arbre et le doument de l'exemplepeut également être représenté par l'arbre de la �gure 1.2.Les n÷uds de l'arbre représentant le doument XML sont appelés les éléments.Les éléments dé�nissent la struture du doument et sont dérits par leur nom leurtag ouvrant < · · · >, leur tag fermant < \ · · · > leur étiquette et leurs attributs. Unattribut est une propriété assoiée aux éléments. Dans notre exemple, les élémentsn'ont pas d'attribut. Nous nous intéressons à la struture des douments XML etnon à leur ontenu, ainsi nous ne onsidérons pas les attributs des douments XML.La leture du mot de la �gure mot orrespond à un parours en profondeur de10



personne

prenom date films

4

dvddvd

titre annee

mois

1980

jour

29

anneeMathias

Spartacus 1960

titre

STARWARSFig. 1.2 � Arbre représentant le doument XML de la �gure 1.1gauhe à droite de l'arbre de la �gure 1.2 qui représente e doument. Lire un tagouvrant orrespond à visiter l'élément du même nom et lire le tag fermant orrespondà remonter au père de l'élément du même nom. La plupart des outils travaillant surun doument XML onsidèrent la struture d'arbre intrinsèque du doument.Sous et angle, XML est une syntaxe onrète pour un modèle abstrait d'arbre�ni. La spéi�ation du langage XML ne �xe pas l'ensemble des étiquettes autoriséesdans un doument XML et ne dé�nit pas de sémantique pour les étiquettes. Laseule ondition que doit impérativement véri�er n'importe quel doument XML estd'être bien formé, 'est à dire d'avoir une struture arboresente Un usager peutainsi dé�nir un type de doument XML qui orrespond à un langage d'arbres. Lesdouments XML ont une struture d'arbre �ni d'arité non-bornée 'est-à-dire que lenombre de �ls d'un n÷ud n'est pas borné. Les automates d'arbres étudiés dans lesprohains hapitres de e travail sont des automates sur des arbres binaires �nis. Ilest ependant possible de oder un arbre d'arité non-borné en un arbre binaire etde nombreux problèmes sur les arbres de rang non-bornés se ramènent ainsi à desproblèmes analogues sur les arbres binaires. Nous dérirons un tel enodage dans lehapitre 8.Les automates d'arbres �nis, outil essentiel de l'informatique sont des modèlesutilisés pour le typage de douments XML. Ils servent également à dé�nir ou àomparer des langages de requêtes pour douments XML.1.1.2 Les DTD et les automatesDans un usage partiulier, on peut vouloir se limiter à ertaines formes de dou-ments. Un usager doit pour ela dé�nir un type XML, 'est-à-dire une desriptionde ontraintes sur la struture du doument. Par exemple, un ensemble d'étiquettesautorisées et un ensemble de suesseurs possibles sont �xés pour un élément dans11



<!ELEMENT personne (nom, date, films?)><!ELEMENT nom (#PCDATA)><!ELEMENT date (jour, mois, année)><!ELEMENT jour (#PCDATA)><!ELEMENT date (#PCDATA)><!ELEMENT année (#PCDATA)><!ELEMENT films (dvd*)><!ELEMENT dvd (titre, année?)><!ELEMENT titre (#PCDATA)>Fig. 1.3 � Une DTDla struture arboresente. Un type XML donné dé�nit alors le langage des arbresqui satisfont ses ontraintes et peut don être vu omme une grammaire d'arbresou omme un automate d'arbres. Le typage des douments permet d'améliorer lestokage, de failiter les requêtes et la navigation dans les données et de protégerles données. Les programmes ont don reours au typage pour représenter la stru-ture de données et l'éhange de données XML est presque toujours dans le ontexted'un type �xé. Deux niveaux de orretion peuvent ainsi être distingués pour lesdouments XML :� un doument est bien-formé s'il obéit aux onditions syntaxiques dé�nies parla spéi�ation de XML qui lui permettent d'être interprété omme un arbre.� un doument est valide s'il est onforme aux ontraintes sur la struture etle ontenu spéi�ques à une appliation, 'est-à-dire s'il est respete un typedonné.Un doument valide est toujours bien formé ar le type dérit des ontraintes surl'arbre et non sur la représentation textuelle du doument XML.Les DTD (doument type de�nition) onstituent le moyen le plus simple et le plusfréquemment utilisé pour valider des éhanges de données. Les DTD s'apparententaux grammaires utilisées en analyse syntaxique. La �gure 1.3 présente un exemplede DTD. Une DTD assoie à haque élément une expression régulière sur les types.Les di�érents indiateurs d'ourrene utilisés dans ette DTD sont le symbole "*"qui signi�e 0 ou plusieurs éléments et le symbole " ?" qui signi�e 0 ou 1 élément.Le type "#PCDATA" signi�e que l'élément ontient des données textuelles. Lesgrammaires étendues sans ontexte sont utilisées pour modéliser les DTD [38℄.Le problème de validation peut alors être formalisé de la manière suivante : étantdonnés un arbre t et un langage d'arbres régulier dé�ni par un type τ , nous voulonsdéider si l'arbre t appartient à e langage. Il s'agit en pratique de véri�er si undoument XML est onforme aux ontraintes d'un type donné.Le doument de la �gure 1.1 est valide relativement au type dé�ni par la DTDde la �gure 1.3.La validité d'un arbre relativement à une DTD peut être testée par les automatesd'arbres déterministes top-down. Ces automates sont des mahines à états �nis aveun ontr�le parallèle qui évaluent un arbre de sa raine vers les feuilles. Le modèleséquentiel des automates d'arbres heminants peut également être utilisé pour le pro-blème de validation. Un automate heminant est une mahine à états �nis ave une12



unique tête de leture qui peut se déplaer dans un arbre. Ainsi, il peut e�etuer unparours en profondeur de gauhe à droite de l'arbre représentant un doument a�nde véri�er pour haque n÷ud que la suite de ses �ls orrespond bien aux ontraintesimposées par la DTD. Dans le problème de validation en "streaming" d'un dou-ment XML, le doument XML doit être parouru en une seule passe (sans reveniren arrière) et ave une mémoire �xée dépendant de la DTD mais pas du doument àvalider. Un doument XML est alors onsidéré omme un mot d'un langage à balisesLe parours par un automate unidiretionnel d'un doument XML onsidéré ommeun mot orrespond au parours en profondeur de l'arbre représentant e doumentpar un automate heminant. Il est montré dans [28℄ que le modèle d'automates surles mots approprié pour résoudre le problème de validation en streaming d'un dou-ment XML est en fait elui des automates à piles ave visibilité (Visibly PushdownAutomata). Dans [33℄, A Neumann et H Seidl ont étudié les automates de forêtsà piles (Pushdown Forest Automata) utilisés dans des algorithmes qui testent lavalidité d'un doument XML pour une DTD ou plus généralement qui évaluent enligne des requêtes d'arbres régulières.1.1.3 XSLT, typeheking et transduteurs à jetonsXSLT est un langage permettant de transformer un doument XML en un autredoument XML ou pour onvertir des données XML en doument HTML [57℄. Nevenet Shwentik ont montré dans [34℄ qu'une transformation XSLT est essentiellementun transduteur heminant à registres, 'est-à-dire une mahine qui parourt unarbre sur un alphabet in�ni omme un automate heminant et qui produit un nou-vel arbre en sortie. L'alphabet in�ni permet de modéliser la présene des attributsdans un doument XML. Les transduteurs d'arbres a jetons ont aussi été dé�nisomme un modèle abstrait et général de transformation de langages XML. Un teltransduteur utilise un nombre �xé de jetons pouvant être plaés sur les n÷uds del'arbre. Une disipline de pile est imposée aux jetons pour que le typeheking soitdéidable : les jetons sont numérotés et doivent être posés dans l'ordre roissantde leur numéro et levés dans l'ordre déroissant de leur numéro. Dans [31℄, il estmontré que les automates d'arbres à jetons ont le pouvoir navigationnel de nom-breux langages de requêtes existant pour XML. L'étude des automates heminantspeut aussi permettre de mieux omprendre le pouvoir d'expression de XSLT. Il esta�rmé dans [22℄ que les transduteurs heminants ave des jetons invisibles peuventmodéliser les méanismes de réursion de XSLT. Pour ette variante de transdu-teur heminant à jetons, un jeton invisible peut être déteté par le transduteurseulement si 'est le dernier jeton dans l'arbre à avoir été posé.Les automates d'arbres sont également utilisés pour le problème du typehekingqui demande une ompréhension des interations entre la logique et les langagesd'arbres. Le problème du typeheking onsiste à analyser un programme. Il di�èredon du problème de validation qui onerne l'analyse d'un doument. Le problèmedu typeheking est un problème fondamental pour l'éhange de données XML etla onversion des bases de données relationnelles en douments XML. Ce problèmeest le suivant : étant donnés une transformation de douments XML et un typepour l'arbre de sortie, nous voulons véri�er automatiquement que haque donnée de13



l'entrée a pour image un arbre du type de sortie désiré. Nous onsidérons don τun langage d'arbres régulier donné par un type et T une fontion dé�nie par unprogramme d'un ensemble d'entrées D vers un ensemble d'arbres et nous voulonsdéider si pour toute entrée x ∈ D, on a bien T (x) ∈ τ .Un typeheker est un module qui analyse simultanément le programme et lasortie XML et qui déide si tous les douments produits par le programme sontvalides en retournant oui ou non.L'étude formelle du problème du typeheking est omplexe ar les langages detransformation XML et les notions de DTD évoluent onstamment.T Milo, D. Suiu et V. Vianu ont montré que, si on modélise une transformationde douments XML ave un transduteur à k jetons, le problème du typehekingest déidable [31℄.1.1.4 Requêtes et XPathUn des prinipaux sujets de reherhe dans la théorie des bases de données estde aratériser le pouvoir d'expression et la omplexité de alul des langages derequêtes. L'aès aux données d'un doument est e�etué par l'exéution de requêtes.Ces requêtes sont formalisées par la logique.L'intérêt des automates d'arbres à jetons s'est réemment aru en raison desliens entre es automates et les langages de requêtes.XPath est un langage standard introduit par W3C permettant de séletionnerun ensemble d'éléments dans un doument XML et dé�nissant des hemins pournaviguer dans les douments XML [55℄. Grâe a son pouvoir d'expression et sa syn-taxe ompate, XPath joue un r�le entral dans les appliations XML. Il est utilisédans de nombreuses appliations. Par exemple, il onstitue le noyau du langage derequêtes dans XQuery [59℄, il permet de séletionner des n÷uds pour les transforma-tions dans XSLT et il est utilisé pour dé�nir des lés dans XML Shema. M. Marxet B. ten Cate ont onsidéré CoreXPath qui onstitue le noyau navigationnel deXPath et l'ont assoié ave des expressions régulières de hemins qui orrespondentnaturellement aux exéutions des automates heminants. Les expressions XPath lesplus simples ressemblent à des hemins de loalisation de répertoires. Par exemple,onsidérons l'expression i-dessous./hild::personne/hild::filmsSon évaluation retourne l'ensemble des éléments atteint par un hemin partant dela raine imaginaire du doument désignée par le premier slash, visitant ensuite unélément "personne" puis un élément "�lms". Cette requête appliquée à l'exemplede la �gure 1.1 séletionne les éléments dvd orrespondant aux �lms "Starwars" et"Spartaus".XPath autorise d'autres axes que les arêtes. Les hemins peuvent être dé�nis aveun sous-ensemble des expressions régulières sur les axes de base suivants : "prévioussibling" et "next sibling" pour naviguer entre les n÷uds ayant le même père, "hild"et "parent" pour naviguer selon les arêtes. Une requête XPath peut également sé-letionner un n÷ud en testant l'existene ou l'absene de hemins. Considérons parexemple l'expression i-dessous : 14



/hild::personne/hild::films/hild:dvd[hild::année℄va séletionner uniquement les n÷uds "dvd" qui ont un élément "année" pour �ls.Dans l'exemple, ette requête séletionne l'élément "dvd" orrespondant à "Sparta-us".Core XPath est le orps navigationnel de XPath. Dans [12℄, B. ten Cate dé�nitRegular XPath omme l'extension de CoreXpath au moyen d'un opérateur de l�-ture transitive et d'un prédiat pour l'égalité de hemins. Il prouve en utilisant laaratérisation logique des automates à jetons introduite par Engelfriet et Hooge-boom que les automates d'arbres à jetons permettent d'évaluer les expressions deRegular XPath où toutes les ourrenes des l�tures transitives sont positives. Unjeton est alors utilisé pour haque quanti�ateur et l'automate d'arbres à jetons sedéplae le long des hemins dé�nis par une telle expression de Regular XPath surun doument XML.On voit omment des développements appliatifs réents de thèmes aussi impor-tants que les bases de données ou l'édition de douments XML font appel aux au-tomates d'arbres, notamment aux automates d'arbres heminants et aux automatesd'arbres à jetons. L'objet de ette thèse est de ontribuer à l'étude des propriétésde es derniers objets. La setion suivante est onsarée à une brève revue de l'étatde l'art qui permet de mieux situer nos résultats. Ceux-i seront présentés dans leplan de la thèse qui onlut e hapitre d'introdution.1.2 Etat de l'artLe terme de théorie des automates a été introduits par J. von Neumann en 1948.Les mahines de Turing dé�nis en 1936 qui sont un modèle d'ordinateur ontenaientdéja la notion d'automates même s'il s'agit d'un modèle beauoup plus général. Lepremier résultat fondamental de ette théorie est du à Kleene qui montra en 1956que les langages réguliers sur les mots qui sont dé�nis par les expressions rationnellessont exatement les langages reonnus par un automate unidiretionnel déterministesur les mots.Les mots sont des objets de base très utilisés en informatique. Un automate surles mots est un modèle pour représenter de façon onise un ensemble potentiel-lement in�ni de mots. Un automate �ni unidiretionnel sur les mots peut être vuomme une mahine de Turing dont le type des transitions autorisées est très res-treint : la tête de l'automate ne peut pas érire sur le ruban, elle part de la gauhedu mot et se déplae toujours en avançant d'une position vers la droite. Elle lit ainsile mot de gauhe à droite. Tout omme une mahine de Turing, un automate unidi-retionnel peut aepter ou rejeter un mot pris en entrée et dé�nit ainsi le langagede l'ensemble des mots aeptés. Comme la tête de leture d'un automate ne peutpas érire sur le ruban, une on�guration d'un automate sur un mot est donnée parl'état de ontr�le et la position du ruban. Un automate déterministe n'a pas de hoixà e�etuer : étant donnée une on�guration, il peut e�etuer au plus une transition.Un automate déterministe peut ainsi servir de modèle à un algorithme puisqu'étantdonné un mot pris en entrée il existe un unique alul de l'automate sur e mot. Lanotion d'automate non-déterministe a été introduite par J. Myhill en 1957 ainsi que15



l'algorithme de déterminisation. Au ours d'un alul, un automate non-déterministehoisit à haque étape une transition à e�etuer parmi un sous-ensemble de ses tran-sitions qui dépend de la on�guration ourante. Il est possible de onstruire à partird'un automate non-déterministe un automate déterministe qui reonnaît le mêmelangage. Cette onstrution s'appelle la déterminisation. Les automates unidire-tionnels déterministes et non-déterministes ont don le même pouvoir d'expressionmais le modèle non-déterministe est exponentiellement plus onis.L'intérêt des automates par rapport aux autres méthodes pour dérire des en-sembles est qu'ils rendent e�etives de nombreuses opérations sur es ensembles. Parexemple, étant donné deux automates, il est très faile de onstruire un automatereonnaissant l'union des langages qu'ils dé�nissent et un automate reonnaissantleur intersetion. On sait également omplémenter un automate donné A 'est-à-direonstruire un automate qui reonnaît le omplément du langage dé�ni par A.Les automates bidiretionnels sont une extension des automates unidiretion-nels où la tête de leture peut se déplaer dans les deux diretions. Ces automatespeuvent être vus omme des mahines de Turing qui ne peuvent pas érire sur leurruban. Contrairement aux automates unidiretionnels, le mot pris en entrée par unautomate bidiretionnel n'est pas onsommé lettre par lettre omme des pièes demonnaie dans une mahine à afé mais l'automate se promène sur e mot. Le nou-veau type de transitions n'augmente pas le pouvoir d'expression bien qu'il o�re plusde possibilités pour l'automate.Les automates à jetons sur les mots sont des automates bidiretionnels qui pos-sèdent un nombre �xé de jetons pouvant être plaés sur les lettres du mot. L'auto-mate peut déteter quels sont les jetons posés sur la position de sa tête de leture.Les jetons servent don de repères à l'automate (un peu omme les ailloux du petitPouet).Le plaement des jetons obéit à une hiérarhie de pile : seul le dernier jeton quia été posé peut être levé par l'automate. Sans ette restrition on obtiendrait unmodèle d'automates ave plusieurs têtes de leture dont le pouvoir d'expression estelui des mahines de Turing déterministes utilisant un espae logarithmique parrapport à la longueur du mot pris en entrée et qui reonnaît ainsi des langages non-réguliers [18℄. M. Blum and C. Hewitt ont prouvé dans [5℄ que les langages reonnuspar les automates à 1 jeton sur les mots sont réguliers.N. Globerman et D. Harel ont étudié dans [24℄ une version des automates à jetonsave disipline de pile sur les mots ave deux restritions supplémentaires :� l'automate ne peut pas se déplaer à gauhe du dernier jeton qu'il a posé,� l'automate peut déteter uniquement la présene du dernier jeton qu'il a posé.Ils ont montré que les automates à jetons ainsi dé�nis reonnaissent seulement deslangages réguliers et que les automates à k jetons sont k-exponentiellement plusonis que les automates bidiretionnels.La logique monadique du seond ordre (MSO) est un autre moyen de dérire leslangages de mots. La logique du premier ordre quanti�e sur les positions d'un motet la logique du seond ordre sur les ensembles de positions. Les formules loses dees logiques permettent de dé�nir des langages.Il est montré, par exemple dans [53℄, que les automates unidiretionnels surles mots ont le même pouvoir d'expression que la logique monadique au seond16



ordre. Dès les années 50, les automates ont été utilisés omme outil de déision enlogique notamment par Bühi et Rabin. Ils jouent depuis un r�le très important envéri�ation.De très nombreuses extensions des automates �nis ont été étudiés : les automatesalternants qui peuvent e�etuer des aluls en parallèle, les automates à piles utilisésen théorie des jeux, les automates sur les mots in�nis, les automates à ompteurs,les automates à horloges, les automates hybrides, les réseaux de Petri, les automatesà registres pour reonnaître des mots sur un alphabet in�ni...Des modèles d'automates reonnaissant des ensembles d'arbres ont également étédé�nis. Les arbres sont des objets fondamentaux en informatique. Donald Knuth dé-rit les arbres omme the most important non-linear strutures that arise in ompu-ter algorithms. Un mot peut être vu omme un arbre partiulier dans lequel haquen÷ud a au plus un �ls. Un tel arbre est dit unaire. Les arbres binaires sont un mo-dèle d'arbre pour lequel haque n÷ud a 0 ou 2 �ls. Deux types de langages d'arbressont distingués : les langages d'arbres de rang borné et les langages d'arbre de rangnon-borné. Les n÷uds des arbres d'un langage d'arbres de rang borné ont un nombrede �ls borné par une onstante qui dépend du langage alors que dans un langaged'arbres de rang non-borné, haque n÷ud peut avoir un nombre arbitraire de �ls.L'étude des automates sur les arbres de rang borné se réduit au as des automatessur les arbres binaires. D'autres modèles d'arbres ont été onsidérés dans l'étude desautomate d'arbres : de nombreux travaux ont été e�etués sur les langages d'arbresin�nis notamment dans le adre de la théorie des jeux et de la véri�ation, sur leslangages d'arbres de rang non-borné et sur les langages d'arbres sur un alphabetin�ni ave les automates heminants à registres Nous onsidérons ii les langagesd'arbres binaires �nis étiquetés par un alphabet �ni.Les automates d'arbres bottom-up ont été introduits par Doner [15℄ et Thatheret Wright [50℄ a�n de prouver la déidabilité de la théorie du seond ordre avemultiples suesseurs. Un automate d'arbres bottom-up a un ontr�le parallèle : ilévalue un arbre des feuilles à la raine en a�etant à haque n÷ud un état en fontionde son étiquette et des états a�etés à es �ls.Les automates d'arbres bottom-up onstituent le modèle d'automates d'arbresle plus utilisé ar ils possèdent de nombreuses propriétés : un automate d'arbrebottom-up peut être déterminisé, omplémenté, minimisé et on peut déider si lelangage qu'il reonnaît est vide en temps polynomial.De plus, les automates d'arbres bottom-up reonnaissent les langages réguliersqui sont dé�nis par des formalismes algébriques tels que les grammaires et les mor-phismes de Σ-algèbres et il est onnu depuis les années 60 que la logique MSOdé�nit exatement les langages d'arbres réguliers. Les langages réguliers d'arbressont les langages d'arbres reonnus par de nombreux autres modèles d'automatesd'arbres dont le pouvoir d'expression que les bottom-up : les automates top-downnon-déterministes, les automates d'arbres alternants, les automates d'arbres bidi-retionnels alternants [23℄ . . . Le modèle des automates d'arbres top-down a été in-troduits par Rabin. Les automates d'arbres top-down évaluent un arbre de la raineaux feuilles. Ce modèle est moins utilisé que le modèle des automates bottom-upar la variante déterministe des top-down est moins puissante que la variante non-déterministe : il existe des langages d'arbres réguliers qui ne sont pas reonnus par17



les automates top-down déterministes. Tous les modèles d'automates qui dé�nissentles langages réguliers ont un omportement parallèle, le ontr�le de l'automate este�etué sur plusieurs n÷uds de l'automate en même temps.L'existene d'un modèle d'automates séquentiel reonnaissant les langages d'arbresréguliers est un problème ouvert.Le modèle d'automate d'arbres séquentiel le plus naturel est elui des automatesheminants (tree-walking automata) introduits par Aho et Ullman en 1971 ommeune alternative aux automates d'arbres à branhements [1℄. L'étude de e modèles'est trouvée réemment relanée ave l'arrivée de XML, et plus partiulièrementdu langage XPath. Les automates heminants étendent naturellement les automatesbidiretionnels sur les arbres. Un automate heminant a une unique tête de leturequi se déplae dans l'arbre d'un n÷ud à un autre en suivant les arêtes. Il hoisitson prohain déplaement en fontion de l'étiquette du n÷ud ourant, de son étatourant et du type du n÷ud ourant. Le type d'un n÷ud est une information �niequi nous indique si le n÷ud onsidéré est la raine, un �ls droit ou un �ls gauheet une feuille ou un n÷ud interne. Cette information est néessaire pour pouvoire�etuer un parours en profondeur [27℄.Il est faile de prouver que les langages reonnus par les automates heminantssont réguliers en utilisant la aratérisation logique des langages. La réiproque estrestée pendant longtemps un problème ouvert et est la première des trois questionsfondamentales énonées i-dessous qu'on peut se poser naturellement sur les auto-mates heminants.1. Les automates heminants reonnaissent-ils tous les langages réguliers ?2. Peut -on déterminiser n'importe quel automate heminant ?3. Peut-on omplémenter un automate heminant ?Pour la première question, F. Neven et T. Shwentik ont d'abord étudié le as desautomates heminants qui, au ours d'une exéution, ne retraversent jamais deuxfois une arête dans le même sens [34℄. Ils ont montré que les automates heminantsave ette nouvelle restrition ne reonnaissent pas tous les langages réguliers. En2005, M. Boja«zyk et T. Colombet ont résolu la question dans le as général :ils ont montré que la lasse des langages reonnus par un automate heminant eststritement inluse dans la lasse des langages réguliers [7℄. Ils ont également ré-pondu à la deuxième question en prouvant qu'il existe un langage reonnu par unautomate heminant non-déterministe et qui ne peut être reonnu par auun auto-mate heminant déterministe. La troisième question sur la omplémentation d'unautomate heminant reste un problème ouvert. Dans [34℄, F. Neven et T. Shwentikont établi une aratérisation logique des variantes déterministe et non-déterministedes automates heminants : ils ont montré que les langages dé�nis par les automatesheminants orrespondent aux langages dé�nis par la logique TC(FO) des formesnormales de l�tures transitives de formule du premier ordre mais il reste enore àsavoir si ette logique sur les arbres est fermée par omplément ou non.Dans [20℄, J. Engelfriet, H.-J. Hoogeboom et J.-P. Van Best ont travaillé sur desextensions du modèle des automates heminants : les automates heminants à pile(pushdown tree-walking automata), les automates heminants à ouleurs (tree wal-king marble automata), les automates heminants ave tests MSO et les automates18



à jetons. Ils ont introduit les automates d'arbres à jetons a�n d'avoir un modèleséquentiel d'automates d'arbres dont le pouvoir d'expression est entre elui des au-tomates heminants et elui des automates d'arbres bottom-up [18℄. Comme dans leas des automates à jetons sur les mots une disipline de pile est imposée au plae-ment des jetons a�n de ne pas dépasser le adre des langages réguliers ('est-à-direpour que les langages dé�nis par les automates d'arbres à jetons soient toujours deslangages réguliers)Dans [19℄, J. Engelfriet et H.-J. Hoogeboom ont montré le lien très fort entre lesautomates d'arbres à jetons et la logique du premier ordre augmenté d'un opérateurde l�ture transitive sur les arbres. Ils ont introduit un nouveau modèle d'automatesà jetons et ont obtenu une aratérisation logique pour les variantes déterministeet non-déterministe de e modèle. Dans leur nouveau modèle d'automates à jetonappelé le modèle fort, le plaement des jetons suit toujours une hiérarhie de pilemais l'automate peut lever le dernier jeton qu'il a posé à distane : un jeton peutêtre levé au ours d'une exéution à partir de n'importe quel n÷ud alors que dansle modèle lassique des automates à jetons un jeton ne peut être levé que si la têtede l'automate est dessus. Le modèle fort généralise don le modèle lassique quenous appelons le modèle faible. Il est alors naturel de se demander si les automatesd'arbres du modèle fort reonnaissent plus de langages que les automates d'arbresdu modèle faible. Dans le as des mots, es deux modèles d'automates à jetons sontéquivalents et reonnaissent exatement les langages réguliers : en e�et, tous les lan-gages reonnus par des automates à jetons du modèle fort sont réguliers et les deuxmodèles d'automates à jetons sur les mots sont des extensions des automates unidi-retionnels qui reonnaissent déjà tous les langages réguliers. Dans [18℄, J. Engelfrietet H.-J. Hoogeboom ont onjeturé que le modèle faible des automates d'arbres àjetons est moins puissant que le modèle des automates d'arbres bottom-up.Un transduteur heminant à jetons est une extension des automates à jetonsqui produit un arbre en sortie. Dans [31℄, T. Milo, D. Suiu et V. Vianu ont étudiéles transduteurs heminants à jetons et ont montré que le problème du vide estnon-élémentaire pour les automates à jetons lorsque le nombre de jetons fait partiede l'entrée, 'est-à-dire lorsque le nombre de jetons n'est pas �xé pour toutes lesinstanes du problème.Notons en�n qu'un modèle de transduteur heminant ave un nombre non-bornéde jetons invisibles a été étudié par J. Engelfriet, H.-J. Hoogeboom dans [22℄ pourmodéliser les méanismes de réursion de XSLT. Les automates orrespondant à estransduteurs reonnaissent tous les langages réguliers.1.3 Organisation de la thèse et prinipales ontri-butionsCe travail porte sur l'étude de deux modèles séquentiels d'automates à jetonssur des arbres binaires �nis étiquetés par un alphabet �ni.Le hapitre 2 introduit les langages réguliers et les automates à jetons sur lesmots et sur les arbres. La logique MSO sur les mots et sur les arbres est tout d'aborddé�nie dans la setion 2.1. La setion 2.2 présente ensuite le modèle lassique des19



automates unidiretionnels sur les mots et elui des automates bidiretionnels sur lesmots qui orrespondent aux automates à 0 jeton sur les mots. La setion 2.3 porte surles automates d'arbres bottom-up qui reonnaissent les langages d'arbres régulierset le modèle séquentiel des automates heminants qui sont en fait les automates à0 jeton sur les arbres. Nous dé�nissons alors dans la setion 2.4 le modèle fort et lemodèle faible des automates à jetons sur les arbres et sur les mots. Notons qu'unedisipline de pile est imposée au plaement des jetons et que, dans le modèle fort,un jeton peut être levé à distane alors que dans le modèle faible un jeton peut êtrelevé uniquement s'il est posé sur le n÷ud ourant. De nombreux exemples illustrenttoutes es dé�nitions. Pour onlure e hapitre, nous rappelons dans la setion 2.5que les langages réguliers de mots, respetivement d'arbres, sont les langages dé�nispar la logique MSO, puis que tous les modèles d'automates séquentiels sur les motsdé�nis dans e hapitre ont le même pouvoir d'expression et en�n que les langagesd'arbres reonnus par un automate d'arbres à jetons sont réguliers. Nous préiseronse dernier résultat dans le hapitre 6.M. Boja«zyk et T. Colombet ont répondu réemment dans [7℄ et [6℄ à deuxdes trois questions fondamentales qui se sont posées naturellement dès l'introdu-tion des automates heminants par Aho et Ulman en 1971. La omplémentationd'un automate heminant non-déterministe reste don le prinipal problème ouvertsur les automates heminants. Dans le hapitre 3, nous prouvons que toutes les va-riantes déterministes des di�érents modèles d'automates d'arbres séquentiels dé�nisau hapitre préédent sont fermées par omplémentation [32℄. Rappelons que pouromplémenter un automate unidiretionnel déterministe sur les mots il su�t de leompléter puis d'intervertir les états aeptants et les états non-aeptants. Dans leas des automates heminants et des automates d'arbres à jetons déterministes nousmontrons à l'aide d'un exemple que les exéutions in�nies posent problème. Pourrésoudre ette di�ulté, nous utilisons une idée de Sipser. Nous traitons ainsi dansla setion 3.2 le as des automates d'arbres heminants déterministes. Nous étendonssans di�ulté ette preuve aux automates à jetons du modèle faible déterministe en3.3.1 : étant donné A un automate à jetons du modèle faible, nous onstruisons aveune omplexité quadratique un automate du modèle faible ave le même nombre dejetons qui reonnaît le omplément. Dans le as du modèle fort, nous adaptons etteonstrution en 3.3.2 et nous omplémentons ainsi un automate à jetons du modèlefort ave une omplexité polynomiale en multipliant par 3 le nombre de jetons.J. Engelfriet et H.J. Hoogeboom ont établi dans [19℄ une aratérisation logiquedes variantes déterministe et non-déterministe du modèle fort des automates à je-tons. Leur résultat implique que la lasse des langages reonnus par un automatesà jetons du modèle fort est fermée par omplément. Notons que la onstrution duomplément d'un tel automate donnée par ette approhe n'est pas e�ae en termede jetons. Le hapitre 4 présente ette aratérisation. La setion 4.1 introduit leslogiques FO+posTC et FO+DTC qui sont des extensions de la logique du premierordre au moyen d'un opérateur de l�ture transitive. Nous énonçons ensuite dans lasetion 4.2 la aratérisation logique des automates à jetons du modèle fort de [19℄et nous proposons une nouvelle présentation de la onstrution d'un automate àjetons déterministe reonnaissant le langage dé�ni par une formule FO+DTC danslaquelle nous utilisons les résultats du hapitre 3.20



Dans le hapitre 5, nous démontrons que le modèle fort et le modèle faible d'auto-mate d'arbres à jetons ont le même pouvoir d'expression dans le as déterministe etdans le as non-déterministe [8℄. Nous donnons dans un premier temps les idées prin-ipales de la preuve en traitant les as partiuliers des automates non-déterministesà 1 et 2 jetons. Nous introduisons ensuite dans la setion 5.2 la notion de omporte-ment d'un automate à jetons du modèle faible sur un arbre que nous utilisons pourle as général. Etant donné un automate à jetons du modèle fort, nous onstrui-sons dans la setion 5.3 un automate équivalent ave le même nombre de jetons. Lasetion 5.4 montre omment préserver le déterminisme dans ette onstrution. Lesrésultats de e hapitre impliquent une nouvelle onstrution du omplément d'unautomate à jetons du modèle fort dans laquelle on n'augmente pas le nombre dejetons et montrent que la aratérisation logique du modèle fort d'automate à jetonde J. Engelfriet et H.J. Hoogeboom s'applique également au modèle faible.Dans le hapitre 6, nous étendons aux automates d'arbres à jetons les résultatsde [6℄ et [7℄ sur les automates d'arbres heminants [8℄. M. Boja«zyk et T. Colombetont prouvé que les automates d'arbres heminants non-déterministes reonnaissentplus de langages que les automates d'arbres heminants déterministes. Ils ont éga-lement montré que les automates heminants ne reonnaissent pas tous les langagesréguliers. Nous montrons en 6.2.2 que le pouvoir d'expression des automates d'arbresà jetons augmente stritement ave le nombre de jetons et en 6.2.3 que, pour toutentier k, il existe un langage reonnu par un automate heminant non-déterministequi n'est reonnu par auun automate déterministe à k jetons. Pour ela, nous uti-lisons deux familles de langages dé�nies de manière indutive dans la setion 6.1 àpartir des langages de séparation dé�nis dans [7℄ et [6℄. Nous démontrons dans lasetion 6.3 que les automates d'arbres à jetons ne reonnaissent pas tous les lan-gages réguliers. Ce résultat était onjeturé par J. Engelfriet and H.J. Hoogeboomdans [18℄Le hapitre 7 porte sur la omplexité des problèmes de déision du vide et del'inlusion pour les variantes déterministe et non-déterministe du modèle fort et dumodèle faible d'automates d'arbres à k jetons où le nombre de jetons k est �xé.Dans [31℄, T. Milo, D. Suiu and V. Vianu montrent que e problème est non-élémentaire si l'entier k fait partie de l'entrée. La setion 7.1 introduit les notionset les théorèmes lassiques de omplexités en espae et en temps utilisés dans lasuite du hapitre. Nous rappelons ensuite la omplexité du problème du vide pourles automates d'arbres bottom-up et la transformation d'un automate heminant enun automate bottom-up équivalent qui est présentée dans [14℄ et qui implique que leproblème du vide est ExpTime pour les automates heminants. La setion 7.3 étendette transformation aux automates à jetons du modèle fort et établit ainsi la bornesupérieure des problèmes du vide et de l'inlusion pour les automates à k jetons dumodèle fort non-déterministes. Dans la setion 7.4, pour tout entier k stritementpositif, nous simulons une mahine de Turing alternante à espae (k−1)-exponentielave un automate à k jetons déterministe du modèle faible. Nous prouvons ainsi queles problèmes du vide et de l'inlusion sont des problèmes k-ExpTime omplets pourtous les modèles d'automates d'arbres à k jetons onsidérés [42℄. Nous montrons aussique es deux problèmes sont (k − 1)-ExpSpae omplets pour les automates à kjetons sur les mots. 21



Pour onlure, le hapitre 8 rappelle les résultats de e travail et en dégagequelques perspetives. Nous exposons d'abord quelques problèmes ouverts posésdans le adre abordé . Nous proposons ensuite des extensions des automates d'arbresà jetons qu'il nous semble important d'étudier maintenant au regard des motivationsexposées au début de e premier hapitre.
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Ce hapitre d'état de l'art est onsaré aux automates et à la logique sur les arbreset les mots. Nous introduisons dans un premier temps les mots et les arbres : nous dé-�nissons les strutures relationnelles qui leur sont assoiées et la logique monadiquedu seond ordre sur es di�érents modèles de strutures de données. Nous présentonsdi�érents modèles pour les arbres dans la setion 2.1 : les arbres binaires, les arbresde rang borné et les arbres de rang arbitraire. Notons que tous les arbres que nousonsidérons ensuite sont des arbres binaires �nis. Nous introduisons ensuite deuxmodèles d'automates sur les mots dans la setion 2.2 et deux modèles d'automatessur les arbres dans la setion 2.3 en utilisant de nombreux exemples. Les automatesunidiretionnels et bidiretionnels sont des automates séquentiels sur les mots. Lesautomates d'arbres que nous appelons les automates d'arbres bottom-up et que nousnotons BU e�etuent des aluls en parallèle partant des feuilles et remontant à laraine. La lasse des automates d'arbres heminants qui sont appelés tree-walkingautomata en anglais et que nous notons TWA est un modèle d'automates séquentielsqui étend sur les arbres le modèle des automates bidiretionnels sur les mots. Pourtous les modèles d'automates que nous dé�nissons, nous distinguons les variantesdéterministes où les transitions sont des fontions et les variantes non-déterministes.Nous présentons en�n dans la setion 2.4 les automates d'arbres à jetons qui sontappelés pebble tree automata en anglais et que nous notons PTA. Les automatesd'arbres à jetons font l'objet de e travail et sont dé�nis de manière similaire surles mots. Nous onsidérons deux modèles d'automates d'arbres à jetons : le modèlefort pour lequel le jeton est onsidéré omme un pointeur et le modèle faible où lejeton est vu omme un objet physique. La dernière setion établit des rapports entreles langages dé�nis par les di�érents modèles d'automates que nous avons présen-tés et la logique monadique du seond ordre. Nous montrons ainsi que les langagesd'arbres reonnus par un automate d'arbres à jetons sont réguliers et que tous lesautomates séquentiels sur les mots que nous avons présentés ont le même pouvoird'expression. Nous verrons dans le hapitre 6 que les di�érents modèles d'automatesd'arbres (BU, TWA et PTA) que nous dé�nissons n'ont pas tous le même pouvoird'expression.2.1 Les arbres, les mots et la logique MSO2.1.1 Les mots et les arbres : des strutures de donnéesUn alphabet est un ensemble �ni de symboles. Les éléments d'un alphabet sontdes lettres.Un mot �ni sur un alphabet Σ est une suite �nie de lettres de Σ. Un mot estreprésenté par la juxtaposition des lettres qui le omposent. Par exemple, logiquereprésente le mot a sept lettres assoié à la suite l, o, g, i, q, u, e. Le mot vide, 'est-à-dire le mot assoié à la suite vide, est noté ǫ. Par la suite tous les mots que nousonsidérons seront des mots �nis.Etant donnés deux mots u et v, la onaténation de u et de v sera notée u · v outout simplement uv.Un mot u est un pré�xe d'un mot v s'il existe un mot w tel que v = uw. Un24



mot u est un su�xe d'un mot v s'il existe un mot w tel que v = wu. Un pré�xepropre de u (respetivement un su�xe propre de u) est un pré�xe (respetivementun su�xe de u) distint de u. Un ensemble L de mots est fermé par pré�xe si, pourtout mot u dans L, tout pré�xe de u est dans L.Soit Σ un alphabet, on note Σ∗ l'ensemble des mots sur Σ.Notation 2.1 On note N>0 l'ensemble des entiers stritement positifs et on désignepar N>0
∗ l'ensemble des suites �nies d'entiers stritement positifs. Soient i et j deuxentiers, l'ensemble des entiers ompris entre i et j est noté [i, j] et si n est un entier

[n] désigne l'ensemble [1, n] des entiers stritement positifs et inférieurs ou égaux à
n.Nous avons dé�ni un mot omme une suite �nie de lettres. Un mot de longueur nsur un alphabet Σ peut ainsi être vu omme une appliation de [n] dans Σ assoiantà tout i, 1 ≤ i ≤ n, la i-ème lettre du mot.Un domaine d'arbre N sur N>0 est un sous-ensemble de N>0

∗ tel que si vi ∈ Nave v ∈ N>0
∗ et i ≥ 1 alors v ∈ N et si de plus i > 1 alors v(i−1) ∈ N . Le mot videnotée ǫ représente la raine. On appelle les éléments de N des n÷uds. La profondeurd'un n÷ud est égale à sa longueur. La profondeur de la raine d'un arbre est donnulle. Un n÷ud w est un �ls d'un n÷ud v et v est le père de w s'il existe i > 0 telque w = vi. Des n÷uds v et w sont des frères s'ils ont le même père. Un n÷ud west un desendant d'un n÷ud v et v est un anêtre de w s'il existe u ∈ N>0

∗ tel que
w = vu.Un arbre �ni sur un alphabet Σ est un ouple t = (N , λ) où N est un domained'arbre �ni sur N>0 et λ est une appliation de N vers Σ. Tous les arbres que nousonsidérons seront �nis. L'arité ou le degré d'un n÷ud est le nombre de �ls de en÷ud. Un n÷ud interne est un n÷ud d'arité stritement positive. Une feuille est unn÷ud d'arité nulle. L'arité ou le degré d'un arbre est le nombre maximum de �ls deses n÷uds. Un arbre unaire est un arbre dont tous les n÷uds internes sont d'arité 1et un tel arbre orrespond à un mot. La taille d'un arbre est le nombre de ses n÷udset la hauteur d'un arbre est la profondeur maximale de ses n÷uds. Par la suite, noustravaillons sur des arbres de degré 2. Cette restrition est importante ar les arbresreprésentant des douments XML n'ont pas un degré �xé. Nous reviendrons sur etterestrition en 8.2 On peut dé�nir de di�érentes manières les arbres d'arité bornée.Pour n > 0 un arbre de degré n est un arbre dont le domaine est un sous-ensemblede {1, · · · , n}∗. Dans de nombreux ouvrages, on utilise la notion d'alphabet graduépour introduire les arbres d'arité bornée. Un alphabet gradué Σd est un ouple (Σ, d)où Σ est un alphabet �ni et d est une fontion de Σ vers N. Un arbre sur l'alphabetgradué Σ est un arbre sur l'alphabet Σ tel que haque n÷ud v a exatement d(v)�ls. Nous pouvons remarquer qu'un arbre sur l'alphabet gradué (Σ, d) est un arbrede degré dm où dm est la valeur maximale de la fontion d sur Σ.Exemple 2.1 Nous représentons dans la �gure 2.1 un arbre de degré 2 sur l'alpha-bet {a, b, c}. Un n÷ud interne peut avoir un ou deux �ls.Pour simpli�er enore d'avantage les di�ultés tehniques des preuves de nosrésultats nous nous restreignons aux arbres binaires pour lesquels haque n÷ud asoit zéro suesseur soit deux suesseurs qui sont son �ls gauhe et son �ls droit25



bc

c

ba

b ac

b b bFig. 2.1 � Représentation d'un arbre de degré 2mais tous les résultats que nous prouverons dans le adre des arbres binaires restenten fait vrais dans le adre des arbres de degré �xé. Les n÷uds d'un arbre vont êtrereprésentés par des mots sur l'alphabet {1, 2} où 1 signi�e branhe gauhe et 2signi�e branhe droite. Un domaine d'arbre binaire �ni est un ensemble �ni N de
{1, 2}∗ fermé par pré�xe tels que pour haque w ∈ N , w1 ∈ N si et seulement si
w2 ∈ N . Un n÷ud interne a don toujours deux �ls. La raine d'un arbre, notée ǫest le n÷ud qui orrespond au mot vide sur l'alphabet {1, 2}. Tous les arbres quenous onsidérons dans les hapitres 3 à 7 sont des arbres binaires.Exemple 2.2 Nous représentons dans la �gure 2.2 un arbre binaire sur l'alphabet
{a, b, c}.
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c cFig. 2.2 � Représentation d'un arbre binaireOn dé�nit un graphe orienté en indexant les sommets, qui sont aux graphes eque les n÷uds sont aux arbres, par les éléments d'un ensemble muni d'une relationbinaire. Un graphe orienté est don un ouple G = (V,E) où V est un ensemble desommets et E ⊆ V × V est une relation binaire sur V appelée ensemble des ars.Par la suite, tous les graphes que nous verrons sont orientés.La dé�nition préédente ne dérit que la struture et pas un étiquetage éventueldes sommets ou des ars. Un graphe dont les sommets sont étiquetés par un alphabet
Σ est alors un triplet (V, λ, E) tel que (V,E) est un graphe et λ est une appliationde V dans Σ. Un graphe qui possède un sommet lié à tous les autres sommets parun unique hemin est un arbre non-ordonné dont le sommet lié à tous les autres estla raine. Un arbre (N , λ) peut aussi être vu omme le graphe (N , λ, E) tel que lessuesseurs d'un sommet sont ordonnés et tel que l'ensemble des ars E orrespondà la relation "�ls" dans l'arbre : E = {(v, vi) | i > 0 et vi ∈ N}. Pour représenter26



un graphe, on représente un sommet u par un erle dans lequel on érit u et unar (v, w) par une �èhe partant du sommet v et allant au sommet w. La taille d'ungraphe est la somme du nombre de ses n÷uds et du nombre de ses arêtes. Attention,la taille d'un arbre n'est don pas égale à la taille du graphe qui lui orrespond.Exemple 2.3 Nous représentons dans la �gure 2.3 le graphe (V,E) ave V = {1, 2, 3, 4}et E = {(1, 2), (2, 1), (2, 4)(3, 2), (4, 1)}).
21

4 3Fig. 2.3 � Représentation du graphe (V,E)2.1.2 Des modèles pour les mots et les arbresUne signature S est un ensemble �ni de symboles relationnels, haque symbole
R ∈ S possédant une arité entière notée |R|. Une struture relationnelle S sur unesignature S est une paire (U , I) où U est un ensemble appelé univers et I est uneappliation assoiant a haque symbole R de la signature son interprétation, 'est àdire une partie de U |R|.Dé�nition 2.1 Soit Σ un alphabet et soit w = w1 · · ·wn un mot sur Σ. Le mot west représenté par la struture relationnelle ([n], I) sur la signature {S,<, (Pa)a∈Σ}où � I(S) est la relation suesseur sur [n] ave (i, i+ 1) ∈ I(S) pour 1 ≤ i < n,� I(<) est l'ordre naturel sur [n] et� pour haque a ∈ Σ, I(Pa) est une relation unaire ontenant les positions deslettres a dans w.Par la suite on utilisera la même notation pour un mot w et sa struture relationnelle.Dé�nition 2.2 Un arbre binaire t = (N , λ) sur l'alphabet �ni Σ est représenté parla struture relationnelle (N , I) sur la signature (S1, S2, <, (Pa)a∈Σ) où� I(S1) est la relation "�ls gauhe" sur N ave (u, u1) ∈ I(S) pour u1 ∈ N ,� I(S2) est la relation "�ls droit" sur N (w) ave (u, u2) ∈ I(S2) pour u2 ∈ N ,� I(<) est la relation "anêtre" sur les n÷uds ave (u, v) ∈ I(<) pour v ∈ N et

u pré�xe de v et� pour haque a ∈ Σ, I(Pa) est une relation unaire ontenant les n÷uds étiquetéspar a dans t.Par la suite on utilisera la même notation pour un arbre t et sa struture relation-nelle. 27



Remarque 2.1 On peut étendre e modèle sans di�ulté pour les arbres de degréborné. Le modèle pour les arbres d'arité k est dé�ni en remplaçant les prédiatsbinaires S1 et S2 par k prédiats S1, · · · , Sk tels que pour haque i ∈ [k] l'interpré-tation de Si est la relation "i-ème �ls" qui ontient tous les ouples (u, ui) tels que
ui est un n÷ud de l'arbre.Remarque 2.2 A�n de dé�nir un modèle pour les arbres d'arité non-bornée, on nepeut rajouter un nombre in�ni de prédiats puisqu'une signature est un ensemble �nide symboles relationnels. On introduit alors un nouveau prédiat qui sera interprétépar la relation "frère suivant". Ainsi, un arbre d'arité non-borné t = (N , λ) surl'alphabet �ni Σ est représenté par la struture relationnelle (N , I) sur la signature
(S↓, S→, <, (Pa)a∈Σ) où� I(S↓) est la relation "premier �ls" sur N ave (u, u1) ∈ I(S) pour u1 ∈ N ,� I(S→) est la relation "frère suivant "sur N ave (ui, u(i+ 1)) ∈ I(S→) pour

ui, u(i+ 1) ∈ N ,� I(<) est la relation anêtre sur les n÷uds ave (u, v) ∈ I(w) pour v ∈ N et upré�xe de v et� pour haque a ∈ Σ, I(Pa) est une relation unaire ontenant les n÷uds étiquetépar a dans t.Tous les modèles i-dessus pour les arbres peuvent être redé�nis sans le prédiat <interprété par la relation anêtre mais les modèles que nous onsidérons par la suitesont eux ave le prédiat <.2.1.3 Logique du premier ordreLes propriétés des mots, des arbres et des graphes peuvent être formalisées avedes formules logiques. Nous ommençons par la logique du premier ordre égalementappelée logique FO qui est à la base de toutes les autres logiques onsidérées ii.Dé�nition 2.3 On se �xe un ensemble dénombrable de variables du premier ordrenotées x, y, · · · Etant donnée une signature S, les formules du premier ordre sur Ssont dé�nies indutivement au moyen des onstrutions i-dessous :� la onstante vrai,� la onjontion : φ ∧ ψ où φ et ψ sont des formules du premier ordre,� la négation : ¬φ où φ est une formule du premier ordre,� la quanti�ation existentielle du premier ordre : ∃x.φ où x est une variable dupremier ordre et φ une formule du premier ordre,� l'égalité de variables du premier ordre : x = y ave x et y variables du premierordre,� la relation entre variables du premier ordre : R(x1, · · · , x|R|) où R est un sym-bole relationnel de S d'arité |R| et x1,· · · ,x|R| sont des variables du premierordre.Les autres onneteurs lassiques ne sont que des ombinaisons des préédents :� la onstante faux équivaut à ¬vrai� la disjontion : φ ∨ ψ équivaut à ¬((¬φ) ∧ (¬ψ)),� l'impliation : φ⇒ ψ équivaut à (¬φ) ∨ ψ28



� l'équivalene : φ⇔ ψ équivaut à (φ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ φ)� la quanti�ation universelle du premier ordre : ∀x φ équivaut à ¬(∃x¬φ).On omet le plus souvent de préiser la signature S quand il n'y a pas d'ambiguïté.Dans une formule logique, une variable qui n'est pas liée à un quanti�ateur existen-tiel ou universel est dite libre. De manière plus formelle, étant donnée une formule
φ, on dé�nit l'ensemble VL(φ) des variables libres par indution sur la struture de
φ omme suit :� VL(vrai) = ∅� VL(φ ∧ ψ) = VL(φ) ∪ VL(ψ)� VL(¬φ) = VL(φ)� VL(∃xφ) = VL(φ)− {x}� VL(x = y) = {x, y}� VL(R(x1, · · · , x|R|) = {x1, · · · , x|R|}Une formule est lose si elle n'a auune variable libre. Par abus de langage etpour un ensemble V de noms de variables, on dit qu'une formule φ a pour variableslibres V si V ontient VL(φ).Etant données une struture relationnelle S = (U , I), une formule du premierordre φ de variables libres V et une appliation γ de V dans U appelé valuation, ondé�nit par réurene sur φ la relation de satisfation de φ par S dans le ontexte γ,notée γ, S |= φ de la manière suivante :� γ, S |= vrai� γ, S |= φ ∧ ψ si γ, S |= φ et γ, S |= ψ� γ, S |= ¬φ si γ, S 6|= φ ('est-à-dire si l'on n'a pas γ, S |= φ)� γ, S |= R(x1, · · · , x|R|) si (γ(x1), · · · , γ(x|R|)) ∈ I(R)� γ, S |= x = y si γ(x) = γ(y)� γ, S |= ∃xφ s'il existe u ∈ U tel que γx→u, S |= φ où γx→u représente la fontionpartout égale a γ sauf pour x où elle vaut u.Pour une formule lose φ, si f∅, S |= φ où f∅ est l'appliation de domaine vide,on dit que S satisfait φ ou que S est un modèle de φ e que l'on note simplement
S |= φ.Il est parfois utile de rendre expliite les variables libres d'une formule. Ainsi,on notera φ(x1, · · · , xn) une formule logique de variables libres x1, · · · , xn. Soient
e1, · · · , en des éléments de U et γ la valuation qui fait orrespondre à haque variable
xi l'élément ei.

S, e1, · · · , en |= φ(x1, · · · , xn) signi�e alors que γ, S |= φ. S'il n'y a pas d'ambi-guité sur S, on dit que φ est satisfaite par e1, · · · , en.A�n d'illustrer les notions dé�nies i-dessus nous donnons maintenant quelquesexemples de formule du premier ordre sur les mots et sur les arbres.Exemple 2.4 Considérons les formules FO pre, der et mil à une variable libre surles mots étiquetés par un alphabet Σ dé�nies respetivement par :� pre(x) = ¬(∃y S(y, x))� der(x) = ¬(∃y S(x, y))� mil(x) = ¬(pre(x) ∨ der(x))La formule pre est satisfaite par la première position d'un mot, la formule der parla dernière position et la formule mil par toutes les autres positions du mot.29



Exemple 2.5 Soient ra, in, fe, fg et fd les inq formules suivantes à une variablelibre sur les arbres binaires étiquetés par un alphabet Σ :� ra(x) = ¬∃y (S1(y, x) ∨ S2(y, x))� in(x) = ∃y S1(x, y) et fe(x) = ¬in(x)� fg(x) = ∃y S1(y, x) et fd(x) = ∃y S2(y, x)La formule ra est satisfaite par la raine de l'arbre, la formule in par les n÷udsinternes, la formule fe par les feuilles, la formule fg par les n÷uds qui sont des �lsgauhes et la formule fd par eux qui sont des �ls droits.Exemple 2.6 Voii en�n une formule du premier ordre sans variables libres satis-faites par les arbres dont toutes les feuilles sont étiquetées par la lettre a de Σ.
∀x ((¬(∃y x < y))⇒ Pa(x))Remarque 2.3 Ave la logique FO sur les mots, on peut exprimer la relation su-esseur à l'aide de la relation anêtre. En e�et la formule S(x, y) est équivalente àla formule (x < y) ∧ ¬(∃z (x < z) ∧ (z < y)).2.1.4 Logique MSOLa logique au seond ordre monadique étend la logique du premier ordre par desvariables interprétées omme des parties de l'univers. Il est possible de quanti�erexistentiellement et universellement sur es ensembles. Cela orrespond à une aug-mentation importante du pouvoir d'expressivité par rapport à la logique du premierordre.Dé�nition 2.4 On se �xe un ensemble dénombrable Vm de variables du seondordre monadique. Elles sont notées en lettres majusules : X, Y, . . .. Les formulesmonadiques du seond ordre ou les formules MSO sont les formules du premierordre étendues par la quanti�ation existentielle du seond ordre monadique ∃X.φet la proposition atomique d'appartenane x ∈ X.Comme préédemment on s'autorise à utiliser la quanti�ation universelle du seondordre monadique ∀X φ omme un raouri équivalent à ¬(∃X¬φ). Les dé�nitionsdonnées pour la logique du premier ordre sont réutilisables sans grandes modi�a-tions. Ainsi les variables libres peuvent être monadiques tout omme du premierordre et une valuation γ, en plus d'assoier à haque variable libre du premier ordreun élément de l'univers assoie à haque variable monadique un sous-ensemble del'univers.La dé�nition de la satisfation d'une formule est alors omplétée par les règlessuivantes :� γ, S |= ∃Xφ s'il existe UX ⊆ U tel que γ,X → UX , S |= φ� γ, S |= x ∈ X si γ(x) ∈ γ(X).Une formule monadique du seond ordre φ(X1, · · · , Xn) ayant X1, · · · , Xn ommevariables libres est interprétée dans une nouvelle struture relationnelle obtenue enajoutant n prédiats unaires P1, · · · , Pn.30



Remarque 2.4 Ave la logique MSO sur les mots, on peut exprimer la relationanêtre à l'aide de la relation suesseur. En e�et la formule x < y est équivalenteà la formule ∀X(∀x1, x2(S(x1, x2) ∧ x1 ∈ X)⇒ x2 ∈ X ∧ x ∈ X)⇒ y ∈ X.Remarque 2.5 La logique MSO permet d'exprimer l'inlusion de deux ensembles.Si X et Y sont des variables du seond ordre X ⊆ Y désigne la formule ∀x(x ∈
X ⇒ x ∈ Y ).Remarque 2.6 Soit φ(X1, · · · , Xn) une formule MSO sur les arbres étiquetés parun alphabet A ayant X1, · · · , Xn omme variables libres. On peut interpréter etteformule du seond ordre omme une formule du premier ordre dans la struture re-lationnelle des arbres étiquetés par l'alphabet Σ× {0, 1}n en odant l'appartenaned'un n÷ud à un ensemble orrespondant à une variable Xi par la i-ème omposantebinaire de l'étiquette d'un n÷ud. De la même façon, une formule MSO ave n va-riables libres sur les mots étiquetés par un alphabet Σ peut être interprétée sur lesmots étiquetés par l'alphabet Σ× {0, 1}n.On utilisera en 2.5.1 la logique MSOens sur les mots et les arbres qui a le mêmepouvoir d'expression que la logique monadique du seond ordre et une syntaxe plussimple. L'idée est de simuler les quanti�ations sur des éléments par des quanti�a-tions sur des ensembles. Les formules atomiques de la logique MSOens sur les motssont Sing(X), X ⊆ Y , Suc(X, Y ), X ⊆ Pa (pour a ∈ A) qui signi�ent respetive-ment que X est un singleton, que X est un sous-ensemble de Y , que X et Y sontdes singletons {x} et {y} ave S(x, y) et que X est un sous-ensemble de Pa. Pourdé�nir la logique MSOens sur les arbres binaires on utilisera les formules atomiques
Suc0(X, Y ) et Suc1(X, Y )à la plae de Suc(X, Y ). La transformation d'une formule
MSO dont les variables libres sont toutes du seond ordre en une formule MSOenset la transformation inverse se font failement par indution sur la formule.Exemple 2.7 La formule MSOens Sing(X) orrespond à la formule MSO suivante :

∀x, y (x ∈ X ∧ y ∈ X)⇒ (x = y)La formule MSO ∃z(z ∈ X) orrespond à la formule MSOens suivante :
∃Z Sing(Z) ∧ Z ⊆ XDonnons maintenant un exemple d'une formule MSO sur les arbres.Exemple 2.8 On rappelle que pre et der sont les formules du premier ordre à unevariable libre sur les mots dé�nies dans l'exemple 2.4 et satisfaites respetivementpar la première et la dernière position. Considérons maintenant la formule MSO sansvariable libre dé�nie i-dessous sur les mots étiquetés par un alphabet Σ :

∃X, Y {¬(∃z z∈X ∧ z∈Y ) ∧ ∃x(pre(x) ∧ x∈X) ∧ ∃y(der(y) ∧ y∈Y )

∧ ∀z1z2S(z1, z2)⇒ [(z1∈X ∧ z2∈Y ) ∨ (z1∈Y ∧ z2∈X)]}Cette formule est satisfaite par tous les mots de longueur paire. En e�et, dansette formule, les variables X et Y orrespondent respetivement à l'ensemble despositions impaires et à l'ensemble des positions paires du mot.31



2.2 Automates sur les motsDans ette setion, nous dé�nissons les langages rationnels, les automates unidi-retionnels et les automates bidiretionnels sur les mots.2.2.1 Langages rationnels de motsSoit Σ un alphabet. Un langage désigne un ensemble de mots et sera en généralnoté par une lettre majusule romaine, par exemple L. Tous les langages de motsque nous onsidérons sont des langages de mots �nis. Un langage sur Σ est don unsous-ensemble de Σ∗.Plusieurs opérations peuvent être e�etuées sur les langages. Les langages étantdes ensembles, nous rappelons i-dessous les opérations booléennes.Etant donnés deux langages L1 et L2,� le langage L1 ∪ L2 = {u ∈ Σ∗|u ∈ L1 ou u ∈ L2} est l'union de L1 et L2,� le langage L1 ∩L2 = {u ∈ Σ∗|u ∈ L1 et u ∈ L2} est l'intersetion de L1 et L2,� le langage L1
c = {u ∈ Σ∗|u /∈ L1} est le omplémentaire de L1.Outre les opérations booléennes, il existe d'autres opérations naturelles sur leslangages fondées sur la onaténation pour les mots.Etant donnés deux langages L1 et L2, le produit de L1 et de L2 est le langage

{u1u2 ∈ Σ∗|u1 ∈ L1 et u2 ∈ L2} que l'on note L1L2.Etant donné L un langage, on dé�nit par réurrene la suite des langages (Li)i∈Npar L0 = {ǫ} et Li+1 = LiL. Ces langages sont appelés les puissanes de L et l'uniondes puissanes de L est appelée l'étoile de L et est notée L∗.Remarque 2.7 La notation Σ∗ dé�nie dans la première partie prend alors tout sonsens en onsidérant Σ omme l'ensemble des mots sur Σ réduits à une lettre.Les langages étant des ensembles potentiellement in�nis et arbitrairement omplexes,ils ne peuvent pas tous être dérits par un modèle raisonnablement simple. Nousonstruisons maintenant des langages et leur représentation indutivement à partirde langages de base et d'opérations que l'on appellera opérations rationnelles. Nousobtenons ainsi une lasse intéressante de langages appelés langages rationnels.Dé�nition 2.5 Étant donné un alphabet Σ, la lasse des langages rationnels sur
Σ notée Rat Σ∗ est la plus petite lasse de langages satisfaisant les propriétés sui-vantes :� ∅ ∈ Rat Σ∗� pour toute lettre a ∈ Σ, {a} ∈ Rat Σ∗� Rat Σ∗ est fermée pour l'union, le produit et l'étoile.Nous avons ainsi dé�ni de manière réurente la lasse des langages rationnels. Pourreprésenter de tels langages, on utilise les expressions rationnelles.Dé�nition 2.6 Les expressions rationnelles et leurs langages assoiés sont dé�nispar indution :� ∅ est une expression rationnelle assoiée au langage ∅.32



� pour toute lettre a ∈ Σ, a est une expression rationnelle assoiée au langage
{a}� si E1 et E2 sont des expressions rationnelles respetivement assoiées aux lan-gages L1 et L2, alors (E1∪E2), (E1.E2) et E∗

1 sont des expressions rationnellesrespetivement assoiées aux langages L1 ∪ L2, L1.L2 et L∗
1.Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on supprime les parenthèses inutiles.Dans la suite, nous onfondrons une expression rationnelle ave le langage qu'ellereprésente.Exemple 2.9 Pour tout alphabet Σ, l'ensemble des mots réduits à une lettre suret alphabet est un langage rationnel que l'on note également Σ. En e�et, haun desmots de e langage �ni est un langage rationnel et la lasse des langages rationnelsest fermée par union �nie.Exemple 2.10 Soit Σ un alphabet et a une lettre de Σ. Le langage Σ∗a est l'en-semble des mots qui se terminent par la lettre a et le langage (ΣΣ)∗ est l'ensembledes mots de longueur paire.2.2.2 Automates unidiretionnelsLa notion d'expression rationnelle permet de représenter de façon �nie un langagerationnel de mots. Une autre approhe pour représenter un langage rationnel estl'utilisation des automates �nis.Les automates �nis permettent de dé�nir les langages réguliers. De manière in-formelle, un automate �ni unidiretionnel est une mahine à états �nis qui lit unmot donné en entrée lettre par lettre de gauhe à droite et qui déide, après avoirlu la dernière lettre, si e mot appartient au langage représenté par l'automate. Untel automate orrespond à un graphe orienté dont les arêtes sont étiquetées parles lettres d'un alphabet et dans lequel deux sous-ensembles de sommets ont étédistingués.Dé�nition 2.7 Un automate �ni unidiretionnel sur les mots, ou un 1NFA, estun quintuplet (Q,Σ, I, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ est un alphabet,

I ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états initiaux, F ⊆ Q estun sous-ensemble de Q appelé ensemble des états �naux et δ ⊆ Q × Σ × Q est unsous-ensemble de Q× Σ×Q appelé ensemble des transitions.L'ensemble des transitions δ peut aussi être dé�ni omme une appliation de
Q× Σ dans l'ensemble des parties de Q noté 2Q . La représentation graphique d'unautomate unidiretionnel A = (Q,Σ, I, F, δ) est elle du graphe dont les ars sontétiquetés par Σ ayant Q pour ensemble de sommets et δ pour ensemble d'ars. Onajoute une �èhe entrante à haque sommet assoié à un état initial et une �èhesortante à haque sommet assoié à un état �nal. La taille d'un automate est la tailledu graphe orrespondant 'est à dire la somme du nombre d'états et du nombre detransitions. 33



Etant donné un 1NFA A = (Q,Σ, I, F, δ), on dit qu'il y a une transition d'unétat p à un état q d'étiquette a e que l'on note p a
−→ q si (p, a, q) ∈ δ. On dit aussique p est l'origine et q l'extrémité de la transition (p, a, q).Un alul c de A est une suite de transitions q0 a1−→ q1

a2−→ q2 · · · qn−1
an−→ qn tellesque l'origine de haune oïnide ave l'extrémité de la préédente. Le mot a1a2 · · ·anest appelé l'étiquette du alul c. On dit également que c est une exéution de q0à qn d'étiquette a1 · · ·an. Le alul c est aeptant si q0 est un état initial et qn unétat �nal.Un mot �ni u est aepté par un 1NFA A s'il est l'étiquette d'au moins un alulaeptant de A. On note L(A) l'ensemble des mots aeptés par l'automate A et

L(A) est appelé langage reonnu par A. Deux automates qui reonnaissent le mêmelangages sont équivalents.Exemple 2.11 On onsidère enore l'alphabet Σ = {a, b}.Les 1NFA A1 = ({q1, q2},Σ, {q1}, {q2}, δ1) et A2 = ({q1, q2},Σ, {q1}, {q1}, δ2)sont représentés dans la �gure 2.4 ave� δ1 = {(q1, a, q1), (q1, b, q1), (q1, a, q2)},� δ2 = {(q1, a, q2), (q2, a, q1), (q1, b, q2), (q2, b, q1)}.
a, b

a
q2q1

A1

a, b

a, b
q2q1

A2Fig. 2.4 � Représentations graphiques des 1NFA A1 et A2Les automates A1 et A2 reonnaissent respetivement les langages rationnels Σ∗a et
(ΣΣ)∗.Les automates apportent don un moyen de représenter de façon �nie des lan-gages de mots.Dé�nition 2.8 Soit L un langage de mots. On dit que L est un langage reonnais-sable s'il existe un 1NFA qui le reonnaît. Étant donné un alphabet Σ, on note Rec Σl'ensemble des langages reonnaissables sur l'alphabet Σ.Le lien entre les langages rationnels et les langages reonnaissables nous est donnépar le théorème de Kleene.Théorème 2.1 (Kleene) Pour tout alphabet �ni Σ, les langages rationnels de Σet les langages reonnaissables de Σ oïnident :

Rat Σ∗ = Rec Σ∗34



Considérons l'automate A1 dé�ni dans l'exemple 2.11. Le mot ba est aeptépuisque le alul q1 b
−→ q1

a
−→ q2 est un alul aeptant d'étiquette ba . Cependant lealul q1 b

−→ q1
a
−→ q1 est un alul d'étiquette ba qui ommene dans un état initialmais qui n'est pas aeptant.Etant donné un 1NFA, il peut y avoir plusieurs aluls de même étiquette dontertains sont aeptants et d'autres non. Cela provient du fait que l'ensemble desétats initiaux n'est pas un singleton et que l'ensemble des transtions ne orrespondpas à une fontion de Q× Σ à valeurs dans Q. D'un point de vue algorithmique, ilserait plus simple de ne pas avoir ette ambiguïté que l'on appelle non-déterminisme.Pour ela, on dé�nit les automates déterministes.Dé�nition 2.9 Soit A = (Q,Σ, I, F, δ) un 1NFA. L'automate A est un automatedéterministe, ou un 1DFA, s'il véri�e les deux onditions suivantes :1. l'ensemble des états initiaux I est un singleton.2. pour tout état q et pour toute lettre a, s'il existe des états r et s tels que

(q, a, r) ∈ δ et (q, a, s) ∈ δ, alors r = s.Si q0 est l'état initial, on pourra noter A = (Q,Σ, q0, F, δ) à la plae de
A = (Q,Σ, {q0}, F, δ).Ainsi, dans un automate déterministe, deux transitions ayant la même origine et lamême étiquette ont la même extrémité. L'ensemble des transitions s'identi�e alorsà une fontion partielle de Q × Σ à valeurs dans Q. Comme le montre le théorèmei-dessous, les automates déterministes reonnaissent les mêmes langages que lesautomates non-déterministes. Cependant le prix à payer est qu'ils sont moins onis.Théorème 2.2 Soit L un langage reonnu par un 1NFA dont l'ensemble d'états est

Q. Il existe un 1DFA qui reonnaît L dont le nombre d'états est 2|Q|. De plus, pourtout entier n > 1, il existe un langage L reonnu par un 1NFA à n états tel que toutautomate déterministe qui reonnaît L possède au moins 2n états.Complémenter un automate A donné signi�e onstruire un automate Ac qui reon-naît le omplément du langage reonnu par A. A�n de omplémenter un 1DFA onle transforme en un 1DFA équivalent tel que haque mot soit l'étiquette d'un alul.Dé�nition 2.10 Soit A un 1NFA. A est omplet si pour tout état q et pour toutelettre a il existe un état q′ tel que (q, a, q′) est une transition.Compléter un 1NFA signi�e onstruire un 1NFA omplet équivalent.En ajoutant un nouvel état rejetant, il est faile de ompléter un 1NFA donné.Les 1DFA omplets sont simples à omplémenter. En e�et, si on intervertit l'en-semble des états �naux et l'ensemble des états non-�naux d'un tel automate, lesaluls qui étaient aeptants dans A deviennent rejetants dans Ac et réiproque-ment. On peut alors omplémenter un 1NFA après l'avoir déterminisé et omplété.Théorème 2.3 Soit L un langage reonnu par un 1NFA A dont l'ensemble d'étatsest Q. Il existe un automate déterministe Ac dont l'ensemble d'états est 2Q quireonnaît le omplément de L . 35



Exemple 2.12 Le 1NFA A2 = ({q1, q2}, q1, {q1}, δ2) de l'exemple 2.11 est détermi-niste et reonnaît l'ensemble des mots de longueur paire. L'ensemble des mots de lon-gueur impaire est le langage Σ(ΣΣ)∗ reonnu par le 1DFA A3 = ({q1, q2}, q1, {q2}, δ2)représenté �gure 2.5.
a, b

a, b
q2q1
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a, b
q2q1

A2 A3Fig. 2.5 � Représentation graphique du 1DFA A2 et de son omplément A32.2.3 Automates bidiretionnelsUn 1NFA est un automate ave une tête de leture qui parourt le mot degauhe à droite. En dotant les automates unidiretionnels de la faulté de déplaerleur tête dans les deux diretions, on obtient un modèle de alul bidiretionnelqui est toujours on�né aux langages réguliers mais dont la onision augmenteexponentiellement. Les automates bidiretionnels ont été introduits par M.O. Rabinet D. Sott [41℄. Avant de dé�nir formellement les automates bidiretionnels, nousdé�nissons le type d'une position d'un mot.Dé�nition 2.11 Le type d'une position d'un mot est une information �nie qui in-dique si la position donnée est la première du mot, la dernière du mot ou bien uneautre position. Plus formellement, soit w un mot de longueur n, pour toute position
i ∈ [n], le type de i noté θw(i), ou θ(i) s'il n y a pas d'ambiguïté sur le mot w, estun élément de l'ensemble {pre,mil, der} tel que θ(1) = pre, θ(n) = der et θ(i) = milsinon. On note TYPEM l'ensemble des types {pre,mil, der}.Remarque 2.8 Si w est un mot réduit à une lettre, la seule lettre du mot w est àla fois la première et la dernière lettre. Dans e as partiulier, la position orres-pondante à ette lettre a deux types à la fois. Il faudrait don ajouter un nouvelélément à TYPEM uniquement pour e as partiulier si on veut que la notation
type(v) désigne toujours un unique élément.Remarque 2.9 Le type d'une position peut être dé�ni en utilisant les formules dupremier ordre pre et der dé�nies dans l'exemple 2.4. Par exemple, une position d'unmot w est de type mil si et seulement si elle satisfait la formule à une variable libreque l'on note mil(x) et qui est dé�nie par ¬der(x) ∧ ¬pre(x).Dé�nition 2.12 Un automate bidiretionnel sur les mots, ou un 2NFA est un quin-tuplet (Q,Σ, I, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ est un alphabet, I ⊆
Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états initiaux, F ⊆ Q est un36



sous-ensemble de Q appelé ensemble des états �naux et δ est un sous-ensemble de
(Q× Σ× TYPEM)× (Q× {−1, 0,+1}) appelé ensemble des transitions.Un automate bidiretionnel A hoisit un nouvel état et un déplaement de sa tête deleture, −1 pour aller à la position préédente (à gauhe), 0 pour rester sur plae et
+1 pour aller à la position suivante (à droite) en fontion de l'état ourant ainsi quedu type et de l'étiquette de la position de la tête de leture. La position de la têtede leture d'un automate séquentiel sur les mots est appelée la position ourante.Soit w ∈ Σ∗ un mot de longueur n > 0, une on�guration de A sur w est unouple (q, i) où q ∈ Q orrespond à l'état de ontrole et i ∈ [n] donne la positionde la tête de leture. Une on�guration initiale de A sur w est une on�gurationde I × {1}, 'est-à-dire une on�guration telle que la tête de leture de l'automateest sur la première lettre et l'état de ontr�le est un état initial. Une on�guration�nale de A sur w est une on�guration de F × {n}, 'est-à-dire une on�gurationtelle que la tête de leture est sur la dernière lettre de w et l'état de ontr�le est unétat �nal. On dit qu'une on�guration (r, j) est un suesseur d'une on�guration
(q, i) e que l'on note (q, i)

A
−→(r, j) s'il existe une transition ((q, a, θ), (r, k)) telle que

k = j − i, a est l'étiquette de la lettre à la position i et telle que θ = pre si i = 1,
θ = der si i = n et type = mil sinon. Une exéution de A sur w est une suite deon�gurations suessives c1 −→ c2 · · · −→ cm. S'il existe une exéution partant de laon�guration c1 et terminant dans la on�guration cm, on dit que cm est aessibleà partir de c1 et initial et on note ela c1 A,∗

−−→ cmUne exéution est aeptante si elle part d'une on�guration initiale et terminedans une on�guration �nale. Un mot non-vide est aepté par l'automate s'il existeune exéution aeptante de l'automate sur e mot. Le mot vide est aepté parl'automate s'il existe un état qui est à la fois un état initial et un état �nal.Comme pour les automates unidiretionnels, nous dé�nissons la variante déter-ministe du modèle des automates bidiretionnels.Dé�nition 2.13 Un automate bidiretionnel déterministe sur les mots, ou un 2DFA,est un automate bidiretionnel (Q,Σ, I, F, δ) tels que I est un singleton et δ est unefontion de Q× Σ× TYPEM à valeurs dans Q× {−1, 0,+1}Remarque 2.10 Un 2NFA ne peut pas se déplaer à gauhe de la première lettreou à droite de la dernière lettre. Si Q est l'ensemble des états, les transitions de
(Q×Σ×{pre})× (Q×{−1}) et de (Q×Σ×{der})× (Q×{+1}) ne peuvent donpas être e�etuées.Remarque 2.11 Un automate unidiretionnel peut être onsidéré omme un auto-mate bidiretionnel qui se déplae vers la droite jusqu'à la dernière lettre. En e�et,étant donné A un 1NFA, il est très faile de onstruire un 2NFA A′ qui reonnaîtle même langage : A′ se omporte omme A jusqu'à la dernière position à partir delaquelle il ne peut appliquer que les transitions de A qui lui permettent d'atteindreun état �nal. Nous verrons ave le théorème 2.9 de la setion suivante que les 2NFAet les 1NFA reonnaissent en fait les mêmes langages.Exemple 2.13 Soit Σ un alphabet, nous dé�nissons un 2DFA A4 qui reonnaît lelangage (Σ6)∗ des mots dont la longueur est divisible par 6. Cet automate ommene37



par lire le mot de gauhe à droite et véri�e ainsi qu'il est de longueur paire puis ilparourt le mot dans l'autre sens et véri�e que sa longueur est divisible par 3. En�n,si la longueur du mot est bien divisible par 2 et par 3, l'automate retourne à la �ndu mot et aepte.On pose ainsi A4 = ({q0, q1, q′0, q
′
1, q

′
2, qf},Σ, q0, {qf}, δ) où δ est l'ensemble destransitions de la forme :� ((q0, σ, θ), (q1,+1)) et ((q1, σ,mil), (q0,+1)) ave σ ∈ Σ et θ ∈ {pre,mil},� ((q1, σ, der), (q′1,−1)) et ((q′1, σ,mil), (q′2,−1)) ave σ ∈ Σ,� ((q′2, σ,mil), (q′0,−1)) et ((q′0, σ,mil), (q′1,−1)) ave σ ∈ Σ,� ((q′2, σ, pre), (qf ,+1)) et ((qf , σ,mil), (qf ,+1)) ave σ ∈ Σ.Nous représentons i-dessous une exéution aeptante de A4 sur un mot de sixlettres. Elle ommene au début du mot dans l'état q0 et se termine à la �n du motdans l'état qf

q1q1 q0q0 q1

qf

q′0 q′2 q′1q′2 q′1

q0Fig. 2.6 � Représentation de l'exéution du 2DFA A4 sur un mot à 6 lettresNous verrons ave le théorème 2.9 que les automates bidiretionnels ont le mêmepouvoir d'expression que les automates unidiretionnels. Etant donné un 2DFA, ilest possible de onstruire un 1NFA équivalent [41, 51℄. Dans la partie 7.2.1, nousdérivons la onstrution de [14℄ qui permet d'obtenir à partir d'un automate he-minant un automate d'arbres bottom-up équivalent. Cette onstrution s'adaptefailement au as des mots. On peut ainsi transformer un automate bidiretionnel
A1 en un automate unidiretionnel A2 équivalent. L'idée de ette transformation estla suivante. Pour haque position i d'un mot w1 · · ·wn, A2 alule pas à pas dans sonétat d'une part l'ensemble des ouples d'états (q, q′) orrespondant aux exéutionsde A1 démarrant à la position i dans l'état q et terminant à la position i dans l'état
q′ telles que A1 ne quitte pas le pré�xe w1 · · ·wi et d'autre part l'ensemble des étatsdans lesquels A1 peut atteindre la position i à partir d'une on�guration initiale enrestant toujours dans le pré�xe w1 · · ·wi.2.3 Automates sur les arbresNous dé�nissons dans un premier temps les ontextes et les sous-arbres, puis nousprésentons le modèle lassique d'automates d'arbres que nous appelons automatesd'arbres bottom-up et en�n le modèle séquentiel des automates heminants.38



2.3.1 Arbres �nis de rang bornéDans le hapitre préédent, nous avons dé�ni trois lasses d'arbres �nis : lesarbres binaires, les arbres de rang borné et les arbres de rang non-borné étiquetés.Pour haune de es lasses, un langage d'arbres est un ensemble d'arbres. Commepour les langages de mots, les opérateurs booléens union, intersetion et omplémentpeuvent être dé�nis sur les langages d'arbres. Par ontre, le produit de deux langagesd'arbres et l'étoile d'un langage d'arbres ne peuvent pas être dé�nis omme pour leslangages de mots ar la onaténation de deux arbres n'est pas dé�nie. On peut alorsse demander omment omposer des arbres. Nous introduisons don les notions desous-arbre, de ontexte et de substitution.Dé�nition 2.14 Soient t = (N , λ) un arbre binaire étiqueté par l'alphabet Σ et vun n÷ud de t. Le sous-arbre de t enrainé en v est l'arbre (N ′, λ′) noté t|v tel que� N ′ = {u ∈ {1, 2}∗| vu ∈ N} et� λ′ est la fontion dé�nie sur N ′ telle que λ′(u) = λ(vu).Si v est un n÷ud interne le sous-arbre gauhe de v est le sous-arbre de t enrainéen v1, le �ls gauhe de v, et le sous-arbre droit de v est le sous-arbre enrainé en
v2, le �ls droit de v.A partir de maintenant, on onsidère un alphabetΣ et un symbole ⊚ qui n'appartientpas à Σ.Dé�nition 2.15 Un ontexte sur l'alphabet Σ est un arbre sur Σ∪(Σ×{⊚}) tel quele symbole "⊚" apparaît seulement sur une seule feuille ; tous les autres n÷uds sontétiquetés par des lettres de Σ. La feuille dont l'étiquette ontient le symbole spéial"⊚" est appelée le trou du ontexte. Soient t = (N , λ) un arbre et v un n÷ud. Leontexte de t pointé en v noté Ct,v, ou Cv s'il n'y a pas d'ambiguïté pour le hoixde t, est le ontexte obtenu en remplaçant dans t le sous-arbre enrainé en v parune feuille étiquetée par (λ(v),⊚). Plus formellement, Cv est l'arbre (N ′, λ′) surl'alphabet Σ ∪ {⊚} où� N ′ = {u ∈ N| v n'est pas un pré�xe propre de u} et� λ′ a la même valeur que λ pour tout n÷ud de N ′ distint de v et vaut (λ(v),⊚)pour v.Ainsi le ontexte Ct,v est obtenu en supprimant tous les desendants propres de vdans t et en remplaçant l'étiquette de v par (λ(v),⊚).Exemple 2.14 La �gure 2.7 représente un arbre t sur l'alphabet {a, b, c}, le sous-arbre t|v et le ontexte Cv où v est un n÷ud de t que l'on a marqué par un arré.Si l'on ompose un ontexte C et un arbre t en remplaçant le trou de C par t, onobtient un arbre omme dans la �gure 2.8Dé�nition 2.16 Soient C = (NC, λC) un ontexte, v le trou de C et t = (Nt, λt)un arbre sur l'alphabet Σ. On dit que C et t sont ompatibles si λC(v) = λt(ǫ). Onappelle alors omposition de C et t, que l'on note C[t], l'arbre (N , λ) tel que� N = domC ∪ {vu|u ∈ Nt}� ∀u ∈ NC \ {v}, λ(u) = λC(u) et ∀u ∈ Nt, λ(vu) = λt(u).39
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Fig. 2.7 � Représentation d'un arbre, d'un des ses sous-arbres et d'un de sesontextes.
t

t

C
C

⊚

Fig. 2.8 � Composition d'un ontexte et d'un arbre2.3.2 Langages d'arbres réguliers et automates d'arbres bottom-upLes automates d'arbres bottom-up ont été introduits par J. Doner [15℄ et parJ.W. Thather et J.B. Wright [49℄.Dé�nition 2.17 Un automate d'arbres bottom-up, ou un BU, est un quintuplet
(Q,Σ, q0, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ est un alphabet, q0 ∈ Q est unétat de Q appelé état initial, F ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble desétats aeptants et δ est un sous-ensemble de (Σ×Q×Q)×Q appelé ensemble destransitions.Soient t un arbre binaire étiqueté par Σ et B = (Q,Σ, q0, F, δ) un BU. Un alul de
B sur t est une fontion ρ de l'ensemble des n÷uds de t à valeurs dans Q telle que,pour haque n÷ud x d'étiquette σ, on a� ((σ, q0, q0), ρ(x)) ∈ δ si x est une feuille et� ((σ, ρ(x1), ρ(x2)), ρ(x)) ∈ δ si x a pour �ls droit x1 et pour �ls gauhe x2,.Un alul de B sur t est aeptant si l'état a�eté à la raine est aeptant, ondit alors que l'arbre t est aepté par B. Le langage reonnu par B est l'ensembledes arbres pour lesquels il existe un alul aeptant de B. La famille des langagesd'arbres reonnus par des automates d'arbres bottom-up est appelée la lasse deslangages réguliers d'arbres. 40



Il existe d'autres modèles d'automates d'arbres qui permettent de dé�nir leslangages d'arbres réguliers : par exemple les automates qu'on appelle "automatestop-down" en anglais pare qu'ils évaluent un arbre de la raine aux feuilles, lesautomates d'arbres alternants, les automates qui peuvent e�etuer des tests MSO. . .Remarque 2.12 Pour les arbres de rang borné, il est faile d'étendre la dé�nitiond'automates BU :Dé�nition 2.18 Un automate d'arbres de rang borné bottom-up, B est un quin-tuplet (Q,Σ, q0, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ = (A, d) est un al-phabet gradué de rang r, q0 ∈ Q est un état de Q appelé état initial, F ⊆ Qest un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états aeptants et δ est un sous-ensemble de ⋃
i∈{0,··· ,m}(Q

i × A) × Q appelé ensemble des transitions tel que si
((q1, · · · , qj), a, q) ∈ δ ave 0 ≤ j ≤ r alors j est le degré de la lettre a.Soit t un arbre sur l'alphabet gradué (A, d). Un alul de B sur t est une fontion ρ del'ensemble des n÷uds de t à valeurs dans Q tellle que, si x est un n÷ud d'étiquette σdont les �ls de gauhe à droite sont x1, · · · , xd, on a ((ρ(x1), · · · , ρ(xd)), σ, ρ(x)) ∈ δ.On dé�nit alors omme pour les BU les aluls aeptants et les langages réguliersd'arbres de rang borné.Pour les arbres de rang non-borné, on peut enore dé�nir des automates d'arbresqui e�etuent des aluls en parallèle en proédant des feuilles à la raine mais ladé�nition de la fontion de transition doit être adaptée pour que ette fontion soitreprésentable de manière �nie. Nous introduirons les automates d'arbres de rangnon borné dans le dernier hapitre.Nous dé�nissons maintenant la variante déterministe des automates d'arbresbinaires.Dé�nition 2.19 Un BU B = (Q,Σ, q0, F, δ) est déterministe si δ est une fontionpartiellement dé�nie de (Σ×Q×Q) à valeurs dans Q. L'automate déterministe Best alors omplet si δ est partout dé�nie.Les BU déterministes reonnaissent tous les langages réguliers omme le montrele théorème i-dessous.Théorème 2.4 Soit L un langage reonnu par un BU B dont l'ensemble d'étatsest Q. Il existe un automate déterministe qui reonnaît L dont le nombre d'états est
2|Q|.Les BU peuvent don être déterminisés ontrairement aux automates d'arbres quiproèdent de la raine aux feuilles. Cette propriété très importante nous a onduitsà hoisir d'introduire les langages d'arbres réguliers ave les automates BU. Toutomme les 1DFA les BU déterministes sont failes à omplémenter, il su�t de lesompléter et d'intervertir l'ensemble des états �naux et l'ensemble des états non-�naux. On en déduit le théorème suivant :Théorème 2.5 Soit L un langage reonnu par un BU B dont l'ensemble d'étatsest Q. Il existe un automate déterministe qui reonnaît le omplément de L dont lenombre d'états est 2|Q|. 41
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Fig. 2.9 � Les di�érentes étapes d'une exéution de B1 sur tExemple 2.15 On note tout d'abord ⊕ l'addition sur l'ensemble des booléens
{0, 1} tel que 0

⊕
0 = 1

⊕
1 = 0 et 1

⊕
0 = 0

⊕
1 = 1 On onsidère ensuite L1le langage des arbres binaires sur l'alphabet Σ = {a, b, c} qui véri�ent la propriétésuivante : un n÷ud est étiqueté par la lettre c si et seulement si son sous-arbre droitontient un nombre pair de n÷uds étiquetés par la lettre a et son sous-arbre gauheontient un nombre impair de n÷uds étiquetés par la lettre b. On peut véri�er quel'arbre t de la �gure 2.9 appartient à L1. Le langage L1 est reonnu par le BUdéterministe B1 = (Q,Σ, 00, Q, δ) ave Q = {00, 01, 10, 11} et δ dé�nie par� ∀xa, xb, ya, yb ∈ {0, 1}, δ(a, xaxb, yayb) = (xa

⊕
ya

⊕
1)(xb

⊕
yb)� ∀xa, xb, ya, yb ∈ {0, 1}, δ(b, xaxb, yayb) = (xa

⊕
ya)(xb

⊕
yb

⊕
1)� ∀xa, yb ∈ {0, 1},δ(c, xa1, 0yb) = xa(yb

⊕
1)L'état a�eté à un n÷ud par l'automate est un nombre de deux hi�res binaires, lepremier ode la parité du nombre de n÷uds étiquetés par a dans le sous-arbre droit,le seond ode la parité du nombre de n÷uds étiquetés par b dans le sous-arbregauhe.On représente �gure 2.9 les di�érentes étapes de l'exéution aeptante de B1sur l'arbre t.
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2.3.3 Automates d'arbres heminantsNous présentons maintenant un modèle d'automates d'arbres séquentiels intro-duit par Aho et Ullman qui étend le modèle des automates bidiretionnels auxarbres. Il s'agit des automates heminants appelés tree-walking automata en an-glais. Un automate heminant est don un automate ave une tête de leture qui sedéplae dans un arbre d'un n÷ud à un autre en suivant les arêtes. Nous avons vuque les transitions d'un automate bidiretionnel sur les mots prennent en omptele type de la position de la tête de leture a�n de déteter le début et la �n dumot parouru. Un automate heminant a également aès à une information �nieonernant la position dans l'arbre du n÷ud sur lequel est sa tête de leture. Cen÷ud est appelé n÷ud ourant et ette information est enore appelée le type de en÷ud.Dé�nition 2.20 Soit t un arbre de rang n et de domaine et u un n÷ud de t. Letype de u est l'élément noté θ(u) de l'ensemble TYPE = {in, fe} × ({ra} ∪ [n]) telque� si t est réduit au n÷ud u, e n÷ud est à la fois la raine et une feuille et
θ(u) = (fe, ra),� si u est à la fois un n÷ud interne et la raine, θ(u) = (in, ra),� si u est une feuille et u = xi ave 1 ≤ i ≤ n, alors θ(u) = (fe, i) et� si u est un n÷ud interne et u = xi ave 1 ≤ i ≤ n, alors θ(u) = (in, i).Un automate heminant sur les arbres binaires sait don à haque étape d'un alulsi le n÷ud sur lequel est sa tête de leture est un �ls gauhe, un �ls droit ou la raineet si e n÷ud est une feuille de l'arbre. Un automate heminant hoisit ainsi sonnouvel état en fontion de l'état ourant ainsi que du type et de l'étiquette du n÷udourant. Les déplaements possibles de la tête de leture sont les suivants : ↑ pourremonter au père, � pour rester sur plae, ւ et ց pour desendre respetivementau �ls gauhe et au �ls droit. Nous donnons maintenant une dé�nition formelle desautomates heminants.Dé�nition 2.21 Un automate heminant sur les arbres binaires, ou un TWA (pourTree Walking Automaton), est un quintuplet (Q,Σ, I, F, δ) où Q est un ensemble �nid'états, Σ est un alphabet, I ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble desétats initiaux, F ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états �nauxou ensemble des états aeptants et δ est un sous-ensembe de

(Q× Σ× TYPE)× (Q× {↑,ւ,ց,�}) appelé ensemble des transitions.Soient t un arbre et A = (Q,Σ, I, F, δ) un TWA. Une on�guration de A sur
t est un ouple (q, u) où q ∈ Q orrespond à l'état de ontr�le et est appelé étatourant et u est le n÷ud ourant qui donne la position de la tête de leture. Uneon�guration initiale de A sur t est une on�guration de I × {ǫ}, 'est-à-dire uneon�guration telle que la tête de leture de l'automate est sur la raine et telle quel'état de ontr�le est un état initial de l'automate. Une on�guration aeptante de
A sur t est une on�guration de F × {ǫ}. Une on�guration (r, v) est un suesseurd'une on�guration (q, u) e que l'on note (q, u)

A
−→(r, v) s'il existe une transition

((q, a, θ), (µ, r)) telle que θ est le type de u, a est l'étiquette du n÷ud u et43



� v = u si µ = �,� v est le père de u si µ =↑,� v est le �ls gauhe de u si µ =ւ et� v est le �ls droit de u si µ =ց.Une exéution de A sur t est une suite de on�gurations suessives c1 A
−→ c2

A
−→ · · · cm.S'il existe une exéution partant de la on�guration c1 et terminant dans la on�gu-ration cm, on dit que cm est aessible à partir de c1 et on note ela c1 A,∗

−−→ cm. Uneexéution est aeptante si elle part d'une on�guration initiale et termine dans uneon�guration aeptante. On dit alors que A aepte t.Dé�nition 2.22 Un automate heminant déterministe sur les arbres, ou un DTWA,
A est un automate heminant (Q,Σ, I, F, δ) tel que I est un singleton et δ est unefontion de Q× Σ× TYPE à valeurs dans Q× {↑,ւ,ց,�}.Remarque 2.13 Un TWA aepte à la raine d'après la dé�nition d'une on�gu-ration �nale. Cette onvention ne diminue pas le pouvoir d'expression des TWA. Ene�et, si on suppose qu'un TWA aepte dès qu'il atteint un état �nal quel que soitle n÷ud ourant, alors, pour tout TWA A, on peut onstruire un TWA qui simule Ajusqu'à e qu'un état �nal soit atteint et qui, à partir de ette on�guration remontetoujours à la raine.Remarque 2.14 Comme pour les BU on peut failement adapter la dé�nition des
TWA pour les arbres de rang borné. Un automate heminant sur des arbres unairesorrespond alors à un automate bidiretionnel qui aepte au début du mot. A�nd'étendre le modèle des automates heminants aux arbres de rang non-borné, nousdevrons introduire pour les arbres de rang non-borné une nouvelle dé�nition du typed'un n÷ud et un nouvel ensemble de déplaements. En e�et, la fontion de transitiondoit toujours être dérite de manière �nie. Nous verrons omment on peut dé�nirles TWA pour les arbres de rang non-borné dans le hapitre 8.Exemple 2.16 Soient Σ un alphabet, a une lettre de Σ et L5 le langage des arbresdont toutes les feuilles sont étiquetés par a. Considérons A5 l'automate heminantdéterministe suivant : A5 = ({qւ, q↑, qց},Σ, qւ, {q↑}, δ) où δ est dé�nie par :� ∀σ ∈ Σ, δ(qւ, σ, (in, ra

1

2

)) = (qւ,ւ) et δ(qւ, a, (fe, 1
2
)) = (q↑,�)� ∀σ ∈ Σ, δ(q↑, σ, ( in

fe
, 1)) = (qց, ↑) et δ(q↑, σ

a
, ( in

fe
, 2)) = (q↑, ↑)� ∀σ ∈ Σ, δ(qց, σ, (in, 1

2
)) = (qւ,ց)L'automate dé�ni i-dessus e�etue un parours en profondeur d'un arbre donnéet visite ainsi toutes ses feuilles pour véri�er qu'elles sont étiquetées par la lettre

a. Dans l'état initial qւ, il desend le plus à gauhe possible sans hanger d'étatjusqu'à e qu'il atteigne une feuille. Si ette feuille est étiquetée par a, l'automatepasse alors dans l'état q↑. Dans l'état q↑, A5 remonte dans l'arbre en restant danset état tant que le n÷ud ourant est un �ls droit. Si A5 remonte ainsi jusqu'au�ls gauhe d'un n÷ud v, il a alors visité tout le sous-arbre gauhe de v, il remontealors en v et passe dans l'état qց pour vister le sous-arbre droit de v. Si, à partir del'état q↑, l'automate remonte jusqu'à la raine, il aepte. Dans l'état qց, à partir44



d'un n÷ud v, l'automate desend au n÷ud u le �ls droit de v et passe dans l'état
qւ pour visiter le sous-arbre enrainé en u. La �gure 2.10 représente une exéutionde A5 sur un arbre de L5. Nous avons représenté les sous-exéutions où l'automateest dans l'état qւ par des �èhes bleues, elles où l'automate est dans l'état q↑ pardes �èhes rouges et elles où l'automate est dans l'état qց par des �èhes vertes.

a

a a

a

Fig. 2.10 � Représentation de l'exéution du DTWA A5 sur un arbre de L5Kamimura et Slutzky ont montré dans [27℄ qu'un automate heminant qui n'apas l'information �ls gauhe ou �ls droit sur le n÷ud ne peut pas reonnaître lelangage L5. En e�et, un automate heminant tel que les transitions e�etuées àpartir d'un n÷ud autre que la raine ne dépendent pas de la deuxième omposantedu type du n÷ud ourant qui vaut 1 pour �ls gauhe et 2 pour �ls droit ne peut pasvéri�er que toutes les feuilles d'un arbre en entrée sont étiquetées par la lettre a.Exemple 2.17 On onsidère maintenant le langage L6 des arbres tels qu'il existeun hemin de la raine à une feuille dans lequel tous les n÷uds sont étiquetés par lalettre a. Nous dé�nissons A6 un automate non-déterministe qui devine un hemin dela raine à une feuille pour reonnaître e langage. A6 a deux états : son état initial
q0 et son état �nal q1 et la relation de transition δ. Dans l'état q0, si l'automate estsur un n÷ud interne étiqueté par la lettre a, il reste dans et état et desend au �lsgauhe ou au �ls droit. Si l'automate atteint une feuille étiquetée par a dans l'état
q0, il passe dans l'état q1. Dans l'état �nal, l'automate remonte jusqu'à la raine etreste dans et état pour aepter l'arbre.Nous avons représenté dans la �gure 2.11 la sous-exéution où l'automate estdans l'état q0 par une �èhes bleue et elles où l'automate est dans l'état q1 par une�èhe rouge.Il est faile de onstruire un automate heminant non-déterministe qui reonnaîtl'union et l'intersetion de deux langages reonnus par des automates heminantsnon-déterministes.Proposition 2.1 La lasse des langages reonnus par un automate heminant estfermée par union et intersetion.Preuve.Etant donné A1 et A2 deux automates heminants, l'automate qu'on onstruitpour l'union hoisit de manière non-déterministe un des deux automates Ai ave i ∈45
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Fig. 2.11 � Représentation d'une exéution aeptante de A6 sur un arbre de L6

{1, 2}, le simule et aepte si l'automate Ai aepte. L'automate pour l'intersetionsimule d'abord l'automate A1, si A1 aepte il simule alors l'automate A2 et aeptesi A2 aepte. �Il est également simple de onstruire un automate heminant déterministe quireonnaît l'intersetion de deux langages reonnus par des automates heminantsdéterministes.Proposition 2.2 La lasse des langages reonnus par un automate heminant dé-terministe est fermé par intersetion.Preuve. Etant donné A1 et A2 deux automates heminants, l'automate pour l'in-tersetion simule d'abord l'automate A1, si A1 aepte il simule alors l'automate A2et aepte si A2 aepte. �La preuve pour reonnaître l'union de deux langages reonnus par des automatesheminants non-déterministes ne fontionnent plus dans le as déterministe. En e�et,l'automate ne peut plus deviner lequel des deux automates il doit simuler et il nepeut pas simuler les deux automates l'un après l'autre à ause des exéutions in�nies.Nous verrons omment résoudre e problème dans le hapitre 3.2.4 Automates à jetons2.4.1 Automates d'arbres à jetonsNous présentons maintenant un modèle d'automates d'arbres séquentiels intro-duits par J. Engelfriet et H.J. Hoogeboom dans [18℄ : les automates d'arbres à jetons.Une variante de e modèle d'automates sur les mots avait été étudiée par N. Glober-man and D. Harel [24℄. Les dé�nitions des automates d'arbres à jetons qui suivents'adaptent sans di�ulté au as des mots.Informellement, un automate d'arbres à jetons est un automate séquentiel aveune tête de leture qui se déplae dans l'arbre omme elle d'un automate heminantet ave un nombre �xé de jetons qui peuvent être plaés sur les n÷uds de l'arbre.Nous imposons i-dessous une restrition importante sur le plaement des jetons.Les jetons sont numérotés de 1 à k. A haque étape d'une exéution, les jetonsqui ont été plaés par l'automate dans l'arbre sont les jetons dont les numéros sont46



supérieurs ou egaux à i pour un ertain entier i. Notons que i = 1 si tous les jetonssont plaés dans l'arbre et i = (k + 1) si auun jeton n'est posé dans l'arbre. Siles jetons posés dans l'arbre sont les jetons numérotés de i à k, le seul jeton quel'automate peut lever est le jeton i (si i ≤ k) et le seul jeton que l'automate peutposer est le jeton (i − 1) (si i > 1). On dit que le plaement des jetons suit unedisipline de pile ar, à haque étape d'une exéution, le jeton qui peut être levé parl'automate est le dernier jeton qui a été posé.Les transitions que l'automate peut e�etuer à partir d'une on�guration dé-pendent de l'état ourant, du type et de l'étiquette du n÷ud ourant ainsi que del'ensemble des jetons posés sur e n÷ud. Nous distinguons deux modèles d'auto-mates à jetons. Dans le premier modèle, que nous appelons le modèle faible, unjeton peut être levé par l'automate seulement si sa tête de leture est sur la positionoù e jeton est posé. Le jeton est alors vu omme un objet physique. Dans le seondmodèle que nous appelons le modèle fort, l'automate peut lever le dernier jeton qu'ila posé à partir de n'importe quel n÷ud. Le jeton peut ainsi être appelé à distaneet il est don vu omme un pointeur.Remarque 2.15 Sans la restrition sur le plaement des jetons, il est faile desimuler une mahine à deux ompteurs ave un automate à deux jetons sur lesmots. Ainsi, si l'on supposait que les jetons peuvent être posés et levés dans n'im-porte quel ordre, les automates à jetons reonnaîtraient des langages non-réguliersar ils aratériseraient les langages des lasses NLogSpae pour les automatesnon-déterministes et DLogSpae pour les automates déterministes qui désignentrespetivement la lasse des langages reonnus par une mahine de Turing à espaelogarithmique et elle des langages reonnus par une mahine de Turing déterministeà espae logarithmique. Ces notions seront dé�nies formellement dans le hapitre 7.Remarque 2.16 Nous avons hoisi que les jetons posés dans l'arbre au ours d'uneexéution soient numérotés de k à i. Cette onvention ne semble pas très intuitive :on peut en e�et se demander pourquoi nous avons numéroté les jetons de telle sorteque l'automate pose en premier le jeton k, puis le jeton (k − 1) et ainsi de suiteau lieu de poser les jetons dans l'ordre roissant de leur numéro. Il se trouve quenos preuves par indution vont être simpli�ées par ette onvention ave laquelle unautomate à k jetons se omporte omme un automate à (i − 1) jetons à partir dumoment où il a posé le jeton i jusqu'à e qu'il lève e jeton.On rappelle que, étant donnés des entiers n et m, [n] et [n,m] désignent respetive-ment l'ensemble {1, · · · , n} des n premiers entiers stritement positifs et l'ensemble
{n, · · · , m} des entiers ompris entre n et m, 2[n] désigne ainsi l'ensemble des partiesde {1, · · · , n}. Nous dé�nissons maintenant formellement les automates à jetons surles arbres binaires. Cette dé�nition s'adapte sans di�ulté pour les arbres de rangborné et don pour les mots.Dé�nition 2.23 Un automate à k jetons sur les arbres binaires, ou un PTAk, estun quintuplet (Q,Σ, I, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ est un alphabet,
I⊆Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états initiaux, F ⊆Q est unsous-ensemble de Q appelé ensemble des états �naux et δ est un sous-ensemble de

(Q× Σ× TYPE × [0, k]× 2[k])× (Q×ACTION)47



appelé ensemble des transitions où ACTION est l'ensemble �ni {↑,�,ւ,ց, pose, leve}.Un automate d'arbres à jetons hoisit don un nouvel état et une ation en fontionde l'état ourant, de l'étiquette et du type du neud ourant, du nombre de jetonsqu'il peut enore poser dans l'arbre ainsi que des jetons qui sont plaés sur le n÷udourant. Les di�érentes ations possibles d'un automate d'arbres à jetons sont ↑, �,
ւ etց pour se déplaer omme dans le as des automates heminants, "pose" pourposer un jeton sur le n÷ud ourant et "leve" pour lever de l'arbre le dernier jetonqui a été posé.Soit t un arbre. Etant donné un sous-ensemble des jetons J ∈ 2[k], une a�etation,des jetons de J ou une J-a�etation est une fontion qui attribue à haque élémentde J un n÷ud de t. Pour 0 ≤ i ≤ k, une i-on�guration est un triplet (q, u, f) où
u est le n÷ud ourant qui donne la position de la tête de leture, q ∈ Q est l'étatourant et f est une a�etation des jetons de {(i+ 1), · · · , k} appelée le plaementourant des jetons. Notons que pour k = i, nous onsidérons que {k + 1, · · · , k}désigne l'ensemble vide. Une on�guration est une i-on�guration pour un i donné.Notation 2.2 Pour désigner la on�guration (q, u, f) on pourra utiliser la nota-tion (q, u, uk, · · · , ui+1) où uj = f(j) pour i + 1 ≤ j ≤ k et, lorsque k est �xé,pour désigner une suite de positions uk, · · · , ui, on utilisera la notation ~ui. Une
k-on�guration (q, u, ∅) sera noté (q, u) Ainsi la on�guration (q, u, f) telle que
uj = f(j) pour i+ 1 ≤ j ≤ k se note également (q, u, ~ui+1).Par défaut, nous onsidérons qu'un automate à jetons appartient au modèle fort.Soit A = (Q,Σ, I, F, δ) un PTAk. Une i-on�guration (q, u, f) a pour suesseurune on�guration (q′, u′, f ′), e que l'on note (q, u, f)

A
−→ (q′, u′, f ′) dans les 3 assuivants :1. les a�etations de jetons f et f ′ sont identiques et il existe une transition

((q, a, θ, i, f−1(u)), (q′, D)) où D ∈ {↑,�,ւ,ց} tel que a est l'étiquette dun÷ud u, θ est le type de u et k = � si u = u′, k =↑ si u′ est le père de u,
k =ւ si u′ est le �ls gauhe de u et k =ց si u′ est le �ls droit de u.2. les positions u et u′ sont identiques, les a�etations de jetons sont telles que
f ′ = f ∪ {(i, u)} et il existe une transition ((q, a, θ, i, f−1(u), (q′, pose)) où a et
θ sont respetivement l'étiquette et le type du n÷ud u.3. les positions u et u′ sont identiques, l'entier i est stritement inférieur à k, f ′est une a�etation des jetons de {i+2, · · · , k} telle que pour tout i+2 ≤ j ≤ k,
f(j) = f ′(j) et il existe une transition ((q, a, θ, i, f−1(u)), (q′, leve)) telle que aet θ sont respetivement l'étiquette et le type de la position u.Le premier as dérit un déplaement de la tête de leture omme dans le as desautomates heminants et les deux autres as orrespondent respetivement au pla-ement et à la levée d'un jeton dans l'arbre. On remarque que pour 0 ≤ i ≤ k,l'automate A ne peut e�etuer une transition de la forme (Q× Σ× TYPE × {i} ×

2[k])× (Q× ACTION) qu'à partir d'une i-on�guration.Dans le modèle faible d'automates à jetons, on impose une restrition supplé-mentaire sur la levée d'un jeton. Une transition qui lève le dernier jeton qui a étéposé, 'est-à-dire une transition de (Q×Σ×TYPE×{i}× 2[k])× (Q×{leve}) ave48



0 ≤ i ≤ k ne peut être appliquée à une on�guration (q, u, f) que si f(i + 1) = u.Les autres transitions sont appliquées omme dans le as du modèle fort. Ainsi lestransitions qui lèvent un jeton sont de la forme (q, a, θ, i, J), (q′, leve) ave (i+1) ∈ J .On en déduit que si A est un automate à k jetons du modèle faible, pour 0 ≤ i ≤ k,une i-on�guration (q, u, f) a pour suesseur une on�guration (u′, q′, f ′) e quenous notons (u, q, f)
A,t
−→ (q′, u′, f ′) dans les 3 as suivants :1. les a�etations de jetons f et f ′ sont identiques et il existe une transition

((q, a, θ, i, f−1(u)), (q′, D)) où D ∈ {↑,�,ւ,ց} tel que a est l'étiquette dun÷ud u, θ est le type de u et k = � si u = u′, k =↑ si u′ est le père de u,
k =ւ si u′ est le �ls gauhe de u et k =ց si u′ est le �ls droit de u.2. les positions u et u′ sont identiques, les a�etations de jetons sont telles que
f ′ = f ∪ {(i, u)} et il existe une transition ((q, a, θ, i, f−1(u), (q′, pose)) où a et
θ sont respetivement l'étiquette et le type du n÷ud u.3. les positions u et u′ sont identiques, l'entier i est stritement inférieur à k,
f ′ est une a�etation des jetons de {i + 2, · · · , n} telle que f(j) = f ′(j)pour tout i + 2 ≤ j ≤ n, f(i + 1) = u, u′ = u et il existe une transition
((q, a, θ, i, f−1(u)), (q′, leve)) telle que a et θ sont respetivement l'étiquette etle type de la position u.Les deux premiers as sont les mêmes que pour le modèle faible. Le modèle fort etle modèle faible d'automates ne di�èrent que pour la levée d'un jeton.Notation 2.3 Etant donnés un arbre t et un automate à jetons A, la notation

(u, q, f)
A,∗
−−→ (u′, q′, f ′) signi�e qu'il existe une exéution de A dans t de la on�gu-ration (u, q, f) à la on�guration (u′, q′, f ′).Une exéution d'un automate d'arbres à k jetons A sur un arbre t est aeptantesi elle part d'une k-on�guration de la forme (qi, ǫ) où qi est un état initial et si elletermine dans une k-on�guration (qf , ǫ) où qf est un état �nal. L'arbre t est alorsaepté par A.Pour haun des deux modèles d'automates à jetons, on peut dé�nir une variantedéterministe.Dé�nition 2.24 Un automate à k jetons déterministe sur les arbres ou un DPTAk

A est un automate à k jetons (Q,Σ, I, F, δ) tel que I est un singleton et δ est unefontion partiellement dé�nie de Q× Σ× TYPE× {0, · · · , k} × 2[k] à valeurs dans
Q× ACTION.Remarque 2.17 Nous avons hoisi par onvention qu'un automate aepte à laraine ave tous les jetons levés. Cette onvention n'a pas d'in�uene sur le pouvoird'expression des automates à jetons. En e�et, quand un automate à jetons du modèlefaible ou du modèle fort hoisit d'aepter un arbre il peut failement lever tous lesjetons qui sont posés dans l'arbre et remonter à la raine dans un état �nal.Comme nous l'avons signalé dans la remarque 2.16, un automate à k jetons ave
k > 0 se omporte omme un automate à (k − 1) jetons à partir du moment oùil pose le jeton k jusqu'à e qu'il le lève. Dans ertaines preuves, on déomposera49



une exéution d'un automate à k jetons en sous-suites de k-on�guration et en sous-exéutions d'automates à (k − 1) jetons que nous appelons (k − 1)-exéutions.Dé�nition 2.25 Soit A un automate à k jetons et 0 ≤ i ≤ k. Une i-exéution de
A sur un mot est une exéution partant d'une i-on�guration (x, q, f) et terminantdans une i-on�guration (x′, q′, f) durant laquelle l'automate ne lève pas le jeton
i+ 1.Nous dérivons maintenant à titre d'exemple le omportement d'un automate à 1jeton du modèle faible sur les arbres binaires et elui d'un automate à 2 jetons dumodèle fort sur les mots.Exemple 2.18 Etant donné un arbre binaire t, on appelle hemin le plus à droitede t la suite de n÷uds qui va de la raine à la feuille la plus à droite et qui estl'ensemble de tous les n÷uds du langage 2∗ ; de même le hemin le plus à gauhe de
t est l'ensemble de tous les n÷uds du langage 1∗ qui forme le hemin de la raineà la feuille la plus à gauhe. On onsidère maintenant L7 le langage des arbres surl'alphabet {a, b} qui véri�ent la propriété suivante : haque n÷ud du hemin le plusà droite étiqueté par b a un sous-arbre gauhe qui ontient au moins une feuilleétiquetée par a. Ainsi l'arbre de la �gure 2.12 appartient à e langage ar les sous-arbres enrainés aux n÷uds 1, 21 et 2221 ontiennent tous une feuille étiquetée par
a.
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Fig. 2.12 � Un arbre de L7Nous dé�nissons maintenant A7 = (Q,Σ, I, F, δ) un automate déterministe à 1 je-ton du modèle faible qui reonnaît le langage L7. On poseQ = {qI , qd1, qd2, qm, q1, qF},
qI est l'état initial et qF l'état �nal. L'automate dans l'état qI est toujours sur lehemin le plus à droite et si le n÷ud ourant u est un n÷ud interne étiqueté parla lettre b l'automate pose son jeton, desend au �ls gauhe et passe dans l'état qd1pour véri�er que le sous-arbre gauhe de u ontient une feuille étiquetée par a. Si
A est dans l'état initial qI sur un n÷ud interne étiqueté par a, A ne hange pasd'état et desend au �ls droit pour ontinuer de visiter le hemin le plus à droite de50



l'arbre. Si l'automate atteint une feuille étiquetée par a dans l'état initial, il a bienvéri�é que haque n÷ud du hemin le plus à droite étiqueté par b a un sous-arbregauhe qui ontient une feuille étiquetée par la lettre a et l'automate passe alorsdans l'état �nal qF à partir duquel il remonte jusqu'à la raine pour aepter. Lesétats qd1,qd2 et qm permettent à A, une fois qu'il a posé un jeton sur un n÷ud u duhemin le plus à droite, d'e�etuer un parours en profondeur du sous-arbre gauhede u omme dans l'exemple 2.16. Si au ours de e parours, une feuille étiquetéepar a est visitée, l'automate passe dans l'état q1, remonte jusqu'au n÷ud où le jetonest plaé, lève e jeton puis desend au �ls droit et repasse dans l'état initial pourvisiter les autres n÷uds du hemin le plus à droite.2.4.2 Automates à jetons sur les motsLes automates à jetons sont dé�nis de manière similaire sur les mots.Dé�nition 2.26 Un automate à k jetons sur les mots , ou un PAk, est un quintuplet
(Q,Σ, I, F, δ) où Q est un ensemble �ni d'états, Σ est un alphabet, I⊆Q est un sous-ensemble de Q appelé ensemble des états initiaux, F ⊆Q est un sous-ensemble de Qappelé ensemble des états �naux et δ est un sous-ensemble de

(Q× Σ× TYPEM × [0, · · · , k]× 2[k])× (Q×ACTION)appelé ensemble des transitions où ACTION est l'ensemble �ni {−1, 0,+1, pose, leve}.Les dé�nitions de on�gurations et de aluls d'un automate d'arbres à jetonss'adaptent sans di�ultés sur les mots. Nous distinguons toujours le modèle fortet le modèle faible d'automates à jetons. Nous onsidérons qu'un automate à jetonsaepte à la �n du mot ave tous ses jetons levés mais ette onvention n'in�uenepas le pouvoir d'expression des automates à jetons.Exemple 2.19 Soit Σ un alphabet, on onsidère l'ensemble des mots w pour les-quels il existe un mot v de trois lettres et des mots u1, u2, u3 et u4 tels que
w = u1vu2vu3vu4. Ce langage est régulier, il orrespond à l'expression rationnelle⋃

v∈Σ3 Σ∗vΣ∗vΣ∗vΣ∗. Un automate non déterministe peut reonnaître e langage endevinant le mot v puis en parourant w a�n de herher trois ourrenes distintesde v. Nous dérivons dans et exemple le omportement d'un automate à deux je-tons du modèle fort A8 qui n'a pas besoin de retenir dans son état un mot de troislettres. Ave le non-déterminisme, l'automate ommene par hoisir une position x2du mot pour poser le jeton 2 et se déplae d'au moins deux positions vers la droitepour poser le jeton 1 sur une lettre x′2. A partir de là, A8 véri�e que les lettres quiétiquettent x2 et x′2 sont identiques et e�etue la même véri�ation pour x1 et x′1 lespositions qui sont respetivement les prédéesseurs de x2 et de x′2 et en�n pour x3 et
x′3 les suesseurs respetifs de u et de u′. Une fois que toutes ses véri�ations sontfaites, si les fateurs x1x2x3 et x′1x′2x′3 sont étiquetés par le même mot, l'automateretourne au jeton 2 lève les deux jetons du mot, le jeton 2 est alors levé de manièreforte à partir de x′2, puis A8 repose le jeton 2 en x′2 et se déplae d'au moins deuxpositions vers la droite pour poser le jeton 1 sur une nouvelle position x′′2. L'automateva �nalement veri�er si les fateurs x′′1x′′2x′′3 et x′1x′2x′3 sont étiquetés par le même mot51



où x′′1 et x′′3 sont respetivement le prédéesseur et le suesseur de x′′2. On représentedans la �gure i-dessous les di�érentes étapes du plaement des deux jetons dansune exéution aeptante de A8 sur un mot de Σ∗abcΣ∗abcΣ∗abcΣ∗. Pour haqueétape représentée, la �èhe vertiale représente la tête de leture de l'automate.
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Fig. 2.13 � Di�érentes étapes du plaement des jetons dans une exéution de A8.Cette �gure montre omment le modèle fort permet de "onstruire pas à pas"un hemin ave deux jetons. Les deux jetons sont représentés par des petits disquesnumérotés.Les deux propositions i-dessous se prouvent de la même manière que les propo-sitions 2.1 et 2.2.Proposition 2.3 Soit k ∈ N, la lasse des langages reonnus par un automate à
k jetons du modèle fort (respetivement du modèle faible) est fermée par union etintersetion.Proposition 2.4 Soit k ∈ N, la lasse des langages reonnus par un automatedéterministe à k jetons du modèle fort (respetivement du modèle faible) est ferméepar intersetion.2.5 Automates et logique MSONous avons hoisi de présenter les automates et la logique MSO dans le mêmehapitre et nous établissons maintenant des liens entre la logique MSO sur les mots,52



respetivement sur les arbres et les automates que nous avons dé�nis sur les mots,respetivement sur les arbres. Nous démontrons d'abord que les automates unidi-retionnels orrespondent à la logique MSO sur les mots et les automates d'arbresbottom-up à la logique MSO sur les arbres. Nous prouvons ensuite que tous les lan-gages de mots reonnus par des automates à jetons sur les mots sont réguliers. Cettedémonstration s'étend sans di�ulté au as des arbres. Dans le as des mots oùles automates unidiretionnels sont des as partiuliers d'automates à jetons, nouspouvons déduire que la lasse des langages reonnus par des automates à jetonsest l'ensemble des langages réguliers. Dans le as des arbres, nous verrons dans lehapitre que les automates d'arbres à jetons ne reonnaissent pas tous les langagesd'arbres réguliers.2.5.1 Langages réguliersLes formules de logique sur les mots sans variables libres permettent de dé�nir deslangages. On peut don parler de pouvoir d'expression d'une logique tout omme onparle de pouvoir d'expression pour une lasse d'automates. Par exemple, la formulede l'exemple 2.8 dé�nit le langage reonnu par l'automate A2 de l'exemple 2.11.Dé�nition 2.27 Soit φ une formule logique lose sur les arbres (respetivement surles mots). Le langage dé�ni par φ est l'ensemble des arbres (respetivement des mots)qui orrespondent à des modèles satisfaisant φ.Par la suite, lorsque nous onsidérons une formule logique qui dé�nit un langage,ette formule est néessairement lose.Les langages réguliers orrespondent à la logique MSO sur les mots et sur lesarbres. Nous prouvons e résultat d'abord sur les mots et ensuite sur les arbresbinaires. La preuve se généralise sans di�ulté au as des arbres de rang borné.Théorème 2.6 Un langage de mots est reonnu par un 1NFA si et seulement s'ilest dé�ni par une formule MSO et les transformations d'un 1NFA en une formule
MSO et d'une formule MSO en un 1NFA sont e�etivesPreuve. Considérons d'abord A = (Q,Σ, I, F, δ) un 1NFA. Nous pouvons supposerque Q = [n]. Nous devons trouver une formule monadique du seond ordre qui estvéri�ée par un modèle représentant un mot si et seulement si A aepte e mot.Etant donné un mot w = w1 · · ·wm, la formule va don véri�er l'existene d'un alulaeptant de A sur w. Un tel alul est de la forme q0 w1−→ q1

w2−→ q2 · · · qm−1
wm−−→ qmave q0 ∈ I, qn ∈ F et (qi, wi, qi+1) ∈ δ pour i < m. Nous odons une telle suited'états par un n-uplet (X1, · · · , Xn) de sous-ensembles de {1, · · · , m} deux à deuxdisjoints tel que Xi est l'ensemble des positions x de w pour lesquelles l'automateest dans l'état i juste avant d'avoir lu la lettre à la position x. On onsidère pre(x)et der(x) les formules du premier ordre dé�nies dans l'exemple 2.4 qui véri�entrespetivement si la position orrespondant à la variable x est la première et ladernière position du mot. Il est alors faile de prouver qu'un mot non-vide w estaepté par A si et seulement s'il satisfait la formule suivante :53



∃X0 · · · ∃Xn (
∧

i6=j

∀x¬(x∈Xi ∧ x∈Xj) ∧ ∀x(pre(x)⇒
∨

i∈I

x∈ Xi) (a)

∧ ∀x∀y(S(x, y)⇒
∨

(i,a,j)∈δ

(x∈Xi ∧ Pa(x) ∧ y∈Xj)) (b)

∧ ∀x(der(x)⇒
∨

∃j∈F |(i,a,j)∈δ

(x∈Xi ∧ Pa(x)))) (c)En e�et, la partie (a) de la formule i-dessus signi�e que haque position appartientà au plus un des k ensembles qui orrespondent aux états et que la première positiondu mot appartient à un ensemble assoié à un état initial. La partie (b) de la formulevéri�e ensuite que deux positions suessives sont dans des ensembles assoiés àdes états qui orrespondent à des on�gurations suessives. En�n, la partie (c)indique que la dernière position appartient à un ensemble orrespondant à un étatpermettant d'atteindre un état �nal. La onjontion des parties (a), (b) et (c) traduitdon bien l'existene d'un alul aeptant de l'automate.Le mot vide satisfait la formule i-dessus quel que soit l'automate A. Aussi, si An'aepte pas le mot vide on rajoute la lause ∃x (x = x).Pour montrer l'impliation inverse du théorème, nous utilisons la logique MSOensqui est dé�nie en 2.1.4 et qui est équivalente à la logique MSO. Nous voulons dononstruire par indution, pour haque formule φ de MSOens à k variables libres, unautomate qui aepte les mots w ∈ (A×{0, 1}k)∗ satisfaisant la formule φ. Rappelonsqu'une formule de MSOens est une formule du seond ordre et sans quanti�ateurdu premier ordre ave les prédiats atomiques Sing(Xi), Suc(Xi, Xj), Xi ⊆ Xj et
Xi ⊆ Pa. Il est faile de dé�nir un automate pour reonnaître les langages dé�nispar les formules de bases : Sing(Xi), Suc(Xi, Xj), Xi⊆Xj et Xi⊆Pa. Par exemple,l'automate orrespondant à la formule Xi ⊆ Xj véri�e simplement que lorsquela i-ème omposante binaire d'une position a pour valeur 1, la j-ème omposantebinaire de ette position a la même valeur. Pour l'indution il su�t de onsidérerles deux opérateurs ¬ et ∨ et la quanti�ation existentielle sur des ensembles quipermettent d'exprimer les autres opérateurs et la quanti�ation universelle sur desensembles. Comme la lasse des langages réguliers est fermée par omplément etpar union il ne nous reste plus qu'à onsidérer la projetion pour la quanti�ationexistentielle. Supposons don que le langage sur l'alphabet Σ × {0, 1}k dé�ni parla formule φ(X1, · · · , Xk) soit reonnu par l'automate A. L'automate sur l'alphabet
Σ × {0, 1}k−1 qui orrespond à la formule ∃Xi φ(X1, · · · , Xk) devine ave le non-déterminisme pour haque position dans le mot un bit qui orrespondrait à la i-èmeomposante binaire d'un mot sur Σ× {0, 1}n et simule A sur e mot. �Nous montrons maintenant que les langages réguliers d'arbres orrespondentégalement à la logique MSO. Prouvons d'abord que la lasse des langages d'arbresréguliers est fermée pour les opérateurs booléens union, intersetion et omplément.Théorème 2.7 Soient L1 et L2 deux langages réguliers sur Σ. Les langage L1∪L2,
L1 ∩ L2 et L1

c sont réguliers.Preuve. Soit B1 = (Q1,Σ, q1, F1, δ1) et B2 = (Q2,Σ, q2, F2, δ2) des automatesd'arbres qui reonnaissent respetivement L1 et L2. On peut supposer que Q1 et Q254



sont disjoints.Pour reonnaître le omplément de L1, d'après le théorème 2.4, on peut dé-terminiser B1. Soit don B′
1 un automate déterministe qui reonnaît L1. Il su�tmaintenant d'intervertir l'ensemble des états �naux et des états non �naux de B′

1et l'automate ainsi onstruit aepte le omplément de L1.Pour reonnaître l'union de L1 et L2, nous onstruisons un nouvel automate dontl'ensemble d'états sera la réunion des ensembles d'états des deux automates. Pourreonnaître l'intersetion, nous onstruisons l'automate qu'on appelle produit de B1et B2.Posons Q∪ = Q1 ∪Q2 ∪ {q} où q est un nouvel état qui n'appartient ni à Q1 nià Q2 et Q∩ = Q1 ×Q2. On note ensuite� δ∪ = δ1 ∪ δ2 ∪ {((q, q, σ), q3)|((q1, q1, σ), q3) ∈ δ1 ou ((q2, q2, σ), q3) ∈ δ2}� δ∩ = {(((p1, p2), (p
′
1, p

′
2), σ), (p3, p

′
3))|(p1, p

′
1, σ), p3) ∈ δ1 et (p2, p

′
2, σ), p′3) ∈ δ2}Nous pouvons alors véri�er failement que les automate (Q∪,Σ, q, F1 ∪ F2, δ∪) et

(Q∩,Σ, (q1, q2), F1 × F2, δ∩) reonnaissent respetivement L1 ∪ L2 et L1 ∩ L2. �Remarque 2.18 Pour montrer que la lasse des langages réguliers est fermée parintersetion, on pouvait aussi remarquer que L1 ∩ L2 = (L1
c ∪ Lc

2)
c.On peut maintenant montrer que les automates d'arbres ont le même pouvoird'expression que la logique MSO de la même manière que nous avons montré queette logique orrespondait aux 1NFA sur les mots.Théorème 2.8 Un langage d'arbres est reonnu par un BU si et seulement s'il estdé�ni par une formule MSO et les transformations d'un BU en une formule MSOet d'une formule MSO en un BU sont e�etivesPreuve. La preuve i-dessous pour les langages réguliers d'arbres binaires s'adaptesans di�ulté pour les langages réguliers d'arbres de rang borné. Nous onsidéronsdon B = (Q,Σ, q0, F, δ) un BU ave Q = [n] et q0 = 1. Nous allons onstruireune formule véri�ant l'existene d'un alul aeptant de B sur un arbre t donné.Nous odons un alul de B sur t par un k-uplet (X1, · · · , Xk) de sous-ensembles desn÷uds de t deux à deux disjoints tel que Xi est l'ensemble des n÷uds de t auxquelsl'automate attribue l'état i dans le alul. Il est faile de prouver qu'un arbre non-vide t est aepté par B si et seulement s'il satisfait la formule suivante dans laquelle

fe(x) et ra(x) sont les formules du premier ordre dé�nies dans l'exemple 2.5 quivéri�ent respetivement si le n÷ud orrespondant à la variable x est une feuille etla raine de l'arbre :
∃X0 · · ·Xn (

∧

i6=j

∀x¬(x∈Xi ∧ x∈Xj) ∧ ∀x(fe(x)⇒
∨

σ∈Σ

i∈Q
|((1,1,σ),i)∈δ

Pσ(x)∧x∈ Xi) (a)

∧ ∀xyz(S1(x, y)∧S2(x, z)⇒
∨

((i,j,a),k)∈δ

y∈Xi∧Pa(x)∧ z∈Xj ∧ x∈Xk) (b)

∧ (ra(x)⇒
∨

∃j∈F

(x∈Xi))) (c)55



La formule i-dessous a en e�et été onstruite omme la formule de la preuve duthéorème 2.8.Le mot vide satisfait la formule i-dessus quel que soit l'automate A. Aussi, si An'aepte pas le mot vide on rajoute la lause ∃x (x = x)Pour montrer l'impliation inverse du théorème, nous utilisons le théorème 2.7et nous proédons exatement omme dans le as des mots. �2.5.2 Automates à jetons et logique MSOPour terminer e hapitre, nous montrons maintenant que les langages reonnuspar un automate à jetons du modèle fort sont des langages réguliers. Attention,dans le as des arbres la réiproque est fausse : nous montrerons en e�et dans lehapitre 6 qu'il existe un langage d'arbres régulier qui n'est pas reonnu par unautomate d'arbres à jetons. Nous nous intéressons d'abord au as des automates surles mots ave 0 jeton : les 2NFA.Théorème 2.9 Un langage de mots est reonnu par un 2NFA si et seulement s'ilest dé�ni par une formule MSO. Les transformations de l'automate en formule etde la formule en automate sont e�etives.Preuve. D'après le théorème 2.8, pour haque formule MSO, on peut onstruire unautomate 1NFA qui reonnaît le langage dé�ni par ette formule. De plus, d'aprèsla remarque 2.11, un 1NFA est aussi un 2NFA. Il ne reste don plus qu'à onstruirepour tout 2NFA une formule MSO qui dé�nit le langage reonnu par l'automate.Considérons don A = (Q,Σ, I, F, δ) un 2NFA. Nous pouvons enore supposer que
Q = [n] ave n > 0.Soit un mot w = w1 · · ·wm. La formule que nous onstruisons doit véri�er l'exis-tene d'un alul aeptant de A. Nous odons l'ensemble des aluls de A sur wpar le n-uplet (X1, · · · , Xn) de sous-ensembles de {1, · · · , m} tels que pour haqueétat j, Xj est l'ensemble des positions x du mot w pour lesquelles il existe uneexéution d'une on�guration initiale à la on�guration (j, x).Nous onsidérons maintenant φI(X1, · · · , Xn) la formule suivante signi�ant queles ensembles assoiés à un état initial ontiennent la première position du mot :
∀x pre(x)⇒

∧
i∈I Xi(x)Nous notons ensuite φδ(X1, · · ·Xn) la formule i dessous :

∧

(i,a,j,θ,0)∈δ

∀x(θ(x) ∧ Pa(x) ∧ x∈Xi)⇒ x∈Xj

∧
∧

(i,a,j,θ,+1)∈δ

∀x∀y(θ(x) ∧ Pa(x) ∧ x∈Xi ∧ S(x, y))⇒ y∈Xj

∧
∧

(i,a,j,θ,−1)∈δ

∀x∀y(θ(x) ∧ Pa(x) ∧ x∈Xi ∧ S(y, x))⇒ y∈XjLa formule φδ(X1, · · · , Xn) signi�e que deux positions suessives x et y appar-tiennent à des ensembles qui orrespondent à des on�gurations suessives. Les56



trois as orrespondent à la position de x par rapport à y : on peut avoir x = y,
x = y − 1 ou bien x = y + 1.On pose maintenant φI,δ(X1, · · · , Xn) l'intersetion des formules φδ et φI .

φI,δ(X1, · · · , Xn) = φδ(X1, · · · , Xn) ∧ φI(X1 · · · , Xn)Cette formule est satisfaite si et seulement si pour haque état j, l'ensembleassoié à la variable Xj ontient au moins toutes les positions x pour lesquellesla on�guration (j, x) est aessible à partir d'une on�guration initiale. Aussi, leplus petit n-uplet de sous-ensembles satisfaisant la formule φI,δ ode l'ensemble desexéutions de A.Nous désignons en�n par φF (X1, · · · , Xn) la formule suivante :
∨

f∈F

∃x der(x) ∧ x∈XfLa formule φF (X1, · · · , Xn) signi�e que la dernière position du mot appartient àun ensemble orrespondant à un état �nal. Un mot non-vide est aepté si le n-upletqui ode les exéutions de A satisfait la formule φF . On peut alors véri�er qu'unmot non-vide w est aepté par A si et seulement s'il véri�e la formule suivante :
∀X1 · · ·Xn (φI,δ(X1, · · · , Xn)⇒ φF (X1, · · · , Xn))

�En adaptant au as des arbres la onstrution d'une formule MSO à partir d'unautomate bidiretionnel dans la preuve i-dessus, on prouve sans di�ulté que lelangage reonnu par un automate heminant est régulier : il su�t d'utiliser lesformules du premier ordre qui permettent de dé�nir le type d'un n÷ud et de tenirompte de tous les mouvements possibles d'un TWA. Nous prouvons maintenantque les automates à jetons sur les mots ont le même pouvoir d'expression que lesautomates unidiretionnels à l'aide de la proposition i-dessous.Proposition 2.5 Pour tout k ∈ N, un langage de mots est reonnu par un automateà k jetons du modèle fort si et seulement s'il est dé�ni par une formule MSO.Les transformations de l'automate en formule et de la formule en automate sonte�etives.Notation 2.4 Dans la preuve i-dessous, nous dé�nirons des formules ave des va-riables libres xk, · · · , xi+1 orrespondant à la position des (k − i) premiers jetonsposés. A�n d'améliorer la lisibilité des formules nous étendons la notation veto-rielle utilisée pour des suites de positions à des suites de variables libres. Ainsi nousutilisons la notion ~xi pour désigner la suite des (k− i+1) variables libres xk, · · · , xi.Notation 2.5 Pour haque transition η d'un automate, on note ent(η) l'état à par-tir duquel η peut être appliquée et sor(η) l'état atteint lorsque l'automate e�etue
η.Notation 2.6 Soient A = (Q,Σ, I, F, δ) un PAk, i ∈ [k] et α ∈ {+0,+1,−1, pose, leve},on note δα,i l'ensemble des transitions de (Q×Σ×TYPEM ×{i}×2[k])× (Q×{α})et on note δi les transitions de δ+0,i ∪ δ+1,i ∪ δ−1,i ∪ δpose,i ∪ δleve,i .57



Notation 2.7 Considérons 0 ≤ i ≤ k et η une transition de δi . Il existe uneformule du premier ordre φη à (k−i+1) variables libres (x, ~xi+1) qui est satisfaite parles (k− i+1)-uplets (u, ~ui+1) tels que A peut e�etuer η à partir d'une on�gurationde (q1, u, ~ui+1). En e�et, il est faile de véri�er ave une formule du premier ordrele type et l'étiquette de la position u orrespondant à la variable x ainsi que l'égalitéentre la position u et les positions de ~ui+1 qui orrespondent aux variables ~xi+1. Ainsipour une transition η de la forme (Q× a×{θ}× {i}× {J})× (Q×ACTION) ave
a ∈ Σ, θ ∈ TYPEM , 0 ≤ i ≤ k et J ∈ 2[k], la formule φη(x, ~xi+1) est la formule∧

j∈J(x = xj) ∧ θ(x) ∧ Pa(x).Preuve. Soit k un entier positif. D'après le théorème 2.8, il su�t de onstruirepour tout automate à k jetons sur les mots une formule MSO satisfaite par les motsreonnus par et automate. Considérons don A = (Q,Σ, I, F, δ) un PTAk sur lesmots. Nous montrons d'abord par indution sur i que pour tout entier 0 ≤ i ≤ ket pour tout ouple d'états (p, q) ∈ Q×Q, il existe une formule MSO à (k − i+ 2)variables libres φi
p,q satisfaite par les (k − i + 2)-uplets (u, v, ~ui+1) pour lesquels ilexiste une i-exéution de A de la on�guration (p, u, xn, ~ui+1) à la on�guration

(q, v, ~ui+1)Montrons d'abord le as i = 0. Un automate à jetons se omporte omme unautomate bidiretionnel au ours d'une 0-exéution.Nous reprenons et adaptons don la preuve du théorème 2.9. Nous posons ainsi
n = |Q| et nous notons φ0

δ(X1, · · · , Xn, ~xi+1) la formule suivante qui tient maintenantompte de la présene des k jetons posés dans le mot :
∧

η∈δ+0,0

∀x(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η))⇒ x ∈ Xsor(η)

∧
∧

η∈δ+1,0

∀x∀y(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η) ∧ S(x, y))⇒ y ∈ Xsor(η)

∧
∧

η∈δ−1,0

∀x∀y(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η) ∧ S(y, x))⇒ y ∈ Xsor(η)Nous voulons ette fois-i donner une formule qui véri�e l'existene d'une exéutionpartant d'une 0-on�guration dont l'état de ontr�le est un ertain état p et nond'une on�guration initiale. Nous onsidérons ainsi la formule φp,δ dé�nie ainsi :
φ0

p,δ(x,X1, · · · , Xn, ~x1) = φ0
δ(X1, · · · , Xn, ~x1) ∧ x ∈ XpCette formule est véri�ée par les (n+k+1)-uplets (u,E1, · · · , En, ~u1) tels que pourhaque j ∈ Q, Ej ontient au moins toutes les positions v du mot w pour lesquellesil existe une exéution de A sur w de la on�guration (p, u, ~u1) à la on�guration

(j, v, ~u1).On note en�n φ0
p,q(x, y, ~x1) la formule suivante :
∀X1, · · ·Xn (φ0

p,δ(x,X1, · · · , Xn, ~x1)⇒ y ∈ Xq)On peut alors véri�er que pour tout (k+2)-uplet (u, v, ~u1) de positions, il existeune 0-exéution de la on�guration (q, u, ~u1) à la on�guration (q, v, ~u1) si et seule-ment si φp,q est satisfaite par (u, v, ~u1). Le as i = 0 est don prouvé.58



Supposons maintenant que i > 0 et onsidérons à nouveau un ouple d'états
(p, q) ∈ Q2. On pose xi = x a�n d'utiliser la notation ~xi pour (xk, · · · , xi+1, x)La formule φi

δ(X1, · · · , Xn, ~xi+1) est maintenant dé�nie en tenant ompte des
i-exéutions où A pose et reprend le jeton i :

∧

η∈δpose,i

η′∈δleve,i

∀x∀y (φη(x, ~xi+1) ∧ x∈Xent(η) ∧ φ
i−1
sor(η),ent(η′)(x, y, ~xi) ∧ φη′(x, ~xi))⇒ y∈Xsor(η′)

∧
∧

η∈δ+0,i

∀x(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η))⇒ x ∈ Xsor(η)

∧
∧

η∈δ+1,i

∀x∀y(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η) ∧ S(x, y))⇒ y ∈ Xsor(η)

∧
∧

η∈δ−1,i

∀x∀y(φη(x) ∧ x ∈ Xent(η) ∧ S(y, x))⇒ y ∈ Xsor(η)On onsidère maintenant la formule φi
p,δ dé�nie ainsi :

φi
p,δ(x,X1, · · · , Xn, xk, · · · , xi) = φi

δ(X1, · · · , Xn, xk, · · · , xi) ∧ x ∈ XpCette formule est véri�ée par les (n+ k + 1− i)-uplets (u,E1, · · · , En, ~ui+1) telsque pour haque état j, Ej ontient toutes les positions x du mot w pour lesquellesil existe une i-exéution de A sur w de la on�guration (p, u, ~ui+1) à la on�guration
(j, x, ~ui+1).En�n, on note φi

p,q(x, y, ~xi+1) la formule suivante :
∀X1, · · ·Xn(φi

p,δ(x,X1, · · · , Xn, ~xi+1)⇒ y ∈ Xq)On peut alors véri�er que pour tout (k − i + 2)-uplet (u, v, ~ui+1) de n÷uds, ilexiste une i-exéution de la on�guration (p, u, ~ui+1) à la on�guration (q, v, ~ui+1) siet seulement si φp,q est satisfaite par (u, v, ~ui+1). Pour i = k, la formule i-dessousest ainsi satisfaite par les mots reonnus par A :
∃x, y

∨

q∈I,q′∈F

φk
q,q′(x, y) ∧ ra(x) ∧ ra(y)

�Comme les langages réguliers orrespondent à la logique MSO sur les mots , onen déduit le théorème i-dessous.Théorème 2.10 Les automates à jetons du modèle fort sur les mots reonnaissentexatement la lasse des langages réguliers et les automates à jetons du modèle faiblesur les mots ont le même pouvoir d'expression.La transformation d'un automate en formule MSO dérite dans la preuve 2.5s'étend sans di�ulté aux automates d'arbres à jetons. On en déduit la propositionsuivante : 59



Proposition 2.6 Les langages d'arbres reonnus par un automate à jetons du mo-dèle fort sont réguliers.Considérons k > 0. Etant donné un automate d'arbres A à k jetons du modèle fort,il est possible de onstruire un automate d'arbres bottom-up qui reonnaît le mêmelangage. En e�et, la preuve de la proposition 2.5 adaptée aux arbres permet d'obte-nir une formule MSO qui dé�nit le langage reonnu par A et en utilisant la preuvedu théorème 2.8, nous pouvons ensuite onstruire à partir de ette formule MSO unautomate bottom-up équivalent. Dans le hapitre 7, nous dérirons une transforma-tion d'un automate d'arbres à k jetons du modèle fort en un automate bottom-upave une meilleure omplexité.
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CHAPITRE3Complémenter un automate d'arbres àjetons déterministe
Sommaire3.1 Un résultat non-trivial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623.1.1 Complémenter un automate sur les mots . . . . . . . . . . 623.1.2 La di�ulté pour omplémenter un DTWA . . . . . . . . 633.2 Constrution du omplément d'un DTWA . . . . . . . . . 683.2.1 Tehnique de Sipser . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 683.2.2 Le omplément . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.2.3 Complexité de la onstrution . . . . . . . . . . . . . . . . 723.3 Complément et automates à jetons déterministes . . . . 733.3.1 Etendre la onstrution aux automates à jetons du modèlefaible déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.3.2 Une astue pour omplémenter le modèle fort déterministe 74Nous prouvons dans e hapitre que toutes les variantes déterministes des di�é-rents modèles d'automates d'arbres séquentiels que nous avons dé�nis en 2.3.3 et 2.4sont fermées par omplémentation. Nous montrons ainsi omment omplémenter unautomate heminant déterministe et plus généralement un automate à jetons déter-ministe du modèle faible sans augmenter le nombre de jetons. Nous expliquons à la�n de e hapitre omment onstruire à partir d'un automate à jetons déterministedu modèle fort A, un automate déterministe du modèle fort ave trois fois plus dejetons qui reonnaît le omplément du langage reonnu par A. Engelfriet et Hooge-boom ont donné dans [19℄ une aratérisation logique du modèle fort d'automatesà jetons : les langages reonnus par un automate à jetons déterministe du modèle61



fort sont les langages dé�nis par la logique de l�ture transitive déterministe unaire.Une onséquene de ette aratérisation est que la lasse des langages reonnuspar un automate à jetons déterministe du modèle fort est fermée par omplément.Cette approhe ne donne ependant pas de onstrution du omplément d'un telautomate e�ae en terme de jetons. Il est ependant possible d'éviter l'augmen-tation du nombre de jetons dans la omplémentation d'un automate déterministedu modèle fort. Nous montrons en e�et dans le hapitre 5 omment transformer unautomate d'arbres à jetons déterministe du modèle fort en un automate à jetons dé-terministe du modèle faible équivalent ave le même nombre de jetons et e dernierautomate peut être omplémenté toujours le même nombre de jetons, ependant latransformation d'un automate du modèle fort en un automate du modèle faible esttrès oûteuse : dès que le nombre k de jetons est supérieur à 1, le nombre d'étatsaugmente selon une tour de (k− 1) exponentielles. Dans la onstrution du omplé-ment d'un automate à jetons du modèle fort pour laquelle le nombre de jetons estmultipliée par 3, le nombre d'états augmente polynomialement.Dans tout e hapitre, nous �xons Σ un alphabet.3.1 Un résultat non-trivial3.1.1 Complémenter un automate sur les motsRappelons tout d'abord omment on omplémente un automate séquentiel surles mots avant de nous intéresser au as des automates d'arbres. Nous avons vuen 2.5.1 que la lasses des langages réguliers sur les mots (respetivement sur lesarbres) orrespond à la logique MSO et est ainsi fermée par omplément. Pouromplémenter un automate unidiretionnel déterministe ou un automate d'arbres
BU déterministe, il su�t en e�et de le ompléter et d'intervertir les états �nauxet les états non-�naux. On peut alors omplémenter un automate unidiretionnelnon-déterministe ou un automate d'arbres BU non-déterministe après l'avoir déter-minisé. Nous avons prouvé en 2.5 que les deux modèles d'automates à jetons surles mots ont le même pouvoir d'expresssion : ils reonnaissent les langages réguliers.Pour omplémenter un tel automate, on peut don se ramener au as des automatesdéterministes unidiretionnels. Ainsi, pour tout automate à jetons du modèle fort surles mots A1, il existe un automate unidiretionnel déterministe A2 qui reonnaît leomplément du langage reonnu par A1. Pour onstruire A2, d'après le théorème 2.9,il est possible de aluler une formule MSO satisfaite par les mots du langage re-onnu par A1 et d'après le théorème 2.8, on peut transformer ette formule en unautomate unidiretionnel qu'on sait omplémenter. Cette onstrution est très oû-teuse ar la transformation d'une formule MSO en automate est non-élémentaire.Nous expliqueront e que signi�e le oût en omplexité d'une onstrution et e quesigni�e une transformation non-élémentaire au hapitre 7.1. Il existe des méthodesbeauoup plus e�aes pour omplémenter un automate à jetons sur les mots. Parexemple, Vardi a prouvé dans [51℄ qu'il était possible de onstruire en temps expo-nentiel un automate unidiretionnel déterministe reonnaissant le omplément d'unautomate bidiretionnel donné.Nous verrons en 7.3 omment transformer un automate à jetons du modèle fort62



sur les mots A1 en un automate unidiretionnel qui reonnaît le omplément dulangage reonnu par A1 sans onstruire de formule logique MSO intermédiaire. Nousonstruirons également en 7.3 un automate BU qui reonnaît le omplément dulangage d'arbres reonnu par un automate à jetons du modèle fort donné. Cependantela ne prouve en auun as que la lasse des automates à jetons sur les arbres estfermée par omplément. En e�et, nous verrons en 6.3 que les automates à jetons nereonnaissent pas tous les langages d'arbres réguliers.3.1.2 La di�ulté pour omplémenter un DTWAConsidérons maintenant le as des automates heminants déterministes. Boja«-zyk et Colombet ont prouvé dans [6℄ qu'on ne pouvait pas toujours déterminiserun automate heminant donné. Le problème de la omplémentation d'un automateheminant non-déterministe est enore un problème ouvert. Rappelons la onditiond'aeptation d'un de es automates : un état �nal doit être atteint à la raine. Il ya ainsi deux as dans lesquels un automate heminant rejette un arbre :1. son exéution se termine avant que l'automate soit dans une on�gurationaeptanteou bien2. l'automate boule in�niment sans jamais atteindre une on�guration aep-tante.Le deuxième as est problématique pour omplémenter un automate heminant dé-terministe ar une exéution in�nie est rejetante quelque soit l'ensemble des états�naux. Ce as rend également di�ile la onstrution d'un automate heminantdéterministe reonnaissant l'union de deux langages dé�nis par des automates he-minants déterministes. Nous montrons dans un premier temps qu'il est très simple deonstruire le omplément d'un automate heminant déterministe qui ne boule pas.Dé�nissons tout d'abord un automate heminant déterministe à exéutions �nies.Dé�nition 3.1 Soit A un DTWA. On dit que A est à exéutions �nies si touteexéution de A partant de la on�guration initiale est �nie.Dans le as des mots, nous omplétons un automate unidiretionnel déterministe a�nde le omplémenter. De la même façon, pour omplémenter un automate heminantdéterministe à exéutions �nies, nous nous ramenons à un automate qui terminetoujours à la raine et ave un ensemble d'états �naux réduit à un seul état à partirduquel l'automate est bloqué.Dé�nition 3.2 Soit A un DTWA. On dit que A est à unique on�guration aep-tante bloquante si A a une seule on�guration aeptante à partir de laquelle il nepeut appliquer auune transition. Soit A′ un DTWA à exéutions �nies. On dit que
A′ termine toujours à la raine si A′ est à unique on�guration aeptante bloquanteet si toutes les exéutions de A′ se terminent à la raine.Le lemme i-dessous prouve qu'on peut onsidérer sans perte de généralité qu'unautomate heminant déterministe est à unique on�guration aeptante bloquante.63



Lemme 3.1 Soit A un DTWA. On peut onstruire un DTWA à unique on�gura-tion aeptante bloquante qui reonnaît le même langage.Preuve. On pose A = (Q,Σ, q0, F, δ). On introduit le nouvel état q′f qui seral'unique état �nal de l'automate qu'on onstruit dans ette preuve. On supprimeensuite de δ toutes les transitions qui peuvent être appliquées à partir d'une on�-guration aeptante de A et, pour haque état �nal qf de A et pour haque lettre ade Σ, on rajoute les transitions ((qf , a, (in, ra)), (q′f ,�)) et ((qf , a, (fe, ra)), (q′f ,�)).On obtient ainsi un automate équivalent à unique on�guration aeptante . �Montrons maintenant que nous pouvons supposer sans perte de généralité qu'unautomate heminant déterministe à exéutions �nies termine toujours à la raine.Lemme 3.2 Soit A un DTWA à exéutions �nies, on peut onstruire un DTWAqui termine toujours à la raine et qui reonnaît le même langage.Preuve. Soit A = (Q,Σ, q0, F, δ) un DTWA à exéutions �nies. D'après la onstru-tion du lemme 3.1, on peut supposer que A est à unique on�guration aeptantebloquante. On introduit alors un nouvel état q′r permettant à l'automate de remonterjusqu'à la raine quand il est bloqué. On rajoute don pour haque type θ et pourhaque lettre a, les transitions ((q′r, a, θ), (q
′
r, ↑)). En�n, pour haque état q , haquelettre a et haque type de n÷ud θ di�érent de la raine tels que δ(q, a, θ) n'est pasdé�ni, on rajoute la transition ((q, a, θ), (q′r,�)). L'automate équivalent ainsi obtenutermine toujours à la raine. �Nous pouvons maintenant omplémenter un automate heminant déterministe àexéutions �nies en se ramenant à un automate qui termine toujours à la raine. Nouspouvons également onstruire un automate heminant déterministe qui reonnaîtl'union de deux langages reonnus par des automates heminants déterministes àexéutions �nies donnés.Proposition 3.1 Soit A et A′ des DTWA à exéutions �nies. On peut onstruireun DTWA qui reonnaît le omplément du langage reonnu par A et un DTWA quireonnaît l'union des langages reonnus par A et A′.Preuve. Soit A un DTWA à exéutions �nies. On peut supposer d'après le lemme3.2 que A termine toujours à la raine. On introduit un nouvel état qf qui seral'unique état �nal de l'automate qu'on onstruit. Pour haque état q et haque lettre

a tels que q n'est pas �nal et δ(q, a, (in, ra)) n'est pas dé�ni, on rajoute la transition
((q, a, (in, ra)), (qf ,�)). De même, pour haque état q et haque lettre a tels que
δ(q, a, (fe, ra)) n'est pas dé�ni, on rajoute la transition ((q, a, (fe, ra)), (qf ,�)). L'au-tomate obtenu reonnaît alors le omplément du langage reonnu par A. En e�et,on peut véri�er que les exéutions rejetantes de A orrespondent à des exéutionsaeptantes de l'automate onstruit dans ette preuve et inversement.On onsidère maintenant A′ un autre DTWA à exéutions �nies. Pour reon-naître l'union des langages reonnus par A et A′, on onstruit un automate A′′ quise omporte de la manière suivante. L'automate A′′ ommene par simuler l'exé-ution de A et aepte si A aepte. Si A rejette, à partir de la raine, A′′ simule64



l'exéution de A′ et aepte si A′ aepte. �La di�ulté pour omplémenter un automate heminant déterministe vient dondes exéutions in�nies. Dans l'exemple i-dessous un DTWA qui peut rejeter un arbreen boulant in�niment est onstruit. On illustre ainsi la di�ulté de omplémenterertains automates heminants sur les arbres.Exemple 3.1 On onsidère Laco l'ensemble des arbres t sur l'alphabet {a, b} quivéri�ent la propriété suivante : haque sous-arbre enrainé en un �ls gauhe d'unn÷ud du hemin le plus à droite a des feuilles qui, lexialement ordonnées, ('est-à-dire lues de gauhes à droite) forment un mot de ab∗ ave leurs étiquettes. D'aprèsla dé�nition du hemin le plus à droite, le �ls gauhe d'un n÷ud de e hemin estun n÷ud de 2∗1. L'arbre représenté �gure 3.1 appartient à e langage ar les mots
abbb, abb et ab appartiennent au langage ab∗.
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Fig. 3.1 � Un arbre de LacoLes arbres t1 et t2 représentés �gure 3.2 appartiennent au omplément de Laconoté Laco
c. En e�et, la suite des feuilles lues de gauhe à droite du sous-arbre de t1enrainé au n÷ud 21 et elle du sous-arbre de t2 enrainé au n÷ud 221 onstituentrespetivement les mots bbbb et aab qui n'appartiennent pas au langage ab∗.Il est très simple de onstruire un automate déterministe à un jeton pour lelangage Laco en s'inspirant de l'exemple 2.18. Nous dé�nissons maintenant un DTWA

Aaco qui reonnaît e langage. La �gure 3.3 dérit omment Aaco parourt un arbre
t du langage Laco. L'automate desend le long du hemin le plus à droite ommele montrent les �èhes 1, 6 et 11 de la �gure 3.3. A haque n÷ud de e hemin,l'automate desend au �ls gauhe ave la �èhe 2 ou la �èhe 7 de la �gure 3.3, puisil ommene un parours en profondeur de droite à gauhe en véri�ant que toutes lesfeuilles qu'il visite sont étiquetées par b. Ce parours en profondeur est représentépar les �èhes 3 et 4 ou les �èhes 8 et 9 de la �gure. Dès que l'automate atteint unefeuille étiquetée par a, il véri�e que ette feuille est un �ls gauhe puis il remontedans l'arbre ave les �èhes 5 et 10 de la �gure 3.3 tant que le n÷ud ourant a letype �ls gauhe. Aaco atteint alors un n÷ud qui est la raine ou un �ls droit. Commel'arbre t appartient au langage Laco, e n÷ud est sur le hemin le plus à droite.L'automate desend alors au �ls droit et proède de même pour e nouveau n÷uddu hemin le plus à droite. Si e n÷ud est une feuille, Aaco a alors visité tous les65
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acosous-arbres enrainés en un �ls gauhe du hemin le plus à droite. Dans e as, ilremonte à la raine en véri�ant que tous les n÷uds visités pendant ette remontéesont des �ls droits et aepte.
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9 8Fig. 3.3 � L'exéution de Aaco sur un arbre de LacoNous dérivons maintenant les boules de Aaco sur des arbres qui n'appartiennentpas à Laco. La �gure 3.4 représente l'exéution in�nie de Aaco sur un arbre tel que lesfeuilles d'un des sous arbres enrainés en un n÷ud du hemin le plus à droite sonttoutes étiquetées par b. L'automate traverse l'arbre omme dans la �gure 3.3 pourles �èhes de la �gure 3.3 numérotées de 1 à 9. Mais omme Aaco n'a pas enore vude feuilles étiquetées par la lettre a, il ontinue son parours en profondeur , e quiest représenté par les �èhes 10, 2 et 3 de la �gure 3.4. Les �èhes de la �gure 3.3numérotées de 2 à 10 onstituent la boule.La �gure 3.5 montre l'exéution in�nie de Aaco sur un arbre tel que les feuillesd'un des sous arbres enrainés en un n÷ud du hemin le plus à droite forme un motave une position de type milieu étiquetée par a. L'automate arrête son paroursen profondeur représenté par les �èhes 2 et 3 de la �gure 3.5 dès qu'il voit unefeuille étiquetée par la lettre a. Aaco remonte alors selon la �èhe 4 jusqu'à un �lsdroit qui n'appartient pas au hemin le plus à droite et desend d'un pas vers ladroite puis d'un pas vers la gauhe. L'automate démarre alors un nouveau parours66
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acoNous allons maintenant donner une dé�nition formelle de Aaco. Les états de Aacosont :� l'état initial qI où Aaco visite les n÷uds du hemin le plus à droite d'un arbredu langage Laco,� les trois états qd2, dd1, qm pour e�etuer un parours en profondeur d'un sous-arbre enrainé en un n÷ud de 21∗,� l'état qa dans lequel l'automate remonte tant qu'il est sur un n÷ud gauheaprès avoir vu une feuille étiquetée par la lettre a,� l'état �nal qf permettant à l'automate de remonter le long du hemin le plusà droite pour aepter un arbre de Laco.La fontion de transition de l'automate Aaco est dérite par le tableau suivant où lesymbole noté "_" représente n'importe quel lettre de Σ :67
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3.2 Constrution du omplément d'un DTWA3.2.1 Tehnique de SipserA�n d'éliminer les exéutions in�nies d'un automate heminant déterministe,nous allons étendre à es automates la onstrution de Sipser de [47℄ qui supprimeles boules d'une mahine de Türing déterministe. Une mahine de Turing est unmodèle de mahine qui généralise les automates bidiretionnels sur les mots et quisera formellement dé�ni dans le hapitre 7. L'idée de la onstrution de Sipser estbasée sur l'observation ruiale suivante : le graphe de on�gurations arrière d'unemahine de Turing déterministe sur une entrée w est une forêt 'est-à-dire un grapheaylique. Le graphe de on�gurations arrière d'une mahine de Turing M est pardé�nition le graphe dont les sommets sont les on�gurations de M et tel qu'unearête relie une on�guration c à une on�guration c′ si et seulement c est atteint àpartir de la on�guration c′ en un pas de M . Nous dé�nissions i-dessous le graphede on�gurations arrière d'un automate heminant.Dé�nition 3.3 Soient A un TWA sur un alphabet Σ et t un arbre étiqueté par etalphabet. Une on�guration est o-aessible si elle permet d'atteindre une on�gu-ration aeptante.Le graphe de on�gurations arrière G(A, t) est le graphe �ni dont l'ensemble dessommets orrepond à l'ensemble des on�gurations o-aessibles et l'ensemble desarêtes véri�e la propriéré suivante : il existe une arête de la on�guration c à laon�guration c′ si et seulement si c′ A,t
−→ c.Cette notion sera généralisée dans la suite de e hapitre en 3.3.2 au graphe deson�gurations o-aessibles à partir d'une on�guration quelonque.Remarque 3.1 Notons qu'un arbre est aepté par l'automate si et seulement laon�guration initiale est un sommet du graphe de on�gurations arrière. Cette a-ratérisation des arbres aeptés par un automate jouera un r�le essentiel dans lesonstrutions qui suivront. 68



Lemme 3.3 Soit A un DTWA à unique on�guration aeptante bloquante. Pourtout arbre t, le graphe de on�gurations arrière de A sur t est un arbre non-ordonnéappelé arbre de on�guration arrière de A sur t. La raine de et arbre est la on�-guration aeptante.Preuve. D'après la dé�nition du graphe de on�gurations arrière, tous les sommetsde G(A, t) sont liés à la on�guration aeptante que l'on note (qf , ǫ). Soit (q, v) unsommet de e graphe. On onsidère deux hemins de la on�guration aeptante à
(q, v). Comme A est déterministe, un des hemins est inlus dans l'autre et omme laon�guration aeptante est bloquante les deux hemins sont identiques. Le graphede on�gurations arrière est don un arbre non-ordonné dont la raine est la on�-guration aeptante. �Remarque 3.2 On dit qu'un automate heminant est odéterministe si pour haquearbre t, pour haque on�guration c il existe au plus une on�guration c′ tel que
c′

A,t
−→ c. Si A est un DTWA odéterministe à unique on�guration aeptante, pourtout arbre, le graphe de on�gurations arrière est un mot.A�n d'éliminer les exéutions in�nies d'un DTWA A, nous allons onstruire A′ un

DTWA qui simule l'automate A en arrière. Sur un arbre donné t, A′ va e�etuerun parours en profondeur de l'arbre de on�guration arrière G(A, t). Notons quel'arbre de on�guration arrière est impliite dans le sens où le parours en profondeurde et arbre est simulé à la volée par A′. Une telle simulation est possible ar l'arbrede on�guration arrière est loalement onstrutible : nous pouvons aluler à partird'une on�guration donnée tous ses �ls et son père dans l'arbre de on�gurationarrière.3.2.2 Le omplémentNous voulons don onstruire un automate A′ dont l'exéution sur un arbre t àpartir de la on�guration initiale est assoiée à l'exploration en profondeur de l'arbrede on�guration arrière G(A, t). Cela est possible ar les informations néessairesà ette exploration à partir d'une on�guration ourante n = (q, v) peuvent êtrerésumées dans une nouvelle donnée qui sera inorporée dans l'état de l'automate A′.Cette donnée permet à A′ de reonstruire "à la volée" ('est-à-dire en ligne) les �lset le père du sommet ourant de l'arbre de on�guration arrière. Elle permet aussid'ordonner le graphe de on�gurations arrière a�n de le parourir en profondeur.Nous allons la dé�nir formellementDé�nition 3.4 Soient A = (Q,Σ, q0, F, δ) un DTWA à unique on�guration aep-tante et t un arbre de domaine N sur Σ.On note D et on appelle fontion diretion la fontion partielle suivante de
N × N à valeurs dans l'ensemble {ւ,ց,�,տ,ր} dé�nie ainsi : pour haquen÷ud v, D(v, v) = � et pour haque n÷ud interne v, D(v, v1) =ւ, D(v, v2) =ց,
D(v1, v) =ր et D(v2, v) =տ.Soit (q, v) ∈ Q ×N un sommet de l'arbre de on�guration arrière qui n'est pasla on�guration aeptante et qui a pour père dans G(A, t) le n÷ud (q′, v′). Le rangde (q, v) est le ouple (q,D(v, v′)). 69



Remarque 3.3 Remarquons que le rang d'une on�guration permet de distinguerette on�guration parmi ses frères dans l'arbre de on�guration arrière. En e�et, uneon�guration (q, v) d'un automate heminant est dé�nie par un état et un n÷ud quipeuvent être alulés à partir de son rang et de son père (q′, v′) dans l'arbre de on�-guration arrière. Ainsi, haque sommet de G(A, t) a au plus 5|Q| suesseurs dans legraphe. Etant donné un DTWA A à unique on�guration aeptante, nous �xons unordre arbitraire sur l'ensemble des états et sur l'ensemble {ւ,ց,�,տ,ր}. Nousobtenons alors un ordre total sur le rang en utilisant l'ordre lexiographique et pourtout arbre t, l'arbre de on�guration arrière est alors ordonné. G(A, t) est alors onsi-déré omme un arbre de degré borné mais on appelle enore ses n÷uds des sommetsa�n de ne pas les onfondre ave les n÷uds de t.Pour montrer que la lasse des langages d'arbres reonnus par un DTWA est ferméepar omplémentation, il nous su�t, d'après la proposition 3.1, de prouver le théorèmei-dessous.Théorème 3.1 Pour tout automate heminant déterministe, on peut onstruire unautomate d'arbres heminant déterministe équivalent à exéutions �nies.Preuve. Soit A = (Q,Σ, q0, F, δ) un DTWA et t un arbre sur Σ. D'après le lemme3.1, on peut supposer que A est à unique on�guration aeptante bloquante. Ononstruit dans ette preuve un automate A′ qui e�etue un parours en profondeurde l'arbre G(A, t) et qui aepte si la on�guration �nale (qf , ǫ) est un n÷ud de
G(A, t). Lorsque A′ visite un sommet (q, v) de G(A, t), sa tête de leture est sur len÷ud v et l'état q est stoké dans l'état de A′. Si A′ vient de remonter au père dans leparours en profondeur de G(A, t), 'est-à-dire s'il vient d'une on�guration (q′, v′)tel que (q′, v′)

A,t
−→ (q, v), son état ourant ontient également le rang de (q′, v′).Cette dernière information lui permet de déterminer le prohain sommet de l'arbrede on�guration arrière qu'il doit visiter dans le parours en profondeur. On montremaintenant omment es informations sont maintenues. On suppose don que A′visite le sommet x dans le parours en profondeur de G(A, t), on pose x = (q, v) eton distingue alors deux as.On onsidère dans un premier temps que le sommet x est visité pour la premièrefois. Il s'agit du as où x a été atteint à partir de son père dans G(A, t). La tête de

A′ est don sur le n÷ud v de t et l'état ourant de A′ ontient l'état q. A′ alulealors le rang du premier �ls de x en testant dans l'ordre roissant haque rang (q′, d)de la manière dérite i-dessous.L'automate se déplae vers le n÷ud w dans la diretion opposée à d si 'estpossible. Le n÷ud w est, sous réserve d'existene, le n÷ud tel que D(w, v) = d.A partir de w et à l'aide de son étiquette a, de son type θ et de la fontion detransition δ, A′ véri�e virtuellement si δ(q′, a, θ) = (q, d). Si 'est bien le as, A′ doitmaintenant visiter la on�guration (q′, w). Il on�rme don son déplaement en wet stoke q′ dans son état. Si e n'est pas le as, A′ retourne en v et teste le rangsuivant. q est alors toujours stoké dans son état. Si tous les rangs ont été ainsi testéssans suès, le sommet x est une feuille et A′ retourne au père de x dans le graphe
G(A, t) en simulant A sur t d'un pas à partir de la on�guration x. On obtient ainsiun nouvel état r et un déplaement d de {ւ,ց,�, ↑} qui induit ave le type de v70



une diretion d′ de {ւ,ց,�,տ,ր}. A′ se déplae alors selon d et maintient dansson état les informations néessaires : r pour l'état de la on�guration ourante et
(q, d′) pour le rang du n÷ud qu'il vient de visiter.Le deuxième as est elui où A′ revisite le sommet x à partir d'un de ses �ls x′de rang (q′, d′). Ce rang est stoké dans l'état ourant de A′. Si (q′, d′) est l'élémentmaximal dans l'ordre sur les rangs, A′ a visité tous les �ls de x et il retourne alorsau père de x dans G(A, t) en simulant A d'un pas et il maintient les informationsnéessaires omme dans le as préédent quand il visite une on�guration sans �ls.Si le rang (q′, d′) n'est pas maximal, A′ visite le prohain �ls de x en testant ommedans le premier toutes les possibilités pour le rang dans l'ordre roissant en partantdu rang suivant.La on�guration �nale aeptante de A′ est onstituée par l'état initial et laraine. En vertu de la remarque 3.1, A′ est bien équivalent à A. De plus, toutes lesexéutions de A sont �nies ar si A′ rejette, il termine son exéution à la �n duparours de G(A, t)

�Ce théorème nous permet immédiatement de déduire le résultat i-dessous.Théorème 3.2 La lasse des langages d'arbres reonnu par un automate d'arbresheminant déterministe est fermée par omplémentation et par union.Exemple 3.2 Reprenons maintenant l'exemple 3.1. Nous savons maintenant om-plémenter l'automate Aaco. Notons L0 l'ensemble des arbres sur l'alphabet {a, b}dont la suite des feuilles lues de gauhe à droite onstituent un mot de ab∗. Le lan-gage Lc
aco est l'ensemble des arbres pour lesquels il existe un sous-arbre enrainéen un n÷ud de 21∗ qui n'appartient pas à L0. En appliquant la onstrution pré-sentée i-dessus, on peut onstruire deux DTWA aux omportements distints quireonnaissent le omplément de Laco selon l'ordre que l'on pose sur l'ensemble desrangs. Le omportement du DTWA qui reonnaît le omplément de Laco et qui estobtenu si l'ordre dé�ni sur l'ensemble des rangs des on�gurations de Aaco est telque (qd1,ւ) < (qI ,ւ) est dérit i-dessous.Notons que A′ simule Aaco en arrière. Au départ, A′ desend le long du heminle plus à droite jusqu'à la feuille la plus à droite. A′ remonte ensuite le long de ehemin et, à haque n÷ud de e hemin, A′ véri�e si le sous-arbre gauhe de e n÷udest dans L0. La �gure 3.3 dérit omment A′ e�etue ette véri�ation. L'automate

A′ ommene un parours en profondeur de gauhe à droite. Il desend ainsi vers lafeuille la plus à gauhe du sous-arbre omme le montre la �èhe 1 de la �gure 3.3. Siette feuille visitée n'est pas étiquetée par a, l'arbre est aepté. Sinon l'automateontinue son parours en profondeur jusqu'à e qu'il visite une autre feuille étiquetéepar la lettre a, e qui est représenté par les �èhes 2,3,4,5 et 6 de la �gure 3.3. Siette feuille est un �ls droit, A′ aepte immédiatement sinon A′ remonte de �lsgauhe en �ls gauhe ave les �èhes 7 et 8 de la �gure jusqu'à e qu'il atteigneun �ls droit. L'automate A′ remonte alors d'un pas omme le montre la �èhe 9.Notons que, si l'arbre est dans L, A′ se trouve alors sur le hemin le plus à droite.Si l'automate A′ est ainsi remonté jusqu'à la raine, A′ rejette. S'il est remonté à un�ls gauhe, A′ aepte. S'il s'agit d'un �ls droit, l'automate A′ remonte au père puisdesend au �ls gauhe et véri�e le sous-arbre enrainé au n÷ud ourant.71
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aco sur un arbre de Laco3.2.3 Complexité de la onstrutionComme il a été dit au début de e hapitre nous dé�nirons dans le hapitre 7les mahines de Turing qui nous permettront d'introduire le oût en temps et enespae d'un problème et d'une onstrution. Dans la preuve du théorème 3.2, nousonsidérons un DTWA A = (Q,Σ, q0, F, δ) qui reonnaît le langage d'arbres LA etnous onstruisons un DTWA A′ = (Q′,Σ, q′0, F

′, δ′) qui reonnaît le omplémentde LA. Supposons que Q est un ensemble de n états. Pour onstruire A′, dans unpremier temps, nous transformons, en utilisant le lemme 3.1, A en un automateéquivalent A1 à unique on�guration aeptante bloquante qui termine toujours àla raine. A1 a un nouvel état en plus. Ensuite, nous onstruisons A2 un automate àexéutions �nies équivalent. Lorsque A2 visite un sommet de l'arbre de on�gurationarrière de A1, son état ontient l'état de la on�guration orrespondante de A1 et lerang du dernier sommet visité si A1 remonte au père dans son parours de l'arbrede on�guration arrière. Nous avons vu que la taille du rang est borné par 5n1 où
n1 = n + 1 est le nombre d'états de A1 et don l'ensemble des états de A2 est unensemble de (5(n+ 1) + 1)(n+ 1) éléments. Nous transformons A2 en un automateéquivalent à exéutions �nies A3 ave un état de plus qui termine toujours à laraine à l'aide du lemme 3.2. A partir de A3, nous utilisons en�n la proposition 3.1pour onstruire A′ en rajoutant seulement un état. Nous obtenons alors le théorèmesuivant.Théorème 3.3 Soient A un DTWA, n le nombre d'états de A et L le langagereonnu par A. On peut onstruire en temps polynomial un DTWA équivalent àexéutions �nies ave O(n2) états et un DTWA qui reonnaît le omplément de Lave O(n2) états aussi.Notons que la onstrution du omplément est polynomiale. En e�et, l'automateonstruit pour le omplément a un nombre polynomial d'états et don un nombrepolynomial de transitions et haque transition peut être alulée en temps onstant.Nous dé�nirons formellement dans le hapitre 7 les onstrutions polynomiales.72



3.3 Complément et automates à jetons déterministes3.3.1 Etendre la onstrution aux automates à jetons du mo-dèle faible déterministeLa onstrution du omplément pour les automates heminants déterministess'étend sans di�ulté au modèle faible d'automates d'arbres à jetons déterministes.On étend la dé�nition d'un automate à exéutions �nies et elle d'un automate àunique on�guration aeptante bloquante aux deux modèles d'automates à jetons.Pour omplémenter un automate à jetons à exéutions �nies on se ramène au asoù toutes ses exéutions terminent à la raine ave tous les jetons levés.Dé�nition 3.5 Soit k > 0 et A un wDPTAk à exéutions �nies, on dit que Atermine toujours à la raine si A a une seule on�guration aeptante à partir delaquelle il ne peut appliquer auune transition et si toutes les exéutions de A seterminent dans une on�guration à la raine ave tous les jetons levés.On étend ensuite la dé�nition du graphe de on�gurations arrière aux automatesà jetons. On montre exatement omme dans le as des automates heminants quele graphe de on�gurations arrière d'un automate à jetons à unique on�gurationaeptante bloquante est un arbre non-ordonné. On onsidère maintenant le asd'un automates à jetons du modèle faible A. Le rang d'une on�guration est dé�niomme dans le as des DTWA ave une fontion D qui assoie à un ouple (x, x′)de on�gurations onséutives un élément de {տ,ր,�,ւ,ց, pose, leve} selon latransition permettant à A d'atteindre x′ à partir de x. Comme la tête de leturede A ne se déplae pas lorsque l'automate pose ou lève un jeton, le rang d'uneon�guration détermine de manière unique dans le graphe G(A, t) une on�gurationparmi ses frères. Dans l'arbre de on�guration arrière d'un automate à jetons dumodèle faible, un sommet a au plus 7|Q| �ls. Pour disposer d'un ordre sur le rang,il faut don un ordre sur Q et un ordre sur {տ,ր,�,ւ,ց, pose, leve}. On montreansi le théorème suivantThéorème 3.4 Soit k > 0 Pour tout DPTAk du modèle faible à n états, on peutonstruire un DPTAk du modèle faible à exéutions �nies qui reonnaît le mêmelangage ave O(n2) états. La lasse les langages reonnus par un DPTAk est donfermée par omplément et par union.Preuve. Soit A un DPTAk du modèle faible. On onstruit omme dans le asdes automates heminants déterministes un DPTAk du modèle faible équivalent àexéutions �nies A′ qui simule A en arrière et e�etue un parours en profondeur dugraphe de on�gurations arrière. A haque fois que A′ viste un sommet (q, v, i, ~ui+1)du graphe G(A, t), sa tête de leture est sur le n÷ud v, q est stoké dans son étatet les jetons numérotés de k à i sont plaés selon ~ui+1. Le rang d'une on�gurationest une information �nie qui peut être stokée dans l'état de A′. Pour simuler enarrière une transition qui lève un jeton (respetivement qui pose un jeton), il su�tde poser le jeton sur le n÷ud ourant (respetivement de lever le jeton qui est sur len÷ud ourant). On peut maintenant étendre la onstrution du théorème 3.1 sansdi�ulté. �73



3.3.2 Une astue pour omplémenter le modèle fort détermi-nisteLa onstrution du omplément d'un automate déterministe du modèle faiblene s'étend pas diretement au modèle fort. En e�et, nous ne pouvons plus bornerle degré des arbres de on�gurations arrière ar, dans le modèle fort, le dernierjeton peut être levé à partir de n'importe quel n÷ud et un sommet de l'arbre deon�gurations arrière peut don avoir un nombre arbitraire de �ls de rang (q, leve).Considérons k un entier positif, A un DPTAk et t un arbre. A�n de déterminer demanière unique une on�guration de rang (q, leve) parmi ses frères dans le paroursdu graphe de on�gurations arrière, nous devons onnaître la position du jetonqui est sur le point d'être levé de l'arbre t. Etant donné un sommet x de l'arbre deon�guration arrière G(A, t) ayant omme père le sommet x′, on pose x = (q, u, i, ~ui)et x′ = (q′, v, j, ~vj) et on dé�nit le rang étendu de x par le triplet (q,D(x, x′), ui) où
D est la fontion dé�ni omme dans le as du modèle faible et ui la position du jeton
i dans t. Notons que nous avons besoin de ui seulement dans le as où D(x, x′) a lavaleur leve. Le rang étendu dé�nit de manière unique un sommet parmi ses frèresdans G(A, t) mais il ne peut plus être stoké ave une mémoire onstante dans l'étatde A′.Nous ordonnons maintenant les �ls d'un sommet (q′, v, i, ~vj+1) dans l'arbre deon�gurations arrière G(A, t) en fontion de leur rang étendu. L'ordre que nousdé�nissons dépend du n÷ud v. Il est basé sur un ordre arbitraire sur Q, un ordrearbitraire sur {տ,ր,�,ւ,ց, pose, leve} où "leve" est maximal et un ordre sur lesn÷uds de t. Pour des raisons tehniques qui deviendront laires par la suite, nous�xons l'ordre suivant sur les n÷uds de t : u <v u

′ si dans un parours en profondeurde gauhe à droite partant du n÷ud v, le n÷ud u est visité avant le n÷ud u′. Untel parours en profondeur est onstitué d'un parours en profondeur de gauhe àdroite du n÷ud v jusqu'à la raine suivi d'un parours en profondeur de gauhe àdroite de la raine au n÷ud v. Nous lassons dans G(A, t) deux sommets frères x1et x2 en utilisant l'ordre lexiographique sur le rang étendu.Dans le parours de l'arbre de on�gurations arrière G(A, t) dérit par la suite,nous onsidérons des étapes où A est simulé en avant entre deux n÷uds de t distin-gués. Pour formaliser ei, nous introduisons i-dessous les arbres marqués par desjetons puis une extension de l'arbre de on�gurations dans laquelle la raine n'estpas forément la on�guration initiale.Dé�nition 3.6 Soit J ⊆ N>0 un ensemble �ni de jetons. Un arbre J-marqué estun ouple (t, f) où t est un arbre et f une J-a�etation des jetons sur et arbre. Unarbre J-marqué sur l'alphabet Σ peut également être onsidéré omme un arbre surl'alphabet Σ × 2J tel que l'étiquette d'un n÷ud indique l'ensemble des jetons de Jqui se trouvent sur e n÷ud.Dé�nition 3.7 Considérons deux entiers i et k tels que 0 ≤ i ≤ k et un DPTAk Asur l'alphabet Σ. Soient t′ = (t, uk, · · · , ui+1) un arbre [i+ 1, k]-marqué, u un n÷udde t et q un état de A. Le graphe Gi(A, t′, q, u) est le graphe dont l'ensemble dessommets est l'ensemble des j-on�gurations de A sur t′ ave j ≤ i qui permettentd'atteindre la i-on�guration (q, u, uk · · ·ui) et tel qu'il existe une arête de la on�-74



guration x à la on�guration x′ si et seulement si x′ est une on�guration di�érentede (q, u, uk · · ·ui) telle que x′ A,t
−→ x.On montre que le graphe Gi(A, t′, q, u) dé�ni i-dessus est un arbre non-ordonnéde raine (q, u, uk · · ·ui) en reprenant la preuve du lemme 3.3 et nous ordonnonset arbre ave l'ordre dé�ni sur le rang étendu. Notons que le rang de et arbre deon�gurations dépend de la taille de l'arbre t. Pour s'en rendre ompte, supposonsqu'une j-on�guration (p, v, uk · · ·uj+1) a pour �ls dans l'arbre Gi(A, t′, q, u) une

(j − 1)-on�guration (r, v, ukuj) où j ∈ [1, i], p et r sont des états et uj un n÷ud de
t distint de v. Toutes les autres on�gurations de la forme (p, v, uk · · ·uj+1u

′) où u′est un n÷ud distint de v sont alors des �ls de la on�guration x dans Gi(A, t′, q, u)ar le jeton j peut être levé à partir de n'importe quel n÷ud.Nous onsidérons A un DPTAk. Pour m ∈ [0, k], nous notons Am le DPTAm surl'alphabet Σ × 2[m+1,k] obtenu à partir de A de la manière suivante : on supprimeles transitions qui lèvent ou qui posent un jeton dont le numéro est stritementsupérieur à m et on modi�e les transitions qui testent la présene d'un jeton dontle numéro est stritement supérieur à m de telle sorte qu'elles e�etuent e testà l'aide de l'étiquette du n÷ud ourant. Dans la preuve du lemme qui suit, nousonstruisons, pour tout entier m ∈ [0, k], un automate à 3m jetons qui e�etue unparours en profondeur du graphe de on�gurations arrière de Am.Lemme 3.4 Soient 0 ≤ m ≤ k, A un DPTAk et (r, s) un ouple d'états de A.On pose u3m+1 = u3m+2 = ǫ. On peut onstruire A′ un DPTA3m sur l'alphabet
Σ× 2[3m+1,··· ,3k] ave deux états q′0 et q′f tel que pour tout arbre [3m+ 1, 3k]-marqué
t′ = (t, u3k, · · · , u3m+1),� l'exéution de A′ sur t′ partant de la on�guration (q′0, u3m+1) est �nie et� (q′0, u3m+1)

A′,t′ ∗
−−−−→ (q′f , u3m+2) si et seulement si il existe une m-exéutionde A sur t de la on�guration (r, u3m+1, u3ku3(k−1) · · ·u3(m+1)) à la on�gu-ration (s, u3m+2, u3ku3(k−1) · · ·u3(m+1)).Nous rappelons qu'une m-exéution est une exéution d'une m-on�guration à une

m-on�guration durant laquelle le jeton (m+ 1) n'est jamais levé.Preuve. On prouve e lemme par indution sur l'entier m.Posons, pour tout n ∈ [m+1, k], vn = u3n et notons t′′ = (t, vk, · · · , vm+1) l'arbre
[m+1, k]-marqué et G le graphe de on�gurations arrière Gm(A, t′, s, u3m+1) ordonnéave le rang étendu.Le as de base m = 0 est similaire à la onstrution du lemme 3.1. L'automate A′stoke les états r et s dans sa mémoire et ommene par se plaer sur le n÷ud u2qui est marqué dans t′. A partir de e n÷ud et de l'état s, l'automate A′ e�etueun parours en profondeur du graphe de on�gurations arrière G. Les n÷uds u1 et
u2 étant marqués dans t′, si A′ visite le sommet (r, u1, vk, · · · v1) dans e parours ilretourne au n÷ud u2 et passe dans l'état q′f .On suppose maintenant que m > 0. Quand A′ visite un sommet (q, v, vk · · · vi+1)de G ave i ≤ m, sa tête de leture est en v, pour haque j ∈ [i+1, m], les jetons 3j,
(3j − 1) et (3j − 2) sont plaés sur le n÷ud vj et son état ontient q et le rang dusommet de G visité préédemment qui est une information bornée ontrairement aurang étendu. Ces informations sont maintenues omme il est dérit i-dessous.75



Si A ne lève pas de jeton, A se omporte omme un automate à jetons du modèlefaible et il est alors faile de simuler en avant et en arrière les transitions de A quine lèvent pas de jeton. Notons que A′ pose 3 jetons sur le n÷ud ourant lorsqu'ilsimule en avant une transition de A qui pose un jeton et qu'il lève 3 jetons lorsqu'ilsimule en arrière une transition de A qui pose un jeton.La di�ulté dans le parours en profondeur du graphe de on�gurations G estde simuler en arrière une transition qui lève un jeton. On suppose don que A′ doitvisiter un sommet x = (q, v, vk, · · · , vi) qui est le �ls dansG de x0 = (q0, v, vk · · · vi+1)ave i ≤ m. Son état ontient alors le rang d'une on�guration x′ qui est le frère de
x dans G dont le rang étendu est le prédéesseur du rang étendu de x.Si vi = v, d'après l'ordre dé�ni sur le rang étendu, le rang de x′ stoké dans l'étatde A′ n'est pas de la forme Q×{leve}. L'automate A′ pose alors les jetons (3i+ 2),
(3i+ 1) et 3i sur le n÷ud v, retient le rang (q, leve) de x dans son état et véri�e sila on�guration x permet d'atteindre la on�guration x0.Dans le as ontraire, si vi 6= v, le rang stoké dans l'état de A′ est de la forme
Q×{leve}. On pose x′ = (q, v, vk · · · vi+1v

′
i) où v′i est le prédéesseur de vi dans l'ordresur les n÷uds de t relatif à v. L'automate A′ doit trouver la position du n÷ud vi oùil doit poser 3 jetons. Pour ela, dans le parours en profondeur de G, A′ visite lesommet x diretement à partir de son frère x′ sans repasser par leur père. Les jetons

(3i+2), (3i+1) et 3i de A′ sont alors plaés en v′i et A′ doit transférer es jetons de
v′i à vi puis revenir au n÷ud v qui est la position de sa tête de leture. Remarquonsque si auune des exéutions de A sur t à partir d'une on�guration de la forme
(q′′, vi, vk, · · · , vi) ne ontient la on�guration x, il n'est pas néessaire de visiter laon�guration x qui ne peut pas être atteinte par A à partir d'une i-on�guration.Dans ette preuve, une telle on�guration est appelée une on�guration inutile. Apartir du n÷ud v, l'automate A′ lève les jetons (3i− 2) et (3i− 1) puis pose le jeton
(3i − 1) sur le n÷ud v pour pouvoir revenir en v si la on�guration x est inutile.Notons qu'à e stade le jeton 3i ne peut plus être levé. L'automate A′ herhe alors len÷ud v′i où est posé le jeton 3i dans l'arbre t′ en e�etuant un parours en profondeurde t′. Ensuite, A′ se déplae vers le suesseur v′i de vi dans l'ordre sur les n÷uds de trelatif à v et pose le jeton (3i−2) sur v′i. L'automate A′ détermine alors si x est uneon�guration inutile de la manière suivante : A′ simule A en avant à partir de toutesles on�gurations de la forme (q′′, vi, vk · · · vi) ave q′′ ∈ Q et véri�e la première foisque le jeton i est levé si sa tête est sur le n÷ud v marqué par le jeton (3i− 1) et sison état ourant est q.Si x est une on�guration inutile, A′ teste diretement le rang étendu suivanten retournant au n÷ud où est le jeton (3i − 2) et en déplaçant e jeton vers len÷ud suivant selon l'ordre sur les n÷uds relatif à v. Si au ontraire x n'est pas uneon�guration inutile, A′ retourne au n÷ud vi marqué par le jeton (3i− 2), lève lesjetons (3i−2), (3i−1) et 3i, les pose tous sur vi et simule enore A en avant jusqu'àe qu'il lève le jeton i. L'automate est alors retourné au n÷ud v après avoir plaéles 3 jetons (3i− 2), (3i− 1) et 3i. Il peut alors ontinuer son parours de G.La dernière di�ulté qui nous a amené à proéder par indution est la suivante :quand A′ véri�e si x est une on�guration inutile, il est dangereux de simuler enavant l'automate A qui peut bouler. Notons alors que A doit seulement être simulédu n÷ud marqué par le jeton (3i − 2) au n÷ud marqué par le jeton (3i − 1) et76



durant ette exéution A ne lève jamais le jeton i ni eux qui ont un numéro plusgrand puisque le plaement des jetons obéit à une disipline de pile. A′ doit donsimuler une (i− 1)-exéution de A. On applique alors l'hypothèse d'indution pourle n÷ud initial vi marqué par le jeton (3i − 2), le n÷ud terminal v marqué par lejeton (3i− 1) et les états q′′ et q. On obtient ainsi un automate dont les exéutionspartant de la on�guration orrespondant à (q′′, vi, vk · · · vi) sont �nies et on utiliseet automate pour simuler A en avant.En�n, lorsque tous les �ls de xp ont été visités et qu'on remonte dans G ave unetransition qui lève un jeton. A′ retourne alors au n÷ud v et peut lever les 3 jetons
(3i− 2), (3i− 1) et 3i pour simuler en avant la transition qui lève le jeton i.Si A′ visite la on�guration (r, u3m+1, u3ku3(k−1) · · ·u3(m+1)) dans le parours enprofondeur de G, l'état r de A est retenu dans l'état de A′, la tête de leture de A′est sur le n÷ud u3m+1 qui est marqué et les 3m jetons de A′ sont levés. L'automate
A′ retourne alors au n÷ud s qui est également marqué et passe dans l'état q′f .

�Nous déduisons du as m = k du lemme i-dessus ave la raine omme n÷udinitial et �nal le théorème suivant :Théorème 3.5 La lasse des langages d'arbres reonnus par un automate à jetonsdéterministe du modèle fort est fermée par omplément et union.Soient k ≥ 0, A un automate déterministe à k jetons du modèle fort et LA lelangage reonnu par A. On peut onstruire un automate déterministe à 3k jetonsdu modèle fort équivalent à exéutions �nies qui reonnaît LA et un automate dé-terministe à 3k jetons du modèle fort équivalent à exéutions �nies qui reonnait leomplément de LA.Notons que, pour haque entier k, notre onstrution d'un automate déterministeà 3k jetons qui reonnaît le omplément d'un automate déterministe à k jetons dumodèle fort est polynomiale.
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CHAPITRE4Caratérisation logique des automates àjetons
Ce hapitre porte sur la aratérisation logique des automates d'arbres à jetons.Nous avons montré ave la proposition 2.6 qu'un langage aepté par un automateà jetons est dé�ni par une formule MSO. Nous dé�nirons dans le hapitre 5 unlangage d'arbres régulier, 'est-à-dire un langage d'arbres dé�ni par une formulelogique MSO et nous prouverons que e langage ne peut pas être reonnu par unautomate d'arbres à jetons. Le but de e hapitre est d'identi�er un fragment de lalogique MSO d'expressivité équivalente aux automates d'arbres à jetons. Une tellearatérisation logique des automates d'arbres à jetons a été établie par J. Engel-friet et H.J. Hoogeboom [19℄. Si leur aratérisation onerne le modèle fort desautomates à jetons, elle reste tout autant valable pour le modèle faible omme lemontrent les résultats du hapitre 5 établissant l'équivalene de es deux modèles.Cette aratérisation énone l'équivalene entre les automates d'arbres à jetons etla logique FO + posTC, une extension de la logique du premier ordre au moyend'un opérateur de l�ture transitive unaire apparaissant positivement. De manièresimilaire, les automates d'arbres à jetons déterministes orrespondent à la la logiqueFO+DTC, 'est-à-dire la logique du premier ordre augmentée d'un opérateur del�ture transitive unaire déterministe.La setion 4.1 présente les logiques FO+ posTC et FO+DTC qui sont respe-tivement des extensions des logiques FO(TC) et DTC(FO) introduites par Nevenet Shwentik dans [34℄ pour aratériser les automates heminants déterministeset non-déterministes. Nous énonçons ensuite les résultats de [19℄ onernant les au-tomates à jetons dans la setion 4.2. Nous dérivons la onstrution d'une formulelogique du premier ordre ave l�ture transitive à partir d'un automate à jetons quiest assez tehnique bien que sans di�ulté partiulière. Le leteur peut onsulter79



[19℄ où ette onstrution est très bien présentée. Nous donnons par ontre une nou-velle présentation de la onstrution d'un automate à jetons reonnaissant le langagedé�ni par une formule FO + posTC et d'un automate à jetons déterministe reon-naissant le langage dé�ni par une formule FO+DTC où nous utilisons les résultatsdu hapitre 3.Les résultats présentés dans e hapitre sont utilisés dans le hapitre 6 pourobtenir des onséquenes logiques et séparer les logiques FO+DTC et MSO.4.1 Logique du premier ordre et l�ture transitiveNous dé�nissons dans ette setion les logiques FO+posTC et FO+DTC sur lesarbres à partir de la logique du pemier ordre. Rappelons que la logique du premierordre est dé�ni sur les arbres binaires étiquetés par un alphabet Σ à l'aide desonneteurs ¬, ∧, ∨, des quanti�ations universelle et existentielle sur des variabledu premier ordre et des formules atomiques suivantes :� Pa(x) pour haque lettre a de Σ signi�ant que le n÷ud orrespondant à x estétiqueté par a,� S1(x, y) et S2(x, y) orrespondant aux relations �ls gauhe et �ls droit,� x < y signi�ant que le n÷ud orrespondant à y est un desendant du n÷udorrespondant à x.La logique du premier ordre permet d'exprimer uniquement des propriétés loalesontrairement aux automates heminant qui peuvent par exemple véri�er que laprofondeur de toutes les feuilles d'un arbre est paire. Nous démontrons dans lehapitre 6 que les automates à jetons ne reonnaissent pas tous les langages réguliers.Nous présentons don dans ette setion des logiques dont le pouvoir d'expressionest ompris entre elui la logique du premier ordre et elui de la logique MSO quiaratérise les langages d'arbres réguliers.Nous dé�nissons un opérateur de l�ture transitive unaire noté TC. De manièreinformelle, TCx′,y′

x,y φ signi�e qu'il existe une suite de n÷uds dont le premier élémentest x′ et le dernier élement y′ telle que haque ouple de n÷uds onséutifs de ettesuite satisfait la formule φ(x, y).Dé�nition 4.1 Soit φ une formule logique ave (m + 2) variables libres. On pose
~z = (z1, · · · , zm).TCx′,y′

x,y φ(x, y, ~z) est une formule ayant pour variables libres x′, y′, ~z.Etant donnés un arbre t et γ une valuation des variables x′, y′, ~z dans l'ensembledes n÷uds de t, on a t, γ |= TCx′,y′

x,y φ(x, y, ~z) s'il existe une suite de n÷uds de l'arbre
u1, · · · , un telle que u1 = γ(x′), un = γ(y′) et pour tout 1 ≤ i < n on a

t |= φ(ui, ui+1, γ(z1), · · · , γ(zm)).En partiulier, la formule TCx′,x′

x,y φ(x, y, ~z) est toujours véri�ée ar, pour la suitede n÷uds u1 = x′, u2 = x′, il n'existe auun entier i tel que 1 ≤ i < 2.Exemple 4.1 La formule suivante exprime que la feuille la plus à droite de l'arbreonsidéré est à une profondeur paire, 'est-à-dire à une distane paire de la raine.
∃x′, y′(ra(x′) ∧ fe(y′) ∧TCx′,y′

x,y (∃z S2(x, z) ∧ S2(z, y)))80



Remarque 4.1 Comme toutes les l�tures transitives que nous onsidérons sontunaires, on dit que TCx′,y′

x,y φ(x, y, ~z) est la l�ture transitive de φ pour x et y de x′ à
y′. Les l�tures transitives n-aires sont dé�nies de manière similaire en remplaçantdans la dé�nition 4.1 les variables x, y, x′ et y′ par des n-uplets de variables. Ilest montré dans [19℄ que la logique du premier ordre ave l�ture transitive n-airedé�nit les langages reonnus par un automate à jetons ave n têtes de leture. Ceslangages ne sont pas tous réguliers, 'est pourquoi nous ne onsidérons que desl�tures transitives unaires.Dé�nition 4.2 Soient φ une formule logique, x et y des variables libres de φ, onnote z1, · · · zm les autres variables libres de φ. La formule φ(x, y, z1, · · · , zm) est ditefontionnelle relativement à y si, pour tout arbre t et pour tout (m+1)-uplet de n÷uds
u, u1, · · · , um, il existe au plus un n÷ud v tel que φ(u, v, u1, · · · , um) est satisfaite.La l�ture transitive TCx′,y′

x,y φ(x, y, z1, · · · , zm) est alors dite déterministe et on peutnoter ette formule ainsi : DTCx′,y′

x,y φ(x, y, z1, · · · , zm).Remarque 4.2 La dé�nition de l'opérateur DTC est sémantique. La syntaxe deet opérateur n'est pas e�etive : étant donnée une formule φ(x, y, z1, · · · , zm), onignore à priori si on peut onsidérer la formule DTCx′,y′

x,y φ(x, y, z1, · · · zm).Exemple 4.2 Dans l'exemple 4.1, la sous-formule TCx′,y′

x,y (∃z S2(x, z)∧S2(z, y)) estune l�ture transitive déterministe ar, pour tout arbre t et pour tout n÷ud u de t, ilexiste au plus un n÷ud v tel que la formule ∃z S2(x, z)∧S2(z, y) soit satisfaite pour
x = u et y = v. On peut alors noter ette formule DTCx′,y′

x,y (∃z S2(x, z) ∧ S2(z, y))Par ontre, la formule TCx′,y′

x,y (S1(x, y)∨S2(x, y)) n'est pas une l�ture transitivedéterministe. En e�et, étant donnés un arbre t qui n'est pas réduit à une feuille etun n÷ud interne u de t, il existe deux n÷uds v tels que S1(u, v) ∨ S2(u, v).On remarque que la formule TCx′,y′

x,y (S1(x, y) ∨ S2(x, y)) est équivalente à la for-mule atomique x′ ≤ y′ qui peut ainsi être exprimée à l'aide d'une l�ture transitiveet des autres prédiats de base.Dé�nition 4.3 Les formules de FO+TC sont dé�nies indutivement au moyen desopérateurs du premier ordre et de la l�ture transitive.Les formules de FO+DTC sont dé�nies indutivement au moyen des opérateursdu premier ordre et de la l�ture transitive déterministe. Il s'agit de toutes les for-mules de FO+TC telles qu'un opérateur de l�ture transitive ne peut être appliqué àune sous-formule φ pour des variables x et y que si φ est fontionnelle relativementà y.La restrition qui permet de dé�nir FO+DTC à partir de FO+TC est une res-trition sémantique qui limite l'emploi d'un opérateur de l�ture transitive. Nousintoduisons maintenant la logique FO + posTC à partir de FO+TC et d'une res-trition syntaxique portant ette fois sur les négations. Nous onsidérons maintenantles formules de FO+TC dont toutes les ourrenes de l�ture transitive sont posi-tives, 'est-à-dire les formules de FO+TC telles qu'il y a toujours un nombre pairde négation dans la portée d'un opérateur TC.81



Par exemple, si φ est une formule du premier ordre sur les arbres, la formule
¬(∃x′, y′S1(x

′, y′) ∧ ¬(TCx′,y′

x,y (φ))) est une formule de FO + posTC ar il y a deuxnégations dans la portée de son opérateur TC. En utilisant des arguments lassiquesen logique, il est faile de montrer que les formules de FO+TC ave uniquementdes ourrenes positives de l�ture transitive sont équivalentes à des formules deFO+TC où la négation ne peut être appliquée qu'aux prédiats élémentaires 'est-à-dire aux prédiats �ls gauhe, �ls droit, anêtre et aux prédiats assoiés auxlettres.Par exemple, la formule ¬(∃x′∃y′S1(x
′, y′) ∧ ¬(TCx′,y′

x,y (φ))) est équivalente à laformule ∀x′∀y′¬(S1(x
′, y′)) ∨TCx′,y′

x,y (φ).Nous utilisons e résultat pour dé�nir formellement la logique FO+ posTC.Dé�nition 4.4 Les formules de FO + posTC sont les formules de FO+TC tellesque la négation n'est appliquée qu'à des formules atomiques.Nous verrons dans le setion suivante que la logique FO + posTC aratériseles automates à jetons du modèle fort non-déterministes. La restrition portant surles négations dans la logique FO + posTC est imposée ar nous ne savons pasomplémenter un automate à jetons non-déterministe.Théorème 4.1 Toutes les logiques ave l�ture transitive ont un pouvoir d'expres-sion inférieur ou égal à elui de la logique MSO. Il est toujours possible d'exprimerun opérateur de l�ture transitive ave une formule MSO.Preuve. Il su�t de noter que la formuleTCx′,y′

x,y φ(x, y, ~z) est équivalente à la formulei-dessous :
∀X (x′ ∈ X ∧ (∀x∀y(x ∈ X ∧ φ(x, y, ~z))⇒ y ∈ X)⇒ y′ ∈ X)On peut alors transformer une formule de FO+TC en une formule MSO équi-valente. �4.2 Jetons forts et l�ture transitiveLe premier résultat porté sur la logique et les automates d'arbres séquentiels estobtenu par F. Neven et T. Shwentik dans [34℄ : la lasse des langages reonnuspar un automate heminant est dé�nie par la logique TC(FO). Chaque formule deTC(FO) est une l�ture transitive de la raine à la raine d'une formule logique dupremier ordre. Il est également montré dans [34℄ que les automates heminants dé-terministes ont le même pouvoir d'expression que la logique DTC(FO) des l�turestransitives déterministes de la raine à la raine de formules du premier ordre.Ces résultats sont étendus au as des automates d'arbres à jetons par J. Engelfrietet H.J. Hoogeboom dans [19℄. Dans e qui suit, nous nous intéressons à e as plusgénéral pour lequel nous avons les théorèmes suivants.Théorème 4.2 [19℄ La lasse des langages d'arbres reonnus par un automate àjetons non-déterministe du modèle fort est la lasse des langages dé�nis par la logiqueFO+ posTC. 82



Théorème 4.3 [19℄ La lasse des langages d'arbres reonnus par un automate àjeton déterministe du modèle fort est la lasse des langages dé�nis par la logiqueFO+DTC.Notons que le théorème 4.3 implique que la lasse des langages reonnus par unautomate d'arbres à jetons déterministe du modèle fort est fermée par omplément.Nous avons montré dans le hapitre 3 omment omplémenter un automate à kjetons déterministe du modèle faible sans augmenter k le nombre de jetons. Nousgénéralisons e résultat au modèle fort dans le hapitre 5 et nous montrons ainsi que,pour tout entier k, la lasse des automates déterministes à k jetons est fermée paromplément. Les résultats de [19℄ et de [32℄ sont liés et ont été prouvés en utilisantl'idée de [47℄ qui est de simuler en arrière un automate déterministe pour obtenirun automate déterministe à exéutions �nies équivalent. Notons que la onstrutiondu omplément d'un automate à jetons du modèle fort donnée par [19℄ augmenteonsidérablement le nombre de jetons. Nous montrons au hapitre 5, que nous pou-vons déduire des résultats de [8℄ et de [32℄ une onstrution du omplément d'unautomate à jetons déterministe du modèle fort ave le même nombre de jetons.La partie 4.2.1 reprend les idées utilisées dans [19℄ et explique omment trans-former un automate à jetons en formule logique équivalente de FO + posTC dansle as non-déterministe et de FO+DTC dans le as déterministe. Dans la partie4.2.2, nous dérivons la onstrution réiproque en utilisant les résultats du hapitre3 dans le as déterministe.4.2.1 De l'automate à la formuleLa transformation d'un automate à jetons ave n têtes de letures en formulelogique du premier ordre ave l�ture déterministe n-aire est dérite en détailsdans [19℄. Cette setion présente ette onstrution pour n = 1 et montre ainsiomment exprimer le omportement séquentiel d'un automate à jetons ave les opé-rateurs de l�ture transitive.Lemme 4.1 Soient k ≤ 0 et A un PTAk. Il existe une formule lose FO+ posTCqui dé�nit le langage reonnu par APreuve. Posons A = (Q,Σ, I, F, δ). Rappelons que, k étant �xé, la notation ~uidésigne la suite �nie uk, · · · , ui. Etant donnée ρ = c1 · · · cm une exéution de A,les on�gurations intermédiaires de ρ sont les on�gurations c2, · · · cm−1. Notonsqu'une exéution omposé de deux on�gurations n'a don pas de on�gurationintermédiaire.Pour prouver le lemme, nous démontrons que pour tout i ∈ [0, k] et pour toutouple d'états (p, q), il existe une formule ψi
p,q(x, y, ~xi+1) satisfaite par l'ensembledes (k − i+ 2)-uplets (u, v, ~ui+1) telle qu'il existe une i-exéution de A, 'est à direune exéution où A ne lève pas le jeton (i + 1), de la on�guration (p, u, ~ui+1) à laon�guration (q, v, ~ui+1). Proédons par indution sur i.Commençons par le as i = 0 pour lequel les exéutions de A onsidérées nedéplaent auun jeton.Le passage d'une transition qui ne pose pas et ne lève pas de jetons peut s'expri-mer au premier ordre et nous pouvons alors érire pour haque ouple (p, q) d'états83



de A une formule du premier ordre φ0
p,q(u, v, ~u1) satisfaite par les (k + 2)-uplets

(u, v, ~u1) pour lesquels la on�guration (p, u, ~u1) a pour suesseur la on�guration
(q, v, ~u1), 'est-à-dire pour lesquels l'automate A passe de la on�guration (p, u, ~u1)à la on�guration (q, v, ~u1) en e�etuant une transition.Nous ordonnons l'ensemble Q des états de A. Nous notons alors Q = [1, n]. Pourtout triplet d'états (p, q, r), nous dé�nissons maintenant par indution sur r ∈ [0, n]une formule φr

p,q(x, y, ~x1) satisfaite par les (k + 2)-uplets (u, v, ~u1) pour lesquels ilexiste une 0-exéution de la on�guration (p, u, ~u1) à la on�guration (q, v, ~u1) donttoutes les on�gurations intermédiaires ont un état inférieur ou égal à r.Pour r = 0, nous avons déja dé�ni la formule φ0
p,q(x, y, ~x1). Pour r > 0, une

0-exéution de (r, u, ~u1) à (r, v, ~u1) dont toutes les on�gurations intermédiaires ontun état inférieur ou égal à r peut se déomposer en une suite d'exéutions d'uneon�guration de la forme (r, u′, ~u1) à une on�guration de la forme (r, v′, ~u1) telle quetoutes les on�gurations intermédiaires de es exéutions ont un état inférieur ouégal à (r− 1). On dé�nit alors indutivement la formule φr
p,q(x, y, ~x1) par la formulei-dessous :

φr−1
p,q (x, y, ~x1) ∨ ∃z1, z2[(φ

r−1
p,r (x, z1, ~x1) ∧TCz1,z2

x′,y′ φ
r−1
r,r (x′, y′, ~u1) ∧ φ

r−1
r,q (z2, y, ~x1)]On pose alors ψ0

p,q(x, y, ~x1) = φn
p,q(x, y, ~x1) et le as i = 0 est montré.Considérons maintenant i > 0. Pour tout r ∈ [0, n], on onstruit alors par indu-tion sur r une formule Φr

p,q(x, y, ~xi+1) satisfaite par les (k − i+ 2)-uplets (u, v, ~ui+1)pour lesquels il existe une i-exéution de la on�guration (p, u, ~ui+1) à la on�-guration (q, v, ~ui+1) telle que toutes les i-on�gurations intermédiaires de ette i-exéution ont un état inférieur à r.Pour r = 0, une telle i-exéution orrespond soit à une seule transition qui nedéplae pas de jeton, soit à une transition qui pose le jeton i suivie d'une (i − 1)-exéution et en�n d'une transition qui lève le jeton i. Nous onsidérons pour toutouple d'états (p, q) les formules du première ordre suivantes qui expriment le passaged'une transition de A :� φp,q(x, y, ~xi+1) est la formule satisfaite par les (k−i+2)-uplets (u, v, ~ui+1) pourlesquels la i-on�guration (p, u, ~ui+1) a pour suesseur la i-on�guration (q, v, ~ui+1),� φpose
p,q (x, ~xi+1) est la formule satisfaite par les (k− i+1)-uplets (u, ~ui+1) tels quela i-on�guration (p, u, ~ui+1) a pour suesseur la (i−1)-on�guration (q, u, ~ui+1u)� φleve
p,q (x, ~xi+1, y) est la formule satisfaite par les (k− i+2)-uplets (u, ~ui+1, v) telsque la (i−1)-on�guration (p, u, ~ui+1v) a pour suesseur la i-on�guration (q, u, ~ui+1).La formule Φ0

p,q(x, y, ~xi+1) est alors dé�nie par :
φp,q(x, y, ~xi+1) ∨

∨

s1,s2∈Q

φpose
p,s1

(x, ~xi+1) ∧ ψ
r−1
s1,s2

(x, y, ~xi+1, x) ∧ φ
leve
s2,q(y, ~xi+1, x)Pour r > 0, la formule Φr

p,q(x, y, ~x1) est donnée par :
Φr−1

p,q (x, y, ~x1) ∨ ∃z1, z2[(Φ
r−1
p,r (x, z1, ~x1) ∧TCz1,z2

x′,y′ Φ
r−1
r,r (x′, y′, ~u1) ∧ Φr−1

r,q (z2, y, ~x1)]La formule ψi
p,q orrespond alors à la formule Φn

p,q.Pour i = k, la formule ψk
p,q(x, y) est satisfaite par les ouples (u, v) tels qu'il existeune exéution de la on�guration (p, u) à la on�guration (q, v). On onsidère en�n84



ra(x) la formule du premier ordre satisfaite par la raine, I l'ensemble des états initialet F l'ensemble des états aeptants de A, la formule ra(x)∧ra(y)∧
∨

p∈I,q∈F ψ
k
p,q(x, y)dé�nit alors le langage reonnu par A. Notons que dans toutes les formules que nousonstruisons il n'y pas de négation devant un opérateur TC. La formule ψ est donbien dans FO+ posTC. �Comme les langages réguliers sont les langages dé�nis par la logique MSO, onobtient en utilisant le théorème 4.1 le orollaire suivant :Corollaire 4.1 Les langages reonnus par les automates à jetons sont réguliers.Remarquons que, si A est déterministe, les opérateurs TC sont appliqués dans lapreuve du théorème (i-dessus) uniquement aux formules de la forme φr−1

r,r (x′, y′, ~u1)et Φr−1
r,r (x′, y′, ~ui) qui sont fontionnelles. En e�et, pour tout (k+1)-uplets de n÷uds (u, ~u1)et pour tout i ∈ [0, k], il y a au plus un n÷ud v tel qu'il existe une i-exéution ρ dela on�guration (r, u, ~ui+1) à la on�guration (r, u, ~ui+1) sans on�guration intermé-diaire d'état r. On déduit ainsi le lemme suivant pour le as déterministe :Lemme 4.2 Soient k ≤ 0 et A un DPTAk. Il existe une formule lose FO+posTCqui dé�nit le langage reonnu par A.4.2.2 De la formule à l'automateNous montrons dans ette partie, omment onstruire indutivement à partird'une formule φ du premier ordre ave des l�tures transitives, un automate à jetonsreonnaissant le langage dé�ni par φ.Pour le as non-déterministe où nous onsidérons une formule FO+posTC, nousreprenons i-dessous la preuve de [19℄ qui est assez simple.Lemme 4.3 Pour toute formule lose FO+posTC ψ, il existe un PTAk qui reon-naît le langage dé�ni par ψ.Preuve.Une valuation des variables libres d'une formule FO+posTC est �xée en posantun jeton par variable dans l'arbre donné. De manière formelle, si on onsidère la for-mule φ(x1, · · · , xm), un arbre t et des n÷uds u1, · · · , um de t, l'automate à jetons Aφonstruit pour φ doit véri�er la propriété suivante : étant donné un arbre t où lesn÷uds u1, · · · , um sont marqués, il existe une exéution de Aφ à partir de la raineet de l'état initial se terminant à la raine dans un état aeptant si et seulement si

t |= φ(u1, · · · , um).Pour les formules atomiques, il est très faile de onstruire un automate déter-ministe Aφ. Par exemple, l'automate orrespondant à la formule x < y e�etue unparours en profondeur de l'arbre t donné pour herher le n÷ud marqué orrespon-dant à la variable y, remonte à partir de e n÷ud jusqu'à la raine et aepte s'ilroise au ours de ette remontée le n÷ud marqué orrespondant à x.Nous proédons maintenant par indution sur la formule.Pour la négation d'une formule atomique φ, il su�t de omplémenter l'automatedéterministe Aφ en utilisant le théorème 3.5.85



Pour l'union et l'intersetion deux formules FO + posTC, nous utilisons la pro-position 2.3.Pour une quanti�ation existentielle ∃x φ, l'automate hoisit de manière non-déterministe un n÷ud de l'arbre orrespondant à la variable x, le marque ave unjeton puis simule l'automate Aφ.Pour une quanti�ation universelle ∀x φ, l'automate e�etue un parours enprofondeur de l'arbre, à haque fois qu'il visite un n÷ud pour la première fois dans eparours, il pose un jeton dessus et il simule l'automateAφ. Si Aφ aepte, l'automatequ'on onstruit lève le jeton et ontinue son parours pour pouvoir tester le n÷udsuivant.Il ne reste plus qu'à montrer omment onstruire un automate A qui orrespond àla formule TCx′,y′

x,y φ(x, y, ~zm). On rappelle que les n÷uds orrespondant aux variableslibres x′, y′ et ~zm sont marqués. L'automate A devine une suite de n÷uds partant de
x′ et utilise ses jetons pour véri�er que φ est satisfaite pour haque ouple de n÷udsonséutifs de ette suite de la manière suivante. L'automate A ommene par poserson jeton nx sur le n÷ud u1 orrespondant à la variable x′ puis il hoisit un n÷ud u2et pose son jeton ny dessus. Le numéro de jeton ny est tel que nx = ny + 1. Ensuite,
A simule l'automate Aφ obtenu d'après φ par indution et véri�e ainsi si la formule
φ est bien satisfaite par les n÷uds u1 et u2 qui sont marqués par les jetons nx et
ny. Si e n'est pas le as, l'automate A rejette et sinon A retourne sur le n÷ud u2marqué par le jeton ny, lève les jetons ny et nx à partir du n÷ud u2 et repose lejeton nx sur le n÷ud u2. Remarquons que le jeton nx est levé à distane, l'automate
A onstruit est don un automate à jetons du modèle fort. Si u2 est le n÷ud marquéqui orrespond à la variable y′, l'automate A lève le jeton nx et aepte. Sinon, Ahoisit un nouveau n÷ud u3, poser son jeton ny dessus et véri�e si φ est satisfaite parles n÷uds u2 et u3. L'automate A ontinue son exéution ainsi jusqu'à e qu'il rejetteou bien qu'il hoisisse le n÷ud orrespondant à la variable y′, qu'il pose son jeton nydessus et qu'il véri�e que φ est satisfaite par les n÷uds marqués par les jetons nx et
ny. Dans e as, l'automate a bien véri�é qu'il existe une suite de n÷uds onséutifsdu n÷ud orrespondant à la variable x′ au n÷ud orrespondant à la variable y′ telleque φ est satisfaite pour tout ouple de n÷uds onséutifs de ette suite.

�La di�ulté supplémentaire dans le as déterministe de [19℄ est de onstruireindutivement des automates d'une part pour la négation et d'autre part pour lal�ture transitive déterministe d'une formule FO+DTC donnée. Nous allons voirque les résultats du hapitre 3 éartent es di�ultés. D'après le lemme 3.5, nouspouvons en e�et, étant donné un automate d'arbres à jetons déterministe, d'une partonstruire un automate à jetons déterministe qui reonnaît le omplément du langagereonnu par A et d'autre part onstruire un automate déterministe équivalent à Aqui ne boule pas.Lemme 4.4 Pour toute formule lose FO+DTC ψ, il existe un DPTAk qui reon-naît le langage dé�ni par ψ.Preuve. Dans le as déterministe, on raisonne enore par indution sur la formule.On note d'abord que les automates onstruits pour les prédiats élémentaires dansla preuve du lemme préédent sont des automates déterministes.86



Pour l'intersetion de deux formules, on utilise la propriété 2.4. Pour l'unionet le omplément on utilise le théorème 3.5. Pour la quanti�ation universelle, onproède omme dans le as non-déterministe : l'automate onstruit dans le as non-déterministe pour la formule ∀xφ est déterministe si l'automate onstruit pour laformule φ est déterministe Pour une quanti�ation existentielle du premier ordre
∃xφ, l'automate e�etue un parours en profondeur de l'arbre, à haque fois qu'ilvisite un n÷ud pour la première fois dans e parours, il pose un jeton dessus, simulel'automate Aφ onstruit par indution. D'après le théorème 3.5, on peut supposerque l'automate à jetons déterministe Aφ est à exéutions �nies. Si l'automate Aφrejette lors de ette simulation, l'automate que nous onstruit pour la formule ∀xφlève le jeton et ontinue son parours en profondeur pour tester le prohain n÷udvisité.Il ne reste plus qu'à onsidérer un opérateur de l�ture transitive déterministe.On herhe don à onstruire A un automate à jetons déterministe orrespondant àla formule DTCx′,y′

x,y φ(x, y, ~zm) où φ est un prédiat fontionnel relativement à y. Ononsidère l'automate à jetons déterministe onstruit pour la formule Aφ. D'après lethéorème 3.5, on peut supposer que Aφ est à exéutions �nies. Contrairement au asnon-déterministe, on ne peut pas deviner le hemin du n÷ud orrespondant à x′ aun÷ud orrespondant à z′, on proède de manière similaire au as non-déterministemais l'automate A doit tester toutes les possibilités à haque étape où il pose lejeton ny de la manière suivante. L'automate A pose d'abord son jeton nx sur len÷ud u1 orrespondant à la variable x′ puis il e�etue un parours en profondeurde l'arbre et à haque fois que A visite un n÷ud v pour la première fois dans eparours il pose son jeton ny = nx − 1 sur e n÷ud et simule l'automate Aφ àexéutions �nies pour véri�er si φ est satisfaite par u1 et v. Si Aφ rejette, l'automate
A lève le jeton ny pour pouvoir le reposer sur le n÷ud qu'il visite juste après dansson parours en profondeur. Si, pour tous les n÷uds de l'arbre qui sont visités par
A dans le parours en profondeur, Aφ rejète, A rejette aussi. Dans le as ontraire
Aφ a marqué ave son jeton ny l'unique n÷ud u2 tel que φ est satisfaite par u1 et
u2. A partir de e n÷ud u2, Aφ lève le jeton ny puis le jeton nx et repose le jeton nxsur le n÷ud u2. L'automate A ontinue son exéution ainsi jusqu'à e qu'il rejetteou bien qu'il pose son jeton ny sur le n÷ud orrespondant à la variable y′ et qu'ilvéri�e que φ est satisfaite par les n÷uds marqués par les jetons nx et ny. Dans eas, l'automate a bien véri�é qu'il existe une suite de n÷uds onséutifs du n÷udorrespondant à la variable x′ au n÷ud orrespondant à la varaible y′ telle que φ estsatisfaite pour tout ouple de n÷uds onséutifs de ette suite, la formule est donbien véri�ée et A aepte. �4.2.3 Logiques ave l�ture transitive pour les motsToutes les logiques ave l�ture transitive que nous avons introduits pour lesarbres dans la partie peuvent être dé�nies de manière similaire sur les mots.Les onstrutions pour prouver les aratérisations logiques des automates àjetons déterministes et non-déterministes du modèle fort s'adaptent sans di�ultéau as des mots. Nous avons aussi montré dans le hapitre 2 que les langages aeptéspar un automate à jetons sur les mots sont les langages réguliers. Nous pouvons don87



déduire que les logiques MSO, FO+posTC, FO+DTC et FO+TC sont équivalentessur les mots.

88



CHAPITRE5Equivalene du modèle faible et du modèlefort
Sommaire5.1 Cas des automates non-déterministes à 1 et 2 jetons . . 905.1.1 Cas des automates d'arbres à un jeton . . . . . . . . . . . 905.1.2 Cas des automates d'arbres à deux jetons . . . . . . . . . 935.2 Comportement d'un wPTA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 955.2.1 Dé�nition du omportement d'un wPTA . . . . . . . . . . 955.2.2 Composition des omportements . . . . . . . . . . . . . . 1005.3 Passage du modèle fort au modèle faible dans le asnon-déterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1025.3.1 Deviner un omportement . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1035.3.2 A�aiblir un jeton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1045.3.3 Complexité du passage du modèle fort au modèle faible . 1065.4 Passage du modèle fort au modèle faible dans le asdéterministe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065.4.1 Caluler et non deviner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1075.4.2 Gérer les exéutions in�nies dans le alul du omportement1085.4.3 Equivalene des deux modèles déterministes et onséquene 109Nous démontrons dans e hapitre que le modèle fort et le modèle faible d'auto-mates à jetons ont le même pouvoir d'expression dans le as déterministe et dans leas non-déterministe. Etant donné A un automate du modèle fort à k jetons, nousonstruisons un automate à k jetons du modèle faible équivalent qui est déterministesi A l'est. Pour donner le prinipe de ette onstrution, nous nous intéressons dans89



un premier temps aux automates d'arbres non-déterministes à 1 et 2 jetons qui véri-�ent la propriété suivante : seul le premier jeton posé par l'automate, 'est-à-dire lejeton dont le numéro est le plus grand, peut être levé à distane. Il sera montré dansla setion 5.3 que nous pouvons nous ramener par indution à des automates dumodèle fort qui véri�ent ette propriété. Pour traiter le as général, nous dé�nissonsdans la setion 5.2, étant donné un automate à jetons du modèle faible, son ompor-tement pour un sous-arbre et son omportement pour un ontexte. Nous montronsensuite omment omposer es omportements de manière ompatible ave la om-position des sous-arbres et des ontextes. La notion de omportement d'un automateà jetons est utilisée dans les onstrutions de e hapitre et dans les preuves du ha-pitre 6. Nous dérivons en�n la transformation d'un automate à jetons du modèlefort en un automate du modèle faible équivalent ave le même nombre de jetons.Nous étudions le as non-déterministe dans la setion 5.3 et le as déterministe dansla setion 5.4.5.1 Cas des automates non-déterministes à 1 et 2jetonsA�n de donner dans un premier temps une idée des onstrutions des se-tions 5.3 et 5.4, nous ommençons par des as partiuliers d'automates à jetonsnon-déterministes, le as déterministe étant plus di�ile. L'automate A du modèlefort à 2 jetons que nous onsidérons dans ette setion a un omportement fort pourle jeton 2 uniquement. Le jeton 1 que l'automate pose après, ne peut être levé qu'àpartir du n÷ud où il se trouve. Le as d'un automate à 1 jeton non-déterministedérit en 5.1.1 donne le prinipe de base de la onstrution : l'automate du modèlefaible que l'on onstruit va simuler l'automate du modèle fort donné tout en dé-plaçant le jeton pas à pas du n÷ud où il est posé jusqu'au n÷ud à partir duquelil est levé par l'automate du modèle fort. Le as d'un automate à 2 jetons montreomment résoudre la prinipale di�ulté de la onstrution de 5.3 : a�n de simulerl'automate A du modèle fort donné dans la partie de l'arbre où la position du jeton 2que l'automate A′ du modèle faible déplae est perdue, l'automate A′ va stoker etatualiser le omportement de A dans ette partie de l'arbre.5.1.1 Cas des automates d'arbres à un jetonSoit A un automate à 1 jeton non-déterministe du modèle fort. Nous onstruisonsi-dessous un automate A′ à un jeton non-déterministe équivalent du modèle faible.Considérons une exéution de A. Tant que A ne pose pas son jeton, A se omporteomme un automate heminant et A′ le simule sans di�ulté. Lorsque A pose sonjeton sur un n÷ud up, A′ pose aussi son jeton sur e n÷ud. Notons uℓ le n÷ud oùest A quand A lève son jeton plaé en up. Pour pouvoir lever son jeton en étant en uℓ,l'automate A′ du modèle faible va déplaer son jeton de up à uℓ tout en simulant A.Nous onsidérons maintenant la 0-exéution de A qui ommene à la on�gurationoù A vient de poser son jeton sur up et qui se termine juste avant que A lève ejeton à partir du n÷ud uℓ. Nous dérivons i-dessous omment A′ simule ette 0-90



exéution. Rappelons que le jeton n'est pas déplaé par A durant une 0-exéutionde A.Dans un arbre, deux n÷uds sont reliés par un unique hemin minimal. Noussupposons ii pour simpli�er que uℓ est un desendant de up pour que, dans lehemin de up à uℓ, un n÷ud soit toujours le père de son suesseur. Ce qui suits'adapte ependant très failement aux autres as. Pour simuler la 0-exéution de Aonsidérée, A′ devine pas à pas le hemin de up à uℓ et pose suessivement son jetonsur tous les n÷uds de e hemin pour pouvoir en�n le lever en uℓ. A′ doit égalementdeviner l'état dans lequel A lève e jeton en uℓ. Pour ela, A′ simule A entre haquedéplaement du jeton. Durant ette simulation, la position de up est perdue : A′ne peut plus distinguer up des autres n÷uds puisque son jeton n'est plus sur up. Apartir du moment où A′ déplae son jeton du n÷ud up, A′ ne peut don plus simuler
A lorsque A repasse par le n÷ud up. Il faut don interdire à A′ de passer par len÷ud up à partir du moment où le jeton de A′ n'est plus sur up.Posons u1 = up, · · · , un = uℓ ave n > 0 les n÷uds du hemin de up à uℓ et notonsque la 0-exéution de A onsidérée peut être déomposée de la manière suivante :� une boule de u1 à u1,� suivie d'un déplaement de u1 à u2,� suivi d'une boule de u2 à u2 où A reste dans le sous-arbre enrainé en u2� puis pour i allant de 2 à (n−1) un déplaement de ui à ui+1 suivi d'une bouledans le sous-arbre enrainé en ui+1La �gure 5.1 pour laquelle u1 = up et u4 = uℓ illustre ette déomposition.
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Fig. 5.1 � Déomposition d'une 0-exéution de A91



Remarquons que, dans ette déomposition, pour i ∈ [1, n− 1], la boule dans lesous-arbre enrainé en ui+1 ne passe pas le n÷ud u1. L'automate A′ va deviner ettedéomposition et simuler la 0-exéution de A en déplaçant pour haque i ∈ [1, n−1]le jeton du n÷ud ui au n÷ud ui+1 au moment où A e�etue le déplaement de uià ui+1.L'automate A′ proède alors de la manière suivante.Au départ, A′ est en u1 et il vient de poser son jeton sur e n÷ud. Il simulealors A dans l'arbre. Au ours de ette simulation, à haque fois que A′ passe parle n÷ud up, A′ devine ave le non-déterminisme si la on�guration orrespondantede A est elle de son dernier passage sur e n÷ud. Si A′ déide ainsi que A nerepassera plus en up, A′ retient l'état de ette on�guration, puis hoisit un de sesdeux �ls omme prohain n÷ud dans le hemin de up à uℓ et déplae son jeton sure n÷ud.Notons que dans ette simulation, si A veut lever son jeton à distane avantque A′ ait deviné son dernier passage en u1 et déplaer son jeton, A′ rejette. Ene�et, dans e as A′ a fait une erreur : la dernière fois que A est passé en u1 avantde lever son jeton, A′ n'a pas deviné qu'il s'agissait du dernier passage de A sur len÷ud u1 dans la 0-exéution onsidérée.Supposons maintenant que A′ vient de déplaer son jeton d'un n÷ud u′ vers unde ses �ls u hoisi omme son suesseur dans le hemin de up à uℓ. L'automate A′ aalors retenu l'état q′ du dernier passage de A en u′ et proède de la manière suivante :1. A′ simule A à partir de l'état q′ et du n÷ud u′ en restant dans le sous-arbreenrainé en u. Si A essaye de lever son jeton en étant sur le n÷ud u, A′ peutsimuler ette transition en levant son jeton qui est en u et termine ainsi lasimulation de la 0-exéution de A.2. Au ours de la simulation de 1, A′ devine quelle est la dernière fois que Avisite u au ours de la 0-exéution onsidérée et retient l'état de e dernierpassage de A en u. Cet état remplae alors q′ dans sa mémoire et A′ arrêtealors la simulation dérite en 1.Notons que si, au ours de la simulation dérite en 1, A quitte e sous-arbreou lève son jeton à partir d'un n÷ud distint de u, A′ rejette. En e�et, si Aquitte le sous-arbre ela signi�e que A′ a fait une erreur en devinant le dernierpassage de A en u′ et si A lève le jeton à partir d'un n÷ud distint de u, A′ afait une erreur ar il n'a pas deviné le dernier passage de A en u′.3. En�n, A′ hoisit la diretion de u vers son suesseur dans le hemin de up à
uℓ et déplae le jeton d'un pas dans ette diretion.L'automate non-déterministe à 1 jeton du modèle faible onstruit ainsi simuleles exéutions de A où le jeton est levé à distane. Les deux automates à un jetonsont don équivalents. Ce as simple illustre l'idée prinipale de la onstrution :les exéutions d'un automate du modèle fort où un jeton est levé à distane sontsimulées par un automate du modèle faible qui déplae le jeton en question pas àpas du n÷ud où il a été posé vers le n÷ud à partir duquel il va être levé.92



5.1.2 Cas des automates d'arbres à deux jetonsNous onsidérons maintenant A un automate du modèle fort à 2 jetons et nousvoulons onstruire A′ un automate à 2 jetons du modèle faible équivalent. Nous pou-vons supposer sans perte de généralité que le jeton 1 de A est toujours levé quand Aest sur le n÷ud où il est posé. En e�et, lorsque le jeton 2 est posé, l'automate A seomporte omme un automate à 1 jeton du modèle fort que nous pouvons simulerpar un automate à 1 jeton du modèle faible omme nous venons de le voir.Tant que A ne pose pas son jeton 2, il peut être simulé sans auune di�ultépar un automate du modèle faible. Nous onsidérons don une 1-exéution de A quiommene quand A vient de poser son jeton 2 sur un n÷ud up et qui termine justeavant que A lève e jeton.
A′ devine pas à pas le hemin du n÷ud up au n÷ud uℓ à partir duquel le jeton 2est levé et A′ déplae e jeton le long de e hemin pour pouvoir le lever en uℓ. Noussupposons toujours pour simpli�er que uℓ est un desendant de up mais e qui suitest failement adaptable aux autres as.Nous expliquons maintenant pourquoi la onstrution est plus di�ile pourun PTA2 que pour un PTA1. Considérons u′ et u deux n÷uds onséutifs du he-min de up à uℓ et supposons que A′ soit sur le point de déplaer le jeton 2 de u′ àson suesseur u. L'automate A′ ne peut plus simuler A en mémorisant l'état q dudernier passage de A en u′ omme en 5.1.1. En e�et, le jeton 1 de A peut être posésur un desendant de u′ quand A passe pour la dernière fois en u′ omme le montrela �gure 5.2. Rappelons que pour déplaer le jeton 2 de u′ à u, A′ doit lever le jeton

1 pour respeter la disipline de pile sur le plaement des jetons et A′ ne peut donplus ontinuer à simuler A à partir de l'état q puisque la position du jeton 1 de A estperdue. Pour pouvoir simuler A tout en déplaçant le jeton de u′ à u, A′ mémorise
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Fig. 5.2 � Le dernier passage de A en u′don le dernier état r où A passe en u ave le jeton 1 levé. Pour atualiser et état93



sans remonter au père de u′, A′ doit également mémoriser l'ensemble des ouplesd'états R orrespondant aux boules de A dans le ontexte pointé en u telles que lejeton 1 de A est posé sur un n÷ud du sous-arbre enrainé en u′.A l'aide de es informations �nies, A′ simule la 1-exéution de A tout en déplaçantpas à pas le jeton 2 le long du hemin de up à uℓ omme nous le dérivons i-dessous.Au départ, A′ est en up et vient de poser son jeton sur e n÷ud, il stoke alorsdans sa mémoire en r l'état ourant qp de la première on�guration de ette 1-exéution de A. En simulant plusieurs fois de manière non-déterministe A à partirdu n÷ud up, l'automate A′ alule et stoke dans R un ensemble de ouples d'états
(p, q) orrespondant à des boules de A dans le ontexte pointé en up lorsque lejeton 1 de A est posé sur un desendant de up. L'automate A′ simule ensuite A dansl'arbre à partir de l'état qp. Au ours de ette simulation, à haque fois que A′ passepar le n÷ud up et que le jeton 1 est levé, A′ devine si la on�guration orrespondantede A est elle de son dernier passage sur e n÷ud dans une 1-on�guration. Si A′devine ainsi que A ne repassera plus en up ave le jeton 1 levé, A′ retient l'état deette on�guration, le mémorise à la plae de r, hoisit un de ses deux �ls ommeprohain n÷ud dans le hemin de up à uℓ et déplae le jeton 2 sur e n÷ud. Notonsque si, au ours de ette dernière simulation à partir de l'état qp, l'automate A veutlever le jeton 2 à distane, l'automate A′ rejette. En e�et, dans e as, A′ a fait uneerreur ar il n'a pas deviné le dernier passage de A en up dans une 1-on�guration.Considérons maintenant que A′ vient de déplaer le jeton 2 d'un n÷ud u′ vers unde ses �ls u désigné omme le suesseur de u′ dans le hemin de up à uℓ. On note vle frère de u. La relation R mémorisée dans l'état de A′ ontient alors les ouplesd'états orrespondant aux 0-exéutions de A dans le ontexte pointé en u′ qui sontdes boules entre deux 0-on�gurations pour lesquelles la tête de leture de A estsur u′, le jeton 2 sur up et le jeton 1 sur un desendant de u′. L'état r qui est aussimémorisé par A′ est l'état du dernier passage de A dans une 1-on�guration où latête de leture est en u′ et le jeton en up.L'automate A′ proède alors de la manière suivante :1. L'automate A′ atualise R. Pour ela, il simule A dans le sous-arbre enrainéen v et omplète ainsi l'ensemble des ouples d'états orrespondant à une 0-exéution de u en u dans le ontexte pointé en u.2. L'automate A′ simule ensuite A à partir de l'état r qu'il a mémorisé et de u′en restant dans le sous-arbre enrainé en u. Si, au ours de ette simulation,

A hoisit d'aller en u′ après avoir posé le jeton 1 dans le sous-arbre enrainéen u, l'automate A′ utilise R pour simuler la 0-exéution de A dans le ontextepointé en u. Si A essaye de lever e jeton à partir de u, A′ peut simuler ettetransition en levant son jeton qui est en u et termine ainsi la simulation de la
0-exéution de A.3. A′ devine au ours de la simulation de 2 la dernière fois que A visite u quandle jeton 1 est levé. Il retient l'état de e dernier passage de A dans une 1on�guration. Cet état de A est stoké en r dans l'état de A′.4. A′ hoisit en�n le suesseur de u dans le hemin de up à uℓ, puis il lève sonjeton 2 en u et le repose sur le nouveau n÷ud qu'il a hoisi.Notons que si au ours de la simulation de 2, A quitte le sous-arbre enrainé en u94



sans avoir posé le jeton 1 ou si A lève le jeton 2 à partir d'un n÷ud distint de u,l'automate A′ rejette.L'automate non-déterministe à 2 jetons du modèle faible A′ simule ainsi lesexéutions de A où le jeton 2 est levé à distane et les deux automates A et A′ sontéquivalents. Ce as illustre la deuxième idée prinipale de la onstrution qui estla suivante. Lorsque le jeton 2 de A′ est sur un n÷ud u du hemin de up à uℓ, A′simule A tant que A reste dans le sous-arbre enrainé en u qui est la partie de l'arbreoù le jeton 2 de A n'est pas posé. Dans l'autre partie de l'arbre, A ne peut plus êtresimulé diretement par A′ ar la position du jeton 2 de A est perdue mais, avant deposer son jeton en u, A′ a stoké dans son état des informations lui permettant deontinuer la simulation de A sans visiter la partie de l'arbre où se trouve up qui estla position du jeton 2 de A.5.2 Comportement d'un wPTADans toute ette setion, nous onsidérons un automate à k jetons du modèlefaible que nous notons A et nous formalisons la notion intuitive de omportement deet automate à jetons en introduisant la relation de simulation entre les arbres et lesontextes. Intuitivement, un arbre t est simulé par un arbre s si toutes les boulesde l'automate dans t sont aussi dans s. Nous dé�nissons une relation d'équivaleneentre les arbres qui se simulent l'un l'autre et le omportement de A pour un arbreest la lasse d'équivalene de et arbre pour ette relation. En 5.2.1 nous dé�nissonsformellement les omportements et nous prouvons qu'il existe un nombre �ni deomportements pour A. Nous montrons ensuite en 5.2.2 omment les omportementspeuvent être omposés.5.2.1 Dé�nition du omportement d'un wPTAPour déomposer une exéution d'un automate d'arbre à jetons, nous avons dé�nien 2.25 les i-exéutions où i est un entier inférieur ou égal au nombre de jetons del'automate. Rappelons qu'une i-on�guration est une on�guration où les jetonsplaés dans l'arbre sont les jetons numérotés de (i + 1) à k et qu'une i-exéutionest une exéution d'une i-on�guration à une i-on�guration au ours de laquellele jeton (i + 1) n'est jamais levé. Nous onsidérons maintenant les exéutions d'unautomate à jetons du modèle faible qui sont des boules et nous dé�nissons les
i-boules.Dé�nition 5.1 Soient t un arbre et i ∈ [0, k]. Une i-boule dans t est une i-exéution d'une on�guration (q, v, f) à une on�guration (p, v, f) où p et q sont desétats, v est un n÷ud de t et f est une a�etation des jetons de [i+1, k]. Cette i-bouleest alors une i-boule d'arbre, respetivement une i-boule de ontexte, si toutes les
i-on�gurations de ette boule ont leur n÷ud ourant dans le sous-arbre t|v, respe-tivement dans le ontexte Ct,v.Au ours d'une i-boule d'arbre, l'automate A peut poser le jeton i dans lesous-arbre, revenir à la raine du sous arbre et démarrer une (i − 1)-boule de95



ontexte. Les i-boules d'arbre dépendent don des j-boules de ontexte pour j < iet les j-boules de ontexte dépendent de même des h-boules d'arbre pour h < j.Le omportement d'un automate pour un sous-arbre de t et le omportement del'automate pour le ontexte de t orrespondant sont ainsi liés.Nous avons dé�ni en 2.16 la omposition d'un arbre et d'un ontexte et en 3.6les arbres et les ontextes marqués. Nous voulons maintenant omposer un arbre etun ontexte marqués.Dé�nition 5.2 Soient f et g des a�etations des jetons de A respetivement surun arbre t et sur un ontexte C et soit i ∈ [0, k]. On note J1 et J2 les domainesrespetifs de f et de g. Les a�etations f et g sont dites i-ompatibles si� J1 ∪ J2 = [i+ 1, k] et� ∀j ∈ J1 ∩ J2, f(j) est la raine de l'arbre t et g(j) le trou du ontexte C.Un arbre marqué (t, f) et un ontexte marqué (C, g) sont i-ompatibles si t et Csont ompatibles et si f et g sont i-ompatibles. Dans e as, on appelle ompositionde (C, g) et (t, f) et on note (C, g)[(t, f)] l'arbre (C[t], f ′ ∪ g) où f ′ est l'a�etationdes jetons de J1 telle que pour tout jeton i de J1, f ′(i) est le n÷ud de C[t] quiorrespond au n÷ud f(i) de t.Un automate à k jetons aepte un arbre si et seulement s'il existe une k-boulede la raine à la raine ommençant dans un état initial et terminant dans un état�nal. Nous onsidérons don que le omportement d'un automate à jetons dansun arbre est aratérisé par les boules et plus préisément par les ouples d'étatsorrespondant au premier et au dernier état de haque boule.Dé�nition 5.3 Soient i ∈ [0, k], tf = (t, f) et Cg = (C, g) un arbre et un ontextemarqués i-ompatibles. On note f ′ l'a�etation qui orrespond à f dans Cg[tf ] et βi(Cg, tf)l'ensemble des paires (p, q) telles qu'il existe une i-boule dans C[t] de la on�gu-ration (p, v, f ′ ∪ g) à la on�guration (q, v, f ′ ∪ g) où v est le trou de C. On noteégalement βarb
i (Cg, tf) le sous-ensemble de βi(Cg, tf ) qui orrespond à des i-boulesd'arbre et βcon
i (Cg, tf ) le sous-ensemble de βi(Cg, tf) qui orrespond à des i-boulesde ontexte.Remarque 5.1 Il est lair que βcon

i (Cg, tf) ∪ βarb
i (Cg, tf) ⊆ βi(Cg, tf). Cette in-lusion est généralement strite ar dans une i-boule, l'automate peut se rendredans le sous-arbre et ensuite dans le ontexte sans avoir enore posé le jeton i. Parontre, nous pouvons déomposer une i-boule en une suite de i-boules d'arbre etde i-boules de ontexte.Notation 5.1 A partir de maintenant, dans ette setion les arbres et les ontextesque nous onsidérons sont généralement marqués. Comme nous pouvons onsidérerun arbre marqué omme un arbre sur un nouvel alphabet qui ode la présene desjetons, nous utilisons pour désigner les arbres et les ontextes marqués les notations tet C utilisées pour les arbres et les ontextes.Nous formalisons maintenant l'idée que, sur un arbre s, A a tous les omportementsqu'il peut avoir sur un arbre t et nous dé�nissons la simulation pour les arbres etles ontextes. 96



Remarque 5.2 Le onept de i-simulation d'arbre ou de ontexte dé�ni ii ne doitpas être onfondu ave la notion de simulation d'automate utilisée dans les setionspréédentes dans le sens habituel qu'elle a en informatique.Dé�nition 5.4 Soient i ∈ [0, k], J ⊆ [i + 1, k], t1 et t2 deux arbres J-marquésayant la même a�etation de jetons à la raine. On dit que t1 est i-simulé par t2si pour tout ontexte marqué i-ompatible C on a βarb
i (C, t1) ⊆ βarb

i (C, t2). Si pourtout j ∈ [0, i] t1 est j-simulé par t2, on dit que t1 est i∗-simulé par t2.On dé�nit de manière analogue la i-simulation de ontextes marqués : étantdonnés C1 et C2 deux ontextes J-marqués ayant la même a�etation de jetons autrou, on dit que C1 est i-simulé par C2 si, pour tout arbre marqué t i-ompatible,
βcon

i (C1, t) ⊆ βcon
i (C2, t) et si, pour tout h ∈ [0, i], C1 est h-simulé par C2, on ditque C1 est i∗-simulé par C2.Deux sous-arbres J-marqués ayant la même a�etation de jetons à la raine,respetivement deux ontextes J-marqués ayant la même a�etation de jetons autrou, sont i-équivalents s'ils se i-simulent l'un l'autre et ils sont i∗-équivalents s'ilsse i∗-simulent l'un l'autre.Remarque 5.3 La i-équivalene et la i∗-équivalene sont omme leur nom l'indiquedes relations d'équivalene.Remarque 5.4 La simulation n'étant dé�nie que pour deux arbres ou deux ontextesmarqués par le même domaine d'a�etation J et ayant la même a�etation de jetonsà la raine ou au trou, nous omettrons désormais par soui de onision es préi-sions dans les énonés de simulation ou d'équivalene. On remarque que si t i-simule

s, tout ontexte i-ompatible ave s est i-ompatible ave t et réiproquement. Il enest de même pour des ontextes.Notation 5.2 Nous utilisons à partir de maintenant les notations τ et γ pour dé-signer respetivement une lasse d'équivalene d'arbre et une lasse d'équivalenede ontexte. On note τi(t) la lasse d'équivalene du sous-arbre marqué t pour larelation de i∗-équivalene et γi(C) elle du ontexte marqué C. On appelle une tellelasse d'équivalene une lasse de i∗-équivalene.Nous établissons dans les lemmes suivants des propriétés relatives aux omporte-ments.Lemme 5.1 Soient i ≤ k, t et s deux arbres marqués. Si t i∗-simule s alors pourtout ontexte marqué i-ompatible C, on a βi(C, s) ⊆ βi(C, t).Preuve. Nous proédons par indution sur i ∈ N. Une i-boule dans C[s] sedéompose en une suite de i-boules d'arbre et une suite de i-boules de ontexte.Les i-boules d'arbres dans C[s] sont assoiés à des i-boules dans C[t] ave lesmêmes ouples d'états par dé�nition de la i-simulation. Il reste à montrer qu'une i-boule de ontexte de C[s] a aussi sa orrespondante dans C[t]. On onsidère alors ρune i-boule de ontexte de C[s]. Le as i = 0 est trivial ar il n'existe pas de
0-on�guration en dehors de C dans une 0-boule de ontexte de C[s].Si i > 0, on déompose ρ en une suite de sous-exéutions ρ0, π1, ρ1, · · · , πm, ρmqui véri�ent les propriétés suivantes : 97



� pour n ∈ [0, m], toutes les on�gurations de ρn sont telles que la tête deleture et les jetons posés dont le numéro est inférieur ou égal à i sont dans leontexte C,� pour n ∈ [1, m] il existe j ∈ [0, i − 1] tel que πn est une j-boule d'arbredans C ′[s] où C ′ est le ontexte marqué obtenu à partir de C et des jetons
(j + 1), · · · , i posés et non levés au ours de ρ0, · · · , ρn−1.Par indution, on a βj(C

′, s) ⊆ βj(C
′, t). Ainsi, pour haque n ∈ [1, m], il existeune boule π′

n dans C ′(t) qui orrespond à πn et omme pour haque n ∈ [0, m], ρnexiste aussi dans C[t], il existe une i-boule de ontexte ρ′ dans C[t] ave les mêmespremier et dernier états. �Nous obtenons par dualité le lemme suivant :Lemme 5.2 Soient i ≤ k, C et C ′ deux ontextes marqués tels que C ′ i∗-simule C.Pour tout sous-arbre marqué t i-ompatible, on a βi(C, t) ⊆ βi(C
′, t).Notation 5.3 Etant donné i ∈ [0, k], nous assoions maintenant à haque lasse de

i∗-équivalene d'arbre τ un arbre marqué de ette lasse que nous notons tτ et noushoisissons de même pour haque lasse de i∗-équivalene de ontexte γ un ontextemarqué de ette lasse que nous notons Cγ.Nous allons maintenant dé�nir formellement le i-omportement pour un arbre t quiest une fontion permettant de aluler les i-boules d'arbre dans un arbre C[t] àpartir des j-omportements pour le ontexte C tels que j < i.Dé�nition 5.5 Soient t un arbre, C un ontexte et i > 0.Le i-omportement pour le ontexte C noté Bi
C est une fontion qui assoieà haque lasse de (i − 1)∗-équivalene d'arbres τ l'ensemble de ouples d'états

βcon
i (C, tτ).Le i-omportement pour l'arbre t noté Bi

t est une fontion qui assoie à haquelasse de (i− 1)∗-équivalene de ontexte γ l'ensemble de ouples d'états βarb
i (Cγ, t).Pour i = 0, B0

t est le triplet de fontions B0
t = (B0

t,1, B
0
t,2, B

0
t,ǫ) tel que B0

t,ι estl'ensemble des 0-boules d'arbres de t tels que la raine de t est onsidérée ommeun �ls gauhe si ι = 1, omme un �ls droit si ι = 2 ou bien omme la raine si ι = ǫ.De même, B0
C est l'ensemble des 0-boules de ontexte de C.Le i∗-omportement pour t noté Bi∗

t est le (i+1)-uplet (B0
t , · · · , B

i
t). De même le

i∗-omportement pour C est le (i+1)-uplet (C0
t , · · · , C

i
t). Si B est un i∗-omportementet h ∈ [0, i], on note Bh la (h+ 1)-ème omposante de B.Remarque 5.5 Le i-omportement pour un arbre est bien sûr relatif à l'automateAdu modèle faible onsidéré au début de la setion. Si le hoix de A est ambigü, onparle de i-omportement de A pour l'arbre t et on note Bi

t[A] e omportement.On dé�nit i-dessous un ordre naturel sur les omportements.Dé�nition 5.6 Etant donnés deux arbres t et s et un entier i > 0, Bi
s ≤ Bi

t si, pourtoute lasse de (i− 1)∗-équivalene de ontexte ompatibles γ, on a Bi
s(γ) ⊆ Bi

t(γ).
Bi∗

s ≤ Bi∗

t signi�e que pour tout h ∈ [0, i] on a Bh
s ≤ Bh

t .98



De même, étant donnés deux ontextes C et C ′ et un entier i > 0, Bi
C ≤ Bi

C′ si,pour toute lasse de (i− 1)∗-équivalene d'arbre τ , on a Bi
C(τ) ⊆ Bi

C′(τ) et on note
Bi∗

C ≤ Bi∗

C′ si, pour tout h ∈ [0, i], on a Bh
C ≤ Bh

C′.Etant donnés deux arbres t et s, on a B0
s ≤ B0

t si pour tout ι ∈ {1, 2, ǫ},B0
s,ι ⊆ B0

t,ιet étant donnés deux ontextes C et C ′, on a B0
C ≤ B0

C′ si B0
C ⊆ B0

C′.Nous prouvons dans le lemme qui suit que les i-omportements pour des arbres,respetivement pour des ontextes, que nous venons de dé�nir orrespondent aux
i-lasses d'équivalene d'arbre, respetivement de ontexte.Lemme 5.3 Soient t et s deux arbres marqués et i ∈ [0, k], s est i-simulé par t siet seulement si Bi

s ≤ Bi
t.Preuve. L'impliation de gauhe à droite est donnée par la dé�nition de i-simulation.Montrons maintenant l'impliation de droite à gauhe. Soit C un ontexte marqué

i-ompatible ave s et don aussi ave t. Soit γ la (i − 1)∗-lasse d'équivalene de
C. On doit montrer que haque ouple d'états (p, q) qui orrespond à une i-bouled'arbre dans C[s] orrespond également à une i-boule d'arbre dans C[t]. Par dé�-nition de Bi

s, le ouple (p, q) appartient à Bi
s(γ) et don à Bi

t(γ) puisque Bi
s ≤ Bi

t.Ainsi (p, q) orrespond à une i-boule d'arbre de Cγ[t]. D'après le lemme 5.2, eouple d'états orrespond aussi à une i-boule de C[t] et on en déduit que s est
i-simulé par t. �Le lemme suivant se déduit du lemme i-dessus par dualité.Lemme 5.4 Soient C et C ′ deux ontextes marqués et i ∈ [0, k], C est i-simulé par
C ′ si et seulement Bi

C ≤ Bi
C′.Nous montrons maintenant que l'ensemble des omportements de A est �ni.Lemme 5.5 Pour tout i ≤ k (et quelque soit l'automate A à k jetons �xé au débutde ette partie), il existe un nombre �ni de i-omportements (de A) pour les arbreset un nombre �ni de i-omportements pour les ontextes.Preuve. Nous proédons par indution sur i. Pour i = 0, le nombre de 0-omportementspour arbres est borné par le nombre d'ensembles de ouples d'états au ube. Pour i >

0, par indution le nombre de j-omportements pour j ∈ [0, i− 1] est �ni. D'aprèsle lemme 5.3, le nombre de lasses de (i − 1)∗-équivalene est également �ni. Ainsiomme les omportements pour des arbres gauhes orrespondent à des fontionsd'un ensemble �ni à valeurs dans l'ensemble �ni des ouples d'états, le nombre de
i-omportements pour arbres est �ni. Par dualité, on obtient qu'il existe un nombre�ni de i-omportements pour ontextes.

�Remarque 5.6 On déduit immédiatement du lemme i-dessus qu'il existe un nombre�ni de i∗-omportements pour les arbres.D'après le lemme i-dessus, un omportement d'un automate donné pour un sous-arbre ou pour un ontexte est une information �nie qu'on peut stoker dans l'étatd'un nouvel automate. 99



5.2.2 Composition des omportementsDans la transformation d'un automate à jetons du modèle fort en un automate àjetons du modèle faible équivalent que nous dérivons en 5.3, nous utilisons ertainespropriétés des omportements. Nous dé�nissons dans ette partie des opérations deomposition sur les arbres et les ontextes que nous étendrons aux omportements.Nous allons aussi montrer par exemple que, pour haque entier i, le i-omportementpour un arbre marqué t dépend seulement des i-omportements pour les sous-arbresgauhe et droit de t ainsi que de l'étiquette de la raine de t et des jetons posés surette raine.Nous dé�nissons i-dessous di�érentes façons de omposer des arbres et desontextes marqués.Dé�nition 5.7 Soit un entier i ∈ [0, k]. On onsidère également R un sous-ensemblede jetons disjoint de [i+ 1, k], a une lettre de Σ, t1 et t2 des arbres marqués respe-tivement par P1 et P2.On note C(a,R, t1, t2) l'arbre marqué onstitué d'une raine étiquetée par a etmarquée par les jetons de R qui a respetivement t1 et t2 omme sous-arbres gauheet droit. La �gure 5.3 illustre ette dé�nition.
t1 t2 t1 t2

a, R

a, R

Fig. 5.3 � Représentation de la omposition C(a,R, t1, t2)On note C(C, t1, a, R) le ontexte marqué obtenu à partir de C en remplaçant letrou de C par le ontexte C ′ dont la raine est étiquetée par la lettre de Σ orrespon-dant à l'étiquette du trou de C et dont le sous-arbre gauhe est t1 et le sous arbredroit est réduit à une feuille marquée par R et étiquetée par (a, ∗). Cette feuille estdon le trou du ontexte C ′ et du ontexte C(C, t1, a, P2).La �gure 5.4 montre omment on obtient C(C, t1, a, R).Similairement, on note C(C, a,R, t2) le ontexte marqué obtenu à partir de C enremplaçant le trou de C par le ontexte dont la raine est étiquetée par une lettrede Σ orrespondant à elle du trou de C et dont le sous-arbre droit est t2 et le sousarbre gauhe réduit à une feuille marquée par R et étiquetée par (a, ∗). Cette feuilleest don le trou du ontexte C(C, a,R, t2).La �gure 5.5 représente C(C, a,R, t2).Nous allons monter que les ompositions de ontexte et d'arbre sont ompatiblesave la relation de simulation. Nous dé�nissons d'abord formellement une opérationmonotone.Dé�nition 5.8 Etant donnés des ensembles ordonnés X, Y, Z et une fontion f de
X×Y → Z, la fontion f est une opération monotone si pour tout ouple d'éléments100



C t1

t1

C

a, Ra, R

Fig. 5.4 � Représentation de la omposition C(C, t1, a, R)

C

C

a, R
a, R

t2

t2Fig. 5.5 � Représentation de la omposition C(C, a,R, t2)de X (a, a′) tels que a ≤ a′ et pour tout ouple d'élements de Y (b, b′) tels que b ≤ b′,on a f(a, b) ≤ f(a′, b′).La i-simulation et la i∗ simulation dé�nies en 5.4 sont des relations d'ordre. Lelemme suivant donne un sens à la omposition de omportements.Lemme 5.6 Les opérations de omposition sont monotones par rapport à la i∗-simulation.Plus formellement, soient i ∈ [0, k] R,P1, P2 des sous-ensembles disjoints dejetons de [i + 1, k], a une lettre de Σ. Si t1 et t′1 sont des arbres marqués par P1tels que Bi
t1
≤ Bi

t′1
, si t2 et t′2 sont des arbres marqués par P2 tels que Bi

t2
≤ Bi

t′2et si C1 et C ′
1 sont des ontextes marqués par R tels que Bi

C1
≤ Bi

C′

1
, on a alors

Bi
C(a,R,t1,t2)

≤ Bi
C(a,R,t′

1
,t′

2
), Bi

C(C,t1,a,P2)
≤ Bi

C(C′,t′
1
,a,P2)

et Bi
C(C,a,P1,t2) ≤ Bi

C(C′,a,P1,t′
2
)Preuve. On proède par indution sur i. Pour i = 0, les inégalités sont évidentesar les 0-boules se omposent de manière simple : par exemple, les 0-boules d'arbredans C(a,R, t1, t2) dépendent des transitions partant de la raine de e sous-arbreet des 0-boules dans t1 et t2. On onsidère maintenant i > 0. Nous allons montrerl'inégalité Bi

C(a,R,t1,t2) ≤ Bi
C(a,R,t′1,t′2), les autres se montrant de manière similaire. Onnote t = C(a,R, t1, t2) et t′ = C(a,R, t′1, t

′
2) . Soit γ une lasse de i∗-équivalenede ontexte, on doit montrer que Bi

t(γ) ⊆ Bi
t′(γ), e qui revient à montrer que

βarb
i (Cγ, t) ⊆ βarb

i (Cγ, t
′). Soit alors ρ une i-boule d'arbre de Cγ [t]. On onsidèrealors les trois as suivants pour ρ : 101



1. le jeton i n'est pas posé,2. le jeton i est posé sur la raine de t,3. le jeton i est posé dans l'un des deux sous-arbres t1 ou t2.Le premier as est similaire au as i = 0.Dans le deuxième as, ρ orrespond au plaement du jeton i suivi d'une suitede (i − 1)-boules de ontexte et d'arbre dans Cγ(t) et de la levée du jeton i. Parindution, on aBi−1
C(a,R∪i,t1,t2) ≤ Bi−1

C(a,R∪i,t′
1
,t′

2
). Les (i−1)-boules d'arbres se retrouventainsi dans C(a,R ∪ i, t′1, t

′
2) et ρ se retrouve don dans Cγ[t

′].Dans le troisième as, supposons par exemple que le jeton i est posé dans t1,l'autre sous-as étant similaire. Pour tout j<i, on a Bj

C(Cγ ,a,R,t2)≤B
j

C(Cγ ,a,R,t′2) par in-dution. Ainsi C(Cγ, a, R, t2) est (i−1)∗-simulé par C(Cγ, a, R, t
′
2) et ommeBi

t ≤ Bi
t′ ,les i-boules de C(Cγ, a, R, t2)[t1] orrespondent à des i-boules de C(Cγ, a, R, t

′
2)[t

′
1].On retrouve ainsi ρ dans Cγ[t

′]. �La relation de i∗-équivalene est ainsi une ongruene pour la omposition. Nouspouvons déduire alors de l'opération de omposition sur les ontextes et les arbresune opération de omposition sur les omportements pour les ontextes et pour lesarbres que nous notons de la même façon.Notation 5.4 Si B est le i-omportement pour un ontexte C et B1 et B2 les i-omportements pour des arbres t1 et t2, a une lettre de l'alphabet et R un sous-ensemble des jetons de [i+1, k] alors on note C(a,R,B1, B2) le i-omportement pourl'arbre C(a,R, t1, t2) , C(B,B1, a, R) le i-omportement pour le ontexte C(C, t1, a, P2)et C(B, a,R,B2) le i-omportement pour le ontexte C(C, a,R, t2). Cette dé�nitiona un sens d'après le lemme préédent.On peut dé�nir la omposition de i∗-omportements : par exemple, si B1 et B2 les
i∗-omportements pour un arbre t1 et pour un arbre t2, a une lettre de l'alphabet et Run sous-ensemble des jetons de [i+1, k] alors C(a,R,B1, B2) est le i∗-omportementpour l'arbre C(a,R, t1, t2).5.3 Passage du modèle fort au modèle faible dansle as non-déterministeLe but de ette setion est de prouver le théorème suivant :Théorème 5.1 Soit A un automate à jetons du modèle fort. On peut onstruire unautomate du modèle faible équivalent ave le même nombre de jetons. Les langagesreonnus par un automate du modèle fort à k jetons sont don aussi reonnus parun automate du modèle faible à k jetons.Dans la setion 5.1, nous avons montré e théorème pour les automates à 1 et 2jetons. Nous prouvons dans ette setion le théorème i-dessus dans le as général'est-à-dire pour un entier k quelonque. Nous onstruisons d'abord en 5.3.1 un au-tomate à jetons du modèle faible qui devine le omportement d'un automate à jetonsdonné. Nous expliquons ensuite en 5.3.2 omment a�aiblir un jeton d'un automatedu modèle fort. A�aiblir un jeton signi�e transformer l'automate de manière à e102



qu'il puisse lever e jeton seulement lorsqu'il est dessus. Finalement nous montronsle théorème 5.1 et nous omparons la taille de l'automate du modèle faible onstruitpar rapport à la taille de l'automate du modèle fort donné.Le orollaire i-dessous est une onséquene immédiate des théorèmes 5.1 et 4.2Corollaire 5.1 La lasse des langages d'arbres reonnus par un automate à jetonsnon-déterministe du modèle faible est la lasse des langages dé�nis par la logiqueFO+ posTC.5.3.1 Deviner un omportementDans la setion 5.1, l'automates à jetons du modèle faible à 2 que nous onstrui-sons alule sur un arbre t et stoke dans son état un ensembles de ouples d'états quisont en fait le omportements pour le ontexte Ct,u où u est le n÷ud marqué par lejeton qui a le numéro le plus grand. Nous montrons dans le lemme qui suit de quellemanière un automate du modèle faible à k jetons peut deviner le omportementd'un automate A faible donné à k jetons où k est un entier quelonque.Lemme 5.7 Soient i ∈ [0, k], A un automate du modèle faible à k jetons et B un
i-omportement de A pour un arbre. Il existe un wPTAi A

′ qui reonnaît les arbresmarqués t tels que Bi
t [A] ≥ B. De même, si B′ est un i-omportement de A pourun ontexte, il existe un wPTAi A

′ qui reonnaît les ontextes marqués C tels que
Bi

C [A] ≥ B′.Preuve. Nous montrons e lemme pour les omportements pour des arbres. Leas des omportements pour des ontextes se démontre de manière similaire. Onproède par indution sur i. Le as i = 0 est faile : pour un arbre marqué t′ donné,
A′ lane plusieurs simulations de A et véri�e ainsi l'existene d'une boule pourhaque ouple de B.Pour i > 0, Bi

t[A] ≥ B signi�e que pour haque lasse de (i− 1)∗-équivalene deontexte γ , on a βarb
i (Cγ, t) ≥ B(γ). On a vu dans la proposition 2.3 que la lassedes automates du modèle faible à i jetons est fermée par intersetion. Il nous su�tainsi de prouver que pour haque lasse de (i − 1)∗-équivalene γ et pour haqueouple (p, q) d'états de A, il existe un automate du modèle faible à i jetons A′′ quireonnaît les arbres marqués t tels que (p, q) ∈ βarb

i (Cγ, t).On �xe don γ une telle lasse de (i− 1)∗ équivalene, e qui revient d'après lelemme 5.3 à se donner pour haque j ≤ i − 1 un j-omportement Bj de A pourontexte qui est une information �nie d'après le lemme 5.5. On proède mainte-nant de manière similaire à la preuve du lemme 5.1. Une i-boule ρ de A pour unarbre peut être déomposée en une suite ρ0, π1, ρ1, · · · , πm, ρm telle que, pour tout
h ∈ [1, m], πh est une j-boule de ontexte où j < i et, pour tout h ∈ [0, m], ρh estune exéution où la tête de leture reste dans t. L'automate A′′ que l'on onstruitse omporte exatement omme A dans t pour simuler une sous-exéution ρh. Ahaque fois que A déide de quitter t à partir d'un état p′, 'est à dire au débutde haque j-boule πh, A′′ hoisit un état q′ de A tel que (p′, q′) ∈ βarb

j (Cγ, t
′) où t′est l'arbre marqué obtenu à partir de t et des jetons (j + 1), · · · , i qui ont été po-sés par A′′ pendant la simulation de ρ0, π1, ρ1, · · · , ρh−1. Un tel état q′ peut être103



alulé à partir de p′ et de Bj(τj(t
′)). Cependant A′′ ne onnaît pas la lasse de j∗-équivalene τj(t′). Pour remédier à ela, A′′ devine une lasse de j∗-équivalene τj ,hoisit un état q′ tel que (p′, q′) est bien dans Bj(τj), puis par indution A′′ véri�eque pour haque j′ ≤ j, Bj′

t′ [A] ≥ Bj′ où Bj′ est le j′-omportement assoié à lalasse de j-équivalene τj . D'après le lemme 5.3, ette véri�ation garantit que (p′, q′)est une j-boule de ontexte dans Cγ[t
′]. De plus, toutes les i-boules d'arbres de Aorrespondant au ouple (p, q) peuvent être ainsi simulées par A′′. �Remarque 5.7 L'automate A′ a besoin d'un grand nombre d'états pour mémoriserle omportement qu'il alule de manière non-déterministe en simulant l'automateA.Remarque 5.8 Dans la preuve i-dessus, si deux arbres marqués s et t sont telsque les i-omportements de A pour s et t sont égaux, les i-omportements de A′pour s et t sont aussi égaux.Cette dernière remarque sera utilisée dans une preuve du hapitre 6.5.3.2 A�aiblir un jetonDans la setion 5.1, nous avons onsidéré des automates à jetons du modèle fortqui ont un omportement fort uniquement pour le jeton ave le numéro le plus grand.Il est en e�et faile de se ramener à e as par indution puisqu'un automate à kjeton se omporte omme un automate à (k − 1) jetons une fois que le jeton k estposé.Dans le as général nous montrons par indution sur le nombre des jetons quel'automate peut lever à distane que le modèle faible et le modèle fort sont équi-valents. Nous introduisons aussi un modèle intermédiaire d'automates à jetons quipeut lever ertains jetons à distane et qui se omporte omme un automate dumodèle faible pour les autres jetons : e sont les automates n-faibles où n est unentier inférieur ou égal au nombre de jetons.Dé�nition 5.9 Soit n ∈ [0, k]. Un automate à k jetons du modèle fort est n-faiblesi les jetons de [1, n] peuvent être levés seulement si l'automate est dessus. Ces jetonssont dits faibles et les jetons de [n + 1, k] pouvant être levés à partir de n'importequel n÷ud sont dits forts.Remarque 5.9 Un automate à k-jetons k-faible est un automate du modèle faible.Remarque 5.10 Un automate A à k jetons n-faible se omporte omme un auto-mate faible pour les j-exéutions ave j ≤ n, 'est-à-dire lorsque les jetons de [n+1, k]sont posés et �xés. On peut alors onsidérer ses j-omportements où j ≤ n.Lemme 5.8 Soient n ∈ [0, k − 1] et A un automate à k jetons n-faible. On peutonstruire A′ un automate à k jetons (n + 1)-faible équivalent.Preuve. Lorsque que le jeton (n + 1) n'est pas posé, A se omporte omme unautomate (n + 1)-faible. On onsidère don π une (n + 1)-exéution de A entredeux plaements du jeton (n + 1). Au début de ette exéution, A pose le jeton104



(n + 1) sur un n÷ud up. Il est alors dans la on�guration (p, up, ~vn+2, up) où p estl'état qu'il atteint et ~vn+2 les jetons dont le plaement est �xé au ours de ette
(n+ 1)-exéution. A partir de là, π ontinue ave une n-exéution ρ qui se terminedans une on�guration (q, uℓ, ~vn+2, up). En�n, le jeton (n + 1) est levé à partir dun÷ud uℓ et l'exéution π s'ahève. Comme le jeton (n + 1) de A peut être levé àdistane, les n÷uds up et uℓ peuvent être distints et π ne suit pas néessairement larestrition aratérisant l'exéution d'un automate à jetons du modèle faible. Dansun arbre, il existe un unique hemin minimal entre deux n÷uds. On désigne par
u1, · · · , um les n÷uds du hemin minimal de up à uℓ ave u1 = up et um = uℓ.On dérit i-dessous omment un automate à k jetons (n + 1)-faible simule π. Onnote alors t′ l'arbre [(n + 1), k]-marqué obtenu à partir de t en plaçant les jetonsnumérotés de k à (n+2) selon ~vn+2 et le jeton (n+1) en up. Comme il a été vu dans lasetion 5.1, l'automateA′ déplae le jeton (n+1) le long du hemin de up à uℓ et, poursimuler A dans le ontexte où la position du jeton (n+1) de A est perdue, A′ alulele omportement de A pour e ontexte. On onsidère maintenant uniquement le asoù up est un anêtre de uℓ, les autres as étant similaires. On remarque tout d'abordque dans ρ le jeton (n+1) n'est pas levé. Au ours de ette exéution, A se omportedon omme un automate du modèle faible.On déompose ρ ainsi : ρ = π1, ρ2, π2, · · · ρm, πm tel que� π1 est une n-exéution de up à son suesseur u2 dans le hemin de up à uℓ,� pour j ∈ [2, m], ρj est une n-boule de ontexte dans Ct′,uj

[t′|uj],� pour j ∈ [2, (m− 1)], πj est un simple déplaement de uj à uj+1,� πm est une n-boule d'arbre dans Ct′,uℓ
[t′|uℓ].Ainsi, pour j ∈ [2, m], la dernière n-on�guration dans ρ dont le n÷ud ou-rant est uj est la dernière on�guration de ρj . On note rj l'état ourant de etteon�guration de ρj . A′ simule alors ρ de la manière suivante.Tout d'abord, A′ devine un (n− 1)∗-omportement de A pour ontexte que l'onnote B, véri�e que B ≤ Bn−1

Ct′,up
omme dans le lemme 5.7 et rejette si e n'est pas leas. Ensuite, A′ simule A jusqu'à e qu'il devine r1 l'état du dernier passage de Adans une n-on�guration où la tête de leture est en u1(= up). Par la suite, A′ n'aauune di�ulté à simuler les sous-exéutions πj pour j ∈ [1, m]. La di�ulté estde simuler pour haque j ∈ [2, m] les sous-exéutions ρj . En e�et, la position up dujeton (n+ 1) de A qui est dans le ontexte Ct′,uj

est perdue lorsque le jeton (n+ 1)de A′ est posé sur un n÷ud uj tel que j > 1.On montre aussi omment A′ simule haque ρj par indution sur j ∈ [1, m]. Le as
j = 1 est dérit i-dessus. On suppose maintenant qu'un (n− 1)∗-omportement Bde A pour ontexte tel que B ≤ Bn−1∗

Ct′,uj−1

a été alulé et stoké ave l'état rj−1de A dans l'état de A′. On admet également que la tête de leture de A′ et sonjeton (n+ 1) sont sur le n÷ud uj−1.L'automate A′ devine tout d'abord si uj est dans le sous-arbre gauhe ou lesous-arbre droit puisqu'on a supposé que uℓ est un anêtre de up. On suppose parexemple que A′ a deviné que uℓ est dans le sous-arbre gauhe, l'autre sous-as étantsimilaire. Le n÷ud uj est alors le �ls gauhe de uj−1. On note aj l'étiquette de uj, Rjl'ensemble de jetons posés sur e n÷ud, tj le sous-arbre t′|uj et t′j le sous-arbre droitde uj−1. L'automate A′ devine un (n− 1)∗-omportement B′ de A et véri�e ommedans le lemme 5.7 si le (n− 1)∗-omportement de A pour t′j est plus grand que B′.105



Si 'est bien le as, A′ retient dans son état le (n− 1)∗-omportement B′′ dé�nipar C(B, ai, Ri, B
′) à la plae de B. D'après le lemme 5.6, on a bien B′′ ≤ Bn−1∗

Ct,uj
.Ensuite, à partir du n÷ud uj−1 et de l'état rj−1, l'automate A′ simule une transitionde A qui l'amène sur le n÷ud uj, puis il ontinue la simulation de A jusqu'à equ'il devine le dernier passage de A en uj dans une n-on�guration. Il mémorisealors dans son état à la plae de rj−1 l'état rj de A qui orrespond à e dernierpassage . Au ours de ette simulation, si A veut retourner sur le n÷ud uj−1 sansavoir posé le jeton n, A′ rejette ar il s'est trompé en supposant que l'état rj−1orrespondait à elui du dernier passage de A dans une n-on�guration en uj−1. Parontre, si, au ours de ette simulation, A veut repasser par le n÷ud uj−1 à partird'un état pj après avoir posé les jetons de n à n′ ave n′ ≤ n, A′ va aluler ledernier état qj de la (n′ − 1)-boule de ontexte de A dans le ontexte Ct′,uj

de lamanière suivante. L'automate A′ devine une lasse de (n− 2)∗-équivalene τ , véri�eomme dans le lemme 5.7 si l'arbre marqué obtenu à partir de tj et du plaementdes jetons numérotés de n à n′ est dans une lasse d'équivalene plus grande que τ .Si e n'est pas le as, A′ rejette. Si 'est bien le as, il hoisit alors un état qj telque (pj , qj) ∈ B”n′−1(τ) pour aluler la boule de ontexte de A qu'il ne peut plussimuler.Lorsque le jeton (n+1) de A′ est en uℓ, A′ simule A à partir de l'état rm jusqu'àe que A lève son jeton (n+ 1) à partir de e n÷ud. �En a�aiblissant un à un tous les jetons d'un automate du modèle fort à l'aidedu lemme 5.8, nous transformons un automate du modèle fort en un automate non-déterministe du modèle faible équivalent ave le même nombre de jetons.5.3.3 Complexité du passage du modèle fort au modèle faibleLa onstrution dérite i-dessus est ependant très oûteuse dès que le nombrede jeton est stritement supérieur à 1. Le as d'un automate à 1 jeton est dériten 5.1.1. L'automate onstruit a une taille linéaire par rapport à elle de l'automatede départ A ar il stoke un seul état de A au ours de la simulation. Dans leas d'un automate A à 2 jetons du modèle fort, on peut a�aiblir le premier jetonet onstruire un automate A′ ave un nombre linéaire d'états par rapport à A telque le jeton 1 est faible et le jeton 2 est fort. Pour a�aiblir le jeton 2, nous avonsvu en 5.1.2 que l'automate onstruit doit stoker dans son état un ensemble deouples d'états de A. Le nombre d'états de l'automate du modèle faible onstruitest don exponentiel par rapport à la taille de l'automate de départ. D'après ladé�nition indutive des omportements, pour a�aiblir le jeton n d'un automatenous onstruisons un automate dont la taille est une tour de (n− 1) exponentiellespar rapport à la taille de A. Notre onstrution est don non-élémentaire.5.4 Passage du modèle fort au modèle faible dansle as déterministeLe but de ette setion est de prouver le théorème suivant :106



Théorème 5.2 Soit A un automate à jetons déterministe du modèle fort. On peutonstruire un automate déterministe du modèle faible équivalent ave le même nombrede jetons. Les langages reonnus par un automate déterministe du modèle fort à kjetons sont don aussi reonnus par un automate déterministe du modèle faible à kjetons.Dans la setion préédente, nous avons montré e théorème pour les automates non-déterministes. Nous adapatons maintenant la preuve du as non-déterministe au asdéterministe. Dans ette setion nous onsidérons don A un automate déterministeà k jetons du modèle fort. Nous présentons tout d'abord en 5.4.1 la onstrution d'unautomate du modèle faible équivalent pour le as d'un automate ave un unique je-ton, 'est-à-dire le as k = 1. Nous montrons ensuite en 5.4.2 omment un automateà jetons déterministe peut aluler de manière exate les omportements de A. Nousnous servons alors des résulats du hapitre 3 pour résoudre les problèmes ausés parles exéutions in�nies. Nous montrons en�n omment adapter la onstrution quenous avons dérite au lemme 5.8 au as déterministe et nous présentons une onsé-quene de e théorème onernant la omplémentation du modèle fort d'automateà jetons.5.4.1 Caluler et non devinerDans le as déterministe, l'automate que nous onstruisons doit aluler tout equi est deviné dans la onstrution du as non-déterministe. Le non-déterminismedans la preuve est utilisé à plusieurs reprises dans la onstrution de la preuve dulemme 5.8 qui montre omment a�aiblir un jeton :� pour deviner pas à pas le hemin du n÷ud sur lequel le jeton à a�aiblir estposé up vers un n÷ud uℓ à partir duquel e jeton peut être levé,� pour deviner le dernier passage de A sur un n÷ud marqué de e hemin dansune on�guration où tous les jetons qui ont un numéro plus petit que elui dujeton qu'on veut a�aiblir sont levés� pour deviner des omportements et véri�er qu'ils sont inlus dans des ompor-tements pour des sous-arbres et des ontextes alulés partiellement.Notons que dans le as non-déterministe, l'automate A′ du modèle faible que nousavons onstruit ne peut pas aluler de manière exate un omportement de A pourun arbre t. En e�et, A′ peut simuler A un nombre arbitraire de fois pour alulerdes boules de A mais A′ n'a auun moyen de savoir quand il les a toutes alulées.Dans ette setion, l'automate déterministe A′ que nous onstruisons alule pasà pas le hemin de up le n÷ud sur lequel le jeton est posé au ours de l'exéutionpartant de la on�guration initiale vers l'unique n÷ud uℓ à partir duquel le jetonposé en up est levé s'il existe. Il alule également l'état du dernier passage de A dansune (k−1)-on�guration où k est le numéro du jeton à a�aiblir. La onstrution quenous dérivons i-dessous pour transformer un automate à 1 jeton déterministe dumodèle fort en un automate à 1 jeton déterministe du modèle faible illustre es deuxpremiers points. Notons que dans le as non-déterministe l'automate A′ ne peut pasaluler le hemin de up à uℓ ar e hemin n'est pas unique.Nous onsidérons don maintenant que A est un automate à un jeton déterministedu modèle fort. Nous onstruisons i-dessous un automate A′ à un jeton déterministe107



équivalent du modèle faible. Tant que A ne pose pas son jeton, il se omporte ommeun automate heminant déterministe et A′ le simule sans di�ulté. Lorsque A poseson jeton sur un n÷ud up, A′ pose aussi son jeton sur e n÷ud. Quand le jetonde A est �xé, A se omporte omme un automate heminant. Nous pouvons alorsonsidérer d'après le théorème 3.1 que lorsque le jeton 1 de A est �xé toutes lesexéutions de A sont �nies.Ensuite, A′ simule A jusqu'à e qu'il lève le jeton à partir d'un n÷ud uℓ. Si uℓn'existe pas 'est à dire si A ne lève pas son jeton alors A′ rejette. Durant ettesimulation de A à haque fois que A′ passe sur son jeton, il stoke dans son état ladiretion qu'il a prise ensuite et l'état orrespondant à e dernier passage. A la �n deette simulation, lorsque A veut lever le jeton, A′ a alors déterminé le suesseur u2de up dans le hemin de up à uℓ et l'état de son dernier passage en up. A′ retournealors sur son jeton le déplae en u2 et reprend la simulation de A à partir de u2.L'automate A′ alule ainsi pas à pas le hemin de up à uℓ et pose suessivementson jeton sur tous les n÷uds de e hemin pour pouvoir en�n le lever en uℓ. A haqueétape, A′ alule omme i-dessus l'état du dernier passage de A sur le n÷ud duhemin où est posé le jeton de A′ et la diretion qu'il a prise ensuite. Ainsi lorsquele jeton de A′ est en uℓ et que A′ a alulé l'état du dernier passage de A en uℓ ilpeut simuler la transition de A qui lève le jeton à partir de et état et de e n÷ud.Etant donné un automate déterministe à 1 jeton du modèle fort à n états, nouspouvons ainsi onstruire un automate déterministe à 1 jeton du modèle faible équi-valent à O(n2) états. En e�et l'état de l'automate A′ que nous onstruisons ontientl'état ourant de la simulation de A, la diretion vers le n÷ud uℓ et l'état du dernierpassage de A sur le jeton de A′.Dans le as d'un automate à plusieurs jetons l'automate déterministe du modèlefaible que nous onstruisons doit également aluler de manière exate les ompor-tements de A dans des sous-arbres et des ontextes et les exéutions in�nies de Arendent e alul plus di�ile.5.4.2 Gérer les exéutions in�nies dans le alul du ompor-tementNous montrons dans le lemme qui suit omment onstruire un automate quialule de manière exate le omportement pour un arbre ou pour un ontextedonné. L'automate A′ que nous onstruisons va simuler l'automate déterministe Aa�n de stoker dans sa mémoire des ouples d'états qui orrespondent à des boulesde A. Nous utilisons les résultats du hapitre 3 pour que A′ termine toujours sonalul même dans le as où A admet des exéutions in�nies.Lemme 5.9 Soient A un automate déterministe du modèle faible à k jetons, i ∈ [0, k]et Bi un i-omportement de A pour un arbre. Il existe un automate déterministe dumodèle faible à i jetons A′ qui reonnaît les arbres marqués t tels que Bi
t[A] = Bi.De même, si Bi est un i-omportement de A pour un ontexte il existe un automatedéterministe du modèle faible à i jetons A′′ qui reonnaît les ontextes marqués Ctels que Bi

C [A] = Bi 108



Preuve. On proède par indution sur i. Le as i = 0 est faile : A′ simule Asur l'arbre pris en entrée et véri�e pour haque ouple d'états qu'une boule or-respondant à e ouple existe dans l'arbre si et seulement si e ouple appartientà B0. Cette véri�ation peut être e�etuée ar on a vu dans le hapitre 3 qu'on peutonsidérer sans perte de généralité que A′ est à exéutions �nies.Pour i > 0 véri�er que Bi
t = Bi revient à véri�er que βarb(Cγ, t) = Bi(γ) pourhaque lasse γ de (i− 1)∗-équivalene. Comme la lasse des langages reonnus parun automate à i-jetons est fermée par les opérateurs booléens il su�t de véri�er laproposition suivante :Soient i ∈ [1, k], γ une lasse de (i − 1)∗-équivalene de ontexte et (p, q) unouple d'états de A, il existe un automate déterministe à i jetons du modèle faiblequi reonnait les arbres marqués t tels que (p, q) ∈ βarb

i (Cγ [t])La preuve de ette propriété s'inspire de elle de la propriété orrespondante duas non-déterministe dans le lemme 5.7. On onsidère don une i-boule d'arbre ρdans Cγ[t] que l'on déompose en ρ0, π1, · · · , πm, ρm où les πh sont des j-boules deontexte ave j < i et les ρh sont des exéutions à l'intérieur de t. A′ se omporteomme A dans t pour simuler une exéution πh. Lorsque A essaye de quitter t àpartir d'un état p′ au début d'une j-boule de ontexte πk, il doit aluler l'état q′s'il existe tel que (p′, q′) = Bj(τj(t
′)) où t′ est l'arbre marqué obtenu à partir de tet des jetons de [j + 1, i] plaés durant la sous-exéution ρ0, π1, · · · , ρh−1 et τj(t′) salasse de j∗-équivalene. Si un tel état q′ n'existe pas A′ doit rejeter. La di�ultéest alors de aluler τj(t′).Pour ela, A′ onsidère suessivement toutes les lasses de j∗-équivalene pos-sibles et véri�e pour haune d'elles de la manière suivante s'il s'agit de elle de t′.Soit τ une j∗-lasse d'équivalene d'arbre. D'après le lemme 5.3 τ est un ensemblede r-omportements Br où r dérit l'ensemble [0, j]. Par indution, il existe un auto-mate déterministe à r jetons du modèle faible Ar

β qui reonnaît les arbres marqués ttels que Br
t [A] = Br. A′ peut maintenant simuler séquentiellement A0

β, · · · , A
j
β pourdéterminer si τ est la j∗-lasse d'équivalene de t′. Le dernier problème est que A′peut bouler in�niment s'il rejette, 'est à dire si t′ n'est pas dans la lasse d'équiva-lene c. Ce problème peut être résolu en utilisant le résultat du hapitre 3 qui permetde supposer sans perte de généralité qu'un automate déterministe du modèle faibleest à exéutions �nies. �5.4.3 Equivalene des deux modèles déterministes et onsé-queneNous avons vu en 5.4.1 omment aluler le hemin de up à uℓ pas à pas et dé-terminer pour haque n÷ud u de e hemin l'état du dernier passage de A en u dansune (k − 1)-on�guration. Il a été montré en 5.4.2 omment aluler un omporte-ment de A à l'aide d'un automate déterministe. Nous pouvons maintenant adapterau as déterministe la onstrution de 5.8 qui a�aiblit un jeton .Lemme 5.10 Soient 0 ≤ n < k et A un DPTAk n-faible. On peut onstruire A′ un

DPTAk (n+ 1)-faible équivalent. 109



Preuve. Cette preuve suit les même lignes que la preuve du lemme 5.8 pour leas non-déterministe en remplaçant le lemme 5.7 par le lemme 5.9. Dans la preuvedu lemme 5.8, le non-déterminisme était utilisé d'une part pour deviner le heminde up à uℓ et d'autre part pour deviner la lasse de k∗-équivalene des sous-arbresrenontrés. Dans le as déterministe le hemin de up à uℓ peut être alulé de lamanière suivante. A′ simule A jusqu'à e qu'il atteigne uℓ le n÷ud à partir duquel
A lève le jeton k+1 et, durant ette simulation, A′ stoke dans son état la diretionqu'il a prise la dernière fois qu'il est passé par le jeton k+1 et l'état orrespondant audernier passage de A sur e n÷ud dans une n-on�guration. Pour aluler la lassede k∗-équivalene d'un sous-arbre renontré, A′ onsidère suessivement toutes leslasses de k∗-équivalene et véri�e pour haune d'entre elle s'il s'agit de elle dusous-arbre onsidéré de la manière suivante. A′ simule l'automate du lemme 5.9 quel'on peut supposer à exéutions �nies d'après le lemme 3.4.

�En utilisant le lemme i-dessus, il est possible d'a�aiblir un à un tous les jetonsd'un automate à jetons du modèle fort et nous onstruisons ainsi un automate dumodèle faible équivalent ave le même nombre de jetons. Nous avons ainsi démontréle théorème 5.2 omme nous l'avions annoné au début de la setion. Comme dansle as non-déterministe ette onstrution est non-élémentaire dès que le nombre dejetons est supérieur à 1.Nous avons montré dans le hapitre 3 qu'on pouvait omplémenter un automatedéterministe du modèle fort en multipliant le nombre de jetons par 3. La onstrutionde e hapitre qui est beauoup plus oûteuse en terme d'états que elle du lemme 3.5montre que l'augmentation du nombre de jetons n'est pas néessaire.Corollaire 5.2 La lasse des langages reonnus par un automate à k jetons déter-ministe du modele fort est fermée par omplément et par union.Preuve. Ce orollaire est une onséquene direte des théorème 5.2 et 3.4. �Corollaire 5.3 La lasse des langages d'arbres reonnus par un automate à je-ton déterministe du modèle fort est la lasse des langages dé�nis par la logiqueFO+DTC.Preuve. Ce orollaire est une onséquene direte des théorème 5.2 et 4.3. �
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CHAPITRE6Hiérarhie des automates d'arbres à jetons
Sommaire6.1 Deux familles de langages d'arbres . . . . . . . . . . . . . 1126.1.1 Arbres et langages à niveaux . . . . . . . . . . . . . . . . 1136.1.2 La famille de langages Ln . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1156.1.3 La famille de langagesMn . . . . . . . . . . . . . . . . . 1196.2 Nombre de jetons, déterminisme et pouvoir d'expression1226.2.1 Automates heminants ave orale . . . . . . . . . . . . . 1236.2.2 PTAk ( PTAk+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1286.2.3 TWA * DPTAk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1326.3 Automates à jetons et langages réguliers . . . . . . . . . 1336.3.1 A propos de l'union des Ln . . . . . . . . . . . . . . . . . 1336.3.2 Le langage régulier Lr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1336.3.3 Une onséquene logique sur les arbres . . . . . . . . . . . 134Dans le hapitre 2, nous avons montré ave le théorème 2.10 que, pour toutentier k, les automates à k jetons sur les mots reonnaissent la lasse des langagesréguliers sur les mots. Sur les mots, tous les modèles d'automates séquentiels quenous avons présentés dans le hapitre 2 ont don le même pouvoir d'expression. Nouspouvons ainsi onstruire à partir d'un automate à jetons non-déterministe sur lesmots un automate unidiretionnel déterministe qui reonnaît le même langage. Nousnous intéressons dans e hapitre au pouvoir d'expression des automates d'arbres àjetons. Nous avons prouvé dans le hapitre 2 ave le théorème 2.6 que les langagesreonnus par un automate d'arbres à jetons sont réguliers. Nous voyons à la �n de ehapitre que la réiproque de ette proposition est fausse : nous présentons en e�eten 6.3.2 un langage d'arbres régulier Lr qui ne peut pas être reonnu par un automate111



d'arbres à jetons. Nous généralisons ainsi le résultat suivant montré dans [7℄ par M.Boja«zyk et T. Colombet : les automates d'arbres heminants ne reonnaissentpas tous les langages réguliers. Dans [7℄, un langage régulier Lp est dé�ni et il estprouvé que Lp ne peut pas être reonnu par un automate d'arbres heminant. Lelangage Lp est ependant reonnu par un automate d'arbres à un jeton. En 6.1.2 nousonstruisons indutivement à partir de e langage une famille de langages (Ln)n∈N>0qui sépare la lasse des langages reonnus par un automate déterministe à n jetonsde la lasse des langages reonnus par un automate à (n− 1) jetons. Nous prouvonsainsi que le pouvoir d'expression des automates à jetons augmente ave le nombrede jetons dans le as déterministe omme dans le as non-déterministe. Dans ehapitre, un autre résultat de M. Boja«zyk et T. Colombet sur les automatesheminants est également étendu aux automates d'arbres à jetons : dans [6℄, il estprouvé que les automates heminants ne peuvent pas tous être déterminisés. Ilsdé�nissent pour ela un langage L3g reonnu par un automate d'arbres heminantmais qui ne peut pas être reonnu par un automate d'arbres heminant déterministe.A partir de e langage, nous onstruisons en 6.1.3 une famille de langages d'arbres
(Mn)n∈N>0

qui sépare la lasse des langages reonnus par un automate heminantnon-déterministe de la lasse des langages reonnus par un automate déterministeà (n− 1) jetons. Nous prouvons ainsi qu'on ne peut pas déterminiser un automated'arbres heminant même si on s'autorise à ajouter un nombre �xé de jetons.Nous dé�nissons tout d'abord dans la setion 6.1 les familles de langages (Ln)n∈N>0et (Mn)n∈N>0
par indution à l'aide des langages dé�nis en [7℄ et en [6℄. Pour haqueentier n stritement positif, nous présentons un automate déterministe à n jetons quireonnaît le langage Ln et un automate heminant non-déterministe qui reonnaît lelangageMn. La setion 6.2 est la partie tehnique de e hapitre dans laquelle nousprouvons que, pour haque entier n stritement positif, le langage Ln ne peut pasêtre reonnu par un automate à (n− 1) jetons. Nous prouvons de manière similaireque le langageMn ne peut pas être reonnu par un automate déterministe à (n−1)jetons. En�n dans la dernière setion, en adaptant la onstrution de la famille delangage (Ln)n∈N>0

, nous dé�nissons un langage Lr qui sépare la lasse des langagesd'arbres réguliers de la lasse des langages reonnus par un automate d'arbres à je-tons. D'après la aratérisation logique des automates d'arbres à jetons de [19℄ quenous rappelons dans le hapitre 4, e langage sépare également la logique monadiquedu seond ordre sur les arbres de la logique FO + posTC sur les arbres.6.1 Deux familles de langages d'arbresDans ette setion, nous dé�nissons les familles de langages (Ln)n∈N>0
et (Mn)n∈N>0indutivement à l'aide des langages Lp et L3g dé�nis par M. Boja«zyk et T. Colom-bet en [7℄ et en [6℄. Les arbres des langages Lp et L3g ont une forme sympathique :e sont des arbres sur un alphabet à deux lettres {a, b} tels que seules les feuillespeuvent être étiquetées par la lettre a. Nous dé�nissons dans la notation 6.2 Lp,pune variante du langage Lp.Pour un entier n stritement positif, un arbre du langage Ln est un arbre obtenupar indution à partir d'un arbre du langage Lp,p en remplaçant haque feuille dontl'étiquette est la lettre a par un arbre de Ln−1 et haque feuille dont l'étiquette est112



la lettre b par un arbre qui n'appartiennent pas au langage Ln−1. Ainsi un arbrede Ln a un niveau de plus qu'un arbre de Ln−1. La famille de langage (Mn)n∈N>0est dé�nie par indution de manière similaire en remplaçant le langage Lp,p par lelangage L3g. Nous dé�nissons dans un premier temps de manière formelle les arbresà niveaux et la notion de repliage d'un arbre en 6.1.1. La notion de K-repliage sertà dé�nir indutivement les deux familles de langages (Ln)n∈N>0
et (Mn)n∈N>0

quenous présentons en 6.1.2 et 6.1.3. Nous prouvons en�n dans ette setion que, pourhaque entier n, le langage Ln est reonnu par un automate déterministe à n jetonset le langageMn est reonnu par un automate heminant non-déterministe.6.1.1 Arbres et langages à niveauxA�n de dé�nir formellement les langages de séparation utilisés dans la preuve desthéorèmes 6.1 et 6.2, nous dé�nissons tout d'abord quelques notions préliminaires :les arbres quasiment blans, leur struture de branhement, les arbres à niveaux etle repliage d'un arbre à niveaux selon un langage d'arbre donné.Pour prouver qu'un langage d'arbres ne peut pas être reonnu par un auto-mate d'arbres heminant déterministe ou bien par un automate d'arbres heminantnon-déterministe, le prinipe des preuves des résultats de [7℄ et de [6℄ que nous gé-néralisons dans e hapitre est de onstruire, pour haque automate de la lasseonsidérée, des arbres de taille su�samment grande et dont la forme est su�sam-ment monotone pour que l'automate soit perdu en les parourant. Cette idée denoyer l'automate dans un arbre où un ertain motif est répété vient du lemme del'étoile aussi appelé lemme de pompage qui donne une aratérisation des langagesde mots réguliers. M. Boja«zyk et T. Colombet ont ainsi introduit en [6℄ les arbresquasiment blans et leur struture de branhement.Dé�nition 6.1 Un arbre quasiment blan est un arbre sur l'alphabet {a, b} tel quetous les n÷uds internes sont étiquetés par la lettre b.La struture de branhement σ(t) d'un arbre quasiment blan t est l'arbre sur unalphabet unaire dé�ni indutivement sur la struture de t de la manière suivante.� si t est vide ou réduit à une feuille étiquetée par b, l'arbre σ(t) est l'arbre vide.� si t est réduit à une feuille étiquetée par a, l'arbre σ(t) est l'arbre t.� si t a pour sous-arbre gauhe t1 et pour sous arbre droit t2 et si σ(t1) est l'arbrevide, l'arbre σ(t) est l'arbre σ(t2).� si t a pour sous-arbre gauhe t1 et pour sous arbre droit t2 et si σ(t2) est l'arbrevide, l'arbre σ(t) est l'arbre σ(t1).� si t a pour sous-arbre gauhe t1 et pour sous arbre droit t2 et si σ(t1) et σ(t2)ne sont pas vides, l'arbre σ(t) a omme sous-arbre droit σ(t1) et omme sous-arbre gauhe σ(t2).La struture de branhement σ(t) d'un arbre quasiment blan t est don lastruture d'arbre dont les feuilles orrespondent aux feuilles de t étiquetées par a etles n÷uds internes orrespondent aux n÷uds internes de t dont le sous-arbre gauheet le sous-arbre droit ontiennent haun au moins une feuille étiquetée par a.Exemple 6.1 On représente dans la �gure 6.1 un arbre quasiment blan t et sa113



struture de branhement σ(t). Les n÷uds de t marqués par un petit disque sont lesn÷uds de sa struture de branhement.
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σ(t)Fig. 6.1 � Un arbre quasiment blan t et sa struture de branhement σ(t)Les arbres des langages de séparation que nous dé�nissons en 6.1.2 et en 6.1.3sont des arbres sur un alphabet de trois lettres {a, b, c} tels que les n÷uds étiquetéspar la lettre c onstituent des oupes de l'arbre que nous appelons des niveaux.Dé�nition 6.2 Soit k > 0. Un arbre à k niveaux t est un arbre sur l'alphabet
{a, b, c} tel que tout hemin de la raine à une feuille est étiqueté par un mot dulangage (cb∗)k(a+ b). Soit i ∈ [1, k], un n÷ud de t est sur le niveau i si le sous-arbreenrainé en t est un arbre à i niveaux.Remarque 6.1 Un arbre à 1 niveau est obtenu à partir d'un arbre quasiment blan,en remplaçant l'étiquette de sa raine par la lettre c. Par abus de langage, nousonsidérons aussi qu'un arbre à 1 niveau est un arbre quasiment blan.Remarque 6.2 Un arbre à k niveaux est un arbre dont la raine est étiquetée par
c qui ontient exatement k antihaines (ou oupes) étiquetées par la lettre c, desfeuilles étiquetées par a et tel que tous les autres n÷uds sont étiquetés par b.Les arbres que nous dé�nissons i-dessus ont un nombre �ni de niveaux et nouspouvons onstruire pour haque entier k, un automate heminant qui véri�e qu'unarbre donné est à k niveaux.Lemme 6.1 Etant donné k ∈ N, il existe un automate heminant qui reonnaîtl'ensemble des arbres à k niveaux.Preuve. Soit t un arbre. L'automate A que nous onstruisons dans ette preuvevéri�e tout d'abord que la raine de t est étiquetée par la lettre c puis il e�etue unparours en profondeur de t. Pour haque n÷ud u, on note nc

u le nombre de n÷udsétiquetés par c sur le hemin de la raine de t à u. Quand A visite un n÷ud u,son état ontient le nombre nc
u tant que e nombre est inférieur ou égal à k. Pourla raine e nombre est 1 à ondition que la raine soit étiquetée par c bien sûr.114



Si la raine n'est pas étiquetée par c, A rejette. Par la suite, dans le parours enprofondeur de t, à haque fois que A visite un n÷ud étiqueté par c à partir de sonpère, A inrémente de 1 le nombre stoké dans son état et si à partir d'un n÷udétiqueté par c, l'automate A remonte au père il dérémente de 1 e nombre. Dès quee nombre dépasse k ou dès que e nombre est di�érent de k au moment où A visiteune feuille, il rejette. Au ours de e parours A véri�e aussi que toutes les feuillessont étiquetées par les lettres a ou b et tous les n÷uds internes par les lettres b ou c.Si A termine son parours en profondeur de t, il a bien véri�é que t était à k niveauxet il aepte. �Nous dé�nissons maintenant le repliage d'un arbre à k niveaux selon un langaged'arbres à (k−1) niveaux. Cette notion de repliage permet de onstruire les famillesde langages (Ln)n∈N>0
et (Mn)n∈N>0

respetivement en 6.1.2 et en 6.1.3.Dé�nition 6.3 Soient k > 0 et K un langage d'arbres à (k − 1) niveaux. Le K-repliage d'un arbre t à k niveaux est l'arbre quasiment blan obtenu à partir de t ensupprimant tous les n÷uds en dessous du niveau (k − 1) et en réétiquetant haquen÷ud v de e niveau par a si t|v est dans K et par b sinon.La �gure 6.2 illustre ette dé�nition et montre omment nous obtenons le K-repliaged'un arbre à k niveaux. Dans ette �gure, l'arbre à k niveaux donné est représentéet le K-repliage à droite.
c b aac c

∈ K /∈ K ∈ K

niveau (k − 1)

Fig. 6.2 � Constrution du K-repliage d'un arbre à n niveaux6.1.2 La famille de langages LnDans ette partie, nous dé�nissons la famille de langage (Ln)n∈N>0
et nous mon-trons que haque langage Ln est reonnu par un automate déterministe à n jetons.Cette famille de langages est dé�nie indutivement à partir du langage Lp,p qui luimême onstruit en s'inspirant du langage Lp utilisé par M. Boja«zyk et T. Col-ombet pour séparer les langages d'arbres réguliers des langages reonnus par unautomate d'arbres heminant.Notation 6.1 On note Lp l'ensemble des arbres quasiment blans t tels que, dansla struture de branhement σ(t), tous les hemins de la raine à une feuille ont unelongueur paire. 115



Exemple 6.2 L'arbre quasiment blan représenté à gauhe de la �gure 6.1 appar-tient à Lp ar dans sa struture de branhement représentée à droite de la �gure,tous les hemins de la raine à une feuille sont de longueur 2.Le lemme i-dessous a été démontré dans [7℄. Sa preuve est tehnique et di�ileet e lemme permet de déduire que Lp ne peut pas être reonnu par un automateheminant.Lemme 6.2 Pour tout automate heminant A, il existe un arbre s′ dans Lp et unarbre t′ qui n'appartient pas à Lp tels que s′ est 0-simulé par t′.Rappelons qu'étant donné un automate heminant A, un arbre s′ est 0-simulépar un arbre t′ si, d'après la dé�nition 5.4, les ouples d'états orrespondant à desboules de A dans s′ orrespondent également à des boules de A dans t′.Nous montrons dans la proposition 6.2 que le langage Lp est reonnu par unautomate d'arbres déterministe à un jeton. Pour onstruire indutivement la famillede langages Ln, nous allons ependant dé�nir à partir de Lp un nouveau langaged'arbres Lp,p qui possède une propriété plus forte que elle du langage Lp donnéepar le lemme 6.2.Nous avons en e�et besoin d'un langage d'arbres L satisfaisant la propriété sui-vante : pour tout automate heminant il existe deux arbres 0-équivalents tels quel'un est dans le langage L l'autre non. En utilisant le lemme 6.2, on obtient deuxarbres s′ ∈ Lp et t′ /∈ Lp tels que s′ est 0-simulé par t. Nous voulons en plus que t′soit 0-simulé par s′.Rappelons enore que, d'après la dé�nition 5.4, étant donné un automate he-minant, deux arbres 0-équivalents sont deux arbres ayant exatement les mêmesouples d'états orrespondant à des boules de la raine à la raine.Notation 6.2 On onsidère Lp,p l'ensemble des arbres quasiment blans t pour les-quels la struture de branhement σ(t) ontient un nombre pair de n÷uds v de 1∗2tels que, dans le sous-arbre σ(t)|v, tous les hemins d'une feuille à la raine sont delongueur paire.Nous avons vu dans l'exemple 2.18 que les n÷uds d'un arbre de la forme 1∗ sontappelés les n÷uds du hemin le plus à gauhe.Exemple 6.3 La �gure 6.3 représente un arbre t de Lp,p, nous avons marqué lesn÷uds du hemin le plus à gauhe de la struture de branhement. Nous pouvonsainsi voir que dans la struture de branhement de t, il existe deux n÷uds du heminle plus à gauhe dont le sous-arbre droit est tel que tous les hemins de la raine àune feuille sont de longueur paire. L'arbre représenté sur la �gure appartient donbien au langage Lp,p.Nous montrons maintenant que le langage Lp,p satisfait la propriété voulue don-née par la proposition suivante.Proposition 6.1 Pour tout automate heminant A, il existe un arbre s dans Lp,pet un arbre t qui n'appartient pas à Lp,p tels que s et t sont 0-équivalents.116
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Fig. 6.3 � Représentation d'un arbre de Lp,pPreuve.On onsidère A un automate heminant. Soient s′ et t′ les arbres donnés par lelemme 6.2. On note m le nombre de 0-omportements de A poour des arbres. Etantdonné un entier i stritement positif, on note ti l'arbre dont le hemin le plus àgauhe est de longueur (m+ 1) et tel que un sous-arbre enrainé sur un n÷ud de laforme 1j2 ave j ∈ [0, m] est s′ si j < i et t′ sinon. On observe que ti est dans Lp,p siet seulement si i est pair. On remarque ensuite que ti+1 est obtenu à partir de ti enremplaçant un des sous-arbres s′ par t′. La suite des 0-omportements pour ti ave
i ∈ [0, m] est don roissante et omme m est le nombre de 0-omportements pourdes arbres, il existe un entier ℓ ∈ [0, m] tel que A a le même 0-omportement pour tℓet tℓ+1. Comme un seul de es deux arbres appartient à Lp,p, on a bien démontré lelemme. �Les langages Lp et Lp,p ne peuvent don pas être reonnus par un automateheminant. La proposition i-dessous permet alors de séparer la lasse des langagesreonnus par un automate d'arbres à 1 jeton de la lasse des langages reonnus parun automate d'arbres heminant.Proposition 6.2 Le langage Lp, respetivement Lp,p, est reonnu par un automated'arbres déterministe à 1 jeton.Preuve.On ommene par montrer ette proposition pour le langage Lp. On onsidèreun arbre quasiment blan t et on onstruit i-dessous un automate déterministe à unjeton Ap qui reonnaît e langage. Cet automate ommene par e�etuer un paroursen profondeur de t. A haque fois qu'il visite un n÷ud dans e parours, Ap poseun jeton sur e n÷ud puis e�etue un simple parours en profondeur du sous-arbre117



droit et du sous-arbre gauhe de e n÷ud marqué pour véri�er si es sous-arbresontiennent une feuille étiquetée par a et don si e n÷ud est dans la struture debranhement de t et, en�n, il lève le jeton pour pouvoir le reposer sur le prohainn÷ud qu'il visite. L'automate Ap peut alors aluler la parité du nombre de foisqu'il passe par un n÷ud de la struture de branhement au ours de son paroursen profondeur de t. Il véri�e que e nombre est impair à haque fois qu'il visite unefeuille étiquetée par a et reonnaît ainsi le langage Lp.On onstruit maintenant Ap,p un automate déterministe à 1 jeton qui reonnaît
Lp,p. On onsidère à nouveau un arbre quasiment blan t. L'automate Ap,p e�etueun parours en profondeur de t. A haque fois qu'il visite un n÷ud u, il détermineomme Ap si e n÷ud est dans la struture de branhement de t. Si 'est le as,avant de lever le jeton de u, il e�etue un parours en profondeur de droite à gauheà partir de u et véri�e si, après avoir visité le sous-arbre enrainé en u dans eparours, l'automate remonte jusqu'à la raine sans visiter de feuilles étiquetéespar a. Il détermine ainsi si le n÷ud u appartient au hemin le plus à gauhe de lastruture de branhement σ(t). L'automate Ap,p peut ainsi véri�er à haque étapede son parours s'il est sur un n÷ud du hemin le plus à gauhe de la struture debranhement de t. L'automate véri�e alors pour haque n÷ud du hemin le plus àgauhe de t si le sous-arbre droit de e n÷ud est dans Lp en proédant ommeAp maisen véri�ant aussi à haque fois qu'il viste un n÷ud de la struture de branhements'il est revenu sur le hemin le plus à gauhe de la struture de branhement. Ilompte aussi la parité du nombre de sous-arbres de Lp enrainés en un �ls droit duhemin le plus à a gauhe de σ(t) qu'il a visités. L'automate Ap,p reonnaît ainsi lelangage Lp,p. �Nous onstruisons maintenant une famille de langages Ln à partir du langage debase L1 = Lp,p qui satisfait le lemme 6.1.Notation 6.3 On note (Ln)n∈N>0

la famille de langages d'arbres dé�nis indutive-ment ainsi :� L1 est le langage Lp,p.� pour n > 0, le langage Ln est l'ensemble des arbres à n niveaux dont le
Ln−1-repliage est dans Lp,p.Nous étendons maintenant la proposition 6.2 à tous les langages de la famille (Ln)n∈N>0

.Lemme 6.3 Pour tout k ∈ N>0, Lk est reonnu par un automate déterministe à kjetons.Preuve. On proède par indution sur k. Le as k = 1 est résolu par la proposi-tion 6.2.On suppose don que k > 1. On veut onstruire un automate à k jetons Aqui reonnaît Lk. On onsidère un arbre t sur l'alphabet {a, b, c}. L'automate à kjetons qu'on onstruit peut véri�er si un n÷ud est sur le hemin le plus à droitede la struture de branhement du Lk−1-repliage de t de la manière suivante. Ilplae son jeton k sur e n÷ud puis il e�etue un parours en profondeur des sous-arbres droit et gauhe de e n÷ud marqué. Pendant e parours, à haque fois que Avisite un n÷ud du niveau (k − 1) il simule l'automate à (k − 1) jetons obtenu parindution pour le langage Lk−1 et véri�e si le sous-arbre enrainé en e n÷ud du118



niveau (k − 1) appartient à Lk−1 ou non. En�n il retourne au n÷ud marqué par lejeton k et e�etue un parours en profondeur de droite à gauhe et véri�e qu'aprèsavoir parouru le sous-arbre enrainé au n÷ud marqué par le jeton k il ne visite plusque des feuilles étiquetées par b. Nous dérivons maintenant omment A proède surl'arbre t. L'automate A ommene par véri�er omme il est dérit dans le lemme 6.1que t est un arbre à k niveaux. Il e�etue ensuite un parours en profondeur de t etvisite ainsi tous les sous-arbres enrainés en un �ls droit du hemin le plus à gauhede la struture de branhement du Lk−1-repliage de t. On onsidère t′ un de es sous-arbres de t et on note V l'ensemble des n÷uds v de t′ du niveau (k − 1) tels que lesous-arbre enrainé en v appartient à Lk−1 et W l'ensemble des n÷uds de t′ dont lesous-arbre gauhe et le sous-arbre droit ontiennent haun au moins un n÷ud de V .Pour véri�er si les hemins de la raine de t′ à un n÷ud de V ontiennent haunun nombre pair de n÷uds de W , l'automate A proède de la manière suivante. Ile�etue un parours en profondeur de t′, à haque fois qu'il visite un n÷ud v, ilpose son jeton k sur e n÷ud et véri�e si e n÷ud est un �ls droit du hemin leplus à gauhe pour savoir s'il a �ni de visiter t′. Il détermine ensuite si le v n÷udqui est toujours marqué par le jeton k est un n÷ud de W . Pour ela il véri�e si lessous-arbres droit et gauhe de v ontiennent haun un n÷ud de V . On remarqueque omme le niveau k de t est �xé l'automate peut ompter le niveau du derniern÷ud de t étiqueté par c qu'il a roisé. Par indution, l'automate peut don véri�ersi un n÷ud du niveau (k− 1) appartient à V en utilisant ses (k− 1) jetons restants.L'automate ompte ainsi la parité du nombre de n÷ud de W qu'il roise dans sonparours de t′ et véri�e que e nombre est pair à haque fois qu'il est sur le niveau
(k − 1). L'automate A véri�e ainsi si le Lk−1-repliage de t′ est dans Lp,p. Il peutalors ompter la parité des sous-arbres enrainés en un �ls droit du hemin le plus àgauhe de la struture de branhement du Lk−1-repliage de t tels que le Lk−1-repliageest dans Lp. L'automate A reonnaît ainsi le langage Lk . �Nous avons ainsi dé�ni une famille de langages (Ln)n∈N>0

telle que haque lan-gage Lk est reonnu par un automate déterministe à k jetons et telle que L1 véri�ela propriété donnée par la proposition 6.1.6.1.3 La famille de langagesMnNous onstruisons dans ette partie la famille de langages à niveaux (Mn)n∈N>0et nous dérivons pour haque entier k stritement positif un automate heminantqui reonnaît le langageMk . Le langage de base utilisé pour onstruire ette famillea été introduit par M. Boja«zyk et T. Colombet dans [6℄ pour prouver qu'on nepouvait pas déterminiser un automate d'arbres heminant. La onstrution de la fa-mille de langages (Mn)n∈N>0
à partir de e langage de base que nous appellerons L3gest similaire à elle de la famille de langage (Ln)n∈N>0

à partir du langage Lp,p. Lesarbres de L3g sont des arbres quasiment blans ave trois feuilles étiquetées par a.Remarque 6.3 Si on onsidère l'ensemble des arbres quasiment blans ayant exa-tement trois feuilles étiquetées par la lettre a, il existe pour es arbres deux struturesde branhement possible que nous représentons �gure 6.4.119



Fig. 6.4 � Les strutures de branhement possibles d'un arbre ave 3 aNotation 6.4 On note L3g l'ensemble des arbres quasiment blans t dont la stru-ture de branhement σ(t) est la struture d'arbre représentée �gure 6.5. On onsidère
Fig. 6.5 � La struture de branhement possible d'un arbre de L3gque la raine des arbres de L3g est étiquetée par la lettre c a�n d'avoir un langaged'arbres à 1 niveau.Exemple 6.4 L'arbre quasiment blan t représenté à gauhe de la �gure 6.6 ap-partient à Lp omme le montre sa struture de branhement représentée à droitede la �gure. Dans ette �gure, nous avons noté uniquement les feuilles de l'arbre tétiquetées par a.

a a a

t σ(t)

Fig. 6.6 � Représentation d'un arbre de L3gLe langage L3g satisfait la propriété dérite dans le lemme i-dessous qui a étédémontré dans [6℄. Ce lemme a pour onséquene immédiate que L3g ne peut pasêtre reonnu par un automate heminant déterministe et il sera utilisé dans la sous-setion 6.2.3.Lemme 6.4 Pour tout automate heminant déterministe A, il existe un arbre s′dans L3g et un arbre t′ qui n'appartient pas à L3g tels que s′ et t′ sont 0-équivalents.Le langage L3g satisfait ainsi diretement la propriété souhaitée ontrairementau langage Lp à partir duquel nous avons du dé�nir Lp,p. Le langage L3g est don120



le langage de base de la famille de langages (Mn)n∈N>0
que nous dé�nissons par lasuite.La proposition i-dessous implique que le langageL3g sépare la lasse des langagesreonnus par un automate heminant non-déterministe de la lasse des langagesreonnus par un automate déterministe à 1 jeton.Proposition 6.3 Le langage L3g est reonnu par un automate heminant non-déterministe.Preuve. On dérit dans ette preuve un automate heminant non-déterministe

A3g qui reonnaît le langage L3g. Etant donné un arbre t, l'automate A3g ommenepar e�etuer un parours en profondeur et véri�e ainsi de manière déterministeque l'arbre a exatement trois feuilles étiquetées par la lettre a et que tous lesautres n÷uds sont étiquetés par la lettre b. L'automate A3g doit ensuite trouverlequel des deux arbres de la �gure 6.4 est la struture de branhement de t. Pourela, il se rend sur la feuille étiquetée par a la plus à gauhe de t en e�etuant unnouveau parours en profondeur de gauhe à droite jusqu'à e qu'il atteigne unefeuille étiquetée par la lettre a. A partir de ette feuille, A3g remonte de manièrenon-déterministe jusqu'à un anêtre u de ette feuille puis il e�etue à partir de en÷ud un parours en profondeur de droite à gauhe et aepte s'il roise exatementdeux feuilles étiquetées par la lettre a au ours de e dernier parours. Si l'arbre t estdans L3g il existe toujours une exéution aeptante de A3g : par exemple elle pourlaquelle A3g remonte de manière non-déterministe jusqu'au n÷ud dont le sous-arbregauhe ontient la feuille étiquetée par a la plus à gauhe de t et dont le sous-arbredroit ontient la deuxième feuille de t étiquetée par a. Si l'arbre t a la struture debranhement représenté à droite dans la �gure 6.4, l'automate A3g roise toujours1 ou bien 3 feuilles étiquetées par la lettre a dans son parours en profondeur dedroite à gauhe à partir d'un anêtre u de la feuille étiquetée par a la plus à gauhe.
�Nous onstruisons maintenant une famille de langages (Mn)n∈N>0

à partir dulangage de baseM1 = L3g. Cette onstrution est similaire à elle de la famille delangages (Ln)n∈N>0
à partir du langage de base L3g.Dé�nition 6.4 La famille de langages d'arbres (Mn)n∈N>0

est dé�nie indutive-ment ainsi :� M1 est le langage L3g.� pour n > 0, le langage Mn est l'ensemble des arbres à n-niveaux dont le
Ln−1-repliage est dans L3g.Lemme 6.5 Pour tout k ∈ N>0, Mk et son omplément sont reonnus par unautomate heminant non-déterministe.Preuve. On proède par indution sur k. Le as k = 1 est résolu partiellement parla proposition 6.3.On suppose que k ≥ 1. Soit t un arbre. L'automate que l'on onstruit pourMkvéri�e dans un premier temps que t est un arbre k niveaux puis visite tous les n÷udsdu niveau (k−1). Pour haun de es n÷uds u, il devine si le sous-arbre enrainé en uest dansMk−1 et véri�e si e hoix est orret en simulant les automates donnés par121



l'hypothèse d'indution pour le langageMk−1 et le omplément deMk−1. Il rejètel'arbre si elui i ne ontient pas exatement trois sous-arbres deMk−1 enrainés enun n÷ud du niveau (k− 1). La suite de la onstrution de l'automate pourMk suitle même prinipe que elle de l'automate A3g de la preuve de la proposition 6.3. Onnote u1, u2, u3 les trois n÷uds ordonnés de gauhe à droite du niveau (k − 1) dontle sous-arbre est dansMk−1. L'automate onstruit pourMk se rend en u1, remontedans l'arbre vers un anêtre u de u1 de manière non-déterministe puis e�etue unparours en profondeur de droite à gauhe en véri�ant si haque n÷ud du niveau
(k−1) qu'il visite est un des trois n÷uds u1, u2 ou u3. L'automate pourMk aeptesi durant le dernier parours en profondeur à partir du n÷ud u, il roise exatementdeux de ses trois n÷uds.L'automate qu'on onstruit pour reonnaître le omplément deMk véri�e d'abordde manière déterministe si l'arbre t est à k niveaux. Si e n'est pas le as il aepte.Il véri�e ensuite si l'arbre t ontient exatement trois sous-arbres deMk−1 enrainésen un n÷ud du niveau (k−1) et aepte si e n'est pas le as. En�n l'automate pro-ède omme l'automate pourMk pour véri�er si leMk−1-repliage de t a la struturede branhement représenté à gauhe de la �gure 6.4. �Nous avons ainsi dé�ni une famille de langages (Mn)n∈N>0

tels que haque lan-gageMk est reonnu par un automate heminant et tel que M1 véri�e la propriétédonnée par le lemme 6.4.6.2 Nombre de jetons, déterminisme et pouvoir d'ex-pressionCette setion est la partie tehnique de e hapitre dans laquelle la proposition6.1 et le lemme 6.4 onernant les automates heminants et les langages Lp,p et
L3g sont généralisés aux automates d'arbres à jetons et aux familles de langages
(Ln)n∈N>0

et (Mn)n∈N>0
. Nous démontrons ainsi que, pour haque entier k, le lan-gage Lk+1 n'est pas reonnu par un automate à k jetons et que le langage Mk+1n'est pas reonnu par un automate déterministe à k jetons. Le prinipe de la preuveest de montrer par indution qu'un automate d'arbres à jetons qui reonnaît Lk+1 abesoin, au ours d'une exéution sur un arbre t, de plaer k jetons dans un sous-arbreenrainé en un n÷ud u du niveau k pour déterminer si e sous-arbre appartient à

Lk et don quelle sera l'étiquette du n÷ud qui le remplae dans le Lk-repliage de tet d'utiliser en même temps un autre jeton au dessus du niveau k pour déterminersi le Lk-repliage de l'arbre t est dans Lp,p. L'idée est la même pour la preuve oner-nant le langageMk+1 : un automate à jetons déterministe qui reonnaît e langagese sert à la fois de k jetons au dessous d'un n÷ud u du niveau k pour savoir si lesous-arbre enrainé en u appartient àMk et d'un autre jeton au dessus du niveau kpour véri�er si leMk-repliage de l'arbre t est dans Lp,p. Nous devons ainsi montrerqu'étant donné un automate d'arbres à k jetons dans un arbre t à (k + 1) niveauxl'ation de poser un jeton sur un n÷ud u situé au dessus du niveau k aveugle l'au-tomate sur les propriétés des n÷uds de e niveau. Pour formaliser ette intuition,nous introduisons en 6.2.1 un nouveau type d'automates d'arbres qui étend le mo-dèle des automates d'arbres heminants : e sont les automates d'arbres heminants122



ave orale. Nous généralisons ensuite les propositions 6.2 et 6.3 à e nouveau typed'automates. En�n, étant donné A un automate à k jetons, nous onstruisons en6.2.2, deux arbres de part et d'autre de Lk+1 pour lesquels A a le même ompor-tement. L'automate A ne peut don les distinguer et reonnaître le langage Lk+1.Nous proédons de même en 6.2.3 pour prouver que le langageMk n'est pas reonnupar un automate déterministe à k jetons.Grae aux résultats du haptre 5, nous pouvons supposer dans tout e hapitreque les automates d'arbres à jetons que nous onsidérons dans ette partie sont dumodèle faible. Cette hypothèse nous permet de gérer plus failement l'alternanedes jetons de part et d'autre du niveau k dans un arbre de Lk+1 ou deMk+1.6.2.1 Automates heminants ave oraleDans ette partie nous présentons des onepts préliminaires qui sont utilisésdans la suite du hapitre : nous dé�nissons ainsi les motifs, les orales de strutureet les automates heminants ave orale. Nous démontrons ensuite le lemme quipermet d'étendre les propriétés des langages Lp,p = L1 et L3g =M1 aux automatesd'arbres heminants ave orale.Nous introduisons tout d'abord les motifs qui sont une généralisation des ontextesoù le symbole ∗ peut apparaître sur plus d'une seule feuille.Dé�nition 6.5 Un motif sur l'alphabet Σ est un arbre sur Σ ∪ (Σ × {∗}) tel quetous les n÷uds internes sont étiquetés par une lettre de Σ. Le symbole ∗ peut donapparaître uniquement sur les feuilles. Les feuille dont l'étiquette ontient le symbolespéial ∗ sont appelées les ports du motifs. Les ports sont ordonnés en utilisant l'ordrede gauhe à droite sur les feuilles. Le nombre de ports d'un motif C est appelé l'aritéde e motif. Un motif ayant n ports est aussi appelé un motif n-aire.Les motifs se omposent de la même façon que les ontextes et les sous-arbres.Dé�nition 6.6 Soient C un motif n-aire et C1, · · · , Cn des motifs tels que, pourtout i ∈ [1, n], l'étiquette de la raine de Ci orrespond à la première omposantede l'étiquette du i-ème port de C. On note C[C1, · · · , Cn] le motif onstruit à partirde C en remplaçant le i-ème port de C par le motif Ci.Nous dé�nissons maintenant un orale de struture. Il s'agit d'un automated'arbres BU déterministe omplet et invariant par étiquette, 'est à dire qui a lamême exéution sur deux arbres ayant le même domaine.Dé�nition 6.7 Un orale de struture O est un triplet (Q, s0, δ) tel que Q est unensemble �ni d'états, s0 ∈ Q est l'état initial, Σ est un alphabet et δ est une fontionpartout dé�nie de (Q×Q) à valeurs dans Q appelée fontion de transition.Le alul de O sur un arbre t est dé�ni omme en 2.3.2 : il s'agit une fontion ρde l'ensemble des n÷uds de t à valeurs dans Q telle que, pour haque n÷ud x, on a� ρ(x) = δ(q0, q0) si x est une feuille et� ρ(x) = δ(ρ(x1), ρ(x2)) si x a pour �ls droit x1 et pour �ls gauhe x2.123



Dé�nition 6.8 Etant donnés un motif n-aire C et un orale de struture O dontl'ensemble d'états est noté Q, on dé�nit une fontion notée CO de Qn à valeurs dans
Q telle que CO(q1, · · · , qn) est l'état atteint par O à la raine de C s'il démarre sonexéution en a�etant au i-ème port l'état qi pour haque i ∈ [1, n] et en a�etantl'état s0 à toutes les autres feuilles de C. Cette fontion est totalement dé�nie ar
O orrespond à un automate omplet.Etant donné un arbre t un n÷ud v de t et un orale de struture O, la O-information struturelle sur (t, v) est le ouple ((Ct,v)

O, (t|v)
O) ∈ QQ ×Q.La fontion CO dé�nie i-dessus ne dépend pas des étiquettes des n÷uds du ontexte

C. Comme les seules orales que nous utilisons dans ette thèse sont des orales destruture, un orale désigne à partir de maintenant un orale de struture.Remarque 6.4 Etant donné C un motif n-aire, des motifs C1, · · · , Cn et O unorale de struture on a l'égalité de fontions suivantes (C[C1, · · · , Cn])O = CO(C1
O, · · · , Cn

O).Nous introduisons un nouveau type d'automates qui étend le modèle des au-tomates d'arbres heminants. Il s'agit des automates heminants ave orale. Unautomate heminant ave un orale O se omporte omme un automate heminantqui a aès à haque étape de son exéution sur un arbre t à la O-informationstruturelle sur (t, v) où v est le n÷ud sur lequel est sa tête de leture.Dé�nition 6.9 Un automate heminant ave orale est un ouple (A,O) tel que
O est un orale (P, s0, δO) et A est un quintuplet (Q,Σ, I, F, δ) où Q est un en-semble �ni d'états, Σ est un alphabet, I ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appeléensemble des états initiaux, F ⊆ Q est un sous-ensemble de Q appelé ensembledes états �naux ou ensemble des états aeptants et δ est un sous-ensembe de
(Q× Σ× (P P × P ))× (Q× {↑,ւ,ց,�}) appelé ensemble des transitions. L'au-tomate heminant ave orale est déterministe si δ orrespond à une fontion de
Q×Σ× (P P ×P ) à valeurs dans (Q×{↑,ւ,ց,�}). La taille d'un automate he-minant ave orale (A,O) est la somme du nombre d'états de A et du nombre d'étatsde O.Un automate heminant ave orale (A,O) sur un arbre t applique une transitionen fontion de l'état ourant de A, de l'étiquette du n÷ud ourant u et de la O-information struturelle sur (t, u). Plus formellement, une on�guration de (A,O)sur un arbre t est un ouple (q, u) où q est un état de Q et u un n÷ud de l'arbre t.Une on�guration initiale de A sur t est une on�guration de I×{ǫ}, 'est-à-dire uneon�guration telle que la tête de leture de l'automate est sur la raine et telle quel'état de ontr�le est un état initial de l'automate. Une on�guration aeptante de
A sur t est une on�guration de F × {ǫ}. Une on�guration (r, v) est un suesseurd'une on�guration (q, u) e que l'on note (q, u)

(A,O)
−−−→(r, v) s'il existe une transition

((q, a, (f, p)), (µ, r)) telle que (f, p) est la O-information struturelle sur (t, u) et� v = u si µ = �,� v est le père de u si µ =↑,� v est le �ls gauhe de u si µ =ւ et� v est le �ls droit de u si µ =ց. 124



Remarque 6.5 Les automates heminants ave orale sont une extension des auto-mates heminants ar le type d'un n÷ud peut être onsidéré omme une informationstruturelle.Remarque 6.6 Les notions de 0-équivalene et de 0-omportements pour un sous-arbre et d'un ontexte dé�nies en 5.4 et en 5.5 pour les automates à jetons et donpour les automates heminants s'étendent sans di�ultés au modèle des automatesheminants ave orales. Le 0-omportement de l'automate heminant ave orale
(A,O) orrespond alors à un ouple (p, f) où p ∈ P est un état de O et f unefontion de P P à valeurs dans 2Q×Q faisant orrespondre à une fontion CO où Cest un ontexte, l'ensemble des boules d'arbres de (A,O) dans C[t]. Nous nousintéresserons dans ette setion aux boules de la raine à la raine d'un arbrepour un automate heminant ave orale. Ces boules de la raine à la raine sontsimplement données par un ensemble de ouples d'états de A.Rappelons qu'un morphisme d'arbres est une appliation de l'ensemble des arbresà valeurs dans l'ensemble des arbres qui respetent la struture d'arbres 'est à direqui est ompatible ave l'opération de omposition. Nous dé�nissons i-dessous desmorphismes d'arbres quasiment blans à l'aide d'un motif binaire et de deux arbres.Ces morphismes sont appelés les morphismes simples d'arbres.Dé�nition 6.10 On onsidére l'alphabet Σ = {a, b}. Un morphisme simple d'arbres
h est généré par� un motif binaire C tel que les deux ports sont étiquetés par (b, ∗) et tous lesautres n÷uds sont étiquetés par la lettre b,� un arbre tb dont tous les n÷uds sont étiquetés par b et� un arbre quasiment blan ta ave exatement une feuille étiquetée par a quin'est pas la raine.On dé�nit h(t) indutivement sur t de la manière suivante.� Si t est réduit à une feuille étiquetée par b, l'arbre h(t) est tb.� Si t est réduit à une feuille étiquetée par a, l'arbre h(t) est l'arbre ta.� Si t a pour sous-arbre gauhe t1 et pour sous arbre droit t2, l'arbre h(t) estl'arbre C[h(t1), h(t2)].Etant donné un morphisme simple h et un arbre t, le morphisme de n÷uds assoiéà h noté hN fait orrespondre à haque n÷ud u de t la raine du motif ou de l'arbrepar lequel u est remplaé dans h(t).Etant donné t un arbre quasiment blan, l'arbre h(t) est obtenu par ompositionen remplaçant tous les n÷uds internes par C, toutes les feuilles dont l'étiquette estla lettre a par ta et toutes les feuilles dont l'étiquette est la lettre b par tb.Remarque 6.7 Etant donné un morphisme simple h et un arbre quasiment blan
t, les arbres t et h(t) ont la même struture de branhement.La proposition suivante nous permet par la suite de remplaer la notion d'auto-mates heminants par la notion d'automates heminants ave orale dans la propo-sition 6.1 et le lemme 6.4. 125



Proposition 6.4 Soit (A,O) un automate heminant ave orale. Il existe un mor-phisme simple d'arbres h et un automate heminant A′ qui aepte l'ensemble desarbres quasiment blans t dont l'image h(t) est aeptée par (A,O). De plus, deuxarbres t et t′ ont les mêmes ouples d'états orrespondant à des boules de la raine àla raine si et seulement si h(t) et h(t′) ont les mêmes ouples d'états orrespondantà des boules de la raine à la raine.Si (A,O) est déterministe, A′ peut être hoisi déterministe également.Pour prouver ette proposition nous utilisons le lemme suivant dont la preuve teh-nique est similaire à elle du lemme 9 de [6℄.Lemme 6.6 Pour haque orale O, il existe un motif binaire C sur l'alphabet
{b, (b, ∗)} et un arbre s sur l'alphabet unaire {b} tels que si on note t(b,∗) le ontexte(ou le motif unaire) réduit au n÷ud étiqueté par (b, ∗) et si on pose f = (C[t(b,∗), s])

Oet g = (C[s, t(b,∗)])
O, on a alors f = g, f ◦ f = f et f(sO) = sONous donnons maintenant la preuve de la proposition 6.4.Preuve. Soit (A,O) un automate heminant ave orale. On onsidère le motifbinaire C et l'arbre s donnés par le lemme 6.6. On note alors sa l'arbre quasimentblan obtenu en remplaçant l'étiquette de la feuille la plus à gauhe de s par a et h lemorphisme simple dé�ni par le motif C, l'arbre s dont tous les n÷uds sont étiquetéspar b et l'arbre quasiment blan sa.On montre d'abord par indution que pour haque arbre t et haque n÷ud vde t on a :(h(t)|hN (v))

O = (h(t|v)
O = sO et si v 6= ǫ alors (Ch(t),hN (v))

O = f où
f = (C[t(b,∗), s])

O.En e�et, si v est une feuille, l'arbre h(t)|hN (v) = h(t|v) est soit l'arbre s soitl'arbre sa et on a bien (h(t)|hN (v))
O = (h(t|v)

O = sO. Sinon, v est un n÷ud interne,
v1 est son �ls droit et v2 son �ls gauhe. On a alors l'égalité suivante par hypothèsed'indution (h(t)|hN (vi))

O = (h(t|vi)
O = sO pour i ∈ {1, 2}.Ainsi (h(t)|hN (v))

O = (h(t|v)
O = (C[h(t|v1, t|v2])

O = f(sO) = sOPour l'autre égalité, on suppose maintenant que v est le �ls droit de la raine. Leas où v est le �ls gauhe de la raine est similaire. On note t1 le sous-arbre gauhede t et on a (Ch(t),hN (v))
O = (C[h(t1), (b, ∗)])Or = (C[(s, t(b,∗)])

O ar (h(t1))
O = sO.On a don bien (Ch(t),hN (v))

O = f . Supposons en�n que v est le �ls droit d'un n÷udinterne w. Le as où v est le �ls gauhe d'un n÷ud interne est similaire. On note t1le sous-arbre gauhe de w. Comme (h(t1))
O = sO et (C[s, t(b,w)])

O = f , on a bien
(Ch(t),hN (v))

O = (Ch(t),hN (w)[C[h(t1), t(b,w)]])
O = f ◦ f = f .Ainsi haque n÷ud di�érent de la raine qui est l'image d'un n÷ud par hN apour O-information struturelle (f, sO) et la raine a pour image struturelle (Id, s0)où Id est la fontion identité.On onstruit maintenant un automate heminant A′ tel que pour haque arbre tet pour haque n÷uds v et w les deux propositions suivantes sont équivalentes :� dans h(t), l'automate (A,O) peut atteindre la on�guration (q, hN(w)) à partirde la on�guration (p, hN(v))� dans t, l'automate A′ peut atteindre la on�guration (q, w) à partir de laon�guration (p, v)La onstrution d'un tel automate A′ permet de onlure ette preuve en posant

v = w = ǫ dans la propriété i-dessus. Intuitivement, l'automate heminant A′ se126



omporte sur le n÷ud v de l'arbre t de la même façon que l'automate heminant aveorale (A,O) se omporte sur le n÷ud hN (v) dans l'arbre h(t) et omme l'informationstruturelle sur un de es n÷uds est toujours (f, sO) sauf à la raine, l'automateheminant A′ n'a pas besoin d'orale.On dé�nit maintenant formellement A′. Soient t un arbre et v un n÷ud de t. Ononsidère r une exéution de (A,O) sur h(t) partant de la on�guration (q, hN(v)).Soit (p, hN(w)) la deuxième on�guration de r dont le n÷ud ourant est l'image d'unn÷ud de t par le morphisme hN , la première on�guration de r de e type étant
(q, hN(v)). On a au plus 5 possibilités pour le n÷ud w : il peut être le père de v, un desdeux �ls de v, v lui même ou bien le frère de v. La dernière possibilité est due au faitqu'un hemin dans le motif C d'un port vers l'autre port ne passe pas néessairementpar la raine de C. Cette observation permet de dé�nir formellement A′ à partir desexéutions de A dans s, sa et C. Par exemple, s'il existe une exéution de (A,O) dans
C[sa, sa] de la on�guration (q, hN(ǫ1)) à la on�guration (p, hN(ǫ2)) qui ne passepar auun autre n÷ud de la forme hN (x) où x est un n÷ud de l'arbre quasimentblan dont les sous-arbres gauhe et droit sont réduits à une feuille étiquetée par aalors on ajoute à A′ les transitions (q, a, (fe, 1), (q′, ↑)) et (q′, a, (in, ra), (p,ց)) où q′est un nouvel état intermédiaire qui apparaît uniquement dans es deux transitionsde A′.Si (A,O) est déterministe, étant donnée r une exéution de (A,O) sur h(t) par-tant de la on�guration (q, hN(v)), la deuxième on�guration de r dont le n÷udourant est l'image d'un n÷ud de t par le morphisme hN est dé�nie de manièreunique et l'automate A′ est alors déterministe. �Le lemme i-dessus nous permet d'éliminer l'orale et de nous ramener à laproposition 6.1 ou au lemme 6.4 dans la preuve des deux orollaires suivants.Corollaire 6.1 Pour tout automate heminant ave orale, il existe des arbres set t tels que s ∈ Lp,p et t /∈ Lp,p qui ont les mêmes ouples d'états orrespondantaux boules de la raine à la raine. En partiulier, auun automate heminant aveorale ne reonnaît le langage Lp,p.Preuve. Ce orollaire est une onséquene des propositions 6.1 et 6.4. On onsi-dère (A,O) un automate heminant ave orale. Soient h le morphisme simple et
A′ l'automate heminant donnés par la proposition 6.4. D'après la proposition 6.1,il existe s′ et t′ qui ont les mêmes boules de la raine à la raine pour A tel que
s′ ∈ Lp,p et t′ /∈ Lp,p. On pose s = h(s′) et t = h(t′). D'après la remarque 6.7, ona aussi s ∈ Lp,p et t /∈ Lp,p et s et t ont les mêmes boules de la raine à la rainepour l'automate heminant ave orale (A,O). �Corollaire 6.2 Pour tout automate heminant ave orale déterministe (A,O), ilexiste des arbres s et t tels que s ∈ L3g et t /∈ L3g et tels que (A,O) a le même
0-omportement pour s et t. En partiulier, auun automate heminant ave oraledéterministe ne reonnaît le langage L3g.Preuve. Ce orollaire est une onséquene de la proposition 6.4 et du lemme 6.4.On onsidère (A,O) un automate heminant déterministe ave orale. Soient h lemorphisme simple et A′ l'automate heminant déterministe donnés par la propo-sition 6.4. D'après le lemme 6.4, il existe s′ et t′ qui ont les mêmes boules de la127



raine à la raine pour A tel que s′ ∈ L3g et t′ /∈ L3g. On pose s = h(s′) et t = h(t′).D'après la remarque 6.7, on a aussi s ∈ L3g et t /∈ L3g et s et t ont les mêmes boulesde la raine à la raine pour l'automate heminant ave orale (A,O).
�6.2.2 PTAk ( PTAk+1Le but de ette partie est de montrer pour tout entier k stritement positif quele langage Lk+1 n'est pas reonnu par un automate à k jetons. Nous allons pour elaonsidérer un automate à k jetons A et onstruire indutivement des arbres de partet d'autres du langage Lk+1 que A n'arrive pas à distinguer.Nous rappelons que tous les automates à jetons utilisés dans les preuves de ehapitre sont des automates du modèle faible. D'après les résultats du hapitre 5, lesrésultats des théorèmes que nous prouvons dans e hapitre s'étendent au modèlefort d'automates d'arbres à jetons.Nous avons introduit le pliage d'un arbre à niveaux selon un langage d'arbrespour onstruire les familles de langages de séparation (Ln)n∈N>0

et (Mn)n∈N>0
. Nousommençons par dé�nir dans ette partie les pliages par omportements d'un arbrequi seront utilisés dans les preuves par indution qui vont suivre.Dé�nition 6.11 Soient i ∈ N, A un automate d'arbres à i jetons et t un arbre surun alphabet Σ. On note B l'ensemble des i∗-omportements de A pour des arbres etpour j ∈ [0, i] on note Bj l'ensemble des j-omportements de A pour des arbres. Ononsidère que B = B0 × · · · × Bi.Un pliage de t par omportements de A est un arbre sur l'alphabet Σ ∪ (Σ× B)obtenu à partir de t en remplaçant pour ertains n÷uds v de t le sous-arbre tv parun seul n÷ud étiqueté par (σ,B) où σ est l'étiquette de v et B le i∗-omportementpour tv.Le lemme suivant montre omment onstruire à partir de l'automate A un auto-mate à jetons qui simule sur un pliage de t par omportements de A une exéutionde l'automate à jetons A sur t.Lemme 6.7 Soit i ∈ N. Pour tout automate à i jetons A, il existe un automateà i jetons A′ qui reonnaît l'ensemble des pliages par omportements de A d'arbresaeptés par A. Si A est déterministe, A′ peut être hoisi déterministe.Preuve. On onsidère t un arbre et t′ un pliage de t par omportements de A. Ononstruit i-dessous un automate à i jetons A′ qui se omporte omme A tant qu'ilne visite pas de feuilles étiquetées par un omportement. Supposons alors que A′atteint une feuille v de t′ étiquetée par un i∗-omportement B = (B0, · · · , Bi) aprèsavoir posé les jetons numérotés de i à (j + 1) ave j ∈ [0, i]. On a j = 0 si tous lesjetons ont été posés et j = i si auun jeton n'a été posé. L'automate A′ simule alors la

j-boule de A dans le sous-arbre en alulant un ouple d'états (q, q′) de Bj(γ) où γest la (j−1)∗-lasse d'équivalene du ontexte Ct,v marqué par les jetons numérotésde i à (j + 1). La lasse d'équivalene γ ne peut pas être alulée de manière exatedans le as non-déterministe. On utilise alors le lemme 5.7 : A′ devine une lasse de
(j − 1)∗-équivalene de ontexte γ′ orrespondant à un (j − 1)∗-omportement pour128



ontexte, puis A′ véri�e que γ′ ≤ γ en simulant l'automate non-déterministe obtenuave le lemme 5.7. Si 'est bien le as il hoisit le ouple d'états (q, q′) dans Bj(γ
′)et sinon il rejette.On adapte la onstrution i-dessus au as déterministe : pour aluler la j-boulee�etuée par A dans le sous-arbre tv, A′ alule de manière exate et déterministele (j − 1)∗-omportement pour le ontexte Ct,v en utilisant le lemme 5.9. �Remarque 6.8 Dans la preuve du lemme 6.7 i-dessus, pour simuler dans l'arbre t′une j-boule de A dans le sous-arbre tv, l'automate A′ a seulement besoin de l'infor-mation onernant le j-omportement de A : il utilise uniquement la omposante Bjde B dans l'étiquette de la feuille v de t′.La suite de ette partie onsiste à prouver le lemme i-dessous qui nous permetde déduire ave le lemme 6.3 que le pouvoir d'expression des automates à k jetonsaugmente quand l'entier k augmente dans le as déterministe et non-déterministe.Lemme 6.8 Pour tout entier k stritement positif, le langage Lk n'est pas reonnupar un automate à (k − 1) jetons.Nous onsidérons k ≥ 1 et A un automate à (k−1) jetons du modèle faible avemétats. Nous onstruisons maintenant indutivement pour i ∈ [1, k] des arbres si et tià i niveaux (i − 1)∗-équivalents pour A tels que si ∈ Li et ti /∈ Li. Les arbres s1 et

t1 seront dé�nis en utilisant le lemme suivant.Lemme 6.9 Soit n > 0, il existe des arbres à 1 niveau s1 ∈ L1 et t1 /∈ L1 tels quepour tout automate heminant ave orale de taille inférieure à n, les arbres s1 et t1ont les mêmes ouples d'états orrespondant à des boules de la raine à la raine.Preuve. On onsidère l'ensemble �ni En des automates heminants ave orale detaille inférieure à n. On onstruit un automate heminant ave orale (AEn , OEn) quihoisit de manière non-déterministe un automate heminant ave orale de En et quile simule. D'après le orollaire 6.1, il existe s1 ∈ L1 et t1 /∈ L1 qui ont les mêmesouples d'états orrespondant à des boules de la raine à la raine pour AEn . D'aprèsla onstrution de AEn , les arbres s1 et t1 ont les mêmes ouples d'états orrespondantà des boules de la raine à la raine pour tous les automates de En. �Nous revenons maintenant à la preuve du lemme 6.8 et nous onsidérons des arbres s1et t1 donnés par le lemme 6.9 pour un ertain entier n que nous dé�nirons par lasuite. Notons que et entier n dépendra seulement de l'automate à (k− 1) jetons A.Nous onstruisons indutivement à partir de es deux arbres deux familles d'arbres
si et ti pour i ∈ [1, n] de la manière suivante. Pour i > 1, l'arbre si, respetivementl'arbre ti, est obtenu à partir de s1, respetivement à partir de t1, en remplaçanttoutes les feuilles dont l'étiquette est la lettre a par le sous-arbre si−1 et toutes lesfeuilles dont l'étiquette est la lettre b par le sous-arbre ti−1.La �gure 6.7 montre omment nous onstruisons indutivement l'arbre si pourun entier i > 1.Pour i > 0, nous disons qu'un arbre à (i+1) niveaux est di�ile si tous ses sous-arbres de niveaux i ('est-à-dire les sous-arbres enrainés en un n÷ud du niveau 2)sont soit si soit ti. Par exemple, les arbres si+1 et ti+1 sont di�iles.129
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si−1ti−1

s1 si

si−1Fig. 6.7 � Constrution de l'arbre si à partir de l'arbre s1Le lemme 6.10 i-dessous implique que A aepte sk si et seulement si A a-epte tk. Comme sk appartient au langage Lk et que tk n'appartient pas à e langage,on montre ainsi que A ne reonnaît pas e langage et omme A est un automateà (k − 1) jetons hoisis de manière quelonque , il nous reste pas qu'à prouver lelemme 6.10 pour onlure la preuve du lemme 6.8.Lemme 6.10 Pour haque i ∈ [0, k − 1] les arbres si+1 et ti+1 sont i∗-équivalents.Preuve. On proède par indution sur i. Pour le as i = 0 il su�t de hoisir l'entier
n utilisé pour onstruire les arbres s1 et t1 ave le lemme 6.9 tel que n soit supérieurà la taille de l'automate heminant ave orale orrespondant à l'automate hemi-nant dé�ni par A lorsque tous ses jetons sont posés. On rappelle qu'un automateheminant est un as partiulier d'automate heminant ave orale.Soit maintenant i > 0. On onsidère B un i∗-omportement de A pour un arbreet on note AB l'automate à i-jetons onstruit à l'aide du lemme 5.7 qui aepte lesarbres pour lesquels le i∗-omportement de A est supérieur ou égal à B. A l'aidedu lemme 6.7, on onstruit A′

B l'automate à i-jetons qui simule AB sur les pliagesd'arbres par omportement de AB. Il su�t maintenant de prouver qu'il existe despliages des arbres si+1 et de ti+1 par i∗-omportement de AB qui ne peuvent êtredistingués par A′
B. Cei implique en e�et d'après le lemme 6.7 que AB ne peut pasdi�érenier si+1 de ti+1. Comme on a hoisi arbitrairement B parmi tous les i∗-omportement de A pour des arbres, on pourra alors onlure que si+1 et ti+1 sontéquivalents.On note respetivement Bs et Bt les i∗-omportements de l'automate AB pour

si et de ti.Dans ette preuve, étant donné le i∗-omportement pour arbre B de l'automate
A, on appelle le B-repliage t̄ d'un arbre di�ile t à (i + 1) niveaux le pliage de tpar omportement de AB dans lequel haque sous-arbre si enrainé au niveau 2 estremplaé par un n÷ud dont l'étiquette ontient le omportement Bs et haque sous-arbre ti enrainé au niveau 2 est remplaé par un n÷ud dont l'étiquette ontient leomportement Bt. On note que le B-repliage de si+1 (respetivement de ti+1) estobtenu partir de s1 (respetivement t1) en remplaçant les feuilles dont l'étiquette estla lettre a par B − s et les feuilles dont l'étiquette est la lettre b par Bt.Il nous reste plus qu'à prouver que A′

B a les mêmes ouples d'états orrespondantà des i-boules de la raine à la raine dans si+1 et dans ti+1130



L'idée générale de la preuve de la proposition i-dessus est que l'automate à ijetons A′
B peut être simulé par un automate heminant ave orale sur lesB-repliagesd'arbres di�iles. Nous allons don onstruire un automate heminant ave orale

(A0, O) qui aepte exatement les mêmes B-repliages d'arbres di�iles que A′
B. Lataille de (A0, O) va dépendre de elle de A′

B qui dépend elle même de la taille de A.On onsidérera que l'entier k qui a permis de dé�nir s1 et t1 a été hoisi su�sammentgrand pour que (A0, O) ait les mêmes ouples d'états orrespondant à des boulesde la raine à la raine dans les B-repliages de si+1 et de ti+1.On dé�nit maintenant l'automate heminant ave orale (A0, O). Rappelonsqu'une i-boule de A′
B peut être déomposée en une suite de i-exéutions qui sonthaune de l'une des deux formes suivantes� une i-exéution (c, c′) onstituée de deux i-on�gurations telles que c′ est ob-tenue à partir de c ave une simple transition qui ne pose pas et ne lève pasde jeton.� une i exéution qui ommene ave une transition qui pose le jeton i suivied'une (i− 1) boule et en�n d'une transition qui lève le jeton iUne i-exéution de la première forme peut être simulée sans di�ulté par unautomate heminant (même sans orale). Il reste don pour �nir ette preuve àmontrer omment simuler une i-exéution de la deuxième forme.On doit don prouver qu'étant donné le B-repliage t̄ d'un arbre di�ile marquéet un n÷ud u de t̄, l'existene d'une (i−1)-boule partant du n÷ud u et d'un état pet terminant dans un état q ne dépend pas des étiquettes des n÷uds de t̄. On rappelleque tous les n÷uds internes de t̄ sont étiquetés par la lettre b et les feuilles de t̄ par Bsou Bt les i∗-omportements de AB. D'après la remarque 6.8, les (i−1)-boules de A′

Bne dépendent pas de toute l'information des i∗-omportements pour si et pour ti maisseulement de l'information sur le (i− 1)∗ omportement pour si et pour ti. D'aprèsnotre hypothèse d'indution, l'automate A a le même (i−1)∗-omportement pour lesarbres si et ti. AB a don aussi le même (i−1)∗-omportement pour es arbres d'aprèsla remarque . Les (i−1)-boules de A′
B peuvent ainsi être simulées par un automateà (i−1) jetons dont les transitions ne dépendent pas de l'étiquette du n÷ud ourant.Les preuves des propositions de la setion 2.5 montrent qu'on peut remplaer etautomate à (i−1) jetons par un automate d'arbres bottom up en onstruisant pourhaque ouples d'états (p, q) de A′

B une formule MSO intermédiaire à une variablelibre satisfaite en u si et seulement si (p, q) orrespond à une (i − 1)-boule de A′
Bpartant du n÷ud u ; on onstruit ainsi un orale O tel que, pour haque n÷ud v, la Oinformation struturelle sur ((̄t), v) donne l'ensemble des pairs d'états orrespondantà une (i− 1)-boule de v à v. Nous verrons dans le hapitre 7 omment onstruirediretement l'automate d'arbres bottom-up déterministe O qui alule les i-boulesde AB. �Nous avons ainsi prouvé dans ette setion que le langage d'arbres Lk n'est pasreonnu par un automate d'arbres à (k − 1) jetons. Nous avons également montrédans la proposition 6.3 que le langage Lk est reonnu par un automate d'arbresdéterministe à k jetons. Nous pouvons onlure que les automates à (k + 1) jetonsreonnaissent plus de langages que les automates à k jetons dans le as déterministeomme dans le as non-déterministe. 131



Théorème 6.1 Il existe un langage d'arbres reonnu par un automate d'arbres à
(k + 1) jetons qui ne peut pas être reonnu par un automate d'arbres à k jetons.Il existe un langage d'arbres reonnu par un automate d'arbres déterministe à
(k+ 1) jetons qui ne peut pas être reonnu par un automate d'arbres déterministe à
k jetons.6.2.3 TWA * DPTAkToutes les preuves de la partie 6.2.2 s'adaptent au as déterministe et à la famillede langages d'arbres (Mn)n∈N>0

onstruite dans la partie 6.1.3 pour prouver le lemmesuivant :Lemme 6.11 Pour tout entier k stritement positif, le langage Mk n'est pas re-onnu par un automate d'arbres déterministe à (k − 1) jetons.D'après le théorème 3.4, on peut se restreindre au as des automates d'arbres àjetons à exéutions �nies.On démontre d'abord la variante suivante pour le as déterministe du lemme 6.9.Lemme 6.12 Soit n > 0, il existe des arbres à 1 niveau s1 ∈ M1 et t1 /∈ M1 telsque pour tout automate heminant déterministe ave orale à exéutions �nies detaille inférieure à n les arbres s1 et t1 ont les mêmes ouples d'états orrespondantà des boules de la raine à la raine.Preuve. On onsidère l'ensemble �ni Ek des automates heminants ave orale detaille inférieur à k et on onstruit un automate heminant déterministe ave oralequi simule tous les automates de Ek l'un après l'autre et qui mémorise dans son étatpour haun de ses automates tous les ouples d'états orrespondant à des boulesde la raine à la raine. D'après le orollaire 6.2, il existe s1 ∈ M1 et t1 /∈ M1qui ont les mêmes ouples d'états orrespondant à des boules de de la raine à laraine. Ces arbres ont ainsi les mes ouples d'états orrespondant à des boules dela raine à la raine pour tous les automates de Ek. �On onsidère ensuite un automate d'arbres déterministe à (k − 1) jetons et ononstruit omme dans la preuve du lemme 6.8 des arbres sk et tk qui ne peuventêtre distingués par A et tels que sk ∈Mk et tk /∈Mk.Le théorème suivant est une onséquene direte des lemmes 6.5 et 6.11.Théorème 6.2 Pour tout entier k > 0, il existe un langage d'arbres reonnu parun automate d'arbres heminant non-déterministe qui ne peut pas être reonnu parun automate d'arbres déterministe à k jetons.M. Boja«zyk et T. Colombet ont prouvé dans [6℄ que les automates heminantsne peuvent pas être déterminisés. Le théorème 6.2 est une généralisation de e ré-sultat : on ne peut pas déterminiser un automate heminant même ave un nombre�xé de jetons. Si on ne �xe pas le nombre k de jetons, le problème onsistant àtransformer un automate heminant en un automate d'arbres à jetons déterministeest un problème ouvert. 132



6.3 Automates à jetons et langages réguliersLe résultat que nous présentons dans ette setion est le plus important duhapitre. M. Boja«zyk et T. Colombet ont démontré dans [7℄ que les automatesd'arbres heminants ne reonnaissent pas tous les langages d'arbres réguliers. Nousgénéralisons e résultat en prouvant que les automates d'arbres à jetons ont moinsde pouvoir d'expression que les automates d'arbres bottom-up qui e�etuent desaluls parallèles. Nous onstruisons pour ela un langage Lr qui ontient l'uniondes langages de la famille (Ln)n et tels que pour tout entier k les arbres à k niveauxqui n'appartiennent pas à Lk n'appartiennent pas à Lr. La preuve du lemme 6.8montre que Lr ne peut pas être reonnu par un automate d'arbres à jetons et ilnous reste don plus qu'à prouver que Lr est un langage régulier. En�n à l'aidede la aratérisation logique des automates d'arbres à jetons que nous avons vudans le hapitre 4 nous déduisons de e qui préède que la logique du premier ordreave l�ture transitive positive sur les arbres est stritement moins expressive quela logique monadique du seond ordre sur les arbres.6.3.1 A propos de l'union des LnNotons L∪ l'union des langages de la famille (Ln)n∈N. Ce langage ne peut pas êtrereonnu par un automate à jetons. En e�et, nous avons prouvé ave le lemme 6.10que pour haque entier k stritement positif et pour haque automate A à k jetons,il existe un arbre s appartenant à Lk et un arbre t à k niveaux qui n'appartient pasà Lk (et qui n'appartient pas à L∪) tels que A ne peut distinguer s et t. Ainsi, auunautomate d'arbres à jetons ne peut reonnaître le langage L∪. Cependant, e langagen'est pas régulier. En e�et tous les arbres de L∪ sont tels que tous les hemins dela raine à une feuille ont le même nombre de n÷uds étiquetés par la lettre c et enombre peut être arbitrairement grand et un automate d'arbres bottom-up ne peutpas véri�er ave sa mémoire bornée qu'un arbre donné est d'un ertain niveau k où kest un entier quelonque. Nous allons don transformer L∪ en un langage réguliertels que les arbres sk du lemme 6.10 appartiennent à e langage régulier et que lesarbres tk de e lemme n'appartiennent pas à e langage.6.3.2 Le langage régulier LrNous allons introduire un nouveau langage Lr semblable à L∪ mais tel que lesarbres de Lr ne suivent pas la restrition imposant que tous les hemins de la raineà une feuille aient le même nombre de n÷uds étiquetés par la lettre c.Le langage Lr que nous dé�nissons dans ette partie est un langage d'arbres àniveaux dans lequel les hemins de la raine à une feuille dans un arbre n'ont pastous les même nombre de c.Dé�nition 6.12 Un arbre à niveaux est un arbre sur l'alphabet {a, b, c} tel que touthemin de la raine à une feuille est étiqueté par un mot du langage (cb∗)∗(a+ b).Un arbre à niveaux est un arbre dont la raine est étiquetée par la lettre c, les n÷udsinternes par les lettres b et c et les feuilles par les lettres a et b.133



Nous devons maintenant adapter la dé�nition 6.3 pour introduire le L-repliaged'un arbre à niveaux où L est un langage d'arbres à niveaux.Dé�nition 6.13 Soit K un langage d'arbre à niveaux et t un arbre à niveaux. Le K-repliage de t est l'arbre quasiment blan obtenu à partir de t en remplaçant haquesous-arbre enrainé en un n÷ud u étiqueté par la lettre c et dont le seul anêtreétiqueté par la lettre c est la raine par une feuille étiquetée par la lettre a si lesous-arbre en question est dans K et par une feuille étiquetée par b sinon.Nous pouvons maintenant dé�nir formellement le langage Lr.Dé�nition 6.14 Le langage d'arbres Lr est l'union des langages Lr
k pour k ∈ N telsque� Lr

0 =
⋃

k∈N>0
Lk,� pour k > 0, le langage Lr

k est l'union de Lr
k−1 et de l'ensemble des arbres àniveaux dont le Lr

k−1-repliage est dans Lp,p.Le langage Lr est en fait le plus petit langage d'arbres qui ontient tous leslangages Lk pour k > 0 et tel que le Lr-repliage d'un arbre de Lr est dans Lr.Proposition 6.5 Le langage d'arbres Lr est régulier.Preuve. La proposition 6.2 montre qu'il existe B un automate d'arbres bottom-up déterministe qui reonnaît le langage Lp,p. Nous allons onstruire à partir deet automate un automate d'arbres bottom-up B′ qui reonnaît le langage Lp,p.Notons qa et qb les états respetivement attribués par B à une feuille étiquetée par aet à une feuille étiquetée par b. L'automate B′ se omporte omme B tant qu'il estsur une n÷ud étiquetée par a ou b. Lorsque B′ renontre un n÷ud u étiqueté par c,il simule la transition appliquée par l'automate B. Si B attribue au n÷ud u un état�nal, B′ attribue à e n÷ud l'état qa sinon B′ attribue à u l'état qb. �Nous pouvons maintenant établir le théorème suivant.Théorème 6.3 Le langage d'arbres Lr est un langage d'arbres régulier qui ne peutpas être reonnu par un automate d'arbres à jetons.Preuve. On a vu ave la proposition 6.5 que Lr est un langage d'arbres régulier.Pour haque automate d'arbres à k jetons A, on onstruit omme dans la preuve dulemme 6.8 des arbres sk et tk que A ne peut pas distinguer et d'après la onstrutionde es deux arbres, sk ∈ Lr et tk /∈ Lr. Il n'existe don pas d'automate d'arbres àjetons qui reonnaît le langage Lr. �Nous avons ainsi montré que les automates d'arbres à jetons reonnaissent plusde langages que les automates heminants et moins de langage que les automatesbottom-up. Cette lasse d'automates étudiée dans ette thèse a don un pouvoird'expression intéressant.6.3.3 Une onséquene logique sur les arbresNous avons vu une aratérisation logique des automates d'arbres à jetons dansle hapitre 4 : les langages d'arbres reonnus par un automate d'arbres à jetons sont134



les langages dé�nis par la logique FO + posTC sur les arbres. Comme les langagesd'arbres réguliers orrespondent à la logique MSO sur les arbres, le théorème 6.3permet de séparer la logique FO+ posTC de la logique MSO sur les arbres.Théorème 6.4 La logique MSO sur les arbres est (stritement) plus expressive quela logique FO + posTC sur les arbres.Ce résultat est intéressant ar les logiques FO + posTC et MSO sont équiva-lentes sur les mots. Le problème de savoir si la logique FO+TC sur les arbres estmoins expressive que la logique MSO sur les arbres est un problème ouvert lié auproblème ouvert de la omplémentation d'un automate d'arbres à jetons : si la lassedes automates d'arbres était fermée par omplément, la logique FO + posTC surles arbres et la logique FO+TC sur les arbres seraient équivalentes et ainsi nouspourrions déduire du théorème 6.4 que la logique FO+TC est moins expressive quela logique MSO sur les arbres.Remarque 6.9 Le problème de savoir si la logique FO+DTC est équivalente à lalogique FO + posTC sur les arbres restent un problème ouvert ar nous ne savonspas s'il est possible de déterminiser un automate d'arbres à jetons en s'autorisant àajouter un nombre �xé (mais non borné) de jetons.
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CHAPITRE7Complexité du vide et de l'inlusion pourles automates à jetons
Dans e hapitre, nous nous intéressons aux deux problèmes suivants :1. Etant donné un automate d'arbres à k jetons, et automate aepte-t-il aumoins un arbre ?2. Etant donnés A1 et A2 deux automates à k jetons, les arbres aeptés par A1sont ils tous aeptés par A2 ?Nous avons montré ave la proposition 2.6 omment onstruire, pour un auto-mate d'arbres à jetons donné, une formule MSO équivalente. Cette transformationd'un automate d'arbres à jetons en formule logique permet d'obtenir un test non-élémentaire pour les problèmes d'inlusion et du vide. Dans [31℄, T. Milo, D. Suiuet V. Vianu ont prouvé que ette omplexité non-élémentaire est inévitable lorsquele nombre de jetons k fait partie de l'entrée du problème, 'est-à-dire lorsque k n'estpas �xé pour l'ensemble des données du problème. Nous étudions dans e hapitre lesomplexités des problèmes du vide et de l'inlusion pour les variantes déterministeset non-déterministes des automates d'arbres à k jetons des modèles forts et faibles.Le nombre de jetons ne fait alors pas partie de l'entrée : il est �xé pour l'ensembledes données d'un problème onsidéré. Nous introduisons d'abord dans la setion 7.1les notions et les théorèmes lassiques de omplexité qui nous serviront par la suite.Nous énonçons les résultats de e hapitre à la �n de la setion la setion 7.2. Leproblèmes du vide pour les automates d'arbres bottom-up est polynomial. Nousrappelons e résultat dans la setion 7.2 et nous montrons une borne supérieuredes omplexités du vide et de l'inlusion pour les automates d'arbres heminants ense ramenant au as des automates d'arbres bottom-up à l'aide d'une onstrutionobtenue ave S.S. Cosmadakis, H. Gaifman, P.C. Kanellakis et M.Y. Vardi dans [14℄137



et [51℄. Nous présentons à la �n de la setion 7.2 le résultat donnant les omplexitésdu vide et de l'inlusion pour tous les modèles d'automates d'arbres à jetons. Lessetions 7.3 et 7.4 démontrent respetivement les bornes supérieure et inférieure dela omplexité de es problèmes.7.1 Complexité et mahines de TuringLa omplexité est une disipline qui onsiste à lassi�er les problèmes déidablesen fontion de l'e�aité des algorithmes qui les résolvent. Nous présentons dansette setion des onepts et des théorèmes qui nous serons utiles dans la suite de ehapitre. Nous dé�nissons dans un premier temps dans la partie 7.1.1 les problèmesde déisions et les mahines de Turing. Nous introduisons ensuite dans la partie 7.1.2les omplexités en temps et en espae d'un problème et nous énonçons le théorèmede Savith. En�n, nous dé�nissons en 7.1.3 les mahines de Turing alternantes etnous donnons le lien entre l'espae alternant et le temps.7.1.1 Mahines de Turing et problèmes de déisionNous dé�nissons tout d'abord e que nous appelons un problème ou un problèmede déision.Dé�nition 7.1 Un problème de déision est l'énoné d'une question à laquelle onpeut répondre par oui ou par non. Pour haque problème, on �xe un ensemble d'ins-tanes et un sous-ensemble de es instanes pour lesquelles la réponse est oui.Les instanes d'un problèmes sont souvent appelées les entrées d'un problème.Résoudre un problème onsiste à déterminer si une instane pour e problème estpositive 'est-à-dire à assoier à haque entrée de e problème la sortie "oui" pourune instane positive et "non" pour une autre instane.A titre d'exemple, nous dé�nissons maintenant les problèmes du vide et de l'in-lusion auxquels nous nous intéresserons par la suite.Dé�nition 7.2 Soit ς une lasse d'automates d'arbres, respetivement une lassed'automates sur les mots.Le problème du vide pour ς est le suivant : étant donné A un automate de ς, lelangage aepté par A est-il vide ?Le problème de l'inlusion pour C est le suivant : étant donnés A1 et A2 deuxautomates de ς, le langage reonnu par A1 est-il inlus dans le langage reonnupar A2 ?Les mahines de Turing ont été introduites omme un modèle permettant de mo-déliser n'importe quel algorithme. Informellement, une mahine de Turing travaillesur un ruban in�ni à droite ave un ontr�le �ni et une tête de leture/ériture quise déplae sur le ruban omme la tête de leture d'un automate bidiretionnel. Sure ruban est érit un mot �ni suivi d'une in�nité de symboles blans. Selon l'état deontr�le et la lettre sous la tête de leture, la mahine hoisit un nouvel état et peutse déplaer d'une ase et réérire le symbole ourant. Elle peut également s'arrêterpour aepter ou bien rejeter le mot pris en entrée.138



Dé�nition 7.3 Une mahine de Turing est un quadruplet M = (Q,Σ, qin, F, δ),où Q est un ensemble �ni d'états, qin est l'état initial, F l'ensemble des états �naux,
Σ est un alphabet disjoint de Q et ontenant toujours deux symboles partiuliersqui sont le marqueur de début noté ⊲ et le aratère blan noté � et δ est un sous-ensemble de (Q × Σ) × (Q × Σ × {→,←,�}) appelé relation de transition. Unemahine de Turing est déterministe si δ orrespond à une fontion de Q × Σ àvaleurs dans Q× Σ× {→,←,�}.Nous imposons les restritions suivantes à la relation de transition : le marqueurde début n'est jamais e�aé. Une transition ne peut don pas être de la forme
((q, ⊲), (q′, b, D)) ave b 6= ⊲ ou ave D =←.Une transition de la forme ((q, a), (q′, b, D)) signi�e que si l'état de ontr�le dela mahine est q et si sa tête de leture est sur le symbole a,M peut hoisir d'allerdans l'état q′ puis de réérire le symbole b à la plae du symbole a sur lequel est latête de leture/ériture deM et en�n d'e�etuer le déplaement D.Plus formellement, une on�guration deM est un triplet (q, u, v) où q ∈ Q estl'état de ontr�le et où le mot uv du langage ⊲Σ∗ suivi d'une in�nité de symbolesblans est le ontenu du ruban. Pour ette on�guration, la tête de leture/ériturede la mahine pointe sur le premier symbole de v. Nous notons a la première lettrede v = av′′.Supposons qu'il existe une transition de la forme ((q, a), (q′, a′, D)), la on�gura-tion (q, u, v) a alors pour suesseur la on�guration (q′, u′, v′), e que nous notons
(q, u, v)

M
−→ (q′, u′, v′), dans les as suivants :� D =→, u′ = ua′ et v′ = v′′,� D =←, u = u′b ave b ∈ Σ et v = ba′v′′,� D = �, u′ = u et v′ = a′v′′.Nous notons M ∗

−−→ la l�ture transitive de la relation M
−→. Si (q, u, v)

M
−→ (q′, u′, v′)on dit qu'il existe un alul ou une exéution deM de la on�guration (q, u, v) à laon�guration (q′, u′, v′). Un alul sur un mot w est un alul partant de la on�gu-ration initiale (qin, ǫ, ⊲w). Un alul est aeptant s'il termine dans une on�gurationoù l'état de ontr�le est un état �nal. Une mahine de Turing est à exéutions �-nies si pour toute entrée w, tous les aluls deM sur w sont �nis. Tout omme lesautomates, les mahines de Turing dé�nissent des langages.Dé�nition 7.4 Le langage aepté parM est l'ensemble des mots w de Σ∗ tels qu'ilexiste un alul aeptant sur w. Un langage est déidé par une mahine de TuringdéterministeM siM est à exéutions �nies et siM aepte e langage.Si nous prenons en entrée les odages des instanes d'un problème, une ma-hine de Turing déterministe à exéutions �nies peut être onsidérée omme unalgorithme résolvant un problème, 'est-à-dire aeptant ou rejetant l'entrée. Unemahine de Turing peut également modéliser un algorithme de onstrution. En ef-fet, une onstrution est un algorithme produisant une sortie et étant donné un motpris en entrée, nous onsidérons que la mahine arrête son alul dès qu'elle atteintun état aeptant et que le odage de la sortie produit par la mahine est alors leontenu de son ruban. 139



7.1.2 Le temps et l'espaeNous nous intéressons maintenant aux ressoures en temps et en espae utiliséespar une mahine de Turing pour déider un problème .Dé�nition 7.5 Soit une fontion f de N à valeurs dans N.Un langage L est déidé en temps f(n) par une mahine de Turing détermi-nisteM siM déide L et si pour toute instane w, la mahine aepte ou rejette wen f(|w|) étapes de alul au plus. Dans e as, on note que L ∈ Time (f(n)).Un langage est déidé en temps f(n) par une mahine de Turing non-déterministeMsiM aepte L et si pour toute entrée w, tout alul deM sur w prend au plus f(|w|)étapes. Dans e as, on note que L ∈ NTime (f(n)).Un langage L est déidé en espae f(n) par une mahine de Turing détermi-nisteM siM déide L et si pour toute entrée w, le nombre de symboles non-blansérits sur le ruban lors du alul de la mahine sur w n'exède pas f(|x|). Dans eas on note que L ∈ Spae (f(n)).Un langage L est déidé en espae f(n) par une mahine de Turing non-déterministeMsiM aepte L et si pour toute entrée w et pour tout alul deM sur w, le nombrede symboles non-blans érits sur le ruban n'exède pas f(|x|). Dans e as, on noteque L ∈ NSpae (f(n)).Les ensembles de langages Time f(n), NTime f(n), Spae f(n) et NSpae f(n)sont des lasses de omplexité.Les onstrutions en temps ou en espae f(n) se dé�nissent formellement demanière similaire. Lorsque nous dérivons un algorithme en temps f(n) nous nedé�nissons pas la mahine de Turing et le odage assoié de l'entrée mais nous vé-ri�erons que les étapes élémentaires de l'algorithme sur une entrée e sont bornéespar f(|e|) où |e| est la taille de l'entrée. Par exemple, lorsque dans le théorème 3.3nous montrons omment onstruire en temps polynomial le omplément d'un auto-mate d'arbres heminant nous ne onsidérons pas les odages des automates hemi-nants et une mahine de Turing permettant de dé�nir formellement la onstrution.De même, pour montrer qu'un algorithme s'e�etue en espae f(n) nous véri�onssimplement que pour haque entrée e la mémoire utilisée par l'algorithme est bornéepar f(|e|).Notation 7.1 On donne i-dessous quelques lasses de omplexité lassiques :� P =
⋃

j>0Time(nj),� PSpae =
⋃

j>0 Spae(nj),� NPSpae =
⋃

j>0NSpae(nj),� ExpTime =
⋃

j>0Time(2nj

),� ExpSpae =
⋃

j>0 Spae(2nj

).On note en�n tow(k, n) la fontion tour d'exponentielle de hauteur k, dé�nie réur-sivement sur k par tow(0, n) = n et tow(k + 1, n) = 2tow(k,n).On dé�nit alors la lasse de omplexité k-ExpTime de la manière suivante :
k-ExpTime = ∪j>0Time (tow(k, nj))140



Nous utilisons dans la setion 7.4 une onséquene immédiate du théorème de Savithprouvé dans [43℄ reliant les lasses de omplexités en espae déterministe et non-déterministe.Proposition 7.1 (Savith) PSpae =NPSpaeNous allons herher dans les autres setions de e hapitre, à déterminer dansquelles lasses de omplexité se trouvent les langages des instanes positives pour lesproblèmes du vide et de l'inlusion sur les di�érentes lasses d'automates d'arbres à
k jetons pour un entier k �xé. Les lasses de omplexité que nous avons introduitesdonnent une borne supérieure pour la omplexité d'un problème ou d'une onstru-tion. Si nous prouvons qu'un algorithme résout un problème en temps exponentiel,e problème peut aussi être résolu par un autre algorithme en temps polynomial.La notion de rédution polynomiale permet d'introduire un ordre entre ertaineslasses de omplexité et la notion de problème dur permet d'introduire une borneinférieure pour la omplexité d'un problème.Dé�nition 7.6 Soient deux langages L1 et L2. On dit que L1 se réduit polynomia-lement à L2 s'il existe une fontion f alulable en temps polynomial telle que pourtout mot w, w ∈ L1 si et seulement si f(w) ∈ L2.Soit une lasse de omplexité C, le langage L est C-dur si et seulement si toutproblème de C se réduit polynomialement à L. De plus si L ∈ C, L est dit C-omplet.7.1.3 Mahines de Turing alternantesUne mahine de Turing alternante est une extension des mahines de Turing.Une telle mahine a la possibilité à haque étape de réer des opies supplémentairesd'elle même qui ontinueront indépendamment le alul dans de nouveaux états deontr�le. La notion d'alternane a été introduite par A.K. Chandra, D.C. Kozen etL.J. Stokmeyer dans [10℄.Nous dé�nissons formellement i-dessous les mahines de Turing alternantes.Dé�nition 7.7 Une mahine de Turing alternante est un quadruplet
M = (Q,Σ, Q∃, Q∀, qin, F, δ), où Q est un ensemble �ni d'états, Q∃ ⊆ Q estl'ensemble des états existentiels, Σ est un alphabet qui ontient le aratère blanet le marqueur de début, Q∀ ⊆ Q est l'ensemble des états universels, qin est l'étatinitial, F l'ensemble des états �naux, Σ est un alphabet disjoint de Q et ontenanttoujours deux symboles partiuliers qui sont le séletionneur de début noté ⊲ et leblan noté � et en�n δ∃ est un sous-ensemble de (Q∃ × Σ) × (Q × Σ × {→,←

,�}) appelée ensemble des transitions existentielles, et δ∀ est un sous-ensemble de
((Q∀ × Σ)× (Q× Σ× {→,←,�})2 appelé ensemble des transitions universelles.Une on�guration de M est un triplet (q, u, v) où q ∈ Q, et où uv ∈ ⊲Σ∗ est leontenu du ruban. La on�guration (q, u, v) est existentielle si q ∈ Q∃, universelle si
q ∈ Q∀ et aeptante si q ∈ F .Un alul ou une exéution d'une mahine de Turing alternanteM sur un mot west un arbre dont les n÷uds sont des on�gurations et les branhes sont des aluls141



au sens des mahines de Turing non-alternantes. La raine de et arbre est la on�-guration initiale (qin, ǫ, ⊲w). Une on�guration universelle (q, u, v) a deux �ls, esdeux on�gurations sont spéi�ées par une transition universelle e�etuées à partirde (q, u, v). Une on�guration existentielle a un unique �ls donné par une transitionexistentielle. Un alul est aeptant si toutes ses feuilles sont des on�gurations a-eptantes. Une entrée w est aeptée s'il existe un alul aeptant sur ette entrée.Nous dé�nissions à nouveau les notions de temps et d'espae pour les mahinesde Turing alternantes.Si f est une fontion de N à valeurs dans N, une mahine de Turing alternantedéide un langage L en temps f(n) si pour toute entrée w toute branhe dans unalul sur w ne ontient pas plus de f(|w|)+1 on�gurations. De même, une mahinede Turing alternante déide un langage L en espae f(n) si pour toute entrée w etpour tout alul deM sur w le nombre de symboles érit sur le ruban pour toutesles branhes de e alul ne dépasse pas f(|w|).Nous notons ATime (f(n)) et ASpae (f(n)) les lasses de omplexité asso-iées.La propriété suivante relie les lasses de omplexité alternante en espae et leslasses de omplexité déterministe en temps. Il s'agit d'une onséquene des résultatsde [10℄.Proposition 7.2 [10℄ On a les égalités suivantes :� ExpTime = ASpae(n),� pour k > 0, k-ExpTime =
⋃

j>0 ASpae(tow(k − 1, nj))La dé�nition 7.6 de problème ς-dur s'étend aux lasses de omplexité dé�nies pardes mahines de Turing alternantes. Pour montrer la borne inférieure du problème duvide des automates d'arbres à k jetons, nous utilisons le résultat suivant qui est uneonséquene immédiate de la dé�nition d'un problème ASpae (f(n))-omplet :Proposition 7.3 Le langage des desriptions des mahines de Turing, respetive-ment des mahines de Turing alternantes, utilisant un espae Spae (f(n)), res-petivement ASpae (f(n)) et aeptant l'entrée vide est Spae (f(n))-omplet,respetivement ASpae (f(n))-omplet.7.2 Les problèmes du vide et de l'inlusion pour lesautomates d'arbresCette setion présente les résultats du hapitre : nous énonçons les théorèmes 7.2et 7.3 donnant la omplexité du vide et de l'inlusion pour les automates à k jetonsoù k est un entier �xé sur les mots et sur les arbres, dans les as déterministe et non-déterministe, pour les modèles forts et faibles. Les bornes supérieures et inférieuresde la omplexité de es problèmes théorèmes sont prouvées respetivement dans lessetions 7.3 et 7.4. Pour prouver la borne supérieure pour les automates d'arbres àjetons, nous réduisons k-exponentiellement le problème onsidéré au problème duvide pour les automates d'arbres bottom-up. Il est en e�et possible de déider un142



temps linéaire si le langage reonnu par un automate d'arbres bottom-up est vide,e qui implique la proposition suivante :Proposition 7.4 Le problème du vide pour les automates d'arbres bottom-up estpolynomial.Pour montrer que le vide d'un automate à k jetons donné est déidable en temps
k-exponentiel, il su�t alors de transformer en temps k-exponentiel un automate à
k jetons en un automate d'arbres bottom-up qui reonnaît le même langage. Pourréduire le problème de l'inlusion pour les automates d'arbres à jetons au problèmedu vide pour les automates d'arbres bottom-up, il su�t également de transformerun automate d'arbres à jetons A en un automate d'arbres bottom-up qui reonnaîtle omplément du langage reonnu par A.M.Y. Vardi montre dans [51℄ omment, étant donné un automate bidiretionnelsur les mots, onstruire en temps exponentiel deux automates déterministes unidi-retionnels qui reonnaissent le même langage et son omplément. Il dérit égalementave S.S. Cosmadakis, H. Gaifman et P.C. Kanellakis dans [14℄ omment transfor-mer en temps exponentiel un automate d'arbres heminant alternant donné en unautomate d'arbres bottom-up qui reonnaît le même langage ou en un automated'arbres bottom-up qui reonnaît le omplément de e langage. Nous dérivons dansla partie 7.2.1 ette onstrution pour les automates heminants que nous étendronsensuite au as des automates à jetons dans la setion 7.3.7.2.1 Complexité du vide et l'inlusion pour les automatesheminantsPour prouver que les langages reonnus par un automate heminant sont régu-liers, nous avons vu dans la partie 2.5.2 omment transformer un tel automate enune formule logique MSO. Cette transformation est non-élémentaire. Nous allonsprouver i-dessous qu'il est possible de transformer un automate heminant en unautomate d'arbres bottom-up équivalent e qui implique que les langages reonnuspar les automates d'arbres heminants sont réguliers. Le lemme i-dessous a étéprouvé dans [14℄ pour un modèle qui généralise les automates heminants en lesdotant d'un omportement alternant.Lemme 7.1 ([14℄) Pour tout automate d'arbres heminant A, on peut onstruireen temps exponentiel un automate d'arbres bottom-up qui reonnaît le même langageque A et un automate d'arbre bottom-up qui reonnaît le omplément du langagereonnu par A.Preuve. On onsidère A un automate d'arbres heminant. On onstruit dans ettepreuve un automate d'arbres bottom-up B qui alule les boules d'arbres de A.L'automate B a don pour ensemble d'états l'ensemble 2QA×QA×TYPE. Rappelonsque TYPE = {in, fe} × ({ra, 1, 2}) est l'ensemble des types d'un n÷ud. Dans uneexéution aeptante de B, un n÷ud u est étiqueté par un état dont la premièreomposante est l'ensemble de tous les ouples (q, q′) d'états de A pour lesquels ilexiste une boule de A partant de l'état q et du n÷ud u, restant dans le sous-arbre enrainé en u et se terminant dans l'état q′. Pour aluler et ensemble de143



ouples d'états de A qui orrespond aux boules d'arbres, B devine le type de uen utilisant son non-déterminisme et véri�e ette information en remontant dansl'arbre. L'automate A étant �xé, es boules se alulent alors très failement. Ene�et, si u est une feuille, elles ne dépendent que de l'étiquette et du type de u et si
u est un n÷ud interne, elles dépendent des types et des étiquettes des n÷uds u, u1et u2 ainsi que des boules d'arbres pour ses �ls u1 et u2. Ainsi, si on veut onstruireun automate d'arbres bottom-up B qui reonnaît le même langage que A, on hoisitomme ensemble d'états aeptants les états tels que� la première omposante ontient un ouple (q, q′) où q est un état initial de Aet q′ un état aeptant de A et� la deuxième omposante est un des deux types possibles pour la raine, 'est-à-dire un élément de {(in, ra), (fe, ra)}.Si on veut onstruire un automate d'arbres bottom-up B qui reonnaît le omplé-ment du langage reonnu par A on hoisit omme ensemble d'états aeptants lesétats tels que� la première omposante ne ontient pas de ouple (q, q′) tel que q est un étatinitial de A et q′ un état aeptant de A et� la deuxième omposante est le type raine.

�Une onséquene du lemme i-dessus est que les problèmes du vide et de l'in-lusion pour les automates heminants sont dans ExpTime. En e�et, pour déiderle vide d'un automate d'arbres heminant, il su�t de le transformer un temps ex-ponentiel en un automate bottom-up B puis de déider le vide pour B. De même,étant donnés deux automates heminants A1 et A2, pour véri�er si tous les arbresaeptés par A1 sont aussi aeptés par A2, il su�t de onstruire en temps expo-nentiel un automate d'arbres bottom-up B1 qui reonnaît le même langage que A1,un automate d'arbres bottom-up B2 qui reonnaît le omplément du langage de A2et l'automate d'arbre bottom-up produit B qui reonnaît l'intersetion des langagesde B1 et de B2 et il ne reste plus qu'à déider le vide pour l'automate B. F. Nevenmontre impliitement dans [38℄ la borne inférieure du problème du vide que nousredémontrons dans la setion 7.4 : le problème du vide pour les automates d'arbresheminants est ExpTime-dur. Comme déider le vide d'un automate revient à vé-ri�er si son langage est inlus dans le langage reonnu par un automate trivial sansetat aeptant, nous obtenons alors le théorème suivant.Théorème 7.1 Les problèmes du vide et de l'inlusion pour les automates d'arbresheminants sont ExpTime-omplets.7.2.2 Complexité du vide et de l'inlusion pour les automatesd'arbres à jetonsNous énonçant maintenant les théorèmes donnant les résultats de e hapitre.Théorème 7.2 Soit k > 0. Les problèmes du vide et de l'inlusion sont
k-ExpTime-omplets pour les lasses d'automates d'arbres suivantes :� les automates d'arbres à k jetons du modèle faible,� les automates d'arbres à k jetons du modèle fort,144



� les automates d'arbres déterministes à k jetons du modèle faible et� les automates d'arbres déterministes à k jetons du modèle fort.Ce théorème sera prouvé dans les deux setions suivantes. Nous prouvons la bornesupérieure de la omplexité des problèmes onsidérés en réduisant es problèmes auproblème du vide pour les automates d'arbres bottom-up. Nous montrons alors dansla setion 7.3 omment transformer en temps k-exponentiel un automate d'arbresà k jetons A en un automate d'arbre bottom-up qui alule toutes les boules de
A de la raine à la raine. Pour prouver la borne inférieure, nous utilisons la pro-priété 7.3 et nous montrons dans la setion 7.4 omment simuler une mahine deTuring utilisant un espae (k − 1)-exponentiel ave un automate à k jetons dont lataille est polynomiale par rapport à la taille de l'entrée de la mahine de Turing. Laproposition 7.2 nous permet alors de onlure.Remarque 7.1 On remarque tout d'abord que la omplexité des problèmes duvide et de l'inlusion est la même pour les automates d'arbres à 1 jeton et pourles automates d'arbres heminants alors que les pouvoirs d'expression de es deuxlasses d'automates sont di�érents omme nous l'avons vu dans le hapitre 6.On note ensuite que le problème du vide a la même omplexité pour les modèlesforts et faibles d'automates à k jetons. Nous avons montré que les deux modèles ontaussi le même pouvoir d'expression mais notre transformation d'un automate à kjetons du modèle fort en un automate équivalent à k jetons du modèle faible est
(k− 1)-exponentielle en supposant que seul le jeton k peut être levé à distane dansl'automate du modèle fort. Il est naturel de se demander si notre transformation
(k − 1)-exponentielle est optimale. Il serait alors intéressant de savoir si le modèlefort est plus onis que le modèle faible.Nous montrons également qu'en se restreignant aux as des mots et en adaptantles preuves de la borne supérieure et de la borne inférieure de la omplexité desproblèmes du vide et de l'inlusion des automates d'arbres à k jetons, nous obtenonsle théorème suivant :Théorème 7.3 Soit k > 0 Les problèmes du vide et de l'inlusion sont

(k− 1)-ExpSpae-omplet pour les lasses d'automates sur les mots suivantes :� les automates à k jetons du modèle faible sur les mots,� les automates à k jetons du modèle fort sur les mots,� les automates déterministes à k jetons du modèle faible sur les mots et� les automates déterministes à k jetons du modèle fort sur les mots.7.3 Borne supérieureLe but de ette setion est de montrer omment transformer en temps k-exponentielun automate d'arbres à k jetons du modèle fort sur un alphabet Σ en un automated'arbres bottom-up. Nous allons ainsi étendre la onstrution donnée en [14℄ pourles automates d'arbres heminants ou en [51℄ pour les automates bidiretionnels surles mots au modèles faible et forts des automates d'arbres à jetons en proédant parindution sur le nombre de jetons. 145



L'idée de base de l'indution est la suivante : un automate à k jetons A seomporte omme un automate à (k − 1) jetons à partir du moment où il pose sonjeton k et jusqu'à e qu'il le lève.Dans le as du modèle faible, nous transformons par indution et automateà (k − 1) jetons orrespondant à l'automate à k jetons A lorsque son jeton k estposé en un automate d'arbres bottom-up qui alule toutes ses boules à partir dela on�guration où le jeton k de A vient d'être posé jusqu'à la on�guration où ejeton est sur le point d'être levé. Nous obtenons ainsi un nouveau modèle d'automated'arbres à jetons qui simule un automate bottom-up quand il pose un jeton. Nousintroduisons e modèle que nous appelons les automates d'arbres faibles bottom-upà k jetons ave la dé�nition 7.8 et nous étendons la onstrution de [14℄ à e modèle.Dans le as du modèle fort, pour transformer un automate d'arbres à k jetonsdu modèle fort en un automate bottom-up nous ne onstruisons pas d'automated'arbres à k jetons du modèle faible équivalent ar le passage du modèle fort aumodèle faible est trop oûteux dès que le nombre de jetons est supérieur à 1. Ladi�ulté pour étendre la onstrution de [14℄ au modèle fort d'automates à jetonsest que les exéutions d'un automates fort entre le dépot et la levée d'un jeton nesont pas des boules omme dans le modèle faible. Nous introduisons aussi deuxnouveaux modèles d'automates d'arbres pour gérer le omportement fort puis nousétendons la onstrution de [14℄ au modèle fort.7.3.1 De nouveaux modèles d'automates d'arbresNous présentons dans ette partie des nouveaux modèles d'automates que nousdé�nissons pour simuler un automate d'arbres à jetons. Pour transformer un auto-mate d'arbres à jetons en automate bottom-up, nous utilisons en e�et des automatesintermédiaires qui alulent des informations, par exemple un ensemble de ouplesd'états orrespondant aux exéutions de l'automate d'arbres à jetons onsidéré.Si nous pouvons onstruire, étant donné un automate d'arbres faible à (k − 1)jetons, un automate d'arbres bottom-up qui alule toutes ses boules, nous obtenonsà partir d'un automate faible à k jetons un nouveau modèle d'automate d'arbres quiombine le omportement d'un automate à jetons du modèle faible et elui d'unautomate d'arbres bottom-up. Informellement un automate d'arbres faible bottom-up à k jetons est un automate d'arbres à k jetons du modèle faible qui peut simulerun automate bottom-up quand il plae son dernier jeton sur le n÷ud ourant.Dé�nition 7.8 Un automate d'arbres faible bottom-up à k jetons est un ouple
(A,B) tels que� B est un automate d'arbres bottom-up sur un alphabet de la forme Σ×2{1,··· ,k},� A est un wPTAk sauf que les transitions qui lèvent et posent le jeton 1 sontde la forme (QA × Σ× TYPE× {1} × 2[k] ×QB)×QA où QA et QB sont lesensembles d'états respetifs de A et B.La taille de (A,B) est la somme des tailles de A et de B 'est à dire la somme deleurs nombres d'états.Un automate d'arbres faible bottom-up à k jetons se omporte omme un automated'arbres faible à k jetons jusqu'à e qu'il hoisisse de poser le jeton 1 sur un n÷ud u.146



L'automate (A,B) pose alors le jeton 1 en u, simule l'automate bottom-up B surl'arbre marqué par le jeton 1 puis lève le jeton 1 et reprend son omportementheminant à partir du n÷ud u et d'un état qui dépend de l'état atteint par B à laraine de l'arbre marqué lors de sa simulation.Plus formellement, pour i ∈ [1, k], une i-on�guration de (A,B) sur un arbre test un triplet (q, u, f) où q est un état de A, u est un n÷ud de l'arbre t et fest une a�etation des jetons de {i + 1, · · · , k}. Soient maintenant c = (q, u, f)et c′ = (q′, u′, f ′) deux on�gurations de (A,B) où u un n÷ud de t de type θ etd'étiquette a. La on�guration c′ est un suesseur de la on�guration c, e que l'onnote c (A,B),t
−−−−→ c′, dans les deux as suivants :1. c A,t
−→ c′ et l'automate ne pose pas le jeton 1 durant ette étape,2. u′ = u, f ′ = f et ((q, a, θ, 2, f−1(u), qb), q

′) est une transition de A où qb estl'état atteint par B à la raine sur l'arbre marqué (t, f ∪ {(1, u)}).Dans le premier as, (A,B) se omporte ainsi omme un automate d'arbres à kjetons du modèle faible en e�etuant la transition de c à c′. Dans le seond as,
(A,B) pose le jeton 1, e�etue une évaluation de B sur l'arbre marqué par les kjetons, puis retourne sur le n÷ud marqué par le jeton 1 et lève e jeton. Remarquonsque, pour une on�guration d'une exéution de (A,B), le jeton 1 n'est jamais posé.Nous notons (A,B),t ∗

−−−−−→ la loture transitive de la relation (A,B),t
−−−−→ et nous remarquonsque les dé�nitions de k boules d'arbre et de ontexte s'étendent sans di�ultés aumodèle des automates d'arbres faibles bottom-up à jetons.Pour traiter le modèle fort par indution, nous dé�nissons une version forte dumodèle des automates faibles bottom-up à k jetons. Nous introduisons d'abord unnouveau type d'automate bottom-up pouvant séletionner un n÷ud ave un étatspéial au ours d'un alul.Dé�nition 7.9 Un automate bottom-up séletionneur est un quintuplet (Q, q0, Qf , Q

′, δ)où Q′ ⊆ Q et (Q, q0, Qf , δ) est un automate d'arbres bottom-up véri�ant la propriétésuivante : étant donné un arbre t, pour haque alul ρ aeptant sur t, il existeun unique n÷ud u dans l'arbre t ave ρ(u) ∈ Q′. On dit alors que le n÷ud u estséletionné par B dans le alul ρ.Ces automates permettent de séletionner dans un arbre t un n÷ud uℓ et de alulerles ouples d'états orrespondant à des exéutions d'un automate fort à k jetons àpartir de la on�guration où le jeton k vient d'être posé jusqu'à elle où le jeton kest sur le point d'être levé à partir du n÷ud uℓ.Nous pouvons maintenant dé�nir un nouveau modèle d'automates d'arbres quiombine le omportement d'un automate à jetons du modèle fort et elui d'un auto-mate bottom-up séletionneur. Intuitivement, un automate d'arbres fort bottom-upséletionneur à k jetons se omporte omme un automate d'arbres fort à k jetonsjusqu'à e qu'il hoisisse de poser le jeton 1. L'automate d'arbres fort bottom-upséletionneur à k jetons simule alors l'automate bottom-up séletionneur et reprendson omportement heminant à partir du n÷ud séletionné par l'automate bottom-up séletionneur. 147



Dé�nition 7.10 Un automate d'arbres fort bottom-up séletionneur à k jetons estun ouple (A,B) tels que� B est un automate bottom-up séletionneur sur un alphabet de la forme Σ× 2{1,··· ,k}� A est un PTAk sauf que les transitions qui lèvent et posent le jeton 1 sont rem-plaées par des transitions de la forme (QA × Σ× TYPE × {1} × 2[k] ×QB)×QAoù QA et QB sont les ensembles d'états respetifs de A et B.Formellement, pour i ∈ [1, k], une i-on�guration de (A,B) sur un arbre t estun triplet (q, u, f) où q est un état de A, u un n÷ud de t et f une a�etation desjetons de {i + 1, · · · , k}. Soit u un n÷ud de t de type θ et d'étiquette a et soient
c = (q, u, f) et c′ = (q′, u′, f ′) deux on�gurations de (A,B). La on�guration c′ estun suesseur de la on�guration c e que l'on note c (A,B),t

−−−−→ c′ dans les deux assuivants :� c
A
−→ c′ et A ne pose pas le jeton 1 en e�etuant la transition de c à c′.� f ′ = f , x′ est le n÷ud séletionné par B sur l'arbre marqué (t, f ∪ {(1, x)})et ((q, a, θ, 2, f−1(x), qb), q

′) est une transition de (A,B) où qb est l'état atteintpar B à la raine sur l'arbre marqué (t, f ∪ {(1, x)}).Dans le premier as, (A,B) se omporte ainsi omme un automate d'arbres à kjetons du modèle fort en e�etuant la transition de c à c′. Dans le seond as, (A,B)pose le jeton 1, e�etue une évaluation de B sur l'arbre marqué par les k jetons, puisretourne sur le n÷ud séletionné par B et lève le jeton 1 à distane. Remarquonsque, pour une on�guration d'une exéution de (A,B), le jeton 1 n'est jamais posé.On note (A,B),t ∗
−−−−−→ la l�ture transitive de la relation (A,B),t

−−−−→.Pour étendre la onstrution de [14℄ aux automates à jetons du modèle fort parindution sur le nombre de jetons, nous allons simuler ave un automate d'arbrebottom-up séletionneur les exéutions d'un automate d'arbres à k jetons à partirdu moment où il pose le jeton k jusqu'à e qu'il le lève. L'automate bottom-upséletionneur que nous onstruisons e�etue son alul sur un arbre marqué par desjetons onsidéré omme un arbre sur un alphabet de la forme Σ × 2[1,k] et il doitsimuler les exéutions de l'automate d'arbres à jetons à partir d'un n÷ud distinguépar le jeton k jusqu'au n÷ud qu'il séletionne. Nous dé�nissons i-dessous e qu'estun n÷ud distingué.Dé�nition 7.11 Soit (t, f) un arbre J-marqué où J est un ensemble de jetons etsoit u un n÷ud de et arbre. Le n÷ud u est un n÷ud distingué si u est la raine de
t ou si un jeton i ∈ J est posé sur u, 'est-à-dire si f−1(u) 6= ∅. L'arbre (t, f) estalors marqué en u. On appelle ensemble de distintions de l'arbre (t, f) l'ensemble
J∪{ra}. Si µ est une distintion de l'arbre marqué (t, f), on dit que (t, f) est marquépar µ. Dans le premier as, u est le ra-n÷ud de t ou de (t, f) et dans le seond as,
u est le i-n÷ud de (t, f).Remarque 7.2 On a vu dans la dé�nition 3.6 qu'un arbre J-marqué sur un alpha-bet Σ pouvait être onsidéré omme un arbre sur l'alphabet Σ×2J tel que l'étiquetted'un n÷ud indique l'ensemble des jetons qui se trouvent sur e n÷ud. Un n÷ud dis-tingué est alors la raine ou un n÷ud dont l'étiquette sur Σ × 2J est de la forme
(a, J ′) ave J ′ 6= ∅. 148



Nous pouvons maintenant dé�nir omment l'automate bottom-up séletionneurque nous onstruisons par la suite doit simuler l'automate d'arbres à jetons onsidéré.Dé�nition 7.12 Soient (A,B) un automate d'arbres fort bottom-up séletionneurà k jetons, respetivement un automate d'arbres faible bottom-up à k jetons, C unautomate d'arbres bottom-up séletionneur et µ l'élément ra ou bien un entier stri-tement supérieur ou égal à k. L'automate C simule (A,B) de manière exate à partirde µ sur les arbres marqués par µ s'il véri�e les deux onditions suivantes :1. les ensembles de ouples d'états de A sont les états aeptants de C2. pour tout arbre marqué (t, f), si le n÷ud u est le n÷ud µ-marqué de (t, f) ona l'équivalene suivante :
C séletionne un n÷ud v et atteint un état aeptant qf à la raine si etseulement si qf = {(q, q′) | (q, u)

(A,B),t ∗
−−−−−→ (q′, v), q′ est aeptant}.Remarque 7.3 Dans ette dé�nition, l'automate C alule des ouples d'états or-respondant à des exéutions de (A,B) se terminant dans un état aeptant mais pasnéessairement à la raine. On s'intéressera en e�et aux exéutions entre le dépot etla levée d'un jeton et on parlera don d'exéutions terminales et non d'exéutionsaeptantes. Ainsi l'état atteint par C à la raine ontient exatement les ouplesonstitués des premiers et des derniers états de tous les exéutions terminales de Centre les n÷uds u et v.7.3.2 Simuler de manière exate un automate fort à jetonsave un automate d'arbres bottom-upNous prouvons dans ette partie la borne supérieure de la omplexité du vide etde l'inlusion pour les automates d'arbres du modèle fort à jetons.Le lemme 7.2 i-dessous étend la onstrution de [51℄ ou de [14℄ que nous avonsdérite dans la preuve du lemme 7.1 : il permet de onstruire à partir d'un automated'arbres faible bottom-up à 1 jeton (A,B) un automate d'arbres bottom-up séle-tionneur qui alule les 1-exéutions de (A,B). Pour aluler les boules de ontexte,nous utilisons le non-déterminisme de l'automate bottom-up séletionneur et il nousfaut également gérer le omportement bottom-up de l'automate (A,B). Nous intro-duisons d'abord l'évaluation et la relation d'évaluation qui donne le omportementd'un automate bottom-up sur un arbre et sur un ontexte respetivement.Dé�nition 7.13 Soient B un automate bottom-up sur un alphabet Σ, t un arbreet C un ontexte sur un alphabet Σ. On note QB l'ensemble des états de B.L'évaluation de B sur t est l'état atteint par B à la raine de t et la relationd'évaluation de B sur un ontexte C est la relation de QB × QB telle qu'un oupled'états (q, q′) est dans ette relation si et seulement si B atteint l'état q′ à la rainede C dans un alul qui démarre en a�etant l'état q au port de C.On dé�nit des opérations de omposition sur les évaluations et les relations d'éva-luation de manière similaire à la omposition des omportements sur les arbres et lesontextes dé�nie dans la notation 5.4. Par exemple, si γ est la relation d'évaluation149
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t2Fig. 7.1 � Rappel : représentation de la omposition C(C, a,R, t2)d'un ontexte C et si τ est l'évaluation d'un arbre t2 alors C(γ, a, τ) est la relationd'évaluation du ontexte C(C, a, ∅, t2) représenté �gure 7.1.Lemme 7.2 Soit (A,B) un automate d'arbres faible bottom-up à 1 jeton sur unalphabet marqué de la forme Σ × 2J où 1 /∈ J et µ un élément de {ra} ∪ J . Onpeut onstruire en temps exponentiel en la taille de (A,B) un automate bottom-upséletionneur C tel que C simule de manière exate (A,B) à partir de µ sur lesarbres marqués par µ.Preuve. On noteQA l'ensemble des états de A,QfA
l'ensembles des états aeptantsde A et QB l'ensemble des états de B. De plus, dans ette preuve, étant donnésdeux n÷uds u1 et u2, la position de u1 relativement à u2 est une information �niequi indique si u1 est un desendant de u2, le n÷ud u2 lui même ou bien un autren÷ud. Soit t un arbre marqué par µ et u le µ-n÷ud de t. L'automate C onstruitdans ette preuve hoisit un n÷ud v et simule toutes les exéutions de A de u à v.Pour ela, C stoke dans l'état a�eté à un n÷ud x de t une information �nie surles positions de u et v relativement à x ainsi que toutes les boules de (A,B) dans lesous-arbre enrainé en x. De plus, l'automate C devine toutes les boules de (A,B)dans le ontexte pointé en x et véri�e les informations qu'il a devinées en remontantdans l'arbre jusqu'à la raine. A partir de toutes es informations qu'il a alulées etdevinées, C peut déterminer à la �n d'une exéution aeptante les ouples d'étatsorrespondant à des exéutions de (A,B) de u à v. En e�et, une fois qu'il a atteint laraine à la �n de son exéution, C a véri�é qu'il n'a pas fait d'erreur dans ses hoixpour les boules de ontexte et, dans e as, il a bien alulé exatement toutes lesexéutions de (A,B) de u à v. Si C détete une erreur, il ne passe pas dans un étataeptant.Plus formellement, sur un n÷ud x, l'état C ontient les informations suivantes :� la position de u relativement à x,� l'évaluation q(x) de B sur t|x,� l'évaluation q′(x) de B sur le sous-arbre marqué que l'on note t1x et qui estobtenu à partir de t|x lorsque le jeton de A est posé sur le n÷ud x,� l'ensemble R(x) ⊆ QA ×QA des boules d'arbre de (A,B) dans tx.De plus, l'automate C devine et retient dans son état sur le n÷ud x les informa-tions suivantes :� le type de x et la position de v relativement à x,150



� la relation d'évaluation c(x) ⊆ QB ×QB de B sur le ontexte Ct,x,� l'ensemble S(x) ⊆ QA ×QA des boules de ontexte de (A,B) dans Ct,x.Toutes es informations devinées par C sont véri�ées lorsque C remonte dansl'arbre. A la raine, C a hoisi une position pour v et sait si tous les hoix qu'il afait en devinant des informations sont orrets.A l'aide des relations R(x) et S(x), C alule et retient dans son état la relation
T (x) ⊆ QA ×QA telle que :� si u et v ne sont pas des desendants de x, T (x) est vide,� si u est un desendant de x et v n'en est pas un, T (x) est l'ensemble des

1-exéutions de (A,B) de u à x.� si v est un desendant de x et si u n'en est pas un, T (x) est l'ensemble des
1-exéutions de (A,B) de x à v.� si u et v sont tout deux des desendants de x, T (x) est l'ensemble des 1-exéutions de u à v.Ainsi à la �n du alul de C, 'est à dire quand x est onfondu ave la raine, larestrition de T (x) à QA ×QfA

donne le résultat souhaité.L'automate C alule toutes les informations i-dessus en remontant des feuillesà la raine de la manière suivante. Le as où x est une feuille est trivial. Considéronsmaintenant que x est un n÷ud interne d'étiquette a, on note x1 son �ls gauhed'étiquette a1 et x2 son �ls droit d'étiquette a2. Les étiquettes a1 et a2 sont aussistokés dans l'état de C. Les informations pour x1 et x2 ayant été alulées etstokées dans les états a�etés à es n÷uds, l'automate C alule les informationspour x ainsi :� q(x) et q′(x) sont alulés à l'aide de q(x1) et de q(x2) en simulant B,� c(x) est deviné et C véri�e que e hoix est ohérent ave la relation c(x1) etl'état q(x2) ainsi qu'ave c(x2) et q(x1). Par exemple, C véri�e que
c(x1) = C(a1, ∅, c(x), q(x2))� R(x) est alulé en ombinant d'une part les 1-boules d'arbre de R(x1) et les
1-boules d'arbre de R(x2) et d'autre part une transition qui simule B et quidépend don de q′(x) et de c(x).� S(x) est deviné et C véri�e qu'il est ohérent ave S(x1), S(x2) et toutes lesautres relations. Par exemple, C véri�e que S(x1) orrespond à la ombinaisondes 1-boules de ontexte de S(x), des 1-boules d'arbres de R(x2) et en�nd'une transition qui simule B et qui dépend don de q′(x1) et de c(x1).� T (x) est faile à atualiser à l'aide des informations i-dessus une fois que lespositions de u et de v relativement à x sont onnues.La taille de C est bien exponentielle en elle de (A,B) et C simule bien (A,B) demanière exate à partir de µ. �Remarque 7.4 La onstrution de la preuve du lemme i-dessus est la même quela onstrution de [51℄ et de [14℄, 'est pourquoi nous obtenons la même bornesupérieure pour la omplexité des problèmes du vide pour les automates d'arbresheminants et pour les automates d'arbres à 1 jeton.Pour simuler de manière exate un automate d'arbres fort bottom-up séletionneurnoté (A,B) ave un automate d'arbres bottom-up séletionneur, nous onstruisons151



un automate d'arbres faible bottom-up intermédiaire qui simule (A,B) et nous uti-lisons le lemme 7.2.Dé�nition 7.14 Soient (A,B) un automate d'arbres fort bottom-up séletionneurà k jetons et (A′, B′) un automate d'arbres faible bottom-up à k jetons. L'auto-mate (A′, B′) simule (A,B) de manière exate s'il véri�e les deux onditions sui-vantes :1. l'ensemble des états de A est inlus dans elui de A′.2. pour tout arbre t, pour tout ouple (u, v) de n÷uds de t et pour tout ouple (q, q′)d'états de A, on a l'équivalene suivante : (q, u)
(A,B),t ∗
−−−−−→ (q′, v) si et seulementsi on a (q, u)

(A′,B′),t ∗
−−−−−−→ (q′, v).Lemme 7.3 Soit (A,B) un automate d'arbres fort bottom-up séletionneur à 1 je-ton. On peut onstruire en temps polynomial (A′, B′) un automate d'arbres faiblebottom-up à 1 jeton qui simule (A,B) de manière exate.Preuve. L'automate A′ simule A jusqu'à e que A soit sur un n÷ud up et laneun alul de B qui séletionne un n÷ud uℓ. A partir de up, l'automate A′ devineun hemin dans l'arbre de up à uℓ et se déplae pas à pas le long de e hemin ensimulant B′ à haque étape jusqu'à e qu'il rejette ou qu'il atteigne le n÷ud uℓ. Ladi�ulté supplémentaire par rapport à la transformation d'un automate du modèlefort à 1 jeton en un automate du modèle faible à 1 jeton dérite dans la partie 5.1.1est de gérer le omportement bottom-up de B.On montre maintenant omment (A′, B′) simule la transition de A qui lane unalul de B. A partir de up, A′ se déplae pas à pas le long du hemin de up à uℓ etsimule B′ à haque étape. A haque étape, si A′ est sur un n÷ud u de e hemin, ilretient dans son état :� l'état qr atteint par B à la raine de l'arbre dans la simulation de B lanée par

A à partir du n÷ud up,� l'état qu atteint par B sur le n÷ud ourant u toujours dans la simulation de
B lanée à partir du n÷ud up et� un élément de l'ensemble {Init,ւ,ց,տ,ր,�} qui est Init au départ lorsque
A′ est en up et qui est ensuite la diretion de u à son suesseur dans le heminde up à uℓ.Ces informations sont alulées et atualisées en utilisant la partie bottom-up B′de (A′, B′).L'automate B′ proède aussi de la manière suivante. Il devine d'abord un état q0

ude QB et un élément ∆0 de l'ensemble {Init,ւ,ց,տ,ր,�}, qui sont supposésêtre l'état qu et l'élément ∆ stokés dans l'état ourant de A′. L'automate A′ véri�eà haque fois qu'il simule B′ que B′ ne s'est pas trompé dans le hoix de et état etette diretion. On distingue ensuite trois as :1. L'élément ∆0 est Init. L'automate B′ simule alors B et termine dans unétat qui ontient l'état qu atteint par B sur le n÷ud u où est A′, la diretion
∆ ∈ {ւ,ց,տ,ր,�} entre le n÷ud u et le n÷ud séletionné uℓ par B etl'état qr atteint par B à la raine. On remarque que ∆ peut être � si le n÷udséletionné par B est u. 152



2. L'élément ∆0 est ր, le as où ∆0 =տ est similaire.L'automate B′ simule alors B jusqu'à e qu'il atteigne le n÷ud u distingué parle jeton posé par A. Quand e n÷ud est atteint, si B a déjà séletionné lorsde ette simulation un n÷ud dans le sous-arbre gauhe de u alors B′ rejette.Dans le as ontraire, l'état ourant est ignoré et B′ realule l'état ourant quen supposant qu'il a attribué l'état q0
u au �ls gauhe de u. Il retient alors dansson état le nouvel état qu qu'il a realulé et la diretion ∆ de u vers le n÷udséletionné, puis il reprend sa simulation de B. A la raine B′ termine dans unétat qui ontient q0

u, ∆0 et l'état atteint par B à la raine dans la simulationourante ave qu et ∆.3. L'élément ∆0 est ց, le as où l'élement ∆0 =ւ est similaire.Dans e as B′ simule B jusqu'à e qu'il atteigne u. Quand e n÷ud est atteint,
B′ sait si un n÷ud a déjà été séletionné dans le sous-arbre droit de u. Si en'est pas le as ou si l'état ourant n'est pas q0

u, B′ rejette. Sinon, B′ retientl'état qu que B a atteint au �ls droit u2 de u et la diretion ∆ de u2 à uℓ. A laraine, B′ aepte dans un état ontenant q0
u et ∆0 ainsi que l'état qr atteintpar B à la raine durant la simulation ourante ave qu et ∆.Nous pouvons maintenant dé�nir A′. L'automate A′ simule A jusqu'à e que Alane un alul de B à partir d'un n÷ud up. A partir de e n÷ud, A′ lane un alulde B′, véri�e que B′ a bien deviné l'élément Init qui orrespond au premier as etstoke dans son état les nouvelles valeurs qu et ∆ alulées par B′ à la raine dansson état. L'automate A′ proède alors de la manière suivante jusqu'à e que le as �soit atteint. Il se déplae d'un pas dans la diretion donnée par ∆, simule B′, véri�eque les informations q0

u et ∆0 devinées par B′ orrespondent bien à elles qu'il aretenues dans son état ourant. Si e n'est pas le as, il rejette et si 'est bien le as,il atualise es valeurs ave les nouvelles valeurs alulées par B′. Quand la valeurde ∆ alulée par B′ est �, l'automate A′ reprend sa simulation de A en utilisantl'état qr. �Nous montrons maintenant omment simuler de manière exate un automated'arbres fort bottom-up séletionneur à k jetons ave un un automate bottom-upséletionneur lorsque k > 0.Lemme 7.4 Soient (A,B) un automate d'arbres fort bottom-up séletionneur à kjetons et µ une distintion. Nous pouvons onstruire en temps k-exponentiel en lataille de (A,B) un automate bottom-up séletionneur C qui simule (A,B) de manièreexate.Preuve. On proède par indution sur k. Le as initial k = 1 est une onséquenedirete des lemmes 7.3 et 7.2. On suppose maintenant que le lemme est prouvé pourun entier k et on veut le prouver pour l'entier (k + 1). On onstruit (A′, B) unautomate fort bottom-up séletionneur à un jeton tel que A′ est dé�ni à partir de Ade la manière suivante :� les états de A′ sont les états de A,� les transitions de A′ sont les transitions de A orrespondant à des on�gura-tions où tous les jetons de [2, k] sont posés,� les états aeptants de A′ sont les états à partir duquel le jeton 2 peut êtrelevé. 153



Les automates forts bottom-up séletionneurs (A′, B) et (A,B) ont exatementles mêmes exéutions à partir d'une on�guration où le jeton 2 de A est posé sur len÷ud ourant up jusqu'à une on�guration où e jeton est sur le point d'être levépar (A,B) à partir d'un n÷ud uℓ. En utilisant le lemme 7.3 on onstruit en tempspolynomial (A′′, B′) un automate faible bottom-up à 1 jeton qui simule de manièreexate (A′, B) sur un arbre [2, k]-marqué. On utilise maintenant le lemme 7.2 eton onstruit en temps exponentiel un automate bottom-up séletionneur C ′ quisimule (A′′, B′) de manière exate à partir du jeton 2 sur des arbres [2, k]-marqués.On onsidère maintenant l'automate fort bottom-up séletionneur à (k − 1) jetons
(A′′′, C ′) dé�ni de la manière suivante :� les états de A′′′ sont les états de A ,� les transitions de A′′′ sont les transitions de A orrespondant à des on�gu-rations où le jeton 2 n'est pas posé et où toutes les transitions qui posent lejeton 2 sont remplaées par une simulation de C ′,� les états aeptants de A′′′ sont les états aeptants de A.Il est faile de véri�er que (A′′′, C ′) simule (A,B) de manière exate à partir de µet on obtient ainsi l'automate C en appliquant l'hypothèse d'indution à l'automate
(A′′′, C ′). �Proposition 7.5 Soit A un automate d'arbres du modèle fort à k jetons. On peutonstruire en temps polynomial en la taille de A un automate d'arbres du modèlefort à k jetons A′ qui aepte le même langage que A et tel que le jeton 1 de A′ estfaible, 'est-à-dire tel que la fontion de transition de A′ ne lui permet pas de leverle jeton 1 à distane.Preuve. La onstrution de A′ à partir de A est similaire à la transformation d'unautomate du modèle fort à 1 jeton en un automate du modèle faible à 1 jeton quiest dérite en 5.1.1 et qui est polynomiale. �Nous étendons la onstrution de [51℄ aux automates d'arbres à jetons du modèlefort en prouvant le théorème suivant.Théorème 7.4 Soit A un automate d'arbres du modèle fort à k jetons. On peutonstruire en temps k-exponentiel en la taille de A un automate d'arbres bottom-up C qui aepte le même langage que A et un automate d'arbres bottom-up C ′ quiaepte le omplément du langage aepté par A.Preuve.Soit A un automate fort à k jetons. On note A′ l'automate fort équivalent à kjetons tel que le jeton 1 est faible obtenu en temps polynomial à l'aide de la propo-sition 7.5. On dé�nit maintenant (A′′, B) un automate fort bottom-up séletionneurà 1 jeton. L'automate A′′ est obtenu à partir de A′ de la manière suivante :� les états de A′′ sont les états de A′′� les transitions de A′′ sont les transitions de A′ orrespondant à des on�gura-tions où les jetons de [2, k] sont posés,� les états aeptants de A′′ sont les états à partir desquels le jeton 2 peut êtrelevé.Soit B l'automate bottom-up séletionneur trivial qui se ontente de séletionnerle n÷ud où le jeton 1 est posé 'est-à-dire le n÷ud à partir duquel A lane sa154



simulation. L'automate (A′′, B) a les mêmes exéutions que A′ d'une on�gurationoù le jeton 2 de A′ vient d'être posé jusqu'à une on�guration où e jeton est sur lepoint d'être levé à partir d'un n÷ud uℓ. En utilisant le lemme 7.2, on onstruit entemps exponentiel un automate bottom-up séletionneur C ′ qui simule (A′′, B) demanière exate à partir du jeton 2. On onsidère maintenant (A′′′, C ′) l'automated'arbres fort bottom-up séletionneur à (k − 1) tel que A′′′ est dé�ni à partir de Ade la manière suivante :� les états de A′′′ sont les états de A,� les états aeptants de A′′′ sont les états aeptants de A et� les transitions de A′′′ sont les transitions de A orrespondant aux on�gurationsoù le jeton 2 n'est pas posé telles que les transitions posant le jeton 2 sontremplaées par des transitions e�etuant une simulation de C ′.Il est alors faile de véri�er que (A′′′, C ′) simuleA de manière exate. On onsidèremaintenant C l'automate bottom-up séletionneur onstruit en utilisant le lemme 7.3qui simule (A′′′, C ′) à partir de la raine et qui séletionne toujours la raine. Paronstrution de C, l'état de C atteint à la raine ontient exatement tous les ouplesd'états (q, q′) tels que si A démarre à la raine dans une on�guration sans jetondont l'état est q, il retourne à la raine dans une on�guration sans jeton dont l'étatest q′. Il est maintenant immédiat de dé�nir C1 and C2 à partir de C en hoisissantde manière appropriée l'ensemble des états aeptants. �Remarque 7.5 Ce théorème permet de onstruire à partir d'un automate à jetonsdu modèle fort un automate bottom-up qui reonnaît le même langage et etteonstrution est optimale. Nous avons don une nouvelle preuve de la proposition 2.6qui établit que les langages reonnus par un automate d'arbres à jetons sont réguliers.Comme le problème du vide est polynomiale pour les automates d'arbres bottom-up et qu'étant donnés deux automates d'arbres bottom-up, nous pouvons onstruireen temps polynomial un automate d'arbres bottom-up qui reonnaît l'intersetiondes langages reonnus par les deux automates donnés, nous déduisons du théo-rème 7.4 le théorème suivant.Théorème 7.5 Soit k > 0. Les problèmes du vide et de l'inlusion pour les auto-mates d'arbres à jetons du modèle fort sont dans k-ExpTime.7.3.3 Borne supérieure pour les automates à jetons sur lesmotsSi nous adaptons les preuves de la partie préédente au as des mots nous obte-nons le théorème suivant donnant la borne supérieure de la omplexité des problèmedu vide et de l'inlusion pour les automates à jetons sur les mots.Théorème 7.6 Soit k > 0. Les problèmes du vide et de l'inlusion pour les auto-mates à jetons du modèle fort sur les mots sont dans (k − 1)-ExpSpae.Preuve. Supposons d'abord que k = 1. On onsidère don A un automate du mo-dèle fort à 1 jeton sur les mots. On peut supposer que A est du modèle faible ar latransformation d'un automate du modèle fort à 1 jeton en un automate du modèle155



faible à 1 jeton est polynomiale. On onsidère C l'automate unidiretionnel qui al-ule toutes les boules de A et qui est équivalent à A qu'on pourrait ontruire ommedans le lemme 7.2. Au lieu de onstruire expliitement et automate et de véri�erl'existene d'un hemin de l'état initial à l'état aeptant, on simule et automate àla volée en mémorisant l'état ourant de C et en alulant un de es suesseurs àla volée. Comme haque état de C a une taille polynomiale, on peut ainsi onstruireune mahine de Turing non déterministe utilisant un espae polynomial qui résoute problème. Ainsi, d'après le théorème de Savith énoné dans la proposition 7.1, leproblème du vide pour les automates à 1 jeton sur les mots est PSpae. Comme onpeut onstruire en temps polynomial un automate unidiretionnel qui reonnaît l'in-tersetion des langages reonnus par deux automates unidiretionnels donnés et quel'automate unidiretionnel C qu'on onstruit peut failement reonnaître le omplé-ment du langage reonnu par A, le problème de l'inlusion est aussi dans PSpaepour les automates à 1 jetons sur les mots.On suppose maintenant k > 1 et on onsidère un automate du modèle fort à kjetons sur les mots. On onstruit en temps (k−1) exponentiel omme dans la preuvedu théorème 7.4 un automate C équivalent à A qui orrespond à un automate faiblebottom-up à 1 jeton sur les mots. L'automate C est en fait un automate à 1 jeton surles mots ar sur les mots il n'y a pas de di�érene entre un omportement heminantet un omportement bottom-up. Comme les problèmes du vide et de l'inlusion sontdans PSpae pour C, on peut onlure.
�7.4 Borne inférieureNous prouvons dans ette setion la borne inférieure de la omplexité des pro-blèmes du vide et de l'inlusion pour tous les modèles d'automates d'arbres à kjetons : nous montrons que tous es problèmes sont k-ExpTime-durs dans le asdes arbres et (k − 1)-ExpSpae-durs dans le as des mots. Pour le as des arbrespar exemple, il nous su�t de prouver la borne inférieure pour le problème du videpour les automates d'arbres à k jetons déterministes du modèle faible puisque tousles autres problèmes sont plus di�iles que elui-là. L'idée de la preuve dans le asdes arbres est d'utiliser les propositions 7.2 et 7.3. Il nous su�t alors de simuler unemahine de Turing alternante M utilisant un espae tow(k − 1, n) sur une entréede taille n en onstruisant un automate déterministe du modèle faible à k jetonsayant un nombre d'états polynomial en n et qui reonnaît un langage non-vide si etseulement siM aepte son entrée.Nous dé�nissons tout d'abord un odage des on�gurations d'une mahine de Tu-ring utilisant un espae (k−1)-exponentiel. Nous montrons ensuite omment utiliserles jetons d'un automate d'arbres pour omparer les odages de deux on�gurationset nous onstruisons en�n l'automate déterministe à k jetons du modèle faible detaille polynomiale en n qui aepte uniquement l'arbre orrespondant à l'exéutiondeM sur une entrée de taille n si ette exéution est aeptante.Les mahines de Turing que nous onsidérons dans ette setion travaillent surun alphabet binaire. 156



7.4.1 Codage d'une on�guration par un k-nombreNous dé�nissons tout d'abord de manière indutive les k-nombres que nous uti-liserons pour oder les on�gurations d'une mahine de Turing.Dé�nition 7.15 Soit n > 0. Un k-nombre de taille n est dé�ni réursivement dela manière suivante.Un 1-nombre de taille n est un arbre sur l'alphabet {0, 1,#} véri�ant les pro-priétés suivantes :� la raine est étiquetée par le symbole #,� le hemin le plus à droite, 'est à dire le hemin de la raine à la feuille laplus à droite est onstitué de (n+ 1) n÷uds en omptant la raine et� haun des n n÷uds du hemin le plus à droite di�érent de la raine est étiquetépar un bit, 'est-à-dire un élément de {0, 1}.Un 1-nombre dé�nit ainsi un entier de [0, 2n − 1].Si k > 1, un k-nombre de taille n est un arbre tel que� la raine est étiquetée par le symbole #,� le hemin le plus à droite est onstitué de (tow(k−1, n)+1) n÷uds en omptantla raine� haun des tow(k − 1, n) n÷uds du hemin le plus à droite di�érents de laraine u est étiqueté par un bit et a pour sous-arbre gauhe un k − 1-nombrequi ode la distane entre le n÷ud u et le �ls droit de la raine.L'entier dé�ni par un k-nombre de taille n est l'entier dont l'ériture binaire estdonnée par la suite des bits étiquetant les n÷uds du hemin le plus à droite et lus dela raine à la feuille la plus à droite.La �gure 7.2 représente un 1-nombre de taille n et la �gure 7.3 représente un k-nombre de taille n.
#

bn−1

b1
bi

b0
∈ {0, 1}

Fig. 7.2 � Représentation d'un 1-nombre de taille nRemarque 7.6 Un 1-nombre est en fait un mot qu'on a transformé en arbre enrajoutant des n÷uds inutiles que nous n'avons pas représentés dans la �gure 7.2.Notation 7.2 Si x est un k-nombre, les n÷uds du hemin le plus à droite de xdistints de la raine sont appelés les bits de x. Pour haun de es bits u, le (k−1)-nombre qui est le sous-arbre gauhe de u est appelé la position de u.157



#

b1

b0

bi

(k − 1)-nombre odant 0

valeur du bit
(k − 1)-nombre odant iFig. 7.3 � Représentation d'un k-nombre de taille nUne on�guration d'une mahine de TuringM utilisant un espae (k−1)-exponentielest odée de la manière suivante : haque bit du k-nombre ode le bit de mêmeposition sur la bande de la mahine. La position de la tête de la mahine et l'étatourant de M sont odés en étendant la notion de k-nombre : on rajoute l'état àl'étiquette du bit de la position de la tête de leture/ériture. Un k-nombre est ainsiun arbre sur l'alphabet {♯, 0, 1} ∪ ({0, 1} × QM) où QM est l'ensemble des étatsdeM.Dé�nition 7.16 Soit f une fontion faisant orrespondre à haque n÷ud u d'unarbre t un ensemble des n÷ud de t. Une telle fopntion f est dite déterminée s'ilexiste Af un automate heminant déterministe ave un état spéi�que qS véri�antla propriété suivante : pour arbre t et pour tout ouple (u, v) de n÷uds de t, on a

v ∈ f(u) si et seulement si (qI , u)
A,t ∗
−−−→ (qS, v) où qI est l'état initial de A.Remarque 7.7 Si f est fontions déterminée, l'automate Af passe suessivementpar tous les n÷uds de f(u) à partir de la on�guration (qI , u).Les fontions déterminées que nous utiliserons sont les ensembles de bits d'un k-nombre situés juste en dessous ou bien juste au-dessus d'un n÷ud u.Nous utilisons ainsi des fontions déterminées très simples telle que les tailles desautomates heminants qui les dé�nissent ne dépendent pas des paramètres k et n.7.4.2 Comparer deux k-nombres ave des jetonsLe lemme tehnique qui suit et que nous utilisons dans la partie suivante poursimuler une mahine de Turing alternante utilisant un espae (k − 1)-exponentielave un automate déterministe à jetons s'inspire du résultat de [24℄ montrant qu'unautomate déterministe à k+1 jetons sur les mots est exponentiellement plus suintqu'un automate déterministe à k jetons sur les mots.Lemme 7.5 Soient n > 0 et k > 0.1. Il existe un automate déterministe du modèle faible à (k − 1) jetons de taillepolynomiale en n qui, à partir d'un n÷ud u distingué d'un arbre t et de son158



état initial, retourne en u dans un état qui est aeptant si et seulement si lesous-arbre enrainé en u forme un k-nombre de taille n.2. Pour haque fontion déterminée f , il existe un automate déterministe dumodèle faible à k jetons de taille polynomiale en n qui, à partir d'un n÷ud
u d'un arbre t et de son état initial, retourne en u dans un état aeptant siet seulement s'il existe un n÷ud v ∈ f(u) tels que u et v sont les raines dumême k-nombre de taille n .3. Il existe un automate déterministe du modèle faible à k jetons de taille polyno-miale en n qui à partir d'un n÷ud u (et de son état initial) retourne en u dansun état aeptant si et seulement si le k-nombre de taille n enrainé en u1 le�ls gauhe de u est le suesseur du k-nombre enrainé en u21 le �ls gauhedu �ls droit de u.Preuve. On �xe n > 0. Les trois points sont prouvés ensemble par indution sur k.On note Af l'automate heminant qui permet de dé�nir f dans le point 2.Si k = 1, le point 1 est faile à prouver. L'automate utilise un nombre linéaired'états pour véri�er que l'arbre a bien (n+ 1) n÷uds sur le hemin le plus à droite,que le premier n÷ud est étiqueté par le symbole ♯, que tous les autres n÷uds sontétiquetés par un bit sauf un qui ontient également un état dans son étiquette,l'automate retrourne ensuite en u et aepte si l'arbre a bien la forme souhaitée.Pour le point 2, l'automate pose suessivement le jeton sur haque n÷ud v del'ensemble de n÷ud f(u) qu'il identi�e en simulant Af puis il simule l'automateonstruit pour le point 1 et véri�e ainsi que les sous-arbres enrainés en u et v sontbien des 1-nombres. Ensuite l'automate ompare bit par bit les sous-arbres enrainésen u et en v en faisant des aller-retour entre les n÷uds u et v qui sont distingués. Onrappelle que le n÷ud u est distingué par hypothèse et que le n÷ud v est marqué parle jeton. La position ourante du bit que l'automate ompare est mémorisée dansl'état et il su�t ainsi d'avoir un nombre linéaire d'états. Pour le point 3, le jetonest posé sur le n÷ud u21 et l'automate proède omme pour le point 2 en simulantl'inrémentation de 1 au lieu de véri�er l'égalité.On suppose maintenant que k > 1. On onsidère d'abord le point 1. Par indu-tion, il est faile de véri�er ave un automate déterministe du modèle faible à (k−2)jetons que le sous-arbre enrainé en u à la bonne forme, 'est à dire que sa raineest étiquetée par le symbole ♯ et qu'elle est suivie d'une suite de (k− 1)-nombres. Ilreste ensuite à véri�er que ette suite orrespond à l'ensemble des (k − 1)-nombresdans l'ordre roissant (de 0 à tow(k − 1, n)− 1). Pour haque n÷ud v du hemin leplus à droite du sous-arbre enrainé en u, l'automate pose le jeton k sur v et simulel'automate à (k − 1) jetons obtenu ave le point 3 par indution a�n de véri�er queles positions de v et du �ls droit de v sont des (k − 1)-nombres suessifs. Une foisque ette véri�ation a été e�etuée pour haque bit v de u, l'automate retourne en uen remontant dans l'arbre jusqu'à e qu'il visite un n÷ud étiqueté par le symbole ♯.On démontre maintenant le point 2. L'automate véri�e d'abord par indution que

u est la raine d'un k-nombre. Ensuite, pour haque n÷ud v ∈ f(u) il proède de lamanière suivante. Il véri�e d'abord si v est la raine d'un k-nombre et si 'est le as,il pose le jeton k suessivement sur haque bit z du k-nombre enrainé en v. Soit gla fontion faisant orrespondre à un de es bits z l'ensemble des bits du k-nombre159



enrainé en u. La fontion g est déterminée par l'automate heminant déterministequi à partir de z retourne en u qui est distingué et visite ensuite suessivement tousles bits du k-nombre enrainé en u en desendant à droite. Par indution, d'après lepoint 2, l'automate peut trouver ave ses (k− 1) jetons restants parmi les bits de uelui ave la même position que z et véri�e que les valeurs des bits orrespondantssont égaux. Si es valeurs sont di�érentes, l'automate retourne en z, lève le jeton k etretourne en u en remontant jusqu'à e qu'il viste un n÷ud étiqueté par le symbole ♯.Il proède alors de même pour le prohain n÷ud de f(u). Si les valeurs des bitsorrespondent, l'automate retourne en z, lève le jeton k et reommene pour le bitsuivant de v. Une fois que tous les bits de v ont ainsi été traités suessivement,l'automate retourne en u et aepte.Le point 3 est montré omme le point 2 ave les di�érenes suivantes. L'ensembledes n÷uds f(u) est un singleton et le n÷ud u n'a plus besoin d'être marqué ar ilpeut être retrouvé ave la position du jeton k. De plus, au lieu de véri�er l'égalitéde deux (k − 1)-nombres, l'automate simule l'inrémentation de 1. �Ce lemme est toujours valide pour la légère extension de la dé�nition de k-nombreque nous utilisons pour oder une on�guration d'une mahine de Turing.7.4.3 Borne inférieure pour les automates à jetonsThéorème 7.7 Soit k ≥ 1. Le problème du vide (et don le problème de l'inlusion)pour les automates déterministes du modèle faible à k jetons est k-ExpTime-dur.Preuve. Pour les automates heminants déterministe et don pour les automatesdéterministes à 1 jeton du modèle faible, la borne inférieure ExpTime-dur est im-pliite dans [38℄ mais elle peut être aussi obtenue en adaptant failement la preuvei-dessous.Nous supposons don maintenant que k ≥ 2.Pour prouver le théorème, nous simulons une mahine de Turing alternante utili-sant un espae tow(k−1, n) sur une entrée de taille n ave un automate déterministedu modèle faible à k jetons de taille polynomiale en n.Plus préisément, étant donné une mahine de Turing alternanteM utilisant unespae tow(k−1, n) sur une entrée w de taille n, nous onstruisons AM un automatedéterministe du modèle faible à k jetons de taille polynomiale en n tel que les arbresaeptés par AM sont les odages des exéutions aeptantes deM. En e�et, on avu omment oder une on�guration de M ave un k-nombre et une exéution de
M est odée en onaténant les k-nombres odant les on�gurations d'une étapesdonnée par une transition existentielle de l'exéution deM et en utilisant la stru-ture de branhement d'un arbre pour oder les étapes de l'exéution donné par destransitions universelles.Nous onstruisons maintenant AM qui aepte exatement les exéutions aep-tantes deM sur l'entrée w. Dans un premier temps AM véri�e que l'arbre a la formesuivante :1. il est onstruit en assemblant des k-nombres ayant haun un unique n÷uddont l'étiquette ontient un état,2. haque on�guration qui ontient un état existentiel est suivi par une uniqueon�guration, 160



3. haque on�guration qui ontient un état universel est suivi de deux on�gu-rations,4. les on�gurations sans suesseur sont aeptantes et le k-nombre à la rainede l'arbre ode la on�guration initiale de la mahine sur l'entrée w.Le premier point peut être véri�é ave (k − 1) jetons omme il est montré dans lelemme 7.5. Les autres points sont immédiats à véri�er.Il reste ensuite à véri�er que deux k-nombres suessifs orrespondent à deson�gurations suessives pour la mahine de Turing. L'automate proède alors dela manière suivante. AM onsidère suessivement haque on�guration en e�etuantun parours en profondeur de l'arbre. Pour haque on�guration il se omporte de lamanière suivante. Il marque suessivement haque position de la bande en posantle jeton k sur le (k − 1)-nombre orrespondant. On onsidère f la fontion qui faitorrespondre à x l'ensemble des positions de la on�guration juste au-dessus de x.Cette fontion est déterminée par l'automate heminant déterministe qui remontedans l'arbre jusqu'à e qu'il viste un n÷ud étiqueté par le symbole ♯ puis qui passedans l'état qS et qui ontinue alors de remonter jusqu'à e qu'il visite le prohainn÷ud étiqueté par le symbole ♯. L'automate utilise alors ses (k − 1) jetons restantspour trouver la position orrespondante dans la on�guration préédente ommedans la partie 2 du lemme 7.5. Il véri�e ensuite que les bits marqués par les deux
(k−1)-nombres sont égaux si auun ne ontient un état dans son étiquette et véri�esinon que es bits orrespondent à une transition deM. �7.4.4 Borne inférieure pour les automates à jetons sur lesmotsPour adapter les preuves préédentes au as des mots, il su�t d'utiliser la versiondes k-nombres de taille n sur les mots dé�nis dans [24℄ par N. Globerman et D. Harel.Dé�nition 7.17 Soit n > 0 et k > 0. Un mot de degré k sur n est un mot surl'alphabet {0, 1,#} dé�ni réursivement sur k de la manière suivante.Un mot de degré 1 sur n est un mot du langage #{0, 1}n.Un mot de degré 1 sur n dé�nit ainsi un entier de [0, 2n − 1].Si k > 1, on pose m = tow(k − 1, n) − 1, un mot de degré k sur n est alors unmot de la forme w0b0#w1b1# · · ·wmbm# où haque bi est un bit et haque wi est unmot de degré (k − 1) sur n qui ode l'entier i.L'entier dé�ni par w0b0#w1b1# · · ·wmbm# est l'entier de [0, tow(k, n)− 1] dontle odage binaire est b0 · · · bmLa struture de branhement de l'arbre était néessaire pour oder l'alternanede la mahine de Turing alternante. Sur les mots, nous pouvons enore oder unomportement non-déterministe et simuler une mahine de Turing utilisant un es-pae (k−1)-exponentiel sur une entrée de taille n ave un automate à k jetons dontla taille est polynomial par rapport à n.
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CHAPITRE8Perspetives
Ce travail porte sur deux modèles séquentiels d'automates d'arbres à jetons pourlesquels le plaement des jetons suit une hiérarhie de pile. Dans le modèle fort ledernier jeton posé peut être levé à distane et dans le modèle faible le dernier jetonposé peut être levé uniquement si la tête de leture de l'automate est sur le n÷udoù il est posé.Dans e dernier hapitre de perspetives, nous dressons d'abord en 8.1 un bilandes prinipaux résultats originaux démontrés. Nous montrons ensuite dans 8.2 om-ment ertains résultats peuvent s'étendre aux modèles d'automates heminants surdes arbres non bornés dont on a rappelé l'importane pour les appliations pratiquesau début de e travail. En�n, dans la setion 8.3, nous énonçons quelques problèmesouverts qui se situent dans le prolongement de e travail.8.1 BilanNous démontrons dans le hapitre 5 que les deux modèles ont le même pouvoird'expression ([8℄). Nous onstruisons en e�et, étant donné un automate d'arbresà jetons du modèle fort, un automate d'arbres du modèle faible équivalent ave lemême nombre de jetons et nous adaptons ette onstrution pour le as déterministe.Dans ette transformation, le nombre d'états augmente selon une tour de (k − 1)2exponentielles où k est le nombre de jetons. La onstrution dérite dans le hapitre 5est don polynomiale si k = 1.Dans le hapitre 3, nous prouvons que la lasse des langages d'arbres reonnus parun automate à jetons déterministe est fermée par omplément ([32℄). Nous dérivonsune onstrution de omplexité quadratique du omplément d'un automate d'arbresà jetons déterministe du modèle faible qui préserve le nombre de jetons. La lasse163



des langages reonnus par un automate heminant déterministe est don fermée paromplément. Pour le modèle fort, nous omplémentons un automate déterministe enmultipliant par 3 le nombre de jetons et toujours ave une augmentation polynomialedu nombre d'états.Le hapitre 6 établit une hiérarhie des lasses d'automates d'arbres à jetonsselon leur pouvoir d'expression. Nous montrons que le pouvoir d'expression des au-tomates d'arbres à k jetons augmente stritement ave le nombre k de jetons pour lesvariantes déterministe et non-déterministe. Pour ela, nous dé�nissons pour haqueentier k stritement positif un langage reonnu par un automate déterministe à kjetons mais par auun automate non-déterministe à (k − 1) jetons. Nous prouvonsaussi qu'on ne peut pas toujours déterminiser un automate heminant même si ons'autorise à ajouter un nombre �xé de jetons en onstruisant, pour haque entier k,un langage reonnu par un automate heminant mais par auun automate déter-ministe à k jetons. Nous démontrons en�n que les automates d'arbres à jetons nereonnaissent pas tous les langages réguliers ([8℄). En utilisant la aratérisation lo-gique des automates d'arbres à jetons de J. Engelfriet et H.J. Hoogeboom présentéedans le hapitre 4, nous déduisons de e dernier résultat que la logique FO+posTCest stritement moins expressive que la logique MSO sur les arbres. Notons que esdeux logiques sont équivalentes sur les mots.En�n, dans le hapitre 7, nous prouvons que pour tout entier k stritement po-sitif, les problèmes de déision du vide et de l'inlusion sont k-ExpTime ompletspour les automates d'arbres à k jetons ([42℄). Nous établissons la borne supérieurepour les automates non-déterministes à k jetons du modèle fort en réduisant es pro-blèmes au problème du vide pour les automates d'arbres bottom-up qui est polyno-mial : étant donné un automate à k jetons, nous onstruisons en temps k-exponentielun automate bottom-up qui reonnaît le même langage et un automate bottom-upqui reonnaît le omplément de e langage. Nous prouvons ensuite la borne infé-rieure pour les automates déterministes du modèle faible en simulant une mahinede Turing alternante utilisant un espae (k − 1)-exponentiel où k > 0 ave un au-tomate déterministe à k jetons du modèle faible. Nous montrons aussi en adaptantles preuves préédentes que les problèmes du vide et de l'inlusion sont tous deux
(k − 1)-ExpSpae omplets pour les automates à k jetons sur les mots.8.2 Des arbres binaires aux arbres de rang non-bornéLes hapitres préédents présentent les propriétés de deux modèles d'automatesà jetons sur les arbres binaires �nis étiquetés par un alphabet �ni. Pour les arbresde rang borné, nous avons dé�ni le type d'un n÷ud en 2.20. Il est alors faile dedé�nir les automates à jetons qui reonnaissent des langages d'arbres de rang borné.L'étude de es automates sur des arbres de rang borné est similaire à elle surles arbres binaires et nous pouvons adapter sans di�ulté les preuves de tous lesthéorèmes relatifs aux automates à jetons sur les arbres binaires que nous avonsprouvés au as des automates à jetons sur des arbres de rang borné.Rappelons que les automates d'arbres à jetons sont utilisés dans la modélisation164



des transformations de douments XML et qu'un doument XML a une strutured'arbre �ni de rang non-borné. Nous expliquons dans ette setion omment étendrenos résultats aux automates à jetons sur des arbres de rang non-borné.Les arbres de rang non-borné sont dé�nis en 2.1.1 et, omme le préise la re-marque 2.14, il nous faut adapter la dé�nition du type d'un n÷ud a�n de dé�nir lesautomates heminants et les automates à jetons sur les arbres de rang non-bornéétiquetés par un alphabet �ni. Etant donné un arbre de rang non-borné, le type d'unn÷ud est une information �nie qui indique si le n÷ud onsidéré est la raine, unefeuille, le �ls d'un n÷ud qui est le plus à gauhe parmi ses frères ou le �ls d'un n÷udqui est le plus à droite parmi ses frères. Le modèle des automates heminants dontl'unique tête de leture se déplae de n÷ud en n÷ud se généralise alors aux arbres derang non-borné de la manière suivante. L'ensemble des déplaements possibles pourles automates heminants sur les arbres de rang non borné est {↑,ւ,→,←}. Ainsi,à partir d'un n÷ud v d'un arbre de rang non-borné, un automate heminant peut serendre au père de v, au premier �ls de v, au frère juste à droite de v (right sibling)ou au frère juste à gauhe de v (left sibling) si es n÷uds existent. Un automateheminant hoisit un nouvel état et un déplaement en fontion de l'état ourant,du type et de l'étiquette du n÷ud ourant.Notons qu'il est di�ile, voir impossible, pour un automate heminant sur unarbre de rang non-borné de trouver, à partir d'un n÷ud quelonque de la forme uiave i > 0, l'étiquette de u le père de e n÷ud puis de retourner sur le n÷ud ui.Pour avoir un modèle d'automate séquentiel ave un pouvoir d'expression intéres-sant, nous pouvons onsidérer un nouveau modèle d'automates heminants danslequel l'automate a aès à l'étiquette du père du n÷ud ourant sans avoir à sedéplaer au risque de perdre la position du n÷ud ourant. En e�et, sur l'alphabet
{0, 1,∧,∨,¬}, le langage des arbres qui représentent un iruit booléen évalué àvrai amène à onjeturer qu'on augmente le pouvoir d'expression du modèle desautomates d'arbres heminants sur les arbres de rang non-borné en permettant àl'automate de onnaître l'étiquette du père du n÷ud ourant.Les automates à jetons des modèles fort et faible sont dé�nis sur les arbres derang non-borné en adaptant la dé�nition de es automates sur les arbres binaires :il su�t de modi�er l'ensemble des types d'un n÷ud et l'ensemble des déplaementsde l'automate omme pour les automates heminants sur les arbres de rang non-borné. Notons qu'on peut failement simuler un automate heminant A qui a aèsà l'étiquette du père du n÷ud ourant ave un automate à 1 jeton A′ : à haquefois que A′ visite un n÷ud u, A′ pose son jeton sur u, remonte au père de u, retientl'étiquette du père de u puis A′ parourt tous les �ls de u et s'arrête quand il estretourné sur son jeton.Les résultats du hapitre 6 sont toujours valables pour les automates à jetons surles arbres de rang non-borné. En e�et, omme les langages d'arbres binaires reonnuspar un automate du modèle faible à k jetons sur les arbres de rang non-bornésont exatement les langages d'arbres reonnus par un automate du modèle faibleà k jetons sur les arbres binaires, pour tout entier k stritement positif, le langaged'arbres Lk dé�ni en 6.3 sépare la lasse des langages reonnus par un automatedéterministe du modèle faible à k jetons sur les arbres de rang non-borné de la lassedes langages reonnus par un automate non-déterministe du modèle faible à (k− 1)165



jetons sur les arbres de rang non-borné. De même, pour tout entier k stritementpositif, le langage d'arbres Mk dé�ni en 6.4 sépare la lasse des langages d'arbresreonnus par un automate heminant non-déterministe sur les arbres de rang non-borné de la lasse des langages d'arbres reonnus par un automate déterministe dumodèle faible à k jetons sur les arbres de rang non-borné.A�n de omplémenter un automate d'arbres à jetons A sur les arbres de rangnon-borné, on onstruit un automate à jetons A′ qui reonnaît le même langage ettel que A′ peut remonter au père v à partir d'un n÷ud u seulement si u est le �lsde v le plus à gauhe : au lieu de remonter diretement au père à partir d'un n÷udinterne quelonque, A′ se déplae vers le frère juste à gauhe tant que 'est possibleet remonte ensuite au père. L'arbre de on�guration arrière de A′ est de rang bornéet on peut alors adapter failement la onstrution du omplément de A′ déritedans le hapitre 3.Le passage du modèle fort au modèle faible dérit dans le hapitre 5 s'étendensuite sans di�ulté dans le as non-déterministe et dans le as déterministe auxautomates à jetons sur des arbres de rang non-borné.Notons maintenant que les arbres de rang non-borné peuvent être enodés pardes arbres binaires. La �gure 8.1 illustre un des odages possibles.
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lFig. 8.1 � L'arbre de rang non-borné t et l'arbre binaire qui le ode f(t)L'arbre de rang non-borné t est odé par l'arbre binaire f(t). Intuitivement, larelation "�ls gauhe" pour l'arbre binaire f(t) orrespond à la relation "premier�ls" pour l'arbre t, la relation "�ls droit" pour l'arbre binaire f(t) orrespond àla relation "frère suivant" pour l'arbre t et des feuilles étiquetées par le symbole ♯sont insérées pour que haque n÷ud de f(t) ait toujours 0 ou 2 �ls. Etant donné unautomate à jetons A sur les arbres de rang non-borné, on peut onstruire en tempslinéaire un automate à jetons A′ sur les arbres binaires qui reonnaît les odages desarbres reonnus par A de la manière suivante :� si A pose ou lève un jeton, A′ e�etue la même ation,� si A desend au premier �ls, A′ desend au �ls gauhe,166



� si A se déplae vers le frère juste à droite, A′ desend vers le �ls droit,� si A se déplae vers le frère juste à gauhe, A′ remonte au père� si A remonte au père, A′ remonte dans l'arbre jusqu'à e qu'il atteigne un �lsgauhe u et en�n A′ remonte au père de u.Etant donné un entier k stritement positif, les problèmes de déision du videet de l'inlusion pour les automates à k jetons sur les arbres de rang non-borné seramènent alors à es deux problèmes pour les automates à k jetons sur les arbresbinaires. Les résultats du hapitre 7 sont don toujours valables pour les automatesd'arbres à jetons sur les arbres de rang non-borné et, pour tout entier k stritementpositif, les problèmes de déision du vide et de l'inlusion pour les automates à kjetons sur les arbres de rang non-borné sont k-ExpTime omplets.De plus, étant donné un langage d'arbres de rang non-borné L et un automateà jetons A sur les arbres binaires reonnaissant l'ensemble des odages des arbresde L, on peut onstruire en temps linéaire un automate à jetons A′ sur les arbres derang non-borné qui reonnaît L :� si A pose ou lève un jeton, A′ e�etue la même ation,� si A desend au �ls gauhe, A′ desend au premier �ls,� si A desend au �ls droit, A′ se déplae vers le frère juste à droite,� si A remonte au père à partir d'un �ls gauhe, A′ remonte au père,� si A remonte au père à partir d'un �ls droit, A′ se déplae vers le frère juste àgauhe.On peut alors montrer que la aratérisation logique des automates d'arbres àjetons sur les arbres de rang borné de J Engelfriet et de H.J. Hoogeboom que nousprésentons dans le hapitre 4 se généralise aux automates d'arbres à jetons sur lesarbres de rang non-borné ([44℄).8.3 Problèmes ouverts8.3.1 Conision du modèle fort ?Dans e travail, nous étudions deux modèles séquentiels d'automates d'arbres àjetons et nous montrons qu'ils ont le même pouvoir d'expression et la même om-plexité pour les problèmes du vide et de l'inlusion. Le passage du modèle fort aumodèle faible est ependant très oûteux dès que le nombre de jetons est stritementsupérieur à 1 : étant donné un automate du modèle fort à k jetons, la onstrutiond'un automate à k jetons du modèle faible équivalent que nous dérivons dans lehapitre 5 augmente le nombre d'états selon une tour de (k − 1)2 exponentielles. Ilserait alors intéressant de montrer que le modèle fort est plus onis que le modèlefaible quand le nombre de jetons est stritement supérieur à 1. L'exemple suivantnous suggère que la onstrution du hapitre 5 est optimale pour k = 2.Exemple 8.1 Considérons un entier n et l'ensemble des graphes à 2n sommetsnumérotés de 0 à (2n − 1). Nous odons haque sommet par un mot de n bits. Unmot a1 · · ·an ⋄ b1 · · · bn♯ du langage (0∪ 1)n ⋄ (0∪ 1)n♯ sur l'alphabet {0, 1, ⋄, ♯} odel'ar (u, v) où u est odé par le mot a1 · · ·an et v par le mot b1 · · · bn. Un mot wdu langage ((0 ∪ 1)n ⋄ (0 ∪ 1)n♯)∗ représente alors le graphe Gw tel que l'ensemble167



des ars de G orrespond à l'ensemble des fateurs de w de la forme (0 ∪ 1)n ⋄ (0 ∪
1)n♯. Notons E1 l'ensemble des graphes tels qu'il existe un hemin du sommet 0 ausommet (2n − 1), 'est à dire tels que le sommet (2n − 1) est aessible à partir dusommet 0. Nous notons L1 le langage des mots qui représentent des graphes de E1.Nous dérivons maintenant un automate A du modèle fort à 2 jetons ave unnombre d'états polynomial en n qui reonnaît L1. Etant donné un mot w, A véri�ed'abord en utilisant un nombre d'états linéaire en n que w représente un graphe,'est-à-dire que w est de la forme ((0 ∪ 1)n ⋄ (0 ∪ 1)n♯)∗. Si e n'est pas le as, Arejette sinon A devine un à un les ars d'un hemin dans Gw du sommet 0 ausommet (2n−1) de la manière suivante. L'automate A parourt le mot w, hoisit unfateur de w odant un ar et véri�e ave un nombre linéaire d'états que e fateurest de la forme 0n ⋄ v1♯ où v1 ode un sommet. Ensuite, A pose le jeton 2 sur lesymbole ⋄ de e fateur, hoisit un autre fateur u2 ⋄ v2♯ de w orrespondant à unar et pose le jeton 1 sur le symbole ⋄ de e fateur. L'automate A véri�e alors bitpar bit en faisant des aller-retours entre ses deux jetons que les mots u2 et v1 sontégaux. Pour e�etuer es n omparaisons, A mémorise dans son état la position desbits qu'il est en train de omparer dans les mots u2 et v1, il utilise don un nombrelinéaire d'états. Si u2 et v1 sont distints, A rejette. Dans le as ontraire, A retournesur la position i1 où est posé le jeton 1 et véri�e ave un nombre linéaire d'états sile n÷ud v2 est le n÷ud (2n − 1), 'est-à-dire si le n÷ud v2 est odé par une suitede n symboles "1". Si 'est bien le as, A lève ses deux jetons et aepte. Sinon, Aretourne sur la position i1, lève le jeton 1, puis le jeton 2 "de manière forte" enrestant sur i1. En�n, A repose son jeton 2 sur i1 et ontinue ainsi pour deviner lasuite du hemin du sommet 0 au sommet (2n − 1).Nous pouvons également onstruire un automate bidiretionnel A′ qui reonnaîtle langage L1 ave un nombre d'états exponentiel en n. L'automate A′ devine arpar ar le hemin du sommet 0 au sommet (2n− 1) omme l'automate A mais il nedispose pas des jetons pour omparer bit par bit deux sommets. Supposons que A′ait deviné un hemin du sommet 0 à un sommet vi. L'automate A′ stoke dans sonétat les n bits qui odent le sommet vi, parourt ensuite le mot w et hoisit unsommet orrespondant à un ar (ui+1, vi+1). L'automate A′ véri�e ensuite si les bitsdu mot ui+1 orrespondent à eux du mot vi stokés dans la mémoire de A′. Si en'est pas le as, A′ rejette. Par ontre, si les mots ui+1 et vi sont identiques, A′mémorise les n bits de vi+1 à la plae des n bits de vi. L'automate A′ devine ainsiave un nombre exponentiel d'états un hemin du sommet 0 au sommet (2n − 1).On peut montrer que tout automate bidiretionnel qui reonnaît L1 a un nombred'états qui est au moins exponentiel en n.En e�et, onsidérons A0 un automate heminant ave N états qui reonnaît L1.Remarquons que le omportement d'un automate bidiretionnel pour un su�xe w,est déterminé par l'ensemble des ouples d'états orrespondant aux boules de Asur w qui partent et terminent au début de w et par l'ensemble des ouples d'étatsorrespondant aux exéutions de A sur w qui partent au début de w et qui ter-minent à la �n de w. Le nombre de 0-omportements de A1 pour un su�xe est don
(2N)2 = 22N .Pour tout sous-ensemble V des sommets de [1, (2n − 2)], nous onsidérons lemot wV qui ode la suite d'arêtes (u1, (2

n − 1)), · · · , (um, (2
n − 1)) où u1, · · · , um168



sont les sommets de V rangés dans l'ordre roissant. Comme il existe 22n−2 sous-ensembles de [1, (2n− 2)], si 2N < 2n− 2, il existe deux sous-ensembles distints desommets V1 et V2 tels que A a le même 0-omportement pour wV1
et wV2

. Dans eas, il existe un sommet u tel que u ∈ V1 et u /∈ V2 ou bien tel que u ∈ V1 et u /∈ V2.L'automate A a alors les mêmes exéutions sur les mots 0n ⋄ wu♯wV1
et 0n ⋄ wu♯wV2où wu est le mot qui ode le sommet u. Comme un seul de es mots appartient aulangage L, l'automate A ne peut reonnaître e langage si son nombre d'états estinférieur à (2n−1 − 1).Si on parvient à prouver que tout automate à 2 jetons du modèle faible quireonnaît L a au moins un nombre d'états exponentiel en n, on déduirait alors quele modèle fort d'automate à 2 jetons est exponentiellement plus onis que le modèlefaible d'automates à 2 jetons. Le odage des sommets en utilisant les k-nombresdé�nis dans le hapitre 7 pourrait ensuite permettre de généraliser la onjeture etd'établir un résultat de onision sur les automates à k jetons.8.3.2 Complémentation d'un automate à jetons ?Rappelons que M. Boja«zyk et T. Colombet ont prouvé dans [6℄ que les au-tomates heminants ne peuvent pas tous être déterminisés et dans [7℄ que la lassedes langages reonnus par un automate heminant est stritement inluse dans lalasse des langages réguliers. Il reste enore un problème ouvert fondamental surles automates heminants : la omplémentation. Peut-on toujours omplémenter unautomate heminant non-déterministe ?Nous avons dérit dans le hapitre 3 une onstrution du omplément d'un au-tomate heminant déterministe mais omme nous ne pouvons pas toujours détermi-niser un automate heminant, la omplémentation des automates heminants non-déterministes reste un problème ouvert.On peut alors étudier les deux questions suivantes :� Etant donné un entier k, peut on omplémenter un automate heminant non-déterministe en s'autorisant à ajouter k jetons ?� Peut-on omplémenter un automate heminant en s'autorisant à ajouter unnombre non-�xé de jetons ?Les mêmes problèmes se posent également pour les automates d'arbres à jetons :� Peut-on omplémenter un automate d'arbres à jetons non-déterministe sansajouter de jetons ?� Peut-on omplémenter un automate d'arbres à jetons non-déterministe enajoutant un nombre �xé de jetons ?� Peut-on omplémenter un automate d'arbres à jetons non-déterministe enajoutant un nombre quelonque de jetons ?La aratérisation logique de J. Engelfriet et H.J. Hoogeboom montre que le der-nier de es problèmes est équivalent au problème suivant : la logique FO + posTCest-elle fermée par omplément ? Si 'était le as, on pourrait aratériser les au-tomates d'arbres à jetons par la logique FO+TC et sinon la logique FO + posTCserait stritement moins expressive que la logique FO+TC sur les arbres.169



8.3.3 Déterminiser un automate à jetons en rajoutant desjetons ?Nous avons prouvé dans le hapitre 6 qu'on ne pouvait pas toujours déterminiserun automate d'arbres heminant même en s'autorisant à ajouter un nombre �xéde jetons. Il est alors naturel de se demander s'il est possible de déterminiser unautomate d'arbres à jetons en s'autorisant à ajouter un nombre quelonque de jetons.Si 'était le as, notons qu'on pourrait omplémenter un automate d'arbres à jetonsen augmentant le nombre de jetons et que les logiques FO+DTC, FO + posTC etFO+TC seraient alors équivalentes sur les arbres.
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Tab. 8.1 � Index des notations
tf = (t, f) arbre marqué Dé�nition 5.2
Cg = (C, g) ontexte marqué Dé�nition 5.2
Cg[tf ] omposition ontexte-arbre Dé�nition 5.2

βi(Cg, tf) paire d'états sur i-boule Dé�nition 5.3
βarb

i (Cg, tf) paire d'états sur i-boule de sous-arbre Dé�nition 5.3
βcon

i (Cg, tf) paire d'états sur i-boule de ontexte Dé�nition 5.3
τ, τi lasse de i∗-équivalene d'arbre Notation 5.3
tτ arbre hoisi dans la lasse τ Notation 5.3
γ, γi lasse de i∗-équivalene de ontexte Notation 5.3
Cγ ontexte hoisi dans la lasse γ Notation 5.3
Bi

C i-omportement de ontexte dé�ni par : Dé�nition 5.5
Bi

c(τ) = βcon
i (C, tτ)

Bi
t i-omportement d'arbre dé�ni par : Dé�nition 5.5

Bi
t(γ) = βarb

i (Cγ, t)
Bi∗

C i∗-omportement de ontexte dé�ni par : Dé�nition 5.5
Bi∗

c (τ) = βcon
i∗ (C, tτ )

Bi∗

t i∗-omportement d'arbre dé�ni par : Dé�nition 5.5
Bi∗

t (γ) = βarb
i∗ (Cγ, t)

C(a,R, t1, t2) omposition d'arbres Dé�nition 5.7
C(C, t1, a, P2), C(C, a, P1, t2) ompositon d'arbre et de ontexte Dé�nition 5.7

C(a,R,B1, B2) omposition de i∗-omportements Notation 5.4d'arbre
C(B,B1, a, P2), C(B, a, P1, B2) omposition de i∗-omportements Notation 5.4d'arbre et de ontexte

ρ = ρ0, π1, , ..., ρm, πm déomposition d'une n-exéution Preuve des lemmesd'arbres en exéution d'arbres et 5.7,5.8,5.9de boules de ontexte
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