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Stabilité de I'écoulement multicouche de films nomewtoniens sur un plan
incliné

Résumé

Nous étudions la stabilité de I'écoulement de filsuperposés de fluides newtoniens ou non
newtoniens sur un plan incliné. La connaissancecdeditions d’apparition des instabilités dansygeet
d’écoulements intéresse particulierement le sedtelwstriel faisant appel a des méthodes de coechag
Il est en effet intéressant de pouvoir maitrisesldelenchement des instabilités en vue d'évitesllgs’
ne déteriorent la qualité du produit. Nous nousreemiintéressés au cas de fluides rhéofluidifiatust
la viscosité est décrite par la loi de Carreau.

La premiére partie est consacrée au cas d'une seulehe. Trois approches complémentaires
sont exploitées : une approche asymptotique, céraid un comportement faiblement non newtonien
dans la limite des grandes longueurs d’onde, upeoape phénoménologique basée sur les mécanismes
de l'instabilité au niveau de la surface libre sewapproche numérique. Cette derniére s’appuidasur
résolution sous forme d’un probleme aux valeurpm@® de I'équation d'Orr—Sommerfeld généralisée
par la méthode spectrale de collocation de typeTidnebychev.

Dans une deuxieme partie, nous avons étendu I'&utlux couches et étudié l'influence
sur la stabilité de I'’écoulement des principauxgpaétres : propriétés rhéofluidifiantes, tensions
de surface, rapport des deébits, densités et vigrnsiL'étude de stabilité est combinée a une
approche énergétique qui nous a permis d'analysedle de chaque terme de I'équation de
I’énergie. Nous avons montré le role clé joué pacikaillement aux interfaces pour expliquer
I'influence des propriétés rhéofluidifiantes sus tBfférentes contributions du bilan énergétique.

Mots-Clés: Stabilité, écoulement stratifié, films, loi de Caau, non newtonien, plan incliné,
surface libre.

Stability of non Newtonian multilayer film flows down an inclined plane

Abstract

We study the stability of stratified Newtonian asmNewtonian fluids flow down an inclined
plane. This problem is of interest in many appiaa such as simultaneous coating of multiple lsyer
One of the defects encountered in this processhas anset of instabilities which cause ripples
responsible for the degradation of the coatingarmifty. We focused on fluids obeying the Carreau
model. This model accurately describes the rheodddiehavior of fluids like polymers suspensions
and melts and is particularly suitable to free acefflow issues.

The first part is devoted to one layer case. Tlaaplementary approaches have been used: an
asymptotic approach considering a weakly non-Neiatobehavior in the limit of long waves, then a
phenomenological approach in order to describeirte@bility mechanisms, and at last a numerical
solution of the general case. A spectral Tau catioo method based on Tchebychev polynomials is
used for the discretization of the generalized ®ummerfeld eigenvalue problem. We mainly focus on
the effects of shear-thinning properties on thesfabability.

The work was extended by the study of two-layemfiflows. We highlighted the
influence of a shear-thinning rheology, surfacestens, viscosity and density stratification on
the stability. We combined this study with an enebmdget to explain the differences on the
stability according to the parameters. We investédahe key role played by the shear stress at
the interfaces to explain these phenomena andntiigence of the shear-thinning properties on
the different contributions of the energy balance.

Keywords: Stability, stratified flows, films, Carreau law, mdNewtonian, inclined plane, free
surface.
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]INTRODUCTION

Nous étudions dans ce mémoire la stabilité linédael’écoulement sur un plan incliné de films
multicouches a surface libre. La connaissance dedittons d’apparition d’instabilités dans de tels
écoulements présente des intéréts tant du povte@léondamental qu’appliqué. Ce probleme intéresse
particulierement le secteur industriel faisant appaeles méthodes de couchage ou revétement de
surfaces (industrie alimentaire, photographiqu@epexie...) pour lequel I'apparition des instabilités
est généralement synonyme de détérioration deditéualu produit (voir Fig. 1). Il est donc imparnta

de pouvoir prédire le déclenchement d'instabilaéa d'agir sur le systeme et retarder, voire éyite
leur apparition. On trouve également a ce problédes applications dans le domaine
environnemental, notamment I'écoulement de glaciaves ou boues en suspension (voir Fig. 2).

Les fluides qui correspondent aux applicationsesitéi-dessus ne sont généralement pas des fluides
newtoniens, mais présentent des propriétés rhédftuites, c'est-a-dire qu'une augmentation du taux
de cisaillement dans I'écoulement génere une ditainulocale de la viscosité du fluide. La
compréhension de la physique de ces écoulementpariculier les phénomeénes interfaciaux est
encore loin d’étre satisfaisante. Le comportementaltype d’écoulements multicouches est dicté par
plusieurs phénoménes qui agissent simultanémésntjue la viscosité qui évolue selon la profondeur,
la tension de surface aux interfaces...

Nous nous sommes intéressés dans cette étude dwwaseule couche et de deux couches de fluides
non newtoniens et non miscibles. La viscosité deflcédes est décrite par la loi de Carreau a guatr
parametres. Parmi les modeles rhéologiques simlgasiodeéle de Carreau présente I'avantage de
convenir particulierement pour la description didlements a surface libre car il considere une
viscosité constante a faible taux de cisaillemigtatigré la simplicité de la configuration, le nomiole
parametres de I'étude reste important : le rapgest débits, des masses volumiques, des viscosités
entre les couches, la tension de surface, la tewsiaterface, les parametres relatifs a la rhéielags
fluides et leur position.

La premiere partie du travail est une étude bilbiphique concernant les travaux qui ont portéaur |
stabilité des films de fluides newtoniens, que o# avec une seule ou plusieurs couches. Nous
discuterons les différences observées sur la séatié ces écoulements selon le nombre de couthes e
les propriétés physiques des fluides constituarg ceuches. Nous montrerons ainsi le rble
prépondérant de la stratification en viscositélawstabilité. L'étude bibliographique est complépée
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INTRODUCTION 12

une analyse des différentes études effectuées descmodeéles rhéologiques non newtoniens.
Soulignons que I'écoulement multicouche de fluides newtoniens a fait I'objet de relativement peu
d’études dans le passé. Nous montrerons que, syrthése des études dans le cas des fluides
newtoniens donne accés a une compréhension gldbalphénoménes d'instabilités, les études dans
le cas de fluides non newtoniens, par leur dispersie permettent pas de conclusions générales.

Les outils et méthodes de calcul, ainsi que |ggrdifites formulations utilisées dans ce travathése
feront I'objet du deuxieme chapitre. Nous présemtertout d’abord les équations du probléme
physique, ensuite le calcul du champ de base, paivia méthode numérique utilisée pour résoudre
les équations du probléme. Concernant les outilsadeul, une méthode spectrale de collocation
utilisant les points des polynémes de Tchebychéweemployée pour la discrétisation de I'équation
d'Orr-Sommerfeld généralisée. Enfin, un bilan ééenge sera dérivé des équations sur les
perturbations. Le but de I'approche énergétiqudaestise en évidence de I'origine des instabilgés

le calcul des différentes contributions au bilan.

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude du dame seule couche. Deux approches
complémentaires seront exploitées: par une approalymptotique, nous considérons un
comportement faiblement non newtonien dans la dindies grandes longueurs d'onde. Nous
déterminerons pour les fluides rhéofluidifiants glee nombre de Reynolds critique pour le
déclenchement des instabilités et leur célérité swdifiées par rapport aux fluides newtoniens. La
résolution numérique du systéme complet confirngerésultats et les étend a tous les nombres d’onde
et toutes les valeurs des parameétres rhéologidires.attention particuliere sera prétée aux faibles
angles d’inclinaison, pour lesquels les modes d&ase habituellement observés sont masqués par
I'apparition de modes de cisaillement en dec¢a dentain angle critique. On montrera également que
cet angle critique est fonction des propriétés ldgiques du fluide.

Le quatrieme chapitre concerne I'étude du systérdeuk couches. Les effets de la stratification en
débit, densité et viscosité seront étudiés danpramier temps avec des fluides newtoniens pour
retrouver les résultats de la littérature, puini@ts aux cas de fluides suivant une loi de Carifeaur
cela différentes configurations rhéologiques seatmatrdées selon la position des couches de fliede d
Carreau. Nous noterons aussi, I'effet de I'ajouin@ tension de surface au niveau de l'interfaceeent
les couches et au niveau de la surface libre. d&tsera renouvelée selon deux stratifications en
viscosité. Nous montrerons en particulier que aaaye’écoulements est toujours instable lorsque la
couche inférieure est la moins visqueuse. Nousrametten évidence l'existence d'un rapport de
densité seuil a partir duquel on observe un chargéme longueur d’onde critique de I'instabilité.
L'influence des propriétés rhéofluidifiantes dagdks sur la valeur de ce seuil sera étudiée.

Le cinquiéme et dernier chapitre est consacrétad&énergétique en vue de déterminer I'origine des
instabilités. A travers le calcul des différentgrtes de I'équation du bilan énergétique, nous posrr
identifier les termes de production - qui favorisEinstabilité - et de dissipation - qui I'amassent.
Ceci nous permettra tout d’abord de discerner Iésamismes sous-jacents au déclenchement de
chacune des instabilités identifiées, ainsi queéeslutions apportées par une modification de la
rhéologie des couches ou des autres paramétreigpbysles fluides.
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Coating flows- Weinstein et Ruschak (2004 )iquid Film Coating— Kistler et Schweizer (1997)

Fig. 1.Procédé de couchage pour la fabrication des filmshptographiques.
(a) Schéma du dispositif de couchage,
(b) Photographie de la mise en place de deux couclpesmsées.

Fig. 2. Photographie du glacier de Leschaux — présence d'itabilités de surface.
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CHAPITRE 1:

-
<I/ITUDE BIBLIOGRAPHIQUE

La littérature concernant la stabilité et la craise des ondes dans des écoulements de films sur un
plan incliné est tres vaste, particuliérement emgeconcerne les études numériques. Cette partie a
pour but d’analyser les travaux antérieurs les plasquants, et d’'en extraire les principaux résalta

en vue de présenter I'état de I'art.

Nous aborderons dans un premier temps les étude®rigques réalisées avec une ou plusieurs
couches de fluides newtoniens, qui constituentde fa plus importante des travaux. Dans une
seconde partie, une description des études delitgtabe films effectuées avec des modeéles
rhéologiques hon newtoniens sera présentée.

1 ETUDES NUMERIQUES DE LA STABILITE DES FILMS DE
FLUIDES NEWTONIENS

Il est intéressant de faire l'analyse séparée tiegeé de stabilité sur des films de fluides nevensi
données dans la littérature selon le nombre dehesuqui les compose car celui-ci apparait comme
étant déterminant pour la stabilité de ces écoultsné€Ces études serviront par la suite de point de
comparaison pour vérifier la validité du modeéle eléppé dans ce travail et évaluer les effets de la
prise en compte des propriétés rhéofluidifiantes.
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1. Etudes numériques de la stabilité des filmduddds newtoniens 16

1.1 Cas d’'une seule couche de fluide newtonien

La stabilit¢ de I'écoulement d'un film de fluidewi®nien sur un plan incliné d’'un angiea été
largement étudiée depuis que le probleme a étégmsdaniere formelle par Benjamin (1957) et Yih
(1963). Pour la stabilité de tels écoulementsetiie du fluide joue un réle important. Pour une
couche donnée, le rapport des forces d'inertierggaport aux forces de viscosité est représentéepar
nombre de Reynolds défini par :

Re=Yoll (1.1)
U

avecp la masse volumiqud), la vitesse du fluide au niveau de la surface libr@ la viscosité
cinématique du fluide. Dans leurs travaux, Benja(hBb7) et Yih (1963) montrent que les instabilités
ne se déclenchent que poRe # 0 et déterminent une expression simple du seitique des
instabilités de surface qui ne dépend que de l&adthclinaison du plag :

Re :gcot,ﬁ. (1.2)

lls montrent aussi que ces ondes se propagent wit@see double de la vitesse de base du liquide au
niveau de la surface libre. Indépendamment dertimeles écoulements & une seule couche sont
stables pour des perturbations de longueur d’'omdi@ie. Les instabilités qui gouvernent ces
écoulements sont des modes dits de surface, aggtamglueur d’onde, comme il est illustré sur la. Fig

3 et doivent leur existence a la déformation dediiface air — liquide.

/ Fig. 3. Yih (1963) - Courbes neutres.
Stable Ces courbes délimitent les zones de stabilité entifom du nombre de

/ ReynoldsR et du nombre d’onde avec une tension de surface nulle et

Unstable @ d’'un angle d'inclinaisoré<772. G représente le taux d’amplification des
ondes.

=0 =0
8 R
Kelly, et al.(1989) ont effectué un bilan énergétique afin dersdiner les mécanismes responsables
de ces instabilités. lls ont montré que le termmidant de production d’énergie est associé auitrava
des forces de cisaillement au niveau de la sutfiaeedéformée. lls ajoutent cependant que la t@abi
est aussi liée a un autre phénomene. Le déplacataedatsurface libre crée un saut de vorticitéade |
perturbation se produisant au voisinage de celleegiand ce saut est tel que la vorticité vient
renforcer le déplacement de l'interface, des inbtéd se développent, alors que dans le cas doatra
il y a stabilisation de I'écoulement.

Smith (1990)a proposé une explication concernant les mécanighgsiques a l'origine de la
croissance de ces instabilités a grande longueundd’. || décrit comment une perturbation au niveau
de la surface libre produit un mouvement secondérgerturbation) au sein de la couche fluide et
comment ce mouvement peut amplifier ou non lesupeations de l'interface suivant I'importance
relative de l'inertie et du gradient de pressiomsddécoulement. Il retrouve par cette analyse les
résultats de Yih (1963) concernant la valeur du brende Reynolds critique de 'Eq. (1.2) et la
célérité dont la valeur est le double de la viteskesurface libre.

Un autre type d'instabilités peut se développeisdas cas particuliers de petits angles d'incliomist

de grands nombres de Reynolds. Ce résultat a éi&érar DeBruin (1974) et complété par Floryan
et al.(1987). En effet, pour des inclinaisons inférieuke® 3, des modes dont le seuil critique est plus
bas que celui des modes de surface deviennent degsrmies plus instables. Ces modes ont des
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17 CHAPITRE 1 : ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

longueurs d’'ondes de l'ordre de I'épaisseur du fiinse propagent a une vitesse inférieure a celle d
la surface libre. On les appelle modes de cisaélgmu modes de Tollmien-Schlichting. Sur la Fig. 4
on note I'existence de deux modes d’instabilitéss mode de surface avec un nombre de Reynolds
critigue de 8594.4 et un nombre d’onde de I'ordeezéro et le mode de cisaillement qui évolue avec
la tension de surface et dont le nombre d’'ondeledtordre de 3. Floryaret al.(1987) ont montré
I'effet stabilisant de la tension de surface etl’deagmentation de l'inclinaison sur ces modes de
cisaillement.
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Fig. 4. Floryan, et al. (1987) - Courbes neutres.

Ces courbes délimitent les zones de stabilité entifom du nombre de
ReynoldsR et du nombre d’ondepour un angle d’inclinaisof= 0.5 et
différents nombreg quantifiant la tension de surface.
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Notons que ces études s’accordent sur le fait gsdnistabilités ne peuvent apparaitre au sein de
I’écoulement d’un film de fluide newtonien sur uampincliné qu’en présence d’inertie.

1.2 Cas de deux couches de fluides newtoniens
confinées entre deux plans

Les études sur des écoulements a plusieurs costdtechent a déterminer l'influence des rapports
de viscosité, densité et épaisseur des couchds stabilité du systeme.

Yih (1967) a étudié le cas de deux fluides stegifen viscosité confinés entre deux parois planes a
petits nombres de Reynolds dans les cas d’écoutentenPoiseuille et de Couette. Son étude est
basée sur une approche asymptotique aux grandgselors d’ondes. Pour deux fluides de densité
égale, il montre que, dans le cas ou la coucheiéufi® est plus visqueuse que la couche supérieure,
cette stratification en viscosité a un effet déisgmt sur I'écoulement. Il identifie des instatgis

pour certaines combinaisons de rapports de vigcagitépaisseurs de couches, avec des taux de
croissance proportionnels au nombre de Reynolés dléduit donc que la limite de stabilité neuste e
atteinte pourRe — 0 et montre ainsi la nécessité de la présenceertiénpour déclencher des
instabilités.

Craik et Smith (1968) ont examiné des écoulemeots fesquels la viscosité varie continlment en
fonction de la profondeur en utilisant égalememipfiroche aux grandes longueurs d’onde. lIs
identifient ainsi un mode instable dont le taux ateissance approche zéro quand le nombre de
Reynolds diminue, confirmant ainsi les résultatde(1967).

Dans le cas de longueurs d’'onde finies, HooperogtlB1987) ont considéré le cas de I'écoulement de
Couette de deux fluides stratifiés de viscositd&emintes ol la couche supérieure est d’'épaisseur
infinie. lls constatent les modes de cisaillememtsstables et que les instabilités apparaissent au
niveau de l'interface fluide / fluide. Dans le aasla fine couche inférieure est la plus visqueilse
retrouvent les instabilités de type Yih (1967) awete grande longueur d'onde et un taux de
croissance proportionnel a @, avecm le rapport de viscosités entre la couche supdérietirla
couche inférieure. Ce cas est donc toujours instdbhs la configuration proposée. Par contre, quand
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1. Etudes numériques de la stabilité des filmduddds newtoniens 18

la viscosité de la couche inférieure est plus éiple celle de la couche infinie, cette configorati
s’est révélée toujours instable tout en conserlaptopriété selon laquelle le taux de croissarste e
proportionnel au nombre de Reynolds lorsque ceigleast petit. Ces instabilités ont des longueurs
d’'ondes finies. La courbe neutre de stabilité damsas est présentée sur la Fig. 5. Cette fineheouc
moins visqueuse est nommeée « lubricating layer eo(kche lubrifiante ») et son effet « thin-layer
effect » (« effet de couche fine »).
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Fig. 5. Hooper et Boyd (1987) - Courbes neutres.
Couche du bas deux fois moins visqueuse que la eonch
infinie, tension de surface nulle.
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Il se développe donc une instabilité a bas nombrRelynolds et en I'absence de tension de surface a
partir du moment ou il y a stratification en visitésquelle que soit sa direction. En présenceal’un
tension de surface et a faible nombre de Reyndléspulement peut étre stable pour toutes les
longueurs d’onde. Cette instabilité reste toutetoisditionnée par la présence d’inertie.

Finalement pour ces études a deux couches de Sluie@toniens confinées entre deux plans, il| est
une nouvelle fois montré qu'il faut nécessairemanhombre de Reynolds non nul pour provoquer la
croissance des instabilités.

1.3 Cas de deux couches de fluides newtoniens avec
une surface libre

En vue de pouvoir effectuer un travail comparatif sgnthétique de toutes ces études, nous
commencons par proposer une uniformisation desngdras représentés sur la Fig. 6 et auxquels
nous allons faire référence tout au long de cettéan :

. Fig. 6. Schéma uniformisé de la configuration.
Surface libr

d P H
0=D=-1, y="2L etm="2
Interface d, ) 4,

Paro

Les paramétres seront le rapport d’épaisseursaleheso (parfois notéD sur les figures proposées),
le rapport de masses volumiguest le rapport de viscosités dynamigumesLe nombre de Reynolds

est construit avec les propriétés de la couchecadia a la pargi,, u,, d, et une vitesse de référence
Ur qui change selon les études. Il s’écrit :

Re= PMed, .
H
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Kao (1965) et (1968) est le premier a s'intéresaer effets d’'une stratification discontinue de la
viscosité sur la stabilité d’'un écoulement de demxches fluides non miscibles avec une surface.libr
La tension de surface est négligée. Sa vitessefdeenceUr pour la construction du nombre de
Reynolds est la vitesse moyenne sur I'épaissewletotl établit que pour le cas de systemes
multicouches a surface libre composés de fluideprderiétés physiques différentes en termes de
densité et viscosité, le nombre de modes pouvaetidstables est égal au nombre d'interfaces du
systéme. A deux couches, il y a un mode dit d’fater localisé entre les couches et un mode dit de
surface sur la surface libre. Chacun doit son emc# & un saut des propriétés du fluide a travers
I'interface concernée.

Il fait 'étude d’'un écoulement a deux couches, dale deux modes dans le cas particulier de
longueurs d’onde infiniment grandes (comme Yih @9&t observe comment ils interagissent. Pour
ce type d’écoulements, il montre que les modesiskillement sont amortis, et que la stabilité est
déterminée par les ondes de surface.

Celui des modes de surface et d'interface qui seifesie en premier dépend des parameétres de
I’écoulement et notamment des rapports d’'épaissele densité et de viscositén entre les couches.

Il en conclue qu’il y a compétition entre les deugdes pour le déclenchement des instabilités. Pour
juger du réle propre de chacun des modes sur liéistaglobale de I'écoulement, il trace les cowwbe
neutres de stabilité des deux modes en fonctiomaggsorts de viscositdh et d’épaisseud entre les
couches pour deux rapports de dengitésférents. Les résultats sont reproduits sufFigs 7 et Fig. 8
(attention aux variations d’échelle des ordonnétiedes figures).
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Fig. 7. Kao (1968) - Seuils de stabilité pour un gport de densitésy = 0.9.
Nombre de Reynolds critique pour le mode de sutiace (a) et le mode d'interface (b) en fonctionrdpport de viscosités
m, du rapport d’épaisseuds
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Fig. 8. Kao (1968) - Seuils de stabilité pour un gport de

densitésy = 0.1.

Nombre de Reynolds critique pour le mode de sutiace (a) et le mode d'interface (b) en fonctionrdpport de viscosités
m, du rapport d’épaisseuds

D’apres les figures, nous pouvons constater quadjoel, c'est-a-dire lorsque la couche inférieure
est la plus visqueuse, le second mode (interfase¥tabilisé et, en paralléle, le premier mode est
déstabilisé. Dans ce cas, le premier mode (surfdore) est critique pour le déclenchement
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d’instabilités. En revanche, poor-1, la stratification en viscosité ne semble paslifier le seuil de
déclenchement des instabilités : le second moderf@rte) est toujours instable alors que le premier
mode (surface libre) a un seuil de déclencherRegitotd de I'ordre de 1. La seule exception qu'ils
aient noté a ces conclusions est celle du déclematiede modes de surface pourfaiblement
supérieur a 19de l'ordre de 1 eyde I'ordre de 0.1. Cette zone est entourée endigntillées sur

la Fig. 8(b). Il faut cependant garder a l'espriteqces résultats ne sont valables que pour des
perturbations de grandes longueurs d’onde.

Loewenherz et Lawrence (1989) ont étudié la déftiomades glaciers rocheux. lls confirment dans
leur étude que dans les écoulements de films a deughes superposées avec une surface libre,
I'inertie n'est pas nécessaire pour le déclenchemes instabilités d’'interface, alors qu’elle I'@stur

les instabilités de surface. Les auteurs ont étudigystéme a deux couches ayant méme demsité (
1) mais des viscosités différentem ¢ 1) et des tensions de surface négligeables (hgpeth
remplacant celle des longueurs d’onde infiniesjurLeombre de Reynolds s’appuie sur la vitesse
moyenne dans la couche inférieure. Cette étudeua point de départ I'observation a la surface
supérieure des glaciers, dont la vitesse de dépkeest pourtant tres faible, d’'une périodicité du
relief qui suggére l'apparition d'un phénomeéne sfabilités. lls estiment que les nombres de
Reynolds dans ce type d’écoulement sont de I'oderd0'®. Dans le cas ou la couche du fond a une
viscosité plus faible que celle de la couche eraser ilsfont donc I'approximationRe = 0 et
identifient des instabilités naissant au niveauidesfaces dans chaque couche. Dans la configarati
inverse, lorsque la couche supérieure est la mosggieuse, ces instabilités ne sont pas obsewssable
et comme le mode de surface est stable (c'esealaipremier mode dans la limite &e— 0), ce
systeme est donc globalement stable.

Une conclusion importante de leur travail consistessi a remettre en cause |'hypothese
simplificatrice communément utilisée jusqu’alord qansiste a ne considérer que les instabilités de
grandes longueurs d’'onde. lls élargissent leur eteidconsidérent une large gamme de longueurs
d’onde.

g g
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Comme on peut le constater sur la Fig. 9, il yaxdacs de taux de croissance en fonction du nombre
d’'onde :

-~ Le premier pic est a faible nombre d’onde et cqoes donc aux instabilités a grandes longueurs
d’ondes observées par Kao (1968). A noter que hebme d’onde correspondant & ce pic ne varie
pas en fonction du rapport d’épaissedrset que le plus fort taux de croissance est pour u
rapport d’épaisseurdsupérieur a 1, c'est-a-dire quand la couche sapérest la plus épaisse.

- Le second pic est situé dans des longueurs d'ditndes et le nombre d’onde varie fortement en

fonction du rapport d’épaisseuds(mais tres peu en fonction du rapport de viscesitéet de
I'angle d’inclinaisond). La longueur d’onde du mode le plus croissantm@rge a mesure que
I'épaisseur de la couche supérieure diminue. Lg tBucroissance est maximal pour un rapport

d’épaisseurs de I'ordre di= 0.75.
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Bien que les analyses a grandes longueurs d’'onulat@pt d’'importantes informations sur la stabilité
du systéme, les instabilités ayant les plus grésgs de croissance peuvent apparaitre a des lorggueu
d’onde finies. De plus, contrairement au cas demléments a une seule couche pour lesquels les
modes dominants sont des modes de surface a gargleeur d’'onde, les modes d’interface dans les
écoulements multicouches ne sont pas toujoursifiddaes avec ces hypothéses simplificatrices.

lIs tracent ensuite les taux de croissance maxireauxalayant une plage de valeurs pour le rapgort d
viscositésm et le rapport d’épaisseud entre 0 et 1. lls en concluent que les plus faatsx de
croissance apparaissent pour des rapports de Wéxos de l'ordre de 0.4-0.6 et des rapports
d’épaisseurede I'ordre de 1.5-2.5.

En définitive, Loewenherz et Lawrence (1989) coantuique quand la couche la moins visqueuse est
située au fond, le second mode est toujours le ipktable, méme a nombre de Reynolds nul (sans
inertie). L'instabilité qui croit le plus rapidentes une longueur d’'onde de 'ordre de I'épaissautad
couche supérieure. Dans le cas inverse (couchkidavisqueuse en bas), I'écoulement a nombre de
Reynolds nul est stable pour toutes les longu€orglds.

Ces résultats sont en contraste avec ceux de HebBaryd (1987) pour lesquels la surface libretétai
absente. Effectivement, pour une configurationuche supérieure infinie telle que celle de Hooper e
Boyd (1987), le mode d’interface est marginalensable a nombre de Reynolds nul, donc tRir-
layer effect» nécessite la présence d'inertie. Pour cetteomale cas étudié ici pour lequel les
instabilités se déclenchent sans inertie est c@mus le nom de antilubrication effect> (Chen
(1993)).

Chen (1993) s’est intéressé particulierement awada couche supérieure est la plus épaisse;éc'est
dire avec un rappord >1, pour tenter de se ramener de maniére asymp&tu cas de Hooper et
Boyd (1987). Dans son étude, les deux couches dhendensité. Il choisit comme vitesse
caractéristiquéJg la vitesse de l'interface entre les couchesaltdtr selon les rapports de viscosité

et d’épaisseud entre les couches, les courbes neutres de ségtmiésentées sur les Fig. 10 et Fig. 11.
Sur ces figures, les zones marquées d'un S sortoless stables et celles marquées d'un U sont
instables. La Fig. 10 regroupe les résultats duocala couche inférieure est la plus visqueuset Tou
d’abord en ce qui concerne les courbes neutresadie e surface tracées sur la Fig. 10(a), il oleserv
des résultats similaires a ceux d'une seule coaske un seuil critigue pour des longueurs d’onde
infinies (& = 0). De plus, lorsque le rapport d’épaissétend vers zéro (c'est-a-dire lorsque la couche
du haut tend a disparaitre), le nombre de Reyrwitigue tend vers la valeur donnée par Yih (1963)
(Eq. (1.2)). Sur les Fig. 10(b) et Fig. 10(c), ooten I'existence de deux zones instables qui
correspondent aux deux longueurs d’'ondes diffésemises en évidence par Loewenherz et Lawrence
(1989) quand la couche inférieure est la moinsudsge ifh > 1) et leurs évolutions suivant le rapport
d’épaisseur des couches. Ainsi quand la coucheisupé devient infiniment épaissé { «), la zone
instable prés des axes est confinée le long des piEu’'a disparaitre. On est alors dans la
configuration limite de Hooper et Boyd (1987) déarguelle les axeRe= 0 eta = 0 font partie de la
courbe neutre et le thin-layer effect> domine. A linverse quand la couche supérieuvegiaht
infiniment fine @ — 0), le mode interfacial devient aussi marginaleimstable pourRe = 0.

L'« antilubrication effect> est le plus marqué lorsque les deux couchelanéme épaisseud € 0).

Sur la Fig. 10(d), il note l'influence de la tenside surface qui est plus marquée sur les petites
longueurs d’'onde. Les zones instables des graraepi¢urs d’ondes restent inchangées mais les
zones instables concernant les instabilités deuemgd’onde finies sont considérablement rédultes.
remarque également que la tension de surface joueble stabilisant beaucoup plus efficace
lorsqu’elle est présente au niveau de I'interfac@ig niveau de la surface libre.
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Fig. 10. Chen (1993) - Courbes neutres pour les demodes et différents rapports d'épaisseud et tensions d’interface
dans le cas d’une couche inférieure moins visqueuse
Zones stables (S) et instables (U) en fonctionatabre de ReynoldReet du nombre d’onde pourm=2.5, =1 et&=0.2 :
(@) Mode de surface sans tension de surface et pdératifs rapports d’épaisseuis
(b) Mode d’interface sans tension de surface et pdférdnts rapports d’épaisseusl.
(c) Mode d'interface sans tension de surface et pdi@rents rapports d’épaisseudsl.
(d) Mode d'interface poud=0.75 et pour différentes tensions de surface aeani de I'interface.

La Fig. 11 regroupe les courbes neutres de staldi@ la configuration inverse avec la couche
inférieure la plus visqueuse. La Fig. 11 (a) edatnee au mode de surface. Elle confirme les
conclusions de la Fig. 10(a). La Fig. 11 (b) conede mode d'interface et montre qu’il est stahle a
grandes longueurs d’ondes ainsi que I'a montré ((868), mais devient instable au dela d’'un certain
nombre d’onden. Par ailleurs plus la couche supérieure est fihes la zone stable est étendue et les
deux tendances asymptotiques @uliscutées précédemment restent valables. Enfingald (c)
montre que le mode d’interface est stabilisé pajolit d'une tension de surface au niveau de
l'interface. Le nombre de Reynolds critique poudéelenchement des instabilités est obtenu pour une
longueur d’onde finie, remettant ainsi clairementoause les conclusions de la méthode aux ondes
longues adoptée par Kao (1968). Effectivement opmera avoir a faire a des instabilités de surface
gu'en présence d'une tension de surface et suraide$ gammes de nombre de Reynolds pour
lesquelles le mode de surface est instable mamte d’'interface est stable. Ainsi par exemple gbur
=1 et une tension de surface de 0.5, I'écoulementstable pouRe<1.2, et présentera des instabilités
de surface pour 1.Re<8.4 et des instabilités d'interfaces p&e>8.4.
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Fig. 11. Chen (1993) - Courbes neutres pour les deu
modes et différents rapports d’'épaisseuld et tensions
d’interface dans le cas d'une couche inférieure phi 80
visqueuse.
Zones stables (S) et instables (U) en fonctionauabre de
ReynoldsRe et du nombre d'onde pour m=0.4, )=1 et
6=0.2. Re
(@) Mode de surface sans tension de surface et p 40
différents rapports d'épaisseuds
(b) Mode d'interface sans tension de surface et pc
différents rapports d'épaisseuds
(c) Mode d'interface pourd =1 et pour différentes
tensions de surface au niveau de l'interface. 0
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Finalement, Chen (1993) a montré que, lorsque mebme de ReynoldReest faible, un systéme peut
étre stable pour de grandes longueurs d’onde, fims, et instables pour de plus petites longueurs
d’'onde. Ainsi une étude de stabilité limitée auargtes longueurs d’onde se révele insuffisante pour
tirer des conclusions sur la stabilité du systébauteur montre également que la stratification en
viscosité joue un réle important. En I'absence éasions de surfaces, la croissance des modes
d’interface est alimentée par deux contributions iqteragissent : 'une ne se manifestant qu’en
présence d’inertie (thin layer effech) et devenant dominant quand I'épaisseur de lacte®
supérieure est grande (configuration de Hooper eydB(1987)), et l'autre toujours présente
(«antilubrication effect>), aussi petit que soit le nombre de Reynoldgenttifié par Kao (1968) et
Loewenherz et Lawrence (1989). Le second effed@st la propriété déformable de la surface libre et
ses interactions avec les interfaces liquide—ligult est dépendant de la tension de surface ¢ de
distance qui sépare la surface libre de I'interfédenc les modes d'interface doivent leur existesice
la présence de la surface libre mais I'écoulemerrgier influe sur chaque mode.

Bien que ces deux effets soient le résultat derddification en viscosité, Chen (1993) montre ku'i
sont en compétition, et que le résultat de cettapétition dépend du nombre de Reynolds: a trés
faible nombre de Reynolds et dans une configuraiiofa couche la moins visqueuse est adjacente a
la paroi, la partie non inertielle, donc lartilubrication effects, domine. Le 4hin-layer effect> est
totalement masqué. Dans la configuration inveeseahtilubrication effect> n’apparait pas, et I'ajout
d’une tension de surface suffit a stabiliser 'dement, c'est-a-dire a étouffer lehin-layer effect> a

bas nombre de Reynolds.

Jiang et al. (2004) ont étudié la stabilité de deux films flisdstratifies de méme densité mais de
viscosités différentes. Leurs travaux se sont aunée sur les instabilités qui se déclenchent sans
inertie («antilubrication effect). L'objectif de ces travaux est d’expliquer d#nomenes physiques
qui en sont a l'origine. Partant du constat ques samface libre, lorsque la couche du fond estdaam
visqueuse, I'écoulement est stablethka lubrication effect), et devient instable dés qu'il y a une
surface libre, aussi petit que sétg ils ont cherché a mettre en évidence par le talaubilan
énergétique le type d’interaction qui lie les diffigts modes. Ills ont examiné également I'importance
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des effets non linéaires, ce qui est nouveau pgoraaux études précédentes. lls ont montré gng da
la configuration précitée, le travail de la contaide cisaillement sur la surface libre non pe#gar
pour atténuer les perturbations est essentiel ldashsstabilisation de I'écoulement et le déclenatr@m
de l'«antilubrication effect>. A linverse, l'autre configuration est stabledge a cette méme
contrainte de cisaillement sur la surface libre.

Tout comme pour les systemes & une couche, lessmamlsurface nécessitent la présence d’inertie
pour croitre, mais les modes d’interface fonctionngifferemment. Ainsi ces derniers peuvent| se
développer sans inertie dans le fluiRe € 0). On leur donne le nom d’irertialess instabilities»Ce
n'‘est pas la présence de l'interface en elle-mémie pgovoque I'apparition de ces instabilités,
puisqu’elles n’ont pas été observées dans le castddes a deux couches confinées. Ce n’est pas no
plus la surface libre qui en est responsable comemmontrent les résultats a une seule couche| On
peut donc conclure a une interaction entre les deodes d’instabilités, qui joue un réle important

dans le processus de déstabilisation des écoulerderitims a deux couches superposées. Par ailleurs
la stratification en viscosité de I'écoulement@sparametre déterminant pour la stabilité.

1.4 Cas de plus de deux couchesde fluides
newtoniens

Pour les systémes a trois couches ou plus, desttlgdstabilité linéaire et faiblement non linéaing
été menées sur des plans faiblement inclinés,afséhce d’inertie et avec des tensions de surface e
d’interface négligeables.

Wang et al.(1978) ont obtenu les courbes neutres pour différespports de viscosité, densité et
épaisseur des couches dans une étude de stabéidré deN films sur un plan incliné. lls ont adopté
I'hypothése des grandes longueurs d'onde. lls camtl que dans une configuration ou la densité
augmente avec la profondeur, le film est stabler p@si modes interfaciaux, mais peut étre instable
pour le mode de surface libre. Cette instabilitgépparait que si cette variation est assez impertant
pour provoquer un potentiel gravitationnel suffipaemt grand. Les modes interfaciaux n'apparaissent
gque dans la configuration inverse (densité qui diraiavec la profondeur), cette configuration étant
toujours instable. L'instabilité du mode interfdctue & une augmentation brusque de la viscosité
avec la profondeur apparait seulement si le nordbrReynolds est suffisamment petit. Le cas d’'une
diminution brusque de la viscosité est stable sidmbre d’onde de la perturbation est inférieuna u
valeur seuil.

Weinstein et Kurz (1991) ont étudié des écoulementsois couches sans inertie et a grandes
longueurs d'onde. lls ont considéré le cas desdgmtongueurs d’'onde a travers une équation du
troisieme degré a coefficients réels. Leur mod@esiére que la propagation des ondes est non
dispersive. Deux des valeurs propres obtenuestia garcette équation sont des complexes conjugués,
correspondant aux modes interfaciaux, alors qutolgiéme est réelle et correspond au mode de
surface. Ce dernier est un mode stable. Le faglgs soient conjuguées suggére une forte interacti
entre les deux modes, une résonance aussi obskmgdes écoulements confinés a trois couches. La
surface libre est aussi affectée par l'instabiliénfirmant le fait que la propagation des insttésil

doit étre étudiée de facon globale sur tout I'éemdnt comme évoqué précédemment. Les auteurs
montrent également que les configurations physigoesant naissance a des instabilités d’ordre zéro
sont celles pour lesquelles la couche centraleeadensité ou une viscosité plus faible que cellgs g
I'encadrent. De plus, la couche centrale doit é&tativement fine par rapport a I'épaisseur totide
I'écoulement, et localisée a proximité de I'axe teca@inde I'écoulement. La faible épaisseur de cette
couche facilite certainement l'interaction entre leodes d’interface et la symétrie de la configanat

en termes de viscosité ou densité et de positida deuche interne, parait conforme avec la symétri
mathématique requise pour obtenir des solutiongpt®as conjuguées.

L'étude de Weinstein et Chen (1999) considére lUieice d’une stratification en viscosité sur la
propagation des ondes dans un écoulement tripleheosans inertieRe= 0) sur un plan incliné avec
des longueurs d’'onde finies. Ce travail peut dome éonsidéré comme une extension de celui de
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Loewenherz et Lawrence (1989) (longueurs d’ondiedimais avec une couche de plus) et de celui de
Weinstein et Kurz (1991) (trois couches mais ades longueurs d’onde finies). Les auteurs montrent
que les modes interfaciaux de Weinstein et Kur@{)}9ersistent dans le domaine des longueurs
d’onde finies sous la forme de deux vitesses deghamplexes conjuguées. lIs illustrent ces résulta
en présentant le taux de croissance de chacunassnen fonction de la longueur d’onde et ce pour
différentes configurations des rapports de viséssiteurs résultats sont reproduits sur la Fig. 12.
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Fig. 12. Weinstein et Chen (1999) - Tracé du taux deroissancew; en fonction de la longueur d’ondei selon la
configuration.
(a) La viscosité diminue graduellement avec la profomde
(b) La couche centrale est la plus visqueuse,
(c) La couche centrale est la moins visqueuse,
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D’apres la figure, on note que le mode de surfatstable pour des longueurs d’ondes finies etraeut
dans la limite de longueurs d'ondes infinies, quellie soit la configuration au niveau des viscesité
Ceci est en accord avec tous les résultats prétdBans le cas ou la viscosité augmente
graduellement avec la profondeur, le systeme abtesten accord avec les résultats de Loewenherz et
Lawrence (1989) et de Chen (1993). De la méme fagmand la viscosité diminue avec la
profondeur, on trouve a nouveau une instabilitéapparait avec une longueur d’onde grande, mais
finie. Pour la configuration avec une couche céatpdus visqueuse que les couches adjacentes (Fig.
12(b)), il y a deux longueurs d’ondes croissantegremiere est relativement grande, mais finie (

30) et la seconde est de I'ordre de I'épaisseataale I'écoulemento(= 0.4). En termes de taux de
croissance, celui associé a la plus grande longliende est comparable aux résultats de Loewenherz
et Lawrence (1989) en bicouche, alors que celuadgus petite longueur d’onde est plus élevé de
plusieurs ordres de grandeurs. Pour la configuraiec une couche centrale moins visqueuse (Fig.
12(c)), des instabilités n'apparaissent qu'a paftine valeur seuil de longueurs d'ondes, de l'erdr
elle aussi de I'épaisseur totale des couches.

En définitive, le plus fort taux de croissance iiestabilité est beaucoup plus important que celui
identifié par Loewenherz et Lawrence (1989) et espond a des longueurs d’onde de l'ordre de
I'épaisseur totale de I'écoulement. Les configunadi favorables a ces taux de croissance maxima sont
d’'une part celle déja notée par Weinstein et KUr@9() (couche interne moins visqueuse, fine et
centrée) et d’autres organisations qui ne soniapasssibles par une étude asymptotique a longueurs
d’'ondes infinies mais toujours caractérisées pacamportement symétrique (racines complexes
conjuguées). Dans ces derniéres configurationslahe interne est toujours fine mais présente une
plus forte viscosité que celles adjacentes. Eliestinplus centrée mais déplacée vers le fond de
I’écoulement, plus prés de la paroi. Dans ce essldngueurs d’onde donnant lieu aux plus fortg tau
de croissance sont environ 10 fois plus petitesrgpport a la configuration avec couche interne a
faible viscosité.

Contrairement a ce que nous aurions pu croire¢desilements de films constitués de plus de deux
couches donnent lieu a des phénoménes bien diféérdn cas avec deux couches, et une
multiplication du nombre de paramétres a considélleisemble donc difficile d'envisager de
généraliser une étude bicouche.
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2 LES APPLICATIONS AUX PROBLEMES DE STABILITE DE
FILMS DE DIFFERENTS MODELES RHEOLOGIQUES

Il existe un grand nombre de lois pour décrirehi@otogie des fluides. Nous nous sommes intéressés
uniquement a celles sur lesquelles ont portée®ulees de stabilité de films. Ce paragraphe est une
analyse de ces différentes études, classées sligacatégories qui regroupent ces lois : les nesdéel
purement visqueux, les modéles viscoplastigues®tnodéles viscoélastiques. Nous avons plus
précisément décrit les modéles purement visquélisés pour des études de stabilité de films kar i
s’agit de la catégorie a laquelle appartient le @@dle Carreau. Nous portons en annexes une
description des autres modéles évoqués. Les défisitles modéles sont extraites du livre de Carreau
et al.(1997).

2.1 Les modeles purement visqueux

2.11 Le modele newtonien et ses limites

Si le modele de fluide newtonien décrit bien langiemajorité des fluides, il existe un bon nomtee d
fluides, dont certains sont d’usage trés couraritpgt un comportement rhéologique plus complexe.
Un fluide newtonien répond a certaines propriétees contraintes de cisaillement sont
proportionnelles au gradient de vitesse dans l'&roent. Dans le cas d’écoulements paralléles, le
taux de cisaillement, aussi appelé vitesse de ohéfiion et notd’, est égal a la valeur absolue de ce

gradient de vitesse. Nous avons ainsi :

T =-ny avecn = constant (2.3)

Cette relation linéaire entre contraintes de devaiént et vitesse de déformation implique que la
viscosité soit indépendante des parametres deuléoent et du temps. Elle ne varie qu’en fonction

de paramétres étrangers a I'écoulement, commarmpd®ture ou la pression, que nous considérons
constants dans les études présentées ici.

Les contraintes de cisaillement s'annulent instadrtzent lorsque I'écoulement s’arrete. Des fluides
non newtoniens au contraire ont un comportement lim@aire dans le sens ou leur viscosité est
fonction de I'écoulement. C’est le cas de la plupdes suspensions, des boues, des pates, des
émulsions, des gels et nombre de polymeres enrssispe

Le caractére non newtonien le plus répandu estriation de la viscosité avec le taux de cisailleime
y. Trés souvent, pour les solutions de polymeéresisizosité diminue lorsque le taux de cisaillement

(gradient de vitesse) auquel est soumis le fluidgneente. On parle alors de comportement
rhéofluidifiant (shear-thinning ou pseudoplasticgs suspensions de particules solides asymétriques
ont souvent ce comportement: plus on le cisailldreshrapide, plus ces particules s’orientent dans
sens de I'écoulement et leurs interactions deefnadint diminuent. C’est le cas des polymeéres liquide

a longue chaine, des jus de fruits. Ce comportemenégalement observé dans les suspensions de
vésicules déformables comme le sang. La Fig. 13mades rhéogrammes (relation contrainte/taux de
cisaillement) et I'évolution de la viscosité en ¢tion du taux de cisaillement pour trois fluides
rhéofluidifiants.
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Fig. 13. Rhéogrammes (a) et viscosités en fonctidn taux de cisaillement (b) obtenus pour trois exeptes de liquides
rhéofluidifiants.

Exemples d’'une solution aqueuse de polyacrylanddesang et d’une suspension de particules de podyiidtex) dans
I'eau.

3

(Cours de Mécanique des fluides - José Bico, MareFnigier, Pascal Kurowski, ESPCI, Paris.)

On rencontre également le comportement rhéoépsasgigshear-thickening ou dilatant) : la viscosité

augmente lorsqu’on augmente le taux de cisaillent®r la majorité de ces fluides, le comportement
rhéoépaississant n'est observé que sur une piaiédi de valeurs du taux de cisaillement, alors que
pour des taux de cisaillement plus faibles il pprésenter un comportement rhéofluidifiant. Par

exemple, les suspensions trés concentrées (ausddes@80% en fraction volumique) de particules

solides présentent une brusque augmentation desiiéaui est liée a un changement important de la
structure de la suspension. C'est le cas de cergainidons dans I'eau.

Lorsque la viscosité n'est plus indépendante dx tde cisaillement, il est nécessaire d'utiliser
plusieurs parameétres pour décrire le comportemésanique du fluide. Un grand nombre de modéles
empiriques permettent cette description. Le butan®pas ici d’en faire une liste exhaustive, nous
nous limiterons a ceux sur lesquels ont porté tedeé de stabilité de films dans la littératuregret
particulier sur le modéle de Carreau que nous asboisi pour cette étude.

2.1.2 Le modéle en loi de puissance d’'Ostwald (1925)

Dans une certaine gamme de taux de cisaillemergeonreprésenter la viscosité comme une loi de
puissance du taux de cisaillemgnten particulier pour les polyméres fondus :

n=my"". (1.4)

Un fluide newtonien correspondne= 1, un fluide rhéofluidifiant est représenté pas 1 et un fluide
rhéoépaississant par> 1. Le paramétren est appelé indice de consistance, sa dimensios'(Pa
dépend de l'indicen. Représentée en coordonnées logarithmiques, @gttation correspond a une
relation linéaire entre la viscositg et le taux de cisaillementet forme une droite de pente-1).

Bien que ce modele permette de résoudre bon noddneroblemes d'écoulement de fluides non
newtoniens, il faut garder a I'esprit qu’il dédriés mal le comportement a faible taux de cisaiiein

et que les parameétres et n n'ont pas d’interprétation claire en termes dendeaurs microscopigues
tels que la masse moléculaire. Le modéle de lddgdiuissance correspond par exemple a des fluides
comme le caoutchouc, la colle, les polyméres otaicer liquides biologiques. Des modeles plus
complexes comme la loi de puissance généralisédgmecond degré) avec ou sans seuil, le modéle
de Carreauetc présentés plus loin, peuvent permettre une roedl@pproximation de la viscosité
suivant le matériau.
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Hwang et al.(1994) ont réalisé une étude de stabilité linéstreun film de liquide obéissant a une loi

de puissance et s’écoulant sur un plan inclinéofis utilisé la méthode intégrale qui consiste a
intégrer les équations du mouvement sur I'épaissieufiim en vue d'obtenir des équations non
linéaires équivalentes ayant pour parametres I& gélumique et I'épaisseur de la couche. lls ont
ensuite appliqué la méthode de décomposition enematbrmaux. lls montrent qu'en fixant

I'exposantn de la loi de puissance, ils retrouvent les tendarubservées avec un film de fluide

newtonien: une augmentation du nombre de Reynoldsire diminution du nombre de Weber

(caractéristique de l'influence de la tension ddage) provoque une déstabilisation de I'écoulement
En paralléle, une diminution de I'exposam et donc une augmentation des propriétés
rhéofluidifiantes du fluide déstabilise I'écoulenhenhaugmente la vitesse de phase des ondes.

Balmforth et al.(2003) ont exploré les instabilités interfacialessl I'écoulement de deux couches de
fluides en loi de puissance superposées sur uniptdiné. En utilisant I'nypothése d’'un nombre de
Reynolds tendant vers zéro, ils ont établi des megdgmplifiés pour résoudre le probléme de st&bili
linéaire. Avec une analyse faiblement non linéaitg, ont étendu ce travail pour explorer la
dynamique des ondes instables. Cependant ils nooméré des difficultés quand la couche supérieure
est non newtonienne en raison de la loi constigugjir'ils ont choisie: elle donne une viscositéniefi
pour un taux de cisaillement nul, ce qui est le m&sessairement a la surface libre. Les difficultés
rencontrées pour obtenir des résultats cohérentsaite configuration d’étude confirment les lesit

du modéle loi de puissance pour I'étude des écanésra surface libre.

Par ailleurs, le modéle en loi de puissance ne el compte des comportements newtoniens
observés expérimentalement a faibles et trés doaidients de vitesse.

2.1.3 Le modéle de Carreau-Yasuda (1981)

Une extension du modeéle en loi de puissance estldéion de Carreau qui, dans sa forme la plus
compléte, fait intervenir cinq parametres :

,’770__’,772 =[1+|5y|1n:, (1.5)

ou 77, est la viscosité newtonienne limite a cisaillement, 7, la viscosité newtonienne limite a
cisaillement infini,d une constante de temps caractéristigue exposant de loi de puissance est

un parametre qui décrit la transition entre le cortgiment a faible cisaillement et la région endei
puissance. Encore une fois, les différents coeffitsi sont déterminés de maniére empirique et n'ont
pas de signification physique directe.

Pour un grand nombre de solutions de polyméres ataanges, on choisit la valeus 2, et on parle
alors de la loi de Carreau a quatre parametresd@aet al.(1979)), le parametresayant été ajouté
plus tard par Yasuda (Yasuyd# al.(1981)). On obtient ainsi :

ﬁ =[1+(5y)2];1. (1.6)

=1
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La Fig. 14 représente la viscosité en fonctionadix tde cisaillement :
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La méthode de détermination des asymptotes de loest portée en annexe |. A faible et fort taux
de cisaillement, le fluide a un comportement quasiwtonien avec une viscosité proche
respectivement dg, et 77.. Entre ces deux tendances asymptotiques, la iédesd a suivre une loi

de puissancen{l). L’équivalent du coefficienin de la loi de puissance dans ce casnest 750"
Cette région est délimitée en termes de taux ddleiment par :

11 1/(1-n)
32"

On retrouve le cas newtonien quand 1 oud= 0. Le fluide est rhéofluidifiant si 0r< 1 etr,, <
et rhéoépaississantrsi> 1 etr,, > 7.

10

10
log y

On peut, lorsque I'écoulement ne met pas en jeualesde cisaillements trés importants, limiter le
nombre de parametres a trois en considérant= 0, ce qui n'affecte pas le comportement a
cisaillement modéré. On obtient la relation :

n-1

/7:/70[1+(5y)2}7. 1.7)

Weinstein (1990) a étudié numériqguement linfluerde I'équation constitutive de Carreau a 4
parameétres sur la stabilité spatiale d’un film neoliche s’écoulant sur un plan incliné. Afin d'éal
I'effet du comportement rhéofluidifiant sur la sl@b, I'auteur a comparé ses résultats aux dewsx ca
newtoniens ayant pour viscosité les deux valeorids atteintes dans chaque couche, soit pounte pl
faible et le plus fort taux de cisaillement de tache. Il a observé que les résultats obtenus lpeur
écoulements a deux couches avec le modele rhééfintdse trouvent entre ces deux cas newtoniens
uniquement en ce qui concerne les modes de suRacecontre, pour les modes d’interface, le taux
de croissance des ondes et leur propagation saygnt@nt influencés par la viscosité locale et ne
suivent pas un comportement moyen compris entredéasx cas newtoniens qui I'encadrent, en
particulier pour les fréquences trés basses. Lactare rhéofluidifiant a donc un réle propre dans |
développement de ces instabilités d’'interface, patiprovoquer leur stabilisation ou déstabilisation
suivant que le saut a l'interface en termes de tixisaillement est diminué ou augmenté par les
propriétés rhéofluidifiantes. L'auteur a finalempmposé un mécanisme qui modélise les différents
cas basés sur des considérations d'énergie.

Nous n’avons trouvé dans la littérature aucuneeétigl stabilité linéaire temporelle faisant appel au
modéle de Carreau, que ce soit a une seule oepltasiouches.
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2.2  Les modeles viscoplastiques

Un cas particulier du comportement rhéofluidifiaest I'existence d'une contrainte seuil
d’écoulement: si la contrainte appliquée au fliédeinférieure & une certaine contrainte seuiluaec
déformation ne se produit, aucun mouvement n'afipatasein du fluide. On parle alors de fluide a
seuil ou viscoplastique. C'est le cas généralemestpates : les laves torrentielles, les bouesrdgd

de gisements pétroliers, les ciments et mortiergaitement de minerais en métallurgie extractee,
polymeres fondus ou en solution tres concentrégydges a papier, les mastics, peintures et véesis,
industries alimentaires, cosmétiques et pharmangegi..Les modeles évoqués dans ce paragraphe
sont brievement présentés en annexes.

Liu et Mei (1989) ont étudié la dynamique des boliggides avec une forte concentration en
particules cohésives d'argile. lls ont fait pouaasme étude de stabilité sur un film mince dedidude
Bingham (1922) s’écoulant lentement sur un plainac lls montrent la présence de courants de
gravité qui progressent a vitesse constante atgpeéuméme remonter I'écoulement. En résolvant une
équation différentielle non linéaire, ils étudi¢Btalement d’un volume fixé du méme fluide déversé
sur une couche statique appliquée auparavantbdisreent que le front du courant de boue a toujours
la méme forme et progresse a une vitesse constuite!’écoulement s’arréte lorsque les contraintes
gu'’il subit deviennent inférieures a la contraisgiil du fluide.

Balmforth et Liu (2004) ont étudié la stabilité dmire d’'un film viscoplastique a surface libre
s'écoulant sur un plan incliné dans le but de dditegr le nombre de Reynolds critique pour le
déclenchement d'instabilités de surface ditewllkkwaves». lls adoptent pour cette étude la loi
constitutive d’'Herschel-Bulkley (Herschel et Bulkl€l926)). Ce type d’écoulement est stable pour
de grands nombres de Reynolds car la sous-couglte ra la surface de I'écoulement (sur toute
I'épaisseur ou le cisaillement est sous le seilpeut pas étre déformée et la surface libre pdate.

Par contre si I'écoulement est perturbé en intrsathti arbitrairement de faibles taux de cisaillement
cette sous-couche supérieure devient déformablée Sieuation est modélisée a nombre de Reynolds
nul, et les auteurs ont montré la présence d’iilgtbde surface. Des modéles plus simples bagés s
des moyennes verticales des équations sont évalugs,modéle particulier, qui prévoit correctement
le début de l'instabilité, est identifié. Ce modé& employé pour une étude du comportement non
linéaire de ces instabilités.

2.3 Les modeles viscoélastiques

Pour les fluides complexes, il existe une échelleteamps qui est une propriété intrinséque de la
matiere appelé temps de relaxation: cela peut létiemps de désenchevétrement de chaines de
polymeres en solution, celui de la déformation]' a@grégation ou la rupture de particules colloidale
induite par un cisaillement. Suivant le nombre dd@ahDe qui représente le rapport de ce temps a
I'échelle de temps de la sollicitation (comme lémge du taux de cisaillement dans le cas de
cisaillement simple, I'inverse de la vitesse dation dans le cas d’'un mélange en cuve agitée...) le
comportement se rapprochera de celui d'un solideatérisé par son élasticité) ou de celui d’'un
liquide (caractérisé par sa viscosité). On considgril s'agit d'un fluide purement visqueux quand
De << 1 car les échelles de temps des modificatienstrdicture du produit sont beaucoup plus faibles
gue le temps caractéristique de la sollicitatiarg’en solide élastique polye >> 1 car la structure du
matériau n'a « pas le temps » de s'adapter auxseffe la contrainte. La viscosité n'est donc pas
toujours la seule grandeur a observer, la plupast atériaux possédent également des propriétés
élastiques d'autant plus marquées qu'ils possedeat organisation moléculaire complexe. La
viscoélasticité est notamment trés fréquente dassséblutions de polyméres et dans les polyméres
fondus. La réponse du fluide a une déformationgmiesa la fois un aspect visqueux avec une partie
de la contrainte proportionnelle a la vitesse derddation et un aspect élastique avec l'autre pal

la contrainte proportionnelle a la déformation -@fléme. Nous n’entrerons pas ici dans une
description précise de chacun des modeéles visdmglas mais nous citerons simplement ceux
adoptés pour des études de stabilité de films evoyant vers I'ouvrage trés complet de Bied al.
(1987) pour plus de détalils.
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Les travaux de Gupta (1967) concernent la stalilité film viscoélastique de second ordre s'écdulan
le long d'un plan incliné. Il observe que les modessurface se déclenchent pour des nombres de
Reynolds critique plus faibles que pour des fluidesvtoniens. En parallele, son analyse montre
également I'existence de modes de cisaillemensayuti toujours instables alors qu’ils sont fortement
atténués pour les fluides newtoniens ordinairedalteque leur stabilité soit gouvernée par les esd

de cisaillement est une particularité importanteekefluides du second ordre.

La stabilité d'un film de fluide viscoélastique @ddroyd-B qui s’écoule sur un plan incliné a été en
premier lieu étudiée par Lai (1967). Il a formuléup cela le probleme aux valeurs propres
correspondant et I'a résolu en choisissant, uneveilau fois, I'hnypothese des grandes longueurs
d’onde. Il constate que la présence d’'une compesaastique dans le fluide a tendance a abaisser la
valeur du nombre de Reynolds critique et donc &atidser I'écoulement.

Shagfeh et al. (1989) ont étudié la stabilité linéaire d'un filre dluide viscoélastique sur un plan
incliné. Les équations régissant la croissanceetiéep perturbations bidimensionnelles sont désvée
et résolues numériquement pour le modéle d'Old&gdtr une gamme de nombre de Deborah. Leurs
résultats montrent que pour de petits nombres dgdids, bien que les effets viscoélastiques
déstabilisent I'écoulement, le taux de croissanee modes purement élastiques reste trés petit. Ces
effets ne devraient donc vraisemblablement avoie geu de conséquence dans des situations
pratiques. D'autre part, pour des nombres de Rdgmobdérés, les effets viscoélastiques ont un effet
stabilisant.

Chen (1992) s’est intéressé aux conditions de déletement d’instabilités dans I'écoulement de films
a deux couches de liquides viscoélastiques de nuEmsité et viscosité le long d'un plan incliné. II
s'est basé sur une analyse de stabilité linéairenddele de Maxwell convecté dans la limite des
nombres de Reynolds nuls. Il a montré qu'une orideedface peut se développer a tout nombre de
Weissenberg quand le liquide plus élastique sevér@éucété de la paroi, indépendamment du rapport
d’épaisseur entre les couches. Une onde de syséateégalement se développer quand les contraintes
élastiques sont élevées. Les nombres de Weisseotitigiges pour le déclenchement de ces modes de
surface d’origine élastique sont calculés pouréddhts rapports d'épaisseur des couches.

Huang et Khomami (2001) ont proposé une explicationcernant les mécanismes physiques sous-
jacents au déclenchement des instabilités dandillas a une ou plusieurs couches de fluides
viscoélastiques sur un plan incliné en les compeaaar fluides newtoniens. Leur étude est basée sur
une analyse énergétique parallélement a une étadstabilité linéaire. Les analyses qu'ils ont
développé ont montré que tout comme pour les fluitwntoniens, les instabilités de surface dans le
cas limite de grandes longueurs d’onde se déclemcGheause des contraintes de cisaillement aux
interfaces. Ce qui est spécifique aux fluides \étastiques, ce sont les efforts élastiques démstabis

qui apparaissent. Pour les écoulements de fluidmstomiens, l'origine du déclenchement de
l'instabilité aux ondes longues dépend de la ptieda couche la moins visqueuse. Si le fluide le
moins visqueux est au fond, le cisaillement au anivede linterface sera responsable de la
déstabilisation, alors que dans la configurationeise, les efforts dus au tenseur de Reynolds
gouvernent l'instabilité. Pour les fluides viscaéilgues, la force d'entrainement pour l'instabéiéle
couplage entre la vitesse de base et la perturbdtime part et les contraintes et leurs gradiénts
travers l'interface d’autre part.
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CHAPITRE 2:

MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME

1 MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME A N COUCHES

La premiere partie de ce chapitre est consacréarise en équations du probleme. Dans un premier
temps, nous exposons la méthode pour le calcupagis de vitesses de base et des épaisseurs des
couches, notamment le choix du systéme d’adimensiment. Ensuite nous présenterons les
équations du probléme, notamment I'équation d’Qmm8erfeld généralisée adaptée a notre modele
rhéologique ainsi que des conditions aux limiteslgusont associées. Dans une seconde partie est
développée la méthode de calcul du bilan énergeétilgusystéme.

1.1  Equations constitutives et champ de base

Nous considérons I'écoulement laminaire decouches de fluides incompressibles superposées et
entrainées par gravité le long d’un plan incliné pa@port a I'horizontale d’un angfe Le schéma de

la configuration est donné sur la Fig. 15. DNeBuides sont supposés non miscibles. Dans la deita

mise en équation du problémé&aouches, le cas d’une seule coudke= (1) sera précisé chaque fois
gu’il présente une particularité.

L'indice k = 1.N désigne le numéro de la couche considérée ennpattala couche supérieure
(couchek = 1) vers la couche inférieure (coudhe N) comme il est illustré sur la Fig. 13. Cet indice
est appligué a chacune des propriétés du fluidéetvariables surmontées d’'une barre sont

dimensionnelles. Ainsid, désigne I'épaisseur de la coucke O, sa densité ef], sa viscosité
dynamique. La tension de surface a la surface BBparant la couche 1 du gaz inerte au dessus de
celle-ci est notéd, alors que la tension de surface a l'interfaceeeiels couches(l) etk estT, .
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Couche 1

Coqche 2
Cou:c:f';ek

Couchen-1

CoucheN

Fig. 15. Configuration d'étude.

Le débit surfacique par unité de largeur dans odamwche,@k , est spécifié initialement, définissant
le débit total par unité de largeur,

@:i@. (2.1)

Le systeme d’axes de coordonnées cartésienne$igest avec le plan : son origine se trouve sur la
surface libre non perturbée, I'axeest dans la direction et le sens de I'écouleniaxe y est choisi

normal au plan, dirigé vers le bas. On définit agssla position de l'interface non déformée située
sous la couchke pourk = 2..(N-1) ou la position de la paroi du fond pdur N telle que :

k [e—
¥, =>.d, pourk=2.N. (2.2)
-

L'équationy = 7, (Y,T) donne la déformation suivant 'axgau tempst et a la positionx de la
surface libre pouk = 1 et celle des interfaces entre les coucheslpa. N.

Au niveau de chaque couche, la conservation dextsenest assurée par I'’équation de continuité :

a—Li‘<+%:0 aveck = 1N, (2.3)
ox 0y
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et les équations du mouvement de I'écoulement de §écrivent :

ox oy

z oV, .0, oV, v AV :_O_F; 60ka 0T,
ot “ ox ay ay X ay
avecU, etV, les composantes de la vitesse de base dans laeckiguivant les axex et y

_ 9U, -—ouU 00 00
0U, UkaUk+V WUy aP 9%k 99k “|+p.gsing  avek= 1N, (2.4)
ot % | ox (ry

j+pkgcos,8 avek= 1N, (2.5)

respectivement,f’k la pression dans la coucle g [laccélération de la gravite ef;, les
composantes du tenseur de contraintes dans laekuch

_(aU, ) - _(oV,) - __[oU, oV,
= O = —|,0 .= 2.6
k 2”“(67} vy k 2’71{6?} xy k ,7(67 67(} (2.6)

Les fluides sont supposés purement visqueux et V&gosité dépend uniquement du taux de
cisaillement. Cette viscosité est notge Elle est constante pour les fluides dits newtasidans le

cas ou le fluide est non newtonien, c’est une éoCarreau a quatre paramétres (Carretal.(1979))
gue nous considérons:

ne-1

M—[H(@‘KDZ}Z aveck = 1.N, (2.7)

,7 ,700k
avec 7], et 77, les viscosités newtoniennes a bas et fort tauxcidaillement, d, un temps
caractéristique et I'exposant sans dimension de la partie en loigauise.

Le champ de base est supposé établi, paralléleiferme. La vitesse de base dans la couchmtée
U,, est donc la seule composante non nulleagte uniquement suivant 'axg . Par ailleurs, le
gradient de pression statique selon I'axest nul.

Dans le cas d'un fluide Non newtonien, pour un déb'n‘acique(jk par unité de largeur donné,

I'épaisseur du film en fonction des paramétres @eolilement ne peut pas étre déterminée
explicitement, cette longueur ne peut donc pas étaisie comme longueur caractéristique pour
I'adimensionnement, comme c’est généralement ledeas les études de ce type avec des fluides
newtoniens. A l'instar de Weinstein (1990) nousstarisons donc une longueur caractéristique de
I'épaisseur du film,

= V3
as=(_”°_¢j | 28
puGsinp

Physiquement, cette longueur représente, & unufa8f@ prés, I'épaisseur qu’aurait le film si le débit
total Q; s’écoulait a travers une seule couche, constituétuitle contenu dans la coucNeadjacente

a la paroi et que ce fluide était newtonien deosgé 7, .

Dans la suite de I'étude, nous prenoa§,

o, @ @
d,

d2 et— comme grandeurs de référence

respectivement pour les longueurs, les vitesses,plessions et les temps. Les quantités sans
dimension sont notées sans barre.
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Les propriétés des fluides s’écrivent alors :

= =@, M, =% aveck = 1.N. (2.9)
Mo Pn

Nous définissons les paramétres sans dimensiorétleld, le nombre de Reynolds et le hombre
capillaire de la couchle comme suit :

Re='0_N—QT, Ca= T = aveck = 1.N, (2.10)

,70,N ,70,NQT

ou T, est la tension de surface au niveau de la sutfiae pourk = 1 et au niveau de l'interface
couvrant la couchk pourk = 2.N.

En notantU, =U,d_/ Q, la vitesse de base sans dimension, la seule camigoadimensionnée non
nulle du tenseur de contraintes est de la forme :

du,
O, .= . 2.11
xy, k ,7k dy ( )
La viscosité pour un fluide de Carreau s’écrit dauerme adimensionnelle suivante :
d 5 (n=1)/2
,h::Ek|k+(1—IQ{1+(Lk :kj } : (2.12)
y

avec le =7 Ty L =0,Q; 1 d? et aved = 1.N.

NB : En recombinant I'expression (2.8% la longueur caractéristiqug avec celle du nombre de
Reynolds (2.10), on obtient la relation suivante :

= o 1/3
d, = [SLJ (2.13)
Regsings

Ainsi pour retrouver toutes les grandeurs dimenstias du probléme, il suffit de fixer le débitabt
dimensionnelQ; et I'accélération de la pesant@ly le nombre de Reynolds et I'angle d’inclinaigbn
faisant partie du jeu de paramétres adimensionnels.

Les équations (2.3), (2.4) et (2.5) deviennent:

Yy (2.14)
0x
LTIV (2.15)
dy
%: M, cotf3 /Re, (2.16)

ou B, est le champ de pression hydrostatique dans kehedu

Les équations (2.14), (2.15) et (2.16) constituergystéeme permettant d’obtenir le champ de base,
c'est-a-dire la vitesse et la pression de I'écoat@rpermanent dans chaque couche.
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La condition de non glissement sur la paroi sofiieelle de la contrainte tangentielle nulle aleaiv
de la surface libre sont données respectivemeriepaelations (2.17) et (2.18):

Uy (yy)=0, (2.17)
0,,1(0)=0, (2.18)

ol Y, =V, / d, est la position adimensionnée de la limite iniénéede la couchle

Ces deux conditions sont les seules nécessairedepoas a une seule couch € 1). Par contre des
gueN>1, d’autres conditions aux limites sont nécessareniveau des interfaces entre les couches, il
s'agit respectivement de la continuité en vitessnecontrainte :
U (Yia) =Y (Yr)  pourk =2N (2.19)
ny,k—l(yk—l) = ny, k( yk—l) pourk = 2N (220)
Les équations (2.15) et (2.16) sont intégrées @ppart ayen utilisant les conditions aux limites
(2.18) et (2.20) lorsque>1. Nous obtenons :
Oy« ="My+C,, avecC, =0 et C, =(M, =M, )y, pourk=2.N, (2.21)
et B, = y.M, cotS / Re pour k = 1.N. (2.22)

A partir des équations (2.11), (2.12) et (2.21yshobtenons le systeme d'équations différentialigs
le champ de vitesse de bdsgsuivant :

2 (ne-1)/2
du du
Ecq1l (21 k){lJf(Lk dykj ] d; =-M,y+C, pourk=1.N. (2.23)
Le systeme (2.23) doit étre résolu sur I’interva}iE[O,dl] pourk =1 etyD[ A yk] pourk =2.N

en utilisant les conditions aux limites (2.17)-@.2Une relation supplémentaire est utile a la
résolution de I'équation (2.23), il s'agit des ciimths d'entrée du systeme imposant un débit
massique adimensionn€, , €gal a l'unité:

N N
Q=30q :joyl U, dy+ zjyyk U dy=1. (2.24)
n=1 k=2 " 7K1

Le systéme d’équations non linéaires (2.17), (2.02R3) et (2.24) est résolu numériquement pour
déterminer le champ de vitesse de ba§(§y) et les épaisseurdi des différentes couches du film.

Pour le calcul de ces grandeurs, nous appliguoasnéthode de Newton dont le principe est exposé
en annexes. Pour le cas particulier d’'une seuletemule systeme (2.23) se réduit a une équation
unigue associée a la condition aux limites (2.L&)telation (2.24) s’écrit alors:

Q =Q= J'Oyl U,dy=1. (2.25)
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1.2 Equations du probleme linéaire.

Nous considérons que les grandeurs de I'écoulesmnit constituées d’'une partie correspondant au
champ de base (écoulement non perturbé) a lacgiajtaite une perturbation.

u =U(y)+u'(x v, (2.26)
Ve =V '(x yi 1), (2.27)
P=R(Y)*n'(xyd, (2.28)

ouu (% v 1), v '(x ¥ 1), p'(X v, 1) sontles petites perturbations de vitesses etedgsipn dans
la couchek = 1..N.

Les perturbations des interfaces s'écrivent donc:

4 =4, (x1), (2.29)
avecd, =, /d,.

La variable{, désigne la perturbation de la surface libre etlest la seule présente dans le cas d’'une
seule couche. La variahfe, pourk = 2.N, représente la perturbation de I'interface erggedouches
(k-1) etk.

En négligeant les termes de second ordre en patiomis, et en utilisant le fait quéx et P satisfont

les équations du champ de base (2.14), (2.15).86)(2on obtient les équations linéarisées sur les
perturbations :

ox oy

1 ! ! a ' 60"
M, R du, + Ukauk + \{(,GUK -_ Re‘?pk + JXX*"+ vk avec ke 1..M (2.31)
ot ox oy ax 9 X ay

=0 avek= 1N, (2.30)

' ' ' a0’ ao'
M,R %.F Ukaijz_Reapk + L Wk avec k= 1.\ (2.32)
ot 0X oy 0X oy
. du, ' v, ' oy ' dv'
o..=n— o', = —~ o' =0 = +"K], 2.33
ou xx, k 2’7k X vy k 2’7k ay xy k ( ay axj ( )

du, \’ au, 1"
et 6. =E, Ik+(1—lk){1+nk(Lk dyk] HH(LK dyk] } : (2.34)

Remarquons que la contrainig,,« s’exprime a l'aide d'une viscosité, différente de celle
apparaissant dans I'expression des contraintesateym, et dy, .. Cette viscosité traduit I'influence
des perturbations de la viscosiié la loi de Carreau sur de vitesse.

2)
NB: On a:i . Uy | _ 07 aUk+/7ka Uk. En développant le premier terme de cette
oyl 9y ) ay ay "oy
expression et en factorisant @a),/oy?, on obtient la relation suivante :
2
9 7, 0V, =6?kauk : (2.35)
ay oy oy
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Au niveau de la paroi, la condition de non glissene®nduit a :

u, =0
=W - 2.36
{VN':o eny =y, (2.36)

Les conditions cinématiques a chacune des intexfdoenent :

aik'_l_ukaa(k-
X

Y= ot

eny=0 pourk= letey=y, pok= A (2.37)

A la surface libre, les contraintes tangentiellasiveint s’annuler et les contraintes normales
s’équilibrer avec celles induites par la tensiorsddace :

-M{,'=0 eny=G, (2.38)

pRerdy Mootg- 27,25 - ca? %' -

xy,1

0 eny ( (2.39)

Ces conditions aux limites (2.36) a (2.39) sufftspaur résoudre le probleme a une seule couche
(N=1). PourN>1, on doit ajouter d'autres conditions relativesclBacune des interfaces. Les
contraintes tangentielles et normales doivent ismanent s’équilibrer:

ley,k_a- Xy, k-1 (M -M Iel)Zk =0 eny= Y (2.40)
(R~ Rs’) Rerd (M- M) cotg+ 3 7, s j Cq 720 eny Yao (2.41)
oy oy axX '
pourk = 2.N.

Par ailleurs, la continuité des composantes dssatele part et d'autre de l'interface doit étrelsises

V'SV, oeny=y.,, (2.42)
, ,_(0oU,, oU ,
u = U, :[ a;l— ayka" eny=y,,. (2.43)
pourk = 2.N.

NB: Notons que la grandew, '-u,_,' n'est pas nulle sur linterface non perturbée. eéfet la
continuité de la vitesse n'est vraie que sur lifztee déformee, soit gn=y,_ +,'. En cette
position, les vitesses longitudinales de part atitte de I'interfacé s’écrivent :

U (Ve + ) =(Ueru) (Ma*<i)

=U (ykl)+(k ay(y*ﬂ) Zkz 0;;)2 (yH) w(yk])"{k ( ]) dans la couche (2.44)
ordre2 ordre2

Uar( Y+ i) =( Ut Uy ) ( Yert€)

Ukl(yk1)+5kagkw‘1(ym) 2 ;(ym)wl(xwk Qer(y ) danslacouctiel,  (2.45)
\——r——’ \—ﬁd
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Lorsque nous écrivons I'égalité de ces vitesseteiraint compte de la continuité des vitesses de base
représentée par I'Eq.(2.19), on obtient la rela{@d3). Il est intéressant de remarquer qu'ildoac

un saut de valeur entre les perturbations de @gekmgitudinales a la traversée de l'interface non
déformée. Pour les vitesses normales, comme la @senpe verticale du champ de base est nulle,
nous avons :

V(a4 =W (Mt = W ){ﬂ)+Zk'%( Y dans la couche (2.46)
ordre2

Vea (Y ) =V ( Yrt ) = M ) +¢ k'dgj ( %y dansla couchied, (2.47)
ordre2

doncVi (Y +4) ~Va( Yat i) =0 = Ml W)= W W = €

Il'y a cette fois continuité des vitesses de pbetions normales a I'écoulement de base a travers
I'interface non déformée.

Nous définissons maintenant la forme des perturbstiCelles-ci sont considérées sous la forme de
modes normaux bidimensionnels. On considere unignerdes ondes planes s'écoulant dans la
direction de I'écoulemenk. Squire (1933) montre que dans le cas de I'écoemend’un fluide
visqueux et incompressible entre deux surfacedeslies instabilités bidimensionnelles sont les pl
dangereuses. Les seuils de déclenchement peuveatétie déterminés en considérant uniquement
des perturbations bidimensionnelles. Schafling&94) a étendu le domaine d’application de ce
théoréme au cas de deux couches de fluides sugepdsous faisons ici I'hypothese que le théoréme
de Squire s'applique aussi au cas de deux coucipesmosées avec une surface libre. Il s’agit d’'une
hypothése communément adoptée dans la littératurelps études de stabilité linéaire, et nous avons
vérifié au cours de mon DEA qu’elle était corredins le cas d’'une couche en considérant des
perturbations tridimensionnelles. Les perturbatiemyitesse et pression s’écrivent :

(U R (v g =(U v R) (Y el et ( X)t:Zk i

aveck = 1.N et oua, le nombre d’'onde longitudinal, est un réetetst la vitesse complexe aves
crtic.

La partie réelle de, notéecr, est la vitesse de phase de la perturbati@rtetst le taux de croissance
temporel de la perturbation, aveda partie imaginaire de. L'écoulement est respectivement stable,
instable ou marginalement stable selon guest négatif, positif ou nul.

En introduisant ces expressions dans le systen3€)(@2.32) et les conditions aux limites (2.36)-
(2.43), et aprés I'élimination des variabfgsetu,, nous obtenons un systeme d’équations linéarisées
ne dépendant plus que des perturbations de vitgssél s'agit pour cette étude d'un systéme
d’équations d’Orr-Sommerfeld généralisées avedeldses supplémentaires spécifiques au modele de
Carreau (termes encadrés dans I'Eq. (2.48)). Ligsyess’écrit :

4/(p?+a?)* 9, +(D%, +2D8,D)(D? +a?)¥, - 42D (7,DY,)
=iaReM, [(Uk - c)( D —az)— DZUK]“\{( pour k=1.N  (2.48)

ouD :61 désigne une dérivation par rappost a
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Les conditions aux limites (2.36)-(2.43) donnengystéme suivant:

DY, =0 = 2.49
\7N=O q.]_yN ( . )

El 2 2 & —
1+M_1(U1_C)(D +a )}vl—o gr 0
(2.50)

0,2

Cal]( B+a?) =0

1

iaReM, (c- U) DY -3a’ E Dy+ EDB'v+ @ El(cot,B+

Notons que sur la surface libre, nous avons lart@#, = E, =77,. Les deux systémes de conditions
aux limites (2.49) et (2.50) suffisent a décrirgptebléme monocouche. Pour un systénm&duches
(N> 1), nous y ajoutons les conditions aux interfaces

[(Mk -M,.,) +6,(U,—c)(D? +a2)}\“/k=9H(UH—c)( D +a?) Y,

Vi =Y =Y

(M =M,,)(Dg ~D§,) =(DU,, ~DU,)| 6D +0°) =6, D*+a?) ¥ | (2.51)
iaReM [ (- U,) D+ DU Y- rReM,[( & W) B DY, y,—4a*(n7, Dy-17,, Dy)

k k-1

+(D? +az){D(6L\7k -G ,)+ ia( cqﬁ+f%j(@\“fk —Hk_ﬁ/k_l)} =0

pourk = 2.N.

Le systeme d’équations (2.48) a (2.50) dans lensasocouche ou (2.48) a (2.51) dans le cas de
couches superposées constitue un probléme auxrsapopres dont la résolution permet de
déterminer la vitesse complexeet par conséquent la stabilité du systeme. Lesemes propres

obtenug, ont des composantes complexes, cependant seulesrtEs réelles de ces vecteurs propres

possedent une signification physique.
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2 LE BILAN ENERGETIQUE

Afin de mieux cerner l'importance et le rble deffa@ents termes du systéeme d’équations (2.48)-
(2.51) dans la stabilité des écoulements multicesichine analyse énergétique est proposée dans cette
étude. Parmi les études de stabilité utilisantdlgse énergétique, on peut citer les travaux déyKet

al. (1989) et Jianget al. (2004), concernant des écoulements de films neemsna une et deux
couches respectivement. Pour d’avantage de sif@plitbus écrivons les équations du mouvement sur
les perturbations (2.30)-(2.32) sous la forme veelle:

Ov, =0
{ReMkat + R&,.0Ov,+ Re, 0JU,=- Re pr0.0, pourk=1.N  (2.52)
2, ou,' ) auk'+%
ukI Uk 0x ay o0X
avecV, =| |, U= O, =
Vk 0 aukl avk' avkl
6, + K 21, —~
ay  0X ox

2.1 Principe de la méthode

Pour obtenir I'équation sur I'énergie, nous effectsi le produit scalaire de I'équation (2.52) paet
intégrons les termes obtenus sur un volume de@eis; de hauteudy (I'épaisseur de la couch, et

de longueun=277a correspondant & une longueur d’'onde. Puisque imd#&eet ne se porte que sur les
perturbations bidimensionnelles (avec un nombradEaransversal nul), hous considérons un volume
de largeur unité d'o®, = dx dy. Nous obtenons ainsi, en utilisant I'équation detinuité, I'équation
d’Orr-Reynolds traduisant le bilan énergétique :

0
Rejgk (E+Uk.DJ e ), + ngQk MV (v, OU) &,
i (2.53)
=—ReLk RV, N, d§+jsk(vk.o Jn. d§—jQKo J(Ov) @,
4 E

avecey = M vi.vi/2 I'énergie cinétique de la perturbation par unigévolume, eny le vecteur normal
unitaire sortant du fluid& sur I'élément de surfactS enveloppant le volum®,. le domaine étanit-
périodique, les flux a travers les surfaces lagérale normales et —x s’annulent. Il reste donc les
surfaces supérieure et inférieure ditfiy = 2dx.

Les intégrales volumiques ont été transforméesEgiales surfaciques sur le cont@en utilisant
la relation d’Ostrogradski. Effectivement, nous @sigpour le dernier terme de I'équation (2.52) :

jgkvk.(D.Ok)ko=ijD.(vk.Ok)ko—ijOk.(Dv Jdo k:jsK(V O )n de—ijO (OV ) @ .

Chaque terme de I'équation (2.53) est ensuite dgpeél pour obtenir son expression compléte :
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N 0
B-r (2e00)a @
k=1"""k

d o . (2.54)

= Rea.[oy I: e, dxdy- Rg;afyyk_lf: ;

_ A

cin, cin

ReMJ' I y'. Y U, dxdyr RE Myj: ) kv%k dx (2.55)
e e
=—Rej:[ 'yl ~ R y{yzo} dx Rgﬂ B, D, | o

(2.56)

=R [ R, | e jo:( poo) o Re e, |

Nous utilisons les conditions aux limites sur lestcaintes normales (2.39) et (2.41) aux interfaces
pour éliminer la variable de pressipi; nous obtenons ainsi :

0
= —Mlcotﬁj: A ly:odX+ %‘: V1 )hal;

Pe

¢ dx

&}IY

y=0
-ne SWe

N 2 N )
+kz:; M, cot[a’jo ¢V |y:yk_1 dx+ ;[— M, cotﬂj0 {i Vi |'y:yk_1 d% (2.57)
P,k P

N e oy,
dx+ 2y ', —
2, Jo 2%

N o,

+z j: ( _2) Vi Tk-1 a);

k=2

N A aZZ '
dx+>» C ok
3 é Q.[0 ¥ e

Ny M SW

:_I; U, 'Hl[aul *ﬁlJ
dy Ox y=0

she ne

N4 ou,_," ov_,' N4 0V
+ u .9 k=1 4 TVk1 dx+ 1
;J‘O k-1 k—l( ay ax J - ;J‘O 2\&—1 nk—l a

dx

Y=Yk Y=Yk Y=Y

Ao ov'
dx-2["y oy

y=0

d>

Y=Y

S (2.58)

+ZN:I: —u, 6 (% + 0V ]

dy  0x

Y=Yk

shex Nk
A oau,'  ovy'
+| uy Gy +—
IO N [ dy axJ
0 0
A ou,"Y’ oy, oy’ av
Y1
5/=- — | +27,| =+ dxd
.[o .[o 2'71( axj 271( ay] ( ay axj Y
di

2 2
Ju, ' ov, Ju' dv'
k j +2,7k( k J gk[ 6;/ +—a;j dxdy

(2.59)

|
M
2
T
s
§»’
TR

~diy
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Nous obtenons finalement I'’équation suivante :
Re cin+ re)= p+ syt shr (lorsqueN =1, (2.60)
N N
R cipt rg+> { cp+ = p+ s st A [ B+ R S St b ) (26D
k=2 k=2

lorsqueN>1.

Rappelons I'expression de chacun des termes deégmtité ci-dessous :

cirh_7dt.[y1j (w+ ) dxdy (2.62)
H 12
cin, = 2 p yw[ ( 24y, )dxdy (2.63)
el o, ,0U
re = MlJ‘Oy J‘O TRAYA a_yl dxdy (2.64)
M [, e [ (2.65)
Ye-1
A
pe =-M,cotB[ ¢, 'v1|yzodx (2.66)
A
Pesk =M CotB[ ¢ v | dx (2.67)
Y=Y
A
Pex =~MycotB[ ¢, v | dx (2.68)
Y=Y
qj X (k d (2.69)
Y=Y
SW = CqI y XA Zl d> (2.70)
y=0
A, ou,_,' ov_,'
S =.[0 Ut 0k—1( akyl +ﬁ] ) dx (2.71)
Y= Y4
_ (" al0ul 0V
shu =-[. u 9{ oy +WJ _ dx (2.72)
Y=Y
A ou' ov'
shh=-| u'g|—+—| dx 2.73
h=-], u {ay axjyzo (2.73)
A au,"\ ov,"\’ 0ul ay'
—_[" e N _1
2
o ou,' 0V, ou'  dv'
dlk_ J‘ J‘ 2’7k( j +2,7k( yJ Hk(a_y+ ax dxdy (275)
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45 CHAPITRE 2 : MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME

2.2 Moyenne sur une période et sur une longueur
d’'onde

Afin de pouvoir comparer les résultats obtenus ddifférents cas de figures, nous prenons la
moyenne de chaque terme sur une péribde 277ax et sur une longueur d'ondé&277a. Les
équations (2.60) et (2.61) deviennent donc :

Re onlag ;. _ 1 27l .
)l NGy (R s she ) deiN=1 (2.76)
Re 2ra S omlay,, . 1 ol .
,1(2,7/%)].0 (Clnl+rel)dt+z (277/@)-[0 (CIQ+r§) dF/WJ'O ( p+ s+ shr 1(;“ ‘ o
iz (zn/ae,)fz (Rt B s sy st g o

siN>1.

Rappelons que seules les parties réelles de kseitget de la déformation d’interfacg ont un sens
physique. Seule la partie réelle des perturbatitmisdonc étre introduite dans le calcul de I'émerg
cinétique et des autres termes précédemment étahliméthode utilisée pour ce calcul est donnée en
annexe.

On obtient ainsi une nouvelle formulation de I'édoia de I'énergie avec l'intégration surdéja
effectuée :

CIN,=-RE+ R+ SW+ SH+ [ lorsqueN =1, (2.78)
ON+2[CN)=-RE+ P+ S St D]~ RE B+ P ¥ S & | (279)
lorsqueN >1,

_ReMa, (v 2m o e
avec CWrTa%on IO g (q Y+ yly ) dtd, (2.80)
CIN, = ReM.a, a)jyyk IZM}R ezw't(q(‘.q('*+ \4'.\(*) dtdy, (2.81)
RE = Rel\/lleJ‘yljzmwa egau( ULy Yy ) 3 dtd, (2.82)
ReMkw i gat ‘4 O g, 2.83
— = CHSR D (2.83)

Ml t 2 t , > . %

P :_%ﬁ%h e (g (0)+ w(0) ¢, db (2.84)
Pevk MIZW% t(Zk'-\&—lr( 3{<—1)+ \4—1I( X—l)'Zk') d, (2.85)
P :_%Ij”’“‘ (T () * v () <) o (2.86)

M
or Comme/k_ll( yk—l) = Vk‘( yk—l) ,onaR , =-—"R_,,
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SW =~ 2031% J‘Zn/% t( .*(O)+ y.(o) Zl*i) d (287)
Sw, =~ 2Caka J‘anwa t( ( Y1)+ V( Ml)zkr) d (2.88)

SH.y, = wRH“—(y“)IM é”t[a”“(y_l)-u_l'*( )+ () u“‘l ( yl)}

8 % (2.89)
a0, . 7T N *
gaalia) prisg(y, (y) ()= vl v) w0 (x) @
— ngk(yk—l) 27k oot ou, ' * oy, '
SH,, = ——— AL [T ¢ (va) w (va)* w( ) —=—( x| dt
8 oy 9% (2.90)
al » s * *
O] gy () ()= v ) w0 ) o
sh, = “HA(0) e ew[%(o) 4 (0)+ u )L(QJ dt
8m Jo oy y
o (2.91)
O'C()RH 27wy
A0 gy ( o
DI, =-% y1Izn/wayez”‘ az(u'ul'*)+MaLl|* dtdy
Lo ) v o (2.92)
G % 2k o | U OU " LonyLafoy' . ay” '
4”OIO Ge {Oy oy a(vl.\g )+i[6y'\{ V. oy dtdy
27r/wR e R VARG (N
Ph=% = i [ (uceul)s dy oy Jdtdy
et g . (2.93)
Wk 2k g gpat | O O 2(y, ajoyu v oY
4”yklj ge {6y'6y+ (\4<\{< )+|(6y\4 m.adetdy

2.3 Interprétation physique des termes

Chacun des termes des Eq. (2.78) et (2.79) obtanuse interprétation physique et joue un réle
spécifiqgue dans le bilan énergétique. Ainsi :

v Les termesCIN, représentent les taux de variation temporelle deefgie cinétique de
perturbation du fluide dans la coucke lls représentent également la part d’énergie de
perturbation induite par les effets d’inertie. dlsnt proportionnels au taux de croissance de la
perturbatiomy. Ainsi leur somme -I'énergie cinétique totale- gemente ou diminue avec le
temps selon que I'écoulement est instable @) ou stable 1<0) respectivement.

v" Pg est la puissance des forces de pression sur facsulibre, alors quéy,, désigne la
puissance des forces de pression exercés paride flie la couch& sur I'interfacem (ainsi
P« correspond a la surface supérieure de la colabieP, 1 «a la surface inférieure de la
couche k-1)).
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47 CHAPITRE 2 : MISE EN EQUATIONS DU PROBLEME

v' La puissance des forces de tension de surfaceeattsgment a la surface libre et aux
interfaces entre les couchésl() etk est représentée par les terr8&% et SW;.

v -RE sont les termes de transfert d’énergie du champabe aux perturbationga les
contraintes de Reynoltidans la couchie

v" SH.1x est le terme résultant des efforts de cisaillemégueux du fluide de la couchle-X)
avec le fluide de la coucheau niveau de linterfack et SH, celui du fluide de la couche
avec le fluide de la couchk-{) au niveau de la méme interfa8+ correspond au travail de
la contrainte de cisaillement visqueux du fluidelel la couche supérieure au niveau de la
surface libre nécessaire pour préserver une catgrtngentielle nulle au niveau de celle-ci.

v' Enfin des terme®l, représentent le taux de dissipation d’énergieamiécie par la viscosité
dans la couchk. Ces derniers termes sont toujours négatifs.

Les travaux de Chen (1993), Loewenherz et Lawré¢h®89) et Jianget al.(2004) considérent des
tensions de surface et d'interface négligeald% =SW = 0). De plus ils ne consideérent pas le cas
ou la masse volumique entre les couches varie ide goe la somme des ternfgg, et P, S'annule

au niveau de l'interfack. Ces hypotheses sont adoptées en vue de fairea@tppainiguement |'effet

de la stratification en viscosité. Dans notre étudmis choisissons de considérer le cas de masses
volumiques différentes dans les couches afin diétuégalement l'influence de la stratification en
densité ; le termeP; «+Px ) peut donc ne pas étre nul. Nous souhaitons rbgaleétudier les effets

de la tension de surface. De ce fait les ter8Bl&set SW, ne seront pas nuls et seront par conséquent
considérés dans le bilan d’énergie.

La validation de I'approche énergétique et du dades différents termes a été réalisée en comparant
nos résultats obtenus dans le cas de deux couehiigidks newtoniens a ceux Jiargd al. (2004)
correspondant a la méme configuration. Nous présems cette validation en annexes.

! on parle de contrainte de Reynolds pour desigeeitdrmes em,'v,’ par analogie avec la décomposition de
Reynolds utilisée dans le cadre de la modélisatela turbulence.
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CHAPITRE 3:

RESULTATS DU PROBLEME

A UNE SEULE COUCHE

L’objectif dans cette partie est d’étudier la sligdhid’un film constitué d’un fluide purement viseux
rhéofluidifiant. La loi constitutive choisie estlieedu modéle de Carreau a quatre parametres. La
premiére partie du chapitre est consacrée a lapiaon d'une méthode asymptotique aux grandes
longueurs d’onde nous permettant de déterminerytgaément les seuils de stabilité pour le
probléme a une couche faiblement rhéofluidifiardublanalysons I'effet des paramétres du modéle de
Carreau sur le champ de base, en particulier épaisseur du film et sur la vitesse de I'écoulendgent
la surface libre. Puis dans la seconde partie, gtudions la stabilité du film de fluide de Carreau
nous comparons les résultats obtenus a ceux diidefhewtonien.

1 L’ APPROCHE ASYMPTOTIQUE :

Dans le cas des grandes longueurs d’ondes par rtapp@paisseur de la couche (nombre d’onde
longitudinal a tendant vers zéro), nous développons en sériesldeerturbation de vitesse et la
vitesse complexe:

0=9,+a%+0(a?), (3.1)
c=g+acg+ O(az). (3.2)
Nous supposons par ailleurs que le fluide estdaieint rhéofluidifiant, c’est a dire que le paramétr

tend vers zéro, de fagon a pouvoir utiliser lesresgions du champ de bddeet de I'épaisseur de la
couched obtenues par Weinstein (1990) dans les mémestanmsli

U =%(3”3—y2)+4—10(| ~1)(n-1)( 3= 5y L+ O L), (3:3)
d=3V3—%(|—1)(n—1)L2+o(L4). (3.4)
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1.1 Ordre zéro en a

En introduisant les expressions (3.1) et (3.2) dawation d’Orr-Sommerfeld généralisée, nous
obtenons pour les termes d’ordre zéro:

6D%, + 2DED*, + D°dD*, = 0. (3.5)
Cette équation est associée aux conditions auteknoie non glissement a la paroi :

{D\?O =0
R eny=d, (3.6)

VO
et a I'équilibre des contraintes normales a l'iféee :

D%,=0 eny= 0. (3.7)
La normalisation de la vitesse de perturbationigeau de la surface librg € 0) s’écrit ¥, =1. Dans
ces conditions, la solution a I'ordre zéroeest:

0;(1—% y+371/3 f}[%( 1-1)(n-1) y{-33y+ 3°( 18 59’))} e+ q t). @38

La condition cinématique a l'interface s’écrit :
U, +(U-¢)D’%,=0 eny=0. (3.9)

et la valeur propre du systémgest déterminée par:

9 h
cO:32’3+E3“3(I—1)(n—])L2+O(L). (3.10)

1.2 Premier ordre en a

Une équation au premier ordre erest obtenue en considérant uniqguement les terfoedrel O et 1
de I'équation d’Orr-Sommerfeld généralisée:

6D*, +2DOD%, + D’OD* = iR¢ (U~ ¢) D'y~"y B U. (3.11)

Les conditions aux limites sont dans ce cas:

{DAVl:O eny=d, (3.12)

v, =0

D%, +i[ Re(( G~ U) D+ DU+cotB By|=0 en y (3.13)
V,=0 eny=C_ (3.14)
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Le vecteur propre), du premier ordre est:

\71:(—iy/180)(Re(—63+ 48%° y- 30 j+ Fy)+ 20c8 328y 1§y))+
(-iy/25200(1 = }(n~ ) Re¢ 56798+ 10368'3y- 5040+ 1683°3-

(3.15)
1953 8°%y*+ 13008°%° ¥ 140c@® (23°5- 60"3+ 93 Oy
9By L2 +0O( %),
et la condition cinématique a la surface libre :
U +(U-¢) DY -gD*Y%=0 eny=C (3.16)

L’expression de la valeur propre de premier ordrer g’écrit:
: /3
[

3
= 5(6Re—5cot,8)+?5|( |- 3(n— (- 35cop+ 11R¢ L+ @ 1). (3.17)

Et en posant, = Im(c) =aq égal a zéro, de fagon a avoir la limite de st@bitiarginale avec un taux
de croissance nul, on obtient le nombre de Reyrwltgue pour le déclenchement d'instabilités :

5 71 2 4
Re, = ccotf———s(I1-1(n-1 col £+ 0 )} (3.18)

Dans le cas d'un fluide newtoniebh £ 0 et/oun = 1), la vitesse de phase des oncest le nombre de
Reynolds critiqueRe. donnés respectivement par les expressions (3t13)18) sont en total accord
avec les résultats de Benjamin (1957) et Yih (196&s auteurs ont montré que la vitesse de phase
dans le cas d'un fluide newtonien est le doublergpport a la vitesse de la surface libre. L’éqrati
(3.18) montre que dans le cas d'un fluide rhéoffisidt (0 <I < 1 et 0 <n < 1), le nombre de
Reynolds critique est plus bas que dans le cas flllishe newtonien, bien qu'il reste fonction de
I'angle d’inclinaison (proportionnel a g8t Par ailleurs, la valeur de la vitesse de phaseoddescy

= [e(c) = ¢, est plus importante que dans le cas newtoniemretascroissement en fonction du
paramétrd. est plus rapide que celui de la vitesse de lasaribreU(0). Le rapporty U(0) est donc
d’autant plus élevé que le fluide est rhéofluidifia
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2 ETUDE DU CHAMP DE BASE

Nous proposons dans ce paragraphe une approch@res de grandeur du probléme dimensionnel.
Nous écrivons pour cela I'équilibre statigue survatume de contrble de film de longueix et de
largeurl représenté en pointillés sur la Fig. 16. L’équédilde la contrainte de cisaillement au fond
avec le poids de ce trongon projeté sur I'as&crit :

ou

pgsinB dIAx= ,76_

IAX. (3.19)

y=d

IAxpgsind

Fig. 16. Volume de contréle pour I'écriture de I'égilibre statique.

En ordre de grandeur, pour un déDitlonné U ~ Q/d etdU/dy ~ Q/c?. Finalement par substitution on
obtient un ordre de grandeur de I'épaisseur dudilmme la vitesse de la surface libre :

d~{,7y:de , (3.20)

pgsing

U {QZPQSW] . (3.21)
7,4

Nous obtenons ainsi I'ordre de grandeur de I'égaissle la couche et de la vitesse caractéristigue d
I'’écoulement. Rappelons que I'expressi@20) a été retenue comme longueur caractéristique pour
I'adimensionnement des équations en prenant coréféeence la viscosité newtonienne. Par ailleurs,
la rhéofluidification entraine une diminution de Véscosité du fluide, d’ou une diminution de
I'épaisseur de la couche fluide et une augmentat®la vitesse caractéristique.

2.1  Forme du profil — Influence de la rhéologie

Nous présentons sur les Fig. 17 la viscogitié taux de cisaillemerdiJ/dy et la vitess&J en fonction
de la profondeury pour I'écoulement d'un fluide newtoniel. & 0 oun = 1) et d'un fluide
rhéofluidifiant L = 0.8 etn = 0.2) sur un plan incliné d’'un anghe La longueur caractéristiquk est

la méme pour les deux fluides. Un examen rapidefigases montre que I'épaisseur du film est plus
faible dans le cas rhéofluidifiant que dans lerm&stonien. En effet, nous obtenahs 1.289 pour le
fluide de Carreau e =~ 1.4422 pour le fluide newtonien. La vitesse maxéna, .. est atteinte a la
surface libre. Elle est plus forte dans le cas fthiifiant (Unax= 1.098) que dans le cas newtonien
(Umax= 1.037).
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(b) [ © |
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Viscosité Taux de cisaillement Vitesse de base
Fig. 17. Comparaison des champs de base entre lesg@wtonien et le cas rhéofluidifiant.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champittesse de base (c) en fonction de la profongigaour 8= 0.2 rad) = 10°,
Ca =0 dans le cas d'un fluide:
————— newtonien L = 0 etn = 1),
_ rhéofluidifiant C = 0.8,n = 0.2).
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Nous constatons sur la Fig. 17 (a) que dans lelgdtiide rhéofluidifiant la viscosité est égaldaa
viscosité newtonienne au niveau de la surface,libae a cet endroit le cisaillement est nul ; on
retrouve doncy = 1. Contrairement au cas newtonien ou la viséos#t constante, dans le cas
rhéofluidifiant, la viscosité diminue sous l'effdu cisaillement tout au long de I'épaisseur de la
couche jusqu’a atteindre la valeyfd) = 0.54.

Les taux de cisaillement représentés sur la Figlbldnt une évolution linéaire avec la profondeur
quand le fluide est newtonien. Ce n'est pas le quaend le fluide est rhéofluidifiant, bien que la
contrainte de cisaillement reste linéaire. Puidgquéscosité au fond est presque divisée par deux p
le fluide rhéofluidifiant, les taux de cisaillemesunt, en valeur absolue, quasiment doublés (2aB87 p
rapport a 1.44 pour le fluide newtonien).

La Fig. 17 (c) donne le champ de vitesse de base lda deux cas. Pour le cas newtonien nous avons
une évolution parabolique (car les taux de cigailet varient linéairement). Par contre, dans le cas
d’'un fluide rhéofluidifiant, comme le débit estie@me mais la couche est plus fine, on observe une
accélération du champ de base.

Notons que les modifications apportées sur le champbase par la rhéologie du fluide sont

significatives méme si les valeurs du taux de lk&saent restent relativement faibles, comme le

montre la Fig. 18. En effet la plage des valeurdadex de cisaillement correspondant au cas étudié
n'atteint pas la région strictement en loi de pame® et conduit & une viscosité qui s’éloigne

relativement peu du plateau newtonien.

0
10 bk
-1
10 4
<
2
10 E
Modéle de Carreau N
+  Points utiisés dans la couche N
4| |~~~ Asymptote en loi de puissance N
10 72‘ ““““71‘ \\\HH\O n \\H\H\l\ L \HH\Z\ \\\\\\\\3 \\\\\\\4 uus
10 10 10 10 10 10 10 10

Taux de cisailement
Fig. 18 Viscosité en fonction du taux de cisaillemédans le cas de la Fig. 17.
£=0.2radlL =0.8,n=0.2, et = 10°
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2. Etude du champ de base 54

La Fig. 19 compare le champ de base calculé pppitahe asymptotique (en traits pleins) a celui
obtenu numériquement (traits pointillés) pour undé faiblement rhéofluidifiantl(= 0.2,n = 0.2).

On observe ainsi que les profils obtenus par l'apipe asymptotique sont tres proches de ceux de
'approche numérique, avec une erreur inférieurd%. Ceci montre la validité de I'approche
asymptotique pouvant fournir une bonne estimatiea profils de base dans la couche tant que le
parameétre. reste faible (fluide faiblement rhéofluidifiant).
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Viscosité Taux de cisaillement Vitesse de base

Fig. 19. Comparaison des champs de base entre ledproche numérique et I'approche asymptotique.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongi@aurs= 0.2 rad) = 10°,
Ca=0dans le cas d'un fluide rhéofluidifiarit € 0.2,n = 0.2) obtenus par I'approche :

----- numérique,

——— asymptotique.

Les grandeurs du champ de base sont portées si@CHmpur un fluide rhéofluidifiant(= 0.8 etn =

0.2). Dans un cas le fluide n’'est pas quasi-newtordt n'entre donc pas dans les hypothéses de
I'approche asymptotique. D’apres ces figures, omtpeoter que les résultats de I'approche
asymptotique restent valables pour ce qui concképaisseur et la vitesse de la surface libre, avec
une erreur toujours inférieure a 1%. Par contrepledils obtenus a proximité du fond (frontiére
rigide) s’écartent de ceux de la solution numérigeeur les fluides rhéofluidifiants, la résolution
numeérique des équations du champ de base deviesdseire.
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Fig. 20. Comparaison des champs de base entre ledproche numérique et I'approche asymptotique.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongi@aur 5= 0.2 rad) = 10°,
Ca= 0 dans le cas d'un fluide rhéofluidifiarit € 0.8,n = 0.2) obtenus par I'approche :
————— numérique,
——— asymptotique.
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55 CHAPITRE 3 : RESULTATS A UNE SEULE COUCHE

2.2  Epaisseur et vitesse de la surface libre

La vitesse a la surface libre et I'épaisseur deolache sont deux grandeurs caractéristigues dugcham
de base et de son évolution en fonction des paramgiéologiques du fluide. Nous rappelons ici les
expressions que nous avons utilisées dans I'apprasimptotique basée sur I'approximation aux
grandes longueurs d’ondes paus O:

U =%(3”3—y2)+4—10(| -1)(n-1)(3"°- 5y*) L+ o L) (3.22)
d:3V3—l%(|—1)(n—1)L2+o( L) (3.23)

Nous avons ainsi présenté, sur la Fig. 21, I'évatutle ces grandeurs en fonction de chacun des 3
parametres de la loi de Carredyl etn. Chacune de ces grandeurs est normalisée patesa dans
le cas newtonien obtenue analytiquement, soit :

Oy =3"°=144etU( 0 = 1.0.

newt

Ces conditions newtoniennes sont portées dans ehegs au niveau de l'origine de l'axe des
abscisses (soit=1,L =0 etn=1).

1.06 1.06
Epaisseul Epaisseu B
04 = Vitesse || 1.04H - - ——- Vitesse -7 A
1027 a ® 102’
T
> 1t 12 !
2 2 0.98
& 0.98¢ 18
g s
a ' 0.96f
0.961 1
0.941
0.94} 1
(a) 0.92}
092 L L L L L L
1° 102 16° 16° 0 0.2 0.4 ) 0.6 0.8 1
I
1.06
Epaisseul
.04 == Vitesse |
1.02
Q
s 1 Fig. 21 Epaisseur de la couche et vitesse de la suré
5 libre normalisés par leur valeur respective dans lecas
§ 098 newtonien.
u‘% 0.96 Résultats donnés en fonction de :
el (@)1, avecn=0.5etL = 0.5,
0.04l (b)n, avecL = 0.5 etl = 10°,
' (c)L, avecn = 0.5 etl = 10°,
0.92- (C) 1
L L L L

1 0.8 0.6 0.4 0.2 0
n

On observe sur la Fig. 21 (a) que le paramigtagii représente la position relative des deuxepla

de viscosités newtonienngs et /7., a peu d’'influence sur le champ de base en destons certaine
valeur de l'ordre de I® Dans cette étude, et particuliérement pour leslléments a surface libre
(avec une contrainte imposée nulle au niveau die akrniere), les taux de cisaillement restent
modérés et les viscosités s’éloignent peu de lauvaj,. Nous choisissons pour tout le reste de ce
travail de se placer dans les conditibrd.0", car, & partir de cette valeur, les variationsgtesdeurs
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caractéristiques de I'écoulement sont minimes. deagx autres parameétres ont par contre des effets
non négligeables tout le long de leur intervallezdgation, ainsi que nous pouvons le constatetesur
Fig. 21 (b) et (c). D'une maniére générale, I'épaig de la couche est plus influencée que la ¢tess
de l'interface. De plus le parametra une influence quasi linéaire sur ces deux guasdaors que la
variation deL conduit a une évolution parabolique, en accord &g expressions (3.22) et (3.23).

Les effets conjugués des deux parametres rhéolegiglet n sur lesquels nous avons fixé notre
attention sont portés sur la Fig. 22. On observe lgs deux effets s’'ajoutent et produisent des
variations significatives quand on s’éloigne du castonien.

Fig. 22 Epaisseur (a) et vitesse de la surface li(b) en fonction des deux paramétres de la loi dgarreau L etn avec
| =10°
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3 EFFET DES PROPRIETES RHEOFLUIDIFIANTES DU FLUIDE
SUR LA STABILITE DU FILM

Nous étudions dans ce paragraphe la stabilitéédedlement d’une couche de fluide de Carreau pour

différentes valeurs des parametres rhéologidues n ainsi que pour différents anglgsdu plan
incliné.

Nous avons montré a travers I'étude bibliographiquee deux types d'instabilités peuvent se
manifester dans de tels écoulements : des ingésbde surface et des instabilités de cisaillememt.
moyen d’identifier chacune de ces instabilitésdestomparer la vitesse de phasavec la vitesse de

la surface libraJ(0). L'instabilité est identifiée en tant que matkesurface siz > U(0) et en tant que
mode de cisaillement dans le cas contraire. Sachentes modes de surface donnent naissance a des
instabilités de grande longueur d’onde, alors gsenhodes de cisaillement se développent avec des
longueurs d’ondes beaucoup plus courtes, on pet ame idée sur la nature de l'instabilité a parti

de l'ordre de grandeur de la longueur d’onde.

3.1 Précision et convergence des calculs

Le cas des petits angles d’inclinaisghi € 0.5°) est choisi pour vérifier la précision descod.
Comme I'a déja montré Floryaet al.(1987) le nombre de Reynolds critique pour le détiement
d’instabilités est trés sensible a la précisiona#suls dans cette gamme d’angles d’inclinaj§o®n

a reporté dans le Tableau 1 le nombre de Reynoitigue que nous avons obtenu en fonction du
nombre de moddd. On remarque que pobr> 40 les résultats numérigues ne varient plus aeiéne
significative et on peut donc considérer que ce brende modes est suffisant pour obtenir des
résultats avec une bonne précision.

Nombre de moded\ 20 30 40 50 60 90 120 150
Re 3337.5 3340.5 3342 33429 33435 33445 3345 3345.3
Variation

(par rapport au cal = 150) 0.5% 0.2% 0.1% 0.08% 0.05% 0.03% 0.01% 0%

Tableau 1. Nombre de Reynolds critique en fonctionudnombre de modesN pour 8= 1',1 = 103, n=0.5 etL= 0.5.

3.2 Effet de I'angle d'inclinaison sur le seuil de
déclenchement des instabilités

Le cas d'un fluide newtonien peut étre obtenu dimpdiun fluide rhéofluidifiant pout. = 0 oun = 1.
Le cas newtonien est celui dont nous disposonslute e résultats dans la littérature. Ce sont les
résultats de Yih (1963) et Floryaet al.(1987) qui nous serviront de référence.

Les courbes portées sur la Fig. 25 donnent I'éiaiuiu nombre de Reynolds critique en fonction de
I'angle d’inclinaison.On peut constater d’aprés la figure que les ré&sultes deux approches
numériques et asymptotiques sont en bon accordaifaurs, nous avons vu précédemment dans le
cas newtonien que les résultats de I'approche asyigpe correspondaient parfaitement a ceux de
Yih (1963) pour ce qui concerne l'influence de fénsur I'évolution du nombre de Reynolds critique
Re,. Cette évolution est donnée par :

Re, :gcotﬁ (3.24)
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Fig. 23. Seuils de stabilité selon I'angle d’incli@ison.
Nombre de Reynolds critique en fonction de I'ardjiaclinaison8 en degrés avelc= 10°, Ca=0,n = 0.5 etL = 0 dans le
cas d'un fluide newtonien du= 0.5 dans le cas d'un fluide de Carreau.

Pour le cas d'un fluide rhéofluidifiant, nous nembsons pas d'étude antérieure sur laquelle on peut
s'appuyer quantitativement. Nous nous contentond’atalyse des comportements de la courbe
lorsqueL - 0 oun - 1. Notons que dans le cas des fluides newtoniénsoer des angles
d’inclinaison au dela d¢g = 0.5', les instabilités qui se développent soeg thodes de surface a
grandes longueurs d’onde (Floryaet al.(1987)). Pour pouvoir utiliser a la fois les deyppeoches
dans le cas d'un fluide non newtonien, nous avdwssc des parameétres du fluide de Carreau a la
limite du domaine de validité de I'approche asyriptee.

3.3  Effet des parametres rhéologiques Let n

Les effets des propriétés rhéofluidifiantes sustébilité d’un film s’écoulant sur un plan inclidén
angle B sont examinées dans cette partie en considéranfiuénce des parametrds et n qui
interviennent dans I'expression de la loi de Carradimensionnée. La Fig. 24 donne I'évolution du
nombre de Reynolds critique en fonction du paragiepour quatre angles d’inclinaison.

Les lignes pleines correspondent aux résultatsaadmdthode asymptotique et les points & ceux de
I'approche numérique. D’aprés la figure, on pemaeguer que nous avons pour les faibles valeurs du
parametrel et les petits angles un bon accord entre les dppxoches. La bonne correspondance
entre les deux résultats s'étend vers de plus geawndleurs dé& lorsquef augmente. Rappelons que
'augmentation de la valeur du paramélrese traduit par 'augmentation de la non linéades
contraintes tangentielles par rapport aux gradieletsvitesse de I'écoulement. Pour la gamme de
valeurs def étudiée, nous notons également qu’'une augmentdgola valeur du parameétte se
traduit par une diminution de la valeur Be, et donc par une déstabilisation de I'écoulementteC
tendance est d’autant plus marquée que linclimj@st faible. Ces résultats sont en accord avec

ceux de I'approche asymptotique qui prédit un narde Reynolds critique proportionnelga:otﬁ

pour des cas quasi newtonidrx€1).

Millet Séverine 07 décembre 2007



59 CHAPITRE 3 : RESULTATS A UNE SEULE COUCHE
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Fig. 24. Seuils de stabilité seloh.
Nombre de Reynolds critique en fonctionldpour différents angles d’inclinaisghavecCa= 0,1 = 1.10° etn = 0.5.

Nous présentons sur la Fig. 25, le nombre de Rdgnalitique normalisé par sa valeur maximale

obtenue pour le cas newtonién= 0), soitgcot,ﬁ’, en fonction de.2.

1 ‘
o ,8:1"
0.9F © g2
L} X — 40
’ p=4
0.8* & a ﬂ:_zoo’
]
0.7F " .
]
S o6t = .
3 e
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o
o 0.4F ]
@
0.3- .
0.2F .
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L2
Fig. 25. Seuils de stabilité normalisés.
Nombre de Reynolds critique normalisé par sa valeximale en fonction de pour différents angles d’inclinaison avéa
=0,1=10%etn=0.5.

Avec cette représentation, 'ensemble des résulimta Fig. 25 se confondent en une courbe unique
indépendante de l'anglg. L'angle d’inclinaison est donc un facteur de pjonnalité pour le
nombre de Reynolds critique, quelle que soit l&@wmabel. La courbe unique ainsi obtenue révéle la
cohérence des résultats obtenus par la méthodegotstiagme : leur tracé est une asymptote a la courbe
unique quand. - O.
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Fig. 26. Seuils de stabilité suivam.
Nombre de Reynolds critique en fonction de L pdfférentes valeurs deavecCa=0,l = 10 et 8= 1°.

Sur la Fig. 26 sont présentées les courbes dofiéaatution du seuil critique en fonction depour
plusieurs valeurs de parametre rhéologiqueles résultats de I'approche asymptotique sont
représentés par les traits pleins et ceux de lagby numeérique par les points. D’aprés ces courbes,
on remarque que le film est d’autant plus instajple n est faible. Notons que la diminution du
paramétren s'apparente a une diminution de la viscosité et amgmentation du cisaillement dans la
couche. Cet aspect a déja été montré par Hwetng. (1994) pour des fluides suivant un modéle en
loi de puissance. Si 'on compare les résultatsddes approches, on s’apercoit une nouvelle foes qu
dans le cas d’'un fluide newtonien € 1, quelle que soit la valeur dg, les résultats des deux
approches sont en bon accord et ceci reste vatéduligant plus qué. est petit eh est proche de 1.
L’écart entre les résultats augmente progressivemgeand on s'éloigne de ces conditions. Pour
I'approche asymptotique, la viscosité est conselé@ns sa forme linéarisée basée sur I'hypothése
selon IaquelleI_ZDUmx2 <<1. Il est donc intéressant d'avoir une idée Isgrconséquences de cette
linéarisation sur les résultats de stabilité. Noakulons donc dans chaque cas un paranztys
mesure la différence entre la partie linéarisédeadg@ression de la viscosité et la valeur réellelale
partie non linéarisée correspondante utilisées estsement dans I'approche asymptotique et
I'approche numérique :

max

- _
(1+L°DU Z)Z—GﬁLﬂngum;j

£= (3.25)

@+EDU zf?

n-1
max

Ce paramétre traduit I'effet de la linéarisatiom Eguelle est basée I'approche asymptotique. Il va
nous permettre de déterminer le domaine de valititéette approche en fixant une valeur maximale
admissible poue. On pose arbitrairement= 10° comme limite au dela de laquelle on considére que
les deux méthodes divergent. Cette limite est sgmi&e sur la Fig. 26 par un trait épais pointillé.
Cette courbe tend asymptotiguement vers 1, valeur pour laquelle nous avogs= 0 et qui
correspond au cas d’un fluide newtonien.
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3.4  Célérité des ondes - modele phénoménologique
pour les fluides non newtoniens

Smith (1990) a proposé un scénario pour expliquestabilité d'un film newtonien a grande longueur
d’onde. Son approche consiste a considérer unie giétiormation sinusoidale au niveau de I'interface
et une longueur d’onde grande devant I'épaisseuilmiu Nous proposons ci-dessous une extension
de cette approche au cas d’un fluide non newtgmieement visqueux.

La déformation de l'interface est a l'origine d’'ugentrainte de cisaillement;, a la surface libre
déformée. On peut I'estimer par un développemaeritdiau premier ordre :

ou ouU 0( ou
L =n— =(/7—j +Z—(/7—j (3.26)
ay |, ay ), 9yl 9y,

Rappelons que dans le cas d’une couche, I'équdtianouvement de I'écoulement s’écrit :
LAy (3.27)
oy\ " 9y

L’intégration de 'EqQ. (3.27) nous donne :

ouU
n—s=-y. (3.28)
oy

Nous pouvons ainsi écrire la relation (2.35) sau®tme suivante :

2
9 g =-1. (3.29)
oy

5 27(n=3)/2
ou g=1+(1-1 ){Hn[Ld—Uj Hl{l_d—uj } . (3.30)
dy dy

Dans le cas d'un fluide newtonien la viscosité @sistante et égale a 1. Dans le cas d’'un fluide
rhéofluidifiant, a I'interface, le cisaillement auil, et nous avons par conséquent également. Au
niveau de la surface libre, la contraintest donc la méme dans les deux cas. Avec la comdie
cisaillement nul ery = 0 et en utilisant la relation (3.29), nous obten:

B U
T —Z(@ ayzj

La condition de contrainte nulle & la surface lidédormée implique alors I'existence d’une conti@in
a la surface due au champ de perturbatgngui compense.

= (3.31)

1'=0. (3.32)

Cette contrainte est donc en opposition de phase lavdéformation de la surface libre : elle engail
un écoulement dans le méme sens que I'écoulememagie sous les bosses X 0 quand, < 0), en
sens opposé a I'écoulement de base sous les areaX) (Quand > 0) et qui s’annule sous les nceuds
(u' = 0 quand, = 0). Du fait de I'hypothése de grande longueumd® cet écoulement est paralléle
(6= O( y) et Vv~ 0 au premier ordre em). Dans le cas newtonien, présente donc un profil linéaire

(Couette) alors que dans le cas rhéofluidifiantsque la viscosité évolue en fonction yece profil
n'est plus linéaire.
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FLUIDE RHEOFLUIDIFIANTI]

Fig. 27. Volume de contréle et profil de perturbatbnsu’'.

Smith (1990) montre qu’au premier ordre enl’écoulement est stable. Cela est du a I'absence
d’inertie (U' est paralléle), qui napparait qu'au deuxiemererdu développement. L’approche au
premier ordre permet dans un premier temps de lealleucélérité de I'ondesk, a I'aide d’un bilan de
masse dans le repére lié a l'interface. On considéur cela le volume de contrdle de la Fig. 2nsda
ce repére, I'écoulement de base a pour vitel§gecr. Le bilan de masse s’écrit donc :

JrUm-c) dy+ [T d dy- [T (U y- @) drO (3:33)

débit entrant débit sortant

Le membre de gauche représente le débit entrastldammlume de contrdle sous I'effet du champ de
base et de la perturbation au premier ordtele membre de droite représente le débit sorania
perturbatioru’ est nulle. En linéarisant I'équation (3.33), dnient :

7[U(0)-c|= J'Od u' dy, (3.34)

d
si bien que la célérité est directement liée auit dgl= '[0 U dyde la perturbation. On peut écrire :

d

L
=1- , 3.35
U (0) ZuU(0) (3:39

Ou encore en intégrant par partie :
[y gy

Cr__q,2° Oy (3.36)

U (0) ¢u (0)

,,,,,

perturbatioru’. Cet écoulement est entrainé par la contrajihéela surface du film ; on peut écrire :
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ou ,, .oU ,
ny)—+n(y)——=r" (3.37)
oy ay

Nous négligeons ici les termes @Yoy devantou'/ox grace a I'’hypothése de grande longueur d’onde.
La viscositén(y) ne varie que sous l'effet du champ de base. Qn |gecalculer grace a la loi
constitutive du fluide considéré (par exemple lade Carreau). Le deuxieme terme est du a la
perturbatiornvy(y) de la viscosité sous I'effet des perturbationsitEsses qui induisent un cisaillement
supplémentaire. Cette derniére peut étre positiveégative suivant que le cisaillement est locatéme
inférieur ou supérieur a celui de I'écoulement pernturbé. Dans le cas rhéofluidifiant, elle seraado
négative sous les bosses, positive sous les anell@,au niveau des nceuds de l'interface.

Si I'on néglige dans un premier temps la pertudvate la viscosité'(y), en combinant les relations
(3.28) et (3.37), on montre que :

ou' _ ,o0uU
o oy
et donc I'Eq. (3.36) devient :
ouU
C OTydy C
R_=1- , SOit —R—=2. 3.38
0(0) U9 U o

Ceci est donc une généralisation au cas des flpidessment visqueux du résultat de Yih (1963) selon
lequel les ondes de faible amplitude et grandeuengd’onde se déplacent a deux fois la vitesda de
surface libre. Les résultats numériques représeatégraits pointillés sur la Fig. 28 montrent

1L e L

cr= 2U(0). Il apparait donc nécessaire de prendre en thaperturbation en viscosite,

La perturbation en viscosité peut étre attribuéepmiites variations du taux de cisaillemgptautour
de sa valeur de bage. On écrit alors:

Ici, le signe négatif vient du fait que dans natas dU /dy = —) est negative; ainsi une diminution
locale du cisaillemend(i/dy<0) augmente la rhéofluidification. La relation338) devient alors:

' _onauau
dy dyayady
soit encore ;
yon|ou _
nly 1+——.j—=ri. (3.39)
( )( n oy )y

On peut vérifier que le membre de gauche de celdtion (3.39) correspond bien a I'expression de la
contrainte dans le cas d’un fluide de Carreau (foué2.33)).

Finalement I'amplitude de la fluctuation de déhiéée par la déformation de I'interface, notge
s’écrit :

L _yon

, ariy(. yon afy dJyl noy
=—( 22 1+2L 20| dy=—| 2Ldy-| 22| LZX | d 3.40
\ IO/?[/?OVJ y jonij 147917 g (340

noy
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En suivant les mémes étapes que pour établir ltéqués.38), on exprime la célérité par :

yon

_ d | _noy
CR—ZU(O)_J.O y m dy (3.41)

noy

L’intégrale dans le membre de droite de (3.41)cest & la perturbation en viscosité. Le modele

rhéologique doit a cette étape étre choisi car déeur de l'intégrale en dépend. Le terme
yon
n oy
(par exemple la Fig. 14) de la viscosité en fomctio taux de cisaillement. Pour un fluide newtonien
ce terme est nul car la viscosiféest constante, on retrouve aimg= 2U(0). Pour un fluide de

Carreau, il est négatif et varie de 0 a la surfdwe a sa valeur minimale au fond; cette derngse

toujours supérieure &), qui est la pente de la région en loi puissafigeterme est donc évalué en

fonction dey, puis calculé a partir des résultats numériquesleswchamp de base. Nous avons

représenté sur la Fig. 28 le rappogtU(0) en fonction du carré du paramétrepour un fluide
newtonien et un fluide de Carreau suivant les tnaéthodes proposées dans ce travail : I'approche
numérique, I'approche asymptotique, et I'approchémmménologique que nous venons de décrire. On
note un résultat commun a ces trois approchesldaras newtonierL(= 0): crg/U(0) = 2. L'approche
asymptotique décrit ensuite une évolution linéad@nme on le voit a partir des relations (3.3) et
(3.10). Effectivement cette méthode ne tient paspte des variations locales de la viscosité gésérée
par les perturbations de vitesse. Les deux aupeoehes (numérique et phénoménologique) donnent
des résultats qui sont en parfait accord et s’akg progressivement de la variation linéaire de
I'approche asymptotique quard augmente. Cette comparaison confirme la validéd’approche
phénoménologique pour décrire I'influence du chaleperturbations sur la célérité des ondes.

correspond a la pente de la loi constitutive didé8udans un tracé en échelles logarithmiques

En choisissant = 0 etL - oo, on obtient asymptotiquement la loi de puissarssdeée a la loi de
Carreau étudiée:

n=L", (3.42)

et sa vitesse de phase se réduit selon I'expreé3iéh) a :

s =(1+%ju (0). (3.43)

La céléritéc dépend uniguement de I'exposanfNous avons ajouté sur la Fig. 28 la représemtate
cette loi en pointillés fins, une droite horizomtatlans ce cas ai/U(0) = 3. Nous notons que le
rapportce/U(0) de la loi de puissance est une asymptote de della loi de Carreau pour les grandes
valeurs dd..

De la méme maniere le rappagfU(0) calculé par I'approche phénoménologique estésemté en
fonction du paramétne sur la Fig. 29 pour trois modéles rhéologiquésidé newtonien, fluide en loi
de puissance et fluide de Carreau. lls se rejoigneuns en une valeur commune en= 1
correspondant au cas ou tous sont dans leurs mdjtarticuliéres newtoniennes. Les courbes pour
les fluides de Carreau sont pour les plus faibldeurs de n réparties entre le cas newtonien aansta
et le cas loi de puissance en (I#Belon la valeur du parametre
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1.5- B

*  Fluide de Carreau - approche numérique
1r *  Fluide de Carreau - approche asymptotique
Fluide de Carreau - approche phénoménologique
—— Fluide newtonien - approche phénoménologique
0.51 -~~~ Fluide en loi de puissance - approche phénomémpieg
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Fig. 28. Rapport de la célérité des ondes a la viige de la surface libre en fonction die2.
Cas d'un fluide de Carreati$ 10° etn = 0.5), d’un fluide newtonien et d’un fluide en tte puissancen(= 0.5).

3.5

2.5

g
S
&
L5r —— Fluid newtonien
—©— Fluide de Carreaul- = 0.5
1k — Fluide de Carreaul== 1
—4— Fluide de Carreaul:=1.5
- =+ - Fluide en loi de puissance
0.5r B

0 | | | | | | | | |
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n
Fig. 29. Rapport de la célérité des ondes a la viige de la surface libre en fonction de.
Cas d'un fluide de Carreati£ 10° etL = 0.5, 1 et 1.5), d'un fluide newtonien et d’unidle en loi de puissance.

Tous les termes de la relati¢8.41) sont connus a lissue du calcul numérique du chdmase.
Ceci représente un des avantages de cette méthodermne des renseignements sur des grandeurs
liées a la stabilité (dans ce cas la célérité aeescs) en se limitant au calcul du champ de base. De
plus, I'équation(3.41) est une relation générale, pas seulement limitée nodele rhéologique. Il
s’agit donc d’'une extension du modele de Smith Q1 20tous les modéles purement visqueux. Il met
en lumiére I'importance de la prise en compte dietsede la perturbation de viscosité induite e |
perturbations de vitesses de I'écoulement.

Nos résultats sont en accord avec ceux de Nataal.(2007), qui montrent aussi I'importance de la
prise en compte de la perturbation de viscositpelde viscosité tangente, a travers une étude de
stabilité linéaire d’'un écoulement de type Poidewdlun fluide de Carreau. Les auteurs montrent que
la non prise en compte de cet effet de la rhéafum pour conséquence une surévaluation du seuil d
stabilité.

Notons que, comme le soulignait Smith (1990) dansals de fluides newtoniens, le terme d'inertie,
qui est responsable de la déstabilisation de I'éooent, est proportionnel@—U(0). Par conséquent,
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3. Effet des propriétés rhéofluidifiantes du flugle la stabilité du film 66

au vu de I'évolution du rappock/U(0) pour les fluides rhéofluidifiants, nous pouvamsdéduire que
les termes d’inertie augmentent lorsque les progsiéhéofluidifantes du fluide augmentent, et
deviennent de plus en plus dominant par rappogradient de pression stabilisant. Cette observation
fournit donc une explication sur la diminution deslils de stabilité dans le cas d’'une seule codehe
fluide rhéofluidifiant : le transport par le chardp base dans le repére lié a 'onde, proportioanel
cr— U(0), est plus important pour un fluide rhéofluidiit que pour un fluide newtonien.

3.5 Cas des petits angles d’'inclinaison B<0.5

Les courbes de stabilité donnant le nombre de Regnwitique en fonction du nombre d’onde
pour un petit angle d’inclinaisof = 0.3, sont présentées sur la Fig. 30. Dans ce paragraphe
avons fixé le parametre dimensionaede la loi de Carreau au lieu du paramétrélous faisons ce
choix car il permet une visualisation plus aisée mh@des de cisaillement. Sur cette figure, les deux
courbes neutres correspondent a un fluide newtgmdem les traits pointillésd= 0) et a un fluide
rhéofluidifiant pour les traits plein:i & 0.5,0= 0.1 etl = 0.1). Toutes deux présentent deux minima
en termes de nombres de Reynolds, dont les vagmnsindiquées sur la figure. Pour les fluides
newtoniens, Benjamin (1957) a identifié les indttds qui se manifestaient & trés grandes longueur
d’onde comme des modes de surface. Flgrgaral. (1987) a identifié par la suite un second type
d’instabilités, les modes de cisaillement, qui eeanifestent que pour de petits angles d'incloras
tels queB < 0.5'. Ces instabilités ont une longueur d'onaleactéristique de I'ordre de I'épaisseur de la
couche et une vitesse de phasiférieure a la vitesse de la surface libi(@).

10
R e 2 500
0=0.1
100 L Re = 690
-1
5 10 ¢
2
10 ¢
Re =396(
-3
10 3
10

Re
Fig. 30. Courbes neutres de stabilité poy=0.3.1=10°% n=0.5.

Les résultats de la Fig. 30 montrent clairementdpres le cas d'un fluide newtonien, le mode le plus
instable est un mode de surface alors que darasldwcfluide rhéofluidifiant, le mode le plus ifd&a
est un mode de cisaillement. Pour illustrer celtésunous avons représenté I'évolution du taux de
croissance des ondeg = ac, en fonction du nombre d’onde sur la Fig. 31 (a) pour un fluide
newtonien §= 0) et sur la Fig. 31 (b) pour le fluide rhéodlifiant (o= 0.1).
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(b)

------- made de surface
made de cisaillernent

raode de surface
rande de cisaillernent
_6 Il 1 1 _E L 1 L I

] 0.5 1 L5 2 15 0 0s 1 15 2 25

Fig. 31. Taux de croissancey en fonction du nombre d’ondea pour = 0.3.
1=0.1,n=05¢et (ap =0 etRe= 9500 (b)Y = 0.1 etRe= 6000

Les valeurs du nombre de Reynolds pour lesqueties grésentées ces courbes sont choisies de
maniére a n'avoir la croissance que de l'un dex dgoes d’instabilités. A partir de la Fig. 31 (a)
constate que le seul taux de croissance positifedst d’une instabilité de nombre d’onde de I'erdr
de 2. Les résultats pour ce cas sont réesumes eldrableau 2 d’apres lequel on note que la céldeté
I'onde est inférieure a la vitesse a la surfaceslit qu’il s’agit donc d’'un mode de cisaillement.

o a Re U(y=0) Cr Type d'instabilité
0 2.05 9500 0.440 0.173 Mode de cisaillement
0.1 0.00255 6000 0.246 2.406 Mode de surface

Tableau 2. Type d'instabilité pour 8= 0.3,1 =0.1,n = 0.5 en rapport avec la Fig. 30.

Au contraire, sur la Fig. 31 (b), on remarque cuenbde de surface se développe avec un nombre
d’'ondea proche de zéro. La surface libre a dans ce casitesse supérieure a la vitesse de phase des
ondes. Les mémes courbes de stabilité neutre songds sur la Fig. 32 avec un angle 1 pour un
fluide newtonien §= 0) ainsi que pour un fluide rhéofluidifiamt € 0.5 etd = 0.05).

10 .

=) ETTasa
= |
— =005 e LR_E_ = 42(10_
0
10
S g
10 ¢
2
10 ¢
3
10

Re
Fig. 32. Courbes neutres de stabilité poy8=1'.1 = 10° n=0.5.

Sur cette figure, on observe une prédominance dekesnde surface qui se déclenchent toujours pour
des nombres de Reynolds critiques inférieurs a asx modes de cisaillement. Pour cet angle
d’inclinaisong = 1', il est probable que ce comportement restal@ble quelle que soit la valeur de

les seuls modes a se développer seront des modesfaee (voir le Tableau 3).
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o a Re U(y=0) Cr Type d’instabilité
0 0.01 2000 0.232 2.311 Mode de surface
0.05 0.001 4000 0.283 2.027 Mode de surface

Tableau 3. Type d'instabilité pour 8= 1,1 = 0.1,n = 0.5 en rapport avec la Fig. 32.

A partir de ces résultats il apparait clairemeng dp stabilité de la couche est influencée par la

distribution de la viscosité le long de I'épaissdarla couche et que celle ci peut changer la eatur

mode d’instabilité dominant. Cependant cette pggprdisparait dés que I'angle d'inclinaison devient

supérieur a 0.5

Il existe par ailleurs pour chaque valeur du pategmeun angle d'inclinaison seuft, au-dela duquel
le mode dominant devient le mode de surface. Damrad newtoniens(= 0), Floryan et al.(1987)
ont obtenu pour cet angle sefil = 0.5'. Nous avons montré ici que la valeur de ogleaseuil est
abaissée pour un fluide rhéofluidifiant : elle ie$érieure a 0.3' pou¥ = 0.1.

Soulignons qu'une grande partie de ces résultatsecnant la stabilité d’'un film de fluide de Camea
s'écoulant sur un plan incliné a été publiée dantidle de Roussett al.(2007).
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CHAPITRE 4.

RESULTATS DU PROBLEME

A DEUX COUCHES

Nous étudions dans cette partie I'influence desggaux paramétres du probléme sur la stabilité de
I'écoulement a double couche représenté sur la33gll s'agit de faire ressortir, pour différentes
positions de la (ou des) couche(s) de fluide rhuggifiant, I'influence des grandeurs suivantes :

le rapportQ; du débit de la couche supérieure par rapport ait téhl,

le rapport des viscositds,

le rapport des masses volumiqukk entre la couche supérieure et la couche
inférieure, ainsi que,

les tensions de surface et d'interfagest T.

Dans cette partie, I'angle d’inclinaison n’est plusparametre. Nous le fixons a 0.2 radian (~1a8).
choix est motivé par deux raisons: cette valeuegeuve dans beaucoup des travaux de la littératur
nous permettant donc d'envisager des comparaisbabe correspond a des inclinaisons utilisées dan
l'industrie. Effectivement, chez Kodak par exemples angles compris entre 5° et 15° sont utilisés
pour le couchage des films photographiques.

Fig. 33. Schéma du probléme a deux couches.
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Nous avons nommé les différentes configuration®ldgiques pour les référencer plus facilement.
Ainsi, par exemple, la configuratidWR signifie que la couche supérieure est constituge fiuide
newtonien N) et la couche inférieure d’'un fluide rhéofluidifta(R). Le schéma suivant définit les
guatre configurations étudiées :

Couche \ Couche \
H, Ty
Couche 2 /Uldenewtom Couche 2 Iderhé?f/uid,-f-
F/ujd e F/dee lang
e ne/'/torl/m naﬂ/tonim
CONFIGURATION N/N CONFIGURATION R/N
Couche \ Couche N
Fly; Uida pp
Couche 2 L”dena/wom Couche 2 der, hQ)f/ul-dl. »
F/Llidel'h’ e F/u,derh B ,a7t
CONFIGURATION N/R CONFIGURATION R/R

Fig. 34. Schéma des différentes configurations rhiagiques étudiées et leur nom.

Nous avons donc envisagé toutes les configuratibéslogiques possibles. Ainsi nous ne nous
sommes pas arrétés a des applications spécifimags tout est envisageable. Par exemple dans le cas
d'un polymeére en solution dans un solvant, le salugigre vers le haut, stratifiant ainsi I'écouleme
puis s'évapore. Selon la rhéologie de ce solvarduepolymére en question, on peut envisager
différentes configurations. De méme dans le cd@gplication d'une couche de vernis sur une couche
de peinture, selon la composition et la dilutionctlacun, on pourrait les considérer indépendamment
comme un fluide newtonien ou rhéofluidifiant.

Rappelons que I'étude de stabilité linéaire surxdeauches de fluides newtoniens de Chen (1993)
montre que la stratification en viscosité influeficdement la stabilité de I'écoulement. En eftins

le cas d’'une couche moins visqueuse adjacentpartd du fond, on observe des modes d'interface se
déclenchant sans inertie (lubrication effect) algue dans le cas inverse, ce seront des modes de
surface qui se déclenchent généralement a nombReweolds petit mais non nul. On propose donc
de diviser cette étude en deux sous-parties disSraorrespondant a deux rapports de viscosité
inverses :E; = 2.5 puisg; = 0.4. Dans chacune de ces parties on détailesaetfets des autres
parameétres.

Afin de valider nos calculs dans le cas newtonies comparons nos courbes de stabilité neutre a
celles données dans la littérature par Chen (1988)r les fluides rhéofluidifiants, les comparason
sont plus difficiles. Ces difficultés sont inhéresita la nature du probleme étudié. En effet, danad

de fluides rhéofluidifiants, a débi@Q; constant, I'épaisseur des couches varie avec ldiesa
parameétres, et ne peut pas étre choisie directecoemine grandeur de référence. Une comparaison
avec les résultats de Weinstein (1990) sur le chdenpase pour le cas d’un fluide de Carreau dans la
couche inférieure est portée en annexe.

Millet Séverine 07 décembre 2007
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1 ETUDE DU CHAMP DE BASE

L'objectif ici est d’'analyser les effets de chacdes parametres du probleme sur I'épaisseur des
couches, la vitesse du champ de base, le tausdilarinent et la viscosité locale. En effet, madife
configuration rhéologique, le rapport des viscaskg ou des densitéldl;, le débitQ; peut avoir un
effet non négligeable sur ces grandeurs. Soulig@oos niveau que les tensions de surfBcet T,
n’'ont pas d'influence sur le champ de base.

1.1 Cas de deux fluides newtoniens

Rappelons brievement ici le systéme a résoudre fxétablissement du champ de base. En régime
établi, I'équilibre entre contrainte de cisaillerhehgradient de pression hydrostatique s’écrit :

27(n-1)/2
n, dy, =-M,y+C, avecr, = E4 I, +( + |k)[ }(Lkddl;k) }

dy (4.2)
C,=0etC,=d (1 M,).

Les conditions d'adhérence et de continuité du ghdewvitesse s'écrivent :
U,(y,)=0, (4.2)
U, (v1) =U,( ), (4.3)

et la conservation du débit :
Y1 Y2

Q=Q+Q =] Udyr[" Udy=1. (4.4)

Pour le cas ou les deux fluides sont newtonienss mvons des viscosités constantes dans chacune des
couches. Le systéme (4.1)-(4.4) peut donc étrduéstmlytiquement. Les taux de cisaillement et les
vitesses s’'écrivent:

ouU M

ayl(y)=—,7—1y

ouU 1l d (4.5
2(y)=——y+—L(1- M

Y (y) 2y 2( )

Md?  Mdd, , d
2, 7, 2,

-1 +i - +—— 2 +
U,(y) = Z%yz ,72(1 M,)y 2ﬂ(olz ¢?)+ 2 " Mg+ g)

U =52V
! (4.6)

Le taux de cisaillement a une pente négative eftaate dont la norme est proportionnelle a l'ingers
de la viscosité de la couche. Les épaisseurs dashesd; et d, sont calculées a partir des débits
imposés; etQ,. Les débits s’écrivent :

Q=prd?+ M d2d+

3, f72 27,
1

, =—d,? d?

Q 3, + d1

4.7)
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1.2 Cas des fluides rhéofluidifiants

Dans le cas de fluides rhéofluidifiants, on ne peatlheureusement pas obtenir analytiquement
I'expression des profils de vitesse. Le systemeaubéions (4.1), (4.2), (4.3) et (4.4) est résolu
numériqguement pour déterminer le champ de viteedeaddJ,(y) et les épaisseurk des différentes
couches du film.

Comme nous l'avons précisé au début de ce chagares le cas de I'écoulement bicouche de fluides
rhéofluidifiants, nous avons trois configuration®sgibles R/N, N/R et R/R. Pour chaque
configuration rhéologique, nous nous intéressons particulierement a la viscosité locgle au taux

de cisaillement localU,/dy et au champ de vitessdg, dans chacune des couches 1, 2. Dans tous
les cas, nous comparons ces grandeurs au cas dauesouches sont newtoniennes (configuration
N/N). Sur la Fig. 35, nous présentons les résultata denfigurationR/N.

0

(b)

0.2
0.4

0.6 T

0.8

1

1.2

1.4

0.2 0.4 0.6 0.8 1 -2 -1.5 04 06 08 1 12
Viscosité Taux de cisaillement Vitesse de base
Fig. 35. Comparaison des champs de base entre Ianfiguration N/N et la configuration R/N.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongigaourQ; = 0.65,5=0.2
rad,l; = I, = 10% Ca=Ca,= 0, E; = 0.4 etM, = 0.85 pour deux configurations rhéologiques déffées :
————— N/N (Ll = L2 =0 etnl =Ny = 1),
_— R/N (Ll = 0.8,n1 = 0.2,L2 =0 etn2 = 1)

Quand le fluide de la couche supérieure est rhi@ifient, la viscosités; est réduite dans cette
couche, d’autant plus que la valeur absolue du deusisaillement local est forte. L'épaisseude la
coucheest dans ce cas plus fine que lorsque le fluiden@stonien du fait de la diminution de la
viscosité et de l'augmentation de la vitesse quirésulte. La valeur de la vitesse au niveau de
l'interface est cependant plus faible que dansakerewtonien. L'épaisseds de la couche inférieure
change elle aussi: elle est Iégerement augmentéie qoonpenser le ralentissement de la vitesse de
I'interface U,(d;). Malgré cela, I'épaisseur totale de I'écoulemesttréduite.

Sur la Fig. 36 nous présentons les résultats dowda couche inférieure est rhéofluidifiante. Plaur
couche inférieure, on remarque une évolution sénglb toutes les grandeurs. Cette évolution est
typique de la rhéofluidification. Elle conduit a :

- une diminution de la viscosité liée au cisaillemeal,

- une augmentation en valeur absolue du taux ddleisant et de la vitesse moyenne débitante,

- une diminution de I'épaissedsde la couche du bas.

Pour le fluide newtonien de la couche supériewealx de cisaillemerdU,/dy garde la méme pente
par rapport & la configuratioN/N, donc la méme courbure des profils de vitesse.\litesses par
contre sont plus fortes & cause de I'accélératohimterface liée a la rhéofluidification de lawhe
inférieure. L'épaisseurd; est donc réduite pour conserver le déQit L’'épaisseur totale de
I’écoulement diminue en passant des configurathié & N/R L’évolution due au changement de
rhéologie est plus conséquente quand la coucheenuée se trouve pres du fond car elle est le siége
de plus fortes contraintes de cisaillement.
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Fig. 36. Comparaison des champs de base entre lanfiguration N/N et la configuration N/R.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongiguaurQ; = 0.65,5=10.2
rad,l; =1, = 10% Ca;=Ca,=0, E; = 0.4 etM; = 0.85 pour deux configurations rhéologiques diffées :

————— N/N (Ll = L2 =0 etn;=n, = 1),

_— N/R (L2 = 0.8,n2 = O.Z,Ll =0 etn, = 1)

Lorsque les deux fluides sont rhéofluidifiants (figaration R/R), nous obtenons les champs présentés
sur la Fig. 37. On note dans ce cas des comportenggobalement similaires a ceux observés
précédemment dans chacune des couches de fluidedluitlifiants : accélération de la vitesse
moyenne, diminution de I'épaisseur, augmentationaeur absolue du cisaillement et diminution de
la viscosité localisée sur les zones de fort desaiént.

(b) | () /

-2 15 -1 -0.5 00 02 04 06 08 1 12
Viscosité Taux de cisaillement Vitesse de base
Fig. 37. Comparaison des champs de base entre |lanfiguration N/N et la configuration R/R.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongiguaurQ; = 0.65,5=10.2
rad,l; =1, = 10% Ca= Ca,= 0, E; = 0.4 etM; = 0.85 pour deux configurations rhéologiques déffées :
————— N/N (Ll = L2 =0 etn;=n, = 1),
_— R/R(Ll = L2 = 0.8,”1 =Ny, = 02)

Finalement, on peut noter & partir de ces résutfaéslorsque I'une des couches passe d’'un flliide
newtonien a un fluide rhéofluidifiant, la fagcon dd& champ de vitesse de base s’adapte dépend|de la
position de cette couche : s'il s'agit de la coushpérieure, la vitesse de la surface libre aurdatece

a augmenter de maniere plus significative querairdition de I'épaisseur de la couche, alors que|s'i
s’agit de la couche inférieure, son épaisseur geraaffectée que la vitesse de l'interface. Sowlits

gque ce comportement ne concerne que le cas difictatn en viscosité pour lequil <1.
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1.3 Influence du rapport des viscosités E:

Les résultats de la littérature montrent que lgoaE; des viscosités entre les couches joue un role
important dans la stabilité de films superposéfiuddes newtoniens. Il est par conséquent important
d'analyser linfluence de ce paramétre sur la \8#ég le taux de cisaillement et la vitesse. Ces
grandeurs sont représentées pour deux rapportscleseE; inverses dans la configuratidiiN sur

la Fig. 38 et dans la configurati®iRsur la Fig. 39.
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Fig. 38. Comparaison des champs de base pour delwides newtoniens selon le rapport de viscosité,.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitkesse de base (c) en fonction de la profongeur =L, =0,n; =n, = 1,
Q,=0.65,=0.2rad); =1, = 10° Ca, = Ca,= 0 etM, = 0.85 pour deux rapports de viscosité différents

————— El = 04,
_ E, =2.5.
O |
0.2 (a)v‘
04 |
08| L----- 3

15 2 25 2 15 -1 -0.5 00 02 04 06 08 1 12
Viscosité Taux de cisaillement Vitesse de base
Fig. 39. Comparaison des champs de base pour deirides rhéofluidifiants selon le rapport de viscos$é E;.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champvitlesse de base (c) en fonction de la profongely =L, = 0.8,n; =n, =
0.2,Q;=0.65,8= 0.2 rad); =1, = 10°, Ca, = Ca,= 0 etM, = 0.85 pour deux rapports de viscosité différents
————— El = 04,
_— E,=25.

En considérant la continuité des contraintes dall@ment au niveau de l'interface entre les cosche
nous avons:
ouU ouU

’71a_y1(dl) =’72a_y2(d1) . (4.8)
Une inversion du rapport des viscosités newtonigipelonne donc lieu a la méme inversion pour le
rapport des taux de cisaillement de part et d’adérdinterface, et pour les tangentes aux praféds
vitesses ery = d;. On modifie essentiellement les profils de la ¢musupérieure qui subit I'inversion
de la viscosité. Quand on franchit I'interface,l@&€ouche 1 vers la couche 2, selon que le rajfort
des viscosités est inférieur ou supérieur a I'ynigé viscosité est respectivement augmentée ou
diminuée ; la valeur absolue du taux de cisaillenesh respectivement diminuée ou augmentée et le
profil des vitesses présente un angle rentrantadlast. D’'une maniere générale, les champs de la
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couche inférieure sont moins influencés par le oapf; des viscosités que ceux de la couche
supérieure. L'épaisseur totale des films augmentenéme temps qug;, du fait de I'évolution
prédominante dd;.

Les résultats du cas ou les deux fluides sont hiédfants sont présentés sur la Fig. 39. On remar
gu’en inversant le rappol; des viscosités, les changements dans les prefilslifférentes grandeurs
sont qualitativement similaires a la configuratldfiN. Néanmoins ces changements, notamment dans
la couche supérieure, sont accentués par les ptéprihéofluidifiantes des fluides. En effet, oteno
une tendance a I'accroissement de I'écart entre@dé=urs locales des taux de cisaillements (et donc
aussi des viscosités) dans la couche supérieure kst deux cas. Les effets observés dans le cas
newtonien sont donc renforcés avec en particulieramincissement plus marqué de la couche
supérieure.

Le rapport de viscosité a pour effet de modifiechamp de vitesse principalement dans la codche
supérieure. A mesure qu’on augmemge la vitesse devient plus uniforme sur I'épaisse@rcette
couche (le cisaillement diminue), la valeur moyedada vitesse diminue et la couche s’épaissit.

1.4 Influence du débit Q

Le débitQ; représente la part du débit to€@ qui s’écoule dans la couche supérieure. Les épatss
des couches sont déterminées a partir de ce dédis, leur évolution n’est pas linéaire avec ceiui-c
Nous avons observé qualitativement dans un preteieps l'effet deQ; sur les épaisseurs des
couches et les vitesses des interfaces, puis nuus sommes attachés a établir la relation entre le
rapportQ,/Q, des débits et le rappatt/d, des épaisseurs entre les couches.

Comme nous avons pu le constater dans les paragraghBcédents, les parametres significatifs de
I’écoulement peuvent se réduire a I'épaisseur dashes et a la vitesse aux interfaces, car ceargale
nous donnent des indications sur la forme deslproé vitesse. La Fig. 40 présente les épaissesrs d
couchedl;, d, et du film entier d;+d,) en fonction du débi®; dans les 4 configurations rhéologiques
N/N, R/N, N/Ret R/RpourE; = 0.4,M; = 0.85. La Fig. 41 présente les vitesses a lasetibre et &
I'interface pour les mémes parametres et montret fgs quatre configurations, I'influence du débit
quand le fluide de la couche supérieure est le sna@sgueux.

1.8

1.6~ —

1.4- | —— d1 - Config. N/N
— d1 - Config. R/IN
—5— d, - Config. N/R

1.2 7 —+— d - Config. RIR

- -G -d,- Config. N/N
o 1F B — —x — d, - Config. RIN
-0 -d,- Config. N/R

- - dz' Config. RIR

n —c— dl+d2 - Config. N/N
—— d1+d2 - Config. R/IN
R d1+d2 - Config. N/R
S d1+d2 - Config. RIR

0.8

0.6

I I I I
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.2 L L

Ql
Fig. 40. Epaisseur des couchet, d, et d;+d, dans les configurationsN/N , R/N , N/R et R/R en fonction du débitQ;
dans le ca€; = 0.4.
£=0.2rad); =1, = 10% Ca = Ca,= 0,M; = 0.85 et les paramétres rhéologiques :
L, =0,n,= 1 si la couch& est newtonienne,
L, =0.8,n,= 0.2 si la couchk est rhéofluidifiante.
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Fig. 41. Vitesse de la surface libr&J,(0) et vitesse de l'interfacdJ,(d,) dans les configurationN/N , R/N , N/R et R/R
en fonction du débitQ, dans le cass; = 0.4.
£=0.2rad); =1,=10% Ca; = Ca,= 0,M; = 0.85 et les paramétres rhéologiques:
L, =0,n,= 1 si la couché& est newtonienne,
L, = 0.8,n,= 0.2 si la couchk est rhéofluidifiante.

D’une maniéere générale, on note d’apres ces coupbesa mesure qu@; augmente, quelle que soit
la configuration, nous avons:

- un épaississement de la couche supérieure,

- un amincissement de la couche inférieure,

- une diminution de I'épaisseur totale,

- une accélération de la vitesse a la surface libre,

- un ralentissement de la vitesse a l'interface dage€ouches.
La diminution de I'épaisseur totale de I'écoulemeqiand Q; augmente traduit le fait que
'augmentation de I'épaisseur de la couche supégiest moins rapide que la diminution de celleade |
couche inférieure cdp, diminue lorsque); augmente. Ceci semble signifier que les modificetide
I'épaisseur des couches touchent prioritairementilédes les plus visqueux.

Dans le cas ou le fluide de la couche supérieuterhgfluidifiant, on remarque une plus forte
accélération de la vitesse a la surface libre logsg augmente, ainsi qu’une augmentation, moins
rapide que dans le c&8N, de I'épaisseur de la couche supérieure. Aindgdulement s’adapte aux
propriétés rhéofluidifiantes du fluide de la couchgérieure par une augmentation de la vitesse plus
significative que celle de I'épaisseur.

Lorsque le fluide de la couche inférieure est rhadifiant (N/R), I'épaisseur de la couche supérieure
n'est pratiquement pas modifiée alors que celléadmuche inférieure devient nettement plus faible.
Cet écart est plus marqué pour les faibles dédijt¢forts débitsQ, du fluide rhéofluidifiant). Par
conséquent, I'épaisseur totale de I'écoulementimiquand le déb®, augmente. La vitesse de la
surface libre ne subit qu'une faible augmentatinégligeable pour les forts débi€g;. On note
également que la vitesse de l'interface est plasdg que dans le cBEBN et que cet écart ne semble
pas étre influencé par la valeur du dépjt D’'une maniere générale, on retrouve ainsi I'effetla
configuration rhéologique quand le fluide de la dwi inférieure est rhéofluidifiant: I'épaisseur est
plus affectée que la vitesse de l'interface.

Finalement nous considérons l'effet du déDitsur les champs de base lorsque les fluides des deu
couches sont des fluides de CarrgalR(. Concernant les épaisseurs et les vitesses tigfates, on
peut noter que chaque couche évolue comme darenfggeration rhéologique ou elle est la seule
couche rhéofluidifiante. Nous avons en effet :

- I'épaisseurd; et la vitesse a la surface libre qui évoluent cenalans la configuratioR/N,

- I'épaisseud, et la vitesse a I'interface qui évoluent commesdarconfiguratiolN/R
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Les modifications de ces grandeurs dans leRi&semblent étre la somme des évolutions dans les

configurationsR/N et N/R Il en résulte une évolution constante de I'égmis totale de I'écoulement

par rapport au cas/N, quelle que soit la valeur

.

L’évolution des champs quand le fluide de la cousln@erieure est le plus visqueux, $8it1, s'avere
assez différente, nous renouvelons I'étude prédcédqeur le cag; = 2.5.

—— dl-Config.
—x— d - Config.

- Config.
- Config.

N/N
RIN
N/R
R/IR

- O - d2 - Config.
— = - d2 Config.
- 03 - d2 Config.
- Config.

N/N
RIN
N/R
R/R

—c— d1+d2 - Config. N/N
— d1+d2 - Config. R/IN
— 05— d1+d2 - Config. N/R
- d1+d2 - Config. RIR

1.8y
1.61
al E/M/
1.2- / H
& /
= N %
X 1 ~ ~
o r B ~
R & R / %
=N So /
0sl NN %/
> N
?@\/ .
0.6F AN
& 2
~ N N
= LSRN
0.4 %/ > N ®
8
0.2\ L L L L L L
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Q

Fig. 42. Epaisseur des couchas, d, et d;+d, dans les configurationsN/N , R/N , N/R et R/R

dans le ca€; = 2.5.

£=0.2rad}); =1, = 10% Ca = Ca,= 0,M; = 0.85 et les paramétres rhéologiques :

L, =0,n,= 1 si la couch& est newtonienne,

L, =0.8,n,= 0.2 si la couchk est rhéofluidifiante.
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Fig. 43. Vitesse de la surface libr&J,(0) et vitesse de l'interfacdJ,(d,) dans les configurationsN/N , R/N , N/R et R/R

en fonction du débitQ; dans le cak; = 2.5

£=0.2rad]; =1,=10% Ca; = Ca,= 0,M; = 0.85 et les paramétres rhéologiques:

L, =0,n,= 1 si la couché& est newtonienne,
L, = 0.8,n,= 0.2 si la couchk est rhéofluidifiante.
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Sur les Fig. 42 et Fig. 43 présentant les épaissetirvitesses d'interfaces pour toutes les
configurations en considérat = 2.5, on constate quaq augmente :

- un épaississement de la couche supérieure,

- un amincissement de la couche inférieure,

- uneaugmentationde I'épaisseur totale,

- unralentissementde la surface libre,

- un ralentissement de l'interface entre les couches.

Les différences par rapport a la stratificationeirse en viscosité sont portées en gras. Le fait que
I'épaisseur totale augmente avec le d€himontre que I'épaisseur de la couche supérieurmentp
plus vite que la couche inférieure ne s’amincifpfsmant notre remarque précédente selon laquelle
I'épaisseur d’'une couche est d’autant plus infléenpar son débit que le fluide qu’elle contient est
visqueux. Le ralentissement de la surface libreagstsi lié au fait que I'épaisseur de la couche
supérieure augmente trés rapidement : la surface dist ralentie pour conserver le dépit

Par ailleurs, avec cette stratification en visé&siin note sur les Fig. 42 et Fig. 43 que le chaege

de la nature du fluide de newtonien a rhéofluidifidans la couche supérieure a trés peu d’effdesur
champs de base, quel que soit le déhitCeci est du aux faibles taux de cisaillement dar®uche
supérieure, résultant de I'effet combiné de latification en viscosité et de la présence de lfaser
libre (cisaillement nul ely = 0). A paramétreg, et n, équivalents, la viscosité locale est beaucoup
moins influencée que dans le das= 0.4. Ainsi les champs de base dans les contignsaN/N et
R/N sont trés proches.

Quand la rhéologie de la couche inférieure est fitmden passant de la configuratid/iN a N/R, on
constate que I'épaisseur des deux couches dimDette diminution est fonction du déelfy: la
variation de I'épaisseud; est d'autant plus importante que le dépitest grand alors que I'épaisseur
d, est surtout influencée par les faibles dékits La différence majeure avec I'évolution du cas
inverse en viscosité (Fig. 40 et Fig. 41) est gépalisseurd; de la couche supérieure est fortement
diminuée alors qu’elle est constituée d’'un fluigavionien. On peut expliquer cette différence par le
fait que la pente du taux de cisaillement est éaibk champ de vitesse est ainsi relativement tmio
dans la couche supérieure, et cela impose une t@mloonséquente de son épaisseur des que les
conditions aux limites varient pour conserver leitd€);. Nous observons donc une évolution
conjointe de I'épaisseur des deux couches et idesses des deux interfaces quand on passe d'une
configurationN/N aN/R.

Enfin sur les Fig. 42 et Fig. 43 on constate pawdnfiguratiorR/R les mémes évolutions que dans la
configurationN/R étudiée juste avant. Comme l'introduction dansdache supérieure d’un fluide de
Carreau n’a pratiquement aucun effet sur les chatagsase, on peut conclure une nouvelle fois a une
addition des effets obtenus dans les configurati@fid et N/R pour obtenir les champs de la
configurationR/R De plus, la modification de I'épaisseur totalel'deoulement n'est pas beaucoup
influencée par la valeur du déki.

Ces observations confirment les comportements wésedans les sections précédentes concernant
l'influence de la configuration rhéologique et dyport de viscositi;.

Dans la majorité des études de stabilité de filmdtioouches de fluides newtoniens, I'une des
variables de I'étude est le rapport des épaisskldsentre les couches. Cependant, ce rapport ne peut
pas étre un parameétre de I'étude, il est remplacde débitQ,. Il nous parait important d’étudier
I'influence du rapportd,/d, des épaisseurs entre les couches en fonction ghonta,/Q, entre les
débits. La Fig. 44 donne ces courbes pour lesrdiftés configurations rhéologiques et pour legas

= 0.4 etE; = 2.5.
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Fig. 44. Rapport d'épaisseurdd,/d, entre les couches en fonction du rapport des débiimposés en entré€.,/Q, dans
chacune des configurations rhéologiques poul; = 0.4 etE; = 2.5.
B=0.2 radM; = 0.85.

Le rapport d'épaisseurs/d, évolue moins rapidement que le rapport des dé€hit3,. On retrouve les

tendances observées précédemment quand la cotifigutaéologique change :

- Quand la rhéologie de la couche supérieure estfidedle newtonienne a rhéofluidifiante (dAN
aR/NetN/RaR/R, il n'y a pratiquement pas d’évolution des épaiss quands; = 2.5 et une
diminution de I'épaisseur de cette couche gour 0.4,

- Quand le fluide de la couche supérieure changeedgonien a rhéofluidifiant (d&/N a N/R et
R/N a R/R I'épaisseur de la couche inférieure diminue, pgmant la méme augmentation du
rapport des épaisseurs quelle que soit la rhéolbgiea couche supérieure. Cette augmentation est
plus forte quand; = 2.5.

- de la configurationN/N a R/R: pour E; = 0.4, la réduction du rapport d’'épaisseurs perdeet
conclure que la couche supérieure subit un amiercient plus rapide que la couche inférieure, et
ceci est conforme a nos conclusions précédentgsrdement quand; = 2.5, le rapport des
épaisseurs augmente tout comme pour le passagiNdeN/R

L’influence du débitQ; est non négligeable sur les champs de base épégsseurs des couches. Les
effets des autres paramétres (rapport des visspgisdametres rhéologiques...) sont plus ou mpins
marqueés suivant la valeur du déQitchoisie.

15 Influence du rapport de densités M

Le dernier paramétre pouvant avoir une influenedesichamps de base est le rappbrties densités
entre les couches. Les Fig. 45 et Fig. 46 donmsnpiiofils de la viscosité, du taux de cisaillenetrie
champ de vitesses de base en fonction de la prefwnd pour les configurationdN/N et R/R
respectivement et pour deux valeurs différentesagdport des densitdd,.
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Fig. 45. Comparaison des champs de base pour deunidies newtoniens selon le rapport de densitd, dans le cas€ ;

=0.4.

Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champviiesse de base (c) en fonction de la profonglely =L, = 0,n; =n, =
1,8=0.2rad], =1, =10% Ca; = Ca,= 0 etQ, = 0.65 pour deux rapports de densité différents :
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Fig. 46. Comparaison des champs de base pour deduides rhéofluidifiants selon le rapport de densitéVl; dans le cas
E,=04.
Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongely =L, = 0.8,n, =n, =
0.2,8=0.2rad); =1,=10% Ca, = Ca,= 0 etQ, = 0.65 pour deux rapports de densité différents :

- Ml =0.85,
M, = 0.99.

Le rapport des densitél; a un effet sur les valeurs des vitesses et dulleisant dans la
configurationN/N: quandM; augmente, le cisaillement maximal en valeur alesdins chacune des

couches augmente ainsi que la vitesse a la sulifareeet a l'interface. Pour ces raisons, les deux

couches s’amincissent. Dans le &R les pics de cisaillement s’écartent un peu plus pes deux
valeurs deM; étudiées, et les effets décrits ci-dessus se tmaeEentué.

Les profils des différentes grandeurs sont présesté les Fig. 47 et Fig. 48 pour la stratification
inverse en viscosité, c'est-a-dire pdtyr= 2.5. lls conduisent aux mémes conclusions coRcér

I'influ

ence deM;.
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Fig. 47. Comparaison des champs de base pour deunidies newtoniens selon le rapport de densitd, dans le cas€ ;

Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitkesse de base (c) en fonction de la profongely =L, =0,n; =n, = 1,

=25.
£=0.2rad); =1, =10% Ca = Ca,= 0 etQ, = 0.65 pour deux rapports de densité différents :
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Fig. 48. Comparaison des champs de base pour deduides rhéofluidifiants selon le rapport de densitéVl; dans le cas

Viscosité

E,=25.

Viscosité (a), taux de cisaillement (b) et champitiesse de base (c) en fonction de la profongely =L, =0.8,n; =n, =
0.2,8=0.2,1;=1,=10% Ca;= Ca,= 0 etQ, = 0.65 pour deux rapports de densité différents :
————— Ml =0.85,

—_— M = 0.99.

L’effet de 'augmentation du rapport des densitésconsiste en une diminution de I'épaisseur gdes
couches et une augmentation de la vitesse. Cetestfée méme quelle que soit la couche ayantus |pl

forte viscosité newtonienngyy.
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2 ETUDE DE STABILITE - COUCHE INFERIEURE MOINS
VISQUEUSE (E;>1)

Nous étudions dans ce paragraphe I'influence dit,d@h du rapport de densitélsl;, et des tensions
de surfaceT; et d’'interfaceT, sur la stabilité de deux couches superposéesldaras ou la couche
inférieure est la moins visqueude; (>1). Les résultats de quatre configurations rigiglees sont
présentés en vue d’en extraire I'influence du medeéologique sur la stabilité.

Ainsi que le montrent les résultats de la littératdans le cas de deux couches de fluides newsnien
trois instabilités différentes sont susceptiblessdedéclencher lorsque >1. Elles sont issues des
deux modes les plus instables: le mode de surfate rmode d’interface. Le mode de surface peut
donner naissance a une instabilité de grande lemgd'®ende alors que le mode d'interface peut
permettre la croissance de deux instabilités @’da grande longueur d’onde et I'autre d’'une longue
d’onde de I'ordre de I'épaisseur des couches.

2.1 Influence du débit Q

On représente sur la Fig. 49 les cartes de stalbhnant les zones stabl& €t instables|] en
fonction du nombre d’onde et du nombre de Reynptds différents débitQ;.

La variation du débif); a un effet globalement identique sur la stabilitendode de surface pour
toutes les configurations rhéologiques : plus lbitddans la couche supérieure est grand, plus le
nombre de Reynolds critique du mode de surfacgraad, il est donc stabilisé.

Pour les modes d’interfaces, il faut dissocierdmportement des deux longueurs d’onde instables. On
note que, pour toutes les configurations, le madepgssede le seuil de déclenchement le plus faible
est le mode d'interface a grande longueur d’orde>(0). Ce mode peut permettre la croissance d’'une
instabilité sans inertieir(ertialess instability car il peut se déclencher méme dans leRas 0.
Lorsque le débiQ; augmente, la zone instable liée aux grandes lomgutonde s’étend, conduisant a
une augmentation du nombre d’'onde critique et du the croissance de ces ondes. Ces conclusions
sont en accord avec les courbes de la Fig. 50 margdes taux de croissance des modes de suiface e
d’interface en fonction du nombre d’onde pour l&éents débits étudiés et pour un nombre de
ReynoldsRe= 30, dans les cas ou les deux fluides sont neasnN/N) et celui ou le fluide de la
couche inférieure est rhéofluidifiamMifR).

En ce qui concerne les modes d'interface de longdemde modérée, la zone instable s’élargit et se
décale dans un premier temps vers les grandesdarga’onde (d€); = 0.35 a 0.65) puis, dans un
deuxiéme temps, évolue en sens inverse en élangisaaone instable du coté des petites longueurs
d’onde.

L’augmentation du débi®); a un effet récurrent sur les deux instabilitégdmde longueur d’onde|:
celles du mode de surface sont stabilisées etsadlieanode d’interface sont déstabilisées. Par €adintr
a un effet variable sur les longueurs d’onde masedl mode d’interface.
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Fig. 49. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour diff@nts rapports
de débitQ,; = 0.35, 0.65, 0.8, 0.9 &, = 0.85.
Résultats donnés pour les modes de surface a gaudiaterface a droite, avg€= 0.2 radl; =1, = 108 Ca = Ca,= 0,
E, = 2.5 et dans les configurations rhéologiquesasuas :
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/N (L, = 0.8,n, =0.2,L, =0 etn, = 1),
(c) ConfiguratiorN/R (L, =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2), (d) ConfiguratioR/R(L; =L, =0.8 etn; =n, = 0.2).
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(a) _ N/N ----- Mode de surface &:\\0.35 (b) _ N/R

0.02f,\ 035 —— Mode d'interface| 0.02H M1

Taux de croissance
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-0.04r W\ S Mode de surface |

—— Mode d’interface
L L L
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Fig. 50. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
rapports de débitQ, = 0.35, 0.65, 0.8, 0.8t M, = 0.85.

Re=30,8=0.2 rad); =1, = 10% Ca= Ca,= 0,E; = 2.5 et dans les configurations rhéologiquesasuas :

(a) ConfiguratioN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1) (b) Configuratioh/R(L; =0,n; =1,L,=0.8 eth, = 0.2).

Influence de la rhéologie du fluide:

En accord avec I'évolution des rapports d'épaissearfonction du rapport des délgQ, présentée
sur la Fig. 44, on note une nette ressemblance &drcas ou les deux fluides sont newtoniéihl)(

et celui ot seulement le fluide de la couche sepéei est rhéofluidifiantR/N). Les modes d’interface
de longueur d'onde modérée sont toutefois faiblénstabilisés quand le fluide de la couche
supérieure est rhéofluidifiant. De méme les cadesstabilité du cas ou seul le fluide de la couche
inférieure est rhéofluidifiantN/R) et celles du cas ou les deux fluides sont rhébfiants (R/R sont
identiques. C’est donc la rhéologie du fluide contedans la couche inférieure qui a le plus
d’influence sur la stabilité de I'écoulement: quahdst rhéofluidifiant, les seuils de déclenchemen
des modes de surface sont Iégérement abaissés mibties d’'interface de grande longueur d’onde
sont stabilisés. On observe également sur la Bida 4tabilisation de ces modes d’interface a grand
longueur d’onde induite par la rhéologie du flud#ela couche inférieure.

On remarque aussi que le seuil de déclenchemennddss de surface est beaucoup plus influencé
par le débitQ, quand le fluide contenu dans la couche infériestenewtonien, comme on peut le
constater en comparant les Fig. 49 (a) et (b) gggwort aux Fig. 49 (c) et (d).

L'augmentation du débi®, et donc I'éloignement relatif des deux interfadegar I'élargissement de
la couche supérieure a un effet déstabilisant esigtandes longueurs d’onde du mode d’interface
(Fig. 49). Par contre, le fait de passer dans lacloe inférieure d’'un fluide newtonien & un fluide
rhéofluidifiant, ce qui consiste aussi en relatdlaigner les deux interfaces (Fig. 44 p&yr= 2.5, et

les casN/N et N/R), stabilise au contraire les modes d'interface dades longueurs d'onde. Ceci
parait en contradiction avec I'effet stabilisant’degmentation du débi®, et montre que I'épaisseur
des couches n’est pas le seul facteur détermirmamtla stabilité du systéme.

Nous avons remarqué un comportement différent lmrdgs deux couches ont des densités proches,
M]_ =1,
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Fig. 51. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour difféents rapports

de débitQ, = 0.35, 0.65, 0.8, 0.9 &1, = 0.99.
£ =02radl; =1, = 10% Ca=Ca, = 0, E; = 2.5 pour les modes de surface & gauche et dioee & droite dans les

configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioN/R(L; =0,n; =1,L,=0.8 ein, = 0.2).

La Fig. 51 présente les cartes de stabilité comaceres deux configurations rhéologiqgi¢ et N/R
Quand le débiQ; augmente (entre 0.65 et 0.8), on note sur la Fida) que les deux zones instables
habituellement séparées par une zone stable sgnepbd pour de faibles nombres de Reynolds,
traduisant le rapprochement des deux pics de tawralssance des instabilités pouvant aller jusqu’a
la coalescence. On note parallélement I'apparitiame zone stable a faible nombre de Reynolds et
grand nombre d’onde® = 0.65, 0.8) dont la surface s’étend jusqu’a veejoindre I'autre zone de
stabilité Q, = 0.9). On a alors une seule instabilité de grdodgueur d’'onde comme illustré sur la
Fig. 52(a). QuandQ; augmente, le nombre d'onde de linstabilité de lmg d'onde modérée
diminue et se rapproche de celui de I'instabiligégdande longueur d’onde. Parallelement, son teux d
croissance diminue a partir d@;>0.65 et on observe la fusion des deux pics. Nowums ce
comportement a déja été montré pour le cas newtaies les travaux de Chen (1993).
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Fig. 52. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
rapports de débitQ, = 0.35, 0.65, 0.8, 0.9 &, = 0.99.

Re=2,£=0.2 rad); =1, = 10% Ca=Ca,= 0, E, = 2.5 et dans les configurations rhéologiquesanids :

(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioN/R(L; =0,n; = 1,L,=0.8 eth, = 0.2).

On peut noter a partir de la Fig. 51(b) que ce aotement se produit également quand la couche
inférieure est rhéofluidifiante, sans le regroupetes zones instables. Deux pics de croissance des
ondes d'interface pour deux longueurs d’'onde ditdi® sont toujours présents, comme le montre la
Fig. 52(b). Pour de trés petites valeurs Rie uniquement, les longueurs d'onde modérées sont
stabilisées et il n'existe qu’'une instabilité deampge longueur d’onde. Pour les deux autres
configurations rhéologiqgueR/N et R/R nous avons obtenu des comportements similaires
respectivement BI/N etN/R

Quand la couche inférieure est la moins visqueosst sa rhéologie qui contréle la stabilité [du
systéme. L’étude des champs de base a montré gadadeass; >1, la rhéofluidification de la couche
inférieure provoque principalement une diminuti@nsibn épaisseur (plus marquée que 'accélération
de l'interface). Cette diminution de I'épaissewmble favoriser :
— la stabilisation des grandes longueurs d’ondesidde d’interface,
— la déstabilisation du mode de surface.
On ne peut pas conclure d'une facon générale starigortement régulier pour les longueurs d’'onde
modérées du mode d'interface.

Les différences entre les Fig. 49 et Fig. 51 mantgeie le rapport de densités entre les coucheg a u
influence sur la stabilité. L'effet de ce paramédse présenté dans le paragraphe suivant.

2.2 Influence du rapport de densités M

Dans notre étude sur l'influence du rapport dessi@snM; entre les couches sur la stabilité de
I'écoulement de deux couches de fluides superppsées nous limitons aux cé%; <1 sans quoi la
couche supérieure deviendrait plus dense que laheoinférieure, cas pour lequel d’autres types
d’instabilités que celles auxquelles on s'intérepseirraient se développer (instabilités de type
Rayleigh-Taylor). Les résultats pour les quatrefigomations rhéologiques données plus haut sont
résumés sur les Fig. 53 (a)-(d).
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Fig. 53. Courbes de stabilité neutre en fonction doombre de Reynolds et du nombre d’onde pour difféents rapports
de densitéav; = 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.99.
£=0.2rad], =1,=10% Ca = Ca,= 0,E; = 2.5 etQ, = 0.65 pour les modes de surface & gauche eedféce a droite dans
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les configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1),
(c) ConfiguratiorN/R(L; =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2),

Millet Séverine

(b) ConfiguratioR/N(L, =0.8,n; =0.2,L, =0 etn, = 1),
(d) ConfiguratioR/R(L; =L, =0.8 etn; =n, = 0.2).
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Pour les modes de surface, I'analyse des cartstat#ité montre que le rapport des dendiies peu
d’influence sur leur seuil de déclenchement. Qued goit le rapporiM;, le mode critique est de
nouveau le mode dinterface de grande longueur déoeans inertie. Le nombre de Reynolds
maximum pour lequel ce mode est instable a tendarmiminuer quan®!; augmente, tandis que son
nombre d’ondex augmente. On constate effectivement sur les Hgyue I'aire de la zone instable
correspondant aux instabilités de grande longuéamde est globalement diminuée. De plus les
courbes neutres pour différents rapports de densiécroisent toutes pour un méme nombre de
Reynolds Re.ss qui se situe autour de 27 pour les cas (a) ett(B) pour les cas (c) et (d). On peut
résumer l'effet de 'augmentation du rapport degités M, sur la stabilité du mode d’interface de
grande longueur d’onde comme suit:

- pourRe< Re,ss il est déstabilisé et le nombre d’onde de l'ibgt# augmente,
- pourRe> Re,ss il est stabilisé et le nombre d’onde de l'insliébidiminue.

Par ailleurs, et conformément a ce qu’on peut oesesur la Fig. 54, 'augmentation du rapport des
densitédM; entre les couches déstabilise le mode d'interdatmgueur d’'onde modérée en abaissant
son seuil de déclenchement jusqu’a ce qu’il deveemnl Re, = 0) pour une valeur d&l; comprise
entre 0.9 et 0.95.

7 (b) _ N/R ------ Mode de surface

—— Mode d'interfacel

| (a) _ N/N ------ Mode de surface

—— Mode d'interface | 0.04

Taux de croissance
Taux de croissance
o
o
[

Fig. 54. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
rapports de densitésM, = 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.99Re = 20.

£=0.2radCa = Ca,= 0,1, =1,= 103 E; = 2.5 etQ, = 0.65 dans les configurations rhéologiques suagn

(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioN/R(L; = 0,n; = 1,L, = 0.8 eth, = 0.2).

Influence de la rhéologie :

La Fig. 54 résume également l'influence de la rbgiel du fluide de la couche inférieure. On observe
d’aprés cette figure que lorsque la couche inféei@st rhéofluidifiante, le taux de croissance aulen

de surface ainsi que du mode d'interface de longutonde modérée augmente. En parallele,
l'instabilité d'interface de grande longueur estbilisée et n'apparait plus au-dela d'une certaine
valeur limite du nombre de Reynolds. Comme on peubir sur la Fig. 53 (c), les grandes longueurs
d’'onde sont stabilisées a partir B = 0.9. PouRe= 20, nous avons suivant les valeurduiesoit

une instabilité de surface, soit une instabilitéhtdrface avec une longueur d’'onde modérée. Par
contre, en comparaison au A4, la rhéologie du fluide de la couche supérieuss RIN) n'a que
peu d'influence sur la stabilité.

Rappelons que nos résultats concernant les grdondgeseurs d’onde du cad/N sont en parfait
accord avec ceux de Kao (1968).lls montrent un¢atidfisation des modes de surface ainsi qu'une
stabilisation des modes d'interface quand le rapdes densitéd; (noté y par Kao) croit. On
retrouve également le seuil critiqueR&, = 0 pour les modes d'interface (Fig. 7 — Chapitje
Soulignons que I'étude de Kao (1968) est baséeusaerapproche grandes longueurs d'onde, et fait
ainsi I'impasse sur la forte déstabilisation deslesod’interface de longueur d’onde modérée. Notre
étude Hu et al.(2006) compléte I'étude de Kao (1968) et I'élaggibutes longueurs d’onde.
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Pour un nombre de Reynolds plus faiblRe = 1, pour lequel les modes de surface sont stabfes
observe sur les Fig. 55 (a) et (b) lorsfyliegaugmente une évolution progressive du taux desaoce
des longueurs d’onde modérées qui deviennent lesipstables au-dela d’'une certaine valeur limite
deMl.

T
------ Mode de surface|

@-NN o il ) -NR

—— Mode d'interface
0.01r B 0.01r B

Taux de croissance
o
o
[

Taux de croissance
o
o
=

I
|
|
i
|
I
|
|
[1
|
|
|
I
|

10.820.99
1

-0.04 ‘ ‘ ‘ ] ‘ -0.04L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Fig. 55. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
rapports de densitésM; = 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.99Re = 1.

£=0.2radCa=Ca, =0,1; =1, = 103 E; = 2.5 etQ, = 0.65 dans les configurations rhéologiques suasn
(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioN/R(L; = 0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2).

Par conséquent, il existe une valeur sdli} en termes de rapport des densités pour laquelle on
bascule d'une instabilité d’interface de grandegleur d’onde a une instabilité d’interface de
longueur d’onde modérée. L'existence de ce seddja été montré dans le travail de, ldual.(2006)
dans le cabdl/N. Nous nous sommes intéressés a l'influence dewiptés rhéologiques des fluides sur
la valeur de ce seuil de rapport des densités dafitie saut de longueur d’onde de l'instabilf®us
avons présenté sur la Fig. 56 les surfaces desomapde densités limiteM;. en fonction des
paramétres, etn, de la loi de Carreau dans la cou&hmour un nombre de Reynolge= 1.

Dans le cas ou la couche inférieure est un fluel€drreau, on observe sur la Fig. 56(b) que lauvale
limite My, du rapport de densité diminue au fur et a mesueelgs propriétés rhéofluidifiantes du
fluide augmentent, soit que, augmente et/om, diminue. Rappelons que, d’aprés ce qui précede,
diminuerM;, de maniére a avoir une couche inférieure beauptugpdense que la couche supérieure,
revient a stabiliser les longueurs d'onde modémdesmode d'interface, alors gu’augmenter les
propriétés rhéofluidifiantes des fluides conduitaadéstabilisation de ces derniéres. Il existe par
conséquent une compétition entre les effets duoraple densitd/l; et les effets rhéofluidifiants de la
couche inférieure. L'évolution constatée sur la. Big (b), signifie que malgré I'effet stabilisard th
baisse du rapport de densité, les perturbationmrigueur d’'onde modérée subissent un fort effet
déstabilisant di au comportement rhéofluidifiantadeouche inférieure. Une évolution opposée, mais
toutefois moins marquée, est constatée sur lageida) quand la couche supérieure est un fluide de
Carreau. Le fait gqu’elle soit moins marquée peekgliquer par le fait que le fluide de la couche
supérieure, en passant de newtonien a rhéofluidifiee modifie que trés peu le champ de base. Par
ailleurs, avec une couche supérieure rhéofluidiéiann obtient des seuils du rapport de dendité

qui augmentent au fur et a mesure que les propriétofluidifiantes du fluide augmentent, soit que
L; augmente et/on; diminue. Par conséquent, la conjugaison des diets estabilisants, celui d0 au
rapport de densit®¥l;, ajouté a celui des propriétés rhéofluidifiantadidide de la couche supérieure,
produit une élévation du seuil de basculement elgsedeux instabilités. En suivant le méme
raisonnement, on explique pourquoi sur la Fig. &6l¢ seuil critiqueMy. est abaissé quand les
propriétés rhéofluidifiantes du fluide augmentengis de maniere Iégerement moins forte que quand
le fluide de la couche supérieure est newtonien.

Nous avons montré que la valeur limite du rapperddnsitédM;. dépend de la nature des fluides.
Dans les cadl/R et R/R les longueurs d’'onde modérées sont déstabilisldes qu’en paralléle le
grandes longueurs d’'onde sont stabilisées et l#eli,. s’en trouve ainsi abaissée. Ceci pst
indépendant de la rhéologie du fluide de la coushpérieure. Les zones de prédominance |des
instabilités de longueur d’onde modérée se troudennic €largies. Par contre, dans le BaN, les
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instabilités de longueur d’'onde modérée sont légeént stabilisées, les changements sont observés
pour des valeurs dd;. légerement plus élevées.

o
e e e,

0.e

1, 04 0. I =1
0 .
Fig. 56. Rapport de densité limiteM . pour différentes configurations.
Re=1,E; =2.5,Q,=0.65,Ca,= Ca,= 0, 4= 0.2 rad dans la configuration:
(a) R/Nen fonction dé_; etny, (bN/Ren fonction dé, etn, (c)R/Ren fonction d&.; =L, etn; =n,.
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2.3 Influence de la tension de surface T, et
d’interface T,

Jusqu’a présent, la valeur de la tension de sudaceiveau de la surface libre et de l'interface es
prise égale a zéraCg, = ('T;(_jslﬁoyN_Qr) =0). Il est néanmoins établi par Chen (1993) queifsibn

de surface peut jouer un réle important dans ledsadilms de fluides newtoniens superposés en
s’opposant a la déformation des interfaces. Elfgoar effet de stabiliser les instabilités de faible
longueur d’onde. Nous avons dans ce qui suit étdiddude de Chen (1993) au cas des fluides
rhéofluidifiants.

Afin d’avoir une idée des valeurs typiques que pativprendre les nombres capillaires dans les
applications mentionnées en introduction, nous gmendans les Tableau 4 et Tableau 5 deux
exemples correspondant au couchage de polymérdgsan de polyméres en solution.

Viscosité 10'a 16 kg/n?
Tension de surface 1024 10'Pa.s
Vitesse 103 m/s

Tableau 4. Paramétres du fluide - Polymeére fondu: gadu polyéthyléne.

10" kg/nT (3% de PEO dans I'eau) a*1@/n? (3% de PEO

Viscosité . P : i}
dans un mélange eau-glycérine a proportions égales)
Tension de surface TG 10'Pa.s
Vitesse 10 m/s

Tableau 5. Paramétres du fluide - Polyméres en solah: cas d’'un PEO en solution dans I'eau et la glyciéie
(données de Ortiz — 1992).

Sachant que la grandeur caractéristiQued, représente un ordre de grandeur des vitesses de

couchage, on obtient des nombres capilla@age I'ordre de 18 & 10° dans le cas des polyméres
fondus et de l'ordre de T0a 10" dans le cas des polyméres en solution. Nous étsidieffiet de la
tension de surface au niveau de l'interface toabdid, puis au niveau de la surface libre, pour des
nombres capillaire€a, variant de 0 a 1.

2.3.1 La tension d'interface T,

La Fig. 57 représente les courbes neutres deigtatéins les quatre configurations rhéologiques pou
les modes de surface et les modes d'interface di¥igrentes valeurs du nombre capillaire relatif a
l'interface Ca, soit pour différentes tension d'interfate

Quelle que soit la configuration rhéologique, puss tendances générales peuvent étre dégagées :
- les modes de surface ne sont pas influencés pantére capillaireCay,
- les courbes neutres des grandes longueurs d’orglenddes d’interface sont trés peu
modifiées,
- la zone instable des longueurs d’onde modéréescittorsque le nombre capillaifea,
augmente et finit par disparaitre completement gloes la valeur deCa, devient
suffisamment grande.

On présente sur la Fig. 58 et pour un nombre dexétdy de 20 les taux de croissance des deux modes
en fonction du nombre d’onde dans deux configunati®l/N et N/R). Il est clair d’aprés la figure que

la prise en compte d'une tension de surface auaniwde I'interface ne stabilise que les modes
d’interface de longueur d’'onde modérée. La dimmutconséquente de l'aire des zones instables
s'explique par une forte stabilisation des modegrdad nombre d’onde. Ceci est en accord avec ce a
quoi on pouvait s’attendre, la tension de surfdaegissant pas sur les instabilités de grande lamgue
d’onde.
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Fig. 57. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour difféents nombres
capillaires Ca, = 0, 10%, 2.10% 5.10% 10%, 0.143.
B=0.2rad); =1,=10% Ca = 0,E; = 2.5M,; = 0.99 etQ, = 0.65 pour les modes de surface & gauche eediice a droite
dans les configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/N (L, = 0.8,n; =0.2,L, = 0 etn, = 1),
(c) ConfiguratiorN/R (L, =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2), (d) ConfiguratidR/R(L; =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).
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Fig. 58. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
nombre capillaires Ca, = 0, 10% 2.10% 5.10% 10%, 0.143 etRe = 20.

£=0.2radCa= 0,1, =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99 etQ, = 0.65 dans les configurations rhéologiques su@sn
(a) ConfiguratioN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1) (b) ConfiguratioN/R(L; =0,n; = 1,L,=0.8 etn, = 0.2).

Influence de la rhéologie :

L'analyse de la Fig. 57 montre que I'importance dfsts de la tension de surface sur la stabikté d
I'écoulement est modifiée par la rhéologie desdifsi Lorsque le fluide de la couche inférieure est
rhéofluidifiant, les surfaces des zones instabkesaont que |égérement modifiées. Cependant leurs
seuils de déclenchement sont resserrés. Effectivemee comparaison de la Fig. 57 (c) avec la Fig.
57 (a) montre que poa = 0.143 ou 10 le seuil d’apparition diminue (déstabilisationprsl que
pour Ca, = 5.10° il augmente (stabilisation). Les mémes remarqeesgnt étre faites concernant les
Fig. 57 (d) et Fig. 57 (a), avec toutefois une tégstabilisation du mode d’interface de longueur
d’onde modérée. Pour les configuratioffR et R/R,le comportement des courbes de stabilité neutre
relatives aux modes d’'interface a longueur d’ondelénée semble montrer un effet spécifique a la
tension de surface au niveau de l'interface: peutames valeurs de la tension de surf&® € 5.10

Z par exemple), I'effet stabilisant de la tensiorsdeface domine I'effet déstabilisant di a la rbg
observé précédemment en I'absence de tension @esur
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Fig. 59. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents

nombre capillairesCa, = 0, 107, 2.10% 5.10% 10%, 0.143 eRe = 1.

£=0.2radCa= 0,1, =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99 etQ, = 0.65 dans les configurations rhéologiques su@sn

(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1), (b) Configuratidd/R (L, =0,n; =1,L,=0.8 etn, = 0.2).

Ce comportement est clairement décrit par les39gia) et (b) représentant les taux d’amplificagion
des deux modes. En effet, on observe, quand leeflde la couche inférieure devient rhéofluidifiant,

d’un coté une diminution du taux de croissance (@mr> 5.10° et de I'autre une augmentation de ce
taux quandCa, < 2.10°
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Lorsque la valeur d€a, est supérieure a une certaine valeur limite, de noe stabilisation du mode
d’interface de longueurs d’'onde modérée quandiiddlde la couche inférieure change de newtohien
a rhéofluidifiant. Ce comportement est totalemeppiasé a celui observé jusqu’a présent sans temsion
de surface.

2.3.2 La tension de surfacerl;

Lorsque 'on considére au contraire une tensiosutéace non négligeable sur la surface libre de la
couche supérieure, alors que celle de l'interfatenégligeable, on observe des évolutions beaucoup
moins marquées. Nous avons présenté sur les Fi(p)6&t (b) les courbes de stabilité neutre dans
deux configurationsN/N et N/R. Nous avons également présenté sur la Fig. 6thlesde croissance

de ces modes po&e= 10.

A partir de ces deux figures, on peut faire lesamues suivantes:

- Les instabilités de grande longueur d’onde ne pastmodifiées par la tension de surface,

- L'instabilité interfaciale de longueur d’'onde moéérest peu sensible a la rigidification de la
surface libre. On peut remarquer par ailleurs cettednfluence ne s’'étend pas vers les grands
nombres d’onde, contrairement au cas ou la ter@aurface au niveau de l'interface est actiye.

Ceci explique pourquoi les délimitations des zastables et instables sur les cartes de stabiligbne

pratiguement pas modifiées.

Bien que la tension de surface au niveau de laseirfibre n'ait que peu d'effet sur la stabilité de
I’écoulement a deux couches, elle garde tout deeri@nsapacité de changer la nature des instabilités
dans certains cas. C’est en particulier le cataskig. 61 (b) ou se manifestent des modes decigfa
grande longueur d’'onde i, = 1 et des modes d'interface a longueur d’'ondeéréelsiCa, = 0.

50F T n 50F 9
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0
40+ B 1 4
30+ R R
& s & !
20+ R E
10t R R
0 L L L L L L L L | e
1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
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401 R 401 0 R
30+ g 30+ S R
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n
Fig. 60. Courbes de stabilité neutre en fonction dmombre de Reynolds et du nombre d’onde pour deuxambres
capillairesCa; =0 et 1.
£=0.2rad); =1,=10% Ca = 0,E; = 2.5M; = 0.99 efQ; = 0.65 pour les modes de surface & gauche eed#ae a droite
dans les configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioN/R(L; = 0,n; = 1,L, = 0.8 eth, = 0.2).
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Fig. 61. Taux de croissance des modes de surfacal@tterface en fonction du nombre d’'ondea pour deux nombres

capillairesCa; =0 et 1l eRe=10.

£=0.2radCa=0,1; =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99 eQ, = 0.65 dans les configurations rhéologiques stasn
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1),

(b) Configuratidd/R(L, =0,n; =1,L,=0.8 etn, = 0.2).
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3 ETUDE DE STABILITE - COUCHE INFERIEURE PLUS
VISQUEUSE (E;<1)

Nous nous intéressons dans cette partie de I'&uadas ou le fluide de la couche inférieure eptue
visqueux des deux. Dans ces conditions, les tradau€hen (1993) ont montré que, dans le cas de
fluides newtoniens, l'instabilité d’interface n’agu@it pas forcément a nombre de Reynolds nul. Les
modes les plus dangereux peuvent alors étre des tgpas —de surface ou d’interface— selon les
parametres de I'étude. Nous allons dans cetteepéttidier I'influence des différents paramétres
(rapport des débits, rapport des densités, etaesngle surfaces) sur la stabilité de I'écoulemeatir
chacun des paramétres, nous observons égalenmdioielfice de la configuration rhéologique.

3.1 Influence du débit Q

Les cartes de stabilité pour chacune des quatrigooations étudiées sont présentées sur les Rig. 6
(a) a (d) pour plusieurs valeurs du dépit

Sur ces figures, on note en premier que le commené des modes de surface est relativement peu
modifié. On note néanmoins un élargissement déalgepde nombre d’onde instables et une influence
plus marquée du dély; que dans le cds, = 2.5. Le seuil de déclenchement des modes dacgueist
abaissé par rapport au cks = 2.5. Ces modes sont donc déstabilisés par sttéification en
viscosité, alors que dans le cas d’'une stratificatnverse en viscosité, 'augmentation @g avait
tendance a les stabiliser.

Les courbes de stabilité neutre pour le mode dfimte n'ont pas la méme allure que celles de la
stratification inverse en viscosité. Pour chaquiewade débit, la courbe divise le plamRe,) en
deux parties: une zone inférieure stable et une sopérieure instable plus ou moins étendues. Les
courbes du mode d’interface ne coupent plus IR&e= 0, indiquant ainsi la nécessité de la présence
d’'inertie pour le développement de ces modes. @esbes présentent deux minima pour deux
longueurs d’ondes distinctes que nous appelleroasdg longueur d’'onde (pour <1) et longueur
d’onde modérée (pour >2).

Le fait d'augmenter le débiD,; provoque deux effets distincts suivant le nombmnde. En effet
lorsqueQ; augmente, le seuil des grandes longueurs d’ondmentg, alors que celui des longueurs
d’onde modérées baisse. En d’'autres termes, legsmdithterface de grandes longueurs d’onde sont
stabilisés alors que ceux de longueur d’onde medémnt déstabilisés. Ce comportement est a
nouveau tres différent de celui de la stratificatioverse en viscosité, en particulier pour lesdes
longueurs d’onde qui sont déstabilisés par I'augateon du débi;. LorsqueQ; augmente, la courbe
neutre semble tendre asymptotiquement vers IRege= 0 alors que l'instabilité de grande longueur
d’onde disparait. La longueur d’onde de l'instdéitend donc vers zéro dans ces conditions.
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Fig. 62. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour diff@nts rapports
de débit @, = 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.9.
B=0.2rad]; =1, =103 Ca= Ca,= 0,E; = 0.4 etM, = 0.85 pour les modes de surface & gauche eerfice a droite dans
les configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/N(L; =0.8,n; =0.2,L, =0 etn, = 1),
(c) ConfigurationN/R (L; =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2), (d) ConfiguratioR/R(L, =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).

Millet Séverine 07 décembre 2007



99

Nous présentons sur la Fig. 63 les taux de croigsdes modes de surface et d'interface [Ras 20

CHAPITRE4 : RESULTATS DU PROBLEME A DEUX COUCHES

en fonction du nombre d’'onde dans chacune desgroafions rhéologiques étudiées. Cette figure, en
combinaison avec la Fig. 62, nous permet de fairésumé suivant :

Dans le cas ou la couche inférieure est la plugueisse, les modes d’interface de grande long
d’onde ont toujours un taux de croissance pluddajbhe les modes de surface. On note par contre
compétition suivant la valeur du déRit et la configuration rhéologique entre les modesutéace et
les modes d'interface de longueur d’onde modéréembde le plus dangereux, ayant le nombrg

Reynolds critique le plus faible, est toujours dodie de surface.

ueur
e une

 de

0.3

0.25
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0.15

Taux de croissance
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Fig. 63. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
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rapports de débitsQ, = 0.35, 0.5, 0.65, 0.8, 0.9 Be = 20.
£=0.2radCa= Ca,=0,l, =1, = 10 E; = 0.4,M, = 0.85 dans les configurations rhéologiques sta&n
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1),

(c) ConfiguratiorN/R (L, =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2),

Influence de la rhéologie :
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(b) ConfiguratioR/N(L; =0.8,n,=0.2,L, =0 etn, = 1),
(d) ConfiguratioR/R(L, =L, =0.8 etn; =n, = 0.2).

L'analyse de la Fig. 63 montre que, contrairemantcas inverse en viscosité, ce n'est plus la
rhéologie de la couche inférieure qui contrbletibiité de I'’écoulement. La stabilité des longueur
d’onde modérées semble surtout dépendre de laogiéale la couche supérieure. En opposition avec

les conclusions du paragraphe précédent>(1), on constate effectivement en comparant igs@3

(a) et (b) ainsi que les Fig. 63 (c) et (d) quecleangement de la nature du fluide de la couche
supérieure de newtonien a rhéofluidifiant est sdiune stabilisation des modes d’interface a grande
longueur d’'onde. Parallélement, on note une déitation des modes d’interface de longueur d’onde
modérée. En effet, la rhéofluidification et 'augmetion du débiQ, ont des effets similaires sur la

stabilité, mais des répercutions opposées en tedtépaisseur des couches : qughdugmented,/d,

augmente et quand la couche supérieure est rhdifilei, d;/d, diminue. Pour ce qui concerne les
modes de surface, leur stabilité n'évolue quepetsavec la rhéologie.
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Lorsque la couche inférieure devient rhéofluidifegren comparant les Fig. 63 (a) et (c) ou les &3g.
(b) et (d), on note une faible déstabilisation desles d’'interface de grande longueur d’'onde ainsi
gu’une faible stabilisation des modes d’'interfaeda@hgueur d’onde modérée. Cet effet est similaire
I'effet d’une diminution du débiD..

Le comportement rhéologique du fluide a dautantsptl’influence sur la stabilité que le fluige
concerné a une viscosité newtoniemggfaible, donc des taux de cisaillement élevés tlansuche.

3.2 Influence du rapport de densités M

Les résultats du paragraphe 2.2, et les études litgstature dans le c&/N, montrent que le rapport
M, des densités a une influence non négligeable sstalilité des écoulements de films superposés.
Les cartes de stabilité sont présentées sur labBigpour les modes de surface et d'interface et po
chacune des quatre configurations rhéologiqueséssd

L’'analyse de ces figures montre que, pour toutesdafigurations rhéologiques lorsque le rappbyrt
des densités augmente:

- le mode de surface est tres Iégerement déstabilisé,

- le mode d'interface a longueur d’'onde modéréeattient déstabilisé.

Le mode d’interface de grande longueur d’onde évglar contre différemment du das= 2.5. Ainsi
pour les configurationsl/N et N/R, on remarque a nouveau le croisement des coudagsen en un
point qui semble étre le méme pour tous les rappdet densitéM;. Notons @cross; R€rosy €S
coordonnées de ce point. L'augmentation du rapiierties densités a un effet stabilisant paux
Qeross €1 I'effet inverse poutr > a.ss L'€xamen des courbes montre gu'’il y a une évotutiu nombre

de Reynolds minimumRe,,) des instabilités de grande longueur d’'onde ewtfon du rapporiv;

des densités. En effet, on constate Bag, commence par augmenter (stabilisation) jusdlya 0.9.

Il a pour ces valeurs un nombre d’'onde quasi OUK (O¢os9. Au-dela deM; = 0.9, Ry, diminue
(déstabilisation) et le nombre d’onde correspondettplus élevéd > a..s9. Par contre pour les
configurationsR/N et R/R le rapport des densités; a un effet toujours déstabilisant sur ces modes
d’interface de grandes longueur d’'onde, qui coreemiquement des nombres d’onde de l'ordre de
l'unité.

Les travaux de Kao (1968), concernant la configomail/N et le cas asymptotique—0, ont montré
une déstabilisation des modes de surface et ub@isation des modes d’interface. Dans la présente
étude, nous avons montré que ce comportementvatdile qu'en dessous de certaines valeuid de
fonction de la configuration rhéologique. Au-deaktte valeur limite du rappdvt; des densités, la
valeur minimale du nombre de Reynolds se situe dess valeurs faibles mais finies du nombre
d’'onde, inversant ainsi I'effet du rappdf des densités en lui donnant un réle déstabilisant.
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Fig. 64. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour diff@nts rapports
de densitésM; = 0.8, 0.85, 0.9, 0.95, 0.99.

£=0.2rad); =1,=10% Ca= Ca,= 0,E,; = 0.4 etQ, = 0.65 pour les modes de surface a gauche eed#ge a droite dans
les cas suivants :

(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/N(L; =0.8,n; =0.2,L, =0 etn, = 1),

(c) ConfigurationN/R (L; =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2), (d) ConfiguratioR/R(L, =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).
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Influence de la rhéologie :

Les courbes de la Fig. 64 montrent que la configamarhéologiqgue a un effet important sur la
stabilité des couches, principalement sur les madaterface. Effectivement, les modes de surface
subissent une légére déstabilisation dés qu’'au sniiin des fluides est rhéofluidifiant, et ceci en
particulier pour les plus faibles valeurs Mg. On remarque que, pour les modes d’interface, la
rhéologie de la couche supérieure contrble la Igtalies longueurs d’onde modérées, alors que les
grandes longueurs d’onde sont plutét influencéedgahéologie de la couche inférieure. En effet,
I'évolution du nombre de Reynolds correspondantaacbordonnéea = 0 montre que la
rhéofluidification de la couche inférieure a unazdere déstabilisant pour les faibles nombres dond
(Re= 20 pour les cabl/N et R/Net Re= 10 pour les cabl/R et R/R. Par ailleurs la rhéologie de la
couche inférieure détermine le seuil minimum debifta pour le mode d'interface dans les cas
particuliersa, = 0 : M; < 0.85 dans la configuratiad/N et M; < 0.9 dans la configuratioN/R. Par
contre pour les autres valeurs Mg, les seuils de stabilité sont fixés par la rhé@ade la couche
supérieure.

En accord avec ces remarques, quand le fluide d@euahe supérieure devient rhéofluidifiant, Jes
modes d’interface de grande longueur d’onde etomgueur d’onde modérée sont déstabilisés a
rapportM; de densité fixé. Lorsqu’il s’agit du fluide de lauche inférieure, les modes d’interface a
grande longueur d’'onde sont déstabilisés alorscgue de longueur d’'onde modérée sont stabilisés.
On s’apercoit ainsi que la configuration la plustable n’est pas celle ou les deux fluides gont
rhéofluidifiants mais celle ou le fluide de la chednférieure (la plus visqueuse) est newtonien.

3.3 Influence de la tension de surface T, et
d’interface T,
3.3.1 La tension d'interface T,

Nous étudions séparément l'influence des tensiensutifaceT; et d’interfaceT, sur la stabilité de
I’écoulement dans le cas ou la couche inférieutdaeglus visqueuse pour une valeurkle0.4. On
présente sur la Fig. 65 les courbes de stabiliér@gour différentes valeurs du nombre capill@eag
relatif a l'interface. Sur la Fig. 66 figurent lésux de croissance des instabilités en fonction du
nombre d’onde pour les valeurs du nombre capill@aeet pourRe= 10.

On remarque sur ces courbes gu’a nouveau la ted$iaarfaceT, a un effet stabilisant sur les modes
d’interface de longueur d’'onde modérée. Elle a ffat mégligeable sur les modes de surface et
également sur les longueurs d’onde infinies du ndideerface. Ceci est en accord avec ce qui se
produit avec la stratification inverse en viscasité

Influence de la rhéologie :

Conformément a ce qui a été observé précédemmempte sur la Fig. 66, une forte déstabilisation
des deux longueurs d’'onde des modes d'interfacedjum passe d'une configuratiofyN a une
configuration R/R et cela quel que soit le nombre capillalte. Dans la configuratiorR/R
I'instabilité de longueur d’'onde modérée devientplas dangereuse pour des valeurs du nombre
capillaire Ca, plus élevées que dans la configuratitiN. Par exemple pouRe= 10 etCa, = 2.10%,
I'instabilité dominante est le mode de surface darnfigurationN/N et le mode d’interface dans la
configurationR/R.
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Fig. 65. Courbes de stabilité neutre en fonction dnombre de Reynolds et du nombre d’onde pour diffé@nts nombres
capillaires Ca, = 0, 107, 10" et 1.

B=0.2rad); =1,=10% Ca = 0,E; = 0.4M, = 0.99 etQ; = 0.65 pour les modes de surface & gauche eediice a droite
dans les configurations rhéologiques suivantes :

(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/N(L; =0.8,n; =0.2,L, =0 etn, = 1),

(c) ConfigurationN/R (L; =0,n; =1,L, = 0.8 etn, = 0.2), (d) ConfiguratioR/R(L, =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).
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Fig. 66. Taux de croissance des modes de surfaced&nterface en fonction du nombre d’onde a pour différents
nombres capillairesCa, = 0, 10, 10, 1 etRe = 10.

£=0.2radCa; = 0,1, =1, = 10% E; = 0.4,M; = 0.99 eQ; = 0.65 dans les configurations rhéologiques sua&n

(a) ConfiguratiorN/N (L; =L, =0 etn; =n, = 1), (b) ConfiguratioR/R(L; =L, = 0.8 eth; = n, = 0.2).

3.3.2

La tension de surfacerl;

Les Fig. 67 et Fig. 68 présentent respectivemantadetes de stabilité et les taux de croissanceReu

=10 en fonction du nombre d’onde pour deux nombeagillairesCa, relatifs a la surface libre.
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Fig. 67. Courbes neutres de stabilité délimitant Ezones stables (S) et instables (1) en fonction dombre de Reynolds
et du nombre d’onde pour deux nombres capillaire€a; = 0 et 1.
£=0.2rad); =1, = 10% Ca, =0, E; = 2.5M; = 0.99 etQ, = 0.65 pour les modes de surface & gauche eerfage & droite
dans les configurations rhéologiques suivantes :
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1),

(b) Configuratid®/R(L, =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).
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Fig. 68. Taux de croissance des modes de surfacal@tterface en fonction du nombre d’'ondea pour deux nombres

capillaires Ca; = 0 et 1 etRe = 10.
£=0.2radCa = 0,1, =1, = 10% E; = 0.4,M; = 0.99 eQ = 0.65 dans les configurations rhéologiques suagn
(a) ConfiguratiorN/N (L, =L, =0 etn; =n, = 1), (b) Configuratid®/R(L, =L, = 0.8 etn; =n, = 0.2).

D’aprés ces figures, I'ajout d’'une tension de stefau niveau de la surface libfene déstabilise les
modes d’interface que sur une plage limitée de memb’onde, alors gu’elle stabilise Iégérement les
modes de surface. On constate sur la Fig. 68 qugrhentation de la valeur de la tension de surface
engendre une diminution du taux de croissance maxindes instabilités de longueur d'onde
modérée, qui sont, en I'absence de tension decgyies modes les plus instables.

Influence de la rhéologie :

A partir de la Fig. 68, on note que lI'augmentatdm la tension de surface au niveau de la surface
libre, c'est-a-dire deCay, réduit le taux d’amplification des longueurs d’ono®dérées du mode
d’interface. Pour la configuratioN/N, ce taux d’amplification devient plus faible quews des modes

de surface au-dela d’'une certaine valeu€de Pour la configuratiomR/R la transition entre les deux
modes s’effectue pour des valeursQig plus élevées. Cette derniére remarque met I'aceerteffet
déstabilisant du passage de fluides newtoniens dlddes rhéofluidifiants, et montre que le mode |
plus dangereux peut dépendre de la configuratiéalogique.

La tension d’interfacd, et la tension de surfadge ont donc un effet similaire avec chacune des deux
configurations en viscosité abordées au cours tie éride.
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CHAPITRE :

LE BILAN D ' ENERGIE

1 CAS D'UNE SEULE COUCHE

Ce paragraphe est consacré a l'analyse énergétiquiinstabilité de surface observée dans le
probléme a une seule couche. Ces résultats serdeobase de comparaison pour ce qui sera abordé
par la suite concernant le cas double couche. [dms2dons en deux étapes : d'abord I'analyse des
termes prédominants responsables de la déstabitisde la couche, et ensuite l'influence de
I'introduction du modele de Carreau sur ces terd@sergie.

1.1 Le cas d'un fluide newtonien

Dans le cas d'un fluide newtonien, nous présergansga Fig. 69 les taux de croissance des instédili
dans un cas instable. Pour cela nous choisissomomibre de Reynolds supérieur au seuil critique
d’apparition des instabilités. Nous avons alors :

Re, =gcot(0.2)= 4.1.

Ce nombre de Reynolds critique est associé au reodibndeo = 0.15. Remarquons qu’on ne peut
considérer que: —» 0 gu'au niveau du seuil de déclenchement, et due gn s’en éloigne, plus le
nombre d’onde augmente. On a ainsi une longueurdd'@dimensionnelle de= 2r/a =42, soit en

dimensionnel = Ad, = 42d..
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Fig. 69. Taux de croissance du mode de surface emétion de a pour le mode de surface dans le cas newtonien.
Re=10,4=0.2radCa=0,I = 10%etL=0oun=1.

Sur la Fig. 70, nous présentons les courbes déalits termes du bilan d’énergie pour une seule
couche, en fonction du nombre d’onde. Ces différégrtmes sont normalisés par la norme du taux de
dissipation totalPl; dont la valeur est toujours négative. Ce choixidenalisation qui sera maintenu
tout au long de cette étude, conduit a un termdisidpationDI, constant égal a —1.
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«(REy)
SH- A
Pr
DI

0.5- *

-0.5r *

taux de variation temporelle de I'énergie

-1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

a
Fig. 70. Termes du bilan d’énergie du mode de surfacnormalisés par la norme du taux de dissipation tal en
fonction du nombre d’onde a dans le cas newtonien.
Re=10,8=0.2radCa= 0,1 =10%etL=0oun=1.

Le signe du taux de variation de I'énergie cin&i@N est un indicateur qui nous permet de
distinguer un écoulement stable (signe positifjndécoulement instable (signe négatif) d'aprés
'expression (2.80). On peut effectivement remargsier cette figure que le taux de variation de
I’énergie cinétique suit la méme évolution quedextde croissance de l'instabilité. Son maximum est
atteint poura = 0.15.Les termes a I'origine de l'instabilité sont lesntes positifs. Ce sont les
termes qui produisent de I'énergie servant a alterefiinstabilité Les termes négatifs
dissipent de I'énergie et ont au contraire un effabilisant.

En considérant ces éléments, la Fig. 70 montrelqeabilité qui est susceptible de croitre alla
surface du film a pour origine la puissance desrtffde cisaillement au niveau de la surface libre.
Ces termes ont pour rdle de maintenir une contrade cisaillement nulle sur la surface libbre
déformée. Les autres termes du bilan d’énergiersegutifs et ont donc des effets stabilisants.
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Sur les Fig. 71 (a) et (b) sont présentés les costbes perturbations(x, y) etv'(x, y) poura = 0.15.

Les isolateurs des perturbations sont donnéesngucaupe rectangulaire de I'écoulement de longueur
/ (longueur d’'onde) et de hauteur I'épaisseur du filau tempg = 0. On remarque que les plus fortes
amplitudes des composantes se situent au nivekusteface libre. L’évolution de chacune d’elle est
en phase le long de I'épaisseur de la couche. @nrgib ainsi tracer dans chacun des champs une

ligne verticale sur laquelle onua= 0 etv ' = 0. L'une par rapport a l'autre, les deux cosgmes sont
en quadrature, ainsi que I'impose la relation datioaité sur les perturbations (2.30) qui condui a

relation :
(5.1)
O Tw 7 T
I \ = /‘) ““
A s /] | 08
0.2’\\ \ : /' / / | T
\ o/ ‘ 0.6
\ \\ . ,’/ / \
0.4r\ w | A 0.4
VN b 0.2
0.6/ : .
> :( 0
0.8f : 0.2
: -0.4
1 H
: -0.6
1.2F : 1 08
(a) \: ! L | | 1 L L
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X
O T T T
/“ \\V/
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0.4F - : 1 0.04
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0.6/ . g
> E 0
0.8 : 1 -0.02
: -0.04
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Fig. 71. Isovaleurs des vitesses de perturbatiar(x,y) (a) etv'(x,y) (b) du mode de surface dans le cas newtonien.

a=0.15 ave®Re= 10,4=0.2 radCa= 0,1=10%etL=0oun=1.

La Fig. 72 présente le profil de chacune des comges de la vitesse de perturbations suivant la
profondeury en une position donnée On choisit de les représenter la ou chacune esimate, soit
enx = 6 pouru' et enx = 6 +4/4 pourVv. Ces positions sont représentées par une ligricale en
traits pointillés sur la Fig. 71. On observe tolghdrd que I'amplitude maximale de la perturbation
longitudinaleu’ est plus forte que celle de la perturbation ndemaPar ailleurs, et en accord avec les
résultats de Smith (1990), les perturbations lomfiitalesu’ ont un profil quasi linéaire, contrairement
aux perturbations normalgsqui ont un profil parabolique.
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Fig. 72. Profils des vitesses de perturbation'(y) enx = 6 etv,'(y) du mode de surface dans le cas newtonien.

Enx=6-//4 poura=0.15 aveRe= 10,8= 0.2 radCa= 0,1 = 10%etL =0 oun = 1.

1.2 Influence de la rhéologie

L’influence du modéle de Carreau sur I'évolutiors diifférents termes du bilan énergétiques est
abordée ici, afin de déterminer 'origine de latdbgisation des modes de surface.

Nous présentons sur la Fig. 73 le taux de croigsamcfonction du nombre d’'onde D’apres la
figure, on observe bien une déstabilisation lide héologie du fluide. Le taux de croissance daeno
augmente lorsqu’on passe d'un fluide newtonien afluide de Carreau. La longueur d’onde de
I'instabilité ou ce taux atteint son maximum reisiehangée.

0.05

N |

02 N |

Taux de croissance

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
a
Fig. 73. Comparaison du taux de croissance du modie surface en fonction dex pour le mode de surface entre le cas
newtonien et rhéofluidifiant.
Re=10,8= 0.2 radCa =0, | = 10° pour deux rhéologies différentes :
— — — un fluide newtonienl(= 0 oun = 1),
un fluide rhéofluidifiant L = 0.8 etn = 0.2).

La Fig. 74 compare les courbes des différents terthe bilan d’énergie dans le cas d'un fluide
rhéofluidifiant (courbes en traits pleins) et axcellun fluide newtonien (courbes en traits poiésl.

On note que le taux de variation de I'énergie @utCIN; augmente ea = 0.15, indiquant d’'une
déstabilisation. Cette déstabilisation est provegpér une forte augmentation de la production due
aux efforts de cisaillement sur la surface libmnme le montre 'augmentation du terSig-.
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Fig. 74. Comparaison des termes du bilan d’énergidu mode de surface normalisés par la norme du tauxle
dissipation total en fonction du nombre d’'ondea entre le cas newtonien et rhéofluidifiant.
Re=10,8 = 0.2 radCa= 0,1 = 10° pour deux rhéologies différentes :
— ——un fluide newtonienl(= 0 oun = 1),
un fluide rhéofluidifiant L = 0.8 etn = 0.2).

L'augmentation du taux de croissance des instabilite surface rencontrées dans le cas d’'une seule
couche de fluide quand on remplace un fluide neiwtopar un fluide de Carreau est due a une
augmentation des efforts de cisaillement sur lgasarlibre.
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2 LES DIFFERENTES INSTABILITES ET LEUR ORIGINE

Comme nous l'avons déja souligné, dans le cas d& deuches superposées, les instabilités qui
peuvent croitre dans la configuration étudiée santhombre de trois : modes de surface, modes
d’interface a grande longueur d’onde et modes effate a longueur d’'onde modérée. Nous nous
appuyons sur un bilan énergétique pour mieux cdimggine de chacune de ces instabilités dans le
casN/N. Nous nous intéressons aussi aux champs de paiturd et aux déformations des interfaces.
Cette étape nous a permis de mieux définir les m&ees que chacune d’elle engendre.

2.1  Mode de surface de grande longueur d’onde

Le premier type d’instabilités susceptible de seettipper au sein de I'écoulement est une instabilit
de grande longueur d’'onde issue du mode de surfaest vraisemblable de penser qu'il s’agisse du
méme type d’instabilité que dans le cas monocoublmis nous plagons dans un cas ou cette
instabilité présente un fort taux de croissanae diftn observer les caractéristiques.
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Fig. 75. Taux de croissance», du mode de surface en fonction der pour le mode de surface dans la configuration
rhéologique N/N.
Re= 40,ﬂ: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, E]_ = 2.5,M1 =0.99 te = 065,L1 = L2 =0 etn; =n, = 1.

Nous avons reporté sur la Fig. 69 le taux de caoiss en fonction du nombre d’'ondedu mode de
surface. La longueur d’'onde correspondant au twixroissance maximal eded = 2rt/a =37,

d'oli) =37d..

La Fig. 70 présente pour les mémes parametredifféeents termes du bilan énergétique en fonction
du nombre d’onde. Cette figure nous permet de faire remarques steégan
- Les termesSWet SW représentant la puissance des forces de surfat@wsis car on est dans
un cas sans tension de surface.
- Le terme de puissance des efforts de pressionistarface P;+P,) est quasi nul du fait que
les masses volumiques des deux couches sont téises:
- Le terme de transport RE+RE,) est faible relativement aux autres et n'a done pa role
prépondérant pour ces instabilités.
Tous les autres termes excepté la puissance detsale cisaillement sur la surface lil8eE ont un
effet stabilisant. Le taux de dissipatibiy+DlI, est le principal terme stabilisant.

On en conclue donc que l'instabilité issue du mddesurface est due aux efforts de cisaillement au
niveau de la surface libre.
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Fig. 76. Termes du bilan d’énergie normalisés par laorme du taux de dissipation total en fonction ducnombre d’onde
a pour le mode de surface dans la configuration rhéogique N/N.
Re= 40,ﬂ: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, E]_ = 2.5,M1 =0.99 te = 065,L1 = L2 =0 etn; =n, = 1.
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Fig. 77. Répartition suivant I'épaisseur du film dedifférents termes d’énergie normalisés pour le masl de surface
dans la configuration rhéologiqueN/N.

(a) Le taux de variation d’'énergie cinétiqDiN, (—) et le transport d’énergiRE (---) .

(b) Le taux de dissipatiddl,,
a=0.17,Re= 40,ﬂ: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, E]_ = 2.5,M1 = Ogg,Ql = 065,'.1 = L2 =0 etn; =n, = 1.

Su la Fig. 77 sont présentés les profils de la viamad’énergie cinétique, de transport (a) et dixta
de dissipation (ben fonction de la profondguwtans le film pour le nombre d’onde critiqoe= 0.17.

Les résultats de cette figure confirment gu’il #dgen d’une instabilité liée a la surface librand le
sens ou la production d’énergie cinétique se d@palgrincipalement en son voisinage et ou elley es
aussi majoritairement dissipée. Par ailleurs eromgosant le terme de puissance des efforts de
cisaillement a la surface libr&8H:, pour le nombre d’'onde de I'instabilité, on cotestque 97% de sa
valeur est constituée par sa premiere composante :

*

SELIC [ e (%(o).q “(0)+u (0 24 dei.
4A (2 lag) 7o oy ay

C’est donc la composante longitudinale de la pedtion en vitesse qui fournit le plus d’énergiepou

la croissance des instabilités. Afin de mieux camgre ces mécanismes de génération des

instabilités, il est intéressant de connaitre parétion des perturbations dans I'épaisseur dmieche,

et en I'occurrence celle dg'. Les contours des perturbatiom&x,y) etvi'(x,y) sont présentés sur les

Fig. 78 (a) et (b) pour le nombre d’onde critique 0.17 sur une coupe rectangulaire de I'écoulement

de longueur une longueur d’'ondeet de hauteur I'épaisseur totale du fildi+d,) pour le mode de

surface, au temps= 0.
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Fig. 78. Isovaleurs des vitesses de perturbatian'(x,y) (a) etvi'(x,y) (b) pour le mode de surface dans la configuration
rhéologique N/N.
a=0.17,Re= 40,ﬂ= 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, I]_ = |2 = 103, El = 2.5,M1 =0.99 te = 065,'.1 = L2 =0 etn;=n, = 1.

Ces perturbations qui doivent étre normaliséegqeimns-le, sont les vecteurs propres du probléme et
sont connues a un coefficient multiplicateur ptéss deux composantes de la perturbatigret vy
ainsi que les déformations de l'interface et deuldace libre sont liés linéairement :

- par larelation de continuité :

9’ +% =0 doncDy, =-iau, (5.2)
ox oy
- et par les conditions cinématiques au niveau desfates :
oy =94 0d,'
w(0)= %5 +U,(0) %% tone] W(O=ia(U(0=c)¢, 5.3)
onc . . .
v2'(CL_)=%+U2(d1)a§x2 v,'(d)=ia(U,(d)-c)Z,

Elles peuvent donc toutes étre normalisées parorappla méme référence qui est dans notre cas la
valeur maximale de la déformation de la surfacelib

Nous constatons, par ailleurs, que les amplituéssdeux composantas, etv,, sont maximales en
valeur absolue au niveau de la surface libre, etles conditions aux limites au niveau de l'inteefa
et au niveau de la paroi solide sont respectéestinuité de la perturbation' au niveau de l'interface
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(contrairement &), et valeurs nulles des deux composantestv,' en y =d;+d,. On note aussi un
déphasage de/2 entre les deux composantes de la perturbatiola déesse, qui se traduit par un
décalage spatial d#4 entre leurs maxima et minima respectifs. Ceceasaccord avec I'équation de
continuité (5.2) dont il résulte que lorsque I'ues deux composantes est nulle dans la couchtgl’au
atteint son maximum en valeur absolue et vice versa

Nous avons présenté sur la Fig. 72 le profil deglitumles des perturbationg etvy' en fonction de la
profondeury aux position, marquées par une ligne verticales en pointillédasFig. 71. Ces lignes
verticales donnent la positionou les perturbationg’' sont maximales au niveau de la surface libre,
celle qui nous importe ici et par suite celle og perturbations)’ sont maximales par un décalage de
Al4. Nous pouvons ainsi mieux rendre compte et threent comparer les amplitudes de ces
perturbations et de leur répartition selon I'épaiss On note que la composantg¢ au niveau de
l'interface est de I'ordre de 10 fois supérieura &omposante,’. Ceci est conforme a I'’équation de
continuité(5.2), dans le cas d'un petit nombre d®n (ici 0,17) par rapport a I'épaisseur de la
couche: on est en présence d’'un écoulement quesigle. Le saut de la composanieau niveau de
l'interface est relativement faible. En outre, amragcomposante garde le méme signe sur toute
I'épaisseur du film.
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Fig. 79. Profils des vitesses de perturbation,'(y) enx = 17 (a) etv'(y) enx = 17 —4/4 (b) pour le mode de surface et
dans la configuration rhéologiqueN/N.
a=0.17,Re=40,8= 0.2 radCa= Ca,= 0,1, =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.65,L; =L, = 0 etn, =n, = 1.

Dans le cas monocouche et d’'une longueur d'ondieiénf’étude phénoménologique de Smith (1990)
montre que la perturbatian’ présente un profil de Couette Ce profil est énégar une contrainte a
la surface libre résultant de la déformation déeeal Puisquel' varie linéairement aveg d’apres
I'équation de continuité, le profil dg' devrait étre parabolique (voir Section 3.4 dupitna 3). Méme

si le profil deuy’ sur la Fig. 72, ci-dessus, n'est pas tout difaéaire, on voit que le cisaillement du au
champ de perturbatiodu, /dy varie peu le long de I'’épaisseur de la couche;roél gst donc proche

d’un profil de Couette, mais en reste différentsguion n’est pas tout a fait dans le cas asymptetiq
d’'une longueur d'onde infinie. L'estimation, au prier ordre du cisaillement selon I'approche de
Smith serait ici dedu,'/oy = My/E; = 0.4. On retrouve bien cette valeur sur la Fig. 7but cela
confirme donc que I'instabilité du mode de cisailént n’est pas fondamentalement différente du cas
a monocouche. La grande valeur atteinte par laspoce des efforts de cisaillement au niveau de la
surface libre est donc due aux grandes valeuryitlessses de perturbation paralléles a I'écoulement
de basey,'.

Sur la Fig. 80 nous avons tracé sur une longueand# I'évolution des interfaces déformées,
normalisées par rapport a la déformation maximade lal surface libre. La figure montre la
prédominance des effets des perturbations surfaceulibre, siege de l'instabilité. On voit égakamh

gue les deux interfaces évoluent presque parfaiteerephase. Ceci provient de la structure du champ
de perturbations, puisque la déformation de laaserflibrel;' est liée a la perturbation' par un
facteuri, ce qui fait que leur maxima respectifs sont ddé@calés suivant de /4. Il en est de méme
pour ;' etv,'. Ainsi, comme les deux perturbation$etv,' sont maximales pour des positionges
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2. Les différentes instabilités et leur origine 116

prochesles deux perturbations des interfaces sont quasiemrephase. Soulignons a ce niveau gue
ety sont en opposition de phase, ainsi qu’on poueaibir a partir des relations (5.2) et (5.3).
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Fig. 80. Déformation{;' de la surface libre et{,' de l'interface entre les couches sur une longuewt'onde 4 pour le
mode de surface dans la configuration rhéologiqui/N.
a=0.17,Re= 40,ﬂ: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Q1 = 065,L1 = L2 =0 etn;=n, = 1.

En résumé, l'instabilité de grande longueur d’oddemode de surface est engendrée par la contrainte
de cisaillement a la surface libre, résultant dddtormation de cette derniére. Il apparait clage
gu’elle a la méme origine que l'instabilité de sud a grande longueur d’'onde du cas monocoyche.
L'énergie cinétigue de la perturbation est apporgée le travail des efforts de cisaillements |au
voisinage de la surface libre.

2.2  Mode d'interface de grande longueur d’onde

Nous nous intéressons maintenant aux caractéestide I'instabilité d’origine interfaciale de grand
longueur d’'onde. Cette instabilité est obtenue s nombres de Reynolds plus faibles (en dessous
du seuil de déclanchement des modes de surfagg)uetde forts débitg, (dont 'augmentation a
tendance a stabiliser les longueurs d’'onde modgresis présentons dans un premier temps le taux
de croissance de cette instabilité en fonction donbre d’ondea pour un jeu de paramétres pour
lequel elle est la plus dangereuge=(0.2,Ca;= Ca,= 0,1; =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.9,
Li=L,=0etn=n, =1).

taux de croissance

Fig. 81. Taux de croissancas, en fonction du nombre d'onde a pour le mode d'interface etRe = 1 dans la
configuration rhéologique N/N.
IB: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2= 0, |1 = |2 = 103, E]_ = 2.5,M1 = Ogg,Ql = O.g,L]_ = L2 =0 etn; =n, = 1.
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Le nombre d’onde critique dans ce cascest0.73, ce qui nhous donne une longueur d’'ohde8.6.

On remarque que ces longueurs d’onde, méme si r@ient largement supérieures a la longueur
caractéristiquels (1 =8.6d,), sont plus faibles que pour les modes de surfeaeailleurs leur taux de
croissance maximal est souvent relativement plisefague celui des modes surface si bien que
lorsque les deux modes sont en présence, le mosigridee domine pratiguement toujours.
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Fig. 82. Termes du bilan d’énergie normalisés la none du taux de dissipation total en fonction du nomte d’onde a
et regroupés par ordre de grandeur pour le mode dfiterface dans la configuration rhéologiqueN/N.
Re= 1”8: 0.2 I’ad,Ca1: Ca2: O, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 0991Ql = O.g,l_l = L2 =0 etnl =Ny = 1.

Nous présentons les courbes des termes du bilarerdié sur les Fig. 82 (a) et (b). Les termes se
répartissent en deux groupes liés a deux ordrgsasteleur différents:

- les termes de variation de I'énergie cinétigQiN;+CIN,, de transport RE+RE), de
pressionP;+P, et P ainsi que la puissance des efforts de cisailleradat surface libr&H:
pour les nombres d’ondes> 0.5 sont de I'ordre de £0

- les termes correspondant aux efforts de cisaillérdinterfaceSH+SH, et a la surface libre
SH: (pour 0€<0.5) et ceux du taux de dissipatibh+DI, sont de I'ordre de 1ba 1.

Pour le nombre d’onde = 0.73, correspondant au maximum du taux de @o@sde l'instabilité, le
seul terme de production d’énergie, et donc ddstabt, est celui di aux efforts de cisaillement a
I'interface SH+SH,.. On remarque également que le taux de variationl'@eergie cinétique
CIN;+CIN, résultant de la somme de tous les autres termteglasvement faible en comparaison a
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SH+SH. Ceci est du a une forte stabilisation générédgpuissance des efforts de cisaillement a la
surface libreSH: qui vient s’ajouter a la dissipation visqueuse.

L’origine des instabilités des modes d'interface gtande longueur d’onde est liée aux efforts| de
cisaillementSH+SH, créés par les perturbations au niveau de l'interfantre les couches. Le
cisaillement au niveau de la surface libre a, defte un effet stabilisant sur le film.

Par ailleurs, on peut noter sur la figure que lximam du taux de variation de I'énergie cinétique
n'est pas localisé a la méme valeur du nombre @ongue le maximum du taux de croissangeCe
dernier atteint son maximum poair= 0.73 qui est un nombre d’onde plus élevé quei pelur lequel
CIN;+CIN, atteint son maximum. Or on sait que ces deux grasdseont linéairement liées. Cette
différence est due a la normalisation adoptée r pbaque nombre d’onde, les différents termes
d’énergie sont divisés par la norme du taux deigh$ion total, mais celle-ci évolue aussi avec le
nombre d’'onde. Ici le fait que le maximum @#N;+CIN, se situe & un nombre d’onde plus faible
signifie que le taux de dissipation augmente aeewoimbre d’onde. Par contre, comme on normalise
par rapport a sa norme, les changements de signdedex grandeur§IN;+CIN, et @, interviennent
toujours pour les mémes valeurs du nombre d'ende

Nous présentons sur la Fig. 83 la répartition suiVépaisseur de la couche du taux de dissipatton
du taux de variation de I'énergie cinétique. Lesuléats de cette figure confirment ainsi que l'ifaee

est le siege de l'instabilité puisque c’est a siweau que se trouvent les maxima de productioreet d
dissipation d’énergie. Il faut également noter quest dans la couche inférieure que ces deux
dernieres quantités sont les plus importantes.
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Fig. 83. Répartition suivant I'épaisseur du film ded|ﬁerents termes d'énergie normalisés pour le moal d'interface
dans la configuration rhéologiqueN/N.

(a) Le taux de variation d’énergie cinétiqDiN, (—) et le transport d’énergiRg, (- - - ).

(b) Le taux de dissipatiddl,,
a=0.73,Re= 11:B: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = O.g,l_l = L2 =0 etn; =n, = 1.

En décomposant les termes dus aux efforts deleisaiht a I'interface§H, + SH;), on peut noter que
plus de 99% de la norme &4, et SH, provient respectivement des termes suivants :

*

&J) [ g (%(q)-q”( Q)+ i d)- S q)J ’

4A (2l dy dy
%J‘zm%gaﬁ[a‘;’y (dl)uzv*( q)+ LE'( q)aa%( q)J d.

L’instabilité est donc une nouvelle fois gouverngge les perturbations longitudinales. Il convient
donc de d’examiner plus particulierement les denmpmosantes de la perturbatiop et vi' qui sont
présentées sur les Fig. 84 (a) et (b) par le tlasdignes d’isovaleurs.
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Fig. 84. Isovaleurs des vitesses de perturbatian'(x,y) (a) etv'(x,y) (b) pour le mode d’interface dans la configuratio
rhéologique N/N.
a=0.73Re=1,=0.2 radCa= Ca,= 0,1, =1,=10% E; =2.5M; = 0.99 efQ; =0.9,L; =L, =0 etn; =n, = 1.

D’apres ces figures, on observe globalement les eséoaractéristiques que le cas des modes de
surface:v,' est continu a travers l'interface alors gueest discontinu et les deux champs sont en
quadrature. Cependant, ces champs de vitesselasrtgmplexes que celui correspondant aux modes
de surface, car on observe en particulier un dégeasdans la couche supérieure entre les
perturbations au niveau de la surface libre etiaean de l'interface.

Les profils des perturbations sont présentés skigla85 aux positions représentées par une ligne en
pointillés sur la Fig. 84. On constate que les wa@bsolues maximales de la perturbation de @tess
longitudinaleu' sont localisées au niveau de l'interface. La cosapteu,, qui est maximale dans la
couche inférieure, présente une plus forte disoaité a travers l'interface ou elle change de sidyae
vitesse verticale est nettement plus faible etgumtesun profil parabolique, elle est en quadrapare
rapport a l'interface. Les dérivées suivgrdes perturbations sont également maximales aaumige
I'interface.

Dans la couche inférieure, I'écoulement semble §é&eéré par le cisaillement a linterface car les
perturbations de vitesse longitudinale présentenprofil quasi-linéaire. De plus, on remargue, en
corrélant les contours de vitesse de la Fig. 84 & déformations des interfaces présentées sur la
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Fig. 86 qu'’il se produit autour de l'interface uaecélération de I'écoulement /(> 0) dans la couche
k=1,2 quand la déformation entraine une diminutiosaeépaisseur, et inversement il se produit une
décélérationy <0) quand la déformation entraine un épaississede la couchd&. De ce point de
vue, la situation dans la couche inférieure paiaitlaire a celle d’une instabilité de surface dangle
longueur d’onde (voir Chapitre 3, section 3.4 etfitre 5, section 2.1). La seule différence est que
dans le cas présent, les vitesses de perturbdtiogsudinales sont en phase avec les déformatiens
l'interface et non plus en opposition de phase.oN®tenfin que méme si elles sont de plus faibles
amplitudes, on note I'existence de perturbationsithsse au niveau de la surface libre. Ceci ttadui
comme il a été déja souligné par Chen (1993),r& fiateraction entre les deux interfaces.
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Fig. 85. Profils des vitesses de perturbation,'(y) enx = 0.8 +4/4 (a) etv,'(y) enx = 0.8 (b) pour le mode d'interface et
dans la configuration rhéologiqueN/N.
a=0.73,Re=1,8=0.2 radCa= Ca,= 0,l;=1,=10%E,; =2.5M,=0.99,Q, =09 et =L,=0etn, =n, = 1.

L'analyse des déformations des interfaces repréesnsur la Fig. 86 conduit aux remarques
suivantes :
- Les deux interfaces ne sont pas en phase, ceduesta distorsion du champ de perturbations
(sivy' etv,' sont décalées suivaxtalors les déformations aussi).
- La déformation de l'interface entre les deux coschst pres de 5 fois plus importante que la
surface libre.
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Fig. 86. Déformation{;' de la surface libre et{,' de l'interface entre les couches sur une longuewt'onde 4 pour le
mode d'interface et dans la configuration rhéologige N/N.
a=0.73,Re= 11:B: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = O.g,l_l = L2 =0 etn; =n, = 1.

L’instabilité de grande longueur d’onde issue dued’interface est produite principalement par
efforts de cisaillement des perturbations longitatés au niveau de l'interface entre les couches.

es
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2.3  Mode d'interface de longueur d’onde modérée

Le troisieme et dernier type d’instabilités que :@vons étudié est celui des modes d’interface de
faible longueur d’onde (de I'ordre de la longuearactéristiqueds). Nous avons vu qu’elles peuvent
dominer les deux autres types d'instabilités, notemt pour de faibles nombres de Reynolds et pour
de faibles débit€);. La Fig. 87 présente le taux de croissagceen fonction du nombre d’onde
Dans ces conditions, le taux de croissance maxiealette instabilité est obtenu peur 2.6 ce qui
correspond a une longueur d’'ondeide 2n/a = 2.41.

x 10

20

taux de croissance

Fig. 87. Taux de croissances, en fonction du nombre d’'onde a pour le mode d'interface dans la configuration
rhéologique N/N.
Re= 2”8: 0.2 I’ad,Ca1: Ca2: O, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 0991Ql = 065,L1 = L2 =0 etnl =Ny = 1.

Les différents termes de I'équation d’énergie sepbrtés sur la Fig. 88. De la méme facon que pour
les instabilités de grande longueur d’onde, il éentva nouveau de regrouper les différents termes
suivant les deux ordres de grandeur identifiés.camsidérant le taux de croissance de la Fig. 87,
I'examen de la courbe du terr@N;+CIN, indique une augmentation de la dissipation avewmitabre
d’'onde. En effet, sur la Fig. 88, arr 2.6 ce term€IN;+CIN, est plus faible qu'en = 0.3, du fait de

la normalisation par la dissipation. La puissanes @fforts de pression aux deux interfaeed, et

P: et le taux de dissipatiobl;+Dl, ont a nouveau des effets stabilisants, tandislegiéermes de
transport (RE-RE;) ainsi que la puissance des efforts de cisailléndeta surface libre&SH et a
I'interface SH+SH, sont déstabilisants. Par conséquent, si I'énemg§eessaire a la croissance de
I'instabilité est une nouvelle fois essentiellemapportée par le cisaillement a l'interface, ontpeu
remarquer que le cisaillement a la surface libnsiajue le transport des perturbations par le chdenp
base jouent un rdle dans le processus, étant dgn@deur puissance est supérieure au taux de
variation de I'énergie cinétigue au nombre d’ondesidéré.

La Fig. 89, qui donne la répartition suivant I'égsaur du film des term&iN,, RE, etDI,, montre que
les instabilités naissent effectivement au nivead'idterface entre les couches, la ou les valelars
ces termes sont les plus élevées.

L'instabilité d’interface de longueur d’'onde modérést donc essentiellement produite par les efforts
de cisaillement au niveau de l'interface entre desches. Toutefois, a ces termes de cisaillement
s'ajoutent les efforts de cisaillement localisésriveau de la surface libre, ainsi que le transfert
d’énergie entre le champ de base et le champ deirpations pour favoriser I'apparition des
instabilités d'interface. C'est en cela principatamque l'instabilité d’interface de longueur d'end
modérée se différencie de l'instabilité d’'interfategrande longueur d’onde.
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Fig. 88. Termes du bilan d’énergie normalisés par laorme du taux de dissipation total en fonction dunombre d’onde
a et regroupés par ordre de grandeur pour le mode dfiterface dans la configuration rhéologiqueN/N.
Re= 2,IB: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = 065,L1 = L2 =0 etn; =n, = 1.
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Fig. 89. Répartition suivant I'épaisseur du film de différerts termes d’énergie normalisés pour le mode d'intéace et

dans la configuration rhéologiqueN/N.

(@) Le taux de variation d’énergie cinétiqDEN, ) et le transport d’énergiRg (---) .

(b) Le taux de dissipatidnl, .

a=2.6,Re=2,3=0.2 radCa= Cay= 0,1, =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q, = 0.65,L; =L, = 0 etn, =n, = 1.

On décomposant les termes dus aux efforts deleisaiht a I'interface§H, + SH,), on peut noter que

plus de 98%provient du terme suivant :
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4/]?(25-([:1;;?)‘..2”/%82@{5;; (dl)L!( -*( q)+ q'( q) adiy( q)j dtavec ke 1,2

Pour le termé&H:, seul le premier terme a un effet déstabilisant :
91(0) 21l ak 2ut au { aull*
S D 0). 0 0) —— dt.

le second étant négatif. Concernii, seul le term&E; est déstabilisant, comme le confirme la Fig.
89. Il se construit sous la forme :

_4/1(2“%/_% L ()
et se localise en gr%n(.je partle‘ versd;. B -
H 1.5
0.672 dr 40.5
- 0'8% = 0
H +4-0.5
1hi .
12 ] -15
-2
0.4
1 0.3
0.2
40.1
40
| 4-0.1
-0.2
: -0.3
L4 (b) ‘ ‘ ‘ ‘ | -0.4

0 0.5 1 15 2

Fig. 90. Isovaleurs des vitesses de perturbatian'(x,y) (a) etv'(x.,y) (b) pour le mode d’interface dans la configuratio
rhéologique N/ N.
a=2.6,Re=2,4=0.2radCa= Cay>=0,l;=1,=10% E; = 2.5M; = 0.99,Q; =0.65L; =L, =0 etn;=n, = 1.

Sur les Fig. 90 (a) et (b) sont présentés les $igtisolateurs des perturbationg etv,' et sur la Fig.
91 leur profil en fonction de la coordonngeen des positions ou elles atteignent leurs valeur
maximales et qui sont repérées par une ligne emtify@s sur la Fig. 90. Pour la perturbatiofy on
observe des profils relativement proches de ceulirdgabilité de grande longueur d’'onde avec des
maxima situés autour de l'interface et un grand sludiscontinuité. Les perturbations sont plus
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concentrées au voisinage de l'interface. En conmpaneec le cas précédent de la Fig. 85, on note une
nette diminution des valeurs extrémes de la peatiob de vitessey,, alors que les taux de
cisaillement a l'interfac@u, /0y(y= d) évoluent peu. Ceci pourrait expliquer pourquoidésrts de

cisaillement a l'interface sont moins forts danscas. Notons enfin que les valeurs maximales des
vitesses de perturbations sont moins importantes da couche supérieure que dans la couche
inférieure. Pour ce qui concerne la perturbatignon observe une répartition différente puisque le
vitesses maximales ne sont plus localisées auunigdedinterface, mais au sein méme de chacune des
couches. Contrairement au cas des grandes longdemdes, elles sont du méme ordre de grandeur
gue les composanteg. On observe par ailleurs gqu’il existe une intéacentre les deux interfaces,

la surface libre étant elle aussi perturbée. Enpamaison aux instabilités de grande longueur d’onde
les plus fortes valeurs atteintes par les pertimhsitde la surface libre, expliquent pourquoi lene

SH: est dans ce cas déstabilisant.
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Fig. 91. Profils des vitesses de perturbation,/(y) enx = 0.6—4/4 (a) etv/(y) enx = 0.6 (b) pour le mode d'interface
dans la configuration rhéologiqueN/N.
a=2.6,Re= 40,ﬂ: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = 065,L1 = L2 =0 etn;=n, = 1.

Sur la Fig. 92 sont présentées les déformationsndedaces. Elle conduit aux mémes observations
gue celles concernant le mode d’interface a gréomigueur d’onde avec un fort déphasage entre les
deux interfaces et une plus grande déformatiorimterface par rapport a la surface libre, encdus p
marquée que dans le cas précédent.
-10 T

ol T |

1 / A\ *

déplacement normalisé
o

i/ \\ |
8+ / déformation de la surface libre N

déformation de linterface

10 L T T L
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Fig. 92. Déformation{;' de la surface libre eté,' de I’interfaz:e entre les couches sur une longueut'onde 4 pour le
mode d’interface dans la configuration rhéologiqueN/N.
a=2.6,Re=2,4=0.2radCa= Cay= 0,1, =1,=10% E; = 2.5,M, = 0.99,Q, = 0.65,L, =L, =0 etn, =n, = 1.

Les instabilités du mode d'interface a longueurnd® modérée sont alimentées elles aussi par les
efforts de cisaillement au niveau de l'interfacérerles couches. Mais il a été montré que d'autres
sources d’énergie interviennent dans ce cas, sguddurbations sont mieux réparties sur I'épaisseu

totale de la couche.
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3 EFFETS DE LA RHEOLOGIE DES FLUIDES SUR LES TERMES
D’ENERGIE

Nous avons montré dans le chapitre précédent guetdogie des films joue un réle important sur la
stabilité de I'écoulement multicouche. Dans ce graphe, nous portons notre attention sur l'origine
des instabilités lorsque I'une au moins des deucloes est un fluide rhéofluidifiant.

Nous avons montré que, poki=2.5, la rhéologie de la couche inférieure contilélestabilité de
I'écoulement: les modes de surface et les modegedface de longueurs d’onde modérées sont
déstabilisés, alors que les modes d'interface @adgs longueurs d’onde sont stabilisés quand le
fluide de la couche inférieure passe de newtonigméafluidifiant. Nous souhaitons expliquer pour
chacune des instabilités, I'origine de ces modifices, en prenant pour référence les résultatade |
configurationN/N.

3.1  Mode de surface de grande longueur d’onde

Nous présentons sur la Fig. 93 le taux de croissales modes de surface de grandes longueurs
d'ondes dans les deux configurations suivantsidN et N/R La figure montre clairement une
augmentation du taux de croissance des modes féeslorsque la rhéologie du fluide de la couche
inférieure devient rhéofluidifiante. Cette déstaslaition induite par la modification de la rhéolode

la couche inférieure est accompagnée par un légengement au niveau de la valeur du nombre
d’'onde pour lequel le taux de croissance atteimt s@ximum : on passe dg = 0.17 pour la
configurationN/N a a = 0.18 pour la configuratioN/R. Rappelons que la longueur caractéristidque
n'est pas influencée par la rhéologie, on peut dommparer les différentes valeurs si les autres
parameétres ne changent pas.
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Taux de croissance

0.005-
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0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 035 04 045 05

a
Fig. 93. Comparaison des taux de croissaneg en fonction du nombre d'ondea pour le mode de surface et pour deux
configurations rhéologiques.
Re=40,8= 0.2 radCa= Ca,= 0,1, = I, = 10° E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.65 et dans la configuration rhéologique :
- N/N(L1:L2:O etn1:n2: 1)
- N/R(Ll = O, ng = 1, L2 =0.8 emz = 02)

L'évolution en fonction du hombre d’onde des diféts termes du bilan énergétique est donnée sur la
Fig. 94 pour les deux configurations rhéologiquassidérées. On observe que le seul terme qui subit
une forte augmentation est le ter8id- du cisaillement localisé sur la surface libre.

En comparaison a la configuratioWN, la déstabilisation du mode de surface quand lxlm
inférieure est rhéofluidifiante est due a l'augnadioh du terme de cisaillement au niveau de¢ la
surface libre.
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Fig. 94. Comparaison des termes du bilan d'énergieormalisés par la norme du taux de dissipation totlaen fonction
du nombre d’onde a pour le mode de surface et pour deux configurationghéologiques.
Re=40,8= 0.2 radCa;= Ca,= 0,1; =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.65 et dans la configuration rhéologique :
- N/N(L1:L2:O etn; =n, = 1)
——N/R (Ll =0, ng = 1, L2 =0.8 emn, = 02)

3.2 Mode d’interface de grande longueur d’onde

L,=0, n,=1
1,=0.8,n,=0.2 ||

Taux de croissance

.10 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

o
Fig. 95. Comparaison du taux de croissance des madd'interface en fonction du nombre d’ondea pour deux
configurations rhéologiques.
Re=1,£=0.2radCa =Ca=0,l; =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.9 et dans la configuration rhéologique :
- N/N(L1:L2:O etn1:n2: 1)
- N/R(Ll = O, ng = 1, L2 =0.8 emz = 02)

La Fig. 95 présente les taux de croissance du ndddeerface dans une situation pour laquelle
I'instabilité de grande longueur d’'onde domine.thex de croissance diminue - stabilisation- lars d
passage d’une configuratiof/N a une configuratioiN/R Cette diminution est accompagnée par une
diminution du nombre d'onde de linstabilité quisse deayn = 0.73 aayr = 0.35. Ainsi,
'augmentation de la longueur d’'onde, qui a plug gwublé en passant de 8.6 & 17.6, est un effet
marquant de la rhéofluidification.

Les différents termes du bilan d’énergie sont dersw la Fig. 96 en fonction du nombre d’onde. Ce
qui apparait en premier lieu est que le taux deatian de I'énergie cinétique ne suit pas I'évaiuti
du taux de croissance donnée sur la Fig. 95. E, éffl'inverse des taux de croissance, nous avons
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(CIN+CINo) N en ann=0.73 inférieur aCIN;+CIN,)nr €N anr= 0.35. Ceci est di simplement au fait
que le taux de dissipation total qui sert a norsealchaque terme est plus faible lorsque la couche
inférieure est rhéofluidifiante. L’examen des casglile dissipation dans chacune des couches donnée
sur la Fig. 96 (b) montre que la part d’énergisigise dans la couche supérieure diminue fortement e
modifiant la rhéologie, et c’est probablement agla explique la diminution du taux de dissipation
total.
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Fig. 96. Comparaison des termes du bilan d’énergieormalisés par la norme du taux de dissipation totlaen fonction
du nombre d'onde a et regroupés par ordre de grandeur pour le mode diterface et pour deux configurations
rhéologiques.
Re=1,8=0.2radCa =Ca=0,1; =1,=10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.9 et pour la configuration rhéologique:
- N/N(L1=L2: 0 eth;=n, = 1),
——N/R (Ll = 0,n1 =1, L2 =0.8 emn, = 02)

Comme dans la configuratidd/N, la croissance de ce mode est due a la puissaweftbrts de
cisaillement a I'interface entre les couches, seume positif aux nombres d’onde concernés. Mais ce
qui est remarquable dans ce cas, c'est l'allongéndenla longueur d’onde qui accompagne la
diminution du taux de croissance.

Afin de mieux comprendre les changements induitdgpahangement de la rhéologie du fluide de la
couche inférieure, nous examinons les valeurs ifigsahts termes dans le bilan d’énergie, au niveau
des deux nombres d’ondes critiques de chacuneealesanfigurations :

- Enayny=0.73 (nombre d’onde critique dans le BN, quand on passe d'un fluide newtonien a
un fluide rhéofluidifiant dans la couche inférieules principales modifications consistent en une
réduction de la valeur des termes dus aux eff@tsishillement a la surface libre, qui conduit a
stabiliser le nombre d'onde de maniére a ce queilsoit plus celui pour lequel le taux de
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croissance est le plus fort (les autres termestsostaugmentés). Le maximum en terme de taux
de croissance, et donc aussi en terme de tauxrizgiona de I'énergie cinétique, est ainsi décalé,

en I'occurrence emnyr= 0.35.

- Enayr=0.35 (nombre d’onde critique dans le bHbl), le bilan d’énergie cinétique est plus fort
gu'en ayn = 0.73 quand la couche inférieure contient un #uibéofluidifiant. Il s’avére que le
seul terme ayant un effet plus déstabilisant eatre0.73 et 0.35 est celui de la puissance des
efforts de cisaillement & I'interface. Son augmgateexplique probablement le décalage vers les
plus fortes longueurs d’onde. En ce nouveau nordlmede ayr= 0.35, la stabilisation générée
par la diminution du term8H: en augmentarit, est compensée par une augmentatiorPgePp)
et (SH+SH,), donc de la puissance de la pression et duleiseiht au niveau de l'interface.

Dans le cadN/N le nombre d’onde critique est relativement gralhast plus proche de celui des
instabilités de longueurs d’onde modérées caraésipar une valeur positive 8Bk qui joue dans

ce cas un rble déstabilisant. Dans le cas d'unéigroation N/R, le nombre d’onde critique est plus
faible et est par conséquent plus éloigné de aidgi instabilités de longueurs d’onde modérées.
Suivant la configuration, les deux nombres d’onds deux instabilités du mode d’interface sont ainsi
plus ou moins éloignés. Ceci peut expliquer lesnph#®nes de coalescence des deux pics de
croissance observés dans le chapitre 4 sur |bEigar exemple.

La stabilisation des grandes longueurs d’onde ddendinterface quand;>1 et quand la couche
inférieure devient rhéofluidifiante trouve son amigg dans la diminution de la puissance des effigts
cisaillement au niveau de la surface libre. Ceiteirtition entraine un décalage du nombre d’onde
critique vers de plus petites valeurs. Au niveas fagbles nombres d’onde, I'énergie des termes|tels
que les efforts de cisaillement et de pressioméelface est plus importante et vient s’opposertée
stabilisateur d&H:-due a la rhéofluidification.
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Fig. 97. Répartition suivant I'épaisseur du film dedifférents termes d’énergie normalisés pour le maa d'interface et
dans la configuration rhéologiqueN/R.

(@) Le taux de variation d’énergie cinétiqDEN, ) et le transport d’énergiRg (---) .

(b) Le taux de dissipatidnl, .
a=0.35Re=1,8=0.2 radCa= Ca,= 0,1, =1, =10% E; =2.5M; =0.99,Q; =0.9,L, =0,n, = 1,L,= 0.8 en, = 0.2.

Afin d’avoir une meilleure idée sur la facon dordg produisent ces changements au sein de
I’écoulement, nous avons tracé sur la Fig. 97 tefilp de I'énergie cinétique et du transport (adsa
que de la dissipation (b) dans la configuratii®. En comparaison au c&§N (Fig. 83), I'énergie
cinétique est répartie differemment avec une pargefcomposante dans la couche inférieure, de
méme que la dissipation qui atteint son maximumiaeau de la paroi solide.

Les contours des composantes des perturbatiores dtesse et leur profil sont portés respectivement
sur les Fig. 98 et Fig. 99. D’apres ces figuresdegurbations longitudinales,' dans la couche
supérieure sont moins fortes en comparaison aiNtdgFig. 84 et Fig. 85). Les taux de cisaillement
se trouvent ainsi diminués alors que la viscosaéevtres peu, d'ou la diminution du taux de
dissipation et au niveau de la surface libre, taidution du termeSH: responsable de la stabilisation
de cettanstabilité. Dans la couche inférieure les perttidmes sont plus importantes, et comme elles

Millet Séverine 07 décembre 2007



129 CHAPITRES : RESULTATS DU BILAN D' ENERGIE

sont accompagnées d’une forte diminution de I'éqgais de la couche, les efforts de cisaillement sont
relativement plus élevés. Le profil de la composasitdans la couche inférieure est plus €loigné plus
du profil linéaire que ne I'est le profil dans lascnewtonien, et les taux de cisaillement sonttdidu
plus forts quey augmente. Ceci peut expliquer pourquoi le profd thux de dissipation est modifié,
devenant beaucoup plus élevé a proximité de la garfond.

Dans le cas ou le fluide de la couche inférieuteuadluide de Carreau, la stabilisation obsergte e
due, du point de vue énergétique, a une diminutieda puissance des efforts de cisaillement au
niveau de la surface libre qui vient contrecarfaugmentation des efforts de cisaillement et|de
pression sur l'interface. Le champ des perturbatiomgitudinales dans la couche supérieure alune
amplitude maximale réduite, donnant lieu & une wlirdn des taux de cisaillement sur toute son
épaisseur et par conséquent la diminutiorSteet DI,. En paralléle, la diminution de I'épaisseur [de
la couche inférieure conduit a une forte augmemtatieDI, et SH.. Globalement, ces modifications
se soldent par une diminution du taux de variatieiénergie cinétique, montrant que les effetdaur
couche supérieure dominent.
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Fig. 98. Isovaleurs des vitesses de perturbation,'(x,y) (a) et v'(x)y) (b) pour le mode d'interface et dans la
configuration rhéologique N/R.
a=0.35Re= 11:B: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, E]_ = 2.5,M1 = Ogg,Ql = 0.9,L1 = 0,n1 =1, L2 =0.8 en, = 0.2.
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Fig. 99. Profils des vitesses de perturbation,'(y) enx = 0.9 +4/4 (a) etv,/(y) enx = 0.9 (b) pour le mode d'interface et
dans la configuration rhéologiqueN/R.

a=0.35Re= 11:B: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = O.g,l_l = 0,n1 = 1,L2 =0.8 emn, = 0.2.

3.3  Mode d'interface de longueur d’onde modérée

Nous étudions dans ce paragraphe les mécanismewmrdolieu a la déstabilisation des modes
d’interface de longueur d’'onde modérée (de I'ordeel’épaisseur des couches) survenant quand la
couche inférieure devient rhéofluidifiante. Nouédgantons sur la Fig. 95 les taux de croissancesle ¢
instabilités. On constate effectivement une déksalibn entre le call/N représenté en pointillé et le
casN/R en traits pleins. Cette déstabilisation de I'éemgént s’accompagne d’'une augmentation du
nombre d’onde le plus instable, passantidg = 2.6 ¢ = 2t/a = 2.41) &oiyr = 2.85 { = 2t/a = 2.20).

L'évolution des différents termes normalisés dwaid’énergie en fonction du nombre d'onde, est
portée sur la Fig. 101. On remarque ainsi que ngbment de newtonien a rhéofluidifiant de la
rhéologie du fluide dans la couche inférieure $sxbitous les termes excepté celui qui traduit la
puissance produite par le transport des pertum@far le champ de basd&rE+RE).

Le terme de transport RE+RE) produit donc I'énergie responsable de la déssatibn des
longueurs d’onde modérées du mode d’interface géngar la rhéofluidification. Les puissances fes
efforts de cisaillement, la principale source dafmslités pour ce type de modes comme cela g été
montré dans la section précédente, sont au canteduites.
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Fig. 100. Comparaison des taux de croissance des des d'interface en fonction du nombre d’ondea pour deux
configurations rhéologiques.
Re=2,4=0.2radCa =Ca=0,l, =1, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q, = 0.65 et pour la configuration :

- N/N(LJ_Z L2: 0 etn1: Ny = 1),

- N/R(Ll = O, ng = 1, L2 =0.8 emz = 02)
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Fig. 101. Comparaison des termes du bilan d'énergiormalisés par la norme du taux de dissipation tat en fonction
du nombre d’onde a regroupés par ordre de grandeur pour le mode d'inteface et deux configurations rhéologiques.
Re=2,4=0.2radCa =Ca=0,l; = I, = 10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q, = 0.65 pour la configuration:

- N/N(L1:L2:O etn1:n2: 1)

- N/R(Ll = 0, ng = 1, L2 =0.8 emz = 02)
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Fig. 102. Répartition suivant I'épaisseur du film de différerts termes d’énergie normalisés pour le mode d'intéace
dans la configuration rhéologiqueN/R.

(@) Le taux de variation d’énergie cinétiqDEN, —) et le transport d’énergiRg (---) .

(b) Le taux de dissipatidDly .
a=2.85Re= 2,IB: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, I]_ = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = 065,L1 = L2 =0 etn;=n, = 1.
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La Fig. 102 présente dans le &d& la répartition en fonction dgdes termes de taux de variation de
I'énergie cinétique et de transport, ainsi que aluxtde dissipation normalisés. On ne note pas de
différence majeure avec les profils de la Fig. 8&eptée une augmentation du terme de transport au
niveau de l'interface entre les couches, en pdigicdans la couche inférieure.
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Fig. 103. Isovaleurs des vitesses de perturbatiom/(x,y) (a) et v('(x,y) (b) pour le mode d'interface et dans la
configuration rhéologique N/R.

a=2.85Re=2,=0.2 radCa= Cay= 0,1; =, = 10% E; = 2.5,M, = 0.99,Q; = 0.65,L; = 0,n; = 1,L, = 0.8 etn, = 0.2.

Les champs de perturbations présentés sur le9&et leur profil sur la Fig. 99 montrent que, coenm

le cas des grandes longueurs d’'ondes, les vargatiea champs de perturbations longitudinales sont
plus importantes dans la couche inférieure que ttaneuche supérieure. On peut alors se demander
pourquoi le méme effet (une augmentation des gEatioms dans la couche inférieure) donne lieu a
des conséquences dominantes différentes : une atafine deSH, et deD1, dans le cas précédent
des grandes longueurs d’'ondes, et une augmentgiBii, dans le cas présent des longueurs d’'onde
modérées. Pour expliquer cela, il faut reveniéutie du champ de base et comparer ces résultats au
conditions dans lesquelles ces instabilités appseat préférentiellement. Nous avons vu en effies da
I'étude du champ de base (section 1.4 du chapjtrgug le passage de la configuratidfN a la
configurationN/R, provoque une diminution de I'épaisseur des deauckes. Toutefois, lorsque;

est faible, cette diminution touche principalemé@paisseurd, de la couche inférieure, alors que,
pour des débit®; plus élevés, la diminution d’épaisseur touche gipmlement I'épaisseut; de la
couche supérieure. Or nous avons également vueguadtabilités de longueurs d’onde modérées des
modes d’'interface ont des taux de croissance dartsrdans le cas de faibles délfjts Dans ce cas,
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la rhéofluidification provoque surtout une dimirarti de I'épaisseur de la couche inférieure qui
s’accompagne d’une accélération au niveau de ifexte. On obtient donc de forts taux de
cisaillement au niveau du champ de bakk/oy qui expliguent 'augmentation du ternits. Ce
phénoméne est moins marqué pour les déBitplus forts puisqu’ils affectent principalement la
couche supérieure ou les taux de cisaillendghtoy sont beaucoup plus faibles de par I'existence de
la surface libre o@U,/0y=0. La diminution de I'épaisseur de la couche supégieobtenue pour de
forts débitsQ, ne crée pas une augmentation suffisanteodgdy pour rendre le termdRE;
significatifs.

Le passage dH/N a N/R déstabilise le mode d’interface a longueur d’ond&lérée. Dans I'analyse
des mécanismes sous-jacents a la déstabilisatiopride en compte du champ de base permet de
mieux comprendre les différences dans le comporiemie I'écoulement. En effet, pour de faibles

débits Q;, la diminution conséquente de I'épaisseur de lacke inférieure s’accompagne d'upe
augmentation du taux de cisailleméhk/dy. Cela favorise la croissance des instabiliédes termes
RE; de transport d’énergie par le champ de base.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

composante y|
composante
i i

1.2

1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
vitesse de perturbation

Fig. 104. Profils des vitesses de perturbatiom/(y) enx = 2—24/4 (a) etv/(y) enx = 2 (b) pour le mode d'interface dans

la configuration rhéologique N/R.
a=2.85Re=2,3=0.2radCa= Ca,= 0,1; =1,=10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.65,L; =0,n; = 1,1, = 0.8 etn, = 0.2.
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4 EFFETS DES PARAMETRES DE L'ETUDE SUR LES TERMES
D’ENERGIE

4.1 Influence de la tension de surface au niveau
de l'interface ( Ca, #0)

Les Fig. 105 et Fig. 106 présentent des taux dissance et les différents termes du bilan d'énergie
normalisés en fonction du nombre d’ong@our deux nombres capillaires différets, = 0 et 0.1.
Comme on 'a vu dans la section 2.3.1 du chapiti&ntroduction d’'une tension de surface entre les
deux couches fluides stabilise les longueurs d’anddérées du mode d’interface.

Soulignons que dans les deux cas présentés, lessnuted surface sont stables et que le seul mode
instable est le mode d’'interface. Dans le cas sarson de surface, l'instabilité a un nombre d®nd

= 2.6. QuandCa = 0.1, les longueurs d’'onde modérées sont stabgiet I'instabilité a un nombre
d’'ondea = 0.35.

-0.02r

taux de croissance

-0.06r

-0.08r

—— (1/Cay)=0

(1/Ca)=0.1

-0.1 T 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Fig. 105. Comparaison des taux de croissance des dee d'interface en fonction du nombre d’ondea pour deux
nombres capillairesCa, = 0, 0.1 dans la configuration rhéologiqué/N.
Re= 1”8: 0.2 I’ad,Ca1: O, |1 = |2 = 103, El = 2.5,M1 = 099,Ql = 065,L1 = L2 =0 etnl =Ny = 1.

Comme nous avons procédé plus haut pour le modéedace, nous divisons les différents termes
selon deux ordres de grandeur. Nous notons d'dgsesourbes que les taux de variation de I'énergie
cinétique sont relativement faibles, ce qui nousdait a prendre en considération dans notre analyse
I'ensemble les termes du bilan d’énergie. On nategileurs I'apparition d’'un nouveau tern&\\,
représentant la puissance des forces de tensioneiface (il était toujours nul jusqu’a préserntes
efforts provoquent une déstabilisation de pluslas forte quand le nombre d’onde augmente. L’ajout
d’une tension d’interface provoque aussi une désation des termes des efforts de pression sur le
deux interfaces;+P, et P, et de cisaillement sur la surface lil8it.

La stabilisation du mode d'interface de longueuondie modérée liée a I'ajout d'une tension

d’interface résulte d’une forte diminution de laiggance des efforts de cisaillement a l'origine| de
l'instabilité, ainsi qu’'une diminution des termes ttansfert d’énergie du champ de base au champ
perturbé -RE+RE,).
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taux de variation temporelle de I'énergie

taux de variation temporelle de I'énergie
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Fig. 106. Comparaison des termes du bilan d'énergiormalisés par la norme du taux de dissipation tat en fonction
du nombre d'onde a pour le mode d’interface pour deux nombres capillaies dans la configuration rhéologiqueN/N.
Re=1,£=0.2radCa=0,1; =1,=10% E; = 2.5,M; = 0.99,Q; = 0.65,L; =L, = 0,n; =n, = 1 et pour le nombre capillaire:

---Ca=0,
— Ca =0.1.

Influence du rapport de densité M

Nous avons montré, dans la section 2.2 du chapitgee I'effet majeur du rappdwt; de densité entre
les couches est de modifier la stabilité du modeteface de longueur d’'onde modérée. C’'est cet
effet que nous allons étudier dans ce qui suig\ets le bilan d’énergie. La Fig. 107 présentddes

de croissance des modes d'interface pour deux naldeM;. Nous constatons effectivement une
stabilisation du mode d'interface de longueur d®ndodérée quand la stratification en densité
augmente (soit quand; diminue). Nous nous intéressons plus particuliernau comportement des
différents termes du bilan d’énergie autour du nendondes = 2.6, ou le taux de croissance atteint
son maximum. Les différents termes du bilan d’éieesgnt présentés sur la Fig. 108.
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Fig. 107. Comparaison des taux de croissance des dee d'interface en fonction du nombre d’ondea pour deux
rapport de densitéM; = 0.99 et 0.8 dans la configuration rhéologiqui/N.
Re=1,8=0.2 radCa= Ca= 0,1, =1,=10% E; = 2.5,Q; =0.65,L; =L, =0 etn; =n, = 1.
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Fig. 108. Comparaison des termes du bilan d’énergiormalisés par la norme du taux de dissipation ta@l en fonction
du nombre d’onde pour le mode d’interface pour deuxapports de densité et dans la configuration rhéolgique N/N.
Re=1,=0.2radCa= Ca =0,l; =1,=10% E; = 2.5,Q; = 0.65,L; =L, = 0,n; =n, = 1 et pour le rapport de densité:

---M;=0.8,

— M;=0.99.
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Dans les études que nous avons effectuées jusqé'semt, les densités des couches étaient
relativement proches, et I'apport du terme du dtorts de pression a l'interfade,+P, dans le bilan
d’énergie était négligeable. On remarque sur cesbes la croissance de ce terme lorshjiye0.8.
Cependant le taux d’énergie cinétique décroit qudpdiminue, il y a donc un ou plusieurs autres
termes qui compensent la déstabilisatiofPde, pour le nombre d’onde de I'instabilité. On a viequ
sans stratification en densité, la croissance ddentbinterface de longueur d’onde modérée trouvait
son origine dans les efforts de cisaillement ssidieux interfaces et le transport par le champade b
dans le cad; = 0.8, la puissance des efforts de cisaillementassurface libre devient encore plus
déstabilisante, alors que les autres termes s'awvareins dangereux que qualkid = 0.99.

Lorsqu'on ajoute une stratification en densité egnaentant la masse volumique du fluide dg la
couche inférieure, la stabilisation du mode d'ifgee de longueur d’'onde modérée s’explique par|une
diminution simultanée de la puissance des effoetgidaillement sur l'interface entre les couches et
des termes de transport par le champ de basegmfuies deux termes responsables de I'instabilité

4.3 Influence de la stratification en viscosité

Nous avons déja montré que le changement de &asith en viscosité conduit & des modifications
dans le comportement de chaque type d’instablléémodification la plus remarquable est celle du
mode d'interface a grande longueur d’onde : alorg grésentait la particularité de ne pas nécessit
d’inertie pour étre instabldRg, = 0) lorsquekE; = 2.5, son seuil devient non nul lorsdee= 0.4. Par
ailleurs, le seuil de déclenchement de l'instabitie surface devient plus faible que celui du mode
d’interface de grande longueur d’'onde. Ainsi, pesrgrandes longueurs d’onde, le taux de croissance
de I'instabilité de surface devient prépondéramtrppport & celui de d'interface.

Par ailleurs, les instabilités du mode de surfacguemode d’interface de longueur d’onde modérée
sont peu modifiées. De méme l'ordre de grandeur diféérents termes du bilan d’énergie et les
champs de perturbations ne présentaient pas @eatiffe remarquable.

Nous nous intéressons dans ce qui suit plus pbétiement & I'étude de l'instabilité du mode
d’interface de grande longueur d’'onde. Nous pré&sensur la Fig. 109 les taux de croissance du mode
d’interface en fonction du nombre d’onde pour lesxdrapports de viscosité que nous avons étudié.

0.015

-0.005-

-0.01-

Taux de croissance

-0.015-

-0.02- —— E=25
- E1:0.4

-0.025! I I I I
0 1 2 3 4 5 6

Fig. 109. Comparaison des taux de croissance des des d'interface en fonction du nombre d’ondea pour deux
rapport de viscositéE; = 2.5 et 0.4 dans la configuration rhéologiqui/N.
Re=1,,6’= 0.2 I’ad,Ca1= Ca2= 0, |1 = |2 = 103, Ml = Ogg,Ql = 0.9,'.1 = L2 =0 etn;=n, = 1.

Nous choisissons ici un nhombre de Reynolds inféraau seuil de l'instabilité de grande longueur
d’onde de maniére a observer la stabilisationdiéehangement de stratification en viscoBité 0.4.
Les différents termes du bilan d’énergie normaligésle taux de dissipation totale sont représentés
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sur la Fig. 110. Dans le c&s = 2.5, le nombre d’onde critique est= 0.73. Nous nous placons au
voisinage de ce nombre d’onde critique pour I'aselgiu bilan d’énergie.
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Fig. 110. Comparaison des termes du bilan d’énergiormalisés par la norme du taux de dissipation t@l en fonction
du nombre d’onde a pour le mode d'interface pour deux rapports de visosité et dans la configuration rhéologique
N/N.
Re=1,8=0.2 radCa= Ca =0,1; =1, = 10, M; = 0.99,Q, = 0.9,L; =L, = 0 etn; =n, = 1 et pour le rapport de
viscosité:

--- E;=25,

— E;=0.4.

Le changement de signe du taux de croissance tdadstiabilisation de ce mode. Seuls deux termes
du bilan diminuent en passante= 2.5 aE; = 0.4 :

- le terme de transport par la perturbation du gradie champ de bas€¢RE+RE,) dissipe un
peu plus d’énergie,

- le terme de production d’énergie par les effortxidaillement au niveau de I'interface entre
les couches3H+SH,) devient moins efficace.

Les champs et profils de perturbations représentékes Fig. 111 et Fig. 112 sont & comparer aa®c |
Fig. 84 et Fig. 85 présentant les mémes résultats B; = 2.5. On remarque que les profils de
perturbations ont la méme allure, mais que lesugeations ne sont pas réparties de la méme fagon
selon la profondeur. Effectivement, contrairemantask; = 2.5, les perturbations longitudinales, qui
jouent un réle dominant dans le processus de diksstion a travers les efforts de cisaillement a
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l'interface, sont les plus fortes dans la couchgégeure. Nous observons ainsi que les perturtation
longitudinales sont influencées par la stratificaten viscosité. Leurs valeurs extrémes dans leheou
semblent devenir d'autant plus fortes que la viséest faible.
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Fig. 111. Isovaleurs des vitesses de perturbatiom/(x,y) (a) et v('(x,y) (b) pour le mode d'interface et dans la
configuration rhéologique N/N.
a=0.73,Re= 11:B: 0.2 I’ad,Ca1= Ca2: 0, I]_ = |2 = 103, El = 0.4,M1 = 099,Ql = 0.9,'.1 = L2 =0 ethy=n, = 1.

Dans le cas étudié, le débit dans la couche supérieeprésente 90% du débit total. La couche
supérieure est par conséquent plus épaisse qumuthe inférieure, et les efforts de cisaillement a
l'interface sont moindres par rapport a ceux dansoluche inférieure. Notons également que dans le
cask; = 2.5, I'épaisseur de la couche inférieure est enptus faible que le cas présent, par 'effet de
la stratification en viscosité sur le champ de basequi accentue encore le cisaillement dans cette
couche. La viscosité est, quant a elle, multipjide 6.25 quande; passe de 2.5 a 0.4. Mais cette
augmentation ne suffit pas a équilibrer la dimiomtidu taux de cisaillement et la contrainte a
I'interface diminue, comme en témoigne la diminotdu termeSH,+SH..

La stabilisation des modes d’interfaces sur lewsdes longueurs d’onde opérée quand le fluide de |
couche inférieure devient le plus visqueux des deumble ainsi provenir d’'une répartition différente

des perturbations sur I'épaisseur du film, provequae diminution de la puissance des efforty de
cisaillement suffisante pour empécher la croissaecees instabilités.
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Fig. 112. Profils des vitesses de perturbatiom/(y) enx = 6.2 —4/4 () etv,'(y) enx = 6.2 (b) pour le mode d'interface
et dans la configuration rhéologiqueN/N.
a=0.73,Re=1,8=0.2 radCa= Ca,= 0,1, =1, = 10% E; = 0.4,M; = 0.99,Q; = 0.9,L; =L, =0 etn; =n, = 1.

4.4  Influence du débit Q

La diminution du débiQQ; conduit & unaiminution du rapport d’épaisseunds/d,. Par ailleurs, au
niveau de la stabilité, avég = 2.5, la diminution d€); a pour effet de stabiliser les modes d’interface
de grande longueur d'onde (voir chapitre 4, secoh). Nous avons également noté un effet
contradictoire deQ; avec un autre parametre : le couple,rp) qui représente les propriétés
rhéofluidifiantes de la couche inférieure. Effeetivent, on a vu notamment dans la section 2.2 de ce
chapitre que le fait d’augmenter la rhéofluidit@bdlise Iui aussi les grandes longueurs d’onde du
mode d’interface. Pourtant, d’apres I'étude du ghata base, on sait aussi que cela conduit & une
augmentationle rapporid,/d,.

L'évolution du taux de croissance est présentédaskig. 113 avec le méme jeu de paramétres que
dans la section 2.2. Nous observons une stabilisates grandes longueurs d’onde quand le débit
dans la couche supérieure est réduit, ainsi qudiméution du nombre d’'onde critique dgyo= 0.73

a apg= 0.48. L'évolution des différents termes du bikmergétique quand on diminue le débit est

illustrée sur la Fig. 114.
X 1()'3

Q=09
T I ——— Q=08

Taux de croissance

Fig. 113. Comparaison des taux de croissance desdas d'interface en fonction du nombre d’onder pour deux débits
Q: = 0.9 et 0.8 dans la configuration rhéologiqui/N.
Re=1,8=0.2 radCa= Ca= 0,1, =1,=10% M; =0.99,F; = 2.5, =L,=0etn; =n, = 1.
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Fig. 114. Comparaison des termes du bilan d’énergiormalisés par la norme du taux de dissipation t@l en fonction
du nombre d'onde a pour le mode d’interface, pour deux débits et dank configuration rhéologique N/N.
Re=2,4=0.2radCa =Ca=0,1;=1,=10°% E; =2.5,M; = 0.99,L; =L, =0 etn; =n, = 1 et pour le débit:
———Qi=09,
— Q=0.8.

Remarquons tout d'abord que les évolutions desbesude la Fig. 114 sont globalement similaires a
celles de la Fig. 96 illustrant I'influence de keéofluidification sur le mode d’interface. On net# la
Fig. 113 que le nombre d’onde pour lequel le taaxnglification atteint son maximum se décale vers
les faibles nombres d’onde. Examinons maintenawlution des composantes du bilan d’énergie
autour du nombre d’onde critiqug o= 0.73, et les raisons qui conduisent au changethenbmbre
d’onde critique, lorsqu’on diminue le débit@e=0.9 aQ, = 0.8 :

- En ape= 0.73 (nombre d’onde critique dans le €as= 0.9), quand on diminue le dékjt jusqu’a
0.8, nous observons une forte réduction de la ancss des efforts de cisaillement a la surface
libre. La puissance de ces mémes efforts sur tfilmte augmente elle aussi, mais pas suffisamment
pour queaoe= 0.73 reste le nombre d’onde le plus instablemaximum en terme de taux de
croissance, et donc aussi en terme de taux deivaride I'énergie cinétique avant normalisation,

est ainsi décalé, en I'occurrence vegg= 0.48.

- A nouveau le seul terme ayant un effet plus dégaht entrea = 0.73 et 0.48 est celui de la
puissance des efforts de cisaillement a I'interf&mn augmentation explique donc le décalage vers
les plus grandes longueurs d’onde. Pour ce noumeambre d'ondeayg= 0.48, la stabilisation
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générée par la diminution du terBét en diminuaniQ, est compensée par une augmentation de
(P1+P,) et SH+SH,), c'est-a-dire de la puissance de la pressioruaighillement au niveau de
l'interface.

La diminution du débi€); dans la couche supérieure a exactement le méeteqgefilitatif sur le bilar]
énergétique que le fait d’introduire un modele der€au dans la couche inférieure. Ces deux
modifications conduisent & une stabilisation desxdes longueurs d’onde du mode d’interface. Ceci
tend donc a confirmer que les rapports d’épaissetie les couches n’est pas le seul parametre tdevan
étre considéré pour la stabilité du systeme.
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CONCLUSIONS

Nous avons abordé dans cette étude la stabilitéa®ilement de films de fluides newtoniens ou non
newtoniens sur un plan incliné. Notre étude bibtpiique met en évidence que, contrairement au cas
de fluides newtoniens, trés peu d'études portentiesifluides rhéofluidifiants. Dans ce travail de
thése, nous avons porté notre attention plus pégiement sur ce type d’écoulement en considérant
le cas d'un fluide rhéofluidifiant, d’abord & une®uche, puis a deux couches non miscibles
superposeées.

L’étude est essentiellement basée sur la stalitié@ire combinée a une approche énergétique. Une
fois les seuils et taux de croissance déterminésl'@ade de stabilité linéaire (équation d’Orr-
Sommerfeld), I'approche énergétiqgue nous a perraisati/ser le réle de chaque terme de I'équation
de I'énergie (équation d'Orr-Reynolds). Nous avaimsi pu déterminer avec précision d'une patrt, les
termes qui produisent de I'énergie et alimentertrtassance des instabilités et d’autres part cgiix

en dissipent et s’opposent a leur développement.

Un code de simulation numérique a été développé lpagsolution du probleme aux valeurs propres
généralisé, résultant de la linéarisation des émumtde Navier-Stokes et le développement des
perturbations des variables du probleme en modesaux. Ce code est basé sur la méthode spectrale
de Tau-Tchebychev.

Dans le cas d'une seule couche, I'étude de stbilittaire montre que lorsque le fluide est
rhéofluidifiant, en comparaison au cas d'un fluidewtonien, on observe une déstabilisation de
I’écoulement. L’analyse énergétigue montre queicsbilités sont dues aux travaux des forces de
cisaillement au niveau de la surface libre. Cesd®ragissent sur I'écoulement de sorte a rétadir u
contrainte nulle sur la surface déformée. Quanfliuide est rhéofluidifiant, le travail des forces d
cisaillement est plus important, ce qui entraine él@vation du taux de croissance des instabilités.

Deux autres approches ont été développées pouegitadstabilité du cas monocouche. La premiere
est basée sur une méthode asymptotiqgue aux gréompseurs d’'onde. Elle a permis de déterminer
les seuils de déclenchement des instabilités @il&ité critique des ondeg dans la limite des fluides

faiblement rhéofluidifiants. La deuxiéme est uneraphe phénoménologique. Elle est également aux
grandes longueurs d’'onde, mais ne restreint pagpdeametres rhéologiques au cas faiblement
rhéofluidifiant. Elle donne accés a la célérité desles en utilisant le champ de base déterminé
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numériqguement. Les deux approches donnent degatssah parfait accord dans la limite des fluides
faiblement rhéofluidifiants et constituent un prempas vers la compréhension de linstabilité de
grande longueur d’onde avec un fluide rhéofluidifiaEffectivement, les deux approches montrent
gu’il s’agit de la méme instabilité que dans le das fluide newtonien. Toutefois, on note que la
différenceU(0)-ck augmente quand le fluide devient rhéofluidifisettcela a pour effet de réduire le
seuil de déclenchement des instabilités a travegsaugmentation des effets des termes d'inertie. Un
approche phénoménologique étendue au second ordrdevrait certainement permettre de retrouver
les nombres de Reynolds critiques des instabilités.

Les résultats de I'étude monocouche nous ont sgevibase pour l'analyse de la stabilité de
I'écoulement d'un film & deux couches superposégsus plan incliné. Il s’agit d’'un probleme
complexe car, aux nombreux parametres physiqugsiteale fait que chacun influence différemment

la stabilité de I'écoulement, rendant délicat lvail de synthése. Nous avons néanmoins pu mettre e
évidence certaines tendances dans le comportenesnindtabilités en fonction des paramétres de
I'étude. Le Tableau 6 présente une synthése dtukimce de chaque paramétre séparément en termes
d’augmentation (déstabilisation) ou de diminutientaux de croissance (stabilisation).

Influence de 'augmentation de : Influence de katbgie :
Mode : o M | Te k=12 NINSR/IN|N/NSN/R [ NIN-RR
Surface + + - + + +
o~ 0 + + - — - -
Interface
a>1| 4 = _
Legende Influence de la viscosité :
- Forte déstabilisation
+ Faible déstabilisation Ei>
= Effet négligeable Ei<1

— Faible stabilisation
- Forte stabilisation

Tableau 6. Tableau récapitulatif de I'effet spécifige de chacun des paramétres de I'étude sur la stalbél
Stabilisation = diminution du taux de croissance.
Déstabilisation = augmentation du taux de croissanc

Dans le cas de I'écoulement a deux couches, typisstd’instabilités ont pu étre identifiées : une
instabilité de surface (mode de surface) a grandgueur d'onde et deux instabilités d’interface
(mode d'interface), I'une a grande longueur d’oretel’autre & longueur d’onde modérée. Tout
d’abord, l'instabilité de surface dans le cas axdeauches présente la méme origine que dans le cas
d’'une couche unique. L'approche énergétique moddres les deux cas, une évolution similaire de
l'instabilité en fonction des propriétés rhéofldidntes du fluide.

Les deux instabilités issues du mode d'interfacepmur origine principale le travail des efforts de
cisaillement a I'interface. Ces efforts sont dépekés par les fluides alentour pour assurer la coié

des contraintes au niveau de l'interface déforrR@er les instabilités de grande longueur d’onds, ce
efforts constituent la seule contribution dansriadpction d’énergie de perturbation. Par contreyrpo
le développement des instabilités de longueur ddormmbdérée, plusieurs termes contribuent a la
production de I'énergie de perturbation.
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La stratification en viscosité joue un rble déteranit dans la stabilité du systeme, notamment sur le
seuils de déclenchement des instabilités. Noussawwntré que lorsque la couche inférieure est la
moins visqueuse, l'instabilité de grande longuelonde issue du mode d’interface est la plus
dangereuse. Cette instabilité peut en effet craitnes inertie ; on parle dimertialess effech. Cet
effet disparait quand on inverse les viscosités arghes. Une inversion en viscosité provoque
effectivement de profondes modifications dans leangh de base, et notamment au niveau des
épaisseurs relatives des couches. Cela est aitierijune répartition différente des perturbatioies
vitesse dans I'épaisseur, aboutissant a de ploteftaux de cisaillement au niveau de l'interface.
L’augmentation de la viscosité ne suffit pas a cenger la baisse du taux de cisaillement. Ceci
explique la diminution des contraintes de cisaidemau niveau de l'interface a l'origine de la
disparition de ces instabilités sans inertie.

Nos résultats montrent que les propriétés rhéolmgiqiu fluide ont d’autant plus d’'influence sur la
stabilité du systéme que le fluide concerné a useosité newtonienne faible. Lorsque la couche
inférieure (adjacente a la paroi) est la moins wésge, la rhéologie de cette couche détermine la
stabilité de I'écoulement. La rhéologie de la caucupérieure est dans ce cas pratiquement sans
conséguence. On aboutit alors a une diminutionadix e croissance (stabilisation) des grandes
longueurs d’onde du mode d’interface, qui gardentdfois un nhombre de Reynolds critique nul et
restent donc les plus dangereuses. La rhéoflugdifin induit parallelement une augmentation du taux
de croissance des deux autres instabilités : éibikte de grande longueur d’onde issue du mode de
surface et l'instabilité de longueur d’onde modés=eie du mode d’interface. Dans la configuration
inverse en viscosité, le comportement du systerste neratiquement inchangé lorsque le débit est
faible, mais pour de forts débits, la stabilitést’plus seulement commandée par I'une ou l'autee de
couches. La stabilité de I'écoulement quand l'umes deux couches est un fluide rhéofluidifiant
évolue en effet differemment selon que la couchecemée est la couche inférieure ou la couche
supérieure. Cette analyse met donc en évidencerdgires : le premier ou la rhéologie de la couche
inférieure dicte la stabilité de I'écoulement, é&snd ou le comportement est plus complexe et dépen
de la rhéologie des deux couches. La limite ergsedeux régimes n’est pas donnée simplement par le
rapport de viscositg;, puisque, pour certaines valeurskjenférieures a 1, on se trouve dans I'un ou
'autre des régimes selon la valeur du rapport débits Q,/Q,. Déterminer un critére simple
combinant ces deux paramétres est donc une pdkgpessentielle de ce travalil.

Ce mémoire présente a la fois une étude systéneatigul’influence spécifique de chacun des
paramétres sur la stabilité de I'écoulement mondiocauches, et une interprétation des phénoménes
physiques qui l'accompagnent. Les résultats obteoffient une base a la conception et au
dimensionnement d’un banc expérimental. Ce banogttra non seulement la validation des résultats
présentés dans cette étude mais aussi I'observdtaitres phénomenes (instabilités secondaires et
développement de phénomeénes nonlinéaires).
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Annexe |. LES ASYMPTOTES DE LA LOI DE CARREAU

Recherchons les asymptotes de la loi de Carreau :
n-1

T =1+ () |2

o =1
On isolen:
n-1
_ 7o N2 |2
n=n,1+ L -1|| 1+(dy :
(o]}
n-1
donc logn =logn,, + Iog{ 1+ (Z—O— 1}[ B (5;'/)2} 2 } .

Or on suppose qug, > 77, , donc:

n-1
logn = logn,, + Iog{ 1+@[ 1+(5y)2} 2 }
1

0

v Cas l:dy<1,doncy<1/d, et on obtient :

logn = logn,, + Iog[ 1+z—°j = logy,, + Ios{ ”Oj

[ 00

et finalement

logn = logr,|. 4)

v Cas2:dy>1,doncy>1/J, et on obtient :

logn = logn, + Iog{ 1+ﬁ(5y)”‘1}.
1

00

Si ﬁ(51'/) ~ <1, ce qui équivaut p> 5('7(’} , alorslogs = logn,, + log(J et :

00 [

logn = logn,, |. (5)

Si ,,77—0(51'/) 1, ce qui équivaut ¥ < 5(,7()) ,on a:

00

Ioglyzlogfym+log{z—°(5y)"_l} Iog'7w+log{,7wJ (n-1 lod )

o0

donc logn = logn, +(n-1) logd+(n- 3 logy (6)
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Les relations (4), (5) et (6) donnent les équatides trois asymptotes de la loi de Carreau
selon la valeur dg :

logn = logr,
logn = logn, +(n-1) logd+(n- 13 logy  si1/o< y<(1/0)(n,/1. )1/(1_”) @)
log = logn., si > (1/3)(n, I, "™

log»
log 77, +(n-1)log & |-.,.
log 77,
n-1
log 77,
log y
log(1/6) log| (1/8) (7, 1n. )" |

Fig. 115. Les asymptotes de la loi de Carreau.
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Annexe II. PRECISIONS SUR LES MODELES RHEOLOGIQUES EVOQUES

Modeéles viscoplastiques :

Fluide a seuil de Bingham (1922)

Un cas particulier du comportement rhéofluidifiaest I'existence d'une contrainte seuil
d’écoulement: si la contrainte appliguée au fluelt inférieure a cette contrainte seuil, aucune
déformation ne se produit, le fluide ne coule @&s parle alors de fluide a seuil ou viscoplastidue.
exemple courant de fluide a seuil est la pate fieet elle ne peut sortir du tube sous I'effetsitm
propre poids, il faut lui appliquer une contraingttement supérieure pour qu’elle s’écoule. Uneautr
exemple pratique est la peinture anti-coulure egtiifluide quand on la remue dans le pot, maisiqui
coule pas sur le mur. La représentation la plupleird’'un fluide a seuil est le modéle de Bingham

(Bingham (1922)) qui donne la relation suivanteefd contrainter et le taux de cisaillement:

y=0 siT<r,
T=Ty+[y SIiT21,
ou 7y et la contrainte seuil 1, est appelé la viscosité plastique.

En termes de viscosité, on a :
U =00 SiT<rt,

T, .
U=+, SIT2T,
y
En pratique le modéle de Bingham ne s’appliquedgues une gamme limitée de taux de cisaillements

et la contrainte seuil prédite par le modéle eavent relativement éloignée de la valeur obtenue pa
extrapolation du rhéogrammeya= 0 comme on peut le constater sur la Fig. 116.

25

Contrainte seuil
20 du modéle de Bingham

Fig. 116. Exemple de fluide a seuil d’écoulement.
Rhéogramme d’'une suspension concentrée de bawste a
T les contraintes seuils d’écoulement déterminées yvar
modele de Bingham et par extrapolation d’'un ajustgm
polynomial.

Cours de Mécanique des fluides - José Bico, Marc
50 “Contrainte seuil Fermlgler, PaSC&| KUI‘OWSkI, ESPCI, ParIS.

extrapolée

Contrainte (Pa)

1 1 1
0 200 400 600 800
Taux de cisaillement (s")

Améliorations du modeéle

Aprés dépassement de la contrainte seuil, la piwes rhéogrammes des fluides viscoplastiques réels
présentent un caractere rhéofluidifiant qui pere Etprésenté par une loi en puissance :

y=0 SiT<r,

rT=r,+my® sirzr,

avecm, etn, les parametres de I'équation d’'Hershel-Bulkleyr@dbel et Bulkley (1926)).
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De nombreuses pates dans les domaines alimentair@wnétiques et pigments obéissent a la loi de
Casson (Casson (1959)):

{ y=0 siT<r,

\/?z\/r_oﬂ/m'/ sirzr,

avec/ la viscosité plastique de Casson.

Modeles viscoélastiques linéaires :

Un matériau viscoélastique peut étre défini commecarps dont la déformation ou le taux de
déformation ne réagit pas instantanément a undcismtion sous forme de contrainte. La
viscoélasticité linéaire est dédiée a I'étude dagénmux soumis a de petites déformations. Sote cet
hypothése, un certain nombre de modéles ont é&ajfpes dont nous présentons les plus simples.

Le modéle de Kelvin Voigt

Le modele le plus simple de fluide viscoélastiqemsiste a additionner les contraintes d’origine
élastique et les contraintes d’origine visqueuse :

T=T, +7 =Ey+ny

élastique visqueuse

ou E est un module d’élasticité e est la déformation. Une représentation graphipiee modeéle,
dit solide de Kelvin-Voigt, est I'association enrgiéele d'un ressort de raidelret d’'un amortisseur
de coefficient d’'amortissemernjtest présentée sur la Fig. 117.

e

TélastiqT /rTvisqueu

E § ’:_—‘ n Fig. 117. Représentation schématique du modéle deKin-Voigt.

|

Le modéle de Maxwell

On peut également associer en série un ressort amortisseur : il s'agit du modéle du liquide de
Maxwell comme illustré ci-dessous sur la Fig. 118.

r

E Fig. 118. Représentation schématique du modele deawell.

7

Dans ce cas, les déformations élastique et visgugadditionnent et les contraintes sont identigues
soit :
y: dyvisqueuse+ dy élastique: 1 dT +£
dt dt Edt »n
Les modeles de Kelvin et Maxwell présentent aussiahalogies avec le domaine de I'électricité : une
résistance et un condensateur soit en paralleleesosérie. Les deux modeéles font apparaitre un
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temps de relaxation caractéristique=/s/E qui est 'analogue du temps caractéristique RC en

électricité. Expérimentalement, le comportementcadtastique peut étre mis en évidence en
examinant I'évolution temporelle de la réponseldidé.

Ces deux modeles sont la base de la théorie deélasticité linéaire et peuvent étre combinés pour
former d’autres modéles plus réalistes ou adaptéssacas d’'étude particuliers. Leurs applications
sont cependant restreintes a des situations pratdhd®tat d’équilibre par I'hypothése des petites
déformations. Dans la plupart des applications striklles, telles que par exemple le couchage ou
I'extrusion, les déformations sont hors de ces Hygses de validité, et on fait alors appel a des
modeles de viscoélasticité non linéaire.

Modeles viscoélastiques non linéaires :

Un fluide viscoélastique subissant de grandes d&ftions a un comportement non linéaire. Les
modéles de viscoélasticité non linéaires servee@iquer ces comportements. Ces fluides ont des
comportements trées complexes, en particulier dangggime non linéaire obtenu pour de fortes
sollicitations.

L'une des manifestations les plus flagrantes dadi&ité d'un fluide sollicité en cisaillement ite,
comme c’est le cas dans cette étude, c’est I'ajparide contraintes normales dans le fluide.
L'application d’'une contrainte de cisaillement aélément de fluide entraine toujours I'apparitien d
contraintes normales a la direction de I'écoulemeut, pour un fluide visqueux incompressible, sont
équilibrées par la pression. Pour un fluide visas@ljue apparait une anisotropie de contraintes
normales. Pour des sollicitations en cisaillemémipke, seule la premiére différence de contraintes
normalesN ; est considérée :

N, =0, - o,

avec o la contrainte normale dans le sens de I'écouleraeny, la contrainte normale orthogonale a
I'’écoulement dans le sens du gradient de vitesse.

La Fig. 119 montre les effets de cette différeneecdntraintes normales, ou effet Weissenberg,
engendrés lors du cisaillement d'un fluide élastiquar un rotor. Ces effets tendent a provoquer
I'ascension du liquide le long du rotor alors gpeur un liquide newtonien purement visqueux,
l'interface se creuse dans la partie centrdla. premiére différence des contraintes normales,
manifestation de I'élasticité, devient d’autantgplmportante que la vitesse de sollicitation augeen

et que I'on s’approche de 'axe de rotation, com@&ment au caractere viscoélastique des polymeres.

Quand un fluide viscoélastique s’écoule, il dissijpe partie de son énergie par frottement visqueux,
mais en stocke aussi une autre partie qu'il resttypar la suite sous forme élastique. Pour déceise
fluides, il ne suffit plus de donner une expressidaptée de la viscosité mais il faut réécrire leur

de comportement sous forme de modéles appelésigugiabnstitutives ou équations rhéologiques. |l
en existe de plusieurs types : différentielleggnales...

Fig. 119. Un exemple de I'effet Weissenberg.
Le fluide est une solution de PIB dans du polyispléme.
D.V. Boger and K. Walters, "Rheological Phenomenkadcus"
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Annexe lll. LA METHODE DE NEWTON

Cette méthode est utilisée pour le calcul numérideid’épaisseur et du champ de vitesse de base.
Nous en présentons ici le principe.

Principe :

La méthode de Newton permet de trouver rapidengenmtleur approchée d'un zéro d'une fonction
guelconque (c'est a dire un nomBrel quef(x) = 0), en utilisant la dérivéiedef par rapport & de la
facon suivante :

1. étape 0 :On choisitx, arbitrairement.
f(x)

2. étapei:si f ()g) n'est pas suffisamment proche de 0, on calgyje= x + dxavecdx=- ()
X

La méthode de Newton a deux variables :

La méthode de Newton peut s’appliquer a la résmiutiun systéme de plusieurs équations :
f(xy)=0
{g(x. y)=0
A partir d'un couple de valeurs approche(exs yi) d’une solution du systeme, on peut déterminer les
deux accroissemen®dx et oy a donner & et y. de maniére a ce que :
f(x+oxy+dy)=0
{g(x +0X y+39=0’
En développant au premier ordre, on obtient :
of (;s-x,x) v 2f00Y)

f(x+oxy+dy)= f(x, y)+J x

ay
ag(x, ag( x, y)
ol +ox y 0= o x 5)+0 22 g FOLEN)

Les quantitédx et oy s’obtiennent donc en résolvant le systeme linéaireant :

AX=B
of (x. %) 9f(x.y) o)
: ox oy _ | OX ot B = -f(x,y
veehs 99(x. %) 99(x y) ’X{Jy} e {‘Q(X’Y)}
0x ay

Les quantitésx,, = x +dx et y,, = y + J yainsi obtenues sont alors réinjectées dans lelgakmyu’a
ce quedx et oy deviennent inférieurs a une valeixée initialement selon la précision voulue pour

le calcul.
Ainsi I'algorithme correspondant est :
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. f(”)ag((;;'w—gw,y)w
X4 = X% af(>g,yi)69(>i<,y)_af(9<,y)ag(ix,i»
ay 0x 0X ay
o(x%, ) TEN) gy )290%Y)
=y + 0X " dX
Y=Y af(K'M)ag(’l"Y)_af(?(,iy)ag(ix,i;b
oy ax ox dy

Dans ce travail, les variables a ajuster sontpesséeurs des couchérﬂg’i,dﬁ) et les deux fonctionfs
etg a annuler sont les différences entre les déRjfs,.; €t Q,,.0sc IMPOSES €n entrée, et les débits
Q, etQ,; calculés a partir des valeurs d’épaisseiyret d,; . On a ainsi :

f (dl,i 0, ) = Qpose = Q=0

g(d1| ! d2j ) = QZmposé - Q2,i =0

et on doit résoudre le systéme:

F (A dy)= 70, +0d, d, +5d)= f( d, d)+4 dlaf (‘i';(,;,dzi) +o dzaf(gg d; ) =0
og(d,,, d, og(d.d,)_
g(dl,iwdzm): g(q+5q, d2'+5d2)= 4 q, c&)+5 g 9(:1(; )+5 d g(sid dz)zo

of (dyy.dy )  f(dy.,dy )= f(dy,dy)
od, ad,
of (dyy.dy ) f(dy,dy, )= f(dy,dy)
avec o, °c;
ag(dlvi’dzj) - g(dﬂ”, dz,)_ g( d. dﬂ,) |
ad, od,
ag(dl,i’dZJ) _ g(dﬂ’ dz,+1)_ Q( d. dﬂ)
ad, ad,

pour obtenir les quantitédd, et dd, et ainsi calculer les champs de vitesse de basg cleaque
couche puis les débig ;,, et Q,;,, jusqu’a la précision souhaitée.
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Annexe IV. DIFFERENTIATION DES EQUATIONS : LES POLYNOMES DE
TCHEBYCHEV

Les polynébmes de Tchebychev sont un outil permettendifférentier et intégrer des équations
discrétisées. Nous présentons dans cette annégoladont on les utilise dans le code.

Les polynémes de Tchebychev sont des fonctionsiesgportant sur une variabyg obtenue apres
changement de variable selon I'axe vertical :

1
Y =y, = (L+cosqy))

_ 1 2 p N-2 N-1

avecy=0 — — ..— .— —
N N N N N

Il s’agit d’'une adaptation de la formule de passdgd'espace physique a un espace de Tchebychev

couramment utilisée. On parle des points de Galishatto :

Yo =cos% avec p=0N

}: et N = nombre de modes.

Cette formule est valable pour une variable évdlsam un intervalle [-1;1], or notre variabjg
évolue uniguement entre [@} pour le cas a une seule couche et entreCet [dy; d;+d,]. Il @ donc
fallu en tenir compte et adapter la discrétisatidoptée.

Cette étape consiste en la mise en place du maiflag le choix d'un nombre de points qui seront
répartis sur I'axe normal au plan d’écoulementrseloe loi en cosinus, donc beaucoup plus resserrés
a proximité des parois et de la surface libre cornm@eut le noter sur la figure suivante. Ce nombre
de points fixe donc le maillage de maniére spacrakds aussi le nombre de modes oscillatoires qui
seront étudiés. Il doit donc étre fixé avec attamtsuffisamment grand pour ne plus avoir d’inflcen
sur les résultats.

T T
—+— Vitesse de base
—— Accélération

0.8} Fs 4

0.9-

..
[ S

0.7t + i

0.6 B

yos| # .

0.2r B

0.1r B

1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
vitesse et accélération

Fig. 120.Courbe représentant les profils de vitesse et acééhtion introduits dans le code ave®N = 30 nceuds.
Relations utiles pour la discrétisation des dérivéeet intégrales:

Les polyndmes de Tchebychev peuvent étre défindiftizentes facons, et notamment :

- sous forme d’une fonction trigonométrique telle quéy) = cos(r.8) avec @ = arccosg)
- comme les solutions de I'équation de Sturm-Lioevill
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2

d d

—(\/ - yz)—Tn(y)j ——T.(y)=0

dy dy [1-y?
- sous forme d’une relation de récurren€gly) =1, T,(y) =Y, T..(y)=2yT (y)-T._.(y)
- par une formule directéE, (y) :%[(yﬂ/ Y2 =1)"+(y—4/y? —1)”]

- parla formule dite de Rodrigue§; (y) = %,/1— y? %[(1— yz)”‘”z]
n y

Pour des applications numériques, comme tel est Bas, on préférera la notation trigopnométrique.

Les polyndmes de Tchebychev ont la propriété dsfame la relation d’orthogonalité suivante:

IMdy Co,, avec Q):ﬂ,ng Sing |

Chacune des variables du probleme dépendant da yilsac approximée par une séries de polyndmes
de Tchebychev sous la forme:

f(y)=Z_‘,anTn(y)

Expression des dérivées:

Pour discrétiser des équations différentiellesebgmessions des dérivées des solutions cherchaes s
nécessaires. Ces dérivées doivent donc étre exgmime fonction des polyndmes de Tchebychev.
Pour cela on utilise une relation de récurrenceedas polyndémes et leurs dérivées:

T(y,) =0
Tl(k) (yp) = -I-O(k_l)( yp)
T,0(Y,) = 4T (y,)

i} n
Tn(k)(yp)=2nT,§_kll’(yp)+n—_1 T™(y) pour re 3,4.

ouk indique I'ordre de dérivation.

On construit donc sur ce principe des matricesalivationsDK, qui, multipliées par un vecteur, nous
en donneront sa dérivé€™ par rapport & (I'axe selon la profondeur de I'écoulement) a di@
voulu. On retrouve plus précisément la maniére deatmatrices sont construites en observant le code
nommé Dmat.m et porté en annexes.

Expression des intégrales:

Le calcul des intégrales de fonctions expriméefoection des polyndmes de Tchebychev sur la grille
de Gauss-Lobatto est utile dans cette étude, notatpour les calculs d’énergie.

On utilise la formule suivante:

“E(y)dy =2 F(y,)W(Y,)
0 2L

ouW(y,) est la fonction poids d’intégration de TchebychewoidsW(y,) peut étre calculé en
pratique en prenant I'inverse des matrices de déons décrites précédemment
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Annexe V. TRANSFORMATION DES TERMES D’ENERGIE SOUS FORME DE
COMPLEXES ET CONJUGUES

On cherche a généraliser le calcul de chacun deesede I'équation d’énergie. On a vu que pour cela
nous ne devions retenir que la partie réelle desifpations. Ecrivons la forme d’une perturbation e
modes normaux quelcongae

a=a(y) d™ aveca= 4,+3 etw=aj +iy complexes e ré

donca= &' % ( coga ¥ cokw. )+ sy sl

+e'3 (coga ) sifa, )~ siba X cdsa )
4 (cog(ax) cogapt)+ sifax) sifut))

+e' 3, (sin(a ¥ cofw, )~ cofr ¥ sifwed) |

+i

Etablissons la partie réelle de
O(a)=0 (é( y) é(ax—al))

doncl(a) =& 3 ( coga ¥} cowd+ sifw ¥ s(w,))
+e"'a ( cobr ) sfurf- sy cps; i)

En introduisant cette expression dans les différéyypes de termes rencontrés dans I'équation de
I'énergie puis en effectuant la moyenne de cesdsrsur une longueur d’ondeon obtient les
relations suivantes :

—I dx——é““(zg + a) &' ay

N|H

ou a* désigne le conjugué du nombre complexe

NB : On sait quex =277/ A . On utilise les propriétés suivantes pour effeckigégration surx :

I:co§(ax) dx:% I: sif(a ¥ d)@% elj'; sife ) cder ¥ dx

De méme lorsqu’on muItipIie deux perturbationséﬁﬁntesa etb, on obtient la relation:
—j b)dx== éw(@m ap) ¥ ( ab+ .by.

On doit ainsi effectuer tous les cas de figurecoatrés dans les différents termes de I'équation
d’énergie :

4 L 2 2at(2 Azzé@aa*:a_z t
j(ax jdx 2aé (%*—a) Z(GXGX 2 é"*(aa),

1 r(ig(a)] e L é((aﬁj (a_aj ]z_l é@t(@aa*}
Ado gy 2 oy ay 2 yoy

lj‘/la([l(a)) a(i(b))dngez@t(ﬁ,\% _ﬂ'\ajzi @t
0 y 2 y 4i
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(o= e (a-ye)= 2 o ba- b,

ij*"’(m(a)) 0 (b)dx= éw[%h +a—é'1;>}=—1 éw[@_ b+ ."a*}
A 2 ay ay 4 oy oy
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Annexe VI.  VALIDATION DU CHAMP DE BASE

Les seuls résultats dont nous disposons pour vahde résultats numériques avec des fluides
rhéofluidifiants sont ceux de Weinstein (1990) €nit une étude avec le modele de Carreau de la
stabilité spatiale de films a deux couches. Nownawlonc pu comparer les champs de base obtenus
numériqguement avec ceux qu'ils proposent. Nous sav@ceé sur la Fig. 121 le champ de vitesse de
base, le taux de cisaillement et la viscosité dameuche inférieure constituée d’un fluide de €aur

en fonction de la distance au fortdHd,)-y.

0.5 T T T T T 0.5 T T T T T T T T T
résultats numériques | | | | | | | | | résultats numériques
0.45 — digitalisation Weinsteip— — — + = — = = — oo [ 045- -~ =4 -~~~ — 1 -~ —I= - =+ - = =I| — digitalisation Weinstei
T T | | | | | | | | | T T T
| | | ! | | | | | | | ! | |
04— - - -~ [ [ LU et e e A e e
| | | | | | | | | | | | | |
035 — - — — — - ——— R 4o JE ———g - - I | | ]
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
03 ----- [t it T~ T i | I I |
2 | | | | | x | | | |
S 025k — — — — — I J 1o Lo {7 | | |
?H 025 | | | | -EH | | |
= | | | | | z | | |
02— —-—--~ [ - - - == T - L el el — | | 1
| | | | | | | |
| | | | | |
015 === -~ T e o 7 |
| | | | | |
01 --—--— - - === B L - R — 1
| | | | | |
| | | I |
0.05F - - - - - [P e [ ]
I I I I (a
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
vitesse de basg U
0.4

0.35

résultats numériques
O digitalisation Weinstei

|

0.3

0.25

0.2

(dy+dy)y
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1
0.06 0.07 0.
viscosité

Fig. 121.Comparaison de nos résultats avec ceux de Weinstdit090).

(a) champs de vitesse,
(b) taux de cisaillement,
(c) viscosité dans la couche inférieure,

en fonction de la distance au fortj#d,) —y avecQ; = 0.33,8=30°1; =1, = 0,Ca = 0.84,Ca*=0,E; = 1,M; = 1 et
dans la configuration rhéologiqiWR (L, =0, n; = 1,L, = 82.56 en, = 0.5).

Le bon accord de nos résultats avec ceux de Weir(d@90) nous permet de conclure a la validité de

I'approche numérique.
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Annexe VII. VALIDATION DE L 'APPROCHE ENERGETIQUE

Les résultats de la littérature qui nous ont peivalider I'approche énergétique sont ceux deglia
et al. (2004). Nous avons comparé pour cela nos résudtas ceux reportés dans leur Table I. Ce
tableau regroupe tous les termes du bilan d’éngrgieE, = 2.5,M, = 1,Ca, ' =Ca' = 0 etf = 0.2
radian dans le cas de deux fluides newtoniensalfges paramétres, en I'occurretieet Q; doivent
étre calculés ou ajustés car les systemes d’adiomerasnent choisis sont différents. Pour retrougesr |
parameétres de I'étude, il faut fix®e= 0.1644 eQQ; = 0.6621. Nous avons normalisé les résultats de
Jiang et al.(2004) ainsi que les nétres par le taux de digsipdbtal, et rectifié un facteur d’échelle
entre les nombres d’'ondedes deux approches qui different d’'un facteyil’épaisseur de la couche
supérieure. La Fig. 122 regroupe les termes du kilénergie calculés avec notre code en trait plein
et ceux de Jianget al.(2004) sous forme de points. On obtient un padeibrd entre ces deux séries
de résultats. On peut ainsi conclure a la valid@éotre bilan énergétique.
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Fig. 122. Comparaison des termes du bilan d'énergiormalisés par la norme du taux de dissipation tat en fonction
du nombre d’'onde pour le mode d'interface avec ceude Jiang et al. (2004).
Re= 0.1644,6=0.2 radCa; = Ca;' = 0,E; = 2.5,M; = 0.999 e, = 0.6621, dans la configuration rhéologidu (L, =
L2 =0 eth; =n, = 1)
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NOTATIONS

GRANDEURS DIMENSIONNELLES

Alphabet latin :

d, épaisseur de la coucke (m)
as longueur caractéristique de I'épaisseur du film, (m)
g accélération de la gravité, (m.s?)
I5k pression dans la coucke (Pa)
o) débit surfacique par unité de largeur dans la ltekic (mf.s?)
Q débit surfacique total par unité de largeur, (m*sh
T temps, (s)
T tension de surface a la surface libre, (N.m™)
T, tension de surface a l'interface entre les coug¢kés3 etk, (N.ni%)
U, composante de la vitesse de base dans la casthieant I axeX, (m.sh
V, composante de la vitesse de base dans la caustlieant 'axey , (m.sh
X axe dans la direction et le sens de I'écoulement (m)
y axe normal au plan, dirigé vers le bas, (m)
V. position de l'interface non déformée située sausoluchek. (m)
Alphabet grec :

5’k temps caractéristique de la loi de Carreau, (s)
I viscosité dynamique de la coudhe (Pa.s)
M, Viscosité newtonienne a bas taux de cisaillerderia loi de Carreau, (Pa.s)
n.. Viscosité newtonienne a fort taux de cisaillendmta loi de Carreau, (Pa.s)
p.  densité de la couctie (kg.m?)
0; ~ composantei{) du tenseur de contraintes dans la cokghe (Pa)
e déformation suivant I'axg au tempst et a la positiorx de l'interfacek. (m)
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GRANDEURS SANS DIMENSION :

Alphabet latin :

c vitesse complexe,

Ca, nombre capillaire dans la coudke

C partie imaginaire de la vitesse complexe,

CIN taux de variation temporelle de I'énergie cinétigeeperturbation du fluide,

Cr partie réelle de la vitesse complexe, vitesse dsele la perturbation,
Co ordre 0 enx de la vitesse complexe,

C ordre 1 erx de la vitesse complexe,

D dérivation par rapporty

DI taux de dissipation d’énergie mécanique pardaosite,

di épaisseur de la coucke

ds élément de surfacg,

€k énergie cinétique de la perturbation par unitgaeme,

Ex rapport des viscosités newtoniennes a bas taaisddlement entre les couchiestN,
e rapport des viscositeg, et 77, ,

k indice de la couche,

Ly paramétre de la loi de Carreau,

My rapport des densités entre les coudhetsN,

N nombre de couches / nombre de modes,
Nk exposant de loi de Carreau,
Nk vecteur normal unitaire sortant du fluikisur I'élément de surfact&

Oy tenseur des perturbations de contraintes..

P puissance des efforts de pression,

Py pression hydrostatique dans la coukhe

P« pression dans la coucke

o perturbations de pression dans la coughe

By amplitude de la perturbation de pression dansu&fek,

Re nombre de Reynolds,

RE transfert d'énergie du champ de base aux periorst
Re, nombre de Reynolds critique,

SH puissance des efforts de cisaillement visqueux,

S surface enveloppant le volurtig.

SW  puissance des forces de tension de surface,

t temps,

Uy composante de la vitesse de base suivant Xabams la couchle,
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Uk vecteur vitesse de base,

Uk vitesse dans la coucke

Uy perturbation de vitesse selon I'axdans la couchle,

G, amplitude de la perturbation de vitesse selorelladans la couchk,
Vi composante de la vitesse de base suivant Raxdans la couchk,
Vi vecteur des perturbations de vitesse dans lehedt)c

Vi vitesse dans la coucke

Vi perturbation de vitesse selon I'akdans la couchle,

v, amplitude de la perturbations de vitesse sekorely dans la couchk,
X axe dans la direction et le sens de I'’écoulement,

y axe normal au plan, dirigé vers le bas,

Vi position de la limite inférieure de la coudhe

Alphabet grec :

a nombre d’onde longitudinal,

Oler nombre d’onde longitudinal critique,

Jii angle d’inclinaison,

Per angle d’inclinaison critique,

Nk viscosité dynamique dans la cous¢he

A longueur d’onde,

Q. volume de contréle dans la coudh@e hauteud, , de longueud et de largeur 1,
Tij k composante {) du tenseur de contraintes dans la colche

Tk composante du tenseur de perturbations de cotgsaians la couctke

Ok viscosité tangentielle de la coudhe
1) pulsation complexe,
o) partie imaginaire de, taux de croissance des modes,

WR partie réelle de, pulsation du mode,

P déformation de l'interface entre les coucHesdl] etk.
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