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Structure du document

Cette thése est organisée en deux parties, la premiére traitant quelques problémes d’ar-
rét optimal et la deuxiéme destinée a I’étude de la loi d’un temps d’atteinte d’un processus
mixte diffusion-sauts ainsi qu’a quelques exemples d’utilisation de cette loi.



0.1. Introduction générale

Sur un marché financier, les entreprises souhaitent optimiser leurs politiques concernant
les versements de dividendes et la proportion d’endettement en présence de risque de
faillite. D’autre part, les dirigeants de 'entreprise, les actionnaires ou les investisseurs
essaient de "prévoir" la faillite de la firme en fonction de 'information dont ils disposent.
Ces agents peuvent observer de facon parfaite ou imparfaite, de maniére continue ou a
des instants discrets la valeur des actifs de la firme. Cette valeur peut étre modélisée
par I'intermédiaire d’un processus stochastique a sauts et 'instant de faillite appelé aussi
défaut par un temps d’arrét (qui est souvent un temps d’atteinte).

L’objectif de cette thése est d’étudier quelques problémes d’arrét optimal avec applica-
tions a la finance ainsi que la loi d’'un temps d’atteinte d’un processus de Lévy a sauts
et quelques applications a la finance, plus précisément lors du calcul de l'intensité de ce
temps d’atteinte dans trois cas, selon le type d’information dont disposent les agents.

Le probléme du controle optimal est un sujet qui apparait souvent dans la littéra-
ture de spécialité, ayant de nombreuses applications par exemple dans le marketing [83],
I'économie (I’économie des ressources humaines incluse) [9, 70] ou le domaine financier
[45]. Ce sont des situations ou l'on fait face a des systémes dynamiques évoluant dans
des conditions d’incertitude et ou il s’agit de prendre des décisions & chaque date afin
d’optimiser un critére économique. [.’état des systémes dynamiques est modélisé par un
processus stochastique, noté V. Souvent I'optimisation est faite par rapport a un instant
7 qui est un temps d’arrét dans la filtration engendrée par le processus V' (dans ce cas
il s’agit d’un probléme d’arrét optimal, voir par exemple |27, 69]) ou par rapport a un
processus croissant intervenant dans la dynamique du processus V', comme dans |38, 71|
ou [75]. Certains auteurs optimisent leur probléme sur I'ensemble des couples (7, C') ou
(1, (M,C)) ot M et C sont deux processus croissants intervenant ou non dans I’évolution
du processus V' (voir par exemple [22, 23, 34]). D’autres auteurs comme Vath, Pham et
Villeneuve [84] ou Korn [48] s’intéressent au probléme du controle impulsionnel.

Nous nous intéressons dans la premiére partie de cette thése a quelques problémes
d’arrét optimal (ou de controle optimal, mais qui peuvent étre ramenés a des problémes
d’arrét optimal) dans le cas des processus a sauts.

On retrouve les problémes de temps d’arrét optimal dans le domaine médical [79] ou
dans la finance. Parmi d’autres, Leland [58, 59, 60|, Duffie et Lando [27] ou Villeneuve
[85] ont étudié des problémes de temps d’arrét optimal dans le cas d’une diffusion. De
plus, d’autres auteurs ont utilisé des processus mixtes diffusion-sauts pour leurs modéles.
Par exemple, Hilberink et Rogers [35] ou Kyprianou [52] ont utilisé un processus de Lévy
spectral négatif (sans sauts positifs) et Le Courtois et Quittard-Pinon [20] des processus
de Lévy stables (des processus de sauts purs, sans partie diffusion). Les processus mixtes
diffusion-sauts, lorsque les sauts sont de loi double exponentielle, ont été étudiés par Chen



et Kou [16], Kou et Wang [49, 50|, Dao [21]. Mordecki [69] utilise la loi exponentielle pour
les sauts, soit tous positifs soit tous négatifs et Dao [21]| étudie un modéle ou les sauts
sont de loi uniforme.

Trois approches différentes sont utilisées pour la résolution des problémes d’arrét op-
timal : la factorisation Wiener-Hopf (méthode utilisée par Kou et Wang [50], Sepp [80],
Yor et Nguyen-Ngoc [87], Boyarchenko et Levendorskii [11, 12]), la méthode de Monte-
Carlo utilisée par exemple par Carriere [13], Longstaff et Schwartz [63] et les équations
intégro-différentielles (voir par exemple Pham |71, 72|, Mordecki [69]).

Dans cette thése, la premiére partie est I’étude de quelques problémes d’arrét optimal
de processus a sauts avec des applications en finance. Nous avons choisi de résoudre un
probléme particulier de contréle optimal dans le cas d’un processus de Lévy quelconque.
[optimisation est faite sur I'ensemble de couples (temps d’arrét, processus croissant),
mais le probléme peut étre ramené a un probléme de temps d’arrét optimal. Sans nous
restreindre a priori & une classe particuliére de temps d’arrét comme dans [16] ou [27], nous
proposons une méthode qui démontre que le temps d’arrét optimal est un temps d’atteinte
et qui permet d’obtenir le seuil optimal. De plus, notre méthode permet d’éviter les longs
calculs de l'opérateur intégro-différentiel utilisé dans les preuves habituelles (chapitre 1).
Nous nous intéressons également a des problémes plus généraux de temps d’arrét optimal
dans le cas d’un processus de Feller quelconque. Dans ce cas les problémes sont plus
compliqués et le temps d’arrét optimal n’est pas forcément un temps d’atteinte (chapitre
2). Nous finissons cette partie avec une application & la finance (chapitre 3) et le rappel
de quelques résultats classiques de controle optimal (chapitre 4).

Les économistes portent un intérét particulier a la loi d’un temps d’atteinte d’un pro-
cessus quelconque : en effet, dans le domaine financier 'instant de faillite d’une entreprise
est souvent modélisé par le premier temps d’atteinte d’une certaine barriére du proces-
sus stochastique (qui représente la valeur des actifs de Pentreprise). Cette barriére peut
étre constante ou non. Les lois de temps d’atteinte d’un seuil constant de différents pro-
cessus ont ét¢ étudiées au long des années. Nous rappelons ici quelques auteurs qui ont
calculé la loi d’'un temps d’atteinte de divers processus : Karatzas et Shreve [44] (mou-
vement brownien avec drift), Leblanc [57] ou Alili, Patie et Petersen [1] (processus de
Ornstein-Uhlenbeck), Borodin et Salminen [10] (processus de Bessel). Blanchet [8] calcule
la fonction de répartition d’un processus a sauts vérifiant I’équation stochastique suivante :
dS; = S;- (udt+01¢(t):0th+¢1¢(t):¢dNt), t > T ou T est un horizon fini, u € R, o > 0,
¢(.) une fonction prenant les valeurs 0 ou ¢, W est un mouvement brownien, N un pro-
cessus de Poisson d’intensité ﬁlqb(t):qﬁ et N est le processus de Poisson compensé. Dans la
deuxiéme partie de cette thése nous étudions la loi du temps d’atteinte d’un seuil constant
par un processus de Lévy a sauts.

Depuis Bachelier en 1900 [2] jusqu’a Black, Scholes et Merton [6, 7, 67] en 1972-1973,
et par suite dans la plupart des problémes de calcul stochastique appliqués a la finance,
une des hypotheéses est 'homogénéité des informations disponibles entre les agents sur le



marché. Mais en réalité, les agents disposent d’informations différentes.

Dans la finance, un exemple d’utilisation de la loi d’un temps d’atteinte (représentant
I'instant de défaut d’une entreprise) est le calcul de son intensité associée & une certaine fil-
tration représentant I'information dont disposent les agents sur le marché. Ce type d’étude
a été initié par Pye [74] et Litterman et Iben [62] et ensuite formalisé indépendamment par
Jarrow et Turnbull [39], Jarrow, Lando et Turnbull [40], Lando [54], Madan et Unal [66].
Cette approche a été développée par Hull et White [36], Duffie et Singleton [28], Lando
[55, 56|, Lotz [64, 65]... Les outils mathématiques qui sont & la base d’une telle étude ont
été introduits par Dellacherie [24], Chou et Meyer [17|, Dellacherie et Meyer 26|, Jeulin
et Yor [43] et plus tard développés par Jeanblanc et Rutkowski [42], Bielecki et Rutkowski
[5]. Dans le modéle de Duffie et Lando [27], la valeur des actifs est modélisée par un mou-
vement brownien géométrique et les agents du marché ne peuvent observer que de fagon
imparfaite et & des instants discrets la valeurs des actifs de la firme. Un bruit indépendant
est incorporé dans l'observation des agents. En revanche les agents savent si le défaut
est survenu ou pas. D’autres auteurs ont proposé différentes méthodes pour démontrer le
résultat de Duffie et Lando [27] (voir par exemple Song [82] ou Elliott, Jeanblanc et Yor
[29]). Le méme modéle, mais avec une observation continue a été étudié par Coculescu
[18]. Une autre version du modéle avec observation continue est proposée par Kusuoka
[51] ou par Giesecke and Goldberg |32], mais dans le dernier modéle la barriére du temps
d’atteinte n’est pas constante. Dans ce modéle, mais aussi dans celui de Lambrecht et
Perraudin [53] les agents ne peuvent pas observer la valeur de la barriére, en conséquence
ils ne savent pas si le défaut est survenu ou pas. Guo, Jarrow ou Zeng [33| considérent
que la valeur des actifs de ’entreprise est décrite par un processus a sauts positifs X et ils
étudient I'intensité du premier temps d’atteinte d’un seuil constant pour deux filtrations
différentes : dans le premier cas les agents du marché disposent d’une information parfaite
(c’est a dire que la filtration considérée est celle engendrée par le processus X) et dans le
deuxiéme cas les agents observent la valeur des actifs de 'entreprise a des instants discrets
et ils savent également si le défaut est survenu ou pas. Dans le modéle de Cetin, Jarrow,
Protter et Yildirim [14] le défaut est défini a partir d'un processus continu représentant
les cash-flows de I'entreprise. La seule information des agents est le signe de la valeur des
cash-flows.

La deuxiéme partie de cette thése démontre avec précision que la fonction de répartition
du premier temps d’atteinte d’un processus de Lévy V qui est la somme d’'un mouvement
brownien avec drift et d’un processus de Poisson composé, est dérivable sur R, , ce qui
généralise et précise un résultat de Kou et Chen dans [16] utilisé sans démonstration
(chapitre 5). Dans le chapitre 6 nous mettons en évidence quelle est l'intensité de ce temps
d’atteinte associée a différentes filtrations correspondant a différents types d’information
des agents (chapitre 6) : premiérement la filtration est engendrée par le temps d’atteinte,
deuxiément elle est engendrée par le processus V' et troisiément la filtration est engendrée
par le temps d’atteinte et par une information bruitée du signal V.
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La premiére partie de cette thése est consacrée aux problémes d’arrét optimal. Elle
est constituée de trois chapitres (plus des appendices dans lesquels nous rappelons les
résultats classiques d’arrét optimal ainsi que d’autres résultats utiles pour la résolution
des problémes considérés dans cette partie). Nous nous intéressons ici a quelques problémes
d’arrét optimal (ou de controle optimal, mais qui peuvent étre ramenés & des problémes
d’arrét optimal) de la forme

supTEA,TZOEU [g(‘/:r)] ) (01)
SUPTEA,TZOEU [6_7“7—9(‘/7)} ’

ou V est un processus stochastique, g et g deux fonctions boréliennes, r > 0 et A est
I'ensemble des FV-temps d’arrét (F" étant la filtration engendrée par le processus V).

[’étude de ces problémes est motivée par les applications dans plusieurs domaines
comme la finance, I’économie ou la médecine.

Dans le domaine financier, on peut considérer que le processus V représente la valeur des
actifs d’une firme, la fonction g le bénéfice de 'entreprise et 7 'instant de liquidation. Les
dirigeants de la firme choisiront I'instant 7 qui maximise son bénéfice actualisé attendu,
ce qui correspond a la résolution d’un probléme d’arrét optimal du type (0.2).

Dans le domaine meédical, les problémes d’arrét optimal peuvent étre utilisés, par
exemple, pour la curiethérapie qui est un procédé de traitement médical se basant sur
I'utilisation de sources radioactives placées a 'intérieur du corps du patient. Elle est prin-
cipalement utilisée pour le traitement de certains types de tumeurs cancéreuses. Ainsi le
processus V' peut représenter la valeur des implants radioactifs introduits a proximité de
la tumeur, la fonction g la dose recue par la tumeur et 7 'instant de la fin du traitement
quand la source est retirée du corps. Les médecins choisiront I'instant 7 maximisant la
valeur attendue de la dose recue par la tumeur, ce qui correspond a la résolution d’un
probléme d’arrét optimal du type (0.1).

Nous commencons cette partie avec I’étude d’un probléme de controle optimal dans le
cas d’'un processus de Lévy quelconque (chapitre 1). De fait nous cherchons a controler
un processus stochastique V' s’écrivant sous la forme V = ve® o v est une constante
strictement positive réelle et X un processus de Lévy. Nous considérons un probléme de
controle optimal du type :

esssup(c,ryeexal (/ e "D (R(V,)ds — dC) | ]_—tv) , (0.3)
t

ot v >0,1r>0 F =0, s<t),A est 'ensemble des F"-temps d’arrét, h est
une fonction linéaire et C est I’ensemble des processus strictement croissants positifs qui
vérifient dCy = /ds avec ¢ > ¢ > 0. Nous montrons que dans notre cas particulier le
maximum est atteint pour ¢ = c¢. Ainsi nous sommes ramenés a résoudre un probléme
de temps d’arrét optimal du type (0.2). A la différence des études qui se restreignent dés
le début a la classe de temps d’atteinte, nous montrons que le temps d’arrét optimal est
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nécessairement de la forme 7, = inf{t > 0: V; < b}. En nous inspirant de [81], nous
introduisons aussi une suite décroissante de temps d’arrét presque sirement finis

(12, € > 0) qui tend vers le temps d’arrét optimal. Il s’agit des temps d’arrét e-optimaux.
Nous utilisons ici les résultats classiques de controle optimal de [46] et [47]. Nous donnons
une justification de la forme de I’enveloppe de Snell, de la convexité de la fonction valeur
et de la forme du temps d’arrét optimal. Le résultat principal est donné par les théo-
réemes 1.2.17 et 1.2.19 qui permettent de déterminer le seuil optimal. La méthode utilisée
ici permet de résoudre le probléeme d’optimisation deés lors que nous savons calculer la
transformée de Laplace du couple (7, X,,), c’est a dire E,[e "+ Xn ],

Nous commencons le premier chapitre avec le rappel de la définition d’un processus de
Lévy X et de la formule de Lévy-Khitchine (section 1.1). Dans la section 1.2 nous présen-
tons les résultats principaux qui caractérisent le temps d’arrét optimal et le seuil optimal.
Dans les sections 1.3 et 1.4 nous considérons quelques processus de Lévy particuliers (le
mouvement brownien, le processus de Poisson, un processus mixte diffusion-sauts dont
les sauts sont de loi double-exponentielle, les processus de Lévy a sauts négatifs), nous
vérifions que les hypothéses du théoréme 1.2.17 ou du théoréme 1.2.19 sont vérifiées et
nous résolvons le probléme (0.3) dans chaque cas.

Dans le deuxiéme chapitre nous nous plagons dans un cadre plus général et nous étudions
des problémes d’arrét optimal pour des processus de Feller et des fonctions quelconques.
Dans ce chapitre nous cherchons a controler un processus stochastique V' s’écrivant sous
la méme forme que dans le premier chapitre, mais ici X est un processus de Feller non
nécessairement de Lévy. Nous étudions les problémes d’arrét optimal de la forme (0.1) et
(0.2).

Dans ce cas le probléme est plus compliqué et contrairement au premier chapitre, les
plus petits temps d’arrét optimaux des problémes considérés ne sont pas forcément des
temps d’atteinte. Nous commencons ce chapitre en rappelant la définition d’un processus
de Feller et en introduisant les notations utilisées tout au long du chapitre (section 2.1).
Nous continuons avec la présentation des principaux résultats sur les plus petits temps
d’arrét optimaux (section 2.2). Dans la section suivante (section 2.3), nous étudions le
cas ol les plus petits temps d’arrét optimaux des problémes (0.1) et (0.2) sont infinis. En
nous inspirant de [85], nous présentons un exemple pour lequel le temps d’arrét optimal
est presque sirement infini. Dans la derniére section nous nous intéressons a la forme du
temps d’arrét optimal, nous donnons une condition suffisante pour qu’il soit un temps
d’atteinte ainsi qu’'un exemple (section 2.4.1) et nous finissons avec la caractérisation du
seuil optimal (section 2.4.2).

Dans le troisiéme chapitre nous présentons une application des problémes de controle
optimal dans le domaine financier. Dans le modéle présenté, le processus V' est un cas
particulier de processus stochastique & sauts négatifs et représente la valeur des actifs d’une
entreprise. Le probléme considéré (section 3.1) est un probléme de temps d’arrét; nous
cherchons I'instant optimal de faillite qui minimise la valeur de la dette d’une entreprise
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qui émet des obligations, ce qui correspond au probléme suivant :

infreaEy, </ e "*dCs + e‘”Vf) (0.4)
0

our >0, a €]0, 1], A est U'ensemble des F"-temps d’arrét et C' € C ensemble des proces-
sus croissants positifs. Nous nous restreignons dans ce modéle & un ensemble particulier
C, plus précisement aux processus vérifiant dCy = e™%ds, s > 0, m > 0. Les résultats
classiques de controle optimal rappelés dans le chapitre 4 ne s’appliquent pas directement
et nous sommes obligés d’introduire un processus intermédiaire v (section 3.2). Nous ter-
minons ce chapitre avec la forme du temps optimal de faillite, sa loi ainsi que la valeur de
la dette (sections 3.3 et 3.4).

Nous finissons cette partie (chapitre 4) avec le rappel des résultats utiles (tirés de
|26, 47, 81]) pour la résolution des problémes d’arrét optimal étudiés dans les trois premiers
chapitres.
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1. Processus de Lévy et fonctions
aftfines

Dans ce chapitre nous étudions un probléme de controle optimal dans le cas d’un pro-
cessus de Lévy quelconque, probléme qui peut étre ramené & un probléme de temps d’arrét
optimal. Aprés avoir introduit les définitions et les notations utilisées au long de ce cha-
pitre (section 1.1), sans se restreindre a priori & une classe particuliére de temps d’arrét,
nous proposons une méthode pour trouver la forme du temps d’arrét optimal, qui sera un
temps d’atteinte, ainsi que pour calculer le seuil optimal (section 1.2). Nous finissons ce
chapitre avec la résolution explicite du probléme de controle optimal étudié dans le cas
de processus de Lévy particuliers : le mouvement brownien, le processus de Poisson, un
processus mixte diffusion-sauts dont les sauts sont de loi double-exponentielle d’une part
(section 1.3), les processus de Lévy a sauts négatifs d’autre part (section 1.4).

1.1. Deéfinitions et notations

Nous rappelons la définition d’un processus de Lévy conformément a [52].

Définition 1.1.1 (Définition 1.1 page 2 de [52])

On appelle processus de Lévy, un processus X défini sur un espace de probabilité (Q, F,P)
et qui satisfait les propriétés suivantes :
1. X est un processus cad-lag.
2.P(Xo=0)=1.
3. Pour tout 0 < s <t, X; — X, ala méme loi que X;_;.
4. Pour tout 0 < s <t, X; — X, est indépendant de {X, : u < s}.

D’aprés la formule de Lévy-Khitchine (voir, par exemple, chapitre 1 de [4] ou de [52])
la fonction caractéristique de X est donnée par

E(ei/\Xt) _ e—t\IJ(A)

ou A € R et d’aprés le théoréme 1 page 13 de [4] la fonction ¥ : R — C est de la forme

2
U(N) = —ipA + %)\2 + /R<1 — ™ + iz 1y <)I(d)
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avec € R, 0 > 0 et IT une mesure sur R* vérifiant [(1 A |z[*)II(dz) < oo.

Dans la suite nous nous plagons sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P) sur
lequel nous considérons V' un processus stochastique s’écrivant sous la forme

V = veX

oll v est une constante strictement positive réelle et X est un processus de Lévy.

Afin d’enlever Pambiguité, nous utiliserons parfois la notation V? = ve’X, pour tout
v > 0. Dans la suite E(.|V = v) est noté E,(.).

Hypothése 1.1.2 E,(V;) < oo pour tout t > 0.
La condition E,(V;) < oo est équivalente a E(e*) < oo qui est encore équivalente,

d’aprés le théoréme 3.6 page 76 de [52], a la condition f|x e®Il(dr) < co. De plus E(eXt)
est de la forme E(eXt) = M) et E, (V) = vet?™),

[>1

L’hypothése 1.1.2 est vérifiée, par exemple, dans le cas ou X est un mouvement brownien

(Il = 0 et ¥(1) = 1) ou un processus de Lévy avec des sauts négatifs (dans ce cas,
d’aprés [4] chapitre 7, la transformée de Laplace de X existe, la fonction U peut étre
définie aussi sur les complexes de partie imaginaire négative et (1) = —W¥(—i)). En

revanche, si X est un processus de Poisson composé de la forme X; = Zivztl Y;, t > 0 avec
(Ny, t > 0) un processus de Poisson d’intensité constante positive et (Y;, ¢ € N) une suite
des variable aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi exponentielle de

paramétre 1, alors ’hypothése 1.1.2 n’est pas vérifiée. En effet E,(V;) = vE <eZzN:tlYi) =
Ym0 E (ey)n —67&;(;”)" > E (e¥) eat. Or E (V) = [;° e"e da = oo, d’oit E,(V;) = 0.
1.2. Le probleme de contréle optimal

Nous introduisons F" la filtration complétée cad, engendrée par le processus V,
F) = oa(V,, s <t) et nous considérons le probléme de contréle optimal suivant, :

€SSSUPw>cCSSSUP e > 1K (/ e "(sY) (aV, —d)ds | ftv) . (1.1)
¢

otv>0,7>0,a>0,A est 'ensemble des F"-temps d’arrét et ¢ > ¢ > 0.

Définition 1.2.1 On appelle stratégie optimale au tempst un couple (7, ¢*) qui mazimise
(1.1), c’est & dire

]E[ i 677*(5715)((1/‘/; _ c*)ds ’ ‘T-;SV] —

t
6555Upc/2c€555Up76A,72t]E [ftT B_T(S_t) (Cd/s - C/>d8 ’ Ftv] :

18



Proposition 1.2.2 Les deur esssup de (1.1) commutent et

€SSSUP>cCSSSUPreA 7> 1 (/ €_T(S_t)(onS —d)ds | .7:tv> est égal a
t

ess5upren rorE ( [ erenav, - gas) ff) |
t

Preuve
Pour simplifier I’écriture on considére ¢ = 0 (mais les calculs sont vrais pour tout ¢ > 0).
Soit F': Ry X [¢,00[— R la fonction définie par :

F(r.¢) = E, < /O e (aV, — c’)ds) |

La fonction ¢ — F(7,) est décroissante et
esssupus.F (1, ) = F(1,¢). (1.2)

D’une part,
e8SSUPer>ce8SSupr>oF (T, ) > esssup,>oF (T, ¢) (1.3)

et d’autre part, comme la fonction ¢ — F(7,¢') est décroissante, alors pour tout ¢ > ¢,
F(r,d) < F(r,c), donc esssup,>oF (1,) < esssup,>oF(1,¢). Or cette derniére relation
est vraie pour tout ¢ > ¢, d’ou

e88SUPyr>cesssup,>oF (7, ) < esssup,>oF (T, ¢). (1.4)
Ainsi dans les relations (1.3) et (1.4) on a égalité. On conclut en utilisant la relation (1.2).
€8SSUPer>8SSuP,>oF (T, ) = esssup,>oF (T, ¢) = esssup,>oesssupas F(7,c).

O

D’aprés la proposition 1.2.2, nous sommes ramenés a résoudre le probléme d’arrét op-
timal suivant :

Sy = esSssuprea r>1E (/ e_r(s_t)(aVs —c)ds | ftv) ) (1.5)
t

Nous remarquons que pour tout t >0, S; > 0 car 7 =t € A.

Le méme type de probléme d’arrét optimal (1.5) a été étudié par Duffie et Lando dans
[27] dans le cas ot X est un mouvement brownien avec drift. Ils résolvent le probléme a
I’aide des équations Hamilton-Jacobi-Bellman.

Hypothése 1.2.3 r > 9(1).
Si 'hypothése 1.2.3 n’était pas vérifiée, alors
E, (fooo e " (aVs — c)ds) = v fooo e—s(r=vM)ds — cfooo e "ds = av fooo e—str—v(1) Jg — e

serait infinie et 7* = co. Cette hypothése implique la convergence de
E, (foA e " (aVy — c)ds> quand A tend vers oo.
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1.2.1. Le temps d’arrét optimal

Dans cette partie nous montrons que le probléme (1.5) admet au moins un temps
d’arrét optimal et que le plus petit temps d’arrét optimal est un temps d’atteinte. La
démonstration de ce résultat nécessite plusieurs lemmes.

Lemme 1.2.4 Sous les hypothéses 1.1.2 et 1.2.3, pour tout T € A égalité suivante est

vraLe : - v
E —r(s=) — L T e 1 )
(/7— € (Oé‘/; C)dS ‘ F’T‘ ) (7‘ _ 9(1) r {r<o0}

Cette espérance a un sens car, sous 'hypothése 1.2.3, le processus s — e "*(aV; — ¢)
appartient a L'(Q @R, , dP ® ds).

Preuve
Soit s > 0. La forme exponentielle du processus V. permet la factorisation

V, = Vet

sur Pensemble {s > 7}.

Or X est un processus de Lévy, donc X, — X, est indépendant de FY et de méme loi
que X;_, conditionnellement & {s > 7}. Ainsi

E (/ e (aV, — ¢)ds | .7-'TV> = 1frepe’” [aVT]E (/ e e X ds | fy) S C] .
T T r

D’ou : - v
E —r(s—T) — vy _ (¥ € 1 )
(/ e, C)ds’ff> (r—wu) )t

O
En utilisant le lemme 1.2.4, S; peut étre réécrit sous la forme
E (/OO e (aV, — c)ds]]-“f)
t
+e"tesssupren r>iE {—e”E (/OO e (aV, — c)ds|.7:y) |ftv] .
Cette identité est vraie pour tout £ > 0. D’(T)fl
Sy = T_Oé—z;tﬂ) - ; + e"esssupren > E [6_” (% + ;) Lrcoo | ftv} (1.6)

pour tout ¢t > 0.
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Nous sommes ramenés a résoudre le probléme d’arrét optimal suivant :

_ —aV,
Ji = es85upren > E {e ” (—T
> "

) 2. (1.7)

Nous introduisons le processus Y défini par :

Notation 1.2.5 YV :t— Y, =" (% - f) .

Lemme 1.2.6 Sous les hypothéses 1.1.2 et 1.2.8, le processus Y. converge dans L' et
presque strement et sa limite est Yoo = 0.

Preuve

Comme E, (| V; [) < Tj;’(l)e_(r_w(l))t + CQT_M, on remarque que Y; —=' 0.

Ce processus s’écrit sous la forme

Y, = _ef(T*w(l))tMt + N, t>0

ou M défini par M, = M, t > 0 est une martingale positive (en effet pour

r—1(1)

=) =)
Ny = Ce;rt, t > 0 est une fonction continue décroissante bornée positive. Ainsi, le pro-
cessus Y. est la différence entre une fonction déterministe continue qui tend vers 0 et
une surmartingale positive (donc qui converge presque strement). Alors le processus Y.
converge presque stirement quand ¢ tend vers co. De plus la limite de Y dans L! est égale

a 0, donc on a Y, = 0 presque stirement. O

Nous cherchons donc un temps d’arrét optimal parmi les temps d’arrét presque stirement
finis. La variable Y, étant nulle presque stirement, nous pouvons enlever I'indicatrice 1,
de la relation (1.7).

Remarque 1.2.7 Nous avons imposé ¢ > 0 pour éviter le cas ¢ = 0. Remarquons que i
c = 0, nous sommes ramenés a calculer le sup d’une quantité négative :

—aV
eSSSUPrep > B 6T ——— | FV| .
Dans ce cas pour tout t > 0, le temps d’arrét optimal a linstant t est 77 = o0, J; =0 et
la valeur optimale est S; = %

Nous supposons que le processus Y vérifie I'hypothése suivante :

Hypothése 1.2.8 Le processus Y est de classe D (c’est a dire que ’ensemble des va-
riables aléatoires Y, T € A est uniformément intégrable).

21



Lemme 1.2.9 Sous les hypothéses 1.1.2 et 1.2.3, une condition suffisante pour que le
processus Y. soit de classe D est

lim oo (et mn1y ) =0 (1.8)
ot R, =inf{t>0:e "Xt >n}

Preuve

Le processus Y se met sous la forme Y, = T:ga)e_’”“rxt + e £ >0.

. —rt o, 4 . . 2
La fonction (t — C) est positive décroissante et majorée par =.

7”t+Xt

Sous les hypothéses 1.1.2 et 1.2.3, le processus (t — e ) est une surmartingale posi-

tive cad. D’aprés le théoréme 4.1.7 du chapitre 4, la surmartingale positive t s e "+t
est de classe D si et seulement si

lim,—soEo (e”"R"*XRann@O) =0
ot R, =inf{t>0:e"+Xt >n}. O

C’est cette condition que nous vérifions dans les exemples des sections 1.3 et 1.4.

Le processus (t — Y;, t > 0) étant de classe D, nous pouvons appliquer les résultats
de controle optimal (voir section 4.1) et d’aprés le théoréme 4.1.1, enveloppe de Snell
J du processus Y est de la forme (e7"s(V})),s, (avec Joo = 0 car Yo, = 0). On note
flv) = o T 73 le processus markovien (S1)i=>0 peut s'écrire sous la forme (w(V;))i>o
avec w une fonction borélienne positive. Lorsque o > 0 le support de la loi de V; est R’}

et la définition (1.6) prise en ¢t = 0 donne
SO = w(v) = —f(U) + SupTZOEU[e_rTf(V;)]‘

Or sup,;>oE,[e”"" f(V;)] = s(v) et la fonction w coincide avec la fonction
vi— —f(v)+ s(v). (1.9)

La fonction s est une fonction convexe (décroissante) car c¢’est le sup de fonctions affines
(décroissantes) :

_ _ 1
- (22859) - (255

Remarque 1.2.10 La fonction s étant convexe, elle est donc continue.

Remarquons que s est une fonction positive puisque

_awe—(r—w(1)t

s(v) > supi>oE, [e*” (T:f:;‘(/{) + f)} > supi>olE, [e*”%} = Supz0— g = 0.
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Nous ne pouvons pas appliquer directement le théoréme 4.1.3 de la section 4.1; par
conséquent nous sommes obligés de réécrire s sous une autre forme. Puisque Y; —P* 0,
nous avons le résultat suivant qui s’inspire de 85| dont le processus directeur n’est pas un
processus de Lévy, mais un processus de diffusion. Dans [85], 'auteur utilise la continuité
des trajectoires du processus pour démontrer son résultat. Nous sommes donc obligés de
refaire la démonstration, la situation dans notre cas étant différente.

Lemme 1.2.11 Soit pour v > 0

—al;
s(v) = supr>oE, {6_” <L + E>] et sT(v) = sup,;soE,

o) (% ! )

Si o > 0, alors sous les hypotheéses 1.1.2, 1.2.8 et 1.8, sT(v) > 0 et s(v) = st (v) pour
tout v > 0.

Preuve
Par construction, pour tout v > 0, s(v) < s*(v). Supposons qu’il existe vy > 0 tel que
s(vg) < sT(vy).

+
Le processus V. est un processus cad, le processus Y : ¢t — V" = e <r:?ﬁ‘é) + c)

est a valeurs dans [0, ¢], alors les hypothéses du théoréme 4.1.3 de la section 4.1 sont

+
vérifiees pour Y. On note f*(v) = (T;’Z&) + f) ; le temps d’arrét

T =influ>0: f*(V,) =s"(V,)}

est le plus petit temps d’arrét optimal du probléme
—rr —aVz + ¢ "
e —_— —
r—y(@1)

Comme Y converge presque siirement vers 0, Y converge presque strement vers 0 et

on a:
+ +
+ [ —aV+ c ot [ Vit c
e T T 4z e T T 4 Z 17_ <.
(r—wn ) <r—¢<1> ) - ]

D’aprés la définition de s et s :

st(v) = sup,>E,

st(v) =E, =E,

E, [e*”* f(x4+)] < s(vo) < 5™ (vy) = Eu [e*”* f+(v7+)]

et par suite By, [ (f(Vor) = [H(Vi))] <0, Py (fo: (Vi) < 0}) > 0 et
Py, {w:sT(V+) =0}) > 0.
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Donc il existe vy tel que st (v1) = 0. Alors pour tout temps d’arrét 7, P, -presque sii-
rement e "7 fT(V,) = 0 et en particulier pour tout ¢t € Ry, fT(V;) = 0. Ceci entraine
que P, -presque stirement V;, > w d’ou la contradiction puisque la loi de V; a pour
support R* car o > 0 (c’est une conséquence du théoréme 24.10 i) page 152 de [78]).
Donc s*(v) > 0 pour tout v € R} et s(v) = sT(v). O

Nous remarquons ici que la condition c strictement positif est nécessaire : si ¢ était nul,
alors dans la preuve du lemme 1.2.11, il n’y aurait pas de contradiction.

Remarque 1.2.12 Nous avons [’égalité s(v) = s*(v) > 0 pour tout v > 0.

Proposition 1.2.13 Si 0 > 0, alors sous les hypotheses 1.1.2, 1.2.3 et 1.8, il existe au
moins un temps d’arrét optimal pour le probléeme (1.7).

Pour tout ¢ > 0, il existe b, > 0 tel que le plus petit temps d’arrét optimal soit de la
forme
= inf{t>0: V, <b.}.

Preuve
D’apres le lemme 1.2.11, le probléme (1.7) peut se réécrire sous la forme sup,>oFE(Y.").
Les hypothéses du théoréme 4.1.3 de la section 4.1 sont vérifiées et le temps d’arrét

™ =inf{u>0:fH(V,)=s"(V,)}
est le plus petit temps d’arrét optimal. Or s(v) = s (v) > 0 pour tout v > 0, d’ou
™ =inf{u>0:f(V,) =s(V.)}

est le plus petit temps d’arrét optimal. La fonction s est majorée par ¢ puisque YT est
majoré par ¢ et lim,os(v) = limyof(v) = ¢ La fonction s étant convexe et f une
fonction affine, alors inf{v : f(v) < s(v)} est égal & sup{v : f(v) = s(v)}, que 'on note
be. En effet, soit b, = sup{v: f(v) = s(v)} et b, = inf{v: f(v) < s(v)}. Remarquons que
I'ensemble {v : f(v) = s(v)} n’est pas vide puisque lim, os(v) = lim, o f(v) et bl est bien
défini. Pour tout v < b, f(v) = s(v); en particulier f(b. — +) = s(b. — +). En faisant
tendre n vers l'infini, comme s et f sont continues, alors f(b.) = s(b.), d’ou b. < b... Par
continuité, f(b.) = s(b..). Supposons par 'absurde que b. < b., alors il existe v, b, < v < b,

tel que f(v) < s(v). Or s est convexe, donc d’aprés le lemme des trois cordes

(o) = s(b) _ s(b) =s(v) _s(0) = 00 _ S(b) = s(v)

v — b, v.—v v — b, b, — v

IN

Comme s(v) > f(v), alors

f) = flbe) _ sv) = f(be) _ fbe) —s(v) _ f(0C) — f(v)

v — b, v — b, b, — v bo—v

IN
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d’ott la contradiction puisque f(”l:{:(bc) = f(b;c),);fj(”) = T:q;él). Donc b, = b...

Ceci signifie que le plus petit temps d’arrét optimal 7% est aussi le premier temps de
passage dans l'intervalle |0, b,]. O

Le plus petit temps d’arrét optimal du probléme (1.7) dépend de la valeur de c et
désormais on le note 7*(c).

En appliquant le théoréme 4.1.2 de la section 4.1, nous obtenons que

(t = e T 5(Vipre(), t > 0) est une martingale et Yy = e Ds(Vyr(y).
Nous introduisons une nouvelle fonction :

Définition 1.2.14 Soit g : R% x]0, W[_) R’ la fonction définie par

rQ

oo by =1 T s
) Ev [e—rﬂj <;_Oéw(‘r1b) + %)} st v > b,

ou T, =1inf{t >0:V, <wv}.

Remarque 1.2.15 Sous les hypothéses de la proposition 1.2.13, il existe B. tel que
9( Be) = s(.).

Proposition 1.2.16 Soit g la fonction introduite dans la définition 1.2.14. Sous l'hypo-
these 1.1.2 :

e soit il existe un unique b pour lequel la fonction g(.,b) est continue en v =b,
(T*zlﬂ(l))c[

e s0it la fonction g(.,b) est continue en v = b pour tout b €]0,

Preuve
Pour vérifier la continuité de g(.,b) en b on regarde I’équation suivante en b :
ab c —aV c
b,b) = lim, b), soit — ————+ = =limypE, e [ ——2~ + - ) | .
g(b,b) = lim, pg(v,b), soi r—z/1(1)+r iMey | [e (r—w(1)+r>}

On se propose de montrer que cette équation a soit une unique solution, soit tout
'intervalle |0, %[ comme ensemble de solutions.
Comme 7, =inf{t >0: V' <b} =inf{t >0: V! <’} =7 alors

—aV, c —r7} b c
E,|le™ | —2— 4+ - || =E v =
F (r—wu>+r)} He i
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La limite lim,,E; [e @ + 2 existe : on remarque d’abord que

0< VTll < g et par conséquent la quantité qui se trouve sous I'espérance est bornée. Ainsi
b

v
d’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut intervertir la limite et l’'espérance.
Ensuite comme 0 < % < 1, on peut le considérer de la forme % =1-—1avecn e N*

et quand v décroit vers b (donc quand n tend vers oo) la suite {7 , },50 est une suite

décroissante de temps d’arrét. La limite lim, 37y (= lim, o7, _,) existe et est égale a

7 = inf{t > 0:V;' <1}. Ainsi la monotonie de la suite {7 , },~0 implique Pexistence

1
. . Ty , N . N
de la limite lim, e v. Le processus V' étant cad, VTll tend vers VTl, quand v décroit vers
b 1
. . . 77‘7—%; 1 .
b et la limite lim, ;e vV, existe.
b

v

On fait le changement de variable % =ux.

. —om‘/Tll i . —Oéb%lel

—rT b C —rT b C

l. v E % _— - :l ) E % [ —

B N L VA | el R W R
- - -

—a2V
:meTlEl G_TT”% ﬂ + E .

o

Ainsi on est ramené a résoudre I’équation suivante :

ab + c_ li E —r7} —Oé%‘/q}% + %
O I N VETT OV I
ab e—TT; 7'11 c 1
soit T——MlimleEl 1— Tz = ;liszlEl |:1 — 67r711| . (110)
Or
. 671"7'% V;_ll . 1 . 1 ‘ R
limgnEy [ 1 — ——= | =limyp | —E4 (1 —e e VT1> +1——| =limynE, (1 —e e VT1>
T T ® T ®
et Péquation (1.10) s’écrit :
b
T—a—z/}(l)limleEl []_ — G_TT%V;_I%} = ;limleEl |:]_ — 6_7"7—“1”] .

On a les deux cas suivants :
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o limg Ky {1 e VTll] # 0 et dans ce cas I'équation (1.10) a une unique solution.
o lim,Ey [1— e VA] =0,

Comme V <z <1, alors 1 — e*”ﬂ%VTl1 >1—¢e"% >0 et
E, [1 - e—wlvl} > E, [1 - e_”ml} > 0 d'ont lim,E, [1 - e—"ﬂ — 0 et Péquation (1.10)

a pour solution tout Uintervalle ]0, (r= To(é ))C[ O

Nous cherchons le temps d’arrét optimal dans la famille de temps d’atteinte. Dans
la suite, nous proposons une méthode pour le calcul du seuil optimal B.; la démarche
étant différente, nous énoncons et démontrons deux théorémes selon les deux cas possibles
présentés dans la proposition 1.2.16 : quand la fonction g(.,b) est continue en v = b pour
une unique valeur de b ou quand ¢(.,b) est continue en v = b pour toute valeur de b dans
Vintervalle |0, = (1))0[

Théoréme 1.2.17 Sous les hypotheéses 1.1.2, 1.2.3 et 1.8, on suppose que o > 0 et que
la fonction g( b) est continue pour tout b €0, (r T( ))C[ et que pour tout ¢ > 0, il existe

B, €0, =¥ 1))"[ tel que :

(1) L’équation %(b, b) = —7«_5% a une unique solution notée B. et [’ensemble des
solutions de l'inéquation %(b, b) > — o est [B., oo[ (0@ on a noté Oy pour
la derivée a droite),

(2) La fonction g(., B.) est strictement conveze & droite de B.,

alors le plus petit temps d’arrét optimal est
7' (c) = inf{t > 0:V; < B.}.
Remarque 1.2.18 Le seuil B, est une fonction de c.

Preuve
La preuve est faite en deux étapes :

(i) On doit avoir s(v) > f(v) pour tout v € R} et comme s est de la forme g¢(.,b), alors
cette inégalité impose une contrainte sur b.
(ii) Pour que 7, soit optimal, puisque s est de la forme g(.,b),

s(v) = g(v,b) = Eu[e™ ™ f (V)] = Eue™™s(V5)],
il suffit de montrer g(v,b) > E,[e”"" f(V;)] pour tout 7 € A.

lére étape  D’aprés la définition 1.2.14,

_ c <
g0, b) = —e@m T r stv<b
E, [e*”b <W(le) + f)} st v >b.
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La fonction s est de la forme g(.,b) et est convexe. La fonction f est affine. Alors pour
avoir s(v) > f(v) il suffit d’imposer

adS S af

Gdg [0
20025,

(b), soit —(b,b) > e

ov
D’aprés I’hypothése (1) du théoréme, cette relation implique la contrainte suivante sur b :
b> B..

2¢eme étape On raisonne par I’absurde et on suppose que le plus petit temps d’arrét
optimal correspond a un b > B,. Donc :

g(v,b) > E,[e7" f(V;)] pour tout 7 € A. (1.11)
Dans (1.11) on prend 7 = 75, :
9(0,8) > Ey[e"™ (V)] = g(v, B,) pour tout v € .

Prenons v = b, alors ¢g(b,b) = f(b) > g(b, B.). Or d’aprés I'étape 1, g(b, B.) > f(b), d’ot
g(b,B.) = f(b). De plus g(Be, B.) = s(B.) = f(B.) et la fonction g(., B.) est continue
en B.. Donc le graphe de f(.), qui est une droite, coupe le graphe de ¢(., B.) aux points
d’abcisse b et B.. Au point d’abcisse B, le graphe de f est tangent au graphe de ¢(., B,)
puisque %(BC, B.) = — D = f'(B.). Donc sur I'intervalle [B,, b, g(., B.) = f(.) ce qui
contredit I’hypothése (2), donc b = B,.. D’ou le plus petit temps d’arrét optimal est 75,. O

Lorsque la fonction g(., b) est continue pour une unique valeur de b, alors le seuil optimal
B, est facile & obtenir.

Théoréme 1.2.19 Sous les hypothéses 1.1.2, 1.2.3 et 1.8, on suppose que o > 0 et

qu’il existe un unique b €0, %[ (que 'on note B.) pour lequel la fonction g(.,b) est

continue. Alors le plus petit temps d’arrét optimal est
m(c) =inf{t >0:V; < B.}.
Preuve

La fonction s est de la forme g(.,b) et est convexe, donc continue. Comme ¢(., b) est conti-
nue pour une unique valeur de b notée B., on en déduit que le seuil optimal est B.. O

Proposition 1.2.20 Pour tout ¢ > 0, soit
m.(c) =inf{t >0:e"s(V,) <e " f(V) + e}

Si o >0, alors sous les hypotheéses 1.1.2, 1.2.3 et 1.8, P(1.(c) < 00) =1 et
lim._o7-(c) = 7(c).
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Preuve
Comme E[supi>omax(e”"" f(V;),0)] < £, alors d’aprés le lemme 4.1.5 de la section 4.1,

P(r.(c) < o00) = 1.

La suite (7.(c), € > 0) est une suite décroissante de temps d’arrét, donc la limite
7o = lim._o7-(c) existe et d’apreés le théoréme 4.1.3 de la section 4.1, est égale a 7 = 7%(c).
O

1.2.2. La stratégie maximale

Une fois connue la forme du temps d’arrét optimal, nous pouvons conclure et trouver
la stratégie maximale du probléme initial (1.1).

Lemme 1.2.21 Sous les hypothéses 1.1.2, 1.2.3 et 1.8, si 0 > 0, alors la stratégie maxi-
male & 'instant t du probléeme (1.1) est de la forme

(Tt,bca C)

ol T, = inf{s >t: Vi <b.}.

Preuve

D’aprés la proposition 1.2.2; dans le probléme (1.1) on peut commuter les deux esssup et
€SSSUPw>cCSSSUPren >t U; e "D (aV, — )ds | ]:tv] est égal a

esssupren>E [ [[ e (aV, — c)ds | F)].

D’aprés la proposition 1.2.13, a I'instant ¢ = 0 le temps d’arrét optimal est de la forme
T, = inf{t >0: V; <b.}.

Comme le modéle est markovien, a tout instant ¢ le temps d’arrét optimal est de la forme
Tepe = inf{s >t: Vi <b.}. o

Application a la finance

Comme nous 'avons déja précisé dans 'introduction de la premiére partie, ce type de

probléme d’optimisation peut étre appliqué dans le domaine financier. Ainsi, le processus

V représente la valeur des actifs d’une firme, r le taux d’actualisation et ¢ (1) = %ln]E <%)
le taux attendu de croissance des actifs. Nous supposons qu’a chaque instant ¢, les actifs
de la firme engendrent des cash-flows oV}, que la firme émet des obligations et que les

coupons sont payés indéfiniment (cela veut dire que ¢ est une vitesse de paiement). La
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valeur attendue actualisée des cash-flows engendrés par la firme jusqu’a l'instant 7 de
liquidation sera

E, [/ e "aV, — )ds
0

A un instant ¢ fixé, les dirigeants de la firme cherchent la stratégie optimale (instant de
liquidation, coupons) qui maximise la valeur attendue actualisée des cash-flows engendrés

par la firme jusqu’a 7, ce qui correspond a la résolution du probléme de controle optimal
(1.1).

1.3. Exemples

Les exemples présentés dans cette section, concernent les modéles ol nous savons calcu-
ler E, (e‘TTb+‘LXTb). Dans la suite nous considérons quelques processus de Lévy particuliers,
nous vérifions que les hypothéses du théoréme 1.2.17 ou du théoréme 1.2.19 sont vérifiées
et nous résolvons le probléme (1.1) dans chaque cas. Nous commengons avec un processus
de Lévy continu (le mouvement brownien), ensuite nous continuons avec un processus
mixte diffusion-sauts dont les sauts sont de loi double-exponentielle et nous finissons avec
le processus de Poisson.

1.3.1. Mouvement brownien

Soit X = W ou (W;, t > 0) est un mouvement brownien standard. Donc V = ve'V.

Dans ce cas 1(1) = 3 et Phypothése 1.1.2 est vérifiée. Nous imposons (I’hypothése 1.2.3)
r> 2.
2

Lemme 1.3.1 Le mouvement brownien vérifie la relation (1.8), c’est & dire
ZZTnnﬂooIEO (G_TR7L+WRn ]-R7L<oo) =0

ot R, = inf{t>0:e "Wt >n}. En conséquent I’hypothése 1.2.8 est vérifice.
La preuve de ce lemme repose sur le résultat suivant de [44] page 197 :

Lemme 1.3.2 Soit (W;, t > 0) un mouvement brownien standard et T, le temps d’arrét
défini par T, = inf{t > 0: put + Wy =y} avec y # 0 et pu # 0. Alors

P(T, < 00) = ely—lnmyl

Preuve du lemme 1.3.1
Le processus W étant continu,

Ry=inf{t>0:e "™Vt =n} =inf{t >0: —rt + W, = In(n)}.
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Ainsi Eg (e tWrnlp o) = nPo (R, < o).

On applique le lemme 1.3.2 & = —7r et y = In(n),

]EO (6—7’Rn+WRn 1Rn<oo) _ ne—ern(n) _ nl—Qr.

Or r > £, donc lim, o Eo (e 7"t Wan1p o) = 0. 0

Les hypothéses de la proposition 1.2.13 sont vérifiées et le plus petit temps d’arrét
optimal est de la forme

T, =inf{t>0: V, <b}=inf{t>0: V,=0b.}

puisque V' est un processus continu.

En utilisant la remarque 8.3 page 96 de [44] qui donne la transformée de Laplace d’un
temps d’atteinte dans le cas d’'un mouvement brownien, la fonction g est de la forme

+ < siv<b
b) = Vo
g(v,b) <_—O‘?+§> (%) var st v > b.

Nous remarquons que la fonction v — g(v, b) est continue pour toute valeur de b. Véri-
fions les hypothéses du théoréme 1.2.17 :

(1) L’équation 6—9(b b) —ﬁ, soit <;—°‘f + 9) %ﬂ = _raé a une unique solution
-1 c\r—
.= Z%ﬁ; €0, ( [ De plus I’ensemble des solutions de I'inéquation
8—g(b b) > ——4¢ est [Bc, o0l.

(2) On remarque que a droite de b la fonction g(.,b) est C2. Pour b = B, la seconde
dérivée est égale a

829@ B, = ( —aB. +c> Vor(var +1) (B%)‘@‘ch o (1)‘@‘:0

w2 r B2 rB2 \ B,

r—1

et la fonction g(., B.) est strictement convexe & droite de B...

Ainsi le temps d’arrét optimal est

m(c)=inf{t>0: V, = B.}.

Proposition 1.3.3 57 X est un mouvement brownien, alors avec les notations introduites
dans la section 1.5.1,

_1
1) Le plus petit temps d’arrét optimal est 7*(c) = inf{t >0: V, = B.} ot B, = ° 2r(r—3)

2

ar(v/2r+1) "
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2) La stratégie mazimale est (7*(c), c).
3) La fonction valeur w est donnée par

ou v > B,.

Ce résultat est déja connu, le probléme d’arrét optimal (1.5) étant déja étudié dans [27]
pour un mouvement Brownien avec drift. Les paramétres (m, o, 9, (6 —1)C') du modéle de
Duffie et Lando correspondent ici & (0, 1, , ¢). Contrairement & leur méthode, la méthode
que nous proposons permet d’éviter les longs calculs de I'opérateur différentiel ou intégro-
différentiel pour les processus a sauts.

1.3.2. Processus mixte diffusion-sauts dont les sauts sont de loi
double-exponentielle

Les hypothéses de ce modéle sont essentiellement celles considérées par Kou et Wang
[49, 50| et par Chen et Kou [16]. En effet on suppose que X est un processus stochastique
a sauts et que les sauts ont une distribution double exponentielle :

Ny
Xp=mt+oW,+ ) Yi, t >0, (1.12)

i=1
(Wi, t > 0) est un mouvement brownien standard, (/NV;, ¢ > 0) un processus de Pois-
son d’intensité constante positive a, (Y;, ¢ € N) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées ayant une “distribution double exponentielle”,
c’est-a-dire de densité
fyr(y) = pme " 1ys0 + qrpe™ <o

avec p+q=1,p,q >0, n >1et n > 0.

On suppose de plus que (Y;, i € N), (N, t > 0) et (Wy, t > 0) sont indépendants.

La condition 7; > 1 entraine E(e¥) < co. En effet comme 17, et 7, sont positifs, et
p+q=1, fy(.) est bien une densité : ffooo fy(y)dy = 1. De plus
E(e¥) =pm [} e=m¥dy+qny fi)oo e(1m2)vdy  alors les conditions 1—n; < 0 et 1417, > 0
entrainent E(e¥) < oo. Lorsque 15 > 0, E(e¥) < 0o si et seulement si n; > 1. La condition
m > 1 entraine E,(V;) < oo pour tout ¢t > 0. En effet

ﬁ N . ﬁ e—at(at)n
— pelmt+F)t YY) — gemtg)t Yyn — pet Mt
E,(V;) =ve'™ 2k (e 1 ) ve'™ T2 Z]E(e ) .y ve
n>0
ou (1) =m+ ”—22 +aE(e¥ —1). L’hypothése 1.1.2 est ainsi vérifiée.

L’hypothése 1.2.3 s'écrit > m + % + aE(e¥ — 1).

32



Lemme 1.3.4 Le processus X introduit dans (1.12) vérifie la relation (1.8), ¢’est a dire
llmn_,ooE() (G_TR”+XR” 1Rn<oo) =0

ot R, =inf{t >0:e "Xt >n}. En conséquent I’hypothése 1.2.8 est vérifiée.

La démonstration de ce lemme repose sur le corollaire 3.3 de [49] rappelé dans la section
4.2 (voir Pégalité (4.4)).

Preuve
On remarque que R, = inf{t>0: (—r+m)t + oW, + S0 Y; > In(n )}
Appliquons la relation (4.4) de la section 4.2 ar =0, 3 =1, b =In(n) et
X; = (=r +m)t + oW, + 3N V; (en fait nous remplacons le drift m par —r +m) :

—rRn+Xr,, _ (771 - 1/11)(@% - 1) —In(n)y (wo — 771)(@[’1 - 1) —ln(n :|
Bl ) =0 =i =D o) =D
g =) (e —1) (o 771)(% —1)
T em -0  w—edm -y
ou 0 < 1 < m <Yy < oo sont les solutions positives de ’équation f(¢)) = 0 avec
_(_ 0_2 2 np n2q }
fW)=(=r+m)y+ Q@Z) +a 771—¢+772+¢ 1.

L’équation f(¢) = 0 a quatre solutions, et les deux solutions strictement positives sont
plus grandes que 1. En effet,

JW)| oo —oolpo 0 f(1) ool-oo oo

ou f(1) = (=r+m)+% +a[mlﬂi1+n;%—1] I—T+m+%2+aE(eY—1)<0d’aprés

I’hypothése 1.2.3 réécrite dans ce cas.

Comme 1 < 1)1 < 1y < 1)y, alors en prenant la limite dans (1.13) :

lim,_oEq (67 ¥R 1p o) = 0.

Les hypothéses de la proposition 1.2.13 sont vérifiées et le plus petit temps d’arrét
optimal est de la forme
T, = inf{t >0: V; <b.}.

Les résultats de [49] permettent d’expliciter pour tout b la forme de la fonction g(.,b) sur
]b, oo[. On suppose v > b.
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On remarque que

b
, =inf{t >0: Vtgb}—z’nf{tzo: ES—}
v T W

Ny
b
:z'nf{tZO: mt+ oW, + g Yigln(—)}.
v

i=1

Par hypothése v > b, alors ln(%) < 0 et on peut appliquer la proposition 4.2.1 de la
section 4.2 pour calculer E,[e”"™] et E,[e""™V],] (nous rappelons que dans notre modéle,
nous pouvons enlever I'indicatrice 1,, o qui apparait dans I’énoncé de la proposition 4.2.1
puisque le processus t — e "tV est presque sirement nul a I'infini conformément au lemme
1.2.6) :

Ya(n2 + ¥3) (Zyes — V3(n2 + %)( )
(Y2 —g)m2 b (Y2 —g)m2 b

Y] (M2 +9s) (2 —1) vy (12 +12)(1 — )
| Val =P (¢2—1/13)<772+1)(b) * (Y2 —1b3)(m2 + 1)

oll —00 < 13 < —1ny < 1y < 0 sont les deux racines négatives de 1’équation

Ev [e—TTb] —

(5"

o? Thp 24
mi + —1* +a + -1 =
2 [771 - mt+ ]

Ainsi on a pour la fonction g :

(0.0) = —#"m—i—f stv<b
POV Bole™ (— 25 + )] = A4(2)% + Dy()¥ siv>b,
on A= - ab 2+¢3)(¢2—1) chalm+vs)

Y1) (Y2 —Y3)(m2 +1) 7 (2 —P3)m
D= - ab (772+@/)2)(1—?/) ) _ c¥s(n2+ o)
V(1) (b —3)(m2 + 1) 7 (b — Y3)m2

On remarque que la fonction g(., ) est continue pour toute valeur de b > 0.
Vérifions les hypothéses du théoréme 1.2.17 :

(1) L'équation 22(b,b) = —— o Soit Al + Dy = — 7y @ une unique solution.

En effet, en remplacant A, et D, par les Valeurs Calculees on obtient :

aps  (mAPs)(Pe—1) | ¢ Yob3(netys)  anpa (met2)(1—v3) ¢ devs(netie) . —a
r—=(1) (Ya—1P3)(n2+1) = rb (P2—1b3)n2 (r—=(1)) (Y2—v3)(m2+1) b (P2—th3)n2 r—1(1)
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‘ : : : _ c(r=¢(1)Pat3(n2+1) c(r—y(1))
et cette équation a une unique solution B, = v (1 —2) (1—1s) €10, — [.

ye 4 . 0, «a
De plus Iinéquation %< (b, b) > — =M

(2) On remarque que la fonction g(., B,) € C*(]B., ool) et

impose sur b la contrainte b > B,.

O (0, B) = Al )Py — D0~ 4 D) (i — 1)
31}2 y Pe) —41c Bc 3 3 c Bc 2 2
R A — cha(ne + 13)
o (e — Y3)ma(l — 3) >0
D, = cps(ng + 12) -0

- 7“(7752 - ¢3)U2(1 — 1)

Ainsi %(v, B.) > 0 pour v > B, et g(., B.) est bien strictement convexe a droite de B...

On peut donc appliquer le théoréme 1.2.17 et le temps d’arrét optimal est

() =1inf{t >0:V; < B.}.

D’aprés le lemme 1.2.11, notre probléme peut étre ramené & un probléme d’arrét optimal

) L T : : s clr=v(1)) .
pour une option put américaine dont le prix d’exercice est égal & =— == :

ro
Ainsi, on retrouve le résultat du théoréme 1 de [50|. Kou et Wang résolvent a l'aide des
équations intégro-différentielles un probléme d’arrét optimal pour une option put améri-

. , 2 TN —
caine. Les paramétres (\*, r—% —\*¢*, K, (335, B4,) correspondent ici a (a, m, W, —1)g, —1h3).

S(U) = SupTZOEv

Proposition 1.3.5 Soit X le processus défini dans (1.12). Alors, avec les notations in-
troduites dans la section 1.3.2 :
1) Le plus petit temps d’arrét optimal est 7*(c) = inf{t > 0: V; < B.} ou
B. = r=¢1)Yavs(n2+1)
¢ ramz(1—¢2)(1—t3) -
2) La stratégie mazimale est (7*(c), c).

3) Pour v > B., la fonction valeur w est égale a

__w e cp(n2 + ¥3) <i)¢3 B c3(ne + o) i)w
r—(1)  r Ty —Ps)ne(l — ) B r(e — Y3)me(l —b2) B.”

1.3.3. Processus de Poisson
Soit X = —N ou (N, t > 0) est un processus de Poisson d’intensité constante positive a.

Donc V = ve™. Dans ce cas la transformée de Laplace du processus X existe, ’hypothése
1.1.2 est vérifiée et 1(1) = a(e~'—1). Nous remarquons qu’ici ’hypothése 1.2.3 est toujours
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Ny

vérifiée puisque r > 0 > a(e™! — 1). De plus, le processus t — Y; = e~ (#{1_1) + f)
est borné et nous avons directement qu’il est de classe D.

Dans ce cas particulier, comme la composante gaussienne du processus X est nulle, le
lemme 1.2.11 ne peut pas étre appliqué. Nous rappelons que ce lemme nous permettait
de réécrire la fonction s sous une forme particuliére (s(v) = sup,>oE,[e”""fT(V;)]) afin
de pouvoir appliquer le théoréme 4.1.3 de la section 4.1 et de trouver la forme du plus
petit temps d’arrét optimal. Or, lorsque X = —N, le théoréme 4.1.3 peut étre appliqué
directement puisque le processus V' est borné et par conséquent le processus ¢ — e~ " f(V})
est borné. Le plus petit temps d’arrét optimal est 7% = inf{t : f(V;) = s(V;)}. Dans ce cas
particulier ot X = —N, la fonction s est définie sur {v,ve™!, ve™2...}, son prolongement
continu par interpolation linéaire est convexe, la fin de la proposition 1.2.13 s’applique et
la conclusion de la proposition 1.2.13 est valide.

Le plus petit temps d’arrét optimal est de la forme

T, = inf{t >0: V}gbc}:mf{tzO: Ntzln(bg)}:ﬁ%v

c be

et dans ce cas il coincide avec un instant de saut du processus N.

Soit (7}, i € N*) la suite de variables aléatoires représentant les instants de saut du
processus V.

Pour trouver la forme de la fonction g(.,b) on calcule E, (e™"™) et E, (e7"™V,,) :

B, (e7) = _E (e_rTilT?nz:T)

1>0

=Llinz<o + Z E(e7™) Liciang<i-

i>1

Comme T; = S; + ...+ 5; ou (S;, j = 1,... i) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi exponentielle de paramétre a, alors

E () =B (e = (-2 et

r+a

E, (6_”1’) = ]-ln%SO + Z (T _T_ a) 1i—1<ln%§i-

i>1

En utilisant le méme raisonnement on calcule

Ev (e_TTbV;'b) =v ZE (e_rTi_ilT?ng=T¢>

>0

. i
=vlprco + v Z (m) liicimz<i

i>1
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La fonction ¢(.,b) est de la forme :

—T_Oq‘;’(l)+§ stv<b
——Qv_.__a 4 ca sib<v<be

oD e(r+a) ' rita

b) —
g(v,) < a )+£(“)2 si be < v < be?

av
e(r+a) r \r+a

r—1(1)

Cette fonction est continue convexe pour une seule valeur de b (que 'on note B,) :
B, = <l=¢) g clr=v))

a(er+ea—a) ’ ar

[. Ainsi d’aprés le théoréme 1.2.19, le temps d’arrét optimal
est
(c) =inf{t >0: V; < B.}.

Proposition 1.3.6 Soit X = —N od (N, t > 0) est un processus de Poisson d’intensité
constante positive a. Avec les notations introduites dans la section 1.3.3 :

1) Le plus petit temps d’arrét optimal est 7*(c) = inf{t > 0: V; < B.} ot B, = ;(ee(:;—fa(i)a))
2) La stratégie mazimale est (7*(c), c).

3) Pour v > B., la fonction valeur w est égale a

we) =3 [%(1) (1 - (ﬁ» - (1 - (+)>] T

1.4. Processus de Lévy a sauts négatifs. Cas d’'un
processus a variation non-bornée.

Le cas d’un processus de Lévy a sauts négatifs est plus compliqué et nécessite plus de
calculs que les autres exemples. Nous présentons ici 'exemple d’un processus de Lévy a
sauts négatifs avec une composante gaussienne non-nulle.

1.4.1. Notations, hypothéses et outils

Dans la suite nous considérons X un processus de Lévy a sauts négatifs. Nous excluons
le cas ou X est un subordinateur négatif (d’aprés [4] page 71, un subordinateur est un
processus de Lévy positif croissant). D’apreés [4]| chapitre 7, pages 187-189 la transformée
de Laplace d’un tel processus existe et est de la forme :

2 0
E(e) = ™ ot A€ Ry, $(N) = —¥(=id) = pht TN+ / (¢ =1-ArLys 1)1(de).

—0o0

La fonction 1 : [0, 00[— R est strictement convexe et limy () = 0o. Soit ¢(0) la
plus grande solution de I’équation ¢ () = 0. Nous remarquons que 0 est toujours solution
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de ¥(A) = 0. Si ®(0) > 0, alors comme 1 est strictement convexe, 0 et ®(0) sont les
seules solutions de 1(A) = 0. Dans tous les cas ¢ : [®(0), co[— R, est continue, croissante
d’inverse ® : [0, 00[— [®(0),00[ : ¥ o D(A) = A (A > 0). L’hypothése 1.2.3, c’est & dire
r > (1), est équivalente & ®(r) > 1.

Le lemme suivant servira plus tard, pour montrer que le seuil optimal appartient au
"bon" intervalle.

Lemme 1.4.1 Pour tout r > 0 tel que r > (1) on a Qg()r;l < =¥

- T

Preuve
Remarquons que si (1) < 0, donc si (0) > 1, 'inégalité est vérifiée : % <1< T*T(l)
Supposons maintenant que (1) > 0, donc ®(0) < 1 < ®(r). La fonction 1 est convexe,

donc d’apreés le lemme des trois cordes :

¥(1) — $(2(0))

o) _r—u()
1— 3(0)

p(1) _1-B(0)
F= () " () -1

, d’ou

r O(r) — ¢(0) < d(r)
r—y(1) = &(r)—1 — &(r)—1
1l suffit d’inverser et 2=1 < r=v) O

d(r) — r

Dans toute la suite nous supposons que r > t(1) (hypothése 1.2.3).

cXi—(c)t

Le processus t — e est une martingale : pour tout s <t

E(eCXt—w(c)t‘st) _ 6cXS—7,[)(6)1EIE(60()(,5—Xs) fX> _ 6CX5—1/1(C)S‘

s

Pour tout ¢ > 0, nous définissons une nouvelle probabilité P° : % |7,= ecXe=v()t En

suivant |52, nous introduisons la fonction suivante :

Définition 1.4.2 Pour tout ¢ > 0 soit W@ : R — R, la fonction définie par
W@ (z) = D7 PYD (in fi0 X > 0)

ot Pu(.) = P(.| Xy = x).

La proposition suivante présente quelques propriétés de la fonction W@ démontrées
dans [52] et [15] :
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Proposition 1.4.3 Pour tout ¢ > 0, la fonction WD q les propriétés suivantes :

(1) WD(z) =0 pour tout x < 0 et W9 est une fonction continue croissante sur
[0, 00[ dont la transformée de Laplace vérifie la relation

L
Y(B) —q

pour 3> ®(q) (théoréme 8.1 page 214 de [52]).
(2) W@(0) =0 si et seulement si X est  variation non-bornée (lemme 8.6 page
223 de [52)).
(3) WW(0) =2 si X est a variation non-bornée (ezercice 8.5 page 234 de [52]).
(4) Sile processus X présente une composante gaussienne, alors la fonction W9 est

C?(]0, 00]) (théoreme 2 de [15]).

/ e_ﬁxW(q)(x)da: =
0

Nous introduisons les fonctions suivantes :

Définition 1.4.4 Pour g > 0 soit Z9 : R, — R, la fonction définie par

ZD(z) =1+ q/ WD (y)dy.
0

Définition 1.4.5 Pour tout g € C et ¢ € R tel que 1(c) < q, on pose
Wb () = e WD (z) et  ZUVO(z) =1+ (¢ - w(c))/ W=D () dy
0

pour tout x > 0.

Remarque 1.4.6 i) En utilisant la proposition 1.4.3 (2) et la définition 1.4.5, si X est
a variation non-bornée, alors

Wc(qflb(C))(()) —0.
i) De plus, les définitions 1.4.4 et 1.4.5 prises en x = 0 donnent

1.4.2. Le temps d’arrét optimal

Nous supposons ¢ > 0; ainsi le processus de Lévy pourrait étre vu comme la somme
d’un mouvement brownien avec drift et un processus a sauts négatifs. Dans la suite nous
nous restreignons aux processus de Lévy a sauts négatifs avec une composante gaussienne
non-nulle ; ce sont donc des processus a variation non-bornée.
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Lemme 1.4.7 Soit X un processus de Lévy a sauts négatifs avec une composante gaus-
sienne non-nulle, vérifiant 'hypothése 1.2.5. Ce processus vérifie la relation (1.8), c’est a
dire

limy,—ooEo (e”"R"*XRn 1p,<oc) =0

ot R, = inf{t>0:e "Xt >n}. L'hypothése 1.2.8 est donc vérifiée.

La démonstration de ce lemme repose sur le résultat suivant de [52] :

Lemme 1.4.8 ( corollaire 3.13 page 82 de [52])
Soit X un processus de Lévy a sauts négatifs et pour tout x > 0 soit 7° le temps d’arrét
défini par 7" = inf{t > 0: X; > x}. Alors

Py (7% < o0) = e 20

avec ®(0) introduit dans la sous-section 1.4.1. De plus, comme le processus X n’a pas de
sauts positifs, alors Po(X,« = z|7* < 00) =1 (page 212 de [52] ).

Preuve du lemme 1.4.7

On remarque d’abord que pour tout x > 0, inf{t >0: X; >z} =inf{t > 0: X; > z}.
En effet comme 2 > 0, alors Po(7* =0) =0 et inf{t >0: Xy >z} =inf{t >0: X; >
x}. Comme X est un processus sans sauts positifs, Po(X,= = 2|77 < 00) =1 et

inf{t >0: Xy >z} =inf{t >0:X; >z} sur {7° < oo}.

Le temps d’arrét R, s’écrit sous la forme R, = inf{t > 0: —rt + X; > In(n)}. En
appliquant le lemme 1.4.8 au processus ¢t — —rt + X; et x = In(n), on a

E, (e—TRn—l-XRn 1x <OO) _ ne—fb(o)ln(n) _ n1—<i>(0)7 (1'14)

avec ®(0) la plus grande solution de I’équation ¥ ()\) = 0 ot

YA =(p—r)\+ %2/\2 + /O (™ =1 — Azl 1)I(d2).

— 00

La plus grande solution de I'équation () = 0 vérifie ®(0) > 1. En effet, ¢ est une
fonction continue, (1) = p—1r+ "—22 —l—ffoo(ex —1—21,-1)II(dz) < 0 d’aprés 'hypothése
1.2.3 et cette fonction tend vers I'infini quand A tend vers l'infini.

En faisant tendre n vers 'infini dans la relation (1.14),

lim—oBo (e ¥R 1 o) = 0.
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Les hypothéses de la proposition 1.2.13 sont vérifiées et le plus petit temps d’arrét
optimal est de la forme

b
T, = inf{t >0: VtSbc}:mf{tZO: thln(—c>}.

v

Dans [52], l'auteur calcule la transformée de Laplace d'un temps d’arrét de la forme
7, =inf{t > 0: X, < z} ainsi que la transformée de Laplace du couple (7,7, X_-).

Afin de pouvoir appliquer ses résultats, nous montrons que s’il existe une composante
gaussienne non-nulle, alors le temps d’atteinte 7, est égal a inf{t > 0: X; < x}.

Proposition 1.4.9 Soit X un processus de Lévy & sauts négatifs avec une composante
gaussienne non-nulle. Alors, Py-presque stirement

inf{t>0: Xy <z}=inf{t>0: Xy <z}=inf{t >0: X, <z}
pour tout x < 0.
La preuve de cette proposition repose sur le résultat suivant de [52] :
Proposition 1.4.10 (théoréme 8.1 (ii) page 214 de [52])

Soit X un processus de Lévy & sauls négatifs et 7, = inf{t > 0 : X; < 0}. Pour tout
re€Retr>0,

E, (e‘”o_l - ) = 7 (z) —

Ty <00

0 E, () =E(|Xo=1).

Preuve de la proposition 1.4.9
On démontre d’abord la premiére égalité et on note 7, = inf{t > 0: X; < z}. On se
propose de montrer que 7, = 7., Py-presque stirement. Comme 7, < 7, alors
T, =T, + 7,06, ol 6 est 'opérateur de translation. On applique la propriété de Markov
forte en 7, :

Po(1, = 7.) = Eq (IP)XW (1) = O)) =Eo(1x,,<2) + Eo (].XTx:me(T; = 0)) )

Le processus X est plus petit qu’'un mouvement brownien avec drift , X; < ut + oW,
pour tout ¢ > 0, et
P,(r, =0) > Px(ﬁcmw =0)

W—=inf{t>0: ut+ oW, < z}. Or P,-presque siirement on a

oil on a noté 7./
inf{t >0:put+ocW, <z} =inf{t>0:ut+ oW, =z},

donc Py (r,"W = 0) =1, d’ot P, (7}, = 0) = 1 et
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Po(Tz = Tglc) = E0(1X7w<$) =+ E()(lxmzz) = 1
On démontre maintenant la deuxieme égalité, soit
inf{t>0: Xy <z} =inf{t>0: X; <z}

Pour x < 0, I'égalité est vérifiée. Le probléme se pose en x = 0. On se propose donc de
montrer I'égalité inf{t > 0: X, <0} =inf{t > 0: X, < 0}. En utilisant la premiére
égalité de I’énoncé de la proposition, Py-presque stirement on a 7 = 0.

On note 7, =inf{t > 0: X; <0} et on veut montrer que Py(r, = 0) = 1.

Dans la proposition 1.4.10 on prend x = 0 et pour tout » > 0 on a

r

(r)
307" 0

E, <6—rTJ 17-(;<oo> — Z(T)(O) —

Comme X est un processus a variation non-bornée, d’aprés la proposition 1.4.3 (2),
W@ (0) = 0 et d’aprés la remarque 1.4.6 ii), Z(0) = 1, d’oi

]EO <€7TT0 17‘(;<oo> = 1.

Or0 <e o 1T(;<OO < 1 ce qui implique e~ "™ 17(;<oo = 1 Py-presque stirement d’ou la

conclusion. O
Pour trouver la forme de la fonction g nous utilisons les deux résultats suivants :

Corollaire 1.4.11 Soit X un processus de Lévy a sauts négatifs, v < 0 et
1. =inf{t >0: X, <ax}. Pourtout r >0, la transformée de Laplace de T, est égale

xT

]EO |:6_TT; 1T;<OO] - Z(T)(_x) - (I)(T') (T)(_I)
Preuve
Il suffit de remarquer que 7, = inf{t > 0: X; < 2} =inf{t > 0: X; — 2z < 0} et
Eqy [e‘”ﬂ; 171—<00} =E_, [e—’”TJ 170‘<oo] . Ensuite on applique la proposition 1.4.10. O

Proposition 1.4.12 (exercice 8.7 de [52])

Soit X un processus de Lévy & sauls négatifs et 7, = inf{t > 0: X, < x}. Pour tout
r<0,c>0etr>¢(c)VO0, ona:

— e (Zc(r—l/)(c))(_x) . ;(:ﬂ)—wfciwcﬁ—l/)(c))(_x)) .
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D’aprés la proposition 1.4.9, le temps d’arrét optimal est de la forme T

b, Po-presque
sirement et on peut utiliser la proposition 1.4.12 et le corollaire 1.4.11 pvour résoudre
notre probléme de temps d’arrét optimal (on prend z = ln%) Ensuite d’aprés le lemme

1.2.6, dans notre cas on peut enlever I'indicatrice 1_-__ et la fonction g(.,b) est de la

forme —rf;;’(l) + ¢ siv < b; sinon
02 (1Y) - r =) sy ()] 4 [20 () = Zwo ()
r—a(1) [ b)) d(r)—1 1 b/ | b/ O(r) b

On remarque que pour toute valeur de b la fonction g(.,b) est continue. En effet, en
utilisant la proposition 1.4.3, lim,,g(v, b) est égale a :

lim”lbr—_—(;;()l) [Zy—W(zn%) _ ;(;)—@Wf“wl))(l”%)} +; {Zw(ln%) _ @ZT)W(T)U”%)}
__—ab =y oy T = (L) o r—w)) clomm T o
o A0 - S 0]+ |20 - g o)
ab c
:_T——W+;:g(b’b)

Afin de pouvoir vérifier les hypothéses du théoréme 1.2.17, nous démontrons les résultats
suivants :

Proposition 1.4.13 Pour tout x > 0, r > ¢(c) V0 et ¢ € R, les égalités suivantes sont
vraies :

1) Z0(x) = rW(z),

Q) W;(T*w(c))(.r) — _Ce—cmw(r)(x) + e—cxW/(r) (.CE),

3) 27D (@) = (r = Y(IWET D (@) = (r = () W) (@),

Preuve

Par définition Z")(z) =14 r [ W (y)dy, dot Z' ™) (z) = rW")(z).
Pour la deuxiéme égalité on dérive en x la relation Wc(rﬂp(c))(:c) = e W) (z) et on
obtient

W/("_’Z’(C))(x) = —ce =W () + ey () ().

c

Pour la derniére relation il suffit de dériver ’expression

2 @) =1+ (=00 [ WD )y
et 2D (@) = (r = (WD (@) = (r = () WO (a). O

Le résultat suivant est obtenu en utilisant les propositions 1.4.3 ((2) et (3)) et 1.4.13.
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Corollaire 1.4.14 Soit X un processus de Lévy a sauts négatifs. On suppose de plus que
X est a variation non-bornée. Alors pour tout r > (c) V0 et c € R, on a :

1) Z®(0) =0 et 2" (0) =0,

2) W;(T*w(C))(()) _ %

Proposition 1.4.15 (preuve théoreme 9.11 page 258 de [52]) Pour tout r >0 et x >0 :
WO (z) — o(ryW (z) > 0.

Maintenant nous avons tous les outils nécessaires pour vérifier les hypothéses du théo-
réme 1.2.17 :

(1) La dérivée a droite de la fonction g(.,b) est égale a :

dayg — o) (5.0 T =) gy [,V
249 - |z 2y - In—
a0 Y = m { ! <l”b> By -1 (”b)
v e (VL =) eepy) (VY L
I 4 B R o A )
r— (1) { ! (l”b> 0 ) -1 (l”z)) v
c / v\ 1 r / v\ 1
“Z" (In-) = - ™ (in-) —|. 1.1
i [ <lnb> v CID(r)W <lnb) v (1.15)
Donc la dérivée %(b, b) est égale a
—a =)y T = ) 1)) =) T = YD) r—w)

Cc r

= [Z'(”(O) — mW’“’)(O)} .

On utilise la remarque 1.4.6 et le corollaire 1.4.14 :

+

8dg(b b) = —a I 2r—9(@1) ] 2c
ov 7 —a(1) a?(®(r)—1) bd(r)o?
L'équation %2(b,b) = —;—Jm @ une unique solution B, = %();)1) E]O,W[
(d’aprés le lemme 1.4.1) et I'inéquation %(b, b) > —#(1) implique b > B,.

(2) Pour simplifier la relation (1.15) on utilise la définition 1.4.5 et la proposition 1.4.13.

De plus ici on prend b = B,. Ainsi %(v, B.) est égale a

-« (r—=¥(1)) v r—=yY(1) e (r) v
— |\ Z n—) — ——= Be In—
( 1 (nBC) <I>(r)—1€ W (Iln—)

r—= ¢(1) B.

> _ —Ing () (1, L) _ r—(1) ) g, U ——
r— () ((r Y(1))e "B W (lnBc) o) — 1 (e EW (lnBc)+€ WO (in—
(o any - o2yt

- (rW ing) = 55V (anc)v)
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Donc

0, _—a_ (r=ya v "(r v aB. c r v —aB. c

_ c(2(r)-1) aB. _ —aB: | ¢ _
Or B, = ad(r) , donc v(®(r)—1) v<I>(r) =0 et v + v

v®(r) "

Oag a e ([ v c v
B -7 In— W (in—).
v 0B = 4 "B )T w0 "B,
En dérivant cette relation on obtient la seconde dérivée de g(., B.) :
8 a "(r—(1)) v T v c "(r v

On utilise la proposition 1.4.13 et 8‘“’ (v, B.) est égale a

— o v W (”?) " () + e ()

= (i) (-8~ 565) + ™ ()

On remplace B, par sa valeur et on obtient :

3dg L v c v

- C / v
_UQ(I)(T’) B
d’aprés la proposition 1.4.15. La fonction g(., B.)
B..

est bien strictement convexe a droite de

Ainsi d’aprés le théoréme 1.2.17, le plus petit temps d’arrét optimal est

() =inf{t >0: V; < B.}.

Proposition 1.4.16 Soit X un processus de Lévy a sauts négatifs avec une composante
gaussienne non-nulle. Alors, avec les notations introduites dans la section 1./,

1) Le plus petit temps d’arrét optimal est 7*(c) = inf{t > 0: V; < B.} ot B, = %‘
2) La stratégie mazimale est (7*(c), c).

3) Pour v > B, la fonction valeur w(v) est égale d
—av r—(1 v T v c r v r r v
ey ey [25 ) <lnB—c> ey (an—c)]+; [Z< ) (an—C) — W (an—c)] .

Remarque 1.4.17 Dans tous les cas particuliers que nous avons étudiés, 7*(c) tend vers

Uinfini quand c tend vers 0. Dans ce cas la stratégie mazimale est (00,0) et w(v) = pre
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2. Processus de Feller et fonctions
non nécessairement affines

Aprés nous étre intéressés aux problémes d’arrét optimal pour les processus de Lévy,
nous nous placons dans ce chapitre dans le cadre plus général de processus de Feller avec
des fonctions de cotit plus générales que les fonctions affines vues dans le chapitre 1. Nous
introduisons les définitions et les notations utilisées au long de ce chapitre (section 2.1),
ensuite nous étudions des problémes d’arrét optimal pour des processus de Feller (non
nécessairement de Lévy) et des fonctions quelconques (section 2.2). Nous nous intéressons
au cas ou les plus petits temps d’arrét optimaux des problémes considérés sont infinis
(section 2.3). Contrairement au premier chapitre, ici le probléme est plus compliqué et
le plus petit temps d’arrét optimal n’est pas forcément un temps d’atteinte. Nous nous
intéressons a quelques exemples de processus de Feller et de fonctions pour lesquels le plus
petit temps d’arrét optimal du probléme considéré est un temps d’atteinte (section 2.4).

2.1. Définitions et notations

Soit Cy I'ensemble des applications continues qui s’annulent a 'infini. Nous rappelons
la définition d’un processus de Feller.

Définition 2.1.1 Un processus de Feller est un processus de Markov dont la fonction de
transition vérifie les hypothéses suivantes :

(1) P, : Co — Cy pour tout t > 0,

(2) Py = id,

(8)Vf €Cqy, Ve € R, limy_o(Ppf)(x) = f(x).

Par exemple, les processus de Lévy ayant une densité sont des processus de Feller
(d’aprés 'exercice 4 page 39 de [4]). Pour plus de détails sur les processus de Feller voir
|4], [76] ou [86].

Dans la suite nous nous plagons sur un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0, P) sur
lequel nous considérons V' un processus stochastique s’écrivant sous la forme

V = veX
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ol v est une constante strictement positive réelle et X est un processus de Feller quel-
conque. Nous utiliserons parfois la notation V¥ = veX, pour tout v > 0. Dans la suite
E(.|Vo = v) et P(.|Vh = v) sont notés E,(.) et P,(.).

La filtration complétée cad engendrée par le processus V est notée FV
(FY =o(V,, s<t))et A est 'ensemble des F"-temps d’arrét.

Nous introduisons les ensembles suivants :

Définition 2.1.2 Soit A€ l’ensemble des fonctions g : RY — R continues, vérifiant les
conditions suivantes : E, [esssup>omaz(g(V;),0)] < oo et g(v) > C > —oo pour tout
v > 0.

Soit C' € R,. Toutes les fonctions continues bornées par C' (c’est a dire |g(v)| < C pour
tout v € R}) appartiennent a AC.

Définition 2.1.3 Soit D" l’ensemble des fonctions g : R, — R continues, vérifiant la
condition suivante : pour r > 0 fixé, le processus t — e "' g(V;) est de classe D (c’est a dire

que Uensemble des variables aléatoires e "7 g(V,), T € A est uniformément intégrable).

Dans la proposition 2.4.5 est décrit 'exemple d’un couple (processus, fonction) dont la
fonction appartient a ’ensemble D".

2.2. Le probleme d’arrét optimal, ses outils
Soient g et g deux fonctions boréliennes vérifiant I’hypothése suivante :
Hypothése 2.2.1 g € D" pour r > 0 fizé. Il existe C € R, C' > —oco tel que g € AC.

Nous considérons les deux problémes d’arrét optimal suivants :

5(v) = suprea >0y (9(V7)), (2.1)
5(v) = suprea >0k, (e*TTg(VT)) (2.2)
ot v >0, 7 >0 et A est "ensemble des F"-temps d’arrét.

En suivant [81], nous faisons la convention suivante : g(V;) = limsup;_.g(Vi(w)) et
e "Tg(V,) = limsup;_oce "' g(Vi(w)) sur Pensemble {w : 7(w) = oc}.

Le but de ce paragraphe est de caractériser le plus petit temps d’arrét optimal des
problémes (2.1) et (2.2). Dans la suite nous rappelons quelques définitions et résultats
contenus dans [46], [47] et [81].
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Définition 2.2.2 Le temps d’arrét 7" est optimal pour le probléme (2.1) si

E (g(VT*)) = SupTGAJ'ZOE (g(‘/;—)) .

Le temps d’arrét T est optimal pour le probléme (2.2) si

E (e g(Va)) = suprear>oE (e7"g(V7)) .

Remarque 2.2.3 En prenant 7 = 0 € A dans les relations (2.1) et (2.2), on obtient
s(v) > g(v) et 5(v) > g(v).

De nombreux résultats sur le temps d’arrét optimal existent dans la littérature spéciali-
sée. Par souci de complétude nous rappelons ici deux résultats de [81] et [47] caractérisant
les plus petits temps d’arrét optimaux des problémes étudiés ici.

Remarque 2.2.4 (1) D’apres le théoréme 4.1.3 de la section 4.1, sous Uhypothése 2.2.1,
si Py, (limg0g(Vz) = g(v)) = 1, alors le plus petit temps d’arrét optimal du probléme (2.1)
est de la forme

™ =inf{t>0:s(V;) =g(V})}.

(2) Le cas du probléeme (2.2) est un peu plus compliqué. D’aprés le théoreme 4.1.6
de la section 4.1, sous Uhypothése 2.2.1, si le processus t — e "' g(V;) est semi-continu
supérieurement sur les trajectoires, alors le plus petit temps d’arrét optimal du probleme
(2.2) est de la forme

Tr=inf{t>0:5V,) =g(Vy)}.

Si la fonction g est bornée, alors il existe C' € R, tel que g € A~C et grace au théoréme
4.1.3 de la section 4.1, 7* est le plus petit temps d’arrét optimal du probléme (2.2).

Ceci nous conduit & introduire les ensembles suivants :
Définition 2.2.5 On définit les ensembles E et E par
E={v>0:50)=g{)}, E={v>0:50v)=g)}

Avec ces nouvelles notations, le temps d’arrét 7 (respectivement 7*) sera le premier
temps d’entrée dans F (respectivement dans F).

Remarque 2.2.6 Les plus petits temps d’arrét optimaux des probléemes (2.1) et (2.2)
sont 7" =T et TF = 1. Ainsi, si les ensembles E et E sont vides, alors les temps d’arrét
T et T" sont presque sirement infinis.
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En suivant [81], nous introduisons les fonctions intermédiaires suivantes :

G (v) =g(v),
G™(v) =supi>oE,[G"1(V;)] pour tout n > 1.

De maniére analogue nous définissons les fonctions suivantes :

G™(v) =supi>oE,[e "'G" 1 (V;)] pour tout n > 1.

Les suites {G"(.)}nz0 et {G"(.)}nz0 sont deux suites croissantes de fonctions et pour
tout n >0, G"(.) > g(.) et G"(.) > g(.).
Ces nouvelles notations nous permettront d’écrire la fonction s (respectivement §) sous

la forme d’une limite de fonctions. On utilise [81]| et [46] pour démontrer le résultat
suivant :

Lemme 2.2.7 Les assertions suivantes sont vraies :
(1) Soit g une fonction continue telle que g(.) > C > —o0. Supposons de plus que
P, (limin fi109(Vi) > g(v)) = 1. Alors

s(v) = lim,—ocG" (v) pour tout v € RY

et s est semi-continue inférieurement.

(2) Sous Uhypotheése 2.2.1, si de plus le processus t — e "'g(V;) est semi-continu inférieu-
rement a droite sur les trajectoires (c¢’est a dire que pour tout t> 0, Y, < liminfs,Y;) et
sl existe C € R tel que g(.) > C > —o0, alors

5(v) = limy 0o G" (V) pour tout v € R’

et 5 est semi-continue inférieurement.

Preuve
(1) Dans le lemme 5 page 121 de [81], 'auteur montre que si X est un processus de Feller
et g une fonction continue telle que g(.) > C' > —o0, alors la fonction v — lim,_..G"(v)
est s.c.i et est la plus petite fonction excessive (c’est a dire que pour tout ¢t > 0 et v € R,

E,(f(Vi)) < f(v)) qui majore g.

Dans le théoréme 1 page 124 de [81], il est démontré le résultat suivant : si
P, (liminfij09(Vi) > g(v)) = 1 et E, [supi>o — min(g(V;),0)] < oo, alors s de (2.1) est la
plus petite fonction excessive qui majore g.

Ainsi 5(v) = lim,—..G"(v) pour tout v € R et elle est semi-continue inférieurement.

(2) Dans le théoréme 2.54 page 152 de [46], 'auteur montre que si le processus

50



t— e "g(V;) est de classe D, s.c.i a droite sur les trajectoires et si la fonction g est posi-
tive, alors 5 de (2.2) est égale a 5(v) = lim,_.G™(v) pour tout v € R’ La positivité de
la fonction est utilisée dans la démonstration pour appliquer le lemme de Fatou. Lorsque

la fonction g n’est pas positive, il suffit de supposer g(.) > C' > —oc.

Le processus Z; = (t, X;), t > 0 est un processus de Feller. Soit ¢ la fonction définie
par g(t,xz) = e "'g(e”). On conclut avec le lemme 5 page 121 de [81]. O

Remarque 2.2.8 Sous les hypothéses du lemme 2.2.7 (1), siv € E, alors
G"(v) = g(v) pour tout n > 0.

En effet, par définition de E, siv € E alors s(v) = g(v), soit lim,_.G™"(v) = g(v). Or
la suite {G"(.)}n>0 est croissante et minorée par g(.), d’ot la conclusion.

De maniére analogue, sous les hypotheéses du lemme 2.2.7 (2), siv € E, alors

G"(v) = g(v) pour tout n > 0.

2.3. Cas ou I'ensemble E ou E = ()

~ Dans cette section nous donnons une condition suffisante pour que les ensembles E' et
E soient vides. Dans ce cas les plus petits temps d’arrét optimaux des problémes (2.1) et
(2.2) (qui coincident avec les premiers temps d’entrée dans E et E) sont presque stirement
infinis.

La proposition suivante s’inspire du théoréme 3.1 page 7 de [85]. Dans [85], auteur
considére un probléme de type (2.2) et donne une condition nécessaire et suffisante pour
que 'ensemble E soit vide dans le cas ot le processus X est une diffusion et la fonction g
vérifie une certaine hypothése. Plus précisément, dans [85], le processus V' est solution de
I’équation différentielle stochastique suivante dV; = (r — (V) Vidt + o (V) VidW; ot W un
mouvement brownien standard et les fonctions d et o sont bornées, positives et continues.
De plus la fonction g est supposée continue et vérifiant les conditions suivantes :

(1) il existe zo € R, tel que g(zo) > 0,

(2) g’ et g" existe sur R, — D ot D est un ensemble dénombrable sur lequel la fonction
g est dérivable une fois (respectivement deux fois) a droite et & gauche,

(3) il existe C' et p > 0 tels que pour tout = &€ D, |g(x)| + |7’ (z)| + |7"(x)| < C(1 + |x|P),
(4) g(0%) < co et 0 < limxﬂm% < oo ou ¢ est la fonction strictement croissante,
solution de $z20%(z)%u” + z(r — §(z))u/

=ru
Sous ces hypothéses, 'auteur montre que £
(e

() si et seulement si pour tout v > 0,

g(Vy) > g(v).

limin fi_ o E,

Ici le cadre étant plus général, nous ne pouvons donner qu’une condition suffisante.
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Proposition 2.3.1 (1) Sous l’hypothése 2.2.1, l’ensemble E est vide si pour tout v > 0
l'inégalité suivante est satisfaite

supg=oEo[g(V2)] > g(v).

(2) Sous Uhypothese 2.2.1, si le processus t — e "' g(V;) est semi-continu inférieurement
a droite sur les trajectoires et s’il existe C € R tel que g(.) > C > —o0, alors E est vide
st pour tout v > 0 linégalité suivante est satisfaite

supi>oE,[e "' g(Vy)] > g(v).

Preuve

Seule la premiére partie de la proposition est démontrée, la démonstration du point (2)
étant similaire.

Soit v > 0. Par définition de s

s(v) = sup;>oE, (9(V7)) = supi>oE, (9(V3)) > g(v).

Donc pour tout v > 0 on a s(v) > g(v) et 'ensemble E est vide. O

La sous-partie suivante est illustrée par un exemple o X n’est pas un processus de
Lévy, mais de Feller et le couple (V, g) vérifie les hypothéses du deuxiéme point de la
proposition 2.3.1. Dans ce cas particulier £ = () et par conséquence 75 = 0o. La fonction
g utilisée dans I'exemple suivant est la méme que celle de 'exemple 3.1 de [85] ou est

considéré un processus de la forme V; = ve<T_§)t+”Wf, t>0.
Exemple 2.3.2 Soit le processus

X:tl—>Xt:rt+1—e_‘Wt|
o (Wi, t >0) est un mouvement brownien standard.

Le processus X n’est pas de Lévy, mais de Feller.

Soit V. =wve~ et g: RY — R la fonction définie par

1
gv)y=min(v—1,(1—¢c)v — (1 =2¢)) avec 0 <e< 3

La fonction g est continue sur R et pour tout v > 0

g() = (v =Dl +[(1 —e)v = (1 = 2¢)] 1pnp > —1.
Ainsi e "'g(Vi) =e (Vi — Dlyca+e " [(1 —e)Vi — (1 — 2¢)] 1y;20.

Comme 1ly,~9 = 1 — 1y,<2, on obtient
e"g(Vy) =T (1 =)V — (1 = 2¢)] + e7"e(Vi — 2) 1y,
=(1 —e)ve! =" — e (1 = 28) + e e (V; — 2)1y,<0. (2.3)
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Les processus t — == et t — —e (1 — 2¢) + e e (V, — 2)1y,<o sont bornés, ils sont

donc de classe D. Ainsi g € D". Le processus V est continu, donc en particulier semi-
continu inférieurement o droite sur les trajectoires et les hypotheses de la proposition 2.5.1
sont vérifiées. Ainsi, en utilisant I’égalite (2.3),

supisoEy, [e ' G(Vy)] =supisolE, [(1 — 8)1)61_67‘th —e (1 —2e) + e e(V, - 2)1‘/t§2]

>supso(1 —e)v — (1 — 2e)e™"™ — 2ee""P,(V; < 2)
>(1—e¢)v.

ot pour la premiere inégalité on a utilisé le fait que E(el_eflwil) > 1 et la majoration

e "eVily,<o > 0. Pour passer de la premiére a la deuxiéme inégalité il suffit de remarquer
que

—(1=2¢e)e™™ = 2ee P, (V; < 2) = —e "+ 2ee7H(1 = P,(V; < 2)) > —e "

Ainsi supi>oE,[e "'g(V;)] > (1 —e)v > g(v). D’apres la proposition 2.8.1, E = () et

le plus petit temps d’arrét optimal Tz du probléme sup.>oE,[e”""g(V,)] est infini presque
strement.

2.4. Le temps d’arrét optimal — temps d’atteinte

Le but de cette section est de donner une condition suffisante pour que F (respecti-
vement E) soit un intervalle de la forme |0, 0] ou [b, oco[. De plus nous proposons une
caractérisation du seuil optimal.

2.4.1. Cas ou les ensembles E et E sont de la forme |0, ] ou
[b, o0

Nous introduisons les fonctions suivantes :
Définition 2.4.1 Soit e, : R}, — R et & : R} — R deux fonctions définies par
ei(v) = Ey(g(Vh) — g(v) et &(v) =E,(e "g(Vi)) — g(v).

Si ces fonctions sont monotones, la proposition suivante montre que les ensembles E et

E sont des intervalles de la forme |0, b] ou [b, ool.

Proposition 2.4.2 (1) Sous U'hypothése 2.2.1, on suppose que P, (limy0g(Vi) = g(v)) = 1
et que la fonction e, est croissante pour tout t > 0. Alors siv € E, 10, v] C E.

(2) Sous Uhypothése 2.2.1, on suppose que la fonction & est croissante pour tout t > 0,
que le processus t — e "' g(V;) est semi-continu inférieurement & droite et qu’il existe
C €R tel que g(.) > C > —oco. Alors siv € E, )0, v] C E.
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Preuve
Seule la premiére partie de la proposition est démontrée, la démonstration du point (2)
étant similaire.

Il suffit de montrer que
G"(v*) —g(v*) <G"(v) —g(v) Yn>0,V0<v" <o (2.4)

Une fois démontrée cette relation, si v € E, alors d’aprés la remarque 2.2.8,
G™(v) = g(v) pour tout n > 0. La relation (2.4) implique G"(v*) — g(v*) < 0 pour
tout n > 0. Comme par construction de G", I'inégalité dans 'autre sens (c’est a dire
G™(v*) > g(v*)) est vraie, alors on a l'égalité G"(v*) = g(v*) pour tout n > 0. En
conséquance s(v*) = g(v*) et v* € E d’aprés la définition 2.2.5. Ainsi si v € E, alors tout
v* < v appartient & F et |0,0] C E.

On montre la relation (2.4) par récurrence.
)n=1
Soit 0 < v* < v, ainsi comme la fonction €; est croissante on a
E.-(9(V3)) — g(v") < Ey(9(V2)) — g(v) Vt>0.
On prend le supremum en ¢ de chacun des termes :
supr=0Eo- (9(Vi)) — 9(v") <supi=oEo(9(Vi)) — g(v), soit
GH(v") = g(v") <G'(v) — g(v).
2) On suppose que la relation (2.4) est vraie pour n et on la montre pour n + 1.
Prenons dans (2.4) v*V! (respectivement vV!) a la place de v* (respectivement v) :
G"(v' VY — g(v*V}) < G"(wV}) — g(vV}) ds @ dP — presque sirement.
On prend I'espérance de chacun des termes.
E, (G"(v'V)) = g(v"V))) S By (G"(0V]) = g(uV)))
soit E- (G"(Vs) — g(Vs)) < By (G™(Va) — g(V2)) -

A partir de cette nouvelle relation, en utilisant la croissance de la fonction ¢, (plus
précisément E,«(g(V;)) — E,(g(V2)) < g(v*) — g(v) pour tout ¢ > 0), on obtient
B (G"(Vi)) <E, (G"(V)) + B (9(V5)) — By (9(V5))
<E, (G"(Vs)) + g(v") — g(v),

d’ou E,» (G"(V5)) — g(v*) < E, (G"(Vs)) — g(v). On prend le supremum en s de chacun
des termes dans cette derniére inégalité et on obtient

G (") = g(v") < G"H(v) — g(v).
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Corollaire 2.4.3 Sous les hypothéses de la proposition 2.4.2, si les ensembles E et E ne
sont pas vides, alors

(1) E =0, b] et le temps d’arrét Tp est un temps d’atteinte de la formeinf{t > 0:V; < b}
ot b = sup{v|G"(v) = g(v) Vn > 0}.

(2) E =)0, b] et le temps d’arrét T est un temps d’atteinte de la forme inf{t > 0:V; < b}
oty b = sup{v|G"(v) = g(v) Vn > 0}.

Preuve

(1) Supposons E # () et v € E. D’aprés la proposition 2.4.2, ]0,v] C E.

Soit b = sup{v|s(v) = g(v)} = sup{v|G"(v) = g(v) Vn > 0}. Ainsi ]0,b[C E. Vérifions
maintenant que b € E. D’apreés le lemme 2.2.7, la fonction s est s.c.i., donc

s(b) < liminf,—pp<ps(v) = liminf,—pp<p9(v) = g(b).
Par construction, s(b) > g(b), d’on I'égalité s(b) = g(b) et b € E. Donc |0,0] C E.
Pour tout v > b, s(v') > g(v'), donc |b, co[C E¢ et E CJ0,b], d’ou I'égalité E =]0,b] et

e =inf{t>0:V, <b}.
(2) La preuve est analogue a celle du point (1). O

De la méme maniére nous pouvons montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.4 (1) Sous U'hypothése 2.2.1, si P, (limy09(Vy) = g(v)) = 1 et si la
fonction e, est décroissante pour toutt > 0 et l’ensemble E n’est pas vide, alors E = [b, oo
et le temps d’arrét T est un temps d’atteinte de la forme inf{t > 0 : V; > b} ou
b=inf{v|G"(v) = g(v) V¥n > 0}.

(2) Sous Uhypotheése 2.2.1, si la fonction &, est décroissante pour tout t > 0, le processus
t — e "g(Vi) est semi-continu inférieurement a droite, il existe C' € R tel que

g(.) > C > —occ et E# 10, alors E = [b, o[ et 75 est un temps d’atteinte de la forme
inf{t>0:V, >b} oub=inf{v|G"(v) =g(v) Vn >0}

L’objet de la proposition suivante est de donner un processus X qui ne soit pas de
Lévy, mais de Feller et une fonction g vérifiant les conditions de la proposition 2.4.4.
Ainsi I'ensemble FE sera de la forme [b, ool.

Proposition 2.4.5 Soit X le processus vérifiant [’équation stochastique suivante
dXt = (m — ‘Xt‘)ert + O'th, t Z 0, X(] =0 (25)
ot o, m>0 et (W, t>0) est un mouvement brownien standard. On pose

V =ve® avec v > 0.

Soit ¢ >0 et a >0 fizés. Si r > 0 tel que r > ma + "22“2, alors le plus petit temps d’arrét
optimal du probléme

supr>oE, (e777g(V;))  avec g(v) =v" —c (2.6)
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est de la forme

P =inf{t>0:V,>b}

La preuve de cette proposition est faite en deux étapes. Nous vérifions d’abord que
le plus petit temps d’arrét optimal est de la forme 7z et ensuite nous concluons avec la
proposition 2.4.4.

Preuve
Le processus X est un processus de diffusion et la fonction z — (m — |z|)™ est bornée
Lipschitz; X est donc un processus de Feller d’aprés [77] page 164.

Remarquons que (m — | X;|)™ < m pour tout ¢ > 0, ainsi le processus X est majoré par
un processus de Lévy continu X ou X; = mt +ocW,, t > 0. Comme r > ma + "22‘12, on
applique le lemme 1.3.1 du premier chapitre et

llmn_,ooEO <€—T‘Rn+aXRn 1Rn<00) = O

ol le processus (e‘”*“Xt, t> O) est une surmartingale positive et

R, = inf{t > 0: e "X > pl En conséquence (théoreme 4.1.7 de la section 4.1), ce
processus est de classe D. Comme t — e~ "'T%Xt est majoré par un processus de classe D,
alors il est également de classe D. En effet

—rT+aXr —rT+aXr
1, 1

0 < lima—sosupreaEo (e

7TT+axT2a) < lima—oosuprealEg <e _TT+“XT>Q> = 0.

Le processus ¢t — e "'g(V;) est la différence d’une fonction continue positive bornée
t — ce ™) et d’un processus de classe D (t — ve "eXt) : [a fonction g appartient ainsi
g
a I’ensemble D"

Le processus t — e "'g(V;) est continu. De plus la fonction g est minorée par —c. Les
hypothéses de la remarque 2.2.4 sont vérifiées et le plus petit temps d’arrét optimal est
Th-

On peut conclure que 75 est un temps d’atteinte de la forme inf{t > 0 : V; > b} en
utilisant la proposition 2.4.4. En effet il suffit de vérifier que la fonction
g(v) = Ey(e7"g(V;)) — g(v) est décroissante pour tout ¢ > 0. Or

&(v) = vEy (e”"H“Xt) —ce" ="+ c=0" [E (e’”*axt) —1] —ce " + ¢

et

- 5242
EO (e—rt—i-aXt) —-1< EO <e—rt+aXt> 1= et(—r—‘rma—i— =) _ 1<0.
O

La proposition 2.4.5 est vérifiée pour tout processus X, solution de ’équation stochas-
tique suivante dX; = b(X;)dt + odW;, t > 0, Zy = 0 ou b : R — R est une fonction
continue, Lipschitz, bornée. Si la fonction b est constante, alors le processus X est un
processus de Lévy.
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2.4.2. Caractérisation du seuil optimal

Quand I’ensemble E (respectivement E) est de la forme |0, b] ou [b, ool, le plus petit
temps d’arrét optimal du probléme (2.1) (respectivement (2.2)), noté 7(b), est de la forme
inf{t>0:V, <b}ouinf{t>0:V, > b} et le probleme peut étre réécrit sous la forme

s(v) = supp=oE, [9(Vrw)] (respectivement 5(v) = supy>oE, [e’”(b)g(VT(b))D.

Le seuil optimal est défini par :

Définition 2.4.6 Le seuil b* est optimal pour le probleme (2.1) (respectivement (2.2))
sl vérifie Uégalité suivante
Eo [9(Vrge))] = subbsoEy [9(Viw)]

(respectivement E, [e*”(b*)g(%(b*)} = supp>olE, [e*”(b)g(‘@(b))})-

Dans la suite, & est une variable aléatoire indépendante du processus V et de loi
exponentielle de paramétre r. Le but de ce paragraphe est de caractériser le seuil optimal
en termes de &,.

Remarque 2.4.7 La variable aléatoire &, est une variable aléatoire sans mémoire, c’est
a dire pour tous t, s positifs on a P(&, > t+s|é. > t) = P(§, > s). Donc & —t conditionné
a événement {&. > t} suit une loi exponentielle de paramétre r (la méme loi que &,).

Nous adaptons une idée utilisée par Song [82] pour calculer la F-intensité ou par Ky-
prianou [52] pour un probléme particulier d’arrét optimal.

La transformée de Laplace d'un FV-temps d’arrét quelconque 7 peut s’exprimer en
fonction de &, :

Lemme 2.4.8 (lemme 3 page 4 de [82])
Soit 7 un FY-temps d’arrét tel que P,(t = 0) = 0 et & une variable aléatoire de loi
exponentielle de parameétre r indépendante de 7. Alors pour tout r > 0,

E, (e77) =P,(1 < &).

Preuve
On intégre par rapport a &, :

P,(r <¢&) = / re ""P, (7 < t)dt.
0

On intégre par parties et on obtient
Po(r < &) =[—e P (T < )]y + [, e dP, (T < t) =E, (e77). O

De plus nous avons le résultat suivant :
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Lemme 2.4.9 Soit 7 un FV -temps d’arrét et &, une variable aléatoire de loi exponentielle
de paramétre r, indépendante de FY . Alors pour toutes fonctions boréliennes positives g

et h
E [g(‘/;)lTﬁirh(fr - T)] =E [g(‘/;)l‘rﬁﬁr] E [h(fr” : (27)

Preuve
Soit ¢t > 0. On commence par montrer la relation (2.7) pour une fonction h de la forme
h(u) = 1,<;. Dans ce cas

E [g(vir)lrﬁfrh(gr - T)] =E [g(VT)]‘TSfT'ST'i‘t} .

On utilise 'indépendance de &, et de F. et on intégre par rapport a &,.

E[g(Vi)1r<t, <rii] =E [g(Vi) (e — 77T
:]E [g(‘/;_)e_r’r] (1 _ e—’r‘t)
=E [g(V-)e™ ] E [le.<]
En appliquant le méme raisonnement pour h(.) = 1, on obtient E [¢(V;)e™""] = E [¢(V;)1,<¢,],
d’ot la relation (2.7) pour h(u) = 1,<.

Soit H= {h fonction borélienne vérifiant la relation (2.7)}. H est un espace vectoriel
qui contient les fonctions positives, les constantes et qui est stable par convergence mo-
notone bornée.

Soit ¢ > 0 et C= {h, h(u) = 1,<}. L'espace CC H est stable par multiplication et
contient les constantes; d’aprés le théoréme 3.5 page 10 de [3]|, H contient les fonctions
mesurables bornées par rapport a C, ¢’est a dire les fonctions boréliennes bornées.

En approchant une fonction h positive par A A n et en utilisant la convergence mono-
tone, la relation (2.7) est vérifiée pour tout fonction h positive. O

Nous introduisons les processus et les F"-temps d’arrét suivants :

Définition 2.4.10 Les processus V et V sont définis par
V, =essinfs<,V, et V, = esssups<tVs, t > 0.
Soit T, et 70 les FV -temps d’atteinte de la forme

m=inf{t>0:V, <b} et TP =inf{t>0:V,>0b}.

Si nous cherchons a déterminer le seuil optimal du probléme supy>oE,[e "g(V5,)] (res-
pectivement supy=oE, e §(V;+)]), nous avons une caractérisation de ce seuil en fonction
de V. (respectivement V&). Dans la suite nous énoncons deux propositions et ensuite
nous les appliquons dans un cas particulier pour le calcul du seuil optimal.
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Proposition 2.4.11 Soit 7, le temps d’atteinte introduit dans la définition 2.4.10 et v >
b. S’il existe une fonction décroissante f : R} — R telle que :

(1) Ey (e 5(Vs,)) = By (£(Ve )y <) pour tout b >0,
(2) L’équation f(b) =0 a une unique solution positive notée b*,
alors supy>oE, (e7"g(V,,)) = E, (e7"* g(V;,.)) .

Preuve
Comme v > b, alors P, (7, = 0) = 0.
Pour que 0* soit optimal, il suffit de montrer que pour tout b > 0,

E, (7 §(Vy,.)) > By (e7™5(Vy,)) -

On distingue deux cas selon la position de b par rapport a b*.
Pour tout b < b* :

E, (77 (V) — e G(Vs)) = By (£(Ve ) lner, <)

Or f est une fonction décroissante, donc f(V )1p<cv, <p= > f(b")lo<y, <p = 0. D'ont
By (e g(Vey ) — g (V)) > 0 0t B, (7 5(Viy.)) = B, (e-"g(V,,)] pour tout
b<b.

Pour tout b > b* :

E, (7™ §(Vy,.) — e "™ g(Vs,)) =E. (‘f (K&)lb*@sﬁb)
>E, (—f(b")Lpr<yg <) =0

et E, (e §(Vy,.)) 2 E, (e 5(V;,)) pour tout b> b, 0

De maniére analogue nous pouvons montrer le résultat suivant :

Proposition 2.4.12 Soit 7° le temps d’atteinte introduit dans la définition 2.4.10 et v <
b. Sl existe une fonction croissante f: R, — R telle que :

(1) E, <e—rfbg(VTb)> =E, <f<vfr)lVgrzb) pour tout b > 0,

(2) L’équation f(b) =0 a une unique solution positive notée b*,

b*

alors supy>oE, (e‘”bg(VTb)> =E, (e‘” g(Vrb*)) .

Le but de la proposition suivante est de donner un exemple ol la fonction f est de la
forme av® — c.

Proposition 2.4.13 Soit V le processus introduit dans la proposition 2.4.5 : V = veX

avec v > 0 et X le processus vérifiant [’équation stochastique suivante

dX; = (m — | Xy|)"dt + odW;, t >0, Xo =0
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ot o, m >0 et (W, t>0) est un mouvement brownien standard.

Sous les hypothéses de la proposition 2.4.5, le plus petit temps d’arrét optimal du pro-
bleme (2.6), soit
supr>oE, (e777g(V;))  avec g(v) =v" —c

est
P inf{t=0: iz b} ou b= (B, (VE))"

Le lemme suivant permet d’écrire E, (e‘”bg(VTb)> sous la forme E, (f(vﬁr)lvs.2b>

avec [ : R} — R une fonction croissante, ce qui nous permettra d’appliquer la proposition
2.4.12 pour montrer la proposition 2.4.13.

Lemme 2.4.14 Pour toult a > 0 et b > v, les égalités suivantes sont vraies

E, (Ve lv, )
() 5 mem-

E, <Kg 1K£T§b>
Ey (V¢)

Preuve
Seule la deuxiéme égalité est démontrée, la démonstration de I'autre relation étant ana-
logue.
On remarque que {w: V, () < b} = {w: 7(w) < & (w)}, ainsi

E, (Kgr 1zsr§b) =E, (KZT 1Tb££r> :

En conditionnant par ]:;; V{1, < &} sous Pespérance, on obtient :

Va
E, (Kéllz&gb) = E, (VT‘Zln,QTEv (T/i From < é)«)) :

Ty

Le processus V' est un processus de Markov :

Ve,

= (Vl ) 005,

r—Th

le coefficient v (respectivement 1) représentant le point de départ du processus V et 60
I'opérateur translation. D’aprés la propriété de Markov forte

E, (KZ 1zgr§b> =E, (Vily<e Er (V) lu=g,—n,) -

On applique le lemme 2.4.9 a h(u) =E, (V) :

B, (Ve lv, <) = By (Vilnce ) By (V2). (28)
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Or en conditionnant par rapport a ]-"X sous la premiére espérance du membre & droite de
(2.8) et ensuite en intégrant par rapport a &, on obtient

E, (Vilnse) = By (V2 [2re"dt) =B, (e "V;2). Ainsi

By (Ks 1ngSb>

E, (eirnv;?,) = E, (Kg )

O

Preuve de la proposition 2.4.13
D’aprés la proposition 2.4.5, le plus petit temps d’arrét optimal est un temps d’atteinte
de la forme 7° = inf{t > 0:V, > b}.

On cherche b maximisant b — E, (€_T7b(vﬁ) - C)) D’une part, d’aprés le lemme 2.4.14,

E, (Ve ly, »)
v | Ve v, >b
Ey (6—7’7'1)‘/7—0;)> _ _af '
E (V)
D’autre part, d’aprés le lemme 2.4.8, E, <e‘”b) = P,(7" < &) = P,(Ve, > b). Ainsi
I'espérance E, (e‘”b(VT% — c)) peut étre écrite sous la forme
E’U (V&" 1V£T2b>

3 0) = s -t

E _gr 1
) ——V=a~ C| iy .
E, (V&) ezt

La fonction v — f(v) = E (aa ) — ¢ est croissante et I’équation f(v) = 0 a une unique so-
1(Ve,

lution positive b* = (cE1 (V ¢ )) . D’aprés la proposition 2.4.12, le seuil optimal est b*. O
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3. Application a la finance. Dette
risquée

Le but de ce chapitre est de donner un exemple d’application des problémes de controle
optimal a la finance, plus précisément au risque de crédit d’une entreprise. Dans le modéle
présenté ici, la valeur des actifs de la firme est décrite par 'intermédiaire d’un processus
stochastique et la situation de défaut est caractérisée a partir de 1’évolution de cette
valeur. Nous commencons ce chapitre en introduisant les notations utilisées (section 3.1).
Le probléme considéré est un probléme d’arrét optimal ot on cherche & déterminer le
"temps optimal de faillite" en minimisant la valeur de la dette de lentreprise (section
3.2). Nous terminons ce chapitre avec la valeur de la dette (section 3.3) et la loi du temps
optimal de faillite (section 3.4).

3.1. Notations

Dans cette partie toutes les variables économiques sont définies sur un espace de pro-
babilité filtré (2, F, (F¢)i>0, P). Sur cet espace on considére V' un processus stochastique
représentant la valeur des actifs d’une entreprise et vérifiant 1’équation différentielle sto-
chastique suivante :

AV, = gV,_dt + oV, dW; — V,_dN,, t >0, Vy > 0, (3.1)

oug€eR, o0>0, (W, t>0)est un mouvement brownien standard et (NNV;, ¢t > 0) est un
processus de Poisson d’intensité constante positive 6.

Pour trouver la forme explicite du processus V' nous utilisons les résultats de [61] ou
|38]; V' est une exponentielle de Doléans.

Proposition 3.1.1 (théoréme 4.61 et 4.6/ page 59 de [38])
Soit X une semimartingale et Y un processus cadlag adapté vérifiant I’équation

dY =Y. dX, Yy =1. (3.2)

L’équation (3.2) a une unique solution cadlag adaptée. Cette solution est une semimar-
tingale de la forme

E(X), = X Xom b XX T (14 AX,Jem25,
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De plus si T =inf{t > 0: AX; = —1}, alors E(X); # 0 sur {t <T} et E(X); =0 sur
{t >T}.

Nous appliquons cette proposition a Y; = V,', ¢ > 0 (ou V! est le processus V vérifiant
Vo=1) et Xy =gt+ oW, — N, t > 0. Ainsi

V1 = glom 5 )roWisNe [t - AN, ¢ > 0.

s<t

Soit T le premier instant de saut du processus N, alors —ANp = —1. D’apres la
proposition 3.1.1 appliquée & T' = T} et le processus V a la forme suivante :

02
V= Voe= T We  supr {t < Ty}
/ 0 sur {t > T}

La filtration complétée cad, engendrée par V est notée FV : FY = o(V,, s <t).

3.2. Le probleme d’arrét optimal

Nous supposons que les actionnaires ont le droit de décider le moment de liquidation
de la firme & tout FV-temps d’arrét 7. Ils choisiront I'instant qui minimise la dette de
I’entreprise, ce qui correspond a la résolution du probléme d’arrét optimal suivant :

Do = infreaEy, (/ e "dC, + e_TTVT“) (3.3)
0

ot r > 0 représente le taux d’actualisation, a €]0,1[, A est 'ensemble des F"-temps
d’arrét représentant les instants de faillite possibles et C' € C I'ensemble des processus
croissants positifs représentant les coupons payés par Uentreprise (il s’agit d'un paiement
régulier réalisé par 'entreprise qui a émis des obligations, et re¢u par le détenteur d’une
obligation au cours de la durée de vie de ce placement).

Le premier terme de (3.3), soit Ey, (fOT e*”SdCS), représente la valeur attendue actualisée
de tous les coupons que la firme est obligée de payer avant la liquidation. Le deuxiéme
terme Ey, (e7""V%) représente la valeur attendue actualisée de liquidation, c¢’est a dire la
valeur attribuée a une entreprise qui doit étre vendue en raison des pressions exercées par
ses créanciers. La valeur de liquidation ne refléte pas la valeur réelle d’une entreprise ; dans
la plupart des cas, elle est sensiblement inférieure & la valeur comptable, ce qui explique
la valeur inférieure a 1 de 'exposant a.

Définition 3.2.1 Le temps d’arrét T est optimal pour le probléme (3.3) s’il satisfait la

relation suivante :

*

Ey, ( / e dC, +e—”v;1) = inf,eaEy, < / e dC, +e—”Vf) .
0 0
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Désormais nous nous restreignons a un ensemble particulier de processus croissants
positifs, noté C(m), plus précisément aux processus vérifiant dCs = €™*ds, m > 0 fixé. Le
probléme (3.3) devient

Dy = infreaEy, (/ e Mg 4 e‘”Vf) .
0

Hypothése 3.2.2 m < r.
Nous introduisons la notation suivante :
Notation 3.2.3 ' =r —m > 0.

On remarque que [/ e"""™*ds = ["e~"*ds = (1 — e"'""). Nous cherchons donc
7 € A minimisant

1 /
T — EVO (_/(1 —e " 7-) + e—rTVTa) ‘
r
En suivant [31], nous introduisons le processus intermédiaire suivant :
Notation 3.2.4 ¢ — v, = e ™V

En appliquant la formule de Itd entre 0 et t au processus s — e~ V2, le processus v
vérifie I’équation différentielle stochastique suivante :

1
dv, = {ag —m + ia(a — 1)02] v_dt + aovy_dWy — v, dNy, t >0, vy =V > 0.

D’aprés la proposition 3.1.1, ce processus a la forme suivante :

ao‘2
v = vpelag—m==g)thaoWe gyp Lt < T1}
0 sur {t > T1}.

Soit F” la filtration complétée cad, engendrée par v : F} = o(vs, s < 1).

Remarque 3.2.5 Les filtrations complétées cad, engendrées par les processus V' et v sont
tdentiques.

Le but de ces nouvelles notations est de réécrire le probléme d’arrét optimal sous une
autre forme afin de pouvoir appliquer les résultats classiques d’arrét optimal de [46], [47]
et [81] que nous rappelons dans la section 4.1. Nous sommes ramenés & minimiser sur
I'ensemble des F”-temps d’arrét A :

/

1 /
7—>DQ—_EV —(1—e"7 +€TTVT s
0 !
r
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soit & maximiser sur A :
T —E, <e_”,7f(uf)> avec f(x)=1/r" —u. (3.4)

Ce probléme est de la forme (1.7). En effet les paramétres r, #%1) et ¢ du modele du

premier chapitre deviennent ici 7/, 1 et 7%

Proposition 3.2.6 Sous l’hypothése 3.2.2, soit ay défini par

1 g 1 o? 2 )
a+:§—;—l—; (7—g> + 202(r +0).
Alors ay > 0 et pour tout a €]0, ay A 1], les deuz assertions suivantes sont vraies :

(1) Le processus Z : t — e "y, est une (P, F)-surmartingale positive,

(2) Le processus Y : t — et (% — z/t) converge dans L' et presque sirement vers 0 quand
t tend vers oo.

Preuve
Le nombre réel a, est la plus grande des racines du polyndéme

2 2
P(x):%xz—i—m(g—%)—r—é.

Le produit des racines de P est ;'2'—729 < 0, donc le polynome P admet deux racines non
nulles de signes opposés. Le coefficient dominant de P est positif, donc P(z) < 0 pour

T € [O, (I+[.

(1) La clé de la démonstration est le choix du paramétre a. Le processus Z est une
(P, F")-semimartingale dont la partie non-martingale est

1
—r'+ag—m—0+ éa(a —1)o?| v,_dt = P(a)v,_dt.

Par le choix de a, le drift du processus Z est négatif ; Z est donc une (P, F*)-surmartingale.
Le processus v est positif, donc le processus Z est une (P, F*)-surmartingale positive.

(2) Comme E,, (|Y]) < 1/r'e™"" + 1pe”@" avec P(a) < 0, alors Y; —%" 0.

Le processus Y. est la différence entre une fonction déterministe continue qui tend vers
0 et une surmartingale positive (donc qui converge presque stirement). Ainsi le processus
Y converge presque stirement quand ¢ tend vers co. De plus la limite de Y dans L! est
égale a 0, donc on a Y,, = 0 presque stirement. O

Si dans le probléme initial (3.3) on considére a = 1, ’hypothése P(1) = g— (r+6) <0

est nécessaire pour que Z soit une surmartingale positive.

Désormais nous travaillons sous ’hypothése suivante :
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Hypothése 3.2.7 0 < a < ay A1 avec ay défini dans la proposition 3.2.6.

Proposition 3.2.8 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, le processus Y : t — e~ "'t (% — Vt)

est de classe D.

La démonstration de cette proposition repose sur le résultat suivant de [44] :

Lemme 3.2.9 (exercice 5.10 page 197 de [44])
Soit p € R*, y € R et T, le temps d’arrét défini par T, = inf{t > 0: W, + ut = y}. Alors

E (e*aTy) — eyl 1P +2a

Preuve de la proposition 3.2.8
Le processus Y est la différence entre une fonction déterministe continue qui tend vers

0 et une surmartingale positive. La fonction <t — e;, t) est positive décroissante et ma-

. , —r't _at
jorée par %, donc (t — ) est de classe D. Le processus (t — Zi=e ”yt) est une

surmartingale positive. D’aprés le théoréme 4.1.7 de la section 4.1, pour que Z soit de
classe D il suffit de vérifier que

limy,—so B (e_T/R”VRann@o) =0ouR,=inf{t>0: e "ty > n}.

2
/ ! —m— 29
Dans notre cas, comme e " ty, = yyel "7 Fe9Tm= S )ttaoWey, Lt >0, alors

EO <€7T/R"VRann<oo) = n]IDo(Rn < Tl)

! a,m,¢ n(n
et R, =inf{t>0: — T oy Ly, = my

aoc

Les temps d’arrét R, et 77 sont indépendants et 7T} est une variable aléatoire de loi
exponentielle de parameétre 6. D’aprés le lemme 2.4.8 du deuxiéme chapitre, on obtient :

Po(R, < T1) = Eq (e ")

2
rtagmetg o)

= ,y=——eta=70:

On applique le lemme 3.2.9 & y =

2
—r'tag—m—22~ ! B}
E, (6791%”) _ eTgln(n)f%:g (—=r'+ag—m—23~ )2+29a202.

Ainsi

2
—r' R, 14 Xesmme T g —m— 922219002 52
Eo (6 i VRann<oo) =n e e (3.5)

Il suffit de vérifier que 'exposant du membre droite de (3.5) est négatif, puisque dans
ce cas en faisant tendre n vers infini, lim,,_.Eg (e_T'R" VR, 1R, <o0) = 0.
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On multiplie 'exposant du membre droite de (3.5) par a®c? et on vérifie que

2 2\ 2
a202—r'+ag—m—a%—\/(—r’+ag—m—a%> + 20a?0? < 0,

soit que

2 2 2.2\ 2
_m@+9+a; —¢(ﬂ@+9—a;) + 200202 < 0

0&P(m)z§x2+x<g—§>—r’—m—&.

2 2 2 2

(P(a) g C )2+20a202 _ (p(a) 0+ 2 )2—2P(a)a202 > (P(a) + 60+ a2202)2

puisque, par le choix de a, P(a) < 0.
Ainsi la surmartingale Z est de classe D. On en déduit que Y est de classe D. O
Nous introduisons la fonction suivante :

Notation 3.2.10 Soit ¢ : R}, — R la fonction définie par ¢(x) = suprealEy[Y:].

La fonction ¢ est notée s dans le premier chapitre.

Ainsi la dette sera égale a
1
Dy = o P(vo).

Remarque 3.2.11 La fonction ¢ est strictement positive. En effet, puisque T} € A :

G*T/Tl 0
gb(ZL’) > EI[YTl] - ]Eat |: - :| = 7"/(7"/ +9) > 0.

Le processus (t — Yy, t > 0) étant de classe D, s.c.s sur les trajectoires et de la forme
Y, = e’T'tf(Vt), t > 0, les résultats de controle optimal rappelés dans la section 4.1
s’appliquent :

Proposition 3.2.12 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, les assertions suivantes sont
vraies :
(1) Dy = 1/7" — Jo, 0w J est l’enveloppe de Snell du processus Y vérifiant

Jo=e"o(1), t >0,
(2) Le plus petit temps d’arrét optimal du probléme (3.4) est
T =inf{t > 0, f(r) = o)},
(3) Le processus (e=" ) p(vam), t > 0) est une (P, F¥)-martingale.
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3.3. La fonction ¢

Dans cette partie on précise la forme de la fonction ¢ en fonction des paramétres du
modéle. A partir des résultats classiques de controle optimal appliqués au probléme (3.4),
nous en déduisons les propriétés de la fonction ¢, puis nous obtenons que le plus petit
temps d’arrét optimal est un temps d’atteinte. Ensuite nous concluons avec le calcul du
seuil optimal et I'expression de ¢.

Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, le probléme d’arrét optimal (3.4) est de la forme du

probléme (1.7) étudié dans le premier chapitre (les paramétres r, #ﬁ‘(l) et ¢ du modeéle

du premier chapitre deviennent ici 7/, 1 et 7%)

On applique le méme raisonnement que dans la section 1.2 et nous avons la proposition
suivante :

Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7,

(1
gb ‘T SUPTEA]EJ: |:6_r ’ (_, - VT>:|

r

est une fonction convexe bornée décroissante.

Remarque 3.3.2 ¢(0) = f(0) = &.

r

La fonction f étant affine et ¢ convexe, en utilisant les mémes arguments que dans la
proposition 1.2.13 du premier chapitre, le plus petit temps d’arrét optimal est un temps
d’atteinte.

Lemme 3.3.3 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, le plus petit temps d’arrét optimal du
probléme (3.4) est de la forme

7 =inf{t >0 : v <b}.

Il ne reste plus qu’a trouver la forme de la fonction ¢, le seuil optimal et d’en déduire la
valeur de la dette Dy. C’est un cas simple et pour la fonction valeur ¢ les calculs directs
sont plus simples que dans le premier chapitre.

Définition 3.3.4 On introduit le processus Z défini par

2
_ a
Zy = (ag —m — %)t +acW;, pour tout t >0

On introduit aussi 7., le premier temps d’atteinte de z < 0 par Z, ainsi que f(.,z) la
densité de T, (qui existe d’apres (5.12) page 197 de [44]).
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Remarque 3.3.5 Pour tout t > 0, vy = l/erthT1 avec T le premier instant de saut
du processus de Poisson N. D’apres la représentation du processus v, le plus petit d’arrét
optimal du probleme (3.4) est de la forme 7, v NTh.

Y0

Proposition 3.3.6 Sous les hypotheses 3.2.2 et 3.2.7, la fonction ¢ est de la forme

~ l,—a: stz <b
qu :¢$7b :{ T 0 . -
W=D =G = 0) () + oty siw> b
—(ag—m—2Z- a m—— '+6)a?o?
it - = o~ W(Zw (+0as?

La démonstration de cette proposition s’appuye sur le lemme 3.2.9 qui donne la forme
explicite de la transformée de Laplace d'un temps d’atteinte d’'un mouvement brownien
avec drift.

Preuve
Par définition, ¢(z) = E, [e_T/T*(l, — UT*)} et 7" est de la forme 7, = inf{t >0 : v, <b}.

;
Ainsi la fonction ¢ est de la forme

= - stx<b

o(z) = ¢(z,b) = { E, [e" (L —v,)] siz>b.

D’aprés la remarque 3.3.5, 7, = 7, » AT} ou T, est le temps d’arrét introduit dans la

définition 3.3.4. Pour & > b, on décompose selon la position de 7,, » par rapport a 7.
]/O

~ —r'F ]_ ! ]_
¢(x’b) = EO |:e l”% <—, - b> 1T1>Tlnb:| +EO |:€ Ty plTlngnb:| .

r

On utilise I'indépendance de 7, et 17 et le fait que 7, admet une densité f(., z).

/ 1 /
o(x,b) / f(u, ln l(— — b) TTUP(Th > u) + —E (6_T n ]-T1<u>:| du.
. <

Or T7 est une variable aléatoire exponentielle de paramétre 6, donc

o(x,b) /fuln K——b) T+9)+T,<T,0;+9)(1—6(T/+9)“)]du

_r(r+9)+(r—1l—9 b>E0[ e b]'

ag—m—29— .
Y2 ety = Lind. Ainsi, pour z > b
ao ao xX

~ 0 1 b
b) = —b )=
o, b) ' (r' + 6) + (T’ + 6 ) ¢

On applique le lemme 3.2.9 & p =
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—(ag— mf—) \/ag mf— )2+4+2(r'+60)a20?
a?c?

avec 7 =

Nous remarquons que la fonction x +— (ZE(LC, b) est continue pour toute valeur de b.

Le but du théoréme suivant est de donner le b optimal et la fonction de valeur ¢.

Théoréme 3.3.7 Sous les hypotheses 3.2.2 et 3.2.7, il existe au moins un temps d’arrét
optimal. Le plus petit temps d’arrét optimal du probleme (3.4), noté T est

=inf{t>0 : v, <b*}

avec
bt = —7
(" +0)(1—7)
ol
—(ag —m — aéﬁ) — \/(ag m — “22)2 4+ 2(r + 0)a2o?
fy = 2 9 < O
a’o

La fonction valeur ¢ est

Preuve

Le preuve est faite en deux étapes :

(1) I faut d’abord vérifier que pour tout x € Ry, ¢(z) = gg(x,b) > f(x) ce qui impose
une contrainte sur b.

(2) Pour que 7, soit optimal, il suffit de vérifier que pour tout temps d’arrét n € A,

Or) = (x,0) > B, [ ()]

Premiere étape

Pour x < b, ¢(x) = f(z). Pour x > b, ¢ est une fonction convexe et f est une fonction
affine ; alors ¢(z) > f(z) dés que 8d‘i’( b) > f'(b), soit

(wie _b*) (%) =

ce qui impose sur b la contrainte b > b* =

-
(r'+60)(1—7)"

Donc pour tout b tel que b > b* = la fonction ¢ de la proposition 3.3.6 est

—
' GEIEE
telle que ¢(z) = ¢(x,b) > f(x) pour tout = € R,.

Deuzieme étape
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Comme le plus petit temps d’arrét optimal est de la forme 7, il suffit de trouver la

valeur de b, b > b* = m maximisant b — gg(x, b), x > b.

On dérive par rapport a b et pour x > b

adte=3)' [1-3 (1))

Cette dérivée est négative pour tout b > b*, ainsi la fonction b — gg(x, b) est décroissante
sur [b*, oo[ est le maximum est atteint pour b = b*.

a

La valeur de la dette est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.8 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, la dette est égale a

1_yg si Vg < b
DO: 1 * v\ [ . a *
(w+a—b)(f5> + g SV 20

ot b* et v sont introduits dans le théoréme 3.5.7.

Dans le cas d'une diffusion, c’est a dire si le processus V' vérifie I’équation différentielle
stochastique suivante :

dVy = gVidt 4 oV, dWy,
il suffit de remplacer 6 par 0 dans le théoréme 3.3.7 et dans le corollaire 3.3.8 pour trouver
le temps d’arrét optimal et la valeur de la dette.

3.4. L’instant de faillite

La faillite (appelée aussi défaut) survient soit quand le processus Z introduit dans la
définition 3.3.4 atteint le seuil ln% ol b* est défini dans le théoréme 3.3.7, soit au premier
instant de saut du processus N puisque vy, = 0 < b*. Ainsi I'instant de défaut est

*_

T Tln% ATy

avec 7,0 = inf{t > 0: (—m + ag — “5)t + aoW; < In{s}.
0

Proposition 3.4.1 Sous les hypothéses 3.2.2 et 3.2.7, la probabilité d’apparition du dé-
faut avant ['instant t est égale a

_ + nt —2na9 To — Nt
P T*<t:1—€9t{@(x0 )—l—eazcr?q)(
(<) ac\/t aoc/t

oU Ty = ln%, n=ag—m— % et b* est le seuil introduit dans le théoréeme 3.3.7.
0
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Preuve
Les processus W et N sont indépendants, donc 7, »+ et T sont indépendants.
Voa
]P)Vb(T* < t) =1 - PVO(%ln‘% AT, > t)
0

=1- PVO( > t)]P)VO(Tl > t)

%l b*
nd
VOG‘

On conclut avec 7.2.2 page 94 de [41] qui donne la fonction de répartition d’un temps
d’atteinte d’un processus de diffusion. O
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4. Appendices

4.1. Résultats de contrdole optimal

Nous rappelons ici quelques résultats classiques de contrdle optimal de [47] et [81]
utilisés pour résoudre les problémes d’arrét optimal étudiés dans cette thése.

Théoréme 4.1.1 (Théoreme 3.4 de [47])

Soit V. un processus de Markov fort et Y un processus de classe D s’écrivant sous la
forme t — e " f(V}) ou f est une fonction mesurable. Notons J son enveloppe de Snell
(c’est & dire la plus petite surmartingale qui magjore Y) : Jy = esssuprea>tE[Y: | Fil.
Alors Jy est de la forme J, = e "'s(V;) ou la fonction s est appelée réduite d’ordre r de f.

Théoréme 4.1.2 (Critére d’optimalité — Remarque 3.5 de [47])

Soit Y un processus de Markov fort et J son enveloppe de Snell. Une condition néces-
saire et suffisante pour qu’un temps d’arrét T soit optimal est que :

- YT* = ‘]7'*7

- J ar+ est une martingale.

Théoréme 4.1.3 (Théoreme 3.3 page 127 de [81])

Soit V. un processus de Markov fort et Y. un processus s’écrivant sous la forme
t — f(V;) ou f est une fonction mesurable. Notons J son enveloppe de Snell. Pour tout
e >0, on note 7. = inf{t > 0:J, <Y, +¢e}. On suppose que Y; satisfait les conditions
suivantes : P(limyoY; = Yo) = 1, E[supi>omaz(Yy, 0)] < oo, E[supi>o—min(Y;,0)] < oo,
alors

1. Pour tout € > 0, les 7. sont des temps d’arrét s-optimaux.
2. Si f est s.c.s (cest a dire lim, . f(y) < f(x)), alors 1o est optimal.

3. S’il existe un temps d’arrét optimal T € A, alors P(tg < 7) = 1 et 19 € A est
optimal.

Remarque 4.1.4 i) Sous les hypothéses du théoréme 4.1.3, si la fonction [ est s.c.s,
alors d’aprés 3., 1y est le plus petit temps d’arrét optimal.

i) Le théoréme 4.1.3 est également vérifié si Y est un processus s’écrivant sous la forme
t e " f(V;) ou f est une fonction mesurable. En effet, le processus X, = (V;, t), t >0
est un processus de Markov fort et il suffit de considerer f(X,) = e " f(V}).
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Lemme 4.1.5 (Lemme 3.8. page 123 de [81])

Soit' Y un processus de Markov fort. Notons J son enveloppe de Snell. Pour tout ¢ > 0,
on note 7. = inf{t > 0: J, <Y, +e}. Sile processus Y wvérifie les conditions suivantes
P(limy)oY; = Yo) = 1 et E[supisogmax(Yy, 0)] < oo, alors pour tout € > 0, P(1. < 00) = 1.

Théoréme 4.1.6 (Remarque 3.5 page 15 de [47])

Soit Y un processus de Markov fort de classe D et J son enveloppe de Snell. Si le
processus Y. est semi-continu supérieurement sur les trajectoires (c’est & dire que pour
tout t > 0, Y, > limsupsYs et Yy > limsups;Ys), alors le plus petit temps d’arrét
optimal est de la forme

P =inf{t>0:Y, = J,).

Théoréme 4.1.7 (Théoreme 25 page 92 de [26])

Une surmartingale positive cad X est de classe D si et seulement si
lzm,HooE (XRn]-Rn<oo) =0

ot R, =inf{t>0:X,>n}.

4.2. Reésultats utiles

Nous présentons ci-dessous un résultat utile pour le calcul de la stratégie optimale dans
le cas d’un processus particulier mixte diffusion-sauts. La proposition suivante s’inspire de
[49] et [21]. Dans [49] et [21], les auteurs calculent la transformée de Laplace d’un temps
d’atteinte de la forme 7 = inf{t > 0 : X; > b} ot X est un processus mixte diffusion-sauts
et la variable représentant la taille des sauts suit une loi double exponentielle. Ils déter-
minent également la transformée de Laplace du couple (7, X,) et donnent I’algorithme
de calcul dans le cas d’un temps d’atteinte de la forme 7 = inf{t > 0: X; < b}

Dans la suite (W, ¢ > 0) est un mouvement brownien standard, (N;, ¢t > 0) un pro-
cessus de Poisson d’intensité constante positive a, (Y;, ¢ € N) est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées ayant une “distribution double ex-
ponentielle”, ¢’est-a-dire de densité

frly) = pme " ,50 4+ qnee™ 1,2
avec p+q=1,p,q>0,n > 1etn >0.

Proposition 4.2.1 Soit m € R, 0 > 0 et 7 un temps d’arrét de la forme

Nt
T:inf{tZO:mt—i-JWt—i—ZYiSb}

=1
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avec b < 0. Alors pour r >0 :

Fole™] = Pa(n2 + %)e—bwg _ 312 +_w2>e—b¢2, (4.1)

(Y2 — 3)me (Vg — P3)m2

eb[(772 + 3) (Y2 — 1)€_b¢3 + (m2 + o) (1 — 1/13)6_b¢2
(Y2 —b3)(m2 + 1) (Vg —1b3)(m2 + 1)

ol Vo, 3 sont les deur racines négatives de I’équation

Ey [e_rT+XT 1T<OO] =

], (4.2)

o? mp 2
my + —9* +a + —
2 [771 - Mt

=r
—00 < P < —Mmy < Py < 0.

Preuve
D’aprés le théoréme 3.1 de [49], 1a transformée de Laplace d’un temps d’arrét de la forme
0 =dinf{t >0:mt+ oW, + S0, Y; > b} avec b > 0 est :

by Yol — 1)y (= ) gy,
Eo[e ] N (Yo — @/11)7716 - (Yo — ¥1)m ‘

ol 0 < ¥ < <Yy < oo sont les solutions positives de I’équation

mp T12q
+ — 1l = 4.3
m—=v m+y ] (4:3)

2
mip -+ 07

D’aprés le corollaire 3.3 de [49], pour 5 < 7, on a :

oTTHBX L] 1 B (1 — 1) (Yo — ﬁ)e—bwl (Yo —m) (1 — ﬁ)efbwg
Eol L] = e T m =5 o= ) =5

| (44)

Ensuite, d’aprés la remarque 4.2. de [49] et de [21], pour faire les mémes calculs quand
le temps d’arrét est de la forme 7 = inf{t > 0:mt + oW, + 3.4, V; < b} avec b < 0, il
suffit de faire les changements suivants : p — q, ¢ — p, Y1 — —g, Py — —3, N1 — N9,
N — N1, b— —b, f+— —F ol 1y et 13 sont les solutions négatives de 'équation (4.3).
D’ou le résultat. O
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Deuxieme partie .

La loi d'un temps d’'atteinte. Son
Intensité.
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La premiére partie de cette thése est une mise en évidence du fait que les temps d’arrét
optimaux de faillite d’une entreprise sont parfois des temps d’atteinte. Dans ce cas les
économistes s’intéressent a la loi du temps d’atteinte représentant 'instant de défaut de
I'entreprise. C’est pourquoi, la deuxiéme partie de la thése est consacrée au calcul de la
loi d’un temps d’atteinte d’un processus de Lévy a sauts ainsi qu’a quelques exemples
d’utilisation de cette loi. Une telle étude se justifie par les applications dans différents
domaines, plus particuliérement dans le domaine financier.

Cette deuxiéme partie comprend deux chapitres.

Dans le premier chapitre, aprés avoir introduit les notations utilisées tout au long de
cette partie (section 5.1), nous étudions la loi d’un temps d’arrét 7 de la forme
inf{u >0:V, <b} ot le processus V est un processus s’écrivant sous la forme V = ze?,
x > 0 et Z est un processus de Lévy a sauts avec une composante gaussienne non-nulle.
Dans la section 5.2 nous montrons un résultat utilis¢ par Kou et Chen dans [16] : ils
utilisent la dérivée en 0 de la fonction de répartition d’un temps d’atteinte dans le cas ou
les variables représentant la taille de sauts suivent une loi double exponentielle, sans avoir
donné une démonstration de ce calcul. De plus nous étendons ce résultat a des lois plus
générales et explicitons la dérivée en tout ¢t > 0.

Sous I’hypothése d’existence d’'un moment d’ordre exponentiel de la variable aléatoire
représentant la taille des sauts, nous montrons que la fonction de répartition de 7 est
dérivable sur R, et nous calculons cette dérivée. Il y a des cas ou P(7 = oo) > 0 ce
qui correspond dans le domaine financier a la situation ot 'entreprise étudiée ne fait pas
forcément faillite. Nos résultats s’appuient en particulier sur les outils démontrés dans la
section 5.3.

Dans le deuxiéme chapitre, en suivant [42], nous donnons quelques applications d’utili-
sation de la loi du temps d’arrét introduit dans le premier chapitre, plus précisément lors
du calcul de la fonction intensité et du processus intensité. Nous commencons ce chapitre
avec quelques définitions et résultats généraux de [42] sur la notion de fonction intensité
d’un temps d’arrét quelconque (section 6.1.1) et ensuite nous la calculons dans le cas
particulier ou V' est le processus introduit dans la section 5.1 et 7 = inf{u > 0:V, < b}
(section 6.1.2). Nous introduisons ensuite la notion de processus intensité associé a une
certaine filtration F et nous rappelons quelques résultats de [42] et [25] (section 6.2).
Deux cas sont présentés : quand le temps d’arrét est un F-temps d’arrét (section 6.2.1)
et quand il ne l'est pas (section 6.2.2). Chaque partie est illustrée avec le calcul du pro-
cessus intensité du temps d’atteinte 7 introduit dans section 5.1. Plus précisément, nous
montrons qu’il n’existe pas de processus intensité associé a la filtration engendrée par le
processus V' et nous calculons le processus intensité associé a la filtration engendrée par
un processus continu qui est I'observation bruitée du signal V.
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5. La loi du temps d’atteinte dans le
cas d'un processus mixte
diffusion-sauts

Dans ce chapitre nous montrons que la loi d’'un temps d’atteinte d’un processus mixte
diffusion-sauts admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

5.1. Hypothéses et notations

On se place sur un espace de probabilité filtré (€2, G, (G;)i>0, P) sur lequel on considére
V un processus stochastique s’écrivant sous la forme

Nt
V =ze? ou Zt:mt—k(th—i—ZY;, t>0, (5.1)

=1

x>0,0>0 meR, (W, t>0) est un mouvement brownien standard, (N, t > 0) un
processus de Poisson d’intensité constante positive a, (Y;, i € N*) est une suite de variables
aléatoires indépendantes de fonction de répartition Fy vérifiant 'hypothése suivante :

Hypothése 5.1.1 Il existe 3 > 0 tel que E(e’M]) < o0,

Remarque 5.1.2 Sous Uhypothése 5.1.1, on a E(Y?) < oo. En effet

E(e’M) < oo.

i1y [ 2 2

Bvily _ Bl FENYT) o, 2y o 2

E(e”! |)—E<Z | 2 dou E(}@)gﬁ
>0

On suppose de plus que (Y;, i € N), (N, t > 0) et (W;, t > 0) sont indépendants.

Soit (T,,, n € N) la suite des instants de sauts du processus . Il existe (S;, i > 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de paramétre a telle que
T, =51+ ..+ S, pour tout n € N*.

On considére 7 le temps d’arrét défini par 7 = inf{u > 0:V, < b} avec b €]0, z|.
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Définition 5.1.3 On introduit le processus Z défini par
Z, = mt + oW, pour tout t>0

avec o > 0 et m € R. On introduil aussi 7, le premier temps d’atteinte de z par Z, ainsi
que f(.,2) la dérivée de la fonction de répartition de 7, (voir (5.4) de la section 5.5).

mz—|mz|

Soulignons le fait que P(T, = oc0) =1 —¢ o2

5.2. Etude de la loi de 7

Le but de cette section est de montrer que la fonction de répartition du temps d’arrét
T est dérivable en tout ¢t > 0. Si 7 est presque strement fini, cette dérivée est la densité
de 7.

Proposition 5.2.1 Sous Uhypothése 5.1.1, la fonction t — P, (7 < t) est dérivable en 0

a droite de dérivée égale a
~
Fy <lné> - Fy ((ln—) )]
x x

b B(2 1
f(0,z) = aly (ln—) + m
z 2

ot B est la fonction Béta.

Preuve On décompose P, (7 < h) selon la valeur de N, :
P.(r <h)=P,(r <h,N,=0)4+P.(r <h,N,=1)+P,(r <h,Ny >2).
Or P.(1 <h,Nj, >2) <P, (N, >2)=1—e""—ahe " donc

PI<T S h, Nh 2 2)

=0.
h

limh—>0

La preuve sera compléte lorsque les deux lemmes suivants seront démontrés :

P, (r<h,N,=0)

Lemme 5.2.2 Le terme .

converge vers O quand h tend vers 0.

Lemme 5.2.3 Sous ['hypothése 5.1.1, pour tout b < x le terme w converge

vers 31
b B(3 1 b
aFy (ln—) LB Gy (3/1 _ m-)
€T 2 €T

quand h tend vers 0.
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Preuve du lemme 5.2.2.
On remarque que sur Uensemble aléatoire {w : Ny(w) = 0} x [0,h], V = zeZ ou Z est le
processus introduit dans la définition 5.1.3. Alors 7 =inf{u >0:V, <b} =7, et 7, v
est indépendant de N, d’ou ’ ’

P,(r<h,N,=0) ¢ "Po(Tp <h)
h h ‘

Or comme il est rappelé dans la section 5.3, la fonction de répartition du temps d’arrét

P.(r<h,N»=0)
h

T,,v admet une dérivée C* sur R, nulle en 0, notée f. Donc la limite de existe
xT

et vaut 0 quand h tend vers 0. O

Preuve du lemme 5.2.3.
On décompose P, (7 < h, Nj, = 1) selon la position relative de 7 et T} (le premier instant
de saut du processus N) :

]P)I<T < h, Ny, = 1) = ]P)w(T < leNh = 1) +Px<7' = T17Nh = 1) +]P)$(T1 <7< h,Nh = 1)
(5.9)

On étudie le premier terme du membre droite de (5.2). Sur 'ensemble aléatoire
{(w,t) 1 t < 7(w) < T1(w)}, V = xe? on Z est le processus défini dans la définition 5.1.3
et 7 =7, ;dou:

Px(T < Tl,Nh = 1) = Px(T < h,T < Tl,Nh = 1) < P0<7tln§ < h)

La fonction de répartition du temps d’arrét 7, » admet une dérivée C* sur R, nulle en 0.

P, (r<T1,Ny=1)
h

Donc converge vers 0 quand h tend vers 0.

Le deuxiéme terme du membre droite de (5.2) s’écrit
_ . b
]P)m(T:Tl,thl) :]P)()(Tlng >7717 ZT1+}/1 Sln—, T1 §h<T2)
@ x

Or pour tout n € N*, T,, = S;+...+ .S, ou (S;, i > 1) est une suite de variables aléatoires
indépendantes de loi exponentielle de paramétre a :

h [es)
Px(T = Tl, Nh = 1) :/ ae” %51 / ae_aSQEO(]-T b>811Y1<ln9—251)d82d31
0 h @ -

In
—s1

h
__ . —ah B
=ae / ]’Ji’,o[lflnﬁ>51 ].Ylglng_Z51]d81.
0 @ ”‘

Le terme 1;l b >s1ly, <t 7. €st positif, majoré par 1 et converge presque slirement
no — Tz 1

vers 1y, ;0 quand s; tend vers 0. D’aprés le théoréme de convergence dominée
- x
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limsl_)gEg(lfln%Nl1Yl§ln%_251) = EU(lYlglng) = Fy(In2), donc la fonction

h— P,(7 =T, Nj = 1) est dérivable en 0 de dérivée aFy (In2), soit

P,(r =T, N, =1 b
( ilz n=1) :aFy(lnE).

limp_o

Le troisiéme terme du membre droite de (5.2) s’écrit

Po(Ty <7< hNy=1) =P, (T <7< hT <h<T).

Sur I'événement {w : 7(w) > T (W)}, 7 =T +700p et To = T1 + T 0 0y, ou 6 est
Popérateur translation. De plus, sur I'événement {w : Ti(w) < h < Th(w)},

Vs = Vi exp(Zs_1,) o 01, lorsque Ty < s < h donc 7 =T + fanL o fp, sur I’événement
T
{w:7r(w) >Ti(w)}.

En utilisant la propriété de Markov forte en T} on obtient :
]P)x(Tl <7< h, Nh = 1) = Ez (1T>T11hZT1Egl(1TZTLbSth 1hT1<T1))
VT1

ot BJ'(.) = E(. | Fr,) et T} est une variable aléatoire indépendante de T} et de Tin b de

Ty
méme loi que T} et (F;)i> est la filtration naturelle complétée engendrée par les processus
(Wi, t >0), (N, t >0) et les variables aléatoires (Y;, ¢ € N*). En intégrant par rapport

aliona:

IEDx(zﬁl <7< h, Ny, = ]-) =E, (1T>T1 1h2T1€_a(h_T1)Egl<1TlnbSh—Tl)) :

VT1

On conclut avec la proposition 5.3.4 de la section 5.3 que

limp o LT i PN =1) aBQ(i 2)p (Y1 - lng) .
O
En utilisant les lemmes 5.2.2 et 5.2.3, la limite limhﬂow existe et est égale a
limhﬁow + limhéow = aFy(lng) + %P (Y1 = ln%) : la fonction
t — P,(7 < t) est dérivable en 0 a droite de dérivée aFy (In) + %P (Vi =Inb). O

Remarque 5.2.4 Si les variables aléatoires {Y;, i € N*} admettent une densité, alors
Fy (ln%) = Fy <(ln§)_> et la fonction t — P,(7 < t) est dérivable en 0 o droite de

dérivée égale a alFy (ln%)
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Théoréme 5.2.5 Sous l'hypothése 5.1.1, la fonction t — P, (1 < t) est dérivable en tout
t >0 et la dérivée notée f.(t,x) vaut

0P, (T <)
ot

fT(t7 -T) = = G/EI <1T>tFY(ln§)> + Ex <1T>TNtf(t - TNta In b )) ’

t

ot la fonction f est introduite dans (5.4).

Preuve
On décompose P, (t < 7 <t + h) selon les valeurs de Ny p — N, :

]P)x<t<7'§t+h) :Pw(t<7§t+h, Nt+h—Nt:0)+Pw(t<T§t+h, Nt+h_Nt:1)
+]P)x(t <T St"—h, Nt+h_Nt 2 2) (53)

Le troisiéme terme du membre droite de (5.3) est majoré par
P.(t <7 <t+h, Nyp— N >2) <P(Nyp— N >2)=1—e" —aghe™ "

P, (t<r<t+h, Nyyn—Ni>2) 0
3 = 0.

donc limy,_g

Le théoréme sera démontré lorsque on aura prouvé le lemme et la proposition suivante :

P, (t<r<t+h, N, ip—N,=1)
h

Lemme 5.2.6 Sous l’hypothése 5.1.1, le terme tend vers

alE, <1T>tFy(ln%)> quand h tend vers 0.

P, (t<r<t+h, Ni\p—N;=0
R

Proposition 5.2.7 Sous 'hypothése 5.1.1, le terme ) tend vers

E, (1T>TNtf(t — Ty, lnﬁ)) quand h tend vers 0, ot la fonction f est introduite dans
t

(5-4).

Preuve du lemme 5.2.6
On utilise la propriété de Markov en ¢ :

Px(t <T S t+ h, Nt+h - Nt = 1) = ECE(]-’T>t]P>V,g(7— S h, Nh = 1))

Py, (r<h, N,=1)

D’apres le lemme 5.2.3, converge vers

h
b aB (3,3) b b\~
Fy [ In— — 2222 By (In= | — F In—
aY(”%)* o Y(”w) ’ (”V)
et est majoré par w = ae~ % < a. On peut appliquer le théoréme de convergence

dominée :
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Pm(t<7§t+h, Nt—i—h_Nt:l
h

l’imhﬁo

b aB (2,1 b
ol AFy(Z’) = Fy(Z) — Fy(z_).
Mais l'ensemble des sauts de Fy, la fonction de répartition de Y, est au plus dénom-
brable et V' admet une densité conformément & la proposition 3.12 page 90 de [19]. Donc

E, (1T>tAFy(ln%)> =0 (en effet 0 < E, <1T>tAFy(lnvit)) <E(ly_np) = E(Lympey) = o)

et
P, (t <t+h, Nyph— N, =1 b
limp_o e LS TS - wn = Ne=1) _ g (1T>tFy(ln7))
t

Preuve de la proposition 5.2.7
On utilise la propriété de Markov en 'instant Tl,.

]P)x(t<7—§t+h7 Nt+h—Nt:O):Px(t<TSt+h, TNtSt<t+h<TNt+1)

:]E’:D <1T>TNt EVTNt (1t—TNt <T§t+h—TNt ]-t—i-h—TNt <Ti )> .

Sur Pévénement {(w,t) : t < 7(w) < Ty(w)}, V =aeZ et 7 =7, b ol Z et 7, 5 sont le
processus et le temps d’arrét introduits dans la définition 5.1.3; d’ ol

TN,

Px(t <T S t—l-h, NtJrh_Nt = 0) = Ex <17’>TN,5E0 (1t*TNt<7ilnL§t+h7TNt 1t+hTNi<T1>> :
\%

TNt

Puis en utilisant I'indépendance de T; et de W (donc de T} et de fln%% on obtient

TNt

—a _ T +
]P)I(t <T S t+h7 Nt+h_Nt = 0) = EI <1T>TN,5€ (t+h TNt)E[)N (1t7TNt<‘FanL <t+hTNt>> .

TNt

La fonction de répartition du temps d’arrét 7,, _» admet une dérivée C*, notée f, définie
TNt
en 5.1.3; ainsi

1
h

. 1 t+h TNt b b
limp_o— ]ETN "(Leory, <7, e <t+h-Ty,) = lzmh_@—/ flu,In—)du = f(t—Tn,,In—).

TN, h t—Tn, VTNt VTNt
Pour conclure avec le théoréme de convergence dominée il suffit de majorer uniformément
T
en h le terme ]'T>TN hE Nt<]-t—TNt<7_—l b St‘i‘h—TNt)’
On introduit 0 < & < 7 et M > 1 tel que \ >| < B (ou B est défini dans I’hypothése

5.1.1) et L < M(l/\ P

Sl |) (cette derniére contrainte entre M et e servira plus tard
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pour pouvoir appliquer les propositions 5.3.6 et 5.3.7 de la section 5.3). En utilisant la
majoration du lemme 5.3.2 de la section 5.3, il existe ¢, ar, > 0 tel que

m
b exp| i 2lnv ]
f(u7 ZTL—) S CE,M,UU_H_E Ub 2TNt ) 6]07 OO[
TNt ’lnFNt‘ €
et par suite
1 exp[%lnﬁ] | ohreTn
1T>TNthEVT (Lo, <r y <t4h-Ty,) SCentolesty, T E/ u” " du
VIy, ‘lnF]\]t| t=Tn,
) exp[M”Z_anVl:V ]
SCS,M7U]—T>TNt (t - TNt)_ e b |2 :
‘lnﬁ’ ©

puisque v~ < (¢ —Ty,) ¢ sur 1’intervalle d’intégration. Ensuite on applique I'inégalité

T2y < % a x1 = explyzing— b Jet zy = |ln | 2% ot en utilisant
Nt
ln#}w = lng — 471y
expliplng =] 4 om b
—1+e Nt 1+e
]‘T>TNt (t - TNt) |ln |2€ §<t - T ) exp[MU2 (ln— ZTNt )]
1 b
“(t=T 71+El__Z 745.
+2( N n- T, |

D’apres les propositions 5.3.6 et 5.3.7 de la section 5.3, ces deux derniéres variables aléa-
toires sont intégrables. Donc on peut passer a la limite sous ’espérance et

P, (t<r<t+h, Nypn—Ni=1)

limy, o s = B, (Lrory f(t = T Ingl) ).

En utilisant le lemme 5.2.6 et la proposition 5.2.7, la limite limh_@w existe et

est égale & alE, <1T>tFy(ln%)) +E, (1T>TNtf(t — Ty, ln#)) ce qui conclut la preuve
Nt
du théoréme 5.2.5. O

Corollaire 5.2.8 Les deur assertions suivantes sont vraies :
(1) P(r <t)= fot fr(u, x)du pour tout t > 0.

(2) Si de plus T est presque sirement fini, fooo fr(u,x)du =1 et f-(.,x) est la densité du
temps d’arrét T.
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Preuve
La premiére partie du corollaire est une conséquence du théoréme 5.2.5 et le deuxiéme
point est une conséquence de (1). O

5.3. Appendice

Le mouvement brownien avec drift est le processus
Zt:mt—i-UWt, tZO

avec 0 > 0 et m € R.

Soit z < 0 et 7, le temps d’arrét défini par
7.=inf{t >0: 7, < z}.
D’aprés (5.12) page 197 de [44], 7. a pour loi sur R, :
fu, z)du + P(T, = 00)0s0(du)

ou
| z | 1,z mu
flu,z) = mexp[—%(; - 7)2]1]0700[@), u€R, (5.4)

mz—|mz|

et P(7, =00) =1—¢ o2

A 2 fixé, la fonction f(.,z) et toutes ses dérivées admettent O pour limite en 0. La
fonction f admet un prolongement C* sur R, noté f, défini par f(u,z) = 0 pour u < 0.
De plus elle vérifie les deux lemmes suivants :

Lemme 5.3.1 Soit G une variable gaussienne N'(0,1) et ¢, d € R. Alors pour tout u € R

1 _ (c;'muQ)2 _00'2 —_ d2m dUG
E[f(u,c+ dG)1.trac<o] = EE {6 e ((d2 + 02u)3/? B Vu(d? + a%))J

ot (z)4 = maz(x,0).

Preuve
En utilisant la densité de GG et 'expression de f on a :

_ (c+dg7mu)2

92
E[f(ua c+ dG>]—c+dG<0] 20%u e_71c+dg<0dg-

1 / 1
= c+dgle
oV2mu? JR V27 | |
Comme ¢+ dg|1letag<o = (—¢ — dg)1__4450 = (—c — dg)+, on peut écrire

_ (c+dg7mu)2 92

E[f(u,c+ dG)1.rag<o] 2020 € 2 dg.

1 / 1 ( d )
= —c— e
oV 2rud JR V21 )+
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On développe le carré
¢ +dg —mu)? 2 2dg(c — mu ¢ —mu)?
ey —mu)® | o P e ) (= m
o2y o2y o2u o2y
P+ otu N d(c —mu)\> N (¢ — mu)?
o2y g d? + o%u d? 4 o2u’
d’ont
6_2((25T:2)i) 1 d2+cr 'u,( +d((:—m,u))g
E f U, C + dG 1. 40 = —C — dg 2020 T 2152, dg‘
[ ( ) -+ <0] O'\/W R \/%( )
d(c—mu)) ot

On fait le changement de variable z = 4/ dQ;LQf“(g + o

(cf'mu)2

e 2ot 1 [ —co®—d®m
E dG)1, = o -
[f(u, ¢+ dG)1eyac<o) Vor /R o ((dZ + 02u)3/2 ﬂ(dQ + o%u)

d’olt le résultat.

Lemme 5.3.2 Soit la fonction f: R xR — R, définie par
M2 s> 0

_ el z_
f(U7Z) = oV 2mu3 ex p[ ( o )
0 stu <0
avec 0 >0 et m € R. Alors pour tout ¢ > 0 et M > 1, il existe c. pro > 0 tel que
mz

_ 1
f(U,Z) < Ce,M,cU 1+€‘ > ’2 eXp[M 2]

I (u2) 2 <0,

Preuve
Soit € > 0 et M > 1 fixés; on cherche & majorer le quotient ——7—- L
|z |25 X ]\/102
— 1)2] Donc

- - 2] < el gl 3

u € Ry. On a la majoration exp|

(=5

f(u, z) < U\/m expl—gu57 (5
u~ite ‘ |125 eXp[]\C[nZ] u~ite ‘Z|25 eXp[%]
1 22 3t 22 m2u
o (z) L5 ) Pl g
oS M3+e0e 2 3te 2
= NZa (202UM) exp[ - 202uM]’

) 1.

La fonction x — z21¢e™"
1

3T

il existe ¢, > 0 tel que = <
. . 2 1 2 N .
ainsi (5:577)27° exp|—5547] < ¢, d’ott le résultat.

_ 22
T = 5520

doz ) e~ Tdr
+

O

est continue, nulle en 0 et en +o00, donc elle est bornée sur R*
¥ < ¢, pour tout x € R,. On applique cette inégalité a



Lemme 5.3.3 Soit G une variable gaussienne N'(0,1), d€ R, ¢ >0 et 0 < a < 1, alors

E(|d + cG|™) < —

< mE(!GHd + cG|).

Preuve
Soit G une variable N'(0,1), d € R, ¢ > 0 et 0 < a < 1. Alors en utilisant la forme de la
densité de G :

1
E(ld + cG|™¢ :/ ——|d+ cx| % 2 dx
(+GI") = [ —ld-+eal

d
>~ 1 ap a2 e 1 -
7% \/_(d+cx) d$+/oo E(—d—cm) e zdz.

Pour chaque intégrale, on fait une intégration par parties :

\/12_7r€ %} 1_a/ \/_d—I—cx) e T dx
1

+{1M]_ L[

V2 —c(l—a) |_ cl-a)) o V2r
1 1— e _a?

_C(l—a)/ \/ﬁ|d+CfL‘| <$1x>7% —$1I§7%> dx

E |[d+cGl'*Glg, s~ L )|

E(|d + ¢G| ™) = [

ol
N

(—d — cx) " Cze” T dx

B 1
c(l—a)
Or pour tout d € R et ¢ > 0,
Glge s —1ge a) = G—=2G1. o <G —2G1g< = |G,
d’ou

1
E(d + G| ™) <

< o=y BGld+ Gl

Proposition 5.3.4 Soit

A(h) =E, <1T>T11hZT16_a(h_Tl)]Egl(]‘flnbSh_Tl)) et

VT1

G(h) = Eo (1h>Tllle+yl>znge_a(h_Tl)Egl(lnnvb<h—T1)) '
31

(1) Alors lzmh_,oAglh = limy,_o % h ) des que Uune des deuz limites existe.
(2) Sous Uhypothése 5.1.1 ("Ml e LY(Q, F,P)), les limites limp_o S et limhﬂ()@

h
. aB(%,%) b
existent et valent —2>=P (Y1 = ln;) .
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Preuve
(1) On se propose de calculer limhﬁow. On remarque que

{w:T(w)>T(w)}={w: ﬂng(w) > Ti(w)}N{w: Zpy) + Y1 > lng}

Ainsi 1ZT +Y1>ln — 17->T1 = 17:1nQ<T112T1 +Y1>ln§ < ]”Fln%STl’ D’ou
G(h) — A(h) <Eo(17 , <n<n) <Eo(17 , <n)
Gy—Am) _ o, p<h) . , - _ L
et 0 < - < 3 . Comme la fonction de répartition de Tind admet une dérivée
nulle en 0, alors la limite limhﬁow existe, elle est nulle et lzmh_,o = lim %h)

dés que I'une des deux limites existe.
31

(2) On montre sous ’hypothése 5.1.1, que la limite limy, g Géh) existe et vaut M]P’ (Y1 =Inb).

On intégre par rapport a T} puis on utlhse le fait que la fonction de répartition de 7, admet

pour dérivée f(.,z2) :

h
Gt) = [ B [1, e B (0 )]

h
:ae_ah/o EO []‘Z +Y1>lnbES(li—ln%—Zs—Ylgh_s)} ds

b

h h—s
:aeah/ EO |:1Z +Yi>Ind f('U/, In— — Zs - E)du] ds.
0 : = Jo x

Tous les termes sont positifs; on peut donc intervertir I'intégrale de Lebesgue en du et
I'espérance. Puisque Z; = ms + oW, on applique le lemme 5.3.1 & ¢ = lng —ms — Y,
d=—oy/set G=

h h—s b
G(h) :ae*ah / / EO ll_ms_gw _Y1+ln§<0f(u, ln_ —ms — UWS - 1/1):| duds
s = T

7(1]1 h—s (lnff'm(u+‘s) Y1)2 — l é — Y
/ / Ey |e 202 (uts) (In y + W duds.
V 21 ) +

olu+s)3?  ulu+s
Ensuite on note que |W,| =" {/5|G| ot G est une variable aléatoire gaussienne N'(0,1)
indépendante de Y.

s _ b —muts)-v)? (In2—v2) G
G(h) Eo |:e 202 (u+ts) ( (u+s)3/12 + ﬁ(ﬁs)>+ duds.
On pose r = u + s.

ae—ah rh h _Ung-mrv)® s gpb_y, .
G(h) = \/ﬂh Jo Ji Eo {6 30%r ( (Uqu/z Dy T%)_J drds.
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On applique le théoréeme de Fubini et ensuite on fait le changement de variable v = 2

e—ah nl—mr-v)? [ —(Int — Y,
Eo e 2% (tn, ) + Gvs dsdr
or3/? r=s)

i (lng—mr—Yl)2 —(lng — 1/1) G\/B
E T 202 x duvdr.
\/27r// °|° ( YN . o

_(ln%—mr—Yl) (lnf—Yl) \/»
Or e 227 (T + \/7) tend vers 1y._; »+/7-G+ quand r tend vers 0.

7(ln77mr Y1) f(lnéle) Gﬁ .
a2r L 6
Pour conclure on montre que | e 2 ( o+ m>+’ v >0 est majoré

par un processus appartenant a L'(Q2 x [0,1], dP ® dv).

Soit M > 1 tel que |37 < B (ou (3 est défini dans I'hypothése 5.1.1) et on a la
majoration suivante :

_ndomrny? (—(zng—yl) L GV ) PG S (—(zng—yl) L GV )

e 20271 202rM
o\r V1—wv o1 V1—w

b
(nb-mr—v)? [ |In2 — Y]
<e T 2% - | x 1| |G|\/_
- o\/T \/1 -0
) , ) _ (nb—mr—vy)? Cnbov)? manl-ovy) 2, _(nb-v)? m@nb-vy)
On développe 'exponentielle e 2020 M =€ 25M e oM e 202M < e 2%M e oM

donc

e 2027 202rM € o2M

(ngfmv‘f )2 — l g - Y (ngf )2 m( ngf ) l Q — Y
v (m 1)+G\/5) ol mng, (m 1I+IG|ﬁ>_

T Ji—o N

La fonction x — z7¢~® est continue, nulle en 0 et en +o00, donc elle est bornée sur R, :
. . 1 . . IR
il existe c1 > 0 tel que z2e7* < c1 pour tout x € R,. On applique cette inégalité a

b 2
_ (Int-v1)? _(lnjyl lint —vi| - g T —(Ink—yy) GVo
T = Sk ete  20%M —oﬁ <cyoucy = %\/ M. Ainsie 2025 G + 22

est majoré par

m(ind —vy) (ink —yq)2 ‘ln_ — Y1’ _(nk-v)? ‘G’\/ﬂ m(ind —vy) ( ’G’\/E)
e o2 M e  22rm —E—— t ¢ 202r M S e o2M cy +
o1 V1—v V1—w

qui, par le choix de M et I’hypothése 5.1.1, est un processus appartenant a
LY (2 x (0,1], dP ® dv). Donc

1 (tnt—mr—v1? [ —(In —Y)) G\
lim,_, / Eo |e 2027 + dv
0 ; 0 ( o Jr T .
_P(Y; E(G,) /

dv
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et la limite limh_@% existe et vaut \/%P(Yl = In2)E(G.) fol /7==dv. Mais d’une part

onaE(G)= f [ ge® dg = \/%7 et d’autre part
3
IN */1—vd = fo (1—v) 5027 'do = B (2,1), d’ot le résultat.

272
D’apreés (1), la limite limy_ Agh) existe et est égale & limy,_o—= &) O

Lemme 5.3.5 Pour tout t > 0, € > 0 et v < 1, 1qy so(t — Tn,)"""Ty, est intégrable.
De plus (t — Tn,) 11 est intégrable.

Preuve
On décompose selon la valeur de N; et on obtient

E (Lry,50(t — Twv,)°Ty)) =Y B (Ly—ilisr,(t — T;) 7 °T;7)

i>1

<ZE Loy, (t — T,) 7= T7)

= E / a'e i (t — s;) s Vds;...ds;.
i>1 O<81<Sz<t

[

On utilise d’abord le fait que s; 1 < s;, donc e™* < e~*%-1. Ensuite on fait le change-

ment de variable z = 87

1
E (11y,50(t — Tw,) ' HTy)) <t Z/ a‘e i1 (ﬂ (1-— $)1+8x7daz‘> ds;_1...ds;
i>1 0<sq <s§;—1<t

i—1
t

1
<y / die—a%i-1 < / (1— x)”fsc(“)ldx) dsi_y...ds,
) 0<s81...<8;1<t 0

i>1

=t""B(1 —~,¢ (ZZ/ a e ®i-1ds, 4..ds;

Z>1 O<81 <Sl 1<t

=t""B(1—7,£)a Y PN, >i—1).

i>1

On utilise le fait que pour une variable aléatoire X & valeurs dans N,
E(X) =>"2,P(X > ). Ainsi Yot PNy >i—1) =37 P(N; > i) = E(V;) = at et

E (17, 0(t — Ty,) " F°Ty) < a®t* 7' B(1 —v,e).

Pour montrer que (¢t — Ty, ) '™ est intégrable, on décompose d’abord

(t—Tn,) " = (t = Ty,) " 1py, 50 + 17 1py .
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Le premier terme est intégrable (il suffit de prendre v = 0) et le deuxiéme terme est
majoré par t~ 1+, O

La proposition suivante s’appuye sur le lemme 5.3.5 et sert & démontrer le théoréme
5.2.5.

Proposition 5.3.6 Sous l'hypothése 5.1.1 (e’ € LY(Q, F,P)), pour tout 0 < e <1 et
M > 1 tels que | 22| < B, la variable aléatoire (t — Ty,) "+ exp[2Z(Ind — Zry, )] est
Py-intégrable.

Preuve
On conditionne par o(N,, u < t) sous 'espérance et Eo [(t — Ti,) < exp[ 32 (In2 — Z7, )]
est égale a

E

Ny
2m b
(t —Ty,) 'K <exp[Mo_2 (ln; —mTy, —oWry, — ZY’)] | o(Ny,u < t))]

i=1

2m2 2777,2 2m Nt
)_1+6e_ MoZ Nyt a2z Ty (E (e_ MU2Y1>> ] .

t

zel\zf%(lng)E {(t — Ty

Comme M > 1, alors e~ o2 TN aEoa TNy < 1. De plus, par le choix de M,
2m

o =E(e”u2"1) < E(e/M) < 0o. Ainsi, nous sommes ramenés & montrer que la variable
aléatoire (t — T,) "t est intégrable pour toute valeur de o > 0.

Quand e =1, E [aN‘} = (@) < 0o pour toute valeur de a.

Quand € < 1, on prend 1 < p < 7= et ¢ tels que 1—1) + % = 1. On applique l'inégalité de
Holder : ) )

E [(t — Tw,)*2a™] < E[(t — T "] E [a#] 7 .

D’une part, E [a?"] = ¢®@"~=) < 0o pour toute valeur de v > 0. D’autre part, comme
1 <p< =, alors p(—1+¢) > —1 et d’aprés le lemme 5.3.5, (t— Ty, P19 est intégrable,

1—¢?
d’ou la conclusion. O

Un autre résultat utile pour la preuve du théoréme 5.2.5 est la proposition suivante :

Proposition 5.3.7 Sous l'hypotheése 5.1.1 (M € L' (Q, F,P)), pour tout & > 0 et
0 <n <1, la variable aléatoire (t — Tn,) ™" %21y, — In%|™" est Py-intégrable.

Preuve
On décompose

b - b
EO ((t — TNz)_1+E|ZTNt — ln;|_"> S t_1+6 (ln%) n+EQ (1TNt>0(t — TNt)_1+€|ZTNt — ln;|_") .
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On conditionne par o(N,, u < t) sous I'espérance et Eo ((t — T,) ™| Zr, — In2|7) est
majoré par

—1+e { 1

Ny
1TN,5>0( TNt) 1+8E0 (’mTNt -+ UWTN + ZY l?’L—| 1 | U(Nu,u < t))] .

=1

Wr N,

\/Tn,’

Comme W est indépendant de T, et de Y, on applique le lemme 5.3.3 4 G =
d= mTNt—l—Z —Int c=0\/Ty, et a=n.

Ainsi EO |:]_TNt>0(t — TNt)_1+EEQ <|mTNt + O'WTNt + Zf\[:tl Y; l?’L ‘ n ‘ 0'( uy U S < t)>:| est
majoré par :

1-n
L7y, >o(t — TNt ”E = b
£ miy, +oWrp, + Y, —In— o(Ny,u<t
0 TNt(]_ _ N, TN, ; T ‘ ( )
W
On utilise 1’ 2 ety = (mTy, +0Wry, + 30, Vi—Inb)t-

=

Ensuite on applique l’inégalité xl_ <14z ax = (mTy, +oWry, +Zj:1 Y;— ln;) >0
et on obtient que E, (]‘TNt>0(t —Tn,) | Zry, — In%|7") est majoré par

[ 17,50t — Ti,) 71 o b
E ¢ Eo 1+ (mTN, +0cWrp, + Y, —in—)>"2" | o(N,,u <t
N T S e Zl S )

E ?77,1 —|— g T E n o u;u
=0 I 20. TNt(] 77) 0 Ny N —

Eo [17y, 0t — TNt)—HETJ;f]

o(l—mn)

Eo [ Loy, »o(t = To) T3 By ((mT, + oWy, + £ i = nb)? | o(Ny,u < 1)) |
' 20(1— 1) ‘

(5.5)

Pour le premier terme de (5.5), on applique le lemme 5.3.5 avec 7 = 3 : la variable

3
_1
aléatoire 17, o(t—Ty,) '*°T),’ est intégrable. Pour le deuxiéme terme de (5.5) on utilise

Iinégalité (v1+a2+15+24)% < 8(a2+23+23+a2) azy = mTy,, 22 = oWry, 25 = > 10 Y
et x4 = —ln%.

Eo

_1 N b
L7y, 50(t — Tn,) T3 Ey <(mTNt +oWry, + > Vi - zn5)2 | o(Ny,u < t))]

i=1

<8Eq

_1 b ol
Lpy, 5ot — Ty,) 1Ty, (mQTJ%Tt +0°Ty, + ln2; + Eo ((Z Yi)? | o(Ny,u < 75)))] :

=1
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On majore m*Tx, + 0*Ty, < m*t* + o°t et ensuite on décompose selon la valeur de NV;.

Eo

_1 Nt b
Lry, >0t — Tn,) " 5T Eq ((mTNt +oWry, + > Y- ln;)Q | o(Ny,u < t)

i=1

b _1
<8 (m2t2 + 0%t + ZHQE) Eo |:1TNt>0(t - TNt)_HaTNtQ}

Jj=1

1
La variable aléatoire 17y o(t — Tn,)”""*T)y? est intégrable (d’aprés le lemme 5.3.5 avec
=13 )

Maintenant on utilise (Zgzl YZ-> < 20713 Y72 et Pindépendance de Y et de Tj.

-

> Eo |1gs0lye—i(t — T) Ty 2 (ZY)

Jj=1
j _1

Jj=1

D’une part, d’aprés la remarque 5.1.2, E (Y}?) < oo et d’autre part, en utilisant le méme
raisonnement que dans la preuve du lemme 5.3.5, on a :

. . 1 ) U e
Z]QJ 'E (Az501n,=T; (t—T) +e) §§Z]/ (2a) e™ s, 2 (t — s5) *eds;...ds
0

5>1 j>1 <81..-<Sj<t
1 .
at*"2B(3,¢) (2at)?
=T Z‘j ;!
j=>1

:a2t€+éB(%7 €)e2at.
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6. L'intensité d'un temps d’'arrét

Le but de ce chapitre est de donner quelques exemples d’utilisation de la densité d’un
temps d’arrét S, plus précisément lors du calcul de 'intensité de S associée a une certaine
filtration.

A un G-temps d’arrét S est associé le processus croissant cadlag H® : t +— 1g<; et FH®
la filtration complétée cad engendrée par ce processus FH° = o(HS, s < t). Dans la
suite nous introduisons les notions de fonction intensité et de processus intensité associée
a une filtration F non nécessairement égale & G. Puis nous calculons la fonction intensité
dans le cas particulier ou V est le processus introduit dans la section 5.1 et le temps
darrét S =7 =inf{t > 0 : V; < b} (section 6.1), nous montrons qu’il n’existe pas de
FV-intensité lorsque o > 0 et nous finissons avec le calcul de l'intensité associée a une
filtration engendrée par un processus continu qui est une information bruitée du signal V'
(section 6.2).

6.1. La fonction intensité d'un temps d’arrét

6.1.1. Généralités

Nous rappelons quelques définitions et résultats de [42]. Dans toute cette section
(2,G,(Gt)i>0,P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 6.1.1 L’intensité d’un G-temps d’arrét S, lorsqu’elle existe, est une fonction
mesurable positive, non identiquement nulle, notée \, telle que le processus

t
t— Dt = 1S§t — / 1S>u/\<u)du
0

soit une (P, FH°) -martingale.

. . o . . S . .,
La fonction intensité est appelée aussi F1 -intensité.

La notion de "fonction intensité" est liée a la notion de F¥ S—projection duale prévisible
du processus croissant H* appelée aussi F7 S—compensateur. Nous rappelons la définition
du FH®_compensateur conformément a [77] page 305.
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Définition 6.1.2 Soit H un processus croissant intégrable tel que Hy = 0 et F1 la
filtration complétée cad engendrée par ce processus. Alors il existe un unique processus
croissant A, FH -prévisible, cadlag, Ay = 0 tel que le processus H — A soit une

FH _martingale. Le processus A est la F-projection duale prévisible de H.

Si la fonction intensité d’un G-temps d’arrét S existe alors le processus
t
t— A = / LssuA(u)du
0

est la FH° projection duale prévisible de H*.

En suivant [42], nous faisons ’hypothése suivante :

Hypothése 6.1.3 Le temps d’arrét S vérifie

P(S=0)=0 etpourtout t>0, P(S>t)>0.

Dans [42[, Pauteur définit la fonction intensité de S comme étant la fonction positive

A(t) = 1f;(;2t), t > 0 ou Fg est la fonction de répartition de S et fg sa dénsité. Nous

reprenons et complétons la preuve du lemme 2.3 page 6 de ce travail afin de montrer que
notre définition et celle de [42] sont équivalentes :

Proposition 6.1.4 Soit S un temps d’arrét vérifiant ’hypothése 6.1.8. Le temps d’arrét
S admet une FH° -intensité si et seulement si S admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, notée fs.

S . ., . . . \
Dans ce cas la F1” -intensité est unique et égale

/\(t):lfs—;;)(t), t>0

ot Fs est la fonction de répartition de S.
La démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant démontré dans [42] :

Lemme 6.1.5 (lemme 2.1 page 4 de [42])
Soit S un temps d’arrét vérifiant I’hypothése 6.1.3. Pour toute variable aléatoire Y appar-
tenant a L*(Q2, P, G) et pour tout s > 0

E(]-S>SY)

E(Y|FH*) = 14 F(Y lgo,——228" )
(Y|F,") = 1s<,E(Y]S) + >1B(5 = 3)

En prenant Y = 1g-,;, pour ¢ > s dans le lemme 6.1.5 nous obtenons :
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Corollaire 6.1.6 Sous [’hypothése 6.1.3, pour tout t > s,

P(S>t|FT) =16 ,P(S>1t]S > s).

Preuve de la proposition 6.1.4
1) Condition suffisante

Supposons que S admette une densité par rapport a la mesure de Lebesgue notée fs.
Nous posons A(t) = lf;gzt), t > 0. Vérifions que (1g<; — fot lgsuA(u)du, t > 0) est une
(P, FH*) -martingale.

D’une part, soit ¢ > s. Etant donné que A est déterministe

E Vt Lo u (1) du | ffs} - /: Aw)P (S > ]—"fs) du.

Or d’apres le corollaire 6.1.6, pour u > s

P(S > u| F7°) =14 ,P(S > u | S > s)
=lgos[1—P(S<ul|S>s)

1 B B

E [ / e\ ffs} - 1S>81—;Fs(s) / Mu)[1— Fs(u)] du.

D’aprés la définition de A\, nous obtenons

B [ 1wt £ = 15, 0T 6.1)
D’autre part, en utilisant le corollaire 6.1.6,
E [1S§t — 1g< | szS] =1lg.s — E [1s>t | ffs]
=15 sP(S<t]|S>5s)
:15>3%. (6.2)

Ainsi il y a égalité entre les relations (6.1) et (6.2). Nous en déduisons que le processus
t
t— D= lo<; — / 1S>u)\(u)du
0

est une (P, F7°) -martingale et que S admet \ pour F°-intensité.
. g
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2) Condition nécessaire

Réciproquement, si S admet une intensité A, alors en prenant I’espérance de D,

t
Fs(t) = / AMu)E(1gsy)du
0
donc Fs admet une dérivée par rapport a la mesure de Lebesgue égale a

fS(t) - )\(t)E(]'S>t>7 t Z 07
d’ou la forme de \ attendue.
3) Unicité

Supposons maintenant qu’il existe \ : R, — R une fonction mesurable positive, non
identiquement nulle, telle que le processus

¢
t— lg<y —/ lgsuA(u)du
0

soit une (P, FH#7) -martingale. Alors le processus ¢ — fot lssu <5\(u) - A(u)) du est une

(P, FH%) -martingale nulle en 0 et
t ~
/ <)\(u) - A(u)) P(S > u)du = 0 pour tout ¢t > 0.
0

En conséquence (:\(t) — /\(t)) P(S > t) = 0 pour tout ¢ > 0. Or sous ’hypothése 6.1.3,
P(S > t) > 0 pour tout ¢ > 0, d’ott A\(£) = A(t) pour tout ¢ > 0. O

Remarque 6.1.7 Le temps d’arrét S admet une FH intensité si et seulement si le
fHS—compensateur du processus H® est absolument continu par rapport ¢ la mesure de
Lebesque. Dans ce cas, si a est la densité de A par rapport & la mesure de Lebesgue, cela
devient

P(S <t)=E(4) = /Ot]E(a(u))du.

Interprétation économique
Dans ce paragraphe nous écrivons la fonction intensité A\ sous une autre forme que celle

de la proposition 6.1.4. Cette nouvelle forme nous permettra de donner une interprétation
économique a .
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fs(t)

D’aprés la proposition 6.1.4, A(t) = T (D

fonction de répartition Fg, donc

pour tout t > 0. Or fg est la dérivée de la

Fs(t + h) — Fs(t) P(S <t+h)—P(S <)

/\(t) :limh_,g = limh_ﬂ

h(1 — Fs(t)) hP(S > 1)
lim P(t<S§t+h)—lz‘m P(S <t+h|S>t)
SRS > 0 h '

Le calcul de l'intensité peut étre appliqué dans le domaine financier. Ainsi nous consi-
dérons un processus stochastique V' représentant la valeur des actifs d’une entreprise et le
temps d’arrét S =7 = inf{t > 0:V; < b} I'instant de liquidation de I'entreprise. Quand
les acteurs du marché (investisseurs, actionnaires d’une entreprise...) ne peuvent pas an-
ticiper la faillite (appelée aussi défaut), ils essaient de calculer la probabilité d’apparition
du défaut A chaque l'instant t en fonction de 'information dont ils disposent.

Pour un intervalle de temps Ah assez petit, la probabilité conditionnelle a 'instant ¢,
que le défaut se produise entre ¢ et t + Ah (c’est a dire P(S < t+ Ah | S > t)) est de
Vordre de A(t)Ah. Ainsi, les agents dont la seule information a chaque instant t est si
I'instant de liquidation est survenu ou pas, essaient de calculer la fonction intensité .

6.1.2. Un exemple : lI'intensité d’un temps d’atteinte dans le cas
d'un processus mixte diffusion-sauts

Dans cette sous-section nous calculons la fonction intensité dans le cas particulier ol
S=71=inf{t >0:V, <b} et V est le processus introduit dans la section 5.1 :

Ny
V =xe? ou Zt:mt+0Wt+ZYi, t>0,

=1

x>0,0>0 meR, (W, t>0)est un mouvement brownien standard, (V;, ¢t > 0)
un processus de Poisson d’intensité constante positive a, (Y;, i € N*) est une suite de
variables aléatoires indépendantes.

Dans la suite la fonction de répartition de 7 est notée F :
F.(t,x) =P,(r <t) pour tout ¢ > 0.

Sous I’hypothése 5.1.1, nous rappelons que la fonction F. est dérivable en ¢ et sa dérivée
introduite dans le théoréme 5.2.5 est notée f,.

Proposition 6.1.8 Soit le processus V' et T le temps d’arrét défini par
T=1inf{u>0:V, <b} avec b €]0, x[. Alors sous l’hypothése 5.1.1,
1) F.(t,z) <1 pour tout t > 0,
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2) La fonction intensité de 7 existe et elle est égale a N\ introduite dans la proposition
6.1.4, c’est a dire que le processus

t
t}—)Dt:17_<t_/ 1T>u1 fT(U,l’) du
0

— Fr(u,x)

est une (P, FH)-martingale.

Preuve
1) On se propose de montrer que P(7 > ¢) < 1 pour tout ¢t > 0, soit P,(7 > t) > 0 pour
tout t > 0.

Supposons par l'absurde qu’il existe tq > 0 tel que P,(7 > t3) = 0. Alors pour tout
t > to, Po(7 < t) =1 et la dérivée de la fonction de répartition de 7 est nulle : f.(t,2) =0
P,-presque siirement pour tout t > ¢y, soit

t

b b
alE, 1T>tFy(l7”L—) + E, 1.7, f(t — TNH In ) =
Vi t Vi,

Comme 7 < t P,-presque siirement, la premiére espérance est nulle, donc pour tout t > t :

b
]Ex <1T>TNtf(t - TNt? lnv_)> -
Tw,

D’une part t — Ty, > 0 P,-presque siirement et d’autre part sur I’événement
{w:T(w) > Ty, (W)}, In2— < 0. La fonction f(u, z) > 0, pour tout u > 0 et z < 0 donc

Vi,
pour tout t > ty P,-presque sirement 157y, =0, en particulier 1,57y, =0.
0

Or 1T>TNtO = ano 1Ny, =nlr>m,- Donc pour tout n > 0, le produit 1N, =nlr>m, est nul
P,-presque sirement, en particulier 1y, —o1,>0 ce qui n’est pas vrai puisque

E. (1n,,—01lrs0) = Po(Ny, = 0)Py(7 > 0) = e #£ 0.
2) D’apreés la proposition 6.1.4 et le théoréme 5.2.5, pour démontrer que la fonction in-
tensité de 7 existe, il suffit de montrer que 7 vérifie I'hypothése 6.1.3.

La premiére condition, c’est a dire P,(7 = 0) = P, (7 = 0) = 0, est satisfaite dés que
x > b. D’aprés 1), la deuxiéme condition, c¢’est & dire P,(7 > ¢) > 0 pour tout ¢ > 0, est
également vérifiée.

On conclut avec la proposition 6.1.4. O
Corollaire 6.1.9 Le processus t — H] = 1,<; est une (P, FH")-semimartingale de
décomposition

fr(u, @)

T>U d
T F ()

t
t'_>17'<t_Dt+/]-
0

avee D une (P, FH")-martingale.
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6.2. L'intensité d'un temps d’arrét associée a une
filtration F

Nous reprenons 'approche de [42] que nous complétons avec des résultats de [25] et
|68] sur la projection duale prévisible. Dans ce paragraphe, nous considérons la situation
suivante :

Soit (£2,G, (Gt)i>0,P) un espace de probabilité filtré et S un G-temps d’arrét. Nous
rappelons qu’a ce temps d’arrét est associé le processus croissant, cadlag

HS:t|—>15§t

et FH° la filtration complétée cad engendrée par ce processus.
Soit F = (F;, t > 0) une filtration donnée (S n’étant pas nécessairement un F-temps
d’arrét). On définit alors la filtration cad Z = F V FH® Cest a dire
I, = ﬂ]—"s \/.7-"SHS pour tout t > 0.
s>t

Dans ce cas S est un (Z;, t > 0) temps d’arrét. On note Fo, = \/tZO Fiet I = \/tZO 7.

Remarque 6.2.1 Le processus H® est cad, croissant, positif et borné par 1, c’est une
(P, 7)-sousmartingale de classe D (donc une (P, T)-semimartingale d’apres le théoreme
2.18 page 32 de [37]). D’apres le théoréme de décomposition de Doob ( wvoir par exemple
théoreme 4.10 page 24 de [44] et chapitre VII de [26]), ce processus se met sous la forme

H=D+ A

ot D est une (P, I)-martingale uniformément intégrable, nulle en 0 et A est un processus
cad, (P, T)-prévisible, intégrable, croissant et nul en 0 (A est le (P, T)-compensateur
prévisible du processus H®).

Le processus A peut étre approché par des processus croissants construits explicitement
a partir de H® (théoréme T54 page 121 de [25] ou théoréme T29 de [68]).

Proposition 6.2.2 Soit (A"),ej01) la famille de processus définis par

1 t
Al = E/o [E(HS., | Z,) — HY] ds, t € Ry, h €]0,1].

Pour tout t € Ry on a, au sens de la topologie faible o(L', L>®) :
Ay = limy,_o Al

c’est o dire B(ZA;) = limy_oE(ZA) pour toute variable aléatoire positive bornée
T-mesurable Z.
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On reprend ici la preuve de [25] en fournissant une preuve un peu plus détaillée.

Preuve
Pour t > 0 on pose M; = E(Z | Z;). Le processus (M;, t > 0) est une (P, 7)-martingale
bornée continue a droite.

La relation E(ZA;) = limy_oE(ZA") est équivalente a la relation
E(MtAt> = llmhﬁoE(MtA?)

D’aprés le théoréme T47 page 93 de [25], cette derniére relation s’écrit

t t
E ( / MsdAs> = limy,_oE ( / MSdAZ> : (6.3)
0 0

D’aprés la définition de A" et comme H, est Z,-adapté

t 1 t
E (/ MSdAQ) = E (/ ME (HS,, — H} | ) ds) .
0 0

En utilisant la décomposition de H® (H® = D + A), nous obtenons

t t
E (/ MsdAZ) = %E (/ ME (Agin — Ay | T) ds) :
0 0

Or M, est Z,-mesurable
ME(Asin — As | Zs) = E(Mg(Asyn — As) | Zs)
et comme le terme M (Aqp — As) est positif on peut intervertir 'espérance et l'intégrale :

%IE (/OtIE (My(Agin — Ay) | T) ds) = %E (/Ot M(Agn — As)ds) : (6.4)

D’apres le théoréme de Fubini-Tonelli,

1 t 1 t s+h

—/ M, (Agin — Ay)ds :—/ M, (/ dAu) ds

h 0 h 0 s
1 t+h tAu
1 / ( / Msds> qA, (6.5)
h 0 (u—h)*

ou (z)* = max(0,x).

Or pour 0 <u <t+h,

1 tA\u 1
—/ Mds < 2(t Au— (= b)) 2l < 1121 1e.
h Ju—ny+ h
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En effet
h siu>h

t/\u—(u—h)+§u—(u—h)+:{ w siu<h

et dans tous les cas t Au— (u— h)T < h.

Ainsi |+ t+h< P Msds>

(u—h)*
quand h tend vers 0 car M est borné cadlag. Donc d’aprés le théoréme de convergence
dominée dans (6.4),

([ )5 [ ).

Mais A est un processus prévisible, donc d’aprés le théoréme T27 page 105 de [25],
E (fg Mu—dAu) =E (fg MudAu) et la relation (6.3) est démontrée. O

Remarque 6.2.3 Si le processus A est continu, alors la convergence a lieu dans L' (théo-
reme T37, page 165 de [68])

1.
At =L llmhﬂoA?.

Corollaire 6.2.4 Supposons que le (P, T)-compensateur prévisible A du processus crois-
sant H® est absolument continu par rapport a la mesure de Lebesque, de dérivée notée a.
Si cette dérivée est un processus I-adapté, continu dans L*(Q,P), alors pour tout t € R* :

E(Hf, — H|T)

a(t) =" limy,_ ;

Preuve

Soit t > 0.
E (H? HS|T,

E(a(t)— ( t+hh t| t)

E (H3, — HY|T,)
a(t) — -

1

On conclut en faisant tendre h vers 0. O

A présent nous pouvons définir la notion d’intensité associée a la filtration F.
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Définition 6.2.5 La F-intensité du temps d’arrét S, si elle existe, est un processus
(P, F)-adapté positif, non identiquement nul, noté X, tel que le processus

t
tis Dy = Loy - / Lo\ (u)du
0
soit une (P, I)-martingale.

La F-intensité existe si et seulement si le (P, Z)-compensateur prévisible de H® est
absolument continu. Dans ce cas le (P, T)-compensateur prévisible de H est de la forme

t
A, :/ 1sou M\ (u)du, t > 0.
0

Si la F-intensité existe et le processus ¢t — 1g-;A\” () est continu dans L'(£2,P), alors
d’aprés le corollaire 6.2.4, pour tout t € R,

P(t<S<t+h|I,)

h )
d’ou I'intérét des économistes pour ce type d’étude. En effet V' peut représenter la valeur
des actifs d’une entreprise, S l'instant de défaut et P (t < S < ¢+ h|Z;) la probabilité
d’apparition du défaut entre t et t + h, calculée par les agents qui & chaque instant ¢
disposent de l'information Z;.

Lo X (1) =" limy, o

Deux situations seront présentées : quand S est un F-temps d’arrét et quand S n’est
pas un F-temps d’arrét.

6.2.1. Cas ou S est un F-temps d’arrét
Généralités
Si S est un F-temps d’arrét, alors F = 7 et dans la définition 6.2.5, D est une (P, F)-

martingale.

Nous reprenons les notations de [77] et nous nous plagons dans un cadre particulier,
plus précisement quand la filtration F est engendrée par un processus de Feller.

Soit. X un processus de Feller de loi initiale u, F° la filtration engendrée par X :
F) = o(X,,s < t) et F* "I'augmentation habituelle" de F°. Soit S > 0 un F*-temps
d’arrét. Nous nous intéressons aux conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence de
la F*-intensité de S.

On introduit les F*-temps d’arrét suivants :

g, — S St XS:XS— S, — S St XS#XS—
71 400 si Xg# Xg- ou S = oo, 27 ] 400 si Xg= Xg- ou S = 0.
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Les deux résultats suivants démontrés dans [77| permettent de caractériser les temps
d’arrét S; et Sy :

Théoréme 6.2.6 (théoreme de Meyer page 338 de [T7])

Soit X un processus de Feller de loi initiale p. On introduit F° la filtration engendrée par
X : F)=0(X,, s <t) et F* "augmentation habituelle” de F°. Soit S > 0 un F*-temps
d’arrét. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(1) S est un FF-temps d’arrét prévisible.

(2) X = Xg-, P'-presque strement sur {w : S(w) < co}.

Corollaire 6.2.7 (corollaire 15.2 page 338 de [77])
Un FF-temps d’arrét S est totalement inaccessible si et seulement si Xg # Xg- sur
{w:0< S(w) < oo}

Ainsi d’aprés le théoréme de Meyer 6.2.6 et le corollaire 6.2.7, le temps d’arrét S est
FH-prévisible et Sy est FF-totalement inaccessible.

Remarque 6.2.8 (1) Soit H%' le processus croissant cadlag H : t — 1g,<;. Comme S,
est un FF-temps d’arrét prévisible, alors H' est sa propre F*-projection duale prévisible.
Donc S1 n’admet pas de FH-intensité.

(2) En utilisant le théoréeme 21.10 page 352 de [T7], comme Sy est un FH-temps d’arrét
totalement inaccessible, alors sa F"-projection duale prévisible est continue.

Remarque 6.2.9 5i de plus le temps d’arrét Sy admet une FF-intensité, alors sa fonction
de répartition est dérivable. En effet si Sy admet une F'-intensité notée X\, alors la
décomposition de la (P, F*)-semimartingale H? : t — 1g,<; est

t
H? = D, +/ 1g,~ure(u)du, t > 0.
0

En prenant l’espérance
t t
PXO(SQ S t) = EXO (/ 152>u)\2(u)du) = / EXO (152>u/\2(u>) dU,
0 0

Une condition suffisante pour 'existence de la F*-intensité de S, serait une "bonne
forme" de la dérivée de sa fonction de répartition, comme dans le lemme suivant :

Lemme 6.2.10 On suppose qu’il existe un processus Ao FH-adapté, positif, markovien,
non identiquement nul. On note fo : Ry X R — Ry la fonction définie par

fQ(t,fE) - ]E’x (]-Sg>t)\2(t)) .
St pour toutt > 0 et x € R,

RS20 = | (s ) du,
0

alors le temps d’arrét Sy admet pour FF-intensité le processus \o.
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Preuve
Il suffit de montrer que le processus ¢t — 1lg,<; — fOt 1g,>uAo(u)du est une (P, F*)-
martingale.

Soit (h,t) € R%. En utilisant la propriété de Markov,
Px,(t < Sy <t+h|F}') =1g,-Px, (S <h)

h
:152>t/ Ex, (1s,>uA2(u)) du.
0

Comme le processus Ay est markovien, alors

h

h 3
152>t/ EXt (1S2>u/\2(u)) du = / EXO (152>u+t/\2(u + t) | F#) du
0 0

On conclut avec le changement de variable v — u + t et le théoréme de Fubini. O

Une conséquence de la remarque 6.2.8 et du lemme 6.2.10 est le résultat suivant :

Théoréme 6.2.11 (1) SiPx,(S; = o0) = 1 et Sy vérifie les hypothéses du lemme 6.2.10,
alors le temps d’arrét S admet une FH-intensité.
(2) Si Px,(S1 = 00) < 1, alors le F*-compensateur de S est de la forme

tl—>At: 151§t+At2

avec A? le FH-compensateur de So. Dans ce cas le temps d’arrét S n’admet pas de F*-
mntensité.

Preuve
(1) Si Px,(S; = o0) = 1, alors S = Sy Px,-presque sirement. On conclut avec le lemme
6.2.10.
(2) La clé de la preuve est de remarquer que 1g<; = 1g,<;+ 1g,<; pour tout ¢ > 0. Ensuite
le processus

t— ]—Sﬁt - 15’1§t - A?

est une F*-martingale.

Le processus t — 1lg < + A? est un processus croissant, F*-prévisible nul en 0 (il
est la somme de deux processus croissants F*-prévisibles, nuls en 0). Mais & cause de
I'indicatrice 1g,<;, ce processus n’est pas absolument continu, donc S n’admet pas de
FF-intensité. O

Dans la suite nous nous intéressons aux conditions vérifiées par la F*-intensité de S
lorsqu’elle existe.
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Lemme 6.2.12 Si le FF-temps d’arrét S admet une FF-intensité notée \*, alors pour
toutt € Ry et u e Ry

15-:Ex, [15>u)\f(u)] =Ex, [1S>u+t>\f(u +1) | Fﬂ du @ dP-presque sdrement.

Preuve

Comme S admet une F*-intensité, alors la décomposition de la (P, F*)-semimartingale
H? est

t
Hf = D, +/ 1gs N (w)du, t>0.
0
Ainsi, d’une part pour tout couple (h,t) € Ri,
t+h
Py, (t<S<t+h|F')=Ex, {/ oo N (w)du | FF
t
soit en utilisant le théoréme de Fubini Tonelli,
t+h
Py, (t<S<t+h|F)= / Ex, [LssuA" (w) | F1 du. (6.6)
t

D’autre part, en utilisant la propriété de Markov,
Py, (t < S <t+h|F) =1lssiEx, (1s<n)

h
e / Ex, [Lssu*(u)] du
0
t+h
_ / LsorEx, [Lssused (u+ )] du. (6.7)
t

Pour passer de la premiére égalité a la deuxiéme nous avons utilisé la décomposition de
H¥ et le théoréme de Fubini, puis pour la derniére égalité nous avons fait le changement
de variable u — u + t.

Ainsi pour tout couple (h,t) € R%, les deux relations (6.6) et (6.7) sont égales, d’out la
conclusion. O

. N S . ., , . ., .
Si le temps d’arrét S admet une F”-intensité et également une F*-intensité, alors il
existe une relation entre les deux, donnée par le lemme suivant.

Lemme 6.2.13 5i le temps d’arrét S admet une FH® intensité notée \ et une Fr-
intensité notée \*, alors pour tout u > 0,

]—S>u)‘(u) = 1S>UEXO (A}—(U) | ‘Ffs> :

111



Preuve
Il suffit de vérifier que le processus

t
t— lg<p — / 152, Ex, (/\f(u) | ffs> du
0

est une (P, FH*)-martingale.
Soit (h,t) € Ri, comme ftHS C F}', alors en conditionnant par F;' sous l'espérance

conditionnelle,

Px, <t <S<t+h| EHS> =Ex, |:]EXO (Lics<tsn | Fi) | EHS} :

Or Bx, (Licssern | F) =B, (" 1 (w)du | 71, don

t

t+h
Py, (t <S<t+h] FtHS) =Ex, |:EX0 ( / LA (u)du | ft“) | EHS}
t
i F HS
=Ex, lssu N (u)du | F, .
t

D’aprés le théoréme de Fubini,
S t+h S
Py, (t <S<t+h|FH ) :/ Ex, [15>u/\]:(u) | FH ]du.
t

On conditionne par ffs sous l’espérance conditionnelle et on conclut en appliquant a

nouveau le théoréme de Fubini. O

Le lemme 6.2.13 reste vrai pour toute filtration F*, non nécessairement engendrée par
un processus de Feller-Dynkin.

Un exemple : calcul de la projection duale prévisible d’'un temps d’atteinte dans
le cas d’'un processus mixte diffusion-sauts

Dans ce paragraphe nous montrons que dans le cas particulier ot V' est le processus
introduit dans la section 5.1 et S =7 =inf{t > 0:V, < b}, si 0 # 0, il n’existe pas de
FV-intensité.

Le processus Z étant de Lévy, d’aprés Pexercice 4 page 39 de [4], ¢’est un processus
de Feller. Ainsi nous pouvons appliquer les résultats démontrés auparavant. Comme pour
le cas d’un temps d’arrét quelconque S, on décompose 7 = 74 A Ty avec 7, un F"-temps
d’arrét prévisible et 5 FV-totalement inaccessible.
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Remarque 6.2.14 Le temps d’arrét 7 coincide avec un instant de saut T}, du processus
de Poisson ot n € N* est tel que 71 =T, et Y, # 0, c’est a dire

Vw dn(w) tel que To(w) = Th(w).
Proposition 6.2.15 Soit fy : R, x|b, 00[— Ry la fonction définie par
b
fa(t,x) = ak, (1T>tFy(lnv)) .
t
Alors pour tout t > 0, P,(mo < t) fo fa(u, )

Preuve

La preuve est faite en deux étapes. Nous montrons d’abord que la fonction de répartition
de 75 est dérivable en 0 & droite, ensuite qu’elle est dérivable en tout ¢ > 0.

e I-¢re étape lithOPz(;Sh) existe et est égale a CLFy(lﬂ%).

On suit le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition 5.2.1. On décompose

]P:U(TQ < h) - I[Dx(7—2 < haNh = O) +Px(7—2 < haNh = 1) +Px<7—2 < ha Nh > 2) (68)

Le premier terme du membre droite de (6.8) est nul, puisque 7, coincide avec un instant de

¢ Pa(ra<h.Ny>2) P, (N, >2)
h h

saut du processus de Poisson (remarque 6.2.14) e est majoré par

qui tend vers 0 quand A tend vers 0.
Le deuxiéme terme du membre droite de (6.8) s’écrit :

PI(TZZTbNh:1> :PI<T:T1, 3/1#0, Tl §h<T2)

= b
:P(J(T—lng > Tla ZTI + Yi S ln_; Yi 7é 0, T1 S h < Tg)
z T

h 0o
:/ ae—aa/ aS2E( > 511Y1<ln7—Z 1y17g0)d82d81
0 h

—s1 "z

h
:ae_“h/o EO[ u> 1Y1<lnf—Z 1y, 20]ds1.

fl.’

Le terme lﬂn%>81lylgln§—251 1y, est positif, majoré par 1 et converge presque stirement

vers Ly, <0 Lyi0 quand s; tend vers 0. D’aprés le théoréme de convergence dominée
llm51—>0Ex(1ﬁng >s1 1Y1§lnngsl 1Y1¢0) = Ex(lylgzng 1Y1760)-

Or z > b, donc In2 < 0 et 1y, 51y, 20 = 1y 0, d00 h = Py(7 = Ty, Nj, = 1) est une

fonction dérivable en 0 de dérivée aFy (lng) )

e 2¢me étape La fonction ¢ — P,(m < t) est dérivable en tout ¢ > 0 de dérivée
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aE, <1T>tFy(lnv%)).

Comme dans la preuve du théoréme 5.2.5, on décompose

]P)x(t<7'2§t+h) :Pm<t<7'2§t+h, Nt+h—Nt:0>+Px(t<TQSt+h, Nt+h_Nt:1)

+Pm<t < Ty S t+ h, Nt+h — Nt 2 2) (69)

Le premier terme du membre droite de (6.9) est nul puisque 75 coincide avec un instant
IP) (t<7'2<t+h Niyn—Ni>2)

de saut du processus de Poisson et limy_g = 0. En utilisant la
propriété de Markov, le deuxiéme terme du membre dr01te de (6.9) s’écrit

]P)x(t <1 <t+h, Nt+h — N; = 1) = ]E:c(17'2>t]P)Vt(T2 <h, N, = 1))

Py, (ra<h, N,=1)

D’aprés la premiére étape ————— converge vers aEy,(1y,;,» ) et est majoré par
Py, (N,=1 . PN o .

% = ae~® < a. On peut appliquer le théoréme de convergence dominée, d’oi le
résultat. O

Ainsi, les hypothéses du lemme 6.2.10 sont vérifiées. Nous avons le résultat suivant :
Proposition 6.2.16 Le temps d’arrét 7 admet 1T2>taFy(ln%) pour FV -intensité.
Une conséquence du théoréeme 6.2.11 est la proposition suivante :

Proposition 6.2.17 La Fv-projection duale prévisible du processus (H] = 1,<;, t > 0)
est égale a 1, < + fo Tz>uaFy(ln )du t > 0. De plus 7 n’admet pas de FV -intensité.

Remarque 6.2.18 S5i m = o = 0, alors 7 coincide avec un instant de saut de N et il
admet une FV -intensité égale

V b

AN (t) =aFy(In—), t > 0.
74

Dans ce cas, en utilisant d’abord la propriété de Markov et ensuite la dérivée en 0 de la
fonction de répartition de T (voir premiére étape de la preuve de la proposition 6.2.15),
on a
Py, (1t < h)

P(t<7<t+hlF/ : b
( h 7 ) = 1T>tllth0VT_ = 1T>taFY(an> = 1T>t)‘v<t)'
t

limp_o

Cette éqgalité permet de donner une interprétation économique ¢ \V. Supposons que, a
chaque instant t, les actionnaires d’une entreprise sont complétement informés sur la
valeur des actifs de la firme décrite par ["intermédiaire du processus V' et que T est l’instant
de défaut de entreprise. Les actionnaires calculent la probabilité d’apparition du défaut
en fonction de linformation dont ils disposent ; ainsi pour un instant Ah assez petit, la
probabilité d’apparition du défaut entre t et t + Ah est de Uordre de 1,54 \Y (1) Ah.
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D’aprés la proposition 6.2.17, la FV-projection duale prévisible du processus H™ est
égaled A, =1, <+ fOt 172>uaFy(ani)du, t > 0. En utilisant la proposition 6.2.2, A peut
étre approché par des processus croissants construits explicitement a partir de H7™ :

Corollaire 6.2.19 Pour tout t € R, on a, au sens de la topologie faible o(L', L) :

t b 1 t
1< +/ 172>uaFy(lnv)du = limhﬂoﬁ/ 1P (7 < s+ hlFY, 7> s)ds.
0 0

u

6.2.2. Un cas ot S n’est pas un F-temps d’arrét

Un cas intéressant ott S n’est pas un F-temps d’arrét est celui quand S = 7 et la
filtration F est engendrée par une information bruitée.

Dans la suite nous plagons dans le cas particulier ou V' est le processus introduit dans
la section 5.1, S = 7 = inf{t > 0: V; < b} et la filtration F (notée désormais F%) est
engendrée par un processus continu () de la forme

t
Qt:/ h(‘/s)dS‘i‘Bt, tZO
0

avec h : Ry — R une fonction borélienne et (B, ¢ > 0) un mouvement brownien indé-
pendant de (W;, t > 0), (N, t > 0), (Y;, ¢ € N*). Dans ce cas 7 n’est pas un F temps
d’arrét. La filtration Z est ici Z = FQ v FH,

Ce modéle s’inspire du modéle de Duffie et Lando [27] ou le processus V' est un mou-
vement brownien géométrique et la filtration F est de la forme

ft = U({Qtu "'7Qtn;t1 <. < tn S t})

ou @Q;, = In ‘%) + Ui, i € N" et (U;, i € N) est une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi gaussienne centrée réduite.

L’observation est de la forme ¢; = V,+U; avec U un bruit blanc. Comme il est équivalent
d’observer o(gs, s <) ou a(fos qudu, s < t), on considére plutot que le processus observé
est (Q, t > 0),

t
Q. =/ Vids + B,
0

ou (B, t > 0) est un mouvement brownien indépendant de (V;, ¢ > 0).

Il s’agit d’un probléme de filtrage et nous allons opérer par un changement de probabilité
comme cela est habituel dans le cas du filtrage. C’est pourquoi nous prenons h une fonction
borélienne bornée (au lieu de h I'identité).

Nous construisons d’abord un espace de probabilité filtré, produit des espaces associés
aux deux mouvements browniens W, @ et au processus de Poisson composé (N,Y;). Cet
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espace est muni d’une mesure de probabilité P dite de référence. Sur cet espace nous
considérons les processus () et V' solutions d’un systéme stochastique différentiel. La
probabilité "réelle" P est construite de facon absolument continue par rapport a P°; afin
que, les processus @) et V' vérifient sous P le systéme suivant :

{ V}/ =x + (m —+ %2) fot VS—CZS + O’f(;f VS—dWS + fg fR(ey - 1)‘/:9—N(d57d3/> (6 10)

Qi = [i h(Vi)ds + By, t € Ry

ol N est la mesure aléatoire associée aux sauts de V.

Soit (029, F, (F2)iz0, P?) (respectivement (Y, FV (FWV),=0,P")) un espace mesuré

sur lequel nous considérons @ (respectivement W) un mouvement brownien sur R. L’es-
pace (QN, FN (FN)i=0,PY) est un espace mesuré sur lequel (V;, i € N*) est une suite de
variable aléatoires indépendantes de fonction de répartition Fy et N est une une mesure
aléatoire de Poisson d’intensité II(dt, A) = a [, Fy(dy)dt avec a une constante positive.

Nous définissons :
Q=0°x Q¥ xQVN,  FOWN = F@ x FW x FN
PP=P?ePV PV, FMV=rleorlVeF, teR,.

Sous P°, nous considérons le systéme d’équations différentielles stochastiques suivant :

{ Vi=z+(m+%) [y Veds+o [; Vi dWe+ [ [r(e? — 1)V N(ds, dy) (6.11)

Qi =0Q, teR,.

Remarque 6.2.20 D’apres la construction ci-dessus
i) (W, Q) est un (P, FOWN)mouvement brownien sur R?,
it) N est une mesure ponctuelle de (P, FWN)-intensité T1(dt, A) = a [, Fy(dy)dt.

Nous supposons que la fonction h vérifie I'hypothése suivante :
Hypothése 6.2.21 E”(efoT h2(VS)dS> < oo pour tout T > 0.

L’hypothése 6.2.21 est vérifiée, par exemple, dés que h est une fonction bornée.

Cette hypothése assure l'existence de la dérivée de Radon Nykodim a horizon fini de
la probabilité réelle IP par rapport a la probabilité de référence P°. En fait pour que la
dérivée de Radon Nykodim existe, il suffit d’imposer E° (e%foT W2(Va)ds ) < o0, mais I’hy-
pothése 6.2.21 servira plus tard pour la construction des martingales de carré localement
intégrable.

Nous construisons la probabilité P sous laquelle (V, @) suit le modéle (6.10). Nous
définissons :

t 1 t
L= exp ( | v~ [ h?(m)ds), teR,.
0 0
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Pour tout T' > 0, le processus (Liar, t € Ry) est une (P°, F@"WN)martingale unifor-
mément intégrable. Nous fixons 7.

Le processus (L, t € [0, T]) satisfait 1’équation différentielle stochastique suivante
t
L= 1+/ h(V,)LdQ,, t € [0, T]
0
et L est 'exponentielle de Doléans du processus (f(;5 h(Vs)dQs, t € [0, TY).

Définition 6.2.22 Soit la probabilité P définie sur ]-"IQ’W’N par :

dP
=

En fait ici P ~ P°. Dans la suite nous ne préciserons pas si les calculs sont faits P ou
P -presque strement car les deux mesures sont équivalentes.

D’aprés le théoréme de Girsanov, nous obtenons que (W, B) est un (P, FOW:N).
mouvement brownien sur R? et N est une (P, F@":N)-mesure aléatoire de Poisson.

Nous rappelons qu’au temps d’arrét 7 est associé le processus t — H™ = 1, et FA la
filtration complétée cad, engendrée par ce procesus. Soit ftQ’H = ftQ @ FH" te|o, T).
Une conséquence de la définition 6.2.22 est :

dP T
W |.7‘—tQ’HT: EO(LT|‘F;5Q’H )7 te [Oa T]

Remarque 6.2.23 FEn conditionnant par ﬁV’Q sous l’espérance on remarque que

E(LrlFE") = E(E(Lr| 7 ) FE) = B(LIFE™)

Par construction le processus (E (Lo|FETY, t e o, T]) est une (P, FOH ) -martingale
uniformément intégrable. Sous l'hypothése 6.2.21, cette martingale est de carré localement

intégrable.

Quelle que soit la probabilité (IP ou IP*) et quelle que soit la filtration (F@H ou F77),
HT7 est un processus croissant, donc une sous-martingale et par conséquence une semimar-
tingale. Nous nous proposons de déterminer sa P°-décomposition, puis sa P-décomposition.

Proposition 6.2.24 Sous ['hypothése 5.1.1, le processus t — H] = l.<ar esl une
(P, FOH ) _semimartingale de décomposition

AT
t— Lrcpr = Dipr + / Loy Ar(u)du
0

ot D pr une (P°, F@H)-martingale et \. la fonction définie par

A (u) = fr(u, z)

= R,.
1—F(u,x)’ wE R
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Preuve
Le processus t +— H] = 1,<;a7 est une (P°, FH")-sousmartingale, donc une (P°, F77)-
semimartingale (d’aprés le théoréme 2.18 page 32 de [37]). D’aprés le théoréme de décom-
position de Doob,
H =D+ A

ot D est une (P°, F7")-martingale et A un processus croissant, (P, FH")-prévisible et
Ag = 0. De plus cette décomposition est unique.

Comme sous P°, Q est indépendant de H™, alors H7 est aussi une (P, F@")-semimartingale,
D une (P, F@H )-martingale et A un processus croissant, (P°, F@H")-prévisible et
Ay = 0. En fait la (P°, F7")-décomposition et la (P°, F@H")-décomposition du processus
HT™ coincident.

La (P, FH")-intensité \, existe d’aprés la proposition 6.1.8. La loi de 7 sous P étant
égale a la loi de 7 sous P°, A, est aussi la (P°, F¥")-intensité. En utilisant I'indépendance
de H™ et Q sous P, le processus t — 1,<jnr — JAT 1w\ (u)du est une (P°, FOH).
martingale.

Le processus t — JAT 1rouy(u)du est (P°, F@H)-adapté. Cest un processus continu,

donc (P°, F@H")-prévisible et nul en 0. Ainsi la (P°, F@H")-décomposition de la semi-
martingale ¢ — H] = 1<z est

AT
t = Liciar = Diar + / 150 A (u)du
0

oit D une (P°, F<H)-martingale. O

Pour trouver la P-décomposition de la semimartingale H™ on utilise les deux résultats
suivants démontrés dans [38].

Théoréme 6.2.25 (théoréme 3.11 page 168 de [38])

Soit P <<¢ P et Z le processus densité. Si M est une P -martingale locale vérifiant les
deuzr conditions suivantes :

(1)My =0,

(2) [M, Z] est & variation P -localement intégrable,

alors le processus

1
M=M-—<MZ>

est P-presque sdrement bien défini et il est une P-martingale locale.

Lemme 6.2.26 (lemme 3.14 page 169 de [38])
Soit Z et M deuz P -martingales locales telles que |[AM| < a avec a une constante. Alors
[M, Z] est a variation P *-localement intégrable.
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Proposition 6.2.27 Sous les hypotheses 5.1.1 et 6.2.21, le processus t — H] = l.<iar
est une (P, FOH ) -semimartingale de décomposition

t— lrcinr = D;/\T + A:t/\T

ol

AT 1
D\ =Dy —
AT NT /0 (E o(L |.FQ’HT))3
1

AT AT
Alr :/ LrsuAr(u)du +/ E(L | FOr)) d < D, E(LJF") >, est un processus
0 0 Y s~

d < D,E(LyFOH") >, est une (P, FOHU )-martingale et

(P, FeH ) _prévisible croissant, nul en 0.

Preuve
Le processus H™ étant une (P°, F9H")-semimartingale, c’est une (P, F<")-semimartingale
puisque [P et P° sont équivalentes.

La martingale D a un seul saut de taille égale a 1 ; d’aprés le lemme 6.2.26, [D, E*( Ly | F@H7))
est & variation P"-localement intégrable. Ainsi on peut appliquer le théoréme 6.2.25 et

t — Diar — OMT (EO(LT|];Q«HT))S_ d < D,E(Lp|FOH") >, est une (P, FH")-martingale.

Ainsi la décomposition de la (P, F@H")-sous-martingale H™ est H™ = D' + A’ avec

AT
1
D! =D — d < D.E(Lp|FeH t
int =Dinr /0 (Lo FO)). < D,E(Lp|F=" ) >5 e
, tAT tAT 1 QHT
— lTu/\TudtH—/ i —d < D,E(Lp|FOH) >, ¢t>0.
/ et [ (Ll FOHT)

D’aprés la remarque 6.2.23, pour tout t < T, B (Ly|F&M") = (L F2M), ainsi on
retrouve la forme de D’ (respectivement A’) de 1’énoncé de la proposition.

Le processus A’ est nul en 0, croissant, continu et (P, F@H")-adapté, donc prévisible.
On conclut avec I'unicité de la décomposition de Doob. O

Le lemme suivant est un outil qui permet de simplifier la (P, F%")-décomposition de
la semimartingale H".

Lemme 6.2.28 Sous [’hypothése 6.2.21,

1) Pour tout FOH -temps d’arrét S tel que S < T presque sirement, le crochet
< D,E(Lp|FOH") >5 est nul sous P,

2) D ar est une (P, FOH ) -martingale.
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Preuve

Les processus (E'(Lr|F2), ¢ € [0, T)) et (D, t € [0, 7)) sont des (B, FOI).
martingales de carré localement intégrable (en fait D est une (P°, FH")-martingale,
mais d’aprés I'indépendance des processus H™ et @) sous P°, ¢’est aussi une (P, .FQ’HT)-
martingale).

Par définition du crochet (théoréme 4.2 page 38 de [38|), < D,E*(Ly|F@H") > est le
processus F@H _prévisible, a variation bornée, nul en 0 tel que le processus

(Dt]E"(LT]}"tQ’HT)— < D,E(Lp|FOH) >, t e[, T])

soit une (P°, F@H")-martingale nulle en 0. Ainsi pour tout F@# -temps d’arrét S tel que
S<T:

E <DSIE°(LT|}"§?’HT)> — E(< D, E(Ly|FOH) >).

. , . . T
En enlevant le conditionnement sous I'espérance et ensuite en conditionnant par F&" on
obtient :

E (DsE (LrlF§"")) = B (DsLy) = E (DE (Lr|F")
Or d’aprés le corollaire 6.1.9, D est aussi une (P, F7")-martingale. Ainsi en utilisant

la proposition 3.8 page 168 de [38], DE(Lp|F"") est une (P°, FH )-martingale. La
martingale D étant nulle en 0

E" (DsE'(Lr|FE7)) =0 dot E(< D,E(Ly|F4"") >5) = 0 pour tout S < 7.

En utilisant le lemme 1.44 page 11 de [38], le processus (< D,E°(Lyp|F1Q) >, t €
[0, T]) est aussi une (P, F@H")-martingale, donc il est nul sous P°. Par conséquent, le

processus (Dt]E°(LT|ftQ’HT), te|o, T]) est une (P, F@H")-martingale. En utilisant la

proposition 3.8 page 168 de [38], nous en déduisons que (D;, t > 0) est une (P, F&H")-
martingale. O

Le lemme 6.2.28 et de la proposition 6.2.27 montrent I'identité de deux décomposition
sous P et P° :

Proposition 6.2.29 Sous les hypotheéses 5.1.1 et 6.2.21, la (P, FQH")-décomposition de
la semimartingale t — 1, <;a7 est

tAT
t— ]-Tgt/\T = Dt/\T + / 17>u/\7(u)du'
0

Donc le processus D est une (P, F@H")-martingale locale.
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Preuve

D’aprés le lemme 6.2.28, le processus D r est une (P, F@H")-martingale. De plus le

OMT 1~ )\ (u)du est un processus croissant, nul en 0, F@H _adapté et

continu, donc F@H _prévisible . Ainsi, la (P, F@H")-décomposition de la semimartingale
HT7 est

processus ¢ — |

tAT
t— 1T§t/\T = Dt/\T + / 1T>u>\r(u>du-
0

De plus cette décomposition est unique; le processus

tAT 1 O.H
tH/ . ———d < D,E (L F@H) >,
o (E(L|FH))s-
de la proposition 6.2.27 est, par conséquent, nul. O

Soit 7' > 0. On introduit Ay I'ensemble des F@H _temps d’arrét S vérifiant
P(S < T) = 1. D’aprés 'exercice 5.19 page 36 de [44], pour montrer que D est une
"yraie" (P, FH)-martingale, il suffit de vérifier qu’elle est de classe DL (c’est a dire
que 'ensemble des variables aléatoires Dg, S € Ar est uniformément intégrable pour tout
0<T < o0).

Proposition 6.2.30 Sous les hypothése 5.1.1 et 6.2.21, le processus
tes D=1, — [o Lsu A (u)du est une (B, FOH)-martingale.

Preuve
Soit 0 <T <00, S€Aretb<u.

frlwz)

S
D < 17' ]‘T us =N\
Dl < [Lresl + | | 1 Tt

Les deux indicatrices sont majorées par 1 et 'intégrant du deuxiéme terme est positif.

S

fr(u, @)
Dg| <1 ———————du.
[Ds| < +/0 1 — Fr(u,x) "

La fonction f.(.,x) est la dérivée en u de la fonction de répartition de 7.

° u, o "(u, x
/0 1 fTéT’(u’)x)du = /0 %du = —In(l1 - F(S,2)) < =in(l — F.(T,x))

car la fonction ¢t — F.(t,z) est croissante.

D’aprés la proposition 6.1.8, 1—F(T',z) > 0 pour tout 7" > 0 et le terme —In(1—F, (T, z))
est fini. Ainsi pour tout S € Ar, |Dg| <1 —In(l — F.(T,z)) et D est de classe DL. On
conclut avec Pexercice 5.19 page 36 de [44]. O

En utilisant la proposition 6.2.30, on peut conclure avec le résultat suivant :
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Proposition 6.2.31 Sous Uhypothése 5.1.1, si la fonction h vérifie Uhypothése 6.2.21 (en
particulier si h est une fonction bornée), alors T admet pour (P, F?)-intensité la fonction
déterministe A\, définie par

B f-(t, )
Ar(t) = T—F.(t,2) t >0,

ot F, est la fonction de répartition de T et f, sa dérivée obtenue dans le théoréme 5.2.5.

Nous pouvons généraliser ce résultat au cas ou la fonction A est & croissance au plus
linéaire. Dans ce cas, 7 admet aussi une (P, F%) intensité.

Proposition 6.2.32 Sous l’hypothése 5.1.1, supposons qu’il existe a > 1 tel que
E(e®Y) < +oo. Supposons de plus que la fonction h : R, — R est a croissance au plus
linéaire :

3C > 0 tel que |h(z)| < C(1+x), z € R,.

Alors 7 admet pour (P, F9)-intensité la fonction déterministe \, définie par

f-(t,2) t>0.

A (t) = TR =

La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.2.33 Supposons qu’il existe o > 1 tel que E(e®¥) < +00. A n € N, on associe
la fonction h, : Ry — R définie par h,(.) = h(. An) et le processus Q,, défini par

t
Qn(t)z/o ho(Vi)ds + By, t>0.

La suite Q,, converge dans L'(Q x [0,T),P, ® ds) vers Q pour tout T > 0. De plus, la
convergence a lieu aussi presque sdrement au sens des marginales fini-dimensionnelles de
la suite extraite Qup avec p(a —1) > 1, p € N.

Preuve
D’apres les définitions de @), et @), pour tout ¢ > 0,

Qult) — Q(t) = /O (h(n) = h(V})) Ly, snds.
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En utilisant ’hypothése de croissance au plus linéaire de la fonction h, l'inégalité de
Holder, puis I'inégalité de Markov, nous obtenons

E, (/0T|Qn(t) |dt) <0/ / (24 1+ Vo) 1y.on)dsdt

—c / / (2 +n)Po(Vs > 1) + B, (Vi) dsdt
c /0 '
c /0 '

E, (V) = 2%% @ on  h(v) = mv +

s

E, ( /0 L ou) —Q(t)]dt) <C / / [ 2+ n)z nﬁal} V)3 st

=Cz” 5(2—)2”?/0 (ew() — 1) dt.

IA

2+n (Vs > n) + Ep(VO)aP,(V, > n) s ]dsdt

A

o\o\

2 1
{Jr” L (V) + W]Ex(\/;"‘)} dsd.

21)2

+ alE (e”Y - 1) )

Ainsi

La convergence L' s’en déduit facilement en faisant tendre n vers infini. En choisissant
p(a — 1) > 1 et en utilisant le lemme de Borel Cantelli, nous obtenons que pour tout
[ € N*, tout l-uplet (t1,...t;), la suite extraite (Qu»(t1), ..., Qnr(t;)) converge presque sire-
ment vers (Q(t1), ..., Q(t;)). O

Preuve de la proposition 6.2.32
Il suffit de vérifier que le processus D défini par

t
Dt = 17‘§t — / 17—>u)\7—(u)du, t Z 0
0

est une (P, F@H")-martingale.

Nous rappelons que FS’HT = Nyor FOvV J’-"HS pour tout t > 0, F9 est la filtration

engendrée par le processus ) de la forme ); = fo Vi)ds + By avec h une fonction a
croissance au plus linéaire.

Soit s >t > 0,1 € N*, un (I + 1)-uplet (to,t1,...t;) de [0,t] et & : R" — R une fonction
mesurable bornée. En utilisant le théoréme de convergence dominée et le lemme 6.2.33 :

E(Dy® Q1) Q(t1)) Trsy) = lim E(Dy® (Quo(tr), -, Quo(t) Lrsty).
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D’aprés la proposition 6.2.30, D est une (P, F9»#") martingale pour tout n et p :

E (DS(I) (Q(t1>7 3 Q(tl)) ]-TSto) = JLIIC}OE (th) (an(t1)7 R an(tl)) ]-TSto) :

En utilisant a nouveau le théoréme de convergence dominée,
E(Ds® (Q(t1), - Q(tr)) 1r<ty) = E(De® (Q(t1), ., Q(t1)) 1r<ty) -

Les variables aléatoires de la forme ®(Q(ty), ..., Q(t;))1,<t,, avec I € N*  un (I 1)-uplet
(to, t1,...t;) de [0,¢] et & : R" — R une fonction mesurable bornée, engendrent la tribu
EQ’HT ; donc

E(DJF) = D,

c’est a dire D est une (P, F@H")-martingale. O
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Author : Diana DOROBANTU
Title : Modeling Default Risk

Abstract : In the first part of this thesis, we study some optimal stopping time pro-
blems of the form :

suprea >0y [9(V7)] or suprea 0K, [efrTg(Vr)} ) (6.12)

where V' is a stochastic process, g and g two Borelian functions, » > 0 and A is the set of
FV-stopping times (F" being the filtration generated by the process V). These problems
can be applied in Finance, Economy or Medicine.

In the first part of this thesis we show that sometimes the smallest optimal stopping
time of (6.12) is a hitting time. That’s why, in the second part we study the hitting
time law of a Lévy jump process. Some applications to finance are given : we compute the
intensity of this stopping time associated with some filtration F. Two cases are presented :
when the stopping time is a F-stopping time and when it is not.

Keywords : default risk, optimal stopping, Lévy processes, Feller processes, hitting
time, intensity.
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