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IntrodutionLe sujet de e travail est la simulation numérique d'éoulements �uide/partiulesdenses. Nous nous onentrons sur les interations hydrodynamiques à ourtes portéesdans de tels systèmes et proposons un modèle ainsi qu'un algorithme permettant de lesprendre en ompte numériquement. Nous proposons également un modèle marosopiqueontinu qui les modélise en dimension 1.Eoulements �uide/partiules :propriétés marosopiques et simulation numérique.Dans la nature, les boues, les éoulements de lave ou enore les globules rouges dans lesang sont des systèmes formés de partiules solides en suspension dans un �uide visqueux(en admettant en première approximation que les globules rouges soient solides). De telssystèmes se retrouvent également dans le monde industriel, omme par exemple dans lebéton, la pâte à papier ou ertains �uides agroalimentaires.Ils présentent une variété remarquable de omportements rhéologiques1, dont l'étudea fait l'objet de nombreuses reherhes, pro�tant de ontributions venant de di�érentsdomaines tels que l'ingénierie, la himie, la physique ou les mathématiques. Le problèmede base onsiste à prédire les propriétés marosopiques de transport de es suspensions�visosité, vitesse de sédimentation� à partir des mirostrutures, 'est-à-dire à partir desinterations entre les partiules et de leur distribution spatiale.La plupart des études théoriques dans e domaine sont limitées au as de suspensiondiluées à nombre de Reynolds nul. Ces études ont ommené ave les travaux d'Ein-stein [28, 1906℄ sur la visosité apparente d'une suspension diluée de sphères rigides dansun �uide de Stokes. Sa formule donne l'in�uene de la présene de partiules sur la vis-osité globale de la suspension pour de faibles frations solides volumiques. Dans e as,les interations à longue portée entre les partiules peuvent être négligées et les e�etsdes partiules isolées et des paires de partiules dominent dans le omportement globaldu système. Cela permet de déterminer le omportement marosopique de es systèmesgrâe à des développements asymptotiques à faible densité ou à faible fration solide volu-mique. Malheureusement, l'aord de tels résultats ave les données expérimentales n'estgénéralement obtenu que jusqu'à des frations solides de l'ordre de quelques pour ent.Etendre l'analyse du as dilué à des onentrations plus importantes est un problèmedi�ile. En e�et, à forte densité, haque partiule agit, de prohe en prohe, sur le om-1La rhéologie est l'ensemble des phénomènes onditionnant l'éoulement et la déformation de la ma-tière. 1



Introdutionportement de toutes les autres et la méthode employée dans le as dilué n'est don plusvalable. Le omportement marosopique de es sytèmes ne dépend plus uniquement dela fration solide volumique mais de la on�guration mirosopique de la solution (parexemple de la présene ou non d'amas de partiules) et il est don suseptible d'évoluerdans le temps. Deux problèmes majeurs se posent alors :� La modélisation et la prise en ompte de manière globale des interations multi-partiules et plus partiulièrement des interations hydrodynamiques,� la détermination de la on�guration spatiale des partiules. Dans le as dense, laon�guration mirosopique du système est une inonnue du problème qui évolueau ours du temps.La simulation numérique s'avère être un outil puissant pour étudier les omportementsmirosopique et marosopique de es suspensions denses. Au niveau mirosopique,la résolution de l'éoulement �uide ainsi que l'intégration de la loi de Newton sur lespartiules donnent la on�guration spatiale du système. Les propriétés marosopiquespeuvent alors être alulées à partir de la mirostruture obtenue et de l'état du �uideenvironnant. Dans les années 80, Bossis et Brady ont développé une méthode numérique,appelée Stokesian Dynamis, qui permet la simulation dynamique de partiules sphériquesdans un �uide de Stokes dans des onditions d'éoulement et de géométrie partiulières(voir [13, 27, 41℄). Cette méthode est basée sur une hypothèse d'additivité des foreshydrodynamiques et fait appel à des développements asymptotiques de es fores à ourteet longue portée. Elle a été utilisée dans [14℄ par ses onepteurs a�n d'étudier la rhéologiede suspensions onentrées de sphères, en isaillement en milieu in�ni.La simulation numérique et l'étude du omportement marosopique des systèmesmulti-partiules plus généraux font appel à des méthodes dites de simulation direte. Parela, on entend résolution des équations de Stokes ou Navier-Stokes dans le domaine �uideouplées ave le Prinipe Fondamental de la Dynamique sur les partiules, sans autremodélisation ou approximation (autre que elles liées à la disrétisation). Ce type desimulation a motivé de nombreuses reherhes es dix dernières années (voir setion 1.1.2,page 15). Dans [56℄, nous utilisons une telle méthode a�n d'étudier le omportementde mélanges dont les partiules interagissent à travers une fore d'attration, dans unéoulement de isaillement entre deux plans in�nis. Nous étudions l'évolution en tempsde la visosité apparente de tels systèmes. Nous observons que, même dans le as d'unéoulement �uide linéaire de type Stokes, on observe un omportement global fortementnon linéaire. Cette étude permet de véri�er que la visosité apparente dans une tellesituation est dépendante de la on�guration spatiale mirosopique. En e�et, elle peutroître ou diminuer selon la forme et la position des amas de partiules. Elle dépendégalement très sensiblement, pour des populations denses, des distanes interpartiulaires.Importane d'une bonne gestion des interations rapprohées.Une partiule prohe et en mouvement relatif par rapport à un objet rigide (un murou une autre partiule) est soumise à une fore hydrodynamique qui tend à pénaliser lemouvement relatif des deux objets. Il s'agit de la fore de lubri�ation qui est due à lapersistane de �uide interstitiel entre les deux surfaes prohes. Cette fore est singulièreet se omporte, dans un �uide de Stokes, omme l'inverse de la distane interpartiulaire2



quand elle-i tend vers zéro. Elle est su�sante pour éviter les ollisions de partiuleset est don partiulièrement importante dans le as de systèmes denses ou en présened'obstales. Dans de tels as, elle joue en e�et un r�le prépondérant dans le omportementmarosopique du système. Lors de la simulation numérique de solution denses, il apparaîtdon indispensable de la prendre en ompte orretement.Or, lors de simulations telles que elles que nous e�etuons dans [56℄, la disrétisationdu problème en espae rend di�ile la résolution préise de l'éoulement �uide entre lespartiules prohes. Bien entendu, il est possible de ra�ner le maillage dans es zones defortes ontraintes mais ela peut devenir très oûteux dans le as de systèmes denses. Leserreurs ainsi ommises provoquent des ontats et même des hevauhements de partiulesqui ne sont évidemment pas physiques et qui peuvent stopper prématurément les aluls.Des raisons de modélisation physique et de robustesse numérique imposent don la miseen plae de méthodes permettant de gérer e�aement es ontats. De nombreux auteursutilisent par exemple des fores répulsives à ourte portée ou des modèles de ollisionsinélastiques (voir setion 3.1, page 66). Dans [56℄, nous utilisons une méthode globale degestion des ontats, orrespondant à un modèle de ollision inélastique. Ces tehniquespermettent de résoudre numériquement le problème mais ne prennent pas en ompte laphysique sous-jaente des fores de lubri�ation dont on a déjà noté l'importane.Ainsi, ertains auteurs ont été amenés à ajouter aux simulations numériques diretesla prise en ompte des fores de lubri�ation (voir setion 4.1.2, page 4.1.2). Le problèmedes erreurs d'estimation des fores de lubri�ation dues à la disrétisation en espae estalors résolu et, en prinipe, les fores alulées sont su�santes pour éviter les ollisions departiules. Cependant, la fore de lubri�ation étant singulière aux petites distanes, on estamené à résoudre numériquement des systèmes très raides. L'existene de faibles distanesinterpartiulaires néessite alors l'utilisation de pas de temps très petits pour éviter lesontats. Ainsi, la physique du problème est mieux respetée et les petites distanes sontpénalisées mais, en l'absene d'un pas de temps su�samment petit, des hevauhementsde partiules, bien que moins fréquents, peuvent à nouveau apparaître, suite aux erreursde disrétisation en temps. En pratique, a�n d'éviter une diminution trop oûteuse du pasde temps, il est à nouveau néessaire, dans les as de forte densité partiulaire, de gérer leproblème des ontats numériques. Noter que e problème étant dû à la disrétisation entemps, il apparaît également dans les simulations de type Stokesian Dynamis bien queles fores de lubri�ation y soient prises en ompte à ourte portée.Présentation du travail e�etué.Dans e travail, nous nous plaçons dans le adre de la simulation direte d'éoulements�uide/partiules. L'objetif est d'étudier les fores de lubri�ation a�n de dérire uneméthode permettant de gérer les ontats numériques lors de telles simulations, tout enrespetant la physique sous-jaente.Pour ela, nous souhaitons d'abord disposer d'un outil de simulation d'éoulement�uide/partiules, simple d'utilisation, permettant d'e�eter des tests. La première partiede e doument est onsarée à et objetif. Dans un premier hapitre, nous présentonsla méthode numérique hoisie. La ontrainte de mouvement rigide est imposée dans une3



Introdutionpartie du domaine par une méthode de pénalisation. Bien que le domaine oupé parle �uide varie dans le temps, e type de méthode permet d'utiliser un unique maillageartésien du domaine global (�uide+solide), indépendant du temps. Cei, assoié à unedisrétisation en temps par la méthode des aratéristiques, permet de se ramener à haquepas de temps, à la résolution d'une formulation variationnelle de type Stokes généralisé.L'algorithme ainsi obtenu permet d'e�etuer des simulations ave ou sans inertie et deprendre en ompte des partiules de forme quelonque. Il peut être programmé grâe àtout solveur �uide Stokes ou Navier-Stokes. Dans le seond hapitre, nous donnons desexemples d'utilisation de et algorithme. Nous montrons à travers trois problèmes, que leode implanté permet de gérer des situations variées et omplexes, présentant de nouvellesontraintes (solide �xé en un point lors de la simulation d'une valve ardiaque, haîne departiules et volume onstant dans le as de simulations de vésiules, as 3D axisymétriquepour l'étude d'un nageur).Dans la seonde partie, nous nous onentrons sur la gestion des interations rap-prohées. Dans le hapitre 3, nous présentons une manière e�ae de gérer de façonglobale les ontats, en les modélisant par des ollisions inélastiques. L'algorithme estbasé sur une projetion, à haque instant, des vitesses des partiules alulées par unsolveur �uide/partiule quelonque (provoquant éventuellement des ontats numériques)sur un espae dit de vitesses admissibles. Cet espae est elui des vitesses pour lesquelles,à l'instant suivant, il n'y a pas hevauhement des partiules. Dans le hapitre suivant,nous nous onentrons sur l'étude de la fore de lubri�ation dans le as d'une partiulesphérique située près d'un plan. Après avoir présenté un état des onnaissanes sur ettesituation, nous dérivons un modèle de �ontat visqueux�. Dans e modèle, ontrairementau as inélastique, la partiule garde en mémoire les e�ets des fores qui s'exerent sur elledurant le ontat. Cet e�et mémoire est dû à la persistane d'une ouhe de �uide dansl'interstie entre la partiule et le plan. Nous proposons ensuite un algorithme permettantde simuler de tels systèmes et montrons sa onvergene. Il présente l'avantage de prendreen ompte les fores de lubri�ation tout en empêhant, par onstrution, les hevauhe-ments. Dans un dernier hapitre, nous montrons omment il peut être généralisé au asmulti-partiules en se basant sur la méthode de gestion des ontats dérite en début departie. L'algorithme �nal, programmé selon une méthode orientée objet, permet de simu-ler numériquement, de manière e�ae, des olletions de partiules visqueuses. Le odeobtenu est évolutif et sera ouplé par la suite à des odes de simulation �uide/partiules,a�n d'intégrer à es derniers une méthode de gestion des ontats prenant en ompte lesfores de lubri�ation.Dans une dernière partie, nous nous sommes intéressés à une autre manière d'obtenirde l'information sur le omportement marosopique de systèmes denses. Cette méthodeonsiste à représenter le système par un milieu ontinu. Dans le hapitre 6, on onsidèreun boulier de partiules plongé dans un �uide visqueux. Il est modélisé par une haîne departiules, deux partiules suessives agissant l'une sur l'autre au travers de la fore delubri�ation. En faisant tendre le nombre de partiules vers l'in�ni, on obtient un modèleontinu formé d'un système de deux équations aux dérivées partielles. La première estune équation de transport. La seonde est une équation onstitutive de type Newtoniendont la visosité est in�nie dans les zones solides.4



L'ensemble de la thèse a été rédigé en dimension deux. La théorie de la méthodede pénalisation, présentée dans le hapitre 1, se généralise immédiatement au as dela dimension trois, et de premiers tests numériques satisfaisants ont été e�etués aveFreeFem 3D [34℄. Le modèle de �ontat visqueux� normal est quant à lui un modèle 3Dque l'on utilise en dimension deux pour des raisons de visualisation. Il reste à adapter lapartie tangentielle de e modèle à la dimension supérieure.Le travail que nous avons e�etué sur la simulation d'éoulements �uide/partiulespar la méthode de pénalisation, a donné lieu aux deux Proeedings [48℄ et [55℄. Ils or-respondent au hapitre 1 et à l'appliation à la simulation d'une valve aortique dans lehapitre 2. La méthode de gestion des ontats du hapitre 3 est dérite dans [55℄. Leurontenu ayant été intégralement repris, développé et réorganisé, es artiles ne sont pasjoints au présent doument.
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RésuméI. Simulation d'éoulements �uide/partiules, méthode de pénalisationChapitre 1 : Dans e hapitre, nous présentons une méthode pour simuler le mou-vement d'un orps rigide dans un �uide Newtonien. Nous e�etuons la disrétisationen temps en utilisant la méthode des aratéristiques et la ontrainte de mouvementrigide est relaxée en introduisant un terme de pénalisation. Cela onduit à une for-mulation variationnelle de type Stokes généralisé. Nous montrons que, quand le pa-ramètre de pénalisation tend vers zéro, on retrouve le système d'équations ouplées�uide/solide. Des tests numériques sont e�etués ave FreeFem++ a�n d'étudier lestaux de onvergene.Chapitre 2 : Dans e hapitre, nous présentons trois exemples de simulations uti-lisant la méthode de pénalisation proposée dans le hapitre préédent : simulationdu mouvement d'une valve aortique 2D (très) idéalisée, étude d'un �nageur à troissphères� et simulations numériques de vésiules en isaillement.II. Interations rapprohéesChapitre 3 : Dans e hapitre nous présentons une méthode permettant de simulere�aement des ontats inélastiques dans le as multi-partiules. Nous montronsomment l'intégrer à des simulations d'éoulements �uide/partiules pour gérer leproblème des ontats. Nous présentons en�n quelques résultats numériques.Chapitre 4 : Après avoir fait une revue des propriétés onnues de la fore de lubri-�ation, nous présentons dans e hapitre un modèle de �ontat visqueux� obtenuomme limite à visosité nulle du modèle de lubri�ation. Nous proposons ensuiteun algorithme permettant de simuler le omportement d'un tel système. Nous dé-montrons sa onvergene et expliquons omment il peut être intégré à des simula-tions �uide/partiules. Nous généralisons en�n le modèle proposé a�n de prendreen ompte la rugosité et la fore de lubri�ation tangentielle.Chapitre 5 : Dans e hapitre, nous généralisons le modèle présenté dans le hapitrepréédent au as multi-partiules. Nous proposons ensuite un algorithme permettantla simulation de tels systèmes. Il s'agit d'une extension de la méthode de gestiondes ontats dérite dans le hapitre 3. En�n, nous présentons un exemple de pro-grammation orientée objet de l'algorithme obtenu.III. Du mirosopique vers le marosopiqueChapitre 6 : On onsidère un système disret de sphères (un boulier en 1D) quiinteragissent à travers une fore de lubri�ation. On propose une équation onsti-tutive marosopique, qui est onstruite omme le pendant ontinu naturel de emodèle de lubri�ation mirosopique. Le modèle ontinu, de type Newtonien, re-pose sur une visosité linéique proportionnelle à l'inverse de la fration loale de�uide. On établit ensuite la onvergene dans un sens faible des solutions du modèledisret vers les solutions du système d'équations aux dérivées partielles omprenantl'équation marosopique onsititutive proposée et l'équation de transport.7
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AbstratI. Simulation of �uid/partile �ows, penalty methodChapter 1 : We present in this hapter a method to simulate the motion of a rigidbody in a Newtonian �uid. The time disretization is performed using the method ofharateristis and the rigid onstraint is relaxed by introduing a penalty term. Thisleads to a generalized Stokes variational formulation. It is shown that, as the penaltyparameter goes to zero, we reover the oupled �uid/solid equations. Numerial testsare implemented with FreeFem++ to study the onvergene rates.Chapter 2 : We present in this hapter three examples of simulations using thepenalty method proposed in the previous hapter : simulation of a (very) simpli�ed2D model of the aorti valve, study of a �three spheres swimmer� and numerialsimulations of vesiles under shear �ow.II. Near �eld interationsChapter 3 : We present in this hapter a method to simulate e�iently inelastiollisions in the multi-partile ase. We explain how it an beome integrated intonumerial simulations of �uid/partile �ows and present numerial results.Chapter 4 : After a review of the properties of the lubriation fore, we present inthis hapter a �gluey partile� model obtained as the vanishing visosity limit ofthe lubriation model. Then, we propose an algorithm to ompute the behaviourof suh systems. We prove its onvergene and show how it an beome integratedin �uid/partile simulations. Finally, we extend the proposed model to take intoaount roughness and the tangential lubriation fore.Chapter 5 : In this hapter, we generalize the model presented in the previous oneto the multi-partile ase. Then, we propose an algorithm for suh systems whihonsists in an extension of the ontat algorithm desribed in hapter 3. At last, wepresent an exemple of objet oriented programming of the algorithm.III. From mirosopi to marosopiChapter 6 : We onsider here a disrete system of spheres (a hain in 1D) intera-ting through a lubriation fore. We propose a marosopi onstitutive equationwhih is built as the natural ontinuous ounterpart of this mirosopi lubriationmodel. This model, whih is of the Newtonian type, relies on an elongational viso-sity, whih is proportional to the reiproal of the loal �uid fration. We establishthe onvergene in a weak sense of the solutions to the disrete problem towardsthe solution to the system of partial di�erential equations whih is omposed ofthe equation identi�ed as the marosopi onstitutive equation and the transportequation.
9
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Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeRésumé : Dans e hapitre, nous présentons une méthode pour simuler le mou-vement d'un orps rigide dans un �uide Newtonien. Cette méthode est baséesur une formulation variationnelle sur tout le domaine �uide/solide, ave desontraintes sur l'inonnue et les fontions test. Nous e�etuons la disrétisationen temps en utilisant la méthode des aratéristiques et les ontraintes sont re-laxées en introduisant un terme de pénalisation. Cela onduit à un problème deminimisation sur des espaes fontionnels non ontraints et ainsi, tout solveuréléments �nis pour Stokes/Navier-Stokes permet de programmer aisément etteméthode. Nous montrons que, quand le paramètre de pénalisation tend vers zéro,on retrouve le système d'équations ouplées �uide/solide. Des test numériquessont e�etués ave FreeFem++ a�n d'étudier les taux de onvergene.Abstrat : We present in this hapter a method to simulate the motion of a rigidbody in a Newtonian �uid. The method is based on a variational formulationon the whole �uid/solid domain with some onstraints on the unknown andthe test funtions. The time disretization is performed unsing the method ofharateristis and the onstraints are relaxed by introduing a penalty term.This leads to a minimization problem over unonstrained funtional spaes andmakes the method straightforward to implement from any Stokes/Navier-Stokessolver. It is shown that, as the penalty parameter goes to zero, we reover theoupled �uid/solid equations. Numerial tests are implemented with FreeFem++to study the onvergene rates.1.1 Contexte1.1.1 EquationsOn souhaite modéliser l'éoulement de N inlusions rigides dans un �uide Newtonien.Pour ela, on onsidère un domaine Ω ⊂ R
2 (voir Fig. 1.1) borné, régulier et on note

(Bi)i=1...N les N inlusions rigides dans Ω. Les Bi sont des sous-ensembles onnexes de Ω,disjoints et fortement inlus dans Ω. On noteB l'ensemble du domaine rigide :B = ∪N
i=1Bi.On supposera que le �uide, situé dans Ω \ B̄, est Newtonien et suit les équations de Navier-Stokes. A�n de simpli�er les aluls, les partiules sont supposées irulaires et on imposedes onditions de Dirihlet homogènes sur ∂Ω. Ces hypothèses ne sont pas restritives etpeuvent failement être levées.On désigne par fΩ\B̄ et fi les fores extérieures exerées respetivement sur le �uide etsur la i-ème partiule. On note µ la visosité du �uide, ρf sa densité. La masse de la i-èmepartiule est notée mi, sa densité ρi. La position de son entre de masse et son orientationangulaire sont notées respetivement xi et θi. En�n, Vi = ẋi et ωi = θ̇i désignent sesvitesses de translation et de rotation. Jxi

est le moment d'inertie autour de son entre demasse : Jxi
=
∫

Bi
ρi|x−xi|2. Nous utiliserons également les notations lassiques suivantes :

σ = 2µD(u) − pId, D(u) =
∇u + (∇u)T

2
et DuDt =

∂u

∂t
+ (u · ∇)u.où σ est le tenseur des ontraintes de Cauhy et Du/Dt est la dérivée totale de u. En�n,

x⊥ est le veteur (−x2, x1) et n est la normale extérieure à Ω \ B̄.14



1.1. Contexte
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Fig. 1.1 � NotationsLes inonnues de notre problème sont les hamps de vitesse u = (u1, u2) et de pressionp dé�nis dans Ω \ B̄, ainsi que les vitesses des partiules V ∈ R
2N et ω ∈ R

N . A haqueinstant t, le �uide véri�e les équations de Navier-Stokes dans Ω \ B̄ = Ω \ B̄(t) ave desonditions de Dirihlet homogènes au bord.






ρf
DuDt − µ△u + ∇p = fΩ\B̄ dans Ω \ B̄,

∇ · u = 0 dans Ω \ B̄,
u = 0 sur ∂Ω. (1.1)La visosité impose une ondition de non glissement sur ∂B. Cette ondition dit que, sur

∂B, la vitesse du �uide doit être égale à la vitesse des partiules.
u(t,x) = Vi(t) + ωi(t)(x − xi(t))

⊥ sur ∂Bi(t), ∀i. (1.2)Le �uide exere une fore hydrodynamique sur les partiules. Sur une partie in�nitésimale
ds de ∂B, ette fore vaut σnds. Le prinipe fondamental de la dynamique s'érit donsur les partiules de la façon suivante,







mi
dVi

dt
=

∫

Bi
fi −

∫

∂Bi
σn ∀i,Jxi

dωi

dt
=

∫

Bi
(x − xi)

⊥ · fi −
∫

∂Bi
(x − xi)

⊥ · σn ∀i.
(1.3)1.1.2 Méthodes numériques existantesOn s'intéresse ii aux méthodes numériques de simulation direte d'éoulements �uide-partiules. Par simulation direte, on entend méthode résolvant (1.1,1.2,1.3) sans modé-lisation ou approximation supplémentaire. Ces méthodes numériques se divisent en deuxgrandes lasses. La première repose sur un maillage non struturé mobile suivant le do-maine �uide, alors que la seonde utilise un maillage struturé de tout le domaine (�uideet rigide). 15



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeMéthodes utilisant des maillages non struturésDans es méthodes, on résout le problème de Navier-Stokes sur un maillage du domaine�uide.La première di�ulté est d'imposer les bonnes onditions au bord, permettant d'obte-nir le ouplage �uide/solide imposé par l'équation (1.3). Une première façon de onsidérerle problème est de déoupler le �uide et les partiules. Pour ela, on érit la formulationvariationnelle sur les inonnues u et p assoiée à (1.1) ave onditions de Dirihlet aubord. A haque instant, ette formulation est résolue en imposant au bord du domainerigide, les vitesses des partiules alulées au pas préédent. Les fores hydrodynamiquess'exerçant sur les partiules se déduisent alors des hamps (u, p) obtenus. Elles sont in-jetées dans (1.3), a�n d'obtenir la nouvelle vitesse des partiules. Cette méthode a étéutilisée dans [49℄. Dans [47℄, la même tehnique est employée, mais on itère le proédéa�n de onverger vers la solution du problème ouplé. Une seonde possibilité pour im-poser e ouplage, onsiste à érire une formulation variationnelle ontenant toutes lesinonnues du problème, soient u, p, V et ω (voir [46℄ et [62℄). Dans e as, l'interation�uide/partiules est diretement prise en ompte dans la formulation variationnelle.Le seond problème à gérer dans e type de simulations, est le déplaement du do-maine de alul. En e�et, les partiules se déplaçant, le domaine �uide à onsidérer dépenddu temps. Une première idée, utilisée par exemple dans [47℄, est de remailler le nouveaudomaine �uide à haque pas de temps. Ensuite, a�n d'e�etuer la nouvelle itération deNavier-Stokes, il faut pouvoir représenter sur e nouveau maillage la solution du pas detemps préédent (qui a été alulée sur l'anien maillage). On utilise pour ela une méthodede projetion, e qui introduit des erreurs supplémentaires dans le shéma. Pour limiteres remaillages et projetions, on peut hoisir de déplaer, à haque pas de temps, lespoints de l'anien maillage a�n d'obtenir un maillage du nouveau domaine. Cela peut êtrefait omme dans [49℄, en résolvant les équations de l'élastiité ave un déplaement imposésur les partiules. On peut également utiliser une méthode dite ALE (Arbitraire-Euler-Lagrange) omme dans [46℄ ou [62℄. Elle onsiste à aluler une vitesse de déplaement dumaillage à haque instant et à adapter la formulation variationnelle en onséquene. Lespoints situés au bord du domaine rigide ont la même vitesse que la partiule à laquelleils sont assoiés. La vitesse de déplaement des noeuds internes s'obtient en résolvant unproblème de Poisson par exemple. Cei garantit une variation doue de la distributiondes points du maillage. En utilisant es tehniques, il n'est plus néessaire de projeter lasolution d'un pas de temps à l'autre. Cependant, les déformations suessives du maillageprovoquées par son déplaement peuvent le rendre inutilisable numériquement après plu-sieurs itérations. Dans e as, un remaillage, et don une projetion, peuvent s'imposer ànouveau. Ainsi, es méthodes permettent de limiter le nombre de remaillages mais pas deles éviter totalement.Méthodes de domaine �tifLes méthodes de domaine �tif onsistent à étendre un problème dé�ni sur un domainemobile et omplexe (le domaine �uide) à un domaine plus grand mais �xe. L'avantage dees méthodes est de herher les hamps u et p sur un maillage indépendant du temps,16



1.1. Contexteet d'éviter ainsi les étapes de remaillage et de projetion. De plus, si le domaine �xeest su�samment simple, il est possible d'obtenir des maillages artésiens, e qui permetl'utilisation de solveurs rapides.Une méthode heuristique de e type a été proposé dès 1987 dans [31℄. Les partiulessont représentés par une série de points entre lesquels s'exere une fore interne de ohésion(ressort de grande raideur pour des partiules rigides par exemple). Cela permet d'avoirune formulation du problème de type �uide dans tout le domaine (y ompris les partiules)à ondition d'ajouter es fores internes aux fores extérieures déjà présentes. De manièregénérale, les méthodes de domaines �tifs peuvent être déoupées en deux lasses.La première est basée sur un maillage artésien du domaine global (�uide et partiules)sur lequel se déplaent des maillages loaux (suivant les partiules). Le mouvement rigideest imposé grâe à un multipliateur de Lagrange vivant sur les maillages mobiles. Lesmultipliateurs alulés à un instant ne sont plus néessaires aux temps suivants et iln'y a don pas besoin de les projeter après le déplaement des maillages loaux. Ce typede méthode a été initié dans le as de �uide s'éoulant autour d'obstales (voir [37, 38℄)ou de partiules ayant une vitesse imposée (voir [39℄). Il a ensuite été généralisé au asde partiules libres dans un �uide. Tout d'abord, omme dans [36℄, dans le adre deformulations variationnelles ontenant l'intégralité des inonnues (u, p, V et ω), on éritla ontrainte sous la forme u = Vi + ωi(x − xi)
⊥ sur Bi. Ou, omme dans [71℄, enérivant une formulation variationnelle sur u et p uniquement, on impose au tenseur desdéformations D(u) = (∇u + (∇u)T )/2 d'être nul sur B.La seonde lasse de méthode de domaines �tifs regroupe des tehniques n'utilisantqu'un unique maillage global. Les méthodes de pénalisation en font partie. Elles sontutilisées par exemple dans [6, 50℄ pour prendre en ompte des obstales en pénalisantla vitesse. Ce type de méthode permettant de gérer des onditions de Dirihlet au borddes partiules peut être utilisé pour la simulation d'éoulements �uide/partiules dans leas où la résolution de l'éoulement �uide est entièrement déouplée du alul des foreshydrodynamiques. Ainsi, dans [82℄, il est proposé, à haque pas de temps, de résoudre leséquations �uide en imposant dans le domaine rigide la vitesse alulée au temps préé-dent. On en déduit les fores hydrodynamiques exerées sur les partiules au pas de tempsourant ainsi que leurs nouvelles vitesses. Lors de la résolution �uide, les onditions de Di-rihlet au bord sont obtenues grâe à une méthode dite de �frontière �tive�. Elle onsisteà travailler au niveau matriiel pour imposer la vitesse souhaitée aux noeuds du maillageontenus dans le domaine rigide. Cette ontrainte peut également être imposée par péna-lisation. Ces méthodes travaillant sur un unique maillage peuvent être ouplées ave destehniques de ra�nement ou déplaement de maillage a�n de apturer orretement lagéométrie des partiules (voir par exemple [83℄ ou [50℄).Une méthode de type Lagrangien Augmenté, est quant à elle utilisée dans [73℄ poure�etuer des simulations d'éoulements �uide-partiules. Elle permet de tirer avantage dela méthode de pénalisation sans avoir l'inonvénient (lassique pour de telles méthodes)de dégrader le onditionnement des matries onsidérées. Cependant, elle utilise des mul-tipliateurs de Lagrange vivant sur des maillages loaux.Dans e travail, nous proposons d'utiliser un unique maillage global et d'imposer laontrainte de mouvement rigide en pénalisant le tenseur des déformations. Cei, assoié àune disrétisation en temps par la méthode des aratéristiques, amène à une formulation17



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmevariationnelle de type Stokes généralisé sur le domaine global. Puisque la résolution �uideest ouplée au alul des fores hydrodynamiques, ette méthode peut être utilisée poursimuler des éoulements totalement non inertiels, e qui est le as par exemple des éou-lements sanguins. Un autre avantage de la méthode de pénalisation présentée, en dehorsdu fait qu'elle utilise un maillage �xe, est de pouvoir être implémentée sur des solveursStokes ou Navier-Stokes lassiques.1.2 Algorithme proposé1.2.1 Formulation variationnelle ontinuePour ne pas remailler le domaine à haque pas de temps, on souhaite travailler surdes fontions dé�nies sur Ω tout entier. Pour ela, on étend la solution de (1.1,1.2,1.3) enposant,
u(t,x) = Vi(t) + ωi(t)(x − xi(t))

⊥ dans Bi(t), ∀i.L'espae naturel dans lequel on herhe la solution est don,
KB =

{
v ∈ H1

0 (Ω), ∀i, ∃(Vi, ωi) ∈ R
2 × R,

v = Vi + ωi(x − xi)
⊥ p.p. dans Bi

}

.Remarque 1.1 Comme le sous-domaine B dépend du temps, KB aussi.Une propriété fondamentale pour la suite est la suivante :Propriété 1.2 KB = {v ∈ H1
0 (Ω), D(v) = 0 p.p. dans B}.Démonstration : Il s'agit d'un résultat lassique dont on trouve la démonstrationdans [80℄ par exemple. Nous l'érivons ii pour la dimension deux. Le fait qu'un élémentde KB véri�e D(v) = 0 dans B résulte d'un simple alul. Pour l'inlusion inverse, si

D(v) = 0 dans B, on érit que
∇v = D(v) + ω̄,où ω̄ =

1

2
(∇v − (∇v)T ) =

(
0 ω
−ω 0

) ave ω =
1

2
(∂2v1 − ∂1v2).Alors, pour j = 1, 2 on a ∂jω = ∂2D(v)1j − ∂1D(v)2j = 0, au sens des distributions.Ainsi, ω est onstant presque partout sur les Bi, omposantes onnexes de B :

∀i, ∃ωi ∈ R, ω = ωi p.p. dans Bi.Or, D(v) = 0 implique ∇v = ω̄ et, en intégrant, on obtient,
∀i, ∃ωi ∈ R, Vi ∈ R

2, v = Vi + ωix
⊥ p.p. dans Bi,et on a ainsi montré que v est à mouvement rigide sur B. �18



1.2. Algorithme proposéNotons que l'on a aussi,
u ∈ KB =⇒ ∇ · u = 0 dans B. (1.4)Ainsi, l'extension de u onstruite est à divergene nulle sur Ω tout entier.On herhe maintenant une formulation variationnelle dans et espae fontionnelontraint KB. On prend une fontion test ũ ∈ KB, on multiplie l'équation de Navier-Stokes par ũ et on intègre lassiquement par parties sur Ω \ B̄. On obtient

∫

Ω\B̄

ρf
DuDt · ũ + 2µ

∫

Ω

D(u) : D(ũ) −
∫

Ω

p∇ · ũ −
∫

∂B

σn · ũ =

∫

Ω\B̄

fΩ\B̄ · ũ, (1.5)où les deuxième et troisième intégrales sont des intégrales sur Ω \ B̄ qui ont été étenduessur Ω grâe à la propriété 1.2 et à (1.4). De plus, l'intégrale de bord, a priori sur ∂(Ω \ B̄),a été restreinte à ∂B puisque ũ est nulle sur ∂Ω.A�n de aluler le terme de bord, on se rappelle que ũ ∈ KB et, par onséquent,
∀i, ∃Ṽi, ω̃i tels que ũ(x) = Ṽi + ω̃i(x − xi)

⊥ dans Bi.Ainsi, pour tout i,
∫

∂Bi

σn · ũ = Ṽi ·
∫

∂Bi

σn + ω̃i

∫

∂Bi

σn · (x − xi)
⊥,et les équations assoiées au prinipe fondamental de la dynamique (1.3) donnent alors

∫

∂Bi

σn · ũ = Ṽi ·
∫

Bi

fi + ω̃i

∫

Bi

fi · (x − xi)
⊥ − Jxi

dωi

dt
ω̃i −mi

dVi

dt
· Ṽi

=

∫

Bi

fi · ũ − Jxi

dωi

dt
ω̃i −mi

dVi

dt
· Ṽi.Or, on montre queLemme 1.3 Si u = Vi + ωi(x − xi)

⊥ et ũ = Ṽi + ω̃i(x − xi)
⊥ sur Bi, alorsJxi

dωi

dt
ω̃i +mi

dVi

dt
· Ṽi = ρi

∫

Bi

DuDt · ũ.Démonstration : Par dé�nition,
Du

Dt
(t,x) =

∂u

∂t
+ (u · ∇)u.Comme dans Bi, u(t,x) = Vi(t) + ωi(t)(x − xi(t))

⊥, on obtient
∂u

∂t
=
∂Vi

∂t
+
∂ωi

∂t
(x − xi(t))

⊥ − ωiV
⊥
i , 19



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeet
(u · ∇)u =

(

u · ∇u1

u · ∇u2

)

=

(

−ωiVi,2 − ω2
i (x1 − xi,1)

ωiVi,1 + ω2
i (−x2 + xi,2)

)

= ωiV
⊥
i − ω2

i (x − xi).Par onséquent, dans Bi,
Du

Dt
(t,x) =

dVi

dt
(t) +

dωi

dt
(t)(x − xi(t))

⊥ − ω2
i (x − xi(t)).En multipliant par ũ on a,

Du

Dt
(t,x) · ũ =

Du

Dt
(t,x) ·

[

Ṽi + ω̃i(x − xi)
⊥
]

=
dVi

dt
· Ṽi +

dωi

dt
Ṽi · (x − xi)

⊥ − ω2
i Ṽi · (x − xi)

+ω̃i
dVi

dt
· (x − xi)

⊥ + ω̃i
dωi

dt
|x − xi|2.En intégrant sur Bi et en utilisant la symétrie de Bi, on obtient �nalement

ρi

∫

Bi

Du

Dt
· ũ =

dVi

dt
· Ṽi

∫

Bi

ρi + ω̃i
dωi

dt

∫

Bi

ρi|x − xi|2

=
dVi

dt
· Ṽimi + ω̃i

dωi

dt
Jxi
. �Remarque 1.4 Ce résultat reste valide valide si les partiules sont non irulaires.Le terme de bord de (1.5) peut don se réérire,

∫

∂Bi

σn · ũ =

∫

Bi

fi · ũ− ρi

∫

Bi

DuDt · ũ.On obtient la formulation variationnelle suivante,






∫

Ω

ρ
DuDt · ũ + 2µ

∫

Ω

D(u) : D(ũ) −
∫

Ω

p∇ · ũ =

∫

Ω

f · ũ, ∀ũ ∈ KB,

∫

Ω

q∇ · u = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

(1.6)où f = fΩ\B̄1Ω\B̄ +

N∑

i=1

fi1Bi
et ρ = ρf1Ω\B̄ +

N∑

i=1

ρi1Bi
.Comme souhaité initialement, ette formulation variationnelle est posée sur des espaesde fontions dé�nies sur Ω tout entier. La ontrainte de mouvement rigide apparaît alorsdans l'espae assoié à la vitesse. Dans [25℄, une telle formulation variationnelle faisantintervenir la ontrainte dans l'espae de fontions (formulation en espae-temps dans eas) est utilisée pour montrer l'existene de solutions faibles au problème (1.1,1.2,1.3).20



1.2. Algorithme proposé1.2.2 Disrétisation en tempsOn note ∆t > 0 le pas de temps, tn = n∆t et, pour toute fontion f , fn(x) = f(x, tn) .A�n d'obtenir une formulation variationnelle de type Stokes généralisé, (1.6) est disrétiséeen temps en utilisant la méthode des aratéristiques. Si v : (t,x) → v(t,x) est unhamp de veteur, il s'agit d'une méthode permettant de disrétiser la dérivée totaleDvDt =
∂v

∂t
+ (v · ∇)v de façon Lagrangienne.Plus préisément, on appelle aratéristique assoiée au hamp de vitesses v, la tra-jetoire X suivie par une partiule �uide dans un éoulement à ette vitesse. Pour unepartiule située en x au temps t, ette trajetoire est solution de l'équation di�érentielleordinaire suivante :







∂X

∂τ
(x, t, τ) = v(X(x, t, τ), τ),

X(x, t, t) = x.

(1.7)On dit que τ → X(x, t, τ) est la aratéristique issue de x au temps t assoiée au hampde vitesse v. On a alors , pour toute fontion Φ(t,x),
DΦ

Dt
(x, t) =

(
∂Φ

∂t
+ v · ∇Φ

)

(x, t) =
∂

∂τ
(Φ(X(x, t, τ), τ)) |τ=t.Cette égalité suggère la disrétisation suivante de la dérivée totale :

(
DΦ

Dt

)

(x, tn+1) ≈ Φn+1(X(x, tn+1, tn+1)) − Φn(X(x, tn+1, tn))

∆t
.En utilisant le fait que X(x, tn+1, tn+1) = x, on approhe la dérivée totale de Φ par

(
DΦ

Dt

)

(x, tn+1) ≈ Φn+1(x) − Φn(Xn(x))

∆t
,où Xn(x) est une approximation de X(x, tn+1, tn), position au temps n de la partiulesituée en x au temps n + 1 (on dit que l'on �remonte� les aratéristiques). On trouveraplus de détails sur ette méthode de disrétisation dans [72℄.A�n d'appliquer ette méthode à la disrétisation de (1.6), on note d'abord que,puisque ρ est onstant le long des aratéristiques on a (formellement), ρDuDt =

D(ρu)Dt .On obtient �nalement le shéma numérique suivant, pour tout n > 0,(i) aluler ρn+1 grâe à un et (Bn
i )i :

∀i, Vn
i =

1

πr2
i

∫

Bn
i

un, xn+1
i = xn

i + ∆tVn
i ,

ρn+1 = ρf1Ω\B̄
n+1 +

N∑

i=1

ρi1Bn+1
i

.

(1.8)
21



Chapitre 1. Présentation de l'algorithme(ii) résoudre la formulation variationnelle disrétisée assoiée à (1.6) :
(Pn

var)







Trouver un+1 ∈ KBn+1 et pn+1 ∈ L2(Ω) tels que,
1

∆t

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ) −
∫

Ω

pn+1∇ · ũ

=
1

∆t

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ, ∀ũ ∈ KBn+1 ,

∫

Ω

q∇ · un+1 = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

(1.9)
où Xn à l'étape (ii) est obtenue en alulant les aratéristiques assoiées à un. Noter que,a�n de ne pas déformer le domaine rigide dans l'étape (i), on transporte ρ en utilisant lesdegrés de liberté réels des partiules.Nous avons ainsi obtenu une formulation variationnelle de type Stokes généralisé. Ladi�érene fondamentale ave les formulations variationnelles lassiques est que l'espaefontionnel assoié ontient la ontrainte de mouvement rigide. Les éléments �nis usuelsne permettent don pas d'e�etuer diretement la disrétisation en espae de (Pn

var,1.9).1.2.3 Gestion du mouvement rigide par pénalisationL'objetif est don maintenant d'obtenir une formulation variationnelle adaptée à ladisrétisation par éléments �nis. Pour ela, on herhe une formulation pour laquelle l'in-onnue ainsi que les fontions tests sont dans H1
0 (Ω), e qui revient à enlever la ontraintede mouvement rigide de KBn+1 . Pour e faire, on va utiliser une méthode dite de péna-lisation. Cette méthode permet d'approher la solution d'un problème de minimisationsous ontrainte par une suite de solutions de problèmes de minimisation non ontraints.Réérivons don (Pn

var,1.9) sous forme d'un problème de minimisation. On note l'espaedes fontions à divergene nulle K∇,
K∇ =

{
v ∈ H1

0 (Ω),∇ · v = 0
}
,et on réérit le problème sous la forme

(Pn
min)







un+1 ∈ K∇ ∩KBn+1 ,Jn(un+1) = min
v∈K∇∩KBn+1

Jn(v),
(1.10)où Jn(v) =

1

2∆t

∫

Ω

ρn+1|v|2 + µ

∫

Ω

D(v) : D(v) − 1

∆t

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · v −
∫

Ω

fn · v.Puis, en se rappelant que la ontrainte v ∈ KBn+1 s'érit D(v) = 0 dans Bn+1, on approheles solutions de (Pn
min,1.10) par elles du problème de minimisation non ontraint suivant,

(Pn,ε
min)







un+1
ε ∈ K∇,Jn
ε (un+1

ε ) = min
v∈K∇

Jn
ε (v),

(1.11)22



1.2. Algorithme proposéoù Jn
ε (v) = Jn(v) +

1

ε

∫

Bn+1

D(v) : D(v).On dit que l'on pénalise la ontrainte D(v) = 0 sur Bn+1. L'idée est la suivante : quand εest petit, pour que un+1
ε minimise Jn

ε , il faut que D(un+1
ε ) soit petit sur Bn+1. La ontrainte

D(v) = 0 a ainsi été relaxée. On n'a plus D(un+1
ε ) = 0 sur Bn+1 mais D(un+1

ε ) �petit�et, à la limite (ε = 0), on retrouve la ondition de mouvement rigide. On détaillera leshypothèses néessaires à la onvergene de la méthode de pénalisation dans la setion1.4 et on montrera que es hypothèses sont véri�ées dans le as de la pénalisation d'unmouvement rigide.Dans l'algorithme (1.8,1.9), on remplae don (Pn
var ,1.9) par la formulation variation-nelle assoiée à (Pn,ε

min,1.11) et on obtient un nouveau shéma numérique :Pour tout n ≥ 0, on dispose de xn et de un.1. Caluler ρn+1 grâe à un et (Bn
i )i :

∀i, Vn
i =

1

πr2
i

∫

Bn
i

un, xn+1
i = xn

i + ∆tVn
i ,

ρn+1 = ρf1Ω\B̄
n+1 +

N∑

i=1

ρi1Bn+1
i

.

(1.12)2. Résoudre la formulation variationnelle
(Pn,ε

var)







Trouver un+1 ∈ H1
0 (Ω) et pn+1 ∈ L2(Ω) tels que,

1

∆t

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ)

+
2

ε

∫

Bn+1

D(un+1) : D(ũ) −
∫

Ω

pn+1∇ · ũ

=
1

∆t

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ, ∀ũ ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω

q∇ · un+1 = 0, ∀q ∈ L2(Ω).

(1.13)
Algorithme 1.1: Shéma numérique obtenu après disrétisation en temps par la méthodedes aratéristiques et pénalisation de la ontrainte de mouvement rigide(Pn,ε

var ,1.13) est maintenant une formulation variationnelle lassique de type Stokesgénéralisé qui est adaptée à la disrétisation par éléments �nis. Ce nouvel algorithmeest implémentable ave tout solveur élément �ni de Stokes, à ondition que e solveurpermette de prendre en ompte dans l'assemblage des matries des fontions indiatriesde sous-domaines (néessaire pour aluler la matrie assoiée à l'intégrale sur Bn+1 ainsique le seond membre faisant intervenir ρ et f). Ce solveur doit également permettre lealul des aratéristiques assoiées à un hamp de veteur (néessaire pour aluler Xn).23



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeRemarque 1.5 Physiquement, (1.13) montre que la méthode de pénalisation utiliséeonsidère le domaine rigide omme un domaine de grande visosité. A la limite (ε = 0),le domaine rigide est vu omme un domaine de visosité in�nie. Cette idée est similaireà elle utilisée dans [73℄ où le mouvement rigide est pris en ompte par une méthode detype Lagrangien Augmenté.1.3 Tests numériques1.3.1 Implémentation sous FreeFem++On hoisit d'implémenter l'algorithme 1.1 ave le solveur éléments �nis FreeFem++(voir [43℄). On e�etue la disrétisation en espae grâe à l'élément P 1-bulle/P 1, enoreappelé mini-element (voir [8℄).A�n de aluler le terme (ρnun) ◦Xn, on utilise la fontion onvet de FreeFem++. Si
α est un hamp de vitesses éléments �nis, la valeur approhée au temps n de la aratéris-tique passant par x au temps n+1 alulée par FreeFem++ est Xn(x) = x−∆tαn(x) (Xnremonte les aratéristiques au temps n d'un temps ∆t). La fontion onvet est quantà elle dé�nie par convect(αn,−∆t,vn)(x) = vn ◦ Xn(x) où v est une fontion éléments�nis à valeurs vetorielles. Ainsi, dans notre as, on peut programmer,

(ρnun) ◦ Xn = convect(un,−∆t, ρnun).Comme le terme de pénalisation du mouvement rigide dégrade le onditionnement desmatries, il est préférable d'utiliser une méthode de résolution de systèmes direte plut�tqu'itérative. On souhaite don obtenir un système inversible. Pour ela, on utilise uneméthode dite de �régularisation� ou de �pénalisation� dérite par exemple dans [35℄ quionsiste à modi�er l'équation sur la divergene de (Pn,ε
var ,1.13) en

−ε0

∫

Ω

pq +

∫

Ω

q∇ · un+1 = 0, ∀q ∈ L2(Ω),ave ε0 << 1.Remarque 1.6 Cette dernière équation onsiste à érire que p =
1

ε0
∇ · un+1 de façonfaible. En remplaçant ensuite p par ette valeur, dans la formulation variationnelle sur

u, on voit que ette méthode, omme son nom le laissait suggérer, onsiste préisémentà pénaliser (au sens déjà vu dans la setion 1.2.3) la divergene sur Ω. Au lieu de ré-soudre (Pn,ε
min,1.11), on résout un problème de minimisation sans ontrainte (sur H1

0 (Ω))en ajoutant à la fontionnelle le terme 1

ε0

∫

Ω

|∇ · un+1|2.
24



1.3. Tests numériquesLe système linéaire sera résolu par le solveur Crout (une méthode de déompositionLU). Finalement, la formulation variationnelle odée dans FreeFem++ est :problem NStokes([u1,u2,p℄,[v1,v2,q℄,solver=Crout)=//Formulation de Navier-Stokesint2d(Th)(rho*u1*v1-onvet([uold1,uold2℄,-dt,rhoold*uold1)*v1+rho*u2*v2-onvet([uold1,uold2℄,-dt,rhoold*uold2)*v2)+int2d(Th)(mu*dt*(2*dx(u1)*dx(v1)+dy(u1)*dy(v1)+dx(u2)*dx(v2)+2*dy(u2)*dy(v2)+dy(u1)*dx(v2)+dx(u2)*dy(v1)))+int2d(Th)(eps0*p*q - dt*p*dx(v1) - dt*p*dy(v2)+ q*dx(u1) + q*dy(u2))-int2d(Th)(dt*f1*v1 + dt*f2*v2)//terme de Penalisation du mouvement rigide+int2d(Th)(mu*(2*dx(u1)*dx(v1)+dy(u1)*dy(v1)+dx(u2)*dx(v2)+2*dy(u2)*dy(v2)+dy(u1)*dx(v2)+dx(u2)*dy(v1))*hi/eps)//Conditions au bord+on(1,2,3,4,u1=g1,u2=g2) ;où Th est le maillage de Ω, (u1,u2,p) sont les inonnues, (v1,v2,q) sont les fontionstest assoiées, (uold1,uold2) est le hamps de vitesse alulé au pas de temps préédent,rho et rhoold sont respetivement les densitées alulées aux pas de temps ourant etpréédent, hi est la fontion P 0 approhant l'indiatrie de B, (f1,f2) est le termesoure et (g1,g2) la ondition au bord.Ce qui préède nous permet d'implémenter l'étape 2 de l'algorithme 1.1. Bien quel'étape 1 de et algorithme ne semble pas poser de problème a priori, il faut tout de mêmefaire attention à la manière de aluler les Vn
i . En e�et, suite à la disrétisation en espae,

Bn
i n'est plus un disque mais une polygone Bn

i,h approhant e disque et don, son airen'est plus πr2
i . Ainsi, si par exemple un est une translation sur Bn

i,h, un = Vn
i sur Bn

i,h, ona
1

πr2
i

∫

Bn
i,h

un =
Vol(Bn

i,h)

πr2
i

Vn
i 6= Vn

i .On prendra don garde à remplaer, dans (1.8), le alul de Vn
i par,

Vn
i =

1Vol(Bn
i,h)

∫

Bn
i,h

un.1.3.2 Partiule en isaillement, problème stationnaireA�n de valider la prise en ompte du mouvement rigide par la méthode de pénalisation,on onsidère le problème instantané d'une partiule plongée dans un �uide de Stokes. Ledomaine de alul est un arré de �té 1m et une partiule de rayon 0.1m est situéeen son entre. Les parois à droite et à gauhe du domaine imposent un mouvement deisaillement au système (voir Fig. 1.2), la visosité du �uide est égale à 1 et il n'y a pasde fore extérieure. 25



Chapitre 1. Présentation de l'algorithme
PSfrag replaements x

y

L = 1

Ur = 0.5Ul = −0.5 r = 0.1

0.5

0.5−0.5
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Fig. 1.3 � Partiule en isaillement : maillage adapté (à gauhe) et artésien (à droite)pour Nm = 30.A�n d'étudier la prise en ompte de la ontrainte par la méthode de pénalisation, ontrae la norme L2(B) de D(uε) en fontion de ε pour di�érents maillages (voir Fig. 1.4).On observe que ette norme déroit très vite ave ε : elle est d'ordre 10−5 quand ε estd'ordre 10−2, e qui suggère que l'on pourra hoisir des ε pas trop petits a�n de ne pastrop dégrader le onditionnement du système. On remarque également que la ontraintede mouvement rigide est bien prise en ompte même pour des valeurs de Nm relativementpetites et que les maillages artésiens donnent de bons résultats même si les maillages26



1.3. Tests numériquesadaptés sont légèrement meilleurs.
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Fig. 1.4 � Partiule en isaillement : Mouvement rigide dans B, in�uene de Nm et de ε.Notons �nalement que, dans nos tests, on retrouve la valeur théorique de la vitesseangulaire qui onverge vers γ̇
2

=
Ur − Ul

2L
= 0.5 quand le rayon de la partiule tend verszéro. Les lignes de ourant de e mouvement de rotation sont représentées Fig. 1.5 pour

Nm = 150 et ε = 10−8.

Fig. 1.5 � Partiule en isaillement : Lignes de ourant pour un maillage artésien pour
Nm = 150 et ε = 10−8.1.3.3 Sédimentation d'une partiule, problème stationnaire : testsde onvergeneOn herhe maintenant à étudier numériquement la onvergene de la méthode depénalisation quand h = 1/Nm et ε tendent vers zéro. Pour e faire, on étudie le problème27



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeinstantané de la sédimentation d'une partiule dans un �uide de Stokes. Pour e problème,on peut aluler numériquement une solution de référene très préise et on ompare ettesolution à elle obtenue par la méthode de pénalisation. Comme préédemment (voirFig. 1.6), le domaine de alul est le arré de 1m de �té, la partiule de rayon 0.1m,est située en son entre et la visosité est égale à 1. On impose des onditions de Dirihlethomogènes sur le bord de la boîte. La fore s'exerçant sur la partiule est fB = (0,−500).
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Fig. 1.6 � Sédimentation d'une partiule : desription du problème (à gauhe) et lignesde ourant pour un maillage artésien ave Nm = 150 et ε = 10−8 (à droite).A�n d'étudier la onvergene de la méthode, il faut aluler une solution de référenepour e problème (notée u). Notons d'abord (u1, p1) la solution du problème de Stokesave vitesse imposée sur ∂B,






−△u1 + ∇p1 = 0 dans Ω \ B̄,
∇ · u1 = 0 dans Ω \ B̄,

u1 = 0 sur ∂Ω,
u1 = −1 sur ∂B.Par raison de symétrie, on sait que la solution herhée est de la forme u = αu1 etp = αp1. On peut déterminer α en érivant l'équilibre des fores sur la partiule,

∫

∂B

σ(u) · n =

∫

B

fBet, par onséquent, α est donné par
α =

∫

B
fB

∫

∂B

σ(u1) · n
.28



1.3. Tests numériquesUne intégration par parties donne �nalement,
α =

∫

B
fB

∫

Ω\B̄

p1∇ · u1 − 2µ

∫

Ω\B̄

D(u1) : D(u1)
.La fontion u ainsi obtenue peut être étendue sur Ω en posant u = −α dans B. On note

uref la solution alulée en implémentant ette méthode sous FreeFem++ sur un maillage�n (h = 1/150) adapté à la partiule. On s'intéresse à l'évolution des trois quantitéssuivantes quand ε et h tendent vers zéro :
eK = ‖D(uε,h)‖L2(B),

eL2 = ‖uε,h − uref‖L2(Ω),

eH1 = ‖uε,h − uref‖H1(Ω),où uε,h est la solution du problème de sédimentation pénalisé, alulée ave FreeFem++(méthode dérite dans la setion 1.3.1), pour le paramètre de pénalisation ε et un pasd'espae égal à h.
−2.2 −2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6
−5

−4

−3

−2

−1

−2.2 −2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −1 −0.8 −0.6
−2

−1.5

−1

−0.5PSfrag replaements

e L
2

e H
1

log(h)

log(h)

Maillage adapté

Maillage adapté

Maillage artésien

Maillage artésien

Fig. 1.7 � Sédimentation d'une partiule : onvergene en h de la méthode de pénalisation.
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Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeLes deux ourbes de la �gure 1.7 permettent d'observer la onvergene de la méthodeen fontion de h. Dans es aluls, ε a été �xé à la valeur 10−8. On trae log(eL2) et
log(eH1) en fontion de log(h) et on obtient les taux de onvergene suivants :Maillage adapté Maillage Cartésien

eL2 2.1577 0.8798
eH1 1.0658 0.5007Tab. 1.1 � Taux de onvergene pour h tendant vers zéroDans le as de maillages adaptés à la partiule, les taux de onvergenes observés sonteux donnés par la théorie lassique des éléments �nis pour l'élément P 1-bulle/P 1. Bienque e taux de onvergene soit divisé par deux dans le as de maillages artésiens, il fautrappeler que la possibilité d'utiliser de tels maillages est un des prinipaux avantages dela méthode. En e�et, ela permet de ne pas avoir à remailler à haque instant, dans le asde problèmes non stationnaires.
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Maillage adaptéMaillage artésienFig. 1.8 � Sédimentation d'une partiule : onvergene en ε de la méthode de pénalisation.Les ourbes de la �gure 1.8 présentent la onvergene de la méthode en fontion de ε.La solution uε
h est alulée sur un maillage adapté à la partiule et h est �xé à la valeur

1/150. On trae (de haut en bas) log(eK), log(eL2) et log(eH1) en fontion de log(ε).Comme on pouvait s'y attendre, on observe une saturation quand ε est très petit : elleest due à l'erreur ausée par la disrétisation en espae. Les taux de onvergene suivantssont observés :30



1.3. Tests numériquesMaillage adapté
eK 0.9806
eL2 0.8909
eH1 0.7177Tab. 1.2 � Taux de onvergene pour ε tendant vers zéroLa onvergene en ε est très rapide et le phénomène de saturation montre qu'il estinutile de hoisir des ε trop petits puisque l'erreur en espae devient rapidement prédo-minante, même pour des maillages �ns (on a ii Nm = 150, soit 150 points de maillagesur haque �té du arré) . On pourra don hoisir des ε pas trop petits a�n de ne pastrop détériorer le onditionnement des matries utilisées. Il faut noter ependant que letaux de onvergene de l'erreur eH1 observé avant et e�et de saturation est quelque peusurprenant. On aurait pensé, pour un maillage �n, retrouver le taux de onvergene duproblème ontinu qui est de 1 (voir setion 1.4). Cela peut être dû au fait que l'erreur dedisrétistion en espae se �voit� même pour des ε assez grands. Cependant, omme on nepeut pas faire de tests sur des maillages plus �ns, ette hypothèse ne peut être véri�ée.1.3.4 Sédimentation de deux partiulesA�n de montrer que le shéma reproduit bien le omportement de systèmes physiquesnon stationnaires, on présente ii une simulation de sédimentation de deux partiules dansun anal. On onsidère un anal de largeur 2m et de hauteur 5m : Ω = [0, 2] × [0, 5].Il ontient un �uide de Navier-Stokes et on ommene la simulation en laissant tomberdeux partiules de diamètre d = 0.25m à partir des points (1, 4.5) et (1 + 0.2 r, 4) où rest le rayon des partiules. La visosité du �uide est égale à 0.01, sa densité et elle despartiules sont respetivement ρf = 1 et ρB = 2. Les on�gurations obtenues à di�érentspas de temps sont présentées sur la �gure 1.9. Elles reproduisent le phénomène bien onnude �drafting, kissing and tumbling� observé dans [32℄.

t =0 t =1.25 t =1.575 t =2.05 t =2.25 t =2.5

Fig. 1.9 � Sédimentation de deux partiules : on�gurations à di�érents pas de tempspour Nm = 50 et dt = 0.005. 31



Chapitre 1. Présentation de l'algorithme1.4 Un peu de théorie : Inégalité de Korn et onsé-quenesL'objetif de ette setion est de montrer :� l'équivalene de (Pn
var ,1.9) et de (Pn

min,1.10)� la onvergene des solutions de (Pn,ε
min,1.11) vers elle de (Pn

min,1.10) quand ε tendvers zéro.L'équivalene de (Pn,ε
var,1.13) et de (Pn,ε

min,1.11) s'insrit dans la théorie lassique degestion de la ontrainte de divergene nulle pour les équations de Stokes.1.4.1 Simpli�ations et notationsLes problèmes onsidérés étant des problèmes de type Stokes généralisé, il su�t detraiter le as où le �uide véri�e les équations de Stokes et où les partiules sont sans inertie.Le as général est une extension évidente des résultats obtenus dans e as partiulier.Toujours pour des raisons de larté, nous traitons le as où il n'y a qu'une inlusion rigidesphérique notée B, de entre x0 et de vitesses (V, ω). On note fB, la fore extérieureexerée sur la partiule. Le as multi-partiules s'en déduit failement. Les équations quel'on onsidère sont don,






−µ△u + ∇p = fΩ\B̄ dans Ω \ B̄,
∇ · u = 0 dans Ω \ B̄,

u = 0 sur ∂Ω,
u = V + ω(x− x0)

⊥ sur ∂B,
0 =

∫

B
fB −

∫

∂B
σn ,

0 =
∫

B
(x − x0)

⊥ · fB −
∫

∂B
(x − x0)

⊥ · σn .Les problèmes à étudier sont les suivants,� Le problème variationnel :
(Pvar)







2µ

∫

Ω

D(u) : D(ũ) −
∫

Ω

p∇ · ũ =

∫

Ω

f · ũ, ∀ũ ∈ KB,

∫

Ω

q∇ · u = 0, ∀q ∈ L2(Ω).

(1.14)� Le problème de minimisation assoié :
(Pmin)







u ∈ K∇ ∩KB, J(u) = min
v∈K∇∩KB

J(v),où J(v) = µ

∫

Ω

D(v) : D(v) −
∫

Ω

f · v.
(1.15)32



1.4. Un peu de théorie : Inégalité de Korn et onséquenes� Le problème pénalisé :
(Pε

min)







u ∈ K∇, J
ε(u) = min

v∈K∇

Jε(v),où Jε(v) = J(v) +
1

ε

∫

B

D(u) : D(u).
(1.16)On veut montrer l'équivalene de (Pvar,1.14) et de (Pmin,1.15) ainsi que la onvergenedes solutions de (Pε

min,1.16) vers elle de (Pmin,1.15) quand ε tend vers zéro.1.4.2 Méthode de pénalisation, as généralIl s'agit d'une méthode qui permet d'érire la solution d'un problème de minimisationsous ontrainte, omme limite de solutions de problèmes de minimisation sans ontrainte.L'objetif sera d'utiliser ette méthode pour supprimer la ontrainte de mouvement rigidedans (Pmin,1.15). Nous dérivons ii la méthode de pénalisation dans un adre général eténonçons les résultats de onvergene dont on dispose. On pourra retrouver es résultatsdans [60℄.Les hypothèses sont les suivantes :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

V est un espae de Hilbert , φ ∈ V ′,

a(·, ·) est bilinéaire, symétrique, ontinue, oerive sur V (a(v, v) ≥ α|v|2),
b(·, ·) est bilinéaire, symétrique, ontinue, positive sur V,
K = {v ∈ V, b(v, v) = 0} = kerb. (1.17)On herhe à approher la solution du problème de minimisation sous ontrainte sui-vant, 





u ∈ K, J(u) = min
v∈K

J(v),où J(v) =
1

2
a(v, v)− < φ, v > .

(1.18)Pour e faire, on onsidère la suite de problèmes de minimisation non ontraints,indiés par ε, 





uε ∈ V, Jε(uε) = min
v∈V

Jε(v),où Jε(v) = J(v) +
1

ε
b(v, v).

(1.19)L'idée est elle-i, pour que uε minimise Jε quand ε est petit, il faut que b(uε, uε) soitpetit et, à la limite on espère obtenir que uε tende vers u élément de K. On a en fait lerésultat de onvergene suivant :Propriété 1.7 Sous les hypothèses (1.17), la solution uε de (1.19) onverge vers u, so-lution de (1.18), quand ε tend vers zéro.Sous une hypothèse supplémentaire sur b, on dispose d'un ordre de onvergene.Propriété 1.8 Sous les hypothèses (1.17), et si l'on suppose de plus que b(·, ·) peut semettre sous la forme b(u, v) = (Bu,Bv)Λ où B est un opérateur linéaire, ontinu, à valeursdans un espae de Hilbert Λ et à image fermée, alors on a |uε − u| = O(ε). 33



Chapitre 1. Présentation de l'algorithme1.4.3 Appliation au as de la ontrainte de mouvement rigideLe problème (Pmin,1.15) entre dans le adre de la setion 1.4.2 en posant
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

V = K∇, < φ,v >=

∫

Ω

f · v,

aS(u,v) = 2µ

∫

Ω

D(u) : D(v),

b(u,v) =

∫

B

D(u) : D(v),

BB : K∇ 7→ (L2(B))4.
v −→ D(v)|B

(1.20)
A�n d'appliquer la théorie dérite dans la setion préédente, nous avons besoin devéri�er des hypothèses telles que la oerivité de aS ou le aratère à image fermée de

BB par exemple. Pour ela, nous serons amenés à utiliser deux inégalités dites de Kornqui sont rappelées i-dessous. Ces inégalités sont pour les mouvements rigides, e que lesinégalités de Poinaré-Wirtinger sont pour les fontions onstantes. On en trouvera lesdémonstrations dans [70℄ par exemple.Propriété 1.9 Première Inégalité de Korn :Soit O un domaine borné de R
n. Alors, pour tout v ∈ H1

0 (O) on a
‖∇v‖2

L2(O) ≤ 2‖D(v)‖2
L2(O).Propriété 1.10 Seonde Inégalité de Korn dans des espaes fontionnels ne onte-nant pas de mouvements rigides :Soit O un domaine borné Lipshitz et W un sous-espae fermé de H1(O) tel que

W ∩K = {0} où K est l'espae des mouvements rigides sur O. Alors, pour tout v dans
W , on a

‖v‖H1(O) ≤ C‖D(v)‖L2(O).Remarque 1.11 Dans la propriété 1.10, on peut prendre par exemple W = K⊥, l'ortho-gonal des mouvements rigides dans H1(O).La propriété 1.9 donne immédiatement la oerivité de aS sur K∇ ∩ KB et sur K∇(espaes de Hilbert en tant que sous-espaes fermés de H1
0 (Ω)). Le théorème de LaxMilgram et la propriété A.3 en annexe A permettent alors d'obtenir les deux propriétéssuivantes.Propriété 1.12 Il existe un unique u solution de (Pmin,1.15).Propriété 1.13 (u, p) solution de (Pvar,1.14) =⇒ u solution de (Pmin,1.15).34



1.4. Un peu de théorie : Inégalité de Korn et onséquenesD'après le théorème A.5 en annexe, a�n d'obtenir l'impliation réiproque et donl'équivalene des problèmes (Pvar,1.14) et (Pmin,1.15), il faut véri�er que
B∇ : KB 7→ L2(Ω \ B̄)

v −→ ∇ · v|Ω\B̄est à image fermée. D'après la setion préédente, pour obtenir la onvergene des solutionsdes problèmes pénalisés, il faut également véri�er que BB (dé�ni en 1.20) est à imagefermée. Ces deux hypothèses sont onséquenes de la propriété suivante,Propriété 1.14
B : X = H1

0 (Ω) 7→ Λ = (L2(B))4 × L2(Ω \ B̄) est à image fermée.
v → (D(v)1B,∇ · v1Ω\B̄)Démonstration :Il su�t de montrer que

∃C, ∀γ ∈ Im(B), ∃w ∈ X, γ = Bw et ‖w‖X ≤ C‖γ‖Λ.Soit don γ ∈ Im(B), γ = (λ, p). Comme γ ∈ Im(B), il existe w0 dans X tel que
λ = D(w0)1B, p = ∇ · w01Ω\B̄.

• Constrution de w sur B :On dé�nit wB ∈ H1(B) par wB = PK⊥ (w01B), où PK⊥ est la projetion de H1(B)sur K⊥, ave
K = {v ∈ H1(B), D(v) = 0}.La seonde inégalité de Korn dansK⊥ (voir propriété 1.10) donne alors ‖wB‖H1(B) ≤

C‖D(wB)‖(L2(B))4 . Or, par dé�nition de wB, w01B − wB ∈ K et don D(wB) =
D(w0)1B et ainsi on a

D(wB) = λ,
‖wB‖H1(B) ≤ C‖D(w0)‖(L2(B))4 = C‖λ‖(L2(B))4 .

• Prolongement sur Ω \ B̄ :On herhe wΩ\B̄ ∈ H1(Ω \ B̄) tel que
∇ · wΩ\B̄ = p dans Ω \ B̄,
wΩ\B̄ = wB sur ∂B,
wΩ\B̄ = 0 sur ∂Ω.� relèvement de la ondition au bord :On note g l'élément de H1/2(∂(Ω \ B̄)) dé�ni par

g = wB sur ∂B,
g = 0 sur ∂Ω. 35



Chapitre 1. Présentation de l'algorithmeOn peut relever g par wg dans H1(Ω \ B̄) ave ‖wg‖H1(Ω\B̄) ≤ C‖g‖H1/2(∂(Ω\B̄)).Or, ‖g‖H1/2(∂(Ω\B̄)) = ‖wB‖H1/2(∂B) ≤ C‖wB‖H1(B) par ontinuité de la trae.Ainsi, en utilisant la majoration de la norme dewB, on a onstruitwg ∈ H1(Ω \ B̄)tel que
wg = g sur ∂(Ω \ B̄),
‖wg‖H1(Ω\B̄) ≤ C‖λ‖(L2(B))4 .� résolution d'un nouveau problème homogène :On herhe maintenant wΩ\B̄ sous la forme wΩ\B̄ = wg + w̄ où w̄ doit véri�er

w̄ ∈ H1
0 (Ω \ B̄),

∇ · w̄ = p−∇ · wg.La divergene étant surjetive et biontinue de H1
0 (Ω \ B̄) dans L2

0(Ω \ B̄), il su�tde véri�er que p − ∇ · wg est d'intégrale nulle pour avoir une solution de eproblème, dont la norme est ontrolée.Or, en notant n la normale extérieure à Ω \ B̄, on a,
∫

Ω\B̄

p−∇ · wg =

∫

Ω\B̄

p−
∫

Ω\B̄

∇ · wg =

∫

Ω\B̄

∇ · w0 −
∫

Ω\B̄

∇ · wg

=

∫

∂(Ω\B̄)

w0 · n−
∫

∂(Ω\B̄)

wg · n = −
∫

B

∇ · w0 −
∫

∂(Ω\B̄)

g · n.On utilise alors que w01B − wB ∈ K ⊂ {v ∈ H1(B), ∇ · v = 0} pour obtenir
∇ · w0 = ∇ ·wB sur B et ainsi,

∫

Ω\B̄

p−∇ · wg = −
∫

B

∇ · wB −
∫

∂(Ω\B̄)

g · n.Une dernière intégration par parties donne
∫

Ω\B̄

p−∇ ·wg =

∫

∂B

wB · n−
∫

∂(Ω\B̄)

g · net, par dé�nition de g, on a bien,
∫

Ω\B̄

p−∇ · wg = 0.Par onséquent, il existe w̄ ∈ H1
0 (Ω \ B̄) tel que ∇ · w̄ = p−∇ · wg et

‖w̄‖H1(Ω\B̄) ≤ C‖p−∇ · wg‖L2(Ω\B̄).On a ainsi,
‖w̄‖H1(Ω\B̄) ≤ C(‖p‖L2(Ω\B̄) + ‖wg‖H1(Ω\B̄)) ≤ C(‖p‖L2(Ω\B̄) + ‖λ‖(L2(B))4).36



1.4. Un peu de théorie : Inégalité de Korn et onséquenes� En posant wΩ\B̄ = wg + w̄ on a bien,
∇ ·wΩ\B̄ = p,
wΩ\B̄ = wB sur ∂B,
wΩ\B̄ = 0 sur ∂Ω,
‖wΩ\B̄‖H1(Ω\B̄) ≤ C(‖p‖L2(Ω\B̄) + ‖λ‖(L2(B))4).

• Bilan : on dé�nit w = wB1B + wΩ\B̄1Ω\B̄ et w véri�e :
w ∈ H1

0(Ω),
Bw = (λ, p) = γ,
‖w‖H1(Ω) ≤ C(‖p‖L2(Ω\B̄) + ‖λ‖(L2(B))4) = C‖γ‖Λ.Cei étant vrai pour tout γ ∈ Λ et la onstante ne dépendant pas du γ onsidéré,on a don �ni la démonstration. �Remarque 1.15 L'argument lé de la démonstration préédente, est la �ompatibilité�entre les ontraintes, au sens où D(v) = 0 implique ∇ · v = 0. Cei permet en e�et deonstruire wB dans B pour gérer le mouvement rigide sans modi�er la divergene dans

B, e qui est indispensable pour pouvoir ensuite onstruire wΩ\B̄ sur Ω \ B̄ (de bonnedivergene et qui se reolle ave wB sur ∂B).On obtient alors immédiatement le orollaire suivant.Corollaire 1.16 B∇ et BB sont à image fermée.
B∇ étant à image fermée, la propriété suivante déoule du théorème A.5.Propriété 1.17 u solution de (Pmin,1.15) =⇒ ∃p tel que (u, p) solution de (Pvar,1.14).Cette propriété, assoiée à la propriété 1.13 montre que (Pvar,1.14) et (Pmin,1.15) sontéquivalents. Et en�n, BB étant à image fermée, la propriété 1.8 implique :Propriété 1.18 Les solutions uε du problème pénalisé (Pε

min,1.16) onvergent vers usolution du problème (Pmin,1.15) quand ε tend vers zéro, et ette onvergene est d'ordre1 : |uε − u| = O(ε).
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Chapitre 2. AppliationsRésumé : Dans e hapitre, nous présentons trois exemples de simulations uti-lisant la méthode de pénalisation proposée dans le hapitre préédent.� Nous utilisons tout d'abord ette méthode pour simuler le mouvement d'unevalve aortique 2D (très) idéalisée. La valve devant être �xée en un point, esystème présente une ontrainte supplémentaire de dimension deux. Nous mon-trons omment ette nouvelle ontrainte peut failement être prise en omptegrâe à deux multipliateurs de Lagrange.� Dans la seonde setion, nous nous intéressons au �nageur à trois sphères�.Nous utilisons la méthode de pénalisation étendue au as 3D-axisymétriquea�n de montrer qu'il lui est possible de nager dans un �uide de Stokes.� En�n, nous e�etuons des simulations de vésiules en isaillement. Leur mem-brane est modélisée par un ollier de partiules solides reliées par des ressorts.La tension de surfae est modélisée par une fore de rappel angulaire et laontrainte de volume onstant est gérée grâe à un multipliateur de Lagrange.Nous obtenons des résultats qualitativement semblables aux résultats expéri-mentaux.Abstrat : We present in this hapter three examples of simulations using thepenalty method proposed in the previous hapter.� We �rst use this method to simulate a (very) simpli�ed 2D model of the aortivalve. The rigid body has to be attahed at one of its points and this adds anew 2-dimensional onstraint to the problem. We show how this new onstraintan easily be taken into aount by using two Lagrange multipliers.� In the seond setion, we are interested in the �three spheres swimmer�. Weuse the extension to the 3D-axisymmetri ase of the penalty method in orderto show that this swimmer is able to swim through a Stokes �uid.� Finally, we present simulations of vesiles under shear �ow. Their membranesare modeled using a hain of rigid partiles linked by springs. The surfaetension is modeled by an angular bak-pulling fore and the volume is setonstant using a Lagrange multiplier. Our results are in qualitative agreementwith experimental results.2.1 Valve ardiaqueOn dérit dans ette setion omment utiliser la méthode présentée dans le hapitrepréédent dans le but de simuler le mouvement d'une valve aortique idéalisée. Ce travaila fait l'objet d'un proeeding (voir [48℄).2.1.1 Desription du modèleDans e modèle (très) idéalisé, la �valve� est assimilée à un orps rigide B. Ses extré-mités. Ses extrémités sont des disques D1 et D2 dont les entres sont à distane l (voirFig 2.1). On suppose de plus qu'elle est en rotation autour du point x0, entre de D1. Lagéométrie utilisée est inspirée de la géométrie réelle de la valve aortique dérite dans [84℄.Le omportement omplexe de la valve, dû à son élastiité, est modélisé par l'ajout d'un40



2.1. Valve ardiaque
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Fig. 2.1 � Valve : Géométrie du problème modèlemoment de rappel qui tend à la ramener vers une position d'équilibre. Plus préisément,on ajoute une fore extérieure, agissant sur D2, dont le moment est proportionnel à α−αeqoù αeq est l'angle d'équilibre. Par onséquent, la fore extérieure totale s'exerçant sur lavalve et inluant la gravité est,
fB,1 =

C

ℓ
(α− αeq) sinα 1D2 , fB,2 = (ρf − ρB)1B − C

ℓ
(α− αeq) cosα 1D2 ,où C est une onstante. ρf et ρB sont les densités respetives du �uide et de la valve. Laondition au bord sur la partie gauhe de la frontière est un pro�l pulsatoire (de pulsation

ωp) de type Poiseuille,
u(−3h, y, t) = −2vmax

3

y(y + 2h)

h2

(

1 +
cos(ωpt)

2

)

,où vmax est la vitesse maximale en entrée. On impose sur la partie supérieure de la frontièreune ondition de non glissement (u = 0), sur la partie droite une ondition de sortie libre,et sur la partie basse une ondition de symétrie (u2 = 0).2.1.2 Formulation variationnelle et implémentationDeux ontraintes apparaissent dans e modèle, la ontrainte de mouvement rigide quisera prise en ompte omme dans le hapitre préédent, et une nouvelle ontrainte : x0doit être un point �xe du solide. Les inonnues sont les hamps de vitesse et de pression uet p, ainsi que la vitesse angulaire ω de rotation autour de x0 (la vitesse de translation Vest nulle). Le prinipe fondamental de la dynamique érit dans (1.3) par rapport au entrede gravité, peut également s'érire par rapport à un point �xe. Le problème à résoudreest don,






ρf
DuDt − µ△u + ∇p = fΩ\B̄ dans Ω \ B̄,

∇ · u = 0 dans Ω \ B̄,
u = 0 sur ∂Ω,

u(x) = ω(x− x0)
⊥ sur ∂B,Jx0ω̇ =

∫

B

(x − x0)
⊥ · fB −

∫

∂B

(x − x0)
⊥ · σnds.

(2.1)
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Chapitre 2. AppliationsComme u est à mouvement rigide sur B, la ontrainte de point �xe u(x0, ·) = 0 peuts'érire ∫
D1

u(x, t)dx = 0 pour tout t. On intègre ette ontrainte à l'espae K∇ et onnote,
Kx0 =

{

v ∈ H1
0 (Ω),

∫

D1

v = 0

}

, Kx0,∇ = K∇ ∩Kx0La formulation variationnelle assoié à (2.1) s'obtient alors omme dans le hapitre préé-dent en prenant ette fois les fontions test dans Kx0 ∩KB. Après disrétisation en tempset gestion du mouvement rigide par pénalisation, on se ramène à résoudre, pour haquepas de temps, le problème suivant,






un+1 ∈ Kx0 et pn+1 ∈ L2(Ω)

α

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ)

+
2

ε

∫

Bn+1

D(un+1) : D(ũ) −
∫

Ω

pn+1∇ · ũ

= α

∫

Ω

(ρnun) ◦Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ ∀ũ ∈ Kx0 ,

∫

Ω

q∇ · un+1 = 0 ∀q ∈ L2(Ω),

(2.2)
A�n de pouvoir résoudre e problème par la méthode des éléments �nis, il reste à gérerla ontrainte de point �xe présente dans l'espae fontionnel. Cela pourrait être traité parpénalisation en ajoutant le terme 1

ε′

∣
∣
∣
∣

∫

D1

v

∣
∣
∣
∣

2 à la fontionnelle à minimiser mais on auraitalors dans la formulation variationnelle le terme 1

ε′

(∫

D1

u

)

·
(∫

D1

ũ

) qui ne peut être géréfailement par les solveurs standards. D'après la remarque A.6 de l'annexe A, puisqu'ils'agit de deux ontraintes linéaires à valeur réelle, on peut les imposer par dualité. Celaonsiste à ajouter une inonnue λ ∈ R
2, multipliateur de Lagrange assoié à la ontraintede point �xe, qui intervient dans la formulation variationnelle sous la forme λ ·

∫

D1
u. Enutilisant le fait que λ 7→ uλ est une appliation a�ne, on observe qu'il su�t de résoudrele problème pour trois λ bien hoisis (par exemple λ1 = (0, 0), λ2 = (1, 0) et λ3 = (0, 1)).En e�et, si on note u1, u2 et u3 les solutions orrespondantes, on sait alors que la solutionherhée u est ombinaison baryentrique des trois préédentes. Il existe β et γ tels que,

u = βu1 + γu2 + (1 − β − γ)u3.Pour obtenir les valeurs de β et γ, il su�t alors d'érire que la ontrainte de point �xedoit être véri�ée et de résoudre le système linéaire 2 × 2 suivant :
∫

D1

u = 0 ⇔
∫

D1

[βu1 + γu2 + (1 − β − γ)u3] = 0

⇔
(∫

D1

u1 − u3

)

β +

(∫

D1

u2 − u3

)

γ = −
∫

D1

u3.42



2.1. Valve ardiaqueOn a ainsi montré omment adapter l'étape (ii) de l'algorithme 1.1 à e nouveau problème.L'étape (i) onsiste maintenant à mettre à jour α, unique degré de liberté du solide, enérivant αn+1 = αn + ∆tωn où ωn est alulé à partir de la vitesse du entre du disque
D2.

Vn =
1Vol(Dn

2,h)

∫

Dn
2,h

un, ωn =
cos(αn)Vn

2 − sin(αn)Vn
1

ℓ
,où, omme indiqué dans la setion 1.3.1, Dn

2,h est le polygone représentant D2 au temps
n après disrétisation en espae.2.1.3 Résultats numériquesLes paramètres géométriques utilisés lors de la simulation sont h = 20, r = 20, ℓ = 14,
µ = 1 et e = 5. Les densités du �uide et de la valve sont prises respetivement égales à
ρf = 1 et ρB = 5. La visosité µ du �uide est égale à 1. La pulsation en entrée est depériode T = 7.5s. Les équations de Navier-Stokes sont érites de manière adimensionnée,en utilisant h omme longueur aratéristique et en hoisissant vmax tel que le nombre deReynolds, dé�ni par Re = vmaxρfh/µ, soit égal à 400. Le hamp de vitesses est initialisé enrésolvant le problème de Stokes orrespondant. Le ode soure assoié peut être téléhargésur [44℄.Les hamps de veteurs à gauhe de la �gure 2.2 orrespondent au hamp des vitessesobtenus à di�érents pas de temps. A droite de la �gure, on peut trouver les lignes deourant assoiées. Par dé�nition, es lignes de ourant sont, à un instant donné, les ourbestangentes au hamp des vitesses. Pour un hamp de veteur (x, t) → v(x, t) donné, leslignes de ourant τ → Y(τ) à un instant s donné sont, par dé�nition, les solutions del'équation di�érentielle ordinaire,

dY

dτ
(τ) = v(Y(τ), s), (2.3)Noter que, le temps s étant �xé dans (2.3), es lignes de ourant sont di�érentes desaratéristiques dé�nies en (1.7) et ne représentent don pas les trajetoires des partiulesde �uide. Les lignes de ourant sont une façon de représenter le hamp des vistesses à uninstant donné.
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Chapitre 2. Appliations

Fig. 2.2 � Champs des vitesses et lignes de ourant aux pas de temps 19�41�70�90�120�149�17044



2.2. Nageur2.2 Nageur2.2.1 Desription du problèmeLe méanisme utilisé par l'homme pour nager onsiste à e�etuer des brassées pé-riodiques et à utiliser les fores hydrodynamiques exerées par le �uide environnant surlui-même lors de es brassées. Grâe aux e�ets inertiels, le déplaement e�etué lors de lapremière moitié de la brassée ylique n'est pas annulé lors de sa seonde moitié. Dans leas de systèmes biologiques ou de miro- ou nano-robots, à ause des éhelles de longueuret de temps assoiées, le mouvement est dominé par les e�ets de visosité et l'inertie estnégligeable. Cei implique que de tels organismes doivent adopter des stratégies di�érentesde elles d'organismes plus grands pour nager. En e�et, la réversibilité des équations deStokes impliquent que tout déplaement obtenu grâe à une déformation de l'organismesera annulé lors d'une déformation réiproque. Le problème qui se pose est de trouver lesméanismes les plus simples apables d'autopropulsion dans un �uide de Stokes ou enore,de savoir si un système est apable d'avaner dans un �uide de Stokes, en e�etuant unhangement de forme ylique (une �brassée�), en l'absene de fores extérieures.Ce travail est issu d'une ollaboration ave François Alouges2 et Antonio de Simone3et a été à l'origine d'une publiation (voir [4℄) qui se trouve en annexe B. Nous noussommes intéressés au as du �nageur à trois sphères� dérit dans [68℄. Il est onstitué detrois sphères égales de rayon a, se déplaçant le long d'un axe ez (Voir Fig. 2.3). On note x
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Chapitre 2. Appliationslinéaires, il existe une matrie, notée S et appelée matrie d'Oseen, telle que




V1

V2

V3



 = S(x, y)





f1

f2

f3



 . (2.4)La matrie S ne dépend que de la forme du nageur puisque l'on est en milieu in�ni.Propriété 2.1 S est symétrique dé�nie positiveDémonstration : Soient f = (f1, f2, f3)
t et g = (g1, g2, g3)

t deux veteurs, on dé�nit uet v les hamps de vitesse solution du problème du nageur assoié à es fores. On note
U et V les vitesses des partiules assoiées : U = Sf et V = Sg. Alors,

(f , Sg) =
∑

i

fiVi

= 2µ

∫

Ω\B̄

D(u) : D(v)

=
∑

i

giUi = (Sf , g).De plus,
(f , Sf) =

∑

i

fiUi = 2µ

∫

Ω\B̄

D(u) : D(u) ≥ 0.On a don montré que S est symétrique dé�nie positive. �L'hypothèse d'autopropulsion du nageur se traduit par la nullité de la somme desfores s'exerçant sur les di�érentes sphères,
f1 + f2 + f3 = 0. (2.5)On appelle �brassée� un mouvement périodique de période T dans l'espae des formes,

b : [0, T ] 7→ ]2a,+∞[×]2a,+∞[ ave (x(T ), y(T )) = (x(0), y(0)).
t → (x(t), y(t))Cette brassée permet de passer de l'état (x(0), y(0), c(0)) à l'état (x(T ), y(T ), c(T )). Onherhe à savoir s'il en existe, produites par des fores internes, telles que c(T ) soit di�érentde c(0).2.2.2 Présentation d'un as simple : la brassée �arrée�On onsidère la �brassée� étudiée dans [68℄. Elle est donnée dans l'espae des formespar

(x, y) : (δ, δ) → (δ + h, δ) → (δ + h, δ + h) → (δ, δ + h) → (δ, δ),où δ est stritement supérieur à 2a et h est stritement positif (voir Fig. 2.4). On lasuppose e�etuée grâe à des fores internes. On souhaite savoir si une telle brassée permet46



2.2. Nageur
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Fig. 2.4 � Nageur : exemple de brassée.au nageur d'avaner. Dans les variables (x, y, c), elle se réérit,
(δ, δ, c0) → (δ + h, δ, c1) → (δ + h, δ + h, c2) → (δ, δ + h, c3) → (δ, δ, c4). (2.6)Elle permettra de nager si c4 est di�érent de c0. Pour le savoir, on herhe à déduire dusystème (2.4) des informations sur le entre de gravité c. On ommene par réérire (2.4)sous la forme,

d

dt





x1

x2

x3



 = S(x, y)





f1

f2

f3



 .En utilisant la propriété 2.1 ainsi que x = x2 −x1, y = x3 −x2 et c = (x1 +x2 +x3)/3,on a 





dx

dt
= e1 · Sf = Se1 · f ,

dy

dt
= e2 · Sf = Se2 · f ,

dc

dt
= e3 · Sf = Se3 · f .

(2.7)
où e1 = (−1, 1, 0)t, e2 = (0,−1, 1)t et e3 = (1/3, 1/3, 1/3)t. On remarque alors que,puisque f véri�e (2.5), elle s'érit de manière unique sous la forme,

f = αSe2 × e3 + βSe1 × e3. (2.8)Pour le montrer, on note d'abord que, d'après (2.5), f est orthogonale à e3. Or, les veteurs
Se2 × e3 et Se1 × e3 sont évidemment dans l'orthogonal de e3 et en forment une basepuisqu'ils sont libres. En e�et, s'ils ne l'étaient pas, il existerait des onstantes λ et µtelles que S(λe1 + µe2) × e3 = 0. Or, omme e3 est orthogonal à e1 et à e2, on auraitalors S(λe1 + µe2) · (λe1 + µe2) = 0, e qui est en ontradition ave le aratère dé�ni47



Chapitre 2. Appliationspositif de S. En érivant f sous ette forme, le système di�érentiel (2.7) devient,






dx

dt
= αSe1 · (Se2 × e3),

dy

dt
= βSe2 · (Se1 × e3),

dc

dt
= αSe3 · (Se2 × e3) + βSe3 · (Se1 × e3).Remarque 2.2 Grâe à e système d'équations et à (2.8), on peut toujours, à partird'une brassée t→ (x(t), y(t)) donnée, retrouver les fores internes assoiées :

f =
dx

dt

Se2 × e3

Se1 · (Se2 × e3)
+
dy

dt

Se1 × e3

Se2 · (Se1 × e3)
.Ce alul est possible pare que Se1 · (Se2 × e3) n'est pas nul. En e�et, s'il l'était, alors

Se2 ×e3 et Se1 ×e3 seraient tous deux orthogonaux à Se1 et à Se2. Comme S est dé�niepositive, Se1 et Se2 ne sont pas olinéaires. On a don Se2×e3 et Se1×e3 olinéaires.Or,on a montré préédemment qu'ils étaient libres.Finalement, en notant A la matrie telle que AU = U × e3, on a
A =

1

3





0 1 −1
−1 0 1
1 −1 0



 .En posant T = SAS, on obtient le système






dx

dt
= αe1 · Te2,

dy

dt
= βe2 · Te1,

dc

dt
= αe3 · Te2 + βe3 · Te1.

(2.9)Comme montré préédemment, e1 · Te2 et e2 · Te1 sont non nuls et ainsi, l'évolution entemps de c le long de la brassée s'érit,
dc

dt
=

e3 · Te2

e1 · Te2

dx

dt
+

e3 · Te1

e2 · Te1

dy

dt
. (2.10)Remarque 2.3 On note V = (V1, V2), où V1 =

e3 · Te2

e1 · Te2
et V2 =

e3 · Te1

e2 · Te2
. Si ∆c est lavariation de c lors d'une brassée dont le graphe est noté γ, on a d'après (2.10)

∆c =

∫

γ

V dl.Par onséquent, ∆c est indépendant du paramétrage de γ. Le déplaement du nageur lorsd'une brassée ne dépend que de la forme de ette brassée et non de la vitesse à laquelleelle est e�etuée.48



2.2. NageurDans le as de la brassée �arrée� dérite �gure 2.4, on peut dérire l'évolution de c, étapepar étape, en intégrant (2.10). Après hangement de variable on obtient
(δ, δ, c0)

γ1−→ (δ + h, δ, c1) : cγ1(x) = c0 +

∫ x

δ

e3 · T (s, δ)e2

e1 · T (s, δ)e2
ds,

(δ + h, δ, c1)
γ2−→ (δ + h, δ + h, c2) : cγ2(y) = c1 +

∫ y

δ

e3 · T (δ + h, s)e1

e2 · T (δ + h, s)e1

ds,

(δ + h, δ + h, c2)
γ3−→ (δ, δ + h, c3) : cγ3(x) = c2 +

∫ x

δ+h

e3 · T (s, δ + h)e2

e1 · T (s, δ + h)e2

ds,

(δ, δ + h, c3)
γ4−→ (δ, δ, c4) : cγ4(y) = c3 +

∫ y

δ+h

e3 · T (δ, s)e1

e2 · T (δ, s)e1

ds.

(2.11)
On peut don simuler numériquement l'évolution de c en fontion de la forme dunageur. Il su�t pour ela de savoir aluler T (x, y) sur le hemin de la brassée. Or, puisque

T = SAS, ela revient à résoudre deux problèmes de Stokes S ave fores imposées surles partiules. Cei peut être fait en utilisant la méthode de pénalisation.2.2.3 Résultats numériquesUn as test :On se ramène d'abord à un problème 2D en utilisant une formulation variationnelleaxisymétrique de Stokes. Les nouvelles variables sont (r, z) ∈ Ω2D = R
+×R. On approheensuite le domaine in�ni Ω2D par une �grande� boîte [0, R]× [−H,H ] e qui orrespond en

3D à un ylindre de hauteur 2H et de rayon R. Au bord de e domaine borné, on imposedes onditions de Dirihlet homogènes. Avant de herher à résoudre le problème qui nousintéresse, on souhaite d'abord valider ette approhe. Pour ela, on onsidère une uniquepartiule de rayon a, plongée dans un �uide de Stokes de visosité µ. On applique unefore vertiale fB = −gez par unité de volume sur la sphère. A�n de limiter les tempsde alul et de pouvoir hoisir R et H sans augmenter déraisonnablement le nombre depoints du maillage, on hoisit une seonde boîte, [0, Rf ] × [−Hf , Hf ] ⊂ [0, R] × [−H,H ],ontenant les partiules et qui sera maillée plus �nement que le reste du domaine. Onhoisit ii d'utiliser des maillages adaptés aux partiules. Le maillage de la �gure 2.5 estelui obtenu ave les paramètres Rf = Hf = 4a et R = H = 34a. Il omporte Nf = 4/amailles par unité de longueur pour le maillage �n et dix fois moins pour le maillagegrossier. On représente sur la �gure 2.6 la pression obtenue pour les paramètres physiquessuivants : a = 0.05, g = −10, µ = 3.
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PSfrag replaements
maillage grossiermaillage �nFig. 2.5 � Problème test et zoom du maillage utilisé.

IsoValue
-0.208747
-0.178962
-0.159106
-0.13925
-0.119394
-0.0995382
-0.0796821
-0.059826
-0.0399699
-0.0201139
-0.0002578
0.0195983
0.0394543
0.0593104
0.0791665
0.0990226
0.118879
0.138735
0.158591
0.208231

IsoValue
-0.208747
-0.178962
-0.159106
-0.13925
-0.119394
-0.0995382
-0.0796821
-0.059826
-0.0399699
-0.0201139
-0.0002578
0.0195983
0.0394543
0.0593104
0.0791665
0.0990226
0.118879
0.138735
0.158591
0.208231

Fig. 2.6 � Problème test : pression obtenue (à gauhe) et zoom (à droite).
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2.2. NageurLa valeur théorique de la vitesse U = Uez de la partiule peut être obtenue en érivantl'équilibre des fores,
fStokes +

∫

Ω

fB1B = 0,où fStokes = −6πµaU est la fore exerée par un �uide de Stokes sur une partiule sedéplaçant en milieu in�ni (voir [78℄, artile original de Stokes en 1851). Ainsi, la vitessethéorique vaut
Utheo = −

2π
∫

Ω2D
fB1Brdrdz

6πµa
=

∫

B2D
grdrdz

3µa
.où B2D = {(r, z) ∈ Ω2D, r

2 + z2 ≤ a2}. Les tests sont e�etuées pour a = 0.05, Hf = 4aet H = 96a. Les erreurs relatives obtenues pour di�érents pas de maillages sont
Nf 2/a 4/a 6/a

err = (Unum − Utheo)/Utheo 0.26 0.10 0.06Remarque 2.4 Noter que, dans le as du nageur, la somme des fores exerées sur lesystème est nulle. La solution déroît don plus rapidement à l'in�ni et l'erreur ommisesuite au alul dans une boîte �nie sera don plus petite.Simpli�ations :On souhaite utiliser ette formulation 3D-axisymétrique ainsi que e type de maillagepour simuler numériquement l'évolution de c en fontion de la brassée. Pour ela, ondisrétise la brassée en utilisant un déoupage de [δ, δ+h] : (z0 = δ, . . . , zk, . . . , zNz = δ+h).D'après (2.11), on est ramené à aluler des intégrales sur des intervalles de la forme
[zk, zk+1]. On hoisit pour ela la méthode d'intégration de Gauss à deux points. Pourhaque intégrale, il faut don e�etuer deux aluls de T , e qui néessite quatre résolutionsdu problème de Stokes S.La symétrie du problème va nous permettre de diviser par deux e nombre de aluls.En e�et, on remarque que

∀f =





f1

f2

f3



 , u =





u1

u2

u3



 = S(x, y)f =⇒





u3

u2

u1



 = S(y, x)





f3

f2

f1



 . (2.12)On note S la matrie �anti-transposée� de S,
∀i, j, Si,j = S4−i,4−j,et f = (f3, f2, f1)

t. Pour toute matrie S1, S2 et tout veteur f on a S1S2 = S1S2 et
Sf = S f . Par onséquent, (2.12) donne

S(y, x) = S(x, y).Cei, assoié à A = A, permet d'érire
T (y, x) = S(y, x)AS(y, x) = S(x, y) A S(x, y)

= S(x, y)AS(x, y) = T (x, y). 51



Chapitre 2. AppliationsAinsi, en utilisant e1 = −e2, e3 = e3 et f · g = f · g on obtient
e3 · T (x, δ + h)e2

e1 · T (x, δ + h)e2
=

e3 · T (x, δ + h)e2

e1 · T (x, δ + h)e2

=
e3 · T (x, δ + h) e2

e1 · T (x, δ + h) e2

= −e3 · T (δ + h, x)e1

e2 · T (δ + h, x)e1

.Les intégrales de (2.11) orrespondant au hemin (δ + h, δ + h, c2) → (δ, δ + h, c3) seramènent don à elles obtenues sur le hemin (δ+h, δ, c1) → (δ+h, δ+h, c2). De même,pour aluler les intégrales issues du hemin (δ, δ + h, c3) → (δ, δ, c4), on peut se ramenerà elles du hemin (δ, δ, c0) → (δ + h, δ, c1).Résultats obtenus :On représente sur la �gure 2.7, le maillage utilisé dans le as d'un nageur dont lespartiules sont de rayon a = 0.05 et de forme (x, y) = (4a, 7a). On y trouvera égalementle hamp des pressions obtenu lors du alul de S(x, y)e1 'est à dire lorsqu'on appliqueles fores e1 = (−1, 1, 0)t aux trois partiules.
IsoValue
-112.177
-100.212
-92.2346
-84.2575
-76.2805
-68.3034
-60.3263
-52.3492
-44.3721
-36.395
-28.4179
-20.4408
-12.4637
-4.48662
3.49047
11.4676
19.4447
27.4217
35.3988
55.3416

Fig. 2.7 � Nageur : maillage utilisé (à gauhe) et pressions obtenues lors du alul de
S(x, y)e1 (à droite)
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2.2. NageurLes hamps de pression assoiés aux fores e2 = (0,−1, 1)t, et e3 = (1/3, 1/3, 1/3)tsont représentés �gure 2.8.
IsoValue
-79.6156
-69.5899
-62.9061
-56.2223
-49.5385
-42.8547
-36.1709
-29.4871
-22.8033
-16.1195
-9.43571
-2.75191
3.93188
10.6157
17.2995
23.9833
30.6671
37.3509
44.0347
60.7442

IsoValue
-18.9252
-15.8691
-13.8317
-11.7943
-9.75693
-7.71953
-5.68214
-3.64475
-1.60736
0.430033
2.46743
4.50482
6.54221
8.5796
10.617
12.6544
14.6918
16.7292
18.7666
23.86

Fig. 2.8 � Nageur : pressions obtenues lors du alul de S(x, y)e2 (à gauhe) et S(x, y)e3(à droite).Rappelons que le déplaement global du entre de gravité durant une brassée est indé-pendant de la façon dont est e�etuée ette brassée (voir remarque 2.3). A�n d'observerl'évolution en temps du nageur, on se donne un paramétrage de la brassée dérite �-gure 2.4. On suppose qu'elle est e�etuée à vitesse onstante durant un temps T = 1. Onobtient grâe aux aluls dérits préédemment la position du entre de gravité c au oursdu temps. Elle est représentée sur la �gure 2.9. Les paramètres utilisés sont a = 0.05,
δ = 3a et h = 5a. Les on�gurations assoiées ont été traées �gure 2.10
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Chapitre 2. Appliations
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Fig. 2.9 � Nageur : brassée (à gauhe) et déplaement assoié (à droite).

 

 

centre de gravite

Sens de
l’evolution

Fig. 2.10 � Nageur : on�gurations durant la brassée.
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Fig. 2.11 � Nageur : le déplaement ∆c est d'ordre 2 en h quand h tend vers zéro.54



2.2. NageurUne étude du déplaement c4 − c0 en fontion de h (voir �gure 2.11) montre, ommeindiqué dans [68℄, qu'il est d'ordre h2 quand h est petit. Ces aluls ont été faits pour
a = 0.05 et δ = 4a. On retrouve en fait ii un résultat bien lassique de la théorie duontr�le (voir par exemple [19℄) rappelé dans la propriété suivante.Propriété 2.5 Soit z ∈ O ⊂ R

n solution de ż = f(z, u(t)) où u = (u1, u2) ∈ R
2 et

f(x, u) = u1f1(x) + u2f2(x) ave f1, f2 ∈ C∞(O). On note a = z(0) et on suppose
(u1(t), u2(t)) = (η1, 0), pour t ∈ [0, ε],

(u1(t), u2(t)) = (0, η2), pour t ∈ [ε, 2ε],

(u1(t), u2(t)) = (−η1, 0), pour t ∈ [2ε, 3ε],

(u1(t), u2(t)) = (0,−η2), pour t ∈ [3ε, 4ε].Alors, quand ε tend vers zéro,
z(4ε) = a+ η1η2ε

2[f1, f2](a) + o(ε2)où [f1, f2] est le rohet de Lie de f1 et f2 dé�ni par [f1, f2] = f ′
2f1 − f ′

1f2.2.2.4 Reherhe de brassées optimalesNous avons ainsi retrouvé, grâe à un algorithme basé sur la méthode de pénalisation,les résultats de [68℄ disant que la système des trois sphères peut nager et que le déplaement�nal obtenu est d'ordre h2 quand l'amplitude h du mouvement est petite. Ne se basant passur un développement des fores hydrodynamiques pour h petit, ette méthode numériquenous permet de simuler des brassées d'amplitude quelonques et d'obtenir l'évolution duentre de gravité en fontion du temps.Nous avons étudié numériquement une lasse de brassées t → (xδ,h(t), yδ,h(t)) parti-ulière pour laquelle la position du entre de gravité c(T ) est di�érente de sa positioninitiale c(0). On peut maintenant se demander si le nageur à trois sphères est apable dese déplaer de n'importe quel état à n'importe quel autre : on est ramené à un problèmede ontr�le. On note X l'état du système, X = (x, y, c) ∈]2a,+∞[×]2a,+∞[×R. Il estrégi par l'équation di�érentielle ordinaire (2.9) que l'on réérit sous la forme
dX

dt
= αF1(X) + βF2(X) (2.13)où F1(X) = (e1 ·Te2, 0, e3·Te2)

t et F2(X) = (0, e2·Te1, e3·Te1)
t. Dans [4℄ (voir annexe B),il est démontré que e système est globalement ontr�lable. C'est-à-dire que, tout état dedépart X0 = (x0, y0, c0) peut être relié à tout état d'arrivée X1 = (x1, y1, c1) par unesolution de (2.13) ave un ontr�le t→ (α(t), β(t)) bien hoisi. On y dérit également unalgorithme permettant de aluler des brassées b : t→ (x(t), y(t)) optimales dans le sensoù elle maximisent une ertaine e�aité. Cet algorithme néessite la onnaissane de F1et F2 qui sont alulés sur une grille disrétisant ]2a,+∞[×]2a,+∞[ grâe à la méthodedérite préédemment. 55



Chapitre 2. Appliations2.3 Vésiules2.3.1 ContexteCe travail est issu d'une ollaboration ave Mourad Ismail et l'équipe DyFCoM (Dy-namique des Fluides Complexes et Morphogénèse) du Laboratoire de Spetrométrie Phy-sique (LSP) de Grenoble. Un des thèmes abordés dans ette équipe est l'étude théoriqueet expérimentale du omportement méanique d'objets individuels et en interation aveleur environnement. Plus partiulièrement, ils herhent à omprendre et à prévoir le om-portement de ellules soumises à un éoulement, omme les globules rouges dans le �otsanguin par exemple. La dynamique de es ellules vivantes est liée à des ativités tantbiologiques que himiques ou méaniques. On s'intéresse ii aux aspets méaniques de eomportement.Pour ela, on étudie des �vésiules géantes�. Il s'agit de membranes fermées empri-sonnant un liquide, de taille omprise entre 1 et 100 mirons. Elles sont formées d'unebiouhe inompressible de phospholipides. Les phospholipides sont onstitués d'une têtehydrophile et d'une queue hydrophobe (voir �gure 2.12). Ce type de vésiules est un

Fig. 2.12 � Représentation shématique d'une vésiule.modèle e�ae et �exible. Il permet de omprendre qualitativement et de prévoir le om-portement méanique de ellules vivantes soumises à un éoulement. Ces vésiules ontl'avantage de pouvoir être failement fabriquées en laboratoire où l'on peut égalementmodi�er leur liquide interne ainsi que leur ratio surfae/volume (i.e. leur déformabilité).L'objetif de e travail est de modéliser de telles vésiules et d'implémenter un ode,faile d'utilisation, reproduisant numériquement leur omportement dans un éoulement.Un tel ode, après validation, permettrait de rendre aessibles des paramètres non me-surables expérimentalement. On pourrait ainsi avaner des hypothèses expliatives deertains phénomènes a�n d'orienter les reherhes expérimentales. On dérit le modèleutilisé dans la setion suivante. On présentera ensuite les résultats numériques que l'onomparera ave les résutats expérimentaux obtenus par l'équipe du LSP.56



2.3. Vésiules2.3.2 Modèle utiliséLa membraneOn travaille en deux dimensions. La membrane est modélisée par un ollier de Npartiules rigides (voir �gure 2.13). On note (Bi)i=1...N les partiules, x = (xi)i leursentres et r leur rayon ommun. On suppose que la vésiule est plongée dans un �uide devisosité µout et on note µin la visosité du liquide qu'elle ontient. A�n de visualiser lemouvement de la membrane, sur toutes les représentations de la vésiule, la partiule B1sera noiie.
PSfrag replaements

B1

B2

Bi

Bi+1

µin

µout

Fig. 2.13 � La membrane vue omme ollier de partiules rigides.Les fores interpartiulaires sont de deux types. On suppose qu'il existe des ressortsreliant haque ouple de partiules voisines et, a�n de modéliser la tension surfaique, onajoute une fore angulaire pour haque triplet de partiules suessives. On note kr laonstante de raideur des ressorts reliant les partiules voisines et l0 leur longueur à vide(voir �gure 2.14). On suppose l0 < 2r. On note ei le veteur unitaire reliant xi−1 à xi

PSfrag replaements xi xi+1kr, l0

ei
PSfrag replaements

ei

ei+1

Bi

Bi+1

Bi−1Fig. 2.14 � Fores interpartiulaires : ressort (à gauhe) et fore angulaire (à droite)pour i = 2 . . .N et e1 elui reliant xN à x1. La fore F r
i assoiée aux ressorts exerée surla ième partiule est

F r
1 = kr(|x2 − x1| − l0)e2 − kr(|x1 − xN | − l0)e1

F r
i = kr(|xi+1 − xi| − l0)ei+1 − kr(|xi − xi−1| − l0)ei pour i = 2 . . .N − 1
F r

N = kr(|x1 − xN | − l0)e1 − kr(|xN − xN−1| − l0)eNLa fore angulaire onsidérée (voir �gure 2.14), est issue du potentiel
Πa =

N∑

i=1

Πa
i 57



Chapitre 2. Appliationsave
Πa

i = −kaei · ei+1 pour i = 1 . . . N − 1
Πa

N = −kaeN · e1Ce potentiel tend à ramener l'angle entre −ei et ei+1 à la valeur π.Ce problème s'érit don omme une problème �uide/partiules ave fores imposéeset peut être résolu par la méthode de pénalisation dérite dans le hapitre préédent. A�nde s'assurer qu'à haque instant, auune partiule ne se hevauhe et que les partiulesvoisines dans la membrane restent en ontat, on ajoute une étape de projetion similaireà elle qui sera détaillée dans le hapitre 3. A haque instant, on souhaite que les vitessesdes partiules soient telles que à l'instant n + 1, toutes les distanes restent positives etles distanes entre partiules voisines restent nulles. Pour ela, on projette les vitessesobtenues par la résolution du problème pénalisé sur un espae de vitesses dit admissible.Cet espae, noté Kn au temps n, est elui des vitesses pour lesquelles, à l'instant n + 1,la on�guration véri�e les ontraintes au premier ordre,
Kn =







V ∈ R
2N , Dij(x

n) + ∆tGij(x
n) · V ≥ 0 ∀i < j

Di,i+1(x
n) + ∆tGi,i+1(x

n) · V = 0 ∀i ∈ [2 . . . N ]

DN,1(x
n) + ∆tGN,1(x

n) ·V = 0







,où xn = (xn
i )i est la on�guration à l'instant n, Dij(x

n) est la distane entre les partiules
i et j pour ette on�guration et Gij(x

n) est son gradient.Contrainte de volume onstantL'algorithme dérit préédemment déouple la résolution �uide de la ontrainte impo-sant à la membrane de rester fermée. Ainsi, lors de la première étape, la vitesse obtenuepour les partiules ne préserve pas le volume (ou plut�t l'aire en 2D) de la vésiule. A�nde nous assurer e volume reste onstant, il nous faut ajouter une ontrainte lors de larésolution �uide. Comme on le verra, ela va onduire à dé�nir une pression à l'intérieurde la vésiule. Pour érire ette nouvelle ontrainte, on onsidère que le volume interne dela vésiule est elle du polygone de sommets (xi)i. On ommene par aluler la variationde volume due au déplaement de la partiule i. Pour alléger les aluls, on onsidèrele as où i ∈ [1 . . . N − 1], le as i = N se traitant de la même façon en adaptant lesindies. Supposons don que la partiule i se déplae de dxi (voir �gure 2.15). On dé�nit
ni,+ = e⊥

i+1 et ni,− = e⊥
i . Alors, la variation de volume assoiée au déplaement dxi s'érit

dA = dAi+1 + dAi−1 =
|xi+1 − xi|dxi · ni,+

2
+

|xi−1 − xi|dxi · ni,−

2

=
1

2
(|xi+1 − xi|ni,+ + |xi−1 − xi|ni,−) · dxi.On note

ni =
1

2ρi
(|xi+1 − xi|ni,+ + |xi−1 − xi|ni,−)58



2.3. Vésiules
PSfrag replaements
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Fig. 2.15 � Variation du volume de la vésiule assoiée au déplaement de la partiule i.la �normale� à la vésiule au point xi où ρi est tel que |ni| = 1. On a montré que le volumede la vésiule reste onstant suite au déplaement de la partiule i à la vitesse Vi si
ρiVi · ni = 0.Dans le as où haque partiule i se déplae à vitesse Vi, la ontrainte de volume onstants'érit,

N∑

i=1

ρiVi · ni = 0.La remarque A.6 de l'annexe A montre que l'on peut traiter ette nouvelle ontrainte (sa-laire) à l'aide d'un multipliateur de Lagrange λ ∈ R. Cela a pour onséquene d'ajouterle terme
λ

N∑

i=1

ρiṼi · nidans la formulation variationnelle utilisée où Ṽi est la vitesse de la partiule i assoiée àla fontion test ũ.Remarque 2.6 Ce terme peut être vu omme l'équivalent disret de ∫
Γ
λũ · nΓ où Γ estle bord de la vésiule et nΓ la normale à e bord. λ peut don être interprété omme unepression s'exerçant à l'intérieur de la vésiule.Puisque ũ est à mouvement rigide dans Bi, on a Ṽi =

1Vol(Bi)

∫

Bi

ũ et le terme àajouter est
λ

N∑

i=1

ρiṼi · ni = λ

∫

Ω

g · ũ où g =

N∑

i=1

ρiniVol(Bi)
1Bi

.On note uλ la solution de e problème à λ �xé. Comme dans le as de la valve ardiaque(setion 2.1), on remarque que λ→ uλ est a�ne et que la solution reherhée s'érit sousla forme,
u = αu0 + (1 − α)u1. 59



Chapitre 2. AppliationsPour aluler u, il su�t don de résoudre deux problèmes à λ �xé et le paramètre α ∈ Rs'obtient alors en érivant que la ontrainte doit être véri�ée. Si on note V0
i et V1

i lesvitesses de la partiule i assoiées respetivement à u0 et u1, on a
N∑

i=1

Vi · ni = 0 ⇔ α =

−
N∑

i=1

V1
i · ni

N∑

i=1

(V0
i − V1

i ) · ni

.Remarque 2.7 Noter que l'on impose ii dA
dt

= 0. Suite à la disrétisation en temps,la ontrainte de volume onstant n'est en réalité imposée qu'à l'ordre un et il y a dondes variations de volume d'ordre deux par rapport au déplaement des partiules. Ceiest vrai que la résolution �uide soit déouplée de la gestion des ontats ou non. Il estdon possible qu'une aumulation de es petites variations fasse apparaître une variationsigni�ative du volume de la vésiule en temps long. Une façon de limiter et e�et seraitde aluler le volume initial de la vésiule A0 et d'imposer A = A0 par une ontrainte dedouble inégalité. Dans e as, à haque instant, la ontrainte orrige les erreurs issues desinstants préédents. Bien que e ne soit pas la stratégie hoisie ii, il sera néessaire del'implémenter par la suite si on souhaite e�etuer des aluls en temps long.2.3.3 Résultats obtenusOn étudie le omportement de vésiules soumises à un éoulement de �uide en isaille-ment. On sait que la dynamique assoiée varie en fontion des paramètre de l'éoulement(taux de isaillement) et de la vésiule elle même (di�érene entre visosité interne etexterne, rapport surfae/volume). Par exemple, lorsque la visosité interne est faible, lavésiule elliptique présente une orientation �xe et sa membrane tourne autour d'elle ; onparle de mouvement de henille de har. Puis, si on augmente peu à peu la visosité in-terne, on trouve une valeur limite au dessus de laquelle la vésiule se omporte omme unsolide et présente un mouvement dit de basule. On a herhé à retrouver numériquementes deux omportements.Les paramètres utilisés lors des simulations numériques sont les suivants : N = 20,
r = 4, ka = 1, l0 = 3r/2 et µout = 1. On présente les résultats obtenus pour µin = 1 et
kr = 100 (voir �gure 2.16). On y observe un mouvement de henille de har que l'on peutomparer à un mouvement similaire réalisé en laboratoire. Le mouvement dit de basule(�gure 2.17) a lui été obtenu pour µin = 30 et kr = 50.Ces résultats re�ètent le omportement onnu des vésiules soumises à un isaillementet sont don enourageants. D'autres tests sont à prévoir a�n de valider le modèle et deomprendre l'in�uene des di�érents paramètres.
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2.3. Vésiules

Fig. 2.16 � Mouvement de henille de har. Observation expérimentale (en haut) extraitede [57℄ et résultats numériques (en bas)

Fig. 2.17 � Mouvement de basule. Observation expérimentale (en haut) extraite de [58℄et résultats numériques (en bas)
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Deuxième partieInterations rapprohées
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Chapitre 3. Préambule : Un algorithme de gestion des ontats modélisant des ollisions inélastiquesRésumé : Dans e hapitre nous présentons une méthode permettant d'empêherles ontats lors de simulations d'éoulements �uide/partiules denses. La mé-thode utilisée, proposée dans [64℄, est basée sur la projetion des vitesses sur unespae dit de vitesses admissibles et modélise des ontats solides inélastiques.Nous montrons omment elle peut être intégrée à la méthode de pénalisationprésentée dans la partie préédente. Puis, par soui d'e�aité, nous proposonsd'e�etuer un splitting entre la résolution de l'éoulement �uide/partiules et lagestion des ontats. Nous présentons les résultats obtenus dans le as d'un lit�uidisé et d'une sédimentation de partiules.Abstrat : We present in this hapter a method to avoid ontats in numeri-al simulations of �uid/partile �ows. The method, proposed in [64℄, is basedon a projetion of the veloities onto a set of admissible veloities and modelsinelasti ontats. We show how it an beome integrated in the penalty methodpresented in the previous part. Then, to improve e�ieny, we propose to splitthe omputation of the �uid/partile �ow and the projetion. We present resultsof �uidization and sedimentation of partiles.3.1 ContexteDans le as d'importantes frations solides, les algorithmes de simulation d'éoulements�uide/partiules utilisés doivent intégrer une méthode de gestion des ontats. Noter quele terme �ontat� est en fait ii assez mal adapté puisque, omme montré dans [45℄, la forede lubri�ation empêhe des partiules lisses immergées dans un �uide Newtonien d'entreren ontat en temps �ni. Cependant, elles peuvent devenir arbitrairement prohes les unesdes autres et, suite aux disrétisations en temps et en espae, des ollisions numériquespeuvent se produire. Il est indispensable de mettre en plae des méthodes pour éviter esontats tant pour des raisons physiques (des partiules rigides ne peuvent s'interpénétrer)que numériques (de nombreux odes s'arrêtent quand deux frontières se renontrent).La première idée pour empêher es ollisions, est de herher une stratégie permettantde aluler ave préision les fores de lubri�ation. Dans [46℄, une méthode basée sur desra�nements loaux du maillage et du pas de temps a été programmée et donne de bonsrésultats. Cependant, le nombre de ra�nements ainsi que la petitesse du pas de tempsnééssaires pour éviter les ollisions ne sont pas onnus a priori et la méthode peut donprésenter un oût de alul très important.Par onséquent, des stratégies moins oûteuses ont été mises en plae. Certainesonsistent à ajouter aux fores extérieures déjà existantes une fore répulsive à ourteportée (voir [36, 71℄ ou [82℄). Dans [62℄, un algorithme de minimisation est utilisé pourimposer une distane minimale entre les partiules alors que dans [76℄, les partiules sontautorisées à se hevauher légèrement et une fore élastique répulsive est appliquée quandde tels hevauhements ont lieu. Ces méthodes assurent bien entendu la stabilité numé-rique des algorithmes mais elles introduisent de nouveaux paramètres à ajuster et nerespetent pas la physique sous-jaente. Une autre approhe est d'implémenter une stra-tégie de ollisions basée sur des ontats inélastiques. Cette idée a été utilisée dans [49℄a�n d'imposer une distane minimale entre les partiules. Cependant, la méthode onsi-66



3.2. Méthode de prise en ompte des ontatsdère haque ouple de partiules voisines séparément et ne permet don pas de traiter leas de systèmes denses.Nous proposons dans ette setion d'utiliser un modèle de ollisions inélastiques enimplémentant le shéma dérit dans [64℄ dans le as d'éoulements granulaires. Il onsisteen un algorithme global de projetion des vitesses sur un espae de vitesses admissibles.Cela nous permet d'imposer une distane minimale entre les partiules et, puisque qu'ilprend en ompte globalement tous les ontats possibles, il permet de gérer e�aementles as denses. Un modèle permettant de modéliser la fore de lubri�ation, et de gérerles interations rapprohées de manière e�ae, en respetant la physique sous-jaente,sera présenté dans le hapitre suivant. Son implémentation numérique sera basée surl'algorithme dérit ii.3.2 Méthode de prise en ompte des ontats3.2.1 Un espae de vitesses �admissibles�Dans [64℄, B. Maury propose un shéma numérique pour simuler des éoulementsgranulaires ave ontats inélastiques. La méthode onsiste à imposer une ontrainte surle veteur V des vitesses des partiules : e dernier doit, à haque instant, appartenir àun espae de vitesses dites admissibles.On note Dij(x
n) = |xn

i − xn
j | − ri − rj, la distane signée entre les partiules i et jainsi que Gij(x

n) ∈ R
2N le gradient de ette distane,

Gij(x
n) = (. . . , 0, −en

ij , 0, . . . , 0, en
ij , 0, . . . , 0)

i j
(3.1)où en

ij =
xn

j − xn
i

|xn
j − xn

i |
(voir Fig. 3.1).

PSfrag replaements en
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Dij(x
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i
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Fig. 3.1 � Gestion des ontats, notations au temps nOn note h le pas de temps et, à haque instant de alul tn, V ∈ R
2N est un veteurvitesse admissible, s'il appartient à l'espae onvexe ferméK(xn) appelé espae des vitessesadmissibles,

K(xn) =
{
V ∈ R

2N , Dij(x
n) + hGij(x

n) ·V ≥ 0 ∀i < j
}
. 67



Chapitre 3. Préambule : Un algorithme de gestion des ontats modélisant des ollisions inélastiquesRemarque 3.1 On note E(xn) =
{
V ∈ R

2N , Dij(x
n + hV) ≥ 0 ∀i < j

} l'espae desvitesse V telles que des partiules positionnées à l'instant n en xn et soumises à la vitesse
V, ne se hevauhent pas au temps suivant. La ontrainte Dij(x

n) + hGij(x
n) · V ≥ 0est le linéarisé de Dij(x

n + hV) ≥ 0. Puisque la fontion distane entre deux partiulesirulaires est une fontion onvexe de x, on a K(xn) ⊂ E(xn). Ainsi, des partiulesayant une vitesse admissible (i.e. dans K(xn)) à l'instant n ne se hevauheront pas autemps n+ 1.Remarque 3.2 Le as d'obstale (solides de vitesse nulle, penser à des simulations dansdes boîtes fermées par exemple) se traite de la même manière. La position de l'obstale
k étant �xée, la distane entre la partiule i et et obstale dépend que de xi. Ainsi, legradient Gik de ette distane n'a de omposante non nulle qu'en position i et ette nou-velle ontrainte n'ajoute de fore que sur la partiule i. Cei nous permettra par exempled'e�etuer des simulations dans des boîtes fermées.3.2.2 Cas de la méthode de pénalisation : formulation variation-nelle modi�éeOn souhaite résoudre le problème �uide/partiules par la méthode de pénalisationdérite dans la partie I. L'étape 2 de l'algorithme 1.1 doit don être modi�ée a�n deprendre en ompte la ontrainte :

Vn+1 ∈ K(xn+1) ave ∀i, Vn+1
i =

1

πr2
i

∫

Bn+1
i

un+1.On érit e nouveau problème omme un problème de point-selle et on note λn+1
ij ≥ 0 lemultipliateur de Lagrange assoié à la ontrainte Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · V ≥ 0. Laformulation variationnelle (Pn,ε

var,1.13) est alors remplaée par le problème suivant : trouver
un+1 ∈ H1

0 (Ω), pn+1 ∈ L2(Ω) et λn+1 ∈ R
N(N−1)/2
+ tels que,

1

h

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ) +
2

ε

∫

Bn+1

D(un+1) : D(ũ)

−
∫

Ω

pn+1∇ · ũ =
1

h

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ

+
∑

i<j

λn+1
ij hGij(x

n+1) · Ṽ, ∀ũ ∈ H1
0 (Ω),

(3.2)
∫

Ω

q∇ · un+1 = 0 ∀q ∈ L2(Ω), (3.3)
Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · Vn+1 ≥ 0, ∀i < j, (3.4)

λn+1
ij

(
Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · Vn+1

)
= 0, ∀i < j, (3.5)68



3.2. Méthode de prise en ompte des ontatsoù Vn+1
i =

1

πr2
i

∫

Bn+1
i

un+1 et Ṽi =
1

πr2
i

∫

Bn+1
i

ũ. L'équation (3.5) est une équation de om-plémentarité qui dit que le multipliateur de Lagrange λn+1
ij ne peut être ativé (i.e. êtrenon nul) que si la ontrainte assoiée aux partiules i et j est saturée. Si on ompare (3.2)à (Pn,ε

var ,1.13), on voit que λn+1
ij hGij(x

n+1) est la fore supplémentaire qui doit s'exerersur les partiules i et j a�n d'éviter leur hevauhement. Notons que, d'après (3.1), ellen'agit que sur les partiules i et j et, est dirigée selon eij .Propriété 3.3 Le problème (3.2,3.3,3.4,3.5) admet une solution (un+1, pn+1,λn+1) dans
H1

0 (Ω) × L2(Ω) × R
N(N−1)/2
+ .Démonstration : Considérons le problème suivant :

{
un+1 ∈ K,Jn

ε (un+1) = min
v∈K

Jn
ε (v),

(3.6)où Jn
ε est la fontionnelle donnée dans (1.11) qui intervient dans le problème de minimi-sation assoiée à la pénalisation du mouvement rigide :Jn

ε (v) =
1

2h

∫

Ω

ρn+1|v|2 + µ

∫

Ω

D(v) : D(v) +
1

ε

∫

Bn+1

D(v) : D(v)

−1

h

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · v −
∫

Ω

fn · v.L'espae des ontraintes K est l'intersetion de l'espae K∇ assoié à la ontrainte dedivergene nulle ave elui assoié aux ontraintes de non-hevauhement :
K = K∇ ∩

{
Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · V ≥ 0, ∀i < j

}
.� Il s'agit de la minimisation d'une fontionnelle stritement onvexe, semi-ontinueinférieurement et oerive sur un ensemble onvexe fermé. Il existe don un unique

un+1 ∈ K solution de (3.6).� Le nombre de ontraintes de non-hevauhement étant �ni, on est dans le adre dela setion A.2 de l'annexe A ave V = K∇, M = R
N(N−1)/2, z ∈M et B ∈ L(V,M)donnés par

zij = Dij(x
n+1) et B : V 7→ R

N(N−1)/2,

w −→ (Bijw)i<joù Bij ∈ L(V,R), est dé�ni par
Bijw = −hGij(x

n+1) ·W ave Wi =
1

πr2
i

∫

Bn+1
i

w.Le théorème A.12 montre qu'il existe λn+1 ∈ R
N(N−1)/2
+ tel que

1

h

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ) +
2

ε

∫

Bn+1

D(un+1) : D(ũ)

=
1

h

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ +
∑

i<j

λn+1
ij Bijũ, ∀ũ ∈ K∇,

(3.7)69



Chapitre 3. Préambule : Un algorithme de gestion des ontats modélisant des ollisions inélastiques
Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · Vn+1 ≥ 0, ∀i < j,

λn+1
ij

(
Dij(x

n+1) + hGij(x
n+1) · Vn+1

)
= 0, ∀i < j.� λn+1 étant donné, (3.7) est une formulation variationnelle de type Stokes généraliséeet il existe don pn+1 ∈ L2(Ω) tel que

1

h

∫

Ω

ρn+1un+1 · ũ + 2µ

∫

Ω

D(un+1) : D(ũ) +
2

ε

∫

Bn+1

D(un+1) : D(ũ)

−
∫

Ω

pn+1∇ · ũ =
1

h

∫

Ω

(ρnun) ◦ Xn · ũ +

∫

Ω

fn · ũ

+
∑

i<j

λn+1
ij Bijũ, ∀ũ ∈ H1

0 (Ω),

∫

Ω

q∇ · un+1 = 0 ∀q ∈ L2(Ω).Finalement, par dé�nition des Bij , on obtient que (un+1, pn+1,λn+1) est une solution duproblème de (3.2,3.3,3.4,3.5). �3.2.3 Méthode de splittingDans [64℄, le problème de point-selle orrespondant à (3.2) est résolu numériquementpar un algorithme d'Uzawa (voir setion A.3 en annexe). Dans notre as, puisque lespartiules sont plongées dans un �uide, haque itération de l'algorithme d'Uzawa nousammènerait à résoudre la formulation variationnelle (3.2) à λ �xé. Une résolution duproblème de Stokes généralisé à haque itération d'Uzawa serait très her en temps dealul. A�n d'éviter e problème, on utilise une méthode de splitting en séparant la ré-solution �uide, de la gestion de la ontrainte. On note S le solveur �uide/partiules quirésout le problème pénalisé (Pn,ε
var ,1.13). L'algorithme utilisé est l'algorithme 3.1 déritpage suivante.L'étape de projetion 3b est maintenant semblable à elle du as granulaire et, ommedans [64℄, elle est e�etuée grâe à un algorithme d'Uzawa. Les ontraintes étant a�nes,réelles et en nombre �ni, la onvergene de et algorithme est assurée par la propriété A.15de l'annexe A.Remarque 3.4 Puisque l'on a séparé la résolution �uide de la méthode de gestion desontats, il est possible dans l'algorithme 3.1 de remplaer dans l'étape 2 la méthode depénalisation par n'importe quelle solveur S de résolution d'éoulement �uide/partiulessans gestion des ontats.
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3.3. Résultats numériquesPour tout n ≥ 0, on dispose des (xn,Vn), (un, pn). On note fn(x) = 1
h

∫ tn+1

tn
f(x, s)ds.1. alul de xn+1 :

xn+1
i = xn

i + hVn
i ,2. Calul de (un+1, pn+1) grâe au solveur �uide/partiules :

(un+1, pn+1) = S(xn+1,un, fn).3. alul de Vn+1(a) Calul de la vitesse Vn+1/2 assoiée à un+1 : ∀i, V
n+1/2
i =

1

πr2
i

∫

Bn+1
i

un+1(b) Projetion sur l'espae des vitesses admissibles :
∣
∣Vn+1 − Vn+1/2

∣
∣
2

= min
V∈K(xn+1)

∣
∣V −Vn+1/2

∣
∣
2Algorithme 3.1: Shéma numérique ave gestion des ontats.3.3 Résultats numériquesA�n de résoudre orretement le �uide restant entre deux partiules voisines, il estnéessaire d'avoir au moins un élément du maillage entre elles. On réduit don l'espaedes vitesses admissibles : si h est le pas du maillage, on hoisit

K(xn) =
{
V ∈ R

2N , Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≥ η
} ave η ≈ h.On observe �gure 3.3 les on�gurations obtenues pour la simulation d'un lit �uidisépour un �uide de Navier-Stokes. Il y a 70 partiules de rayons variant entre 0.025 et

0.035. La boîte est un arré de �té 1, la visosité du �uide est µ = 0.01. Sa densité etelle des partiules sont respetivement ρf = 1 et ρB = 2. On e�etue les simulations pour
Nm = 100 (nombre d'éléments du maillage par unité de longueur au bord) et dt = 0.01.Du �uide entre sur la moitié gauhe de la paroi du bas selon un pro�l de Poiseuille. Onimpose des onditions de Dirihlet homogènes sur les parois droite et gauhe. La paroi duhaut est une sortie libre pour le �uide mais est vue omme un obstale pour les partiules(imaginer une grille laissant passer le �uide). Ces onditions au bord sont résumées sur la�gure 3.2. Une des partiules est marquée a�n de suivre sa trajetoire.
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Chapitre 3. Préambule : Un algorithme de gestion des ontats modélisant des ollisions inélastiques
PSfrag replaements

u = 0

u = 0 u = 0

Poiseuille

σn = 0, obstale pour les partiules

Fig. 3.2 � Lit �uidisé : onditions au bordSur la �gure 3.4, on observe les on�gurations obtenues pour la sédimentation de 228partiules dans une boîte fermée, emplie d'un �uide de Navier-Stokes. La boîte est unarré de �té 2, le rayon des partiules est r = 0.04, la visosité du �uide est µ = 0.01.Sa densité et elle des partiules sont respetivement ρf = 1 et ρB = 2. On e�etue lessimulations pour Nm = 100 et dt = 0.01.
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3.3. Résultats numériques
t =0 t =22 t =160 t =195

t =230 t =300 t =570 t =580

t =605 t =685 t =720 t =790

t =860 t =895 t =930 t =965

Fig. 3.3 � Lit �uidisé de 70 partiules : on�gurations à di�érents pas de temps.
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t =0 t =100 t =250 t =500

t =700 t =1000 t =2000 t =8300

Fig. 3.4 � Sédimentation de 228 partiules : on�gurations à di�érents pas de temps.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planRésumé : Nous présentons dans e hapitre un modèle permettant de prendreen ompte la fore de lubri�ation s'exerçant sur une partiule à l'approhe d'unplan. La première setion est onsarée à une revue des propriétés onnues de lafore de lubri�ation dans le as de solides lisses puis rugueux. Dans une seondesetion, nous présentons un modèle de �ontat visqueux� initialement proposédans [65℄, qui est obtenu omme limite à visosité nulle du modèle de lubri�-ation. Dans e modèle limite, lorsque la partiule est ollée au plan (ontatmarosopique), une variable auxiliaire enregistre les e�ets des fores extérieuresqui s'exerent sur elle et mesure, en un ertain sens, la petitesse de la distaneentre la partiule et le plan. Nous proposons dans la setion suivante un algo-rithme permettant de simuler le omportement d'un tel système. Nous démon-trons sa onvergene et expliquons omment il peut être intégré à des simulations�uide/partiules. Finalement, nous généralisons dans la dernière setion le mo-dèle proposé a�n de prendre en ompte la rugosité et la fore de lubri�ationtangentielle.Abstrat : In this hapter we present a model to take into aount the lubriationfore ating on a partile approahing a plane. The �rst setion is dediated to alook over the properties of the lubriation fore in the ase of smooth and roughpartiles. We present in the seond setion a �gluey partile� model initiallyproposed in [65℄, obtained as the vanishing visosity limit of the lubriationmodel. In that limit model, when the partile is stuk to the plane (marosopiontat), an auxiliary variable stores the e�ets of external fores ating on itand measures in a way the smallness of the distane between the partile and theplane. We propose in the next setion an algorithm to ompute the behaviour ofsuh systems. We prove its onvergene and show how it an beome integratedin �uid/partile simulations. Finally, we extend in the last setion the proposedmodel to take into aount roughness and the tangential lubriation fore.4.1 Fore de lubri�ation normale et ontat4.1.1 Cas d'objets lissesOn onsidère une partiule lisse et sphérique située au dessus d'un plan. On supposequ'elle est assujettie à se déplaer dans la diretion normale au plan. On note r le rayonde la partiule, x son entre, V = V e2 sa vitesse et q sa distane par rapport au plan(voir Fig.4.1).M. Hillairet a démontré dans [45℄ que, si la partiule et le plan sont lisses et si le �uideest de Navier-Stokes alors q ne peut tendre vers zéro en temps �ni. Cela signi�e qu'il n'ya pas ontat entre la partiule et le plan en temps �ni. Physiquement, ela s'explique parle fait que, quand la partiule se rapprohe du plan, le �uide situé dans l'interstie doits'évauer et la résistane du �uide rée alors une fore qui pénalise le mouvement de lapartiule. Il s'agit de la fore de lubri�ation que l'on note Flub.L'e�et de la présene d'une paroi sur le mouvement d'une sphère dans un �uide vis-queux a fait l'objet de nombreuses reherhes. Dès 1961, Brenner dans [15℄ et Maude76
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Fig. 4.1 � Fore de lubri�ation normale : notationsdans [59℄ donnent une solution analytique pour (u, p) dans le as d'un �uide de Stokes.Ils en déduisent une expression exate de la fore de lubri�ation sous forme d'une sérieet en donnent un développement à grande distane. En 1974, Cox s'intéresse dans [20℄au as de deux solides lisses de forme quelonque évoluant dans un �uide de Stokes. Undéveloppement asymptotique de la solution en puissanes de q lui permet d'obtenir l'équi-valent de la fore quand la distane tend vers zéro. Dans le as d'une sphère de rayon r1immobile et d'une autre sphère de rayon r2 se déplaçant à vitesse V le long de l'axe desentres, le premier terme de la fore exerée sur la sphère mobile est
F = −6πµ

r2
1r

2
2

(r1 + r2)2

V

q
+O(ln(q)),où µ est la visosité du �uide et q la distane entre les deux sphères. En faisant tendre lerayon de la sphère �xe vers +∞, on obtient le as du mouvement d'une sphère perpendi-ulaire à un plan. La fore du lubri�ation orrespondante est de la forme

Flub = −6πµr2V

q
+O(ln(q))où r est le rayon de la sphère. Noter que FStokes = −6πµrV est le premier terme de lafore qui s'exere sur une sphère en milieu in�ni (donné par Stokes en 1851 dans [78℄).Le oe�ient r/q peut don être vu omme un fateur orretif dû à la présene d'unmur. La fore de lubri�ation s'oppose au mouvement (elle est orientée dans le sens de

−V). Elle est proportionnelle à la visosité et à l'inverse de la distane. En e�et, plus ladistane est petite et la visosité grande, plus le �uide tend à s'opposer au mouvement dela partiule. On remarque en�n que la fore augmente quand le rayon augmente : dans eas, le �uide a plus de di�ulté à s'éhapper de l'interstie partiule/plan et il oppose donplus de résistane au mouvement. Ces résultats ont été observés expérimentalement (voirpar exemple [86℄, [2℄ ou [5℄). L'utilisation de la solution exate de [15℄ permet, dans [21℄,d'obtenir le seond terme du développement à ourte distane. Ce développement à l'ordre2 a été retrouvé dans [18℄ grâe à un développement en puissanes de q de la fontion77



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planourant.
Flub = −6πµrV

(
r

q
− 1

5
ln
r

q
+ k +O(1)

)

.On note f = fe2 la fore massique extérieure exerée sur la partiule. Grâe à esdéveloppements, on peut érire le Prinipe Fondamental de la Dynamique au premierordre,
mq̈(t) = −6πµr2 q̇(t)

q(t)
+mf(t). (4.1)Si on se restreint à ette équation au premier ordre, on peut montrer que, pour des fores�raisonnables�, il n'y a pas ontat en temps �ni. Cette propriété peut être formalisée dela façon suivante :Propriété 4.1 Si f ∈ L1

loc(R
+), l'équation di�érentielle
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

mq̈(t) = −κq̇(t)
q(t)

+mf(t),

q(0) = q0 > 0, q̇(0) = u0 ∈ R,où κ est stritement positif, possède une unique solution maximale qui est globale.Démonstration :En posant X = (q, q̇), on réérit (4.1) sous la forme d'un système d'équations di�é-rentielles d'ordre 1 : Ẋ = F (t, X). F est de lasse C1 en X sur ΩX = {(q, u), q > 0}.Le théorème de Cauhy Lipshitz donne alors l'existene d'une unique solution maxi-male dans ΩX . On note T le temps d'existene de ette solution. Si elle n'est pas globale(T < +∞), le théorème d'éhappement a�rme qu'elle doit sortir de tout ompat de ΩX .Or, en multipliant (4.1) par q̇ et en intégrant entre 0 et t < T , on obtient
m

2
q̇2(t) ≤ m

2
q̇2(0) +m

∫ t

0

f q̇

≤ m

2
q̇2(0) +m‖f‖L2([0,t])‖q̇‖L2([0,t])

≤ m

2
q̇2(0) +

m

2
‖f‖2

L2([0,t]) +
m

2
‖q̇‖2

L2([0,t])

≤ m

2
q̇2(0) +

m

2
‖f‖2

L2([0,T ]) +
m

2
‖q̇‖2

L2([0,t]).Le lemme de Gronwall nous permet d'en déduire que q̇ est borné sur [0, T ] pour T < +∞et don que X l'est aussi. La seule façon pour une solution de sortir de tout ompat de
ΩX est don de s'approher de sa frontière {q = 0}. Or, en intégrant une fois (4.1), onobtient

mq̇(t) = C1 − C2ln(q(t)) +m

∫ t

0

f(s)ds.Ainsi, si q tend vers 0 en T < +∞, néessairement, q̇ explose en T , e qui est impossibled'après e qui préède. Par onséquent, la solution ne peut sortir de tout ompat entemps �ni et elle est globale. �78



4.1. Fore de lubri�ation normale et ontatOn démontre de la même manière qu'une solution de (4.1) ne peut s'annuler en temps�ni. Ainsi, le premier ordre du développement de la fore de lubri�ation quand la distanetend vers zéro ontient déjà l'information de �non ontat en temps �ni�. Le modèle quenous allons présenter dans la setion suivante se basera sur et équivalent et sur le PrinipeFondamental de la Dynamique (4.1).Remarque 4.2 En dimension 2, le premier terme du développement de la fore de lu-bri�ation est en q̇/q3/2 (voir [51℄). On montre de la même façon qu'il ne peut y avoirontat en temps �ni en dimension 2.Remarque 4.3 Dans le hapitre 6, on onsidère le as d'un boulier de partiules et onmontre également qu'il ne peut y avoir de ontat en temps �ni entre les partiules.Nous venons de montrer qu'une partiule lisse ne peut touher le plan en temps �ni.Cependant, e système se trouve à la limite du ontat. Si le premier ordre de la foreétait en en q̇/q1+η ave η > 0, il n'y aurait a fortiori, pas ontat en temps �ni. Par ontre,s'il était en q̇/q1−η, il y aurait ontat en temps �ni. La onséquene du fait que le as 3Dorresponde à l'exposant ritique est que, bien que les distanes ne s'annulent pas, ellesdeviennent très petites. Par exemple, sans fore extérieure (f = 0) et pour une visosité
µ = 10−3, ave une ondition initiale q(0) = 1, q̇(0) = −1, la partiule atteint une positionlimite pour laquelle la distane vaut q∞ ≈ e−103 .4.1.2 Conséquenes numériquesLa fore de lubri�ation empêhe don le ontat entre les partiules lisses. Cependant,on a vu que les distanes interpartiulaires peuvent devenir très petites. Or, lors de si-mulations numériques, l'éoulement �uide est en général mal résolu entre deux partiulesprohes et don, la fore de lubri�ation est mal estimée. A es erreurs dues à la disré-tisation en espae, s'ajoutent elles issues de la disrétisation en temps. Par onséquent,numériquement, des ontats peuvent être observés. Des raisons de robustesse numériquerendent alors indispensable le développement de tehniques partiulières dédiées à la priseen ompte de es ontats �numériques�. Nous en avons dérit ertaines dans le hapitre 3onsaré à la simulation d'éoulements denses. Une méthode basée sur la projetion desvitesses sur un espae de vitesses admissibles y a été détaillée. Elle revient à modéliser lesontats par des ollisions inélastiques. Ces méthodes permettent de gérer e�aementles ontats et d'obtenir des algorithmes robustes.Cependant, des raisons de modélisation rendent néessaire le développement d'autresméthodes, plus respetueuses de la physique sous-jaente et prennant en ompte les phé-nomènes de lubri�ation qui ont lieu dans la zone interstiielle. En e�et, omme on l'adéjà souligné, lors de simulations à forte densité de partiules, es phénomènes ont un r�leprépondérant dans le omportement global du système. Nous avons montré, par exemple,qu'ils empêhaient les ontats entre les partiules. On observe également que, pour dessolutions semi-diluées, la vitesse moyenne de sédimentation des partiules (obtenue parsimulation numérique non direte) est légèrement di�érente selon la manière dont sontgérés les ontats (voir [22℄). Cela s'explique par les di�érenes de on�gurations miro-sopiques obtenues : selon la méthode de gestion des ontats hoisie, il y a formation79



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planou non de haînes de partiules. Il est don indispensable, lors de la simulation d'éoule-ments denses, de bien prendre en ompte les interations à ourte portée en restant auplus prohe de la physique sous-jaente.Ainsi, ertains auteurs ont été amenés à ajouter aux méthodes de simulation déjàexistantes, la prise en ompte des interations hydrodynamiques à ourtes portées. Tousutilisent le développement asymptotique au premier ordre de la fore de de lubri�ation,
Flub ∼ −6πµr2V

q
.Dans ette expression, à position �xée, le vitesse V de la partiule est une inonnue.Dans [69, 23℄, les auteurs montrent que l'ensemble des fores de lubri�ation est solutiond'un système linéaire (dont les oe�ients dépendent des distanes entre les partiules). Ahaque instant, ils alulent don les distanes interpartiulaires, en déduisent les fores delubri�ation en résolvant le système assoié et les intègrent dans leur simulation. A�n dediminuer le temps de alul, seuls les ouples de partiules dont la distane est en dessousd'un seuil ritique sont onsidérés. Les erreurs d'estimation des fores de lubri�ationdues à la disrétisation en espae sont alors supprimées et, en théorie, les fores ainsialulées doivent permettre d'éviter les ontats entre les partiules. Cependant, la forede lubri�ation étant singulière à ourte distane, on est amené à résoudre des systèmestrès raides. Ainsi, même si la physique du problème est mieux respetée, le problème desontats persiste à ause de la disrétisation en temps. En pratique, a�n d'éviter unediminution trop oûteuse du pas de temps, les auteurs de [23℄ ajoutent à nouveau unefore répulsive à outre portée. Noter que e problème n'étant pas dû à une mauvaiseestimation de la fore de lubri�ation mais à la disrétisation en temps d'un systèmeraide, il apparaît également dans les simulations de type Stokesian Dynamis (voir [26℄).Dans [65℄, l'auteur propose une méthode permettant de stabiliser le problème. Il s'agit dealuler de façon préise les quantités sensibles que sont les distanes interpartiulaireset de traiter la vitesse présente dans l'expression de la fore de lubri�ation de manièreimpliite. Dans e travail, le alul des distanes se fait en remarquant qu'elles sont so-lution d'une équation di�érentielle ordinaire. Le alul des positions des partiules et desdistanes est alors déouplé. Ainsi, même si, pour de grands pas de temps, des hevau-hements apparaissent, les distanes interpartiulaires restent orretement estimées. A�nde onserver des on�gurations réalistes, l'auteur propose de projeter, à haque instant,la on�guration obtenue sur un espae de on�gurations admissibles pour lesquelles ladistane reste stritement supérieure à un seuil �xé à l'avane.Noter que le même type de problème apparaît lors de simulations numériques de sus-pensions de �bres. Les simulations numériques de systèmes denses en �bres néessitentégalement la bonne prise en ompte des fores hydrodynamiques à ourte portée. Parexemple, pour des systèmes semi-dilués, dans [85℄ seules les fores de lubri�ation sontmodélisées. La méthode dérite dans [17℄ utilise quant à elle des développements asympto-tiques des fores à ourte et longue portée omme dans les simulations de type Stokesiandynamis. Dans [30℄, les auteurs intègrent les fores de lubri�ation à une méthode desimulation basée sur des équations intégrales.Dans e hapitre, nous généralisons un modèle de �ontat visqueux� initialementproposé dans [65℄. Nous proposons un algorithme permettant de aluler les solutions80



4.1. Fore de lubri�ation normale et ontatde e modèle. Il a l'avantage de prendre en ompte les fores de lubri�ation tout enempêhant, par onstrution, les hevauhements de partiules. Cela nous permettra,dans le hapitre suivant, d'obtenir un algorithme de gestion des ontats dans le asmulti-partiules, intégrant la prise en ompte de la fore de lubri�ation.4.1.3 Cas d'objets rugueuxNous venons de dérire l'e�et de la fore de lubri�ation dans le as idéalisé de parti-ules lisses. Avant d'érire un modèle la prenant en ompte, nous allons onsidérer le asplus réaliste de partiules rugueuses et montrer que, dans e as, les simulations numé-riques peuvent se ramener au as lisse.Contrairement à e que nous avons établi dans le adre du modèle (4.1) de sphèresidéalisées, il semble évident qu'en réalité, deux partiules dans un �uide visqueux peuvententrer en ontat. Cette apparente inompatibilité ave les résultats préédents est due enpartie à la rugosité des partiules. L'étude de l'in�uene de la rugosité des solides sur leomportement d'un �uide visqueux environnant a fait l'objet de nombreuses reherhes.Une première étape a été de onsidérer un �uide s'éoulant dans un domaine semi-in�ni et de omprendre l'in�uene des rugosités de la paroi sur l'éoulement. Dans [79,74℄, un éoulement 3d, régi par les équations de Stokes au dessus d'un plan rugueuxidéalisé, est étudié théoriquement et expérimentalement. Les rugosités sont périodiquesdans une diretion horizontale (e1) et in�nies dans l'autre (e2). On impose des onditionsde non-glissement au bord et on suppose que l'éoulement est un isaillement parallèleaux rugosités à l'in�ni
u ∼ κx3e2 quand x3 → +∞,où x3 est la distane à l'extrémité des rugosités (voir �gure 4.2).
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Fig. 4.2 � Plan rugueux idéalisé.Il est montré qu'alors, quand x3 tend vers l'in�ni, l'éoulement est de la forme
u = (κx3 + Ug)e2 + o(1). 81



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planAinsi, loin des rugosités, l'éoulement obtenu est elui d'un isaillement dans le domaine
{x3 > 0}, de taux de isaillement κ, ave ondition de glissement au bord.

u = Uge2 en x3 = 0.

Ug est appelée vitesse de glissement. Si on note b = Ug/κ, l'éoulement obtenu à l'in�nise réerit
u = κ(x3 + b)e2 + o(1).Un tel éoulement est un éoulement de isaillement de taux de isaillement κ ave ondi-tion de non glissement en x3 = −b (voir �gure 4.3). Le plan {x3 = −b} est appelé planlisse équivalent et b longueur de glissement.
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x3 = −bFig. 4.3 � Plan lisse équivalent et longueur de glissement.Ce type de onditions u = bκ au bord {x3 = 0} se généralise quand l'éoulement n'estpas un isaillement sous la forme de onditions au bord dites �de Navier�,
u = b

∂u2

∂x3
e2 en x3 = 0.Elles sont retrouvées en deux dimensions dans [1℄ et [16℄ par des méthodes d'homogénéi-sation pour des plans rugueux, de rugosités périodiques.Le omportement de la fore de lubri�ation dans le as de partiules ou de plansrugueux est quant à lui plus di�ile à appréhender de manière théorique. On dispose es-sentiellement d'un développement asymptotique à longue distane (voir [54℄) dans le asd'une sphère lisse et d'un plan rugueux dont les rugosités sont périodiques. Ce dévelop-pement est obtenu en supposant un éoulement sous forme de isaillement à l'in�ni. Lerésultat est semblable à e qui préède. En e�et, la fore s'exerçant sur la sphère à longuedistane est elle qui s'exererait si le plan rugueux était remplaé par un plan lisse dé-alé. Aux ourtes distanes, un modèle heuristique est proposé dans [77℄. On y onsidèreune sphère rugueuse au dessus d'un plan lisse. La fore de lubri�ation qui s'exere est,au premier ordre en la distane, elle qui s'exererait sur la même sphère privée de sesrugosité. En e�et, on aurait

Flub,rugueux ∼ −6πµr2U
1

q + qs
. (4.2)82



4.1. Fore de lubri�ation normale et ontat
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Fig. 4.4 � Notations.où qs est égal à rs, la taille des rugosités. (les notations utilisées sont données �gure 4.4).Grâe à des tehniques permettant de mesurer des distanes de l'ordre de grandeurde la taille des rugosités, des études expérimentales du omportement de la fore delubri�ation à très petites distanes ont été menées. Ainsi dans [53℄, on retrouve l'existened'un qs pour lequel la fore de lubri�ation s'exerçant sur une sphère rugueuse est de laforme (4.2). En 2006, de nouvelles expérienes (voir [81℄) ont montré que qs est stritementinférieur à rs. Cela signi�e que la fore de lubri�ation s'exerçant sur une sphère rugueuseest elle qui s'exererait sur une sphère lisse de même rayon mais plus prohe du plan. Onrésume es résultats sur la �gure 4.5.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planD'après e que l'on a dit dans le as lisse, on sait que q + qs ne tend pas vers zéroen temps �ni, 'est à dire que les solides lisses équivalents ne peuvent entrer en ontat.Par ontre, q peut tendre vers zéro et les solides réels rugueux peuvent don se touher.Tant que q est stritement positif, le modèle de lubri�ation assoié aux solides lisseséquivalents est valable. A l'instant où q s'annule, il y a un �vrai� ontat solide/solide etil faut mettre en plae un nouveau modèle. On se trouve alors dans la situation dérite�gure 4.6. La modélisation de e type de ontat à été abordée dans [24℄. On y propose
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lubri�ationontatFig. 4.6 � Contat.deux modèles. Le premier est un modèle appelé �stik/rotate� dans lequel les rugositéss'imbriquent les unes dans les autres et les deux partiules après ontat se omportentomme un unique solide. Le seond modèle est dit de type �roll/slip�. Il ontient unefore de frition solide ave glissement possible. Les résultats expérimentaux (voir [87℄ou [29℄), semblent valider le seond modèle. Dans e travail, nous ne prendrons pas enompte e type de ontats. Le modèle que nous proposons pour gérer les partiules nonlisses orrespond, lors du ontat solide/solide dû aux rugosités, à un modèle de ollisioninélastique sans frition entre solides lisses (voir setion 4.4.1 page 109). Nous montreronsependant setion 4.4.2 page 111 qu'il peut être généralisé, a�n de prendre en ompte lafore de lubri�ation tangentielle pendant le ontat.4.2 Modèle de �ontat visqueux�On présente dans ette setion le modèle proposé dans [65℄ que l'on appelera modèle de�ontat visqueux�. On onsidère une partiule située au voisinage d'un plan et on herheà érire un modèle prenant en ompte la fore de lubri�ation dans le as de déplaementsdans la diretion normale au plan. Comme indiqué dans la setion préédente, e modèlese base sur le premier ordre du développement asymptotique de la fore de lubri�ationnormale
Flub = −6πµr2V

q
+O(ln(q))et sur le Prinipe Fondamental de la Dynamique assoié (4.1),

mq̈(t) = −6πµr2 q̇(t)

q(t)
+mf(t).Le modèle de �ontat visqueux � est obtenu en faisant tendre la visosité vers zéro.Contrairement à e que l'on pourrait roire a priori, e modèle limite ontient bien l'aspet84



4.2. Modèle de �ontat visqueux�visqueux du ontat. En e�et, à haque quasi-ontat (lorque la partiule est onsidéréeomme adhérant au plan), il assoie une nouvelle variable, qui représente, dans une er-taine éhelle, la petitesse de la distane réelle entre la partiule et le plan. Cette variableévolue en fontion des fores appliquées. Ainsi, lors de l'adhésion, et ontrairement à desmodèles "ses", e modèle garde en mémoire les fores qui ontinuent à s'exerer sur lapartiule. Cet e�et mémoire est dû à la persistene d'une ouhe de �uide visqueux dansl'interstie.A�n de omprendre l'origine de e modèle, nous présentons d'abord une expérienesimple qui onsiste à pousser la partiule vers le plan puis à la tirer. Dans e as, il estfaile de dérire formellement la trajetoire limite à visosité nulle. Cela nous permettra deomprendre le modèle limite et d'expliquer pourquoi ette approhe permet de modéliserdes systèmes très visqueux. Nous donnerons ensuite le modèle limite dans le as généralet présenterons les résultats de onvergene assoiés.4.2.1 Un exempleOn souhaite omprendre le omportement dynamique du système lorsqu'une partiuleprohe d'un plan se déplae dans la diretion normale à elui-i. Une des manières d'obte-nir, au ours du temps, des on�gurations ayant des distanes partiule/plan très petitesest de diminuer la visosité du �uide. Dans ette setion, nous allons étudier un exemplesimple : on pousse la partiule vers la paroi pendant 2 seondes, puis on exere une foreopposée qui tend à l'en éarter. On prendra
f(t) = −1[0,2](t) + 1]2,+∞[(t).Une étude graphique des trajetoires obtenues permettra de dérire formellement le om-portement du système quand la visosité du �uide tend vers zéro. Nous montrerons que,bien qu'elle ait été obtenue en faisant tendre la visosité vers zéro, ette trajetoire limitepermet de modéliser des systèmes très visqueux.On onsidère l'équation di�érentielle

q̈µ = −µq̇µ
qµ

+ f où f = −1[0,2] + 1]2,+∞[. (4.3)Il s'agit du Prinipe Fondamental de la Dynamique prenant en ompte le premier ordrede la fore de lubri�ation. Toutes les onstantes sont hoisies égales à 1 sauf la visositéque l'on va faire tendre vers zéro. On appuie sur la partiule jusqu'au temps t = 2 puison la tire.Trajetoire limite :On trae sur la �gure 4.7 les solutions de (4.3) obtenues pour µ tendant vers zéro.On les ompare ave le as d'un ontat se inélastique. On observe que la solution de e�modèle visqueux� semble onverger vers un modèle limite de �ontat visqueux� lorsquela visosité tend vers zéro. Dans le as non visqueux, il y a ontat au temps t = 1 etla partiule déolle du plan à l'instant t = 2, 'est à dire, dès que l'on tire dessus. Au85



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan
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Fig. 4.7 � Comportement pour µ tendant vers zero : t→ qµ(t).ontraire, dans le as visqueux, on sait d'après la setion préédente qu'il n'y a jamaisontat entre la partiule et le plan. Marosopiquement, on observe ependant un �quasi-ontat� au temps t = 1 et, ontrairement au as non visqueux, la partiule semble adhérerau plan jusqu'à l'instant t = 4.A�n d'observer la zone de quasi-ontat (t ∈ [1, 4]), on souhaite e�etuer un zoomdes distanes petites en passant à une éhelle logarithmique. Le terme en µq̇µ/qµ dansl'équation di�érentielle suggère que la variable γµ(t) = µln(qµ(t)) joue un r�le importantdans le modèle. On la trae en fontion du temps sur la �gure 4.8. La variable γµ semble
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4.2. Modèle de �ontat visqueux�tire dessus (γ augmente). L'instant de déollement (t = 4) est elui pour lequel γ s'annuleà nouveau.On peut par exemple s'imaginer une bille tombant sur un plan enduit de miel. A l'ins-tant t = 1, il devrait y avoir ontat ave le plan et la partiule s'enfone instantanémentdans la ouhe de miel. La profondeur atteinte dépend de la vitesse d'impat (initialisa-tion de γ). Tant que l'on appuie sur la bille, elle ontinue de s'enfoner dans le miel (γontinue de diminuer). Quand on tire, elle remonte dans la ouhe de miel (γ augmente)mais y reste engluée. Elle ne pourra se libérer du miel que lorsqu'on aura tiré su�samment(quand γ s'annule).Le modèle limite est don le suivant : q représente la distane marosopique et γ ladistane mirosopique. A l'instant du quasi-ontat, q devient nul et γ s'initialise à lavitesse d'impat. Ensuite, γ intègre les fores qui ontinuent de s'exerer sur la partiuleet elle-i ne pourra redéoller (i.e. q devenir stritement positif) que lorsque γ sera ànouveau nul. On est ii en présene d'un e�et de mémoire : la variable γ enregistreles e�ets des fores qui s'exerent sur la partiule durant le quasi-ontat (q = 0) etette dernière ne pourra redéoller que lorsque la somme totale des fores exerées surla partiule ompense la vitesse d'impat. Le modèle visqueux et le modèle de ontatvisqueux limite sont représentés sur la �gure 4.9.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planmodèle d'origine et, si oui, s'il modélise des systèmes fortement visqueux ou peu visqueux.Pour répondre à ette question, on onsidère toujours le as f(t) = −1[0,2](t) + 1]2,+∞[(t).On suppose que la partiule est lanée sur un plan enduit d'un ouhe de �uide visqueuxet que, dans e �uide, le omportement de la partiule est régie par (4.1). Les trajetoiresobtenues pour di�érentes visosités sont traées sur la �gure 4.10. On représente sur ettemême �gure la trajetoire du modèle de ontat visqueux limite.
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4.2. Modèle de �ontat visqueux�que le développement asymptotique de la fore de lubri�ation n'est plus valable. Ainsi,les trajetoires des partiules ne sont plus données par (4.1). Pour bien modéliser de telssystèmes, il faudrait prendre en ompte une seonde zone dans la ouhe visqueuse : àdistane très petite du plan, la partiule doit suivre un autre modèle. Par onséquent,dans le as peu visqueux, l'équation (4.1) ne modélise pas orretement le omportementde la partiule et le modèle limite non plus. Au ontraire, dans le as fortement visqueux,la fore de lubri�ation est plus importante. On a vu qu'alors les partiules s'enfonentmoins profondément dans le �uide. On peut don modéliser leur omportement par (4.1) etainsi, d'après e qui préède, le modèle de ontat visqueux est adapté à la représentationdu omportement marosopique dans de tels as.4.2.2 Eriture du modèle et résultats de onvergeneNous avons dérit un modèle de ontat visqueux qui semble adapté à la simulationdu omportement d'une partiule plongée dans un �uide très visqueux au voisinage d'unplan. Ce modèle a été pressenti en faisant tendre la visosité du �uide vers zéro pour unsénario de fore donné. Dans [65℄ le as d'une fore intégrable quelonque est traité et leséquations dérivant e modèle limite sont obtenues en faisant tendre la visosité vers zérodans (4.1). Nous allons ii donner les équations obtenues pour le modèle limite et fairele lien ave l'exemple préédent. Nous iterons ensuite le résultat de onvergene montrédans [65℄ et nous en donnerons une généralisation immédiate.Equations assoiées au modèle de �ontat visqueux� limiteOn note ũ la vitesse qu'aurait la partiule s'il n'y avait pas de plan,
ũ(t) = q̇(0) +

∫ t

0

f(s)ds.On intègre une fois l'équation di�érentielle ordinaire (4.1). Le modèle visqueux se rééritalors sous la forme (Pµ,4.4) donnée i dessous. Il est montré dans [65℄ que les inonnues
q et γ du modèle limite de �ontat visqueux�, sont quant à elles solution du problème(P,4.4).Modèle visqueux : Modèle de �ontat visqueux� :

(Pµ)







mq̇µ(t) + γµ(t) = γµ(0) +mũ(t)

γµ(t) = µln(qµ(t))

qµ(0) = q0 > 0, q̇µ(0) = u0

(P)







mq̇ + γ = mũ

q ≥ 0, γ ≤ 0, qγ = 0

q(0) = q0 > 0, q̇(0) = u0

(4.4)
Lien ave l'exemple préédentIl est évident que dans le as f = −1[0,2]+1]2,4], la trajetoire du ontat visqueux limitereprésentée sur la �gure 4.9 est solution de (P,4.4). Réiproquement, on peut montrer quesi (q, γ) est solution de (P,4.4) ave f = −1[0,2]+1]2,4] alors (q, γ) est ette ette trajetoirelimite. Pour ela, proédons étape par étape : 89



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan� Comme q(0) est stritement positif et q ontinue, on peut noter t1 le premier instantpour lequel q s'annule. Pour t < t1, la ondition qγ = 0 impose γ = 0 et alors on a
q̇ = ũ. Par onséquent t1 = 1.� Sur ]1, 4[, ũ est stritement négative. Montrons que q est nulle sur et intervalle. Sielle ne l'était pas, elle serait stritement positive en un point t2 ∈]1, 4[. On dé�nit
t̄ = sup{t ∈ [1, t2], q(t) = 0}. Comme q est ontinue, on a t̄ = t2 − ε ave ε > 0.La ontinuité de q donne enore q(t2 − ε) = 0 et q > 0 sur ]t2 − ε, t2]. Cei implique
γ = 0 sur ]t2 − ε, t2] et don q̇ = ũ < 0 sur ]t2 − ε, t2] e qui est impossiblepuisqu'alors on aurait q < 0 sur ]t2 − ε, t2]. Par onséquent, q = 0 sur ]1, 4[ et don
γ = mũ sur et intervalle. Ainsi, elle s'initialise à la valeur stritement négative
γ(1+) = mũ(1) = mq̇(1) puis intègre la fore. En t = 4 on a don q et γ nulles.� Pour t > 4, ũ redevient positive. Montrons qu'alors néessairement, q est stritementpositive. Si elle ne l'était pas, il existerait t3 ∈]4,+∞[ tel que q(t3) = 0. Or, q nepeut être identiquement nulle sur ]4, t3] puisque sinon, on aurait γ = mũ > 0sur et intervalle. Par onséquent, il existe t4 ∈]4, t3[ tel que q(t4) > 0. On note
t̄ = inf{t ∈ [t4,+∞[, q(t) = 0}. Comme préédemment on a t̄ = t4 +ε, q(t4 +ε) = 0et q > 0 sur [t4, t4 + ε[. Cei implique γ = 0 sur [t4, t4 + ε[ et don q̇ = ũ > 0 sur
[t4, t4 +ε[ e qui est impossible puisqu'alors on aurait q(t4 +ε) = q(t4)+

∫ t4+ε

t4
ũ > 0.Par onséquent q est stritement positive pour t > 4 et ainsi, γ est nulle et q̇ = ũ.Notons que e type de onstrution est possible pour toute fontion f telle que les instantsde déollement de q soient en nombre �ni.Résultats de onvergeneLa onvergene des solutions de (Pµ,4.4) vers elles de (P,4.4) a été obtenue dans [65℄.Le théorème établi est le suivant,Théorème 4.4 Soient q0 > 0, u0 ∈ R, un intervalle de temps I =]0, T [ et f ∈ L1(I)donnés. On note qµ ∈ W 1,∞(I) l'unique solution de (Pµ,4.4) dans Ī et γµ = µlnqµ.Quand µ tend vers zéro, il existe une suite extraite, toujours notée (qµ), q ∈ W 1,∞(I) et

γ ∈ L∞(I), tels que
qµ −→ q uniformément,
γµ

⋆−⇀ γ dans L∞(I),et le ouple (q, γ) est solution du problème (P,4.4).Une première généralisation du théorème 4.4 donnée dans [65℄ est la suivante :Théorème 4.5 q0 > 0, u0 ∈ R, I =]0, T [ et f ∈ L1(I) sont donnés. Soit ϕ stritementpositive, lipshitzienne et loalement intégrable sur R
∗
+. On suppose de plus que Φ(q) =

∫ 1

q
ϕ→ +∞ quand q → 0+. On note qµ la solution de l'équation di�érentielle ordinaire

q̈µ = −µq̇µϕ(qµ) + f(t). (4.5)Alors, si on pose γµ = −µΦ(qµ), il existe une suite extraite, toujours notée (qµ), q ∈
W 1,∞(I) et γ ∈ L∞(I), tels que

qµ −→ q uniformément,
γµ

⋆−⇀ γ dans L∞(I),90



4.2. Modèle de �ontat visqueux�quand µ tend vers zero. Et le ouple (q, γ) est solution du problème (P,4.4) que l'onrappelle ii :
(P)







mq̇ + γ = mũ,

q ≥ 0, γ ≤ 0, qγ = 0.Démonstration : Cette démonstration est une simple adaptation de elle du théo-rème 4.4 donnée dans [65℄.Le théorème de Cauhy-Lipshitz assure l'existene d'une unique solution maximalede (4.5) dé�nie sur [0, T [. Pour montrer que ette solution est globale, on raisonne parl'absurde. Si elle ne l'était pas, (qµ, q̇µ) sortirait de tout ompat de Ω = {(x, u), x > 0}.Or, on montre que q̇µ est borné par une estimation standard d'énergie
1

2
|q̇µ|2 =

1

2
|u0|2 − µ

∫ t

0

|q̇µ|2ϕ(qµ) +

∫ t

0

f q̇µ

≤ 1

2
|u0|2 +

∫ t

0

f q̇µqui, assoiée au lemme de Gronwall donne
q̇µ(t) ≤

(
√

|u0| +
∫ t

0

|f |
)2

.Ainsi, la vitesse ne peut exploser en temps �ni et, puisque T est supposé �ni, nééssaire-ment on a qµ → 0 en T . Or, en intégrant une fois (4.5) on obtient
q̇µ(t) = u0 + µ

(
Φ(qµ(t)) − Φ(q0)

)
+

∫ t

0

f.Ainsi, qµ → 0 implique q̇ → +∞ e qui est impossible d'après e qui préède. On a donmontré l'existene d'une unique solution globale de (4.5).Nous étudions maintenant le omportement des solutions quand µ tend vers zéro.Nous venons de montrer que (qµ)µ était borné dans W 1,∞(I). Par onséquent, on peuten extraire une sous-suite (toujours notée (qµ)µ) telle que qµ onverge uniformément versun q ∈ W 1,∞(I), et q̇µ onverge faible étoile vers u = q̇ dans L∞(I).Si on note γµ = −µΦ(qµ), l'intégration de (4.5) donne
q̇µ + γµ = u0 + γ0

µ +

∫ t

0

f,où γ0
µ = −µΦ(q0) tend vers zéro quand µ tend vers zéro. Par onséquent, γµ onvergefaible étoile dans L∞(I) vers γ ∈ L∞(I) tel que

q̇ + γ = u0 +

∫ t

0

f = ũ(t). 91



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planL'étape suivante onsiste à montrer que q véri�e q̇ = ũ dans I0(q) = {t, q(t) >
0}. Pour ela, on introduit pour tout η > 0 l'ensemble Iη(q) = {t ∈]0, t[, q(t) > η}.Comme qµ onverge uniformément vers q, on a Iη(q) ⊂ Iη/2(qµ) pour µ assez petit. Paronséquent, γµ = −µΦ(qµ) onverge uniformément vers zéro sur Iη(q) et don, q̇µ onvergeuniformément vers ũ sur Iη(q) pour tout η > 0. Finalement, q est C1 sur I0, ave q̇ = ũ et
γ = 0 sur I0.Sur Ic

0(q) = {t, q(t) = 0}, q est onstant et don, q̇ = 0 et γ = ũ presque partout. Deplus, omme Φ tend vers +∞ en zéro, il existe ε > 0 tel que qµ < ε implique γµ < 0. Paronséquent, γ ≤ 0 sur Ic
0. �Le théorème 4.4 entre dans le adre de e théorème ave ϕ(q) = 1/q. Cette premièreextension permet maintenant de gérer l'équation di�érentielle issue du Prinipe Fonda-mental de la Dynamique ave la fore de lubri�ation omplète. En e�et, en prenant pour

ϕ la fore de lubri�ation, on a ϕ ∼ 1/q et on est dans le adre du théorème 4.5. Demême, dans le as de la dimension 2, si ϕ est la fore de lubri�ation on a ϕ ∼ 1/q−3/2et le théorème 4.5 s'applique. Nous savons don que le modèle de ontat visqueux estla limite à visosité nulle du Prinipe Fondamental de la Dynamique mais on ne peutaluler expliitement le γµ assoié. Or, l'expression de γµ sera utile par exemple pourérire le modèle rugueux (voir setion 4.4.1).Le théorème suivant va nous permettre de résoudre ette di�ulté. En e�et, nous ygénéralisons le théorème préédent en montrant que l'on peut hoisir pour γµ la primitivede n'importe quel équivalent de la fore de lubri�ation ontenant toutes les singularitésnon intégrables.Théorème 4.6 q0 > 0, u0 ∈ R, I =]0, T [ et f ∈ L1(I) sont donnés.Soient ϕ et ψ lipshitziennes et loalement intégrables sur ]0,+∞[ telles que ϕ+ψ > 0et ψ(q) = o(ϕ(q)) quand q → 0+.On note Φ(q) =
∫ 1

q
ϕ et Ψ(q) =

∫ 1

q
ψ. On suppose que Φ(q) → +∞ et Ψ(q) = O(1)quand q → 0+.On note qµ la solution de l'équation di�érentielle ordinaire

q̈µ = −µq̇µ (ϕ(qµ) + ψ(qµ)) + f(t). (4.6)Alors, si on pose γµ = −µΦ(qµ), il existe une suite extraite, toujours notée (qµ), q ∈
W 1,∞(I) et γ ∈ L∞(I), tels que

qµ −→ q uniformément,
γµ

⋆−⇀ γ dans L∞(I),quand µ tend vers zéro. Et le ouple (q, γ) est solution du problème (P,4.4).Démonstration : (qµ) est borné dans W 1,∞(I), indépendamment de µ (voir démons-tration du théorème 4.5). Par onséquent, il existe q ∈W 1,∞(I) et une sous-suite de (qµ)tels que :
qµ → q uniformément
q̇µ

⋆−⇀ u = q̇ dans L∞(I).92



4.3. Algorithme assoiéEn intégrant (4.6) on obtient,
mq̇µ(t) −mu0 = µ(Φ(qµ(t)) − Φ(q0)) + µ(Ψ(qµ(t)) − Ψ(q0)) +m

∫ t

0

f(s)ds.Et, utilisant la dé�nition de γµ,
mq̇µ(t) + γµ(t) = mu0 − µΦ(q0) + µ(Ψ(qµ(t)) − Ψ(q0)) +m

∫ t

0

f(s)ds.Or, Ψ(q) est ontinue sur ]0,+∞[ (omme primitive d'une fontion loalement intégrable),bornée au voisinage de 0 par hypothèse et (qµ) est stritement positive et bornée. Paronséquent Ψ(qµ(t)) est bornée et µ(Ψ(qµ(t)) onverge uniformément vers 0 sur I. Enpassant à la limite dans l'équation préédente, on obtient don qu'il existe γ ∈ L∞(I) telque :
γµ

⋆−⇀ γ dans L∞(I),

mq̇(t) + γ(t) = mu0 +m

∫ t

0

f(s)ds.On montre en�n (q ≥ 0, γ ≤ 0, qγ = 0) omme dans le théorème 4.5 et ela termine ladémonstration. �Ce théorème nous permet de hoisir un équivalent de la fore de lubri�ation dont ononnaît la primitive a�n d'avoir une formule expliite pour γµ. Dans le as de la forede lubri�ation en dimension 3, si on prend ϕ(q) = q−1, on a ψ(q) ∼ ln(q). On est dansle adre du théorème 4.6. Ainsi, le modèle de ontat visqueux est également limite, àvisosité nulle, du Prinipe Fondamental de la Dynamique prenant en ompte la fore delubri�ation omplète ave γµ = µln(qµ).4.3 Algorithme assoiéDans ette setion, on présente un algorithme permettant de résoudre numériquementle modèle de ontat visqueux (P,4.4). Dans le hapitre 3, on a dérit l'utilisation de l'al-gorithme de gestion des ontats dans le as multi-partiules proposé dans [64℄. Il est basésur la projetion de la vitesse, à haque instant, sur un espae dit de vitesses admissibles.A�n d'utiliser le même type de méthode et ainsi, obtenir un algorithme failement géné-ralisable au as multi-partiules, nous ommençons ii par réérire (P,4.4). Pour ela, onutilise une loi de ollision faisant apparaître une ontrainte sur la vitesse et don, à haqueinstant, un espae de vitesses admissibles. Nous dérivons ensuite l'algorithme assoié puisnous montrons sa onvergene.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan4.3.1 Réériture du problèmeOn réérit (P,4.4) en introduisant une loi de ollision. On herhe (q, γ) tels que
q ∈W 1,∞(I), q̇ ∈ BV (I), γ ∈ BV (I)A haque instant t, la vitesse q̇(t+) (limite à droite en t) doit appartenir à l'ensemble

Cq,γ(t), où
Cq,γ(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

{0} si γ(t−) < 0,
R

+ si γ(t−) = 0, q(t) = 0,
R sinon .En e�et, si γ(t−) < 0, la partiule est en train d'adhérer au plan et doit avoir une vitessenulle. Si γ(t−) = 0 et q(t) = 0, on se situe au début ou à la �n d'une période de quasi-ontat et la ontrainte à imposer est la non-pénétration de la partiule dans le plan.En�n, dans tous les autres as, on a q > 0 et il n'y a pas de ontrainte à imposer. La loide ollision s'érit
q̇(t+) = ΠCq,γ(t)q̇(t

−), (4.7)où ΠK est l'opérateur de projetion sur K. Cette ontrainte sur la vitesse fait apparaîtreun multipliateur de Lagrange dans l'équation du Prinipe Fondamental de la Dynamique.On herhe λ ∈ M(I) (où M(I) est le dual des fontions ontinues à support ompatdans I) tel que
mq̈ = mf + λ dans M(I). (4.8)Remarque 4.7 Les fontions q̇ et γ étant supposées à variation bornées, elles ne peuventêtre dérivées au sens usuel. Pour des raisons de lisibilité, on a ependant hoisi d'utili-ser les notations lassiques de dérivation dans (4.8) et par la suite dans (4.10). Nousdétaillons dans l'annexe C e que l'on entend préisément par es notations et équations.Le multipliateur de Lagrange λ peut don être vu omme une fore supplémentaireexerée par le plan sur la partiule a�n de satisfaire la ontrainte (4.7). Le plan ne pouvantagir de loin sur la partiule, on impose égalementsupp(λ) ⊂ {t, q(t) = 0}. (4.9)Ainsi, lorsque q est stritement positif, λ est nul et l'équation du mouvement (4.8) seréduit à q̈ = f . Il reste alors à préiser l'évolution de γ. En omparant (4.8) à (P,4.4), onobserve qu'il faut

γ̇ = −λ. (4.10)Pendant l'adhésion, q̇ est nul et (4.8) donne γ̇ = mf . On retrouve le fait que γ doitintégrer la fore. Nous ajoutons �nalement les ontraintes
q ≥ 0, γ ≤ 0, (4.11)94



4.3. Algorithme assoiéet nous réérivons (P,4.4) de la façon suivante,
(P ′)







q ∈W 1,∞(I), q̇ ∈ BV (I), γ ∈ BV (I),
q(0) = q0 > 0, q̇(0) = u0, γ(0) = 0

q̇(t+) = ΠCq,γ (t)q̇(t
−) (4.7)

mq̈ = mf + λ dans M(I) (4.8)supp(λ) ⊂ {t, q(t) = 0} (4.9)
γ̇ = −λ (4.10)
q ≥ 0, γ ≤ 0 (4.11) (4.12)

Remarque 4.8 Dans la formulation de (P ′), λ est une variable auxiliaire permettant desimpli�er l'ériture du problème et non une nouvelle inonnue.Le théorème suivant montre que, sous ertaines hypothèses, (P ′,4.12) et (P,4.4) sontéquivalents. N'étant pas indispensable à la ompréhension de la démarhe générale, sadémonstration est reportée en annexe D.Théorème 4.9 Soit I = [0, T ] un intervalle, q ∈ W 1,∞(I) ave q̇ ∈ BV (I), et γ ∈
BV (I).On suppose qu'il existe N1 et N2, entiers naturels, et (ai, bi)i=1...N1, (ci)i=1...N2 dans
[0, T ] tels que

{t ∈ [0, T ], q(t) = 0} =

N1⋃

i=1

[ai, bi]

N2⋃

i=1

{ci}.Alors,
(q, γ) solution de (P ′,4.12) ⇐⇒ (q, γ) solution de (P,4.4).Remarque 4.10 L'hypothèse du théorème 4.9 ne peut être véri�ée a priori dans le as gé-néral. Une ondition su�sante est par exemple que f ne hange de signe qu'un nombre �nide fois. Noter que dans e as, on peut onstruire étape par étape la solution de (P,4.4),omme page 89. Sous ette hypothèse, il y a don existene et uniité de la solutionde (P,4.4).Dans le as général, la onvergene de l'algorithme que nous montrons dans la setionsuivante assure l'existene d'une solution. Par ontre, et en partiulier quand on ne peutpas isoler les instants de ontats, il n'y a pas uniité de la solution (voir par exemple [65℄).Dans [75℄, l'auteur donne, pour un problème similaire de loi d'impat en dimension une,un ontre-exemple à l'uniité ave un seond membre in�niment dérivable. Si on veutobtenir l'uniité grâe à une hypothèse sur la régularité du seond membre, il faut lesupposer analytique.Remarque 4.11 Les ontraintes q ≥ 0 et γ ≤ 0 sont néessaires dans le modèle (P ′,4.12).En e�et, supposons que l'on se trouve à un instant de déollement. Si la fore est négativeaprès et instant et que l'on n'a pas imposé q ≥ 0, alors γ ≡ 0 et q̇ = ũ est solution duproblème la partiule peut entrer dans le plan. De même, si la fore est positive après ledéollement et que l'on n'a pas imposé γ ≤ 0, alors q ≡ 0 et γ = ũ est solution et γ peutdevenir stritement positif. 95



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan4.3.2 Shéma numériqueDesription du shémaOn se donne sur I = [0, T ] une subdivision régulière (tn)n = (t0 = 0, . . . , tn, . . . , tN =
T ) de pas h. On initialise le problème à q0 > 0, u0 ∈ R et γ0 = λ0 = 0. A un instant tndonné, on suppose que l'on dispose de qn, un, γn et λn valeurs alulées de q, u, γ et λ autemps n. On note fn = 1

h

∫ tn+1

tn
f(s)ds. On herhe à aluler qn+1, un+1, γn+1 et λn+1.On alule γn+1 par un shéma d'Euler expliite,

γn+1 = γn − hλn.Cette équation d'évolution disrète pour γn est valable tant que γn+1 reste négatifou nul. Si on obtient γn+1 > 0, 'est que la partiule déolle à un instant t∗ ∈]tn, tn+1[.Dans e as, γn+1 a intégré la fore sur ]t∗, tn+1[ à la plae de un que l'on avait �xé à zéropendant le ontat. On modi�e don un et γn+1 de la façon suivante :Si γn+1 > 0, un = γn+1/m et γn+1 = 0.De même, on hoisit d'érire
qn+1 = qn + hun.Pour aluler un+1 et λn+1, on s'inspire de l'ériture du modèle sous la forme (P ′,4.12).On dé�nit l'espae des ontraintes en (q, γ) par

∣
∣
∣
∣
∣

K(q, γ) = {v, q + hv ≥ 0} si γ = 0,

K(q, γ) = {v, q + hv = 0} si γ < 0.

K(qn, γn) est l'espae des vitesses admissibles au temps n. Il s'agit du pendant disret de
Cq,γ(tn). La loi de ollision (4.7) et le Prinipe Fondamental de la Dynamique (4.8) sontalors traduits au niveau disret de la façon suivante,






un+1/2 = un + hfn

un+1 ∈ K(qn+1, γn+1),
1

2

∣
∣un+1 − un+1/2

∣
∣
2

m
= min

v∈K(qn+1,γn+1)

1

2

∣
∣v − un+1/2

∣
∣
2

m

(4.13)ave (v, w)m = (mv,w). Noter que un+1/2 est la vitesse qu'aurait la partiule au temps
n+ 1 sans la présene du plan. un+1 est la projetion de ette vitesse a priori sur l'espaedes vitesses admissibles K(qn+1, γn+1) pour un produit salaire adapté. Le problème deprojetion ainsi résolu donne l'existene d'un multipliateur de Lagrange λn+1 (positif si
γn+1 ≥ 0}) tel que

m(un+1 − un+1/2) = hλn+1.Cette équation peut être réérite sous la forme
m
un+1 − un

h
= mfn + λn+1, (4.14)et on reonnaît alors une disrétisation de (4.8).96



4.3. Algorithme assoiéLa disrétisation du problème (P ′) est ainsiPour tout n ≥ 0, on dispose de qn, un, γn et λn. On note fn =
1

h

∫ tn+1

tn
f(s)ds.1. Evolution de γ,

γn+1 = γn − hλn2. Modi�ations dans le as d'un déollement,Si γn+1 > 0, un = γn+1/m
γn+1 = 03. Evolution de q,

qn+1 = qn + hun.4. Calul de la vitesse a priori, sans gestion de la fore de lubri�ation,
un+1/2 = un + hfn.5. Projetion de la vitesse sur l'espae des vitesses admissibles,

un+1 ∈ K(qn+1, γn+1),
1

2

∣
∣un+1 − un+1/2

∣
∣
2

m
= min

v∈K(qn+1,γn+1)

1

2

∣
∣v − un+1/2

∣
∣
2

m
.où K(q, γ) = {v, q + hv ≥ 0} si γ = 0

K(q, γ) = {v, q + hv = 0} si γ < 0On dispose alors du multipliateur de Lagrange λn+1.Algorithme 4.1: Modèle de ontat visqueux.Remarque 4.12 Dans le as où q0 + hu0 < 0, il faut ommener par projeter la vitesse.On initialise alors u0 à ΠK(q0,γ0)(u
0 + hf 0) et λ0 au multipliateur de Lagrange assoié.Dans la suite de ette setion, on s'interresse à la onvergene de l'algorithme 4.1 quand

h tend vers zéro. On suppose don h assez petit pour que q0 +hu0 soit stritement positif,a�n de ne pas avoir à modi�er les onditions initiales.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planRésultat de onvergene :On va montrer que les solutions ((qn)n, (u
n)n, (γ

n)n) obtenues grâe à et algorithmeonvergent en un ertain sens vers les solutions de (P,4.4) quand le pas de temps h tendvers zéro. Pour ela, à h �xé, on dé�nit les fontions qh et γh a�nes sur les intervalles dela forme [tn, tn+1] et valant respetivement qn et γn en tn (voir �gure 4.11).PSfrag replaements
tn+1tn

qn

qn+1PSfrag replaements tn+1tn

γn

γn+1

Fig. 4.11 � Constrution de qh (à gauhe) et γh (à droite).On dé�nit également uh et λh respetivement dérivée de qh et opposée de la dérivéede γh. Elles sont don onstantes sur les intervalles ]tn, tn+1[. Sur et intervalle, uh =
qn+1 − qn

h
= un et λh = −γ

n+1 − γn

h
= λ̃n (voir �gure 4.12).PSfrag replaements

tn+1tn

un PSfrag replaements
tn+1tn

λ̃n

Fig. 4.12 � Constrution de uh (à gauhe) et λh (à droite).Noter que λ̃n = λn sauf dans le as où il y a déollement dans l'intervalle ]tn, tn+1[. Ene�et, dans e as, on a modi�é γn+1 à l'étape 1 de l'algorithme.Le théorème suivant montre la onvergene de es suites de fontions vers les solutionsde (P,4.4).Remarque 4.13 Comme on l'a vu lors de la remarque 4.10, même sous des hypothèses deforte régularité de f , il n'y a pas uniité de la solution de (P,4.4) en général. Cela interditl'utilisation des méthodes lassiques de démonstration du type onsistane/stabilité (onn'a par exemple pas ontinuité par rapport aux données initiales).98



4.3. Algorithme assoiéThéorème 4.14 Si f est loalement intégrable sur I, il existe une sous-suite telle que
uh −→ u dans L1(I),

qh −→ q dans W 1,1(I) et L∞(I) ave q̇ = u,

λh
⋆−⇀ λ dans M(I),

γh −→ γ dans L1(I) ave γ̇ = −λ,où (q, γ) est une solution de (P,4.4).Démonstration :Pour des raisons de lisibilité, nous reporterons la preuve de quelques lemmes tehniquesà la �n de la démonstration. A�n de rendre la démonstration plus laire, on notera ūnet γ̄n+1 les valeurs provisoires alulées respetivement aux étapes 5 et 1 de l'algorithme.Après l'étape 2 et une éventuelle modi�ation due à un déollement, elles ont leur valeur�nale et sont notées un et γn+1. Ainsi, l'étape 2 se rééritSi γ̄n+1 > 0, un = γ̄n+1/m,
γn+1 = 0.

(4.15)et on a
λn = − γ̄

n+1 − γn

h
et λ̃n = −γ

n+1 − γn

h
. (4.16)Remarquons pour ommener que

∀n, mun+1 = mun + hmfn + hλ̃n+1. (4.17)En e�et, l'étape de projetion 5 de l'algorithme donne un ouple (ūn+1, λn+1) véri�ant
mūn+1 = mun + hmfn − hλn+1.S'il n'y a pas déollement dans ]tn+1, tn+2[, on a un+1 = ūn+1 et, omme γn+2 = γ̄n+2, (4.16)implique λ̄n+1 = λn+1. Par onséquent, dans e as, (4.17) est véri�ée. Dans le as d'undéollement, (4.16) et (4.15) permettent de montrer suessivement

mūn+1 = mun + hmfn − h
γ̄n+2 − γn+1

h

0 = mun + hmfn − h
γ̄n+2 − γn+1

h

γ̄n+2 = mun + hmfn − h
0 − γn+1

h

mun+1 = mun + hmfn − h
γn+2 − γn+1

h

mun+1 = mun + hmfn − hλ̃n+1et on a bien retrouvé (4.17). 99



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan1. Convergene de qh et uhLemme 4.15 (uh)h est bornée dans L∞(I) (Démonstration page 104)Lemme 4.16 (uh)h est bornée dans BV (I) (Démonstration page 105)Le lemme 4.16 assoié à l'injetion ompate de BV (I) dans L1(I) montre qu'ilexiste une sous-suite toujours notée (uh)h et u ∈ BV (I) telles que
uh −→ u dans L1(I) et presque partout.Comme q̇h = uh presque partout, on a q̇h −→ u dans L1(I) et, si on dé�nit q ∈ L1(I)par q(t) = q0 +

∫ t

0

u, on a
∫ T

0

|qh − q| ≤
∫ T

0

∫ t

0

|uh(s) − u(s)|dsdt ≤ T‖uh − u‖L1(I).Par onséquent,
qh −→ q dans W 1,1(I) ave q̇ = uet l'injetion ontinue de W 1,1(I) dans L∞(I) donne également

qh −→ q dans L∞(I).Or, pour tous t et h, on a qh(t) ≥ 0 et don q est positive presque partout. Puisque
q est ontinue omme limite uniforme de fontions ontinues, on obtient �nalement

∀t, q(t) ≥ 0.2. Convergene de γhLemme 4.17 (λh)h est bornée dans L1(I) (Démonstration page 108)Par onséquent, (λh)h est bornée dans M(I) et il existe une sous-suite, toujoursnotée (λh)h et λ ∈ M(I) tels que
λh

⋆−⇀ λ dans M(I).On a γ̇h = −λh et don, en utilisant γh(0) = 0, on obtient γh(t) = −
∫ t

0
λh et ainsi,le lemme 4.17 implique (γh)h bornée dans L∞(I). De plus pour tout ϕ ∈ C1

0(I), uneintégration par parties donne
∫ T

0

γhϕ
′ =

∫ T

0

λhϕ.Par onséquent,
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

γhϕ
′

∣
∣
∣
∣
≤ ‖ϕ‖L∞(I)‖λh‖L1(I)100



4.3. Algorithme assoiéet le lemme 4.17 dit que la variation de γh est bornée indépendamment de h. (γh)hétant déjà bornée dans L∞(I) d'après e qui préède, on a �nalement (γh)h bornéedans BV (I). Il existe don une sous-suite de (γh)h toujours notée (γh)h et γ ∈ BV (I)tels que
γh −→ γ dans L1(I) et presque partout.De plus,

γ̇ = −λau sens des mesures. En e�et, pour le montrer il su�t d'érire que ∫ γhϕ
′ =

−
∫
γ̇hϕ =

∫
λhϕ et de passer à la limite.Il nous reste à montrer que γ est négatif ou nul. Pour ela, il su�t de voir que γhl'est et d'utiliser la onvergene presque partout de γh vers γ pour obtenir

γ ≤ 0 presque partout.3. PFD à la limiteMontrons qu'à la limite, le Prinipe Fondamental de la Dynamique ontraint (4.8)est véri�é au sens des distributions. Pour ela, on ommene par l'érire au niveaudisret. Comme uh est onstant par moreaux, si ϕ ∈ D(I), on a
〈mu̇h, ϕ〉 =

N−1∑

n=1

m(un − un−1)ϕ(tn)et, d'après (4.17),
〈mu̇h, ϕ〉 =

N−1∑

n=1

mhfn−1ϕ(tn) +

N−1∑

n=1

hλ̃nϕ(tn). (4.18)Nous allons passer à la limite dans (4.18) pour h tendant vers zéro. Par dé�nition dela dérivée au sens des distributions, on a 〈mu̇h, ϕ〉 = −m
∫ T

0
uhϕ

′. Ainsi, en utilisantla onvergene en norme L1(I) de uh on obtient
〈mu̇h, ϕ〉 −→ −m

∫ T

0

uϕ′ = 〈mu̇, ϕ〉 quand h→ 0.Pour le premier terme à droite de l'égalité (4.18), on érit
h

N−1∑

n=1

fn−1ϕ(tn) =
N−1∑

n=1

∫ tn

tn−1

f(s)ϕ(tn)ds

=

∫ T

0

f(s)ϕ(s)ds+
N−1∑

n=1

∫ tn

tn−1

f(s) [ϕ(tn) − ϕ(s)] ds

−
∫ tN

tN−1

f(s)ϕ(s)ds. 101



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planComme ϕ est uniformément ontinue sur I, la somme de 1 à N − 1 tend vers zéroquand h tend vers zéro. En e�et,
e(δ) = inf

|x−y|<δ
|ϕ(x) − ϕ(y)| −→ 0 quand h→ 0,et on a ∣

∣
∣
∣
∣

N−1∑

n=1

∫ tn

tn−1

f(s) [ϕ(tn) − ϕ(s)] ds

∣
∣
∣
∣
∣
≤ e(h)‖f‖L1(I)L'intégrale sur [tN−1, tN ] onverge également vers zéro puisque fϕ ∈ L1(I) et |tN −

tN−1| = h→ 0. Finalement, on a obtenu
N−1∑

n=1

mhfn−1ϕ(tn) −→ m

∫ T

0

f(s)ϕ(s)ds quand h→ 0.Pour le seond terme à droite de l'égalité (4.18), on érit omme
N−1∑

n=1

hλ̃nϕ(tn) =

N−1∑

n=1

∫ tn+1

tn
λhϕ(tn)

=

∫ T

0

λh(s)ϕ(s)ds+

N−1∑

n=1

∫ tn+1

tn
λh(s) [ϕ(tn) − ϕ(s)] ds

−
∫ t1

t0
λh(s)ϕ(s)ds.Le premier terme tend vers 〈λ, ϕ〉 puisque λh onverge vers λ au sens des mesures.On peut majorer le seond terme omme préédemment et on montre qu'il onvergevers zéro en utilisant le lemme 4.17. En�n, le dernier terme est nul. En e�et, sur

]t0, t1[, λh vaut λ̃0 = −(γ1 − γ0)/h. Puisque γ0 = 0 et γ1 = γ0 + hλ0 = 0, on a bien
λh nulle sur ]t0, t1[. On a don montré que

N−1∑

n=1

hλ̃nϕ(tn) −→ 〈λ, ϕ〉 quand h→ 0.Finalement, en passant à la limite dans (4.18), on obtient
〈mu̇, ϕ〉 = m

∫ T

0

f(s)ϕ(s)ds+ 〈λ, ϕ〉,et l'équation (4.8) est bien vérifée par les fontions limites au sens des distributions :
〈mq̈ − γ̇, φ〉 = 〈mf, φ〉, ∀φ ∈ D(I).Montrons que ette égalité est également vraie au sens des mesures. Soit φ ∈ C0

0(I),il existe une suite (φn)n de D(I) onvergeant uniformément vers φ. On vient demontrer que
〈mq̈ − γ̇, φn〉 = 〈mf, φn〉, ∀n102



4.3. Algorithme assoiéComme mq̇− γ est dans BV (I), il existe une onstante C stritement positive telleque (voir annexe C)
〈mq̈ − γ̇, ψ〉 ≤ C‖ψ‖∞, ∀ψ ∈ C0

0(I).Cette inégalité nous permet de passer à la limite dans l'équation préédente et onobtient
〈mq̈ − γ̇, φ〉 = 〈mf, φ〉,e qui montre que

mq̈ − γ̇ = mf dans M(I).En intégrant ette égalité sur ]0, t[ on obtient (voir annexe C),
(mq̇ − γ)(t+) − (mq̇ − γ)(0+) =

∫ t

0

mf.En utilisant γ(0+) = 0 et la ontinuité presque partout de mq̇ − γ, on a �nalementla première équation de (P,4.4) :
mq̇ − γ = mũ, presque partout.4. Pour montrer que (q, γ, λ) est solution de (P,4.4), il nous reste à montrer que qγ = 0.Au niveau disret, qhγh n'est pas nul. On onstruit don des fontions γ̃h et q̃happrohant respetivement γh et qh, telles que γ̃hq̃h = 0 et on fait ensuite tendre hvers zéro dans ette égalité.On dé�nit γ̃h et q̃h onstantes par moreaux valant respetivement γn et qn sur

]tn, tn+1[ (voir �gure 4.13).PSfrag replaements
tn+1tn

qn PSfrag replaements
tn+1tn

γn

Fig. 4.13 � Constrution de q̃h (à gauhe) et γ̃h (à droite).Si qn est stritement positif, 'est que, soit γn−1 était nul et que la ontrainte n'apas été ativée, soit que γn−1 était stritement négatif et qu'il y a eu déollement.Dans les deux as, on a γn = 0. Par onséquent, qnγn est nul pour tout n et on a
q̃hγ̃h = 0. On souhaite passer à la limite dans ette égalité. Pour ela, on montred'abord la onvergene de q̃h vers q. On a

‖q̃h − q‖L∞(I) ≤ ‖q̃h − qh‖L∞(I) + ‖qh − q‖L∞(I). 103



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planLe seond terme tend vers zéro puisque qh onverge uniformément vers q. Pourétudier le premier terme, on remarque que, si t ∈]tn, tn+1[,
q̃h(t) − qh(t) = qn+1 −

[

qn + (t− tn)
qn+1 − qn

h

]

= (t− tn)un,e qui implique
‖q̃h − qh‖L∞(I) ≤ h‖uh‖L∞(I).D'après le lemme 4.15, uh est borné dans L∞(I) indépendamment de h et on obtientdon

q̃h −→ q dans L∞(I) quand h→ 0.Montrons de même la onvergene de γ̃h vers γ. On érit
γ̃h − γ = (γ̃h − γh) + (γh − γ).D'après e qui préède (voir le point 2), le seond terme onverge vers zéro presquepartout quand h tend vers zéro. Pour le premier terme on a, si t ∈]tn, tn+1[,
|γ̃h(t) − γh(t)| = (t− tn)|λ̃n|.Ainsi,

∫ tn+1

tn
|γ̃h − γh| =

h2

2
|λ̃n| =

h

2

∫ tn+1

tn
|λh|et, en sommant de n = 0 à N − 1, on obtient

∫ T

0

|γ̃h − γh| =
h

2
‖λh‖L1(I).

λh étant bornée dans L1(I), on a onvergene de ‖γ̃h−γh‖L1(I) vers zéro. Par onsé-quent, en utilisant la onvergene de γh vers γ, on montre que
γ̃h −→ γ presque partout quand h→ 0.On peut don passer à la limite dans q̃hγ̃h = 0 pour obtenir

qγ = 0 presque partout.Cei �nit la démonstration du théorème 4.14 sous réserve de démontrer les trois lemmesutilisés.� Démonstration du lemme 4.15 : (uh)h est bornée dans L∞(I).Commençons par montrer que, pour tout n,
un+1λ̃n+1 ≤ 0. (4.19)Dans le as où γn+1 = 0, la ontrainte est une ontrainte d'inégalité et on a λn+1 ≥ 0.Par onséquent, γ̄n+2 = γn+1−hλn+1 ≤ 0 et il n'y a pas de modi�ations à l'étape 2.104



4.3. Algorithme assoiéAinsi, λ̃n+1 = λn+1 ≥ 0. Si λn+1 = 0, l'inégalité (4.19) est véri�ée. Sinon, λn+1 > 0et la ontrainte est saturée, 'est-à-dire qn+1 + hūn+1 = 0. Or, qn+1 est positif don,
un+1 = ūn+1 ≤ 0 et l'inégalité (4.19) est également véri�ée.Dans le as où γn+1 < 0, la ontrainte est une ontrainte d'égalité et don qn+1 +
hūn+1 = 0. Comme dans e as qn+1 = 0, on a don néessairement ūn+1 = 0. Si
γ̄n+2 ≤ 0, alors un+1 = ūn+1 = 0 et (4.19) est véri�ée. Si γ̄n+2 > 0 alors un+1 =
γn+2/m > 0 et γn+2 = 0. Dans e as, λ̃n+1 = −(γn+2 − γn+1)/h ≤ 0 et (4.19) estégalement véri�ée. Ainsi on a montré que un+1λ̃n+1 ≤ 0 pour tout n.En multipliant (4.17) par un+1 on obtient alors

m|un+1|2 = munun+1 + hmfnun+1 + hλ̃n+1un+1

≤ munun+1 + hmfnun+1

≤ m|un||un+1| + hm|fn||un+1|.Ainsi, si un+1 est non nul on obtient
|un+1| ≤ |un| + h|fn|.Cette inégalité est évidemment enore exate quand un+1 = 0. En itérant on a�nalement

|un+1| ≤ |u0| + h
n∑

k=0

|fk| ≤ |u0| +
∫ T

0

|f |.Ainsi, pour tout t ∈ [0, T ]

|uh(t)| ≤ |u0| +
∫ T

0

|f |,et (uh)h est borné dans L∞(I), e qui �nit la démonstration du lemme 4.15.� Démonstration du lemme 4.16 : (uh)h est bornée dans BV (I).D'après le lemme 4.15, on sait que (uh)h est bornée dans L∞(I). Pour montrer qu'elleest bornée dans BV (I), il nous su�t don majorer la variation de uh indépendam-ment de h, où Var(uh) =
N−1∑

n=1

|un − un−1|.Pour ela, on va déomposer la somme et onsidérer les sommes extraites d'indiesdans {p1 . . . n1} où tp1 et tn1 sont deux instants de déollements suessifs. La varia-tion totale de uh est la somme de variations sur des intervalles de e type à laquelleil faut ajouter deux termes de bord. On se ontentera ii d'étudier la variation de uhsur les intervalles de type [tp1 , tn1[, les termes de bord se traitant de la même façon.L'idée lé de la démonstration est que, puisqu'il y a déollement en p1, la vitesseen p1 est petite et sa variation sur [tp1, tn1 [ ne dépend que de l'intégrale de f sur emême intervalle. Ainsi, en sommant toutes les ontributions, on pourra majorer lavariation totale par l'intégrale de f sur [0, T ]. 105



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planPSfrag replaements
tp1 tn1tp0 tn0Fig. 4.14 � Démonstration du lemme 4.16 : notations.Les notations hoisies sont données sur la �gure 4.14. On note tp0 et tn0 les instantsd'impat assoiés à tp1 et tn1.On herhe à majorer la sommeVar[tp1 ,tn1 [(uh) =

n1−1∑

n=p1

|un − un−1|.Deux as se présentent : la partiule peut rester ollée plus de deux instants (n1 >
n0+1) ou redéoller immédiatement (n1 = n0+1). Dans le premier as (n1 > n0+1)on éritVar[tp1 ,tn1 [(uh) =

n0−2∑

n=p1

|un − un−1| + |un0−1 − un0−2| + |un0 − un0−1|

+

n1−2∑

n=n0+1

|un − un−1| + |un1−1 − un1−2|.On remarque alors que, un = 0 pour n ∈ [n0, n1 − 2] et don,Var[p1,n1[(uh) ≤
n0−2∑

n=p1

|un − un−1| + 2|un0−1| + |un0−2| + |un1−1|.Dans le seond as, où elle n'adhère au plan qu'un seul instant (n1 = n0 + 1), onérit Var[tp1 ,tn1 [(uh) =

n0−2∑

n=p1

|un − un−1| + |un0−1 − un0−2| + |un0 − un0−1|,et on retrouve la même majoration,Var[tp1 ,tn1 [(uh) ≤
n0−2∑

n=p1

|un − un−1| + 2|un0−1| + |un0−2| + |un1−1|.Nous allons majorer haun des termes de droite de ette inégalité. Tout d'abord,si n ∈ [p1, n0 −2], on se trouve à un instant où la ontrainte n'est pas ative et don
λ̃n = λn = 0. Par onséquent, (4.17) donne

p1 ≤ n ≤ n0 − 2 =⇒ |un − un−1| = h|fn−1|.106



4.3. Algorithme assoiéEtudions maintenant l'instant n1 − 1 préédent le déollement. D'après la démons-tration du lemme 4.15, on sait que, pour tout n, m|un+1|2 ≤ munun+1 + hmfnun+1.Comme un1−1 est stritement positif, on en déduit
un1−1 ≤ un1−2 + hfn1−2.Si la partiule n'est restée ollée au plan qu'un unique instant (n1 = n0 + 1), un1−2est négatif. Soit elle est restée ollée pendant au moins de pas de temps et un1−2 estnulle. Dans les deux as on obtient

0 < un1−1 ≤ hfn1−2.Pour majorer un0−1 et un0−2, on note d'abord que tp1 est un instant de déollementet don, omme pour n1 on a
0 < up1−1 ≤ hf p1−2.Puis, en utilisant l'inégalité |un+1| ≤ |un| + h|fn| montrée pour tout n dans ladémonstration du lemme 4.15, on obtient

|un0−1| ≤ |up1−1| +
n0−2∑

n=p1−1

h|fn| ≤
n0−2∑

n=p1−2

h|fn|et
|un0−2| ≤ |up1−1| +

n0−3∑

n=p1−1

h|fn| ≤
n0−3∑

n=p1−2

h|fn|.Finalement on obtientVar[tp1 ,tn1 [(uh) ≤
n0−2∑

n=p1

h|fn−1| + 2

n0−2∑

n=p1−2

h|fn| +
n0−3∑

n=p1−2

h|fn| + h|fn1−2|,que l'on peut enore majorer parVar[tp1 ,tn1 [(uh) ≤ 4

n1−2∑

n=p1−2

h|fn| ≤ 4

∫ tn1−1

tp1−2

|f(s)|ds.Les intervalles [tp1−2, tn1−1] se hevauhant deux à deux, on obtient �nalement ensommant toutes les ontributions , y ompris elles des bords,Var(uh) ≤ u0 + 8

∫ T

0

|f(s)|ds,e qui termine la démonstration de e lemme. 107



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan� Démonstration du lemme 4.17 : (λh)h est bornée dans L1(I).L'égalité (4.17) donne
∀n ≥ 1, hλ̃n = m(un − un−1) − hmfn−1.Ainsi,

∀n ≥ 1,

∫ tn+1

tn
|λh| = h|λ̃n| ≤ m|un − un−1| + hm|fn−1|.En sommant de n = 1 à N−1 et en utilisant, omme au point 3 de la démonstrationgénérale, λ̃0 = 0, on a don

∫ T

0

|λh| ≤ mVar(uh) + ‖f‖L1(I).Le lemme 4.16 permet alors de onlure que (λh)h est bornée dans L1(I), e qui �nitla démonstration du lemme 4.17.Les trois lemmes utilisés ayant été démontrés, on a terminé la démonstration du théo-rème 4.14. �

4.3.3 Intégration à la simulation �uide/partiulesComme dans le hapitre 3, a�n de minimiser les oûts de aluls, on hoisit d'utiliserune méthode de splitting pour intégrer e modèle à des simulations d'éoulements �uide-partiules.On suppose la partiule plongée dans un �uide visqueux. La fore extérieure est ver-tiale et s'exere uniquement sur la partiule. On note f(t) son intensité massique autemps t. On note un et pn la vitesse et la pression du �uide au temps n. On suppose quel'on dispose d'un solveur �uide/partiules S qui, onnaissant la position de la partiule
qn+1, la vitesse un et la fore extérieure fn alule (un+1, pn+1) la vitesse du �uide et sapression au temps n + 1 sans prendre en ompte a priori la gestion du ontat. On peutpar exemple hoisir d'utiliser la méthode présentée dans la partie I mais tout autre solveur�uide/partiule peut également onvenir.108



4.4. Enrihissement du modèlePour intégrer la résolution �uide dans l'algorithme 4.1 il su�t de modi�er l'étape 4de alul de la vitesse a priori en utilisant le solveur �uide/partiule dont on dispose. Onobtient alors l'algorithme suivant.Pour tout n ≥ 0, on dispose de (qn, un, γn, λn) et (un, pn). On note fn =
1

h

∫ tn+1

tn
f(s)ds.1. Calul de γn+1 : γn+1 = γn − hλn,2. Cas d'un déollement : Si γn+1 > 0, un = γn+1/m et γn+1 = 0,3. Calul de qn+1 : qn+1 = qn + hun,4. Calul de (un+1, pn+1) grâe au solveur �uide/partiules,

(un+1, pn+1) = S(qn+1,un, fn)5. (a) Calul de un+1/2 assoié à un+1 : un+1/2 =
1

πr2

∫

Bn+1

un+1(b) Projetion de la vitesse sur l'espae des vitesses admissibles,
un+1 ∈ K(qn+1, γn+1),

1

2

∣
∣un+1 − un+1/2

∣
∣
2

m
= min

v∈K(qn+1,γn+1)

1

2

∣
∣v − un+1/2

∣
∣
2

m
.où K(q, γ) = {v, q + hv ≥ 0} si γ = 0

K(q, γ) = {v, q + hv = 0} si γ < 0On dispose alors du multipliateur de lagrange λn+1.Algorithme 4.2: Intégration du modèle de ontat visqueux à la simulation�uide/partiules.
4.4 Enrihissement du modèle4.4.1 Prise en ompte de la rugositéComme on l'a vu dans la setion 4.1.3, si la partiule ou le plan sont rugueux, ledéveloppement de la fore de lubri�ation n'est plus valable et il peut y avoir ontatsolide/solide entre la partiule et le plan.Considérons une partiule rugueuse de rayon a et possédant des rugosités de taille r1(de telle sorte que la surfae de la partiule se situe entre r = a et r = a+ r1) et un plan
y = 0 possédant des rugosités de taille r2 (de telle sorte que la surfae de plan se situeentre y = 0 et y = r2)(voir Fig. 4.15). 109



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan
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q

Fig. 4.15 � Notations : as rugueuxOn a vu que la fore de lubri�ation s'exerçant entre la partiule et le plan est elle quis'exererait entre d'une part, une partiule lisse de même rayon dont le entre est situéà une distane r1,s < r1 en dessous de elui de la partiule rugueuse et d'autre part, unplan lisse de frontière y = r2,s < r2. Il peut alors y avoir ontat solide/solide entre lesrugosités. Notre modèle sera le suivant.� On onsidère que la fore de lubri�ation qui s'exere sur la partiule est elle quis'exererait si le plan et la partiule étaient lisses, ave la partiule de rayon a et leplan situé en y = 0. Cela revient à prendre r1,s = 0 et r2,s = 0� Il y a un ontat solide/solide entre le plan et la partiule si q = r1 + r2. Il estmodélisé par un ontat inélastique. Il n'y a don pas de mémoire des fores quis'exerent sur la partiule durant e ontat.En se rappelant qu'on a posé γµ = µln(qµ), il su�t pour érire e modèle de bornerinférieurement γ dans le modèle préédent : γ ≥ γmin = µln(r1+r2). Le type de trajetoireobtenue pour un tel modèle est traé sur la �gure 4.16. Quand γ atteint le seuil, la distane
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Fig. 4.16 � Comparaison des trajetoires : as rugueux/as non rugueuxréelle mirosopique atteint r1 + r2. A partir de et instant, il y a ontat solide/solide in-élastique entre les rugosités et γ n'intègre plus les fores exerées. Le ontat solide/solide110



4.4. Enrihissement du modèleest rompu dès que l'on �tire� sur la partiule et alors, γ reommene à intégrer les foresexerées. Le redéollement a alors lieu plus t�t que dans le as non rugueux.4.4.2 Ajout de la fore de lubri�ation tangentielleFore de lubri�ation tangentielle : développement au premier ordreDans le as d'un déplaement de la partiule parallèle au plan, ave rotation, une forede lubri�ation tangentielle ainsi qu'un moment sont exerés par le �uide sur la partiule.
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Fig. 4.17 � Fore de lubri�ation tangentielle : notations.Dans [40℄, on en donne un développement au premier ordre quand la distane tendvers zéro,
Flub,tang ∼ 6πµrln(q)

(
8

15
U − 2

15
rω

)

ex,

T ∼ 8πµr2ln(q)

(

− 1

10
U +

2

5
rω

)

ez,où U est la vitesse horizontale appliquée et ω la vitesse de rotation. Comme préédemment,
µ, r et q sont respetivement la visosité du �uide, le rayon de la partiule et sa distaneau plan (voir �gure 4.17). Il s'agit bien d'une fore de résistane au mouvement puisquesi q < 1, ln(q) < 0.Modèle limite à partir du premier ordre de la foreOn suppose maintenant la partiule libre de se déplaer dans un plan vertial. Onnote (x, y) la position de son entre dans e plan, θ son orientation, ω = θ̇ sa vitesseangulaire,m sa masse, J son moment d'inertie et q la distane entre le plan et la partiule(y = r + q). Les inonnues sont (x, q, θ). Pour un �uide de visosité µ, elles sont indiéesomme préédemment par µ. La fore extérieure exerée sur la partiule est f = (fx, fy).111



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planD'après e qui préède, le Prinipe Fondamental de la Dynamique prenant en ompte lesfores de lubri�ation normale et tangentielle au premier ordre s'érit sous la forme






mq̈µ = −µq̇µ
qµ

+mfy,

mẍµ = µln(qµ)(a11ẋµ + a12rθ̇µ) +mfx,

Jθ̈µ = µln(qµ)(a21ẋµ + a22rθ̇µ),

(4.20)où
a11 =

16

5
πr, a12 = −4

5
πr, a21 = −4

5
πr2 et a22 =

16

5
πr2. (4.21)On initialise le problème à x(0) = x0, q(0) = q0 > 0, θ(0) = θ0, ẋ(0) = v0, q̇(0) = u0 et

ω(0) = ω0.Le théorème suivant est une généralisation du théorème 4.5. Il montre l'existene d'unesolution à (4.20) ainsi que sa onvergene, quand la visosité tend vers zéro, vers un modèlede ontat visqueux prenant en ompte les e�ets de la fore de lubri�ation tangentielle.Théorème 4.18 On onsidère des onditions initiales q0 ∈ R
∗
+, X0 ∈ R

2, u0 ∈ R et
U0 ∈ R

2. I =]0, T [ et (f1, f) ∈ L1(I) × L1(I)2 sont donnés. Soit ϕ stritement positive,lipshitzienne et loalement intégrable sur R
∗
+. On suppose de plus que Φ(q) =

∫ 1

q
ϕ →

+∞ quand q → 0+. On note (qµ, Xµ) la solution du système d'équations di�érentiellesordinaires ∣
∣
∣
∣
∣

q̈µ = −µq̇µϕ(qµ) + f1,

Ẍµ = −µΦ(qµ)AẊµ + f ,
(4.22)où A est une matrie onstante de taille 2 × 2.Alors, si on pose γµ = −µΦ(qµ), il existe une suite extraite, toujours notée (qµ, Xµ),

q ∈W 1,∞(I), X ∈W 2,∞ et γ ∈ L∞(I), tels que
qµ −→ q uniformément,
γµ

⋆−⇀ γ dans L∞(I),

Xµ −→ X simplement sur Iquand µ tend vers zero. Et (q,X, γ) est solution du problème
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

mq̇ + γ = mũ1,

q ≥ 0, γ ≤ 0, qγ = 0.

Ẍ = γAẊ + f .où ũ1 = u0 +
∫ t

0
f1.Démonstration : Cette démonstration est une généralisation de elle du théorème 4.5.En e�et, la première équation, qui porte sur l'inonnue qµ, est identique à (4.1) et est in-dépendante des deux autres. Elle peut don être traitée de la même manière que dans ladémonstration du théorème 4.5.112



4.4. Enrihissement du modèleMontrons d'abord que la solution (qµ, Xµ) est globale. Le système se réérit en un sys-tème d'ordre 1 sur les inonnues Y = (qµ, Xµ, q̇µ, Ẋµ) sur le domaine ΩY = {(q,X, u, U) ∈
R

6, q > 0}. Le théorème de Cauhy-Lipshitz donne l'existene d'une unique solutionmaximale dans ΩY dé�nie sur [0, T [ et on montre qu'elle est globale par l'absurde. Ene�et, si T < +∞, le théorème d'éhappement dit que la solution doit sortir de tout om-pat de ΩY . Or, omme dans la démonstration du théorème 4.5, q̇µ est bornée et qµ nepeut tendre vers zéro en T . Par onséquent, il su�t de montrer que Ẋµ est bornée sur
[0, T [ pour obtenir que la solution ne peut s'éhapper de ΩY sur [0, T [. Or, Uµ = Ẋµ estsolution de l'équation di�érentielle linéaire d'ordre 1

U̇µ = γµAUµ + fet s'érit don
Uµ(t) = exp

[(∫ t

0

γµ(s)ds

)

A

]

X0 +

∫ t

0

exp

[(∫ t

z

γµ(s)ds

)

A

]

fdz.Or, γµ est bornée puisque q̇µ = −γµ +
∫ t

0
f1 + C et q̇µ l'est. Ainsi, Uµ est bornée et lasolution est globale.Etudions maintenant le omportement des solutions quand µ tend vers zéro. Puisquela première équation est indépendante des autres, la démonstration du théorème 4.5 s'ap-plique à nouveau. On a don la onvergene uniforme de qµ vers q et la onvergene dans

L∞(I) faible étoile de γµ vers γ, ave mq̇ + γ = mũ1, q ≥ 0, γ ≤ 0 et qγ = 0. Il restedon à étudier la onvergene de Xµ. Pour ela, on ommene par passer à la limite dansl'expression expliite de Uµ. La onvergene faible étoile de γµ donne, pour tous z et t,
∫ t

z

γµ(s)ds −→
∫ t

z

γ(s)ds quand µ→ 0.Cette onvergene assoiée au aratère borné de γµ nous permet d'appliquer le théorèmede onvergene dominée pour obtenir
Uµ −→ U simplement quand µ→ 0,où

U(t) = exp

[(∫ t

0

γ(s)ds

)

A

]

X0 +

∫ t

0

exp

[(∫ t

z

γ(s)ds

)

A

]

fdz.

U est don solution de
U̇ = γAU + f .En�n, érivant que Xµ = X0+

∫ t

0
Uµ, et en remarquant que Uµ est borné indépendammentde µ puisque γµ l'est, on peut à nouveau appliquer le théorème de onvergene dominéeet on obtient

Xµ −→ X simplement quand µ→ 0,où Ẋ = U est la solution de
Ẍ = γAẊ + f . 113



Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/planOn a ainsi terminé la démonstration du théorème. �Le système d'équations (4.20) entre dans le adre de e théorème en posant ϕ(q) = 1/q,
f1 = fx, f = (fy, 0) et Xµ = (xµ, θµ). Le modèle de ontat visqueux ainsi obtenu est

(Pglobal)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

mq̇ + γ = mũ,

q ≥ 0, γ ≤ 0, qγ = 0,

mẍ = γ(a11ẋ+ a12rθ̇) +mfx,

Jθ̈ = γ(a21ẋ+ a22rθ̇),où ũ = u0 +

∫ t

0

fy(s)ds.Bilan d'énergie :Pour �nir e hapitre, érivons un bilan d'énergie pour e modèle global de ontatvisqueux.Propriété 4.19 Soit (q, γ, x, θ) solution de (Pglobal). On suppose que les points de ontat
(ti)i et les points de déollement (t̃i)i de la partiule sont en nombre �ni (voir Fig 4.18).On peut alors érire le bilan d'énergie suivant (au sens des distributions) :

d

dt

(
1

2
mq̇2 +

1

2
mẋ2 +

1

2
Jω2

)

= mfxẋ+
∑

mfy q̇1[t̃i,ti+1]
︸ ︷︷ ︸puissane desfores extérieures

+ (a11ẋ
2 + a12rẋω + a21ẋω + a22rω

2)γ
︸ ︷︷ ︸dissipation due à la forede lubri�ation tangentielle −

∑ 1

2
mq̇2(ti)δti

︸ ︷︷ ︸perte d'énergie inétiquelors des ontats
PSfrag replaements

q(t)

ti t̃i ti+1 t̃i+1Fig. 4.18 � Bilan d'énergie : notationsDémonstration : Sur ]ti, t̃i[, on a q̇ = 0 et γ = mũ. Sur ]t̃i, ti+1[, on a q̇ = ũ, q̈ = fyet γ = 0.114



4.4. Enrihissement du modèlePar onséquent, en utilisant ũ(t̃i) = γ(t̃i) = 0, on obtient au sens des distributions
d

dt

(
1

2
mq̇2

)

=
∑

i

mfy(t)q̇(t)1]t̃i,ti+1[(t) +
∑

i

1

2
ũ2(t̃i)δt̃i −

∑

i

1

2
ũ2(ti)δti

=
∑

i

mfy(t)q̇(t)1]t̃i,ti+1[(t) −
∑

i

1

2
ũ2(ti)δtiOn a également

d

dt

(
1

2
mẋ2

)

= γ(a11ẋ+ a12rω)ẋ+mfxẋet
d

dt

(
1

2
Jω2

)

= γ(a21ẋ+ a22rω)ω.On obtient l'égalité reherhée en sommant es trois ontributions. �Remarque 4.20 Noter que la puissane de la fore extérieure vertiale est nulle dès quela partiule est en ontat ave le plan. Au ontraire, γ étant nul en dehors de es ontats,le terme dû à la fore de lubri�ation tangentielle n'agit que lors des ontats. D'après lesvaleurs des aij données en (4.21), e terme s'érit
(a11ẋ

2 + a12rẋω + a21ẋω + a22rω
2)γ =

4

5
πr
(
4ẋ2 − 2rẋω + 4r2ω2

)
γ

=
4

5
πr
[
(ẋ− rω)2 + 3(ẋ2 + r2ω2)

]
γ.Comme γ est négatif, il s'agit bien d'une fore de dissipation.
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Chapitre 4. Un modèle de �ontat visqueux�, as partiule/plan
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Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesRésumé : L'objetif de e hapitre est de proposer un algorithme permettant deprendre en ompte de manière e�ae la fore de lubri�ation lors de simulationsnumériques d'éoulements �uide/partiules. Pour ela, on généralise le modèleprésenté dans le hapitre préédent. La version multi-partiules du modèle de�ontat visqueux� est basée sur une projetion des vitesses, à haque instant,sur un espae de vitesses admissibles. Nous proposons ensuite un algorithme per-mettant la simulation de tels systèmes. Il s'agit d'une extension de l'algorithme degestion des ontats dérit dans le hapitre 3. En�n, nous présentons un exemplede programmation orientée objet de l'algorithme obtenu.Abstrat : The aim of this hapter is to propose an algorithm allowing totake into aount e�iently the lubriation fore in numerial simulations of�uid/partile �ows. To do so, we generalize the model presented in the previoushapter. The multi-partile version of the model is based on the projetion of theveloities onto a set of admissible veloities. Then, we propose an algorithm forsuh systems whih onsists in an extension of the ontat algorithm desribedin hapter 3. At last, we present an exemple of objet oriented programming ofthe algorithm.5.1 Modèle multi-partiules5.1.1 Cas de deux partiulesDéplaements en une dimensionOn se plae dans le as où deux partiules sphériques sont plongées dans un �uidevisqueux. On suppose pour ommener qu'elles sont assujetties à se déplaer le long del'axe reliant leurs entres. On note et axe ex. On note x1 et x2 la position des entresdes sphères sur et axe et r1, r2 leurs rayons respetifs. D12 = |x2 − x1| − r2 − r1 est ladistane signée (qui sera imposée positive) entre les partiules (voir �gure 5.1).PSfrag replaements
x1 x2

ex

U1 U2

D12Fig. 5.1 � 2 partiules en dimension 1 : notations.Les fores extérieures exerées sur les partiules sont fi = fiex pour i = 1, 2. Commedans le hapitre préédent, l'ation du �uide sur les partiules est modélisée par le dé-veloppement au premier ordre de la fore de lubri�ation normale. Ce développementest donné dans [20℄ : si U1 = U1ex et U2 = U2ex sont les vitesses des partiules 1 et 2respetivement, on a
Flub,2→1 ∼ 6πµ

r2
1r

2
2

(r1 + r2)2

(U2 − U1)

D12
ex. (5.1)118



5.1. Modèle multi-partiulesComme dans la partie préédente, à visosité µ �xée, on érit le Prinipe Fondamentalde la Dynamique au premier ordre sur haune des deux partiules. On obtient






m1ẍ1,µ = +6πµ
r2
1r

2
2

(r1 + r2)2

ẋ2,µ − ẋ1,µ

D12

+m1f1

m2ẍ2,µ = −6πµ
r2
1r

2
2

(r1 + r2)2

ẋ2,µ − ẋ1,µ

D12
+m2f2

(5.2)En posant γ12,µ = 6πµln(x2,µ − x1,µ) et en faisant tendre µ vers zéro on obtient alors lesystème limite suivant






x1, x2 ∈W 1,∞(I), γ12 ∈ L∞(I),
m1ẋ1(t) −

r2
1r

2
2

(r1 + r2)2
γ12(t) = m1ũ1 =m1u

0
1 +m1

∫ t

0

f1(s)ds,

m2ẋ2(t) +
r2
1r

2
2

(r1 + r2)2
γ12(t) = m2ũ2 =m2u

0
2 +m2

∫ t

0

f2(s)ds,

D12 ≥ 0, γ12 ≤ 0, D12γ12 = 0,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2 tq D12(0) > 0,

ẋ1(0) = u0
1, ẋ2(0) = u0

2.Ce système est l'équivalent pour deux partiules de (P,4.4). Comme préédemment pour(P ′,4.12), on le réérit à l'aide d'une loi de ho et d'un multipliateur de Lagrange sousla forme






x1, x2 ∈W 1,∞(I), ẋ1, ẋ2 ∈ BV (I), γ12 ∈ BV (I), λ12 ∈ M(I),
(ẋ1(t

+), ẋ2(t
+)) = ΠCD12,γ12

(t)(ẋ1(t
−), ẋ2(t

−)),

m1ẍ1 = m1f1 − λ12,

m2ẍ2 = m2f2 + λ12,supp(λ12) ⊂ {t, D12(t) = 0},

γ̇12 = −(r1 + r2)
2

r2
1r

2
2

λ12,

D12 ≥ 0, γ12 ≤ 0,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2 tq D12(0) > 0,

ẋ1(0) = u0
1, ẋ2(0) = u0

2, γ12(0) = 0.où ΠK est la projetion sur K et
CD12,γ12(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

{(v1, v2), v1 − v2 = 0} si γ12(t
−) < 0,

{(v1, v2), v2 − v1 ≥ 0} si γ12(t
−) = 0, D12(t) = 0,

R
2 sinon . 119



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules
CD12,γ12(t) est l'espae des vitesses admissibles. En e�et, si γ12(t

−) est stritement négatif,'est que les deux partiules sont ollées au temps t et doivent le rester. Il faut don imposer
dD12

dt
= 0 or, dD12

dt
= ẋ2− ẋ1 et la ontrainte s'érit bien (ẋ1(t

+), ẋ2(t
+)) ∈ CD12,γ12(t). Demême, si on se situe à un instant de ontat ou de déollement (γ12(t

−) = 0 et D12(t) = 0),il faut empêher les partiules de se hevauher, e qui revient à imposer dD12

dt
≥ 0 etdon (ẋ1(t

+), ẋ2(t
+)) ∈ CD12,γ12(t) traduit bien la ontrainte. λ12 est le multipliateurde Lagrange assoié à es ontraintes et n'est atif que quand les partiules sont ollées(i.e. D12 = 0). La fore supplémentaire qu'il faut imposer sur la partiule 1 (resp. 2)pour véri�er es ontraintes est −λ12ex (resp. λ12ex). Si les partiules ne sont pas olléesalors λ12 est nul et on retrouve le Prinipe Fondamental de la Dynamique ne prenant enompte que les fores extérieures (ẍi = fi pour i = 1, 2). Si les partiules sont ollées, ona D̈12 = ẍ2 − ẍ1 = 0 et don γ̇12 = − r2

1r
2
2

(r1 + r2)2

m1m2

m1 +m2

(f1−f2). γ12 intègre don le bilandes fores s'exerçant sur les deux partiules.
Déplaements en deux dimensionsOn suppose maintenant que les deux partiules sont libres de se déplaer dans R

2. x1et x2 désignent les veteurs position des partiules dans R
2, f1 et f2 les fores exerées surelles-i et e12 = (x2 − x1)/‖x2 − x1‖ le veteur unitaire dirigé selon la ligne des entres(voir Fig. 5.2).

PSfrag replaements
x1

x2

e12

D12Fig. 5.2 � 2 partiules en dimension 2 : notations.La fore de lubri�ation est alors dirigée selon e12 et vaut
Flub,2→1 ∼ 6πµ

r2
1r

2
2

(r1 + r2)2

(ẋ2 − ẋ1) · e12

D12
e12.120



5.1. Modèle multi-partiulesOn obtient alors le modèle suivant,






x1,x2 ∈ (W 1,∞(I))2, ẋ1, ẋ2 ∈ (BV (I))2, γ12 ∈ BV (I), λ12 ∈ M(I),
(ẋ1(t

+), ẋ2(t
+)) = PCx1,x2,γ12 (t)(ẋ1(t

−), ẋ2(t
−)),

m1ẍ1 = m1f1 − λ12e12,

m2ẍ2 = m2f2 + λ12e12,supp(λ12) ⊂ {t, D12(t) = 0},

γ̇12 = −(r1 + r2)
2

r2
1r

2
2

λ12,

D12 ≥ 0, γ12 ≤ 0,

x1(0) = x0
1, x2(0) = x0

2 tq D12(0) > 0,

ẋ1(0) = u0
1, ẋ2(0) = u0

2, γ12(0) = 0,où
Cx1,x2,γ12(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

{(v1,v2),−(v1 − v2) · e12 = 0} si γ12(t
−) < 0,

{(v1,v2),−(v1 − v2) · e12 ≥ 0} si γ12(t
−) = 0, D12(t) = 0,

R
2 sinon .Puisque dD12

dt
= (ẋ2 − ẋ1) · e12, on observe omme préédemment que CD12,γ12(t) estbien l'espae des vitesses admissibles au temps t. La fore supplémentaire exerée pourimposer les ontraintes est dirigée selon la diretion joignant les entres des partiules etvaut λ12e12 sur la partiule 2.Ce dernier système peut en�n être érit de façon plus synthétique. On pose x =

(x1,x2) ∈ R
4, f = (f1, f2) ∈ R

4, M = diag(m1, m1, m2, m2) la matrie de masse et
G12 = (−e12, e12) ∈ R

4. Noter que G12(x) est le gradient de D12(x). On peut alorsérire :
(P ′

2)







x ∈ (W 1,∞(I))4, ẋ ∈ (BV (I))4, γ12 ∈ BV (I), λ12 ∈ M(I),
ẋ(t+) = PCD12,γ12

(t)(ẋ(t−))

M ẍ = Mf + λ12G12supp(λ12) ⊂ {t, D12(t) = 0}

γ̇12 = −(r1 + r2)
2

r2
1r

2
2

λ12

D12 ≥ 0, γ12 ≤ 0

x(0) = x0 tq D12(0) > 0, ẋ(0) = u0, γ12(0) = 0où
Cx,γ12(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

{V ∈ R
4,G12(x) · V = 0} si γ12(t

−) < 0

{V ∈ R
4,G12(x) · V ≥ 0} si γ12(t

−) = 0, D12(t) = 0

R
4 sinon 121



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules5.1.2 Eriture du modèle multi-partiulesOn généralise le modèle (P ′
2) au as de N partiules. xi désigne le veteur position dela partiule i dans R

2, fi la fore exerée sur elle-i, Dij est la distane signée entre lespartiules i et j et eij = (xj − xi)/‖xj − xi‖ (voir Fig. 5.3).
PSfrag replaements

xi

xj

eij

DijFig. 5.3 � Partiules i et j en dimension 2 : notations.Comme préédemment, on pose x = (. . . ,xi, . . .) ∈ R
2N , f = (. . . , fi, . . .) ∈ R

2N ,
M = diag(. . . , mi, mi, . . .) la matrie de masse de taille 2N × 2N et Gij = ∇xDij ∈ R

2N .On a :
Gij(x) = (. . . , 0, −eij , 0, . . . , 0, eij , 0, . . . , 0)t.

i jComme dDij(x)

dt
= Gij(x) · ẋ, l'espae des vitesses admissibles s'érit

Cx,γ(t) =







V ∈ R
2N tq.

∣
∣
∣
∣
∣

Gij(x) · V = 0 si γij(t
−) < 0

Gij(x) · V ≥ 0 si γij(t
−) = 0, Dij(t) = 0





On note λ = (. . . , λij, . . .) ∈ R
N(N−1)/2 le veteur des multipliateurs de Lagrange assoiésà es N(N − 1)/2 ontraintes et γ = (. . . , γij, . . .) ∈ R

N(N−1)/2 les variables indiquant ladistane mirosopique pour haque ouple de partiules pendant les quasi-ontats. Onnote en�n R la matrie diagonale de taille N(N − 1)/2, de oe�ients Rij,ij = (ri +
rj)

2/(r2
i r

2
j ) apparaisant dans la fore de lubri�ation.Le modèle multi-partiules s'érit alors :

(P ′
N )







x ∈ (W 1,∞(I))2N , ẋ ∈ (BV (I))2N , γ ∈ (BV (I))N(N−1)/2, λ ∈ (M(I))N(N−1)/2,
ẋ(t+) = PCx,γ (t)ẋ(t−)

M ẍ = Mf +
∑

i<j

λijGij(x)supp(λij) ⊂ {t, Dij(t) = 0} pour tout i, j
γ̇ = −Rλ

Dij ≥ 0, γij ≤ 0 pour tout i, j
x(0) = x0 tq Dij(0) > 0 pour tout i, j, ẋ(0) = u0, γ(0) = 0RN(N−1)/2122



5.2. AlgorithmeLe multipliateur de Lagrange λij, assoié aux ontraintes pour le ouple de partiules
(i, j), n'est atif que si les deux partiules sont en ontat. La fore supplémentaire assoiéeà es ontraintes est λijGij et ne s'exere don que sur les partiules i et j intervenantdans le ontat. Cette fore vaut selon −λijeij sur la partiule i et λijeij sur la partiule
j.5.2 Algorithme5.2.1 Eriture de l'algorithme multi-partiulesLa disrétisation de (P ′

N) en temps hoisie est une extension direte de l'algorithme 4.1au as multi-partiules. On se donne un pas de temps h et on note Vn = (. . . ,Vn
i , . . .) ∈

R
2N les vitesses des partiules au temps n. SiK(xn,γn) est une approximation de Cx,γ(tn),l'algorithme ainsi obtenu s'éritPour tout n ≥ 0, on dispose de xn, Vn, γn et λn. On note fn =

1

h

∫ tn+1

tn
f(s)ds.1. Evolution de x,

xn+1 = xn + hun.2. Evolution de γ,
γn+1 = γn − hRλn,Si γn+1

ij > 0, γn+1
ij = 0.3. Calul de la vitesse a priori, sans gestion de la fore de lubri�ation,

Vn+1/2 = Vn + hfn.4. Projetion de la vitesse sur l'espae des vitesses admissibles,
Vn+1 ∈ K(xn+1,γn+1),

1

2

∣
∣Vn+1 − Vn+1/2

∣
∣
2

M
= min

V∈K(xn+1,γn+1)

1

2

∣
∣V −Vn+1/2

∣
∣
2

M
.On dispose alors du multipliateur de lagrange λn+1.Algorithme 5.1: Modèle de ontat visqueux dans le as multi-partiules.Pour �nir la desription de et algorithme, il nous faut dé�nir, lors de l'étape deprojetion 5, l'espae K(xn,γn) de vitesses admissibles disret approhant Cx,γ(tn). Pourela, on s'inspire de l'algorithme de gestion des ontats présenté dans le hapitre 3 et onérit que les ontraintes doivent être véri�ées au premier ordre,

K(xn,γn) =

{

V

∣
∣
∣
∣
∣

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≥ 0 si γn
ij = 0

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V = 0 si γn
ij < 0

}

. 123



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules5.2.2 ProjetionA�n de résoudre numériquement l'étape 4 de l'algorithme 5.1, on souhaite utiliserl'algorithme d'Uzawa (voir setion A.3 en annexe). Pour ela, on réérit la ontrainted'égalité K(xn,γn) sous la forme d'une double ontrainte d'inégalité :
K(xn,γn) =

{

V

∣
∣
∣
∣
∣

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≥ 0, ∀i < j

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≤ 0 si γn
ij < 0

}

.On note Bn
+ la matrie de taille N(N − 1)/2 × 2N dé�nie par

Bn
+ =








...
−Gij(x

n)...







∈ R
N(N−1)

2
×2N .La ligne d'indie ij de Bn

+ orrespond au ouple de partiules (i, j). Pour tout veteur
V ∈ R

2N , on a (Bn
+V)ij = −Gij(x

n) · V. On note Bn
− la matrie extraite de Bn

+ neontenant que les lignes d'indie ij pour lesquelles γn
ij < 0. Elle est de taille N− × 2Noù N− est le nombre d'adhésions au temps n. De même, on note Dn

+ le veteur de taille
N(N − 1)/2 des distanes à l'instant n,

Dn
+ =








...
Dij(x

n)...







∈ R
N(N−1)

2et Dn
− le veteur extrait ne ontenant que les lignes pour lesquelles γn

ij < 0. On dé�nit�nalement la matrie Bn et le veteur Dn prenant en ompte toutes les ontraintes par
Bn =

(

Bn
+

−Bn
−

)

∈ R
(N(N−1)

2
+N−)×2N , Dn =

(

Dn
+

−Dn
−

)

∈ R
N(N−1)

2
+N−.Alors,K(xn,γn) se rééritK(xn,γn) = {V, hBnV − Dn ≤ 0}. On a maintenant N(N−1)

2
+

N− ontraintes a�nes, réelles d'inégalité et le théorème A.12 de l'annexe A donne l'exis-tene d'autant de multipliateurs de Lagrange assoiés. De plus, les propriétés A.15 et A.17montrent que l'on peut aluler le projeté sur K(xn,γn) ainsi que les multipliateurs deLagrange assoiés grâe à l'algorithme d'Uzawa. On note ξ le veteur ontenant es mul-tipliateurs et on le déompose sous la forme
ξ =

(

ξ+

ξ−

)

∈ R
N(N−1)

2
+N−.
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5.2. AlgorithmeL'algorithme d'Uzawa de paramètre ρ (�xé) permettant d'e�etuer l'étape 4, à l'instant
n, est alors le suivant :
Vn+1/2, Dn+1 et Bn+1 donnés,1. ξ0 ∈ R

N(N−1)
2

+N−

+ , W0 = Vn+1/22. Tant que Dn+1 − hBn+1Wk < −ε(a) Wk+1 = Vn+1/2 − hM−1(Bn+1)tξk(b) ξk+1 = Π
R

N(N−1)/2+N−
+

(
ξk − ρ(Dn+1 − hBn+1Wk+1)

)3. Vn+1 = Wk+14. λn+1
ij = ξk+1

+,ij si γij = 0

λn+1
ij = ξk+1

+,ij − ξk+1
−,ij si γij < 0Algorithme 5.2: Etape 4 de l'algorithme 5.1 : Algorithme d'UzawaCet algorithme fait don intervenir deux produits matrie/veteur, le produit (Bn+1)tξdans l'étape 2a et le produit Bn+1W dans l'étape 2b. Il est bien entendu que l'on ne sto-kera pas la matrieBn intégralement mais seulement les eij . Les produits matrie/veteuronsidérés s'érivent en e�et

((Bn+1)tξ)i =
∑

j>i

ξ+,ijeij(x
n+1) −

∑

j<i

ξ+,ijeij(x
n+1)

−
∑

j > i
γij < 0

ξ−,ijeij(x
n+1) +

∑

j < i
γij < 0

ξ−,ijeij(x
n+1)et

(Bn+1W)+,ij = eij(x
n+1)(Wi −Wj), ∀i < j

(Bn+1W)−,ij = −eij(x
n+1)(Wi − Wj), ∀i < j, γij < 05.2.3 Reherhe des voisinsL'étape la plus oûteuse de l'algorithme 5.1 est l'étape de projetion 4. En e�et, ommenous venons de le voir, les produits matrie/veteur impliqués font intervenir des boulessur les ontats dont le nombre est a priori en O(N2). A�n d'obtenir un algorithme e�aeutilisable pour un grand nombre de partiules, il est don néessaire d'implémenter etteétape de façon e�ae.Pour e faire, on remarque qu'il n'est pas néessaire de prendre en ompte toutes lesontraintes. En e�et, deux partiules su�samment éloignées à l'instant n ne pourrontadhérer à l'instant n+ 1 et la ontrainte assoiée ne sera don pas ativée. On note Dvois125



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesla distane au delà de laquelle on onsidère que deux partiules ne sont pas suseptiblesd'entrer en adhésion à l'instant suivant. Les ouples de partiules à onsidérer à l'instant
n sont alors

Cvois(x
n) =

{
(i, j) ∈ [1, N ]2, i < j et Dij(x

n) ≤ Dvois

}
.Si (i, j) appartient à Cvois(x

n), on dira que les partiules i et j sont voisines à l'instant
n. Elles sont alors suseptibles d'adhérer à l'instant suivant et, dans e as, la ontrainteassoié sera ativée. Au ontraire, si (i, j) n'est pas dans Cvois(x

n), on sait qu'il n'y aurapas adhésion au temps suivant et que la ontrainte assoiée à e ouple ne sera pas ativée.L'espae des ontraintes onsidéré à l'instant n sera don
Kvois(x

n,γn) =







V, ∀(i, j) ∈ Cvois(x
n),

∣
∣
∣
∣
∣

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≥ 0 si γn
ij ≥ 0

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V = 0 si γn
ij < 0







.Remarque 5.1 L'idée de ne pas prendre en ompte les partiules trop éloignées est sou-vent utilisée quand on onsidère des interations interpartiulaires ave des fores à ourteportée (dont l'intensité tend rapidement vers zéro quand la distane augmente). Cette mé-thode équivaut à tronquer la fore et il s'agit don d'une approximation. Dans notre as,il ne s'agit pas d'une approximation. En e�et, si Dvois a été bien hoisi, on sait que lesontraintes assoiées aux ouples de partiules qui ne sont pas dans Cvois(x
n) ne serontpas atives à l'instant n+1. Nous hoisissons un pas de temps tel que les partiules ne sedéplaent pas de plus de deux fois leur rayon d'un instant de alul à l'autre. La distane

Dvois est alors �xée à quelques rayons.Il reste à dérire un algorithme permettant de onstruire e�aement Cvois(x
n). Leparours de tous les ouples de partiules a�n de aluler les distanes assoiées (enO(N2))serait une méthode trop oûteuse pour l'utiliser ave un grand nombre de partiules. Onhoisit d'utiliser un algorithme de type buket sorting. Son prinipe onsiste à déouperle domaine d'étude Ω en boîtes de taille η > Dvois et à ne aluler que les distanesentre partiules de boîtes voisines. On note Bkl la boîte [kη, (k + 1)η] × [lη, (l + 1)η]. Si

i est une partiule de ette boîte (k, l), on ne alulera sa distane qu'ave des partiulesappartenant à la même boîte et aux boîtes voisines. (voir �gure 5.4).L'algorithme de reherhe des voisins utilisé est l'algorithme 5.3. On prend garde àne stoker en mémoire que les boîtes non vides lors de l'étape 1. Cela a son importanelorsque toutes les partiules sont regroupées dans un sous-domaine de Ω (penser à unas de sédimentation des partiules par exemple). En e�et, ainsi, lors de l'étape 2, on neparourt que les boîtes non vides, qui sont beauoup moins nombreuses que la totalitédes boîtes reouvrant Ω. Noter également que et algorithme e�etue un parours despartiules à haune des étapes 1 et 2 et, dans l'étape 2, pour haune des partiulesrenontrées, il ne alule sa distane qu'ave les partiules se trouvant dans les boîtesvoisines de la sienne dont le nombre est en O(1). On évite ainsi le parours emboîté despartiules en O(N2).126



5.2. Algorithme

PSfrag replaements
lη

(l + 1)η

kη (k + 1)η

partiule i

Fig. 5.4 � Algorithme de reherhe des voisins : boîtes voisines et alul de distanes
1. Création des boîtes non vides :� Pour toute partiule i,(a) Calul de la boîte Bkl dans laquelle elle se trouve(b) � Si Bkl existe déjà, y ajouter la partiule i� Sinon, réer Bkl et y mettre la partiule i2. Reherhe des voisins :� Pour toute boîte Bkl� Pour toute partiule i de Bkl� Pour toute boîte Bk′l′ égale à Bkl ou voisine (mais pas enore visitée)� Pour toute partiule j de Bk′l′(a) Calul de Dij(x

n)(b) Si Dij(x
n) ≤ Dvois, ajouter (i, j) à Cvois(x

n).Algorithme 5.3: Algorithme de reherhe des voisins 127



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules5.2.4 Extensions possiblesPrise en ompte de la rugositéLa loi gérant le ontat visqueux apparaît dans l'étape 2. Si on souhaite modéliserdes partiules rugueuses il faut �xer un seuil pour γ (voir setion 4.4.1). Si µ est lavisosité du �uide environnant, le seuil orrespondant au ouple de partiules (i, j) est
γmin

ij = 6πµln(ri + rj). L'étape 2 de l'algorithme devient
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γn+1 = γn − hRλn,Si γn+1
ij > 0, γn+1

ij = 0,Si γn+1
ij < γmin

ij , γn+1
ij = γmin

ij .Noter que, tant que l'on onsidère des partiules lisses, on peut remplaer la matrie
R par l'identité dans l'algorithme 5.1. En e�et, dans e as, on s'intéresse uniquementau signe de γ et pas à sa valeur. Par ontre, dans le as de partiules rugueuses, il estimportant de onnaître la valeur de γ a�n de pouvoir �xer son seuil orretement et alorsla matrie R est indispensable. De même, dans e as, la visosité du �uide intervient.Intégration à un solveur �uide/partiulesComme dans le as partiule/plan (voir setion 4.3.3), on utilise une méthode de split-ting pour intégrer le modèle de lubri�ation à la simulation d'éoulements �uide/partiules.On note S un tel solveur �uide/partiules, (un, pn) les vitesses et pressions du �uide autemps n. On modi�e l'étape 3 de alul de la vitesse a priori et on la réérit

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Calul de (un+1, pn+1) : (un+1, pn+1) = S(xn+1,un, fn)Calul de Vn+1/2 assoié à un+1 : V
n+1/2
i =

1

πr2
i

∫

Bn+1
i

un+1Gestion des obstalesSupposons maintenant qu'il y aitNo obstales (penser aux parois d'une boîte ontenantles partiules par exemple). Dans e as, aux N(N−1)/2 ouples partiule/partiule il fautajouter les NNo ouples partiule/obstale. Il y a don Nc = N(N−1)/2+NNo adhésionspotentielles. γ et λ sont alors de taille Nc et il y a Nc ontraintes dans K(xn,γn). Onnumérote les partiules de 1 à N et les obstales de N + 1 à N + 1 + No. L'espae desvitesses admissibles s'érit dans e as
K(xn,γn) =







V, ∀(i, j) ∈ [1, N ]2 ∪ [1, N ] × [N + 1, N + 1 +No], i < j,
∣
∣
∣
∣
∣

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V ≥ 0 si γn
ij = 0

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V = 0 si γn
ij < 0







.Supposons que les obstales soient des solides dont la vitesse est imposée dans letemps (penser à une boîte qui tourne par exemple). Dans e as, à l'itération n − 1 de128



5.2. Algorithmel'algorithme, l'étape 4 a pour objetif d'obtenir une vitesse Vn telle que, à l'instant n+1,les ouples de partiules véri�ent les ontraintes d'adhésion données dans K(xn,γn). Onsouhaite maintenant ajouter les ontraintes d'adhésion partiule/obstale. On note yn+1la position (onnue) de es obstales au temps n + 1 et on ajoute les NNo ontraintesassoiées dans K(xn,γn). On obtient l'espae de vitesses admissibles suivant,
K(xn,yn+1,γn) =







V
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Couples (i, j) partiule/partiule :
Dij(x

n) + hGij(x
n) · V ≥ 0 si γn

ij = 0

Dij(x
n) + hGij(x

n) · V = 0 si γn
ij < 0Couples (i, k) partiule/obstale :

Dik(x
n,yn+1) + hGik(x

n,yn+1) · V ≥ 0 si γn
ik = 0

Dik(x
n,yn+1) + hGik(x

n,yn+1) · V = 0 si γn
ik < 0







.

Remarque 5.2 Dans es deux as, la position des obstales étant onnue et �xée au tempsonsidéré, la distane Dik ne dépend que de xi, si i est une partiule et k un obstale. Ainsi,son gradient n'a de omposante non nulle qu'en position i. Par onséquent, la ontrainteassoiée au ouple (i, k) n'ajoute de fore que sur la partiule i.5.2.5 Premiers résultats numériquesNous présentons dans ette setion de premiers résultats qui permettent d'observer leomportement du modèle multi-partiules. Bien que es simulations n'intègrent auuneprise en ompte du �uide autrement que par la fore de lubri�ation, elles ont été e�etuéesave FreeFem++, en vue d'un ouplage futur ave la résolution direte �uide/partiuledérite dans la première partie. Les ouples de partiules sont tous pris en ompte sansreherhe des voisins.Billard visqueux0n onsidère deux partiules sphériques lisses de rayon r = 0.02. La première estsituée initialement en (0, 0) et la seonde en (−0.25,−0.25). La partiule située à l'origineest supposée immobile à l'instant initial. On lane la seonde ave pour vitesse initiale
0.2 ∗ (0.25, (0.25 − r)). Le pas de temps utilisé est h = 0.5r. Les on�gurations obtenuespar l'algorithme de ontat visqueux 5.1 sont représentées sur la �gure 5.5 page 130. Aumoment de l'impat, les partiules se ollent l'une à l'autre. Elles ontinuent à adhérertant que la fore entrifuge n'a pas ompensé l'impat initial.Loto visqueux : in�uene de la rugositéL'objetif de ette simulation est d'observer l'in�uene de la rugosité sur le ompor-tement des systèmes régis par le modèle de ontat visqueux. Pour ela, on onsidère un�loto visqueux� formé de 160 partiules dans un mélangeur arré en rotation. La boîte estde �té 0.5 et les rayons des partiules sont ompris entre 0.007 et 0.015. Les 80 partiulesinitialement situées dans le ompartiment de droite sont olorées en noir et les 80 autres129



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulessont blanhes. On représente �te à �te sur la �gure 5.6 page 131 les on�gurations obte-nues à di�érents pas de temps pour γmin = 0 à gauhe (ontats inélastiques), γmin = −1au entre (partiules rugueuses) et γmin = −∞ à droite (partiules lisses). On observeque la prise en ompte de la visosité provoque l'adhésion des partiules (au entre et àdroite de la �gure). Dans le as de partiules lisses (à droite de la �gure), les amas ne sedéollent de la paroi que lorsqu'ils sont en haut de la boîte : omme le suggère le modèlepartiule/plan, il ne peut y avoir déollement que lorque la gravité a ompensé les e�ortsqu'elle a elle-même exerés, quand elle tendait à pousser les partiules vers la paroi dufond. Dans le as rugueux (au entre), le déollement est plus rapide.
t =0 t =288 t =432 t =504

t =552 t =600 t =672 t =768

t =840 t =888 t =1008 t =1056

t =1104 t =1152 t =1344 t =1494

Fig. 5.5 � Billard visqueux : on�gurations à di�érents pas de temps
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Fig. 5.6 � Loto visqueux : on�gurations à di�érents pas de temps pour γmin = 0 à gauhe(ontat inélastique), γmin = −1 au entre (partiule rugueuse) et γmin = −∞ à droite(partiules lisses) 131



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules5.3 Programmation Orientée Objet5.3.1 Méthodologie et objetifsMéthodologieLa méthode de programmation utilisée s'inspire de elle proposée dans le projet CSi-Moon (Calul SIenti�que, Méthodologie Orientée Objets et eNvironnement). Cette mé-thode est dérite dans [52℄. Ses objetifs sont par exemple la pérennisation des odesde reherhe, l'e�aité, la vitesse de développement, la modularité. Un utilisateur �naldoit pouvoir travailler sans avoir à reompiler. Les auteurs souhaitent également failiterle travail olletif et donner la possibilité d'agir sur les méthodes indépendamment dureste du ode. Pour ela, ils proposent un déoupage préis des lasses en fontion desompétenes. Un premier déoupage vertial hiérarhique à trois niveaux est proposé : lepremier niveau omprend le dé�nition du problème ontinu, le seond la desription de laméthode de disrétisation et le dernier la résolution du problème algébrique. Chaun dees niveaux est déoupé horizontalement en quatre blos : le problème, les opérateurs, lesvariables et le domaine de alul.Nous souhaitons développer un ode de reherhe dont l'un des objetifs est de per-mettre à d'autres herheurs/dotorants de l'utiliser a�n de tester d'autres modèles oualgorithmes. Par onséquent, dans e travail, nous nous sommes onentrés sur la réso-lution d'une étape en temps a�n de la rendre la plus modulable possible, tant au niveaualgorithmique qu'au niveau du modèle de ontat utilisé. Nous avons don hoisi de neprogrammer que le niveau disret, le ode étant onstruit a�n de pouvoir y ajouter faile-ment, si néessaire, un niveau ontinu qui permettrait à un utilisateur �nal de dé�nir sonproblème ontinu et de le résoudre sans se souier de la méthode de disrétisation hoisie.A�n de répondre à l'objetif de modularité, nous nous sommes attahés à déoupernotre problème en variables et opérateurs. Ce travail a été e�etué en ollaboration avedeux des développeurs de CsiMoon, Jaques Laminie4 et Stéphane Labbé5. Notre ré�exions'est appuyée sur l'utilisation d'UML, support méthodologique permettant de modélisergraphiquement les di�érentes lasses et leurs interations (Voir l'annexe E où l'on donneles onventions graphiques utilisées). Ce travail préliminaire nous a ensuite permis uneprogrammation rapide et e�ae de l'algorithme en C++. Les di�érents diagrammes delasse ont été traés ave le logiiel ArgoUML (voir [7℄). Ce dernier permet également, àpartir de e diagramme de générer les lasses C++ assoiées ave délarations des attributset des méthodes.
4Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud, Orsay, Frane5Laboratoire LJK, Université Joseph Fourier, Grenoble, Frane132



5.3. Programmation Orientée ObjetObjetifsAprès avoir �xé les objetifs généraux, nous préisons e que nous en attendons pournotre ode :1. Objetifs utilisateur(a) Modi�ation possible des données sans reompiler(b) Di�érents types de sorties possibles : observation graphique en temps réel,réation d'un �lm, enregistrement des résultats2. Objetifs de modularité du modèle(a) Possibilité de gérer di�érentes formes d'obstales(b) Possibilité de gérer des obstales immobiles ou à vitesse imposée() Possibilité d'implémenter di�érentes lois de ontat (étape 2 de l'algorithme 5.1).Par exemple : ontat inélastique (γ toujours nul), ontat rugueux (seuil de
γ)(d) Possibilité d'intégration à un ode d'éoulements �uide/partiules(e) Possibilité d'utilisation pour simuler des mouvements de foule (ela onsisteessentiellement à modi�er le alul de la vitesse a priori, voir [66℄)3. Objetifs de modularité algorithmique(a) Méthode de alul des voisins modi�able(b) Méthode de projetion modi�ableComme nous l'avons dit préédemment, il s'agit également d'un ode qui doit pouvoirêtre modi�é, adapté, testé par des ateurs di�érents. A�n de leur permettre e travail, nousdoumentons i-dessous les lasses programmées et expliquons les hoix e�etués. Pourela, nous nous appuierons sur les Diagrammes UML simpli�és assoiés. Les diagrammesdétaillés se trouvent en annexe E.
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Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules5.3.2 Les lasses �Variable�Les variables sont les lasses sur lesquelles on agit, e sont les inonnues du problème.Nous dérivons ii leurs attributs et méthodes prinipaux.Classe ObjetLa lasse Objet représente les objets physiques du problème. Il peut s'agir de parti-ules (toujours sphériques) ou d'obstales.

Fig. 5.7 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Objet
• Attributs :� un numéro de 0 à N − 1 pour les partiules et de −(N0 − 1 +N) à −N pour lesobstales. Cela nous permettra de repérer les obstales au signe de leur numéroet de trier les objets par type.� Un attribut de la lasse Param_loi_Objet qui ontient les paramètres nées-saires à la loi de ontat utilisée. Dans le as de l'algorithme 5.1, la loi deontat (étape 2) ne fait intervenir auun paramètre lié aux objets et la lasseParam_loi_Objet est don vide. On a ependant pris la préaution de la réer defaçon à pouvoir par exemple par la suite généraliser l'algorithme au as rugueux.En e�et, dans e as, le seuil de γij dépend de la rugosité de haun des objets iet j.
• Méthodes :� Méthode permettant de le faire évoluer d'un pas de temps à l'autre en fontionde sa vitesse.� Deux méthodes permettant de aluler sa distane à une partiule et le gradientassoié. Dans le as de ontats partiule/obstale, il faudra don toujours prendregarde à appeler les fontions distane et gradient de l'obstale.134



5.3. Programmation Orientée Objet
• La lasse �lle Partile possède omme attributs supplémentaires son rayon, samasse, sa position, sa vitesse et sa vitesse a priori. L'évolution d'un pas de temps àl'autre se fait en utilisant sa vitesse.
• La lasse �lle Obstale possède un attribut de lasse Movement qui sera utilisé pourle faire évoluer d'un instant à l'autre. Il s'agit du type de mouvement imposé àl'obstale. Cette lasse possède des méthodes permettant de renvoyer le entre derotation ainsi que les vitesses de rotation et de translation à un instant donné. Lalasse �lle atuellement programmée a un mouvement indépendant du temps maison a utilisé un héritage a�n de pouvoir par la suite programmer des mouvements plusomplexes. Les obstales atuellement disponibles sont des disques ou des segments.Il est possible d'y ajouter tout type d'obstale pour lequel on sait implémenter lesfontions distane et gradient par rapport à une sphère.Classe ContatsLa lasse Contat représente les ontats entre deux éléments de lasse Objet.

Fig. 5.8 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Contat
• Attributs :� Aès aux deux objets obj_i et obj_j impliqués via deux pointeurs.� deux attributs booléens disant s'il s'agit d'un ontat partiule/partiule ou par-tiule/obstale et s'il y a adhésion entre les deux objets au temps ourant.� distane entre les deux objets, gradient assoié, valeur de γij et λij au tempsourant.� Comme les objets, il possède un paramètre Param_loi_Contat permettant deprendre en ompte di�érents types de loi de ontat. Il est atuellement videmais pourra par exemple ontenir, dans le as rugueux, le seuil de γij assoiéaux rugosités des objets obj_i et obj_j. Il possède également un attribut detype Param_proj. Il s'agit des paramètres qui seront néessaires à l'étape deprojetion 4. Ces paramètres peuvent être di�érents selon le type de projetionhoisie. Pour l'instant, on e�etue l'étape de projetion grâe à un algorithme135



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesd'Uzawa (voir algorithme 5.2) et les paramètres assoiés à un ontat dans e assont ξ+,ij et ξ−,ij.
• Méthodes :� Méthodes permettant de aluler la distane et le gradient assoié des objets misen jeu. Il faut s'assurer que, dans le as d'un ontat partiule/obstale, on appellebien les fontions orrespondantes de l'obstale. Pour ela, on a hoisi de toujoursassoier la partiule à obj_i et l'obstale obj_j. Les fontions distane et gradientseront toujours appelées sur obj_j.� Pour e�etuer la mise à jour des ontats à haque instant et ne garder que lesontats atifs, il sera néessaire d'avoir une liste de ontats triée. Les ontatspossèdent don un opérateur '<' qui les lasse selon l'ordre lexiographique desouple (num_i,num_j), numéros des objets orrespondants.Gestion de la mémoireIl s'agit ii de stoker en mémoire les variables. On a deux types d'ensembles : lesensembles d'objets et les ensembles de ontats.

Fig. 5.9 � Diagramme des lasses simpli�é : Classes Ens_Objets et Ens_ContatsLes lasses Nuage_h et Interations_h ont aès respetivement aux ensembles d'ob-jets et de ontats à l'instant ourant. Elles ont été réées a�n de pouvoir, par la suite,utiliser des shémas de disrétisation à plus d'un pas de temps. Dans e as, es lassesauront aès à autant d'ensembles que de pas de temps néessaires au shéma.Commençons par dérire la lasse Ens_Objets :
• Attributs :� Nombre d'objets, de partiules et d'obstales.� Ensemble d'objets. Le nombre d'objets étant ii hoisi onstant, on utilise la lassevetor de la STL (Standard Template Library). Les objets sont plaés en fontionde leur numéro, les partiules venant en premier et les obstales ensuite. A�n depouvoir modi�er e stokage si néessaire par la suite, e veteur est bien entenduprivé et on implémente les itérateurs néessaires dans les méthodes de la lasse.
• Méthodes :� Méthodes renvoyant des itérateurs sur le début et la �n des objets, des partiules etdes obstales. Cela permet de parourir failement tous les objets ou uniquement136



5.3. Programmation Orientée Objetles partiules ou les obstales.� Méthode qui fait évoluer tous les objets d'un pas de temps à l'autreLa partiularité de l'ensemble des ontats est que le nombre d'éléments qu'il ontientvarie d'un instant à l'autre. La lasse Ens_Contats a été onstruite omme suit :
• Attributs :� Ensemble de ontats. On a hoisi d'utiliser la lasse list de la STL. La liste desontats est triée lors de son initialisation au premier pas de temps. Ensuite, àhaque pas de temps, pour la mettre à jour, on la parourt dans l'ordre et, suivantles as, on met à jour le ontat ourant, on le supprime ou on en insère un nouveauen prenant garde à onserver une liste triée (voir lasse Contat_law_h). Commedans le as de l'ensemble d'objets, on implémente les itérateurs néessaires.� Distane minimale parmi les ontats de la liste
• Méthodes :� Méthode triant la liste (appelée une unique fois)� Méthodes renvoyant des itérateurs sur le premier et le dernier élément de la liste.� Suppression ou insertion d'un ontat5.3.3 Les lasses �Opérateur�Les lasses opérateur agissent sur les variables et ont haune une fontion bien dé�nieliée en général à une étape de l'algorithme. Pour haune de es lasses, la tehniqueutilisée pour réaliser son objetif doit pouvoir être modi�ée sans impat sur le reste duode. C'est pourquoi on les onstruit omme des lasses mères virtuelles possédant engénéral une unique méthode appelée run aratérisée par ses arguments, ses sorties et sonation. On peut ensuite implémenter di�érentes lasses �lles orrepondant haune à unalgorithme ou un modèle di�érent. Pour haque opérateur, nous dérivons i-dessous safontion (ie sa méthode run) et préisons la lasse �lle que nous avons implémentée.Classe Contat_law_hCet opérateur est elui qui réalise l'étape 2 de l'algorithme.

Fig. 5.10 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Contat_law_h 137



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules
• Fontion de Contat_law_h :� Cet opérateur prend en argument les ontats à l'instant n, les objets à l'instant

n+ 1 ainsi que le pas de temps.� Il met à jour la liste des ontats à l'instant n+ 1 :� il supprime de la liste les ontats assoié à des objets trop éloignés,� il y ajoute les ontats assoié à des objets su�samment prohes et risquant dese renontrer à l'instant suivant,� il alule γn+1
ij pour les ontats qui se maintiennent d'un instant à l'autre.� Pour ela, on proède en deux étapes :� Calul des voisins : réation d'une liste triée des ouples de partiules étantonsidérées omme voisines à l'instant n + 1 (ie appartenant à Cvois(x

n+1),dé�ni à la setion 5.2.3). Cette étape est e�etuée par l'opérateur de lasseMeth_Neighbourgs� parours simultané des listes de voisins et de ontats pour e�etuer la mise àjour de es derniers.
• Fontion de Meth_Neighbourgs :� Cet opérateur prend en argument l'ensemble des objets à un instant� Il renvoit une liste triée par ordre lexiographique des ouples d'entiers (i, j)appartenant à Cvois(x

n+1).
• Classes �lles implémentées :� La lasse No_bound_Contat_law orrespond au modèle de ontat visqueux lisse(sans seuil pour γ). Il est possible d'implémenter une lasse �xant un seuil pour

γ grâe à l'attribut de type Param_loi_Contat de la lasse Contat. Cela per-met alors d'utiliser le modèle de ontat visqueux rugueux. On peut égalementimplémenter une lasse �lle assoiée au modèle de ontat inélastique en laissantonstamment γ nul.� La lasse Meth_Neighbourgs_Boxes e�etue la reherhe des voisins selon l'algo-rithme 5.3.Classe Vitesse_a_priori_hCet opérateur est elui qui réalise l'étape 3 de l'algorithme.
• Fontion de Vitesse_a_priori_h :� Elle prend en argument des éléments de lasse Nuage_h et Interations_h, ainsique le pas de temps� Elle renvoie la vitesse a priori alulée avant gestion des ontats� Pour ela, elle a besoin de onnaître la fore exerée sur les partiules. Elle possèdedon un attribut de type F_ext qui renvoie, à un instant donné la fore exeréesur la partiule qui lui est donnée en argument.
• Classe �lle implémentée :La lasse Vap_EDO_u_h est l'implémentation du shéma d'Euler expliite donnéà l'étape 3 de l'algorithme 5.1. Grâe aux deux arguments de type Nuage_h etInterations_h, on pourrait par la suite lui donner aès à plusieurs pas de tempssauvegardés et ainsi implémenter des shémas à plusieurs pas de temps. On peut in-tégrer à e niveau un solveur �uide/partiules a�n de prendre en ompte la fore de138



5.3. Programmation Orientée Objet

Fig. 5.11 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Vitesse_a_priori_hlubri�ation dans des simulations numériques de tels éoulements. C'est égalementii qu'on peut implémenter une vitesse souhaitée a�n de simuler numériquement desmouvements de foule (voir [66℄).Classe Meth_ProjetionCet opérateur est elui qui réalise l'étape 4 de l'algorithme.

Fig. 5.12 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Meth_Projetion
• Fontion de Meth_Projetion :� Elle prend en argument l'ensemble des objets, l'ensemble des ontats et le pasde temps� Elle possède en attribut un veteur M de taille égale au nombre de partiules.� Elle e�etue la projetion de la vitesse a priori des objets sur l'espae des vitessesadmissibles donné par les ontats, pour le produit salaire assoié aux poidsdonnés dans M
• Classe �lle implémentée :La lasse Meth_Projetion_Uzawa est l'implémentation de l'algorithme 5.2. Dansnotre modèle, le veteur M orrespond aux masses des partiules. On a hoisi de lemettre en attribut a�n de permettre l'utilisation de ette lasse opérateur pour des139



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesprojetions ave d'autres produits salaires telles que la projetion orthogonale dans
l2 par exemple. Cela sera utile par exemple pour le modèle de mouvement de foule.5.3.4 La Classe �Problème�Il s'agit d'une lasse partiulière d'opérateur regroupant les préédents et permettantde faire évoluer le système.

Fig. 5.13 � Diagramme des lasses simpli�é : Classe Probleme_h
• Attributs de Problem_h :� Elle a aès aux ensembles d'objets et de ontats mémorisés à travers des poin-teurs vers des éléments _nuage_h et _inter_h respetivement de lasse Nuage_het Interations_h� Elle onnait le pas de temps _dt� Elle possède également un attribut _Sh de type Solution_h qui fait évoluer lesystème selon le modèle hoisi pendant une durée qui lui est donnée en argument.
• Fontion de Problem_h :� prend en entrée deux instants t1 et t2� fait évoluer le système entre t1 et t2 en déoupant l'intervalle [t1,t2℄ en sous-intervalles de taille _dt et en appliquant _Sh sur haun de es sous-intervalles.Cela permet à l'utilisateur de di�érenier le pas de temps (petit) utilisé pour lealul et elui utilisé pour les sauvegardes
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5.3. Programmation Orientée Objet
• Code de la méthode run de Problem_h :void Problem_h : :run(int DIM, double t1, double t2){ for(double t=t1 ; t<t2 ; t=t+_dt){ _Sh->run(DIM,_nuage_h,_inter_h,_dt) ;}}
• Attributs de Solution_h :� _ont_law_h, pointeur sur un élément de lasse Contat_law_h� _vap_h, pointeur sur un élément de lasse Vitesse_a_priori_h� _meth_proj, pointeur sur un élément de lasse Meth_Projetion
• Fontion de Solution_h :� prend en entrée des arguments _nuage_h et _inter_h respetivement pointeursvers des éléments de lasse Nuage_h et Interations_h� prend en entrée une durée _dt� fait évoluer _nuage_h et _inter_h pendant la durée _dt en leur appliquant uneétape de l'algorithme 5.1.
• Code de la méthode run de Solution_h :void Solution_h : :run(int DIM, Nuage_h* nuage_h, Interations_h*inter_h, double dt){ _vap_h->run(DIM,nuage_h,inter_h,dt) ;_meth_proj->run(nuage_h->tn(),inter_h->tn(),dt,DIM) ;(nuage_h->tn())->evol(dt) ;ont_law_h->run(inter_h->tn(),nuage_h->tn(),dt,DIM) ;}5.3.5 Le ode et son utilisationFihiers d'entréeA�n de permettre l'utilisation du ode sans avoir à le reompiler à haque hangementde paramètre, il lit en entrée deux �hiers. Le premier, data, ontient les données liées aumodèle (problème ontinu), aux sorties souhaitées par l'utilisateur et à la disrétisation(problème disret). Le seond �hier, onfig ontient la desription de la on�guration(les objets) à l'instant initial.
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Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesExemple de �hier data :================================CONTINUOUS PROBLEM================================2 DIM1 TYPE OF CONTACT LAW (1 = no bound on gamma)1 TYPE OF VAP (1 = EDO_u)1 TYPE OF EXTERNAL FORCE (1 = gravity)10 g gravity5 T final time0 save reating a movie ?1 plot plotting while omputing ?3 dn_save nb of time steps between two imagesof the movie or/and between twoplotting times================================DISCRETE PROBLEM================================0.5 dt*umax/rmin (maximal distane overed during onetime step)/radius1 PROJECTION METHOD (1=Uzawa)0.15 rho*dt*dt uzawa parameter0.02 eps/rmin uzawa stopping riterion10000 maxiter maximal number of iterations of uzawa1 NEIGHBOURGS METHOD (1=Boxes)
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5.3. Programmation Orientée ObjetNous présentons i-dessous un exemple de �hier onfig. Les partiules sont pourl'instant réées aléatoirement. D'autres modes de réation peuvent être prévus par lasuite. La �n du �hier orrespond à la desription des obstales à l'instant initial. Elle sefait sous la forme suivante :� pour un disque de entre (x0, y0) et de rayon r : 1 x0 y0 r,� pour un segment d'extrémités (x1, y1) et (x2, y2) : 2 x1 y1 x2 y2.100 NbP Number of Partiles32 NbO Number of Obstales================================PARTICLES================================1 METHOD TO CREATE PARTICLES (1 = random, uinit=0)0.04 rmin minimal radius for the partiles0.05 rmax maximal radius for the partiles-2 xmin minimal x for the initial enter of the partiles2 xmax maximal x for the initial enter of the partiles-3 ymin minimal y for the initial enter of the partiles2 ymax maximal y for the initial enter of the partiles1 m mass of the partiles================================OBSTACLES================================1 SAME MOVEMENT FOR EVERYONE ?1 type of this movement (1 = onstant)0 u[0℄ translational veloity0 u[1℄0 xo[0℄ rotational enter0 xo[1℄0 w rotational veloity1 -1.1 1 0.061 1.1 1 0.061 -0.9 0 0.062 -2 -12 -2 22 -2 2 2 22 2 2 2 -122 2 -12 -2 -12
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Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiulesSortiesUne lasse Out de type opérateur est également réée a�n de gérer les sorties. Safontion peut être de sauvegarder les données, de faire une sortie graphique sur l'éran oude l'intégrer à un �lm. Cette lasse utilise des lasses VTK (Visual ToolKit). Nous ne ladétaillerons pas ii.la fontion mainLa fontion main se déoupe alors omme suit :int main(int arg, har* argv[℄){//Leture du fihier data...//Leture du fihier onfig...//Creation des variables et operateurs orrespondants...//BOUCLEfor(double t=0 ;t<T ;t=t+dt_save){ out�"t="�t�" : " ;pb_h->run(2,t,t+dt_save) ;out->run() ;}}5.3.6 Résultats numériques : sédimentation de 1000 partiulesCe ode nous permet d'e�etuer des simulations d'un grand nombre de partiulesvisqueuses. Nous représentons sur la �gure 5.14 les on�gurations obtenues à di�érentspas de temps pour la sédimentation de 1000 partiules dans une boîte fermée ontenant24 obstales sphériques. Les partiules sont de rayons ompris entre 0.015 et 0.025, eluides obstales est 0.05. On hoisit le pas de temps de sorte que les partiules ne parourentpas plus de 0.5 fois leur rayon entre deux instants de alul. La boîte est de largeur 2 etde hauteur 6. A l'instant initial, toutes les partiules se situent à une distane du haut dela boîte inférieure à 2.
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5.3. Programmation Orientée Objet

Fig. 5.14 � Sédimentation de 1000 partiules : on�gurations à di�érents pas de temps145



Chapitre 5. Modèle de �ontat visqueux� et programmation dans le as multi-partiules
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Troisième partieDu mirosopique vers lemarosopique
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Chapitre 6Un modèle ontinu de boulier visqueux
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Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxRésumé : On onsidère un système disret de sphères (un boulier en 1D) quiinteragissent à travers une fore de lubri�ation. Cette fore est dissipative etsingulière au voisinage du ontat : elle se omporte omme l'inverse de la dis-tane interpartiulaire. On propose une équation onstitutive marosopique quiest onstruite omme le pendant ontinu naturel de e modèle de lubri�ationmirosopique. Le modèle ontinu, de type Newtonien, repose sur une visositélinéique proportionnelle à l'inverse de la fration loale de �uide. On établit en-suite la onvergene dans un sens faible des solutions du modèle disret vers lessolutions du système d'équations aux dérivées partielles omprenant l'équationmarosopique onsititutive proposée et l'équation de transport.Abstrat : We onsider here a disrete system of spheres (a hain in 1D) in-terating through a lubriation fore. This fore is dissipative, and singular nearontat : it behaves like the reiproal of interpartile distane. We propose a ma-rosopi onstitutive equation whih is built as the natural ontinuous ounter-part of this mirosopi lubriation model. This model, whih is of the newtoniantype, relies on an elongational visosity, whih is proportional to the reiproalof the loal �uid fration. We then establish the onvergene in a weak senseof the solutions to the disrete problem towards the solution to the system ofpartial di�erential equations whih is omposed of the equation identi�ed as themarosopi onstitutive equation and the transport equation.IntrodutionUne manière d'obtenir de l'information sur le omportement global de suspensionstrès denses est d'e�etuer une étude asymptotique de quantités marosopiques lorsquel'on s'approhe de la densité maximale. Par exemple, dans [33℄, les auteurs étudient lavisosité apparente de solutions formées d'un réseau périodique de partiules solides im-mergées dans un �uide Newtonien. En s'appuyant sur le développement au premier ordrede la fore de lubri�ation, ils en proposent un modèle asymptotique, quand les distanesinterpartiulaires tendent vers zéro et que la fration solide s'approhe de la fration solidemaximale. Dans [10℄, les auteurs montrent que la visosité apparente de isaillement d'unensemble non struturé de partiules, dont les distanes interpartiulaires sont de l'ordrede ε, se omporte en 1/ε3/2 quand ε tend vers zéro.Pour étudier le omportement marosopique de systèmes denses, on peut égalementles onsidérer omme des systèmes ontinus et en herher des lois onstitutives. Dans [11℄,les auteurs utilisent pour ela une tehnique d'homogénéisation : ils étudient le omporte-ment asymptotique quand ε tend vers zéro de systèmes pour lesquels la taille des partiulesainsi que les distanes interpartiulaires sont d'ordre ε. Ils obtiennent à la limite une équa-tion onstitutive dont les oe�ients peuvent être alulés expliitement dans le as deréseaux périodiques de partiules.L'approhe que nous présentons ii est basée sur un modèle plus simple du pointde vue géométrique puisque les sphères sont supposées alignées. D'un autre �té, seulsles rayons des partiules tendent vers zéro et nous ne faisons auune hypothèse sur lesdistanes interpartiulaires : nous dérivons une loi onstitutive dépendant uniquement150



6.1. Modèle du boulier visqueuxde la fration solide loale. Les ontats entre les partiules peuvent même être autorisés,et une attention spéiale a été portée sur la manière de dé�nir le modèle ontinu a�n depouvoir prendre en ompte des amas marosopiques (dans es amas, la visosité loale estin�nie). Nous montrons que la visosité linéique loale limite se omporte singulièrementquand la fration loale de �uide tend vers zéro. Cette approhe mène à une équationelliptique instantannée de la forme −∂x

(
1

1 − ρ
∂xu

)

= ρf, où u est le hamp de vitesse, ρla fration solide (pouvant prendre la valeur 1) et f une fore extérieure. Le modèle ontinud'évolution en temps omprend ette équation, ouplée ave l'équation de transport :
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−∂x

(
1

1 − ρ
∂xu

)

= ρf,

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0.6.1 Modèle du boulier visqueux6.1.1 Modèle disretConsidérons deux sphères, baignant dans un �uide visqueux, et assujetties à se déplaerdans une unique diretion. On note q1 et q2 leurs entres respetifs (voir �gure 6.1). Dest la distane entre les deux sphères, r leur rayon ommun et µ la visosité du �uide.On a vu dans la partie préédente (voir 5.1) que la fore de lubri�ation exerée sur laPSfrag replaements
q1 q2

DFig. 6.1 � Modèle de lubri�ationsphère 1 par le �uide environnant suite au mouvement relatif des deux partiules s'éritau premier ordre sous la forme
Flub,2→1 =

6

4
πµr2 q̇2 − q̇1

D
(6.1)Pour simpli�er les notations, nous prendrons toutes les onstantes égales à 1 par la suite.Considérons un boulier à N+1 partiules de même rayon ε dont les extrémités sont �xéesen a et b (voir �gure 6.2).PSfrag replaements

q0 = a q1 qi−1 qi qN−1 qN = b

d1 di dNFig. 6.2 � Boulier 151



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxLa ondition de non-hevauhement des partiules mène à la dé�nition suivante :Dé�nition 6.1 Soit q = (qi)1≤i≤N−1 un élément de R
N−1, on dit que q est un veteurposition ε-admissible (les sphères ne se hevauhent pas) si

qi − qi−1 − 2ε ≥ 0, ∀i = 1 . . .N, ave q0 = a et qN = b.

q sera dit stritement ε-admissible si toutes les inégalités sont strites (les sphères ne setouhent pas).On note di = qi − qi−1 − 2ε la distane entre les sphères i et i− 1, ui = q̇i la vitesse de lasphère i et u = (ui)1≤i≤N−1 le veteur vitesse. Les extrémités du boulier étant �xées, ona u0 = uN = 0. D'après (6.1), la fore de lubri�ation exerée sur la ième partiule parses voisines s'érit
f lub

i =
ui+1 − ui

di+1
− ui − ui−1

di
pour 1 ≤ i ≤ N − 1.On onsidère un système sans inertie. Si on note fi(t,q) la fore extérieure s'exerçantsur la ième partiule, l'équation d'équilibre des fores sur ette partiule s'érit à haqueinstant

0 = f lub
i + fi =

ui+1 − ui

di+1
− ui − ui−1

di
+ fi(t,q) pour 1 ≤ i ≤ N − 1. (6.2)Pour q veteur position ε-admissible, on note A(q) la matrie tridiagonale de taille (N −

1) × (N − 1) donnés par :
A(q) =
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'est à dire

A(q)(i, i− 1) = −1/di, A(q)(i, i) = 1/di + 1/di+1, A(q)(i, i+ 1) = −1/di+1 (6.3)ave di = qi − qi−1 − 2ε. Le veteur f lub = (f lub
i )1≤i≤N−1 s'érit alors

f lub = −A(q)u.On onsidère un système sans inertie. Si on note f(t,q) = (fi(t,q))1≤i≤N−1 le veteurdes fores extérieures, l'équation d'équilibre des fores 6.2 s'érit vetoriellement à haqueinstant
0 = f lub + f = −A(q)u + f(t,q).152



6.1. Modèle du boulier visqueuxLe théorème suivant montre l'existene d'une solutions à ette équation di�érentielle.Théorème 6.2 Supposons que
fi appartient à L1

loc(R+, L
∞(RN)) (6.4)et est lipshitzienne en la seonde variable. Si q̄ est un veteur position initiale stritement

ε-admissible (les partiules ne se touhent pas à l'instant initial, voir de�nition 6.1), lesystème d'équations di�érentielles
∣
∣
∣
∣
∣

−A(q)q̇ + f(t,q) = 0

q(0) = q̄
(6.5)possède une unique solution maximale qui est globale. On notera ette solution q =

P(q̄, f , ε).Démonstration : La matrie A, similaire à la matrie obtenue par disrétisation del'opérateur de Laplae ave ondition de Dirihlet aux bords par di�érene �nies estsymétrique dé�nie positive. Par onséquent, on peut réérire le système sous la forme
∣
∣
∣
∣
∣

q̇ = F (t,q)

q(0) = q̄
(6.6)où F (t,q) = A−1(q)f(t,q). Considérons (6.6) sur l'ouvert des on�gurations stritement

ε-admissibles
Ω = {q, di = qi − qi−1 − 2ε > 0 ∀i ∈ {1 . . .N}}Le théorème de Cauhy-Lipshitz permet de montrer qu'il existe une unique solutionmaximale de (6.6), dé�nie sur [0, T ∗[. Si ette solution n'était pas globale, elle sortiraitde tout ompat de Ω et on aurait alors l'existene d'une suite d'indies (in)n tels que

din(tn) → 0 quand n→ +∞.Le nombre de partiules étant �ni, on en déduit qu'il existe un indie i atteint unein�nité de fois par la suite (in)n. D'où, quitte à extraire une sous-suite des (tn)n, on obtientun indie i tel que
di(tn) → 0 quand n→ +∞ et tn → T ∗. (6.7)Les points extrémaux étant �xés et T ∗ étant supposé �ni, toutes les distanes nepeuvent tendre vers 0 en T ∗. Par onséquent, il existe un indie k tel que : dk(tn) 9 0quand n→ +∞ et, quitte à extraire à nouveau une sous suite des (tn)n, on peut supposerqu'il existe η > 0 tel que

dk(tn) > η pour tout n (6.8)Or, l'équation du premier ordre (6.2), véri�ée par q, peut être intégrée une fois, oor-donnée par oordonnée. On obtient alors, pour tout j ∈ {1 . . .N − 1},
0 = Cj + ln

(
dj+1(t)

dj(t)

)

+

∫ t

0

fj(s,q(s))ds 153



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxoù Cj est une onstante d'intégration. Supposons i < k et sommons es relations de j = ià k − 1, on a
k−1∑

j=i

Cj + ln(dk(t)) − ln(di(t)) = −
k−1∑

j=i

∫ t

0

fj(s,q(s))ds. (6.9)On obtient alors une ontradition en observant que (6.7) et (6.8) impliquent que lemembre de gauhe de (6.9) est non borné alors que, d'après (6.4) le membre de droitel'est. Cela termine la démonstration. �Remarque 6.3 On montre de la même façon qu'auune distane ne onverge vers zéroen temps �ni.Si q est la solution de (6.5) (q = P(q̄, f , ε)) et si u = q̇, la propriété suivante permetd'exprimer expliitement u en fontion de q.Propriété 6.4 Soit q ∈ R
N−1 un veteur position stritement ε-positif (voir dé�ni-tion 6.1) et f ∈ R

N−1. Le système
A(q)u = f ,où A est donnée en (6.3), possède une unique solution. Cette solution sérit

ui =
1

DN

{

(DN −Di)

i∑

k=1

Dkfk +Di

N−1∑

k=i+1

(DN −Dk)fk

} pour i = 1 . . . N − 1 (6.10)où Di =

i∑

j=1

dj, ave dj = qj − qj−1 − 2ε, q0 = a et qN = b.Démonstration : Comme on l'a remarqué dans la démonstration préédente, la ma-trie A est inversible et on véri�e immédiatement que u donné par (6.10) est solution dusystème. �On peut géneraliser les résultats préédents au as où on autorise les distanes inter-partiulaires à être nulles : les N partiules forment P paquets, le kème paquet, de taille
Nk +1 ontenant les partiules ik à ik +Nk (voir �gure 6.3). On érit mainenant l'équilibredes fores sur les partiules isolées et sur les paquets. Le système onsidéré est alors lesuivant :

∀i /∈ ∪P
k=1[ik, ik +Nk], ui+1 − ui

di+1
− ui − ui−1

di
= −fi (6.11)

∀k ∈ [1, P ], 





uik = uik+1
= . . . = uik+Nk

uik+Nk+1 − uik+Nk

dik+Nk+1

− uik − uik−1

dik

= −
ik+Nk∑

i=ik

fi

(6.12)
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6.1. Modèle du boulier visqueuxPSfrag replaements
qik−1 qik qik+Nk

qik+Nk+1

dik dik+Nk+1Fig. 6.3 � exemple de on�gurationRemarque 6.5 Dans le as où le premier paquet est ollé à gauhe de l'intervalle (i1 =
0), la distane di1 = d0 n'est pas dé�nie. Dans e as, omme u0 = 0 par hypothèse, (6.12)se réduit à 0 = u0 = u1 = . . . = uN1. De même si le dernier paquet est ollé à droite.Les résultats préédents, obtenus dans le as d'une on�guration initiale stritement ε-admissible s'étendent failement à ette nouvelle situation.Propriété 6.6 Soit q̄ un veteur position initiale ε-admissible (les partiules ne se he-vauhent pas à l'instant initial, voir dé�nition 6.1) et si, pour tout i = 1 . . . N − 1,
fi ∈ L1

loc(R+, L
∞(RN)), alors le système d'équations di�érentielles assoiée à (6.11,6.12)admet une unique solution maximale qui est globale. On la notera toujours q = P(q̄, f , ε).Remarque 6.7 De plus, omme préédemment, on a di(0) > 0 implique di(t) > 0 pourtout t. C'est à dire : deux partiules qui ne sont pas en ontat au temps initial ne leseront jamais par la suite.Propriété 6.8 Soit q ∈ R

N−1 un veteur position ε-positif (voir dé�nition 6.1) et f ∈
R

N−1. Le système linéaire (6.11,6.12), d'inonnue u possède une unique solution. Cettesolution est donnée par (6.10).6.1.2 Vers un modèle ontinu : approhe formelleOn se plae dans ette setion dans le as où la distane entres les partiules eststritement positive. Pour érire un modèle ontinu, on herhe d'abord à érire un tenseurdes ontraintes disret : fore exerée en un point par un portion du système qui lui estvoisine, lorsqu'il n'y a pas de fore extérieure.On onsidère q stritement ε-admissible (les partiules ne se touhent pas, voir dé�-nition 6.1). On suppose qu'il n'y a pas de fore extérieure et que u0 et uN sont donnés.L'équilibre des fores s'érit alors
A(q)u = b, (6.13)où A est donné en (6.3) et où b ontient les onditions de Dirihlet non homogènes :

b = (u0/d1, 0, . . . , 0, uN/dN)t.D'après (6.1), la fore de lubri�ation exerée sur la N ième partiule par les autres est
f lub

N =
uN−1 − uN

dN

.
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Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxComme u est solution de (6.13), la propriété 6.4 donne
ui = u0 +

Di

DN
(uN − u0) (6.14)où Di =

i∑

k=1

dk. On peut ainsi réérire
f lub

N =
u0 − uN

DN
(6.15)où DN =

N∑

k=1

dk est la quantité de vide entre q0 et qN .Etant donné e tenseur des ontraintes disret, nous allons en déduire formellementun tenseur des ontraintes ontinu. Pour ela, on suppose qu'il y a un grand nombre departiules et on note D(y) le taux de vide au voisinage d'un point y de ]a, b[. Soit x ∈]a, b[,la fore exerée au point x par la partie du système située à sa droite est
F{�uide à droite de x}→{x}

= lim
η→0+

F[x,x+η]→{x}.Par similitude ave le as mirosopique et (6.15), on érit alors :
F{�uide à droite de x}→{x}

≈ u(x+ η) − u(x)
∫ x+η

x
D(y)dyPour η assez petit, on peut onsidér D(y) ≈ D(x) pour y dans [x, x+ η], e qui donne letenseur des ontraintes ontinu suivant :

F{�uide à droite de x}→{x}
≈ u(x+ η) − u(x)

D(x)η
≈ ∂xu(x)

D(x)
.En suivant maintenant une approhe très standard, nous établissons l'équation onti-nue d'équilibre des fores sur un domaine à une dimension. On note ρ la fration solideet on suppose qu'une fore exterieure de densité f s'exere sur le système. A t �xé, onexprime l'équilibre des fores sur une partie ω = [a, b] du système (supposé non-inertiel).La fore extérieure exerée sur ω est

F ext =

∫

ω

ρf,et la fore exerée par le reste du système sur ω est, d'après le tenseur des ontraintesontinu obtenu,
F sys =

∂xu(b)

D(b)
− ∂xu(a)

D(a)
=

∫

ω

∂x

(
∂xu

D

)

.L'équilibre des fores à haque instant sur ω s'érit don
∫

ω

ρf +

∫

ω

∂x

(
∂xu

D

)

= 0.156



6.2. Convergene du modèle disret vers le modèle ontinuCei étant vrai pour tout temps t et tout ω ⊂]a, b[, on a
−∂x

(
∂xu

D

)

= ρf, ∀t.Et, puisque le taux de vide D est égal à 1 − ρ, on obtient �nalement
−∂x

(
∂xu

1 − ρ

)

= ρf (6.16)Le modèle ontinu ainsi suggéré est formé de ette dernière équation dérivant l'équi-libre des fores à haque instant et de l'équation de onvetion :
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−∂x

(
∂xu

1 − ρ

)

= ρf

∂tρ+ ∂x(ρu) = 06.2 Convergene du modèle disret vers le modèle ontinu6.2.1 Sens donné au modèle ontinuOn souhaite montrer dans ette setion que la solution du modèle disret dérit se-tion 6.1.1 onverge en un ertain sens vers le modèle ontinu obtenu formellement et quel'on rappelle ii.
−∂x

(
∂xu

1 − ρ

)

= ρf, ∀t, (6.17)
∣
∣
∣
∣
∣

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

ρ(0, ·) = ρ0.
(6.18)Pour ela, on préise d'abord le sens donné à l'équation de transport (6.18).Dé�nition 6.9 Soit ρ0 ∈ L∞(]a, b[), on dit que (ρ, u) ∈ L∞(]0, T [×]a, b[)×L1(]0, T [×]a, b[)est solution au sens faible de ∣

∣
∣
∣
∣

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0,

ρ(0, ·) = ρ0,si et seulement si, pour tout φ ∈ D([0, T [×]a, b[), on a
∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)∂tφ(t, x)dxdt+

∫ b

a

ρ0(x)φ(0, x)dx+

∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)u(t, x)∂xφ(t, x)dxdt = 0.
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Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxAvant d'érire le théorème de onvergene, il nous reste à préiser le sens que l'ondonne à (6.17) quand la densité peut valoir 1 :Propriété 6.10 I intervalle ouvert de R. Soit K : I 7→ R
+ ∪ {+∞}, mesurable, ave

K ≥ α > 0, φ ∈ H−1(I) et soit J dé�nie par
v ∈ H1

0 (I) 7→ J(v) =
1

2

∫

I

K(x)|∂xv|2 − 〈φ, v〉 ∈ R ∪ {+∞}.Il existe un unique u ∈ H1
0 (I) qui réalise le minimum de J sur H1

0 (I). S'il existe f ∈ L1(I)tel que 〈φ, v〉 =
∫
fv, on érira que u est une solution de

−∂x(K(x)∂xu) = f.Démonstration : Ce problème de minimisation est équivalent au problème de minimi-sation de la même fontionnelle J sur l'espae
HK =

{

v ∈ H1
0 (I), ∂xv = 0 pp où K = +∞, et ∫

K<+∞

K(x)|∂xv|2 <∞
}

J est onvexe, semi-ontinue inférieurement sur HK et on obtient don l'existene etl'uniité du minimum ainsi que la formulation variationnelle assoiée :
u ∈ HK , et pour tout v ∈ HK ,

∫

K<+∞

K(x)∂xu∂xv =

∫

I

fv.On utilisera par la suite ette formulation variationnelle du problème. �6.2.2 Un opérateur miro-maroPlaçons nous sur un intervalle I = [a, b] et �xons T > 0. On suppose les partiulesextrèmes �xes (ie u0 = uN = 0) et q0 = a, qN = b. On onstruit un opérateur P̃ , qui estl'outil lé permettant de passer du niveau mirosopique au niveau marosopique. Cetopérateur est dé�ni de la façon suivante :
• Soit ε > 0 et q̄ ∈ R

N−1 un veteur position initiale ε-admissible. Ils représententune distribution de N + 1 partiules de rayon ε qui ne se hevauhent pas et dontles entres sont situés en q̄0 = a, q̄i pour i = 1 . . .N et q̄N = b (voir dé�nition 6.1).On se donne également f ∈ L1(]0, T [×]a, b[).
• On dé�nit un veteur de fores extérieures fε(t,q) par

f ε
i (t,q) =

1

2ε

∫ qi(t)+ε

qi(t)−ε

f(t, s)ds.On dispose alors de la solution du modèle de boulier visqueux q = P(q̄, fε, ε) dé�niesur [0, T ] (voir propriété 6.6). On note u = q̇.158



6.2. Convergene du modèle disret vers le modèle ontinu
• A q on assoie la fontion aratéristique de la phase solide χ ∈ L∞(]0, T [×]a, b[)(voir �gure 6.4). Elle est dé�nie à tout instant par

χ(t, ·) =

N−1∑

i=1

1]qi(t)−ε,qi(t)+ε[ + 1]a,a+ε[ + 1]b−ε,b[ (6.19)
PSfrag replaements

qik−1(t) qik(t) qik+Nk
(t) qik+Nk+1(t)

χ(t, ·) = 1

Fig. 6.4 � Traé de la fontion phase solide χ(t, .)

• Au veteur u = (ui)i=1...N−1 on assoie une fontion vitesse (voir �gure 6.5). Ahaque instant t, elle est a�ne par moreaux sur [a, b] et est dé�nie par
{
u(t, ·) a�ne sur [qi(t), qi+1(t)] pour 0 ≤ i ≤ N − 1
u(t, qi(t)) = ui(t)

(6.20)
PSfrag replaements

qik−1(t) qik(t) qik+Nk
(t) qik+Nk+1(t)

uik(t)

uik−1(t)

uik+Nk+1(t)

uik+Nk
(t) = uik(t)

Fig. 6.5 � Traé de la fontion vitesse u(t, .)
• On note (χ, u) = P̃(q̄, f, ε).Dans le même esprit, pour tout ε > 0 et tout q ∈ R

N−1 veteur position admissible,on dé�nit χ(q, ε) ∈ L∞(]a, b[) omme étant la fontion aratéristique de la phase solideassoiée à la distribution (q, ε) :
χ(q, ε) =

N−1∑

i=1

1]qi−ε,qi+ε[ + 1]a,a+ε[ + 1]b−ε,b[ (6.21)159



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueux6.2.3 Résultat de onvergeneLe théorème suivant montre que, si le rayon des partiules tend vers zéro et leurnombre vers l'in�ni, on onstruit grâe à l'opérateur P̃ une suite de fontions tendant enun ertain sens vers la solution du problème ontinu.Théorème 6.11 Soient T > 0, f et ρ0 deux fontions mesurables respetivement sur
]0, T [×]a, b[ et ]a, b[. On suppose que :

f ∈ L∞(]0, T [×]a, b[), (6.22)
f lipshitzienne par rapport à la seonde variable, uniformément en t, (6.23)

∂tf ∈ L∞(]0, T [, L1(]a, b[)), (6.24)
ρ0 ∈ L∞(]a, b[) et 0 ≤ ρ0 ≤ 1. (6.25)Soit (q̄ε)ε une suite de veteurs position initiale ε-admissibles (voir dé�nition 6.1),

q̄ε ∈ R
Nε, N ε = 1/ε. On note χ̄ε = χ(q̄ε, ε) la suite de fontions assoiée à es onditionsinitiales (voir (6.21)) et on suppose

χ̄ε ⋆−⇀ ρ0 dans L∞(]a, b[) (6.26)Alors, la solution du problème disret (χε, uε) = P̃(q̄ε, f, ε) (voir setion 6.2.2) onvergequand ε tend vers zéro vers la solution du problème ontinu au sens suivant : il existe
ρ ∈ L∞(]0, T [×]a, b[) et u ∈ L∞(]0, T [, H1

0(]a, b[))∩W 1,∞(]0, T [, L∞(]a, b[)), tels que, quand
ε tend vers zero et à une suite extraite près,

χε ⋆−⇀ ρ dans L∞(]0, T [×]a, b[),

uε ⋆−⇀ u dans L∞(]0, T [, H1
0(]a, b[)),

∂tu
ε ⋆−⇀ ∂tu dans L∞(]0, T [×]a, b[).De plus, ρ et u véri�entppt t, 0 ≤ ρ(t, ·) ≤ 1 presque partout sur [a, b] (6.27)ppt t, −∂x

(
1

1 − ρ(t, ·)∂xu(t, ·)
)

= ρ(t, ·)f(t, ·) (6.28)
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0, ρ(0, ·) = ρ0 (6.29)où (6.29) est véri�ée au sens de la dé�nition 6.9 et (6.28) au sens de la propriété 6.10.Remarque 6.12 Pour tout ρ0 ∈ L∞(I) ave ρ(x) ∈ [0, 1] presque partout sur ]a, b[, onpeut failement onstruire une suite (q̄ε)ε, ε-admissible, telle que χ̄ε ⋆−⇀ ρ0 dans L∞(I),où χ̄ε = χ(q̄ε, ε). Prenons ε = 1/N . On dé�nit q̄ε

0 = a. Ensuite, on note l01 le réel tel que
∫ lε1

q̄ε
0

ρ0 soit égal à ε. Comme ρ0 ≤ 1, on a l01 ≥ q̄ε
0+ε et on peut dé�nir q̄ε

1 = lε1+ε. De même,160



6.2. Convergene du modèle disret vers le modèle ontinupour dé�nir q̄ε
2, on hoisit d'abord lε2 tel que ∫ lε2

q̄ε
1

ρ0 = ε et on pose q̄ε
2 = lε2 + ε. On peutitérer pour obtenir q̄ε, ε-admissible. De plus, on a ∫ lεi+1

lεi

(χ̄ε − ρ0) = 0 et don χ̄ε ⋆−⇀ ρ0dans L∞(I) quand ε tend vers zéro (voir la démonstration page 170 du lemme 6.19, oùun résultat similaire est démontré).Démonstration :Notons tout d'abord que l'hypothèse sur f nous assure de l'existene d'une solutionglobale au problème disret. Par onstrution, χε étant bornée par 1, on a immédiatementle lemme suivant :Lemme 6.13
∃ρ ∈ L∞(]0, T [×]a, b[) tel que χε ⋆−⇀ ρ dans L∞(]0, T [×]a, b[)Alors, omme 0 ≤ χε ≤ 1, (6.27) est véri�ée. En e�et, montrons par exemple que, pourpresque tout t dans ]0, T [ on a ρ(t, ·) ≥ 0 pp. sur [a, b]. Si ela n'était pas vrai, on auraitl'existene d'un ensemble

A ⊂ [0, T ], mes[0,T ](A) > 0,tel que,
∀t ∈ A, ∃Bt ⊂ [a, b], mes[a,b](Bt) > 0 et ρ(t, ·) < 0 sur Bt.Soit alors Φ ∈ L∞(]0, T [×]a, b[) ⊂ L1(]0, T [×]a, b[) dé�nie par Φ(t, x) = 1Bt(x) si t estdans A et Φ(t, x) = 0 sinon. Le lemme 6.13 donne alors

∫

]0,T [×]a,b[

χεΦ −→
∫

]0,T [×]a,b[

ρΦ quand ε → 0.Or, omme χεΦ ≥ 0, on a
∀ε > 0,

∫

]0,T [×]a,b[

χεΦ ≥ 0.Comme ρΦ ∈ L∞(]0, T [×]a, b[) ⊂ L1(]0, T [×]a, b[), on peut appliquer le théorème deFubini à la seonde intégrale et on obtient, par dé�nition de Φ,
∫

]0,T [×]a,b[

ρΦ =

∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)Φ(t, x)dxdt =

∫

A

∫

Bt

ρ(t, x)dxdt.Par dé�nition de A et Bt, on a �nalement
∫

]0,T [×]a,b[

ρΦ < 0,e qui est absurde. On proède de même pour la domination par 1.La suite de la démonstration néessite plusieurs lemmes. Ces lemmes seront énonésau ours de la démonstration mais, par souis de lisibilité, nous reporterons leur démons-tration à la setion suivante. 161



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxNotons dε
i (t) = qε

i (t) − qε
i−1(t) − 2ε la distane entre les partiules i et i− 1 au temps

t issues de la on�guration initiale q̄ε. Comme indiqué lors de la remarque 6.7, deuxpartiules qui ne sont pas en ontat au temps initial ne le seront jamais. Par onséquent,pour un ε donné (ie. une on�guration initiale donnée), les indies des partiules ontenuesdans un paquet sont onstants au ours du temps. Noter que, a�n d'alléger les notations,nous n'érirons pas la dépendene en ε de es indies onernant les paquets. Ainsi, nousérirons P pour P ε, qε
ik
pour qε

iεk
ou enore qε

ik+Nk
pour qε

iεk+Nε
k
.Nous dé�nissons, à haque instant t, deux nouvelles fontions :

• ρε(t, ·) est la fontion densité. Elle est onstante sur [qε
i−1(t), q

ε
i (t)] et est égale autaux de matière sur et intervalle (voir Fig. 6.6),

ρε
i (t) = 1 − dε

i (t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)] pour 1 ≤ i ≤ N ε (6.30)

PSfrag replaements
qε
ik−1(t) qε

ik
(t) qε

ik+Nk
(t) qε

ik+Nk+1(t)

ρε
ik

(t)

ρε(t) = 1

ρε
ik+Nk+1(t)

Fig. 6.6 � Traé de la fontion densité ρε(t, .)

• wε(t, ·) est l'équivalent disret de ∂xu/(1− ρ). C'est une fontion fontion ontinue,a�ne sur les intervalles [qε
i (t) − ε, qε

i (t) + ε] pour i = 1 . . . N ε − 1 et onstante surhaun des sous-intervalles de [a, b]\
⋃

i=1...Nε−1

[qε
i (t)− ε, qε

i (t)+ ε] (voir Fig. 6.7). Elleest dé�nie par






wε(t, qε
i (t) − ε) = wε

i (t)

wε(t, qε
i (t) + ε) = wε

i+1(t)
pour i = 1 . . .N ε − 1 (6.31)ave







wε
i (t) =

1

1 − ρε
i (t)

∂xu
ε(t, ·)|[qε

i−1(t),q
ε
i (t)] , si ρε

i (t) 6= 1

wε
i (t) = βε

i (t) , si ρε
i (t) = 1

(6.32)162



6.2. Convergene du modèle disret vers le modèle ontinuoù les (βε
i (t))ik+1≤i≤ik+Nk

orrespondant au kième paquet sont solution du système






βε
ik+1(t) −

uε
ik

(t) − uε
ik−1(t)

dε
ik

(t)
= −2εf ε

ik
(t)

βε
ik+2(t) − βε

ik+1(t) = −2εf ε
ik+1(t)...

βε
ik+Nk

(t) − βε
ik+Nk−1(t) = −2εf ε

ik+Nk−1(t)

uε
ik+Nk+1(t) − uε

ik+Nk
(t)

dε
ik+Nk+1(t)

− βε
ik+Nk

(t) = −2εf ε
ik+Nk

(t)

(6.33)
PSfrag replaements

a = qε
0

qε
1(t) qε

ik−1(t) qε
ik

(t) qε
ik+Nk

(t) qε
ik+Nk+1(t) qε

Nε−1(t) b = qε
Nε

wε
1(t)

wε
2(t)

wε
ik−1(t)

wε
ik

(t)

wε
ik+Nk+1(t)

wε
ik+Nk+1(t)

wε
ik+1(t) = βε

ik+1(t)

wε
ik+Nk

(t) = βε
ik+Nk

(t) wε
Nε−1(t)

wε
Nε(t)

Fig. 6.7 � Traé de wε(t, .)Remarque 6.14 Le système (6.33) ontient Nk + 1 équations pour Nk inonnues. Onremarque qu'en sommant toutes ses équations, on retrouve l'équation d'équilibre des foressur le kième paquet, déjà imposée par (6.12). Dans le as où i1 = 0, 'est à dire quandle premier paquet est attahé au bord de gauhe, on peut don dé�nir les (βε
i (t))1≤i≤N1grâe aux N1 dernières équations de (6.33). De même, si iP +NP = N ε, le dernier paquetest �xé au bord de droite et on peut dé�nir les (βε

i (t))iP +1≤i≤iP +NP
en utilisant les NPpremières équations du système.Remarque 6.15 L'idée sous-jaente à ette onstrution est que βi(t) peut être vu ommeune fore de ohésion entre les partiules i− 1 et i à l'instant t. Une façon de le voir estde noter que, à t �xé, uε(t) est la limite de uε,η où uε,η est la solution du système (6.2)ave di = η > 0 si i est ompris entre ik + 1 et ik +Nk et di = di(t) sinon. On a alors

∀k, ∀j ∈ [1, Nk], β
ε
ik+j = lim

η→0

uε,η
ik+j − uε,η

ik+j−1

η
.Une autre manière de dé�nir es fores de ohésion est de onsidérer le problème deminimisation suivant : minimiser

J(v) =
∑

i/∈∪k[ik+1,ik+Nk]

1

2

(vi − vi−1)
2

dε
i (t)

+

N−1∑

i=1

f ε
i (t)vi 163



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxsur K = {v, ∀i ∈ ∪k[ik + 1, ik + Nk], vi = vi−1}. Ce problème est équivalent au pro-blème (6.11,6.12) et βε
i est alors le multipliateur de Lagrange assoié à la ontrainte

vi = vi−1.Le lemme suivant montre que l'équation (6.28) est véri�ée au niveau disret.Lemme 6.16 (démonstration page 167)Pour tout t et tout ε, on a
−∂xw

ε(t, ·) = f ε(t, ·), (6.34)où f ε(t, ·) =
Nε−1∑

i=1

f ε
i (t)1]qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε[.De même, on véri�e que (6.29) est véri�ée au niveau disret.Lemme 6.17 (démonstration page 168)Pour tout ε, on a

∂tρ
ε + ∂x (ρεuε) = 0, (6.35)au sens de la dé�nition 6.9, ave pour ondition initiale ρε(0, ·).Remarque 6.18 Pour démontrer e lemme, on n'utilisera pas les équations (6.11) et (6.12) :le résultat provient uniquement de la façon dont on a dé�ni ρε et uε en fontion de qε.On souhaite passer à la limite dans les équations (6.34) et (6.35). Pour ela, on étudied'abord le omportement de ρε et de f ε dans les lemmes suivants.Lemme 6.19 (démonstration page 170)

ρε ⋆−⇀ ρ dans L∞(]0, T [×]a, b[) et ρε(0, .)
⋆−⇀ ρ0 dans L∞(]a, b[).Lemme 6.20 (démonstration page 172)

f ε ⋆−⇀ ρf dans L∞(]0, T [×]a, b[).L'idée de la suite de la démonstration est alors laire : on va montrer que uε possèdeune limite en un ertain sens puis, grâe aux lemmes 6.19 et 6.20, on va passer à la limitedans (6.34) et (6.35).Lemme 6.21 (démonstration page 174)
(uε)ε est bornée dans L∞(]0, T [, H1

0(]a, b[)).Il existe don une suite extraite, toujours notée (uε)ε, telle que, quand ε→ 0,
uε ⋆−⇀ u dans L∞(]0, T [, H1

0(]a, b[)), (6.36)
∂xu

ε ⋆−⇀ ∂xu dans L∞(]0, T [, L2(]a, b[)). (6.37)Cette onvergene étant établie, on souhaite maintenant passer à la limite dans leterme de gauhe de (6.34) et identi�er la limite de wε ≈ 1/(1 − ρε)∂xu
ε à 1/(1 − ρ)∂xu.Pour ela, on étudie wε.164



6.2. Convergene du modèle disret vers le modèle ontinuLemme 6.22 (démonstration page 176)
(wε)ε et (∂xw

ε)ε sont bornées dans L∞(]0, T [×]a, b[).Lemme 6.23 (démonstration page 177)
(∂tw

ε)ε est bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[).Les lemmes 6.22 et 6.23 impliquent que (wε)ε est équiontinue dans C(]0, T [×]a, b[).D'après le théorème d'Asoli, elle est don relativement ompate dans C0(]0, T [×]a, b[).Par onséquent, il existe une suite extraite, toujours notée (wε)ε, et w ∈ C0(]0, T [×]a, b[)tels que
wε −→ w dans C0(]0, T [×]a, b[) quand ε→ 0. (6.38)Connaissant le omportement de wε, on peut en déduire elui de ∂xu

ε.Lemme 6.24 (démonstration page 179)
∂xu

ε ⋆−⇀ (1 − ρ)w dans L∞(]0, T [×]a, b[).On va maintenant pouvoir faire tendre ε vers zéro dans (6.34) et montrer que, pour presquetout t,
−∂x

(
1

1 − ρ(t, ·)∂xu(t, ·)
)

= ρf(t, ·)au sens de la propriété 6.10. Tout d'abord, omme L1(]0, T [, L2(]a, b[)) ⊂ L1(]0, T [×]a, b[),le lemme 6.24 implique
∂xu

ε ⋆−⇀ (1 − ρ)w dans L∞(]0, T [, L2(]a, b[)).Cei, assoié à (6.37) donne ∂xu = (1 − ρ)w dans L∞(]0, T [, L2(]a, b[)) et don, pourpresque tout t, ∂xu(t, ·) = (1 − ρ(t, ·))w(t, ·) presque partout sur [a, b]. Ainsi,
u(t, ·) ∈ H 1

1−ρ(t,·)
pour presque tout t ∈]0, T [,où HK est dé�nit dans la démonstration de la propriété 6.10. Ensuite on a, d'après (6.34),que pour tout v ∈ H1

0 (]a, b[) et tout Φ ∈ D(]0, T [),
∫ T

0

∫ b

a

wε(t, x)v′(x)Φ(t)dxdt =

∫ T

0

∫ b

a

f ε(t, x)v(x)Φ(t)dxdt.La propriété de onvergene (6.38) et le lemme 6.20 nous permettent alors de passer à lalimite et d'obtenir, pour tout v ∈ H1
0(]a, b[),

∫ T

0

(∫ b

a

w(t, x)v′(x)dx

)

Φ(t)dt =

∫ T

0

(∫ b

a

ρf(t, x)v(x)dx

)

Φ(t)dt, ∀Φ ∈ D(]0, T [).Finalement on a montré
∀v ∈ H1

0 (]a, b[),

∫ b

a

w(t, x)v′(x)dx =

∫ b

a

ρf(t, x)v(x)dx pour presque tout t ∈]0, T [.165



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxSoit maintenant v ∈ H 1
1−ρ(t,·)

. Pour presque tout t on a,
∫ b

a

ρ(t, x)f(t, x)v(x)dx =

∫ b

a

w(t, x)v′(x)dx =

∫

ρ6=1

w(t, x)v′(x)dx

=

∫

ρ6=1

(1 − ρ(t, x))w(t, x)

1 − ρ(t, x)
v′(x)dx =

∫

ρ6=1

∂xu(t, x)

1 − ρ(t, x)
v′(x)dx.On a ainsi obtenu l'équation variationnelle aratérisant les solutions de (6.28) (voir pro-priété 6.10).Il nous reste maintenant à montrer que l'équation de transport est véri�ée à la limite'est-à-dire, montrer que (ρ, u) véri�e l'équation de transport au sens de la dé�nition 6.9.A�n de pouvoir passer à la limite dans le terme ∂x(ρ

εuε), nous allons avoir besoin d'uneonvergene forte de uε. Pour l'obtenir, on utilise le lemme suivant.Lemme 6.25 (démonstration page 180)
(∂tu

ε)ε est bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[).On a don, à une suite extraite près,
∂tu

ε ⋆−⇀ ∂tu dans L∞(]0, T [×]a, b[).De plus, des lemmes 6.21 et 6.25, on déduit que (uε)ε est bornée dans H1(]0, T [×]a, b[) etdon, qu'il existe une sous-suite, enore notée (uε)ε telle que
uε −→ u dans L2(]0, T [×]a, b[) quand ε→ 0. (6.39)Soit maintenant Ψ ∈ D([0, T [×]a, b[), d'après le lemme 6.17, (ρε, uε) véri�e l'équation detransport et on a ainsi, pour tout ε > 0,

∫ T

0

∫ b

a

ρε∂tΨdxdt+

∫ b

a

ρε(0, x)Ψ(0, x)dx+

∫ T

0

∫ b

a

ρεuε∂xΨdxdt = 0.On passe à la limite dans les deux premières intégrales en utilisant le lemme 6.19 assoiéau fait que ∂tΨ est dans L1(]0, T [×]a, b[) et que Ψ(0, ·) est dans L1(]a, b[). Pour la dernièreintégrale, on érit
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ρεuε∂xΨdxdt−
∫ T

0

∫ b

a

ρu∂xΨdxdt

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ρε(uε − u)∂xΨdxdt

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

(ρε − ρ)u∂xΨdxdt

∣
∣
∣
∣

≤ ‖uε − u‖L2(]0,T [×]a,b[)‖∂xΨ‖L2(]0,T [×]a,b[) +

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

(ρε − ρ)u∂xΨdxdt

∣
∣
∣
∣166



6.3. Démonstration des lemmesLe premier terme onverge vers zéro grâe à (6.39) et le seond grâe au lemme 6.19puisque u et ∂xΨ sont dans L2(]0, T [×]a, b[) et don u∂xΨ est dans L1(]0, T [×]a, b[) Onobtient l'égalité souhaitée en passant à la limite,
∫ T

0

∫ b

a

ρ∂tΨdxdt+

∫ b

a

ρ0(x)Ψ(0, x)dx+

∫ T

0

∫ b

a

ρu∂xΨdxdt = 0.Ce qui termine la démonstration du théorème, sous réserve de prouver les lemmesutilisés. �Remarque 6.26 Dans la démonstration du lemme 6.22 on montre en fait que (∂xu
ε)εest bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[). Cei, assoié au lemme 6.25, montre que (uε)ε est bornéedansW 1,∞(]0, T [×]a, b[). L'injetion ompate deW 1,∞(]0, T [×]a, b[) dans C0(]0, T [×]a, b[)donne alors la onvergene uniforme de uε vers u sur ]0, T [×]a, b[.Remarque 6.27 L'énergie dissipée à haque instant par unité de longeur, s'érivant

1

1 − ρ
(∂xu)

2 = (1 − ρ)w2,est bornée sur ]0, T [×]a, b[ d'après le lemme 6.22. La remarque préédente montre d'autrepart que ∂xu est dans L∞(]0, T [×]a, b[) et ainsi, le taux de déformation par unité de longeurest lui aussi borné sur ]0, T [×]a, b[.6.3 Démonstration des lemmes
• Démonstration du lemme 6.16 : −∂xw

ε(t, ·) = f ε(t, ·)

wε(t, ·) est ontinue, a�ne sur [qε
i (t)− ε, qε

i (t) + ε] pour 1 ≤ i ≤ N ε − 1 et onstanteailleurs. On a ainsi
∂xw

ε(t, ·) =

Nε−1∑

i=1

wε
i+1(t) − wε

i (t)

2ε
1]qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε[.On réérit ette somme en utilisant la dé�nition (6.32) des wε

i . Dans le as où
dε

i (t) > 0 (ie. ρε
i (t) < 1), omme uε est a�ne sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)], on utilise

wε
i (t) =

1

1 − ρε(t, ·)∂xu
ε(t, ·) =

1

1 − ρε
i (t)

uε
i (t) − uε

i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
=
uε

i (t) − uε
i−1(t)

dε
i (t)

. 167



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxOn obtient don,
∂xw

ε(t, ·) =
∑

i ∈ 1..Nε − 1
di(t) > 0, di+1(t) > 0

1

2ε

(
uε

i+1(t) − uε
i (t)

dε
i+1(t)

− uε
i (t) − uε

i−1(t)

dε
i (t)

)

1]qε
i (t)−ε,qε

i (t)+ε[

+
P∑

k=1

ik+Nk−1∑

i=ik+1

1

2ε

(
βε

i+1(t) − βε
i (t)
)
1]qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε[

+
P∑

k=1

1

2ε

(

βε
ik+1(t) −

uε
ik

(t) − uε
ik−1

(t)

dε
ik

(t)

)

1]qε
ik

(t)−ε,qε
ik

(t)+ε[

+
P∑

k=1

1

2ε

(
uε

ik+Nk+1 − uε
ik+Nk

dε
ik+Nk+1

− βε
ik+Nk

)

1]qε
ik+Nk

(t)−ε,qε
ik+Nk

(t)+ε[.On utilise alors le système di�érentiel (6.11) et (6.12), ainsi que la dé�nition (6.33)des βi et on obtient le résultat souhaité :
∂x (wε) (t, ·) = −

Nε−1∑

i=1

f ε
i (t)1]qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε[ = f ε(t, ·). �

• Démonstration du lemme 6.17 : ∂tρ
ε + ∂x(ρ

εuε) = 0Soit Φ ∈ D([0, T [×]a, b[). Regardons d'abord le terme ave le dérivée en t. Paronstrution de ρε (voir (6.30)), on a
∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)∂tφ(t, x)dxdt =

Nε
∑

i=1

∫ T

0

∫ b

a

ρε
i (t)∂tφ(t, x)1[qε

i−1(t),q
ε
i (t)](x)dxdt.En utilisant la propriété F.1 de l'annexe, on obtient

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)∂tφ(t, x)dxdt = −
Nε
∑

i=1

∫ T

0

∫ b

a

(ρε
i )

′(t)φ(t, x)1[qε
i−1(t),q

ε
i (t)](x)dxdt

−
Nε
∑

i=1

∫ b

a

ρε
i (0)φ(0, x)1[qε

i−1(0),q
ε
i (0)](x)dx

−
Nε
∑

i=1

∫ T

0

(
ρε

i (t)u
ε
i (t)φ(t, qε

i (t)) − ρε
i (t)u

ε
i−1(t)φ(t, qε

i−1(t))
)
dt.On e�etue un hangement d'indie dans la dernière somme (les termes de bordsont nuls ar uε

0 = uε
Nε = 0) et on érit que (ρε

i )
′ = −2ε(uε

i − uε
i−1)/(q

ε
i − qε

i−1)
2 pour168



6.3. Démonstration des lemmesobtenir
∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)∂tφ(t, x)dxdt =

Nε
∑

i=1

∫ T

0

∫ b

a

2ε(uε
i(t) − uε

i−1(t))

(qε
i (t) − qε

i−1(t))
2
φ(t, x)1[qε

i−1(t),q
ε
i (t)](x)dxdt

−
∫ b

a

ρε(0)φ(0, x)dx+

Nε
∑

i=1

∫ T

0

(ρε
i+1(t) − ρε

i (t))u
ε
i (t)φ(t, qε

i (t))dt.

(6.40)
On regarde maintenant le terme ave la dérivée en x,
∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)uε(t, x)∂xφ(t, x)dxdt =

Nε
∑

i=1

∫ T

0

(
∫ qε

i (t)

qε
i−1(t)

ρε(t, x)uε(t, x)∂xφ(t, x)dx

)

dt.Une intégration par parties donne
∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)uε(t, x)∂xφ(t, x)dxdt

=
Nε
∑

i=1

∫ T

0

(

[ρε(t, x)uε(t, x)φ(t, x)]
qε
i (t)

qε
i−1(t)

−
∫ qε

i (t)

qε
i−1(t)

∂x(ρ
ε(t, x)uε(t, x))φ(t, x)dx

)

dt

=
Nε
∑

i=1

∫ T

0

[
uε

i (t)ρ
ε
i (t)φ(t, qε

i (t)) − uε
i−1(t)ρ

ε
i (t)φ(t, qε

i−1(t))
]
dt

−
Nε
∑

i=1

∫ T

0

∫ qε
i (t)

qε
i−1(t)

ρε
i (t)

uε
i (t) − uε

i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
φ(t, x)dxdt.On a don

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)uε(t, x)∂xφ(t, x)dxdt

=
Nε
∑

i=1

∫ T

0

(ρε
i (t) − ρε

i+1(t))u
ε
i (t)φ(t, qε

i (t))dt

−
Nε
∑

i=1

∫ T

0

∫ b

a

2ε(uε
i (t) − uε

i−1(t))

(qε
i (t) − qε

i−1(t))
2
φ(t, x)1[qε

i−1(t),q
ε
i (t)](x)dxdt.

(6.41)
En sommant (6.40) et (6.41) on obtient �nalement l'égalité souhaitée,

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)∂tφ(t, x)dxdt+

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)uε(t, x)∂xφ(t, x)dxdt

= −
∫ b

a

ρε(0)φ(0, x)dx. � 169



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueux
• Démonstration du lemme 6.19 : ρε ⋆−⇀ ρ dans L∞(]0, T [×]a, b[) et ρε(0, ·) ⋆−⇀ ρ0dans L∞(]a, b[)Pour démontrer e lemme, nous allons utiliser le lemme 6.13 (χε ⋆−⇀ ρ dans
L∞(]0, T [×]a, b[)) et le fait que ρε est "prohe" de χε en un ertain sens. On faitla démonstration du premier point du lemme (sur ]0, T [×]a, b[), le seond point setraitant exatement de la même façon en utilisant l'hypothèse (6.26). Rappelons que
χε est dé�ni en (6.19) et ρε en (6.30) par

χ(t, ·) =
Nε−1∑

i=1

1]qi(t)−ε,qi(t)+ε[ + 1]a,a+ε[ + 1]b−ε,b[,et
ρε

i (t) = 1 − dε
i (t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)] pour 1 ≤ i ≤ N ε.Nous allons proéder en trois étapes :Montrons d'abord que

∀α, β, a ≤ α ≤ β < b, ∀t,
∫ β

α

χε(t, x)dx−
∫ β

α

ρε(t, x)dx ≤ 6εSoient α et β �xés, on note qε
i0
(t), qε

i0+1(t), . . . , qε
j0

(t), les partiules dont les entressont dans [α, β] au temps t. Comme pour tout i entre 0 et N ε − 1 on a
∫ qε

i+1(t)

qε
i (t)

(χε(t, x) − ρε(t, x))dx = 2ε− (qε
i+1(t) − qε

i (t) − dε
i+1(t)) = 0,on obtient :

∫ β

α

χε(t, x)dx−
∫ β

α

ρε(t, x)dx =

∫ qε
i0

(t)

α

(χε(t, x) − ρε(t, x))dx

−
∫ β

qε
j0

(t)

(χε(t, x) − ρε(t, x))dx.Il su�t alors de aluler expliitement es deux dernières intégrales selon la positionde α par rapport à qε
i0
(t) − ε et de β par rapport à qε

j0
(t) + ε pour montrer que

∫ β

α

χε(t, x)dx−
∫ β

α

ρε(t, x)dx ≤ 6ε.Montrons maintenant que, pour tout ϕ ∈ C0
0(]0, T [×]a, b[),

lim
ε→0

(∫ T

0

∫ b

a

χε(t, x)ϕ(t, x)dxdt−
∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)ϕ(t, x)dxdt

)

= 0.170



6.3. Démonstration des lemmesSoient ϕ ∈ C0
0(]0, T [×]a, b[) et η > 0 �xés, notons

e(δ) = sup
x, y ∈ [a, b], |x − y| < δ
t, s ∈ [0, T ], |t − s| < δ

|ϕ(t, x) − ϕ(s, y)|et pour n �xé, dé�nissons xk, k = 0, . . . , n− 1 par
xk = a + (b− a)

(
1

2n
+
k

n

)

.On a, pour tout t ∈]0, T [,
∫ b

a

ϕ(t, x)(χε(t, x) − ρε(t, x))dx =
n−1∑

k=0

∫ a+(b−a)k+1
n

a+(b−a) k
n

ϕ(t, x)(χε(t, x) − ρε(t, x))dx

=

n−1∑

k=0

∫ a+(b−a)k+1
n

a+(b−a) k
n

ϕ(t, xk)(χ
ε(t, x) − ρε(t, x))dx

+
n−1∑

k=0

∫ a+(b−a)k+1
n

a+(b−a) k
n

(ϕ(t, x) − ϕ(t, xk))(χ
ε(t, x) − ρε(t, x))dxOn obtient don la majoration suivante,

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ϕ(t, x)(χε(t, x) − ρε(t, x))dxdt

∣
∣
∣
∣

≤ ‖ϕ‖∞
n−1∑

k=0

∫ T

0

∣
∣
∣
∣
∣

∫ a+(b−a)k+1
n

a+(b−a) k
n

(χε(t, x) − ρε(t, x))dx

∣
∣
∣
∣
∣
+

n−1∑

k=0

T
2

n
e

(
b− a

2n

)

.Comme ϕ est absolument ontinue,
∃n > 0 tel que e(b− a

2n

)

< η.Ce n étant �xé, le premier point nous donne,
∀k, ∀ε,

∫ a+(b−a)k+1
n

a+(b−a) k
n

(χε(t, x) − ρε(t, x))dx. < 6εAinsi,
∀ε < η,

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ϕ(t, x)(χε(t, x) − ρε(t, x))dxdt

∣
∣
∣
∣
≤ (6Tn‖ϕ‖∞ + 2T ) η,e qui �nit de démontrer e seond point.Montrons en�n que, pour tout ϕ ∈ L1(]0, T [×]a, b[),

lim
ε→0

(∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)ϕ(t, x)dxdt−
∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)ϕ(t, x)dxdt

)

= 0. 171



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxComme C0
0(]0, T [×]a, b[) est dense dans L1(]0, T [×]a, b[) et que la suite (ρε)ε estbornée dans L∞(]0, T [×]a, b[), il su�t de le montrer pour ϕ ∈ C0

0(]0, T [×]a, b[).Soit don ϕ ∈ C0
0(]0, T [×]a, b[), on a

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)ϕ(t, x)dxdt−
∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)ϕ(t, x)dxdt

∣
∣
∣
∣

≤
∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

ρε(t, x)ϕ(t, x)dxdt−
∫ T

0

∫ b

a

χε(t, x)ϕ(t, x)dxdt

∣
∣
∣
∣

+

∣
∣
∣
∣

∫ T

0

∫ b

a

χε(t, x)ϕ(t, x)dxdt−
∫ T

0

∫ b

a

ρ(t, x)ϕ(t, x)dxdt

∣
∣
∣
∣
.Le premier terme tendant vers zéro d'après le point préédent et le seond égalementd'après la onvergene de χε, on a �ni la démonstration de e lemme. �

• Démonstration du lemme 6.20 : f ε ⋆−⇀ ρf dans L∞(]0, T [×]a, b[)Rappelons que f ε est dé�ni dans le lemme 6.16 par
f ε(t, ·) =

Nε−1∑

i=1

f ε
i (t)1]qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε[.Nous allons proéder en deux étapes.Montrons d'abord la onvergene dans D′(]0, T [×]a, b[) : soit Ψ ∈ D(]0, T [×]a, b[),montrons que ∆ε tend vers zéro quand ε tend vers zéro où

∆ε =

∫ T

0

∫ b

a

f εΨ −
∫ T

0

∫ b

a

ρfΨ.Pour ela, on érit
∆ε =

∫ T

0

∫ b

a

(f ε − χεf)Ψ

︸ ︷︷ ︸

∆ε
1

+

∫ T

0

∫ b

a

(χε − ρ)fΨ

︸ ︷︷ ︸

∆ε
2

.Comme fΨ ∈ L1(]0, T [×]a, b[), le lemme 6.13 montre le onvergene de ∆ε
2 verszéro. Il reste don à montrer elle de ∆ε

1 vers zéro. Or,
∫ b

a

(f ε − χεf)Ψ =
Nε−1∑

i=1

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

[f ε
i (t) − f(x, t)]Ψ(t, x)dx

−
∫ a+ε

a

f(t, x)Ψ(t, x)dx−
∫ b

b−ε

f(t, x)Ψ(t, x)dx.Comme, Ψ est à support ompat sur ]0, T [×]a, b[, les deux derniers termes del'égalité préédente sont nuls pour ε assez petit,
∃ε0, ∀ε < ε0,

∫ b

a

(f ε − χεf)Ψ =
Nε−1∑

i=1

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

[f ε
i (t) − f(x, t)]Ψ(t, x)dx.172



6.3. Démonstration des lemmesOr,
|f ε

i (t) − f(t, x)| =

∣
∣
∣
∣
∣

1

2ε

(
∫ qε

i (t)+ε

qε
i (t)−ε

f(y, t)dy

)

− f(x, t)

∣
∣
∣
∣
∣

=
1

2ε

∣
∣
∣
∣
∣

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

(f(y, t) − f(x, t))dy

∣
∣
∣
∣
∣
.Ainsi, pour x ∈ [qε

i (t) − ε, qε
i (t) + ε], l'hypothèse (6.23) donne C > 0 indépendantde t et de ε tel qu'on ait la majoration suivante,

|f ε
i (t) − f(t, x)| ≤ C

2ε

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

|y − x|dy

≤ C

2ε

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

2ε ≤ 2Cε.Par onséquent,
∀ε < ε0,

∣
∣
∣
∣

∫ b

a

(f ε − χεf)Ψ

∣
∣
∣
∣

≤
Nε−1∑

i=1

2Cε

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

|Ψ(t, x)|dx

≤ 2Cε‖Ψ(t, ·)‖L1(]a,b[).D'où,
∀ε < ε0, ∆ε

1 ≤ 2Cε

∫ T

0

‖Ψ(t, ·)‖L1(]a,b[) = 2Cε‖Ψ‖L1(]0,T [×]a,b[),e qui termine la démonstration de la onvergene dans D′(]0, T [×]a, b[).Montrons maintenant la onvergene faible étoile dans L∞(]0, T [×]a, b[). Soit ϕ ∈
L1(]0, T [×]a, b[), par densité de D(]0, T [×]a, b[) dans L1(]0, T [×]a, b[), il existe unesuite de fontions ϕn telle que

ϕn ∈ D(]0, T [×]a, b[), ‖ϕn − ϕ‖L1(]0,T [×]a,b[) −→ 0 quand ε → 0.On érit alors
∫ T

0

∫ b

a

(f εϕ− ρfϕ)dxdt =

∫ T

0

∫ b

a

f ε(ϕ− ϕn)dxdt

+

∫ T

0

∫ b

a

(f ε − ρf)ϕndxdt+

∫ T

0

∫ b

a

ρf(ϕ− ϕn)dxdt.Le seond terme de la somme tend vers zéro d'après e qui préède. Le dernierterme tend vers zéro ar ρf est bornée sur ]0, T [×]a, b[ et ϕn tend vers ϕ dans
L1(]0, T [×]a, b[). Pour la même raison, si on montre que f ε est bornée indépen-damment de ε sur ]0, T [×]a, b[, on aura la onvergene vers zéro du premier terme.Or,

f ε
i (t) =

1

2ε

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

f(t, x)dx ≤ ‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[). 173



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxAinsi,
‖f ε‖L∞(]0,T [×]a,b[) ≤ ‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[), (6.42)e qui ahève la démonstration du lemme. �

• Démonstration du lemme 6.21 : (uε)ε bornée dans L∞(]0, T [, H1
0(]a, b[))Travaillons d'abord à t �xé et estimons ∂xu

ε(t, ·) dans L2(]a, b[).Commençons par dé�nir w̃ε(t, ·), fontion onstante par moreaux, valant wε
i (t) sur

[qε
i−1(t), q

ε
i (t)]. En partiulier,

w̃ε(t, ·) =
1

1 − ρε(t, ·)∂xu
ε(t, ·) si ρε(t, ·) < 1.On peut estimer ∂xu

ε dans L2(]a, b[) en en se rappelant que ∂xu
ε(t, ·) est nulle quand

ρε(t, ·) vaut 1 et en érivant
‖uε(t, ·)‖2

H1
0 (]a,b[) =

∫ b

a

|∂xu
ε(t, ·)|2 =

∫

[a,b]∩{ρε(t,·)<1}

|∂xu
ε(t, ·)|2

≤
∫

[a,b]∩{ρε(t,·)<1}

1

1 − ρε(t, ·) |∂xu
ε(t, ·)|2,e qui donne, en utilisant w̃ε,

‖uε(t, ·)‖2
H1

0 (]a,b[) ≤
∫

[a,b]∩{ρε(t,·)<1}

w̃ε(t, ·)∂xu
ε(t, ·) =

∫

[a,b]

w̃ε(t, ·)∂xu
ε(t, ·).En�n, une intégration par parties donne

‖uε(t, ·)‖2
H1

0 (]a,b[) ≤ −
∫

[a,b]

∂xw̃
ε(t, ·)uε(t, ·). (6.43)Calulons alors ∂xw̃

ε au sens des distributions. Pour 0 ≤ i ≤ N ε − 1, uε(t, ·) esta�ne sur [qε
i (t), q

ε
i+1(t)]. Par onséquent on a,
∂xu

ε(t, ·) =
uε

i+1(t) − uε
i (t)

qε
i+1(t) − qε

i (t)
sur [qε

i (t), q
ε
i+1(t)].Si di+1(t) > 0, on obtient,

wε
i+1(t) =

1

1 − ρε(t, ·)∂xu
ε(t, ·) =

uε
i+1(t) − uε

i (t)

dε
i+1(t)

.174



6.3. Démonstration des lemmesD'où, au sens des distributions,
∂xw̃

ε(t, ·) =
∑

i ∈ 1..Nε − 1
di(t) > 0, di+1(t) > 0

(
uε

i+1(t) − uε
i (t)

dε
i+1(t)

− uε
i (t) − uε

i−1(t)

dε
i (t)

)

δqε
i (t)

+

P∑

k=1

ik+Nk−1∑

i=ik+1

(
βε

i (t) − βε
i−1(t)

)
δqε

i (t)

+
P∑

k=1

(

βε
ik+1(t) −

uε
ik

(t) − uε
ik−1

(t)

dε
ik

(t)

)

δqε
ik

(t)

+

P∑

k=1

(
uε

ik+Nk+1(t) − uε
ik+Nk

(t)

dε
ik+Nk+1(t)

− βε
ik+Nk

(t)

)

δqε
ik+Nk

(t).On utilise alors l'équation (6.11), ainsi que la dé�nition (6.33)des βε
i et on obtient

∂xw̃
ε(t, ·) = −

Nε−1∑

i=1

2εf ε
i (t,qε(t))δqε

i (t) dans D′(]0, T [×]a, b[). (6.44)La densité de D(]a, b[) dans H1
0 (]a, b[) ainsi que l'injetion ontinue en dimension 1de H1

0 (]a, b[) dans C0
0(]a, b[) nous permettent d'étendre le résultat dans H−1(]a, b[).Par onséquent, en alulant le rohet de dualité entre (6.44) et uε(t, ·), la majo-ration (6.43) de ‖uε(t, ·)‖2

H1
0 (]a,b[)

donne
‖uε(t, ·)‖2

H1
0 (]a,b[) ≤

Nε−1∑

i=1

(2εf ε
i (t,qε(t)))uε(t, qε

i (t)).On a don, en utilisant le fait que les partiules ne se hevauhent pas,
‖uε(t, ·)‖2

H1
0 (]a,b[) ≤ ‖uε(t, ·)‖L∞(]a,b[)

Nε−1∑

i=1

2ε|f ε
i (t,qε(t))|

≤ ‖uε(t, ·)‖L∞(]a,b[)‖f(t, ·)‖L1(]a,b[).En utilisant l'injetion ontinue de H1
0 (]a, b[) dans C0(]a, b[) on obtient,

‖uε(t, ·)‖H1
0 (]a,b[) ≤ C‖f(t, ·)‖L1(]a,b[) ≤ C(b− a)‖f(t, ·)‖L∞(]a,b[)et

‖uε(t, ·)‖L∞(]0,T [,H1
0 (]a,b[)) ≤ C(b− a)‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[). �
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Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueux
• Démonstration du lemme 6.22 : (wε)ε et (∂xw

ε)ε bornées dans L∞(]0, T [×]a, b[)Montrons d'abord que (wε)ε est bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[). Pour ela, il su�t demajorer les wε
i (t) indépendamment de t et de ε.Commençons par le as où dε

i (t) est stritement positif. Dans e as, par dé�nition(voir 6.32),
wε

i (t) =
1

1 − ρε
i (t)

∂xu
ε(t, ·)|[qε

i−1(t),q
ε
i (t)].Or, nous avons déjà vu que,

∂xu
ε(t, ·) =

uε
i (t) − uε

i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)],et, en utilisant l'expression de u en fontion de q donné par la propriété 6.8, unsimple alul donne,

∂xu
ε(t, ·) = (1 − ρε

i (t))p
ε
i (t) sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)],où

pε
i (t) = 2ε

Nε−1∑

k=i

Dε
Nε(t) −Dε

k(t)

Dε
Nε(t)

f ε
k(t,qε(t)) − 2ε

i−1∑

k=1

Dε
k(t)

Dε
Nε(t)

f ε
k(t,qε(t)). (6.45)Par onséquent,

∀i tel que dε
i (t) > 0, wε

i (t) = pε
i (t).Or, omme Dε

Nε(t) −Dε
k(t)

Dε
Nε(t)

≤ 1 et Dε
k(t)

Dε
Nε(t)

≤ 1, on a
|pε

i (t)| ≤
Nε−1∑

k=1

|2εf ε
k(t,qε(t))| ≤ ‖f(t, ·)‖L1(]a,b[),et �nalement,

∀i tel que dε
i (t) > 0, wε

i (t) ≤ ‖f(t, ·)‖L1(]a,b[).Il nous reste don à majorer wε
i (t) dans le as où dε

i (t) = 0. Dans e as, la partiule iappartient à un paquet. Si elle est dans le kème paquet, pour k ∈ [1, P ] alors i = ik+joù j ∈ [1, Nk] (voir les notations du système (6.11,6.12)). Par dé�nition, wε
i (t) =

βε
i (t) = βε

ik+j(t) dans e as (voir (6.32)). Or, en utilisant le système dé�nissant les
βε

i (6.33), on a
βε

ik+j(t) = pε
ik−1(t) − 2ε

ik+j−1
∑

m=ik

f ε
m(t)et don

wε
i (t) ≤ 2‖f(t, ·)‖L1(]a,b[).176



6.3. Démonstration des lemmesFinalemnt, on obtient la majoration suivante
‖wε‖L∞(]0,T [×]a,b[) ≤ 2‖f‖L∞(]0,T [,L1(]a,b[)) (6.46)Il nous reste à montrer que ∂xw

ε est bornée indépendamment de ε. Pour ela, d'aprèsle lemme 6.16, il su�t de majorer f ε, e qui a été fait dans la démonstration dulemme 6.20 en (6.42) et on a don ∂xw
ε bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[). �

• Démonstration du lemme 6.23 : (∂tw
ε)ε bornée L∞(]0, T [×]a, b[)Par dé�nition (voir (6.31)), on a

wε(t, x) =

Nε−1∑

i=1

wε
i (t, x)1[qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε](x) +

Nε−1∑

i=2

wε
i (t)1[qε

i−1(t)+ε,qε
i (t)−ε](x)

+wε
1(t)1[a,qε

1(t)−ε](x) + wε
Nε(t)1[qε

Nε−1
(t)+ε,b](x)où wε

i (t, x) = wε
i (t) +

wε
i+1(t) − wε

i (t)

2ε
[x− (qε

i (t) − ε)]. wε étant ontinue, la dérivéeen temps ne fait pas apparaître de diras et on a
∂tw

ε(t, x) =
Nε−1∑

i=1

∂tw
ε
i (t, x)1[qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε](x) +

Nε−1∑

i=2

(wε
i )

′(t)1[qε
i−1(t)+ε,qε

i (t)−ε](x)

+(wε
1)

′(t)1[a,qε
1(t)−ε](x) + (wε

Nε)′(t)1[qε
Nε−1

(t)+ε,b](x),où
∂tw

ε
i (t, x) = (wε

i )
′(t) +

(wε
i+1)

′(t) − (wε
i )

′(t)

2ε
[x− (qε

i (t) − ε)]
︸ ︷︷ ︸

wε
i,aff (t,x)

− wε
i+1(t) − wε

i (t)

2ε
uε

i (t)
︸ ︷︷ ︸

wε
i,cste(t)

.En séparant les termes a�nes des termes onstants dans ∂tw
ε
i , on peut érire ∂tw

εomme somme de deux fontions, la première étant a�ne par moreaux et la seondeonstante par moreaux à t �xé
∂tw

ε = wε
der,aff − wε

der,cste,ave
wε

der,aff (t, x) =
Nε−1∑

i=1

wε
i,aff (t, x)1[qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε](x) +

Nε−1∑

i=2

(wε
i )

′(t)1[qε
i−1(t)+ε,qε

i (t)−ε](x)

+(wε
1)

′(t)1[a,qε
1(t)−ε](x) + (wε

Nε)′(t)1[qε
Nε−1

(t)+ε,b](x)et
wε

der,cste(t, x) =
Nε−1∑

i=1

wε
i,cste(t)1[qε

i (t)−ε,qε
i (t)+ε](x). 177



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxPour borner ∂tw
ε, il su�t don de borner es deux fontions.Commençons par borner wε

der,cste. En utilisant le lemme 6.21 et l'injetion ontinuede H1
0 (]a, b[) dans C0([a, b]), on obtient que uε est bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[) etdon que uε

i (t) est borné indépendamment de t, ε et i. Puis, on utilise la dé�nitiondes wε
i (6.32), ainsi que les systèmes (6.11), (6.12) et (6.33), pour obtenir
∣
∣
∣
∣

wε
i+1(t) − wε

i (t)

2ε

∣
∣
∣
∣
= |f ε

i | ≤
1

2ε

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

|f(t, x)|dx ≤ ‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[).On a �nalement, wε
i,cste(t) bornée indépendamment de t, ε et i et don wε

der,cte bornéeindépendamment de ε dans L∞(]0, T [×]a, b[).Etudions maintenant wε
der,aff . Il s'agit, à t �xé, de la fontion a�ne par moreaux(omme wε(t, ·)), valant (wε

i )
′(t) en qε

i (t)− ε et (wε
i+1)

′(t) en qε
i (t)+ ε. Pour montrerque ette fontion est bornée indépendamment de ε dans L∞(]0, T [×]a, b[), il su�tdon de montrer que (wε

i )
′(t) est bornée indépendamment de t, ε et i.En dérivant la formule expliite (6.45) obtenue pour wε

i (t), on obtient, en utilisantque Dε
N est onstante et que (Dε

k)
′ = uε

k :
(wε

i )
′(t) = 2ε

Nε−1∑

k=i

−uε
k(t)

Dε
Nε(t)

f ε
k(t,qε(t)) − 2ε

i−1∑

k=1

uε
k(t)

Dε
Nε(t)

f ε
k(t,qε(t))

+2ε

Nε−1∑

k=i

Dε
Nε(t) −Dε

k(t)

Dε
Nε(t)

(f ε
k(t,qε(t)))′ − 2ε

i−1∑

k=1

Dε
k(t)

Dε
Nε(t)

(f ε
k(t,qε(t)))′ .On utilise omme préédemment que uε

i (t) est borné indépendamment de t, ε et i(borne notéeM), que Dε
k/D

ε
Nε ≤ 1 et (Dε

Nε −Dε
k)/D

ε
Nε ≤ 1 pour avoir la majorationsuivante,

|(wε
i )

′(t)| ≤ 2εM
Nε−1∑

k=1

|f ε
k(t,qε(t))| + 2ε

Nε−1∑

k=1

∣
∣(f ε

k(t,qε(t)))′
∣
∣

≤ M‖f(t, ·)‖L1(]a,b[) +
Nε−1∑

k=1

∣
∣
∣
∣
∣

(
∫ qε

i (t)+ε

qε
i (t)−ε

f(t, x)dx

)′∣
∣
∣
∣
∣

≤ M‖f‖L∞(]0,T [,L1(]a,b[)) +
Nε−1∑

k=1

|uε
i (t)||f(t, qε

i (t) + ε) − f(t, qε
i (t) − ε)|

+

Nε−1∑

k=1

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

|∂tf(t, x)| dxOn utilise les hypothèses (6.23) et (6.24) sur f et sa dérivée en temps ainsi que laborne sur les uε
i (t) pour obtenir

|(wε
i )

′(t)| ≤M‖f‖L∞(]0,T [,L1(]a,b[)) +MC

Nε−1∑

k=1

2ε+ ‖∂tf(t, .)‖L1(]a,b[)178



6.3. Démonstration des lemmesoù C est la onstante de Lishitz de f . Finalement on a,
|(wε

i )
′(t)| ≤M‖f‖L∞(]0,T [,L1(]a,b[)) +MC(b− a) + ‖∂tf‖L∞(]0,T [,L1(]a,b[)). (6.47)On a don �ni de démontrer que wε

der,aff est bornée indépendamment de ε dans
L∞(]0, T [×]a, b[).Ainsi, (∂tw

ε)ε est bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[), e qui termine la démonstration. �

• Démonstration du lemme 6.24 : ∂xu
ε ⋆−⇀ (1 − ρ)w dans L∞(]0, T [×]a, b[)On a :

∂xu
ε − (1 − ρ)w = {∂xu

ε − (1 − ρε)wε} + {((1 − ρε) − (1 − ρ))w}
+ {(1 − ρε)(wε − w)} .

(6.48)Montrons que haun de es trois termes onverge faible étoile vers zéro dans
L∞(]0, T [×]a, b[), quand ε tend vers zéro.Commençons par montrer que le premier terme onverge fortement vers zéro dans
L∞(]0, T [×]a, b[) (et don aussi faible-étoile) :A t �xé, les dé�nitions de wε (6.31), ρε (6.30) et uε (6.20) montrent que ∂xu

ε(t, ·)−
(1−ρε(t, ·))wε(t, ·) = 0 sur [qε

i (t)+ε, q
ε
i+1(t)−ε], ainsi que sur [a, a+ε] et [b−ε, b]. Paronséquent, il su�t d'étudier ∂xu

ε(t, ·)−(1−ρε(t, ·))wε(t, ·) sur les [qε
i (t)−ε, qε

i (t)+ε].La fontion est a�ne sur [qε
i (t) − ε, qε

i (t)] et sur [qε
i (t), q

ε
i (t) + ε]. Elle est nulle en

qε
i (t)−ε et en qε

i (t)+ε. Sa limite à gauhe en qε
i (t) vaut (1−ρε

i (t))(w
ε
i (t)−wε

i+1(t))/2,et sa limite à droite vaut (1− ρε
i+1(t))(w

ε
i+1(t)−wε

i (t))/2. Ainsi, on obtient, à t �xé,
‖∂xu

ε(t, ·) − (1 − ρε(t, ·))wε(t, ·)‖L∞(]a,b[) ≤
1

2
sup

i
|wε

i+1(t) − wε
i (t)|.Or,

|wε
i+1(t) − wε

i (t)| = |2εf ε
i (t,qε(t))| =

∣
∣
∣
∣
∣

∫ qε
i (t)+ε

qε
i (t)−ε

f(t, x)dx

∣
∣
∣
∣
∣
≤ 2ε‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[)Ainsi,

‖∂xu
ε − (1 − ρε)wε‖L∞(]0,T [×]a,b[) ≤ ε‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[),et on obtient la onvergene vers zero souhaitée.Montrons maintenant la onvergene faible-étoile vers zéro du seond terme de (6.48) :Soit g ∈ L1(]0, T [×]a, b[), omme w ∈ L∞(]0, T [×]a, b[), on a wg ∈ L1(]0, T [×]a, b[)et, en utilisant que 1 − ρε ⋆−⇀ 1 − ρ dans L∞(]0, T [×]a, b[) (f lemme 6.19), on aimmédiatement

∫

]0,T [×]a,b[

((1 − ρε(t, x)) − (1 − ρ(t, x)))w(t, x)g(t, x)dxdt→ 0 quand ε→ 0. 179



Chapitre 6. Un modèle ontinu de boulier visqueuxFinalement, omme
‖(1 − ρε)(wε − w)‖L∞(]0,T [×]a,b[) ≤ ‖wε − w‖L∞(]0,T [×]a,b[),la onvergene uniforme de wε vers w (voir (6.38)) permet de montrer la onvergeneforte vers zéro du dernier terme de (6.48) dans L∞(]0, T [×]a, b[).Cei termine la démonstration du lemme. �

• Démonstration du lemme 6.25 : (∂tu
ε)ε bornée dans L∞(]0, T [×]a, b[)Comme dans le as de la démonstration du lemme 6.23, on alule ∂tu

ε :
∂tu

ε = uε
der,aff,1 − uε

der,aff,2 − uε
der,cste,où

uε
der,aff,1 =

Nε
∑

i=1

{

(uε
i−1)

′(t) +
(uε

i )
′(t) − (uε

i−1)
′(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
[x− qε

i−1(t)]

}

1[qε
i−1(t),q

ε
i (t)]

uε
der,aff,2 =

Nε
∑

i=1

{(
uε

i (t) − uε
i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

)2

[x− qε
i−1(t)]

}

1[qε
i−1(t),q

ε
i (t)]

uε
der,cste =

Nε
∑

i=1

{
uε

i (t) − uε
i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

}

uε
i−1(t)1[qε

i−1(t),q
ε
i (t)]Or, omme

∣
∣
∣
∣

uε
i+1(t) − uε

i (t)

qε
i+1(t) − qε

i (t)

∣
∣
∣
∣
= (1 − ρε

i (t)) |wε
i (t)| ≤ |wε

i (t)| ≤ ‖wε‖L∞(]0,T [×]a,b[),la majoration (6.46) donne
∣
∣
∣
∣

uε
i+1(t) − uε

i (t)

qε
i+1(t) − qε

i (t)

∣
∣
∣
∣
≤ 2‖f‖L∞(]0,T [×]a,b[) (6.49)et uε

der,aff,2 et uε
der,cste sont bornées indépendamment de ε dans L∞(]0, T [×]a, b[).Reste à montrer que uε

der,aff,1 l'est aussi. uε
der,aff,1(t, ·) est la fontion a�ne par mor-eaux (omme uε(t, ·)), valant (uε

i )
′(t) en qε

i (t). Elle est nulle en a, par onséquent,
uε

der,aff,1(t, x) =

∫ x

a

∂x(u
ε
der,aff,1)(t, y)dy.Il su�t don de montrer que ∂x(u

ε
der,aff,1) est bornée sur [0, T ] × [a, b]. Or, ettefontion est onstante par moreaux valant ((uε

i )
′(t) − (uε

i−1)
′(t))/(qε

i (t) − qε
i−1(t))sur [qε

i−1(t), q
ε
i (t)]. On érit alors que

uε
i (t) − uε

i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
= (1 − ρε

i (t))w
ε
i (t)180



6.3. Démonstration des lemmese qui, en dérivant en temps donne
(uε

i )
′(t) − (uε

i−1)
′(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
= (1 − ρε

i )
′(t)wε

i (t) + (1 − ρε
i (t))(w

ε
i )

′(t) +

(
uε

i (t) − uε
i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

)2

.En utilisant que 1 − ρε
i (t) =

dε
i (t)

qε
i (t)−qε

i−1(t)
, on obtient �nalement

(uε
i )

′(t) − (uε
i−1)

′(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)
=

2ε

qε
i (t) − qε

i−1(t)
(1 − ρε

i (t))(w
ε
i (t))

2

+(1 − ρε
i (t))(w

ε
i )

′(t) +

(
uε

i (t) − uε
i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

)2

.Or, qε
i (t) − qε

i−1(t) ≥ 2ε et 1 − ρε
i (t) ≤ 1, don

∣
∣
∣
∣

(uε
i )

′(t) − (uε
i−1)

′(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

∣
∣
∣
∣
≤ |wε

i (t)|2 + |(wε
i )

′(t)| +
(
uε

i (t) − uε
i−1(t)

qε
i (t) − qε

i−1(t)

)2

.En�n, les inégalités (6.46), (6.47) et (6.49) nous permettent de majorer haun destermes i-dessus indépendamment de t, ε et i. Ainsi, on obtient ∂x(u
ε
der,aff,1) bornéeindépendamment de ε dans L∞(]0, T [×]a, b[) et don, uε

der,aff,1 également, e quitermine la démonstration du lemme. �
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Annexe A. Minimisation sous ontrainte a�neCette annexe rassemble un ertain nombre de onsidérations sur les problèmes d'op-timisation onvexe qui sont renontrés au long de ette thèse. Le point lé est ii leomportement de la suite des multipliateurs de Lagrange pour l'algorithme d'Uzawa, quiest peu doumenté dans la littérature. Le résultat de onvergene obtenu setion A.3 estelui sur lequel se base l'algorithme de ontat visqueux multi-partiules dérit dans lehapitre 5.Les setions A.1 et A.2 préisent le adre abstrait dans lequel nous nous sommesinsrits et rappellent les résultats lassiques
• onernant la minimisation sous ontrainte d'égalité a�ne en dimension in�nie pourla setion A.1 (voir par exemple [63, Problème 8℄). Ce type de problème apparaît :� dans la setion 1.4 sur la méthode de pénalisation,� dans le hapitre 3, lors de l'étude du problème de ouplage entre la gestion desontats et la résolution �uide/partiules.
• onernant la minimisation sous un nombre �ni de ontraintes d'inégalités a�neset réelles pour la setion A.2 (voir par exemple [3, Chap.10℄). Ce type de problèmeapparaît :� dans le hapitre 2, pour la gestion de ontraintes supplémentaires lors de l'utili-sation de la méthode de pénalisation.� dans les problèmes de projetion assoiés aux ontats, dans la partie II.Soient V et M deux espaes de Hilbert. On note respetivement (·, ·) et 〈·, ·〉 leursproduits salaires. Soient B ∈ L(V,M), A ∈ L(V ) autoadjoint et f ∈ V . On onsidère lafontionnelle suivante,

J : V −→ R

v 7−→ J(v) =
1

2
(Av, v) − (f, v)et on suppose J oerive i.e. ∃α > 0, ∀v ∈ V, (Av, v) ≥ α‖v‖2

V .A.1 Contrainte d'égalitéSoit K l'ensemble des ontraintes
K = {v ∈ V, Bv = z}où z ∈ Im(B), z = Bu0. K est alors un espae a�ne fermé :

K = u0 +K0,où u0 ∈ V et K0 = KerB. On souhaite résoudre le problème de minimisation sousontrainte suivant :
(P )

{
u ∈ K

J(u) = inf
v∈K

J(v)Une extension immédiate du lemme de Lax-Milgram assure l'existene et l'uniité d'unesolution de (P ) :186



A.1. Contrainte d'égalitéPropriété A.1 Le problème (P ) admet une unique solution u ∈ K, aratérisée par
∀v ∈ K0, (Au, v) = (f, v).La fontionnelle

L : V ×M −→ R

(v, µ) 7−→ L(v, µ) = J(v) + 〈µ,Bv − z〉est appelée Lagrangien du problème (P ).Dé�nition A.2 (u, λ) est un point-selle de L si (u, λ) est solution de (P ′) où
(P ′)

{

(u, λ) ∈ V ×M

L(u, µ) ≤ L(u, λ) ≤ L(v, λ) , ∀v ∈ V , ∀µ ∈ M
.

λ est alors appelé multipliateur de Lagrange assoié à u.Propriété A.3 (u, λ) solution de (P ′) =⇒ u solution de (P ).On note B∗ l'adjoint de B dé�ni par
∀v ∈ V, ∀µ ∈M, (B∗µ, v) = 〈µ,Bv〉.Le problème onsidéré s'érit enore sous la forme d'un système d'équations :Propriété A.4 (u, λ) solution de (P ′) ⇐⇒ (u, λ) solution de problème (P ′′) ave

(P ′′)

{

Au+B∗λ = f

Bu = zL'existene et l'uniité d'un multipliateur de Lagrange sont assurées par des hypothèsessupplémentaires sur B :Théorème A.5 Si l'image de B est fermée alors :
u solution de (P ) ⇒ ∃λ tel que (u, λ) solution de (P ′) (et don de (P ′′)).Si B est surjetive, le mutipliateur de Lagrange est unique.Remarque A.6 Si M est de dimension �nie (par exemple si on a un nombre �ni deontraintes réelles), alors le théorème préédent assure l'existene d'un multipliateur deLagrange. Dans e as, M = R

N et B peut se mettre sous la forme
B : V −→ M = R

N ave Bi ∈ L(V,R) pour i = 1 . . .N,

v 7−→ (B1v, . . . , BNv) Biv = (bi, v), bi ∈ VOn a alors pour v ∈ V et µ ∈M ,
(

N∑

i=1

µibi, v

)

=

N∑

i=1

µi(bi, v) = 〈µ,Bv〉 = (B∗µ, v) ,et (P ′′) se réérit 





Au+

N∑

i=1

λibi = f

Bu = z 187



Annexe A. Minimisation sous ontrainte a�neA.2 Contrainte d'inégalité, as M = R
NOn se plae dans ette setion dans le as où on impose un nombre �ni de ontraintesd'inégalités a�nes réelles. Comme préédemment, V est un espae de Hilbert quelonque.L'espae des ontraintes onsidéré est

K+ = {v ∈ V, Bv ≤ z} = {v ∈ V, ∀i = 1 . . . N, Biv ≤ zi}où B : V −→ M = R
N ave Bi ∈ L(V,R) pour i = 1 . . .N,

v 7−→ (B1v, . . . , BNv)On onsidère le problème de minimisation suivant
(P+)







u+ ∈ K+

J(u+) = inf
v∈K+

J(v)

J étant stritement onvexe, semi-ontinue inférieurement (et même ontinue), oeriveet K+ étant onvexe fermé, on a la propriété suivante :Propriété A.7 Le problème (P+) possède une unique solution u+.Si C est le �ne R
N
+ , le Lagrangien du problème est maintenant dé�ni par

L+ : V × C −→ R

(v, µ) 7−→ L+(v, µ) = J(v) + 〈µ,Bv − z〉

= J(v) +

N∑

i=1

µi(Biv − zi)On note (P ′
+) le problème de point selle assoié :

(P ′
+)

{

(u+, λ+) ∈ V × C

L+(u+, µ) ≤ L+(u+, λ+) ≤ L+(v, λ+) , ∀v ∈ V , ∀µ ∈ Cet on a les deux résultats suivants :Propriété A.8 (u+, λ+) solution de (P ′
+) =⇒ u+ solution de (P+).Propriété A.9 (u+, λ+) est solution de (P ′

+) ⇐⇒ (u+, λ+) est solution de (P ′′
+) ave

(P ′′
+)







Au+ +

N∑

i=1

λ+,ibi = f,

Biu+ ≤ zi, ∀i
λ+,i(Biu+ − zi) = 0, ∀i.188



A.3. Algorithme d'Uzawa : ontrainte d'inégalité, as M = R
NRemarque A.10 Le système assoié fait maintenant intervenir une équation supplé-mentaire, appelée relation de omplémentarité. Cette équation dit que le multipliateur deLagrange λi assoié à la ontrainte Biu+ − zi ≤ 0 ne peut être ativé (ie non nul) que sila ontrainte est saturée (ie Biu+ − zi = 0).Remarque A.11 On a montré lors de la remarque A.6 que, pour µ ∈M ,

B∗µ =

N∑

i=1

µibi.Aussi, on peut réérire (P ′′
+) sous la forme







Au+ +B∗λ+ = f,

Bu+ ≤ z,

〈λ+, Bu+ − z〉 = 0.Comme le montre le théorème suivant, dans le as d'un nombre �ni de ontraintesd'inégalités a�nes réelles, (P ′) possède toujours une solution (e qui est faux dans le asgénéral, voir remarque A.13).Théorème A.12
u+ est solution de (P+) =⇒ ∃λ+ ∈ C tel que (u+, λ+) solution de (P ′

+) (et don de (P ′′
+)).Si B est surjetive, le mutipliateur de Lagrange est unique.Remarque A.13 Ces résultats se généralisent au as non a�ne. (voir [3, Chap. 10℄).On peut dans e as véri�er l'existene de multipliateurs de Lagrange sous la onditionque les ontraintes soient quali�ées.Ils se généralisent également au as d'un espaeM de Hilbert quelonque et d'un espaede ontraintes sous la forme

K+ = {v ∈ V, ∀µ ∈ C, 〈µ,Bv − z〉 ≤ 0},ave C �ne onvexe fermé de M de sommet 0 et z ∈ ImB (voir [63, Problème 8℄).L'existene de multipliateurs de Lagrange est alors assurée par l'hypothèse B∗(C) fermé.A.3 Algorithme d'Uzawa :ontrainte d'inégalité, as M = R
NOn dérit ii l'algorithme d'Uzawa dans le adre de la setion préédente (nombre �nide ontraintes d'inégalités réelles). Il s'agit d'un algorithme de gradient à pas �xe projeté,sur le problème dual en λ+. Il s'érit

{
ρ > 0 , λ0 ∈ C,

λk+1 = ΠC

(
λk + ρ

[
BA−1(f − B∗λk) − z

])
,où λ0 et ρ sont des paramètres à hoisir et où ΠC est la projetion sur C. 189



Annexe A. Minimisation sous ontrainte a�neRemarque A.14 L'algorithme peut se réérire en onstruisant une suite (uk, λk) dans
V × C de la façon suivante :







ρ > 0 , λ0 ∈ C,

uk+1 = A−1(f −B∗λk),

λk+1 = ΠC

(
λk + ρ

[
Buk+1 − z

])
.On voit alors apparaître Buk+1 − z qui est la quantité sous ontrainte ainsi que l'équation

Auk+1 +B∗λk = f , présente dans le problème (P ′′
+) d'après la remarque A.11.Il est montré dans [63, Problème 8℄, pour un as plus général (M non néessairement dedimension �nie), que la onvergene de la partie primale (uk)k vers u+ est assurée sous laondition d'existene d'un point-selle. La setion préédente nous permet don d'obtenirla propriété suivante :Propriété A.15 uk = A−1(f − B∗λk) onverge vers u+ dès que 0 < ρ <

2α

‖B‖2
.Dans le as qui nous intéresse (M de dimension �nie), on peut également montrer que lasuite de multipliateurs de Lagrange onstruite par l'algorithme d'Uzawa onverge, mêmedans le as de non-uniité du point-selle. La démonstration est basée sur la propositionsuivante (voir par exemple [42℄) :Propriété A.16 Lemme d'Opial Soit Λ un espae de Hilbert (éventuellement de di-mension in�nie), Λ̃ un sous-ensemble non vide de Λ, et (λk) une suite d'éléments de Λtelle que(i) pour tout µ ∈ Λ̃, la suite |λk − µ| onverge,(ii) si une sous-suite (λϕ(k)) onverge faiblement vers un élément µ de Λ, alors µ ∈ Λ̃.Alors la suite (λk) onverge faiblement vers un élément de Λ̃.Démonstration : D'après (i), la suite (λk) est bornée. Il su�t don de véri�er quedeux sous-suites qui onvergent faiblement ont la même limite. On onsidère don deuxsous-suites (λmk) et (λnk) qui onvergent faiblement vers λ1 et λ2, respetivement. Onintroduit les limites

ℓ1 = lim |λk − λ1|, ℓ2 = lim |λk − λ2|,qui sont bien dé�nies par hypothèse. On érit alors
|λk − λ1|2 − |λk − λ2|2 = 〈λ2 − λ1, 2λ

k − λ1 − λ2〉.On passe à la limite dans l'identité préédente pour la sous-suite (λmk), puis pour (λnk).Il vient
|ℓ1|2 − |ℓ2|2 = −|λ2 − λ1|2 et |ℓ1|2 − |ℓ2|2 = |λ2 − λ1|2.On a don néessairement |λ2 − λ1| = 0, d'où le résultat. �190



A.3. Algorithme d'Uzawa : ontrainte d'inégalité, as M = R
NPropriété A.17 Sous l'hypothèse 0 < ρ <

2α

‖B‖2
, λk onverge vers un µ+ ∈ C tel que

(u+, µ+) soit solution de (P ′
+).Démonstration : On note Λ̃ ⊂ Λ l'ensemble des µ+ tels que (u+, µ+) soit un point-selle pour L+ (ou de façon équivalente solution du problème (P ′′

+)), et l'on se propose devéri�er que la suite (λk) rentre dans le adre du lemme d'Opial.Montrons que l'hypothèse (i) est véri�ée. Soit λ+ ∈ Λ̃, on a
λ+ = ΠC (λ+ + ρ [Bu+ − z]) .En e�et, en utilisant la aratérisation de la projetion sur un onvexe fermé, il nous su�tde montrer

〈λ+ + ρ [Bu+ − z] − λ+, µ− λ+〉 ≤ 0, ∀µ ∈ C,'est-à-dire,
〈Bu+ − z, µ− λ+〉 ≤ 0, ∀µ ∈ C,e qui se déduit immédiatement de u+ ∈ K+ et 〈λ+, Bu+ − z〉 = 0. Alors, omme λk+1 =

ΠC

(
λk + ρ

[
Buk+1 − z

]), on utilise le aratère 1-lipshtzien de ΠC pour érire
∣
∣λk+1 − λ+

∣
∣
2 ≤

∣
∣λk − λ+ + ρB(uk+1 − u+)

∣
∣
2

=
∣
∣λk − λ+

∣
∣
2
+ 2ρ

(
uk+1 − u+, B

∗(λk − λ+)
)

+ ρ2
∣
∣B(uk+1 − u+)

∣
∣
2

=
∣
∣λk − λ+

∣
∣
2 − 2ρ

(
uk+1 − u+, A(uk+1 − u+)

)
+ ρ2

∣
∣B(uk+1 − u+)

∣
∣
2

≤
∣
∣λk − λ+

∣
∣
2 − ρ

(
2α− ρ‖B‖2

) ∣
∣uk+1 − u+

∣
∣
2
.Ainsi, la suite |λk − λ+| est déroissante positive et don onverge. Le point (i) est donvéri�é.Montrons maintenant que l'hypothèse (ii) du lemme d'Opial est véri�ée. Pour ela,onsidérons une sous-suite, que nous notons enore (λk) pour alléger l'ériture, qui onvergefaiblement vers µ ∈ Λ. Tout d'abord, C étant onvexe fermé, il est fermé pour la topologiefaible et µ est dans C. Ensuite, on a

Auk+1 +B∗λk = fpour tout k. Or, B∗λk onverge faiblement vers B∗µ et, d'après la propriété A.15, Aukonverge vers Au+. On a don par passage à la limite (faible)
Au+ +B∗µ = f,Pour véri�er que µ est un point-selle de L+, il reste à véri�er la relation de omplémentarité
〈µ,Bu− z〉 = 0.Pour ela, omme préédemment, on utilise la aratérisation de la projetion sur C pourérire

〈λk + ρ
[
Buk − z

]
− λk+1, µ̃− λk+1〉 ≤ 0, ∀µ̃ ∈ C. 191



Annexe A. Minimisation sous ontrainte a�neL'hypothèse de la dimension �nie implique que la suite des (λk) onverge fortement et onpeut passer à la limite dans l'équation préédente. En prenant en�n µ̃ = 0, on obtient
〈µ,Bu− z〉 ≥ 0.Or, u ∈ K et µ ∈ C implique 〈µ,Bu − z〉 ≤ 0 et la relation de omplémentarité estvéri�ée. Finalement on a montré que (u, µ) est point-selle de L+ 'est-à-dire µ ∈ Λ̃.Le lemme d'Opial i-dessus permet alors de onlure. �Remarque A.18 On se plae dans le adre de la setion A.1. L'algorithme d'Uzawaassoié à une ontrainte d'égalité orrespond à un gradient à pas �xe lassique sur leproblème dual. Pour M espae de Hilbert quelonque, la onvergene de uk ainsi que laonvergene faible de λk sont alors assurées sous l'hypothèse d'existene de multipliateursde Lagrange. Dans le as où M est de dimension �nie, il y a don onvergene forte des

λk vers un multipliateur de Lagrange.
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Annexe BOptimal strokes for low Reynoldsnumber swimmers : an exampleFrançois Alouges1 Antonio DeSimone2 Aline Lefebvre3Préprint, aepté pour publiation dans Journal of Nonlinear Sienesous réserve de modi�ations.AbstratSwimming, i.e., being able to advane in the absene of external foresby performing yli shape hanges, is partiularly demanding at lowReynolds numbers. This is the regime of interest for miro-organismsand miro- or nano-robots. We fous in this paper on a simple yet repre-sentative example : the three-sphere swimmer of Naja� and Golestanian[16℄. For this system, we show how to ast the problem of swimming inthe language of ontrol theory, prove global ontrollability (whih im-plies that the three-sphere swimmer an indeed swim), and propose anumerial algorithm to ompute optimal strokes (whih turn out to besuitably de�ned sub�Riemannian geodesis)..
1Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud, 91405 Orsay edex, Frane,Franois.Alouges�math.u-psud.fr2SISSA-International Shool for Advaned Studies, via Beirut 2-4, 34014 Trieste, Italy, desi-mone�sissa.it3Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud, 91405 Orsay edex, Frane,aline.lefebvre�math.u-psud.fr 193



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleB.1 IntrodutionThe problem of swimming at low Reynolds numbers has attrated onsiderable atten-tion in the reent literature, starting from the pioneering works of Taylor [18℄, Berg [5℄and Purell [17℄. This problem is both puzzling and relevant e.g., for biologial systemsand miro- or nano-robots. Indeed, due to the length and time sales involved, the motionof miro-swimmers is dominated by visosity, while inertia is negligible. This implies thatmiroorganisms, suh as bateria, must adopt swimming strategies ompletely di�erentfrom those employed by larger organisms, suh as �sh. In partiular, the observation that,in a �ow regime obeying Stokes equations, a sallop annot advane through the reipro-al motion of its valves is alled the �sallop theorem� [17℄. The mathematial explanationfor this is the symmetry of the Stokes equations under time reversal : whatever forwardmotion will be produed by losing the valves, it will be exatly aneled by a bakwardmotion upon reopening them.This leads to the question of �nding the simplest mehanisms apable of self propulsionat this sales. By this we mean the ability to advane by performing a yli shape hange- a stroke - in the absene of external fores. Several proposals have been put forwardand analyzed, see e.g., [18, 17, 16, 2, 4℄. A partiularly simple example, due to Naja� andGolestanian [16℄, is the three-sphere swimmer. In its simplest form, it onsists of threeequal spheres of radius a moving along a line (see Fig. B.1).
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~ıFig. B.1 � Swimmer's geometry and notation.We all Ω := ∪3
i=1B

(i) the union of the three open balls, x and y the two distanesbetween the enters of the balls and c the oordinate of the global enter of mass. Thestate of our system is thus (x, y, c), its shape is (x, y) and its position will be c. A briefmathematial desription of the system is the following : eah ball is ated upon by a fore
f (i) (oming from the other balls) whih is transmitted to the surrounding �uid, generatinga �ow solution to Stokes equations outside Ω. As a onsequene, eah ball moves at aveloity u(i). The relation between fores and veloities is linear (Stokes equations arelinear) and given by





u(1)

u(2)

u(3)



 = S(x, y)





f (1)

f (2)

f (3)



 (B.1)where S is known as the Oseen matrix [16℄. In this ontext, self propulsion means thatthe total fore ating on the system vanishes
f (1) + f (2) + f (3) = 0. (B.2)194



B.1. IntrodutionIt turns out that the enter of mass c satis�es the ODE
dc

dt
= Vx(x, y)

dx

dt
+ Vy(x, y)

dy

dt
, (B.3)where (Vx, Vy) is a vetor �eld that an be omputed expliitly from S. The swimmingproblem is the following question : an one �nd fore laws f (i) : [0, T ] → R satisfying(B.2), whih produe T -periodi paths in the spae of shapes (x, y), and suh that theaverage speed of the enter of mass

c̄ =
1

T

∫ T

0

dc

dt
dt (B.4)does not vanish ? A positive answer has been given in the physis literature [16℄ in thelimiting regime of small spheres and small deformations.We ast the swimming problem in the language of ontrol theory. The ontrols areeither the fores f (i) subjet to the onstraint (B.2), or the shape parameters x and y.The positive answer to the swimming problem is a onsequene of the global ontrollabilityof the system, i.e., the possibility of reahing an arbitrary point (x1, y1, c1) of the spaeof states, starting from another arbitrary state (x0, y0, c0), through self propulsion.Theorem 1 The three-sphere swimmer is a globally ontrollable system.Granted the possibility of swimming, the next interesting question is how to swimoptimally, namely, to �nd the optimal stroke.A lassial notion of swimming e�ieny is due to Lighthill [13℄. It is de�ned as theinverse of the ratio between the average power expended by the swimmer during a strokestarting and ending at the shape (x0, y0) and the power that an external fore would spendto translate the system rigidly at the same average speed c̄ :E�−1 =

1
T

∫ T

0

∑

i f
(i)u(i)

6πηAc̄2
. (B.5)Here, η is the visosity of the �uid, and A = A(x0, y0) is the e�etive radius of theswimmer, whih tends to 3a when the three spheres are in�nitely far apart (see [16℄). Ourseond main result is a numerial algorithm, namely, Algorithm 1 in setion B.4, toompute the fore laws that provide, for given c̄, the stroke requiring minimal expendedpower, hene yielding maximal e�ieny. We emphasize that, ontrary to the standardapproah in the Physis literature, we do not �x a priori the shape of the stroke, andthen optimize over a few salar parameters. Rather, we let the swimmer free to hoose anoptimal �gait�.The rest of the paper is organized as follows. In setion 2 we desribe the setting ofthe problem in detail. Setion 3 ontains the proof of Theorem 1. In setion 4 we state theproblem of optimal swimming and disuss the numerial strategy for its solution. Somenumerial results are presented in setion 5. Future diretions are disussed in setion 6.195



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleB.2 Setting of the problemB.2.1 Stokes equationsLet Ω = ∪3
i=1B

(i) be the union of the three open balls, and assume that the �ow in
R

3 \ Ω satis�es the (stati) Stokes equation. This means that for given vetors f (i) thereexists a unique pair (u, p), where the veloity of the �uid u is onstant on eah ∂B(i), and
p is the pressure whih satis�es









−η∆u+ ∇p = 0 in R
3 \ Ω,divu = 0 in R

3 \ Ω,

−
∫

∂B(i)

σn = f (i),

u→ 0 at ∞.

(B.6)Here σ = η (∇u+ ∇tu)− pId is the Cauhy stress tensor, and n is the outer unit normalto the boundary of Ω. The onstant trae of u on ∂B(i) represents the veloity u(i) of theball B(i).It is onvenient to reformulate the problem as one in whih the veloities u(i) are thegiven data and the fores f (i) are to be alulated, and show that there is a linear one-to-one orrespondene between the u(i) and the f (i). Let M = L2(R3 \ Ω), and H be theweighted Hilbert spae
H =

{

u ∈ D′(R3 \ Ω) : ∇u and u
√

1 + |r|2
∈ L2(R3 \ Ω) , u|∂B(i) = 0

}

, (B.7)endowed with the lassial norm || · ||H de�ned by
||u||2H =

∫

R3\Ω

|∇u|2. (B.8)whih is equivalent (see [7, p. 117℄) to the natural norm
|||u|||2H =

∫

R3\Ω

( |u(r)|2
1 + |r|2 + |∇u|2(r)

)

dr . (B.9)Here r = (x1, x2, x3), the position vetor of a point in R
3 \ Ω. Take now ū ∈ C∞

0 (R3 \ Ω)whih satis�es the boundary onditions ū|∂B(i) = u(i). It is well known (see [7, p. 154℄)that there exists a unique solution (u, p) to the variational problemFind (u, p) ∈ (ū+H) ×M suh that ∀(v, q) ∈ H ×M,






2

∫

R3\Ω

η D(u) ·D(v) −
∫

R3\Ω

p divv = 0,
∫

R3\Ω

q divu = 0,

(B.10)where D(u) = 1
2
(∇u+ ∇tu). From the solution (u, p) one an ompute the fores exertedon the balls as

f (i) = −
∫

∂B(i)

σn . (B.11)196



B.2. Setting of the problemIt is lear that the f (i) depend linearly on the u(i)

f (i) =
∑

j

Liju
(j) , (B.12)and it easy to show that this relation is invertible. Indeed, let (u(1), u(2), u(3)) and (v(1), v(2), v(3))be two sets of boundary onditions. We solve the orresponding Stokes problems and allthe solutions (u, p) and (v, q) respetively. Moreover, we ompute the orresponding fores

f (i) and g(i) aording to (B.11). Sine u and v are divergene free, integrating by partswe get
∑

ij

(Liju
(j)) · v(i) =

∑

i

f (i) · v(i)

= 2

∫

R3\Ω

η D(u) ·D(v)

=
∑

i

g(i) · u(i)

=
∑

ij

u(j) · (Ljiv
(i)) ,and

∑

i

f (i) · u(i) =
∑

ij

(Liju
(j)) · u(i) = 2

∫

R3\Ω

η |D(u)|2. (B.13)Finally, we de�ne the solution of (B.6) for given data f (i) as the unique solution of (B.10)orresponding to Dirihlet data u(i) satisfying (B.12).In the geometry of Fig. B.1, fores and veloities are all direted along the axis ofmotion so that, from now onward, we will denote by f (i) and u(i) their salar omponentsalong that axis. Thus, from (B.12) and the properties of Lij , we obtain that (B.1) holdsand that the Oseen matrix S is symmetri and positive de�nite.B.2.2 The ODEs desribing swimmingCalling (xi)i the positions of the enters of the three balls, we rewrite (B.1) as
d

dt





x(1)

x(2)

x(3)



 = S(x, y)





f (1)

f (2)

f (3)



 , (B.14)and hange variables to x = x(2) − x(1), y = x(3) − x(2), and c = (x(1) + x(2) + x(3))/3.Setting ex = (−1, 1, 0)t, ey = (0,−1, 1)t, ec = (1/3, 1/3, 1/3)t and f =
(
f (1), f (2), f (3)

)t,we obtain 







dx

dt
= ex · Sf = Sex · f,

dy

dt
= ey · Sf = Sey · f,

dc

dt
= Sec · f,

(B.15)197



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an examplebeause S is symmetri.Now, sine f satis�es (B.2), it is always possible to write it as
f = αx

Sey × ec

Sex · (Sey × ec)
− αy

Sex × ec

Sex · (Sey × ec)
. (B.16)This is beause1. the two vetors Sey × ec and Sex × ec are obviously orthogonal to ec and neverproportional, for if this were the ase, there would exist λ, µ ∈ R suh that

S(λex + µey) × ec = 0.But, sine ec is orthogonal to both ex and ey, we would have
S(λex + µey) · (λex + µey) = 0,whih is in ontradition with the fat that S is positive de�nite.2. Sex · (Sey × ec) never vanishes. Indeed, if this were the ase, then both Sex × ecand Sey ×ec would be orthogonal to Sex and Sey. Sine from the preeding remark,

Sex and Sey are not ollinear, then Sex × ec and Sey × ec should be ollinear, whihagain from the preeding remark is not possible.Using (B.16), system (B.15) beomes









dx

dt
= αx,

dy

dt
= αy,

dc

dt
= αx

Sec · (Sey × ec)

Sex · (Sey × ec)
− αy

Sec · (Sex × ec)

Sex · (Sey × ec)

(B.17)whih leads to
dc

dt
= Vx(x, y)

dx

dt
+ Vy(x, y)

dy

dt
, (B.18)with

Vx(x, y) =
Sec · (Sey × ec)

Sex · (Sey × ec)
=
S−1ec · (ec × ey)

S−1ec · (ex × ey)
(B.19)

Vy(x, y) = −Sec · (Sex × ec)

Sex · (Sey × ec)
= −S

−1ec · (ec × ex)

S−1ec · (ex × ey)
. (B.20)Therefore, if the system performs a stroke, i.e., it follows a given losed urve γ = (x, y)in the spae of admissible shapes S = (2a,+∞)2 de�ned by γ : [0, T ] → S, then itexperienes a global displaement of its enter of mass whih amounts to

∆c =

∫ T

0

(

Vx(x(t), y(t))
dx

dt
(t) + Vy(x(t), y(t))

dy

dt
(t)

)

dt,

= ±
∮

γ

V · dl

= ±
∫

ω

url V, (B.21)198



B.2. Setting of the problemwhere V = (Vx, Vy) and ω ⊂ S is the region enlosed by γ. Here, urlV =
∂Vy

∂x
− ∂Vx

∂y
andthe − sign should be hosen if t 7→ γ(t) indues a lokwise orientation of γ. Notie alsothat the de�nition of S ensures that the balls do not overlap.Thus, we an think of swimming as the problem of ontrolling shape in order to produea net displaement ∆c di�erent from 0 at the end of one stroke γ. The fore laws thatare needed to produe an arbitrary path in the spae of shapes γ : [0, T ] → S, are easilyreovered from (B.16) and (B.17) :

f =
dx

dt

Sey × ec

Sex · (Sey × ec)
− dy

dt

Sex × ec

Sex · (Sey × ec)
. (B.22)B.2.3 Swimming as a ontrol problemIt is onvenient to rewrite system (B.17) as

dX

dt
= αx(t)Fx(X) + αy(t)Fy(X), (B.23)where X = (x, y, c) ∈ S × R and the vetor-�elds Fx and Fy are given by

Fx(X) = (1, 0, Vx(x, y)) , Fy(X) = (0, 1, Vy(x, y)) . (B.24)In what follows, we will denote by X = S × R the set of admissible states. This systemis globally ontrollable if, starting from any state X0 = (x0, y0, c0) ∈ X , one an reahany other state X1 = (x1, y1, c1) ∈ X with a solution of (B.23) and suitable ontrols
t 7→ (αx(t), αy(t)). The system is loally ontrollable at X0 if one an reah any pointin a neighborhood of X0. Sine swimming means the ability to onnet (x0, y0, c0) and
(x0, y0, c1 6= c0) with a solution of (B.23), we see that loal ontrollability is a su�ientondition for swimming. In fat, it turns out that the three-sphere swimmer is globallyontrollable.In order to proeed, we need to introdue basi notations and results of ontrol theoryapplied to our situation. First, a su�ient ondition for loal ontrollability at X0 is thatthe Lie algebra Lie(Fx, Fy)(X0) = R

3 (see, e.g., [1℄). In partiular this is true ifdet(Fx, Fy, [Fx, Fy])(X0) 6= 0, (B.25)where [Fx, Fy] = (Fx · ∇)Fy − (Fy · ∇)Fx is the Lie braket of Fx and Fy. An easyomputation shows that (sine neither Fx nor Fy depend on c)det(Fx, Fy, [Fx, Fy])(X0) = url V (X0) (B.26)and we reover (in view of (B.21)) that url V (X0) 6= 0 allows for swimming with anysu�iently small loop around (x0, y0).Introduing the Martinet surfae
M = {X ∈ X : det(Fx, Fy, [Fx, Fy])(X) = 0} , (B.27)it is lear that the system is loally ontrollable outside M and therefore globally ontrol-lable on eah onneted omponent of X \M. 199



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleB.3 Proof of Theorem 1For the proof of theorem 1, whih states that the three-sphere swimmer is globallyontrollable, we need the following two lemmas whose proofs are postponed to the nextsubsetions.Lemma 1 The vetor �elds Fx(X) and Fy(X) are analyti funtions of X ∈ X .Lemma 2 The set X \M is not empty.From the preeding lemmas, it is lear that the Martinet surfae M is loally atmost of dimension 2. Indeed, if det(Fx, Fy, [Fx, Fy]) vanished in a neighborhood of a state
X0 ∈ X , then by analytiity, it would vanish everywhere on X , and M would be equalto X ontraditing lemma 2. Now, sine Fx and Fy do not depend on c, the Martinetsurfae is a ylinder with vertial axis and sine span(Fx(X), Fy(X)) is never a vertialplane, we dedue that (at least) one of the two vetors Fx(X) or Fy(X) is transverse to
M at X ∈ M. The global ontrollability on the onneted omponents of X \M and thetransverse vetor �eld to pass from one onneted omponent to another prove the globalontrollability of the system and theorem 1.Remark 1 We notie that, the global ontrollability of the system ould be proven witha weaker statement. However, analytiity of url V also gives extra informations, forinstane, that the set M is at most two-dimensional and hene its intersetion with thespae of shapes S is at most one-dimensional.B.3.1 Proof of Lemma 1In view of formulas (B.19,B.20), the fat that Fx(X) and Fy(X) are analyti funtionsof X diretly follows from the analytiity of S−1(x, y) with respet to (x, y) that we provenow. In fat, it is su�ient to show that for any triplet U = (u(1), u(2), u(3))t, the energy

(
S−1(x, y)U,U

)
= 2

∫

R3\Ω

η |D(u)|2 (B.28)is analyti in (x, y) where (u, p) solves Stokes equations with boundary values u(i) on ∂B(i)







−η∆u+ ∇p = 0 on R
3 \ Ω ,div(u) = 0 on R

3 \ Ω ,
u|∂B(i) = u(i) for i = 1, 2, 3,
u→ 0 at in�nity. (B.29)In order to emphasize the dependene of the domain Ω on (x, y) we will write until the endof the setion Ω(x,y) instead of Ω. That u is analyti in R

3 \ Ω(x,y) follows from standardellipti regularity (see, e.g., [15℄), but we stress that what onerns us here is that u isanalyti with respet to (x, y), i.e., with respet to deformations of the domain of the �uid�ow. In order to proeed, we work near a point (x0, y0), set δx = x− x0, and δy = y − y0,200



B.3. Proof of Theorem 1and reall that a funtion X with values in a Banah spae B is analyti at (0, 0) if andonly if one an write for any δ = (δx, δy) in a suitable neighborhood of (0, 0)

X(δ) =
∑

α∈N2

δαX(α) , (B.30)where X(α) ∈ B satisfy the estimate
∃C > 0, ρ > 0, s.t. ∀α ∈ N

2, ||X(α)||B ≤ C

ρ|α|
. (B.31)Here, for a multiindex α = (αx, αy) ∈ N

2, and δ = (δx, δy) ∈ R
2, we have denoted by δαthe quantity δαx

x δ
αy
y , and |α| = αx + αy.We then reast the Stokes problem on the �xed domain R

3 \Ω(x0,y0), but with variableoe�ients. Namely, we solve the following two problems on R
3 \ Ω(x0,y0)









∆φ = 0
φ|∂B(1) = 1 ,
φ|∂B(2) = 0 ,
φ|∂B(3) = 0 ,
φ→ 0 at in�nity,









∆ψ = 0
ψ|∂B(1) = 0 ,
ψ|∂B(2) = 0 ,
ψ|∂B(3) = 1 ,
ψ → 0 at in�nity. (B.32)Sine φ and ψ are harmoni, as a onsequene of lassial ellipti regularity theory, theyare analyti on R

3 \ Ω(x0,y0) (see [15℄). Moreover, φ, ψ and all their derivatives are boundedfuntions on R
3 \ Ω(x0,y0), and satisfy the following deay estimate at in�nity
∀α = (α1, α2, α3) ∈ N

3, ∃Cα > 0, s.t. |∂αφ(r)| ≤ Cα

|r||α|+1
. (B.33)Now, we set for (x̄1, x̄2, x̄3) ∈ Ω(x0,y0)

θ(x̄1, x̄2, x̄3) = (x̄1 − δxφ(x̄1, x̄2, x̄3) + δyψ(x̄1, x̄2, x̄3), x̄2, x̄3) ,and de�ne
ū(x̄1, x̄2, x̄3) = u(θ(x̄1, x̄2, x̄3)), ∀(x̄1, x̄2, x̄3) ∈ R

3 \ Ω(x0,y0) . (B.34)Sine for (δx, δy) = (0, 0), θ = Id, and θ is analyti in (δx, δy), θ admits an inverse ξ whihis analyti in (δx, δy) near (0, 0), so that we may rewrite (B.34) as
u(x1, x2, x3) = ū(ξ(x1, x2, x3)), ∀(x1, x2, x3) ∈ R

3 \ Ω(x,y). (B.35)Therefore, the analytiity of u in (δx, δy) is equivalent to the analytiity of ū. Calling
p̄ = p ◦ θ, that (u, p) satisfy Stokes equations on R

3 \ Ω(x,y) is now equivalent to (ū, p̄)satisfying











−η
∑

ij

[
∑

k

∂̄jkūl∂iξk∂iξj + ∂̄j ūl∂iiξj

]

+
∑

j

∂̄j p̄∂lξj = 0on R
3 \ Ω(x0,y0) , for l = 1, 2, 3,

∑

ij

∂̄j ūi∂iξj = 0 on R
3 \ Ω(x0,y0) ,

ū|∂B̄(i) = u(i) for i = 1, 2, 3,

(B.36)
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Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an examplein whih we have used the notations ∂i =
∂

∂xi
, and ∂̄i =

∂

∂x̄i
. Notie that an expliitformula for the derivatives of ξ an be obtained by di�erentiation of ξ ◦ θ = Id. Indeed,one has

∇ξ(θ(x̄1, x̄2, x̄3)) =
(
∇̄θ(x̄1, x̄2, x̄3)

)−1
, (B.37)whih an be omputed expliitly from

∇̄θ =





1 − δx∂̄1φ+ δy∂̄1ψ −δx∂̄2φ+ δy∂̄2ψ −δx∂̄3φ+ δy∂̄3ψ
0 1 0
0 0 1



 . (B.38)We insist on the fat that the Jaobian determinant det∇̄θ = 1− δx∂̄1φ+ δy∂̄1ψ does notvanish for (δx, δy) small enough, uniformly in R
3 \ Ω(x0,y0) due to the uniform bound onthe derivatives of φ and ψ. Therefore, the oe�ients in the transformed Stokes equation(B.36) are indeed analyti in (x̄1, x̄2, x̄3, δx, δy). Setting





ajk = η
∑

i ∂iξk∂iξj ,
bj = η

∑

i ∂iiξj ,
cjk = ∂jξk ,

(B.39)the system (B.36) rewrites
[
R(δx,δy)(ū, p̄) = 0 ,
ū|∂B̄(i) = u(i) for i = 1, 2, 3,

(B.40)where the seond order di�erential operator R(δx,δy) is given by
R(δx,δy) =







D2 0 0
∑

j c1j ∂̄j

0 D2 0
∑

j c2j ∂̄j

0 0 D2

∑

j c3j ∂̄j
∑

j c1j ∂̄j

∑

j c2j ∂̄j

∑

j c3j ∂̄j 0






, (B.41)with D2 = −

∑

j

[∑

k ajk∂̄jk + bj ∂̄j

]. Sine the oe�ients are analyti in δ, we will write
ajk =

∑

α∈N2

δαa
(α)
jk , (B.42)

bj =
∑

α∈N2

δαb
(α)
j , (B.43)

cjk =
∑

α∈N2

δαc
(α)
jk . (B.44)Of partiuliar importane for the sequel is the behavior of the funtions a(α)

jk , b(α)
j , c(α)

jk , as
(x̄1, x̄2, x̄3) tends to in�nity. We get from (B.33), (B.37), (B.38), and (B.39) the followingestimates202



B.3. Proof of Theorem 1
∃C > 0, ρ > 0, s.t.  ||a(α)

jk ||L∞, ||c(α)
jk ||L∞, ||

√

1 + |r|2b(α)
j ||L∞ ≤ C

ρ|α|
,

||
√

1 + |r|2∂̄la
(α)
jk ||L∞, ||

√

1 + |r|2∂̄lc
(α)
jk ||L∞ ≤ C

ρ|α|
.

(B.45)Now, in order to deal with the non homogeneous boundary onditions, we onsidera map Ū analyti in R
3 \ Ω(x0,y0) whih obeys the boundary onditions for instane bysolving

[
−∆Ū = 0, on R

3 \ Ω(x0,y0) ,
Ū |∂B̄(i) = u(i) for i = 1, 2, 3,

(B.46)and seek the solution as ū = Ū + v̄. Hene, v̄ is solution of
[
R(δx,δy)(v̄, p̄) = −R(δx,δy)(Ū , 0)
v̄|∂B̄(i) = 0 for i = 1, 2, 3.

(B.47)Unfortunately, the operator R(δx,δy) does not map H ×M into itself and therefore, werewrite our system as
[
R−1

(0,0)R(δx,δy)(v̄, p̄) = −R−1
(0,0)R(δx,δy)(Ū , 0) on R

3 \ Ω(x0,y0) ,

v̄|∂B̄(i) = 0 for i = 1, 2, 3,
(B.48)where by R−1

(0,0)(f, g) we mean the solution to the Dirihlet problem
[
R(0,0)(w̄, q̄) = (f, g), on R

3 \ Ω(x0,y0)

w̄|∂B̄(i) = 0 for i = 1, 2, 3.
(B.49)That R−1

(0,0)R(δx,δy) is invertible on H × M is lear. We now show that it depends on
δ = (δx, δy) analytially (near (0, 0)). Using the expansions (B.42,B.43,B.44) leads to

R−1
(0,0)R(δx,δy) =

∑

α∈N2

δαR−1
(0,0)R

(α), (B.50)where the operators R(α) are given by
R(α) =








D
(α)
2 0 0

∑

j c
(α)
1j ∂̄j

0 D
(α)
2 0

∑

j c
(α)
2j ∂̄j

0 0 D
(α)
2

∑

j c
(α)
3j ∂̄j

∑

j c
(α)
1j ∂̄j

∑

j c
(α)
2j ∂̄j

∑

j c
(α)
3j ∂̄j 0







, (B.51)with D

(α)
2 = −

∑

j

[
∑

k a
(α)
jk ∂̄jk + b

(α)
j ∂̄j

], and it is su�ient to show that R(α) satis�es(B.31). But, we have
||R−1

(0,0)R
(α)||L(H×M) ≤ ||R−1

(0,0)||L(H′×M,H×M)||R(α)||L(H×M,H′×M) 203



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleand we an estimate
||R(α)||L(H×M,H′×M) ≤ C

(∑

jk

||a(α)
jk ∂̄jk||L(H,H′) +

∑

j

||b(α)
j ∂̄j ||L(H,H′) +

∑

ij

||c(α)
ij ∂̄j ||L(H,M) +

∑

ij

||c(α)
ij ∂̄j ||L(M,H′)

)

.We onsider eah of the four terms separately.
||a(α)

jk ∂̄jk||L(H,H′) = sup
u,v∈H

∣
∣
∣

∫
a

(α)
jk ∂̄ju∂̄kv + ∂̄ka

(α)
jk ∂̄ju v

∣
∣
∣

||u||H||v||H

≤ sup
u,v∈H

||a(α)
jk ||L∞||∂̄ju||L2||∂̄kv||L2

||u||H||v||H

+
||
√

1 + |r|2∂̄ka
(α)
jk ||L∞||∂̄ju||L2|| v√

1+|r|2
||L2

||u||H||v||H
≤ C

(

||a(α)
jk ||∞ + ||

√

1 + |r|2∂̄ka
(α)
jk ||∞

)

.Similarly,
||b(α)

j ∂̄j ||L(H,H′) ≤ ||
√

1 + |r|2b(α)
j ||L∞

||c(α)
ij ∂̄j ||L(H,M) ≤ ||c(α)

ij ||L∞

||c(α)
ij ∂̄j ||L(M,H′) ≤ ||c(α)

ij ||L∞ + ||
√

1 + |r|2∂̄jc
(α)
ij ||L∞Therefore, from the fat that the oe�ients ajk, bj and cjk satisfy (B.45), we dedue that

R−1
(0,0)R(δx,δy) is analyti in δ.Moreover, sine R−1

(0,0)R
(0,0) = Id, (here, R(0,0) stands for R(α) with α = (0, 0)) the ana-lyti inverse theorem implies that the inverse (R−1

(0,0)R(δx,δy)

)−1 also satis�es (B.30,B.31)for δ su�iently small, whih means that it is analyti in δ as well.Sine (Ū , 0) is smooth, we infer that R−1
(0,0)R(δx,δy)(Ū , 0) is analyti in δ (with values in

H ×M), whih leads to the analytiity of (v̄, p̄) in δ = (δx, δy) and hene to the result.B.3.2 Proof of Lemma 2The proof of lemma 2 onsists of two steps. In the �rst, we prove the estimate
∃C > 0, x0 > 0, s.t. ∀x, y > x0, ||S(x, y)− S∞(x, y)|| < C

min(x, y)2
(B.52)for the error term E in the asymptoti expansion for (B.1)





u(1)

u(2)

u(3)



 = S(x, y)





f (1)

f (2)

f (3)



 = (S∞(x, y) + E(x, y))





f (1)

f (2)

f (3)
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B.3. Proof of Theorem 1where the matrix S∞(x, y) is given by
S∞(x, y) =

1

πη










1

6a

1

4x

1

4(x+ y)
1

4x

1

6a

1

4y
1

4(x+ y)

1

4y

1

6a










. (B.54)We give an expliit short proof, in the interest of the reader, to keep the paper self-ontained. Formulas like (B.52,B.54) are not new, and we �rst enountered them in [9℄.More re�ned asymptotis show that, in fat, the error deay rate is ubi for the o�-diagonal terms, and quarti for the diagonal ones, see [3℄. In the seond step, we onstruta stroke for whih we an prove, using (B.52), that the displaement of the enter of massis nonzero, making impossible that M = X .Step 1. We note that for x, y su�iently large, the matrix S∞(x, y) is uniformly diagonaldominant and therefore there exist α > 0, x0 > 0 suh that
∥
∥
∥
∥
∥
∥

S∞(x, y)





f (1)

f (2)

f (3)





∥
∥
∥
∥
∥
∥

≥ α

∥
∥
∥
∥
∥
∥





f (1)

f (2)

f (3)





∥
∥
∥
∥
∥
∥

, ∀x, y > x0 . (B.55)Next, we reall that if u satis�es the homogeneous Stokes equations outside Ω, with
u|∂B(i) = u(i) a onstant, then u an be written as

u(r) =

3∑

i=1

∫

∂B(i)

G(r − r′)t(i)(r′) dr′ . (B.56)Here the Stokeslet
G(r) =

1

8πη

(
1

|r| +
r ⊗ r

|r|3
) (B.57)is the fundamental solution of Stokes equation and t(i) = σn|∂B(i) is the fore per unitarea on ∂B(i).We now onstrut an approximate solution to the three�sphere Stokes problem byusing, as a building blok, the solution to the outer Stokes problem with uniform Dirihletdata on one sphere (one�sphere Stokes solution). Let γ the boundary of a smooth boundeddomain and onsider the spaeH(Γ) = H− 1

2 (Γ,R3)/R, whereR is the equivalene relation
tR t′ i� t − t′ = λn with λ ∈ R and n the unit normal to Γ (this is needed beause theinterior pressure p inside Γ is de�ned to within a onstant, see [7, p. 157℄). We de�nethe map Φ from H(∂B(1)) × H(∂B(2)) × H(∂B(3)) to H 1

2 (∂B(1),R3) × H
1
2 (∂B(2),R3) ×

H
1
2 (∂B(3),R3) given by





v(1)

v(2)

v(3)



 = Φ





g(1)

g(2)

g(3)



 =






T
(11)
0 T

(12)
−x T

(13)
−(x+y)

T
(21)
x T

(22)
0 T

(23)
−y

T
(31)
(x+y) T

(32)
y T

(33)
0










g(1)

g(2)

g(3)



 , (B.58)205



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an examplewhere the operators T (ij)
z : H(∂B(j)) → H

1
2 (∂B(i),R3) are de�ned by

T (ij)
z g(j)(r) =

∫

∂B(j)

G(z~ı+ r − r′)g(j)(r′) dr′ for r ∈ ∂B(i). (B.59)where ~ı is the unit vetor along the horizontal axis, see Fig. B.1. It is lear from (B.56)that
Φ(t(1), t(2), t(3)) = (u|∂B(1) , u|∂B(2), u|∂B(3))

= (u(1), u(2), u(3)).Moreover, Φ de�nes an isomorphism beause the Stokes problem is well posed and theintegral representation (B.56) is unique. We shall see that Φ is also uniformly oerive for
(x, y) su�iently large.It is well-known (see [7, eq. (5.31)℄ that T (ii)

0 is oerive on H(∂B(i)), meaning thatthere exists α0 > 0 suh that
∀g ∈ H(∂B(i)),

〈

g, T
(ii)
0 g

〉

H− 1
2 (∂B(i)),H

1
2 (∂B(i))

≥ α0||g||2H(∂B(i)), (B.60)while an easy estimate gives (due to the deay of G at in�nity) for z >> a,
||T (ij)

z ||
L

“

H(∂B(j)),H
1
2 (∂B(i))

” ≤ C

|z| . (B.61)The oeriveness of T0 (B.60) together with the estimate (B.61) give the following uniformoeriveness estimate for Φ : ∃X > 0, s.t. ∀x, y > X,

〈
(g(1), g(2), g(3)),Φ(g(1), g(2), g(3))

〉
≥ α

∥
∥(g(1), g(2), g(3))

∥
∥

2
. (B.62)Now, for a given veloity V of the ball B, we all uV the one�sphere Stokes solutionoutside B, namely, the solution of the homogeneous Stokes equations whih vanishes atin�nity and whose trae on ∂B is equal to V . Stokes formula gives the drag fore FVgenerated in this ase as

FV = −
∫

∂B

σ(uV )n = 6πaηV. (B.63)For the three values U = (u(1), u(2), u(3))t of the veloity of the spheres, we ompute thedrags F = (F (1), F (2), F (3))t solutions to the system S∞(x, y)F = U , and the orrespon-ding veloities V (i) =
F (i)

6πaη
. We then ompute

(w(1), w(2), w(3)) = Φ(t(1) − σ(uV (1))n, t(2) − σ(uV (2))n, t(3) − σ(uV (3))n) (B.64)and get






w(1)(r) = u(1) − V (1) − uV (2)(−x~ı + r) − uV (3)(−(x+ y)~ı+ r),
w(2)(r) = u(2) − V (2) − uV (1)(x~ı + r) − uV (3)(−y~ı+ r),
w(3)(r) = u(3) − V (3) − uV (1)((x+ y)~ı+ r) − uV (2)(y~ı+ r).

(B.65)206



B.3. Proof of Theorem 1Moreover, using (B.56), we infer for r ∈ ∂B and |z| >> a (sine uV = V u1)
uV (z~ı+ r) =

∫

∂B

G(z~ı+ r − r′)σ(uV )(r′)n(r′) dr′

= G(z~ı)

∫

∂B

σ(uV )(r′)n(r′) dr′ +O

( |V |
z2

)

=
FV

4πη|z| +O

( |V |
z2

)from the analyti expression of G and (B.63). Sine S∞F = U , plugging these expressionsinto (B.65) leads to the uniform estimate
∃C > 0, s.t. ∀r ∈ ∂B(i), |w(i)(r)| ≤ C||(V (1), V (2), V (3))||

min(x, y)2
. (B.66)Sine Φ satis�es the uniform oeriveness estimate (B.62), one dedues that

α||t(i) − σ(uV (i))n||2H(∂B(i)) ≤
3∑

j=1

〈
t(j) − σ(uV (j))n, w(j)

〉

H− 1
2 (∂B(j)),H

1
2 (∂B(j))

≤
3∑

j=1

||t(j) − σ(uV (j))n||H(∂B(j))||w(j)||
H

1
2 (∂B(j))

,from whih we obtain
|f (i) − F (i)| =

∣
∣
∣
∣

∫

t(i) − σ(uV (i))n

∣
∣
∣
∣

≤ ||t(i) − σ(uV (i))n||H(∂B(i))||1||H 1
2 (∂B(i))

≤ C
3∑

j=1

||w(j)||
H

1
2 (∂B(j))

≤ C||(F (1), F (2), F (3))||
min(x, y)2

,from (B.66) and Vi =
Fi

6πaη
. Writing

||S − S∞|| = || − S(S−1 − S−1
∞ )S∞||

≤ ||S|| ||S−1 − S−1
∞ || ||S∞|| ,for the matriial norm ||.|| establishes (B.52).

207



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleStep 2. Let L and K be two numbers whih are meant to tend to in�nity with theonstraint that
1 << K << L. (B.67)We onsider the square loop in the spae of shapes desribed by (x, y) : (L,L) → (L +

K,L) → (L+K,L+K) → (L,L+K) → (L,L). The displaement of the enter of massgenerated by suh a stroke is given by (B.21)
∆c =

∫ L+K

L

Vx(x, L)+

∫ L+K

L

Vy(L+K, y)+

∫ L

L+K

Vx(x, L+K)+

∫ L

L+K

Vy(L, y). (B.68)From symmetry, it is not di�ult to see that Vx(x, y) = −Vy(y, x) for all x, y > r, whihimplies
∫ L+K

L

Vx(x, L) =

∫ L

L+K

Vy(L, y) and ∫ L+K

L

Vy(L+K, y) =

∫ L

L+K

Vx(x, L+K), (B.69)and leads to
∆c = 2

∫ L+K

L

(Vx(x, L) − Vx(x, L+K)) dx. (B.70)But, sine Vx(x, y) =
det(S(x, y)ec, S(x, y)ey, ec)det(S(x, y)ex, S(x, y)ey, ec)

, and using estimate (B.52) of S(x, y) forlarge (x, y), we get
Vx(x, y) =

a

6

(

−1

x
− 1

x+ y
+

2

y

)

+O

(
1

min(x, y)2

)

.Therefore,
6

a
∆c = 2

∫ L+K

L

− 1

x+ L
+

1

x+ L+K
+

2

L
− 2

L+K
+O

(
1

L2

)

= 2 ln

(

1 + K
L

(
1 + K

2L

)2

)

+
4K2

L(L+K)
+O

(
K

L2

)

=
7K2

2L2
+O

(
K

L2

)

.Taking K =
√
L leads, for L su�iently large, to a non zero displaement ∆c provinglemma 2.B.4 A numerial algorithm for omputing optimal strokesIn this setion, we propose an algorithm for the omputation of a stroke of maximale�ieny. We reall that E�−1 =

1
T

∫ T

0
(f, u)

6πηAc̄2
, (B.71)208



B.4. A numerial algorithm for omputing optimal strokeswhere we have set (f, u) =
∑

i f
(i)u(i), and remark that E� is a non-dimensional quantity,invariant under an a�ne hange of parametrization of time. Thus, we an set T = 1s and

c̄ = ∆c. The problem we intend to solve numerially is to �nd optimal strokes. By thiswe mean to �nd, for eah given initial shape (x0, y0) ∈ S, the stroke γ : [0, 1] → S with
γ(0) = γ(1) = (x0, y0), (B.72)whih performs a given displaement

∆c =

∫ 1

0

V (γ) · dγ (B.73)with maximal e�ieny. In view of (B.71), this means to solve the following onstrainedminimization problem :
min

γ∈A(x0,y0,∆c)

∫ 1

0

(f(γ(τ)), u(γ(τ))) dτ, (B.74)where
A(x0, y0,∆c) =

{

γ : [0, 1] → S s.t. γ(0) = γ(1) = (x0, y0)and ∫ 1

0

V · dγ = ∆c
}

. (B.75)From (B.16), one has f = αxUx + αyUy with
Ux =

Sey × ec

Sex · (Sey × ec)
, Uy = − Sex × ec

Sex · (Sey × ec)
. (B.76)Sine γ̇ = (αx, αy),

(f, u) = (f, Sf)

= gxxα
2
x + 2gxyαxαy + gyyα

2
y

= (Gγ̇, γ̇)where the symmetri and positive de�nite matrix G is given by
G(x, y) =

(
gxx gxy

gyx gyy

)

=

(
(SUx, Ux) (SUx, Uy)
(SUy, Ux) (SUy, Uy)

)

. (B.77)Introduing the Lagrange multiplier λ assoiated with the onstraint (B.73), the Euler-Lagrange equation for (B.74) is
− ˙

(G ˙ )γ +
1

2

(
(∂xGγ̇, γ̇)
(∂yGγ̇, γ̇)

)

+ λurl V (γ)γ̇⊥ = 0. (B.78)where ∂xG and ∂yG stand for the x and y derivatives of the matrix G. 209



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleRemark 2 We wish to point out an interesting onnetion with sub�Riemannian geome-try, whih has guided our analysis, see [11℄. Introduing for any path γ ∈ S

c(s) = c0 +

∫ s

0

V (γ(τ)) · γ̇(τ) dτ , ∀s ∈ [0, 1] , (B.79)then X = (γ, c) desribes a urve in the three-dimensional spae X whose tangent Ẋ isonstrained to belong to a two-dimensional plane TX = span(Fx, Fy). The dissipation rate
(f, u) gives, in the loal basis (Fx, Fy) the square of the length of Ẋ.Therefore, with the metri given by (B.77) de�ned on TX , our optimal strokes des-ribe the shortest sub�Riemannian geodesis in X joining (x0, y0, c0) to (x0, y0, c0 + ∆c).Equation (B.78) is the general equation for sub-Riemannian geodesis, along whih theHamiltonian (Gγ̇, γ̇) is onstant. The existene of a minimizing geodesi joining any twopoints in state spae follows from general theorems. Indeed, the system (B.23) being ana-lyti and globally ontrollable, the Lie algebra Lie(Fx, Fy) is of dimension 3 everywherein state spae (see [1℄). This in turn implies the existene of minimizing geodesis [14,Theorem 1.19℄.We now desribe our algorithm for solving (B.74). It is based on the solution of theCauhy problem for (B.78), with given trial value for λ, and a suitable shooting method.Namely, for given initial shape (x0, y0), and given trial initial veloity (ẋ0, ẏ0), we omputethe unique solution (x(t), y(t)) of the seond order ODE (B.78) with a lassial Runge-Kutta method. The funtions V (x, y) and G(x, y) whih appear as oe�ients in (B.78)are omputed at several points of S using a 3D axisymmetri �nite element Stokes solverand then interpolated (see below for further details). In order to enfore the onstraints(B.72) and (B.73), we introdue the funtion Ψ : R

3 → X de�ned by
Ψ(ẋ0, ẏ0, λ) =

(

x(1), y(1),

∫ 1

0

(Vx(x, y)ẋ+ Vy(x, y)ẏ) dτ

)

, (B.80)and rewrite the original problem (B.74) asFind a triplet (ẋ0, ẏ0, λ) suh that Ψ(ẋ0, ẏ0, λ) = (x0, y0,∆c). (B.81)This is solved with the following algorithm.Algorithm 1 (shooting method)0. Provide a target Z̄ = (x0, y0,∆c) and a parameter N1. Compute the values of V and G at several points of the spae of shapes and inter-polate the values2. Start with an initial guess θ0 = (ẋ0, ẏ0, λ)3. Loop for n = 0 · · ·N − 1� Compute Zn = Ψ(θn) by solving (B.78) with a Runge-Kutta method� Compute θn+1 = θn +DΨ(θn)−1
(

Z̄−Zn

N−n

)4. (Newton's method) Loop for n ≥ N until θn onverges to θ∞� Compute Zn = Ψ(θn) by solving (B.78) with a Runge-Kutta method210



B.5. Examples of optimal strokes� Compute θn+1 = θn +DΨ(θn)−1
(
Z̄ − Zn

)5. Compute the (optimal) stroke γ∞ from θ∞6. Compute the fore laws from γ∞ and (B.22)After the initializations, step 3. of the algorithm is a Newton type method for whih thegap between initial guess and unknown target has been subdivided into N inrements. Asuitably large value has been hosen for N in order to obtain onvergene of the algorithm.Moreover, steps 3. and 4. require the solution of a linear system at eah iteration withoe�ients given by the 3 × 3 matrix DΨ(θn). The matrix DΨ(θ) is obtained by �nitedi�erenes from the approximation
DΨ(θ)δθ ∼ Ψ(θ + δθ) − Ψ(θ), (B.82)by setting δθ = (ǫ, 0, 0), (0, ǫ, 0) and (0, 0, ǫ) with ǫ small.Depending on the initial guess θ0 in step 2., the algorithm produes di�erent geodesistrokes. Among the omputed geodesi strokes, the one with maximal e�ieny is seletedas the optimal stroke.B.5 Examples of optimal strokesIn this setion we desribe some numerial experiments demonstrating the signi�aneof our approah and the reliability of the algorithm. For our tests, we have taken parameter

N of Algorithm 1 equal to 30. For what onerns geometri and material parameters, oursimulations desribe, say, spheres of radius a = 0.05mm swimming in a medium withthe kinemati visosity of water (ν = η
ρ

= 1mm2s−1). Setting T = 1 s, this results in aReynolds number of the order Re = a2ν = 0.0025. The interpolation stage (step 1. ofAlgorithm 1) has been done by omputing the quantities V (x, y) and G(x, y) at 50 × 50equally spaed points in the region [0.125mm, 0.7mm]2 of the spae of shapes S withan axisymmetri �nite element Stokes solver (based on FREEFEM [8℄). The simulationdomain has been restrited to a large bounding box of size 5mm × 5mm around Ω onthe boundary of whih we have taken homogeneous Dirihlet boundary ondition for theveloity. In fat, we only take fores that satisfy (B.2), hene the veloity is expeted todeay like 1/|r|2 as r tends to in�nity. We have then found the polynomial in (1/x, 1/y)giving the best least square �t of these values (a polynomial of degree 4 in eah variableproved to be su�ient). Eventually, urlV has been omputed by exat di�erentiation ofthis polynomial. The numerial results of this setion have been validated by omparingwith the results of diret �nite element simulations, with an error in the predited poweronsumption not exeeding one perent.
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Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an exampleB.5.1 Optimal strokes versus square loopsFor a given initial shape (x0, y0) = (0.3mm, 0.3mm), and two di�erent given displa-ements ∆c1 = 0.001mm and ∆c2 = 0.01mm we have ompared the e�ieny of ouroptimal strokes with the square one proposed by Naja� and Golestanian (NG stroke)[16℄. In addition, we show the performane of a square loop in whih the distanes bet-ween the balls are inreased, instead of being dereased, in the �rst two legs of the loop.The expended energy in all ases are given in Table B.1 while the strokes are shown inFig. B.2. The optimal strokes are shown superimposed on the graph of urlV in Fig. B.3.
∆c(mm) Optimal stroke NG stroke Naive stroke0.001 0.0307 0.0405 0.05890.010 0.229 0.278 0.914Tab. B.1 � Energy onsumption (J).
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Fig. B.2 � Optimal strokes and square strokes whih indue the same displaement ∆c =
0.01mm (left) and ∆c = 0.001mm (right) in T = 1 s.The optimal stroke gives a notieable e�ieny improvement. It is remarkable that, inour regime, there is a drasti di�erene, for a given initial shape, between the two squareloops. By ontrast, in the limiting regimes of small spheres or small deformations, thisdi�erene disappears.B.5.2 Multipliity of geodesi strokesAs already mentioned, depending on the initial parameters θ0 in our algorithm, onean onverge to di�erent geodesi strokes. This is due to the fat that the geodesis joiningtwo points in X are not unique. These geodesis, when projeted on S give more and moreinvolved strokes, and the shortest one gives best e�ienies. In Fig. B.4 we have shownthree of them for the same parameters as before whih have been named aording totheir shape. The orresponding expended energies are given in Table B.2.212



B.5. Examples of optimal strokes
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Fig. B.3 � Optimal strokes (for ∆c = 0.01mm and ∆c = 0.001mm in T = 1 s) andequally spaed level urves of urlV .
∆c(mm) Drop Bean Pretzel0.001 0.0307 0.0387 0.06370.010 0.229 0.451 0.529Tab. B.2 � Energy onsumption (J).We remark that, for small ∆c, url V (x, y) and G(x, y) are essentially onstant andequal to their values at (x0, y0). In this ase, it is well known (from sub�Riemanniangeometry) that geodesis projet to ellipses. Therefore, in the small ∆c regime, all geodesistrokes ollapse to ellipses.B.5.3 Swimming with many strokesOne an move of an amount ∆c in time T = 1 s by exeuting n idential strokes, witheah of whih one moves by ∆c/n. We have investigated the di�erene in terms of poweronsumption with respet to n and again (x0, y0,∆c) = (0.3mm, 0.3mm, 0.01mm). Tothis aim, we have omputed the energy onsumption of the n-stroke movement relative tothe one using a single stroke. The results are summarized in Fig. B.5 where it is shown thatthis relative energy onsumption reahes an asymptoti value for large n. As expeted,the fewer the strokes, the bigger the e�ieny, and reahing the target in just one strokeis the most preferable strategy, whenever possible. The opposite one, namely, performing213



Annexe B. Optimal strokes for low Reynolds number swimmers : an example
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Fig. B.4 � Three geodesi strokes (obtained by projeting geodesis onto the spae ofshapes S) with ∆c = 0.01mm (left) and ∆c = 0.001mm (right) in T = 1 s.many small shape hanges around (x0, y0) is most ine�ient.If the shape of the system is onstrained to lie in a subset S̄ ⊂ S, say, for biologial ortehnologial reasons, then the optimal swimming strategy requires exploring the largestallowed shape hanges in S̄ leaving (x0, y0,∆c) as adjustable parameters. Resolving thehydrodynami interations in this regime annot be based on asymptoti formulas suhas (B.54), and it alls for numerial tools suh as the ones we have used in this setion.B.6 DisussionWe have shown how to formulate and solve numerially the problem of �nding optimalstrokes for low Reynolds number swimmers by foussing on the three-sphere swimmer ofNaja� and Golestanian (a simple, yet representative example).The theoretial part of our analysis shows how to address quantitatively swimmingas the problem of ontrolling shape in order to produe a net displaement at the endof one stroke. By asting the problem in the language of ontrol theory, we redue theproblem of swimming to the ontrollability of the system, and the searh of optimal strokesto an optimal ontrol problem leading to the omputation of suitable sub�Riemanniangeodesis. The numerial solution we �nd for the optimal stroke leads to an inrease ofe�ieny exeeding 300% with respet to more naive proposals.Muh remains to be done. On the one hand, if one is interested in the optimal swim-ming strategy to reah a given target from a given initial position, the hoie of a shapearound whih to �utuate and the distane traveled with eah stroke are parameters, to beoptimized subjet to suitable onstraints. On the other hand, the three-sphere swimmeris just an example. Its simpliity enables us to arry out the analysis by using expliitformulas, while the study of biologially relevant swimmers will require more abstratmathematial tools.We are working on extensions of our work in both of these two diretions. However,we believe that our paper provides a signi�ant head start. For both the questions of214



B.6. Disussion
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Annexe C. Dérivation de fontions à variations bornées : mesures di�érentiellesDans ette annexe, nous donnons la dé�nition et quelques propriétés de la mesure dif-férentielle d'une fontion à variation bornée, sur lesquelles s'appuie la démonstration de laonvergene du shéma numérique vers le modèle de ontat visqueux partiule/plan dansle hapitre 4. Nous préisons également ii le sens que nous donnons aux équations (4.8)et (4.10) du problème (P ′,4.12) énoné page 95 :
mq̈ = mf + λ et γ̇ = −λ.Les résultats de la setion 1 sont issus de [67, Ch1�6℄ et eux de la seonde setion de [67,Ch1�8℄.On note BV (I) l'ensemble des fontions à variation bornée sur I et, pour f dans

BV (I), on note Var(f ; I) sa variation sur I.C.1 Mesure di�érentielleSoit I un intervalle réel. On note S = {S ⊂ I, |S| < +∞} les sous-ensembles �nis de
I. On appelle interalaire toute appliation θ telle que

θ : S −→ S ave θi
S ∈ [τi−1, τi] pour i = 1 . . . n

S = {τ0, . . . , τn} 7−→ {θ1
S, . . . , θ

n
S}Soit f : I → R, pour tout S ∈ S, θ interalaire et φ ∈ C0

0(I) (ontinue à support ompatdans I) on note :
M(S, θ, φ) =

n∑

i=1

φ(θi
S)(f(τi) − f(τi−1)).Propriété C.1 Soit f ∈ BV (I). Pour tout φ ∈ C0

0(I) et θ interalaire, M(S, θ, φ)onverge quand le pas de la subdivision S tend vers zéro. La limite obtenue est indé-pendante de θ et de la suite S. On note ette limite ∫ φdf (intégrale de Stieltjes). On ade plus l'inégalité suivante :
∣
∣
∣
∣

∫

φdf

∣
∣
∣
∣
≤ ‖φ‖∞Var(f ; I)e qui montre que l'appliation φ 7→

∫
φdf appartient au dual topologique de C0

0(I), noté
M(I).Dé�nition C.2 La mesure obtenue i-dessus est appelée mesure di�érentielle (ou mesurede Stieltjes) de la fontion f ∈ BV (I). Elle est notée df et appartient à M(I).Remarque C.3 On véri�e failement que la mesure di�érentielle de la fontion identitéest la mesure de Lebesgue (notée dt) et que si f ∈ C1(I) on a df = f ′(t)dt.220



C.2. Sous-intervallesC.2 Sous-intervallesOn a vu i-dessus que, si f est à variation bornée, on peut dé�nir sa mesure di�érentiellequi appartient à M(I).Soit J la fontion indiatrie d'un intervalle valant 1 sur J et 0 ailleurs. En l'approhantpar des fontions ontinues à support ompat (φn)n, on peut dé�nir, pour f ∈ BV (I)

∫

J

df = 〈df, 1J〉 def= lim
n→+∞

〈df, φn〉.Pour f à variation bornée sur I et t ∈ ◦

I, on note respetivement f(t−) et f(t+) leslimites à droite et à gauhe de f en t. Par onvention, si I ontient sa borne de gauhe a,on note f(a−) = f(a). De même, si I ontient sa borne de droite, on note f(b+) = f(b).En utilisant la dé�nition de la mesure di�érentielle on peut montrer :Propriété C.4 Soit f ∈ BV (I). Pour tout sous-intervalle ompat [a, b] de I on a
∫

[a,b]

df = f(b+) − f(a−).En partiulier, pour tout a ∈ I, la mesure du singleton {a} pour df vaut
∫

{a}

df = f(a+) − f(a−).On peut étendre es résultats à des intervalles non ompats pour obtenir :Corollaire C.5 Si a et b sont deux éléments de I ave a ≤ b, on a
∫

]a,b]

df = f(b+) − f(a+) et ∫

[a,b[

df = f(b−) − f(a−).De plus, si a < b, ∫
]a,b[

df = f(b−) − f(a+).NotationsD'après e qui préède, puisque q̇ et γ appartiennent à BV (I), les équations (4.8)et (4.10) du problème (P ′,4.12) devraient s'érire
mdq̇ = mf(t)dt+ λ et dγ = −λ dans M(I). (C.1)Pour des raisons de lisibilité, nous avons hoisi de noter (C.1) sous la forme

mq̈ = mf + λ et γ̇ = −λ, 221



Annexe C. Dérivation de fontions à variations bornées : mesures di�érentiellesqui est exate en dehors des instants d'impat d'après la remarque C.3. Il s'agit bienentendu d'un abus de notation et on gardera en mémoire qu'il s'agit d'une égalité demesures. Ave es notations, la propriété C.4 se réérit par exemple pour γ et q̇,
∫

[a,b]

γ̇ = γ(b+) − γ(a−) et ∫

{a}

γ̇ = γ(a+) − γ(a−),

∫

[a,b]

q̈ = q̇(b+) − q̇(a−) et ∫

{a}

q̈ = q̇(a+) − q̇(a−).
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Annexe D. Démonstration de l'équivalene entre (P) et (P ′) énonée page 95Dans ette annexe, nous montrons l'équivalene entre le modèle de ontat visqueux (P,4.4)donné page 89 et le problème (P ′,4.12) énoné page 95 que l'on utilise pour érire l'algo-rithme 4.1.On se donne un intervalle I et f ∈ L1(I). Rappelons les dé�nitions de (P) et de (P ′) :
(P)







q ∈W 1,∞(I), γ ∈ L∞(I),
q(0) = q0 > 0, q̇(0) = u0

mq̇ + γ = mũ presque partout
qγ = 0 presque partout
q ≥ 0, γ ≤ 0 presque partoutoù ũ(t) = u0 +

∫ t

0

f.

(P ′)







q ∈W 1,∞(I), q̇ ∈ BV (I), γ ∈ BV (I),
q(0) = q0 > 0, q̇(0) = u0, γ(0) = 0

q̇(t+) = ΠCq,γ (t)q̇(t
−) (4.7)

mq̈ = mf + λ dans M(I) (4.8)supp(λ) ⊂ {t, q(t) = 0} (4.9)
γ̇ = −λ (4.10)
q ≥ 0, γ ≤ 0 presque partout (4.11)où Cq,γ(t) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

{0} si γ(t−) < 0,
R

+ si γ(t−) = 0, q(t) = 0,
R sinon .Rappelons également (voir annexe C) que, si g ∈ BV (I) et si s ≤ t ave s, t dans

]0, T [, on a
∫

[s,t]

ġ = g(t+) − g(s−),ou enore ∫

{s}

ġ = g(s+) − g(s−).Les intégrations sur les autres types d'intervalles s'érivent de la même façon. La premièreégalité est également valable pour s = 0 ave g(0−) = g(0) par onvention.Le théorème que l'on souhaite démontrer (énoné page 95) est le suivant :Théorème 4.9 Soit I = [0, T ] un intervalle, q ∈ W 1,∞(I) ave q̇ ∈ BV (I), et γ ∈
BV (I).224



On suppose qu'il existe N1 et N2, entiers naturels, et (ai, bi)i=1...N1, (ci)i=1...N2 dans
[0, T ] tels que

{t ∈ [0, T ], q(t) = 0} =

N1⋃

i=1

[ai, bi]

N2⋃

i=1

{ci}.Alors,
(q, γ) solution de (P ′,4.12) ⇐⇒ (q, γ) solution de (P,4.4).Les deux propriétés qui suivent orrespondent à haune des impliations à démontrer.Propriété D.1 Soit (q, γ) une solution de (P ′). On suppose qu'il existe N1 et N2, entiersnaturels, et (ai, bi)i=1...N1, (ci)i=1...N2 dans [0, T ] tels que

{t ∈ [0, T ], q(t) = 0} =

N1⋃

i=1

[ai, bi]

N2⋃

i=1

{ci}.Alors (q, γ) est solution de (P).Démonstration : Si (q, γ) est une solution de (P ′), en intégrant (4.8) sur [0, t] onobtient pour tout t,
mq̇(t+) −mq̇(0) = m

∫ t

0

f −
(
γ(t+) − γ(0)

)et don
mq̇(t+) + γ(t+) = mq̇(0) +m

∫ t

0

f = mũ(t).Or, omme mq̇ + γ est dans BV (I), elle est ontinue presque partout et on a
mq̇ + γ = mũ presque partout sur [0, T ].De plus, omme (q, γ) est solution de (P ′), on a q ≥ 0 et γ ≤ 0. Par onséquent, pourmontrer que (q, γ) est solution de (P), il reste à montrer que qγ = 0. Pour ela, nousallons proéder par étapes.1. Comme q(0) est stritement positif et q est ontinu, le premier zéro de q est atteintau temps t̄ = min(a1, c1) > 0.PSfrag replaements q

t̄ 225



Annexe D. Démonstration de l'équivalene entre (P) et (P ′) énonée page 95Alors, q est stritement positif sur [0, t̄[ et q(t̄) = 0. Montrons que γ est nulle suret intervalle. Soit t ⊂]0, t̄[, d'après (4.10) intégré sur [0, t] on a
γ(t+) − γ(0−) = 〈λ, 1[0,t]〉.Or, omme γ est dans BV (I), elle est ontinue presque partout et on a

γ = γ(0−) = γ(0) = 0 presque partout sur [0, t̄[.On a don montré que qγ = 0 presque partout sur [0, t̄[. Si t̄ = T on a �ni, sinon,on passe à l'étape 2.2. Par dé�nition, t̄ est égal à a1 ou c1.PSfrag replaements
q

t̄ = a1 t∗ = b1

PSfrag replaements
q

t̄ = c1 = t∗Si t̄ = c1, on pose t∗ = c1 et on passe à l'étape 3. Dans l'autre as, on pose t∗ = b1.Comme q est nulle sur [a1, b1], on a alors qγ = 0 sur [a1, b1] = [t̄, t∗]. Dans e as, si
t∗ = T on a �ni, sinon on passe à également l'étape 3.3. L'hypothèse sur les zéros de q donne l'existene d'un t1 > t∗ pour lequel q eststritement positif sur ]t∗, t1[ (il est déjà positif ou nul par hypothèse).PSfrag replaements

q

t̄ = t∗ t1

PSfrag replaements
q

t̄ t∗ t1Montrons que γ est presque partout nul sur et intervalle. Le même raisonnementqu'à l'étape 1 montre que γ y est onstant :
γ = γ(t+∗ ) presque partout sur ]t∗, t1[.Montrons par l'absurde que γ(t+∗ ) est nul. S'il ne l'était pas, il serait stritementnégatif (il est négatif ou nul par hypothèse) et, par dé�nition de la limite à droite,il existerait ε > 0 tel que

γ < 0 sur ]t∗, t∗ + ε[⊂ ]t∗, t1[.Mais alors, Cq,γ(t) = {0} sur ]t∗, t∗ + ε[ et l'équation (4.7) donne q̇(t+) = 0 sur etintervalle. Or, q̇ est dans BV (I) par hypothèse et est don ontinue presque partout.226



Ainsi, q̇(t) = 0 presque partout sur [t∗, t∗ + ε[. Par onséquent, omme q ∈W 1,∞(I),on a q = q(t∗) = 0 sur [t∗, t∗ + ε[, e qui est en ontradition ave t∗ = b1 ou t∗ = c1.On a don néessairement γ(t+∗ ) = 0 et ainsi
γ = 0 presque partout sur ]t∗, t1[,et qγ = 0 presque partout sur ]t∗, t1[. Si t1 = T on a �ni, sinon on passe à l'étape 4.4. On a don obtenu t1 > 0 tel que
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

qγ = 0 presque partout sur [0, t1]

q(t1) > 0

γ(t−1 ) = 0

a1 ∈]0, t1[ ou c1 ∈]0, t1[On itère alors le proédé qui s'arrête puisqu'il y a un nombre �ni de ai et ci. Onobtient (t0 = 0, . . . , ti, . . . , tN = T ) tel que qγ = 0 presque partout sur ]ti, ti+1[. Ona don bien le résultat souhaité :
qγ = 0 presque partout sur [0, T ].Cei termine la démonstration. �Propriété D.2 Soit (q, γ) une solution de (P) telle que q̇ et γ soient dans BV (I). Onsuppose qu'il existe N1 et N2, entiers naturels, et (ai, bi)i=1...N1, (ci)i=1...N2 dans [0, T ] telsque

{t ∈ [0, T ], q(t) = 0} =

N1⋃

i=1

[ai, bi]

N2⋃

i=1

{ci}.Alors , (q, γ) est solution de (P ′).Démonstration : Si (q, γ) une solution de (P), en alulant la mesure di�érentiellede haun des termes de droite et de gauhe de l'égalité (presque partout) q̇ + γ = ũ, onobtient
mq̈ = mf + λ,où λ = −γ̇ et don les équations (4.8) et (4.10) sont véri�ées.De plus, omme (q, γ) est solution de (P), on a q ≥ 0 et γ ≤ 0. L'égalité qγ = 0presque partout montre que γ est nulle presque partout sur les intervalles où q est nonnulle. Par onséquent, supp(γ̇) ⊂ {t, q(t) = 0}et (4.9) est également véri�ée.Pour montrer que (q, γ) est solution de (P ′), il reste à montrer que q̇(t+) = ΠCq,γ(t)q̇(t

−)sur ]0, T [. Pour ela, nous allons proéder par étapes, omme lors de la démonstrationpréédente. 227



Annexe D. Démonstration de l'équivalene entre (P) et (P ′) énonée page 951. Comme q(0) est stritement positif et q est ontinu, le premier zéro de q est atteintau temps t̄ = min(a1, c1) > 0.PSfrag replaements q

t̄Alors, q est stritement positif sur [0, t̄[ et don [0, t̄[⊂ supp(λ)c. Par onséquent, si
t ∈]0, t̄[

γ(t−) − γ(0+) = −〈λ, 1]0,t]〉 = 0,et
γ(t+) − γ(t−) = −〈λ, 1{t}〉 = 0.On obtient don
γ(t+) = γ(t−) = γ(0+) = 0.Alors, pour t ∈]0, t̄[, γ(t−) = 0 et q(t) > 0 implique

Cq,γ(t) = R sur ]0, t̄[,et, omme mq̈ + γ = mf , on a en intégrant sur {t},
q̇(t+) = q̇(t−) − (γ(t+) − γ(t−)) = q̇(t−).Finalement on a montré

q̇(t+) = ΠCq,γ(t)q̇(t
−) sur ]0, t̄[.Si t̄ = T on a �ni, sinon, on passe à l'étape 2.2. Comme γ(t̄−) = 0 et q(t̄) = 0, on a Cq,γ(t̄) = R

+. Comme q̇(t−) ≤ 0, pour vé-ri�er (4.7) en t̄, il faut montrer que q̇(t̄+) = 0. Par dé�nition, t̄ est égal à a1 ou
c1.S'il est égal à a1, q est onstant (nul) dans un voisinage à droite de a1 et on a bien
q̇(t̄+) = 0.Si t̄ est égal à c1, on est à un instant de déollement et don q̇(t+) ≥ 0. Raisonnonspar l'absurde et supposons q̇(t̄+) stritement positif. On a montré au début de ladémonstration que mq̈ + γ = mf . En intégrant ette équation sur {t̄} on obtient

γ(t̄+) = γ(t̄−) −m(q̇(t̄+) − q̇(t̄−)) = −m(q̇(t̄+) − q̇(t̄−))et, omme q̇(t̄−) ≤ 0 par dé�nition de c1, on obtient
γ(t̄+) < 0.228



Alors, par dé�nition de la limite à droite, γ est stritement négative sur un voisinageà droite de t̄ mais alors, la ontrainte qγ = 0 presque partout impose q = 0 sur evoisinage, e qui est impossible par dé�nition de c1. Don, q̇(t̄+) est néessairementnul.Dans les deux as, on a bien véri�é que
q̇(t̄+) = 0 = ΠCq,γ (t̄)q̇(t̄

−).On passe alors à l'étape suivante.3. Par dé�nition, t̄ est égal à a1 ou c1.PSfrag replaements
q

t̄ = a1 t∗ = b1

PSfrag replaements
q

t̄ = c1 = t∗Si t̄ = c1, on pose t∗ = c1 et on passe à l'étape 4. Dans l'autre as, on pose t∗ = b1.Alors, sur l'intervalle ]t̄, t∗[, on a q̇(t+) = q̇(t−) = 0 et la loi de ho (4.7) est alorsévidemment véri�ée. Dans e as, si t∗ = T on a �ni. Sinon, il faut véri�er (4.7) en
t∗. Or, par dé�nition, t∗ est un instant de déollement et on peut montrer ommedans l'étape 2 que q̇(t+∗ ) est nul. Comme q̇(t−∗ ) = 0, la loi de ho est bien véri�éeen t∗ et on passe à également l'étape 4.4. L'hypothèse sur les zéros de q donne l'existene d'un t1 > t∗ pour lequel q eststritement positif sur ]t∗, t1[ (il est déjà positif ou nul par hypothèse).PSfrag replaements

q

t̄ = t∗ t1

PSfrag replaements
q

t̄ t∗ t1Sur ]t∗, t1[, q est stritement positive. On proède omme à l'étape 1 pour montrerque
q̇(t+) = q̇(t−) = ΠCq,γ(t)q̇(t

−) sur ]t∗, t1[.5. Comme q est ontinue et q(t1) est stritement positive, q est enore stritementpositive jusqu'à t1 + ε ave ε > 0. Par onséquent, γ est nulle sur et intervalle eton peut montrer omme préédemment que
q̇(t+) = ΠCq,γ(t)q̇(t

−) sur [t∗, t1 + ε[. 229



Annexe D. Démonstration de l'équivalene entre (P) et (P ′) énonée page 95On a don obtenu t1 > 0 tel que
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

q̇(t+) = ΠCq,γ (t)q̇(t
−) sur ]0, t1]

q(t1) > 0

γ(t−1 ) = 0

a1 ∈]0, t1[ ou c1 ∈]0, t1[Comme dans la démonstration préédente, on itère alors le proédé qui s'arrêtepuisqu'il y a un nombre �ni de ai et ci. On obtient alors le résultat souhaité :
q̇(t+) = ΠCq,γ (t)q̇(t

−) sur ]0, T [.Cei termine la démonstration. �
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Annexe EProgrammation Orientée Objet et UML
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Annexe E. Programmation Orientée Objet et UMLNous avons utilisé la Programmation Orientée Objet pour implémenter l'algorithmede �ontat visqueux� multi-partiules en C++ (voir setion 5.3). Nous rappelons iibrièvement les prinipes de la Programmation Orientée Objet, présentons le langage UMLave lequel nous avons modélisé les di�érentes lasses utilisées, puis nous donnons leDiagramme des Classes détaillé de notre programme.Cette annexe s'inspire largement du ours Calul Sienti�que et Méthodes objet d'AlainLihnewsky4 (DEA Analyse Numérique et EDP, Orsay, 2003-2004).E.1 Programmation Orientée ObjetLa modélisation objet onsiste à réer une représentation informatique des élémentsauxquels on s'intéresse, sans se souier de l'implémentation. Autrement dit, ette modéli-sation est indépendante du langage de programmation utilisé. Il s'agit don de déterminerles objets présents et d'isoler leurs données et les fontions qui les utilisent. Les prinipalesaratéristiques de la Programmation Orientée Objets sont les suivantes :� Les objets : Il s'agit d'une struture de données qui répond à un ensemble deméthodes. Les données dé�nissent l'état de l'objet et les méthodes dérivent sonomportement.� Les lasses : C'est une desription d'objet préisant son omportement et le type deses données. Cela permet de réer des objets semblables qui seront appelés instanesde la lasse.� L'héritage : Prinipe permettant de réer une nouvelle lasse à partir d'une lasseexistante. Le nom d'héritage provient du fait que la lasse �lle (la lasse nouvellementréée) ontient les attributs de sa lasse parente (la lasse dont elle dérive). L'intérêtmajeur de l'héritage est de pouvoir dé�nir de nouveaux attributs et de nouvellesméthodes pour la lasse �lle qui viennent s'ajouter à eux et elles héritées de lalasse parente. On rée ainsi une hiérarhie de lasses sans avoir à repartir de rien.� Le polymorphisme : Alors que l'héritage onerne les lasses, le polymorphismeonerne les méthodes des objets. Il y a trois types de polymorphimes :� possibilité d'avoir des fontions de même nom dans des lasses di�érentes (ex :print dans toutes les lasses, voir setion E.3)� possibilité de dé�nir plusieurs fontions de même nom mais ave des paramêtresdi�érents en nombre ou en type� possibilité de redé�nir une méthode dans les lasses héritant d'une lasse de base,'est la spéialisation (ex : evol dans la lasse Objet, voir setion E.3). Il est alorspossible d'appeler la méthode d'un objet sans se souier de son type intrinsèque,'est le polymorphisme d'héritage.� L'enapsulation : rassembler les données et les méthodes au sein d'une strutureen ahant l'implémentation de l'objet. Les données d'un objet ne peuvent êtreobservées et modi�ées que par ses propres méthodes, e qui permet d'assurer laprotetion des données. Les méthodes sont utilisées par les autres objets ommedes �boîtes noires�. On peut ainsi modi�er la struture interne des objets ou desméthodes sans que ela ait d'impat sur les utilisateurs.4Laboratoire de Mathématiques, Université Paris-Sud, Orsay, Frane232



E.2. UMLE.2 UMLUML (Uni�ed Modeling Language) est un langage standardisé de modélisation Orien-tée Objet. Il s'agit d'un support méthodologique qui permet de modéliser le problème àtraiter. Sa représentation graphique permet une visualisation et une omparaison rapidedes variantes possibles. Il permet de représenter di�érents diagrammes. Dans notre tra-vail, nous avons utilisé le Diagramme des Classes qui dérit les lasses d'objets et leursrelations.Les représentations graphiques d'UML que nous avons utilisé sont les suivantes :� Classe : La donnée est prise dans un ensemble de valeurs orrespondant à son type.La méthode a une signature qui est le type des paramètres ainsi que elui de lavaleur retournée.
Fig. E.1 � Représentation UML : Classe� Agrégation : Il s'agit d'un assoiation asymétrique où l'un des objets est onsidéréomme dépendant ou faisant partie de l'autre. Le losange est toujours du �té del'agrégat : ii, la lasse B fait partie de la lasse A ou enore, une instane de A aaès à une instane de B. Cette agrégation peut être propriétaire, e qui signi�eque les instanes assoiées (de type A et B) sont réées et détruites en même temps.

Fig. E.2 � Représentation UML : Agrégation non propriétaire (à gauhe) et propriétaire(à droite)� Cardinalité : Une agrégation peut être un lien entre un objet de lasse A (l'agrégat)et plusieurs objets de lasse B. Le hi�re 1 sur la �gure E.3 préise que haque objetde B ne peut appartenir qu'à un objet de A. Le hi�re N dit que haque objet delasse A ontiendra N objets de lasse B. L'indiation Nmin..Nmax dirait qu'il peutontenir entre Nmin et Nmax objets de lasse B et * désigne un nombre arbitraire.
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Annexe E. Programmation Orientée Objet et UML
Fig. E.3 � Représentation UML : Cardinalité� Généralisation/Spéialisation : C'est le résultat du méanisme d'héritage. Unelasse A est une généralisation d'une lasse B si tous les objets de B ont parmi leursdonnées et méthodes elles des objets de A. Une lasse B est une spéialisation d'unelasse A si A généralise B.

Fig. E.4 � Représentation UML : Généralisation/SpéialisationE.3 Diagramme des Classes détailléNous donnons i-dessous la représentation UML détaillée du Diagrammes de Classesque nous avons utilisé. Celui-i a été présenté et justi�é dans la setion 5.3.
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E.3. Diagramme des Classes détailléClasse Objet

Fig. E.5 � Diagramme des lasses : Classe Objet

Fig. E.6 � Diagramme des lasses : Classe Partile
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Annexe E. Programmation Orientée Objet et UML

Fig. E.7 � Diagramme des lasses : Classe Obstale

Fig. E.8 � Diagramme des lasses : Classe Movement
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E.3. Diagramme des Classes détailléClasse Contats

Fig. E.9 � Diagramme des lasses : Classe Contat

Fig. E.10 � Diagramme des lasses : Classes Param_loi_Contat et Param_proj
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Annexe E. Programmation Orientée Objet et UMLGestion de la mémoire

Fig. E.11 � Diagramme des lasses : Classe Ens_Objets
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E.3. Diagramme des Classes détaillé

Fig. E.12 � Diagramme des lasses : Classe Ens_ContatsClasse Probleme_h

Fig. E.13 � Diagramme des lasses : Classe Probleme_h
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Annexe E. Programmation Orientée Objet et UMLClasse Contat_law_h

Fig. E.14 � Diagramme des lasses : Classe Contat_law_h

Fig. E.15 � Diagramme des lasses : Classe Meth_Neighbourgs
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E.3. Diagramme des Classes détailléClasse Vitesse_a_priori_h

Fig. E.16 � Diagramme des lasses : Classe Vitesse_a_priori_hClasse Meth_Projetion

Fig. E.17 � Diagramme des lasses : Classe Meth_Projetion
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Annexe FVers la forme faible de l'équation detransport

243



Annexe F. Vers la forme faible de l'équation de transportDans ette annexe, nous montrons un résultat lassique, sur lequel s'appuie la dé-monstration du lemme 6.17 dans le hapitre sur le boulier visqueux (page 164). Ce lemmemontre que (ρε, uε) véri�e l'équation de transport au sens de la dé�nition 6.9 page 157,
ρε étant onstante par moreaux.Propriété F.1 Soient φ ∈ C1

0([0, T [×]a, b[), ρ ∈ C1([0, T ]) et (a, b) ∈ C1([0, T ])2 à valeursdans [0, 1], ave a(t) < b(t) pour tout t dans [0, T ], alors
∫ 1

0

∫ T

0

ρ(t)∂tφ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx = −
∫ 1

0

∫ T

0

ρ′(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx

−
∫ 1

0

ρ(0)φ(0, x)1[a(0),b(0)](x)dx−
∫ T

0

[ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)) − ρ(t)a′(t)φ(t, a(t))]dt.Démonstration :Posons
Ih =

∫ 1

0

∫ T−h

0

ρ(t)
φ(t+ h, x) − φ(t, x)

h
1[a(t),b(t)](x)dtdx.On a

hIh =

∫ 1

0

∫ T−h

0

ρ(t)φ(t+ h, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx−
∫ 1

0

∫ T−h

0

ρ(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx.Un hangement de variable dans le première intégrale en temps donne
hIh =

∫ 1

0

∫ T

h

ρ(t− h)φ(t, x)1[a(t−h),b(t−h)](x)dtdx−
∫ 1

0

∫ T−h

0

ρ(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx.On déompose ette intégrale en 5 moreaux :
Ih = −I1

h − I2
h − I3

h + I4
h − I5

h,où
I1
h =

∫ 1

0

∫ T

h

ρ(t) − ρ(t− h)

h
φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx,

I2
h =

∫ 1

0

∫ T

h

ρ(t)φ(t, x)
1[a(t),b(t)](x) − 1[a(t−h),b(t−h)](x)

h
dtdx,

I3
h =

∫ 1

0

1

h

∫ h

0

ρ(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx,

I4
h =

∫ 1

0

∫ T

T−h

ρ(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx,

I5
h =

∫ 1

0

∫ T

h

[ρ(t− h) − ρ(t)]φ(t, x)
1[a(t),b(t)](x) − 1[a(t−h),b(t−h)](x)

h
dtdx.Pour démontrer le résultat souhaité, il su�t de montrer que244



Ih −→
h→0

∫ 1

0

∫ T

0

ρ(t)∂tφ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx,

I1
h −→

h→0

∫ 1

0

∫ T

0

ρ′(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dtdx,

I2
h −→

h→0

∫ T

0

[ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)) − ρ(t)a′(t)φ(t, a(t))] dt,

I3
h −→

h→0

∫ 1

0

ρ(0)φ(0, x)1[a(0),b(0)](x)dx,

I4
h −→

h→0
0,

I5
h −→

h→0
0.

• Etude de IhNotons
gh(t, x) = ρ(t)

φ(t+ h, x) − φ(t, x)

h
1[a(t),b(t)](x)1[h,T ](t).On a onvergene simple sur [0, T ] × [a, b] de gh vers ρ(t)∂tφ(t, x)1[a(t),b(t)](x) et lethéorème des aroissements �nis nous donne la majoration suivante sur [0, T ]×[a, b]

|gh(t, x)| ≤ ‖ρ‖L∞([0,1])‖∂tφ‖L∞([0,T ]×[a,b]).Le théorème de onvergene dominée nous donne don le résultat souhaité.
• Etude de I1

hOn proède de la même façon que pour Ih.
• Etude de I2

hFixons d'abord t dans [h, T ], et notons
γh(t) =

∫ 1

0

ρ(t)φ(t, x)
1[a(t),b(t)](x) − 1[a(t−h),b(t−h)](x)

h
dx.

a et b étant ontinues, pour h assez petit, on a a(t− h) < b(t), a(t − h) < b(t − h)et b(t − h) > a(t). Supposons (les autres as se traitent de la même façon) que
a(t− h) < a(t) < b(t− h) < b(t). Alors,

1]a(t),b(t)[(x) − 1]a(t−h),b(t−h)[(x) = 1]b(t−h),b(t)[ − 1]a(t−h),a(t)[et don,
γh(t) =

1

h

∫ b(t)

b(t−h)

ρ(t)φ(t, x)dx

︸ ︷︷ ︸

γb
h(t)

− 1

h

∫ a(t)

a(t−h)

ρ(t)φ(t, x)dx

︸ ︷︷ ︸

γa
h(t)

. 245



Annexe F. Vers la forme faible de l'équation de transportEtudions γb
h. On note

∆b
h(t) = γb

h(t) − ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)).On veut montrer que ∆b
h(t) tend vers zéro quand h tend vers zéro. Pour ela, onérit

∆b
h(t) =

1

h
ρ(t)

∫ b(t)

b(t−h)

[φ(t, x) − φ(t, b(t))]dx

+

[
b(t) − b(t− h)

h
− b′(t)

]

ρ(t)φ(t, b(t)).La ontinuité de x 7→ φ(t, x) en b(t) donne, pour ε > 0 �xé,
∃h1 > 0, ∀x, |x− b(t)| < h1 =⇒ |φ(t, x) − φ(t, b(t))| ≤ εpuis, la ontinuité de b en t donne

∃h2 > 0, ∀h̄ < h2, |b(t) − b(t− h̄)| < h1.Ainsi, on a obtenu
∀ε > 0, ∃h2 > 0, ∀h < h2, x ∈ [b(t− h), b(t)] =⇒ |φ(t, x) − φ(t, b(t))| ≤ ε,e qui nous permettra de majorer le premier terme de ∆b

h(t). Pour le seond terme,on utilise la dérivabilité de b en t qui nous donne, pour ε > 0 �xé
∃h3, ∀h̄ < h3,

∣
∣
∣
∣

b(t) − b(t− h̄)

h̄
− b′(t)

∣
∣
∣
∣
≤ εet on a

∀ε, , ∃h0 = min(h2, h3), ∀h < h0,

|∆b
h(t)| ≤ ε‖ρ‖L∞([0,1])

∣
∣
∣
∣

b(t) − b(t− h)

h

∣
∣
∣
∣
+ ε‖ρ‖L∞([0,1])‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b]).Le théorème des aroissements �nis nous permet �nalement d'érire

∀ε, , ∃h0 > 0, ∀h < h0,

|∆b
h(t)| ≤ ε

(
‖ρ‖L∞([0,1])‖∂tb‖L∞([0,1]) + ‖ρ‖L∞([0,1])‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b])

)
.On a don montré que ∆b

h(t) tend vers zéro quand h tend vers zéro, 'est-à-dire que
γb

h(t) tend vers ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)) quand h tend vers zéro. On peut faire de mêmepour γa
h(t) et on obtient �nalement, pour tout t de [h, T ],

γh(t) −→
h→0

ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)) − ρ(t)a′(t)φ(t, a(t)).On érit en�n que
I2
h =

∫ T

0

γh(t)1[h,T ](t)dt.246



Ce qui préède montre la onvergene simple de γh(t)1[h,T ](t) vers ρ(t)b′(t)φ(t, b(t))−
ρ(t)a′(t)φ(t, a(t)) pour tout t dans [0, T ] et on a la majoration suivante
∣
∣γh(t)1[h,T ]

∣
∣ ≤ |γh(t)| ≤ |γb

h(t)| + |γa
h(t)|

≤ ‖ρ‖L∞([0,1])‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b])

(∣
∣
∣
∣

b(t) − b(t− h)

h

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

a(t) − a(t− h)

h

∣
∣
∣
∣

)

≤ ‖ρ‖L∞([0,1])‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b])

(
‖∂tb‖L∞([0,1]) + ‖∂ta‖L∞([0,1])

)
.Le théorème de onvergene dominée nous permet don de onlure

I2
h −→

h→0

∫ T

0

[ρ(t)b′(t)φ(t, b(t)) − ρ(t)a′(t)φ(t, a(t))] dt.

• Etude de I3
hOn note, pour x dans [0, 1] donné,

∆h(x) =
1

h

(∫ h

0

ρ(t)φ(t, x)1[a(t),b(t)](x)dt

)

− ρ(0)φ(0, x)1[a(0),b(0)](x)On veut montrer que ∆h(x) tend vers zéro quand h tend vers zéro. On a
∆h(x) =

1

h

∫ h

0

[ρ(t)φ(t, x) − ρ(0)φ(0, x)]1[a(t),b(t)](x)dt

︸ ︷︷ ︸

Ah(x)

+
1

h

∫ h

0

ρ(0)φ(0, x)
[
1[a(t),b(t)](x) − 1[a(0),b(0)](x)

]
dt

︸ ︷︷ ︸

Bh(x)On utilise la ontinuité de t 7→ ρ(t)φ(t, x) en zéro pour obtenir
∀x ∈ [0, 1], ∀ε, ∃h1 > 0, ∀t ≤ h1, |ρ(t)φ(t, x) − ρ(0)φ(0, x)| ≤ ε,et don,

∀x ∈ [0, 1], ∀ε, ∃h1 > 0, ∀h ≤ h1, |Ah(x)| ≤ ε.Ainsi, Ah(x) −→
h→0

0 pour tout x dans [0, 1].On utilise ensuite la ontinuité de t 7→ a(t) et t 7→ b(t) en zéro pour obtenir
∀x ∈ [0, 1] \ {a(0), b(0)}, ∃h2 > 0, ∀t ≤ h2, 1[a(t),b(t)](x) − 1[a(0),b(0)](x) = 0,don,

∀x ∈ [0, 1] \ {a(0), b(0)}, ∃h2 > 0, ∀h ≤ h2, Bh(x) = 0.Ainsi, Bh(x) −→
h→0

0 pour presque tout x dans [0, 1]. 247



Annexe F. Vers la forme faible de l'équation de transportFinalement, on a montré que ∆h(x) −→
h→0

0 pour presque tout x dans [0, 1]. Comme
∆h(x) est majoré sur [0, 1] par 4‖ρ‖L∞([0,1])‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b]), le théorème de onver-gene dominée nous permet de onlure :

I3
h −

∫ 1

0

ρ(0)φ(0, x)1[a(0),b(0)](x)dx =

∫ 1

0

∆h(x)dx −→
h→0

0.

• Etude de I4
hComme φ est à support ompat dans [0, T [×]a, b[, on a lairement I4

h = 0 pour hassez petit.
• Etude de I5

h

|I5
h| ≤ ‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b])

∫ T

h

(

|ρ(t) − ρ(t− h)|
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

1[a(t),b(t)](x) − 1[a(t−h),b(t−h)](x)

h
dx

∣
∣
∣
∣

)

dt.Comme préédemment, on majore
∣
∣
∣
∣

∫ 1

0

1[a(t),b(t)](x) − 1[a(t−h),b(t−h)](x)

h
dx

∣
∣
∣
∣
≤ ‖∂tb‖L∞([0,1]) + ‖∂ta‖L∞([0,1])et on a don

|I5
h| ≤ ‖φ‖L∞([0,T ]×[a,b])

(
‖∂tb‖L∞([0,1]) + ‖∂ta‖L∞([0,1])

)
∫ T

0

|ρ(t) − ρ(t− h)|1[h,T ](t)dt.On utilise alors la ontinuité de ρ et le théorème de onvergene dominée pouronlure.On a ainsi terminé la démonstration. �
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Résumé.Modélisation numérique d'éoulements �uide/partiules.Prise en ompte des fores de lubri�ation.Nous nous intéressons à la simulation direte d'éoulements �uide-partiules trèsdenses en partiules et plus partiulièrement à la prise en ompte des fores delubri�ation qui sont exerées sur les partiules par le �uide interstiiel. Cettethèse omporte trois parties : simulation d'éoulements de partiules dans un�uide visqueux par une méthode de pénalisation, étude et prise en ompte desinterations rapprohées, modèle marosopique pour un système disret 1D desphères plongées dans un �uide visqueux.
• Dans la première partie, nous présentons une méthode permettant la simulationdu mouvement d'un orps rigide dans un �uide Newtonien. Nous montrons quela pénalisation du tenseur des ontraintes, assoiée à une disrétisation en tempspar la méthode des aratéristiques, onduit à une formulation variationnelle detype Stokes généralisée. Des tests numériques sont e�etués sous FreeFem++ a�nd'étudier la onvergene. On présente également trois exemples d'utilisation dela méthode.
• Dans la seonde partie nous proposons un modèle permettant de prendre enompte les fores de lubri�ation dans les simulations diretes d'éoulements�uide/partiules telles que elle dérite dans la première partie. Nous présen-tons d'abord un modèle de ontat visqueux, modélisant l'ation de la fore delubri�ation dans le as d'une partiule et d'un plan. Il est obtenu omme li-mite, à visosité nulle, du modèle de lubri�ation. L'algorithme assoié reposesur une étape de projetion des vitesses, à haque instant, sur un espae dit devitesses admissibles. Nous montrons, dans e as partiule/plan, la onvergenedu shéma vers le modèle proposé et nous généralisons ensuite l'algorithme auas multi-partiules. Nous présentons également un exemple de programmationorientée objet de l'algorithme obtenu.
• Finalement dans la troisième partie, nous onsidérons un système disret desphères (boulier en 1D) qui interagissent à travers la fore de lubri�ation. Le mo-dèle mirosopique repose sur le développement de ette fore à ourte distane.Nous proposons une équation onstitutive marosopique, de type Newtonien,reposant sur une visosité linéique proportionnelle à l'inverse de la fration lo-ale de �uide. Nous établissons la onvergene du modèle mirosopique vers lemodèle marosopique proposé.Mots lés : éoulements �uide/partiules, �uide Newtonien, Navier-Stokes, pénalisa-tion, simulation numérique, éléments �nis, interations rapprohées, ontats, fore delubri�ation, programmation orientée objet, modélisation miro-maro.Codes AMS (MSC2000) : 65M60, 74F10, 74Q10, 74Q15, 76D05, 76M10, 76M50,76T20.


