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été accepté.
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bien plus encore. Tu as été au cours de ces années ma confidente : tu as toujours su
me remonter le moral dans ces petits moments de déprime et me faire relativiser les
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Introduction

Contexte de l’étude

Les progrès technologiques dans le domaine des télécommunications ou du radar
ont multiplié les sources électromagnétiques, entrâınant un besoin accru en outils de
modélisation permettant d’analyser et de prédire au mieux leurs rayonnements, en par-
ticulier lorsque ces sources sont placées dans un environnement complexe. Bien que les
équations modélisant l’évolution des ondes électromagnétiques soient connues depuis de
nombreuses années (1864), leur résolution analytique exacte ou approchée n’est possible
que dans un certain nombre de problèmes particuliers[1, 2, 3].

L’augmentation des capacités de calcul a permis le développement de nombreuses
méthodes permettant de résoudre des cas de plus en plus complexes, l’objectif étant de
modéliser des situations les plus proches possibles de celles rencontrées en réalité. Ces
méthodes peuvent être classées en deux grandes catégories :

– Les méthodes rigoureuses, basées sur la résolution directe des équations de Max-

well. Elles reposent soit sur une formulation intégrale (méthode des moments[4]),
soit sur une formulation différentielle (différences finies, éléments finis[5]). Mal-
gré l’utilisation de méthodes accélératrices comme la méthode des multipôles ra-
pides[6], les problèmes dont la taille est supérieure aux centaines de longueurs
d’ondes restent inaccessibles, pour des raisons de coûts en espace mémoire et de
temps de calcul1.

– Les méthodes asymptotiques[7, 8, 9] (optique géométrique, optique physique, ...)
utilisent des approximations asymptotiques haute fréquence pour résoudre les équa-
tions de Maxwell et décrire le rayonnement des champs ainsi que leurs interac-
tions avec les objets. Elles supposent que les objets sont de grande taille par rapport

1Les méthodes de calcul rigoureuses ne sont en principe pas limitées par les dimensions du domaine.

Ce sont les capacités de calcul qui limitent en pratique leurs applications. Une voie de recherche consiste

également à paralléliser les charges de calcul. De cette manière, des problèmes inaccessibles aux ordina-

teurs personnels peuvent être traités sur des super-ordinateurs ou des fermes de calcul.

1



2 Introduction

à la longueur d’onde.

Jusqu’à présent, l’utilisation de méthodes rigoureuses dans le domaine des ondes cen-
timétriques ou millimétriques pour des contextes dont les dimensions sont très grandes
devant la longueur d’onde, s’est avérée hors de portée des moyens de calcul classiques.
L’utilisation de méthodes asymptotiques permet d’aborder ces situations et par consé-
quent, une grande partie des codes actuels en font usage. Toutefois, lorsque les dimensions
des objets étudiés sont importantes, les performances des méthodes de rayons peuvent
être limitées par l’augmentation rapide du nombre de rayons à traiter.

Objectifs

L ’objectif de ces travaux de thèse est d’analyser et d’approfondir les méthodes
asymptotiques basées sur les faisceaux gaussiens pour modéliser le rayonnement de sur-
faces conductrices dont les dimensions sont finies, ainsi que les surfaces diélectriques qui
présentent de fortes courbures.

Nous voulons étendre le domaine d’utilisation des faisceaux gaussiens aux surfaces
conductrices présentant des arêtes et des coins, générateurs de champs électromagné-
tiques diffractés. Notre objectif est de donner des expressions approchées et analytiques
des champs rayonnés par ces structures afin de fournir un compromis satisfaisant entre
précision et temps de calcul.

Nous voulons également montrer le potentiel applicatif de ces techniques à des pro-
blèmes de grandes dimensions. Notre objectif est de proposer des solutions toujours plus
rapides que les approches conventionnelles, adaptées à des situations qui nécessitent des
calculs fréquents pour lesquels la précision est paramétrable et qui peuvent être éven-
tuellement hybridées à d’autres méthodes de calcul.
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État de l’art

Nous faisons ici un état de l’art des techniques haute fréquence utilisées pour le calcul
du rayonnement en général et en particulier de la diffraction par des surfaces conductrices
finies. Cette vue d’ensemble des approches utilisées nous permettra de définir précisément
les termes diffraction, rayonnement employés dans ce manuscrit ainsi que les hypothèses
utilisées par ces techniques haute fréquence.

Méthodes hautes fréquences pour le calcul du rayonnement

Le terme de diffraction peut avoir selon le contexte, un double sens. Dans l’usage
courant, on désigne généralement par ”diffraction” la transformation d’un champ inci-
dent sur un objet en ondes rayonnées dans toutes les directions de l’espace, y compris
les directions des ondes réfléchies (directions spéculaires)[10, 11]. Dans ce cas, le terme
diffraction est équivalent au terme rayonnement, et parfois on confondra donc ces deux
termes. Toutefois, on peut également définir la diffraction comme l’ensemble des phéno-
mènes qui ne sont pas prévus par l’optique géométrique[1]. Dans ce cas, le phénomène
de réflexion classique (dans les directions spéculaires) ne fait pas partie de la diffraction.

Pour éviter les amalgames, nous utiliserons la définition suivante : la diffraction sera
l’ensemble des phénomènes qui ne correspondent pas aux lois de l’optique géométrique.
On utilisera le terme rayonnement pour qualifier toutes les émissions d’ondes électro-
magnétiques provenant d’un objet. Le champ rayonné correspondra à l’ensemble des
champs réfléchis mais également diffractés ou du moins issus des discontinuités de la
surface de l’objet et qui ne sont pas pris en compte par l’optique géométrique.

La prédiction du rayonnement électromagnétique de structures complexes fait l’objet
de recherches actives depuis plus de 150 ans et à ce titre, ce sujet dispose d’une littérature
abondante. On trouvera des introductions récentes aux problèmes de rayonnements et
de diffraction haute fréquence dans les articles [12, 13, 11, 9] ainsi que dans les ouvrages
[7, 14, 15]2.

D’une manière générale, les techniques haute fréquence sont basées sur le principe de
localité qui stipule que les courants et les champs des objets sont seulement corrélés par
la géométrie locale de la surface. Cette hypothèse est d’autant mieux vérifiée à mesure
que les objets sont grands devant la longueur d’onde, soit pour de hautes fréquences.

2On trouvera également un récit historique sur la conception de quelques une de ces méthodes dans

un document de N. Bleistein[16].



4 Introduction

Elles déduisent les expressions des champs rayonnés par des objets complexes à partir de
solutions exactes obtenue avec des objets canoniques et approchent la géométrie locale
des objets complexes. Une arête courbe peut par exemple être approchée localement
par une arête droite infinie, une surface courbe par son plan tangent, etc... Les tech-
niques haute fréquence peuvent être classées principalement en deux catégories, selon les
quantités qu’elles utilisent, champs ou courants :

• les méthodes basées sur les champs :
– Optique Géométrique (OG/GO)3

– Théorie Géométrique de la Diffraction (TGD/GTD)
– Théorie Uniforme de la Diffraction (TUD/UTD) et T. Asymp. Uniforme (TAU/UAT )
– Théorie Incrémentale de la Diffraction (TID/ITD).

• les méthodes basées sur les courants :
– Optique Physique (OP/PO)
– Théorie physique de la Diffraction (TPD/PTD)
– Méthodes basées sur la notion de Courants Équivalents (MCE/ECM )
– Théorie Incrémentale de la Diffraction basée sur la TPD.

Nous décrivons dans les sections suivantes les principes généraux de ces méthodes. On
trouvera des références plus complètes sur les techniques haute fréquence dans les ou-
vrages [7, 8] ainsi que dans les travaux de doctorat [17, 18].

Méthodes basées sur les champs

Durant la première moitié du XXe siècle, peu de travaux connus portèrent sur la
diffraction pour de hautes fréquences. Cette situation changea lorsque Keller publia
en 1953 une extension de l’optique géométrique (OG) incluant des rayons diffractés4 sous
le nom de Théorie Géométrique de la Diffraction (TGD) [19, 20]. Ces rayons diffractés
sont des ondes possédant une structure de rayon5 et provenant des discontinuités de
surface : arêtes, coins, câbles, etc.

La TGD est basée sur l’incorporation de solutions asymptotiques issues des solutions

3Les acronymes anglais usuels sont écrits en italique.
4D’après Ufimtsev[11], le terme de rayons diffractés a été suggéré dès 1911 par Kalashnikov, qui

fut selon lui, le premier à présenter une preuve objective de ces rayons en les enregistrant sur une plaque

photographique.
5En 1924, Rubinowicz démontra théoriquement que les champs rayonnés par les arêtes d’une ouver-

ture ont une structure de rayons. En particulier, il montra que chaque point stationnaire sur l’arête crée

un cône de rayons satisfaisant au principe de Fermat. Ce cône a été décrit plus tard heuristiquement par

Keller dans la GTD et porte aujourd’hui le nom couramment admit de cône de Keller. L’existence de

ce cône a été observée expérimentalement par Senior et Uslenghi en 1972[11].
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Fig. 1: Définition des ”zones d’ombres” et des Limites d’Ombres des champs
Incident et Réfléchi (L.O.I. et L.O.R.) de l’optique géométrique.

exactes de problèmes canoniques, comme le dièdre, le cylindre ou la sphère, au formalisme
des rayons de l’OG. Selon la TGD, le champ total créé par un objet est la somme du
champ EOG calculé avec l’OG et d’un terme de champ diffracté Ediff :

E = EOG +Ediff (1)

Le terme issu de l’optique géométrique EOG est la somme du champ direct (incident) Ei
OG

et du champ réfléchi Er
OG, exprimés sous forme de rayons :

EOG = Ei
OGui +Er

OGur (2)

où ui ,r correspond à une fonction de Heaviside, nulle partout sauf dans les zones où les
champs incident et réfléchi de l’optique géométrique sont présents. Par exemple, sur le
cas illustré par la figure (1), le terme ui correspond aux zones rouge et bleue et le terme
ur à la zone bleue.

Le champ calculé avec la TGD est divergent dans les directions particulières que sont
les Limites d’Ombres des champs Incident et Réfléchi (L.O.I. et L.O.R.), illustrées sur
la figure (1). Cette discontinuité, due à une évaluation asymptotique non uniforme (cf.
annexe C), est corrigée par la Théorie Uniforme de la Diffraction (TUD)[21, 22] ainsi que
par la Théorie Asymptotique Uniforme (TAU)[23, 24]6. Plus qu’une simple correction,

6Ces deux formulations diffèrent dans leurs approches du développement asymptotique effectué sur la
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ces théories uniformes assurent la continuité du champ total au passage des L.O.R. et
L.O.I., c’est-à-dire la continuité entre les termes EOG et Ediff.

Pour certaines géométries particulières, par exemple un réflecteur parabolique illu-
miné par une onde plane, il existe des points ou des directions qui sont atteints par une
infinité de rayons : ce sont des caustiques. Malgré l’apport des corrections uniformes à
la TGD, le problème des caustiques est inhérent aux méthodes de rayons et d’autres
techniques ont été employées pour résoudre ce problème, en particulier des méthodes
basées sur les courants.

Méthodes basées sur les courants

Optique Physique

L’Optique Physique (OP) est une technique d’approximation de la densité de courant
électrique circulant sur la surface d’un objet parfaitement conducteur [26, 8].

Soit S la surface d’un objet parfaitement conducteur, r′ un point de S et n̂ le vecteur
unitaire normal à la surface S en r′. La densité surfacique de courant électrique J peut
être exprimée en fonction du champ magnétique total H sur la surface grâce au théorème
d’équivalence [27, 28] :

J(r′) = n̂(r′)×H(r′) (3)

L’approximation de l’optique physique consiste à utiliser la densité de courant surfacique
JOP induite par un plan parfaitement conducteur tangent à la surface S en r′ :

JOP(r′) '
{

2n̂(r′)×Hi (r′) Si la surface S est directement éclairée,

0 Sinon.
(4)

où Hi (r′) est le champ magnétique incident au point r′.
L’hypothèse de l’optique physique est valide en hautes fréquences lorsque le rayon

de courbure de la surface S est suffisamment grand en terme de longueurs d’ondes pour
justifier l’approximation. En pratique, l’hypothèse de l’optique physique est applicable
pour obtenir le champ des premiers lobes dès lors que les dimensions de la surface sont
supérieures à 4λ [18, p.81],[15, §1.5]. L’OP peut être généralisée aux surfaces non parfai-
tement conductrices mais impénétrables, au moyen de coefficients de réflexion dyadiques
[8, §3]. Les détails de cette généralisation ne seront pas donnés ici.

solution canonique. La TUD utilise l’approche de Pauli-Clemmow tandis que la TAU utilise la méthode

de Van Der Waerden pour traiter les singularités dues aux pôles de la solution canonique. On trouvera

une comparaison de ces deux méthodes dans [25] et [7, Chap.5].
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Fig. 2: Calcul du champ rayonné avec l’OP. Contrairement à l’OG, le champ
incident existe partout, comme si l’objet était absent[9].

Les courants JOP sont calculés sur la surface S, uniquement sur le domaine éclairé S′.
Le champ rayonné par ces courants Er

OP est calculé à partir des intégrales de rayonnement
des densités de courant, numériquement ou analytiquement si cela est possible. Le champ
total est obtenu en sommant au champ rayonné le champ incident, partout dans l’espace,
comme si l’objet était absent (cf. figure (2)) :

E = Ei +Er
OP (5)

Par définition, l’OP n’est qu’une approximation du courant réel sur la surface. De
plus, pour des surfaces finies, l’OP décrit mal les courants localisés près des disconti-
nuités. Par conséquent, pour des directions où le rayonnement de la surface n’est plus
prépondérant (loin des directions spéculaires), les calculs effectués avec l’OP seront in-
corrects. Pour améliorer les résultats de l’OP, il convient donc d’utiliser une méthode
modélisant les effets des arêtes. C’est l’objectif de la Théorie Physique de la Diffraction.

Théorie Physique de la Diffraction

la Théorie Physique de la Diffraction (TPD), formulée à la même époque que la
TGD par Ufimtsev [29]7, a pour objectif de pallier les défauts de l’OP pour le calcul
des champs diffractés. Tout comme la TGD corrige l’OG, la TPD corrige l’OP. Ainsi, le
champ total s’écrit dans la TPD :

E = Ei +Er
OP +Ed

u (6)

où Ei correspond au champ incident, Er
OP au champ rayonné dans l’hypothèse de l’OP

et Ed
u un terme correcteur, approximation asymptotique au premier ordre de l’effet de

diffraction induit par les bordures de la surface éclairée.

7Publié en Russe en 1962 puis traduit en anglais en 1971.
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Initialement [29, 30], ce terme correcteur de champ est obtenu à partir de la solution
exacte du problème canonique équivalent. Ce champ correcteur, où ”champ de bordure”8

est défini comme issu du rayonnement d’un courant supplémentaire, un courant correctif
au courant de l’OP. Toutefois, l’expression de ce courant n’est pas définie explicitement.

L’approche proposée par Ufimtsev dans [29] est souvent nommée à tort ”théorie
physique de la diffraction” alors qu’il avait préféré le terme ”méthode des ondes de bor-
dure”9 [30]. Avec le recul, la théorie physique de la diffraction correspond plutôt à la
méthodologie globale qui consiste à ajouter un champ correcteur à celui de l’OP. Plu-
sieurs techniques ont été développées par la suite pour formuler clairement ce champ
correcteur, à partir de courants ou de coefficients. Ces techniques dérivant de la même
approche globale, nous les nommerons Théories Physiques de la Diffraction (au pluriel).
Parmi les plus connues et utilisées en pratique dans des codes de calcul, on peut citer :

– la théorie des Ondes Élémentaires de Bordure (EEW )[31, 32, 33] ;
– la Méthode des Courants Équivalents (MCE/ECM ou EEC ) [34, 35, 36, 37, 38,

39, 40] ;
– les Coefficients Incrémentaux de Longueur de Diffraction (ILDCs) [41, 42] ;
– la Théorie Incrémentale de la Diffraction (TID/ITD) [43, 44, 45].

Généralement, ces méthodes consistent à exprimer le champ correcteur comme une in-
tégrale linéique, dont le contour d’intégration correspond à la bordure diffractante :

Ed
u =

∫
bordure

(. . .)d` (7)

L’intégrande est exprimée soit par rapport au rayonnement de ”courants de diffraction”
soit par rapport à des ”champs élémentaires de diffraction”selon la technique employée10.

Diffraction de faisceaux gaussiens

Toutes les techniques haute fréquence précédentes employées pour calculer le champ
rayonné par des structures diffractantes ont un point commun. Elles s’appuient sur le
principe de localité, qui stipule que localement, la géométrie d’un objet est équivalente
à celle d’un objet canonique connu et que de plus, le champ incident est localement as-
similable à une onde plane ou sphérique. Ainsi, l’application directe de ces formulations
lorsque le champ incident correspond à un faisceau gaussien échoue invariablement, car
le champ incident d’un faisceau gaussien n’est localement pas assimilable à celui d’une

8fringe field.
9Method of Edges Waves (MEW).

10La Théorie Incrémentale de la Diffraction de Tiberio, Maci et Toccafondi peut être classée comme

une méthode basée sur les champs ou sur les courants selon la formulation employée[45].
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onde plane ou sphérique.

Pour traiter le problème spécifique de la diffraction d’un objet canonique éclairé par
un faisceau gaussien, plusieurs approches ont été employées dans la littérature.

L’une de ces approches consiste à utiliser la théorie du point source complexe, car
un faisceau gaussien correspond à l’approximation paraxiale du rayonnement d’un point
source complexe. Or, on peut déterminer l’expression exacte du champ rayonné par
une structure éclairée par un point source complexe lorsque l’on connâıt sa fonction de
Green, comme l’ont montré en particulier les travaux de L.B. Felsen(cf. [46] pour une
biographie de ses travaux sur ce sujet). G.A. Suedan et E.V. Jull ont appliqué ces
résultats vers la fin des années 80 aux problèmes canoniques du demi-plan conducteur en
deux dimensions [47, 48] puis au demi-plan conducteur en incidence oblique (semi-3D)
pour une source scalaire [49, 50]. Plus récemment (2003), E. Martini a appliqué la
généralisation vectorielle de la méthode du point source complexe aux surfaces conduc-
trices planes dont les dimensions sont finies, mais uniquement dans le cadre de l’optique
physique [51].

L’application aux faisceaux gaussiens de la démarche proposée en 1976 par R.Mittra

dans la théorie spectrale de la diffraction [52] a été réalisée en 2002 pour un plan conduc-
teur semi-infini dans les travaux de L.E. Petersson [53]. Cette démarche consiste à
exprimer un champ incident sur un objet canonique comme une somme continue d’ondes
planes, puis d’appliquer la solution connue du champ rayonné relative à cette structure
à chacune des ces ondes planes. L’expression finale obtenue est exacte mais exprimée
sous forme intégrale11 et nécessite d’être évaluée numériquement pour chacun des points
d’observation.

Les travaux les plus récents sur le sujet utilisent le formalisme des faisceaux gaussiens
dans le cadre de lancers de faisceaux gaussiens, adaptation de la technique du lancer de
rayons aux faisceaux gaussiens [54, 55]. L’interaction d’un faisceau gaussien avec une
surface courbe est bien connue et on peut déterminer, grâce à une généralisation des
lois ABCD de l’optique, les expressions d’un faisceau gaussien réfléchi et d’un faisceau
gaussien transmis par ce type d’interface. Par contre, le problème de l’interception d’une
arête par un faisceau gaussien paraxial n’a à l’heure actuelle pas de solution analytique
exacte connue. L’étude de ce problème a fait l’objet de plusieurs stratégies différentes :

– Dans le cadre de l’étude de réflecteurs métalliques, H.T. Chou et P.H. Pathak

ont montré à partir de 1997 que la symétrie circulaire du problème permet de rame-
ner l’intégrale de rayonnement des courants dans l’hypothèse de l’optique physique

11Une intégrale simple en dimension deux et une intégrale double en dimension trois.
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à une seule dimension. En utilisant des hypothèses supplémentaires12, on peut alors
exprimer cette intégrale sous une forme analytique et uniforme [56, 57, 58]. L’idée
d’améliorer cette technique par l’ajout d’une contribution permettant de modéliser
correctement la diffraction par les arêtes, à la manière des Théories Physiques de la
Diffraction, a été proposée par ces auteurs mais sans être démontrée. Des travaux
sont actuellement en cours sur ce sujet [59].

– Une solution proposée par C. Letrou en 2007 consiste à exprimer la partie du
champ non masquée par une arête diffractante comme une somme de faisceaux que
l’on peut à nouveau faire propager dans un algorithme de lancer de faisceau [60].

– Enfin, les travaux publiés également en 2007 par M. Katsav et E. Heyman

consistent à exprimer le champ rayonné par une arête semi-infinie en deux di-
mensions comme une somme de faisceaux gaussiens émanant de l’arête [61]. Cette
approche permet de calculer le champ rayonné avec une très bonne approximation
par rapport à une solution exacte, mais son domaine de validité reste jusqu’à pré-
sent restreint à des distances inférieures à quelques dizaines de fois la largeur des
faisceaux utilisés [62].

12En particulier, la constance de la matrice de courbure complexe du faisceau incident sur la surface

rayonnante et l’hypothèse champ lointain.
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Démarche et travaux effectués

Dans cette étude, notre démarche consiste à nous intéresser à la fois au problème
canonique de la diffraction d’un obstacle conducteur plan par un faisceau gaussien ainsi
qu’au rayonnement de surfaces diélectriques de fortes courbures, mais aussi à l’applica-
tion du formalisme des faisceaux gaussiens à des problèmes plus complexes.

À cet effet, nous nous appuyons sur les travaux précédemment réalisés[63, 64] en syn-
thétisant les différentes expressions utilisées dans le formalisme des faisceaux gaussiens,
sous une même notation homogène. À partir de ce formalisme initial, nous développons
l’expression analytique du spectre d’ondes planes d’un faisceau gaussien conforme, per-
mettant de calculer les champs transmis et réfléchis sur une interface diélectrique par
des faisceaux gaussiens conformes. Enfin, nous définissons grâce à une analyse paramé-
trique et en comparant avec une solution numérique, le domaine de validité des faisceaux
gaussiens généralisés et conformes.

Concernant le problème de la diffraction d’un faisceau gaussien, nous abordons ce
sujet en développant l’expression intégrale exacte du champ diffracté par un demi-plan
conducteur éclairé par un faisceau gaussien en deux dimensions. Cette solution exacte
est utilisée comme référence et comparée par la suite à l’expression analytique approchée
du champ rayonné par ce demi-plan dans l’hypothèse de l’optique physique puis lors de
l’utilisation de la méthode du point source complexe.

En outre, ce problème est étendu aux surfaces rectangulaires planes conductrices de
dimensions finies, pour lesquelles nous donnons l’expression non-uniforme puis uniforme
du champ rayonnés par ces structures lorsqu’elles sont éclairées par des faisceaux gaus-
siens en trois dimensions dans l’hypothèse de l’optique physique. Les champs calculés
grâce à ces expressions sont comparés à une méthode rigoureuse basée sur la méthode
des moments ainsi qu’à des mesures réalisées en chambre anéchöıque.

Concernant l’application du formalisme des faisceaux gaussiens à des problèmes com-
plexes, nous validons les méthodes de décomposition de champs initiaux en faisceaux
gaussiens généralisés et conformes par rapport à des références analytiques ou numé-
riques ainsi qu’à une série de mesures réalisées en chambre anéchöıque. Nous appliquons
ensuite les méthodes présentées aux domaines de la propagation électromagnétique pour
lesquel les dimensions des problèmes sont généralement très grands devant la longueur
d’onde. Nous comparons les résultats obtenus à un code de calcul basé sur la résolution
de l’équation parabolique, une méthode adaptée à ce type de situation.

Enfin, tous ces résultats nécessitent l’amélioration des codes de calculs existant ainsi
que le développement de nouveaux. Durant ces travaux, on a pris soin de conserver et
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de faire évoluer les codes et les structures précédemment développées, afin de conserver
un ensemble d’outils le plus modulaire et le plus cohérent possible.



13

Plan de l’étude

Le premier chapitre récapitule les définitions des faisceaux gaussiens que l’on uti-
lisera dans ce manuscrit. Premièrement, on rappelle la définition classique du faisceau
gaussien. Trois approches permettant de généraliser ce faisceau sont présentées. Pour
chacune d’entre elles, leurs caractéristiques physiques sont explicitées ainsi que leur do-
maine de validité. La première se fonde sur la représentation d’un champ d’amplitude
gaussienne transverse sur son spectre d’ondes planes. La seconde repose sur le rayonne-
ment de courants définis sur une surface courbe par une amplitude gaussienne et par une
variation de phase linéaire. Nous présentons une approche originale permettant de cal-
culer le spectre d’ondes planes d’un faisceau ainsi défini. Enfin, la troisième correspond
au point source complexe, dont nous rappelons les principaux résultats.

Le second chapitre a pour objectif de décrire le champ rayonné par une surface
conductrice plane semi-finie ou finie éclairée par un faisceau gaussien. Ce chapitre se
scinde en deux parties. Dans la première nous présentons une approche conventionnelle
du calcul du champ rayonné par un demi-plan conducteur éclairé par un faisceau gaus-
sien en deux dimensions. Dans la seconde, nous présentons des formulations originales
permettant de calculer asymptotiquement le champ rayonné par une surface conduc-
trice plane de taille finie en trois dimensions. Le domaine de validité des expressions
développées est défini par comparaison avec une méthode de calcul rigoureuse.

Le troisième chapitre est plus prospectif. Il explore les possibilités offertes par
le formalisme des faisceaux gaussiens concernant des situations plus complexes. Tout
d’abord nous aborderons les techniques de décomposition adaptées aux surfaces mo-
dérément courbes ou effilées. Ces résultats sont comparés avec des mesures. Dans un
deuxième temps, nous utilisons les expressions développées dans le chapitre deux afin de
modéliser une situation nécessitant le calcul du champ rayonné par une structure plane
rectangulaire. Les résultats obtenus sont également comparés à des mesures. Enfin, nous
utilisons l’ensemble des techniques précédentes pour appliquer les faisceaux gaussiens
au contexte de la propagation électromagnétique sur de grandes distances. Les résultats
sont comparés à d’autres codes de calcul.





Lexique des notations utilisées

Soient f et g deux fonctions quelconques. On utilisera les conventions mathématiques
suivantes :

– f représente un vecteur (colonne) de C3 ;
– tf = ( fx , fy , fz ) : transposée du vecteur f. fx , fy , fz sont les composantes du vecteur f

dans une base cartésienne ;
– tf g = f ·g : produit scalaire des vecteurs f et g ;
– M : matrice de dimension m×n. Lorsque cela n’est pas précisé, m et n sont impli-

citement égaux à 2 ;
– I : matrice identité ;
– f̂ : vecteur unitaire. ‖f̂‖ = 1. ;
– f(B) : vecteur f exprimé dans la base (B). Si aucune base n’est indiquée, le vecteur

est exprimé dans le repère absolu ;
– f̃ : spectre d’ondes planes ou spectre angulaire d’ondes planes d’une fonction sca-

laire f ;
– f̃ : spectre d’ondes planes ou spectre angulaire d’ondes planes d’une fonction vec-

torielle f ;
La notation suivante est adoptée pour les paramètres et constantes fondamentales utili-
sées en électromagnétisme :

– λ : longueur d’onde dans le milieu de propagation (λ0 : longueur d’onde dans le
vide) ;

– c : vitesse de la lumière. Dans le vide, on utilise c0 = 2.997925E8 ;
– k = 2π

λ
= ω

c
: nombre d’onde (k0 : longueur d’onde dans le vide) ;

– k : vecteur d’onde. k = t(kx ,ky ,kz ) dans une base cartésienne ;
– Z0 = 120π : impédance du vide ;
– εr : permittivité relative du milieu de propagation ;





Chapitre 1

Faisceaux gaussiens

Dans ce premier chapitre, nous définissons les expressions, les propriétés mathéma-
tiques et physiques des faisceaux gaussiens qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Le calcul du rayonnement électromagnétique d’objets éclairés par des champs électro-
magnétiques hautes fréquences a fait l’objet de nombreuses recherches et reste un sujet
actuel compte tenu de la multiplication des sources d’émissions (WIFI, télécommunica-
tions mobiles, etc.). On adopte la méthode consistant à décomposer le champ incident
(connu) en un ensemble de champs élémentaires, plus simples à manipuler analytique-
ment. Lorsque cette décomposition est obtenue, les interactions de chacun de ces champs
élémentaires avec l’objet sont calculées. Le calcul analytique ou numérique des ces inter-
actions permet alors d’obtenir le champ total rayonné par la structure, en effectuant la
somme des champs rayonnés.

De nombreuses méthodes et techniques existent pour exprimer un champ électro-
magnétique connu sur une surface (réelle ou virtuelle) à l’aide d’un ensemble d’objets
physiques élémentaires. Parmi les plus connues, on peut citer les méthodes basées sur le
spectre d’ondes planes, sur l’utilisation d’ondes sphériques en faisant appel au principe de
Huygens, les méthodes modales ou les méthodes de rayon. Pour chacunes d’entre elles,
les champs sont exprimés par un ensemble d’objets élémentaires : ondes planes, ondes
sphériques, ondes focalisées, modes propres de l’opérateur de propagation ou rayons.
Depuis plusieurs années, de nouvelles méthodes basées sur des faisceaux élémentaires,
dont les extensions spatiale et spectrale sont finies, permettent de résoudre les problèmes
rencontrés par les méthodes précédentes, comme les caustiques ou l’explosion du nombre
d’ondes planes ou de rayons nécessaires pour décrire des scènes complexes. Une illustra-
tion de la décomposition d’un champ électromagnétique connu sur une surface courbe S

17
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par un ensemble de faisceaux élémentaires est donnée sur la figure (1.1).

Fig. 1.1: Illustration du principe de la décomposition d’un champ
électromagnétique en faisceaux élémentaires de formes différentes.

Le choix du type de faisceau élémentaire utilisé pour la décomposition dépend d’un
certain nombre de critères, mathématiques ou physiques, ainsi que de la méthode em-
ployée pour décomposer les champs. Les faisceaux élémentaires utilisés dans ces travaux
de thèse sont gaussiens. En toute généralité, un faisceau gaussien est un faisceau dont
l’évolution du profil transversal d’amplitude en fonction de la propagation spatiale est
proportionnel à une fonction gaussienne. Un état de l’art des méthodes de décomposition
en faisceaux gaussiens sera effectué dans le chapitre 3. Le principe général est illustré
sur la figure (1.2). Il se décompose généralement en deux étapes :

1. connâıtre ou calculer un champ sur une surface réelle ou virtuelle (à partir d’une
mesure ou d’un calcul numérique) ;

2. exprimer les champs ou les courants équivalents sur cette surface en une distribu-
tion de faisceaux élémentaires gaussiens ;

Enfin, on calcule (analytiquement) la propagation de chacun des ces faisceaux.
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Fig. 1.2: Illustration de la décomposition et de la propagation d’un champ dans le
formalisme des faisceaux gaussiens.

Dans ce premier chapitre, nous allons décrire plusieurs types de faisceaux élémentaires
gaussiens, dont les hypothèses mathématiques ou le domaine d’application physique sont
complémentaires. La première partie du chapitre est consacrée aux propriétés physiques
fondamentales des faisceaux gaussiens ”classiques” originellement utilisés en optique, ob-
tenus à partir de l’équation de propagation dans le cadre de l’hypothèse paraxiale. Cette
première partie nous permettra de définir les paramètres caractéristiques d’un faisceau
gaussien que nous utiliserons tout le long de ce manuscrit.

Dans la section II, nous définirons des faisceaux gaussiens plus généraux à partir du
spectre d’ondes planes d’un champ d’amplitude gaussienne connu sur un plan initial. En
fonction du domaine de calcul, la propagation de ces faisceaux sera calculée analytique-
ment selon deux techniques. La première est basée sur une hypothèse paraxiale et permet
une description fine des champs en zone proche ou à proximité de l’axe de propagation
du faisceau [65, 56, 66]. La seconde utilise une approximation champ lointain et permet
de décrire la propagation des champs sans contrainte paraxiale au-delà d’une certaine
distance [67, 64]. Les domaines de validité de chacune de ces formulations seront précisés
dans la section II.6.2.

L’approche spectrale utilisée pour la définition des faisceaux gaussiens généralisés
n’est valable que lorsque le champ gaussien initial est exprimé sur un plan. Une générali-
sation à un champ initial gaussien exprimé sur une surface courbe est possible et amène
à la définition des faisceaux gaussiens conformes [64, 68] dont les propriétés sont étudiées
dans la section III.

Enfin, les faisceaux gaussiens classiques peuvent également être définis comme un
cas particulier paraxial des formulations basées sur la théorie du point source complexe,
décrite dans la section IV. Les points sources complexes sont une généralisation des
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fonctions de Green à des dimensions d’espace [69, 70] et de temps [71, 54] complexes.

I Faisceaux gaussiens classiques

I.1 Formulation scalaire

Historiquement, la notion de faisceaux gaussiens est liée à l’optique, en particulier
au domaine des lasers où ils permettent de formuler avec une bonne approximation la
propagation des faisceaux et leurs intéractions avec des systèmes optiques.

Un faisceau gaussien est une solution particulière de l’équation de propagation dans le
cadre de l’approximation paraxiale[72, chap.16,17]. Soit z la direction de propagation du
faisceau. Il est pratique d’extraire de l’expression du champ électrique E le facteur de pro-
pagation dans la direction z : E(x, y, z) = u(x, y, z)exp(− j kz), où u(x, y, z) est l’amplitude
scalaire complexe qui décrit l’évolution spatiale du faisceau. L’approximation paraxiale
suppose une faible divergence du faisceau par rapport à son axe de propagation :∣∣∣∣∂2u

∂z2

∣∣∣∣¿ ∣∣∣∣2k
∂u

∂z

∣∣∣∣ ou
∣∣∣∣∂2u

∂x2

∣∣∣∣ ou
∣∣∣∣∂2u

∂y2

∣∣∣∣ (1.1)

L’équation de propagation s’écrit sous ces hypothèses :

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 −2 j k
∂u

∂z
= 0 (1.2)

La résolution de (1.2) permettant de construire une onde de profil quelconque amène à
une famille de solutions à base de polynomes d’Hermite en coordonnées cartésiennes
ou de Gauss-Laguerre en coordonnées cylindriques, formant une base orthogonale
complète[72, 16.4]. Au premier ordre (mode fondamental), on a :

u(x, y, z) =
√

W0xW0y

Wx (z)Wy (z)
exp

[
− x2

W 2
x (z)

− y2

W 2
y (z)

]

·exp

[
j

2

(
arctan

(
z − zW0x

z0x

)
+arctan

( z − zW0y

z0y

))]
exp

[
− j k

2

(
x2

Rx (z)
+ y2

Ry (z)

)
− j kz

]
(1.3)

Les distances x = Wx (z) et y = Wy (z) correspondent aux positions de l’enveloppe du
faisceau dans les plans xOz et yOz pour lesquelles l’amplitude du champ est divisée par
e par rapport à sa valeur sur l’axe. Les paramètres Wx (z) et Wy (z) sonts appellés les
enveloppes ou largeurs du faisceau et valent :

Wx,y (z) =W0x,y

√
1+

( z − zW0x,y

z0x,y

)2

(1.4)
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z0x et z0y sont les distances pour lesquelles Wx (z) = p
2W0x et Wy (z) = p

2W0y . Les
paramètres z0x et z0,y sont appelés facteurs d’échelle, distances ou portées de Rayleigh

et valent :

z0x,y =
kW 2

0x,y

2
(1.5)

Pour z = zW0x et z = zW0y , les largeurs du faisceau prennent pour valeur respectivement
W0x et W0y . Les paramètres W0x et W0y représentent les rayons minima du faisceau selon
x et y et sont appelés les ceintures ou waists du faisceau1.

Les termes Rx (z) et Ry (z) représentent les rayons de courbure du front d’onde sur
l’axe z et valent :

Rx,y (z) = (z − zW0x,y )

(
1+

(
z0x,y

z − zW0x,y

)2)
(1.6)

Au niveau de la ceinture, le front équiphase est plan. Ailleurs, le front d’onde est qua-
dratique et en particulier sphérique à l’infini au niveau de l’axe z.

Loin des ceintures, les angles de divergence du faisceau ont pour expression :

θx ≈ arctan

(
2

kW0x

)
, θy ≈ arctan

(
2

kW0y

)
(1.7)

L’angle de divergence maximal généralement admis pour satisfaire à l’hypothèse pa-
raxiale est de l’ordre de 20 degrés de part et d’autre de l’axe de propagation.

Nous avons représenté sur la figure (1.3) l’ensemble de ces paramètres pour une coupe
dans le plan xOz d’un faisceau gaussien.

1Par abus de langage, on utilisera parfois dans la suite de ce manuscrit le terme ”largeurs du faisceau”

pour désigner les demi-largeurs minima W0x et W0y .
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Fig. 1.3: Illustration des paramètres d’un faisceau gaussien classique dans le plan
xOz.

Le long de la direction de propagation z, le terme :

1

2
arctan

( z − zW0x,y

z0x,y

)
(1.8)

fait acquérir au faisceau un décalage de phase par rapport à celle d’une onde plane de
même fréquence. Cette différence de phase est appellée décalage de Gouy[73, 74]2. Il
en résulte un décalage dans la position des fronts d’onde, le front d’onde d’un faisceau
gaussien se propageant plus rapidement que celui d’une onde plane (sa vitesse de phase
étant plus grande)[72, §17.4]. Enfin, contrairement aux rayons de l’optique géométrique,
le décalage de phase est progressif lors de la traversée de la zone focale. Par conséquent,
le phénomène de caustique, lié aux sauts de phase brusques d’un rayon lors de la traver-
sée de la zone focale, n’existe pas avec les faisceaux gaussiens.

Lorsque les couples de paramètres W0x ,W0y et zW0x , zW0y sont égaux, le faisceau pos-
sède une symétrie de révolution autour de l’axe de propagation Oz et il est dit circulaire
(Figure 1.4). Le front d’onde d’un tel faisceau est plan au niveau de sa ceinture et devient
sphérique à l’infini[63].

2Parfois indumment nommé ”Guoy”, par exemple dans [72].
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Fig. 1.4: Faisceau gaussien circulaire.

Lorsque seuls les paramètres zW0x , zW0y sont égaux, l’enveloppe du champ dans le plan
de la ceinture est une ellipse dont les demi-grands axes sont W0,x et W0,y . Le faisceau
est alors dit elliptique. Au niveau de sa ceinture et à l’infini, les fronts d’onde conservent
les mêmes propriétés que celles du faisceau gaussien circulaire, c’est-à-dire que son front
d’onde est plan au niveau de la ceinture et devient sphérique à l’infini3 (cf. Figure 1.5).

Fig. 1.5: Faisceau gaussien elliptique.

Enfin, lorsque les distances zW0,x et zW0,y sont différentes, le faisceau est dit astigma-
tique[75]. Au niveau de chaque ceinture, les fronts d’onde sont cylindriques, et sphériques
à l’infini3 (cf. Figure 1.6).
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Fig. 1.6: Faisceau gaussien astigmatique.

I.2 Formulation vectorielle

Une formulation vectorielle d’un faisceau gaussien peut être obtenue à partir de po-
tentiels vecteurs, définis à partir de l’expression scalaire 1.3[76]. L’orientation du potentiel
vecteur électrique définit alors la polarisation principale du champ électrique. En toute
généralité, un faisceau gaussien vectoriel peut s’écrire comme une combinaison linéaire
pondérée par les coefficients ax et ay issus de faisceaux vectoriels dont les polarisations
principales sont dirigées selon x et y [63, 64] :

E(x, y, z) =u(x, y, z)(ax êx +ay êy )− j

k

(
∂u

∂x
ax + ∂u

∂y
ay

)
êz (1.9)

H(x, y, z) =
p
εr

Z0

(
u(x, y, z)(ax êy −ay êx )− j

k

(
∂u

∂y
ax − ∂u

∂x
ay

)
êz

)
(1.10)

Les composantes selon l’axe ez exprimées à partir de dérivées partielles selon x et y de
la fonctions u peuvent se réécrire comme le produit d’un terme avec la fonction u. Les
champs peuvent alors s’exprimer sous la forme compacte :

E(x, y, z) =


ax

ay

aE ;z (x, y, z)

u(x, y, z) (1.11)

H(x, y, z) =
p
εr

Z0


−ay

ax

aH ;z (x, y, z)

u(x, y, z) (1.12)
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avec

aE ;z (x, y, z) =
(
− 1

Rx (z)
+ j

2

kW 2
x (z)

)
xax +

(
− 1

Ry (z)
+ j

2

kW 2
y (z)

)
y ay (1.13)

aH ;z (x, y, z) =
(
− 1

Ry (z)
+ j

2

kW 2
y (z)

)
y ax −

(
− 1

Rx (z)
+ j

2

kW 2
x (z)

)
xay (1.14)

Les vecteurs AE (x, y, z) = t(ax , ay , aE ;z (x, y, z)) et AH (x, y, z) = t(−ay , ax , aH ;z (x, y, z)) défi-
nissent alors la polarisation des champs électrique et magnétique.
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II Faisceaux gaussiens généralisés

II.1 Définitions

Un faisceau gaussien peut être défini à partir d’un champ dont l’amplitude est gaus-
sienne et la phase quadratique sur un plan initial Σ. Soit {O, êx , êy , êz } le repère lié au
plan initial dans lequel le champ sera exprimé. Ce repère forme une base orthonormée,
représentée sur la figure (1.7) :

êx × êy = êz (1.15)

Fig. 1.7: Définition du repère.

Un champ électrique d’amplitude gaussienne dans le plan Σ situé en z = 0 et dont
la composante principale est contenue dans le plan z = 0, peut s’écrire en s’inspirant de
l’écriture des champs (1.11-1.12) :

E(x, y,0) = AE (x, y,0)u(x, y,0) (1.16)

avec AE = t(ax , ay , aE ;z ) et

u(x, y,0) = exp

[
− j k

2

t(
x

y

)
Q(0)

(
x

y

)]
(1.17)

Seules les composantes ax et ay de AE sont nécessaires pour définir le champ. La com-
posante aE ;z sera calculée par la suite.
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Q(0) est une matrice symétrique à valeurs complexes :

Q(0) =
(

q11 q12

q12 q22

)
(1.18)

Afin d’assurer la décroissance gaussienne du champ (1.16), la matrice Q(0) doit être
définie avec une partie imaginaire négative :

Im[Q(0)] < 0 (1.19)

pour que la forme quadratique

t(
x

y

)
Q(0)

(
x

y

)
= q11x2 +q22 y2 +2q12x y (1.20)

possède également une partie imaginaire négative, assurant ainsi la décroissance de l’ex-
ponentielle.

II.2 Spectre d’ondes planes du champ initial

On exprime le vecteur d’onde k dans le repère lié au plan selon les composantes
cartésiennes (kx ,ky ,kz ). Il vérifie :

‖k‖2 = k2 = k2
x +k2

y +k2
z (1.21)

d’où :

k2
z = k2 −k2

x −k2
y (1.22)

Le spectre d’ondes planes Ẽ du champ (1.16) s’écrit[77] :

Ẽ(kx ,ky ) = 1

2π

Ï +∞

−∞
E(x, y,0)e j kx x+ j ky y d x d y (1.23)

= 1

2π

Ï +∞

−∞
AE exp

[
− j k

2

t(
x

y

)
Q(0)

(
x

y

)
+ j

t(
x

y

)(
kx

ky

)]
d xd y (1.24)

Cette intégrale peut s’évaluer exactement3 (cf. Annexe A).

Ẽ(kx ,ky ) = AE ũ(kx ,ky ) (1.25)

avec :

ũ(kx ,ky ) = 1

j k
(detQ(0))−

1
2 exp

[
j

2k

t(
kx

ky

)
Q−1(0)

(
kx

ky

)]
(1.26)

3Pour les composantes selon êx et êy .
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Les trois composantes du champ électrique ne sont pas indépendantes et sont reliées
entre elles par les équations de Maxwell. Dans le domaine spectral, l’équation de
Maxwell-Gauss sur la divergence du champ électrique impose la condition :

∇·E = 0 ⇒k · Ẽ = 0 (1.27)

⇒kx Ẽx +ky Ẽy +kz Ẽz = 0 (1.28)

⇒kx ax +ky ay +kz aE ;z = 0 (1.29)

La connaissance des composantes transverses ax et ay du champ électrique dans le plan
initial nous permet de déduire la composante longitudinale aE ;z :

aE ;z =− 1

kz
(kx ax +ky ay ) (1.30)

Ainsi, le spectre d’ondes planes du champ électrique a pour expression :

Ẽ(kx ,ky ) =


ax

ay

aE ;z (kx ,ky )

 ũ(kx ,ky )
def= ÃE (kx ,ky )ũ(kx ,ky ) (1.31)

L’équation de Maxwell-Faraday dans le domaine spectral nous permet de déduire
du spectre d’ondes planes du champ électrique (1.31) le spectre d’ondes planes du champ
magnétique :

H̃(kx ,ky ) =


ky aE ;z −kz ay

kz ax −kx aE ;z

kx ay −ky ax

 p
εr

k Z0
ũ(kx ,ky ) (1.32)

En utilisant la relation (1.22), cette expression devient :

H̃(kx ,ky ) =


−kx ky

kz
ax − k2−k2

x
kz

ay
k2−k2

y

kz
ax + ky ky

kz
ay

kx ay −ky ax

 p
εr

k Z0
ũ(kx ,ky )

def= ÃH (kx ,ky )ũ(kx ,ky ) (1.33)

II.3 Champs propagés

Les champs électromagnétiques propagés sont calculés en prenant en compte la pro-
pagation des ondes planes entre le plan initial et les points (x, y, z). Pour tout z > 0, on
a[77] :

E(x, y, z) = 1

2π

Ï +∞

−∞
Ẽ(kx ,ky )e− j (kx x+ky y+kz z)dkx dky (1.34)

H(x, y, z) = 1

2π

Ï +∞

−∞
H̃(kx ,ky )e− j (kx x+ky y+kz z)dkx dky (1.35)
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Fig. 1.8: Géométrie générale et notations.

La composante kz du vecteur d’onde a pour expression d’après (1.22) :

kz =


√
k2 −k2

x −k2
y Si k2 > |k2

x +k2
y |

− j
√

k2
x +k2

y −k2 Si k2 < |k2
x +k2

y |
(1.36)

Le premier cas (k2 > |k2
x+k2

y |) correspond aux ondes planes se propageant dans la direction
z > 0 et sont dites propagatives. Le second cas (k2 < |k2

x + k2
y |) correspond aux ondes

planes dont l’amplitude s’atténue exponentiellement dans la direction z > 0 et sont dites
evanescentes. De manière équivalente, pour assurer la convergence de ces intégrales à
l’infini, on doit préciser le choix du signe de la racine carrée kz = (k2 −k2

x −k2
y )

1
2 . Pour

obtenir une décroissance à l’infini, la partie imaginaire de la racine carré d’un nombre
complexe doit être négative. Par conséquent on impose :

Im[kz ] 6 0 (1.37)

Les intégrales (1.34) et (1.35) n’ont pas de solution analytique, en particulier à cause
de la racine carré induite par la composante kz du vecteur d’onde. Toutefois, ces intégrales
peuvent être évaluées asymptotiquement selon deux hypothèses différentes. La première
utilise une hypothèse paraxiale et la seconde une hypothèse champ lointain. L’objectif
de ces évaluations asymptotiques est de fournir des expressions analytiques permettant
le calcul rapide des champs propagés.

II.4 Formulation paraxiale

L’approximation paraxiale consiste à privilégier les ondes planes du spectre se pro-
pageant au voisinage de l’axe de propagation z du faisceau. Ces ondes planes sont ca-



30 Chapitre 1. Faisceaux gaussiens

ractérisées par l’hypothèse :

k2 À k2
x +k2

y (1.38)

Dans cette hypothèse, la composante kz (1.22) du vecteur d’onde peut être approchée
par un développement de Taylor :

kz =
√

k2 −k2
x −k2

y ≈ k −
k2

x +k2
y

2k
(1.39)

Les termes de phase de l’équation (1.34) peuvent alors se réécrire comme une forme
quadratique :

E(x, y, z) = (detQ(0))−
1
2

2π j k
e− j kz

Ï +∞

−∞
ÃE (kx ,ky ) (1.40)

·exp

[
j

2k

t(
kx

ky

)[
Q−1(0)+ zI

](
kx

ky

)
− j

t(
kx

ky

)(
x

y

)]
dkx dky

où I représente la matrice identité. On obtient une expression similaire pour le champ
magnétique H. Dans l’annexe (C), cette intégrale est évaluée asymptotiquement par la
méthode du point col et on ne présentera ici que les résultats finaux. Le champ électrique
d’un faisceau gaussien dans l’hypothèse paraxiale a pour expression :

E(x, y, z) ≈


ax

ay

aE ;z

u(x, y, z) (1.41)

avec :

u(x, y, z) =
(

detQ(z)

detQ(0)

) 1
2

exp

[
− j k

2

t(
x

y

)
Q(z)

(
x

y

)
− j kz

]
(1.42)

La composante selon l’axe z du champ s’exprime en fonction de la matrice de courbure
et des composantes transverses par :

aE ;z
def= −ax

(
q11(z)x +q12(z)y

)−ay
(
q12(z)x +q22(z)y

)
(1.43)

La matrice de courbure complexe du faisceau propagé à la cote z est :

Q(z) = (
Q−1(0)− zI

)−1 (1.44)
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Le champ magnétique d’un faisceau gaussien dans l’hypothèse paraxiale a pour ex-
pression :

H(x, y, z) ≈
p
εr

Z0


−ay

ax

aH ;z

u(x, y, z) (1.45)

avec

aH ;z
def= ax

(
q12(z)x +q22(z)y

)−ay
(
q11(z)x +q12(z)y

)
(1.46)

II.5 Formulation champ lointain

Les champs lointains d’une onde électromagnétique quelconque peuvent être déter-
minés analytiquement à partir de leur spectre d’ondes planes en utilisant la méthode de
la phase stationnaire[78, 65]. Dans l’hypothèse où le point d’observation des champs se
trouve en zone lointaine du centre du faisceau, c’est-à-dire lorsque kr À 1 avec r = ‖r‖,
les intégrales (1.34) et (1.35) sont approchées par les expressions suivantes, démontrées
dans l’annexe (C) :

E(x, y, z) ≈ j k
e− j kr

r
cosθ Ẽ(k cosφsinθ,k sinφsinθ) (1.47)

H(x, y, z) ≈ j k
e− j kr

r
cosθ H̃(k cosφsinθ,k sinφsinθ) (1.48)

c’est-à-dire , en coordonnées cartésiennes pour le champ électrique

E(x, y, z) ≈


ax

ay

− x
z ax − y

z ay

v(x, y, z) (1.49)

avec

v(x, y, z) = e− j kr

r

z

r
(detQ(0))−

1
2 exp

[
j k

2r 2

t(
x

y

)
Q−1(0)

(
x

y

)]
(1.50)

Quant au champ magnétique, il s’écrit dans ces mêmes coordonnées :

H(x, y, z) ≈
p
εr

Z0


− x y

zr ax −
(

z
r + y2

zr

)
ay(

z
r + x2

zr

)
ax + x y

zr ay

− y
r ax + x

R ay

v(x, y, z) (1.51)
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II.6 Caractéristiques physiques

II.6.1 Caractéristiques géométriques

Les caractéristiques physiques du faisceau gaussien généralisé sont, pour une fré-
quence donnée, entièrement déterminées par la matrice de courbure complexe Q(0) du
champ gaussien dans le plan initial. On trouvera une analyse complète des propriétés géo-
métriques en fonction des paramètres de la matrice de courbure complexe dans [67, 64].
Nous en résumons ici les principaux résultats.

Au préalable, remarquons que l’expression d’un faisceau gaussien classique (1.3) peut
éventuellement se réécrire sous une forme plus compacte[79],[72, 16.5] :

u(x, y, z) =
√

qx (0)qy (0)

qx (z)qy (z)
exp

[
− j k

2

(
x2

qx (z)
+ y2

qy (z)

)
− j kz

]
(1.52)

où l’on a utilisé :

1

qx,y (z)
= 1

Rx,y (z)
− j

2

kW 2
x,y (z)

(1.53)

= 1

z − zW0x,y + j z0x,y
(1.54)

qx,y représentent alors les rayons de courbures complexes du faisceau selon x et y .
Lorsque la matrice de courbure est diagonale, on peut montrer que la formulation gé-

néralisée (1.41) correspond à celle du mode fondamental d’un faisceau gaussien classique
(1.52). Dans ce cas, la matrice de courbure complexe peut être séparée en une partie
réelle et une partie imaginaire, correspondant respectivement à la description de la cour-
bure du front d’onde Rx,y et de l’amplitude gaussienne du faisceau[58]. En conservant
l’analogie avec un faisceau gaussien classique, les éléments diagonaux de la matrice de
courbure (1.18) peuvent être reliés aux caractéristiques classiques d’un faisceau gaussien
qui sont :

– les demi-largeurs de la (ou des) ceinture(s) : W0,x et W0,y ;
– les distances entre le centre du repère faisceau et la position de la (ou des) cein-

ture(s) : zW0,x et zW0,y .
Les relations de passage entre les éléments de la matrice de courbure qi j et ces paramètres
sont :

W0,x =
√

Im

(
2

kq11

)
W0,y =

√
Im

(
2

kq22

)
(1.55)

zW0,x =−Re

(
1

q11

)
zW0,y =−Re

(
1

q22

)
(1.56)
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ou de manière équivalente :

Q(0) =


1

−zW0,x + j
kW 2

0,x

2

0

0
1

−zW0,y + j
kW 2

0,y

2

 (1.57)

Enfin, on remarque que les composantes selon êz des relations vectorielles d’un faisceau
gaussien classique (1.13,1.14) correspondent exactement à celles d’un faisceau gaussien
généralisé paraxial (1.43,1.46).

Lorsque la matrice de courbure est diagonale et que ses coefficients qi i sont égaux,
c’est-à-dire lorsque W0,x = W0,y = W0 et zW0,x = zW0,y = zW0 , on retrouve le comportement
physique d’un faisceau gaussien circulaire, dont on rappelle l’interprétation des para-
mètres W0 et zW0 sur la figure (1.9).

Fig. 1.9: Géométrie générale d’un faisceau gaussien circulaire.

Lorsque la matrice de courbure est diagonale et que ses coefficients W0,x et W0,y sont
différents, on retrouve le comportement physique d’un faisceau gaussien elliptique (cf. fig.
1.5). Si les distances zW0,x et zW0,y sont différentes, on retrouve le comportement physique
d’un faisceau gaussien astigmatique (cf. fig. 1.6).

Enfin, lorsque la matrice de courbure est une matrice complexe quelconque (symé-
trique et définie à partie imaginaire négative par définition), elle permet de décrire un
faisceau gaussien astigmatique généralisé, impossible à décrire avec l’expression classique
d’un faisceau gaussien. Dans ce cas, les caractéristiques classiques d’un faisceau gaus-
sien (amplitude transverse, effet Gouy) sont conservées, mais il n’est plus possible de
définir simplement les notions de ceinture et de largeur du faisceau[63, 64]. En particu-
lier, si les positions des ceintures sont égales, on remarque alors que les directions des
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demi-grands axes des ellipses ont subi une rotation d’angle α autour de l’axe z telle que
tan2α= 2q12/(q11 −q22)(cf. Annexe D).

II.6.2 Domaine de validité

Afin de présenter un domaine de validité pour chacune des deux hypothèses utili-
sées pour le calcul des champs propagés, nous nous intéressons au rayonnement d’une
distribution gaussienne définie dans le plan z = 0, c’est-à-dire à la propagation d’un fais-
ceau gaussien dont l’expression exacte est donnée par la relation intégrale (1.34). Cette
expression est évaluée numériquement et est comparée avec les expressions analytiques
(1.41) et (1.49). L’erreur entre la méthode de référence numérique et une formulation
analytique est définie par :

∆(r) = ‖Eref(r)−Etest(r)‖ (1.58)

On jugera que cette erreur est satisfaisante à la distance r = r∆ lorsque ∆ sera inférieur
à −60 dB avec Max‖Eref‖ = 0 dB :

r∆ tel que ∆(r) <−60dB (1.59)

Afin de présenter des conclusions indépendantes de la fréquence, on normalise les
résultats par rapport à la longueur d’onde λ. Plusieurs types de faisceaux sont définis
par des ceintures circulaires ”́etroites” formant des faisceaux très divergents (telles que
kW0 < 2π) jusqu’à des ceintures ”larges” et peu divergents (telles que kW0 > 2π). Les cein-
tures sont définies sans perte de généralité sur le plan initial en z = 0 par zW0,x = zW0,y = 0.

Sur les figures (1.10 à 1.16), nous avons représenté la composante principale d’un
faisceau gaussien circulaire avec différentes demi-largeurs de ceinture telles que kW0 =
π,2π,4π,8π et introduites dans la matrice de courbure suivante :

Q(0) =
 2

j kW 2
0

0

0 2
j kW 2

0

 (1.60)

On représente pour chacune de ces figures les erreurs entre le calcul numérique et les
formulations analytiques paraxiale et champ lointain.
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Fig. 1.10: Amplitude d’un faisceau gaussien propagé dans le plan xOz. Référence
calculée numériquement à partir de l’équation intégrale du spectre d’ondes planes

(1.34). Faisceau circulaire, kW0 =π.

Fig. 1.11: Différence absolue (en dB) entre la référence et la formulation paraxiale
(1.41) (à gauche) et entre la référence et la formulation champ lointain (1.49) (à

droite). Faisceau circulaire, kW0 =π.

Lorsque la demi-largeur du faisceau est faible, on constate que le faisceau est très
divergent. La formulation analytique paraxiale donne de bons résultats uniquement dans
le cône de paraxialité. La formulation analytique champ lointain correspond au champ
exact à quelques longueurs d’ondes du centre du faisceau.
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Fig. 1.12: Amplitude d’un faisceau gaussien propagé dans le plan xOz. Référence
calculée numériquement à partir de l’équation intégrale du spectre d’ondes planes

(1.34). Faisceau circulaire, kW0 = 2π.

Fig. 1.13: Différence absolue (en dB) entre la référence et la formulation paraxiale
(1.41) (à gauche) et entre la référence et la formulation champ lointain (1.49) (à

droite). Faisceau circulaire, kW0 = 2π.

À mesure que l’on augmente la taille du faisceau, l’approximation paraxiale donne
de meilleurs résultats, contrairement à l’approximation champ lointain dont le domaine
de validité s’éloigne du centre du faisceau.
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Fig. 1.14: Amplitude d’un faisceau gaussien propagé dans le plan xOz. Référence
calculée numériquement à partir de l’équation intégrale du spectre d’ondes planes

(1.34). Faisceau circulaire, kW0 = 4π.

Fig. 1.15: Différence absolue (en dB) entre la référence et la formulation paraxiale
(1.41) (à gauche) et entre la référence et la formulation champ lointain (1.49) (à

droite). Faisceau circulaire, kW0 = 4π.
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Fig. 1.16: Amplitude d’un faisceau gaussien propagé dans le plan xOz. Référence
calculée numériquement à partir de l’équation intégrale du spectre d’ondes planes

(1.34). Faisceau circulaire, kW0 = 8π.

Fig. 1.17: Différence absolue (en dB) entre la référence et la formulation paraxiale
(1.41) (à gauche) et entre la référence et la formulation champ lointain (1.49) (à

droite). Faisceau circulaire, kW0 = 8π.

Lorsque la demi-largeur du faisceau est grande, le faisceau est très peu divergent.
Dans ce cas de figure, l’erreur avec l’expression analytique paraxiale est très faible. Au
contraire, plus le faisceau est large, plus le domaine de validité de la formulation champ
lointain est éloigné.

Synthèse. Les formulations des faisceaux gaussiens généralisés offrent une écri-
ture plus compacte des champs ainsi que la description de tous les faisceaux gaussiens
classiques. La validité de chacune des deux formulations généralisées dépend essentielle-
ment de la demi-largeur du faisceau au niveau de la ceinture. Pour des faisceaux étroits
(kW0 < 2π), la formulation champ lointain donne de très bons résultats au-delà d’une
vingtaine de longueur d’ondes. À mesure que la largeur du faisceau augmente, la distance
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r∆ nécessaire pour que l’approximation champ lointain soit justifiée augmente également.
En se basant sur le critère de justification de l’approximation champ lointain pour des
ouvertures (zone de Fraunhofer), la distance minimale d’observation doit être supé-
rieure de 2D2/λ où D représente le diamètre de l’ouverture. Par conséquent, la distance
minimale pour un faisceau gaussien de demi-largeur W0 doit être supérieure à 5

kW 2
0

2 , soit
5z0.

La formulation paraxiale donne de meilleurs résultats à mesure que la taille de la
ceinture augmente. Il est généralement admis que la formulation paraxiale donne de bons
résultats au voisinage de l’axe de propagation pour kW0 > 2π (soit une largeur W0 =λ ou
angle de divergence d’environ 20 degrés)[64]. D’une manière générale, la zone de validité
de l’approximation paraxiale est contenue dans le cône d’angle arctan(2/(kW0)).

Ces résultats sont illustrés schématiquement sous la forme d’une abaque sur la figure
(1.18).

Fig. 1.18: Abaque schématique des zones de validité des formulations paraxiales
(1.41) (rouge) et champ lointain (1.49) (bleu).

Enfin, les fronts d’onde des faisceaux ne sont pas équivalents selon les formulations
utilisées. Le front d’onde d’un faisceau gaussien dans la formulation paraxiale est qua-
dratique tandis qu’il est sphérique pour la formulation champ lointain. Par conséquent,
à grande distance (zone en rose), l’utilisation de la formulation paraxiale peut engendrer
des erreurs de phase importantes dès que l’on s’éloigne de l’axe de propagation.
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III Faisceaux gaussiens conformes

Dans cette section, nous rappelons les principales caractéristiques des faisceaux gaus-
siens conformes introduit dans [64].

Comme nous le verrons au chapitre 3, il existe plusieurs techniques permettant de
décomposer une distribution de champ en un ensemble de faisceaux gaussiens. Parmi ces
techniques, la décomposition multi-faisceaux gaussiens introduite par [64] permet de dé-
composer des champs électromagnétiques définis sur des surfaces modérément courbes à
l’aide des faisceaux gaussiens généralisés de la section précédente. Le domaine d’applica-
tion de la décomposition multi-faisceaux gaussiens est limité à une incidence modérée du
champ sur la surface courbe initiale, typiquement de l’ordre de 30 degrés et ne convient
également pas à des surfaces trop courbes (cf. Figure 1.19).

Fig. 1.19: Illustration d’une problématique liée à des radômes de pointe effilés. P

est le vecteur de Poynting du champ émis par l’antenne au point M et n̂ la
normale locale sortante à la surface au point M . La décomposition multi-faisceaux

gaussiens est valide lorsque l’angle entre ces deux vecteurs reste modéré,
c’est-à-dire inférieur à 30 degrés.

Un nouveau type de faisceau gaussien a été défini pour surmonter cette limitation.
Contrairement aux faisceaux gaussiens généralisés qui sont définis à partir d’un champ
gaussien sur un plan, les faisceaux gaussiens conformes sont définis à partir de densi-
tés surfaciques gaussiennes de courant circulant sur une surface courbe quadratique. Le
rayonnement de ces courants est appelé faisceau gaussien conforme. Grâce à cette défi-
nition, les faisceaux gaussiens conformes prennent en compte la courbure de la surface
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dont ils sont issus.
Une distribution de champ supportée par une surface courbe peut alors être décom-

posée en une somme de faisceaux gaussiens conformes, à partir de la décomposition des
courants équivalents sur la surface en un ensemble de courants élémentaires gaussiens.
On utilisera dans les sections qui suivent le terme de ”courant” pour désigner une densité
surfacique de courant. Les courants électriques seront notés J et les courants magnétiques
M.

III.1 Courants élémentaires gaussiens

Soit Σ une surface paramétrique quadratique définie par l’équation :

z ′(x ′, y ′) def= −1

2

t(
x ′

y ′

)
QΣ

(
x ′

y ′

)
(1.61)

où la matrice QΣ est définie réelle et symétrique :

QΣ
def=

(
qΣ11 qΣ12

qΣ12 qΣ22

)
(1.62)

Soient O l’origine du repère placé au sommet de la surface Σ, r = t(x, y, z) le vecteur
associé au point d’observation et r′ = t(x ′, y ′, z ′) le vecteur associé au point de la surface
Σ. La distance entre un point courant de la surface Σ et un point d’observation s’écrit
R = ‖R‖ = ‖r′− r‖. Son vecteur unitaire est noté R̂ = r′−r

‖r′−r‖ (cf. fig. (1.20)).
On définit des courants gaussiens élémentaires sur la surface Σ. Ces courants dé-

pendent de la position relative r′ = t(x ′, y ′, z ′) sur la surface Σ et sont exprimés comme
une fonction w d’amplitude gaussienne orientée selon les vecteurs unitaires êJ , êM , tan-
gents en tout point de la surface :

J(r′) def= êJ (r′)w(r′) (1.63)

M(r′) def= êM (r′)w(r′) (1.64)

avec :

w(r′) def= exp

[
− j

k

2

t(
x ′

y ′

)
Q f

(
x ′

y ′

)]
exp

[
− j

t(
x ′

y ′

)(
βx

βy

)]
(1.65)

Les termes de phase βx ,βy décrivent une variation linéaire de la phase des courants
sur la surface. Ces termes s’inspirent des travaux de décomposition d’ouverture dans
la représentation de Gabor[80, 81, 67], introduisant le concept de faisceaux gaussiens
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Fig. 1.20: Géométrie et notations.

à phase linéaire. Ces derniers sont définis à partir d’une amplitude gaussienne et d’un
terme de phase linéaire sur une interface plane[64].

La matrice de courbure du faisceau Q f est définie comme (1.18), c’est-à-dire symé-
trique avec une partie imaginaire négative pour assurer la décroissance de w à l’infini.
On pose :

Q f def=
(

q f
11 q f

12

q f
12 q f

22

)
(1.66)

Dans les sections suivantes, nous calculons les expressions analytiques des faisceaux
gaussiens conformes E,H issus de courants électrique J et magnétique M. Deux approches
sont employées pour obtenir ce résultat :

– une approche spatiale, où l’on calcule le développement asymptotique des intégrales
de rayonnement des courants[64] ;

– une approche spectrale originale, où l’on détermine d’abord le spectre d’ondes
planes d’un faisceau gaussien conforme avant de déterminer les expressions des
champs lointains.
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III.2 Rayonnement des courants élémentaires

III.2.1 Formulation basée sur le rayonnement des courants

Dans cette section, nous calculons les expressions analytiques des faisceaux gaussiens
conformes EJ ,HJ issus d’un courant électrique J. La démarche est similaire pour des
courants magnétiques M et nous nous contenterons de donner les résultats finaux pour
les faisceaux gaussiens conformes EM ,HM dont ils seraient issus.

Le champ électrique rayonné au point r par un courant J est calculé à partir des inté-
grales de rayonnement de courants. En utilisant la formulation de Kottler, le champ
électrique rayonné est[82] :

EJ (r) = k

4 jπ

Ï
Σ

[
Z0p
εr

(
1− j

kR
− 1

(kR)2

)
J(r′)+ Z0p

εr

(
−1+ 3 j

kR
+ 3

(kR)2

)
(R̂ · J(r′))R̂

]
e− j kR

R
dΣ

(1.67)

Le champ magnétique rayonné :

HJ (r) = k

4 jπ

Ï
Σ

(
1− j

kR

)
(R̂× J(r′))

e− j kR

R
dΣ (1.68)

Les termes en 1/kR et 1/(kR)2 peuvent être négligés dès lors que R > 3λ[18]. Dans cette
hypothèse, les formulations précédentes se simplifient :

EJ (r) = j k

4π

Ï
Σ

Z0p
εr

(
R̂× R̂× J(r′)

) e− j kR

R
dΣ (1.69)

HJ (r) =− j k

4π

Ï
Σ

(
R̂× J(r′)

) e− j kR

R
dΣ (1.70)

On remplace l’expression du courant élémentaire J par sa définition (1.63). À grande
distance, la distance R entre un point de la surface et un point d’observation peut
s’approcher par :

R =‖r′− r‖ ≈ r −
t(

x ′

y ′

)(
x/r

y/r

)
+ 1

2

t(
x ′

y ′

)[
1

r

(
1− x2

r 2 − x y
r

− x y
r 1− y2

r 2

)
+ z

r
QΣ

](
x ′

y ′

)
(1.71)

La phase de l’expression intégrale précédente peut se mettre sous forme quadratique.
L’application de la méthode du point col permet d’évaluer asymptotiquement cette in-
tégrale pour obtenir l’expression analytique du champ électrique[64] (cf. Annexe C) :

EJ (r) = Z0p
εr

(
R̂s × R̂s × êJ

s

)
ufgc(r) (1.72)



44 Chapitre 1. Faisceaux gaussiens

et du champ magnétique :

HJ (r) =−(
R̂s × êJ

s

)
ufgc(r) (1.73)

avec

ufgc(r) = 1

2

(
gs

detQ

) 1
2

exp

[
j

2k

t(
ξx

ξy

)
Q−1

(
ξx

ξy

)]
e− j kr

r
(1.74)

où les coordonnées ξx ,ξy correspondent à :(
ξx

ξy

)
=k

r

(
x

y

)
−

(
βx

βy

)
(1.75)

La matrice de courbure complexe Q définit les paramètres du faisceau gaussien conforme
en fonction des paramètres du courant ainsi que de la courbure de la surface Σ :

Q=1

r

(
1− x2

r 2 − x y
r

− x y
r 1− y2

r 2

)
+Q f + z

r
QΣ (1.76)

L’indice s attaché aux vecteurs directeurs êJ
s et R̂s indique que l’on évalue ces vecteurs

aux coordonnées du point col de l’intégrale spatiale :(
x ′

s

y ′
s

)
= 1

k
Q−1

(
ξx

ξy

)
(1.77)

êJ
s =êJ (r′s) (1.78)

R̂s =R̂(r′s) (1.79)

Enfin, le terme gs est issu de l’expression d’un élément de surface de Σ, évalué au point
col :

gs =(qΣ11x ′
s +qΣ12 y ′

s)2 + (qΣ12x ′
s +qΣ22 y ′

s)2 +1 (1.80)

Pour un courant magnétique M, on aurait de la même façon :

EM (r) = (
R̂s × êM

s

)
ufgc(r) (1.81)

HM (r) =
p
εr

Z0

(
R̂s × R̂s × êM

s

)
ufgc(r) (1.82)
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III.2.2 Formulation basée sur le spectre d’ondes planes

Dans cette section, nous présentons un travail original dont l’objectif est la formu-
lation de l’expression analytique des spectres d’ondes planes Ẽ,H̃ d’un faisceau gaussien
conforme, tels que :

E(r)
def= 1

2π

Ï +∞

−∞
Ẽ(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.83)

H(r)
def= 1

2π

Ï +∞

−∞
H̃(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.84)

Ces expressions sont utiles pour calculer les champs transmis et réfléchis par une interface
diélectrique comme l’a montré[64] : lors de la traversée d’une surface diélectrique, chacune
des ondes planes constituant le spectre est pondérée par un coefficient dyadique de
transmission ou de réflexion qui dépend des directions k des ondes planes et de la normale
locale à la surface n̂. Les coefficients de transmission T et de réflexion R correspondent
aux coefficients de Fresnel, établis dans l’hypothèse du plan tangent à la surface :

Et (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
T (k, n̂)Ẽ(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.85)

Er (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
R(k, n̂)Ẽ(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.86)

L’évaluation asymptotique de ces intégrales conduit alors aux champs transmis et réflé-
chis sur l’interface.

Notre démarche est la suivante : à partir des intégrales de rayonnement de cou-
rant (1.87-1.88), nous décomposons la fonction de Green en espace libre en un spectre
d’ondes planes. En inversant l’ordre d’intégration et en évaluant l’une des intégrales
par la méthode du point col, nous en déduisons le spectre d’ondes planes d’un faisceau
gaussien conforme. Au passage, nous déduirons du spectre d’ondes planes l’expression
analytique du champ lointain d’un faisceau gaussien conforme grâce à la méthode de
la phase stationnaire. Enfin, nous appliquons ces résultats au calcul des champs trans-
mis et réfléchis par une interface diélectrique courbe. Ces travaux étant originaux, nous
détaillons les calculs pour des courants électriques et magnétiques.
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III.2.2.a Équations de Franz

Les équations intégrales de rayonnement des courants (1.67) et (1.68) peuvent être
formulées de manière équivalente sous la forme des équations de Franz[83, 84, 85] :

E(r) = Z0

j k
∇×∇×AJ (r)−∇×AM (r) (1.87)

H(r) =∇×AJ (r)+ 1

j k Z0
∇×∇×AM (r) (1.88)

où AJ et AM sont respectivement les potentiels vecteurs électrique et magnétique et G la
fonction de Green en espace libre :

AJ (r) =
Ï
Σ

J(r′)G(r,r′)dΣ (1.89)

AM (r) =
Ï
Σ

M(r′)G(r,r′)dΣ (1.90)

G(r,r′) = e− j k‖r−r′‖

4π‖r− r′‖ (1.91)

où (kx ,ky ,kz ) sont les composantes cartésiennes du vecteur d’onde respectant les défini-
tions précédentes (1.21) et (1.37).

III.2.2.b Décomposition spectrale d’un point source en ondes planes

La fonction de Green en espace libre (1.91) correspond à un point source sphérique,
qui peut être décomposé en un spectre d’ondes planes4 à partir de la formule de Weyl[2,
p.481],[86, (2.2.27)], [87, 88] :

G(r,r′) = 1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j kz |z−z ′|

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky (1.92)

4Une démarche similaire pourrait être accomplie en décomposant le point source en ondes cylindriques

grâce à la formule de Sommerfeld[2, p.481],[86, p.66-70]. Le résultat ne fait plus intervenir qu’une

intégrale simple mais dont l’intégrande contient une fonction de Bessel ou de Hankel qui complique

rapidement les calculs.
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III.2.2.c Expression des potentiels vecteurs

On remplace la fonction de Green en espace libre (1.91) par l’expression de sa
décomposition spectrale (1.92) dans les expressions des potentiels vecteurs (1.89-1.90) :

AJ (r) =
Ï
Σ

J(r′)

(
1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j kz |z−z ′|

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.93)

AM (r) =
Ï
Σ

M(r′)

(
1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j kz |z−z ′|

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.94)

Pour alléger les écritures, on utilise le symbole C pour désigner les indices J ou M et C

pour J ou M :

AC (r) =
Ï
Σ

C(r′)

(
1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j kz |z−z ′|

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.95)

La simplification de la valeur absolue autour de z − z ′ présente deux cas de figure :
• (z − z ′) > 0 (indice +) ;
• (z − z ′) < 0 (indice (−)).

c’est-à-dire :

AC
+(r) =

Ï
Σ

C(r′)

(
1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j kz (z−z ′)

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.96)

AC
−(r) =

Ï
Σ

C(r′)

(
1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e+ j kz (z−z ′)

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.97)

Les densités de courant C sont décomposées en un produit d’une fonction vectorielle avec
une fonction scalaire gaussienne w selon les définitions (1.63-1.64) :

C = êC (r′)w(r′) (1.98)

d’où :

AC
+(r) = 1

8 jπ2

Ï
Σ

êC (r′)w(r′)

(Ï +∞

−∞
e− j kz (z−z ′)

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.99)

AC
−(r) = 1

8 jπ2

Ï
Σ

êC (r′)w(r′)

(Ï +∞

−∞
e+ j kz (z−z ′)

kz
e− j kx (x−x ′)e− j ky (y−y ′) dkx dky

)
dΣ (1.100)

Pour ces hypothèses, les intégrales précédentes sont définies. Grâce au théorème de Fu-

bini, on peut inverser l’ordre d’intégration des intégrales spectrales et spatiales[89, 90] :

AC
±(r) = 1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j k±·r

kz

(Ï
Σ

êC (r′)w(r′)e+ j k±·r′ dΣ

)
dkx dky (1.101)
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où on a utilisé la notation :

k± = t(kx ,ky ,±kz ) (1.102)

L’intégrale double centrale peut être évaluée asymptotiquement en utilisant la méthode
du point col (cf. Annexe C). On obtient :

AC
±(r) = 1

8 jπ2

Ï +∞

−∞
e− j k±·r

kz

(
2π

k
êC (r′s)

(−gs/detQ±
) 1

2 exp

(
+ j

2k
tζQ−1

± ζ

))
dkx dky (1.103)

avec

ζ
def=

(
kx −βx

ky −βy

)
(1.104)

Q±
def= Q f ± kz

k
QΣ (1.105)

r′s correspond au point col de l’intégrale et vaut :(
x ′

s

y ′
s

)
= 1

k
Q−1
± ζ (1.106)

Enfin, gs correspond à la métrique de la surface Σ, évaluée pour le point col :

gs =
(
qΣ11x ′

s +qΣ12 y ′
s

)2 + (
qΣ12x ′

s +qΣ22 y ′
s

)2 +1 (1.107)

III.2.2.d Expressions des champs électriques et magnétiques

Les opérateurs différentiels des équations de Franz (1.87) et (1.88) agissent sur les
coordonnées d’observation (non primées). On peut donc faire entrer les opérateurs à
l’intérieur des intégrales spectrales et les champs Er et Hr s’écrivent alors :

E±(r) = 1

2π

Ï +∞

−∞

[
k±× êM (r′s)+ Z0

k
k±×k±× êJ (r′s)

]
ũfgc(kx ,ky )e− j k±·r dkx dky (1.108)

H±(r) = 1

2π

Ï +∞

−∞

[
−k±× êJ (r′s)+ 1

k Z0
k±×k±× êM (r′s)

]
ũfgc(kx ,ky )e− j k±·r dkx dky (1.109)

avec

ũfgc(kx ,ky ) = 1

2kkz

(−gs/detQ±
) 1

2 exp

[
j

2k
tζQ−1

± ζ

]
(1.110)
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III.2.2.e Expression des spectres des champs E, H

On reconnâıt dans les expressions (1.109-1.109) les formulations intégrales basées sur
les spectres d’ondes planes (1.83-1.84). Les expressions des spectres d’ondes planes d’un
faisceau gaussien conforme sont alors déterminées par identification :

Ẽ±(kx ,ky ) =
[

k±× êM (r′s)+ Z0

k
k±×k±× êJ (r′s)

]
ũfgc(kx ,ky ) (1.111)

H̃±(kx ,ky ) =
[
−k±× êJ (r′s)+ 1

k Z0
k±×k±× êM (r′s)

]
ũfgc(kx ,ky ) (1.112)

III.2.2.f Évaluation asymptotique des champs en zone lointaine

Les champs lointains peuvent être déterminés à partir des spectres d’ondes planes
(1.111-1.112) en évaluant les intégrales spectrales :

Er (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
Ẽ(kx ,ky )e− j k±·r dkx dky (1.113)

Hr (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
H̃(kx ,ky )e− j k±·r dkx dky (1.114)

par la méthode de la phase stationnaire dans l’hypothèse champ lointain (kr À 1), on
obtient (cf. Annexe C) :

Er (r) = j k
z

r

e− j kr

r
Ẽ

(
k

r
r
)

(1.115)

Hr (r) = j k
z

r

e− j kr

r
H̃

(
k

r
r
)

(1.116)

Le développement de ces expressions à partir des expressions des spectres Ẽ,H̃ permet
d’obtenir les expressions champ lointain d’un faisceau gaussien conforme :

E(r) =
(

Z0p
εr

r× r̂× êJ
s + r̂× êM

s

)
ufgc,loin(r) (1.117)

H(r) =
(p

εr

Z0
r̂× r̂× êM

s − r̂× êJ
s

)
ufgc,loin(r) (1.118)

avec

ufgc,loin(r) = 1

2(detQloin)
1
2

exp

[
j

2k

t(
ξx

ξy

)
Q−1

loin

(
ξx

ξy

)]
e− j kr

r
(1.119)
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où l’on a utilisé les notations suivantes :(
ξx

ξy

)
def= k

r

(
x

y

)
−

(
βx

βy

)
(1.120)

Qloin
def=Q f + z

r
QΣ (1.121)

et : (
x ′

s

y ′
s

)
= 1

k
Q−1

loin

(
ξx

ξy

)
(1.122)

êJ
s =êJ (r′s) êM

s = êM (r′s) (1.123)

Remarque. Ces expressions, valides en champ lointain, peuvent également être
démontrées à partir des expressions ”grande distance” d’un faisceau gaussien conforme
(1.72-1.73). En effet, on a :

Q−−−→
rÀ1

Qloin (1.124)

Rs −−−→
rÀ1

r (1.125)

Autrement dit, l’approche spectrale permet de retrouver la formulation des faisceaux
gaussiens conformes ”champ lointain” exprimée à partir des intégrales de rayonnement
des courants [64].

III.3 Caractéristiques physiques

Dans cette section, nous étudions les caractéristiques physiques d’un faisceau gaussien
conforme. À la différence des faisceaux gaussiens généralisés vus dans la section II où seule
la matrice de courbure complexe déterminait la géométrie du faisceau, les caractéristiques
des faisceaux gaussiens conformes sont également déterminées par la matrice de courbure
QΣ de la surface Σ ainsi que les termes de phase linéaire (βx ,βy ). Dans les sous-sections
suivantes, nous étudions les effets de ces différents paramètres sur l’allure d’un faisceau
gaussien conforme.

III.3.1 Configuration des calculs

Champ proche. Dans les comparaisons qui suivent, le calcul des champs en zone
proche ou semi-lointaine est effectué dans des plans de coupe de l’espace défini par le
repère lié à la surface Σ (cf. figure 1.21). Lorsque la surface Σ est plane, le rayonnement
des courants est symétrique par rapport au plan. Par conséquent, nous ne représenterons
le rayonnement que dans le demi-espace supérieur (z > 0).
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Fig. 1.21: Géométrie des comparaisons. Observation en zone proche dans un plan
de coupe.

Champ lointain. En zone lointaine, les calculs sont effectués à ‖r‖ = Cte = 1000λ.
Nous calculons les composantes sphériques (Er ,Eφ,Eθ) du champ électrique d’un faisceau
gaussien conforme calculées avec les expressions ”grande distance” (1.72). Compte tenu
du fait qu’en champ lointain, l’expression ”champ lointain” (1.117) d’un faisceau gaus-
sien conforme correspond à l’expression ”grande distance”, une seule formulation sera
employée pour illustrer les résultats. La géométrie générale et les notations angulaires
employées sont illustrées sur la figure 1.22.

Fig. 1.22: Géométrie des comparaisons. Observation en zone lointaine.
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III.3.2 Matrice de courbure du faisceau

Dans cette partie, la courbure de la surface génératrice du faisceau est supposée nulle,
de sorte que la surface soit plane (z ′ = 0∀(x ′, y ′)). Les termes de phase linéaire sont nuls :
(βx = 0,βy = 0).

Fig. 1.23: Géométrie.

Les courants électriques (1.63) générateurs du faisceau gaussien conforme sont cal-
culés sur une surface Σ plane (cf. figure 1.23). Le champ rayonné par ces courants est
calculé numériquement à partir des équations de Kottler (1.67-1.68) afin de servir
de référence. Dans les figures (1.24-1.26) suivantes, nous comparons le champ électrique
de la composante principale des expressions analytiques (1.72) (”grande distance”) et
(1.117) (”champ lointain”).

Fig. 1.24: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Faisceau circulaire, kW0 =π.

Comme pour les faisceaux gaussiens généralisés, la largeur de la ceinture du faisceau
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conditionne sa divergence. Plus la ceinture du faisceau est petite, plus le faisceau est
divergent. Conformément aux hypothèses utilisées, on constate que le domaine de validité
de la formulation ”grande distance”est plus important que celui de la formulation ”champ
lointain”.

Fig. 1.25: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de
l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Faisceau circulaire, kW0 = 2π.

Fig. 1.26: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de
l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Faisceau circulaire, kW0 = 4π.

Plus la largeur de la ceinture est importante, plus il est nécessaire de s’éloigner du
centre du faisceau pour que les approximations ”grandes distances” et ”champ lointain”
soient valides. Ce comportement est similaire aux ouvertures rayonnantes, pour lesquelles
la zone de ”champ lointain” dépend de la taille de l’ouverture.

Les composantes Eθ du champ électrique en zone lointaine générées par un courant
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gaussien électrique polarisé selon êy sont représentées sur la figure (1.27).

Fig. 1.27: Comparaisons de la composante Eθ du champ électrique pour
différentes valeurs de kW0 en zone lointaine. Observation pour θ ∈ [−90◦,+90◦],

φ= 0 (plan xOz).

Dans cette configuration, le comportement des faisceaux gaussiens conformes est si-
milaire à celui des faisceaux gaussiens généralisés. En effet lorsque la courbure de la
surface génératrice Σ est infinie et que les termes de phase linéaire (βx ,βy ) sont nuls,
l’expression du faisceau gaussien conforme (1.72) est similaire à celle d’un faisceau gaus-
sien généralisé champ lointain (1.49). Les conclusions sont donc identiques : la validité
des formulations dépend principalement de la largeur de la ceinture du faisceau. Selon
la formulation utilisée, le critère d’erreur en distance défini comme :

r∆ tel que ∆(r ) = ‖Eref(r)−Etest(r)‖ <−60dB (1.126)

est de l’ordre de r∆ > z0 pour la formulation ”grande distance” ou r∆ > 20z0 pour la
formulation ”champ lointain”. On rappelle que z0 correspond à la distance de Rayleigh

pour une ouverture gaussienne de largeur W0, avec z0 = kW 2
0 /2.

III.3.3 Termes de phase linéaire

Dans cette partie, nous conservons une surface génératrice Σ plane et nous générons
des courants élémentaires dont la matrice de courbure complexe Q f définit une gaussienne
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circulaire de demi largeur W0 = 2λ, soit kW0 = 4π. Dans les figures (1.29) à 1.31), nous
faisons varier les paramètres (βx ,βy ), définis angulairement par :

βx
def= k cosφβ sinθβ (1.127)

βy
def= k sinφβ sinθβ (1.128)

où (φβ,θβ) sont les angles directeurs du faisceau exprimés dans un repère sphérique (cf.
figure 1.28).

Fig. 1.28: Géométrie.

Les cartographies suivantes sont réalisées dans le plan xOz. Afin de visualiser cor-
rectement le rôle des paramètres (βx ,βy ), on représente plusieurs configurations, pour
lesquelles nous faisons varier l’angle θβ en conservant φβ = 0◦, c’est-à-dire en conservant
la direction de propagation du faisceau dans le plan d’observation.

Fig. 1.29: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. θβ = 10◦, φβ = 0◦.
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Fig. 1.30: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. θβ = 45◦, φβ = 0◦.

Comme on peut le constater sur ces figures, l’angle θβ détermine la direction prin-
cipale de rayonnement du faisceau. On remarque également que la formulation ”grande
distance” est plus rapidement valide que la formulation ”champ lointain”. De plus, la
distance au-delà de laquelle les formulations analytiques sont valides est indépendante
de l’angle θβ et donc des paramètres (βx ,βy ).

Fig. 1.31: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. θβ = 70◦, φβ = 0◦.

On représente sur la figure (1.32) la composante Eθ en champ lointain du champ
électrique rayonné pour différentes valeurs de θβ.
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Fig. 1.32: Comparaisons de la composante Eθ du champ électrique pour
différentes valeurs de θβ, pour φβ = 0◦.

Contrairement aux faisceaux gaussiens généralisés, un faisceau gaussien conforme
peut être utilisé pour décrire la propagation d’un faisceau oblique dont la direction
de propagation est paramétrée par les coefficients (βx ,βy ). Les termes de phase linéaire
(βx ,βy ) donnent aux faisceaux gaussiens conformes une large couverture angulaire. Aussi,
le domaine de validité des expressions analytiques, définit selon le critère d’erreur (1.126),
n’est pas modifié par les paramètres (βx ,βy ).

III.3.4 Matrice de courbure de la surface

Le dernier paramètre définissant un faisceau gaussien conforme est la matrice de
courbure de la surface locale Σ. Cette surface est définie comme une surface paramétrée
quadratique (cf. Annexe D), dont la cote est déterminée analytiquement par l’équation
(1.61) que nous rappelons ici :

z ′ =−1

2

t(
x ′

y ′

)
QΣ

(
x ′

y ′

)
(1.129)

avec QΣ une matrice réelle symétrique définie positive :

QΣ =
(

qΣ11 qΣ12

qΣ12 qΣ22

)
(1.130)
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Pour illustrer l’influence de la courbure sur un faisceau gaussien conforme, nous
définissons une surface dont les rayons de courbure principaux sont égaux. Dans les
exemples qui suivent, les termes de phase linéraire (βx ,βy ) sont nuls et le faisceau est
peu divergent, avec une largeur de ceinture W0 = 2λ (soit kW0 = 4π). Les champs sont
calculés pour plusieurs rayons de courbure de la surface Σ, comme illustré sur la figure
(1.33).

Fig. 1.33: Géométrie (vue en coupe xOz). Les surfaces Σi sont définies à partir de
rayons de courbure différents Rx,i = Ry,i .

Dans la mesure où la surface Σ n’est plus plane, les champs rayonnés de part et
d’autre de la surface ne sont plus symétriques. Par conséquent nous représentons les
champs au-dessus et en dessous de la surface Σ, illustrée par une courbe blanche5.

5On observe également une ligne blanche sur les figures (c). Cette ligne est due à la singularité

existante en z = 0 de la formulation ”champ lointain”.
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Fig. 1.34: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Rx = Ry = 100λ.

Lorsque le rayon de courbure de la surface est grand (1.34), la surface est peu courbée.
Dans ce cas, on retrouve évidemment le comportement d’un faisceau gaussien généralisé.

Fig. 1.35: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Rx = Ry = 10λ.

Lorsque la courbure de la surface est importante, le champ rayonné est dissymétrique
par rapport à la surface. Le faisceau va diverger dans la zone convexe (z > surface) tandis
qu’il va d’abord converger avant de diverger dans la zone concave (z < surface).



60 Chapitre 1. Faisceaux gaussiens

Fig. 1.36: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Rx = Ry = 2λ.

Lorsque la courbure de la surface augmente (i.e. le rayon de courbure diminue), la
divergence du faisceau augmente également. L’erreur est aussi plus importante en champ
proche, en particulier le long des ”bordures” du faisceau.

La composante Eθ en zone lointaine du champ électrique est représentée sur la figure
(1.37) pour plusieurs rayons de courbure de la surface Σ. À grande distance, l’amplitude
du champ rayonné est symétrique de part et d’autre de la surface, aussi seul le demi-
espace supérieur est représenté.

Fig. 1.37: Comparaisons de la composante Eθ du champ électrique pour
différentes valeurs du rayon de courbure de la surface Σ.

Enfin, nous avons représenté sur la figure (1.38) un cas général, où le paramètre θβ est
non nul et vaut 45◦. Dans ce cas, les directions principales de rayonnement sont orientées
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à 45◦ (et 180◦−45◦ pour z < 0) par rapport à la normale de la surface, à l’origine du
faisceau.

Fig. 1.38: Comparaisons des formulations analytiques. (a) : Calcul numérique.
(b) : module de l’erreur avec la formulation ”grande distance”. (c) : module de

l’erreur avec la formulation ”champ lointain”. Rx = Ry = 10λ, θβ = 45◦.
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Tout comme la largeur de la ceinture du faisceau, la courbure de la surface détermine
également la divergence du faisceau. Plus la courbure est importante et plus le faisceau
rayonné diverge.

Dans cette section, nous avons étudié l’influence des paramètres d’un faisceau gaus-
sien conforme. Afin d’utiliser ces faisceaux pour le calcul de la propagation et du rayon-
nement d’objet complexe, nous allons utiliser le spectre d’ondes planes d’un faisceau
gaussien conforme pour calculer les champs transmis et réfléchis par une interface di-
électrique.

III.4 Évaluation asymptotique des champs transmis et réfléchis

Nous nous intéressons à l’évaluation asymptotique des intégrales (1.85-1.86), dont
nous rappelons l’expression ici :

Etr (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
T (k, n̂)Ẽ(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.131)

Er e (r) = 1

2π

Ï +∞

−∞
R(k, n̂)Ẽ(kx ,ky )e− j k·rdkx dky (1.132)

où Ẽ correspond à l’expression analytique (1.111) démontrée précédemment. Ces expres-
sions intégrales doivent nous permettre de calculer les champs transmis et réfléchis par
une interface diélectrique courbe dans le formalisme des faisceaux gaussiens conformes.

La principale difficulté de cette analyse est l’évaluation asymptotique de ces inté-
grales. En posant Υ def= {T ,R} et dans l’hypothèse où les coefficients de transmission et
de réflexion dyadiques varient lentement avec les coordonnées spectrales (kx ,ky ), il s’agit
d’évaluer une intégrale de la forme (z > 0) :

I =
Ï +∞

−∞
f(kx ,ky )e−kg (kx ,ky )dkx dky (1.133)

où l’on a posé :

f(kx ,ky )
def= 1

2π
Υ(k, n̂)

[
k× êM (r′s)+ Z0

k
k×k× êJ (r′s)

]
1

2kkz

(−gs/detQ
) 1

2 (1.134)

g (kx ,ky )
def= − j

2k2

t(
kx −βx

ky −βy

)[
Q f + kz

k
QΣ

]−1
(

kx −βx

ky −βy

)
+ j

k

(
kx

ky

)(
x

y

)
+ j

k
kz z (1.135)

L’évaluation en champ lointain de (1.133) ne pose pas de difficulté et la démarche est
similaire à celle effectuée précédemment pour le calcul du champ lointain d’un faisceau
gaussien conforme (1.117-1.118). On trouve pour le champ électrique :

E(r) =
(

Z0p
εr

r× r̂× êJ
s + r̂× êM

s

)
Υ

(
k

r
r, n̂

)
uloin(r) (1.136)
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L’expression précédente est utile pour calculer les champs transmis ou réfléchis par une
interface diélectrique située à grande distance du faisceau. Nous traiterons un exemple
d’application dans le chapitre 3, section II.

Lorsqu’une interface diélectrique est située à proximité de l’origine du faisceau, il
est nécessaire de calculer le champ en zone proche. On trouvera dans l’annexe E des
évaluations asymptotiques devant permettre le calcul en zone proche. Jusqu’à présent,
ces évaluations asymptotiques disposent d’un domaine de validité trop restreint, en par-
ticulier angulaire, pour être utilisées. Ceci est dû qu fait que le point col de la fonction
g (kx ,ky ), c’est-à-dire le point (kxs ,kys ) pour lequel :

∇g (kxs ,kys ) = 0 (1.137)

ne peut être déterminé analytiquement. En effet, la fonction g n’est pas une forme qua-
dratique, car le terme matriciel de (1.135) dépend des paramètres d’intégration (kx ,ky ).
Une approximation paraxiale selon la direction z ou selon la direction de propagation dé-
terminée par les coefficients (βx ,βy ) est insuffisante et ne permet pas d’obtenir la valeur
du point col (kxs ,kys ) dans un large domaine de validité.

Des travaux ont été menés pour déterminer le comportement du point col en fonc-
tion des paramètres d’observation et des paramètres du faisceau. Ils ont montré qu’en
champ très proche, pour des distances inférieures à la longueur d’onde, le point col est
proche de (kx ,ky ) = (βx ,βy ). Au delà d’une distance de plusieurs dizaines de longueurs
d’ondes, le point col tend vers le point (kx ,ky ) = (kx/r,k y/r ). Entre ces deux domaines,
le point col évolue entre ces deux zones critiques. On remarque également que selon les
configurations, un ou plusieurs points cols peuvent apparâıtre au voisinage de la branche
de coupure, amenant à une situation analytiquement délicate et pour laquelle il n’existe
pas à notre connaissance de méthode asymptotique uniforme.

Ce point col peut éventuellement être déterminé de façon numérique. Toutefois, mise
à part le temps de calcul important, la situation peut se compliquer lorsque la direction
de rayonnement est très oblique. Dans ce cas, le point col tend vers la branche de coupure
définie par la racine carrée de kz et le résultat de la recherche numérique est généralement
erroné.
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IV Point source complexe

Dans cette section, nous décrivons les principales caractéristiques des points sources
complexes, sources ponctuelles dont les coordonnées spatiales (et/ou temporelles) sont
complexes. Sous certaines conditions, le rayonnement de ces sources dans l’espace réel
possède des propriétés similaires aux faisceaux gaussiens.

IV.1 Historique

Les premiers travaux significatifs évoquant l’idée d’utiliser des coordonnées spatiales
complexes sont datés du milieu des années 1960. Deschamps[91] propose de combiner
deux nombres réels qui caractérisent la section transverse d’un faisceau gaussien dans
un seul nombre complexe. Au début des années 1970, Deschamps[69, 92], Keller et
Streifer[93] montrèrent que la continuation analytique des coordonnées spatiales d’une
ligne source ou d’un point source dans l’espace complexe décrivait des faisceaux avec
une amplitude transverse quasi-gaussienne dans l’espace réel. À partir de ces résultats,
Felsen débuta ses travaux dans le domaine des champs issus de coordonnées complexes
et des ondes évanescentes, appliqués à différents problèmes électromagnétiques[94, 95].
Il montra en particulier que la continuation analytique des coordonnées spatiales de
la fonction de Green relative à une géométrie particulière conduisait directement aux
champs produits par la même géométrie éclairée par un faisceau d’allure gaussienne[46]6.
C’est cet aspect de la théorie des sources complexes qui nous intéresse, en particulier
pour traiter le cas de la diffraction par un demi-plan métallique éclairé par un faisceau
gaussien que nous traiterons dans le chapitre 2.

Entre les années 1970 et 1980, les recherches sur le sujet sont intenses et on trouvera
une bibliographie beaucoup plus complète des sujets abordés dans [97, 98, 99]. C’est aussi
à cette époque que les recherches portent sur la continuation analytique des coordonnées
temporelles, amenant à la définition de champs gaussiens pulsés dont on trouvera une
description complète dans l’ouvrage [54].

Extension naturelle du lancer de rayons, le lancé de rayons complexes utilise des
sources complexes pour décrire les champs dans une scène, mais nécessite également
le prolongement dans l’espace complexe des géométries du problème, conduisant à des
difficultés d’implémentation[71]. Le ”suivi d’ondes évanescentes” (Evanescent-Wave Tra-
cking)[100] tente de formuler le problème directement dans l’espace réel, mais son do-
maine d’application reste toutefois limité à un domaine de validité restreint et sur de

6Par exemple, les champs transmis et réfléchis par une interface dielectrique[96, 94], extension des

résultats du chapitre [2, §5.5] aux points sources complexes.
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courtes distances[71].

Plus récemment, [97, 98, 99] ont poursuivi les recherches dans le domaine des sources
complexes, afin d’obtenir une analyse complète et rigoureuse dans l’espace complexe.
Ces travaux font apparâıtre des interprétations physiques des points sources complexes,
en termes de distances complexes et d’angles complexes. Les calculs sont effectués dans
le domaine spatial complexe avant d’être interprétés dans le domaine spatial réel. Enfin,
l’étude des intéractions des ondes evanescentes d’un point source complexe avec des
empilements de structures diélectriques planes amènent certains auteurs à appliquer
cette théorie aux plasmons de surface7[101].

Bien qu’élégante et exacte car satisfaisant exactement à l’équation de propagation,
l’utilisation du point source complexe dans des applications pratiques et industrielles se
heurte à plusieurs inconvénients majeurs. D’une part, les travaux portant sur les sources
complexes se sont le plus souvent restreints aux problèmes bidimensionnels et scalaires.
La notion de point source complexe vectoriel, comme une extension complexe de la no-
tion de dipôle de Hertz, a été utilisée dans le cas d’une surface de dimensions finies
par [51] pour traiter le cas du rayonnement d’une surface plane dans l’hypothèse de
l’optique physique. Toutefois, le domaine d’application de la technique dépend de la for-
mulation des faisceaux employés. Lorsque l’on utilise des faisceaux gaussiens généralisés,
le domaine de validité est restreint à la zone paraxiale. Lorsque l’on utilise des points
sources complexes en tant que sources des champs, on doit alors faire face aux difficultés
pratiques rencontrées par l’optique géométrique complexe. D’autre part, le rayonnement
d’un point source complexe dans l’approximation paraxiale ne permet de décrire que des
faisceaux gaussiens circulaires. Néanmoins, cette approche est intéressante pour étudier
les problèmes canoniques de diffraction en deux dimensions, comme nous le verrons au
chapitre 2.

IV.2 Description mathématique

Considérons un vecteur b positif de R3 et définissons les coordonnées spatiales com-
plexes d’un point source comme :

r′ def= r0 − j b (1.138)

7Les oscillations de plasma se comportent comme des particules quantifiées appelées plasmons. Les

plasmons de surface sont des plasmons confinés sur des interfaces vide/dielectrique particulières. Ils

peuvent intéragir avec le champ électromagnétique, modifiant l’aspect du champ rayonné (fréquence,

polarisation).
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où r0 est la position du point source dans l’espace réel. Le champ rayonné au point r

par une source située en r′ peut être obtenu à partir d’une solution de l’équation d’onde
scalaire dans l’espace réel par continuation analytique dans l’espace complexe[102] :

G(r) = e− j ks(r)

4πs(r)
(1.139)

où s(r) = ‖r′−r‖ est la distance entre la position r′ du point source complexe et un point
r de l’espace réel. G(r) est une solution exacte de l’équation de propagation car la partie
imaginaire rajoutée n’a pas d’incidence dans le calcul des dérivées partielles.

Lorsque le vecteur b est nul, l’expression (1.139) correspond à une source scalaire
isotrope :

G0(r) =
b=0

e− j k‖r′0−r‖

4π‖r′0 − r‖ (1.140)

Si b est non nul, la source devient directive. Dans ce cas, G(r) a le comportement d’un
faisceau à symétrie circulaire se propageant dans la direction b̂ = b/‖b‖ avec une décrois-
sance exponentielle transverse à l’axe du faisceau[51].

La distance complexe s(r) = ‖r′ − r‖ est une fonction bi-valuée. Par conséquent, il
est nécessaire de définir une branche de coupure permettant une évaluation unique de
la fonction. Tandis qu’une source réelle est singulière au point ‖r0 − r‖ = 0, la source
complexe est singulière selon la courbe d’équation ‖r′ − r‖ = 0, c’est-à-dire aux points
satisfaisant à :

{
‖r0 − r‖2 = b2

b · (r0 − r) = 0
(1.141)

Ces conditions correspondent au cercle de centre r0 et de rayon b = ‖b‖ appartenant
au plan perpendiculaire à b̂ (cf. figure 1.39). Pour choisir la branche de coupure, deux
conventions sont principalement utilisées pour déterminer le signe de la racine carrée[102,
103, 71] :

– soit Re[s(r)] > 0, convention ”source”;
– soit Im[s(r)] ≷ 0, convention ”faisceau”8.

8Le signe choisi définit le sens d’évolution du champ le long de la direction de propagation.
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Fig. 1.39: Géométrie et notations. Le cercle rouge représente la courbe de
singularités correspondant à ‖r′− r‖ = 0 et le disque représente la branche de

coupure choisie dans la convention ”source”.

La convention ”source” utilise la définition usuelle de la racine carrée à partie réelle
positive tandis que la convention ”faisceau” utilise la convention (z)

1
2 =± j

p−z où p est
la racine carrée usuelle. Dans le premier cas, la branche de coupure est située à l’intérieur
du cercle de rayon b perpendiculaire à b̂ (cf. figure 1.40). Le second correspond au cas
dual, la branche de coupure étant alors située à l’extérieur du cercle (cf. figure 1.41).
Dans la première convention, la source du champ a pour origine le disque de centre r0.
Dans la seconde, la source du champ est située à l’infini dans la direction antérieure du
faisceau. Dans le cadre d’une décomposition d’un champ initial et d’une propagation
dans une seule direction, le choix de l’une ou l’autre est avant tout conventionnel.

Fig. 1.40: Convention ”source” avec W0 =λ, r0 = (10,0,10) et
b̂ = (−sin(45◦),0,−cos(45◦)).
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Fig. 1.41: Convention ”faisceau”. Même paramètres que pour la figure 1.40.

Dans le demi-espace défini par (r0−r)·b > 0 et pour les points au voisinage de l’axe de
propagation du faisceau, l’approximation paraxiale de G(r) permet d’obtenir l’expression
d’un faisceau gaussien scalaire dont la ceinture est située en r0 avec la demi-largeur du
faisceau W0 définie par[71] :

W0 =
(

2b

k

) 1
2

(1.142)

Enfin, des considérations similaires permettent de définir un dipôle de Hertz dont
les coordonnées sont complexes ou bien un potentiel vecteur dont la fonction u(r) est
l’une des composantes. Dans l’approximation paraxiale, on définit alors de cette façon
un faisceau gaussien vectoriel[51]. Ces calculs ne seront pas détaillés ici.
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V Conclusion du chapitre

Dans ce premier chapitre, nous avons fait la description de plusieurs types de fais-
ceaux élémentaires. Les faisceaux gaussiens généralisés ainsi que les points sources com-
plexes sont adaptés à la décomposition de champs définis sur des surfaces planes ou
modérément courbes. Les faisceaux gaussiens conformes permettent de définir un nou-
veau type de faisceaux, particulièrement adaptés pour décrire les champs issus de surfaces
courbes avec une incidence oblique. Ces faisceaux élémentaires sont utilisés pour la dé-
composition de champs, le calcul analytique de la propagation et de leurs interactions.
Ils sont les briques essentielles d’un ”lancer de faisceaux” complet.

Une grande partie des travaux existants portent sur les faisceaux gaussiens géné-
ralisés, ce qui fait d’eux l’outil principalement utilisé pour des applications pratiques.
Leur domaine de validité est connu, tout comme les expressions analytiques permettant
de calculer leurs interactions avec des objets conducteurs, diélectriques et diélectriques
multicouches.

Plus récent, les faisceaux gaussiens conformes permettent la décomposition et la pro-
pagation d’un champ connu sur une surface très courbe. À l’heure actuelle, l’évaluation
asymptotique des intégrales spectrales de faisceaux gaussiens conformes en zone proche
n’a pas été possible et limite le domaine d’application à la seule décomposition et propa-
gation de champs. Une évaluation asymptotique correcte permettrait en plus de décrire
les champs transmis et réfléchis par des faisceaux gaussiens conformes et ainsi étendre
leur domaine d’utilisation.

Enfin, bien que présentant l’avantage de provenir d’une solution exacte de l’équa-
tion de propagation, les points sources complexes présentent plusieurs restrictions. Tout
d’abord, seuls des faisceaux gaussiens circulaires peuvent être exprimés par ce forma-
lisme. Mais surtout, le calcul des interactions, en particulier des réflexions, d’un point
source complexe reste un sujet de recherche ouvert, où des algorithmes de recherche sont
lourds et non généraux. Toutefois, ils permettent d’exprimer dans certains cas de figure
canoniques, l’expression exacte du champ diffracté par des faisceaux gaussiens.





Chapitre 2

Diffraction d’un faisceau gaussien

Dans ce chapitre, notre objectif est de décrire le champ rayonné par une surface
conductrice semi-infinie ou finie éclairée par un faisceau gaussien.

Notre étude portera tout d’abord sur la diffraction 2D d’un demi-plan conducteur,
éclairé par un faisceau gaussien. Notre première étape sera de calculer l’expression inté-
grale exacte du champ rayonné. Nous chercherons à obtenir une expression analytique de
cette solution intégrale exacte puis nous exprimerons une solution analytique approchée,
basée sur l’hypothèse de l’optique physique. Enfin, nous comparerons ces résultats avec
une approche exacte basée sur l’utilisation du point source complexe.

Nous étendrons la formulation approchée basée sur l’hypothése de l’optique physique
aux structures conductrices planes en trois dimensions. Deux formulations analytiques
seront présentées. La première peut être utilisée pour des surfaces planes quelconques
et est dite non-uniforme, dans la mesure où elle présente des discontinuités ou des sin-
gularités dans certaines configurations. Afin de pallier ces défauts, nous proposons une
seconde approche uniforme, c’est-à-dire dépourvue de discontinuités ou de singularités,
mais limitée aux surfaces rectangulaires. Nous utiliserons cette dernière formulation pour
le calcul du champ rayonné par des surfaces rectangulaires et nous déterminerons son do-
maine de validité en comparant les résultats analytiques obtenus avec un code de calcul
basé sur la méthode des moments développé à l’ONERA : ELSEM3D.

71
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I Diffraction 2D

Dans cette section, nous exprimons le champ rayonné par un demi-plan conducteur
éclairé par un faisceau gaussien. Plusieurs formulations sont employées pour obtenir ce
résultat.

Tout d’abord, nous obtiendrons une expression exacte du champ sous forme intégrale.
Cette expression, calculée numériquement, nous servira de référence pour la suite. Afin
d’obtenir des champs sous forme analytique, nous emploierons l’hypothèse de l’optique
physique pour obtenir une approximation du champ rayonné. Enfin, nous utiliserons
également la méthode du point source complexe pour calculer le champ rayonné.

I.1 Champ exact rayonné par un demi-plan conducteur éclairé par un

faisceau gaussien

Notre objectif est de calculer le champ diffracté par un demi-plan conducteur lorsqu’il
est éclairé par un faisceau gaussien. Pour cela, notre approche est basée sur la théorie
spectrale de la diffraction[52, 104, 25, 105] : le champ incident est décomposé en un
spectre d’ondes planes et le champ rayonné est la somme des champs rayonnés par
chacune des ondes planes composant le spectre.

La géométrie du problème est représentée sur la figure (2.1). Un faisceau gaussien
dont la ceinture est située au point Ofg = (xOfg , yOfg ) du plan xO y éclaire le demi-plan
conducteur avec un angle d’incidence φ0. Le champ diffracté est observé au point P de
coordonnées (x, y) ou (ρ,φ).

Fig. 2.1: Géométrie générale du problème de diffraction par un demi-plan
conducteur éclairé par un faisceau gaussien en deux dimension.

La démarche des calculs qui suivent est la suivante : nous exprimons le champ incident
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Ei sous la forme intégrale d’un spectre d’ondes planes :

Ei =
∫

Ẽi e− j k·r (2.1)

où Ẽi est le spectre d’ondes planes du champ incident. Le terme e− j k·r représente une onde
plane dont la direction est paramétrée par la variable d’intégration que nous expliciterons
par la suite.

Afin d’obtenir le champ rayonné Er , on remplace alors le terme d’onde plane en rouge
par l’expression du champ rayonné par cette onde plane Er ;op. Le champ rayonné sera
alors exprimé sous la forme :

Er =
∫

Ẽi Er ;op (2.2)

Dans la section suivante, nous rappelons l’expression exacte du champ rayonné Er ;op

par un demi-plan conducteur éclairé par une onde plane, puis nous exprimerons le spectre
d’ondes planes du champ incident Ẽi .

I.1.1 Expression exacte du champ rayonné par un demi-plan conducteur
éclairé par une onde plane

Soit une onde plane d’incidence φ0 polarisée en mode TE par rapport au demi-plan
conducteur. Le champ incident Ei ;z s’exprime alors :

Ei ;z (ρ,φ) = e− j k·r = exp
[

j k cos(φ−φ0)
]

(2.3)

Fig. 2.2: Géométrie du problème canonique éclairé par une onde plane d’incidence
φ0.

L’expression intégrale exacte du champ total Et ;z (correspondant au champ incident,
diffracté par l’arête et réfléchi par le plan) est d’après les travaux de Sommerfeld[1,
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p.567],[106, p.55], [77, p.83] :

Et ;z (ρ,φ) = 1

jπ

∫
C

sin ξ
2 sin φ0

2

cosξ+cosφ0
e− j kρ cos(φ∓ξ)dξ (2.4)

=− 1

4 jπ

∫
C

[
sec

ξ−φ0

2
− sec

ξ+φ0

2

]
e− j kρ cos(φ∓ξ)dξ (2.5)

avec le signe + pour 0 <φ<π (y > 0) et le signe − pour π<φ< 2π (y < 0). C correspond
au contour d’intégration illustré sur la figure (2.3), allant de π+ j∞ à π, de π à 0 puis
de 0 à − j∞1. On trouvera une démonstration de ce résultat dans [1, Chap.11], [106,
Chap.3] et [107].

Fig. 2.3: Contour d’intégration C dans le plan spectral complexe angulaire ξ.

Les intégrales spectrales (2.4-2.5) peuvent être exprimées sans approximation sous
une forme plus compacte[1, §11.5.2],[77, p.73] :

Et ;z (ρ,φ) =
√

j

π
e− j kρ [

G(µ)−G(ν)
]

(2.6)

avec

µ = −
√

2kρ cos

(
φ−φ0

2

)
ν = −

√
2kρ cos

(
φ+φ0

2

)
G(a) = e j a2

∫ +∞

a
e− j t 2

d t

1Où il convient d’éviter les pôles induits par les sécantes, situés en ξ=π±φ0.
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On peut réécrire (2.6) sous la forme :

Et ;z (ρ,φ) =+e j kρ cos(φ−φ0)F (µ)−e j kρ cos(φ+φ0)F (ν) (2.7)

avec

F (a) =
√

j

π

∫ ∞

a
e− j t 2

d t (2.8)

Les fonctions G ou F sont connues sous le nom d’intégrales ou fonctions de Fresnel2.
Les solutions (2.6) et (2.7) sont continues au passage des L.O.R. et L.O.I. Lorsque

son argument est grand devant l’unité, on peut obtenir par intégrations par parties
successives une approximation asymptotique de la fonction de Fresnel[77, p.54] :

G(a) '
√
π

j
e j a2 u (−Re[a])+ 1

2 j a
, |a|À 1 (2.9)

F (a) 'u (−Re[a])+
√

j

π

e− j a2

2 j a
, |a|À 1 (2.10)

où la fonction u correspond à la fonction échelon.
Dans l’hypothèse où |µ|, |ν| À 1, c’est-à-dire en champ lointain de l’arête du plan

conducteur, l’expression (2.7) s’exprime alors

Et ;z (ρ,φ) '+e j kρ cos(φ−φ0)u(
φ ∈ [0;π+φ0]

)−e j kρ cos(φ+φ0)u(
φ ∈ [0;π−φ0]

)
− e j kρ√

8 jπkρ

 1

cos
(
φ−φ0

2

) − 1

cos
(
φ+φ0

2

)
 (2.11)

Les deux premiers termes correspondent respectivement au champ incident et réfléchi
de l’OG, tandis que le troisième terme correspond aux rayons diffractés de la TGD.
Le terme de diffraction est divergent pour les directions φ = π±φ0, correspondant aux
directions de la L.O.I. et de la L.O.R.

La connaissance du champ Et ;z (2.6 ou 2.7) produit par un demi-plan conducteur
lorsqu’il est éclairé par une onde plane va nous permettre d’exprimer le champ total
lorsque ce demi-plan est éclairé par un faisceau gaussien. Pour cela, on va tout d’abord
exprimer l’expression d’un faisceau gaussien incident sous la forme d’un spectre d’ondes
planes.

2La définition peut varier selon les auteurs, en particulier le terme précédant l’intégrale. On peut

également relier ces fonctions à la fonction de transition de Kouyoumjian et Pathak utilisée dans la

TUD[21].
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I.1.2 Expression du spectre d’onde planes d’un faisceau gaussien incident

I.1.2.a Expression intégrale d’un faisceau gaussien incident dans son repère
propre

Soient (Ofg, êfg
x , êfg

y ,e fg
z ) le repère propre au faisceau incident et q(0) son coefficient de

courbure complexe dans le plan zfg = 0. D’après l’expression du champ incident dans le
plan initial (1.16), on a en deux dimensions pour un mode TE :

Ei (y fg,0) = êfg
x exp

[
− j k

2
q(0)

(
y fg

)2
]
= êfg

x exp

[
−

(
y fg

W0

)2]
(2.12)

On peut exprimer (2.12) sous la forme d’une intégrale spectrale :

Ei (y fg,0) = 1p
2π

∫ +∞

−∞
Ẽi (ky )e− j ky y fg

dky (2.13)

où Ẽi correspond au spectre d’ondes planes du champ incident. Comme dans le chapitre
1, le spectre d’ondes planes d’un faisceau gaussien peut se calculer analytiquement en
utilisant les résultats de l’annexe A :

Ẽi (ky ) = 1p
2π

∫ +∞

−∞
Ei (y fg,0)e j ky y fg

d y fg (2.14)

=êfg
x

W0p
2

exp

[
−

(
W0

2
ky

)2]
(2.15)

Le champ propagé au point (y fg, zfg) s’écrit :

Ei (y fg, zfg) = êfg
x

W0

2
p
π

∫ +∞

−∞
e
−

(
W0

2 ky

)2

e− j ky y fg∓ j kz z fg
dky , zfg ≷ 0 (2.16)

Pour assurer la convergence de l’intégrale pour tout ky réel, on définit kz tel que Im[kz ] <
0 :

kz =


√
k2 −k2

y si k2 > k2
y ,

− j
√

k2
y −k2 sinon.

(2.17)

I.1.2.b Expression intégrale d’un faisceau gaussien incident dans le repère
absolu

Expression du champ en coordonnées cartésiennes. Le repère local du champ
incident est défini par rapport au repère absolu lié au demi-plan par une rotation d’angle
φ0 d’axe êfg

x = êz et par une translation d’un vecteur t(xOfg , yOfg ) :
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rfg =


0 0 1

−sinφ0 +cosφ0 0

−cosφ0 −sinφ0 0




x −xOfg

y − yOfg

z

 (2.18)

Ainsi,

ky y fg ±kz zfg = (x −xOfg )(−ky sinφ0 ∓kz cosφ0)+ (y − yOfg )(ky cosφ0 ∓kz sinφ0) (2.19)

Le champ incident dans le repère absolu s’exprime alors comme :

Ei (x, y) = êz
W0

2
p
π

∫ +∞

−∞
e
−

(
W0

2 ky

)2

·exp
[− j k(x −xOfg )(−ky sinφ0 ∓kz cosφ0)− j k(y − yOfg )(ky cosφ0 ∓kz sinφ0)

]
dky (2.20)

Expression du champ en coordonnées cylindriques. Pour donner aux ex-
pressions précédentes une forme plus simple et exprimer la direction des ondes planes du
spectre en termes d’angles, on utilise des coordonnées cylindriques. Pour cela, on pose
(cf figure 2.4) :

ky = k cosξ , kz = k sinξ (2.21)

où l’angle ξ est défini par rapport à l’axe yfg. En coordonnées cylindriques, on a :

x = ρ cosφ , y = ρ sinφ (2.22)

et plus particulièrement :

xOfg = ρOfg cosφOfg , yOfg = ρOfg sinφOfg (2.23)

On en déduit ainsi :

ky y fg +kz zfg =kρ sin(φ−φ0 ∓ξ)−kρOfg sin(φOfg −φ0 ∓ξ) (2.24)

L’expression spectrale du champ incident (2.20) s’écrit en coordonnées cylindriques :

Ei (ρ,φ) = êz
W0

2
p
π

∫
C

e
−

(
kW0

2 cosξ
)2

e− j kρ sin(φ−φ0∓ξ)e+ j kρ
Ofg sin(φ

Ofg−φ0∓ξ) (−k sinξ)dξ (2.25)

avec le signe supérieur pour les angles 0 < ξ < π et le signe inférieur pour les angles
π< ξ< 2π.

Le contour d’intégration C de la variable ξ, représenté sur la figure (2.3), correspond
à la transposition du domaine ky ∈ [−∞,+∞]. Il débute en ξ→π+ j∞ pour ky =−∞, puis
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Fig. 2.4: Géométrie et notations.

passe de ξ = π à ξ = 0 pour ky = [−k,+k] et enfin descend vers ξ→− j∞ pour ky =+∞.
Les points de branchement ky =±k correspondent maintenant aux zéros de dky /dξ, soit
aux points {0,π} [2, §5.3c]. Notons au passage que ky est analytique en ξ = {0,π}, aussi
ces points sont réguliers, contrairement aux points ky =±k.

Afin de résonner par analogie avec l’expression (2.3) d’une onde plane incidente, on
fait le changement de variable suivant dans l’expression du champ Ei (2.25) :

− j kρ sin(φ−φ0 ∓ξ)
def= j kρ cos(φ∓Θ) (2.26)

Où l’on a utilisé : Θ= ξ±φ0∓π/2. Avec ce changement de variable, l’expression intégrale
du champ incident s’écrit :

Ei (ρ,φ) =∓êz
kW0

2
p
π

∫
cos(Θ∓φ0)e

−
(

kW0
2 sin(Θ∓φ0)

)2

·exp
[

j kρ cos(φ∓Θ)− j kρOfg cos(φOfg ∓Θ)
]

dΘ (2.27)

Soit, finalement :

Ei (ρ,φ) = êz
1p
2π

∫
C ′

P (Θ)e j kρ cos(φ∓Θ) dΘ (2.28)

avec le signe supérieur (−) lorsque φ0−π/2 <Θ<φ0+π/2 et le signe inférieur (+) lorsque
−φ0−π/2 <Θ<−φ0+π/2. P (Θ) correspond au spectre angulaire d’onde plane du champ
incident :

P (Θ) =∓kW0p
2

cos(Θ∓φ0)exp

[
−

(
kW0

2
sin(Θ∓φ0)

)2]
e− j kρ

Ofg cos(φ
Ofg∓Θ) (2.29)
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Le terme en rouge représente les ondes planes incidentes d’angles d’incidence ±Θ et
observées en (ρ,φ). Le terme en bleu représente le déphasage dû à la propagation des
ondes planes provenant du centre du repère local vers le centre du repère absolu. Le
nouveau chemin d’intégration C ′ est similaire au chemin C illustré sur la figure (2.3)
mais translaté de φ0 −π/2.

À partir de l’expression intégrale du spectre angulaire d’ondes planes d’un faisceau
gaussien incident (2.28), nous pouvons exprimer le champ rayonné par le demi-plan.

I.1.3 Expression intégrale du champ rayonné

L’expression du champ rayonné par un faisceau gaussien est obtenue en suivant la
démarche de la théorie spectrale de la diffraction [52, 104, 25, 105] : le champ total
est obtenu en remplaçant le terme d’ondes planes incidentes d’angle d’incidence Θ en
rouge dans l’équation (2.28) par l’expression du champ total (incident et rayonné) d’une
onde plane (2.6) de même angle d’incidence. Ainsi, le champ total d’un faisceau gaussien
éclairant un demi-plan conducteur s’écrit :

Et (ρ,φ) = êz
1p
2π

∫
C ′

P (Θ)

√
j

π
e− j kρ [

G(µ′)−G(ν′)
]

dΘ (2.30)

avec

P (Θ) =− kW0p
2

cos(Θ−φ0)e
−

(
kW0

2 sin(Θ−φ0)
)2

e− j kρ
Ofg cos(φ

Ofg−Θ) (2.31)

G(x) =e j x2
∫ +∞

x
e− j t 2

d t (2.32)

µ′ =−
√

2kρ cos

(
φ−Θ

2

)
(2.33)

ν′ =−
√

2kρ cos

(
φ+Θ

2

)
(2.34)

En utilisant le terme de champ rayonné et diffracté de l’expression (2.7) dans l’ex-
pression (2.28), on obtient l’expression équivalente :

Et (ρ,φ) = êz
1p
2π

∫
C ′

P (Θ)
[

e j kρ cos(φ−Θ)F (µ′)−e j kρ cos(φ+Θ)F (ν′)
]

dΘ (2.35)

Le champ rayonné par le demi-plan s’obtient en retranchant le champ incident aux
expressions (2.30) ou (2.35).
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I.1.4 Interprétations physiques de la solution exacte

Dans les figures (2.5) à (2.8) qui suivent, le calcul de l’expression intégrale exacte
(2.30) est réalisé numériquement. Le plan conducteur est placé en (x > 0, y = 0) (ligne
blanche). Le champ incident est défini par la taille W0 et la position (xOfg , yOfg ) de la
ceinture du faisceau ainsi que son angle d’incidence φ0, comme illustré sur la figure
(2.1).

Sur la figure (2.5), le centre de la ceinture du faisceau incident cöıncide avec l’arête du
demi-plan conducteur. Le faisceau incident est peu divergent (kW0 = 20) et l’angle d’in-
cidence du faisceau est de 45◦ par rapport au plan. Le faisceau gaussien incident donne
naissance à deux champs principaux rayonnés dans les directions voisines des L.O.I. et
L.O.R. On remarque en particulier que l’allure de ces champs n’est pas gaussienne, en
particulier en zone proche où des ”franges” peuvent apparâıtre.

Fig. 2.5: Champ total (incident, diffracté et réfléchi). kW0 = 20, φ0 = 45◦,
(x0, y0) = (0,0)λ.

Sur les figures (2.6) le faisceau incident est plus divergent (kW0 = 10 et 5). On re-
marque que les champs rayonnés sont moins localisés autour des directions des L.O.I. et
L.O.R.
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Fig. 2.6: Champ total (incident, diffracté et réfléchi). À gauche : kW0 = 10,
φ0 = 45◦, (x0, y0) = (0,0)λ. À droite : kW0 = 5.

Sur la figure (2.7), un faisceau gaussien peu divergent (kW0 = 20) éclaire le demi-plan
avec un angle d’incidence (défini par rapport au plan) φ0 = 18◦. La position de la ceinture
correspond à celle de l’arête.

Fig. 2.7: Champ total (incident, diffracté et réfléchi). kW0 = 20, φ0 = 18◦,
(x0, y0) = (0,0)λ.

Sur la figure (2.8), le centre de la ceinture d’un faisceau incident peu divergent est
positionné au point (x, y) = (10,5)λ. La majorité du champ rayonné correspond dans ce
cas au champ réfléchi.
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Fig. 2.8: Champ total (incident, diffracté et réfléchi). kW0 = 20, φ0 = 45◦,
(x0, y0) = (10,5)λ.

Seule une faible proportion du champ incident génère un champ diffracté. Contraire-
ment à une onde plane incidente qui générerait toujours un champ rayonné et diffracté,
un faisceau gaussien incident peut générer selon la configuration :

– un champ réfléchi et diffracté ;
– principalement un champ réfléchi ;
– principalement un champ diffracté ;
– ni l’un ni l’autre (le faisceau n’intercepte pas du tout le demi-plan).

Sur la figure (2.9), nous avons représenté le champ lointain rayonné d’un faisceau
gaussien pour différents paramètres de ceinture kW0 allant de 5 à 20, pour un angle
d’incidence de φ0 = 45◦ avec la ceinture positionnée sur l’arête. Lorsque le faisceau est
divergent kW0 < 10, les champs tendent à rayonner de manière diffuse dans l’espace.
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Fig. 2.9: Champs diffractés et réfléchis en zone lointaine pour différentes tailles de
ceinture W0. ρ = 1000λ, kW0 = 5,10,20, φ0 = 45◦, (x0, y0) = (0,0)λ.

Enfin, sur la figure (2.10), nous avons représenté le champ lointain rayonné d’un
faisceau gaussien dont l’incidence sur le demi-plan varie entre φ0 = 45◦ à φ0 = 9◦ (angle
rasant).

Fig. 2.10: Champs diffractés et réfléchis en zone lointaine pour différents angles
d’incidence φ0. ρ = 1000λ, kW0 = 20, φ0 = 9◦,22.5◦,45◦, (x0, y0) = (0,0)λ.
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I.1.5 Approximations champ lointain

Dans cette section, nous tentons d’exprimer sous la forme d’une expression analytique
la formulation intégrale exacte (2.35). Pour cela, nous utilisons deux types d’hypothèses
afin de simplifier l’expression intégrale et d’en obtenir un développement asymptotique.

I.1.5.a Hypothèse champ lointain du spectre d’onde plane

L’expression exacte (2.35) que nous rappelons ici :

Et (ρ,φ) = êz
1p
2π

∫
C ′

P (Θ)F (µ′)e j kρ cos(φ−Θ) dΘ

− êz
1p
2π

∫
C ′

P (Θ)F (ν′)e j kρ cos(φ+Θ) dΘ (2.36)

peut être simplifiée en champ lointain grâce à l’utilisation de la méthode de la phase
stationnaire [77, §3.2.2]. Pour cela, nous faisons l’hypothèse que le produit des fonctions
P et F varie lentement devant le terme de phase e j kρ cos(φ∓Θ). On a alors :

Et (ρ,φ) ≈êz e− jπ/4P (φ)Fµ′
e j kρ√

kρ
(2.37)

− êz e− jπ/4P (−φ)Fν′
e j kρ√

kρ

Or, puisque kρÀ 1, on peut utiliser le développement asymptotique de la fonction de
Fresnel (2.10), valide pour de grands arguments :

Fµ′,ν′ ≈u (∓y)− e− j 2kρ√
8 jπkρ

(2.38)

On obtient :

Et (ρ,φ) ' Ei +Er +Ed (2.39)

avec

Ei (ρ,φ) ≈êz e− jπ/4 e j kρ√
kρ

P (φ) (2.40)

Er (ρ,φ) ≈êz e− jπ− jπ/4 e j kρ√
kρ

P (−φ) (2.41)

Ed (ρ,φ) ≈êz
e−2 j kρ√

8 jπkρ
Ei (ρ = 0) (2.42)
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P (±φ) =∓kW0p
2

cos(φ∓φ0)e
−

(
kW0

2 sin(φ∓φ0)
)2

e− j kρ
Ofg cos(φ

Ofg∓φ) (2.43)

Dans le calcul précédent, nous avons supposé qu’à grande distance, la variation de
la fonction de Fresnel F était lente devant la variation du terme de phase e j kρ cos(φ∓Θ).
Cette supposition est en réalité erronée et conduit à un résultat partiel. En effet, l’ex-
pression précédente ne prend pas correctement en compte la discontinuité induite par
l’arête et seul le champ réfléchi par un plan continu est bien modélisé.

Ce résultat incorrect est dû à l’hypothèse initiale selon laquelle les fonctions P et
surtout F varient lentement devant le terme de phase. On observe en pratique que la
fonction de Fresnel F varie rapidement en fonction du paramètre d’intégration. Par
conséquent, le développement asymptotique est incorrect.

Fig. 2.11: Champs rayonnés avec l’hypothèse champ lointain du spectre d’ondes
planes (en vert) par rapport à la référence numérique (en bleu). À gauche, le
faisceau incident intercepte le demi-plan loin de l’arête. À droite, le faisceau

incident intercepte le demi-plan sur l’arête.

I.1.5.b Hypothèse champ lointain de l’intégrande

Dans cette approximation, on utilise le développement asymptotique de la fonction de
Fresnel directement dans les intégrandes de (2.36), c’est-à-dire que l’on suppose que les
arguments µ′ et ν′ sont toujours grands devant l’unité. Toutefois, comme l’ont également
montré [104], le résultat obtenu n’est pas uniforme au voisinage de la L.O.R. et de la
L.O.I., c’est pourquoi les détails des calculs ne seront pas reproduis ici. Le résultat obtenu
est illustré sur la figure (2.12) page 84.
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Fig. 2.12: Comparaison des champs rayonnés calculés par l’expression intégrale
(en bleu) et par l’évaluation asymptotique de la fonction de Fresnel dans

l’intégrande (en rouge).

Les singularités de la courbe rouge sont dues aux pôles en Θ = π∓φ induits par
l’utilisation du développement asymptotique (2.10) de la fonction de Fresnel, qui s’écrit
en |µ′|, |ν′|À 1 :

F (µ′)
F (ν′)

≈u
(
cos

(
φ∓Θ

2

))
− 1√

8 jπkρ

e
− j 2kρ cos2

(
φ∓Θ

2

)
cos

(
φ∓Θ

2

) (2.44)

Conclusion

Dans cette partie nous avons calculé l’expression intégrale exacte du champ rayonné
par un demi-plan conducteur éclairé par un faisceau gaussien en deux dimensions. Nous
avons également cherché à obtenir une expression analytique de cette solution mais
jusqu’à présent sans succès.

Toutefois cette approche n’est pas inutile, car évaluée numériquement, cette solution
est la référence par rapport à laquelle nous allons calculer des expressions analytiques
du champ rayonné ainsi que leurs domaines de validité.

Enfin, remarquons que la démarche utilisée dans cette partie peut être facilement
adaptée à d’autres cas canoniques pour lesquels on dispose de solutions exactes pour une
plane : un dièdre, une sphère, etc. Cette démarche peut également être étendue à des cas
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canoniques en trois dimensions, par exemple un demi-plan conducteur. On trouvera les
expressions intégrales (doubles) du champ rayonné par un demi-plan conducteur éclairé
par un faisceau gaussien sous incidence oblique dans les travaux de Petersson[53].
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I.2 Champ rayonné par un demi-plan conducteur : approximation de

l’optique physique

I.2.1 Expression du champ incident

Dans cette section, nous calculons le champ rayonné par un demi-plan conducteur
situé en x > 0 éclairé par un faisceau gaussien (paraxial) en deux dimensions, dans l’hy-
pothèse de l’optique physique (OP). L’objectif de ce calcul est d’obtenir une expression
analytique du champ rayonné.

Fig. 2.13: Géométrie du problème.

En mode TE, le champ électrique d’un faisceau gaussien généralisé dans la formula-
tion paraxiale s’écrit dans son repère propre (Ofg, xfg, y fg, zfg) :

Ei (y fg, zfg) =êfg
x

√
q(zfg)

q(0)
exp

[
− j k

2
q(zfg)y fg2 − j kzfg

]
(2.45)

q(zfg) = 1

zfg + j
kW 2

0
2

(2.46)

Le champ magnétique s’écrit grâce à l’équation de Maxwell-Faraday

Hi (y fg, zfg) = j
p
εr

k Z0

(
∂E i

x fg

∂z
êy fg −

∂E i
x fg

∂y
êz fg

)
(2.47)

d’où :

H i
y fg (y fg, zfg) = j

p
εr

k Z0

(
j k

2
q2(zfg)y fg2 − 1

2
q(zfg)− j k

)
E i

x fg (y fg, zfg) (2.48)

H i
z fg (y fg, zfg) =−

p
εr

Z0
q(zfg)y fgE i

x fg (y fg, zfg) (2.49)
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Pour passer dans le repère absolu, on applique la transformation (2.18), que nous
rappelons ici :

rfg =


0 0 1

−sinφ0 +cosφ0 0

−cosφ0 −sinφ0 0




x −xOfg

y − yOfg

z

 (2.50)

où (xOfg , yOfg ) correspond au centre du repère propre au faisceau gaussien incident, ex-
primé dans le repère absolu. Le champ magnétique incident sur le demi plan (x > 0, y = 0)

s’exprime alors par :

Hi (x,0) =
(
−sinφ0H i

y fg (y fg
(0), zfg

(0))−cosφ0H i
z fg (y fg

(0), zfg
(0))

)
êx(

cosφ0H i
y fg (y fg

(0), zfg
(0))− sinφ0H i

z fg (y fg
(0), zfg

(0))
)

êy (2.51)

où on a :

y fg
(0) =− sinφ0(x −xOfg )−cosφ0 yOfg (2.52)

zfg
(0) =−cosφ0(x −xOfg )+ sinφ0 yOfg (2.53)

I.2.2 Expression du champ rayonné : hypothèse de l’OP

Le courant électrique de l’optique physique est nul partout sauf en (x > 0, y = 0) :

JOP (x) =2êy ×Hi (x,0) (2.54)

=2
(
sinφ0H i

y fg (y fg
(0), zfg

(0))+cosφ0H i
z fg (y fg

(0), zfg
(0))

)
êz (2.55)

Le champ rayonné par ce courant s’exprime à partir de l’intégrale de rayonnement en
deux dimensions :

E(x, y) =−k Z0

4

∫ +∞

0
JOP (x ′)H (2)

0 (k‖r− r′‖)d x ′ (2.56)

où les indices primés correspondent à la variable d’intégration, c’est-à-dire les points
de la surface du plan. H (2)

0 est la fonction de Hankel du premier ordre et de second
type, correspondant à la fonction de Green en espace libre 2D pour la convention
exp(+ jωt ). L’intégrale (2.56) peut être évaluée asymptotiquement en champ lointain,
avec l’hypothèse supplémentaire que le paramètre de courbure q(zfg) est constant sur le
plan conducteur. Pour améliorer la précision du développement asymptotique, on choisit
q(zfg

(0)) ≈ q(zfg
∩ ) où zfg

∩ est la cote correspondante à l’intersection de l’axe êz fg avec le plan
conducteur (cf figure (2.14)).
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Fig. 2.14: Géométrie du problème.

On obtient finalement (cf. Annexe F) :

E r (ρ,φ) ≈ êz e−kg (x ′
s )

[
F (s0)−F (0)

2ks0
e−ks2

0 + F (0)p
k

Q(
p

ks0)

]
(2.57)

avec

Q(y) =
∫ ∞

y
e−x2

d x =
p
π

2
erfc(y) (2.58)

g (x ′
s) =− b2

2a
+ c (2.59)

F (0) = f (x ′
s)

√
2

a
(2.60)

F (s0) = f (0)
2s0

−b
(2.61)

s0 =
(

b2

2a

) 1
2

(2.62)

et

a = j q∩ sin2φ0 + j

ρ
sin2φ (2.63)

b = j cosφ+ j q∩(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )sinφ0 + j cosφ0 (2.64)

c = j (cosφ0xOfg + sinφ0 yOfg )+ j q∩
2

(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )2 (2.65)
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Fig. 2.15: Amplitude et phase à grande distance de la formulation intégrale exacte
(en bleu) et de la formulation analytique approchée dans l’hypothèse de l’optique

physique (en vert).

I.2.3 Domaine de validité

Sur la figure 2.16, nous avons représenté l’erreur ∆ = |E SOP
z −E OP

z | en dB entre les
champs rayonnés calculés avec l’approche spectrale (exacte) et avec l’approche spatiale
(Optique Physique). Pour un faisceau peu divergent et dont le centre de la ceinture
cöıncide avec l’arête du demi-plan conducteur, nous faisons varier l’angle d’incidence φ0

du faisceau de 90 à 18 degrés.

Fig. 2.16: Erreur ∆= |E SOP
z −E OP

z | en dB pour différente valeur d’incidence
φ0 = 90,45,18◦, kW0 = 20. Á gauche, ρ = 50λ. Á droite, ρ = 500λ.

L’erreur augmente en particulier dans les directions principales de rayonnement
lorsque l’angle d’incidence est faible. Cette erreur ”localisée” diminue pour des angles
plus important. Cette erreur est principalement imputable à l’hypothèse de constance
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du paramètre de courbure q(zfg) dans le calcul du champ rayonné : lorsque l’angle entre
le plan et la direction d’incidence du faisceau est faible, le faisceau intercepte une large
section du plan et cette hypothèse n’est plus valable (cf. figure (2.17)).

Fig. 2.17: Illustration de l’incidence du faisceau sur le terme de courbure
complexe q(z(fg)). À gauche, l’angle d’incidence φ0 est proche de la normale : les

termes de courbure q(z(fg)
1 ) et q(z(fg)

2 ) sont proches. À droite, l’angle d’incidence est
faible : les termes de courbure q(z(fg)

1 ) et q(z(fg)
2 ) ne sont plus comparables.

Enfin, l’approximation de l’optique physique utilisée pour calculer le champ rayonné
ne permet pas de retrouver le comportement exact d’une onde en mode TE, où la compo-
sante Ez du champ électrique doit être nulle sur le plan conducteur (φ= 0,360◦) (cf figure
2.15). Aussi, on observe une erreur résiduelle, augmentant à mesure que l’on s’éloigne
des directions principales de rayonnement.

L’erreur relative |E SOP
z −E OP

z |/|E SOP
z | est plus instructive concernant le paramètre de

ceinture W0. Comme on peut l’observer sur la figure (2.18), l’erreur est plus importante
à mesure que le faisceau est plus divergent, c’est-à-dire pour des valeurs de kW0 < 10.
L’erreur relative augmente en dehors des zones principales de rayonnement, pour la
raison évoquée au précédent paragraphe.
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Fig. 2.18: Erreur ∆/|E SOP
z | en dB pour différente valeur de kW0 avec φ0 = 45◦.
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I.3 Champ exact rayonné par un demi-plan conducteur éclairé par un

point source complexe

Comme nous l’avons montré dans le chapitre 1, un point source dont les coordon-
nées spatiales sont complexes correspond à un faisceau gaussien dans l’approximation
paraxiale. Par conséquent, le champ rayonné par un demi-plan conducteur éclairé par
un faisceau gaussien peut également être modélisé à partir d’un point source complexe.

Comme l’a montré L. Felsen, la connaissance d’un champ rayonné par une géométrie
quelconque éclairée par un point source réel peut être, par prolongement analytique dans
l’espace complexe, utilisée pour déterminer le champ rayonné par un point source com-
plexe. Cette idée fut appliquée à différentes configurations et en particulier au demi-plan
conducteur en deux dimensions[108, 47, 48]. Suivant cette méthodologie, nous utilisons
dans cette section le champ rayonné par un demi-plan conducteur éclairé par un point
source réel pour déterminer le champ rayonné par un point source complexe.

I.3.1 Expression du champ incident

La géométrie du problème est représentée sur la figure (2.19). Le champ électrique
(TE) au point r = t(x, y) d’une ligne source complexe de courant unité située en r′ = t(x ′, y ′)
s’exprime à partir de la fonction de Green en espace libre 2D3 :

Ei (r) = êz

√
π

2 j
H (2)

0 (kR) (2.66)

où R = ‖r′− r‖ et r′ = rs − j b. rs = t(xs , ys) représente la position réelle du point source,
tandis que b représente son décalage dans l’espace complexe et paramètre la direction
du champ émis. On pose :

b̂ =
(
−cosφ0

−sinφ0

)
(2.67)

On rappelle que la norme b du vecteur b = bb̂ est liée à la taille de la ceinture par
W0 = (2b/k)

1
2 .

L’expression du champ (2.66) peut se simplifier en fonction du domaine d’observa-

3H (2)
0 est la fonction de Hankel d’ordre 0 et de deuxième type, correspondant à la convention tem-

porelle e+ jωt [3, §4.11.7].
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Fig. 2.19: Géométrie et notations.

tion4 :

Ei (r) ≈êz
e− j kR

p
kR

, |R| > q.q.λ (2.68)

'êz
e− j k[ρ−ρs cos(φ−φs )]√

kρ
ekb cos(φ−φ0) , ρÀ ρs (2.69)

où on a utilisé ρ =
√

x2 + y2, ρs =
√

x2
s + y2

s , φ= tan−1 y/x et φs = tan−1 ys/xs . Près de l’axe
du faisceau, cos(φ−φ0) ' 1− (φ−φ0)2/2 et (2.69) s’écrit alors sous la forme d’un faisceau
gaussien5 :

Ei (r) ' êz
e− j k[ρ−ρs cos(φ−φs )]√

kρ
ekbe−

kb
2 (φ−φ0)2

, ρÀ ρs (2.70)

I.3.2 Expression du champ rayonné

Le champ total d’un point source réel situé en (ρs ,φs) s’écrit pour le cas d’un demi-
plan conducteur [1, §11.7],[77, §4.2.5] :

Et (ρ,φ) = êz
e− j k(ρ+ρs )√

k(ρ+ρs)
e j k ρρs

ρ+ρs

[
D

(
ρρs

ρ+ρs
,φ−φs

)
−D

(
ρρs

ρ+ρs
,φ+φs

)]
(2.71)

avec

D(r,ψ) = e j kr cosψF
(
−
p

2kr cos
(ψ

2

))
(2.72)

4Le domaine d’observation est réel.
5On notera qu’avec l’expression utilisée, le faisceau doit être multiplié par exp(−kb)

p
kb pour norma-

liser l’amplitude du champ incident à 1.
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où F est la fonction de Fresnel (2.8). Par prolongement analytique, les coordonnées du
point source réel sont transposées dans l’espace complexe[47, 48]. On remplace (ρs ,φs)

par leurs homologues complexes (ρ̇s , φ̇s) :

ρs →ρ̇s =
[
(xs + j b cosφ0)2 + (ys + j b sinφ0)2] 1

2 (2.73)

φs →φ̇s = arctan−1
(

ys + j b sinφ0

xs + j b cosφ0

)
(2.74)

Les points d’observation quant à eux restent inchangés.

I.3.3 Interprétations physiques

Fig. 2.20: Comparaison des champs lointains pour la méthode de référence (en
bleu) et pour un point source complexe (2.71) (en vert). À gauche : Ofg = (0,0). À

droite : Ofg = (10,7). kW0 = 4π, φ0 = 45◦.

Le champ rayonné calculé à partir de l’expression (2.71) pour les coordonnées com-
plexes de la source (ρ̇s , φ̇s) est représenté sur la figure (2.20) en zone lointaine. Le champ
total est représenté sur la figure (2.21) en zone proche. Notons que la formulation (2.71)
n’est mathématiquement valide qu’à une distance de quelques longueurs d’ondes de
l’arête. On constate que les résultats analytiques sont en parfait accord avec la solu-
tion numérique.
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Fig. 2.21: Comparaison du champ proche calculé avec la méthode spectrale exacte
(à gauche) et l’utilisation du point source complexe (à droite). Ofg = (10,7),

kW0 = 4π, φ0 = 45◦.

I.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons calculé l’expression intégrale exacte du champ rayonné
par un demi-plan conducteur éclairé par un faisceau gaussien en deux dimensions. Afin
d’obtenir une expression analytique du champ rayonné dépourvue de singularités, nous
avons utilisé l’approximation de l’optique physique pour en déduire le champ rayonné
approché. Cette formulation donne de bons résultats dans les directions principales de
rayonnement. Enfin, nous avons utilisé un point source complexe afin d’obtenir une ex-
pression analytique exacte du champ rayonné.

Une des caractéristiques d’un faisceau gaussien est que son champ est spatialement
localisé. Aussi, contrairement aux ondes planes dont l’extension spatiale est infinie, selon
la configuration du faisceau (position, direction) et celle d’un objet diffractant, il n’existe
pas6 toujours de champs diffractés ou rayonnés. En effet, le faisceau gaussien peut ne
pas intercepter la surface, auquel cas il n’y a pas de champ rayonné. Il est également
possible que le faisceau intercepte le plan loin d’une arête : dans ce cas l’énergie sur la
bordure est négligeable et seul un faisceau réfléchi est rayonné.

Jusqu’à présent, les développements asymptotiques de la formulation intégrale exacte
n’ont pas permis d’obtenir une expression simple et unique du champ rayonné, où un
faisceau gaussien incident générerait un champ de ”faisceaux diffractés” comme dans
le cadre de la TGD où un rayon génère des ”rayons diffractés”, dont l’expression est

6Ou très peu. En particulier si l’on utilise un ensemble de faisceaux gaussiens pour calculer le champ

rayonné : dans ce cas, la contribution d’autres faisceaux rayonné peut être nettement supérieure.
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analytique. Récemment, M. Katsav et E. Heyman ont montré que ce champ rayonné
pouvait s’exprimer à partir d’une somme de faisceaux gaussiens. L’avantage de cette
formulation est que l’on peut ensuite ”suivre” les faisceaux diffractés, dans un algorithme
de lancer de faisceaux. Le champ rayonné par un demi-plan conducteur est modélisé
asymptotiquement comme une somme de faisceaux provenant de l’arête[61]. Les auteurs
obtiennent alors un ”spectre de faisceaux gaussiens”, c’est-à-dire une somme de faisceaux
d’amplitudes et de directions différentes. Dans le cas présenté par les auteurs, le champ
rayonné par un demi-plan conducteur 2D éclairé par un faisceau gaussien est obtenu en
sommant 700 faisceaux gaussiens7.

Depuis plusieurs années, les points sources complexes sont utilisés avec des méthodes
hautes-fréquences pour exprimer le champ rayonné par des objets complexes, comme des
réflecteurs métalliques[109]. Toutefois, ces travaux sont généralement restreints à certains
types de surfaces courbes[49] ou planes[51]. Des recherches sont toujours en cours pour
étendre le formalisme de la TUD aux faisceaux gaussiens[59], mais elles restent seulement
limitées aux faisceaux gaussiens circulaires dans le cadre de l’approximation paraxiale.

Dans le contexte de notre étude, l’utilisation de point source complexe en lieu et place
d’un faisceau gaussien peut s’avérer pertinente dans la mesure où il existe une expression
analytique exacte permettant de calculer le champ rayonné par une arête. De plus, ce
résultat analytique peut s’étendre aux arêtes infinies en trois dimensions[50]. Puisque
l’utilisation de points sources complexes est limitée par les difficultés rencontrées lors du
calcul des intéractions avec des surfaces courbes, il pourrait être envisageable d’hybrider
faisceaux gaussiens généralisés et points sources complexes (selon la géométrie) pour
réaliser un lancer de faisceaux complet.

7Il n’est pas nécessaire de sommer tous les faisceaux en chaque point de l’espace. Les auteurs utilisent

une règle de sélection permettant de sommer environ 14 faisceaux pour calculer le champ en un point.
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II Diffraction 3D

Dans cette section nous exprimons le champ rayonné par une surface conductrice
rectangulaire éclairée par un faisceau gaussien. Les expressions obtenues sont analytiques
dans l’hypothèse de l’optique physique.

La géométrie générale du problème est illustrée sur la figure (2.22). Le repère absolu
est attaché à la surface S et est défini par la base B(O, êx , êy , êz ). Soit un point P (x, y, z),
le vecteur position r = OP s’écrit dans cette base r = t(x, y, z). S est une surface conductrice
rectangulaire, située en z = 0.

Fig. 2.22: Géométrie du problème et notations.

Le faisceau gaussien incident est défini dans son repère propre Bfg(Ofg, êfg;∥, êfg;⊥, êfg;z )

où Ofg et êfg;z correspondent respectivement à la position de sa ceinture et à sa direction
de propagation. êfg;∥ et êfg;⊥ correspondent aux vecteurs unitaires parallèles et perpen-
diculaires au plan d’incidence du faisceau. On notera Ei ,Hi les champs électrique et
magnétique du faisceau incident.

Plusieurs formulations seront décrites dans les sections suivantes, selon le type de
faisceau utilisé (paraxial ou lointain) et selon le type de développement asymptotique
employé (non uniforme ou uniforme).

II.1 Expression des champs incidents

II.1.1 Faisceau gaussien paraxial

Considérons un faisceau gaussien paraxial incident sur la surface S. Soit P (x, y, z) un
point de l’espace. Dans le repère propre du faisceau Bfg, le point P a pour coordonnées
P (x(fg), y (fg), z(fg)).
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La matrice de courbure dans le plan de la ceinture est notée Q(0) = Q(z(fg) = 0).
Les coefficients a∥ et a⊥ sont respectivement associés aux polarisations parallèle êfg;∥ et
perpendiculaire êfg;⊥ au plan d’incidence. Avec ces notations, le faisceau incident a pour
expression (cf chapitre 1, section (II.4)) :

Ei (P ) =AE (P )u(P ) (2.75)

Hi (P ) =
p
εr

Z0
AH (P )u(P ) (2.76)

avec

u(P ) =
(

detQ(z(fg))

detQ(0)

) 1
2

exp

[
− j k

2

t(
x(fg)

y (fg)

)
Q(z(fg))

(
x(fg)

y (fg)

)
− j kz(fg)

]
(2.77)

Les vecteurs AE et AH s’expriment dans la base Bfg comme :

A(fg)
E (P ) =a∥êfg;∥+a⊥êfg;⊥+aE ;z (P )êfg;z (2.78)

A(fg)
H (P ) =−a⊥êfg;∥+a∥êfg;⊥+aH ;z (P )êfg;z (2.79)

où8 :

aE ;z (P ) =−a∥
(
q11x(fg) +q12 y (fg)

)
−a⊥

(
q12x(fg) +q22 y (fg)

)
(2.80)

aH ;z (P ) =a∥
(
q12x(fg) +q22 y (fg)

)
−a⊥

(
q11x(fg) +q12 y (fg)

)
(2.81)

II.1.2 Faisceau gaussien champ lointain

Avec les mêmes notations que précédemment, les champs électrique et magnétique
d’un faisceau gaussien formulé en champ lointain ont pour expression (cf. chapitre 1,
section (II.5)) :

Ei (P ) =A′
E (P )v(P ) (2.82)

Hi (P ) =
p
εr

Z0
A′

H (P )v(P ) (2.83)

avec

v(P ) = (detQ(0))−
1
2

z(fg)

r (fg)

e− j kr (fg)

r (fg)
exp

[
+ j k

2(r (fg))2

t(
x(fg)

y (fg)

)
Q−1(0)

(
x(fg)

y (fg)

)]
(2.84)

8Pour plus de clarté, nous avons supprimé l’indication de la dépendance en z(fg) des composantes de

la matrice de courbure Q, c’est-à-dire que qij = qij(z(fg)).
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Les vecteurs A′
E et A′

H s’écrivent dans la base Bfg :

A
′(fg)
E (P ) =a∥êfg;∥+a⊥êfg;⊥−

(
x(fg)

z(fg)
a∥+

y (fg)

z(fg)
a⊥

)
êfg;z (2.85)

A
′(fg)
H (P ) =


− x(fg) y (fg)

z(fg)r (fg) a∥+ (r (fg))2−(x(fg))2

z(fg)r (fg) a⊥
− (r (fg))2−(y (fg))2

z(fg)r (fg) a∥+ x(fg) y (fg)

z(fg)r (fg) a⊥
−a∥

y (fg)

r (fg) + x(fg)

r (fg) a⊥

 (2.86)

avec r (fg) = ‖r(fg)(P )‖ =
√

(x(fg))2 + (y (fg))2 + (z(fg))2. Cette expression est valide lorsque le
centre du faisceau est à grande distance du point P , soit lorsque ‖r(P )− r(Ofg)‖À 1.

II.1.3 Relation avec le repère absolu

On a OP = OOfg +OfgP (cf. figure (2.23)), c’est-à-dire :

r(P ) = r(Ofg)+MBfg→Br(fg)(P ) (2.87)

où MBfg→B est la matrice de passage du repère propre du faisceau Bfg au repère absolu
B :

MBfg→B =


êfg;∥ · êx êfg;⊥ · êx êfg;z · êx

êfg;∥ · êy êfg;⊥ · êy êfg;z · êy

êfg;∥ · êz êfg;⊥ · êz êfg;z · êz

 (2.88)

Fig. 2.23: Notations des repères utilisés.

On en déduit la relation inverse :

r(fg)(P ) =MB→Bfg

(
r(P )− r(Ofg)

)
(2.89)
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où :

MB→Bfg = tMBfg→B =


êx · êfg;∥ êy · êfg;∥ êz · êfg;∥
êx · êfg;⊥ êy · êfg;⊥ êz · êfg;⊥
êx · êfg;z êy · êfg;z êz · êfg;z

 (2.90)

Dans la suite, on posera en toute généralité :

MB→Bfg

def=


m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

= [mij] (2.91)

En particulier, soit Q(xQ , yQ ,0) un point de la surface S. On a :

r(fg)(Q) =


m11(xQ −xOfg )+m12(yQ − yOfg )−m13zOfg

m21(xQ −xOfg )+m22(yQ − yOfg )−m23zOfg

m31(xQ −xOfg )+m32(yQ − yOfg )−m33zOfg

(2.92)

Avec ces conventions, les champs électromagnétiques s’écrivent alors dans le repère
absolu B :

Ei (P ) =
[

t[mij]A(fg)
E (P )

]
u(P ) (2.93)

Hi (P ) =
p
εr

Z0

[
t[mij]A(fg)

H (P )
]

u(P ) (2.94)

II.2 Expressions des champs rayonnés

II.2.1 Remarques préliminaires

Dans cette section, nous calculons les expressions asymptotiques des champs Er ,Hr

issus des intégrales de rayonnement du courant électrique dans l’hypothèse de l’optique
physique à grande distance (cf Annexe B) au point P (x, y, z) :

Er (P ) = j
k Z0

2π
p
εr

Ï
S

R̂× R̂× [n̂×Hi (Q)]
e− j kR

R
d xQ d yQ (2.95)

Hr (P ) =− j
k

2π

Ï
S

R̂× [n̂×Hi (Q)]
e− j kR

R
d xQ d yQ (2.96)

où n̂ = êz correspond au vecteur unitaire normal à la surface S, r un point de l’espace,
Q(xQ , yQ ,0) un point de la surface, R = QP, R = ‖R‖ et R̂ = R/R.
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L’évaluation asymptotique des intégrales (2.95-2.96) nécessite une approximation sur
le calcul de la distance R. À grande distance de la surface, on a :

R =
√

(x −xQ )2 + (y − yQ )2 + z2 (2.97)

≈r − x

r
xQ − y

r
yQ − x y

r 3 xQ yQ +
(

1

2r
− x2

2r 3

)
xQ

2 +
(

1

2r
− y2

2r 3

)
yQ

2 , r À xQ , yQ (2.98)

avec r = ‖r‖. L’évaluation asymptotique de l’intégrale avec cette hypothèse s’interprète
physiquement comme un champ provenant de l’origine du repère absolu, c’est-à-dire
le point O. Bien que valide à grande distance, typiquement de l’ordre de r = 1000λ

cette hypothèse est assez restrictive dès lors que l’on souhaite calculer des champs plus
proches[56].

Fig. 2.24: Illustration du changement de repère. Le point O′ correspond à
l’intersection du vecteur directeur êfg;z du faisceau avec la surface S.

Afin d’étendre le domaine de validité des formulations qui vont être calculées aux
zones les plus proches possibles de la surface, nous procédons à un changement de repère
intermédiaire. Soit O′ le point correspondant à l’intersection du vecteur directeur êfg;z du
faisceau avec la surface S, comme illustré sur la figure (2.24). On procède au changement
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de repère avec le repère centré sur O′ :

OQ = OO′+O′Q ⇒


x ′

Q

y ′
Q

z ′
Q

=


xQ −xO′

yQ − yO′

zQ

 (2.99)

OP = OO′+O′P ⇒


x ′

y ′

z ′

=


x −xO′

y − yO′

z

 (2.100)

d’où :

R =‖QP‖ = ‖OP−OQ‖ (2.101)

=‖O′P−O′Q‖ (2.102)

=
√

(x ′−x ′
Q )2 + (y ′− y ′

Q )2 + z ′2 (2.103)

De la même manière, le développement de Taylor de l’expression pour r ′ À x ′
Q , y ′

Q donne :

R 'r ′−
t(

x ′
Q

y ′
Q

)(
x ′/r ′

y ′/r ′

)
+ 1

2

t(
x ′

Q

y ′
Q

)
P

(
x ′

Q

y ′
Q

)
, r ′ À x ′

Q , yQ ′ (2.104)

avec r ′ = ‖r′‖ =
√

(x −xO′)2 + (y − yO′)2 + z2 et :

P
def=

(
1
r ′ − (x ′)2

(r ′)3 − x ′y ′

(r ′)3

− x ′y ′

(r ′)3
1
r ′ − (y ′)2

(r ′)3

)
(2.105)

Ce changement de variable permet de décrire plus fidèlement le champ réfléchi par la
surface S. Physiquement, l’origine du champ est exprimée comme étant le point spéculaire
de réflexion du faisceau incident avec la surface. La distance z(fg)

O′ = ‖OfgO′‖, séparant le
centre Ofg du repère propre au faisceau au point O′ de la surface se calcule analytiquement
et vaut :

z(fg)
O′ =−

zOfg

êfg;z · êz
(2.106)

De la même façon, un point Q appartenant à la surface S repéré dans le repère propre
au faisceau peut s’exprimer en fonction des coordonnées du repère centré sur O′ :

r(fg)(Q) =[mij]


x ′

Q

y ′
Q

0

+


α1

α2

α3

 (2.107)

avec 
α1

α2

α3

 def= [mij]


xO′ −xOfg

yO′ − yOfg

0

− zOfg


m13

m23

m33

 (2.108)
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Remarque : on aurait pu dès le départ définir le repère absolu comme étant centré
au point O′. Toutefois, même si cette approche est plus simple, elle est moins pratique en
vue d’une implémentation dans un code généraliste. En effet, on préférera généralement
décrire la surface S comme un objet dont on aura défini au préalable la géométrie, plutôt
que de la calculer en fonction du champ incident. Autrement dit, le maillage d’un objet
est généralement décrit sans rapport avec le champ incident.

II.2.2 Écriture sous forme canonique des intégrales

Avant de procéder au développement asymptotique des intégrales (2.95-2.96), il est
nécessaire de procéder à quelques hypothèses et simplifications supplémentaires.

II.2.2.a Faisceau gaussien incident paraxial

Comme pour le calcul du champ rayonné en deux dimensions (cf. section (I.2)), on
fera l’hypothèse que la matrice de courbure du faisceau est constante sur le plan, avec
sa valeur au point O′[56]. Soit :

Q
(
z(fg)

)
≈Q

(
z(fg)

O′

)
def= QO′ (2.109)

et on pose qij(z(fg)
O′ )

def= q ′
ij. Les équations (2.95-2.96) peuvent alors s’écrire sous la forme

canonique suivante :

Er (P ) =
Ï

S
fE (xQ , yQ )e−kg (xQ ,yQ )d xQ d yQ (2.110)

Hr (P ) =
Ï

S
fH (xQ , yQ )e−kg (xQ ,yQ )d xQ d yQ (2.111)

avec

fE (xQ , yQ )
def= j

k

2π

(
detQO′)

detQ(0)

) 1
2

R̂× R̂×
[

n̂×
(

t[mij]AH (r(fg)
Q )

)]
(2.112)

fH (xQ , yQ )
def= − j

k
p
εr

2πZ0

(
detQO′

detQ(0)

) 1
2

R̂×
[

n̂×
(

t[mij]AH (r(fg)
Q )

)]
(2.113)

g (xQ , yQ )
def= j R + j

2

t(
x(fg)

Q

y (fg)
Q

)
QO′

(
x(fg)

Q

y (fg)
Q

)
+ j z(fg)

Q (2.114)

Après quelques calculs et grâce au développement limité du paramètre R (2.104), on
obtient :

g (x ′
Q , y ′

Q ) = j

2

t(
x ′

Q

y ′
Q

)[
P+ t[mij]QO′ [mij]

](
x ′

Q

y ′
Q

)
− j

t(
x ′

Q

y ′
Q

)
b+ j c (2.115)
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avec :

b
def=

(
x ′/r ′

y ′/r ′

)
−

(
m13

m23

)
− t[mij]QO′

(
α1

α2

)
(2.116)

c
def= r ′+α3 + 1

2

t(
α1

α2

)
QO′

(
α1

α2

)
(2.117)

II.2.2.b Faisceau gaussien incident champ lointain

En utilisant la formulation champ lointain d’un faisceau gaussien, on peut également
écrire les intégrales (2.95-2.96) sous la forme canonique :

Er (P ) =
Ï

S
FE (xQ , yQ )e−kG(xQ ,yQ )d xQ d yQ (2.118)

Hr (P ) =
Ï

S
FH (xQ , yQ )e−kG(xQ ,yQ )d xQ d yQ (2.119)

avec :

FE (xQ , yQ )
def= j

k

2π
(detQ(0))−

1
2

z(fg)
Q

(r (fg)
Q )2

R̂× R̂×
[

n̂×
(
MBfg→BA′

H (r(fg)
Q )

)]
(2.120)

FH (xQ , yQ )
def= − j

k
p
εr

2πZ0
(detQ(0))−

1
2

z(fg)
Q

(r (fg)
Q )2

R̂× R̂×
[

n̂×
(
MBfg→BA′

H (r(fg)
Q )

)]
(2.121)

G(xQ , yQ )
def= j R + j r (fg)

Q − j

2(r (fg)
Q )2

t(
x(fg)

Q

y (fg)
Q

)
Q−1(0)

(
x(fg)

Q

y (fg)
Q

)
(2.122)

Pour pouvoir développer le calcul et le mettre sous forme quadratique, on fait l’hypothèse
que le faisceau se trouve en zone lointaine de la plaque, c’est-à-dire lorsque r (fg)(O′) À
r (Q). Dans ce cas, la distance r (fg)(Q) entre l’origine du faisceau O(fg) et un point Q

sur la plaque est proche de la distance r (fg)(O′) entre l’origine du faisceau et le point
d’intersection de l’axe êfg;z avec le plan z = 0 (O′).
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Fig. 2.25: Approximation zone lointaine utilisée dans le calcul du champ rayonné
par un faisceau gaussien ”champ lointain”. Lorsque r (fg)(O′) À r (Q), on considère

que la distance r (fg)(Q) ' r (fg)(O′) pour le terme d’amplitude (on utilise un
développement limité pour le terme de phase).

Dans cette hypothèse, on peut réaliser un développement limité de la distance r (fg)
Q

pour le terme de phase :

r (fg)
Q ≈ r (fg)

O′ −
t(

x ′
Q

y ′
Q

)(
(xO′ −xOfg )/r (fg)

O′

(yO′ − yOfg )/r (fg)
O′

)

+ 1

2

t(
x(fg)

Q

y (fg)
Q

)
1

r (fg)

O′
− (xO′−xOfg

)2

(r (fg)

O′ )3
− (xO′−xOfg

)(yO′−yOfg
)

(r (fg)

O′ )3

− (xO′−xOfg
)(yO′−yOfg

)

(r (fg)

O′ )3

1
r (fg)

O′
− (yO′−yOfg

)2

(r (fg)

O′ )3


(

x(fg)
Q

y (fg)
Q

)
(2.123)

et

1

r (fg)
Q

≈ 1

r (fg)
O′

(2.124)

avec :

r (fg)
O′ =

−zOfg

êfg;z · êz
(2.125)

Après quelques calculs, on trouve :

G(x ′
Q , y ′

Q ) = j

2

t(
x ′

Q

y ′
Q

)
A

(
x ′

Q

y ′
Q

)
− j

t(
x ′

Q

y ′
Q

)
B+ jC (2.126)
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où

A=P+


1

r (fg)

O′
− (xO′−xOfg

)2

(r (fg)

O′ )3
− (xO′−xOfg

)(yO′−yOfg
)

(r (fg)

O′ )3

− (xO′−xOfg
)(yO′−yOfg

)

(r (fg)

O′ )3

1
r (fg)

O′
− (yO′−yOfg

)2

(r (fg)

O′ )3

−
t[mij]Q−1

0 [mij](
r (fg)

O′

)2 (2.127)

B = 1

r ′

(
x ′

y ′

)
− 1

r (fg)
O′

(
xO′ −xOfg

yO′ − yOfg

)
−

t[mij]Q−1
0(

r (fg)
O′

)2

(
α1

α2

)
(2.128)

C =r (fg)
O′ + r ′− 1

2(r (fg)
Ofg

)2

t(
α1

α2

)
Q−1

0

(
α1

α2

)
(2.129)

II.2.3 Expressions asymptotiques non uniformes

L’évaluation asymptotique d’intégrales doubles du type :Ï
S
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d xd y (2.130)

où (x, y) ∈R2 lorsque le paramètre k > 0 est grand, a fait l’objet de nombreux travaux de
recherche. En particulier lorsque le domaine d’intégration S correspond à R2, l’évaluation
de l’intégrale (2.130) par la méthode de la phase stationnaire, de Laplace ou du point
col est bien connue[110, 2, 111] et est décrite dans l’annexe C- II.

Toutefois, pour un domaine d’intégration fini, comme c’est le cas pour les intégrales
(2.110-2.111) et (2.118-2.119), les travaux sont moins nombreux et font généralement ap-
pel à des extensions de la méthode de la phase stationnaire, c’est-à-dire dans l’hypothèse
où ψ(x, y) = jφ(x, y) où la fonction φ est à valeurs réelles[112, 113, 114, 115, 116]. Clai-
rement, les intégrales que l’on souhaite évaluer ne satisfont pas à cette hypothèse dans
la mesure où les fonctions g ou G sont dans le cas le plus général à valeurs complexes.

L’extension de méthodes asymptotiques à des intégrales doubles ou multiples à va-
leurs complexes sur des domaines bornés reste un domaine de recherche actif dans le cadre
des théories dites hyperasymptotiques[117, 118, 119, 120]. Bien que dépassant largement
le cadre de nos besoins, ces travaux montrent qu’aux premiers ordres du développement
asymptotique et lorsque les fonctions qui composent l’intégrande sont continues sur le
domaine d’intégration, les résultats obtenus à partir des extensions de la méthode de
la phase stationnaire restent valides pour des fonctions à valeurs complexes9. Aussi,
nous utiliserons les résultats provenant de la méthode de la phase stationnaire pour les
intégrales (2.110-2.111) et (2.118-2.119).

9Bien que l’approche soit différente, les résultats sont identiques, comme c’est le cas pour des intégrales

simples.
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II.2.3.a Points critiques

D’un point de vue mathématique, les contributions dominantes de l’intégrale (2.130)
sont dues à un ensemble de points dits critiques[113]. Lorsque ces points sont réels,
comme c’est le cas pour l’optique géométrique, ils correspondent physiquement aux ré-
gions voisines des points spéculaires qui satisfont à la loi de Snell-Descartes sur le
plan tangent à la surface d’un objet et dépendent de la position de l’observateur[9]. Selon
la position de ces points par rapport aux frontières du domaine d’intégration, ils peuvent
être classés en points critiques du premier, second et troisième ordre[112, 121, 116],[111,
§VIII] (cf. figure 2.26).

Points critiques du premier ordre Un point critique du premier ordre, plus
connu sous le nom de point stationnaire ou de point col, correspond au point (xs , ys)

pour lequel le gradient de la fonction de phase ψ est nul :

∇ψ(xs , ys) = 0 (2.131)

Points critiques du second ordre Un point critique du second ordre (x(2)
s , y (2)

s )

est un point appartenant au contour ∂S de coordonnées curvilignes s pour lequel :

∂ψ

∂s
(x(2)

s , y (2)
s ) = 0 (2.132)

Points critiques du troisième ordre Un point critique du troisième ordre (x(3)
s , y (3)

s )

correspond à un point pour lequel le contour ∂S n’est pas lisse. Il s’agit par exemple des
coins d’un polygone.
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Fig. 2.26: Illustration de la position de points critiques sur une surface S. En
rouge : un point critique du premier ordre. Vert : second ordre. Bleu : troisième

ordre.

Pour chaque type de point critique, la contribution de l’intégrale (2.130) aura une
expression différente. L’évaluation totale de l’intégrale correspond alors à la somme des
contributions de tous les points critiques liés à la surface S[116]. Les expressions associées
à chaque type de point critique sont détaillés dans l’annexe C-II.2.1. Cette technique est
appliquée dans [122, 123, 124, 125, 126] pour le calcul analytique ou semi-analytique10

du rayonnement dans l’hypothèse de l’optique physique, lorsque les objets sont éclairés
par des rayons ou des ondes sphériques.

II.2.3.b Application à un faisceau paraxial

On utilise les résultats de l’annexe C-II.2.1 pour évaluer l’intégrale (2.110). La surface
d’intégration correspond à un rectangle tel que X− < xQ < X+ et Y− < yQ < Y+ représenté
sur la figure (2.27).

10La localisation des points critiques est numérique.
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Fig. 2.27: Géométrie du domaine d’intégration S de l’intégrale 2.110. Q(xQ , yQ ) est
la variable d’intégration.

Point critique du premier ordre. Le point critique du premier ordre de la
fonction g (2.114) est : (

x(1)
Q

y (1)
Q

)
= [aij]

−1

(
b1

b2

)
+

(
xO′

yO′

)
(2.133)

d’où la contribution :

E(1)
r (P ) = 2π

k

fE

(
x(1)

Q , y (1)
Q

)
(det[aij])

1
2

exp
[
−kg

(
x(1)

Q , y (1)
Q

)]
(2.134)

Point critique du second ordre. Sur les 2 côtés xQ = X±, les points critiques du
second ordre associés y (2)

± sont :

y (2)
Q± = b2 −a12(X±−xO′)

a22
− yO′ (2.135)

d’où la contribution :

E(2)
r ;X±(P ) ≈∓

√
2π

k

f(2)
E ;X±

k g (2)
1 (a22)

1
2

exp
[
−kg (2)

X ;±
]

(2.136)

avec

g (2)
X ;± =g

(
X±, y (2)

Q±
)

(2.137)

g (2)
1 = ∂g

∂xQ

(
X±, y (2)

Q±
)

(2.138)

f(2)
E ;X± =fE

(
X±, y (2)

Q±
)

(2.139)
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De la même façon, sur les côtés yQ = Y±, les points critiques du second ordre associés
x(2)
± sont :

x(2)
Q± = b1 −a12(Y±− yO′)

a11
−xO′ (2.140)

d’où la contribution :

E(2)
r ;Y ±(P ) ≈∓

√
2π

k

f(2)
E ;Y ±

k g (2)
2 (a11)

1
2

exp
[
−kg (2)

X ;±
]

(2.141)

avec

g (2)
Y ;± =g

(
x(2)

Q±,Y±
)

(2.142)

g (2)
2 = ∂g

∂yQ

(
x(2)

Q±,Y±
)

(2.143)

f(2)
E ;Y ± =fE

(
x(2)

Q±,Y±
)

(2.144)

Points critiques du troisième ordre Aux 4 coins de la surface S, c’est-à-dire
aux points (X+,Y+), (X+,Y−), (X−,Y−), (X−,Y+), on a la contribution :

E(3)
r ;X±;Y ± = εX±;Y ±

f(3)
E

k2g (3)
1 g (3)

2

e−kg (3)
(2.145)

avec

f(3)
E = fE (X±,Y ±) g (3) = g (X±,Y ±) (2.146)

g (3)
1 = ∂g

∂xQ
(X±,Y ±) g (3)

2 = ∂g

∂yQ
(X±,Y ±) (2.147)

et

εX±;Y ± =
{

−1 pour(X+,Y+), (X−,Y−)

+1 pour(X−,Y+), (X+,Y−)
(2.148)

II.2.4 Validité de la solution non uniforme

II.2.4.a Contributions des points critiques

Dans cette section nous appliquons les solutions développées précédemment. Notre
méthode de référence sera l’évaluation numérique de l’intégrale (2.110). Afin de mettre
en valeur le rôle de chacune des contributions (premier, second et troisième ordre), nous
allons présenter un ensemble de cas de figure particuliers.
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Le champ rayonné dans la direction spéculaire de réflexion est associé aux points
critiques du premier ordre. Pour mettre en évidence la contribution de ces points (2.134),
on éclaire une surface carrée de 20λ de côté par un faisceau gaussien paraxial de demi-
largeur kW0 = 4π situé à une hauteur de 10λ de la plaque (cf figure 2.28). Avec cette
configuration, l’amplitude du champ éclairant les arêtes de la surface est faible devant
l’amplitude incidente au centre de la surface, et ainsi, seule la contribution des points
critiques du premier ordre sera mise en évidence.

Fig. 2.28: Géométrie du calcul.

La polarisation principale du champ incident est dirigée selon la direction ex du
repère absolu. La visualisation des composantes Eθ des champs rayonnés se fait à une
distance r = 1000λ de l’origine (courbe en noir illustrée sur la géométrie). L’amplitude
et la phase de l’évaluation numérique de l’intégrale (2.110) et la solution asymptotique
sont représentées sur la figure (2.29). L’erreur représentée sur cette figure correspond à
la valeur absolue de la différence des deux composantes, soit ∆= |Eθ;num −Eθ;as ympt |.
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Fig. 2.29: Mise en évidence de la contribution du point critique du premier ordre.
À gauche : amplitude en dB de la composante Eθ. À droite : phase en degrés. En

bleu : OP numérique ; en vert : OP analytique. En rouge : différence.

Comme on peut le constater sur la figure (2.29), le champ rayonné par l’expression
analytique correspond bien avec l’évaluation numérique de l’intégrale de rayonnement
dans l’hypothèse de l’optique physique. La contribution du point critique du premier
ordre correspond principalement à la composante spéculaire du champ rayonné.

Afin de mettre en évidence la contribution des points critiques du second ordre (2.136-
2.141), on éclaire la plaque avec un faisceau décalé, de sorte que la majorité du faisceau
se propage en dehors de la plaque (cf figure (2.30)). Ainsi, la contribution spéculaire sera
négligeable par rapport à la contribution des champs rayonnés par l’arête éclairée.

Fig. 2.30: Géométrie du calcul.



II. Diffraction 3D 115

Le faisceau incident a les mêmes propriétés que précédemment, mais son origine est
située cette fois au point Ofg(14λ,0,10λ). L’amplitude et la phase des champs rayonnés
sont représentées sur la figure (2.31).

Fig. 2.31: Mise en évidence de la contribution des points critiques du second
ordre. À gauche : amplitude en dB de la composante Eθ. À droite : phase en

degrés. En bleu : OP numérique ; en vert : OP analytique. En rouge : différence.

Comme on peut le constater sur la figure (2.31), le rayonnement de l’arête est modélisé
de façon satisfaisante par la contribution des points critiques du second ordre. On note
que l’amplitude globale du champ rayonné par l’arête est inférieure à l’amplitude de
la composante spéculaire dans le cas précédent, c’est-à-dire de la contribution du point
critique du premier ordre.

Afin de mettre en évidence la contribution des points critiques du troisième ordre
(2.145), on place le faisceau de telle sorte qu’il n’éclaire principalement qu’un coin de la
surface (cf. figure 2.32).
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Fig. 2.32: Géométrie du calcul.

Le faisceau incident a les mêmes propriétés que précédemment, mais son origine est
située cette fois au point Ofg(14λ,14λ,10λ). L’amplitude et la phase des champs rayonnés
sont représentées sur la figure (2.33).

Fig. 2.33: Mise en évidence de la contribution des points critiques du troisième
ordre. À gauche : amplitude en dB de la composante Eθ. À droite : phase en

degrés. En bleu : OP numérique ; en vert : OP analytique. En rouge : différence.

On constate sur la figure (2.33) que le rayonnement du coin de la plaque est correcte-
ment modélisé par la contribution des points critiques du troisième ordre. On remarque
de plus que l’amplitude globale du champ rayonnée est inférieure à l’amplitude du champ
rayonné par une arête, c’est-à-dire par la contribution des points critiques du second
ordre.
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II.2.4.b Superposition des contributions des points critiques

Comme on peut le constater sur les figures précédentes, la contribution de chaque
type de point critique est d’un ordre de grandeur différent. La contribution des points
critiques du premier ordre (2.134) est un développement asymptotique d’ordre O(k−1).
Les contributions des points critiques du second ordre (2.136,2.141) sont d’ordre O(k−3/2)

et enfin les contributions des points critiques du troisième ordre sont d’ordre O(k−2). Afin
de mettre en évidence l’intérêt de chacune des contributions dans un cas plus complexe,
on éclaire la plaque par un faisceau situé en Ofg(−2λ;3λ;50λ) (cf. figure 2.34). De cette
manière, les 4 arêtes et les 4 coins sont éclairés avec une amplitude non négligeable par
rapport au reste de la surface.

Fig. 2.34: Géométrie du calcul et amplitude des composantes Eθ du champ
lointain rayonné pour r = 1000λ. En bleu : OP numérique ; en vert : OP

analytique. En rouge : différence.

Nous avons scindé le champ rayonné de la figure (2.34) sur la figure suivante (2.35)
afin de pouvoir visualiser la contribution de chaque type de points critiques. Il est clair
que la contribution principale, celle du spéculaire, provient des points critiques du pre-
mier ordre (en vert). Les lobes secondaires proviennent du rayonnement des arêtes, c’est-
à-dire des contributions des points critiques du second ordre (en rouge). D’un niveau
inférieur, la contribution des 4 points critiques du troisième ordre, correspondant au
rayonnement des 4 coins de la surface, est négligeable dans le cas présent.
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Fig. 2.35: Champ référence (en bleu) et contribution globale de chaque type de
points critiques.

On remarquera de plus que la seule contribution du point critique de premier ordre
ne donne pas exactement l’allure du lobe principal. C’est la somme des contributions
du premier et du second ordre qui permet de décrire le champ rayonné, même pour
le premier lobe. Aussi, il apparâıt que la contribution des points critiques du second
ordre est nécessaire à la description du champs rayonné, non seulement pour les lobes
secondaires, mais également pour la direction principale.

Enfin, la contribution des coins peut généralement être négligée, tout du moins
lorsque l’amplitude du champ incident sur la surface est non négligeable sur la surface
(ou les arêtes). Lorsque un coin est la seule partie de la surface éclairée, la contribution
du troisième ordre devient alors essentielle au calcul des champs rayonnés.

II.2.4.c Caractère non uniforme de la solution

Discontinuités. Les contributions des points critiques de premier et second ordre
doivent être prises en compte seulement si ces points appartiennent au domaine d’intégration[116].
Or, lorsque le point d’observation P du champ rayonné varie, les points critiques varient
également. On constate alors que le point critique du premier ordre ”traverse” la surface
S.

Pour la configuration précédente, le point critique du premier ordre évolue avec le
point d’observation du champ. Pour des angles d’observation θ < 9.6◦ ou supérieur θ >
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14.5◦, le point critique du premier ordre n’appartient plus au domaine d’intégration S.
Par conséquent, il convient alors ne pas prendre en compte la contribution (2.134) pour
ces angles. Ce qui conduit à des discontinuités dans le calcul du champ rayonné, lorsque
par exemple une contribution ”disparâıt”. Ces discontinuités sont visibles sur la figure
(2.34).

Singularités. On remarque que les expressions des contributions des points cri-
tiques du second et du troisième ordre (2.136-2.141), (2.145) peuvent être singulières
lorsque :

g (2)
1,2 → 0 ⇒E (2)

r ;X ,Y →∞ (2.149)

g (3)
1,2 → 0 ⇒E (3)

r →∞ (2.150)

Si les dérivées premières de la fonction g sont nulles aux points critiques de second et
troisième ordre, alors ces points sont également des points critiques du premier ordre.
Aussi, on peut s’attendre à obtenir des champs singuliers lorsque le point critique du
premier ordre sera proche des contours de la surface S, c’est-à-dire lorsque l’axe de
propagation du faisceau incident coupera la surface S au voisinage des bords.

Pour illustrer cette configuration, nous éclairons la plaque carrée avec un faisceau
dont l’origine est en Ofg(X+,0,10λ), c’est-à-dire juste au dessus de l’une des arêtes (cf.
figure (2.36)).

Fig. 2.36: Géométrie.

Le champ rayonné est représenté sur la figure (2.37). Comme on peut le constater
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sur cette figure, au voisinage de l’angle θ = 0◦, c’est-à-dire dans la direction spéculaire,
la contribution du point critique du second ordre devient singulière. Ceci est dû au fait
que le point critique du premier ordre est proche du point du second ordre. On parle
alors de coalescence entre les points critiques de premier et de second ordre.

Fig. 2.37: À gauche : amplitude des champs rayonnés. À droite : contribution de
chaque type de points critiques.

La solution asymptotique proposée n’est donc valide que lorsque le point spéculaire
est éloigné des contours de la surface. Ce domaine de validité étant limité, notre objectif
suivant est de formuler une expression uniforme, c’est-à-dire dépourvue de discontinuités
et de singularités. C’est l’objet de la prochaine section.

II.2.5 Expressions asymptotiques uniformes

L’objectif de cette section est de présenter une formulation asymptotique uniforme
des champs rayonnés (2.110-2.111) et (2.118-2.119). Cette formulation doit être dépour-
vue de singularités ou de discontinuités.

Plusieurs approches permettent d’exprimer une intégrale double sur un domaine
fermé comme la somme d’un terme avec une intégrale de contour à partir du théo-
rème de Stokes pour des ondes planes[127, 128][1, p.452], pour des points sources ou
des dipôles de Hertz[129, 130] ou pour un point source complexe[51]. L’utilisation d’un
champ incident quelconque est théoriquement possible lorsque l’observation n’est pas
située dans le demi-espace contenant les sources[131, 132, 133], mais les calculs ne sont
praticables que pour des ondes planes ou des points sources11. Enfin, bien que ces travaux

11Il s’agit alors de calculer l’expression analytique d’un vecteur W, tel que ∇×W = U où U représente
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aient été étendus aux points sources complexes, permettant ainsi de décrire le champ
rayonné dans l’hypothèse de l’optique physique par une surface éclairée par un faisceau
gaussien circulaire[51], l’intégrale linéique résultante est évaluée numériquement.

Lorsque la symétrie du problème le permet, comme pour des disques ou des ellipses,
un changement de variable d’intégration permet de réduire la double intégration à une
seule dimension[56, 134]. Toutefois, cette technique n’est pas applicable à une surface
rectangulaire ou un polygone.

Une formulation asymptotique générale est présentée dans l’annexe C-II.2.2, basée
sur le développement asymptotique uniforme d’une intégrale[110, §9.6]. Toutefois, elle
impose l’utilisation d’une nouvelle fonction spéciale, une généralisation de la fonction
d’erreur complexe à deux dimensions, pour laquelle on ne dispose pas d’algorithme de
calcul efficace.

La formulation présentée fait appel à un calcul ”indirect” de l’intégrale double. Afin
de pouvoir formuler un développement asymptotique uniforme de ces intégrales, on pro-
cède à un ”découpage” de la surface rectangulaire S en sous-domaines. Cette technique
permet de faire apparâıtre des intégrales que l’on peut évaluer de manière uniforme.
Cette méthode, proposée par Stamnes[135] pour l’étude la diffraction par des ouver-
tures dont le contour est continu, est ici étendue à un domaine d’intégration dont le
contour est discontinu (aux 4 coins).

II.2.5.a Découpage du domaine en sous-domaine

On reprend ici l’expression canonique (2.130) utilisée précédemment :

Ï
S
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d xd y (2.151)

représentant les champs rayonnés (2.110-2.111) et (2.118-2.119). On rappelle que la fonc-
tion ϕ représente les fonctions fE , fH (2.112-2.113) ou FE , FH (2.120-2.121), tandis que la
fonction ψ représente la fonction g (2.114) ou G (2.122). Le domaine d’intégration peut
être ”découpé” en domaines complémentaires. Ce ”découpage” est illustré sur les figures
(2.38-2.39).

l’une des composantes de la dyade U dont l’expression dépend des dérivées du champ incident.
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Fig. 2.38: Découpage du domaine d’intégration en domaines complémentaires (1).

Le domaine complémentaire S̄ de S peut également être dissocié en plusieurs sous-
domaines :

Fig. 2.39: Découpage du domaine d’intégration en domaines complémentaires (2).

Mathématiquement, le découpage s’écrit :Ï
S
≡

∫ Y+

Y−

∫ X+

X−
(2.152)

≡
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(2.153)

−
∫ +∞

−∞

∫ X−

−∞
−

∫ +∞

−∞

∫ +∞

X+
−

∫ Y−

−∞

∫ +∞

−∞
−

∫ +∞

Y+

∫ +∞

−∞

+
∫ Y−

−∞

∫ X−

−∞
+

∫ +∞

Y+

∫ X−

−∞
+

∫ Y−

−∞

∫ +∞

X+
+

∫ +∞

Y+

∫ +∞

X+

≡I0 (2.154)

−I2(X−)− I1(X+)−I2(Y−)− I1(Y+)

+I22(X−,Y−)+ I21(X−,Y+)+ I12(X+,Y−)+ I11(X+,Y+)

On remarque que l’on a alors 3 types d’intégrales, dont le domaine d’intégration est
caractérisé par :
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– aucune borne finie : intégrale I0 ;
– une seule borne finie : intégrales I1(X+), I2(X−) et I1(Y+), I2(Y−) ;
– deux bornes finies : intégrales I11, I12, I21 et I22.

La solution totale consiste à sommer les 9 contributions, quelle que soit la position des
points critiques :

Er (P ) = I0 −
4∑

m={1,2}
Im +

4∑
m,n={1,2}

Imn (2.155)

Contrairement à la solution proposée précédemment, il est inutile ici de procéder à un
test sur la position des points critiques par rapport à la géométrie de la surface. En effet,
quelle que soit la position des points critiques, le champ rayonné demeure la somme
de toutes les intégrales. Dans la mesure où cette formulation ne fait pas intervenir de
fonction échelon, elle est dépourvue de discontinuités. Enfin, la divergence éventuelle de
certain termes pour des points particuliers est compensée par les fonctions d’erreur, qui
assurent la continuité des champs aux voisinages de ces singularités.

Contribution de l’intégrale I0. L’évaluation asymptotique de l’intégrale I0 est
bien connue et ne pose pas de difficulté. En utilisant le résultat de l’annexe C-II.1, on
obtient :

I0 ≈ 2π

k

(
det

[
∂ψ

∂x∂y

])− 1
2

ϕse−kψ0 (2.156)

où ψs =ψ(xs , ys) et ϕs =ϕ(xs , ys). (xs , ys) correspond au point col (ou point stationnaire),
c’est-à-dire le point pour lequel le gradient de la fonction ψ est nul : ∇ψ(xs , ys) = 0.

Contribution des intégrales I1,2. Les intégrales I1,2 peuvent s’évaluer asymp-
totiquement en procédant à deux développements asymptotiques successifs, sur un do-
maine non borné puis sur un domaine borné. Les calculs sont présentés dans l’annexe
(C-II.2.2.a). On obtient :

I1(X ) ≈ e−kΨ(xs )
[

FX (0)p
k

Q(
p

ksX )+ 1

2k

FX (sX )−FX (0)

sX
e−ks2

X

]
(2.157)
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avec

Φ(x) =
√

2π

k

(
∂2ψ

∂y2 (x, ys)

)− 1
2

ϕ(x, ys) (2.158)

Ψ(x) =φ(x, ys) (2.159)
∂ψ

∂y
(ys) =0 ∀x ∈ [X ,+∞[ (2.160)

sX =
√
Ψ(X )−Ψ(xs) (2.161)

xs tq
∂Ψ

∂x
(xs) = 0 (2.162)

FX (sX ) =Φ(X )
sX

∂Ψ
∂x (X )

(2.163)

FX (0) =Φ(xs)

√
2

∂2Ψ
∂2x (xs)

(2.164)

Q(t ) =
∫ ∞

t
e−s2

d s =
p
π

2
erfc(t ) (2.165)

De la même façon pour I2(X ) on obtient :

I2(X ) ≈ e−kΨ(xs )
[

FX (0)p
k

(p
π−Q(

p
ksX )

)
− 1

2k

FX (sX )−FX (0)

sX
e−ks2

X

]
(2.166)

Pour I1,2(Y ), on obtient :

I1(Y ) ≈ e−kΨ(ys )
[

FY (0)p
k

Q(
p

ksY )+ 1

2k

FY (sY )−FY (0)

sY
e−ks2

Y

]
(2.167)

I2(Y ) ≈ e−kΨ(ys )
[

FY (0)p
k

(p
π−Q(

p
ksY )

)
− 1

2k

FY (sY )−FY (0)

sY
e−ks2

Y

]
(2.168)
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avec cette fois Φ(y) =
√

2π
k

(
∂2ψ

∂x2 (xs , y)
)− 1

2
ϕ(xs , y) et Ψ(y) =φ(xs , y) et

Φ(y) =
√

2π

k

(
∂2ψ

∂x2 (xs , y)

)− 1
2

ϕ(xs , y) (2.169)

Ψ(y) =φ(xs , y) (2.170)
∂ψ

∂x
(xs) =0 ∀y (2.171)

sY =√
Ψ(Y )−Ψ(ys) (2.172)

ys tq
∂Ψ

∂y
(ys) = 0 (2.173)

FY (sY ) =Φ(Y )
sY

∂Ψ
∂y (Y )

(2.174)

FY (0) =Φ(ys)

√√√√ 2
∂2Ψ
∂2 y (ys)

(2.175)

Q(t ) =
∫ ∞

t
e−s2

d s =
p
π

2
erfc(t ) (2.176)

Contribution des intégrales Iij. On s’intéresse à l’intégrale du type :

I11 =
∫ ∞

X

∫ ∞

Y
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d xd y (2.177)

À notre connaissance, il n’existe pas de formulation analytique uniforme pour ce type
d’intégrale complexe. Dans le cadre de la méthode de la phase stationnaire, Stamnes

[136] propose une méthode hybride, numérique et asymptotique, isolant les points cri-
tiques pour lesquels le point stationnaire approche le contour du domaine d’intégration.
Conde et ses co-auteurs [124] donnent une expression asymptotique uniforme de ce type
d’intégrale pour la méthode de la phase stationnaire, sans toutefois la démontrer. Cette
expression est démontrée dans l’annexe C-II.2.2.a et étendue heuristiquement aux fonc-
tions à valeurs complexes. On montre également que cette expression n’est valide que
lorsque le terme croisé de la matrice Hessienne est nul, c’est-à-dire lorsque :

∂ψ

∂x∂y
= 0 (2.178)

Dans ce cas, on peut découpler les deux intégrales et on obtient avec deux développements
asymptotiques séparés :

I11 ≈ ϕ(X+,Y+)

π

(
∂2ψ

∂x2 (X+,Y+)
∂2ψ

∂y2 (X+,Y+)

)− 1
2

e−kψ(X+,Y+)Q
(p

ksx

)
eks2

X Q
(p

ksy

)
eks2

Y

(2.179)
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avec

sx =∂ψ
∂x

(X+,Y+)

(
1

2ψxx

) 1
2

(2.180)

sy =∂ψ
∂y

(X+,Y+)

(
1

2ψy y

) 1
2

(2.181)

De la même façon :

I12 ≈ϕ(X+,Y−)

π

(
∂2ψ

∂x2 (X+,Y−)
∂2ψ

∂y2 (X+,Y−)

)− 1
2

e−kψ(X+,Y−)Q
(p

ksx

)
eks2

X

(p
π−Q

(p
ksy

))
eks2

Y

(2.182)

I21 ≈ϕ(X−,Y+)

π

(
∂2ψ

∂x2 (X−,Y+)
∂2ψ

∂y2 (X−,Y+)

)− 1
2

e−kψ(X−,Y+)
(p

π−Q
(p

ksx

))
eks2

X Q
(p

ksy

)
eks2

Y

(2.183)

I22 ≈ϕ(X−,Y−)

π

(
∂2ψ

∂x2 (X−,Y−)
∂2ψ

∂y2 (X−,Y−)

)− 1
2

e−kψ(X−,Y−)
(p

π−Q
(p

ksx

))
eks2

X

(p
π−Q

(p
ksy

))
eks2

Y

(2.184)

Validité de l’approximation. D’après les expressions développées dans la section
II.2.2, l’hypothèse (2.178) correspond, pour un faisceau gaussien paraxial (expression
(2.115)), aux égalités :

− x ′y ′

(r ′)3 +m11
[
m12q11(O′)+m22q12(O′)

]+m21
[
m12q12(O′)+m22q22(O′)

]= 0

− x ′y ′

(r ′)3 +m12
[
m11q11(O′)+m21q12(O′)

]+m22
[
m11q12(O′)+m21q22(O′)

]= 0
(2.185)

À grande distance, la contribution du premier terme x ′y ′

(r ′)3 devient négligeable12. La
seconde partie des égalités n’est quant à elle, vérifiée que lorsque (êfg;∥, êfg;⊥) ⊥ êx ou
(êfg;∥, êfg;⊥) ⊥ êy , c’est-à-dire lorsque le faisceau éclaire la plaque sous incidence rasante.
Cette hypothèse consiste donc a négliger la plupart du temps ces termes bien qu’ils soient
non nuls. Nous étudions plus en détail l’erreur engendrée par cette approximation dans
les sections suivantes, en particulier dans la section II.3.4.a.

Bien que cette hypothèse soit rarement vérifiée, son influence sur le résultat final est
faible, comme nous le verrons dans les exemples qui suivent.

II.2.6 Comparaison avec la solution non uniforme

Avant d’étudier le domaine de validité de la solution proposée (2.155), nous reprenons
le cas de figure pour lequel la solution non uniforme donne un résultat singulier (cf

12Également lorsque le point d’observation appartient au plan x′ = 0 ou y ′ = 0.
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II.2.4.c, fig. 2.36). Le centre d’un faisceau gaussien paraxial est positionné au point
Ofg(10λ,0,10λ), soit juste au dessus d’une arête d’une surface carrée de côté 20λ (cf.
figure (2.40)). On représente en bleu sur cette figure l’amplitude du champ calculé par
l’intégration numérique des intégrales de rayonnement dans l’hypothèse de l’optique
physique et en vert le champ calculé analytiquement avec l’expression uniforme (2.155).

Fig. 2.40: Géométrie et amplitudes des champs Eθ rayonnés (en dB). Carré de
côté 20λ,φ= 0◦. En bleu : OP numérique. En vert : OP asymptotique uniforme.

On constate que la solution proposée est cette fois parfaitement uniforme et ne souffre
d’aucune discontinuité. La formulation asymptotique correspond à l’évaluation numé-
rique.

Un autre cas de figure, impossible à traiter correctement avec une solution non uni-
forme, consiste à placer le faisceau juste au dessus d’un coin, soit en Ofg(10,10,10)λ (cf.
fig. 2.41).
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Fig. 2.41: Géométrie et amplitudes des champs Eθ rayonnés (en dB). Carré de
côté 20λ,φ= 0◦. En bleu : OP numérique. En vert : OP asymptotique uniforme.

Comme dans le cas précédent, la solution uniforme est parfaitement continue quel
que soit l’angle d’observation.

II.3 Domaine de validité de la solution uniforme

Dans cette partie, nous étudions le domaine de validité de la solution asymptotique
uniforme (2.155). Les champs calculés à partir de cette formulation analytique sont
comparés à deux autres méthodes :

– L’intégration numérique des intégrales de rayonnement des courants dans l’hypo-
thèse de l’optique physique ;

– Le calcul numérique par la Méthode des Moments (MoM-FMM), avec le code
Elsem3D de l’ONERA-DEMR.

La comparaison avec le calcul numérique des intégrales de rayonnement nous permet
d’évaluer la pertinence du développement asymptotique, tandis que l’utilisation de la
méthode des moments met en évidence les limites de l’hypothèse de l’optique physique.
Nous représenterons également sur les figures qui suivent, l’erreur |EELSEM3D−Easymptotique|
entre la solution numérique exacte et la solution analytique. Les calculs présentés sont
réalisés avec la formulation paraxiale du faisceau incident. Des comparaisons seront éga-
lement effectuées avec la formulation champ lointain du champ incident.

La géométrie générale des exemples présentés est illustrée sur la figure 2.42). Un
faisceau gaussien dont le centre du repère propre est situé en Ofg éclaire une surface
rectangulaire située en z = 0. Sauf indication contraire, les composantes sphériques Eθ,Eφ

des champs rayonnés sont calculés à une distance r = 1000λ de la surface.
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Fig. 2.42: Géométrie générale des exemples présentés.

II.3.1 Taille de la plaque

Pour déterminer le domaine de validité de la solution uniforme en fonction de la
taille de la surface éclairée, on calcule les champs rayonnés par une surface carrée de
côté 2,5,10 et 20λ. Le faisceau incident est placé en Ofg(0,0,50λ) et sa largeur est de
kW0 = 4π. La direction principale de polarisation du faisceau est dirigée selon l’axe êx

(φ = 0). On représente sur les figures suivantes la composante Eθ des champs rayonnés
dans le plan φ= 0◦, ainsi que la composante Eφ dans le plan φ= 90◦.
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II.3.1.a Eθ, φ= 0◦

Fig. 2.43: Géométrie et champs Eθ rayonnés. Carré de côté 2λ, φ= 0◦.

Fig. 2.44: Géométrie et champs Eθ rayonnés. Carré de côté 5λ, φ= 0◦.
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Fig. 2.45: Géométrie et champs Eθ rayonnés. Carré de côté 10λ,φ= 0◦.

Fig. 2.46: Géométrie et champs Eθ rayonnés. Carré de côté 20λ, φ= 0◦.
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II.3.1.b Eφ, φ= 90◦

Fig. 2.47: Géométrie et champs Eφ rayonnés. Carré de côté 5λ, φ= 90◦.

Fig. 2.48: Géométrie et champs Eφ rayonnés. Carré de côté 10λ, φ= 90◦.
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Fig. 2.49: Géométrie et champs Eφ rayonnés. Carré de côté 20λ, φ= 90◦.
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L’hypothèse de l’optique physique est en particulier valide lorsque la taille de la
surface est de l’ordre de 4λ[18]. Toutefois, même si les résultats se dégradent dans les
lobes secondaires pour une plaque de côté 2λ, le champ dans la direction principale de
rayonnement est correctement évalué.

Enfin, il n’y a pas de limite supérieure à la taille de surface S. La solution proposée
étant analytique, le temps de calcul est identique quelle que soit la taille de la surface
S, contrairement aux méthodes numériques. Les temps de calculs correspondant aux
simulations présentées sont pour une plaque de côté de 20λ à 10 GHz13 :

Méthode utilisée Temps de calcul

OP Analytique (uniforme) 0.25 s

OP numérique 30 s

MoM (Elsem3D) 30 min

II.3.2 Largeur du faisceau

On place un faisceau gaussien en Ofg(0,0,30λ) et on fait varier sa largeur de kW0 =π

(très divergent) à kW0 = 4π (peu divergent). Le faisceau éclaire une plaque carrée de côté
10λ.

Afin de visualiser plus clairement la divergence des faisceaux, nous avons représenté
le cône de paraxialité des faisceaux sur les figures illustrant les géométries des confi-
gurations. Les couleurs utilisées sur les plaques correspondent à l’amplitude du champ
incident sur la surface. Lorsque le faisceau est divergent, la puissance incidente sur la
plaque est plus faible (couleur jaune) que lorsque le faisceau est peu divergent (couleur
rouge).

13Calculs OP effectués avec le logiciel Matlab sur un PC de bureau équipé d’un processeur Intel

Pentium D (dual core 64bits) cadencé à 3.4GHz. Les calculs Elsem3D (en fortran/C) ont été effectués

sur un PC équipé d’un processeur Intel Pentium IV cadencé à 3GHz.
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II.3.2.a Eθ, φ= 0◦

Fig. 2.50: Géométrie et champs Eθ rayonnés. kW0 =π, φ= 0◦.

Fig. 2.51: Géométrie et champs Eθ rayonnés. kW0 = 2π, φ= 0◦.
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Fig. 2.52: Géométrie et champs Eθ rayonnés. kW0 = 4π, φ= 0◦.

II.3.2.b Eφ, φ= 90◦

Fig. 2.53: Géométrie et champs Eφ rayonnés. kW0 =π, φ= 90◦.
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Fig. 2.54: Géométrie et champs Eφ rayonnés. kW0 = 2π, φ= 90◦.

Fig. 2.55: Géométrie et champs Eφ rayonnés. kW0 = 4π, φ= 90◦.
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Comme on peut le constater sur les figures précédentes, sous incidence normale, la
divergence du faisceau influe peu sur le diagramme de rayonnement des champs. Seule
l’amplitude des champs rayonnés diffère, en relation avec l’amplitude du champ incident
sur la surface.

II.3.3 Angle d’incidence

On place un faisceau incident de telle sorte que l’intersection avec la plaque soit
centrée en O(0,0,0). On fait varier l’angle d’incidence θi du faisceau, c’est-à-dire l’angle
entre l’axe êz et la direction de propagation êfg;z du faisceau. La largeur du faisceau est
kW0 = 2π (assez divergent) et son origine est située à une distance de 30λ du centre de
la plaque.

Le cas θi = 0◦ a été traité dans des conditions similaires sur la figure (2.51). Les
figures suivantes représentent les cas θi = 20◦, 45◦, 70◦ et 85◦. On visualise la composante
principale du champ dans le plan d’incidence et dans le plan perpendiculaire au plan
d’incidence14.

II.3.3.a Plan d’incidence (Eθ)

Fig. 2.56: Géométrie et amplitude Eθ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 20◦. φ= 0◦.

14c’est-à-dire sur un demi grand-cercle centré en O.
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Fig. 2.57: Géométrie et amplitude Eθ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 45◦. φ= 0◦.

Fig. 2.58: Géométrie et amplitude Eθ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 70◦. φ= 0◦.
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Fig. 2.59: Géométrie et amplitude Eθ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 85◦. φ= 0◦.

Pour des angles d’incidence (définis par rapport à la normale de la plaque) infé-
rieurs à 70 degrés, le champ rayonné dans l’hypothèse de l’optique physique est correct
pour les premiers lobes. La formulation analytique donne des résultats très similaires à
l’évaluation numérique des intégrales de rayonnement.

Au delà de 70 degrés, par exemple sur la figure (2.59) où le faisceau possède un
angle d’incidence de 85◦, on remarque que le champ analytique correspond toujours à
l’intégration numérique, mais ne correspond plus à la solution exacte calculée par le code
Elsem3D. L’angle d’incidence est donc limité (à θi < 70◦) concernant les premiers lobes,
vraisemblablement à cause de l’hypothèse de l’optique physique. On remarque de plus
que pour une incidence supérieure à 80 degrés, le champ analytique n’est plus donné au
delà d’un certain angle : il s’agit d’un artefact numérique dû à l’implémentation de la
fonction d’erreur complexe utilisée15.

15Au-delà de |z| > 10, erf(z) → NaN. Cette limite est dû au fait que l’on doit évaluer f (z)∗exp(−z) où

z →∞± j∞ et f une fonction régulière.
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II.3.3.b Plan perpendiculaire au plan d’incidence (Eφ)

Fig. 2.60: Géométrie et amplitude Eφ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 20◦. φ= 90◦.

Fig. 2.61: Géométrie et amplitude Eφ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 45◦. φ= 90◦.
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Fig. 2.62: Géométrie et amplitude Eφ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 70◦. φ= 90◦.

Fig. 2.63: Géométrie et amplitude Eφ des champs rayonnés. Faisceau de largeur
kW0 = 2π et d’angle d’incidence θi = 85◦. φ= 90◦.
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On observe dans les figures précédentes que la composante copolaire Eφ dans le plan
perpendiculaire au plan d’incidence du champ analytique rayonné est un peu plus limitée
par l’incidence du faisceau que dans le plan d’incidence. Les résultats restent corrects
pour des angles d’incidence inférieurs à 60 degrés.

Au-delà, l’expression analytique diverge de l’évaluation numérique des intégrales de
rayonnement, tout comme diverge l’optique physique numérique de notre référence don-
née par la méthode des moments.

II.3.4 Configurations plus générales

Afin de mettre en évidence et de quantifier les limitations de la formulation uniforme,
nous présentons quelques cas de figure plus généraux.

Deux hypothèses limitent principalement la validité de l’expression asymptotique dé-
veloppée par rapport à une intégration numérique réalisée dans l’hypothèse de l’optique
physique. D’une part, l’hypothèse de constance de la matrice de courbure d’un faisceau
paraxial sur la surface16, limite l’angle d’incidence à des angles non rasants par rap-
port à la surface. D’autre part, l’évaluation asymptotique des intégrales possédant deux
bornes finies (Iij) est réalisée dans l’hypothèse où les termes anti diagonaux de la matrice
Hessienne de la phase sont nuls.

Enfin, nous étudions également la validité de nos résultats lorsque les champs sont
observés dans un plan quelconque.

II.3.4.a Influence de l’approximation réalisée sur les intégrales doubles avec
deux bornes

L’approximation (2.178) utilisée pour calculer un développement asymptotique des
intégrales doubles possédant deux bornes finies est pénalisante lorsque le faisceau inci-
dent éclaire principalement les zones correspondantes au domaine d’intégration de ces
intégrales17. Cette situation est illustrée sur la figure (2.64), où le centre d’un faisceau
paraxial incident de largeur kW0 = 4π est situé en (15λ,15λ,10λ), soit clairement en de-
hors de la plaque. L’observation des champs rayonnés se fait à une distance de 1000λ.
Dans ce cas, on observe que l’évaluation asymptotique du champ rayonné est clairement
erronée.

16Ou du développement limité utilisé pour simplifier l’expression d’un faisceau champ lointain.
17c’est-à-dire les zones représentées en rouge sur la figure (2.39)
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Fig. 2.64: Géométrie et amplitudes des champs Eθ rayonnés (en dB). Carré de
côté 20λ,φ= 0◦. En bleu : OP numérique. En vert : OP asymptotique uniforme.

L’observation est réalisée à une distance de 1000λ

Lorsque l’on augmente la distance d’observation, par exemple pour r = 1000000λ, le
résultat tend à converger vers la référence comme cela est illustré sur la figure (2.65).

Fig. 2.65: Géométrie et amplitudes des champs Eθ rayonnés (en dB). Carré de
côté 20λ,φ= 0◦. En bleu : OP numérique. En vert : OP asymptotique uniforme.

L’observation est réalisée à une distance de 1000000λ

De plus, lorsque l’amplitude du champ incident sur la surface est plus importante, par
exemple en prenant un faisceau plus divergent ou plus proche de la surface, on retrouve
une bonne correspondance avec la référence. Nous avons illustré cette situation sur la
figure (2.66), où le faisceau incident, toujours situé en (15λ,15λ,10λ), est plus divergent
que précedemment (kW0 = π/2). Par conséquent, l’amplitude du champ incident sur la
plaque est plus importante et on observe que le champ rayonné calculé avec l’expression
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analytique est beaucoup plus correct.

Fig. 2.66: Géométrie et amplitudes des champs Eθ rayonnés (en dB). Carré de
côté 20λ,φ= 0◦. En bleu : OP numérique. En vert : OP asymptotique uniforme.
L’observation est réalisée à une distance de 1000λ. Le faisceau incident est plus

divergent que sur la figure (2.64).

Finalement, cette limitation n’est pas trop restrictive, dans la mesure où un algo-
rithme de lancer de faisceaux gaussiens peut trier les faisceaux incidents sur la plaque
et ne conserver que ceux interceptant le voisinage de la surface. De cette manière, seuls
les faisceaux induisant un champ incident non négligeable sur la plaque serait conser-
vés. Les faisceaux éclairant peu la plaque peuvent être négligés, dans la mesure où ils
contribueront peu au champ rayonné final.

II.3.4.b Observation dans un plan quelconque

Afin de quantifier l’erreur commise lorsque l’observation est réalisée dans un plan
quelconque, on place un faisceau dont la polarisation est contenue dans le plan d’inci-
dence, en Ofg(50λ,0,50λ), avec un angle d’incidence de θi = 45◦. Nous avons représenté sur
la figure (2.67) deux géométries, relatives à des angles d’observation φ= 37◦ et φ= 112◦.
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Fig. 2.67: Géométries. À gauche, φ= 37◦. À droite, φ= 112◦.

Les composantes Eθ des champs rayonnés à une distance de 1000λ de la surface sont
représentées sur la figure 2.68. Les composantes Eφ des champs rayonnés sont représentées
sur la figure 2.69. Comme on peut le constater sur ces figures, l’évaluation asymptotique
utilisée permet d’obtenir l’allure globale du champ, sans toutefois suivre exactement le
calcul numérique.

Fig. 2.68: Composantes Eθ des champs rayonnés. À gauche, pour φ= 37◦. À
droite, pour φ= 112◦.
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Fig. 2.69: Composantes Eφ des champs rayonnés. À gauche, pour φ= 37◦. À
droite, pour φ= 112◦.

Le cas dual, pour une polarisation du champ incident perpendiculaire au plan d’in-
cidence, est représenté sur la figure (2.70).

Fig. 2.70: Géométries. À gauche, φ= 37◦. À droite, φ= 112◦.

Les composantes Eθ des champs rayonnés à une distance de 1000λ de la surface sont
représentées sur la figure 2.71. Les composantes Eφ des champs rayonnés sont représentées
sur la figure 2.72.

La formulation analytique reste très proche de l’évaluation numérique de l’intégrale
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de l’optique physique. Toutefois, on constate que l’hypothèse de l’optique physique est
particulièrement mise en défaut dans ces conditions.

Fig. 2.71: Composantes Eθ des champs rayonnés. À gauche, pour φ= 37◦. À
droite, pour φ= 112◦.

Fig. 2.72: Composantes Eφ des champs rayonnés. À gauche, pour φ= 37◦. À
droite, pour φ= 112◦.
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Synthèse. Les hypothèses utilisées pour obtenir un développement asymptotique
des intégrales possédant deux bornes finies (Iij) restreignent le domaine de validité du
calcul. Lorsqu’un faisceau intercepte très faiblement la plaque, on obtiendra de meilleurs
résultats pour des points d’observations situés à grande distance de la surface.

Il serait nécessaire de trouver une meilleure approximation des intégrales Iij. On pour-
rait par exemple penser à deux développements asymptotiques successifs. Toutefois, on se
retrouve dans ce cas à devoir traiter une intégrale dont l’intégrande contient une fonction
d’erreur. On retrouve donc le même verrou mathématique observé lors de l’évaluation
asymptotique de la solution exacte du champ diffracté par un demi-plan (cf. section
I.1.5). Dans cette situation, on observait que les fonctions d’erreur18 variaient trop rapi-
dement pour être approchées dans un large domaine de validité avec un développement
asymptotique et on devait dans ce cas utiliser une intégration numérique.

Toutefois, cette limitation peut être contournée lorsque la plaque est éclairée par
plusieurs faisceaux. En ne conservant que les faisceaux énergétiques par rapport à la
surface, un algorithme de lancer de faisceaux assurera ainsi un calcul correct du champ
rayonné.

II.3.5 Utilisation d’un faisceau gaussien champ lointain

L’utilisation d’un faisceau gaussien exprimé avec la formulation champ lointain donne
des résultats similaires, à condition que l’origine du faisceau gaussien incident se trouve
à grande distance du point d’intersection 0′. Cette condition correspond au domaine de
validité d’un faisceau gaussien champ lointain.

À titre d’exemple, on traite un cas de figure où la formulation paraxiale d’un faisceau
gaussien n’est plus valide (cf. Chapitre 1) : une plaque carrée de côté 10λ est éclairée par
un faisceau très divergent de taille kW0 =π, situé à 500λ de la surface (cf. figure (2.73)).

18Ou de manière équivalente les fonctions de Fresnel.



150 Chapitre 2. Diffraction d’un faisceau gaussien

Fig. 2.73: Géométrie.

Fig. 2.74: Champs rayonnés par la plaque. À gauche : Eθ pour φ= 0◦. À droite :
Eφ pour φ= 90◦. En bleu : optique physique numérique. En vert : optique physique

analytique. En rouge : module de l’erreur entre les deux.

Les champs rayonnés par la formulation analytique sont valides en particulier dans
les directions principales de rayonnement.

II.3.6 Conclusion

La solution proposée permet de décrire le champ rayonné par une surface rectangu-
laire conductrice dans l’hypothèse de l’optique physique lorsqu’elle est éclairée par un
faisceau gaussien. L’approche utilisée combine plusieurs termes qui se compensent entre
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eux afin d’éliminer les singularités inhérentes aux développements asymptotiques des
intégrales et est par conséquent uniforme.

Les hypothèses utilisées pour formuler cette solution limitent son domaine d’applica-
tion à des angles d’incidence non rasants sur la surface (> 30◦ par rapport à la surface).
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III Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons étudié le rayonnement d’objets parfaitement conducteurs
éclairés par un faisceau gaussien.

Nous avons tout d’abord étudié le cas d’un demi-plan conducteur infini, pour lequel
nous avons formulé une expression intégrale exacte du champ rayonné, c’est-à-dire du
champ réfléchi par le plan et diffracté par l’arête. Afin d’obtenir une expression analytique
du champ rayonné, nous avons utilisé l’hypothèse de l’optique physique. Dans cette
hypothèse, l’expression obtenue donne de bons résultats à grande distance du plan et
dans les directions principales de rayonnement.

L’obtention d’une expression analytique du champ rayonné à partir de la solution in-
tégrale exacte reste non résolue. En effet, dans ce cas, l’expression asymptotique obtenue
possède un domaine de validité trop restreint.

Nous avons étendu les formulations approchées dans l’hypothèse de l’optique phy-
sique à des conducteurs de taille finie. Plusieurs expressions analytiques ont été dévelop-
pées. La première utilise une extension de la méthode de la phase stationnaire pour des
intégrales doubles. Cette méthode fait apparâıtre un certain nombre de points, dit cri-
tiques, qui sont à l’origine des contributions principales du champ rayonné. Toutefois, la
formulation obtenue avec cette technique est non-uniforme, c’est-à-dire qu’elle est pour-
vue de discontinuités et de singularités dans des directions d’observation particulières.

Pour pallier ces défauts, nous avons développé une formulation uniforme du champ
rayonné par une surface rectangulaire, dépourvue de discontinuités et de singularités.
Nous avons montré que cette expression était valide dans un large domaine de largeurs
de faisceau, d’angles d’incidence et d’observation, et de tailles de surface. La solution
obtenue est particulièrement valide dans les plans d’observations parallèles aux arêtes
de la surface conductrice ou dans les directions principales de rayonnement (spéculaire).
En dehors de ces zones, le domaine de validité de l’expression analytique du champ
rayonné est restreint par l’hypothèse de l’optique physique ainsi que par la validité du
développement asymptotique.

Les résultats présentés sont en accord avec la théorie de l’optique physique. Par
conséquent, les champs calculés correspondent à une approximation des champs réel-
lement rayonnés. Une correction supplémentaire devrait être utilisée afin d’obtenir de
meilleurs résultats, en particulier dans les zones d’observation éloignées des directions
principales de rayonnement. Dans un algorithme de lancer de faisceaux, les faisceaux
dont l’incidence est trop rasante par rapport à la surface peuvent toujours être calculés
numériquement.



III. Conclusion du chapitre 153

Enfin, dans le cadre de l’interaction d’un champ décrit comme une superposition
de faisceaux gaussiens avec une plaque métallique, l’erreur sur les lobes secondaires de
chaque faisceau élémentaire est à relativiser par rapport à l’amplitude des faisceaux
gaussiens élémentaires adjacents. C’est ce que nous allons voir dans le chapitre suivant,
consacré aux applications des faisceaux gaussiens pour des géométries ou des champs
complexes.





Chapitre 3

Applications des faisceaux

gaussiens

Dans ce chapitre, nous utilisons le formalisme des faisceaux gaussiens appliqué à
divers problèmes canoniques de calcul de rayonnement et de propagation électromagné-
tique.

I Décomposition d’un champ en faisceaux gaussiens

Dans cette section, nous faisons un état de l’art des méthodes et techniques permet-
tant d’exprimer un champ électromagnétique connu en un ensemble de faisceaux gaus-
siens. Nous appliquons la décomposition en faisceaux gaussiens aux faisceaux conformes
et nous en cernons le domaine de validité. Les techniques de décomposition présentées
seront utilisées par la suite dans des exemples d’applications.

La décomposition rigoureuse d’un champ en faisceaux gaussiens repose généralement
sur l’utilisation de bases complètes de faisceaux élémentaires. Ces faisceaux émergent
d’un ensemble de points situés sur la distribution de champ initiale et dans un ensemble
de directions [137, 54, 55, 138].

Plusieurs méthodes et techniques existent pour décomposer un champ sur une sur-
face en un ensemble de faisceaux gaussiens. Lorsque la surface initiale correspond à un
plan [80, 139] ou à une surface cylindrique [140], la distribution de champ peut être
rigoureusement décomposée en une somme discrète de faisceaux gaussiens en utilisant
la décomposition de Gabor ou plus avantageusement les frames de Gabor [55]. Toute-
fois, bien qu’exacte, ces méthodes de décomposition sont sujettes à plusieurs limitations.

155
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D’une part, la surface initiale doit être plane ou cylindrique. D’autre part, le nombre
de faisceaux élémentaires nécessaire pour effectuer la décomposition peut devenir très
important [64].

Pour pallier ces inconvénients, certains auteurs ont proposé des techniques de décom-
position alternatives, non exactes, mais dont les résultats restent satisfaisant [57, 141].
Ces techniques sont décrites dans [64]. Dans ses travaux de doctorat, A. Chabory a
proposé une nouvelle technique de décomposition appliquée aux surfaces (localement) el-
lipsöıdales, la décomposition multi faisceaux gaussiens. Dans la mesure où cette technique
est détaillée dans [64], nous nous contenterons d’en rappeler les principaux résultats dans
la section suivante. Nous détaillerons davantage cette technique lorsqu’elle sera appliquée
aux faisceaux gaussiens conformes.

I.1 Décomposition multi faisceaux gaussiens

La décomposition multi-faisceaux gaussiens (DMFG) est une approche pragmatique
de la décomposition d’un champ en une somme de faisceaux gaussiens.

Contrairement aux méthodes rigoureuses de décomposition, un seul faisceau gaussien
est disposé sur chacun des points du maillage d’une surface modérément courbe Σ. Le
nombre de faisceaux utilisé dépend donc de la précision du maillage1. L’axe de propa-
gation de chaque faisceau est orienté dans la direction du vecteur de Poynting calculé
au point du maillage. Le champ initial (sur la figure (3.1) en bleu) est exprimé comme
une superposition de faisceaux gaussiens pondérés par des coefficients complexes. Ces
coefficients de décomposition sont calculés en inversant un système linéaire.

1Ce maillage ne correspond pas obligatoirement au maillage initial sur lequel est décrit le champ que

l’on décompose. Un maillage plus lâche permettra éventuellement de réduire le nombre de faisceaux.
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Fig. 3.1: Illustration de la Décomposition Multi-Faisceaux Gaussiens (DMFG).

Une analyse paramétrique de cette technique de décomposition a montré que la
distance élémentaire d entre deux faisceaux et la largeur d’un faisceau sont de l’ordre
de[64] :

W0 = d

0.9
(3.1)

Le choix précis de la taille d est dicté par la configuration et par la précision recherchée.
Cette technique est particulièrement adaptée lorsque les champs sont suffisamment ré-
guliers et leurs incidences restent modérées en tout point de la surface de décomposition.

Toutefois, dans certains cas de figure, ces hypothèses ne sont pas respectées et la
technique montre ses limites. Ces limitations ont été à l’origine de la création des fais-
ceaux gaussiens conformes. La technique précédente peut être appliquée également aux
faisceaux gaussiens conformes, qui sont plus adaptés aux surfaces courbes.

I.2 Décomposition multi faisceaux gaussiens conformes

L’objectif de cette section est d’utiliser la technique de décomposition multi faisceaux
gaussiens (DMFG) en prenant comme faisceau élémentaire un faisceau conforme (FGC).
Contrairement à un faisceau gaussien classique ou généralisé, la direction de propagation
d’un FGC est décorrélée de sa variation d’amplitude et offre ainsi un degré de liberté
supplémentaire lors de la décomposition. De plus, un FGC est également caractérisé par
la courbure de la surface qui le supporte. Ainsi, ces faisceaux sont mieux adaptés pour
décrire le champ issu d’une surface courbe, en particulier lorsque l’incidence du champ
incident est forte par rapport à cette surface.
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Fig. 3.2: Exemple de maillage d’une surface quadratique Σ. En rouge, quelques
vecteurs normaux aux points de la surface.

I.2.1 Principe de la décomposition

Soient P et Q des points d’échantillonnage de la surface Σ. À l’instar de la DMFG, on
ne place qu’un seul courant élémentaire sur chaque point du maillage. Les courants JQ (P )

et MQ (P ) correspondent aux expressions des courants gaussiens élémentaires (1.63,1.64)
centrés au point Q et exprimés au point P , dont le rayonnement est un FGC. On rappelle
les expressions de ces courants élémentaires, à partir des définitions du chapitre 1 :

JQ (P ) = eJ (P )wQ (P ) (3.2)

MQ (P ) = eM (P )wQ (P ) (3.3)

avec :

wQ (P ) = exp

[
− j

k

2

t(
xP

yP

)
Q

f
Q

(
xP

yP

)]
exp

[
− j

t(
xP

yP

)(
βx;Q

βy ;Q

)]
(3.4)

Les vecteurs eJ (P ) et eM (P ) dépendent du point P sur lequel sont évalués ces courants. En
chacun des points P du maillage, on définit ainsi un repère propre (P, êx (P ), êy (P ), n̂(P )) où
n̂(P ) correspond à la normale unitaire au point P (cf. figure 3.3). Les vecteurs êx (P ), êy (P )

correspondent à deux vecteurs orthogonaux du plan tangent à la surface au point P .
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Fig. 3.3: Géométrie et notations.

Soit ê0 un vecteur constant non nul et non normal à la surface, choisi arbitrairement.
Les vecteurs tangents êx (P ), êy (P ) sont calculés par :

êx (P ) =− n̂(P )× n̂(P )× ê0

‖n̂(P )× n̂(P )× ê0‖
êy (P ) = n̂(P )× ê0

‖n̂(P )× ê0‖
(3.5)

Les vecteurs eJ (P ) et eM (P ) des courants JQ (P ) et MQ (P ) en un point P peuvent être
exprimés comme une combinaison linéaire des vecteurs directeurs de leur repère propre :

eJ (P ) =a J
x;Q êx (P )+a J

y ;Q êy (P ) (3.6)

eM (P ) =aM
x;Q êx (P )+aM

y ;Q êy (P ) (3.7)

d’où :

JQ (P ) =(a J
x;Q êx (P )+a J

y ;Q êy (P ))wQ (P ) (3.8)

MQ (P ) =(aM
x;Q êx (P )+aM

y ;Q êy (P ))wQ (P ) (3.9)

Les coefficients a J
x;Q ,a J

y ;Q et aM
x;Q ,aM

y ;Q vont être déterminés par la suite.
Les paramètres de phase linéaire βx;Q ,βy ;Q sont déterminés à partir de la direction

du vecteur de Poynting local Π(Q) du champ sur la surface au point Q :

βx;Q = k
Π(Q)

‖Π(Q)‖ · êx (Q) βy ;Q = k
Π(Q)

‖Π(Q)‖ · êy (Q) (3.10)

Enfin, les matrices de courbure des courants élémentaires sont identiques et définies
par :

Q
f
Q =Q f = 2

j kW 2
0

(
1 0

0 1

)
(3.11)

où W0 est la largeur d’un faisceau élémentaire. Cette largeur peut être ajustée afin
d’améliorer la précision du calcul.
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La matrice de courbure locale de la surface (QΣQ) supportant les courants gaussiens
au point Q intervient également dans les expressions des FGC. Pour certain type de
surfaces connues analytiquement, comme les surfaces ellipsöıdales, cette matrice peut
être déterminée analytiquement[64, Annexe G]. Pour une surface plus générale, cette
matrice peut être calculée en déterminant la surface quadratique passant par les points
situés au voisinage de Q (cf. annexe D).

I.2.2 Calcul des coefficients de décomposition

On souhaite déterminer les coefficients a J
x;Q ,a J

y ;Q et aM
x;Q ,aM

y ;Q en utilisant la technique
dite du point matching2. Pour cela, les courants initiaux J et M en un point P du maillage
sont exprimés comme la somme des courants élémentaires gaussiens, exprimés dans le
repère propre relatif au point P , soit :

J(P ) =∑
Q

JQ (P ) (3.12)

M(P ) =∑
Q

MQ (P ) (3.13)

En décomposant le courant électrique initial sur la surface selon les directions du repère
propre relatif à chacun des points Q, on obtient :

J(P ) · êJ
x (P ) =∑

Q
(a J

x;Q êx (P ) · êx (P )+a J
y ;Q êy (P ) · êx (P ))wQ (P ) (3.14)

J(P ) · êJ
y (P ) =∑

Q
(a J

x;Q êx (P ) · êy (P )+a J
y ;Q êy (P ) · êy (P ))wQ (P ) (3.15)

Le choix d’exprimer les courants élémentaires dans ce repère propre permet de simplifier
ces relations, car par définition êx (P ) · êy (P ) = 0 et êx (P ) · êx (P ) = 1, d’où :

J(P ) · êx (P ) =∑
Q

a J
x;Q wQ (P ) (3.16)

J(P ) · êy (P ) =∑
Q

a J
y ;Q wQ (P ) (3.17)

2On peut également utiliser une méthode des moindres carrés, en particulier si le nombre de point du

maillage est supérieur au nombre de courants élémentaires souhaité.
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En notant N le nombre de points du maillage et P1 . . .PN les points du maillage, on peut
mettre ces systèmes linéaires sous forme matricielle :


J(P1) · êJ

x (P1)
...

J(PN ) · êJ
x (PN )

=A


a J

x;1
...

a J
x;N

 (3.18)


J(P1) · êJ

y (P1)
...

J(PN ) · êJ
y (PN )

=A


a J

y ;1
...

a J
y ;N

 (3.19)

où la matrice A correspond à :

A=


wP1 (P1) · · · wPN (P1)

...
...

wP1 (PN ) · · · wPN (PN )

 (3.20)

L’inversion de la matrice A permet d’obtenir les coefficients de décomposition a J
x et

a J
y . On procède de la même manière pour les coefficients aM

x , aM
y .

Le formalisme des faisceaux gaussiens généralisés ou conformes peut donc être uti-
lisé pour décomposer et propager un champ électromagnétique[63, 64]. Le calcul de la
propagation et des interactions d’un champ électromagnétique avec certains objets peut
ainsi être abordé grâce à ce formalisme. C’est le propos des paragraphes suivants.

I.3 Comparaisons des décompositions pour des surfaces courbes

Afin de mettre en évidence l’intérêt des faisceaux gaussiens conformes, nous compa-
rons dans cette section la décomposition en faisceaux gaussiens et en faisceaux gaussiens
conformes d’un champ sur une surface courbe. La géométrie générale est présentée sur
la figure (3.4). On place une ouverture circulaire dont on calcule le rayonnement sur
la surface de décomposition Σ. La distribution d’amplitude sur l’ouverture correspond
à une arche de cosinus de diamètre L = 8λ à une fréquence f = 10 GHz. Le centre de
l’ouverture est décalé d’un facteur d = 4λ (12 cm) par rapport à l’origine. La surface Σ
correspond à une ellipsöıde dont les demi grands axes sont A,B et C .
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Fig. 3.4: À gauche : géométrie de la configuration. À droite : représentation du
champ électrique sur la surface (C = 0.3m et d = 4λ≈ 12cm).

Dans les exemples qui suivent, les demi grands axes horizontaux A et B sont égaux
et valent 0.3 m. Pour un angle d’incidence θi de 15◦, on fait varier la longueur du demi
grand axe vertical C , et par conséquent la courbure de la surface. Les paramètres des FGC
relatifs à la courbure locale en un point de la surface sont calculés analytiquement[64,
Annexe G].

Sur la figure (3.5), on décompose le champ électromagnétique rayonné par l’ouver-
ture sur une surface sphérique, en 1133 faisceaux gaussiens généralisés et conformes,
uniformément répartis. Dans ce cas, la courbure de la surface est faible et l’utilisation de
faisceaux gaussiens généralisées pour décomposer le champ reste possible3. À partir de
ces décompositions, on calcule le champ à grande distance (R = 1000λ) et on compare les
composantes Eθ. La référence (en bleu) correspond au calcul numérique du rayonnement
de l’ouverture.

3La direction de propagation de chacun des FGs est choisie selon la direction du vecteur de Poynting

local[64]
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Fig. 3.5: À gauche : géométrie de la configuration. À droite : représentation des
composantes Eθ du champ électrique en zone lointaine (normalisé). Surface

ellipsöıdale : A = B =C = 0.3m (sphérique).

Sur la figure (3.6), la surface de décomposition est plus effilée, avec C = 0.6m.

Fig. 3.6: À gauche : géométrie de la configuration. À droite : représentation des
composantes Eθ du champ électrique en zone lointaine (normalisé). Surface

ellipsöıdale : A = B = 0.3m, C = 0.6m.

Dans cette situation, l’angle entre la direction de la normale à la surface et la direc-
tion du vecteur de Poynting du champ incident devient important, en particulier dans
la direction principale de rayonnement. Or, lorsque cet angle devient important (typi-
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quement lorsqu’il est supérieur à 50◦), les résultats obtenus avec la décomposition multi
faisceaux gaussiens généralisés ne sont plus corrects[64]. C’est pourquoi on obtient une
moins bonne correspondance entre les faisceaux gaussiens généralisés et la référence. La
décomposition multi faisceaux gaussiens conformes, quant à elle, permet d’obtenir de
meilleurs résultats. Sur cette figure, le champ sur la surface Σ est décomposé en 1576
faisceaux.

Enfin, pour des courbures supérieures, par exemple pour C = 1.2m (figure (3.7)),
l’angle d’incidence du champ initial sur la surface de décomposition devient important
pour la majorité des points. On constate alors que la décomposition basée sur les fais-
ceaux gaussiens généralisés n’est plus utilisable contrairement à celle basée sur les fais-
ceaux gaussiens conformes qui reste relativement adaptée. Sur cette figure, le champ
incident est décomposé en 3186 faisceaux.

Fig. 3.7: À gauche : géométrie de la configuration. À droite : représentation des
composantes Eθ du champ électrique en zone lointaine (normalisé). Surface

ellipsöıdale : A = B = 0.3m, C = 1.2m.

Dans cette section nous avons montré sur quelques exemples que les faisceaux gaus-
siens conformes représentent un outil supplémentaire pour exprimer un champ défini sur
une surface courbe en faisceaux élémentaires. Ils sont particulièrement adaptés lorsque
la courbure de la surface est importante et que l’angle entre la direction de propagation
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du champ et la normale à la surface devient grand.
Dans la section suivante, nous allons utiliser les faisceaux gaussiens conformes pour

calculer le champ transmis par une interface diélectrique.
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II Applications des Faisceaux Gaussiens Conformes

Dans cette section, nous utilisons les Faisceaux Gaussiens Conformes (FGC) présentés
au chapitre 1, pour traiter l’interaction d’un champ électromagnétique avec une interface
diélectrique.

En zone lointaine d’une ouverture, le champ incident sur une interface correspond
localement à une onde plane. Dans ce cas de figure, l’application de l’optique géométrique
associée aux coefficients de transmission de Fresnel donne de bons résultats et permet
d’évaluer le champ transmis.

En zone proche ou intermédiaire, le champ incident n’a pas la structure d’une onde
plane. Dans ce cas, on peut alors décrire le champ comme une superposition d’ondes
planes grâce à la méthode du spectre d’ondes planes, et affecter à chacune d’elles le co-
efficient de Fresnel approprié. Une autre possibilité consiste à décrire le champ comme
la superposition du rayonnement issu de sources ponctuelles réparties sur l’ouverture.
L’interaction peut alors être traitée en utilisant l’optique géométrique.

Cependant, ces deux méthodes impliquent généralement de considérer un très grand
nombre d’ondes planes ou de rayons. L’exemple qui suit reprend le principe de ces tech-
niques avec pour objectif de remplacer les ondes planes ou les sources ponctuelles par
un nombre réduit de faisceaux gaussiens conformes. Cette technique peut être utilisée
lorsque l’interface qui interagit avec le champ incident est en zone proche ou intermédiaire
de l’ouverture, mais en zone lointaine de chacun des FGC utilisés.

Nous avons vu dans le chapitre 1, que le champ d’un faisceau gaussien conforme
peut se mettre sous la forme d’un spectre d’ondes planes. L’expression analytique de ce
spectre a été déterminée dans la section III.2.2. Or, un développement asymptotique de
l’intégrale sur le spectre d’ondes planes d’un champ permet d’obtenir, grâce à l’utilisa-
tion des coefficients de réflexion et de transmission de Fresnel, les champs réfléchis et
transmis par une interface diélectrique. Cette approche a été utilisée avec succès pour
le calcul des interactions antenne/radôme diélectriques (multicouches) avec les faisceaux
gaussiens généralisés[142].

Toutefois, comme nous l’avons exposé dans le chapitre 1, nous n’avons pas pu déter-
miner un développement asymptotique de l’intégrale sur le spectre d’ondes planes d’un
FGC qui soit valide en champ proche (cf. section III.4). Par contre, un développement
asymptotique de cette intégrale est possible en zone lointaine d’un FGC.

Nous allons calculer le champ transmis par une interface diélectrique plane située
à une distance D d’une ouverture rayonnante. Cette interface sépare deux milieux de
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permittivité ε1 = 1 et ε2 = 4 et est éclairée par une ouverture de diamètre L = 8λ (cf. figure
(3.8)). L’ouverture utilisée est circulaire et équiphase, avec une amplitude constante sur
l’ouverture donnée par la loi :

A(ρ) =1 ρ =
√

x2 + y2 < L/2 (3.21)

=0 ρ > L/2 (3.22)

Fig. 3.8: Géométrie du cas de validation des champs transmis par des FGC.

Le champ rayonné par l’ouverture est décomposé sur une surface virtuelle en faisceaux
gaussiens conformes. Cette surface est suffisamment courbe pour que la décomposition
en faisceaux gaussiens classiques soit moins pertinente qu’une décomposition en FGC.

La définition classique de la zone lointaine d’une ouverture, distance au-delà de la-
quelle on peut employer la formule de Fresnel pour calculer son rayonnement, est
2L2/λ[143]. À une fréquence de 10 GHz, cette valeur correspond à 3.8 m (L ≈ 24 cm).

On calcule les champs transmis de l’autre coté de l’interface de deux façons diffé-
rentes. La première technique consiste à utiliser l’optique géométrique et les coefficients
de transmissions de Fresnel[18]. La seconde méthode consiste en l’application de la mé-
thode de la phase stationnaire sur l’intégrale spectrale d’un faisceau gaussien conforme,
pour laquelle le spectre d’ondes planes est pondéré par les coefficients de transmission
T . Ce résultat correspond à l’expression (1.136) du chapitre 1, que l’on rappelle ici :

E(r) =
(

Z0p
εr

r× r̂× êJ
s + r̂× êM

s

)
T

(
k

r
r, n̂

)
uloin(r) (3.23)



168 Chapitre 3. Applications des faisceaux gaussiens

Pour s’assurer que la méthode basée sur l’optique géométrique fonctionne, on place
l’interface en zone lointaine, à la distance D = 30 m. Les champs transmis sont représentés
sur la figure (3.9).

Fig. 3.9: Comparaisons des champs transmis par l’interface diélectrique.
L’interface est placée à une distance D = 30 m.

Si on rapproche la surface diélectrique, par exemple à une distance D = 3 m, soit en
zone ”proche” de l’ouverture, le champ incident sur l’interface n’est plus correctement
modélisé par l’optique géométrique comme on peut le voir sur la figure (3.10) où on
compare le champ incident par rapport à une intégration numérique des intégrales de
rayonnement.

Fig. 3.10: Comparaisons des champs incidents sur l’interface diélectrique.
L’interface est placée à une distance D = 3 m.

Par contre, l’interface étant encore en zone lointaine de chaque faisceaux gaussiens
conformes, le champ incident calculé à partir des FGC reste valide pour les premiers
lobes, comme on peut le voir sur la figure (3.11).
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Fig. 3.11: Comparaisons des champs incidents sur l’interface diélectrique.
L’interface est placée à une distance D = 3 m.

Par conséquent, le champ transmis calculé à partir des FGC est également valide.
Pour vérifier cette hypothèse, on compare le champ transmis ainsi calculé à la méthode
du spectre angulaire d’ondes planes. On compare sur la figure (3.12) les champs transmis,
calculés à partir du spectre angulaire d’ondes planes et à partir des FGC.

Fig. 3.12: Comparaisons des champs transmis par l’interface diélectrique.
L’interface est placée à une distance D = 3 m.

Comme on peut le constater, le champ transmis reste encore valide pour les premiers
lobes, car la surface se situe toujours en champ lointain de chacun des FGC issus de la
décomposition. Ce résultat peut être affiné en décomposant le champ initial avec plus de
précision, auquel cas le domaine de validité sera élargi. Si la taille des faisceaux utilisés
pour la décomposition diminue, alors la distance pour laquelle chacun des faisceaux sera
en champ lointain de la surface diminuera également, permettant ainsi d’augmenter le
domaine de validité.

Cet exemple simple et canonique nous permet de valider l’utilisation des faisceaux
gaussiens conformes pour non seulement la décomposition de champ sur des surfaces de
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forte courbure, mais aussi une bonne approximation des champs transmis (et réfléchis)
par une interface diélectrique située dans une zone intermédiaire, où l’utilisation de
l’optique géométrique devient moins précise.
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III Mesures en chambre anéchöıque

Afin de valider les expressions analytiques développées dans le chapitre précédent
permettant le calcul du champ rayonné par une plaque métallique, nous avons mis en
place une série de mesures en chambre anéchöıque.

La chambre anéchöıque du DEMR est une chambre adaptée aux mesures d’antennes,
utilisable de 8 à 35 GHz. Un générateur HF issu d’un analyseur de réseau4 alimente une
antenne cornet non corrugué. Un dipôle fait office de récepteur. Le signal du dipôle est
amplifié avant de rejoindre l’analyseur de réseau et permet de mesurer l’amplitude et
la phase du champ reçu. Le dispositif de réception est placé sur un banc pilotable par
ordinateur, le tout commandé par un logiciel d’acquisition. (cf. schéma (3.13)).

Fig. 3.13: Schéma de principe de la disposition des appareils de mesure.

4Analyseur de réseau vectoriel 40MHz-40GHz Anritsu 37269D.
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Fig. 3.14: Description des éléments du banc de mesure avec la lentille.

III.1 Décomposition en faisceaux gaussiens et propagation du champ

La première étape des validations concerne la décomposition d’un champ électroma-
gnétique en faisceaux gaussiens et sa propagation sous cette forme.

L’antenne utilisée est un cornet circulaire non corrugué, émettant à 9,97 GHz5. Une
lentille de Fresnel est placée devant le cornet circulaire afin de focaliser la majorité du
champ émis dans la zone de mesure accessible au bras robot. Tous les éléments (antenne,
lentille, bras robot) reposent sur une table d’environ un mètre de hauteur. Le dipôle de
mesure associé à un amplificateur faible bruit permet d’obtenir une dynamique de mesure
d’environ 30dB. Le dispositif de mesure est illustré sur la figure (3.14).

Une mesure ”initiale” du champ est effectuée à une dizaine de centimètre de l’en-
semble cornet-lentille. On décompose cette mesure ”initiale” en un ensemble de faisceaux
gaussiens. Chacun de ces faisceaux est ensuite propagé jusqu’à un second plan de mesure,
situé à plusieurs dizaines de centimètres du premier. Une représentation schématique de
la géométrie est illustrée sur la figure (3.15). Sur cette figure, nous avons représenté la
position du cornet et de la lentille, ainsi que le plan de mesure ”initial” en bleu, et le
plan de mesure ”propagé”, en rouge. Dans cette configuration, la distance entre les deux
plans de mesure est de 110 cm.

5Fréquence correspondant à l’adaptation optimale du dipôle.
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Fig. 3.15: Configuration des mesures. En bleu : le plan de mesure du champ
”initial”. En rouge, le plan de mesure du champ ”propagé”.

Le champ initial mesuré Emes est décomposé en 176 faisceaux gaussiens. Le champ
recomposé EFG correspond à la sommation des 176 faisceaux. La sommation est effectuée
aux points correspondant aux mesures afin d’évaluer la précision de la décomposition.
Sur la figure (3.16), nous avons représenté le champ mesuré, recomposé ainsi que l’erreur
entre les deux champs définie par ∆= |Emes −EFG|.

Fig. 3.16: À gauche : mesure du champ dans le plan ”initial”. Au milieu : champ
recomposé à partir de 176 FGs. À droite : module de l’erreur commise.

À partir de la décomposition initiale en faisceaux gaussiens, chacun des faisceaux
est propagé jusqu’aux points correspondant à la seconde mesure (points rouges sur la
figure (3.15)). Le champ ”propagé” (mesuré aux points rouges) est représenté sur la figure
suivante. Nous avons également représenté l’erreur commise entre le champ mesuré et le
champ propagé obtenu par la recomposition de 176 faisceaux.
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Fig. 3.17: Champ mesuré à une distance de 110 cm de la mesure initiale. À
droite : module de la différence entre cette mesure et le champ propagé issu de la

recomposition des faisceaux gaussiens aux mêmes points.

L’erreur de recomposition est insignifiante en comparaison de la dynamique de la me-
sure. Pour 176 faisceaux, les erreurs de recomposition sont inférieures à -25 dB. L’utilisa-
tion d’un plus grand nombre de faisceaux diminue cette erreur. Le nombre de faisceaux
utilisé permet d’ajuster le compromis entre précision et vitesse de calcul.

III.2 Rayonnement d’une plaque métallique

Afin de mesurer le champ rayonné par un objet conducteur diffractant éclairé par le
dispositif cornet-lentille, nous avons placé une plaque métallique de dimensions 50×45

cm entre la lentille et le bras de mesure. La figure (3.18) est un aperçu du dispositif mis
en place.

Fig. 3.18: Aperçu du dispositif de mesure du champ rayonné. Une plaque
métallique est placée devant la lentille. Les mesures de champs sont effectuées

derrière la plaque.
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Afin de se placer dans le domaine de validité des formulations développées, on dispose
la plaque à proximité de la lentille afin que le dispositif de réception soit en zone lointaine
des faisceaux utilisés pour la décomposition. On fait l’hypothèse que le champ incident
sur la plaque correspond au champ incident ”̀a vide”, c’est-à-dire sans la présence de la
plaque. On utilise alors des mesures effectuées dans la section précédente pour déterminer
le champ incident sur la plaque.

III.2.1 Diffraction par une arête horizontale en polarisation verticale

La configuration générale est illustrée sur la figure (3.19). Le repère absolu est défini
relativement à la position de la plaque (en noir). Les points bleus et rouges correspondent
aux mesures effectuées sans la présence de la plaque. Les points de mesure représentés en
bleu correspondent aux points sur lesquels on décompose le champ mesuré en faisceaux
gaussiens. Les points noirs correspondent aux points de mesure en présence de la plaque.

Fig. 3.19: Illustration de la configuration générale des mesures de champ rayonné
par la plaque. Les points bleus et rouges correspondent aux points de mesure du

champ sans la présence de la plaque. Les points noirs correspondent aux points de
mesure en présence de la plaque. Les points rouges et noirs sont confondus.

Le champ incident mesuré sans la présence de la plaque correspond au champ dé-
composé en faisceaux gaussiens de la section précédente (176 faisceaux gaussiens). Le
champ incident sur la plaque est calculé en faisant propager ces faisceaux sur la plaque.
La mesure du champ derrière la plaque est comparée à plusieurs techniques :

– La formulation analytique développée au chapitre 2 ;
– L’intégration numérique de l’intégrale de rayonnement des courants dans l’hypo-

thèse de l’optique physique ;
– La méthode des moments, à partir du code Elsem3D de l’ONERA-DEMR.
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L’utilisation de l’intégration numérique dans l’hypothèse de l’optique physique nous per-
met de valider notre formulation analytique. L’utilisation de la méthode des moments
nous permet d’observer quels sont les effets dûs à la diffraction qui ne sont pas pris en
compte par l’hypothèse de l’optique physique. Nous avons représenté sur la figure (3.20)
les champs totaux mesurés et calculés par ces trois techniques6.

Fig. 3.20: Comparaison de l’amplitude en dB du champ mesuré (en haut à
gauche) avec les champs totaux calculés. En haut à droite : OP analytique. En bas
à gauche : OP numérique. En bas à droite : MoM (Elsem3D). Les lignes noires

correspondent aux coupes réalisées sur la figure (3.21).

On remarque que l’allure du champ mesuré diffère de l’allure des champs calculés.
On peut faire plusieurs remarques sur ce point, pour tenter d’expliquer cette différence.

Tout d’abord, l’utilisation de la formulation analytique uniforme du champ rayonné
est justifiée dans la mesure où les points d’observation sont situés en zone lointaine du
point d’intersection des faisceaux avec le plan conducteur. Pour vérifier cette hypothèse,
on compare le résultat obtenu avec le calcul numérique de l’intégrale de rayonnement
dans l’hypothèse de l’optique physique. On constate sur la figure (3.20) que les résultats

6Le champ incident, c’est-à-dire le champ sans la présence de la plaque, doit être ajouté aux champs

rayonnés de façon a obtenir le champ total, celui que l’on mesure. On peut également retrancher le champ

incident au champ mesuré, afin de comparer uniquement les champs rayonnés par la plaque et non plus

le champ total.
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sont similaires. Par conséquent, nous en déduisons que l’hypothèse champ lointain est
vérifiée dans cette situation.

Cette différence pourrait éventuellement s’expliquer par l’utilisation de l’hypothèse
de l’optique physique pour calculer le courant sur la plaque. Pour vérifier cette hypo-
thèse, nous avons calculé le champ rayonné en utilisant la méthode des moments. Or, on
constate sur la figure (3.20) que les résultats obtenus par cette méthode sont similaires
aux résultats obtenus avec l’optique physique. Par conséquent, nous en déduisons que
l’approximation de l’optique physique est donc justifiée dans cette situation.

Aussi, il apparâıt envisageable que le champ incident sur la plaque ne correspond pas
en réalité au champ incident à vide. Cela peut provenir en partie du couplage entre la
plaque et la source. Dans cette configuration de mesure, nous n’avons pas pu éliminer
ce couplage ou tout autre perturbation.

Afin de visualiser avec plus de précision ces résultats, nous avons représenté une
coupe horizontale et verticale des champs rayonnés, passant par le maximum du champ
mesuré. Elles sont représentées sur la figure (3.21).

Fig. 3.21: Comparaison de l’amplitude en dB des champs totaux. À gauche :
coupe en X=0.536 m. À droite : coupe en Y=-0.01344 m.

On note que les coupes des champs évalués de façon analytique et numérique dans
l’hypothèse de l’optique physique cöıncident. L’erreur moyenne constatée entre l’optique
physique analytique et numérique est de -50 dB. Le champ rayonné calculé avec la mé-
thode des moments reste quant à lui très proche des deux précédents. L’erreur moyenne
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constatée entre l’optique physique analytique et la méthode des moment est de -40 dB.
À titre d’information, les temps de calcul moyens de ces cartographies (576 points, cor-
respondant aux points de mesure) sont reportés dans le tableau suivant7 :

Technique Temps de calcul

OP analytique 0.5 min pour 176 FGs

OP numérique 5 min

MoM/FMM 31 min

L’expression analytique développée dans le chapitre 2 est en accord avec le calcul
numérique dans l’hypothèse de l’optique physique. Lorsque l’observation se fait dans le
voisinage des directions principales de rayonnement, comme dans le cas présent, l’hypo-
thèse de l’optique physique donne de bons résultats en comparaison de méthodes exactes.

Nous avons représenté sur les figures (3.22, 3.23, 3.24) page 173, les cartographies
du champ total, calculés dans le plan zOx par la méthode des moments puis par notre
technique analytique et enfin l’erreur entre les deux. Sur ces figures, le champ incident
provient de la droite des images. Les erreurs observées entre les deux champs sont prin-
cipalement de deux natures :

– le champ analytique semble ”traverser” le plan métallique à son proche voisinage
(figure (3.23)). Cette erreur est liée à l’hypothèse champ lointain de la formula-
tion analytique. Au-delà d’une certaine distance, on retrouve un champ à l’allure
correcte.

– un champ total plus intense en dehors de la zone principale de rayonnement et
des différences dans les figures d’interférences, repérables sur la figure (3.24). Ces
différences sont principalement dues à l’utilisation de l’approximation de l’optique
physique. Cette différence d’amplitude et de phase a pour origine le champ dif-
fracté par les arêtes. Or, ce champ n’est pas correctement modélisé avec l’optique
physique8.

7Le temps de calcul des courants sur la plaque par Elsem3D est de l’ordre de 25 min. Le reste du

temps correspond au calcul du rayonnement de ces courants.
8On remarque d’ailleurs sur cette figure l’importance du rayonnement de l’arête inférieure de la plaque.

Cet effet est beaucoup moins important dans l’hypothèse de l’optique physique.
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Fig. 3.22: Cartographie de l’amplitude du champ total calculé avec la méthode
des moments (Elsem3D). La source du champ incident créé par l’antenne et la

lentille par situé à la droite de l’image.

Fig. 3.23: Cartographie de l’amplitude du champ total calculé avec la technique
analytique.

Fig. 3.24: Différence entre la formulation analytique (Optique Physique) et la
méthode des moments (Elsem3D).
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Enfin, sur la figure (3.25), nous avons représenté le module de l’erreur entre la formu-
lation analytique et l’évaluation numérique des intégrales de rayonnement des courants
de l’optique physique. L’hypothèse grande distance utilisée dans le calcul de la formula-
tion analytique est visible sur cette cartographie : on constate que les différences entre
les deux approches sont principalement localisées en champ proche de la plaque.

Fig. 3.25: Différence entre la formulation analytique et l’intégration numérique
(Optique Physique).

Les temps de calculs nécessaires pour calculer ces cartographies (20301 points) sont
reportés dans le tableau suivant9 :

Technique Temps de calcul

OP analytique <5 min pour 176 FGs

OP numérique 60 min

MoM/FMM 157 min

Sur ce cas concret, on constate que le résultat analytique est similaire à l’intégration
numérique (OP) à grande distance de la plaque, conformément aux hypothèses utilisées.
Les différences avec la méthode des moments sont principalement dues aux effets de
diffraction de l’arête, effets qui ne sont pas pris en compte par l’hypothèse de l’optique
physique. Bien que l’amplitude des effets de diffraction soit faible, ils deviennent non

9Le temps de calcul des courants sur la plaque par Elsem3D est de l’ordre de 25 min. Le reste du

calcul correspond au rayonnement de ces courants. (La précision du maillage de la plaque étant plus fine

(λ/7), le temps de calcul du champ rayonné par ces courants est plus important que pour la technique

de l’OP numérique.)
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négligeables en dehors des zones de rayonnement principales. Ces constatations sont en
accord avec les conclusions établies dans le chapitre 2.
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III.2.2 Diffraction par une arête verticale en polarisation verticale

Dans la configuration suivante, le faisceau incident éclaire principalement l’arête ver-
ticale de la plaque métallique. La géométrie de cette configuration est illustrée sur la
figure (3.26). La plaque est légèrement décentrée par rapport au centre de la lentille afin
de mettre en évidence l’effet du champ diffracté sur la symétrie du champ total.

Fig. 3.26: Illustration de la configuration générale des mesures de champ rayonné
par la plaque. Les points de mesures en rouge (sans le plan) et noir (avec la

plaque) sont confondus.

Le champ rayonné par la plaque est calculé après avoir décomposé le champ incident
en faisceaux gaussiens. On compare ces résultats à la mesure effectuée. Le champ total
mesuré et calculé derrière la plaque est représenté sur la figure (3.27). Deux coupes de
ces cartographies, correspondant à l’axe vertical et horizontal passant par le centre de
la lentille, sont effectuées sur la figure (3.28).

Le calcul du champ rayonné avec la méthode analytique correspond bien aux champs
évalués par l’optique physique numérique et avec la méthode des moments. La correspon-
dance avec le champ mesuré est un peu moins bonne, en particulier dans l’axe vertical.
En revanche, elle apparâıt meilleure que dans la mesure précédente. Cela est sûrement
lié à un couplage moins important entre la plaque et la source, du fait du décalage de la
plaque.
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Fig. 3.27: Comparaison de l’amplitude en dB du champ mesuré (en haut à
gauche) avec les champs totaux calculés. En haut à droite : OP analytique. En bas
à gauche : OP numérique. En bas à droite : MoM (Elsem3D). Les lignes noires

correspondent aux coupes réalisées sur la figure (3.28).

Fig. 3.28: Comparaison des champs rayonnés. À gauche : coupe en X=0.461 m. À
droite : coupe en Y=-0.13895 m.
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IV Application des faisceaux gaussiens aux calculs de pro-

pagation

Dans cette section, nous appliquons le formalisme des faisceaux gaussiens aux calculs
de propagation électromagnétique sur de grandes distances.

La prédiction des performances des systèmes électromagnétiques est nécessaire pour
améliorer leur conception ou pour aider la prise de décision en contexte opérationnel. Les
domaines d’applications sont nombreux : télécommunications terrestres ou Terre-espace,
applications navales ou systèmes de défense aérienne. De nombreux modèles sont ramenés
à des problèmes 2D et peu de techniques rapides et précises existent pour modéliser la
propagation en 3D sur de grandes distances. Dans ce domaine, les méthodes les plus
connues sont :

– Le lancer de rayons. La propagation des rayons dans une scène ainsi que leurs
interactions avec objets sont calculées analytiquement. Les méthodes de lancer de
rayons sont bien connues dans la littérature et de nombreux codes opérationnels
existent. Toutefois, en présence d’objets diffractants, le nombre de rayons à traiter
peu rapidement devenir très important, limitant d’autant les performances. Enfin,
il peut être nécessaire de décrire les obstacles par des surfaces paramétrées ou par
des facettes polygonales, dont la taille dépend de la fréquence[18].

– La résolution de l’équation parabolique 2D et 3D[144]. Cette solution est robuste
en cas d’incidence rasante et permet de traiter la diversité des reliefs rencontrés
dans ce contexte ainsi que de modéliser le gradient d’indice de l’atmosphère. Les
hypothèses utilisées lors de la résolution de l’équation parabolique ne permettent
pas de calculer le champ rétro-diffusé par les obstacles10 et contraignent les champs
à peu s’écarter de la direction de propagation (hypothèse paraxiale)[145].

Les exemples qui suivent sont purement canoniques. Ils n’ont pour d’autres objectifs
que de montrer le potentiel du formalisme des faisceaux gaussiens appliqué à la problé-
matique de la propagation 3D, en complémentarité des techniques et méthodes citées ou
existantes.

10Bien que cela soit possible en propageant le champ en sens inverse une fois la propagation calculée

dans un sens.
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IV.1 Propagation d’un champ au dessus d’un sol plan conducteur

Dans cet exemple, nous faisons propager le champ électromagnétique rayonné par une
antenne dont le champ dans l’ouverture est connu. Le sol est modélisé comme une surface
plane parfaitement conductrice. La réflexion est gérée par un algorithme de lancer de
faisceaux gaussiens, ce qui revient dans ce cas à l’utilisation du théorème des images[146,
147]. L’émetteur est modélisé par une ouverture en arche de cosinus d’une largeur L = 8λ

à 10 GHz, situé au point (x = 0, y = 0, z = h = 30m). La polarisation de l’ouverture est
horizontale. Le phénomène de réfraction induit par l’atmosphère n’est pas pris en compte
et l’indice de l’atmosphère est égal à 1.

La configuration générale est représentée sur la figure (3.29). Le champ propagé est
calculé sur une distance d’un kilomètre sur deux plans d’observation. Le plan vertical
(en rouge) est située en x = 0m, y ∈ [0,100]m, z ∈ [0,1000]m avec un pas d’un demi
mètre en x et d’un mètre en z (soit 201201 points). Le plan horizontal (en bleu) est
situé en x ∈ [−150,150]m,y = h/2 = 15m, z ∈ [0,1000]m (soit 601601 points). Une fois
le champ décomposé en faisceaux gaussiens, on calcule sa propagation en sommant le
champ propagé de chacun des faisceaux aux points d’observation.

Fig. 3.29: Géométrie de l’exemple de propagation au-dessus d’un sol plan.

La démarche utilisée est la suivante : le champ issu de l’ouverture est décomposé en
faisceaux gaussiens. La propagation de chacun de ces faisceaux (et de leurs faisceaux
images) est calculée analytiquement aux points d’observations.

Le choix du champ dans l’ouverture est à priori arbitraire, dans la mesure où il
peut être décomposé en faisceaux gaussiens généralisés ou conformes. Pour illustrer la
généralité de la démarche proposée, le champ de la source est décomposé sur une surface
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sphérique située à quelques longueurs d’ondes de l’ouverture en 472 faisceaux (figure
3.30). Les paramètres de décompositions correspondent à ceux définis dans la section
(I).

Fig. 3.30: À gauche : champ électrique dans l’ouverture. À droite : surface
(virtuelle) de décomposition en FGs (noir) placée autour de l’ouverture (en rouge).

Sur la figure (3.31), on représente le facteur de propagation, c’est-à-dire le champ
normalisé par rapport à une source ponctuelle, de la composante parallèle Ex du champ
propagé. Le calcul est effectué en 150 secondes pour les 472 faisceaux sur 201201 points.

On observe sur cette figure des interférences régulières en hauteur. Ces interférences
sont dues à la recombinaison du champ incident et du champ réfléchi par le sol. La
distance entre deux zéros dépend de la distance par rapport à la source et se calcule
analytiquement à grande distance[143] :

∆h(d) = λd

2he
(3.24)

où λ correspond à la longueur d’onde (soit environ 3cm ici), d la distance par rapport à
la source et he la hauteur de l’émetteur, ici 30 mètres.
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Fig. 3.31: Facteur de propagation de la composante Ex du champ propagé dans le
plan vertical (la figure n’est pas à l’échelle).

On représente sur la figure (3.32) la cartographie du plan (xO y) calculée à une
distance z = 1000 m de la source. On effectue une coupe en y située en x = 0 sur la figure
(3.33), où nous avons représenté par des lignes verticales bleues le lieu théorique des
zéros d’interférences ∆h. On observe qu’ils correspondent au calcul.

Sur la figure (3.33), on vérifie également que la composante horizontale Ex du champ
est nulle en y = 0, satisfaisant au conditions de continuité imposées par la présence du
sol conducteur11.

11On vérifie également que la seconde composante horizontale Ez est nulle et que la composante

perpendiculaire Ey est maximum en y = 0.
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Fig. 3.32: Amplitude (en dB) de la composante parallèle |Ex | du champ électrique,
à une distance de z = 1000 mètres de la source. La ligne noire au centre représente

la coupe illustrée sur la figure (3.33)

Fig. 3.33: Amplitude (en dB) de la composante parallèle |Ex | du champ électrique,
à une distance de z = 1000 mètres de la source sur une coupe y située en x=0.
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Sur la figure (3.34), nous avons représenté les facteurs de propagation relatifs aux
composantes Ex et Ez du champ électrique dans les coupes horizontales (xOz).

Fig. 3.34: Facteur de propagation (en dB) de la composante Ex et Ez du champ
propagé dans le plan horizontal.

On observe également des figures d’interférences dues à la recombinaison du champ
incident et du champ réfléchi sur le sol. La distance d entre deux maxima (respect. deux
minima) peut également être déterminée analytiquement et vaut approximativement[143] :

∆d = λd 2

2he hr
(3.25)

où hr correspond à la hauteur d’observation, ici 15 mètres. On vérifie cette périodicité
sur une coupe à hauteur constante pour y = h/2 = 15m de la composante Ex , représenté
sur la figure (3.35).
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Fig. 3.35: Coupe de l’amplitude (en dB) de la composante parallèle |Ex | du champ
électrique, à une hauteur y = 15 m.

IV.2 Plaque conductrice perpendiculaire au sens de propagation

Dans cette section, on teste les performances des expressions analytiques modélisant
le rayonnement d’un plan conducteur éclairé par une onde électromagnétique dans un
contexte de propagation.

Ainsi, on place un émetteur à une hauteur he = 50 m, situé à 6,5 km d’un écran
conducteur. L’écran a une largeur de 100 m et une hauteur de 50 m. Afin de simplifier
l’analyse des résultats obtenus, le champ de la source correspond à un unique faisceau
gaussien circulaire de demi-largeur W0 = 8λ à une fréquence de 1 GHz. Le faisceau est
polarisé horizontalement (axe x). La configuration est représentée sur la figure (3.36).
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Fig. 3.36: Géométrie du cas test.

Afin d’illustrer la généralité de la démarche, on décompose le champ incident en
faisceaux gaussiens juste devant l’écran conducteur. Le champ incident devant l’écran
conducteur ainsi que le champ recomposé à partir de 576 faisceaux sont illustrés sur
la figure (3.37). Le nombre de ces faisceaux est défini par leur disposition sur une grille
régulière dont les points sont espacés de 20λ. La largeur de chaque faisceau est déterminée
à partir de la relation (3.1), c’est-à-dire W0 = d

.9 où d est la distance entre deux faisceaux.

Fig. 3.37: Champ incident devant l’écran conducteur (représenté en ligne brisée),
champ recomposé en 576 FGs et erreur de décomposition.

Le champ total correspond au champ rayonné par l’écran éclairé par les 576 FGs
issus de la décomposition, sommé au champ incident en tous points de l’espace. La
recombinaison du champ rayonné dans l’hypothèse de l’optique physique avec le champ
incident annule le champ derrière l’écran. Pour modéliser la présence du sol, on utilise un
faisceau gaussien ”image”ainsi qu’un écran ”image”, symétrique de l’écran par rapport au
sol. Le champ total, somme des champs rayonnés et des champs incidents, est représenté
dans une coupe dans le plan yOz sur la figure (3.38).
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Fig. 3.38: Cartographie yOz du champ total (x=0 m). Le champ incident sur
l’écran est décomposé en 576 FGs

À gauche de l’écran conducteur, on observe le champ réflé-
chi par ce dernier. La source étant située à grande distance
de l’écran, le front d’onde sphérique incident est quasiment
plan au niveau de l’écran. Par conséquent, le champ réflé-
chi par le plan conducteur superposé au champ incident
donne naissance à des interférences verticales.

Au-dessus du plan, on observe le champ incident et les
interférences dues à la réflexion par le sol. On observe éga-
lement un effet de ”diffraction”a dû à l’arête du plan.

aDans la mesure où le champ rayonné est calculé dans l’hypothèse

de l’optique physique, il ne s’agit réellement de diffraction au sens

où nous l’avons défini, mais plutôt du rayonnement par une disconti-

nuité.
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Derrière l’écran, les recombinaisons entre le champ rayonné
par le plan éclairé par la source ainsi que par le champ
rayonné ”image” se propagent et forment des figures d’in-
terférences. On vérifie que les conditions de continuité sont
satisfaites au sol où les composantes parallèles sont nulles.

Juste derrière l’écran, on remarque la présence d’un champ
non physique, qui ”traverse” l’écran là où il devrait être
nul car masqué par l’écran. Cette erreur est due aux hy-
pothèses champ lointain utilisées dans la formulation ana-
lytique. Par conséquent, il est nécessaire de se trouver en
zone lointaine de la zone éclairée par un faisceau élémen-
taire.

En décomposant le champ incident sur une grille de faisceaux plus fine, par exemple
sur une grille dont les points sont espacés de 10λ (soit 2209 FGs), la largeur des faisceaux
élémentaires va diminuer et avec elle la distance nécessaire pour être en zone lointaine de
chacun des faisceaux. Le champ total calculé avec 2209 FGs est représenté sur la figure
(3.39). On remarque sur la figure que le champ total est mieux décrit au voisinage du
plan et que la précision du champ rayonné est améliorée. Le nombre de faisceaux utilisé
pour la décomposition du champ incident devant l’écran conducteur permet d’ajuster
la précision du calcul, en particulier en champ proche des objets rayonnants. À titre
indicatif, cette figure contient 301701 points et est calculée pour 576 FGs en environ 60
minutes. Ce temps de calcul peut être réduit en utilisant des algorithmes de lancer de
faisceaux plus adaptés : par exemple, en négligeant le rayonnement des arêtes de l’écran
pour les faisceaux élémentaires qui en sont suffisamment éloignés, le temps de calcul est
réduit d’une dizaine de minute. Il est également envisageable de ne prendre en compte en
un point d’observation donné que les faisceaux dont la contribution est non négligeable.
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Fig. 3.39: Cartographie yOz du champ total (x=0 m). Le champ incident sur
l’écran est décomposé en 2209 FGs.

On représente maintenant une cartographie du champ total à 500m derrière le plan
conducteur, sur une largeur de 400m et une hauteur de 150m. Sur les figures (3.40) et
(3.41) page (187), on représente les cartographies des deux composantes horizontales du
champ total.
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Fig. 3.40: cartographie xO y du champ total 500 m derrière l’écran. Composante
Ex (composante principale). Les lignes noires correspondent aux coupes réalisées

sur la figure (3.42).

Fig. 3.41: cartographie xO y du champ total 500 m derrière l’écran. Composante
Ez (composante longitudinale).

Afin de valider ces calculs, on calcule numériquement le champ rayonné dans l’hypo-
thèse de l’optique physique sur des coupes selon y situées en z = 500m, pour x = 0,50 et
100 m. Ces coupes sont représentées sur la figure (3.42) page 188. Le champ rayonné par
l’écran correspond au champ calculé numériquement dans l’hypothèse de l’optique phy-
sique, dans la zone de masquage comme en dehors, en modélisant le sol par le problème
image. Comme pour le champ incident, on vérifie également que les composantes hori-
zontales du champ rayonné par l’écran sont nulles en y = 0, satisfaisant aux conditions
aux limites imposées par le sol conducteur.
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Fig. 3.42: Coupes du champ total 500 m derrière l’écran. De haut en bas : x=0,
50, 100 m.

Afin de comparer notre technique avec un autre code de calcul basé sur d’autres
hypothèses, on utilise le code de calcul EPEE3D de l’ONERA, basé sur la résolution
de l’équation parabolique 3D[145]. Le facteur de propagation du champ total calculé
avec EPEE3D est représenté sur la figure (3.43) page 190. Le facteur de propagation du
champ total calculé avec les faisceaux gaussiens est représenté sur la figure (3.44) page
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190. À titre d’information, il faut pour cette cartographie environ 6h40m pour EPEE3D
et 43 minutes avec les faisceaux gaussiens12.

On peut faire plusieurs commentaires sur cette comparaison :

Derrière l’écran, la résolution de l’équation parabolique
permet d’obtenir un champ qui satisfait les conditions aux
limites et modélise le masquage. Par conséquent, le champ
total est nul derrière l’écran, contrairement à la technique
basée sur les faisceaux gaussiens qui par hypothèse n’est
pas valide en zone proche.

La résolution de l’équation parabolique n’étant réalisée
que dans un seul sens (vers l’avant), le champ réfléchi par
l’écran n’est pas calculé, contrairement à la technique ba-
sée sur les faisceaux gaussiens.

Enfin, on constate que les champs loin derrière l’écran sont
similaires et présentent les mêmes figures d’interférences.
Des coupes verticales et horizontales de ces résultats sont
présentées ci-après.

12Ce temps correspond au temps de calcul du champ incident, incident ”image”, rayonné et rayonné

”image”, où l’on a préalablement décomposé le champ incident en 2209 faisceaux devant l’écran. Si on

réduit la précision, par exemple en décomposant le champ incident en 576 faisceaux devant le plan, on

ramène le temps de calcul total à 10 minutes.
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Fig. 3.43: Champ total calculé par résolution de l’équation parabolique 3D
(EPEE3D).

Fig. 3.44: Champ total calculé avec le formalisme des faisceaux gaussiens. Le
champ devant l’écran est décomposé en 2209 FGs.
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Nous avons représenté une coupe le long de l’axe y à une distance z = 500m de l’écran
sur la figure (3.45).

Fig. 3.45: Comparaison des champs totaux obtenus avec EPEE3D et les faisceaux
gaussiens. Coupe le long de l’axe y à une distance z = 500m de l’écran

La différence de position des interférences que l’on peut observer, en particulier celles
produites par l’arête, peut s’expliquer par le fait que la résolution de l’équation parabo-
lique repose une discrétisation de l’espace. Aussi, l’arête supérieure de l’écran conducteur
n’est pas exactement située en z = 50 m mais en z = 50.1433 m dans le cas présent. La
précision de l’échantillonnage peut bien sûr être affinée, au dépend du temps de calcul.

Enfin, nous avons représenté une coupe horizontale le long de l’axe z à une hauteur
y voisine de 60 m sur la figure (3.46).
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Fig. 3.46: Comparaison des champs totaux obtenus avec EPEE3D et les faisceaux
gaussiens. Coupe le long de l’axe z à une distance y = 60m de l’écran

De 0 à 150 mètres, on observe les interférences dues à la recombinaison du champ
incident et du champ rayonné par le plan, en particulier du champ diffracté par l’arête.
Au-delà, on observe le champ d’un lobe d’interférence dû à la recombinaison du champ
incident et du champ réfléchi par le sol.

Dans cette partie, nous avons comparé des techniques de calcul basées sur des hy-
pothèses différentes avec succès. Nous avons calculé le champ rayonné par un écran
conducteur de grande dimension dans un contexte de propagation avec la méthode de
l’équation parabolique et avec la technique du lancer de faisceaux gaussiens.

Par la suite, nous appliquons les faisceaux gaussiens au calcul du champ propagé
dans une configuration où l’on doit tenir compte de multiples réflexions.



IV. Application des faisceaux gaussiens aux calculs de propagation 201

IV.3 Propagation dans une vallée

Une autre problématique actuelle liée à la propagation est la modélisation des effets
transverses au plan émetteur-récepteur. Dans de nombreuses situations, une modélisation
2D dans ce plan peut suffire à décrire assez précisément la propagation. Toutefois, dans
une scène vallonnée ou dans une vallée, les réflexions en dehors de ce plan sont à prendre
en compte. Pour des méthodes comme l’équation parabolique (EP) 3D dont la résolution
se fait dans selon un axe de propagation principal, ces réflexions ne peuvent sortir du cône
de paraxialité autour de cette direction[144, 145]. Nous proposons d’utiliser la technique
du lancer de faisceaux gaussiens pour pallier ce problème.

Dans cet exemple, on propage un champ électromagnétique rayonné par une ou-
verture dans une ”vallée” dont les parois sont conductrices, modélisée par une portion
d’ellipsöıde. La vallée est haute de 3 kilomètres et large de 400 mètres au maximum. La
distribution de champ dans l’ouverture utilisée dans ce cas est une arche de cosinus. Le
centre de la source est placé à une hauteur de 2000 m et orienté avec un angle φ par
rapport à l’axe y . L’objectif de ce cas de figure est de calculer les réflexions multiples
occasionnées par la paroi de la vallée. Le formalisme des faisceaux gaussiens permet en
effet de calculer analytiquement les propriétés des faisceaux réfléchis par des interfaces
courbes.

Fig. 3.47: Géométrie de la vallée. À droite, vue du dessus.

Lorsque l’angle φ est supérieur à 20◦, le champ propagé dans la vallée par réflexions
successives sur les parois ne peut plus être correctement modélisé par l’équation parabo-
lique 3D. En revanche, le formalisme des faisceaux gaussiens semble être un bon candidat
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pour traiter ce problème. De plus, compte tenu des dimensions de la scène, un calcul
numérique précis est hors de portée d’ordinateurs personnels.

La démarche de ce cas test est la suivante : une fois le champ de l’ouverture décomposé
en faisceaux gaussiens (472), ces derniers sont propagés dans la vallée en utilisant un
algorithme de lancer de faisceaux gaussiens. L’algorithme détermine les caractéristiques
des faisceaux réfléchis par la paroi de la vallée13. Sur la figure (3.48), on visualise les
trajectoires de quelques faisceaux utilisés pour calculer le champ propagé14.

Fig. 3.48: Visualisation des trajectoires de quelques faisceaux dans la vallée.
φ= 30◦.

Les caractéristiques des champs réfléchis (courbures, amplitude et centres des fais-
ceaux) sont déterminées en utilisant la technique de l’accord de phase (phase mat-
ching)[67], qui est une généralisation des lois ABCD utilisées en optique[92, 72, 64].

Le champ propagé calculé sur une distance de 500 m à une hauteur de 2 km est
représenté sur la figure (3.49). À titre d’information, cette cartographie sur 321201 points

13Et éventuellement les faisceaux transmis en cas de paroi diélectrique. Cette technique a été appliquée

avec succès aux calculs de radômes[64].
14Le nombre de trajectoires représentées est limité afin de faciliter la visualisation.
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a été réalisée en 1h30 (lancer de faisceau compris).

Fig. 3.49: Cartographie dans le plan xOy à une hauteur z=2000 m du champ
propagé dans la vallée.

Enfin, on représente une cartographie du champ propagé dans la vallée à une distance
de 2 km de la source sur la figure (3.50).
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Fig. 3.50: Cartographie dans le plan xOz en y=2 km du champ propagé.

IV.4 Synthèse

Dans cette partie, nous avons appliqué le formalisme des faisceaux gaussiens au
domaine de la propagation électromagnétique. Plusieurs méthodes de référence ont été
utilisées pour valider avec succès les calculs effectués. L’objectif de ces applications est
avant tout de démontrer le potentiel des faisceaux gaussiens dans ce domaine.

Le formalisme des faisceaux gaussiens permet facilement d’exprimer des champs
connus comme des sommes de faisceaux. La propagation de ces faisceaux étant calculée
analytiquement, les temps de calcul sont réduits par rapport aux méthodes purement
numériques. Dans un contexte de propagation sur de grandes distances, les objets avec
lesquels interagissent les faisceaux gaussiens sont très grands devant la longueur d’onde
et ainsi l’optique physique est parfaitement indiquée. De plus, les objets (montagnes,
vallées, etc.) avec lesquels interagissent les FGs présentent principalement de grands
rayons de courbure locaux. Cela autorise l’utilisation du lancer de faisceaux gaussiens,
permettant de calculer analytiquement les faisceaux réfléchis.

Contrairement à l’équation parabolique 3D, le formalisme des faisceaux gaussiens
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permet de calculer le champ rétro-diffusé et les réflexions sortant du cône de paraxialité.
Enfin, lorsque la scène peut se décrire avec des objets de géométries simples, le temps de
calcul est nettement inférieur. En revanche, lorsque la scène présente des irrégularités,
des incidences rasantes ou une atmosphère modélisée par un gradient d’indice, l’équation
parabolique 3D reste la seule méthode efficace. C’est pourquoi on peut envisager une
hybridation de ces deux méthodes.
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V Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le formalisme des faisceaux gaussiens à différentes
problématiques. Nous avons tout d’abord montré que des champs électromagnétiques
connus sur des surfaces courbes pouvaient être exprimés sous la forme d’une somme de
faisceaux gaussiens. Lorsque la courbure de la surface de décomposition est trop impor-
tante pour les faisceaux gaussiens généralisés, on peut employer les faisceaux gaussiens
conformes. Nous avons démontré que les faisceaux gaussiens conformes permettaient de
calculer le champ transmis par une interface diélectrique dans la mesure où la surface
est en zone lointaine de chacun des faisceaux.

Nous avons mis en place une série d’expérimentations afin de valider d’une part notre
méthode de décomposition en faisceaux gaussiens à partir de champs réels et d’autre part
valider les expressions du champ rayonné par une surface conductrice éclairée par des
faisceaux gaussiens développées dans le chapitre 2. Le champ rayonné calculé avec nos
expressions analytiques a également été validé par l’intermédiaire du code Elsem3D

basé sur la méthode des moments.
Enfin, nous avons appliqué les faisceaux gaussiens au domaine de la propagation

électromagnétique. Nous avons montré que les faisceaux gaussiens permettent le calcul
rapide avec une bonne précision des champs électromagnétiques sur de grands domaines.
De plus, nous avons comparé notre approche au code de résolution de l’équation pa-
rabolique EPEE3D avec succès sur le cas d’une source éclairant un écran conducteur
de grande taille. Il apparâıt que les faisceaux gaussiens peuvent, dans la limite de leurs
hypothèses de validité, modéliser des phénomènes de propagation complexes. Une hybri-
dation avec une méthode de résolution de l’équation parabolique semble envisageable et
même prometteuse.
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L’objectif de ces travaux de thèse était d’analyser et d’approfondir les méthodes
asymptotiques basées sur les faisceaux gaussiens pour modéliser en particulier deux pro-
blématiques distinctes. La première concernait le rayonnement de surfaces conductrices
planes de dimensions finies en trois dimensions, éclairées par des faisceaux gaussiens vec-
toriels. La seconde poursuivait les travaux précédemment effectués sur le rayonnement
de surface diélectriques présentant une forte courbure et éclairée sous forte incidence.

Pour atteindre ce but, nous avons dans un premier temps fait un état de l’art des
différentes techniques hautes-fréquences. Puis, nous avons défini ce qu’est un faisceau
gaussien et nous avons synthétisé les différentes formulations issues des travaux précé-
dents, à savoir les faisceaux gaussiens généralisés et les faisceaux gaussiens conformes.
Nous avons également précisé les hypothèses utilisées ainsi que le domaine de validité
de chacune de ces formulations. Enfin, nous avons proposé un calcul original permettant
d’exprimer le spectre d’ondes planes d’un faisceau gaussien conforme.

Nous avons ensuite étudié plus spécifiquement la diffraction d’un faisceau gaussien
par un plan conducteur. Dans un premier temps, nous avons restreint notre étude au
cas bi-dimensionnel et à l’étude de la diffraction d’un demi-plan conducteur éclairé par
un faisceau gaussien. Nous avons développé une approche intégrale exacte du champ
rayonné, puis nous avons calculé une approximation analytique uniforme de ce champ à
partir de l’hypothèse de l’optique physique. Nous avons également appliqué la méthode
du point source complexe au cas du demi-plan conducteur. Enfin, nous avons étudié et
comparé le domaine de validité de chacune de ces approches.

Notre étude s’est ensuite portée sur la diffraction de surfaces planes conductrices
de dimensions finies, éclairées par un faisceau gaussien généralisé. Deux cas de figure
ont été traité en parallèle, selon la formulation employée pour le faisceau gaussien inci-
dent : formulation paraxiale ou formulation champ lointain. À partir des techniques de
développement asymptotique existantes pour des intégrales doubles bornées, nous avons
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tout d’abord développé une expression analytique non uniforme du champ rayonné par
une surface rectangulaire dans l’hypothèse de l’optique physique. Cette approche fait
intervenir un ensemble de contributions asymptotiques de l’intégrale de rayonnement,
provenant de points particuliers dit ”critiques”. Ces points dépendent de la géométrie de
la surface éclairée ainsi que de la position du point d’observation du champ rayonné.

Afin de pallier les singularités et les discontinuités inhérentes à la formulation pré-
cédente, nous avons construit une solution uniforme du champ rayonné par une surface
plane rectangulaire, éclairée par un faisceau gaussien généralisé. Nous avons déterminé le
domaine de validité de cette solution en comparant les résultats obtenus à une solution
rigoureuse basée sur la méthode des moments.

Dans la troisième partie de cette thèse, nous avons illustré les possibilités d’appli-
cations qu’offrent les faisceaux gaussiens pour modéliser des problématiques différentes.
Nous avons d’abord rappelé les principaux résultats concernant la décomposition de
champs électromagnétiques en faisceaux gaussiens généralisés puis en faisceaux gaus-
siens conformes. Ces techniques ont été appliquées et comparées à des mesures réalisées
en chambre anéchöıque. Nous avons également mesuré le champ rayonné par une plaque
métallique lorsqu’elle est éclairée par une antenne cornet. Nous avons appliqué la décom-
position multi-faisceaux gaussiens pour exprimer le champ incident de l’antenne sous la
forme d’un ensemble de faisceaux gaussiens, puis nous avons calculé les interactions de ces
faisceaux avec le plan conducteur. Nous avons comparé les mesures réalisées avec l’utili-
sation des expressions analytiques développées au chapitre deux. Nous avons également
comparé ces résultats à des approches purement numériques, basées sur l’intégration
de l’intégrale de rayonnement dans l’hypothèse de l’optique physique ainsi que par la
méthode des moments.

Afin d’illustrer l’application de l’expression analytique du spectre d’ondes planes
d’un faisceau gaussien conforme, nous avons calculé le champ transmis par une interface
diélectrique éclairée par des faisceaux gaussiens conformes. La géométrie du problème
modélisé ne permet pas d’utiliser les solutions classiques comme l’optique géométrique.
En revanche, dans cette situation, l’utilisation de faisceaux gaussiens conformes reste
possible et est moins coûteuse en terme de temps de calcul qu’une solution exacte basée
sur le spectre d’ondes planes.

Enfin, nous avons appliqué l’ensemble des résultats précédents, décomposition, pro-
pagation et rayonnement par des surfaces conductrices rectangulaires, à des problèmes
de propagation électromagnétique sur de grandes distances. Nous avons tout d’abord
traité le cas de la propagation d’une source électromagnétique au-dessus d’un sol plan
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conducteur. Nous avons ensuite modélisé un cas de propagation au-dessus d’un sol métal-
lique et en présence d’un écran conducteur de grande dimension. Nous avons comparé les
résultats obtenus dans cette situation à une méthode de résolution de l’équation parabo-
lique, particulièrement adaptée à ce genre de problématique. Enfin, nous avons présenté
un cas de propagation dans une vallée métallique. Dans cette situation, l’incidence de la
source illuminant la vallée génère des réflexions qui sortent du cône de paraxialité uti-
lisé pour résoudre l’équation parabolique 3D et ne permet pas d’utiliser cette technique.
En revanche, l’utilisation des faisceaux gaussiens reste possible et permet de traiter les
réflexions multiples occasionnées par les parois courbes de la vallée.

Perspectives théoriques

Plusieurs problèmes n’ont pas trouvé de solution durant cette thèse et restent ouverts.
D’un point de vue purement mathématique, certaines expressions comme la solution inté-
grale exacte du problème de la diffraction par un faisceau gaussien en deux dimensions ou
un développement asymptotique de l’intégrale spectrale d’un faisceau gaussien conforme,
n’ont pas pu être résolue asymptotiquement.

Concernant la diffraction, le problème est identifié et provient du fait que l’on in-
tègre une expression définie à partir d’intégrales de Fresnel ou de manière équivalente à
partir de fonction d’erreur. Ces fonctions, définies par des intégrales, varient très rapide-
ment, en particulier pour des valeurs complexes, et se prêtent mal à un développement
asymptotique valide pour le domaine d’intégration.

Concernant le spectre d’ondes planes d’un faisceau gaussien conforme, le problème
est également identifié et provient du fait que la phase de cette expression ne correspond
pas à une forme quadratique classique. Par conséquent, le calcul du point col ne peut être
réalisé de façon exacte. Une approximation de ce point, pour lequel un développement
asymptotique dont le domaine de validité soit suffisamment large, reste à déterminer.

Toujours dans le domaine des intégrales, un développement asymptotique rigoureux
d’une intégrale double contenant une borne finie pour chacune des intégrales serait né-
cessaire pour être appliqué dans le calcul du champ rayonné uniforme par une surface
rectangulaire dans l’hypothèse de l’optique physique.

Dans cette thèse, les calculs du champ rayonné par des surfaces conductrices sont
restreints aux surfaces rectangulaires. La démarche utilisée pour le calcul de la solution
non uniforme est applicable à tout type de surface, par exemple des triangles ou des
polygones, plus adaptés aux maillages d’objets complexes.
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Toutefois, les singularités et les discontinuités sont inhérentes à l’utilisation de cette
technique et il serait intéressant d’étudier la possibilité de calculer le champ rayonné de
manière uniforme pour ces autres types de surfaces.

Enfin, l’ajout de termes de courbure dans l’expression de la surface éclairée semble
envisageable afin de calculer le champ rayonné par une surface courbe.

La décomposition en faisceaux gaussiens, qu’elle soit rigoureuse ou non, est l’un des
principaux avantages de la méthode. La facilité de décomposer un champ sur une surface
courbe permet l’hybridation de la technique avec d’autres méthodes, par exemple aux
codes de résolution de l’équation parabolique ou à la méthode des moments. Cet aspect
semble très prometteur et riches d’applications.

Perspectives pratiques

Bien que non rigoureuse mais plutôt basée sur des considérations physiques, la décom-
position multi faisceaux gaussiens n’en est pas moins performante. Il serait intéressant
d’utiliser la technique pour des échantillonnages non uniformes, générant des faisceaux
de tailles différentes, mieux adaptés aux variations des champs à décomposer. Cette
perspective pourrait être associée à une mise en forme plus rigoureuse de cette approche
de la décomposition. Il serait également intéressant de développer des critères permet-
tant de décomposer les champs avec une erreur donnée. Dans un contexte opérationnel,
comme dans le cadre d’une optimisation, les premiers calculs doivent être rapides, quitte
à modifier ensuite le critère d’erreur souhaité, afin de procéder à une décomposition plus
précise en fin de processus par exemple.

Plusieurs approches permettraient d’améliorer les algorithmes utilisés dans cette
thèse et avec eux les temps de calcul.

D’un point de vue physique tout d’abord, le calcul d’un champ en un point peut être
accéléré en négligeant les faisceaux qui ne contribuent pas (ou très peu) au champ en ce
point. Cette ”troncature” est d’ailleurs appliquée couramment par d’autres auteurs.

D’un point de vue informatique et à plus long terme, un recodage dans un langage
compilé (type FORTRAN ou C/C++) des fonctions ”critiques” (décomposition, lancer
de faisceaux, sommations de faisceaux, etc.) permettrait d’utiliser pleinement le forma-
lisme des faisceaux gaussiens. Les fonctions développées et utilisées dans cette thèse l’ont
été avec le langage et le logiciel MATLAB. Les progrès constants des langages interpré-
tés dans le domaine du calcul scientifique, en particulier celui du langage objet libre
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PYTHON[148, 149]15, offrirait une architecture plus robuste et adaptée à l’évolution
constante du code, tout en permettant facilement l’utilisation de fonctions compilées
dans d’autres langages.

15cf. http://python.org ou http://www.scipy.org.

http://python.org
http://www.scipy.org
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Revues écrites internationales

– Uniform analytic scattered fields of a PEC plate illuminated by a vector paraxial
gaussian beam, Julien Hillairet, Sylvain Bolioli et Jérôme Sokoloff, Soumission à
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[110] N. Bleistein et R. A. Handelsman, Asymptotic Expansions of Integrals. Dover
Publications, Inc, New-York, 1986 [1975].

[111] R. Wong, Asymptotic approximations of integrals. Society for Industrial and
Applied Mathematics (SIAM), 2001. Corrected reprint of the 1989 original.

[112] D. S. Jones et N. Kline, (( Asymptotic expansion of multiple integrals and the
method of stationary phase )), J. Math. Phys., vol. 37, p. 1–28, 1958.

[113] N. Chako, (( Asymptotic expansions of double and multiple integrals ocurring in
diffraction theory )), J. Inst. Maths Applics, vol. 1, p. 372–422, 1965.

[114] R. B. Dingle, Asymptotic Expansions : Their Derivation and Interpretation. Aca-
demic Press, 1973.

[115] R. Wong et J. McClure, (( On a method of asymptotic evaluation of multiple
integrals )), Math. of Computation, vol. 37, p. 509–521, oct. 1981.

[116] J. Cooke, (( Stationary phase in two dimensions )), IMA Journal of Applied Ma-
thematics, vol. 29, p. 25–37, 1982.

[117] M. V. Berry et H. C. J., (( Hyperasymptotics for integrals with saddles )), Proc.
R. Soc. Lond. A, vol. 434, p. 657–675, 1991.

[118] C. J. Howls, (( Hyperasymptotics for integrals with finite endpoints )), Proc. R.
Soc. Lond. A, vol. 439, p. 373–396, 1992.



224 BIBLIOGRAPHIE

[119] J. P. Boyd, (( The devil’s invention : Asymptotic, superasymptotic and hyper-
asymptotic series )), Acta Applicandae, vol. 56, p. 1–98, 1999.

[120] E. Delabaere et C. Howls, (( Global asymptotics for multiple integrals with
boundaries )), Duke Math. J., vol. 112, no. 2, p. 199–264, 2002.

[121] N. G. Van Kampen, (( The method of stationary phase and the method of fresnel
zones )), Physica, vol. XXIV, p. 437–444, 1958.

[122] N. D. Taket et R. E. Burge, (( A physical optics version of the geometrical theory
of diffraction )), IEEE Trans. Antenna Propagat., vol. 39, p. 719–731, juin 1991.
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[124] O. M. Conde, J. Pérez et M. F. Cátedra, (( Stationary phase method appli-
cation for the analysis of radiation of complex 3-d conducting structures )), IEEE
Trans. Antenna Propagat., vol. 49, p. 724–731, mai 2001.

[125] F. Saez de Adana, I. Gonzalez, O. Gutierrez et M. Cátedra, (( Asympto-
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Annexe A

Intégrales gaussiennes

I Intégrale gaussienne unidimensionnelle

Soient a et b deux paramètres complexes indépendants de x tels que Re[a] > 0, on
a[150, §7.4] :

∫
R

exp
[
−a

2
x2 +bx

]
=

(
2π

a

) 1
2

exp

[
b2

2a

]
(A.1)

II Généralisation aux dimensions supérieures

Soient x un vecteur de Rn , A une matrice complexe de dimension n×n et b un vecteur
complexe de Cn indépendant de x, tels que A soit définie de partie réelle positive, on a[151,
§3] : ∫

Rn
exp

[
−1

2
txAx+ txb

]
dx = (2π)n/2 (detA)−

1
2 exp

[
−1

2
tbA−1b

]
(A.2)

231





Annexe B

Intégrales de rayonnement des

courants

I Formulation de Kottler

I.1 Intégrales en trois dimensions

Soient r un point d’observation, r′ un point d’une surface Σ sur laquelle circulent les
densités de courant électriques J et magnétiques M. On définit R = r′− r, R la norme de
R et R̂ = R/R.

Fig. B.1: Géométrie et notations.

Le champ électrique rayonné par ces courants dans la formulation de Kottler
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234 Annexe B. Intégrales de rayonnement des courants

s’écrit [82, 143, 85] :

E(r) = k

4 jπ

Ï
Σ

[
Z0p
εr

(
1− j

kR
− 1

(kR)2

)
J(r′)+ Z0p

εr

(
−1+ 3 j

kR
+ 3

(kR)2

)
(R̂ · J(r′))R̂

−
(
1− j

kR

)
(R̂×M(r′))

]
e− j kR

R
dΣ (B.1)

et le champ magnétique :

H(r) = k

4 jπ

Ï
Σ

[p
εr

Z0

(
1− j

kR
− 1

(kR)2

)
M(r′)+

p
εr

Z0

(
−1+ 3 j

kR
+ 3

(kR)2

)
(R̂ ·M(r′))R̂

+
(
1− j

kR

)
(R̂× J(r′))

]
e− j kR

R
dΣ (B.2)

Au delà de quelques longueurs d’ondes, on peut négliger les termes en 1/kR et 1/(kR)2.
Grâce au fait que R̂× R̂× J = (R̂ · J)R̂− J, on a :

E(r) = j k

4π

Ï
Σ

[
Z0p
εr

R̂× R̂× J(r′)+ R̂×M(r′)
]

e− j kR

R
dΣ (B.3)

H(r) =− j k

4π

Ï
Σ

[p
εr

Z0
R̂× R̂×M(r′)− R̂× J(r′)

]
e− j kR

R
dΣ (B.4)

I.2 Intégrales en deux dimensions

Supposons que les variables du problème puissent être ramenées à une dépendance
selon x, y seulement, indépendamment de l’axe z. Aussi[2, 3] :

∫ +∞

−∞
e− j kR

R
d z =

∫ +∞

−∞
e− j k

p
ρ2+z2√

ρ2 + z2
d z (B.5)

=− jπH (2)
0 (kρ) (B.6)

où H (2)
0 est la fonction de Hankel du second type et de premier ordre1 et ρ =

√
x2 + y2.

Le champ rayonné s’exprime alors à grande distance :

E(r) =k

4

∫
`

[
− Z0p

εr
J(r′)+ R̂×M(r′)

]
H (2)

0 (kρ)d` (B.7)

où d` correspond à l’élément de longueur de long de la courbe `.

1Car la convention temporelle choisie est + jωt . Pour la convention − jωt , il convient de prendre la

fonction de Hankel du premier type et de premier ordre H (1)
0 [3].



Annexe C

Évaluation asymptotique

d’intégrales

I Intégrales simples

Dans cette section, nous calculons le développement asymptotique d’intégrales de la
forme :

I =
∫
D

f (x)e−kg (x) d x (C.1)

dans l’hypothèse où k est un grand réel positif. Les fonctions f et g sont à variables réelles
et à valeurs complexes. On suppose que Re[g (x)] < 0,∀x ∈D ⊂R pour que l’intégrale soit
définie. On suppose par ailleurs que la fonction f varie lentement par rapport à la fonction
exp(−kg ) sur le domaine d’intégration réel D. Nous discutons deux cas de figure :

– D n’est pas borné : D =R ;
– D est borné (ou semi-borné).

Lorsque le domaine d’intégration correspond à l’espace des réels, les approximations
asymptotiques de l’intégrale (C.1) sont bien connues et font l’objet d’une littérature
conséquente [152, 153, 114, 154, 110, 111] et [2, chap.4]. Pour cette raison, seuls les
principaux résultats concernant les intégrales simples seront donnés ici. Sauf mentions
contraires, nous supposerons dans la suite que les fonctions f et g sont continues et
infiniment dérivables sur leur domaine d’intégration. De plus, nous supposerons que
la fonction g possède un seul et unique point stationnaire xs d’ordre un1. Le point
stationnaire de la fonction g correspond au point qui annule sa dérivée, soit :

g ′(xs) = 0 (C.2)

1Soit un point pour lequel la dérivée seconde de la fonction g ne s’annule pas.
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236 Annexe C. Évaluation asymptotique d’intégrales

I.1 domaine non borné

Soit D =R. L’intégrale :

I∞ =
∫ +∞

−∞
f (x)e−kg (x) d x (C.3)

a pour développement asymptotique au premier ordre :

I∞ ≈
√

2π

k

(
g ′′(xs)

)− 1
2 f (xs)e−kg (xs ) (C.4)

I.2 domaine borné

Soit D un domaine borné tel que D = [a,b]. L’intégrale (C.1) peut alors se décomposer
comme tel :

I[a,b] =
∫ b

a
f (x)e−kg (x) d x (C.5)

=
∫ +∞

−∞
f (x)e−kg (x) d x −

∫ a

−∞
f (x)e−kg (x) d x −

∫ +∞

b
f (x)e−kg (x) d x (C.6)

=I∞− Ia − Ib (C.7)

La première intégrale se ramène au cas précédent, et il convient alors de calculer deux
intégrales semi-bornées. Nous étudierons plus particulièrement l’intégrale suivante :

Ib =
∫ +∞

b
f (x)e−kg (x) d x (C.8)

posons s2 = g (x)− g (xs). L’intégrale s’écrit alors :

Ib = e−kg (xs )
∫ ∞

sb

e−ks2
f (x)

2s

g ′(x)︸ ︷︷ ︸
F (s)

d s (C.9)

avec sb = (g (b)− g (xs))
1
2 . Le point stationnaire xs , à priori complexe, correspond main-

tenant à s = 0. Deux cas de figure se présentent alors, selon si le point stationnaire
appartient au domaine d’intégration ou non (Re[sb] ≶ 0). Pour obtenir une expression
permettant de décrire à la fois ces deux cas (et continûment), on décompose l’intégrale
et on intègre par parties[2, 155] :

Ib =e−kg (xs )
∫ ∞

sb

e−ks2
[F (s)−F (0)+F (0)]d s (C.10)

=e−kg (xs )
[∫ ∞

sb

[F (s)−F (0)]

−2ks
d

(
e−ks2

)
+F (0)

∫ ∞

sb

e−ks2
d s

]
(C.11)

=e−kg (xs )
[

F (sb)−F (0)

2ksb
e−ks2

b + 1

k

∫ ∞

sb

d

d s

(
F (s)

2s

)
e−ks2

d s + F (0)p
k

Q(
p

ksb)

]
(C.12)
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où Q est une fonction intégrale que l’on peut écrire sous la forme d’une fonction d’erreur
complémentaire :

Q(y) =
∫ ∞

y
e−x2

d x =
p
π

2
erfc(y) (C.13)

≈
p
π

2y
e−y2 +p

πu (−Re[y]) si |y |À 1 (C.14)

Le terme intégral restant est d’un ordre supérieur du développement asymptotique. Au
premier ordre, il peut donc être négligé et l’on obtient[2, §4.6a] :

Ib ≈ e−kg (xs )
[

F (sb)−F (0)

2ksb
e−ks2

b + F (0)p
k

Q(
p

ksb)

]
(C.15)

De la même manière, pour l’intégrale Ia , on obtient :

Ia ≈ e−kg (xs )
[
−F (sa)−F (0)

2ksa
e−ks2

a + F (0)p
k

(p
π−Q(

p
ksa)

)]
(C.16)

Ces expressions sont dites uniformes, car elles ne sont pas discontinues lorsque xs → b.
Le choix du signe des racines carrées complexes doit permettre de vérifier F (sb) → F (0)

lorsque sb → 0[2, 106, 156]. Pour cela, on peut utiliser le développement de Taylor de
g (b)− g (xs) lorsque b → xs

2 :

g (b)− g (xs) ' (b −xs)2

2
g "(xs) (C.17)

Le signe de la racine carrée de sb peut par exemple être choisi comme :

sb = |g (b)− g (xs)| 1
2 e j Arg

[
1
2 (b−xs )2g "(b)

]
(C.18)

On peut également utiliser le développement de Taylorde g (b)−g (xs) lorsque xs → b :

g (b)− g (xs) ' g ′(b)(b −xs)− 1

2
g "(xs)(xs −b)2 (C.19)

Or, puisque l’on doit avoir g (b)−g (xs) → 0 lorsque b → xs , aussi on a, à la limite g "(b) →
g "(xs) d’où :

g ′(b) ≈ (b −xs)g "(b) (C.20)

2En suivant la démarche de [2]. [106, 156] utilisent la démarche inverse, en partant de xs → b.
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et par conséquent :

F (0) = lim
sb→0

F (sb) (C.21)

=g (xs) lim
b→xs

2(g (b)− g (xs))
1
2

g ′(b)
(C.22)

=g (xs)

(
2

g "(b)

) 1
2

(C.23)

La fonction d’erreur complémentaire erfc est tabulée dans de nombreuses librairies
informatiques, en particulier pour des arguments y réels. Toutefois, les implémentations
peuvent varier pour des arguments complexes3. Il peut être utile d’exprimer la fonction
d’erreur complexe par rapport à la fonction de Fadeeva w(z), pour laquelle il existe de
nombreuse implémentations :

w(z) =e−z2
[

1+ 2 jp
π

∫ z

0
e t 2

d t

]
(C.24)

=e−z2
erfc(− j z) (C.25)

Remarque : lorsque Im(z) À Re(z), la fonction erfc(z) n’est généralement plus définie car
elle donne lieu à une forme indéterminée (∞± j∞)×Cte.

3On trouvera dans [157, 158] des informations supplémentaires sur l’évaluation numérique de ces

fonctions spéciales
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II Intégrales doubles

Dans les sections suivantes, nous nous intéressons au comportement asymptotique
des intégrales doubles de la forme :

I =
Ï

D
f (x, y)e−kg (x,y)d xd y (C.26)

où D est un domaine inclus dans R2 et simplement connexe4. Nous supposerons qu’il
n’existe qu’un seul et unique point stationnaire xs = t(xs , ys), c’est-à-dire un seul point
pour lequel

∇g (xs) = 0

De plus, on suppose que ce point stationnaire est d’ordre un5, soit :

detH 6= 0 avec H=
 ∂2g

∂x2
∂2g
∂x∂y

∂2g
∂x∂y

∂2g
∂y2


où H représente la matrice Hessienne de la fonction g . Enfin, on suppose que les fonctions
f et g sont infiniment dérivables par rapport à x et y dans D, à valeurs complexes et
définies telle que l’intégrale existe. Ces hypothèses correspondent aux intégrales généra-
lement rencontrées dans cette thèse.

II.1 domaine non borné

Dans cette section, on s’intéresse à l’évaluation asymptotique d’intégrales doubles du
type

I =
Ï
R2

f (x, y)e−kg (x,y)d xd y (C.27)

L’évaluation asymptotique d’intégrales doubles non bornées fait l’objet d’une littérature
importante, en particulier [114, 110, 2, 111, 159]. Aussi, nous nous contenterons dans
cette section de donner les résultats principaux sans démonstration. Le développement
asymptotique de l’intégrale (C.27) est :

I ≈ 2π

k
(detHs)−

1
2 f (xs , ys)e−kg (xs ,ys ) (C.28)

où Hs correspond à la matrice Hessienne évaluée au point col (xs , ys).

4C’est-à-dire une surface sans ”trous”. Plus précisément, tout lacet (i.e. chemin fermé) tracé sur sa

surface peut se déformer continûment en un point.
5Soit un point pour lequel les dérivées secondes de la fonction g ne sont pas nulles
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II.1.1 Phase quadratique

Lorsque la fonction g est une forme quadratique du type :

g (x) = 1

2
txGx− txb (C.29)

où x = t(x, y) ∈R2, b = t(bx ,by ) sont deux vecteurs de C2 et G une matrice symétrique 2x2,
le point col a pour expression :

xs =G−1b (C.30)

et par conséquent, le résultat (C.28) s’écrit directement :

I ≈ 2π

k
(detG)−

1
2 f (xs , ys)exp

[
+k

2
tbG−1b

]
(C.31)

II.1.2 Application au calcul du champ propagé par le spectre d’ondes planes
d’un faisceau gaussien dans l’hypothèse paraxiale

Dans cette section nous calculons le développement asymptotique de l’intégrale :

U (x, y, z) = (detQ(0))−
1
2

2π j k
e− j kz

Ï +∞

−∞
Ũ (kx ,ky ) (C.32)

·exp

[
j

2k

t(
kx

ky

)
Q−1(z)

(
k∥
k⊥

)
− j

t(
kx

ky

)(
x

y

)]
dkx dky

On exprime l’argument de l’exponentielle de l’intégrande sous la forme −kg (kx ,ky ) où g

est une forme quadratique (C.29) :

g (kx ,ky ) = 1

2

t(
kx

ky

)(
− j

k2Q
−1(z)

)(
kx

ky

)
+

t(
kx

ky

)(
j x/k

j y/k

)
(C.33)

Le point col kxs ,kys correspond à : (
kxs

kys

)
= kQ(z)

(
x

y

)
(C.34)

La matrice Hessienne et son déterminant :

H=− j

k2Q
−1(z) ⇒detH = (−k4 detQ(z)

)−1 (C.35)

L’évaluation asymptotique par la méthode du point col donne :

U (x, y, z) ≈
(

detQ(z)

detQ(0)

) 1
2

Ũ (kxs ,kys )exp

[
− j k

2

t(
x

y

)
Q(z)

(
x

y

)
− j kz

]
(C.36)
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II.1.3 Application au calcul du champ lointain d’un spectre d’ondes planes

Dans cette section, nous calculons le développement asymptotique de l’expression
intégrale d’un spectre d’ondes planes :

U (x, y, z) = 1

2π

Ï +∞

−∞
Ũ (kx ,ky )e− j (kx x+ky y+kz z)dkx dky (C.37)

pour z > 0 et dans l’hypothèse où le point d’observation r est en champ lointain, c’est-
à-dire que kr À 1. On pose φ(kx ,ky ) = j kx /kx/r + j ky /k y/r + j kz /kz/r avec r = ‖r‖ =√

x2 + y2 + z2 et en utilisant des coordonnées spatiales sphériques, l’intégrale s’écrit :

U (x, y, z) = 1

2π

Ï +∞

−∞
Ẽ(kx ,ky )e−krφ(kx ,ky )dkx dky (C.38)

avec

φ(kx ,ky ) = kx

k
cosφsinθ+ ky

k
sinφsinθ+ kz

k
cosθ (C.39)

Le point stationnaire de la fonction φ se calcule analytiquement et a pour valeur :

kx s =k cosφsinθ (C.40)

ky s =k sinφsinθ (C.41)

L’intégrale possède une forme adaptée à l’application de la méthode de la phase sta-
tionnaire (ou du point col) où l’on suppose que la variation de phase du terme Ũ est
négligeable devant les variations de phase du terme φ. La fonction φ et le déterminant
de sa matrice Hessienne sont évalués au point col sont :

φ(kx s ,ky s) =+ j (C.42)

detHs =− 1

k4 cos2θ
(C.43)

Le signe de la racine carrée complexe imposé par la condition sur le signe de la partie
imaginaire de kz doit être respecté lors de l’application de la méthode du col. Ainsi, pour
tout z ∈C :

(z)
1
2 =− j

p−z (C.44)

où p est la racine carrée usuelle dont la partie réelle est strictement positive. Alors :

(detHs)−
1
2 =+ j k2|cosθ| = j k2 cosθ (C.45)

car θ ∈ [−π
2 ; π2 ] puisque par hypothèse z > 0. (C.38) est évaluée asymptotiquement en

utilisant (C.28) pour tout z > 0 :

U (x, y, z) ≈ j k
e− j kr

r
cosθŨ (k cosφsinθ,k sinφsinθ) (C.46)
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II.1.4 Application au calcul du spectre d’ondes planes d’un faisceau gaussien
conforme

On écrit les intégrales centrales de (1.101) sous une forme canonique :

I± =
Ï
Σ

êC (r′)exp

[
− j

k

2

t(
x ′

y ′

)
Q f

t(
x ′

y ′

)
− j

t(
x ′

y ′

)t(
βx

βy

)
+ j k± · r′

]
dΣ (C.47)

=
Ï +∞

−∞
f(r′)e−kφ±(r′) d x ′d y ′ (C.48)

avec

f(r′) = êC (r′)g
1
2 (C.49)

φ±(r′) = j

(
1

2

t(
x ′

y ′

)
Q f

(
x ′

y ′

)
+ 1

k

t(
x ′

y ′

)(
βx

βy

)
− 1

k
k± · r′

)
(C.50)

Où on a utilisé dΣ= g
1
2 d x ′d y ′, g étant la métrique de la quadrique Σ6, dont l’expression

est :

g (r′) = (qΣ11x ′+qΣ12 y ′)2 + (qΣ12x ′+qΣ22 y ′)2 +1 (C.51)

La composante z ′ du vecteur r′ peut être approximée localement par l’expression de la
quadrique (1.61) et amène à :

φ±(x′) = j

2

t(
x ′

y ′

)[
Q f ±

kz

k
QΣ

](
x ′

y ′

)
− j

k

t(
x ′

y ′

)(
kx −βx

ky −βy

)
(C.52)

Le point stationnaire de la fonction φ est :(
x ′

s

y ′
s

)
= 1

k

[
Q f ±

kz

k
QΣ

]−1
(

kx −βx

ky −βy

)
(C.53)

L’application de la méthode du point col donne :

I± = 2π

k
êC ;±(x ′

s)
(−gs/detQ±

) 1
2 exp

(
+ j

2k
tζQ−1

± ζ

)
(C.54)

avec

ζ=
(

kx −βx

ky −βy

)
(C.55)

Q± =Q f ±
kz

k
QΣ (C.56)

gs =g (r′s) = g (kx ,ky ) (C.57)

6Ou de manière équivalente, en utilisant l’identité de Lagrange : g 2 = ‖N‖ =
∥∥∥ ∂z ′
∂x′ × ∂z ′

∂y ′
∥∥∥, N étant alors

le vecteur normal à la surface Σ au point (x′, y ′).
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II.2 domaine borné

Dans cette section, on étudie le comportement asymptotique de l’intégrale canonique :

I =
Ï

S
f (x, y)e−kg (x,y)d xd y (C.58)

où x = t(x, y) représente la position d’un point sur le domaine S (généralement inclus dans
R2, en particulier pour les intégrales de surface).

II.2.1 Évaluation non uniforme

On fait l’hypothèse que g (x, y) =− jφ(x, y) où la fonction φ est à valeur réelle pour se
placer dans le cadre de la méthode de la phase stationnaire[121, 112, 116] :

I =
Ï

S
f (x, y)e j kφ(x,y)d xd y (C.59)

Le domaine d’intégration S est considéré ici comme une surface dont le contour ∂S

d’équation s(x, y) = 0 est continu7.

Comme dans le cas unidimensionel, les contributions principales de l’intégrale (C.59)
vont provenir d’un certain nombre de points dit critiques. Ce sont des points particuliers
où la contribution de la fonction φ est maximale pour le domaine. Ils sont généralement
classés en points critiques du premier, second et troisième ordre. Dans cette annexe, nous
exprimerons seulement les formulations utiles pour une surface rectangulaire comprise
entre X− < x < X+, Y− < y < Y+, illustrée sur la figure (C.1). Un cas plus général pourra
être trouvé dans [112, 116].

Fig. C.1: Illustration de la surface rectangulaire S et de la position des points
critiques par rapport à la surface.

7Le contour peut être coudé, mais il ne fait pas de boucles.
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II.2.1.a Points critiques du premier ordre

Les points critiques du premier ordre, ou plus communément points de phase sta-
tionnaire ou points col, sont les points pour lequel le gradient de la fonction φ est nul,
i.e. :

I =∇φ(x(1), y (1)) = 0 (C.60)

Lorsque ce point appartient au domaine d’intégration, la contribution de l’intégrale
(C.59) s’écrit alors comme la contribution du point stationnaire classique pour un do-
maine non borné :

I (1) ≈ 2π

k

f (1)

|φ(1)
11φ

(1)
22 −φ(1)

12 |
1
2

e j kφ(1)
e j π4 (δ+1)σ (C.61)

où f (1) = f (x(1), y (1)), φ(1) =φ(x(1), y (1)), φ11 = ∂2φ/∂x2, φ22 = ∂2φ/∂y2 et φ12 = ∂2φ/∂x∂y . δ
et σ correspondent au signe des dérivées secondes :

σ= sign
(
φ(1)

22

)
, δ= sign

(
φ(1)

11φ
(1)
22 −φ(1)

12

)
(C.62)

II.2.1.b Points critiques du second ordre

Pour une surface S rectangulaire comprise entre X− < x < X+ et Y− < y < Y+, les 4
points critiques du second ordre (X+, y (2)

+ ), (X−, y (2)− ), (x(2)
+ ,Y+) et (x(2)− ,Y−) sont les points

situés sur le contour ∂S de S pour lesquels :

∂φ

∂y
(X±, y (2)

± ) =0 (C.63)

∂φ

∂x
(x(2)

± ,Y±) =0 (C.64)

La contribution des deux premiers s’écrit :

I (2)
X ;± ≈∓

√
2π

k

f (2)
X ;±e j kφ(2)

X ;±

kφ(2)
1

∣∣∣φ(2)
22

∣∣∣ 1
2

e j π4 σy (C.65)

et pour les deux suivants :

I (2)
Y ;± ≈∓

√
2π

k

f (2)
Y ;±e j kφ(2)

Y ;±

kφ(2)
2

∣∣∣φ(2)
11

∣∣∣ 1
2

e j π4 σx (C.66)
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où on a utilisé :

f (2)
X ;± = f (X±, y (2)

± ) φ(2)
X ;± =φ(X±, y (2)

± ) (C.67)

f (2)
Y ;± = f (x(2)

± ,Y±) φ(2)
Y ;± =φ(x(2)

± ,Y±) (C.68)

φ(2)
1 = ∂φ

∂x
(X±, y (2)

± ) φ(2)
2 = ∂φ

∂y
(x(2)

± ,Y±) (C.69)

φ(2)
11 = ∂2φ

∂x2 (x(2)
± ,Y±) φ(2)

22 = ∂2φ

∂y2 (X±, y (2)
± ) (C.70)

σx = sign
(
φ(2)

11

)
σy = sign

(
φ(2)

22

)
(C.71)

II.2.1.c Points critiques du troisième ordre

Pour la surface rectangulaire S comprise entre X− < x < X+ et Y− < y < Y+, les 4
points critiques du troisième ordre correspondent aux 4 coins (X±,Y±). La contribution
de l’intégrale s’écrit alors :

I (3)
X±;Y ± = εX±;Y ±

f (3)

k2φ(3)
1 φ(3)

2

e j kφ(3)
(C.72)

avec

f (3) = f (X±,Y ±) φ(3) =φ(X±,Y ±) (C.73)

φ(3)
1 = ∂φ

∂x
(X±,Y ±) φ(3)

2 = ∂φ

∂y
(X±,Y ±) (C.74)

et

εX±;Y ± =
{

−1 pour(X+,Y+), (X−,Y−)

+1 pour(X−,Y+), (X+,Y−)
(C.75)

II.2.1.d Singularités

L’intégrale (C.59) est calculée en sommant la contribution de chacun des points
critiques, si et seulement si ils appartiennent au domaine d’intégration[116]. On peut alors
observer des discontinuités dans l’évaluation de l’intégrale, lorsque pour un ensemble de
fonctions ( f ,φ) des points critiques appartiennent au domaine, tandis que pour un autre
ensemble voisin ( f ′,φ′), ce n’est plus le cas. C’est typiquement le cas lorsque l’on évalue un
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champ électromagnétique : en fonction de la position d’observation, les points critiques
du premier et second ordre peuvent varier, auquel cas ils peuvent ”sortir” ou ”entrer”
dans le domaine d’intégration.

De plus, les formulations asymptotiques des points du second et du troisième ordre
(C.65), (C.66) et (C.72) peuvent être singulières lorsque les fonctions φ(i )

j sont voisines
de zéro. Autrement dit, elles sont singulières lorsque le point critique du premier ordre
s’approche des points critiques des second et troisième ordre[110].

Enfin, il est clair que cette méthode s’adresse à une fonction φ à valeurs réelles. En
effet, quelle interprétation donner aux points critiques à valeurs complexes, en particulier
lorsqu’il s’agit de définir leur position relative au domaine d’intégration ? La méthode
du point col, adaptée aux intégrales à valeurs complexes, n’est pas formulée pour des
domaines bornés. On peut toutefois obtenir un dévellopement uniforme lorsque le point
critique du premier odre approche le contour du domaine[110]. Cette approche est évo-
quée dans la section suivante.

II.2.2 Évaluation uniforme

Puisque la nature du développement asymptotique change selon si le point xs :

– est contenu à l’intérieur de S ;
– appartient au contour ∂S de S

– n’appartient pas à S,

nous cherchons ici un développement valide quelque soit la position du point stationnaire,
qu’il soit inclus ou non dans le domaine d’intégration.

II.2.2.a Décomposition d’intégrales doubles en deux intégrales simples

Lorsque le domaine d’intégration le permet, on peut considérer des intégrales doubles
comme l’intégration successives de deux intégrales simples. Par conséquent, on peut
obtenir un développement asymptotique d’une intégrale double par deux développements
asymptiques successifs, à partir des methodes décrites dans la section I.

Intégrales doubles avec une seule borne ramené au calcul de deux inté-
grales simples. Dans le cadre du calcul de champ rayonné par des surfaces finies, on
s’intéresse aux intégrales du type :

I1(X ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

X
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d xd y (C.76)
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L’intégrale étant définie sur le domaine d’intégration, on peut appliquer le théorême de
Fubini et inverser l’ordre d’intégration :

I1(X ) =
∫ +∞

X

∫ +∞

−∞
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d yd x (C.77)

L’intégrale centrale est évaluée asymptotiquement par la méthode du point col (cf. section
(I.1)) :

∫ ∞

−∞
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d y ≈

√
2π

k

(
∂2ψ

∂y2 (x, ys)

)− 1
2

ϕ(x, ys)e−kψ(x,ys ) (C.78)

où ys correspond à :

∂ψ

∂y
(ys) = 0 ∀x ∈ [X ,+∞[ (C.79)

On pose Φ(x) =
√

2π
k

(
∂2ψ

∂y2 (x, ys)
)− 1

2
ϕ(x, ys) et Ψ(x) =φ(x, ys). L’intégrale I1 est maintenant

réduite à :

I1(X ) ≈
∫ +∞

X
Ψ(x)e−kΦ(x)d x (C.80)

L’évaluation asymptotique uniforme de cette intégrale est effectuée à partir des résultats
de la section précédente. On a :

I1(X ) ≈ e−kΨ(xs )
[

FX (0)p
k

Q(
p

ksX )+ 1

2k

FX (sX )−FX (0)

sX
e−ks2

X

]
(C.81)

avec

sX =
√
Ψ(X )−Ψ(xs) (C.82)

xs tq
∂Ψ

∂x
(xs) = 0 (C.83)

FX (sX ) =Φ(X )
sX

∂Ψ
∂x (X )

(C.84)

FX (0) =Φ(xs)

√
2

∂2Ψ
∂2x (xs)

(C.85)

Q(t ) =
∫ ∞

t
e−s2

d s =
p
π

2
erfc(t ) (C.86)

Intégrales doubles avec deux bornes. On s’intéresse à l’évaluation asympto-
tique des intégrales du type

I11 =
∫ ∞

X

∫ ∞

Y
ϕ(x, y)e−kψ(x,y)d xd y (C.87)
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Une expression asymptotique uniforme de ce type d’intégrale a été publiée par Conde[124],
sans démonstration. Afin de déterminer le domaine de validité de l’expression proposée,
nous le redémontrons ci-dessous. Pour cela, on utilise un développement de Taylor de
la fonction d’amplitude ϕ et de phase ψ au voisinage du point (X ,Y ) :

ψ(x, y) ≈ψ(X ,Y )−
t(

x −X

y −Y

)
∇ψ(X ,Y )+ 1

2

t(
x −X

y −Y

)
H(X ,Y )

(
x −X

y −Y

)
(C.88)

ϕ(x, y) ≈ϕ(X ,Y ) (C.89)

où H(X ,Y ) correspond à la matrice Hessienne évaluée au point (X ,Y ). Dans l’hypothèse
où les termes anti-diagonaux de la matrice, correspondant à ∂2ψ/∂x∂y = h12 sont nul,
l’intégrale double peut se découpler en un produit de deux intégrales :

I11 =ϕ(X ,Y )e−kψ(X ,Y )
∫ ∞

X
e
−k

(
− ∂ψ

∂x (X ,Y )(x−X )+ h11
2 (x−X )2

)
d x

∫ ∞

Y
e
−k

(
− ∂ψ

∂y (X ,Y )(y−Y )+ h22
2 (y−Y )2

)
d y

(C.90)

L’évaluation de chacune de ces intégrales peut alors s’effectuer à partir de la méthode
présentée dans la section (I.2). Le résultat présenté par Conde suit la méthode employée
par James : le développement asymptotique est réalisé autour de la borne de l’intégrale.
En posant :

t =
√

kh11

2
(x −X )+µ (C.91)

avec µ=−∂ψ
∂x (X ,Y )

√
k

2h11
, on ramène la première intégrale à :

I11 ≈
∫ ∞

X
e
−k

(
− ∂ψ

∂x (X ,Y )(x−X )+ h11
2 (x−X )2

)
d x =

√
2

kh11
eµ

2
∫ ∞

µ
e−t 2

d t (C.92)

Avec un changement de variable similaire y → ν pour la seconde intégrale, on retrouve
le résultat de Conde :

I11 ≈ 2ϕ(X ,Y )

k
e−kψ(X ,Y ) (h11h22)−

1
2 Q

(
µ
)

eµ
2
Q (ν)eν

2
(C.93)

II.2.2.b Formulation uniforme généralisée

La démarche qui suit est valide quel que soit le domaine d’intégration considéré, mais
reste difficilement applicable en pratique. Elle est décrite ici à titre indicatif.

La première étape est de procéder à quelques changements de variables afin d’obtenir
une expression simplifiée de l’intégrale (C.58). Pour cela, on utilise le fait que xs soit un
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point stationnaire de g . Ainsi, au voisinage de xs , un développement de Taylor de la
fonction g s’écrit :

g (x) ' g (xs)+ 1

2
t(x−xs)H(x−xs) (C.94)

Il existe une matrice orthogonale P qui diagonalise la matrice symétrique H :

tPHP=
(
λ1 0

0 λ2

)

où λ1 et λ2 sont les valeurs propres de H. Ces valeurs propres doivent être de parties
réelles positives, afin d’assurer la convergence de l’intégrale (C.58). On a également
λ1λ2 = detH.

Introduisons maintenant le vecteur u = t(u, v) tel que :

x−xs =PNu (C.95)

où N est une matrice de normalisation définie par :

N=
(

1/
√
λ1 0

0 1/
√
λ2

)

Ainsi, on a :

g (x)− g (xs) '1

2
tu tNtPHPN︸ ︷︷ ︸

I2

u

'1

2
tuu

'1

2
(u2 + v2)

Le Jacobien de cette transformation s’écrit

J(u) =∂(x, y)

∂(u, v)

=
(

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

)

Remarque : son déterminant en u = 0 vaut en particulier

J (0) = detJ(0) = (detH)−1/2 (C.96)

Avec ces notations, l’intégrale (C.58) s’écrit maintenant :

I = e−kg (xs ,ys )
Ï

S
F (u, v)e−

k
2 (u2+v2)dud v (C.97)
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où S correspond à l’image de S par les transformations précédentes et

F (u, v) = J (u, v) f (x, y).

On va maintenant chercher à évaluer asymptotiquement l’intégraleÏ
S

F (u, v)e−
k
2 (u2+v2)dud v (C.98)

Pour cela, afin de mettre en évidence le comportement asymptotique de l’intégrale au
voisinage du point u = 0, on va introduire l’écriture suivante :

F (u) = F (0)+u ·P(u)

où P peut être choisi de manière quelconque tant qu’il ne modifie pas F (u) sur le domaine.
Par exemple :

P(u) =
(

1
u (F (u, v)−F (0, v))
1
v (F (0, v)−F (0,0))

)

Cette écriture permet de remarquer que8 :

(u ·P)e−
k
2 (u2+v2) =− 1

k

[
∇·

(
Pe−

k
2 (u2+v2)

)
−

(
(∇·P)e−

k
2 (u2+v2)

)]
et d’après le théorème de la divergence (Ostrogradsky-Gauss) :Ï

S
∇· fdS =

∮
∂S

f ·dS

on obtient : Ï
S

F (u, v)e−
k
2 (u2+v2)dud v =F (0,0)

Ï
S

e−
k
2 (u2+v2)dud v

− 1

k

∮
∂S

(P · n̂)e−
k
2 (u2+v2)d`

+ 1

k

Ï
S

(∇·P)e−
k
2 (u2+v2)dud v

où n̂ est la normale unitaire extérieure au contour ∂S du domaine S .

Remarque : si le domaine S correspond à R2, alors les secondes et troisièmes
intégrales peuvent être négligée lorsque k →∞. Alors, avec l’identité suivante :Ï +∞

−∞
e−

k
2 (u2+v2)dud v = 2π

k

8Pour simplifier l’écriture on ne note pas la dépendance en u de P
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on retrouve le résultat classique de la méthode du col pour des intégrales doubles non
bornées :

I ≈ 2π

k
(detP)−

1
2 f (xs , ys)e−kg (xs ,ys ) +O(1/k)

Poursuivons le calcul sur une surface polygonale S de N côtés, dont le contour
est défini par un ensemble de segments de longueur `i associés à leur normale unitaire
sortante n̂i (cf schéma)[127, 160]. En négligeant en première approximation la troisième
intégrale qui est d’ordre supérieur[110], on obtient :

I (S) ≈ e−kg (xs )

[
F (0)

Ï
S

e−
k
2 (u2+v2)dud v − 1

k

N∑
i

∫
`i

(P · n̂i )e−
k
2 (u2+v2)d`

]
(C.99)

Bien qu’élégante, cette formulation est limitée par l’intégrale double, qui est une généra-
lisation à deux dimensions de la fonction d’erreur pour laquelle il existe peu d’implémen-
tations, en particulier pour des arguments complexes. On pourra également se référer à
la démarche utilisée par [109] pour traiter ce type d’intégrales.





Annexe D

Formes quadratiques

Dans cette annexe nous rappelons les principaux résultats concernant les formes et
surfaces quadratiques définies par l’équation paramétrique :

z(x, y) =−1

2

t(
x

y

)
Q

(
x

y

)
(D.1)

où Q est une matrice symétrique :

Q=
(

q11 q12

q12 q22

)
(D.2)

Lorsque la matrice Q est réelle, le théorème spectral en dimension finie énonce que
la matrice est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres. Dans ce
cas, ses valeurs propres sont réelles et correspondent aux rayons de courbure principaux
de la surface paramétrique z(x, y) :

diag[Q] =
(

1
Rx

0

0 1
Ry

)
(D.3)

et sa matrice de vecteurs propres correspond à une matrice de rotation d’angle α tel que
(cf figure D.1) :

tan2α= 2q12

q11 −q22
(D.4)

Les vecteurs propres correspondent aux directions principales de courbure de la surface.

Ces remarques ne se généralisent pas forcément aux matrices symétriques complexes,
certaines matrices symétriques complexes n’étant pas diagonalisables.
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Fig. D.1: Exemple de surface quadratique définie par (D.1) avec q11 = 1/7,
q22 = 1/20 et q12 =−1/20. Les vecteurs directeurs représentés sur la figure

correspondent aux vecteurs propres de la matrice QΣ.

Le vecteur normal N à l’élément dS de la surface définie par (D.1) correspond à[161,
§3.3] :

N =∇z =


∂z
∂x
∂z
∂y

1

 (D.5)

L’élément de surface dS est donné par la relation :

dS = ‖N‖d xd y (D.6)

soit :

dS =
√

(q11x +q12 y)2 + (q12x +q22 y)2 +1d x d y (D.7)

On peut également relier ces notations à la métrique g de la surface. À partir de l’ex-
pression (D.1) donnant les relations entre l’espace cartésien et la surface z, la métrique
se calcule comme le produit de la transposée de la matrice Jacobienne avec elle même.
On retrouve alors :

dS =p
g d x d y (D.8)

où g = (q11x +q12 y)2 + (q12x +q22 y)2 +1.



Annexe E

Évaluations asymptotiques du

spectre d’ondes planes d’un

faisceau gaussien conforme

Dans cette annexe on s’intéresse aux évaluations asymptotiques du spectre d’ondes
planes d’un faisceau gaussien conforme.

I Point col

la première étape est de déterminer une expression analytique du point col. On
s’intéresse à la fonction de phase g (kx ,ky ) tirée de l’expression du spectre d’ondes planes
d’un faisceau gaussien conforme :

g (kx ,ky ) =− j

2k2

t(
kx −βx

ky −βy

)[
Q f + kz

k
QΣ

]−1
(

kx −βx

ky −βy

)
+ j

k

t(
kx

ky

)(
x

y

)
+ j

k
kz z (E.1)

I.1 Hypothèse paraxiale

Dans l’hypothèse paraxiale où k2 À k2
x +k2

y , on montre que :

kz = k −
k2

x +k2
y

2k
+O

(
k3

x ,k3
y

)
(E.2)

Q−1(kx ,ky ) =Q−1
0 +O

(
kx ,ky

)
(E.3)
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faisceau gaussien conforme

avec Q0 =Q(0,0) =Q f +QΣ. Ainsi :

g (kx ,ky ) =− j

2k2

t(
kx −βx

ky −βy

)
Q−1

0

(
kx −βx

ky −βy

)
+ j

k

t(
kx

ky

)(
x

y

)
+ j

k
z

(
k −

k2
x +k2

y

2k

)
(E.4)

=− j

2k2

t(
kx −βx

ky −βy

)
Q−1

0

(
kx −βx

ky −βy

)
+ j

k

t(
kx

ky

)(
x

y

)
+ j z − j z

2k2

t(
kx

ky

)
I

(
kx

ky

)
(E.5)

On en déduit le point col :(
kx

ky

)∣∣∣∣∣
s

=k
(
Q−1

0 + zI
)−1︸ ︷︷ ︸

Q(z)

[(
x

y

)
+k−1Q−1

0

(
βx

βy

)]
(E.6)

et la matrice Hessienne :

H=(
j k2Q(z)

)−1 (E.7)

⇒detH= (−k4 detQ(z)
)−1 (E.8)

Fig. E.1: Comparaison entre calcul numerique du rayonnement d’un courant
électrique gaussien et les formulations ”grande distance” et spectrale d’un FGC. À
gauche : géometrie du calcul. L’observation est réalisée à une longueur d’onde de

distance de la surface dont le rayon de courbure est Rx = Ry = 7λ. θβ = 45◦, φβ = 0◦,
W0 = 2λ.

On compare sur la figure (E.1) le calcul numérique du rayonnement d’un courant
élémentaire avec la formulation ”grande distance” et spectrale d’un faisceau gaussien
conforme. Sur la courbe rouge, le point col de la fonction g est calculé numériquement,
et injecté dans l’expression asymptotique de l’intégrale. La courbe bleu claire correspond
quant à elle à l’approximation paraxiale réalisée dans cette annexe. On remarque que
la formulation ”grande distance” est incorrecte si près de la surface. De plus, le calcul
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numérique du point col diverge à plusieurs endroits : dans ces situations, l’existence d’un
unique point col n’est pas assurée et l’algorithme de recherche de minimum du gradient
de g peut ne pas converger. Dans ce cas, les hypothèses du calcul asymptotique ne sont
alors plus vérifiées, donnant lieu à une évaluation incorrecte des champs.

I.2 Deuxième hypothèse : approximation paraxiale oblique

On pose ζx = kx −βx , ζy = ky −βy . On écrit la fonction g en fonction des nouvelles
variables ζx,y lorsque ζx,y ≈ 0 :

g (ζx ,ζy ) ≈− j

2k2

t(
ζx

ζy

)
Q−1
βz

(
ζx

ζy

)
+ j

k

t(
ζx +βx

ζy +βy

)(
x

y

)
+ j

k
zkz (E.9)

avec

kz ≈βz − 1

βz

t(
ζx

ζy

)(
βx

βy

)
− 1

2βz

t(
ζx

ζy

) 1+ β2
x

β2
z

βxβy

β2
z

βxβy

β2
z

1+ β2
y

β2
z


︸ ︷︷ ︸

B

(
ζx

ζy

)
(E.10)

a pour point col : (
kx

ky

)∣∣∣∣∣
s

= k

(
Q−1
βz

− z
k

βz
B

)−1
[(

x

y

)
− z

βz

(
βx

βy

)]
+

(
βx

βy

)
(E.11)

Les résultats sont toutefois moins bons pour cette hypothèse.





Annexe F

Évaluation asymptotique du

champ rayonné par un demi plan

conducteur éclairé par un faisceau

gaussien 2D

Dans cette annexe, nous évaluons asymptotiquement l’intégrale de rayonnement du
courant électrique dans l’hypothèse de l’optique physique :

Er (x, y) =− k Z0

4
p
εr

∫ +∞

0
JOP (x ′)H (2)

0 (k‖r− r′‖)d x ′ (F.1)

avec :

JOP (x) = êz

p
εr

Z0

[
2sinφ0

(
−1

2
q2(zfg

(0))y fg
(0)

2 − j

2k
q(zfg

(0))+1

)
−2cosφ0q(zfg

(0))y fg
(0)

]
E i

x fg (y fg
(0), zfg

(0))

(F.2)

y fg
(0) =− sinφ0(x −xOfg )−cosφ0 yOfg (F.3)

zfg
(0) =−cosφ0(x −xOfg )+ sinφ0 yOfg (F.4)

E i
x fg (y fg, zfg) =

√
q(zfg)

q(0)
exp

[
− j k

2
q(zfg)y fg2 − j kzfg

]
(F.5)

q(zfg) = 1

zfg + j
kW 2

0
2

(F.6)

Pour une observation à grande distance, on peut utiliser un dévellopement de Taylor

pour simplifier l’expression de la distance ‖r− r′‖ où les points d’observation (x, y) sont

259
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exprimés en coordonnées cylindriques (ρ,φ) :

‖r− r′‖ =
√

(x −x ′)2 + y2 ≈ ρ−x ′ cosφ+ sin2φ

2ρ
x ′2 (F.7)

Dans ces conditions, l’expression de la fonction de Hankel peut s’écrire :

H (2)
0 (k‖r− r′‖) '

√
2 j

πk‖r− r′‖e− j k‖r−r′‖ (F.8)

'
√

2 j

πkρ
e− j kρe j kx ′ cosφe− j k x′2

2ρ sin2φ (F.9)

Finalement, les champs électriques et magnétiques rayonnés dans l’hypothèse de l’optique
physique s’écrivent sous forme intégrale :

E r (ρ,φ) = êz

∫ +∞

0
f (x ′)e−kg (x ′) d x ′ (F.10)

avec

f (x ′) =−
[

2sinφ0

(
−1

2
q2(zfg

(0))y fg
(0)

2 − j

2k
q(zfg

(0))+1

)
−2cosφ0q(zfg

(0))y fg
(0)

]√
j k

8πρ

√√√√ q(zfg
(0))

q(0)
e− j kρ

(F.11)

g (x ′) =− j x ′ cosφ+ j
x ′2

2ρ
sin2φ+ j

2
q(zfg

(0))y fg
(0)

2 + j zfg
(0) (F.12)

Hypothèse simplificatrice. Afin de permettre le calcul analytique du point col,
on considère le paramètre de courbure q du faisceau incident constante sur le plan. On
utilise q(zfg

(0)) ≈ q(zfg
∩ )

def= q∩ où zfg
∩ correspond à la distance entre l’origine du repère local

du faisceau et le plan y = 0 du repère absolu[56, 57].

zfg
∩ =−cosφ0(x∩−xOfg )+ sinφ0 yOfg (F.13)

où x∩ est le point d’intersection entre l’axe êfg
z du faisceau et le plan y = 0 est donné par :

x∩ =− xOfg

êfg
z · êx

(F.14)
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Avec cette hypothèse, la fonction de phase de l’intégrale devient :

g (x ′) ≈− j x ′ cosφ+ j
x ′2

2ρ
sin2φ+ j

2
q∩y fg

(0)

2 + j zfg
(0) (F.15)

≈
(

j q∩
2

sin2φ0 + j

2ρ
sin2φ

)
x ′2 (F.16)

+ (− j cosφ− j q∩(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )sinφ0 − j cosφ0
)

x ′

+ j (cosφ0xOfg + sinφ0 yOfg )+ j q∩
2

(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )2

def= a

2
x ′2 −bx ′+ c (F.17)

ou l’on a posé :

a = j q∩ sin2φ0 + j

ρ
sin2φ (F.18)

b = j cosφ+ j q∩(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )sinφ0 + j cosφ0 (F.19)

c = j (cosφ0xOfg + sinφ0 yOfg )+ j q∩
2

(sinφ0xOfg −cosφ0 yOfg )2 (F.20)

Avec cette notation, le point col a pour expression :

∂g

∂x ′ = 0 ⇒ x ′
s =

b

a
(F.21)

L’intégrale :

E r (ρ,φ) = êz

∫ +∞

0
f (x ′)e−kg (x ′) d x ′ (F.22)

peut être évaluée asymptotiquement par la méthode du col uniforme (cf annexe C). On
pose s2 = g (x ′)− g (x ′

s), F (s) = f (x ′)2s/g ′(x ′), d’où :

E r (ρ,φ) = êz e−kg (x ′
s )

∫ +∞

s0

F (s)e−ks2
d s (F.23)

Cette intégrale a pour développement asymptotique :

E r (ρ,φ) ≈êz e−kg (x ′
s )

[
F (s0)−F (0)

2ks0
e−ks2

0 + F (0)p
k

Q(
p

ks0)

]
(F.24)

Q(y) =
∫ ∞

y
e−x2

d x =
p
π

2
erfc(y) (F.25)
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soit :

g (x ′
s) =− b2

2a
+ c (F.26)

F (0) = f (x ′
s)

√
2

a
(F.27)

F (s0) = f (0)
2s0

−b
(F.28)

s0 = −b

(2a)
1
2

(F.29)

L’expression précédente est valide en zone lointaine mais aussi à grande distance du
plan conducteur lorsque l’axe de propagation du faisceau coupe exactement l’arête du
plan, en x = 0. Pour élargir le domaine de validité, il convient de faire le développement
limité à partir du point (x∩,0), correspondant à l’intersection de l’axe êfg

z du faisceau
avec le plan y = 0. Ceci pour exprimer le fait que le centre de phase du faisceau réfléchi
correpond au point d’intersection du faisceau avec le demi-plan. Dans ce cas on a :

‖r− r′‖ =‖(r− r∩)− (r′− r∩)‖ (F.30)

=
((x −x∩)− (x ′−x∩)︸ ︷︷ ︸

µ

)2 + y2

 1
2

(F.31)

≈sin2φ

2ρ
µ2 − ρ cosφ+x∩ cos2φ−x∩

ρ
µ+ρ−x∩ cosφ+ sin2φ

2ρ
x2
∩ (F.32)

Et on procède ensuite de la même manière avec la variable d’intégration µ. Et le domaine
d’intégration devient alors µ ∈ [−x∩;+∞].



Title : Applications of gaussian beams to the evaluation of the interactions between an
electromagnetic wave and a complex 3D object.
Abstract : The interactions of an electromagnetic wave and a complex 3D object lead to
numerous investigations of modelisation, as much for military than for civil applications.
When the objects present a complex geometry and large dimensions compared to the
wavelenght, the evaluation of the radiated fields become costly in computation time.
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in two dimension and the Physical Optic approximation for finite rectangular conduc-
ting surfaces in three dimensions. In order to deal with heavy curved surface, we have
expressed the plane wave spectrum of a Conformal Gaussian Beam, a Gaussian Beam
adapted to curved surface.

We made some measurements into an anechoid chamber to confirm the fact that a
known electromatic field can be expand into gaussian beams, before being propagated
using analytical expressions. Finally, we use a gaussian beam tracking method in order
to evaluate the propagation of electromagnetic waves on large distances.
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