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IntrodutionL'objet de e travail est l'étude la famille des algorithmes de alul de pgd, désignés dans letitre par algorithmes d'Eulide, et plus généralement dans ette thèse par algorithmes eulidiens.On peut se penher sur es algorithmes a priori simples pour de nombreuses raisons.Il y a tout d'abord un évident intérêt historique. Dérit dans le Livre 7 des Éléments auxalentours de 300 avant J.C. (et probablement déjà onnu deux sièles auparavant), l'algorithmed'Eulide est d'après Knuth [Knu98℄ le grand père de tous les algorithmes : �We might all it thegranddaddy of all algorithms, beause it is the oldest non-trivial algorithm that has survived to thepresent day�. C'est probablement le premier algorithme à avoir été préisément étudié, en 1845par G. Lamé, qui, de manière prophétique, a au passage exhibé la première appliation de la suitede Fibonai à l'informatique théorique. Pourtant, la ompréhension de son omportement estlongtemps restée partielle : e n'est que très réemment que Doug Hensley, puis Brigitte Vallée etViviane Baladi ont montré que le nombre d'itérations de l'algorithme suivait une loi gaussienne.Beauoup de paramètres restent à étudier sur les algorithmes eulidiens.Mais 'est peut-être dans l'omniprésene du alul de pgd en arithmétique que réside laprinipale motivation pour de telles analyses. On peut iter entre autres le alul frationnaire,la ryptographie à lé publique, le alul d'inverses modulaires ou de bases de Gröbner (d'aprèsTudor Jebelean [Jeb95℄, le alul de pgd oupe 60 % du temps de alul d'une base de Gröbner),et...L'importane du alul de pgd dans es appliations pose la question de l'e�aité de sesdi�érentes tehniques de alul. Il est surprenant de noter qu'il existe très peu d'algorithmessigni�ativement plus e�aes que l'algorithme d'Eulide (par signi�ativement on entend que laomplexité en bits dans le pire des as n'est plus quadratique, mais sous-quadratique). Et enore,es algorithmes ne le sont vraiment que lorsque la taille de l'entrée dépasse quelques milliers debits, en partiulier pare qu'ils tirent parti de la multipliation rapide, elle même e�ae à partird'un ertain rang. Les autres algorithmes sont tous de omplexité au moins quadratique, et labonne approhe pour les omparer, omplémentaire des expérimentations pratiques, est l'analyseen moyenne.L'analyse usuelle d'algorithmes, qui onsiste à exhiber l'entrée qui maximise le temps dealul de l'algorithme n'est ii que peu instrutive. Il est plus pertinent d'étudier le ompor-tement moyen de l'algorithme, 'est-à-dire d'e�etuer une étude probabiliste sur l'ensemble deses entrées. Cette thèse se situe don dans le adre général de l'analyse en moyenne d'algorithmes.Cette branhe de l'informatique, initiée par Knuth dans les années 60, est souvent une analysepertinente :� elle est réaliste, dans la mesure où elle dérit le omportement �réel� des algorithmes, telqu'observé en pratique,� elle apporte une ompréhension �ne de l'algorithme, puisque l'analyse requiert une étudetrès préise des méanismes sous-jaents à l'algorithme.1



2 IntrodutionDepuis sa réation par Knuth, e domaine s'est enrihi de nombreuses ontributions, et lestehniques existantes sont de natures très variées. On peut onsulter les livres de Flajolet etSedgewik [FS96, FS℄ pour une introdution à l'analyse d'algorithmes. Cependant, omme nousallons l'expliquer plus bas, les outils lassiques ne sont pas su�sants pour l'analyse des algo-rithmes eulidiens.Jusqu'au milieu des années 1990, l'analyse d'algorithmes eulidiens illustrait partiulièrementbien la disparité de tehniques d'analyse en moyenne. En e�et, la première analyse en moyennede l'algorithme d'Eulide a été faite indépendamment par Heilbronn [Hei69℄ et Dixon [Dix70℄en 1971, ave des approhes très di�érentes. L'étude de Dixon était de nature probabiliste, alorsque elle de Heilbronn était basée sur les propriétés ombinatoires de ertaines déompositionsdes entiers. Les analyses qui suivirent utilisèrent également des tehniques variées. On peut iterelle de l'algorithme Centré par Rieger [Rie78℄, elle de l'algorithme Soustratif par Knuth etYao [YK75℄, elle (partielle) de l'algorithme Binaire par Brent [Bre76℄ et en�n l'analyse plusréente de Hensley [Hen94℄ de l'algorithme d'Eulide. Ces auteurs ont en partiulier montré quele nombre moyen d'itérations de es algorithmes est asymptotiquement linéaire en la taille del'entrée, exepté pour l'algorithme Soustratif pour lequel ette quantité est quadratique. Lestravaux d'Hensley ont de plus prouvé que le nombre d'itérations de l'algorithme d'Eulide suitune loi gaussienne.Il a fallu attendre le milieu de années 1990 pour qu'une méthodologie uni�ée d'analyse voie lejour. C'est en 1994 que Brigitte Vallée a pour la première fois utilisé l'approhe dynamique pourl'analyse d'algorithmes [DFV97℄, qui s'est étendue à l'algorithme d'Eulide dans [Val97, FV98℄,puis �nalement à l'algorithme Binaire dans [Val98a℄.Cette approhe lui a permis d'obtenir, dans [Val03℄ puis [AV00, Val00℄, une lassi�ationdes algorithmes eulidiens d'une part en algorithmes �rapides�, dont le nombre d'itérations etla omplexité en bits sont linéaires et quadratiques en moyenne, et d'autre part en algorithmes�lents�, pour lesquels es quantités sont quadratiques et ubiques. Les algorithmes qui rentrentdans ette lassi�ation sont nombreux, on distingue en partiulier l'algorithme d'Eulide, lesalgorithme Centré et Par-Exès, l'algorithme Binaire ou enore les algorithme pseudo-eulidiens.Cependant, il reste de nombreux algorithmes dont on ignore le omportement : ette thèseen étudie trois, et haun pose des questions di�érentes.Les algorithmes α-eulidiens dépendent d'un paramètre réel α ∈ [0, 1], et généralisent nombred'algorithmes onnus puisque pour α = 1, 1/2 ou 0, on retrouve les algorithmes d'Eulide, Centréet Par-Exès. Les deux premiers sont des algorithmes rapides, alors que le dernier est lent. Laquestion est alors de savoir omment varie le omportement de l'algorithme en fontion duparamètre α. Pour une valeur de α générique, l'algorithme est-il rapide ? lent ?L'algorithme LSB a été introduit réemment par Stehlé et Zimmermann [SZ04℄. Bien qu'àpremière vue prohe de l'algorithme Binaire, il appartient à une lasse d'algorithme jamais étudiéejusqu'à présent, puisqu'il n'utilise que les bits de poids faible des entiers pour guider les divisions.On peut don se demander s'il appartient à la lasse des algorithmes rapides, et surtout si lesméthodes développées jusqu'ii s'appliquent toujours.En�n, seuls les algorithmes à la struture simple ont été étudiés jusqu'à présent. Or, les algo-rithmes les plus utilisés en pratiques sont souvent plus omplexes. Ii enore, se pose la questionde l'e�aité des méthodes dynamiques pour analyser de tels algorithmes, omme l'algorithmede Lehmer-Eulide, étudié dans e mémoire.Nous avons répondu à es questions, et en partiulier montré que la méthodologie généralede l'analyse dynamique permet de traiter es problèmes.



3Avant d'expliquer en quoi es analyses ont permis d'étendre le hamp d'appliation de l'ana-lyse dynamique, expliquons en quelques lignes en quoi onsiste ette démarhe.L'analyse dynamique d'algorithmes repose sur le mariage assez inattendu de deux domainesa priori distints : l'analyse d'algorithmes et la théorie des systèmes dynamiques.L'approhe naturelle, quand on veut étudier un algorithme eulidien est de faire l'analyse de lastruture sous-jaente à l'algorithme, qui est le développement en fration ontinue du rationnelformé ave l'entrée de l'algorithme. Cette approhe est, par exemple, elle hoisie par Knuthdans l'analyse heuristique de l'algorithme d'Eulide [Knu98℄. La prinipale di�ulté renontréealors est que le proessus qui génère le développement en fration ontinue est généralement unproessus à mémoire non-bornée : le nème hi�re du DFC dépend des n− 1 hi�res préédents.Les tehniques usuelles d'analyse d'algorithmes sont peu adéquates pour traiter ette situation.Par exemple, une modélisation en haîne de Markov (don à mémoire bornée) n'est pas possible.Pour les mêmes raisons, les manipulations usuelles de séries génératries, à base de ditionnaires,ne sont plus possibles. Une manière élégante et e�ae de résoudre e problème est de voir leproessus omme un système dynamique. On aède de ette manière à toute une gamme d'outilsappropriés pour traiter les orrélations non bornées. L'utilisation onjointe de es outils et deeux plus lassiques de l'analyse d'algorithmes permet en général de faire l'étude de l'algorithme.Cette approhe, déjà utilisée par Brent et Hensley, a été développée et formalisée par lestravaux suessifs de Brigitte Vallée. Dans le adre des algorithmes eulidiens, il faut iter toutd'abord l'analyse de l'algorithme de Gauss [DFV97℄, d'Eulide [FV98, Val97℄, de l'algorithmeBinaire [Val98a℄, puis elle d'une lasse entière d'algorithmes [Val03℄, et en�n les analyses plus�nes présentées dans [AV00, Val00℄, où est étudiée la omplexité en bits, paramètre plus perti-nent (et bien sûr plus di�ile à analyser) que le nombre d'itérations. En�n, il faut préiser queette approhe a des appliations également en théorie de l'information : le système dynamiqueest alors la soure qui émet des symboles, et l'étude de ette soure [Val01℄ permet de traiter desproblèmes liés à la reherhe de motifs (travaux de Bourdon et Vallée [BNV01, BV02℄) ou auxstrutures (trie, patriia trie, et... ) naturellement assoiées à es soures (travaux de Clément,Flajolet, Vallée, Bourdon, [CFV01, CFV98, Bou01℄).Pour préiser les ontributions de ette thèse à e domaine, il faut tout d'abord dérire om-ment proède une analyse dynamique d'algorithme. On proède usuellement en trois étapes.Étape 1. La première étape est un étape de modélisation. Le but est d'étendre l'algorithme(disret) étudié en un système dynamique (ontinu), possédant si possible de bonnes propriétés.On fait ette extension en général en deux temps. Tout d'abord on observe l'ation de l'algo-rithme sur les rationnels : si (u, v) est l'entrée de l'algorithme, et (v, r) la paire obtenue aprèsune itération, alors on onsidère l'appliation qui au rationnel v/u assoie le rationnel r/v. Onétend ensuite ette appliation à un ensemble ontinu, et on obtient généralement un systèmedynamique. Notons que ette dernière extension n'est pas toujours triviale, puisque la dynamiquesous-jaente à l'algorithme peut dépendre de notions non-dé�nies dans un monde ontinu.Étape 2. Une fois modélisé l'algorithme, on herhe à déterminer le omportement du systèmedynamique, son évolution au ours du temps. Cette étude, de nature probabiliste, nous éloigne àpremière vue du problème initial (les exéutions de l'algorithme orrespondent aux trajetoiresdes points rationnels, qui forment un ensemble négligeable du point de vue du omportementglobal du système). Son intérêt réside essentiellement dans les outils employés ii, à savoir l'opé-rateur de Perron-Frobenius, et un premier opérateur de transfert, qui joueront un grand r�le
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Fig. 1 � Les prinipales étapes de l'analyse dynamiquedans la dernière étape.Étape 3. La dernière étape est elle du transfert �du ontinu au disret�. Il s'agit de transposerles résultats de l'étude faite préédemment aux algorithmes. Les opérateurs utilisés à l'étape 2sont maintenant transformés en un autre opérateur de transfert, qui hérite des propriétés dé-rites à l'étape préédente. Le retour à l'algorithme se fait maintenant en reliant et opérateur detransfert aux séries génératries qui permettent de faire l'analyse de l'algorithme. Les propriétésfontionnelles de l'opérateur se transforment en propriétés analytiques pour les séries, e quipermet de onlure l'analyse.Les analyses présentées dans ette thèse nous ont permis d'élargir le hamp d'appliation deette méthode, à plusieurs niveaux.Lors de l'analyse des algorithmes α-eulidiens, menée en ollaboration ave Jérémie Bourdonet Brigitte Vallée, les tehniques usuelles ne s'appliquaient plus pour les étapes 2 et 3, pare que les



5systèmes dynamiques orrespondant à es algorithmes ne satisfont pas les onditions renontréespréédemment dans les autres analyses. Il a don fallu modi�er en profondeur es tehniques.Nous avons ainsi mis au point des méthodes plus générales et plus maniables, dorénavant utiliséesdans notre groupe. Ce travail a donné lieu à une publiation dans la revue Journal of Algorithms[BDV02℄.L'analyse de l'analyse LSB se distingue des préédentes dès la première étape. En e�et,l'extension de l'algorithme ne onduit pas à un système dynamique réel, mais à un systèmedynamique dé�ni sur l'ensemble Q2 des nombres 2-adiques. Cette situation nouvelle a néessitéun traitement partiulier. En e�et, les arguments employés dans les étapes 2 et 3 font appel à lathéorie des produits de matries aléatoires, e qui est nouveau dans le domaine et ouvre la porteà de futures analyses. Ce travail, e�etué onjointement ave Véronique Maume-Deshamps etBrigitte Vallée, paraîtra dans la revue Disrete Mathematis and Theoretial Computer Siene[DMDV05℄ et a fait l'objet d'un premier rapport tehnique [Dai04℄.En�n, le travail sur l'algorithme de Lehmer-Eulide a onduit à hanger le point de vuedes analyses, puisque les paramètres importants ne onernent plus une exéution omplète del'algorithme, mais l'état des prinipales grandeurs à un moment donné de ette exéution. Nousavons été amenés à analyser e qu'on appelle l'algorithme d'Eulide interrompu. Ce travail, réaliséen ollaboration ave Brigitte Vallée, a été publié dans la revue Combinatoris, Probabilities andComputing [DV04℄.Organisation du manusritLa thèse est organisée de manière à suivre une à une les prinipales étapes de l'analysedynamique. À haque étape, nous indiquons omment traiter les di�érents as abordés.Nous ommençons dans le premier hapitre par dérire les algorithmes étudiés ii. Nousdérivons au passage l'ensemble des algorithmes eulidiens, même si ertains de es algorithmesne seront pas étudiés par la suite. Nous préisons le adre probabiliste dans lequel nous menonsles di�érentes analyses, et présentons de manière informelle l'ensemble des résultats onnus sures algorithmes.Le seond hapitre est onsaré à la première étape de l'analyse, 'est-à-dire à la modéli-sation en système dynamique. On présente ii plusieurs modélisations de di�érentes natures,puisque nous serons amenés à manipuler des systèmes dynamiques de l'intervalle, des systèmesdynamiques probabilistes ou enore des systèmes dynamiques 2-adiques.Les hapitres 3 et 4 sont onsarés aux prinipaux outils utilisés en analyse dynamique.Nous dérivons dans le hapitre 3 les séries génératries, et dans le hapitre 4 les opérateursde Perron-Frobenius et les opérateurs de transfert. Nous terminons e hapitre en reliant esderniers opérateurs aux séries génératries, e qui onstitue une des pierres de base de la dernièreétape de l'analyse.L'essentiel de l'analyse est fait au hapitre 5. Nous y dérivons quelles sont les méthodesadaptées à haque type de système, et don à haque type d'opérateur. C'est dans e hapitreque sont énonés préisément les di�érents résultats obtenus.Le hapitre 6 est onsaré à l'étude de l'algorithme de Lehmer-Eulide. Il oupe une plaeà part puisqu'il ne s'agit pas exatement d'une analyse dynamique telle que nous l'avons dériteau paragraphe préédent.
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8 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensLehmer-Eulide, itérative, et elle de l'algorithme de Shönhage, basée sur une stratégie Diviserpour Régner. On peut généralement assoier à haque algorithme �basique� sa (ses) version(s)aélérée(s). Les algorithmes présentés dans e hapitre appartiennent à la première atégorie,e sont des algorithmes simples, les algorithmes rapides seront présentés dans le hapitre 6.Comme nous venons de le dire, on distingue les algorithmes basiques selon la nature dela division qu'ils utilisent. Nous onsidérons essentiellement trois familles de divisions, hauned'elle étant aratérisée par la partie des entiers qu'elle manipule.Dans la première, la famille MSB (Most Signi�ant Bits), on trouve l'algorithme d'Eulide :le quotient apparaissant dans la division eulidienne standard dépend prinipalement des bits do-minants des deux entiers, et les divisions suessives tendent à faire �disparaître� les bits de poidsforts. Les algorithmes de ette lasse génèrent une suite de restes déroissante. Outre l'algorithmed'Eulide, et ses variantes les plus onnues (algorithmes Centré, Par-Exès, Pair ou Impair), nousintroduisons dans ette famille la lasse des algorithmes α-eulidien. Ces algorithmes, initiale-ment introduits par Nakada [Nak81℄ sous la forme d'un développement en fration ontinue,dépendent d'un paramètre réel α ompris entre 0 et 1, qui détermine la position du reste rengendré par la division par rapport à l'entrée (u, v). Leur étude est instrutive, en partiulierpare qu'elle généralise ertaines analyses antérieures : pour les valeurs α = 0, 1/2, 1, l'algorithmeorrespondant n'est rien d'autre que l'algorithme Par-Exès, Centré ou d'Eulide standard.La seonde famille est elle des algorithmes LSB (Least Signi�ant Bits). Le prinipal algo-rithme de la lasse, que nous appelons l'algorithme LSB, a été introduit réemment par Stehléet Zimmermann [SZ04℄. Le but initial était d'utiliser la division LSB pour mettre au point unalgorithme de type Diviser pour Régner, qui s'avère être à e jour le plus simple à dérire, àprouver et à implanter des algorithmes rapides. On peut voir la division LSB omme symétriquede la division MSB : elle est guidée par les bits de poids faibles, et tend faire �disparaître� lesbits de poids faible des entiers. Une exéution de l'algorithme génère une suite de restes dont lenombre de zéros à la droite de leur ériture binaire est roissant.En�n, la dernière famille ontient les algorithmes Mixtes, qui utilisent à la fois les bits depoids fort et les bits de poids faible des entiers. On y retrouve les algorithmes pseudo-eulidiens,ainsi que les dérivés de l'algorithme Binaire. Les algorithmes pseudo-eulidiens sont dérits dans[Knu98, Sha90, Val03℄ : étant donné un algorithme MSB, on élimine par déalage les puissanesde 2 apparaissant au ours de l'exéution de l'algorithme. Les bits de poids forts interviennentdon dans le hoix du quotient, et les bits de poids faible dans les déalages suessifs. L'algo-rithme Binaire, introduit par Stein [Ste67℄ en 1961, proède de manière di�érente (même si onpeut le voir omme la pseudo version de l'algorithme Soustratif) : on fait d'abord apparaîtredes puissanes de 2 par soustrations, qu'on fait ensuite disparaître par déalage. Ce proessus serépète et le test d'arrêt dépend d'une omparaison entre entiers : 'est ii qu'interviennent les bitsde poids forts. Il existe de nombreuses variantes de et algorithme : la première est l'algorithmePlus-Moins de Brent et Kung [BK85℄, et on a ensuite di�érentes généralisations de e proédé,dues entre autre à Sorenson [Sor94℄, Weber [Web95℄ ou Jebelean [Jeb93b℄.Ce hapitre est dans un premier temps onsaré à la desription des algorithmes de haquelasse. Après avoir dérit, par souis de larté et pour introduire les notations, un algorithmeeulidien �générique�, nous e�etuons un léger détour par la as polynomial, pour expliquer enquoi la distintion en trois lasses n'y est pas pertinente du point de vue de l'analyse en moyenne.Puis nous dérivons dans les paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5 les algorithmes MSB, LSB et Mixtes.Certains des algorithmes présentés ne seront pas étudiés par la suite. En�n, le paragraphe 1.6est onsaré à l'analyse en moyenne des algorithmes : nous détaillons le adre probabiliste dans



1.1. Formalisme générique des algorithmes eulidiens 9lequel nous nous plaçons ainsi que les prinipaux paramètres que nous étudions, puis présentonsles di�érents résultats obtenus dans le domaine : eux antérieurs à mes travaux, et eux déritsdans la thèse.1.1 Formalisme générique des algorithmes eulidiensSoient deux entiers u et v. Une division eulidienne générique de u par v s'érit sous la forme
u = vq + ε2kr, (1.1)où le triplet d(u, v) = (q, ε, k) ave ε = ±1 et k ∈ N est le quotient, ou hi�re, de la division et

r le reste. Si on note M[d] la matrie
M[d] :=

(
0 1
ε2k q

)alors (1.1) s'érit également (
v
u

)
= M[d] ·

(
r
v

)
.Un algorithme eulidien est une suession de divisions et d'éhanges, qui se termine ave unreste nul (ou égal à un selon les as, mais il est toujours possible de se ramener à un reste nul).Si pour une entrée (u, v) l'algorithme onsidéré e�etue p divisions, on obtient une suite de laforme

u0 = u, u1 = v, u0 = u1q1 + ε12
k1u2, u1 = u2q2 + ε22

k2u3, . . . up−1 = upqp + 0 (1.2)et le dernier reste non nul est alors le pgd de u et v (éventuellement à une puissane de 2 près).Nous notons (ui) et (di) les suites de restes et de quotients engendrées par l'algorithme. Si onnote Ui et M[di] les veteurs et matries suivantes
Ui :=

(
ui+1

ui

)
, Mi := M[d1]M[d2] · · ·M[di],alors on obtient

Ui = M[di+1]Ui+1, U0 = MiUi,et en partiulier
U0 = Mi ·

(
0
up

)
.Si la matrie Mi est donnée par

Mi =

(
bi+1 ai+1

bi ai

)alors ai et bi sont les i-èmes ontinuants, notamment utiles pour approximer le rationnel v/u.On dé�nit de manière symétrique les onvergents si et ti en posant Mi = M[di+1] · · ·M[dp]. Lesonvergents sont alors les oe�ients de ette matrie.Chaun des algorithmes dérits dans les trois setions suivantes sera présenté sous e forma-lisme. Nous réapitulons dans la �gure (1.8) les aratéristiques des restes et quotients relatifs àhaque type de division.



10 Chapitre 1. Algorithmes Eulidiens1.2 Les algorithmes eulidiens sur les polyn�mesAvant d'introduire les algorithmes eulidiens sur les entiers, nous allons faire un rapide survolde la situation polynomiale. Étant donnés deux polyn�mes P0 et P1, ave deg (P0) > deg (P1),la division eulidienne de P0 par P1 est dé�nie par la relation
P0 = P1Q1 + P2, deg P2 < deg P1 ou P2 = 0.Cette division tend don à faire �disparaître� les termes de plus haut degré des deux polyn�mes,et se alule par soustrations et omparaisons entre les degrés des deux polyn�mes suessives.Considérons par exemple les deux polyn�mes suivants, dé�nis sur F2[X],

P0(X) = X5 +X4 +X2 + 1, P1(X) = X3 +X2 +X. (1.3)La division de P0(X) par P1(X) est donnée par
(X5 +X4 +X2 + 1) = (X3 +X2 +X) · (X2 + 1) + (X + 1).et a été obtenue en faisant les soustrations suivantes :

(X5 +X4 +X2 + 1) −X2 · (X3 +X2 +X) = X3 +X2 + 1,

(X3 +X2 + 1) − (X3 +X2 +X) = X + 1.Il apparaît lairement ii que le alul de la division eulidienne est guidé par les termes de plushaut degrés des deux polyn�mes, qui disparaissent au fur et à mesure que l'on itère les divisionsau ours de l'algorithme d'Eulide. On obtient don une suite de restes de degrés déroissants.Sur l'exemple hoisi, ette suite est donnée par :
(X5 +X4 +X2 + 1), (X3 +X2 +X), (X + 1), 1, 0,et don les deux polyn�mes sont premiers entre eux.Il existe une approhe symétrique, qui onsiste à faire disparaître les termes de bas degrés. Sion note ν(P ) l'indie du plus petit oe�ient non-nul du polyn�me P (ou de manière équivalentele plus grand exposant k tel que Xk divise P ), alors étant donnés ν(P0) < ν(P1) on peut dé�nirla division

P0 = P1Q1 + P2, ν(P1) < ν(P2) ou P2 = 0.Celle-i se alule de manière symétrique à la division usuelle, la division des polyn�mes dé�nisen (1.3) est
(X5 +X4 +X2 + 1) = (X3 +X2 +X) ·

(
1

X
+ 1

)
+ (X5 +X4 +X3 +X2).L'algorithme obtenu e�etue alors les divisions

(X5 +X4 +X2 + 1) = (X3 +X2 +X) ·
(

1

X
+ 1

)
+ (X5 +X4 +X3 +X2), (1.4)

(X3 +X2 +X) = (X5 +X4 +X3 +X2) · 1

X
+X4,

(X5 +X4 +X3 +X2) = X4 ·
(

1

X2
+

1

X
+ 1

)
+X5,

X4 = X5 · 1

X
+ 0,



1.3. Les algorithmes MSB 11dont on déduit pgd (P0, P1) = 1
X5X

5 = 1.On peut don dé�nir naturellement sur les polyn�mes deux divisions à priori di�érentes, uneguidée par les termes de plus haut degré, l'autre par les termes de plus bas degré. En réalité,es deux divisions onduisent à des algorithmes aux omportements probabilistes identiques. Ene�et, si on note P̄ le polyn�me miroir de P dé�ni par P̄ (X) = an + an−1X + · · · + a0X
n si

P (X) = a0 + a1X + · · · + anX
n, alors les miroirs des restes produits par l'algorithme d'Eulideusuel sur entrée (P0, P1) et les restes produits par le seond algorithme sur (P̄0, P̄1) sont lesmêmes, et inversement. Ainsi l'algorithme usuel appliqué aux polyn�mes

P̄0(X) = X5 +X3 +X + 1, P̄1(X) = X4 +X3 +X2e�etue les divisions
(X5 +X3 +X + 1) = (X4 +X3 +X2) · (X + 1) + (X3 +X2 +X + 1),

(X4 +X3 +X2) = (X3 +X2 +X + 1) ·X +X,

(X3 +X2 +X + 1) = X · (X2 +X + 1) + 1

X = 1 ·X + 0.On retrouve ainsi la suite des miroirs des restes de (1.4). Cette propriété repose en partiuliersur le oté non-arhimédien des normes dé�nies sur les polyn�mes, et don sur l'absene depropagation de retenue. La situation est bien sûr di�érente sur les entiers.1.3 Les algorithmes MSBCette setion est dédiée à la desription des algorithmes utilisant les bits de poids forts lors dualul de la division. Nous présentons tout d'abord l'algorithme d'Eulide, puis quelques une deses variantes, et �nalement les algorithmes α-eulidiens qui généralisent plusieurs des algorithmesde ette lasse.1.3.1 L'algorithme d'Eulide EL'algorithme d'Eulide E est basé sur la division eulidienne standard. Soient u et v deuxentiers positifs et u > v. Alors la division eulidienne de u par v est dé�nie par
u = vq + r, 0 ≤ r < v. (1.5)Le quotient d est réduit à un seul élément q, qui est bien sûr donné par

q =
⌊u
v

⌋où ⌊.⌋ désigne la partie entière. Ainsi, la division de 29 = 111012 par v = 12 = 11002 renvoie lereste 5 = 1012 :
111012 = 11002 × 102 + 1012.Il existe de nombreuses méthodes pour aluler ette division, allant de la plus élémentaire,la division �à la main�, aux plus sophistiquées utilisant la multipliation rapide de Karatsuba oula FFT. Mais quelle que soit la méthode utilisée, la division est essentiellement guidée par lesbits de poids forts des entiers, que l'on fait par la suite disparaître au fur et à mesure que l'on



12 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensEntrée : (u, v) ∈ N2, ave u ≥ v.Sortie : pgcd (u, v).
(u0, u1) := (u, v) ;
i := 0 ;Tant que ui+1 6= 0

qi+1 = d(ui, ui+1) ;
ui+2 := ui − ui+1qi+1 ;
i := i+ 1 ;Renvoyer ui.Fig. 1.1 � L'algorithme d'Eulide E .itère les divisions lors de l'exéution de l'algorithme d'Eulide.Par exemple, si on applique l'algorithme d'Eulide aux entiers 115 = 11100112 et 82 =

10100102 on obtient la suite de restes 115 = 1110011282 = 1010010233 = 100001216 = 1000021 = 120 = 02L'algorithme d'Eulide est souvent utilisé dans sa version étendue, qui non seulement alule lepgd des deux entiers mais également les oe�ients de Bezout e et f dé�nis par
eu+ fv = pgcd (u, v).Ces oe�ients sont obtenus par le alul de deux suites supplémentaires, (ei) et (fi), dé�niespar

(e0, f0) = (1, 0), (e1, f1) = (0, 1), . . . , (ei+1, fi+1) = (ei−1, fi−1) − qi(ei, fi), . . .e qui garantit que pour tout i :
eiu+ fiv = ui.Cette relation est notamment vraie pour i = p, et il su�t don de poser e = ep, f = fp pourobtenir les oe�ients de Bezout. L'algorithme d'Eulide étendu, EX , est présenté dans la �gure(1.2). Remarquons �nalement que les suites (ei) et (fi) sont étroitement liées aux ontinuants aiet bi. En e�et, on véri�e pour tout i :

|ei| = ai et |fi| = bi.1.3.2 Les algorithmes d'Eulide interrompusNous introduisons dès maintenant e que nous appelons l'algorithme d'Eulide interrompu deparamètre t, noté Et. Cet algorithme n'est rien d'autre que l'algorithme d'Eulide standard, dans



1.3. Les algorithmes MSB 13Entrée : (u, v) ∈ N2, ave u ≥ v.Sortie : pgcd (u, v) et oe�ients de Bezout
(e, f).
(u0, u1) := (u, v) ;
i := 0 ;
(e0, f0) := (1, 0) ;
(e1, f1) := (0, 1) ;Tant que ui+1 6= 0

qi+1 := d(ui, ui+1) ;
ui+2 := ui − ui+1qi+1 ;
(ei+2, fi+2) := (ei, fi) − qi+1(ei+1, fi+1) ;
i := i+ 1 ;Renvoyer ui et (e, f) := (ei, fi).Fig. 1.2 � L'algorithme d'Eulide étendu EX .lequel le test d'arrêt ui+1 = 0 est remplaé par ui ≤ ut (voir �gure (1.3)), t étant un paramètreréel ompris entre 0 et 1. Lorsque t = 0, on retrouve l'algorithme d'Eulide standard, et lorsque

t = 1, l'algorithme ne fait rien. Cet algorithme est intrinsèquement lié à la déroissane de lasuite des restes, e qui en fait un objet d'étude privilégié. Il intervient notamment de manièreentrale dans l'analyse de l'algorithme de Lehmer-Eulide du hapitre 6.Entrée : (u, v), ave u ≥ v, t ∈ [0, 1].Sortie : ui ave ui > ut ≥ ui+1

(u0, u1) := (u, v) ;
i := 0 ;Tant que ui > ut

qi+1 := d(ui, ui+1) ;
ui+2 := ui − ui+1qi+1 ;
i := i+ 1 ;Renvoyer ui.Fig. 1.3 � L'algorithme d'Eulide interrompu de paramètre t, Et.En�n nous noterons Eδ un autre algorithme interrompu, qui s'arrête à la ⌊δp⌋-ème itérationsi le nombre total d'itérations est p, δ étant un paramètre réel ompris entre 0 et 1. C'est biensûr un algorithme totalement arti�iel, mais son étude permet de mieux omprendre l'évolutiondes prinipales quantités engendrées par l'algorithme.1.3.3 Quelques variantes de l'algorithme d'EulideA partir de l'algorithme d'Eulide, il est possible de dé�nir d'autres algorithmes, en impo-sant des restritions sur le quotient, omme pour les algorithmes Pair et Impair, ou sur les restesomme pour les algorithmes Centré et Par-Exès.



14 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensOn peut ainsi imposer au quotient q d'être pair (respetivement impair), et obtenir la divisionPaire (resp. Impaire) dé�nie par
u = qv + εr, q pair (resp. impair), ε = ±1, 0 ≤ r < v.On alule le hi�re d = (q, ε) à partir de elui renvoyé par la division eulidienne standard enposant

d :=

{
(q, +1) si q est pair (resp. impair),
(q + 1, −1) sinon .Ainsi le quotient de la division Impaire de 29 par 12 est 3 :

29 = 12 × 3 − 7.En itérant les divisions on obtient les algorithmes I et P.De la même manière, les restritions peuvent porter sur la position du reste r par rapport audiviseur v. C'est le as des divisions dé�nissant les algorithmes Centré C et Par-Exès X .La division Centrée renvoie un reste ompris entre 0 et v/2 :
u = vq + εr, ε = ±1, 0 ≤ r <

v

2
,le hi�re d = (q, ε) étant alulé à partir de la division standard par

d :=

{
(q, +1) si 0 ≤ r < v

2 ,
(q + 1, −1) si v

2 ≤ r < v.Notons que dans e as q n'est rien d'autre que
q =

⌊u
v

⌉
,où ⌊x⌉ désigne l'entier le plus prohe de x. Cette division onduit à l'algorithme Centré C.L'algorithme Par-Exès X est basé sur la division

u = vq − r, 0 ≤ r < v.Le quotient q est maintenant donné par
q =

⌈u
v

⌉
,où ⌈x⌉ désigne le plus petit entier supérieur ou égal à x.1.3.4 Les algorithmes α-Eulidiens EαLes algorithmes α-eulidiens ont d'abord été introduits par Nakada [Nak81℄, ainsi que parMoussa, Cassa et Marmi [MCM99℄, sous forme de développement en fration ontinue. La mo-délisation sous forme d'algorithme eulidien a été faite dans [BDV02℄. Il existe deux types d'al-gorithmes α-eulidiens : les repliés, notés Êα et les non-repliés notés Ēα (nous notons Eα lorsqu'iln'est pas néessaire des di�érenier les deux types d'algorithmes). Nous ommençons par présen-ter les algorithmes non-repliés, qui peuvent être vu omme une généralisation de variantes des



1.3. Les algorithmes MSB 15algorithmes Par-Exès et Centré. Puis nous expliquons omment on replie un algorithme.Étant donnés deux entiers (éventuellement négatifs) u et v tels que v/u ∈ [−1/2, 1/2], onpeut dé�nir de manière alternative une division entrée par
u = ε(vq + r), −1

2
≤ r

v
<

1

2
,où ε est le signe de v/u. De même, étant donnés deux entiers u et v tels que v/u ∈ [−1, 0], onpeut dé�nir une division Par-Exès en posant

u = vq + r, −1 ≤ r

v
< 0.Ces divisions sont dé�nies par la position du rationnel r/v qui doit se trouver dans la fenêtre

[−1/2, 1/2[ ou [−1, 0[ (dans le as de l'algorithme d'Eulide la fenêtre onsidérée est [0, 1[). Ilest maintenant naturel de généraliser es divisions en imposant au reste de se situer dans unefenêtre [(α − 1), α[, où α est un paramètre réel ompris entre 0 et 1. Quand α vaut 1, 1/2 ou 0on retrouve don les divisions Standard, Centrée et Par-Exès telle que présentées i-dessus.Plus rigoureusement la division α-eulidienne non-repliée est de la forme
u = ε̄(vq̄ + r̄), α− 1 ≤ r̄

v
< α, ε̄ := signe de v

u
.Le quotient d̄ = (q̄, ε̄) se alule à partir de la paire (q, r) relative à la division eulidienne de |u|par |v| par

d̄ :=

{
(q, signe de v

u) si 0 ≤ r < αv,
(q + 1, signe de v

u) si αv ≤ u < v.
(1.6)Il est maintenant possible de �replier� l'intervalle [(α − 1), α[ en un intervalle [0, α+[, où α+ =

max(α, 1 − α), e qui onduit à la division repliée :
u = vq̂ + ε̂r̂, 0 ≤ r̂

v
< α+.Dans e as, les entiers onsidérés sont toujours positifs, et le quotient d̂ = (q̂, ε̂) est alulé àpartir de la paire (q, r) par :

d̂ :=

{
(q,+1) si 0 ≤ r < αv,
(q + 1,−1) si αv ≤ r < v.Les algorithmes obtenus Êα généralisent les versions lassiques des algorithmes Centré et Par-Exès.Les algorithmes repliés et non-repliés sont très similaires. Considérons les exéutions de esalgorithmes sur une entrée (u, v) véri�ant 0 ≤ v ≤ α+u :

ū0 = u, ū1 = v, u0 = ε̄1(ū1q̄1 + ū2), ū1 = ε̄2(ū2q̄2 + ū3), . . . , ūp−1 = ε̄p(ūpq̄p + 0),

û0 = u, û1 = v, û0 = û1q̂1 + ε̂1û2, û1 = û2q̂2 + ε̂2û3, . . . , ûp−1 = ûpq̂p + 0.



16 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensAlors les suites de hi�res et de restes sont liées par
ε̂0 = 1, ε̄1 = signe de u, q̄i = q̂i, et ε̂i =

i+1∏

j=2

ε̄j pour i ≥ 1.Remarquons de plus que dans les deux as, q est donné par
q =

⌊u
v

+ 1 − α
⌋
,et que le hi�re d = (q, ε) prend ses valeurs dans l'ensemble suivant :

{(q,−1) q ≥ r−(α)} ∪ {(q,+1), q ≥ r+(α)}ave
r+(α) =

⌊
1 +

1 − α2

α

⌋
, r−(α) =

⌊
2 +

α2

1 − α

⌋
.1.4 Les algorithmes LSBNous présentons maintenant l'algorithme LSB, noté L, introduit par Stehlé et Zimmermanndans [SZ04℄. De manière similaire à e qui a été fait sur les polyn�mes dans la setion 1.2, il estpossible de dé�nir sur les entiers une division symétrique à la division eulidienne standard. Ladémarhe sera dans la premier temps la même : on dé�nit la valuation 2-adique ν(u) d'un entier

u par
ν(u) := max

{
k, 2k|u

}
.La norme 2-adique |u|2 est ensuite donnée par

|u|2 := 2−ν(u),et dépend don des bits de poids faible des entiers. Nous herhons don à onstruire une divisionqui étant donnés deux entiers u et v véri�ant |u|2 > |v|2 génère un quotient q et un reste r desorte que
u = vq + r, q > 0 et |r|2 < |v|2. (1.7)Le alul de ette division est symétrique au alul de la division eulidienne standard. Cettedernière proède par déalages à gauhe et soustrations suessives, alors que la division LSBest omposée de déalages à droite et soustrations. L'étape de base de ette division est donl'opération

u := u− v · 2ν(u)−ν(v),qu'il su�t de réitérer jusqu'à obtenir |u|2 < |v|2. L'algorithme obtenu produit don le reste etle quotient satisfaisant (1.7). Notons que dans e as, le quotient q est un rationnel de la forme
q = a/2k, les entiers a et k étant donnés par

k := ν(v) − ν(u), a impair et 0 ≤ a < 2k+1.Ainsi les soustrations suessives e�etuées lors de la division de 29 = 111012 par 12 = 11002sont
111012 − 112 = 110102, 110102 − 1102 = 101002, 101002 − 11002 = 10002,



1.4. Les algorithmes LSB 17e qui se résume par
111012 = 11002 ×

12 + 102 + 1002

1002
+ 10002, i.e., 29 =

7

4
× 12 + 8.Certains problèmes peuvent ependant apparaître lorsqu'on itère es divisions. Remarquonstout d'abord qu'une telle division peut très bien générer un reste négatif, et que la division d'unentier positif par un entier négatif produit un reste éventuellement supérieur (en valeur absolue)aux deux entiers de départ. On peut de la sorte obtenir une suite in�nie de divisions. C'est leas si on pose u = −1 et v = 2 : la suite des restes est -1, 2, -4, 8, -16 et... Une manière d'évitere problème est de entrer le quotient q pour �nalement obtenir une division dé�nie par

u = vq + r, |q| < 1 et |r|2 <
1

2
|v|2, (1.8)le quotient obtenu étant alors de la forme

q =
a

2ν(v)−ν(u)
, k := ν(v) − ν(u), a impair et − 2k < a < 2k.La division entrée de 29 par 12 est alors

111012 = 11002 ×
−12

1002
+ 1000002, i.e., 29 =

−1

4
× 12 + 32.L'algorithme permettant de aluler le quotient de la division LSB est dérit dans la �gure 1.4,et l'algorithme LSB, noté L, est �nalement obtenu en itérant les divisions jusqu'à obtenir unreste nul. Entrée : (u, v) ∈ Z2, ave |u|2 ≥ |v|2.Sortie : q = d(u, v).

q := 0 ;Tant que |u|2 ≥ |v|2
u := u− v · 2ν(u)−ν(v) ;
q := q + 2ν(v)−ν(u)+1 ;Si q ≥ 2ν(v)−ν(u) alors q := q − 2ν(v)−ν(u)+1 ;

q := q/2ν(v)−ν(u) ;Renvoyer q.Fig. 1.4 � L'algorithme de division LSBRemarquons que la propriété de symétrie observée sur les polyn�mes n'est plus valable ii.Considérons l'algorithme L appliqué aux entiers 115 = 11100112 et 82 = 10100102. La suite derestes obtenue est 115 = 1110011282 = 10100102156 = 100111002160 = 101000002256 = 10000000020 = 02



18 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensEntrée : (u, v) ∈ Z2, ave |u|2 ≥ |v|2.Sortie : pgcd (u, v).
i := 0 ;Tant que ui+1 6= 0

qi+1 := d(ui, ui+1) ;
ui+2 := ui − ui+1qi+1 ;
i := i+ 1 ;Renvoyer ui · 2ν(v)−ν(u)−ν(ui).Fig. 1.5 � L'algorithme de pgd LSB LConsidérons maintenant l'algorithme d'Eulide appliqué aux miroirs de 115 et 82, 'est à dire

103 = 11001112 et 37 = 01001012 . La suite des restes est 103, 37, 29, 8, 5, 3, 2, 1, 0, qui neorrespond pas aux miroirs de la suite préédente.Le formalisme générique dérit dans la setion 1.1 ne s'applique plus exatement ii. En e�et,étant donnée une division LSB et le quotient assoié d = (a, k), la matrie orrespondant à ettedivision est
M[d] :=

1

2k

(
0 2k

2k a

)
. (1.9)En�n, remarquons qu'il n'est pas néessaire de onserver toutes les puissanes de 2 apparais-sant au ours de l'algorithme. A partir de la division

u = vq + r, |q| < 1 et |r|2 < 1

2
|v|2, (1.10)il est plus judiieux d'itérer le proessus ave la paire (v′, r′) = (v2−ν(v), r2−ν(v)) de sorte qu'auours d'une exéution de l'algorithme, haque division se fait sur une paire d'entiers (ui, ui+1)telle que ui est impair et ν(ui+1) > 0. On est dans e adre amené à onsidérer les matries N[d],

N[d] :=

(
0 2k

2k a

)
. (1.11)La suite de restes obtenues sur entrée (115, 82) est maintenant115 = 1110011241 = 101001239 = 10011125 = 10121 = 120 = 02Finalement, si g est le pgd de la paire (u, v), si d1 = (a1, k1), . . . , dp = (ap, kp) est la suite dehi�res engendrée par l'algorithme, si k =

∑p
i=1 ki et si on note Mp et Np les matries

Mp := M[d1] · · ·M[dp] et Np := N[d1] · · · N[dp]alors on véri�e
U0 =

(
v
u

)
=

1

2k
·Mp ·

(
0

2kg

)
= Np ·

(
0
g

)
. (1.12)



1.5. Les algorithmes Mixtes 191.5 Les algorithmes MixtesFinalement, il existe des algorithmes n'appartenant à auune des deux préédentes atégories,en e sens que les divisions sur lesquelles ils sont basés utilisent à la fois les bits les plus et lesmoins signi�atifs des entiers.1.5.1 Les algorithmes pseudo-eulidiensTout d'abord, il est possible de dé�nir à partir des algorithmes MSB des algorithmes Mixtes,en retirant par déalage les puissanes de deux apparaissant dans les restes. On obtient ainsi lafamille des algorithmes pseudo-eulidiens, dérite dans [Sha90, Val03℄. Par exemple, l'algorithmepseudo-Eulide Ẽ est basé sur la division
u = vq1 + 2kr2, 0 ≤ 2kr2 < v, et r2 impair.Le reste r2 de ette division se alule failement à partir du reste r de la division standard enposant k := ν(r). On peut de ette manière assoier à haque algorithme MSB un algorithmedont la division est initialement guidée par les bits de poids forts, mais qui utilise également lesbits de poids faibles. On assoie à haque algorithme MSB H un algorithme pseudo-eulidien H̃.On obtient don les algorithmes suivants : Ẽ , Ĩ, C̃, P̃ , X̃ , et Ẽα, basés sur des divisions qui d'unemanière générique s'érivent

u = qv + ε2kr.1.5.2 Les algorithmes Binaire, Plus-Moins et leurs généralisationsUne autre approhe pour onstruire es algorithmes Mixtes est de retirer les puissanes de 2non pas au reste d'une division MSB, mais au ours même du alul de ette division. On peuten e�et aluler le reste r de la division eulidienne standard en proédant par soustrationssuessives de la forme u := u − v et en posant �nalement r := u dès que u est stritementinférieur à v. On obtient ainsi e qui est appelé l'algorithme soustratif. La pseudo version deet algorithme onduit au prinipe de l'algorithme Binaire de Stein [Ste67℄, qui est don unesuession de soustrations et déalages du type
u :=

u− v

2koù k = ν(u− v). En imposant à u et v d'être impairs, on s'assure de plus que k est supérieur ouégal à 1, et on obtient l'algorithme Binaire, noté B.Ainsi, entre deux éhanges, l'algorithme Binaire e�etue les opérations
u1 =

u− v

2k1
, u2 =

u1 − v

2k2
, u3 =

u2 − v

2k3
, . . . , ur =

ur−1 − v

2kr
,et la division Binaire est �nalement dé�nie par

u = va+ 2kr (1.13)où a = 1 + 2k1 + 2k1+k2 + · · · + 2k1+···+kr−1 et k = k1 + · · · + kr. L'idée de base de l'algorithmeBinaire, qui est que la di�érene de deux entiers impairs est divisible par deux, se généralise trèsnaturellement. En onsidérant que soit la somme, soit la di�érene de es deux entiers est divisible



20 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensEntrée : (u, v) ∈ N2 impairs ave u ≥ v.Sortie : pgd (u, v)Tant que u 6= vTant que u > v
u := u− v ;
u := u/2ν(u) ;Éhanger u et v ;Renvoyer u.Fig. 1.6 � L'algorithme Binaire B.par 4, on obtient l'algorithme Plus-Moins PM de Brent et Kung [BK85℄, dont les opérations debase sont don de la forme :

u :=
u+ εv

2k
, ε = ±1,le signe de l'opération étant hoisi pour maximiser k. Cet algorithme est dérit dans la �gure(1.7), et entre deux éhanges les opérations sont maintenant du type

u1 =
u+ ε1v

2k1
, u2 =

u1 + ε2v

2k2
, u3 =

u2 + ε3v

2k3
, . . . , ur =

ur−1 + εrv

2kr
,e qui mène à

u = va+ 2kroù a = 1 − ε12
k1 − ε22

k1+k2 · · · − εr−12
k1+···+kr−1 , εi = ±1 et k = k1 + · · · + kr.Entrée : (u, v) ∈ N2 impairs ave u ≥ v.Sortie : pgd (u, v)Tant que u 6= vTant que u > vSi 4|u− vAlors u := u− v ;Sinon u := u+ v ;

u := u/2ν(u) ;Éhanger u et v ;Renvoyer uFig. 1.7 � L'algorithme Plus-Moins PM.On peut poursuivre la généralisation de l'algorithme Binaire jusqu'à obtenir des algorithmesplus sophistiqués, tels eux de Sorenson [Sor94℄, Weber [Web95℄ ou Jebelean [Jeb93b℄ (Sorensona dérit un premier algorithme, amélioré par la suite indépendamment par Weber et Jebelean).Nous présentons brièvement ii les prinipes qui sous-tendent tous es algorithmes. L'idée estmaintenant de onsidérer des divisions de la forme
xu+ yv

2k
= r, (1.14)



1.6. Étude probabiliste des algorithmes Eulidiens 21Algorithme Entrée Division Quotient ResteEulide E 0 ≤ v < u u = vq + r q ∈ N, q ≥ 1 0 ≤ r < vPair I 0 ≤ v < u u = vq + r q ∈ N, q ≥ 2 pair 0 ≤ r < vPair I 0 ≤ v < u u = vq + r q ∈ N, q ≥ 1 impair 0 ≤ r < vCentré C 0 ≤ v < u/2 u = vq + εr
(q, ε) ∈ Z × {±1}
(q, ε) ≥ (2,+1)

0 ≤ r < v/2Par-Exès X 0 ≤ v < u u = vq − r q ∈ N, q ≥ 2 0 ≤ r < v

α-eulidien Eα (1 − α)u ≤ v < αu u = vq + εr
{(q,−1) q ≥ r−(α)}

∪{(q,+1), q ≥ r+(α)} (α− 1) ≤ r
u < αLSB L |v|2 < |u|2 u = vq + r

q = a
2k , k ≥ 1,

|a| < 2k |r|2 < |v|2Binaire B v, u impairs,
v < u

u :=
u− v

2k
k ≥ 1 0 ≤ r < vPlus-Moins PM v, u impairs,

v < u
u :=

u± v

2k
k ≥ 2 0 ≤ r < vFig. 1.8 � Les di�érents algorithmes eulidiens.en hoisissant x et y de manière à s'assurer que k est supérieur à une valeur k0 �xée à l'avane.Ainsi, en posant x = 1, y = −1 on a k0 = 1 et on retrouve l'algorithme Binaire. De même, ave

x = 1 et y = ±1 on obtient l'algorithme Plus-Moins. D'une manière générale, le alul de x et yse fait de la manière suivante : soit c donné par
c = (uv−1) mod 2k0 .Appliquons l'algorithme d'Eulide étendu à c et 2k. On obtient une suite de restes xi et deoe�ients ei, di, tous reliés par
eic+ di2

k0 = xi.Le hoix de c implique �nalement pour tout i
eiu− xiv = 0 mod 2k0 .On peut ainsi hoisir d'arrêter l'algorithme d'Eulide étendu à tout moment en posant y = aiet x = xi. Un hoix judiieux est ii d'utiliser l'algorithme interrompu de paramètre 1/2, e quiimplique, omme nous le montrerons par la suite que les oe�ients y et x sont de mêmes tailles,e qui minimise le oût des multipliations de (1.14).1.6 Étude probabiliste des algorithmes EulidiensL'étude des algorithmes eulidiens est un vieux domaine, bien antérieur à l'apparition de l'in-formatique. Ainsi, la première analyse dans le pire des as de l'algorithme d'Eulide remonte au18ème sièle ave Lamé, qui a exhibé le lien entre e pire des as et la suite de Fibonai. D'unemanière générale, sur l'ensemble des entrées de taille binaire inférieure ou égale à N , le nombremaximum d'itérations des algorithmes eulidiens est O(N) et la omplexité en bits O(N2). Ob-tenir un résultat plus préis sur le pire des as n'est pas toujours faile. Si pour l'algorithmed'Eulide il est lié à la quantité 1+

√
5

2 , Stehlé et Zimmermann ont montré que pour l'algorithme



22 Chapitre 1. Algorithmes Eulidiens
L il était lié à √

17−1
2 . Pour l'algorithme Binaire, e pire des as est donné par les paires (2N −1, 1)alors que pour l'algorithme Plus-Moins il n'a toujours pas été déterminé.Une étude plus instrutive est elle du omportement probabiliste de es algorithmes. Celle-i apporte en e�et plus d'informations sur le omportement réel des algorithmes, tel qu'observépar expérimentations pratiques. De nombreux paramètres d'intérêt peuvent ainsi être étudiés,allant du nombre d'itérations à la omplexité en bits en passant par la longueur moyenne desquotients, des restes ou des ontinuants. Nous ommençons par dérire le adre probabiliste danslequel nous étudions les di�érents paramètres, puis dé�nissons eux-i. Nous détaillons ensuiteles prinipaux résultats obtenus dans e domaine, en partiulier eux obtenus par les méthodesd'analyse dynamiques qui s'expriment tous selon un formalisme uni�é. En�n, nous énonçons lesrésultats prouvés par la suite dans e mémoire.1.6.1 Modèle probabilisteLa première notion à �xer pour dérire notre modèle est elle de taille des entrées de l'al-gorithme étudié. D'une manière générale, étant donnée une entrée (u, v) d'un algorithme, nousdistinguerons sa taille, notée ℓ(u, v), de sa norme, notée ||(u, v)|| . Plus préisément, la taille dela paire (u, v) est la longueur binaire de la norme, 'est-à-dire

ℓ(u, v) = ℓ2(||(u, v)||), (1.15)où ℓ2 désigne la longueur binaire d'un entier,
ℓ2(u) = ⌊log2 u⌋ + 1.La norme de la paire est dé�nie en fontion du ontexte, ou de l'algorithme étudié. Pour lesalgorithmes MSB ou Mixtes, on sait, étant donnée une entrée (u, v), que l'inégalité |u| > |v| estvéri�ée. On hoisit don ||(u, v)|| = |u| et la taille ℓ(u, v) orrespond don à l'espae mémoireoupé par le plus grand des entiers. La situation est di�érente pour l'algorithme LSB, puisque vpeut être arbitrairement plus grand que u. Nous hoisissons dans e ontexte la norme eulidienne,et posons don

||(u, v)|| :=

{ |u| pour les algorithmes MSB et Mixtes,
(u2 + v2)

1
2 pour l'algorithme LSB. (1.16)En�n, toujours dans le adre de l'étude de l'algorithme LSB, nous serons également amenés àonsidérer une norme plus exotique. Si pour une entrée (u, v) l'algorithme LSB fait k déalages,nous poserons

||(u, v)|| = 2k. (1.17)D'une manière générale, la norme assoiée à l'algorithme LSB est la norme eulidienne, nouspréiserons expliitement lorsque nous utiliserons la norme dé�nie en (1.17).Étant donné un algorithme eulidien, nous lui assoions l'ensemble Ω̃ de ses entrées valides,
Ω̃ := {(u, v), (u, v) est une entrée valide de l'algorithme} , (1.18)



1.6. Étude probabiliste des algorithmes Eulidiens 23et ensemble étant dé�ni omme plus petit ensemble stable par l'opération de division assoiéeà l'algorithme. Ainsi, l'ensemble des entrées valides de l'algorithme d'Eulide est
Ω̃ := {(u, v), 0 < v ≤ u} ,elui des algorithmes Binaires et Plus-Moins est

Ω̃ = {(u, v), 0 < v ≤ u, u, v impairs} ,et en�n l'ensemble des entrées valides de l'algorithme LSB est
Ω̃ := {(u, v), 0 ≤ ν(u) < ν(v)} .Si ℓ désigne la taille assoiée à un algorithme, nous étudierons le omportement des oûtsdérits préédemment sur les sous-ensembles de Ω suivant :

Ω̃N :=
{
(u, v) ∈ Ω̃, ℓ(u, v) = N

} et Ω̃+
N :=

{
(u, v) ∈ Ω̃, ℓ(u, v) ≤ N

}
.En�n, nous serons également amenés à travailler sur les ensembles

Ω :=
{
(u, v) ∈ Ω̃,pgcd (u, v) = 1

}
, ΩN :=

{
(u, v) ∈ Ω̃N ,pgcd (u, v) = 1

}
,et Ω+

N :=
{
(u, v) ∈ Ω̃+

N ,pgcd (u, v) = 1
}
.Nous verrons par la suite qu'étudier le omportement des algorithmes sur les ensembles Ω et Ω̃onduit aux mêmes résultats. L'analyse est ependant plus aisée sur Ω, 'est pourquoi nous intro-duisons et ensemble (même si à première vue il peut sembler étrange d'étudier des algorithmesde alul de pgd sur des ensembles d'entrées premières entre elles).Nous pouvons maintenant dé�nir sur es ensembles des probabilités et des espéranes. Ainsi,sur l'ensemble ΩN , elles sont dé�nies par

PN [(u, v) ∈ B] :=
|ΩN ∩B|
|ΩN | ,et

EN [X] :=

∑
(u,v)∈ΩN

X(u, v)

|ΩN | ,si X est une variable aléatoire dé�nie sur Ω. On obtient de la même manière les probabilités P+
N ,

P̃N , P̃+
N et les espéranes E+

N , ẼN , Ẽ+
N .1.6.2 Paramètres d'intérêtLes di�érents paramètres étudiés sont de trois types, selon les grandeurs qu'ils font intervenir.En e�et, l'exéution d'un algorithme eulidien génère deux sortes d'observables : elles liées auxquotients et elles liées aux restes, ontinuants ou onvergents. Les paramètres étudiés sont soitliés à une de es deux familles d'observables, soit aux deux.



24 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensCoûts additifs dé�nis sur les quotientsLa prinipale variable aléatoire liée aux quotients est elle qui permet d'exprimer le nombred'itérations. Si on pose i(d) = 1, on dé�nit la variable I par
I(u, v) :=

p∑

i=1

i(di) = p.Nous sommes également intéressés par les tailles ℓ(d) des quotients suessifs. On dé�nit la taille
ℓ(d) d'un quotient d de di�érentes manières, selon la nature même de e quotient. Ainsi, pourl'algorithme d'Eulide, pour lequel on a d = (q), alors ℓ(d) = ℓ2(q). Si d est une paire (q, ε), alors
ℓ(d) = ℓ2(q) + 1, si 'est une paire (a, k) alors ℓ(d) = ℓ2(a) + k. Finalement la taille d'un triplet
(q, ε, k) (algorithmes pseudo-eulidiens) est ℓ2(q) + 1 + k.D'une manière plus générale, nous onsidérons par la suite toute une famille de oûts liésaux hi�res, les oûts à roissane modérée. Nous donnerons une dé�nition préise des oûtsà roissane modérée dans le hapitre 5, mais d'une manière générale un oût est à roissanemodérée si il est de la forme O(ℓ). Cette famille de oûts reouvre en partiulier de nombreuxparamètres. Outre eux présentés i-dessus, on peut par exemple iter le oût c = 1d qui permetd'exprimer le nombre d'ourrenes d'un hi�re d donné.A partir d'un tel oût c, on dé�nit la variable aléatoire C par

C(u, v) :=

p∑

i=1

c(di).Les di�érentes variables relatives aux algorithmes interrompus sont généralement indiéespar un t, désignant le paramètre d'interruption de l'algorithme. Ainsi, It(u, v) est le nombred'itérations de l'algorithme interrompu de paramètre t, et étant donné un oût c, la variable deoût total Ct est donnée par
Ct(u, v) :=

It(u,v)∑

i=1

c(di).Coûts dé�nis sur les restes et ontinuantsLes oûts dé�nis à partir des suites des restes et des ontinuants apparaissent sous diversesformes dans nos analyses. Elles interviennent dans la omplexité en bits (cf paragraphe suivant)mais aussi dans l'étude de la variable It du nombre d'itérations de l'algorithme interrompu Et.En e�et, remarquons que les évènements [It > δp] et [It ≤ δp] où δ ∈ [0, 1] véri�ent
[It > δp] = [It > ⌊δp⌋] =

[
u⌊δp⌋
ut

0

> 1

]
,

[It ≤ δp] = [It ≤ ⌊δp⌋] =

[
u⌊δp⌋
ut

0

≤ 1

]
,par dé�nition de l'algorithme. En appliquant l'inégalité de Markov, on obtient

Pn[It > δp] ≤ En

[(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ]
, pour tout γ > 0,
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Pn[It ≤ δp] ≤ En

[(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ]
, pour tout γ < 0,et on est don amené à étudier la variable aléatoire

Mt,δ,γ(u, v) =

(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ

. (1.19)En�n, ave l'algorithme interrompu Eδ nous étudions l'évolution des positions des rationnelsformés par deux restes suessifs. Plus préisément, nous étudions les rationnels apparaissant àune fration du nombre total d'itérations. Si on note xδ(u, v) le rationnel
xδ(u, v) :=

u⌊δp⌋+1

u⌊δp⌋
,et si B est un intervalle inlus dans [0, 1], on étudie don le oût Uδ,B(u, v) dé�ni par

Uδ,B(u, v) := 1B(xδ(u, v)). (1.20)Complexité en bitsFinalement, les oûts relatifs à la omplexité en bits sont liés aux quotients et ainsi qu'auxrestes. Ainsi, l'i-ème itération d'un algorithme a un oût en bit de la forme ℓ(di) × ℓ(ui)
1, leoût supplémentaire dû au alul d'un ontinuant étant ℓ(di) × ℓ(ai). Les variables aléatoiresorrespondantes sont don

B(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ui) et X(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ai) (1.21)La variable BX de la omplexité en bits d'un algorithme étendu est donnée par
BX(u, v) = B(u, v) + 2X(u, v).Lorsque la division néessite des opérations omme des soustrations éventuelles (omme dansle alul des quotients des algorithmes α-eulidiens (1.6)) nous en tenons ompte en modi�antlégèrement la notion de taille des quotients.En�n, les oûts assoiés à la omplexité en bits de l'algorithme d'Eulide interrompu deparamètre t, Et sont donnés par

Bt(u, v) :=

It(u,v)∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ui), Xt(u, v) :=

It(u,v)∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ai), (1.22)et BXt(u, v) = Bt(u, v) + 2Xt(u, v),où It(u, v) est toujours le nombre d'itérations e�etué par l'algorithme. L'étude de es oûts sefera à l'aide de l'autre algorithme interrompu, Eδ, qui s'arrête à la ⌊δp⌋-ème itération. Les oûtsrelatifs à et algorithme sont notés Bδ, Xδ et BXδ, et sont don donnés par
Bδ(u, v) :=

⌊δI(u,v)⌋∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ui), Xδ(u, v) :=

⌊δI(u,v)⌋∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ai), (1.23)1Les oûts que nous attribuons à une division sont eux d'une division naïve. Les algorithmes de division plussophistiqués, utilisant la multipliation de Karatsuba par exemple, ont un oût en bits très di�érent...



26 Chapitre 1. Algorithmes Eulidienset BXδ(u, v) = Bδ(u, v) + 2Xδ(u, v).Remarquons en�n que nous serons amenés à étudier d'autres oûts en vue de la omplexitéen bits. Plus exatement, les oûts B et X sont relativement �di�iles� à générer, et nous tra-vaillerons sur des approximations, dont nous montrerons qu'elles sont su�santes pour �nalementobtenir la omplexité en bits moyenne (la situation est di�érente pour une analyse en distribu-tion). Ces approximations sont les oûts B̂ et X̂, dé�nis par
B̂(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × log2(ui) (1.24)
X̂(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × log2

(
ai + ai−1

ui

ui−1

)
. (1.25)Remarquons dès maintenant que es approximations sont �relativement� bonnes, puisqu'on véri�etoujours l'inégalité

|log2(ui) − ℓ(ui)| ≤ 1. (1.26)Dans ertains as, on a également e type d'inégalité pour le oût dé�ni en (1.25) (voir hapitre 5).Remarquons également que pour l'étude de l'algorithme LSB, nous utiliserons une autreapproximations, toujours notée B̂, dé�nie par
B̂(u, v) :=

1

2

p∑

i=1

ℓ(di) × log2(u
2
i + u2

i+1). (1.27)Cette approximation est naturelle si on onsidère la taille utilisée pour l'étude de et algorithme(voir (1.16)). Elle est su�sante pour notre analyse puisqu'on véri�e
B̂ −B = O(Q) (1.28)où Q est

Q(u, v) =

p∑

i=1

ℓ(di).En�n, tous es oûts sont également dé�nis pour les algorithmes interrompus. Dans e as,on obtient les oûts B̂t, X̂t, B̂Xt, B̂δ, X̂δ et �nalement B̂Xδ.1.7 Résultats onnus sur les algorithmes eulidiensLes premiers travaux dans e domaine remontent à 1969 quand Heilbronn [Hei69℄ et Dixon[Dix70℄ ont indépendamment étudié le nombre moyen d'itérations de l'algorithme d'Eulide.Par la suite, e paramètre a également été étudié pour d'autres algorithmes par Knuth et Yao[YK75℄ pour l'algorithme Soustratif, Rieger [Rie78℄ pour l'algorithme Centré, Vardi [Var℄ pourl'algorithme pseudo-Eulide, et Brent [Bre76℄ qui a sous ertaines hypothèses montré que lenombre moyen d'itérations de l'algorithme Binaire sur l'ensemble des entrées de taille inférieuresou égales à N était asymptotiquement linéaire en N . Finalement, Hensley [Hen94℄ a, en 1994,e�etué la première analyse en distribution du nombre d'itérations de l'algorithme d'Eulide.Toutes es analyses reposent sur des tehniques diverses, de natures purement ombinatoiresou probabilistes. A partir du milieu des années 1990 s'est développée autour de Brigitte Vallée
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I(u, v) :=

p∑

i=0

1 Nombre d'itérations
C(u, v) :=

p∑

i=1

c(di)
Coût additifdé�ni sur les quotients

Mt,δ,γ(u, v) =

(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ Nombre d'itérationsde l'algorithme interrompu
Uδ,B(u, v) := 1B(xδ(u, v))

Évolution de ladistribution des restes
B(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ui) Complexité en bits
X(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ai)
Complexité en bits :alul d'un oe�ient de Bezout

Bt,Xt, Bδ,Xδ
Complexité en bits :algorithmes interrompus

B̂, B̂t, B̂δ, X̂, X̂t, X̂δ
Complexité en bits :oûts approximantsFig. 1.9 � Les prinipaux oûts étudiésune méthode générique d'analyse d'algorithmes eulidiens, l'analyse dynamique, en partie baséesur la modélisation en système dynamique des algorithmes. Cette approhe permet d'exprimerle omportement de nombreux paramètres en fontion de ertaines aratéristiques du systèmesous-jaent à l'algorithme étudié, et ainsi permet d'énoner de manière uni�ée les di�érents ré-sultats. D'une manière générale, les résultats obtenus s'expriment en fontion de l'entropie dusystème, et de la valeur moyenne (moyenne au sens du système dynamique) du paramètre onsi-déré, es deux grandeurs étant expliites dès que l'est la densité invariante du système dynamique.Ce paragraphe est onsaré aux résultats onnus avant la thèse. Nous en distinguons ii troistypes. Le premier traite du omportement moyen des oûts à roissane modérée, parmi lesquelsle oût orrespondant au nombre d'itérations. Le seond traite du omportement moyen de laomplexité en bits, et le dernier type de résultats onerne le omportement en distribution desoûts à roissane modérée. Cette distintion respete l'ordre hronologique puisque l'essentieldes résultats du premier type a été obtenu entre 1998 et 2000 par Brigitte Vallée [Val98a, Val03℄,les premiers résultats sur la omplexité en bits datent des travaux de Akhavi et Vallée en 2000[AV00, Val00℄ et en�n les premières analyses en distribution remontent à l'artile de Baladi-Valléeen 2004 [BV04℄. Nous présentons tous es résultats de manière �informelle�, l'énoné préis desdi�érents théorèmes se trouvant dans le hapitre 5.Coûts additifsL'étude des oûts à roissane modérée a permis dans un premier temps de lassi�er lesdi�érents algorithmes, en fontion de leur e�aité. Ainsi, les algorithmes présentés ii peuventêtre séparés en deux atégories, les algorithmes rapides et les algorithmes lents. Les algorithmesde la première famille, qui ontient les algorithmes E , I, C, Ẽ , C̃, e�etuent un nombre moyen



28 Chapitre 1. Algorithmes Eulidiensd'itérations linéaire en la taille des entrées. Cette linéarité s'étend à tous les oûts à roissanemodérée. Plus préisément, si c est un tel oût, C la variable aléatoire assoiée, alors le nombremoyen d'itérations d'un algorithme rapide H sur l'ensemble ΩN (ou Ω̃N ) de ses entrées validesde taille N est asymptotiquement de la forme
EN [C] ∼ AH · µH(c) ·N ∼ ẼN [C],où les onstantes AH et µH sont intrinsèquement reliées au système dynamique sous-jaent àl'algorithme. La première onstante s'exprime en fontion de l'entropie du système h(H) via larelation

AH :=
2 log 2

h(H)
. (1.29)La seonde est la valeur moyenne du oût c, ette moyenne devant être prise au sens du systèmedynamique. Lorsque la densité invariante du système dynamique est onnue, on peut expliiter lesonstantes AH , h(H) et µH(c). Par exemple, les entropies des systèmes relatifs aux algorithmesd'Eulide, d'Eulide Centré et d'Eulide Impaire sont données par

h(E) =
π2

6 log 2
, h(C) =

π2

6 log φ
, h(I) =

π2

9 log φ
,où φ est le nombre d'or φ = (

√
5 + 1)/2. On peut diretement en déduire que le nombre moyend'itérations de es algorithmes est

EN [I] ∼





12 log2 2

π2
·N ∼ 0.58 ·N pour l'algorithme d'Eulide,

12 log 2 log φ

π2
·N ∼ 0.41 ·N pour l'algorithme Centré,

18 log 2 log φ

π2
·N ∼ 0.61 ·N pour l'algorithme Impair.On peut déjà onlure que l'algorithme Centré e�etue en moyenne moins d'itérations que lesdeux autres.Les algorithmes lents, dont font partie les algorithmes X , P et X̃ n'ont plus un omportementlinéaire, mais quadratique. En e�et, siH est un algorithme de ette lasse, alors l'espérane EN [C]d'une variable aléatoire C relative à un oût à roissane modérée est

EN [C] ∼ BH · µH(c) ·N2,où ii aussi la onstante µH(c) est la même que préédemment, mais la onstante BH dé-pend maintenant de la fontion ζH(s) assoiée aux entrées valides de l'algorithme, ζH(s) =∑
(u,v)∈Ω ℓ(u, v)

−s, par
BH :=

log2 2

ζH(2)
.

Complexité en bitsNous verrons par la suite que ette dihotomie s'observe également sur les systèmes dyna-miques sous-jaents aux algorithmes des deux lasses, et qu'ainsi l'analyse dynamique fournit



1.8. Résultats de la thèse 29une expliation intuitive des di�érenes de omportement entre es familles d'algorithmes. Ellepermet également d'étendre la dihotomie à une famille plus large et peut-être plus signi�a-tive de oûts, les oûts liés à la omplexité en bits. Ainsi, la omplexité en bits moyenne desalgorithmes rapides est asymptotiquement quadratique en N
EN [B] ∼ AH

2
· µH(ℓ) ·N2, (1.30)où AH est la même onstante que préédemment et µH(ℓ) est la valeur moyenne (toujours ausens du système dynamique) de la longueur des quotients. On dispose pour e oût partiulierd'expressions préises, puisque par exemple la onstante µE(ℓ) relative à l'algorithme d'Eulideest

µE(ℓ) = 1 +
1

log 2
log

∞∏

k=0

(1 +
1

2k
).La omplexité en bits moyenne des algorithmes lents est asymptotiquement ubique,

E[B] ∼ Θ(N3).Analyse en distributionEn�n, le développement réent de l'analyse dynamique en distribution a permis d'a�ner esrésultats, puisqu'on peut montrer le omportement Gaussien des oûts à roissane modéréepour les algorithmes rapides. Plus préisément, si H est un de es algorithmes, c un oût àroissane modérée et C le oût total assoié, alors Baladi et Vallée ont montré un ThéorèmeCentral Limite : pour tout N et pour tout Y ∈ R,
PN

[
(u, v) | C(u, v) −AHµH(c)N

δH(c)
√
N

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−x2/2 dx+O

(
1√
N

)
.Les onstantes AH et µH(c) sont les mêmes que préédemment, et la onstante δH > 0 est liée àla variane. Il existe en e�et κ < 1 et des onstantes a, b tels que la moyenne et la variane sontdonnées par

EN [C] = AH · µH(c) ·N + a+O(κn),

VarN [C] = δ2H(c) ·N + b+O(κN ) .Remarquons de plus qu'il est possible d'obtenir un théorème loal limite pour les algorithmes dela lasse A lorsque le oût onsidéré appartient à une famille que nous ne préiserons pas. En�n,es résultats en distributions s'obtiennent également pour des quantités plus préises. Lhote a ene�et montré réemment [Lho05℄ le omportement asymptotiquement Gaussien de la omplexitéen bits des algorithmes rapides étendus.1.8 Résultats de la thèseNous avons étudié dans e mémoire à un représentant de haque lasse d'algorithme.



30 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensAlgorithmes α-eulidiensComme nous venons de le voir, le omportement des algorithmes MSB est maintenant bienonnu et ompris. Cependant, la dihotomie observée dans le premier théorème nous amène ànous poser quelques questions sur les algorithmes α-eulidiens. En e�et, pour deux valeurs duparamètre α, 1 et 1/2, l'algorithme appartient à la lasse des algorithmes rapides, alors que pour
α = 0, l'algorithme orrespondant (l'algorithme Par-Exès) appartient à la lasse des algorithmeslents. Qu'en est-il pour d'autres valeurs de α ? Pour quelle valeur du paramètre l'algorithme est-ille plus rapide ? Nous avons, en ollaboration ave Brigitte Vallée et Jérémie Bourdon, réponduà la première de es questions : il apparaît que pour toutes les valeurs de α di�érentes de 0,l'algorithme orrespondant appartient à la lasse des algorithmes rapides. Nous avons en e�etobtenu un résultat analogue au premier résultat du paragraphe préédent, qui le généralise. Étantdonné α ∈]0, 1], un oût c à roissane modérée et la variable C orrespondante, alors l'espéranede ette dernière sur les ensembles ΩN ou Ω̃N est asymptotiquement linéaire,

EN [C] ∼ 2 log 2

h(α)
µα(c) ·N := Aαµα(c) ·N.De la même manière que pour les autres algorithmes, les onstantes Aα et µα(c) dépendent dusystème dynamique assoié à l'algorithme, puisqu'on véri�e

Aα :=
2 log 2

h(α)
,

h(α) étant l'entropie du système dynamique, et que µα(c) est toujours la valeur moyenne duoût c. Les algorithmes α-eulidiens appartiennent don à la lasse des algorithmes rapides, equi est on�rmé par le omportement de la omplexité en bits dont la valeur moyenne satisfaitasymptotiquement
EN [B] ∼ log2 2

h(α)
· µα(ℓ) ·N2 =

Aα

2
· µα(ℓ) ·N2,

µα(ℓ) étant enore une fois la valeur moyenne de la taille des quotients.Les valeurs exates des onstantes h(α) et µα(ℓ) sont onnues quand α appartient aux intervalles
[
√

2−1, φ−1] et [φ−1, 1] et ne le sont pas sinon, puisqu'on ne onnaît pas la densité invariante dusystème dynamique orrespondant. On observe un omportement surprenant de es onstantessur es intervalles. L'entropie, par exemple, est onstante sur le premier d'entre eux,
h(α) =





π2

6 log φ
, pour α ∈ [

√
2 − 1, φ − 1] ,

π2

6 log(α+ 1)
, pour α ∈ [φ− 1, 1] . (1.31)Cette partiularité s'étend au paramètre µα(ℓ). Notons qu'une division α-eulidienne n'a pasnéessairement le même oût qu'une division eulidienne standard. En partiulier, il faut te-nir ompte d'une éventuelle soustration supplémentaire dans le alul du reste. On adapte alorsl'analyse en modi�ant la taille du quotient, et don le paramètre µα(ℓ). Nous donnerons quelquesvaleurs de es di�érents paramètres dans le hapitre 5.



1.8. Résultats de la thèse 31Algorithmes d'Eulide interrompusUne autre approhe pour avoir une meilleure ompréhension des algorithmes eulidiens onsisteà étudier l'évolution des prinipaux paramètres au ours de l'exéution de l'algorithme. Cei sefait par l'étude des algorithmes interrompus. En ollaboration ave Brigitte Vallée, nous avonsanalysé les algorithmes Et et Eδ, présentés dans le paragraphe 1.3.2 de e mémoire, et avons étu-dié le omportement moyen du nombre d'itérations et de la omplexité en bits. Cette étude meten évidene la déroissane linéaire des tailles des restes aux ours de l'exéution de l'algorithmed'Eulide, puisque le nombre moyen d'itérations EN [It] de l'algorithme d'Eulide interrompu deparamètre t sur les ensembles ΩN et Ω̃N est asymptotiquement
ẼN [It] ∼ EN [It] ∼ (1 − t) EN [I].Cette relation signi�e don qu'à une fration t du nombre d'itérations, la taille des restes auradiminué d'autant. Plus préisément, nous avons démontré la relation suivante entre les deuxvariables I et It : pour tout ε > 0, il existe K < 1 tel que quand N tend vers l'in�ni,

PN

[ ∣∣∣∣
It
I
− (1 − t)

∣∣∣∣ > ε

]
= O(KN ).Ce résultat sur le nombre d'itérations s'aompagne de résultats plus préis sur la omplexitéen bits de l'algorithme interrompu, Bt et de sa version standard BXt. Ces résultats expliitentpréisément les omportements des prinipales variables � restes, quotients et ontinuants � auours de l'algorithme. Les variables Bt, Xt et BXt sont asymptotiquement reliées à B, X et BXpar

(i) En[Bt] ∼ (1 − t2) En[B]
(ii) En[Xt] ∼ (1 − t)2 En[X]
(iii) En[BXt] ∼ 1

3(1 − t)(3 − t) En[BX].En�n, nous avons étudié l'évolution de la répartition des rationnels formés par deux restesonséutifs ui+1/ui dans l'intervalle [0, 1] au ours de l'algorithme, et don au oût Uδ,B dérit plushaut dans e hapitre (1.20). Nous avons ainsi montré que les trajetoires de es rationnels suiventles mêmes lois que les trajetoires réelles du système dynamique orrespondant à l'algorithmed'Eulide : si δ est un paramètre réel ompris entre 0 et 1, si on note xδ le rationnel u⌊δp⌋+1/u⌊δp⌋obtenu à la fration ⌊δp⌋ du nombre p d'itérations, alors pour tout intervalle B ⊂ [0, 1],
lim

N→∞
PN [xδ ∈ B] =

∫

B
ψ(t)dt.Ii, ψ n'est rien d'autre que la densité invariante du système dynamique sous-jaent à l'algorithmed'Eulide,

ψ(x) =
1

log 2

1

1 + x
.Notons que Brigitte Vallée a par la suite obtenu des résultats plus préis sur les algorithmesinterrompus. Elle a notamment étudié la taille des ontinuants, pour laquelle elle a montré unthéorème Central Limite, et e pour tous les algorithmes de la lasse A.



32 Chapitre 1. Algorithmes EulidiensAlgorithme LSBUn autre axe de reherhe a onerné l'étude de l'algorithme LSB, L pour lequel il n'existaitjusqu'à présent auune analyse. Nous avons en ollaboration ave Véronique Maume-Deshampset Brigitte Vallée expliité le nombre moyen d'itérations de et algorithme. De par son utili-sation �exlusive� de la valuation 2-adique, et algorithme est un peu �à part� dans la familledes algorithmes eulidiens. Cette spéi�ité se retrouve dans son omportement : les onstantesimpliquées ne sont plus de la même nature. En e�et, le nombre moyen d'itérations de et algo-rithme sur les ensembles ΩN , Ω̃N de ses entrées de taille N (remarquons que la taille utilisée iiest di�érente des préédentes, voir 1.16) est asymptotiquement
EN [I] ∼ 1

2 − γ0
·N := AL ·N, (1.32)où γ0 est maintenant un exposant de Lyapunov (ii relatif à un produit des matries aléatoires)qui vaut environ 0.0497 [Fla℄. Ce résultat sera publié sous le titre The Lyapunov Tortoise and theDyadi Hare : e titre mérite quelques expliations. Considérons une exéution de l'algorithme

L, dans laquelle les zéros à droite des entiers sont onservés, omme dans la �gure 1.10. Cetteexéution peut être vue omme une ourse entre un lièvre et une tortue : le lièvre orrespond àl'avanée des zéros, et avane d'une vitesse moyenne de 2 bits par itération, alors que la tortuereprésente la taille totale des entiers (plus exatement la norme ||(ui, ui+1)|| de deux restesonséutifs) et a une vitesse moyenne de γ0 bits par étape. La tortue a don au départ de laourse une avane de N bits sur le lièvre. La ourse termine lorsque le lièvre a rattrapé la tortue(l'entier n'est don omposé que de zéros), 'est-à-dire au bout de (2 − γ0) ·N itérations.Dans e adre, nous avons en réalité obtenu des résultats plus préis, puisqu'on peut étendre(1.32) à tout oût à roissane modérée c, dont l'espérane devient
EN [C] ∼ µL(c)

2 − γ0
·N,où µL(c) est la valeur moyenne du oût c. En�n, nous avons montré que la omplexité en bitsest asymptotiquement quadratique en N , puisqu'on a

EN [B] =
1

2

µL(k) + µL(s)

2 − γ0
·N2où k et s sont les oûts liés au nombre de déalages et au nombre de soustrations, et dont lesvaleurs moyennes sont

µL(k) = 2, µL(s) =
5

2
.L'apparition de es deux onstantes provient de la nature de la division LSB, qui fontionne pardéalages et soustrations suessifs.En�n le dernier résultat obtenu sur et algorithme traite du omportement des oûts à rois-sane modérée, quand la taille onsidérée est la taille �exotique� assoiée au nombre de déalagese�etués par l'algorithme. Dans e adre, nous avons prouvé un omportement gaussien des oûtstotaux C et plus préisément obtenu un théorème limite entral : il existe µL(c) et δL(c) tels quepour tout N , et tout Y ∈ R :

PN

[
(u, v)|C(u, v) − µL(c)N

δL(c)
√
N

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2dy +O

(
1√
N

)
.
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i ui [base 2℄ ui[base 10℄ ai/2

ki0 10001100101000001 720011 111101011000000101 000 2011176 -3 / 82 1100100110110101 0000 826192 1 / 23 11000011000101 0000000 1598080 1 / 84 100110001111 00000000 626432 -1 / 25 111010010101 000000000 1911296 -1 / 26 11000001001 0000000000 1582080 1 / 27 1000100011 00000000000 1120256 -1 / 28 1000001011 000000000000 2142208 1 / 29 11 00000000000000 49152 1 / 410 1000001 000000000000000 2129920 -1 / 211 10001 0000000000000000 1114112 1 / 212 11 0000000000000000000 1572864 -5 / 813 1 000000000000000000000 2097152 3 / 4Fig. 1.10 � Une exéution de l'algorithme LSBDe plus, il existe κ < 1, a et b tels que
EN [C] = µL(c)N + a+O(κN ), VarN [C] = δ2L(c)N + b+O(κN ).

Algorithmes MixtesEn�n nous avons étudié les algorithmes Mixtes, en partiulier l'algorithme Plus-Moins. L'étudede et algorithme se révèle être pour le moment inaessible via les tehniques d'analyse dyna-mique, en dépit de la grande ressemblane entre l'algorithme Plus-Moins et l'algorithme Binaire.Nous dérivons dans les hapitres suivants les premières étapes de l'analyse de et algorithme,puis expliquons au hapitre 5 pourquoi les méthodes usuelles ne s'appliquent plus dans e as.1.9 ConlusionNous venons dans e hapitre de faire un survol des prinipaux algorithmes eulidiens et deleurs omportements. Remarquons que nous n'avons pas dérit ii l'ensemble des algorithmeseulidiens. Nous avons mentionné les travaux de Sorenson, Jebelean et Collins qui généralisentl'algorithme Binaire, mais on pourrait également iter les di�érents algorithmes de Sedjelmai[SL97, Sed01℄ par exemple. Pour des omparaisons expérimentales des es algorithmes, on peutmentionner Cesari [Ces98℄, Jebelean [Jeb93a℄, ou enore Lerier [Ler97℄, qui font apparaître queles algorithmes les plus e�aes en pratique sont l'algorithme Binaire et sa généralisation parJebelean, ainsi que l'algorithme de Lehmer-Eulide étudié au hapitre 6. Ces observations sontnotamment reprises dans la bibliothèque de alul multi-préision GNU-MP [Ga02℄ dans laquelleest implémentée l'amélioration de Weber et Jebelean de l'algorithme de Sorenson.Les hapitres suivants sont onsarés aux di�érentes étapes de l'analyse qui permettentd'aboutir aux résultats énonés plus haut. En partiulier, nous dérivons dans le hapitre 2les analogues ontinus des algorithmes étudiés, à savoir les systèmes dynamiques.
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et SL . . . . . . . . . . . . . . . . . 552.9 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56Nous abordons maintenant la première étape de l'analyse des algorithmes, elle de la modéli-sation en système dynamique. Comme nous l'avons préisé dans l'introdution, ette modélisationest basée sur le développement en fration ontinue des rationnels naturellement assoié à l'algo-rithme. On étend ensuite e développement à un ensemble ontinu, et on obtient alors un systèmedynamique. La première partie de e hapitre est onsarée aux di�érentes modélisations étu-diées ii : on observe en e�et que haque famille d'algorithme onduit à un système de naturedi�érente.Les algorithmes MSB onduisent aux systèmes les plus lassiques, les systèmes dynamiquesde l'intervalle. L'exemple le plus onnu est bien sûr le système dynamique assoié à l'algorithmed'Eulide, puisqu'il orrespond au développement lassique en fration ontinue, qui a depuisGauss été très largement étudié. Nous présentons tout d'abord les systèmes assoiés aux algo-rithmes d'Eulide, Centré et Par-Exès, puis dérivons les systèmes α-eulidiens, qui à e niveauaussi peuvent être vus omme une généralisation des systèmes plus lassiques.Le système LSB est di�érent : la prinipale quantité qui guide la dynamique est ii la valuationdyadique, qui n'est pas dé�nie sur R. Il est plus naturel et judiieux de se plaer sur l'ensemble35



36 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes Dynamiques
Q2 des nombres 2-adiques, sur lequel ette notion est bien dé�nie. Nous verrons ependantpar la suite que ette modélisation n'est pas su�sante pour nos besoins, que le détour par unmonde 2-adique induit une perte d'information qui empêhe un retour vers le monde disret desalgorithmes. C'est pourquoi nous introduisons un seond système dynamique, dont la dynamiqueest guidée par une variable 2-adique et agit également sur une variable réelle.En�n, la modélisation idéale d'un système Mixte devrait être à la fois réelle et 2-adique : onhoisit ii de probabiliser l'aspet 2-adique, e qui onduit en réalité à des familles de systèmesdynamiques, haun d'entre eux étant hoisi selon une ertaine probabilité. Nous présentons lesmodélisations des algorithmes Binaires et Plus-Moins, ainsi que brièvement elles des algorithmespseudo-eulidiens.Au ours de es modélisations, nous dérivons ertaines des prinipales aratéristiques d'unsystème dynamique, omme la densité invariante ou l'entropie. Celles-i peuvent intervenir dansette thèse de deux manières di�érentes : tout d'abord, elles apparaissent dans le omportementmoyen des algorithmes, omme nous l'avons vu dans le hapitre préédent. Mais elles inter-viennent également quand on étudie les propriétés métriques du système. Cette dernière étudene fait pas à proprement parler partie de l'analyse dynamique d'algorithmes, puisqu'on s'in-téresse aux propriétés des trajetoires génériques du système, alors que les trajetoires liées àl'algorithme sont les trajetoires rationnelles. Cependant, les outils utilisés ii sont utiles dans lasuite de l'analyse de l'algorithme, et une telle étude permet généralement de faire apparaître dessimilitudes � ou des di�érenes � entre les omportements ontinus et disrets. Nous dé�nissonsdans le paragraphe 2.6 quel est le adre général de l'étude des trajetoires génériques, et énonçonsaux paragraphes 2.7 et 2.8 les prinipaux résultats que nous avons obtenus dans e domaine.2.1 Les Systèmes Dynamiques2.1.1 Dé�nition et notationsLes systèmes onsidérés ii sont des systèmes dynamiques inversibles par moreaux. En toutegénéralité, un tel système S est une paire formée d'un ensemble ompat X et d'une appliation
T : X → X, pour laquelle il existe un ensemble �ni ou dénombrable D et une partition {Xd}d∈Dtelle que la restrition Td de T à haque sous ensemble Xd est une appliation inversible et C2.Chaque élément Xd de la partition est appelé intervalle fondamental. Nous noterons Yd l'imagepar T (et don Td) de Xd, et par hd l'appliation inverse de Td,

Td(Xd) = Yd, hd(Yd) = Xd.L'ensemble des branhes inverses est noté H, et l'ensemble des ompositions de k branhes in-verses Hk. Nous noterons H∗ := ∪kHk le demi-groupe engendré par H. Finalement, un intervallefondamental de profondeur k désigné par Xd1d2···dk
est un ra�nement de la partition initialedonné par

Xd1d2···dk
= hd1 ◦ hd2 ◦ · · · ◦ hdk

(Ydk
).Notations Du fait de la bijetion entre les ensembles de branhes inverses H et de hi�res D,nous indierons les éléments de la partition indi�éremment par hd ∈ H ou par d ∈ D :

Xhd
= Xd et Yhd

= Yd.



2.1. Les Systèmes Dynamiques 37

Fig. 2.1 � Les systèmes dynamiques S1 et S2Exemples Nous prendrons omme exemples dans ette introdution deux systèmes dynamiquestrès simples, les systèmes S1 et S2, qui nous serviront à illustrer les di�érentes dé�nitions etpropriétés dérites ii. Le premier est formé de l'appliation dé�nie sur I = [0, 1] par
T (x) = 2x mod 1,et modélise le développement en base 2. On a ii une partition de I en deux intervalles fondamen-taux I0 = [0, 1/2] et I1 =]1/2, 1], et don deux appliations T0(x) = 2x et T1(x) = 2x − 1. Lesquatre intervalles fondamentaux de profondeur 2 sont [0, 1/4[, [1/4, 1/2[, [1/2, 3/4[ et [3/4, 1]. Deplus, les intervalles images Y1 et Y2 sont tous deux [0, 1].Considérons maintenant le système dynamique formé toujours de l'intervalle I = [0, 1] et del'appliation

T (x) =

{
T0(x) = 2x si 0 ≤ x < 1/2
T1(x) = 3

2 − x si 1/2 ≤ x < 1Les intervalles fondamentaux sont toujours I0 = [0, 1/2] et I1 =]1/2, 1]. Par ontre les intervallesimages sont maintenant Y0 = [0, 1] et Y1 = [1/2, 1]. Nous verrons par la suite que ela in�uenotablement sur l'analyse du système.2.1.2 Évolution des densités, mesure invariante et entropieLes systèmes dynamiques ont depuis longtemps été étudiés �en tant que tels�. Un premiersujet d'étude naturel onerne le omportement des orbites x, T (x), T 2(x), . . .. Cependant, lanature haotique des systèmes usuellement étudiés (les orbites de deux points arbitrairementprohes peuvent être très di�érentes) rend ette approhe peu frutueuse. Il est plus judiieuxde s'intéresser aux propriétés statistiques du système. Si f est une densité de probabilité sur X,on s'intéresse alors à la suite f0 = f, f1, f2, . . . des densités suessives du système.Plus rigoureusement, si X est muni d'une mesure de Haar µ (e qui est possible dès que X estun groupe topologique ompat, et quand X est un intervalle la mesure µ n'est rien d'autre quela mesure de Lebesgue), on s'intéresse aux densités invariantes ψ du système, dé�nies par
∫

A
T ◦ ψdµ =

∫

A
ψdµ, µ− pp,∀A ⊂ X ouvert.



38 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes DynamiquesDe nombreux travaux existent pour d'une part déterminer l'existene d'une telle densité in-variante, et d'autre part déterminer son uniité. Nous développerons es points par la suite,lorsque nous présenterons les opérateurs de Perron-Frobenius, ou opérateurs transformateurs dedensité, qui permettent d'expliiter la suite f0, f1, f2, . . . et dont nous exploiterons les propriétésspetrales. Notons au passage que es opérateurs ont été introduits pour l'étude du systèmedynamique sous-jaent à l'algorithme d'Eulide, qui orrespond au développement en frationontinue lassique. En e�et, le problème de la densité invariante pour e système a été soulevé dès1800 par Gauss, qui l'a résolu sans preuve deux ans plus tard. C'est Kuzmin [Kuz28℄ qui 100 ansplus tard a montré que la densité dérite par Gauss était bien invariante, grâe à l'opérateur dePerron-Frobenius. Les travaux de Lévy [Lév29℄, puis de Wirsing [Wir74℄ en 1974 ont �nalementrépondu aux questions posées initialement par Gauss.Mais dans un premier temps, ette densité invariante nous permet de dé�nir une des grandeursaratéristiques d'un système dynamique, son entropie. Dans les as où ette densité invariante
ψ existe, et est unique et intégrable, l'entropie topologique h(S) du système est donnée par laformule de Rohlin par

h(S) := −
∫

X
log |T ′(t)|ψ(t)dµ(t). (2.1)De même, si on dé�ni un oût c sur l'ensemble D des hi�res du système, alors la valeur moyennede e oût est donnée par

µ(c) :=
∑

d∈D

∫

Xd

c(d)ψ(t)dµ(t). (2.2)2.2 Modélisation d'algorithmes eulidiensNous expliquons ii omment il est possible d'assoier à un algorithme eulidien un systèmedynamique. Considérons un algorithme eulidien H dont la division est de la forme
u = vq + ε2kr (2.3)et dont une exéution est don

u0 = u, u1 = v, u0 = u1q1 + ε12
k1u2, u1 = u2q2 + ε22

k2u3, . . . up−1 = upqp + 0, (2.4)Cette suite de divisions implique que le développement en frations ontinues du rationnel v/uest
v

u
=

1

q1 +
ε12

k1

q2 +
ε22

k2

q3 +
ε32

k3. . . +
εp−12

kp−1

qp

, (2.5)
qui se traduit également par

v

u
= hd1 ◦ hd2 ◦ · · · ◦ hdp(0) (2.6)si l'appliation hd relative au hi�re d = (q, ε, k) est dé�nie par
hd(x) =

1

q + ε2kx
.



2.3. Modélisations des algorithmes MSB 39Si X est l'ensemble dans lequel nous plongeons les rationnels v/u (en général X = [0, 1] ou
X = B, la boule ouverte unité de Q2), le système dynamique sous-jaent à l'algorithme sera ladonnée de X et du prolongement à X de l'appliation qui au rationnel v/u assoie le ration-nel r/v. Plus préisément, on obtient un système dynamique dont la partition est donnée parl'ensemble {Xd := hd(X), d ∈ D}, D n'étant rien d'autre que l'ensemble des hi�res produits parl'algorithme. Les branhes inverses de e système dynamique sont les appliations hd et don ladynamique T sera donnée par

Td(x) = h−1
d (x).Dans le système dynamique obtenu, les trajetoires �nies (qui stoppent en 0) orrespondent donaux exéutions de l'algorithme. Nous distinguerons don par la suite les trajetoires rationnellesdes trajetoires génériques.Bien entendu, ette onstrution n'est valable que si le prolongement à X de l'homographieliée à la division est bien dé�ni. Nous verrons que 'est bien le as pour les algorithmes MSB etLSB, alors que nous serons obligés de dé�nir es prolongements de manière probabiliste pour lesalgorithmes Mixtes.2.3 Modélisations des algorithmes MSBLes systèmes dynamiques liés aux algorithmes MSB sont des systèmes dynamiques réels, del'intervalle. Pour haque algorithme, nous présentons tout d'abord le développement en frationontinue assoié, puis dérivons le système dynamique orrespondant : appliation T , partition,branhes inverses. En�n, lorsqu'elle existe et est onnue nous donnons la densité invariante dusystème ainsi que son entropie.2.3.1 Systèmes SE , SC et SXTout d'abord, l'algorithme d'Eulide est relié au développement en fration ontinue usuel.En e�et, une division eulidienne standard u = vq + r se traduit par

r

v
=
u

v
− q =

u

v
−
⌊u
v

⌋
= TE

(v
u

)
,si TE est l'appliation de Gauss,

TE(x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌋
.Une exéution de l'algorithme d'Eulide générant la suite de hi�res (di)i=1..p = (qi)i=1..p impliquepour le rationnel v/u le développement en fration ontinue

v

u
=

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1. . . + 1

qp

. (2.7)
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Fig. 2.2 � Le système dynamique SELe système dynamique SE de l'algorithme d'Eulide est don formé de l'intervalle I = [0, 1] etde l'appliation TE (nous posons TE(0) = 0). Les intervalles fondamentaux formant la partitionsont les intervalles Id donnés par
Id =

]
1

d+ 1
,
1

d

]
,et l'ensemble des quotients d est naturellement

DE = {d ∈ N, d ≥ 1} .La branhe inverse assoiée à haque intervalle est une appliation de la forme
hd(x) =

1

d+ x
.Le système dynamique SE est représenté dans la �gure 2.2.Le développement en fration ontinue assoié à l'algorithme Centré sur une entrée valide

(u, v) est de la forme
v

u
=

1

q1 +
ε1

q2 +
ε2

q3 +
ε3. . . + εp
qp

. (2.8)
Le système dynamique orrespondant, SC est formé de la paire IC = [0, 1/2] et de l'appliation

TC(x) =
1

x
−
⌊

1

x

⌉
.Les intervalles fondamentaux sont donnés par

Id :=





]
1

q+1 ,
2

q+2

] si d = (q,+1)]
2

q+2 ,
1
q

] si d = (q,−1)
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Fig. 2.3 � Les systèmes dynamiques SC et SXet l'ensemble des quotients possibles est DC ,
DC = {d = (q, ε), q ≥ 2, ε = ±1} .L'algorithme Par-Exès génère lui un développement en fration ontinue de la forme
v

u
=

1

q1 +
−1

q2 +
−1

q3 +
−1. . . +

−1

qp

. (2.9)
l'intervalle étant à nouveau I = [0, 1] et l'appliation

TX (x) =
1

x
−
⌈

1

x

⌉
.La partition de l'intervalle I est ii la même que elle orrespondant au système dynamique SE .Les deux systèmes SC et SX sont représentés dans la �gure 2.3.Remarquons que les densités invariantes de es systèmes sont onnues, et sont données par

ψE(x) =
1

log 2

1

1 + x
, ψC(x) =

1

log φ

[
1

1 + φ
+

1

φ2 − x

]
, et ψX (x) =

1

1 − x
.Une fois onnues les densités invariantes, on peut expliiter les entropies des systèmes SE et SC ,qui sont

h(SE ) =
π2

6 log 2
, h(SC) =

π2

6 log φ
.L'entropie du système SX n'est pas dé�nie, de par la nature de la densité invariante, qui n'estpas intégrable sur l'intervalle [0, 1]. La densité invariante permet de plus de aluler les valeurs



42 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes Dynamiquesmoyennes de di�érents oûts. Par exemple, la valeur moyenne de la longueur des quotients ℓ(d)pour l'algorithme d'Eulide est donnée par
µE(ℓ) =

∑

d∈D

∫

Id

ℓ(d)ψ(t)dµ(t) = 1 +
1

log 2
log

∞∏

k=0

(1 +
1

2k
).En�n, une di�érene notable entre le système SX et les systèmes SE et SC est qu'il existeun point �xe indi�érent, 'est-à-dire un point x0 véri�ant |T ′(x0)| ≤ 1, T (x0) = x0. Pour lesystème SX , on a x0 = 1. Cette di�érene a de nombreuses onséquenes sur le omportementdu système dynamique et explique en partie pourquoi l'algorithme appartient à la lasse B desalgorithmes lents. Elle amène de plus des problèmes lors de l'étude du système. Une manièrede ontourner e problème est de onsidérer e qu'on appelle le système dynamique induit :l'appliation dé�nissant e système est T̃X , dé�nie par

T̃X (x) =

{
T (x) si x 6∈ I1
T ◦ T n(x) sinonoù n est le plus petit entier tel que T n(x) n'appartient pas à l'intervalle I1 et don n'empruntepas la branhe non-dilatante.2.3.2 Systèmes SEαLa onstrution des systèmes dynamiques α-eulidiens SEα se fait selon le même proédé.Nous ommençons par dérire les systèmes sous-jaents aux algorithmes non-pliés Ēα, puis euxrelatifs aux algorithmes Êα. Remarquons que dans e dernier as, nous devons véri�er SbE1/2

= SbECet SbE0
= SbEP

.Considérons don une exéution de l'algorithme Ēα sur une entrée (u, v) véri�ant v/u ∈ Iα =
[α − 1, α]. Si (di)i=1..p désigne la suite de paires di = (q̄i, ε̄i) engendrées par l'algorithme, alorson déduit pour le rationnel v/u le développement en fration ontinue

v1
v0

=
1

q̄1 +
ǭ1

q̄2 +
ǭ2

q̄3 +
ǭ3. . . +
ǭp−1

q̄p

. (2.10)
Le système SĒα

est donné par l'intervalle Iα et l'appliation Tα,
T̄α(x) =

∣∣∣∣
1

x

∣∣∣∣−
⌊

1

x
+ 1 − α

⌋ pour x 6= 0, T̄α(0) = 0.L'ensemble des quotients générés par l'algorithme, qui permet don de former la partition de Iα,est Dα,
DEα =

{
d = (q,−1), q ≥ r−(α),

}
∪
{
d = (q,+1), q ≥ r+(α)

}
,ave

r+(α) := ⌊1 +
1 − α2

α
⌋ et r−(α) := ⌊2 +

α2

1 − α
⌋,
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Fig. 2.4 � Les systèmes dynamiques SĒ1/3
et SĒ2/3et les intervalles fondamentaux Id sont donnés par

Id =





[
1

q + α
,

1

q + α− 1

] pour d = (q,+1), q 6= r+(α),

[
1

r+(α) + α
,α

] pour d = (r+(α),+1),

[ −1

q + α− 1
,

−1

q + α

] pour d = (q,−1), q 6= r−(α),

[
1 − α,

−1

r−(α) + α

] pour d = (r−(α),−1).On observe don deux intervalles �tronqués � à haque extrémité de l'intervalle Iα.Remarquons dès maintenant une des aratéristiques essentielles de es systèmes, les inter-valles images J̄d ne reouvrent pas tous l'intervalle Iα, omme 'était le as pour les systèmes dy-namiques renontrés jusqu'à présent. En partiulier, les deux intervalles J (r−(α),−1) et J (r+(α),+1)se trouvant aux extrémités sont donnés par
J (r−(α),−1) = [

1

α− 1
+ r−(α), α], J (r+(α),+1) = [

1

α
− r+(α), α]. (2.11)Nous verrons que ette partiularité omplique l'analyse du système.Une manière plus intuitive de onstruire e système dynamique est la suivante : tout d'abordtraer l'ensemble des appliations x 7→ |1/x| − i pour i ≥ 1 dans la fenêtre [−1, 1] × [−1, 1], etensuite n'en garder que la fenêtre Iα × Iα. Pour onstruire les systèmes SbEα

, il su�t alors de�replier� le système préédent (voir �gures 2.5 et 2.6).En�n, les densités invariantes de es systèmes sont onnues pour ertaines valeurs de α depuisles travaux de Nakada [Nak81℄ et Moussa, Marmi et Cassa [MCM99℄. Elles sont données pour
α ∈ [

√
2 − 1, φ− 1] et α ∈ [φ− 1, 1] par le théorème suivant :
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Fig. 2.5 � L'ensemble des systèmes dynamiques SĒα

Fig. 2.6 � Les systèmes dynamiques SE1/3
en version pliée et non-pliéeThéorème. [Nakada ; Moussa, Cassa, Marmi℄ Pour α ≥
√

2−1, le système dynamique Sα admetune unique densité invariante ψ[α] expliite. Cette densité est di�érente pour α ∈ [φ − 1, 1] etpour α ∈ [
√

2 − 1, φ− 1] :pour φ− 1 ≤ α ≤ 1,
ψ

[α]
(t) =

1

log(1 + α)





1

2 + t
si t ∈ [α− 1,

1 − α

α
[,

1

1 + t
si t ∈ [

1 − α

α
,α[,pour 1/2 ≤ α ≤ φ− 1,

ψ
[α]

(t) =
1

log φ





1

φ2 + t
si t ∈ [α− 1,

1 − 2α

α
[,

1

2 + t
si t ∈ [

1 − 2α

α
,
2α− 1

1 − α
[,

1

φ+ t
si t ∈ [

2α− 1

1 − α
,α[,
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ψ
[α]

(t) =
1

log φ





1

φ2 + t
si t ∈ [α− 1,

2α − 1

1 − α
[,

1

φ2 + t
+

1

φ+ t
− 1

2 + t
si t ∈ [

2α− 1

1 − α
,
1 − 2α

α
[,

1

φ+ t
si t ∈ [

1 − 2α

α
,α[.La densité invariante ψ̂[α] est déduite en repliant la densité ψ[α].Quand α appartient à un des deux intervalles [

√
2− 1, φ− 1] ou [φ− 1, 1] l'entropie est dononnue. Elle est donnée par

h(α) =





π2

6 log φ
, pour α ∈ [

√
2 − 1, φ− 1] ,

π2

6 log(α+ 1)
, pour α ∈ [φ− 1, 1] . (2.12)Finalement, la densité invariante permet de donner des expressions des valeurs moyennes deertains oûts. Nous donnons ii elle de la taille ℓ des quotients pour ertaines valeurs de α. Cesvaleurs, notées α := φp orrespondent à des systèmes pour lesquels l'image de la branhe situéeà gauhe reouvre tout l'intervalle Iα, et pour lesquels le point Tα(α) = 1/α − 1 est l'extrémitéde l'intervalle fondamental orrespondant au hi�re r = 2p − 1. Dans es as partiuliers, φp estun irrationnel quadratique de la forme

φp =
1

2

(
−r +

√
r2 + 4r

)
.Nous onsidérons ii que la taille ℓ(d) d'un hi�re d(q, ε) est donnée par ℓ(d) = ℓ2(q) + 1−ε

2(quand ε = 1 il n'y a pas d'opération supplémentaire pour le alul du quotient), et les valeursmoyennes des deux termes sont données par
µα(ℓq) = log(1+α)


(2 + α)

p∏

k=2

2k + α

2k − 1 + α

∞∏

k=p+1

2k + 2α − 1

2k + 2α − 3


 , (2.13)

µα(
1 − ǫ

2
) := Pr

α
[ǫ = −1] =

{
log 2
log φ − 1, pour α ∈ [

√
2 − 1, φ− 1],

log 2
log(α+1) − 1, pour α ∈ [φ− 1, 1].

(2.14)2.4 Modélisations des algorithmes LSBOn ne peut plonger l'algorithme LSB dans un système dynamique réel. En e�et, il est essen-tiellement basé sur la notion de valuation 2-adique, qui n'a pas de prolongement naturel dans
R. La solution est ii de plonger l'algorithme dans l'ensemble des nombres 2-adiques Q2, et onobtiendra le développement en fration ontinue dérit par Browkin dans [Bro78, Bro01℄ (Rubandérit dans [Rub70℄ un développement en fration ontinue 2-adique très prohe, qui orresponden réalité à elui obtenu si on ne prend pas la partie entière entrée).



46 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes DynamiquesTout d'abord, rappelons brièvement e qu'est et ensemble. Étant donné un nombre premier
p, la valuation p-adique de l'entier a est dé�nie par νp(a) := max

{
k; pk|a

} et sa valeur absolue p-adique par |a|p := p−νp(a). On étend es notions aux rationnels en posant νp(a/b) = νp(a)−νp(b)et don |a/b|p = p−ν(a/b) = |a|p/|b|p. C'est une valeur absolue non-Arhimédienne, l'inégalité
|x+ y|p ≤ max (|x|p, |y|p)est toujours véri�ée, ave égalité si |x|p 6= |y|p. On onstruit alors l'ensemble Qp des nombres

p-adiques par omplétion de Q en utilisant la norme |.|p. L'espae Qp est un espae ultramétriqueloalement ompat, dans lequel les rationnels forment un ensemble dense.On dispose pour étudier et ensemble d'un outil dune grande utilité, analogue p-adique dudéveloppement en base p usuel, le développement de Hensel. Tout nombre x ∈ Qp se déomposeuniquement en
x =

∞∑

n=ν(x)

xip
i, ave 0 ≤ xi < p.C'est en quelque sorte le développement symétrique du développement usuel des réels en base ppuisqu'il est in�ni vers les puissanes roissantes de p, et non pas vers les puissanes déroissantes.Le développement de Hensel d'un entier naturel orrespond à son développement en base p. Parontre, le développement d'un entier négatif est in�ni : par exemple -1 s'érit

−1 = (p− 1)(p − 1)(p − 1) · · ·et on véri�e bien l'égalité 1 + (−1) = 0,
1 + (p− 1)(p − 1)(p − 1)(p − 1) · · · = 0000 · · · .Toujours par analogie ave le développement usuel, on dé�nit la partie entière p-adique ⌊x⌋p de

x en tronquant son développement,
⌊x⌋p =

0∑

n=ν(x)

xip
i,e qui fait qu'un nombre p-adique se déompose uniquement en

x = ⌊x⌋p + {x}p , ave |⌊x⌋p|p ≥ 1 et | {x}p |p < 1,

{x}p désignant la partie frationnaire de x. La partie entière est don un rationnel de la forme
a/pk, a étant un entier premier ave p stritement inférieur à pk+1.Nous voyons apparaître le lien ave la division LSB. Considérons en e�et la division non-entrée u = vq + r de u par v, ν(u) < ν(v), dans laquelle le quotient q est

q =
a

2k
, k = ν(v) − ν(u), a impair , 0 < a < 2k+1.Cette division se traduit sur le rationnel u/v par
u

v
= q +

r

v
, ave |q|2 ≥ 1 et ∣∣∣r

v

∣∣∣
2
< 1



2.4. Modélisations des algorithmes LSB 47et don q = ⌊u/v⌋2. Par exemple, on déduit de la division de 29 par 12,
111012 = 11002 ×

12 + 102 + 1002

1002
+ 10002, i.e., 29 =

7

4
× 12 + 8,la relation ⌊

11002

111012

⌋

2

=
1112

1002
=

7

4
.Cette relation se lit diretement sur le développement de Hensel du rationnel 29/12, donné par

111.11001011000 . . .Pour obtenir l'algorithme entré qui nous intéresse, nous dé�nissons les parties entières et fra-tionnaires entrées en posant
(⌊x⌉2, {{x}}2) :=

{
(⌊x⌋2 − 2, {x}2 + 2) si ⌊x⌋2 > 1,
(⌊x⌋2 + {x}2) sinon.Ainsi une division LSB se prolonge aux nombres 2-adiques via l'appliation

TL(x) :=
1

x
−
⌊

1

x

⌉

2

, TL(0) = 0,qui appliquée suessivement à un nombre 2-adique x produit le développement en frationontinues 2-adique
x =

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1. . . (2.15)

tel qu'il est dérit dans [Bro78℄. Si l'algorithme LSB appliqué à (u, v) génère la suite de quotients
(qi)i=1..p alors le développement en fration ontinue 2-adique du rationnel v/u est

v

u
=

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1. . . + 1

qp

. (2.16)
Le système dynamique SL sous-jaent à l'algorithme LSB est don formé de l'appliation TL etde la boule ouverte unité de Q2, que nous noterons B :

B := {x ∈ Q2, |x|2 < 1} =

{
x ∈ Q2, |x|2 ≤ 1

2

}
.L'ensemble des di�érents hi�res apparaissant dans l'algorithme est l'ensemble DL,

DL =
{
d = (a, k), k ≥ 1, a impair , |a| < 2k

}
,



48 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes Dynamiqueset la partition de la boule B est formée des boules Bd, de entre 1/q et de rayon |1/q|22 pour
d = (q), q = a/2k,

Bd :=

{
x ∈ B,

∣∣∣∣x− 1

q

∣∣∣∣
2

<

∣∣∣∣
1

q

∣∣∣∣
2

2

}
=

{
x ∈ B,

∣∣∣∣x− 1

q

∣∣∣∣
2

≤ 1

2

∣∣∣∣
1

q

∣∣∣∣
2

2

}
.La restrition Td de T à Bd est

Td(x) =
1

x
− q,et la branhe inverse orrespondante est

hd(x) =
1

q + x
.Ce système satisfait une propriété bien partiulière : la dérivée de ses branhes inverses estonstante. En e�et, la dérivée 2-adique h′d est donnée par

h′d(x) =
−1

(q + x)2
=

−22k

(a+ 2kx)2
si d = q =

a

2ket la norme 2-adique de ette dérivée est égale à
|h′d(x)|2 = 2−2k (2.17)si x appartient à la boule unité B. Cette propriété, qui assimile le système SL à un système del'intervalle à branhes a�nes a de nombreuses onséquenes omme nous le verrons par la suite.L'une d'elle est que la densité invariante n'est rien d'autre que la densité orrespondant à ladistribution uniforme sur B, en d'autre termes ψL = 1.On déduit de ette propriété l'entropie du système dynamique SL :

h(SL) = −
∫

B
log

∣∣∣∣
1

t2

∣∣∣∣
2

dµ(t) = 4 log 2(pour des exemples de alul d'intégrales de fontions Q2 → C on peut onsulter [VVZ94℄ parexemple). De même, on peut déduire la valeur moyenne des prinipaux oûts, qui d'une manièregénérale s'érivent
µL[c] =

∑

d∈D

∫

Bd

c(d)dµ(t) =
∑

k≥1

∑

a impairs
|a|<2k

c(a/2k) · 2−2k.

Nous étudierons par la suite un autre système dynamique assoié à et algorithme. En e�et,le plongement dans Q2 fait disparaître au pro�t de la taille 2-adique toute notion de taille usuelle,sur laquelle est basée toute étude de omplexité d'un algorithme. Il nous faut don garder unetrae réelle des orbites du système dynamique. La solution onsiste à dé�nir un système dyna-mique agissant à la fois sur Q2 et sur R. En e�et, étant donnée une orbite à laquelle orrespond



2.5. Modélisations des algorithmes Mixtes 49une suite d'appliations Td1 , Td2 , . . . il est toujours possible de onsidérer l'ation de es appli-ations sur un réel x. Cependant, ontrairement à e qui se passe pour les algorithmes MSB,l'appliation T ne dé�nit pas une appliation d'un ensemble X dans lui même, sauf à hoisir
X = R (par exemple la taille des restes générés par l'algorithme peut roître...), e qui om-plique l'étude du système dynamique.La solution est de suivre la démarhe dérite dans [BL85℄ dans le adre des systèmes defontions itérées, ou des produits de matries aléatoires. Nous allons observer l'ation de ladynamique sur la droite projetive réelle : munie de la topologie projetive usuelle, la droiteprojetive est homéomorphe (par l'appliation tangente) au tore J := R/πZ, qu'on peut identi�erà l'intervalle ]− π/2,+π/2[, les deux points −π/2 et π/2 étant égaux. Étant donné un rationnel
v/u, on lui assoie un �angle� w ∈ J , en posant w = arctan v/u. On assoie de la même manièreà haque branhe Td une appliation T d par onjugaison, en posant

T d(y) = arctan

(
1

tan y
− d

) et hd(y) = arctan

(
1

d+ tan y

)
.Le système dynamique SL est formé de la paire (B × J, T ) où TL est maintenant dé�ni par

TL(x, y) = (Td(x), T d(y)) si x ∈ Bd. (2.18).2.5 Modélisations des algorithmes MixtesLes algorithmes Mixtes sont basés sur deux notions à priori inompatibles : la valuationutilisée dans les algorithmes LSB n'est pas dé�ni dans R, et la taille guidant les divisions MSBne l'est pas non plus dans Q2. Il n'existe pas d'espae dans lequel es deux notions oexistent,et la solution à adopter est alors de onsidérer un des deux espaes et d'y dé�nir l'autre notionde manière probabiliste. Nous ommençons par détailler e proédé pour les algorithmes Binaireet Plus-Moins, puis présentons une approhe légèrement di�érentes, utilisée dans [Val03℄ pourtraiter les algorithmes pseudo-eulidiens.2.5.1 Systèmes dynamiques SB et SPMConsidérons tout d'abord une itération de l'algorithme Binaire :
r =

u− v

2k
, k = ν(u− v).Celle-i est suivie d'un éhange si r < v. On en déduit sur les rationnels une appliation de [0, 1]dans [0, 1] qui à v/u assoie v/r si v < r et r/v sinon. Cette appliation est bien dé�nie puisquedans les deux as l'exposant k est dé�ni à partir des numérateurs et dénominateurs du rationnel.Étant donnée une valeur de k �xée, nous étendons ette appliation aux réels en onsidérant lesappliations

Tk(x) =





2kx

1 − x
si x ∈

[
0,

1

2k + 1

]
,

1 − x

2kx
si x ∈

[
1

2k + 1
, 1

]
,



50 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes Dynamiqueset en posant qu'un réel x �hoisit� l'appliation Tk ave la probabilité 1/2k. Le hoix de esprobabilités apparaîtra plus lairement au hapitre 4 quand nous introduirons les opérateurs detransfert. On obtient de la sorte non pas un mais une suite de systèmes dynamiques formés despaires (I, Tk). Les appliations T1 et T2 sont représentées dans la �gure 2.7. Pour haun de essystèmes, la partition omporte don deux éléments, les intervalles [0, 1
2k+1

[ et [ 1
2k+1

, 1
[.Ces systèmes présentent un inonvénient majeur : la dérivée de l'appliation T est parfoisinférieure à 1, omme 'était le as pour le système SX relatif à l'algorithme Par-Exès. Ceinous amène don à onsidérer le système dynamique induit. La �mauvaise branhe� est ii elleoù l'algorithme ne fait pas d'éhange. Nous onsidérons don l'appliation obtenue entre deuxéhanges, 'est-à-dire elle dé�nie par la suite de divisions

u1 =
u− v

2k1
, u2 =

u1 − v

2k2
, u3 =

u2 − v

2k3
, . . . , ur =

ur−1 − v

2kr
,qui se résume (voir (1.13)) par

u = va+ 2kroù a = 1 + 2k1 + 2k1+k2 + · · · + 2k1+···+kr−1 et k = k1 + · · · + kr. Nous onsidérons don les
Fig. 2.7 � Les appliations T1 et T2.appliations

T(a,k)(x) =
1 − ax

2kx
(2.19)dont les branhes inverses sont

h(a,k)(x) =
1

a+ 2kx
. (2.20)Les branhes T(a,k) et h(a,k) sont prises ave probabilité 2−k. D'une manière générale, la proba-bilité relative à une branhe inverse h est notée ph.De ette manière nous venons également de dé�nir un développement en fration ontinueprobabiliste pour les réels. Ce développement est de la forme

x =
1

a1 +
2k1

a2 +
2k2

a3 +
2k3. . . . (2.21)



2.5. Modélisations des algorithmes Mixtes 51La modélisation suit les mêmes étapes pour l'algorithme Plus-Moins. Nous obtenons non plusdeux mais quatre appliations dé�nies sur les rationnels, puisqu'en plus des éhanges pouvantintervenir, se rajoute le signe ε de l'opération,
T(ε,k)(x) =





2kx

1 − x
si ε = −1 et x ∈

[
0,

1

2k + 1

]
,

1 − x

2kx
si ε = −1 et x ∈

[
1

2k + 1
, 1

]
,

2kx

1 + x
si ε = +1 et x ∈

[
0,

1

2k − 1

]
,

1 + x

2kx
si ε = +1 et x ∈

[
1

2k − 1
, 1

]
.En estimant qu'un réel x hoisit le signe de l'opération ave probabilités 1/2, 1/2, on obtientdon un ensemble de systèmes dynamiques formés des paires (I, T(ε,k)), haun d'entre eux étanthoisi ave probabilité 1/2k+1 (ave k ≥ 2 maintenant). Les partitions liées à es systèmes sontmaintenant de deux types : les intervalles fondamentaux sont [0, 1/2k + 1] et [1/2k + 1, 1] si

ε = −1, [0, 1/2k − 1] et [1/2k − 1, 1] sinon. Remarquons que ontrairement aux systèmes rela-tifs à l'algorithme Binaire, eux-i ne sont plus omplets. Les branhes qui orrespondent à uneaddition suivie d'un éhange ne reouvrent pas tout l'intervalle [0, 1]. Les appliations T+1,2 et
T+1,3 sont présentées dans la �gure 2.8.De la même manière que pour l'algorithme Binaire, nous onsidérons la division induite, quise résume maintenant par

u = va+ 2kroù a = 1±2k1±2k1+k2±· · ·±2k1+···+kr−1 et k = k1+ · · ·+kr. Les appliations sont les mêmes quepour l'algorithme Binaire (2.19, 2.20), seules les valeurs de a et k étant di�érentes. L'ensembledes valeurs possibles de es deux paramètres est DPM, donné par
DPM = {d = (a, k), k ≥ 2 et a impair , |a| ≤ m(k)} ,où m(k) vaut 2k−1

3 si k est pair et 2k−5
3 sinon. Remarquons en e�et qu'un exposant k ≥ 2 ayantété �xé, l'ensemble des valeurs possible de |a| orrespond à l'ensemble des entiers positifs impairsdont l'ériture signée néessite au plus k− 1 bits. Rappelons que l'ériture signée d'un entier estomposée de 0, 1 et de −1, haque 1 ou −1 étant séparé d'au moins un 0. On montre aisémentpar réurrene que a est inférieur ou égal à m(k).Le système obtenu ressemble à première vue énormément au système SB de l'algorithmeBinaire. Il y a ependant une di�érene majeure, qui jusqu'à présent rend l'analyse impossible :les branhes inverses ne sont pas dé�nie sur tout l'intervalle [0, 1]. Ce problème provient bien sûrdu système initial dans lequel les images des branhes orrespondant aux éhanges et aux �+�ne reouvrent pas tout [0,1℄.2.5.2 Systèmes dynamiques pseudo-eulidiensFinalement nous utilisons une approhe di�érente pour modéliser les algorithmes pseudo-eulidiens. Soit H̃ un algorithme de ette lasse. L'exéution de et algorithme est maintenantvue omme un proessus markovien, en e sens qu'on peut se trouver dans deux états di�érents :
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Fig. 2.8 � Les appliations T1 et T2.l'état 0 orrespond au as où le reste de la division e�etuée est impair (le quotient est don pairaussi puisque haque entrée de l'algorithme est impaire) et l'état 1 dans lequel le reste est pair.On obtient don une famille de systèmes dynamiques modélisant l'algorithme et permettant depasser d'un état à un autre. Les systèmes relatifs à l'état 0 sont déterministes, alors que euxrelatifs à l'état 1 sont probabilisés, puisque dans e as l'algorithme e�etue un shift dé�ni grâeà la valuation 2-adique. Ces systèmes sont notés S[i,j],k lorsqu'ils font passer de l'état i à l'état
j et que la valuation onsidérée est égale à k (pour haque valuation on a don quatre systèmesdi�érents). Les systèmes pseudo-eulidiens et pseudo-eulidiens entré sont présentés dans la�gure 2.9 pour k = 1 et k = 2.
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State  0                       State  1Fig. 2.9 � Les systèmes pseudo-eulidiens.



2.6. Étude probabiliste de systèmes dynamiques 532.6 Étude probabiliste de systèmes dynamiquesComme nous l'avons dit préédemment, étant donné un système dynamique une des ques-tions naturelles que l'on se pose onerne l'existene et l'uniité d'une densité invariante pouret algorithme. On arrive en ra�nant ette approhe à dérire de manière très préise le ompor-tement probabiliste d'un système dynamique. Une première manière de faire est d'attaher unpoids à haque branhe du système, et d'étudier la valeur moyenne du poids total sur l'ensembledes orbites de longueur n �xée.Plus rigoureusement, étant donné un système dynamique S = (T,X) dont la partition estindiée par un ensemble D, nous onsidérons des fontions de oût c : D → N, et dé�nissons surun point x ∈ X la variable aléatoire Cn(x), relative aux trajetoires tronquées de longueur n :
Cn(x) =

n−1∑

i=0

c(di)si x appartient à l'intervalle fondamental de profondeur n Xd0d1...dn−1 , et don s'il empruntesuessivement les branhes Td0 , Td1 , . . . Tdn−1 . Nous étudions la distribution asymptotique de lavariable Cn, pour un oût c à roissane modérée.Rappelons que les oûts à roissane modérée seront rigoureusement dé�nis au hapitre 5,mais que d'une manière générale, un oût de la forme c = O(ℓ), où ℓ(d) est la taille du hi�re
d est à roissane modérée. Comme préédemment, si e hi�re est un unique quotient d = (q),alors ℓ(d) = ℓ2(q), sa taille binaire, si 'est une paire d = (q, ε) sa taille est ℓ(d) = ℓ2(q) + 1 etsi 'est une paire de la forme d = (a, k) alors ℓ(d) = ℓ2(a) + k. Ces oûts permettent d'exprimerentre autre la longueur du odage du développement en fration ontinue de longueur n de x ouenore le nombre d'ourrenes d'un hi�re d donné. Remarquons en�n que les oûts c peuventêtre de manière équivalente dé�nis sur l'ensemble des branhes inverses H du système :

c(hd) = c(d).Nous nous intéressons également à e qui est l'analogue ontinu des oûts dé�nis sur les resteset les ontinuants dans le as disret. Considérons un point x ∈ X. On assoie à son orbite delongueur n un rationnel, le n-ème onvergent de x, dé�ni par
Qn(x) =

(
pn(x)
qn(x)

)
,

pn(x)

qn(x)
:= hd1 ◦ hd2 ◦ . . . hdn(0),qui est don le rationnel obtenu en onsidérant les n premiers termes du développement enfration ontinues de x. Remarquons que le veteur Qn est également donné par

Qn(x) = M ·
(

1
0

)
= M[d1] · M[d2] · · ·M[dn] ·

(
1
0

)
, (2.22)où les matries M[di] sont les mêmes que elles dé�nies au premier hapitre sur les algorithmes(dans le as du système LSB il faut remplaer les matries M par les matries N pour avoirla même relation (1.12)). Nous étudions le omportement de la paire Qn = (pn, qn) dé�nissantle n-ème ontinuant, et plus partiulièrement à sa taille. Comme pour l'étude des algorithmeseulidiens nous sommes amenés à onsidérer plusieurs tailles selon la nature du système étudié.Elles sont toutes de la forme

ℓ(Qn) = ℓ2(||(pn, qn)||),



54 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes Dynamiquesla norme ||.|| étant omme dans l'étude des algorithmes dé�nie par
||(p, q)|| :=

{
sup(|p|, |q|) pour les systèmes MSB et Mixtes,
(p2 + q2)

1
2 pour le système LSB.2.7 Résultats onnus sur SE , SC et SXL'étude des propriétés métriques des systèmes dynamiques est bien sûr bien antérieure àl'analyse dynamique d'algorithme. On dispose de nombreux résultats dans e domaine. Il existeen partiulier des tehniques génériques pour montrer le omportement gaussien des di�érentesvariables aléatoires dé�nies sur les systèmes lorsque eux-i satisfont ertaines onditions. Enpartiulier, lorsque la partition du système est �nie, on peut s'inspirer des travaux fondateurs deLasota et Yorke [LY73℄, Rousseau-Egele [RE83℄ ou enore Baladi et Keller [BK90℄. Ces étudessont bien résumées dans la monographie de Collet [Col96℄. Le as des partitions dénombrablesest traité par Broise dans [Bro96℄.Nous avons hoisi de nous onentrer ii sur deux types de résultats : l'analyse des oûts àroissane modérée et elle des ontinuants. L'analyse dynamique permet d'énoner les résultatsdans le même formalisme que elui utilisé pour dérire le omportement des algorithme eulidiens,et met ainsi en évidene les similitudes � plus rarement les di�érenes � entre les omportementsdisrets et ontinus.Ainsi, pour les systèmes dynamiques sous-jaents aux algorithmes rapides (don les systèmes

SE , SI , SC , SeE et SeC) on montre un théorème limite entral pour les oûts à roissane modéréeassoiés aux trajetoires tronquées de longueur n. Si S = (I, T ) est un de es systèmes, P et
E les probabilités et espéranes dé�nies sur I ave la mesure de Lebesgue, alors il existe deuxonstantes µS(c) et δS(c) telles que pour tout n, et pour tout Y ∈ R

P

[
x | Cn(x) − µS(c)n

δS(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O

(
1√
n

)
,et si S est relatif à un algorithme rapide H alors les onstantes µS(c) et δS(c) sont reliées auxonstantes µH(c) et δH(c) des algorithmes (voir hapitre préédent, paragraphe 1.7) par

µS(c) = µH(c), δS(c) = δH(c).Les espéranes E[Cn] et varianes Var[Cn] sont données par
E [Cn] = µS(c) · n+ a+O(κn) , Var [Cn] = δ2S(c) · n+ b+O(κn) ,où κ est un réel stritement inférieur à 1.Le résultat préédent expliite la similitude entre les trajetoires réelles et rationnelles lorsqueelles-i ne sont observées que via la suite de quotient engendrée. Cette similitude reste valablepour d'autres observables. En partiulier, les omportements des ontinuants liés aux algorithmeset aux systèmes dynamiques sont les mêmes, puisque par analogie ave les résultats énonés dansle hapitre 1.7, la moyenne de la taille ℓn du n-ème ontinuant Qn est donnée par (voir [Phi70℄)

E [ℓn] = AS · n+ a+O(κn) ,



2.8. Résultats de ette thèse pour SEα et SL 55où κ est stritement inférieur à 1. SiH désigne l'algorithme orrespondant au système dynamique,alors la onstante AS est reliée à la onstante AH , dé�nie en (1.29), par
AS =

1

AH
(2.23)et fait don intervenir l'entropie du système puisque AH était dé�nie par

AH :=
2 log 2

h(H)
.On peut montrer un théorème limite entral pour es oûts : pour tout n, et tout Y ∈ R, on a

P

[
x | ℓn(x) −ASn√

n
≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O

(
1√
n

)
.2.8 Résultats de ette thèse pour SEα

et SLLe premier résultat énoné ii traite des systèmes α-eulidiens, et du omportement desoûts à roissane modérée sur es systèmes. De même que pour les autres systèmes assoiésaux algorithmes rapides, on montre un théorème entral limite pour α 6= 0. Si Cn est la variablealéatoire assoiée à un oût c et aux trajetoires de longueur n, alors il existe une onstante δα(c)telle que pour tout n, et pour tout Y ∈ R

P

[
x | Cn(x) − µα(c)n

δα(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O

(
1√
n

)
,

µα(c) étant la même onstante que elle intervenant dans le as disret (voir paragraphe 1.8).De plus, il existe κ < 1, a et b tel que l'espérane et la variane satisfont
E [Cn] = µα(c) · n+ a+O(κn) , Var [Cn] = δ2α(c) · n+ b+O(κn)

Les résultats suivants onernent le système SL, relatif à l'algorithme LSB. Nous nous sommesintéressé à deux paramètres : les oûts à roissane modérée et les tailles des ontinuants. Pour lepremier, nous avons montré leur omportement gaussien. Si c est un oût à roissane modéréeet Cn la variable aléatoire orrespondante, alors il existe deux onstantes µL(c) et δL(c) tellesque pour tout n, et pour tout Y ∈ R,
Pr

[
x|Cn(x) − µL(c)n

δL(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2dy +O

(
1√
n

)
.Enore une fois, les variables µL(c) et δL sont les mêmes que elles apparaissant dans l'étude del'algorithme. L'espérane et la variane de Cn sont données par

E[Cn] = µL(c)n + a+O(κn) and Var[Cn] = δ2L(c)n + b+O(κn),

κ étant une variable réelle κ < 1.



56 Chapitre 2. Modélisation en Systèmes DynamiquesLe omportement des ontinuants est plus intriguant. En e�et, en ollaboration ave BrigitteVallée et Véronique Maume, nous avons exhibé les moyennes et variane de la variable ℓn, tailledu n-ème ontinuant Qn. En partiulier, l'espérane est asymptotiquement donnée par
E[ℓn] ∼ (2 + γ0) · net la orrespondane entre les as disrets et ontinus observée préédemment (2.23,1.32) n'estplus valable puisque qu'on a

2 + γ0 6= 1

AL
= 2 − γ0.Le modèle du Lièvre et de la Tortue permet dans un ertaine mesure d'expliquer e résultat. Ene�et, ils ne font plus maintenant une ourse, mais additionnent leurs vitesses, et au bout de nétapes ont don �parouru� (2 + γ0) bits.Ce résultat interpelle : si on suppose qu'un rationnel de taille N se omporte omme unnombre 2-adique générique, alors la taille du n-ème ontinuant d'un rationnel est égale à (2+γ0)·n.Considérons don un rationnel v/u de taille N . L'algorithme LSB appliqué à (u, v) s'arrête aubout de I(N) = N/(2 − γ0) itérations, et le I(N)-ème ontinuant devrait être de taille

N · 2 + γ0

2 − γ0
,alors qu'il est de taille N , puisqu'on retrouve l'entrée de l'algorithme.Nous avons en réalité obtenu un théorème entral limite pour la variable ℓn : il existe δ telque pour tout n, et tout Y ∈ R,

P

[
x | ℓn(x) − (2 + γ0)n

δ(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O

(
1√
n

)
.2.9 ConlusionLes prinipaux objets étudiés ont maintenant été présentés : les objets disrets dans le hapitre1 et les objets ontinus dans elui-i. Les méthodes que nous développons par la suite s'avèrentsu�samment puissantes pour dérire les omportements probabilistes des algorithmes omme dessystèmes dynamiques. Nous verrons que la nature ontinue des systèmes dynamiques rend l'étudedes trajetoires génériques tronquées présentée i-dessus plus simple que elle des trajetoiresrationnelles (relatives aux algorithmes).



Chapitre 3Séries GénératriesSommaire3.1 Séries génératries pour l'analyse en distribution . . . . . . . . . . . 583.1.1 Séries génératries des moments et théorème des quasi-puissane . . . . 583.1.2 Séries génératries bivariées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 593.2 Séries génératries pour l'analyse en moyenne . . . . . . . . . . . . . 613.3 Extration des oe�ients . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 613.4 Ω ou Ω̃ ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 633.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64Les deux hapitres à venir sont onsarés aux deux prinipaux outils utilisés dans ettethèse. Chaun de es outils est relatif à un des objets étudiés : les séries génératries présentéesmaintenant sont les outils privilégiés de l'étude de strutures disrètes, à fortiori des algorithmes,alors que les opérateurs de transfert du hapitre suivant sont relatifs aux systèmes dynamiques.La prinipale étape de l'analyse dynamique onsiste à relier es deux objets.Une des tehniques les plus standard en analyse d'algorithmes et en ombinatoire est, pourétudier une famille d'objets A munie d'une taille ℓ(a), d'étudier la série génératrie assoiée. Laséries la plus simple dé�nie sur A est la série entière A(z) donnée par
A(z) =

∑

a∈A
zℓ(a),qui �enapsule� l'essentiel des propriétés de la lasse d'objets. Lorsqu'on s'intéresse à un paramètrepartiulier dé�ni sur A, par exemple un oût c(a), on étudie alors la série bivariée

A(z, u) =
∑

a∈A
zℓ(a)uc(a).Cette approhe permet de relier le omportement du oût c sur le sous-ensemble de A desentrées de tailles n, An, au omportement des oe�ients des séries A(z) et A(z, u). La démarheà suivre est alors d'obtenir une �bonne� expression des séries (déduite des propriétés ombinatoiresdes objets étudiés) qui permet, grâe aux méthodes analytiques appropriées (voir par exemple[FS, Fla02, Fla92℄) , d'extraire les oe�ients de la série.Nous suivons dans un premier temps ette démarhe, puisque nous utilisons des séries gé-nératries, et omme dans l'exemple préédent, nous manipulerons usuellement deux variables57



58 Chapitre 3. Séries Génératriesomplexes, dont une marquera la taille et l'autre le paramètre à étudier. La première di�éreneave la série présentée i-dessus est que les séries adaptées à l'analyse d'algorithmes eulidiensne sont plus des séries entières, mais des séries de Dirihlet, don de la forme
A(s) =

∑

a∈A

an

ns
,où an est la somme umulée an =

∑
a∈An

ℓ(a).Cette di�érene n'est pas anodine, puisque l'étape d'extration de oe�ients est souventplus déliate dans e as. La seonde et prinipale di�érene ave l'approhe lassique est dansl'obtention de la �bonne� forme de la série. En e�et, on ne peut pas exploiter failement unequelonque déomposition des objets qu'on étudie, qui sont ii des nombres. La déomposition�évidente� à utiliser est le développement en fration ontinue, mais elui-i, omme nous l'avonsremarqué en introdution, est basé sur un proessus trop orrélé pour qu'on puisse obtenir uneexpression �manipulable� des séries génératries. C'est grâe au lien que nous ferons dans lehapitre suivant entre séries génératries et opérateurs que l'on obtiendra �nalement l'expressionsouhaitée de la série.Le premier paragraphe du hapitre est onsaré aux séries génératries des moments de Lévy,adaptées pour faire l'étude en distribution de problèmes de nature disrète ou ontinue. Puis nousdérivons les di�érentes séries de Dirihlet et entières utilisées ii, en préisant à haque fois queloutil d'extration de oe�ients utiliser. En�n nous expliquons dans le dernier paragraphe duhapitre pourquoi il est possible de restreindre nos études aux ensembles Ω formés uniquementd'entrées premières entre elles.3.1 Séries génératries pour l'analyse en distributionUne des �nalités de l'analyse d'algorithme est d'obtenir des résultats en distribution, et dansnotre as de prouver des omportement gaussiens. Il existe de nombreuses méthodes pour prouverun tel omportement. Nous utilisons ii une méthode basée sur les séries génératries de Lévy[Lév29℄, ou séries génératries des moments, et sur le théorème des Quasi-Puissanes de H.K.Hwang [Hwa98℄.3.1.1 Séries génératries des moments et théorème des quasi-puissaneL'approhe présentée dans e paragraphe s'applique aussi bien à l'étude des algorithmeseulidiens qu'à elle des systèmes dynamiques en tant que tels. Considérons tout d'abord unalgorithme H, et son ensemble d'entrées valides Ω. Si C est un oût dé�ni sur Ω, alors la sériegénératrie des moments EN [exp(wC)] relative à la variable omplexe w est l'espérane sur lesous-ensemble de Ω onstitué des entrées de l'algorithme de taille N de la variable aléatoire
exp(wC),

EN [exp(wC)] =

∑
(u,v)∈ΩN

exp(wC(u, v))

|ΩN | . (3.1)Si on se plae dans le adre de l'étude d'un système dynamique S = (X,T ), et qu'on onsidèreun oût Cn attahé aux trajetoires tronquées de longueur n, alors la série est dé�nie par
E[exp(wCn)] =

∫

X
exp(w Cn(x))dµ(x), (3.2)



3.1. Séries génératries pour l'analyse en distribution 59où µ est la mesure de Haar sur l'ensemble X (qui est la mesure de Lebesgue pour un systèmedynamique de l'intervalle).Lorsque es séries possèdent de bonnes propriétés d'analyité au voisinage de w = 0, etqu'elles se omportent omme des quasi-puissanes (et don que la variable C a un omporte-ment prohe de elui d'une variable iid) alors on déduit du théorème suivant que le omportementde la variable C est asymptotiquement gaussien.Théorème A. [Hwang℄ Supposons que la série génératrie des moments E[exp(wRn)] d'une suitede fontions Rn est analytique dans un voisinage omplexe W de w = 0, et satisfait
E[exp(wRn)] = exp[βnU(w) + V (w)]

(
1 +O(κ−1

n )
)
, (3.3)ave βn, κn → ∞ ave n, U(w), V (w) analytiques sur W et un O uniforme sur W. Alorsl'espérane et la variane satisfont

E[Rn] = U ′(0) · βn + V ′(0) +O(κ−1
n ) , Var[Rn] = U ′′(0) · βn + V ′′(0) +O(κ−1

n ) .De plus, si U ′′(0) 6= 0, alors la distribution de Rn est asymptotiquement gaussienne, avevitesse de onvergene O(κ−1
n + β

−1/2
n ),

P

[
x | Rn(x) − U ′(0)n√

U ′′(0)n
≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O(κ−1

n + β−1/2
n ) .

3.1.2 Séries génératries bivariéesLes études en distribution sont don basées sur les séries génératries de Lévy. Lorsque leproblème est de nature ontinue, il est possible d'étudier diretement es séries. Par ontre, pourl'analyse d'algorithme, obtenir une déomposition en quasi-puissane est plus déliat, et imposeun détour par d'autres séries génératries. Ce paragraphe est don onsaré à la desription desséries de Dirihlet et des séries entières bivariées. Nous n'utiliserons pas les premières direte-ment : d'une manière générale, nous ne présentons pas ii de résultats en distribution sur leomportement des algorithmes, sauf sur l'algorithme LSB, quand la taille utilisée est la taille�exotique�. Mais dans e dernier as, les séries qui apparaissent sont des séries entières.Séries de DirihletD'une manière générale, les séries génératries que nous utilisons sont des séries de Dirihlet,plus à même de dérire des propriétés arithmétiques, mais plus déliates à analyser que desséries entières. Celles que nous présentons ii sont bivariées, et par analogie ave la variable zde l'introdution de e hapitre, la variable s est attahée à une taille et la variable w au oûtétudié. Elles sont dé�nies à l'aide de l'ensemble Ω assoié au problème traité, ainsi que de lataille ℓ et de la norme ||.|| dé�nis sur et ensemble. Rappelons que es deux dernières quantitéssont liées par
ℓ(u, v) = ℓ2(||(u, v)||).



60 Chapitre 3. Séries GénératriesÉtant données es di�érentes quantités et un oût C dé�ni sur Ω, la série FC(s,w) est dé�niepar
FC(s,w) =

∑

(u,v)∈Ω

exp(w C(u, v))

||(u, v)||s =
∑

n≥1

f
(C)
n

ns
, (3.4)où f (C)

n est la somme umulée
f (C)

n =
∑

(u,v)∈Ω

||(u,v)||=n

exp(w C(u, v)).On peut maintenant à l'aide de es séries donner une première expression des séries génératriesdes moments dé�nies en (3.1) :
EN [exp(w C)] =

∑2N−1
n=2N−1 f

(C)
n

∑2N−1
n=2N−1 |Ωn|

, (3.5)ave
Ωn = {(u, v) ∈ Ω; ||(u, v)|| = n} ,puisque les ensembles ΩN véri�ent

ΩN =
2N−1⋃

n=2N−1

{(u, v) ∈ Ω; ||(u, v)|| = n} .Remarquons que les quantités |Ωn| s'expriment également en termes de séries génératries, ommenous le verrons dans le paragraphe suivant. On dé�nit de la même manière sur les ensembles Ω̃,
Ω̃N la série F̃C(s,w), reliée à la série Ẽ[exp(wC)].Séries entièresOn peut également dé�nir les séries génératries entières, que nous n'utiliserons que dansl'étude de l'algorithme LSB, lorsque la taille et la norme onsidérées sont �exotiques�, de la forme(voir (1.17))

||(u, v)|| = 2k si l'algorithme fait k shifts et ℓ(u, v) = k.Ces séries sont données par
FC(z,w) =

∑

(u,v)∈Ω

zℓ(u,v) exp(wC(u, v)) =
∑

n≥1

f (C)
n zn, (3.6)ave

f (C)
n =

∑

(u,v)∈Ωn

exp(wC(u, v))On obtient ainsi une expression des séries génératries des moments (3.1),
EN [exp(w C)] =

[zN ]FC(z,w)

|ΩN | , (3.7)où [zN ]F (s,w) désigne le N -ème oe�ient de la série.



3.2. Séries génératries pour l'analyse en moyenne 613.2 Séries génératries pour l'analyse en moyenneIl n'est ependant pas toujours possible d'obtenir des résultats en distribution. On opte alorspour une analyse en moyenne. Les séries génératries utilisées ii sont légèrement plus simplesà manipuler, puisqu'elles ne omportent plus qu'une seule variable, la variable s (ou z dans leas d'une série entière) relative à la taille. Qu'elles soit entières ou de Dirihlet, es séries sontdé�nies à partir des séries FC(s,w) ou FC(z,w) par dérivation. Les séries de Dirihlet TC(s) sontdon données par
TC(s) :=

d

dw
FC(s,w)w=0 =

∑

(u,v)∈Ω

C(u, v)

||(u, v)||s =
∑

n≥1

t
(C)
n

ns
(3.8)ave

t(C)
n =

∑

(u,v)∈Ω

||(u,v)||=n

C(u, v),et
T1(s) =

∑

(u,v)∈Ω

1

||(u, v)||s =
∑

n≥1

t
(1)
n

ns
,ave

t(1)n = # {(u, v) ∈ Ω, ||(u, v)|| = n} .Ainsi, l'espérane de la variable C sur l'ensemble ΩN est exatement
EN [C] =

∑2N−1
n=2N−1 t

(C)
n

∑2N−1
n=2N−1 t

(1)
n

. (3.9)Il en est de même pour les séries entières, maintenant données par
TC(z) =

∑

(u,v)∈Ω

zℓ(u,v)C(u, v) =
∑

n≥1

zn
∑

(u,v)∈Ωn

C(u, v) =
∑

n≥1

t(C)
n zn.La série assoiée au oût C(u, v) = 1 est don

T1(z) =
∑

(u,v)∈Ω

zℓ(u,v) =
∑

n≥1

t(1)n zn.On obtient ainsi l'espérane de C,
EN [exp(w logC)] =

[zN ]TC(z)

[zN ]T1(z)
.3.3 Extration des oe�ientsComme nous venons de le voir, tous les résultats obtenus dans l'analyse des algorithmes lesont par extration de oe�ients de séries génératries. Cette étape est di�érente selon qu'onmanipule des séries entières ou de Dirihlet. Ce dernier as est plus déliat à traiter, en partiulierquand on souhaite obtenir des termes de restes su�samment préis pour appliquer par la suitele théorème des quasi-puissanes. C'est pourquoi l'analyse en distribution des algorithmes estpartiulièrement di�ile.



62 Chapitre 3. Séries GénératriesSéries de DirihletPour exploiter la relation (3.9), nous utiliserons un théorème taubérien, dû à Delange [Del54℄.Il relie l'asymptotique des sommes de oe�ients au omportement de la série sur un demi-planomplexe de la forme ℜ(s) ≥ σ sur lequel elle doit être analytique, sauf en s = σ où elle possèdeune singularité polaire.Théorème B. [Delange℄ Soit F (s) une série de Dirihlet à oe�ients entiers telles que F (s)onverge pour ℜ(s) > σ0 > 0. Si
(i) F (s) est analytique pour ℜ(s) = σ, s 6= σ, et
(ii) pour γ ≥ 0, F (s) s'érit

F (s) = A(s)(s − σ)−γ−1 + C(s),où A(s) et C(s) sont analytiques en s = σ et A(σ) 6= 0, alors quand N → ∞,
∑

n≤N

an =
A(σ)

σΓ(γ + 1)
Nσ logγ N [1 + ǫ(N) ], ǫ(N) → 0.En partiulier, on a

22N∑

n=22N−1

tn =
A(σ)

σΓ(γ + 1)
(1 − 2−σ) (2 log 2)γ · 22Nσ Nγ · [1 + ǫ(N) ], lim

N→∞
ǫ(N) = 0.

Quand on souhaite exploiter la relation (3.5) pour faire une analyse en distribution, la si-tuation est plus déliate. Il faut ii faire appel à la formule de Perron qui impose des onditionssupplémentaires sur une bande vertiale qui ontient la singularité σ. L'analyse est don plusdi�ile, et pour plus de détails onernant ette approhe, on peut onsulter [BV04℄.Séries entièresLe as des séries entières est généralement plus simple, puisqu'on restreint l'analyse de lasérie à l'intérieur d'un rayon de onvergene (don dans un ensemble ompat). Cette approheest également plus frutueuse, puisqu'elle s'applique très bien aux séries bivariées pour ensuiteappliquer le théorème de Hwang (relation (3.7)), et obtenir des résultats en distribution.Nous utiliserons le résultat lassique suivant (voir [FS℄ par exemple), basé sur la formule dubin�me de Newton.Théorème C. Soit Q(z) une série entière qui se déompose en
Q(z) =

(
1

1 − z

)k

P (z)où P (z) est analytique pour |z| ≤ 1 et k un entier positif. Alors asymptotiquement,
[zn]Q(z) =

nk−1

(k − 1)!
P (1)

(
1 +O(

1

n
)

)
.



3.4. Ω ou Ω̃ ? 633.4 Ω ou Ω̃ ?Nous abordons maintenant un point volontairement laissé dans le �ou jusqu'à présent, le hoixde l'ensemble d'entrées à étudier : en e�et, une analyse �rigoureuse� d'un algorithme eulidiense fait sur l'ensemble Ω̃ de toutes les entrées valides d'un algorithme, et non sur l'ensemble Ωdes entrées premières entre elles. On se rend ompte qu'en réalité les deux analyses mènentaux mêmes résultats. Considérons tout d'abord un oût additif, dé�ni sur les quotients, quivéri�e don C(du, dv) = C(u, v) pour tout entier d. Considérons maintenant la série de Dirihlet
F̃C(s,w) assoiée à e oût et à l'ensemble Ω̃, si la taille utilisée est relative à la norme sup,
||(u, v)|| = max(u, v). Elle véri�e

F̃C(s,w) =
∑

(u,v)∈eΩ

exp(w C(u, v))

us
,

=
∑

d≥1

∑

(u,v)∈Ω

exp(w C(du, dv))

(du)s
,

= ζ(s)FC(s,w),où ζ(s) est la fontion zeta de Riemann,
ζ(s) =

∑

n≥1

1

ns
.On obtient le même type de relation si la norme utilisée est la norme eulidienne,

F̃C(s,w) =
∑

(u,v)∈eΩ

exp(w C(u, v))

(u2 + v2)s
,

=
∑

d≥1

∑

(u,v)∈Ω

exp(w C(du, dv))

(u2 + v2)sd2s
,

= ζ(2s)FC(s,w).Dans l'étude des oûts additifs, il est don su�sant de se plaer diretement sur Ω. Il fautêtre plus attentif ave la omplexité en bits. Nous n'allons traiter que les séries univariées TB(s),pour la seule norme usuelle. Soit (u, v) un élément de Ω, et (du, dv) un élément de Ω̃. Si (ui) est lasuite de restes liée à une exéution de l'algorithme étudié sur entrée (u, v), alors les omplexitésen bits B(u, v) et B(du, dv) sont reliées par
B(du, dv) = log dQ(u, v) +B(u, v),où Q est le oût additif dé�ni par

Q(u, v) =

p∑

i=0

ℓ(di).On en déduit la relation
T̃B(s) = −ζ ′(s)TQ(s) + ζ(s)TB(s)quand on utilise la norme usuelle. Là enore, on en onlut qu'il est su�sant de se plaer surl'ensemble Ω.



64 Chapitre 3. Séries Génératries3.5 ConlusionCertaines des séries présentées ii seront plus utilisées que d'autres. En partiulier, elles dontnous nous servirons le plus sont les séries de Dirihlet univariées, qui permettent d'obtenir desrésultats en moyenne sur le omportement des algorithmes. Nous utiliserons également les sériesgénératries des moments pour étudier les paramètres dé�nis sur les systèmes dynamiques, equi nous permettra d'en faire une analyse en distribution. En�n, la seule série bivariée dont nousnous servirons est une série entière, qui permet de faire l'analyse en distribution de l'algorithmeLSB, lorsque l'ensemble Ω est muni de la taille liée au nombre de déalage.Nous expliquons dans les prohains hapitres omment le détour par les systèmes dynamiqueset les opérateurs de transfert permet de satisfaire les onditions des théorèmes A, B et C présentésii.



Chapitre 4Opérateurs de TransfertSommaire4.1 L'opérateur transformateur de densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . 664.1.1 Expression des di�érents opérateur de Perron-Frobenius . . . . . . . . . 684.2 Constrution des opérateurs de transfert . . . . . . . . . . . . . . . . 704.2.1 Génération des tailles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 714.2.2 Génération des oûts dé�nis sur les quotients . . . . . . . . . . . . . . . 734.2.3 Forme �nale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744.3 Propriétés génératries des opérateurs de transfert . . . . . . . . . . 754.3.1 Séries génératries de Dirihlet et opérateurs de transfert . . . . . . . . 764.3.2 Séries génératries des moments et opérateurs de transfert . . . . . . . . 834.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85Nous abordons maintenant la desription de l'objet entral de ette thèse, l'opérateur detransfert. Il est d'une ertaine manière l'analogue ontinu des séries génératries du hapitrepréédent puisqu'il enapsule l'essentiel des propriétés du système. Nous allons dans e hapitreonstruire les di�érents opérateurs utilisés, et ei en plusieurs étapes.Dans un premier temps, nous allons étudier l'opérateur de Perron-Frobenius assoié à haquesystème. Cet opérateur, également appelé opérateur transformateur de densité, est entral enthéorie des systèmes dynamiques ar il permet de aluler de manière expliite l'évolution desdensités suessives au ours du temps. Il est don partiulièrement approprié lorsqu'on herheà onnaître les densités invariantes du systèmes, par exemple, et 'est dans ette optique queKuzmin l'a introduit en 1928 [Kuz28℄ pour aluler la densité invariante du système SE relatifau développement en fration ontinue lassique (voir hapitre 2). Il a depuis été abondammentétudié, et on peut par exemple onsulter les livres de Boyarsky et Gora [BG97℄, de Lasota etMakey [LM94℄ ou enore de Baladi [Bal00℄ pour les prinipales propriétés de et opérateur.Une fois dé�ni l'opérateur de Perron-Frobenius, nous allons le modi�er légèrement, plus préi-sément le perturber, pour �nalement obtenir les opérateurs de transfert. La perturbation apportéenous est utile pour engendrer des quantités liées aux algorithmes, mais elle a initialement étéintroduite par David Ruelle dans les années 70, dans un formalisme thermodynamique (l'opéra-teur de transfert est parfois appelé opérateur de Ruelle). Il a de nombreuses appliations dansdivers domaines et a été intensivement étudié par de nombreux auteurs : on peut par exempleiter Mayer [May91℄, pour ses études de l'opérateur de transfert relatif au système SE , ou enoreBaladi [Bal00℄ 65



66 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertFinalement nous expliitons les propriétés génératries des opérateurs de transfert dans ledernier paragraphe du hapitre. En e�et, nous relions dans les propositions 4.1 à 4.9 es opérateursaux séries génératries du hapitre préédent, e qui onstitue le prinipal transfert de propriétésentre le proessus disret (l'algorithme) et le proessus ontinu (le système dynamique).4.1 L'opérateur transformateur de densitéComme nous l'avons dit dans le hapitre 2, étant donné un système dynamique, on herhesouvent à étudier l'évolution des densités au ours du temps. On herhe en partiulier à savoirs'il existe une densité invariante, et si 'est le as, à la dérire. Un des prinipaux outils utilisésdans e adre est l'opérateur transformateur de densité, ou opérateur de Perron-Frobenius, quenous noterons généralement H. Cet opérateur s'est avéré être un outil partiulièrement e�ae,puisque l'essentiel des résultats obtenus par les dynamiiens l'ont été via son étude.Son r�le est prépondérant puisqu'étant donnée une densité f , son image par l'opérateur H[f ]n'est autre que la densité obtenue après une itération du système. Ainsi, si f0, f1, f2, . . . , fi, . . .est la suite de densités suessives, alors on véri�e
H[fi] = fi+1.Si ψ est une densité invariante du système, alors elle véri�e en partiulier
H[ψ] = ψ, (4.1)elle est fontion propre de l'opérateur. Pour donner une expression préise de l'opérateur, nousallons d'abord nous plaer dans le adre plus simple des systèmes dynamiques de l'intervalle.Puis, nous détaillerons pour haque type de système dynamique l'opérateur assoié.Soit S = (X,T ) un système dynamique de l'intervalle. Rappelons que la partition de l'inter-valle X est (Xd)d∈D où D est un ensemble �ni ou dénombrable, et que les appliations Td, hd etles intervalles Yd véri�ent (voir paragraphe 2.1.1)

Td(Xd) = Yd et hd(Yd) = T−1
d (Yd) = Xd.En�n, rappelons que l'ensemble H désigne l'ensemble des branhes inverses h. Une manière deonstruire l'opérateur est la suivante. Soit f une densité dé�nie sur X, muni de la mesure deLebesgue µ. Alors la densité H[f ] obtenue après une itération de l'algorithme doit véri�er pourtout intervalle b inlus dans X :

∫

b
H[f ](t)dµ(t) =

∫

T−1(b)
f(t)dµ(t),

=
∑

h∈H

∫

h(b)
f(t)dµ(t).En appliquant le hangement de variable t = h(y)1Yh

(y), on obtient �nalement
∫

b
H[f ](t)dµ(t) =

∑

h∈H

∫

b
|h′(y)| · f ◦ h(y) · 1Yh

(y)

=

∫

b

∑

h∈H
|h′(y)| · f ◦ h(y) · 1Yh

(y).



4.1. L'opérateur transformateur de densité 67Cette égalité étant vraie pour tout intervalle ouvert b, on en déduit que l'opérateur est donnépar
H[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). (4.2)Ainsi, la nouvelle densité au point x est déduite de la valeur de l'anienne densité aux an-téédents de x par T , la dérivée |h′(x)| provenant du hangement de variable. Les propriétésmultipliatives de la dérivation font que l'expression (4.2) de l'opérateur reste valable pour sespuissanes. Par exemple l'opérateur H2 = H ◦H véri�e
H ◦ H[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)| ·

∑

g∈H
|g′(h(x))| · f ◦ g ◦ h(x) · 1Yg (h(x)) · 1Yh

(x)

=
∑

h∈H2

|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh
(x)et d'une manière générale on a

Hn[f ](x) =
∑

h∈Hn

|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh
(x). (4.3)ExemplesConsidérons les deux systèmes dynamiques de l'intervalle présentés en introdution du ha-pitre 2. Ils sont tous deux dé�nis sur l'intervalle [0, 1], par les appliations

T (x) =

{
T0(x) = 2x si 0 ≤ x < 1/2,
T1(x) = 2x− 1 si 1/2 ≤ x < 1,

et T (x) =

{
T0(x) = 2x si 0 ≤ x < 1/2,
T1(x) = 3

2 − x si 1/2 ≤ x < 1.Les branhes inverses du premier sont de la forme
h0(x) =

x

2
et h1(x) =

x+ 1

2
,et sont dé�nies sur tout l'intervalle [0, 1]. On en déduit que l'opérateur transformateur de densitéde e système est

H[f ](x) =
1

2
f(
x

2
) +

1

2
f(
x+ 1

2
).L'image par et opérateur de la fontion 1 est

H[1](x) =
1

2
+

1

2
= 1,et don la distribution uniforme sur [0, 1] est préservée par le système.L'opérateur de Perron-Frobenius relatif au seond système est dé�ni à partir des deux branhesinverses

h0(x) =
x

2
et h1(x) =

3

2
− x,dé�nies sur [0, 1] pour la première et [1/2, 1] pour la seonde. L'opérateur est don

H[f ](x) =
1

2
f(
x

2
) + f(

3

2
− x)1[1/2,1](x).



68 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertObservons que dans e as, l'image de la fontion 1 est
H[1] =

1

2
+ 1[1/2,1](x),et e système ne préserve plus la distribution uniforme. D'une manière plus générale, le fait qu'undes intervalles images ne reouvre pas l'intervalle tout entier induit la présene de fontions in-diatries dans l'expression de l'opérateur. Cette présene implique notamment que l'image par

H d'une fontion ontinue n'est à priori plus ontinue.4.1.1 Expression des di�érents opérateur de Perron-FrobeniusNous dérivons maintenant les opérateurs relatifs aux systèmes SE , Sα, SL, SL, SB ou SPMque nous étudierons par la suite. Même si on onstruit es opérateurs sur le même modèle quel'opérateur H présenté en introdution, il faudra prendre en ompte les spéi�ités de haquesystème : variables 2-adiques pour les systèmes SL et SL, systèmes probabilisés pour les systèmes
SB et SPM... Nous donnerons don un nom di�érent à haque type d'opérateur renontré :� H désigne un opérateur de Perron-Frobenius �générique�, relatif à toute sorte de système,� G désigne les opérateurs relatifs aux systèmes MSB, don entre autres aux systèmes SE ,

SC et Sα,� K désigne l'opérateur relatif au système LSB SL, dé�ni sur la boule unité B de Q2,� L désigne l'opérateur relatif au système LSB SL, dé�ni sur B×J , J étant le tore ]−π/2, π/2[,� M désigne les opérateurs relatifs relatifs aux systèmes Mixtes, don aux systèmes proba-bilisés SB et SPM.Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systèmes MSBLes systèmes MSB étant des systèmes dynamiques de l'intervalle, la dé�nition donnée plushaut de l'opérateur de Perron-Frobenius s'applique diretement. Les opérateurs G sont dondonnés par
G[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). (4.4)Remarquons ependant quelques di�érenes entre les opérateurs relatifs aux systèmes SE , SCet SX et eux relatifs aux systèmes α-eulidiens Sα. En partiulier, les fontions indiatries nesont pas néessaires pour les premiers opérateurs. En e�et, elles ne le sont que quand les imagesdes intervalles fondamentaux ne reouvrent pas l'intervalle X tout entier. Dans e dernier as,les fontions indiatries sont toutes de la forme Yh(x) = 1 pour tout x ∈ X, et peuvent êtreomises.La présene ou non de fontion indiatrie n'est pas anodine : elle peut en e�et apporter desdisontinuités à haque étape. Ainsi, on peut d'ores et déjà a�rmer que la densité invariante d'unsystème non-omplet n'est pas une fontion ontinue, puisque les disontinuités apportées parl'opérateur impliquent que si f est ontinue, G[f ] ne l'est pas (omme dans l'exemple préédent).En�n le as de l'opérateur relatif au système SX (algorithme Par-Exès) est légèrementdi�érent puisqu'on étudie un système induit. Nous reviendrons brièvement sur e as à la �n duhapitre 5.



4.1. L'opérateur transformateur de densité 69Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systèmes LSBConsidérons tout d'abord le système SL, dé�ni sur la boule unité B de Q2. On obtientl'opérateur de Perron-Frobenius en suivant les mêmes étapes que préédemment. Seule la formulede hangement de variable di�ère. En e�et, si K1 et K2 sont deux ouverts de B, et σ uneappliation telle que K1 = σ(K2), alors la formule de hangement de variables devient (voir[VVZ94℄ par exemple)
∫

K1

f(x)dµ(x) =

∫

K2

|σ′(y)|2 · f(σ(y))dµ(y),où µ est la mesure de Haar dé�nie sur la boule unité B. La prinipale di�érene ave l'expression(4.2) est l'utilisation de la valeur absolue 2-adique à la plae de la valeur absolue usuelle. Deplus, le système dynamique étant omplet (pour tout d ∈ D, Td(Bd) = B), on peut omettre lesfontions indiatries et on obtient �nalement l'opérateur K, dé�ni sur les fontions f : B → Rpar
Kn[f ](x) =

∑

h∈Hn

|h′(x)|2 · f ◦ h(x).Remarquons que la propriété (4.1) relative à une densité invariante donne ii immédiatement unrésultat. En e�et, haque branhe inverse hd est de la forme
hd(x) =

1

q + x
=

2k

a+ 2kxoù d est le hi�re assoié au quotient q = a/2k. Comme nous l'avons remarqué dans le hapitre2 (relation (2.17)), la valeur absolue 2-adique de ette branhe est onstante sur B,
|h′d(x)|2 = 2−2k,et l'image par K de la fontion 1 est don

K[1](x) =
∑

h∈H
|h′(x)|2 =

∑

k≥1

∑

a impair

|a|<2k

2−2k = 1.Ainsi, la densité uniforme est bien préservée par le système. Cette propriété est véri�ée d'unemanière générale par tous les systèmes omplets dont la valeur absolue de la dérivée (usuelleou 2-adique) est onstante. Ils s'apparentent ainsi à des proessus sans mémoire. On peut ene�et onsidérer un système dynamique omme étant une soure qui émet des symboles aux oursdu temps. On assoie à une orbite x, T (x), T 2(x)... les symboles d0, d1, d2... orrespondant auxintervalles fondamentaux suessivement �traversés� par l'orbite. On observe aisément qu'un sys-tème dynamique dont les branhes sont a�nes et omplètes préserve la distribution uniforme etorrespond alors à une soure sans mémoire.L'opérateur relatif au système SL (dé�ni sur B×J) se onstruit toujours sur le même modèle.Cependant, l'appliation T dé�nissant e système agissant maintenant sur deux variables (unevariable 2-adique x ∈ B et une variable y ∈ J =] − π/2, π/2[) il faut maintenant remplaer ladérivée par le Jaobien de l'appliation, qui est donné par |h′(x)|2 · |h′(y)|. L'opérateur L dePerron-Frobenius relatif au système SL est don, pour une fontion f : B × J → R,
L[f ](x, y) =

∑

h∈H
|h′(x)|2 · |h′(y)| · f(h(x), h(y)).



70 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertSi on note δh la quantité |h′(x)|2 = 1/det h, on utilise plut�t l'expression
L[f ](x, y) =

∑

h∈H
δh · |h′(y)| · f(h(x), h(y)). (4.5)Nous n'étudierons par la suite que la partie réelle du système, et n'observerons l'évolutionde la densité que sur l'ensemble J . Nous dé�nissons don un dernier opérateur, agissant sur desfontions f : J → R à une variable réelle par

L[f ](y) =
∑

h∈H
δh · |h′(y)| · f ◦ h(y). (4.6)Remarquons que et opérateur ne orrespond plus exatement à un opérateur transformateurde densité pour un système dynamique, puisqu'en se restreignant à la seule variable réelle, ons'éloigne du formalisme usuel (partition, branhes inverses et..) Par ontre, on se retrouve dansle adre d'un système de fontions itérées : si on onsidère l'ensemble de fontions

{
hq : J → J, hq(x) = arctan

(
1

q + tan x

)
, q =

a

2k
, k ≥ 1, a impair , |a| < 2k

}où haque élément h est hoisi ave probabilité δh, alors l'opérateur L est l'opérateur relatif à esystème (voir par exemple le livre de Bougerol et Laroix [BL85℄).Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systèmes MixtesEn�n, on traite le as des systèmes Mixtes (et don probabilistes) en �probabilisant� l'opé-rateur. Rappelons que les systèmes SB et SPM sont en réalité des familles de systèmes (voirparagraphe 2.5.1), la probabilité de hoisir haun de es systèmes dépendant du déalage e�e-tué (et du signe ± de l'opération hoisie pour le système SPM). Ces probabilités s'étendent auxsystèmes induits, lesquels sont formés d'un ensemble d'appliations Td et hd (branhes inverses)indiées par les hi�res d = (a, k) (Binaire) ou d = (a, k, ε) (Plus-Moins), la probabilité de hoi-sir une de es appliations étant �nalement phd
:= pd = 2−k = 1

det hd
. On se retrouve dans unesituation similaire à elle dérite dans le paragraphe préédent, et l'opérateur M est donné par

M[f ](x) =
∑

h∈H
ph · |h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). (4.7)La prinipale di�érene entre les opérateurs des systèmes Binaires et Plus-Moins réside dans laprésene de la fontion indiatrie. En e�et, les branhes inverses relatives au système Binairesont dé�nies sur tout l'intervalle [0, 1], e qui n'est pas le as pour elles relatives au systèmePlus-Moins. On trouvera don des fontions indiatries dans l'opérateur assoié au systèmePlus-Moins, e qui rendra son étude plus di�ile puisque les disontinuités rées par l'opérateurempêhent de se plaer sur des ensembles de fontions ontinues.4.2 Constrution des opérateurs de transfertComme nous l'avons dit, le r�le de l'opérateur de transfert est de relier les propriétés desséries génératries à elles des systèmes dynamiques. C'est l'utilisation de et opérateur qui per-met le transfert du ontinu au disret, la dernière étape de l'analyse dynamique d'algorithmes.Cependant, et opérateur n'est pas une �invention� de l'analyse dynamique. La perturbation
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G G[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh

(x) Systèmes MSB
K K[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)|2 · f ◦ h(x) Système SL

L L[f ](x, y) =
∑

h∈H
δh · |h′(y)| · f(h(x), h(y)) Système SL

L L[f ](y) =
∑

h∈H
δh · |h′(y)| · f ◦ h(y) Système SL

M M[f ](x) =
∑

h∈H
ph|h′(x)| · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). Systèmes SB et SPMFig. 4.1 � Les di�érents opérateurs de Perron-Frobeniuspermettant de passer de l'opérateur de Perron-Frobenius à l'opérateur de transfert est due à Da-vid Ruelle (voir par exemple [Rue78℄), qui l'a utilisée dans les années 70 dans le adre d'étudesthermodynamiques. Son utilisation en analyse d'algorithmes est, du oup, plus réente. L'opé-rateur apparaît déjà dans les travaux de Brent [Bre76℄ sur l'algorithme Binaire, ainsi que danseux d'Hensley dans son étude en distribution de l'algorithme d'Eulide [Hen94℄. Son utilisationsystématique en analyse d'algorithmes est due à Brigitte Vallée.Ce paragraphe est onsaré à la desription de et opérateur. Plus préisément, nous expli-quons omment perturber l'opérateur de Perron-Frobenius pour générer les di�érentes quantitésqui nous intéressent.En e�et, on perturbe l'opérateur transformateur de densité di�éremment selon la quantitéqu'on souhaite mettre en valeur. D'une manière générale, les variables apparaissant dans esperturbations jouent le même r�le que elles apparaissant dans les séries génératries : la variable
s sert à marquer des tailles et la variable w sert à marquer un oût. Prenons l'exemple del'opérateur de Perron-Frobenius dérit dans (4.2), relatif à un système dynamique de l'intervalle.Alors l'opérateur de transfert orrespondant est dé�ni par

Hs,w[f ](x) :=
∑

h∈H
|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). (4.8)
Hn

s,w[f ](x) :=
∑

h∈Hn

|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh
(x).Nous expliquons dans les paragraphes suivants en quoi la dérivée |h′| est généralement assoiéeà une taille, et ainsi en quoi un tel opérateur permet de générer les prinipales quantités étudiées.Nous donnons dans le paragraphe 4.2.3 les expressions �nales de tous les opérateurs utilisés.4.2.1 Génération des taillesL'opérateur présenté en (4.8) est en réalité le bon opérateur de transfert pour les systèmes(et algorithmes) MSB. Nous aurons besoin de le modi�er légèrement pour obtenir les opérateursrelatifs aux autres algorithmes et systèmes dynamiques.



72 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertSystèmes MSBConsidérons don tout d'abord les systèmes dynamiques MSB. Pour tous es systèmes, lesbranhes inverses h sont des homographies du type
h(x) =

ax+ b

cx+ d
,dont les dérivées sont don de la forme

h′(x) =
deth

(D[h](x))2
,où D[h] désigne la fontion dénominateur de h. On remarque de plus que es homographies sonttoutes de déterminant ±1, et qu'ainsi

|h′(x)| =
1

(D[h](x))2
. (4.9)Soit maintenant (u, v) une entrée valide de l'algorithme orrespondant au système étudié.Cette entrée orrespond à une trajetoire rationnelle du système, et plus préisément il existeune homographie de profondeur p, h ∈ Hp telle que

v

u
= h(0) et D[h](0) = u (4.10)si l'algorithme fait p itérations sur entrée (u, v) (voir (2.6)) et que ette dernière appartient à Ω(et don qu'on véri�e pgd (u, v) = 1). On déduit de ette relation et de (4.9) l'égalité

|h′(0)| =
1

u2
=

1

||(u, v)||2 (4.11)et ainsi la dérivée d'une homographie h ∈ Hp permet d'exprimer la norme de l'entrée de l'algo-rithme orrespondant. Il est don naturel de mettre la variable s, marquant la taille des entréesd'un algorithme en exposant de ette dérivée.Systèmes MixtesLa génération des normes est presque identique lorsque le système est Mixte. La prinipaledi�érene vient du fait que les déterminants des branhes inverses ne sont plus ±1. Prenonsl'exemple des systèmes dynamiques Binaire et Plus-Moins. Les branhes inverses relatives à unhi�re d = (a, k) ou d = (a, k, ε) sont de la forme
hd(x) =

1

a+ 2kx
ou hd(x) =

1

εa+ 2kxet don de déterminant 2k. Cependant, haune de es branhes est empruntée ave probabilité
phd

= 2−k, et don en vertu de la relation (2.6) entre une entrée valide (u, v) de l'algorithme etune branhe inverse h ∈ Hp de profondeur p, on véri�e
ph|h′(0)| =

1

u2
=

1

||(u, v)||2 . (4.12)La variable s qui marque les normes devra don être plaée en exposant de la quantité ph|h′(x)|dans l'opérateur de Perron-Frobenius dé�ni en (4.7). C'est pour obtenir une telle propriété qu'ona dé�ni de la sorte le système de probabilités au paragraphe 2.5.



4.2. Constrution des opérateurs de transfert 73Systèmes LSBLa situation est ii très di�érente. Tout d'abord, la dérivée δh = |h′|2 ne permet plus degénérer une norme �raisonnable�. Nous avons vu en e�et au paragraphe 2.4 que ette quantitéest onstante sur la boule unité B de Q2, et égale à 2−2k si h est la branhe relative au hi�re
d = (a, k). Elle ne génère plus maintenant que la norme �exotique� dé�nie par ||(u, v)|| = 2k (voirparagraphe 1.6.1). Nous verrons par la suite que dans e as très partiulier, la série génératrieassoiée est une série entière.Toujours est-il que le système dynamique 2-adique SL, s'il modélise bien la dynamique del'algorithme, ne permet pas d'avoir aès aux notions de tailles usuelles ; le détour par un monde2-adique implique une perte d'information. C'est pourquoi il est plus judiieux pour étudier l'al-gorithme LSB de onsidérer le système SL, dans lequel la dynamique est guidée par la variable2-adique, et ainsi orrespond bien à elle de l'algorithme, la variable réelle étant ii utile pouravoir aès aux tailles (ou normes) dont nous avons besoin.En e�et, soit (b, c) un veteur de Z2, w le rationnel w = b/c (w orrespond ii à la otangentede l'angle formé par la droite projetive passant par (b, c) et l'axe des absisses) et y = arctanw ∈
J l'élément orrespondant de J . Soit d = (a, k) ∈ DL un quotient (don de la forme d = q =
a/2k), hd ∈ H et hd les homographies orrespondantes, et M[d], N[d] les matries assoiées (voir(1.9,1.11)),

M[d] =
1

2k

(
0 2k

2k a

)
, N[d] :=

(
0 2k

2k a

)
.Si la norme eulidienne sur Z2 est donnée par ||(b, c)||2 = b2 + c2, alors on véri�e

||(b, c)||2
||N[d](b, c)||2

=
1

22k

1 + w2

1 + (w + q)2
= δh · |h′d(y)|. (4.13)En partiulier, soit (u, v) une entrée de l'algorithme, pour laquelle elui-i fait p itérations. Si

d1, ...dp est la suite de quotients engendrée par l'algorithme et si N = N[d1] · · · N[dp] est la matrieassoiée, alors (voir (1.12)) (
v
u

)
= N ·

(
0
1

)et don on déduit de (4.13) la relation
||(u, v)||2 = ||N (1, 0)||2 =

1

δh · |h′(0)| , (4.14)qui permet de générer les tailles des entrées de l'algorithme. Le paramètre s marquant les taillesdevra don être mis en exposant de l'expression δh · |h′|.4.2.2 Génération des oûts dé�nis sur les quotientsLa génération des oûts à l'aide des opérateurs est maintenant plus simple. La perturbationassoiée est la même que elle qui a mené de l'opérateur de Perron-Frobenius dé�ni en (4.2) àl'opérateur dé�ni en (4.8).Plus préisément, étant donné un algorithme, le système dynamique assoié, et un oût dé�nisur les hi�res, on peut de manière équivalente dé�nir e oût sur l'ensemble H des branhesinverses du système. On étend par additivité e oût à des trajetoires de longueur quelonque (et



74 Chapitre 4. Opérateurs de Transfertdon à des trajetoires rationnelles orrespondant aux algorithmes eulidiens ou à des trajetoiresgénériques tronquées). L'opérateur de transfert est obtenu en ajoutant l'expression exp(wc(h)).4.2.3 Forme �naleNous donnons maintenant les formes �nales des opérateurs de transfert que nous utiliserons.Ils sont tous onstruit sur le même modèle que l'opérateur Hs,w présenté en introdution : ondé�nira don les opérateurs Gs,w, Ks,w , Ls,w et Ms,w. Nous serons de plus amenés à dé�nir unopérateur à trois variables pour l'étude de l'algorithme LSB, en l'ourrene l'opérateur Ls,t,w.D'une manière générale, les opérateurs du type Hs,w sont utiles pour l'analyse en distribution desalgorithmes, les opérateurs Hs,0 pour les analyses en moyenne des algorithmes et les opérateurs
H1,w pour les analyses en distribution des trajetoires tronquées des systèmes dynamiques. Lavariables s n'intervient don que quand le problème traité est de nature disrète.Opérateurs de transfert pour les systèmes MSBComme nous l'avons érit au début de ette setion, les opérateurs de transfert pour lessystèmes MSB sont donnés par (4.8).

Gs,w[f ](x) :=
∑

h∈H
|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh

(x). (4.15)Quand on s'intéresse aux systèmes SE et SC , on peut omettre les fontions indiatries, e quisimpli�e l'étude des opérateurs.Opérateurs de transfert pour les systèmes LSBConsidérons tout d'abord l'opérateur Ls,w. En suivant les instrutions données au hapitrepréédent, on obtient
Ls,w[f ](x) =

∑

h∈H
δs
h · |h′(x)|s · exp(wc(h)) · f(h(x)). (4.16)On dé�nit un opérateur à trois variables quand on veut dissoier l'ation 2-adique assoiée à

δh de l'ation réelle assoiée à |h′(x)|. Pour ela, on ne plae pas une seule variable en exposantdu Jaobien, mais deux en exposant de haune des omposantes de e Jaobien, et on obtientl'opérateur Ls,t,w à trois paramètres omplexes :
Ls,t,w[f ](x) =

∑

h∈H
δt
h · |h′(x)|s · exp(wc(h)) · f(h(x)). (4.17)On véri�e don Ls,w = Ls,s,w.En�n, l'opérateur Ks,w est relatif au système purement 2-adique SL et est utile pour l'analyseen distribution de l'algorithme L lorsque la taille des entiers est la taille �exotique�, ainsi quepour l'étude des trajetoire génériques tronquées. Il est dé�ni par

Ks,w[f ](x) =
∑

h∈H
|h′(x)|s2 · exp(wc(h)) · f ◦ h(x). (4.18)



4.3. Propriétés génératries des opérateurs de transfert 75Opérateurs de transfert pour les systèmes MixtesFinalement, les opérateurs de transfert pour les systèmes mixtes sont déduits de leurs opéra-teurs de Perron-Frobenius en y ajoutant la variable s en exposant de p(h)|h′(x)| et la quantité
exp(wc(h)) :

Ms,w[f ](x) :=
∑

h∈H
ps

h · |h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh
(x)

=
∑

h∈H

1

(D[h](x))2s
· exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh

(x).

Gs,w
Gs,w[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh

(x) Systèmes MSB
Ks,w

Ks,w[f ](x) =
∑

h∈H
|h′(x)|s2 · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) Système SL

Ls,w,t
Ls,w,t[f ](y) =

∑

h∈H
δt
h · |h′(y)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(y) Système SL

Ms,w
Ms,w[f ](x) =

∑

h∈H
ps

h|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Yh
(x) Systèmes SB et SPMFig. 4.2 � Les di�érents opérateurs de transfert4.3 Propriétés génératries des opérateurs de transfertNous abordons ii e qui onstitue la troisième et dernière étape d'une analyse dynamique,le transfert des propriétés du modèle ontinu, le système dynamique, à l'algorithme étudié. Cetransfert s'e�etue via une relation entre les séries génératries dérites au hapitre 3 et les opé-rateurs de transfert. Lors de leur dé�nition, nous avons vu omment les opérateurs de transfertsont naturellement reliés aux prinipales quantités étudiées ii, qui sont d'une part les tailles desentrées et d'autre part les oûts étudiés. Nous expliitons es liens maintenant, en leur donnantune forme �dé�nitive� : nous assoions à haque type de oût -et don à haque série génératrie-l'opérateur qui lui est assoié. Ce paragraphe est séparé en deux sous-paragraphes : nous traitonsdans le premier les oûts assoiés aux algorithmes, don de nature disrète. Les séries généra-tries sont des séries de Dirihlet. Nous y distinguons les oûts additifs (nombre d'itérations parexemple), les oûts non-additifs (omplexité en bits) et les oûts assoiés à l'étude de l'algo-rithme interrompu. Le seond paragraphe onerne les oûts assoiés aux trajetoires génériquestronquées des systèmes dynamiques. Les séries sont don maintenant des séries génératries desmoments et, omme pour l'étude des algorithmes, on distingue les oûts additifs (dé�nis sur lesquotients) des oûts non-additifs, tels les tailles des ontinuants.Certaines des propositions énonées dans e paragraphe sont valides pour tous les algorithmeset systèmes dynamiques, d'autres non. Dans le premier as, l'opérateur de transfert est désignépar Hs,w, qui est la dénomination générique des opérateurs. Dans le seond as, on spéi�el'opérateur utilisé, qui peut don être Gs,w, Ks,w, Ls,w ou Ms,w.



76 Chapitre 4. Opérateurs de Transfert4.3.1 Séries génératries de Dirihlet et opérateurs de transfertCe paragraphe ontient trois propositions, haune d'entre elle traitant un type de oût par-tiulier. Pour les oûts additifs, la onstrution au paragraphe 4.2 des opérateurs de transfertapporte presque immédiatement la relation entre séries génératries bivariées et opérateurs Hs,w.Plus préisément, ette relation fait intervenir le quasi-inverse (I−Hs,w)−1[1](0), qui est un objetentral des di�érentes analyses. On déduit de ette relation le lien entre les séries génératriesunivariées, utilisées pour l'analyse en moyenne, et les quasi-inverses (I −Hs,0)
−1[1](0). La situa-tion est plus déliate pour la omplexité en bits, puisqu'en plus de oûts assoiés aux quotients,il faut générer les tailles des restes et des oe�ients apparaissant au ours d'une exéution del'algorithme. Notons de plus que dans e dernier as, nous ne traitons que la série génératrie

TB(s) utilisée pour l'analyse en moyenne. Finalement, nous étudions dans les propositions 4.4,4.5 et 4.6 les opérateurs liés à l'étude des algorithmes d'Eulide interrompus Et et Eδ.En�n, en vertu des observations faîtes à la �n du hapitre 3 sur les ensembles Ω et Ω̃, nousne onsidérons ii que les séries génératries dé�nies sur l'ensemble Ω des entrées valides del'algorithme premières entre elles.Coûts additifsLa proposition suivante ainsi que elle qui en déoule sont valides pour tous les algorithmeseulidiens.Proposition 4.1 Soit H un algorithme eulidien. Soit c un oût additif dé�ni sur les quotientset C le oût total assoié. Soit FC(s,w) la série génératrie bivariée assoiée à e oût, telle qu'elleest dé�nie en (3.4). Soit Hs,w l'opérateur de transfert assoié au système dynamique sous-jaentà l'algorithme H et au oût c. Alors FC(s,w) et Hs,w sont reliés par
FC(2s,w) = (I − Hs,w)−1[1](0). (4.19)Preuve : L'essentiel de la preuve repose sur le fait que le quasi-inverse parourt tout l'ensemble Ωdes entrées valides et premières entre elles. Notons en e�et Ω[p] le sous-ensemble de Ω onstituédes entrées pour lesquelles l'algorithme fait exatement p itérations. On peut assoier à haqueélément (u, v) de Ω[p] un élément h de Hp via la relation (4.10)

v

u
= h(0),e qui dé�nit une bijetion entre les ensembles Ω[p] et Hp. Cette relation permet d'une part degénérer la quantité

1

||(u, v)||grâe à (4.11), (4.12) et (4.14), et d'autre part le oût total C(u, v). En e�et, e oût est de laforme
C(u, v) =

p∑

i=1

c(di)



4.3. Propriétés génératries des opérateurs de transfert 77où (di) est la suite de quotients générées par l'algorithme. Ce oût s'étend (voir paragraphe 4.2.2)à l'homographie h = hd1 ◦ · · · ◦ hdp et on a don
C(u, v) = c(h).On déduit don dans un premier temps l'égalité

Hp
s,w[1](0) =

∑

(u,v)∈Ω[p]

exp(wC(u, v))

||(u, v)||2spuis par sommation sur p,
(I −Hs,w)−1[1](0) =

∑

p≥1

Hp
s,w[1](0) =

∑

p≥1

∑

(u,v)∈Ω[p]

exp(wC(u, v))

||(u, v)||2s

=
∑

(u,v)∈Ω

exp(wC(u, v))

||(u, v)||2s

= FC(2s,w).

La proposition suivante, qui déoule de la préédente, nous sera en réalité d'une plus grandeutilité, puisque 'est d'elle dont nous nous servons pour les analyses en moyenne.Proposition 4.2 Soit H un algorithme eulidien. Soit c un oût un oût additif dé�ni sur lesquotients et C le oût total assoié. Soient TC(s), T1(s) les séries génératries univariées assoiéesà e oût, telles qu'elles sont dé�nies en (3.8). Soit Hs,0 l'opérateur de transfert assoié ausystème dynamique sous-jaent à l'algorithme H. Alors TC(s), et Hs,0 sont reliés par
TC(2s) = (I − Hs,0)

−1 ◦ H
[c]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1[1](0) (4.20)où H
[c]
s,0 est déduit de Hs,w par dérivation en w = 0,

H
[c]
s,0 =

d

dw
Hs,w |w=0

.La série T1(s) est donnée par
T1(2s) = (I − Hs,0)

−1[1](0).Preuve : On déduit e orrolaire en dérivant la relation (4.19) et en utilisant la relation (3.8)entre les séries FC(s,w) et TC(s). Il faut juste remarquer que l'opérateur H
p
s,w se dérive de lamanière suivante,

d

dw
Hp

s,w =

p∑

i=1

Hi−1
s,w ◦ H

[c]
s,0 ◦H

p−i
s,0dont on déduit le double quasi-inverse dans (4.20).



78 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertComplexité en bitsComme nous l'avons fait remarquer en introdution du paragraphe, la situation est ii plusdéliate. Il faut en e�et maintenant générer les tailles ℓ(ui) des restes apparaissant au ours d'uneexéution de l'algorithme. Plus exatement, nous allons générer les quantités log2(ui), de manièreà obtenir les oûts B̂ et X̂, approximations des oûts B et X (1.24,1.25,1.27). Cei se fait enremarquant que es di�érentes quantités s'observent sur le développement en fration ontinueassoié à une entrée (u, v) de l'algorithme.La tehnique utilisée ii est elle introduite par Akhavi et Vallée dans [AV00, Val98a℄. Soit
(u, v) ∈ Ω une entrée valide d'un algorithme eulidien (on a pgd(u, v) = 1), et h ∈ Hp l'homo-graphie assoiée, v/u = h(0). Si ette homographie s'érit h = h1 ◦ h2 ◦ · ◦ hp, alors on dé�nit leshomographies ei(h) et bi(h) (pour ending et begining) par

bi(h) = h1 ◦ h2 ◦ . . . ◦ hi−1, ei(h) = hi ◦ hi+1 ◦ . . . ◦ hp. (4.21)Ces deux homographies sont reliées aux restes ui et aux oe�ients ai, bi alulés par la versionétendue de l'algorithme. En e�et, elles dé�nissent deux rationnels
ei(h)(0) =

vi

wi
, bi(h)(0) =

pi

qi
, (4.22)où pi, qi et vi, wi sont des entiers premiers entre eux, reliés ave les restes (ui) et les oe�ients

(ai, bi) par
ui = wi, pi = |ai+1|, qi = |bi+1|. (4.23)La première relation n'est valide que si (u, v) ∈ Ω, don si u et v sont premiers entre eux. Dansle as général, on a

ui = pgcd(u, v)wi.Finalement, les relations (4.22,4.23) onduisent aux égalités
|e′i(h)(0)|s =

1

u2s
i

et −1

log 2

d

ds
|e′i(h)(0)|s = log2 ui |e′i(h)(0)|s, (4.24)utilisées dans la preuve de la proposition 4.3.Remarquons que la même approhe appliquée à l'algorithme LSB permet d'obtenir le oût

B̂ dé�ni en (1.27), via l'égalité
|e′i(h)(0)|s =

1

(u2
i + u2

i−1)
s
,

−1

log 2

d

ds
|e′i(h)(0)|s = log2(u

2
i + u2

i−1) |e′i(h)(0)|s. (4.25)Proposition 4.3 Soit H un algorithme eulidien. Soit B̂ le oût assoié à la omplexité en bitsde et algorithme et ℓ(d) la taille d'un quotient d. Soit T bB(s) la série génératrie assoiée, et
Gs,0, Ms,0 les opérateurs assoiés aux algorithmes. Les séries et opérateurs sont reliés par

T bB(2s) = (I − Hs,0)
−1 ◦ ∆Hs,0 ◦ (I − Hs,0)

−1 ◦ H
[ℓ]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1[1](0), (4.26)où ∆ est l'opérateur de dérivation par rapport à s dé�ni par
∆Ls := − 1

log 2

d

ds
Ls. (4.27)



4.3. Propriétés génératries des opérateurs de transfert 79Si HX est la version étendue de l'algorithme H, et X̂ le oût assoié au alul d'un oe�ient,alors la série T bX et les opérateurs Gs,0, Ms,0 sont reliés par
T bX(2s) = (I − Hs,0)

−1 ◦H
[ℓ]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1 ◦ ∆Hs,0 ◦ (I − Hs,0)
−1[1](0).Preuve : Considérons tout d'abord les algorithmes MSB et Mixtes. Rappelons que si (u, v) ∈

Ω[p] est une entrée pour laquelle l'algorithme génère les suites de restes u0, . . . , up et de quotients
d1, . . . dp alors la omplexité en bits d'une telle exéution est (voir (1.21))

B(u, v) =

p∑

i=1

ℓ(di)ℓ(ui),et l'approximation B̂ que nous en faisons est donnée par (1.24),
B̂(u, v) =

p∑

i=1

ℓ(di) log2(ui).De même, si ai est une des deux suites alulées dans la version étendue de l'algorithme, alorsle oût supplémentaire est (voir (1.21))
X(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × ℓ(ai).L'approximation X̂ de e oût est (1.25) :
X̂(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × log2

(
ai + ai−1

ui

ui−1

)
.La taille des quotients ℓ(di) est engendrée de la même manière que préédemment dansl'opérateurHs,w. Les quantités log2(ui) et log2

(
ai + ai−1

ui
ui−1

) sont engendrées grâe à la relation(4.24). Considérons en e�et l'opérateur Hi−1
s,0 ◦ H

[ℓ]
s,0 ◦ ∆H

p−i
s,0 . En vertu de (4.24), et opérateurvéri�e

Hi−1
s,0 ◦H

[ℓ]
s,0 ◦ ∆H

p−i
s,0 [1](0) =

∑

(u,v)∈Ω[p]

log2(ui)

u2s
ℓ(di).On a don de la sorte engendré la omplexité en bits de la i-ème itération. On obtient la om-plexité en bits totale en parourant toutes les itérations :

p∑

i=1

Hi−1
s,0 ◦H

[ℓ]
s,0 ◦ ∆H

p−i
s,0 [1](0) =

∑

(u,v)∈Ω[p]

B̂(u, v). (4.28)Finalement, on remarque que l'opérateur ∆H
q
s,0 véri�e

∆H
q
s,0 =

q∑

j=1

H
j−1
s,0 ◦ ∆Hs,0 ◦H

q−j
s,0 ,



80 Chapitre 4. Opérateurs de Transferte qui entraîne
TB(2s) =

∑

p≥1

p∑

i=1

Hi−1
s,0 ◦ H

[ℓ]
s,0 ◦ ∆H

p−i
s,0 [1](0)

= (I − Hs,0)
−1 ◦ ∆Hs,0 ◦ (I − Hs,0)

−1 ◦ H
[ℓ]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1[1](0)Considérons maintenant la omplexité supplémentaire liée au alul des oe�ients de Bezout.L'opérateur ∆Hi−1
s,0 ◦ H

[ℓ]
s,0 ◦H

p−i
s,0 véri�e

∆Hi−1
s,0 ◦ H

[ℓ]
s,0 ◦ H

p−i
s,0 [1](0) =

∑

(u,v)∈Ω[p]

1

u2s
log2

(
ai + ai−1

ui

ui−1

)
ℓ(di). (4.29)On applique alors la même démarhe que préédemment, et on obtient le résultat souhaité.Pour l'algorithme LSB, la démarhe est la même : le oût

B̂(u, v) =
1

2

p∑

i=1

ℓ(di) × log2(u
2
i + u2

i+1)s'obtient exatement de la même manière grâe à (4.25).
Coûts relatifs aux algorithmes interrompusNous nous onentrons maintenant sur les oûts relatifs aux algorithmes interrompus Et, et
Eδ. Le premier, Mt,δ,γ dé�ni en (1.19) par

Mt,δ,γ(u, v) =

(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ

,est utilisé pour déterminer le nombre d'itérations de l'algorithme interrompu de paramètre t, Et.Les oûts B̂δ et X̂δ sont dé�nis en (1.241.25), et sont les oûts �approximatifs� servant à l'analysede la omplexité en bits de l'algorithme interrompu Eδ. Ils nous permettront également d'obtenirla omplexité en bits de l'algorithme interrompu Et, omme nous le montrerons dans le hapitre5. En�n, le oût Uδ, dé�ni en (1.20) par
Uδ,B(u, v) := 1B(

u⌊δp⌋+1

u⌊δp⌋
),est utilisé pour étudier l'évolution de la distribution des restes au ours d'une exéution del'algorithme.



4.3. Propriétés génératries des opérateurs de transfert 81Proposition 4.4 SoitMt,δ,γ le oût dé�ni en (1.19) relatif au nombre d'itérations de l'algorithmeinterrompu Et. Soit TM (s) la série génératrie assoiée, et Gs,0 l'opérateur de transfert relatif ausystème SE . Soient s+ et s− dé�nis par
s+ = s+ tγ, s− = s− βγave β = 1 − t. Alors TM (s) et Gs,0 sont reliés par

TM (2s) =
∑

p≥0

G
p−⌊δp⌋
s−,0

◦ G
⌊δp⌋
s+,0

[1](0).Preuve : L'approhe utilisée ii est très prohe de elle adoptée dans la preuve de la propo-sition 4.3, puisqu'ii aussi le oût à générer fait intervenir les restes apparaissant au ours d'uneexéution de l'algorithme.Soit (u, v) ∈ Ω une entrée de l'algorithme, assoiée à une homographie h ∈ Hp. Déouponsette homographie de la même manière que préédemment, 'est-à-dire en deux partie ei(h) et
bi(h). Soient s et t deux paramètres omplexes. On observe alors la relation

|e′i(h)(0)|t · |b′i(u)(ei(h)(0))|s = |e′i(h)(0)|t−s · |h′(0)|s =
us−t

i

u2sEn posant s = s−, t = s+ et i = ⌊δp⌋ et en étendant ette relation à toutes les branhes inverses
h ∈ Hp, puis à toutes les profondeurs p on déduit le résultat.Les séries génératries relatives à la omplexité en bits des algorithmes interrompus ont uneforme légèrement di�érente de elles obtenues dans la proposition 4.3.Proposition 4.5 Soient B̂δ et X̂δ les oûts relatifs à la omplexité en bits de l'algorithme in-terrompu de paramètre δ, Eδ. Les séries génératries assoiées T bBδ

(s) et T bXδ
(s) sont reliées auxopérateurs de transfert Gs,0 par

T bBδ
(2s) =

∑

p≥0

⌊(1−δ)p⌋∑

i=1

∆G
p−i
s,0 ◦ G

[ℓ]
s,0 ◦Gi−1

s,0 [f ](0),

T bXδ
(2s) =

∑

p≥0

⌊(1−δ)p⌋∑

i=1

G
p−i
s,0 ◦G

[ℓ]
s,0 ◦ ∆Gi−1

s,0 [f ](0).Preuve : La démarhe est ii exatement la même que dans la proposition 4.3, la seule di�éreneétant que l'algorithme n'e�etue pas toutes les itérations. Plus exatement, l'équation (4.28)devient dans notre as
⌊δp⌋∑

i=1

Gi−1
s,0 ◦ G

[ℓ]
s,0 ◦ ∆G

p−i
s,0 [1](0) =

∑

(u,v)∈Ω[p]

B̂(u, v). (4.30)



82 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertOn en déduit la proposition en sommant sur p.
Proposition 4.6 Soit TU (s) la série génératrie assoiée au oût Uδ,B dé�ni en (1.20) et Hs,0l'opérateur de transfert assoié au système SE . Alors

TU (2s) =
∑

p≤1

H
p−⌊δp⌋
s,0 [1BH

⌊δp⌋
s,0 [1]](0).Preuve : Il s'agit maintenant de générer la quantité 1B(xδ(u, v))/||(u, v)||s . Les mêmes raison-nements que eux utilisés préédemment s'appliquent. Si (u, v) appartient à l'ensemble Ω[p], si

h ∈ Hp est l'homographie orrespondante, et si g et r sont les appliations g := e⌊δp⌋(h) et
r := b⌊δp⌋(h), alors on véri�e

1B(xδ(u, v))/||(u, v)||s = 1B(g(0)) · [(r ◦ g)′(0)]s.On en déduit le résultat.
En�n, quand on étudie algorithme LSB, et que l'ensemble Ω des entrées de l'algorithme estmuni de la taille assoiée au nombre de déalages e�etués par l'algorithme, on manipule desséries entières de la forme (3.6)

FC(z,w) =
∑

(u,v)∈Ω

exp(wC(u, v))z||(u,v)||,ainsi que l'opérateur Ks,w assoié au système uniquement 2-adique SL.Proposition 4.7 Soit c un oût à roissane modérée et C la variable de oût total assoiée.Soit FC(z,w) la série génératrie entière assoiée à e oût et à la taille
ℓ(u, v) = ksi l'algorithme L e�etue k déalages sur entrée (u, v). Alors ette série est reliée à l'opérateur

Ks,w par
(I − Ks,w)−1[f ](0) = F (2−2s, w). (4.31)En partiulier, la série assoiée au oût C = 1 véri�e

(I − Ks,0)
−1[f ](0) = T1(2

−2s) (4.32)Preuve : Considérons l'opérateur K
p
s,w. Rappelons qu'il est donné par

Kp
s,w[f ](x) =

∑

h∈Hp

|h′(x)|2 · exp(wc(h)) · f ◦ h(x).



4.3. Propriétés génératries des opérateurs de transfert 83Si (u, v) est une entrée de l'algorithme, assoiée à l'homographie h ∈ Hp, alors on a
h(0) =

u

v
, |h′(0)|2 = 2−2koù k n'est rien d'autre que le nombre de déalages e�etués par l'algorithme, et don

|h′(0)|2 = 2−2||(u,v)||.On en déduit don
K

p
s,0[1](0) =

∑

h∈Hp

|h′(0)|s2 exp(wc(h))

=
∑

(u,v)∈Ω[p]

2−2||(u,v)||s exp(wC(u, v))

= F (2−2s, w).

4.3.2 Séries génératries des moments et opérateurs de transfertNous étudions maintenant l'expression des séries génératries des moments liées aux traje-toires tronquées d'un système dynamique. Étant donné un système S = (X,T ) et un oût Cndé�ni sur les trajetoires de longueur n, rappelons que la série assoiée est
E[exp(wCn)] =

∫

X
exp(wCn(x))dµ(x),

µ désignant la mesure de Haar dé�nie sur l'ensemble X. Nous distinguons deux as, selon la na-ture du oût : dans la première proposition, nous traitons le as des oûts dé�nis sur l'ensembledes quotients D, et dans la seonde le oût lié à la taille des ontinuants. Le premier as est leplus simple : auune taille n'intervient, et l'opérateur assoié ne dépend don plus du paramètre
s. Il en va autrement pour le seond as : la taille est onfondue ave le oût à étudier, et lavariable w se plae don dans l'opérateur en exposant de la dérivée.La première relation est valide pour tous les systèmes étudiés ii, que nous appelons systèmesdynamiques eulidiens, et nous employons don l'opérateur �générique� H1,w. Les formes desrelations relatives aux tailles des ontinuants di�èrent selon le système. Nous traitons le systèmeLSB, pour lequel nous utilisons l'opérateur à trois variables Ls,t,w.Proposition 4.8 Soit S = (X,T ) un système dynamique eulidien. Soit c un oût dé�ni surl'ensemble D des hi�res du système et Cn la variable aléatoire orrespondante. Si X est muni dela mesure de Haar µ, alors la série génératrie des moments E[exp(wCn)] est reliée à l'opérateur
H1,w par

E[exp(wCn)] =

∫

X
Hn

1,w[1](t)dµ(t).



84 Chapitre 4. Opérateurs de TransfertPreuve : Par dé�nition, la série E[exp(wCn)] est donnée par
E[exp(wCn)] =

∫

X
exp(wCn(t))dµ(t) =

∑

h∈Hn

∫

h(X)
exp(wc(h))dµ(t)puisque l'ensemble {h(X), h ∈ Hn} forme une partition de X. En appliquant le hangement devariables y = h(t)1Yh

(t), on obtient
E[exp(wCn)] =

∑

h∈Hn

∫

X
|h′(y)| · exp(wc(h))| · 1Yh

(t)dµ(y) =

∫

X
Hn

1,w[1](y)dµ(y).

Proposition 4.9 Soit SL = (B×J, T ) le système dynamique lié à l'algorithme LSB. Soit Qn(x)le n-ème ontinuant Qn(x) = (pn(x), qn(x)) du nombre 2-adique x ∈ B. Alors si B est muni de lamesure de Haar µ, la série génératrie des moments de la norme ||Qn|| du ontinuant est reliéeà l'opérateur Ls,t,w par
E[exp(2w log ||Qn||)] = Ln

1−w,−w,0[1](0)Preuve : Rappelons tout d'abord que l'opérateur Ls,t,w est dé�ni par (voir (4.17))
Ls,t,w[f ](x) =

∑

h∈H
δt
h · |h′(x)|s · exp(wc(h)) · f(h(x)).Soit un nombre 2-adique x ∈ B dont la trajetoire de longueur n est assoiée à la suite de hi�res

d1, . . . dn et ainsi à la matrie N[d], dé�nie par
N[d] = N[d1] · N[d2] · · · N[dn].Le n-ème ontinuant Qn véri�e don (voir (2.22))

Qn = N[d] ·
(

1
0

)
.Nous réutilisons maintenant la relation (4.14) entre la taille de la matrie N[d] et la quantité

δh · |h′(y)| pour en déduire
||Qn||2 = ||N[d](1, 0)||2 =

1

δh|h′(0)|
.



4.4. Conlusion 85On en déduit don que la série E[exp(2w log ||Qn||)] véri�e
E[exp(2w log ||Qn||)] =

∑

d∈Dn

∫

Bd

||N[d](1, 0)||2wdµ(t)

=
∑

d∈Dn

||N[d](1, 0)||2w

∫

Bd

dµ(t)

=
∑

h∈Hn

δ−w
h |h′(0)|−wδh

= Ln
1−w,w,0[1](0).L'avant dernière égalité vient de ∫

Bd

dµ(t) = δhd
.

4.4 ConlusionLes orrespondanes établies dans les propositions 4.1 à 4.9 sont les bases de l'analyse dyna-mique : 'est grâe à elles que le détour par les systèmes dynamiques se justi�e pleinement. Ilprésente en outre l'intérêt de faire intervenir des objets abondamment étudiés dans la littérature,à savoir les opérateurs transformateurs de densité, et dans une moindre mesure les opérateurs detransfert. Nous allons don par la suite pouvoir nous baser sur de nombreux travaux existant :ependant, les systèmes manipulés (à l'exeption du système SE , pour lequel on dispose déjàd'une étude poussée) présentent des aratéristiques plus rarement abordées dans la littérature :partition dénombrable, disontinuités, et... Il a don fallu adapter les travaux antérieurs à notreadre. Nous préisons es points dans le prohain hapitre.
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88 Chapitre 5. Résultats et Preuvesspetrales des opérateurs qui vont intervenir.Nous allons dans e hapitre proéder en deux temps. La première partie du hapitre estonsarée à la desription des propriétés spetrales requises, ette desription étant présentéesous la forme d'une preuve générique. Nous dérivons dans ette partie quelques unes des teh-niques utilisées par la suite. Puis nous montrons omment appliquer ette démarhe généraleà haque type de système renontré : nous traiterons d'abord les systèmes α-eulidiens, e quinous permettra de montrer les théorèmes 5.22,5.23,5.24, puis les deux systèmes LSB, pour les-quels nous montrerons les théorèmes 5.31,5.32,5.40,5.42. En�n, nous énonerons et prouverons lesthéorèmes 5.43,5.48,5.49 obtenus sur l'algorithme interrompu. Dans ette dernière partie, nousréutiliserons ertains des résultats obtenus sur les algorithmes α-eulidiens. La onlusion duhapitre est essentiellement onsarée aux algorithmes Mixtes, en partiulier à l'algorithme Plus-Moins, pour lequel nous n'avons pas obtenu de résultats. Nous expliquons en quoi les méthodesutilisées ii ne s'appliquent (pour le moment) pas.5.1 Propriétés spetrales des opérateurs : généralitésNous énonçons ii les di�érentes onditions que doivent satisfaire les opérateurs pour �nale-ment onlure les analyses. Cette présentation suit la démarhe générale d'une �preuve d'analysedynamique�, e qui nous permet d'introduire au fur et à mesure les di�érents objets étudiés.Ce paragraphe étant �générique� nous utiliserons l'opérateur H. Rappelons tout d'abord e qu'onsouhaite faire ave et opérateur :� appliquer le théorème Taubérien (théorème B) aux séries des propositions 4.2,4.3,4.4,4.5,4.6,reliées aux opérateurs Hs,0, H[c]
s,0 ainsi qu'au quasi-inverse (I − Hs,0)

−1,� appliquer le théorème des Quasi-Puissanes de Hwang (théorème A) aux séries des propo-sitions 4.8,4.9, reliées à l'opérateur H1,w (et L1−w,w,0 pour l'algorithme LSB) ,� en�n appliquer le théorème C d'extration de oe�ient à la série entière FC(z,w) de laproposition 4.7, reliée au quasi-inverse (I − Hs,w)−1 (en fait (I − Ks,w)−1 puisqu'on nes'intéresse ii qu'au système SL).On herhe don à exhiber des omportements di�érents selon les as. Si on se onentre sur lavariable s, on herhe une singularité polaire et des propriétés d'analyité sur un demi-plan om-plexe, et si on étudie la variable w, on se ontente essentiellement d'analyité dans un voisinagede 0. D'une manière générale, nous montrerons toutes es propriétés en trois temps :� on étudie tout d'abord l'opérateur de Perron-Frobenius, et prinipalement ses propriétésspetrales lorsqu'il agit sur un espae adéquat,� on étend es propriétés aux opérateurs de transfert par perturbation, e qui fait apparaîtrela singularité souhaitée pour le théorème Taubérien et la déomposition en quasi-puissanepour le théorème de Hwang,� puis on fait une étude plus �ne des propriétés spetrales dominantes des opérateurs detransfert de manière à satisfaire toutes les onditions d'analyité.Les deux premières étapes sont ommunes aux analyses en moyenne ou en distribution, alorsque la dernière est propre à haque résultat qu'on herhe à obtenir. Nous énonçons toutes lespropriétés requises pour es trois étapes dans les trois paragraphes suivants.



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 895.1.1 Propriétés de l'opérateur de Perron-FrobeniusConsidérons don un opérateur transformateur de densité H, ainsi qu'un espae fontionnel
F , muni d'une norme ||.||F . On impose tout d'abord à l'opérateur d'agir sur et espae, et donde véri�er la propriété (A1),
(A1) sup

f∈F

||H[f ]||F
||f ||F

<∞.Dans toute la suite, nous supposerons que l'opérateur agit sur l'espae F . La première pro-priété reherhée dans e as onerne le spetre de l'opérateur. Nous noterons Sp(H) e spetre,dé�ni par
Sp(H) = {λ ∈ C, (H − λI) n'est pas inversible} .Nous appellerons valeur spetrale un élément du spetre. Une valeur spetrale λ peut don êtrede deux types :� soit (H− λI) n'est pas injetive, auquel as λ est une valeur propre, assoiée à (au moins)une fontion propre fλ 6= 0 de sorte que

H[fλ] = λfλ,� soit (H − λI) n'est pas une valeur propre, auquel as nous dirons que 'est une valeurspetrale de type 2.Nous noterons r0(H), ou plus simplement r0, le rayon spetral de l'opérateur,
r0 := sup {|λ|, λ ∈ Sp(H)} .En partiulier, le rayon spetral est relié à la norme ||H||F de l'opérateur par la relation

r0(H) = lim
n→∞

||Hn||
1
n
F ,donnée par le théorème du rayon spetral (voir [Kat80℄ III.6.2). Rappelons qu'ii la norme del'opérateur ||H||F n'est rien d'autre que

||H|| = sup
f∈F,

||f ||F<1

||H[f ]||F ,et qu'on déduit diretement du théorème du rayon spetral l'inégalité
r0(H) ≤ ||H||F . (5.1)Nous demanderons à l'opérateur d'avoir des propriétés spetrales dominantes très fortes, ré-sumées par la ondition (A2) i-dessous.

(A2) L'opérateur H possède une unique valeur propre dominante, simple, isolée du restedu spetre.
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r0

ress

r1Fig. 5.1 � Le spetre d'un opérateur quasi-ompat.Cette propriété en ontient en réalité deux distintes. On demande tout d'abord que sur leerle de rayon |r0(H)|, le spetre soit réduit à un unique élément λ qui doit être une valeurpropre simple. De plus, on demande que λ soit isolée du reste du spetre. Cei signi�e (voir[Kat80℄, III.6.4, p. 178) qu'il existe un disque Γ du plan omplexe, de frontière γ, tel que le seulpoint du spetre ontenu dans Γ est la valeur propre λ. La ourbe γ sépare don le spetre endeux parties.Cette dernière ondition est notamment véri�ée quand l'opérateur est quasi-ompat. Ontrouve dans la littérature di�érentes dé�nitions (souvent équivalentes) de la quasi-ompaité.Nous adoptons ii le formalisme de Nussbaum [Nus70℄. La quasi-ompaité d'un opérateur dépendde son spetre essentiel. Un élément λ du spetre essentiel Spess(H) de l'opérateur H peut êtrede trois types :� (A) λ est une valeur propre de multipliité in�nie,� (B) λ n'est pas isolée dans le spetre,� (C) l'image de (H − λI) n'est pas fermée,les trois types n'étant exlusifs les uns des autres. Une valeur propre qui appartient au spetreessentiel est néessairement de type (A) ou (B) (voir [Nus70℄). Nous noterons ress(H) le rayonspetral essentiel, 'est-à-dire
ress(H) := sup {|λ|, λ ∈ Spess(H)} .Nous pouvons don maintenant dé�nir la quasi-ompaité : un opérateur est quasi-ompat sil'inégalité strite

ress(H) < r0(H)est véri�ée. L'ensemble Sp(H)\Spess(H) est alors formé de valeurs propres isolées de multipliité�nie, e qui est un premier pas vers le trou spetral.Nous illustrons dans la �gure 5.1 le spetre d'un opérateur quasi-ompat. Le omportementde la partie dominante du spetre est très importante, puisque sa nature disrète induit unedéomposition spetrale de l'opérateur H de la forme
H[f ] =

∑

λ∈Sp(H)

|λ|=r0

λPλ[f ] + N[f ], (5.2)où la somme parourt l'ensemble des valeurs propres de module maximum, Pλ est le projeteursur le sous-espae propre engendré par λ, et N est relatif au reste du spetre. Ces opérateurs



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 91véri�ent pour toutes valeurs propres λ, λ′ de module maximal, λ 6= λ′,
Pλ ◦Pλ = Pλ, Pλ ◦ Pλ′ = Pλ′ ◦Pλ = 0, Pλ ◦ N = N ◦Pλ = 0. (5.3)Plus exatement, le projeteur P est obtenu par intégration sur la ourbe qui isole la valeurpropre dominante. Si γ est la ourbe qui sépare le spetre en deux parties, et à l'intérieur delaquelle se trouve λ, alors Pλ est donné par (voir par exemple [Kat80℄, IV.3 ou [DS58℄)

Pλ :=
1

2iπ

∫

γ
(z1 − H)−1dz.Si on note r1 le rayon spetral de N (donné par N := H −P), don dé�ni par

r1 = sup {|λ|, λ ∈ Sp, |λ| 6= r0} ,alors le théorème du rayon spetral implique
lim

n→∞
||Nn||

1
n
F = r1 < r0.Obtention de la quasi-ompaitéNous ouvrons ii une parenthèse pour expliquer omment montrer la quasi-ompaité d'unopérateur sur un espae de Banah F . La tehnique que nous dérivons est assez lassique, baséesur le théorème de Ionesu-Tulea et Marinesu [ITM50℄ et sa généralisation par Hennion [Hen93℄.L'utilisation de e théorème dans le adre d'étude d'opérateur de Perron-Frobenius remonte auxtravaux de Lasota et Yorke [LY73℄. Ces auteurs ont traité le as des systèmes dynamiques del'intervalle dont le nombre de branhes est �ni, elles-i pouvant éventuellement être inomplètes(leur image ne reouvre pas tout l'intervalle de dé�nition du système). L'espae utilisé était l'es-pae des fontion à variation bornées (omme nous le ferons au paragraphe 5.2).Cette tehnique s'applique aux opérateurs dé�nis sur un espae de Banah F qui ommel'espae des fontions à variation bornée est muni d'une �double� norme, ||.||F = ||.||1 + ||.||2 (onpeut par exemple penser à ||f ||F = sup |f | + sup |f ′|), où la norme ||.||1 dé�nit don un espaeontenant F , et où ||.||2 est généralement une semi-norme (sup |f ′| = 0 si f est onstante...). Danse as, la quasi-ompaité de l'opérateur est fortement liée à son omportement par rapport à la(semi)-norme ||.||2. Plus préisément on herhe à obtenir une inégalité de Lasota-Yorke, 'est-à-dire une relation du type

||H||F ≤ α||f ||F + β||f ||1,où α est un réel stritement inférieur à 1 et β est un réel positif quelonque. Une fois obtenueune telle inégalité, et si les espaes hoisis satisfont de bonnes onditions de ompaité, on peutappliquer le théorème de Ionesu-Tulea et Marinesu [ITM50℄, généralisé par Hennion [Hen93℄,dont nous donnons une version maintenant. Par la suite, nous appellerons e théorème le théo-rème d'Hennion.Théorème D.[ Ionesu-Tulea et Marinesu, Hennion℄ Soient (B1, ||.||) et (B2, |||.|||) deux es-paes de Banah ave B2 ⊂ B1 et B2 dense dans B1 (pour la norme de B1). Supposons que laboule unité fermée de B2 soit ompate dans la boule unité de B1. Soit P un opérateur bornéde B1 qui envoie B2 sur lui-même. Supposons qu'il existe deux suites {αn} et {Γn} de nombrespositifs telles que pour tout n ≥ 1 et pour tout f ∈ B2,
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|||Pnf ||| ≤ αn|||f ||| + Γn||f ||,

lim
n→∞

inf(αn)
1
n < r0(P ),où r0(P ) est le rayon spetral de P . Alors le rayon spetral essentiel ress(P ) véri�e

ress(P ) ≤ lim
n→∞

inf(αn)
1
n < r0(P ).En partiulier, l'opérateur est quasi-ompat.Notons que nous aurons souvent besoin d'obtenir la quasi-ompaité d'un même opérateursur plusieurs espaes. Pour ela, nous utiliserons le lemme suivant, souvent utilisé par la suite.Lemme 5.1 Soit Q un opérateur linéaire agissant sur deux espaes de Banah F1 et F2. Notons

Spi et Spess,i les spetres et spetres essentiels de Q sur Fi, i = 1, 2. Supposons que F1 et F2satisfont les trois propriétés suivantes
(i) F1 ⊂ F2 et F1 est dense dans F2,
(ii) l'injetion F1 → F2 est ontinue,
(iii) la boule unité de F1 est F2-ompate dans F2.Alors on a

Sp1 ⊂ Sp2.Supposons de plus que
(iv) la boule unité de F1 est F2-ompate dans F1alors l'inlusion

Spess,1 ⊂ Spess,2est véri�ée.Preuve : Nous noterons R l'opérateur R := Q− λI, et ||.||i la norme de l'espae Fi. Dans ettepreuve, nous utiliserons deux fois le lemme suivant.Lemme 5.2 Supposons que les espaes F1 et F2 satisfont l'hypothèse (ii) du lemme. Soit T unopérateur linéaire agissant sur les deux espaes. Supposons qu'il existe g 6∈ T[F1] et une suite
(fn) de fontions de F2 telles que la limite dans F2 de la suite T[fn] est g. Alors il existe unesuite (ψn) dans F1 ave ‖ψn‖1 = 1 telle que ‖T[ψn]‖2 tend vers 0.Preuve : Puisque g n'appartient pas à T[F1], la suite (fn) n'a pas de limite pour la topologiede F1 : puisque la onvergene dans F1 implique la onvergene dans F2, toute limite h (pourla topologie de F1) doit satisfaire T[h] = g. En partiulier, la suite (fn) n'est pas une suitede Cauhy. Il existe don ε > 0 et une sous-suite nk telle que pour tout k ∈ N, on véri�e
||fnk

− fnk+1
||1 > ε. Posons φk := fnk

− fnk+1
et ψk = φk

‖φk‖1
. Alors ‖ψk‖1 = 1 et l'inégalité

‖φk‖1 > ε montrent que la suite T[ψk] tend vers 0 dans F2.Commençons par montrer l'inlusion des spetres. Tout d'abord, si λ est une valeur proprede Q sur F1, alors 'est également une valeur propre sur F2.



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 93Soit don un élément λ ∈ Sp1 de type 2, qui n'appartient pas à Sp2. Alors R n'est pas surjetifsur F1 mais l'est sur F2 : il existe don g ∈ F1 qui n'appartient pas à R[F1]. Mais g appartient à
R[F2], et il existe f ∈ F2 tel que g = R[f ]. Puisque F1 est dense dans F2, il existe une suite defontions de F1 qui onverge vers f dans F2. Don, la suite R[fn] onverge vers R[f ] = g dans
F2. En utilisant le lemme 5.2 ainsi que l'hypothèse (iii), on montre que la suite ψk a une limitenon nulle ψ (pour la topologie de F2) qui appartient à F2 et satisfait R[ψ] = 0. Cei signi�eque λ est une valeur propre de Q dans F2, e qui onstitue une ontradition. Nous avons donprouvé que haque élément de Sp1 est également un élément de Sp2.Montrons maintenant l'inlusion des spetres essentiels. Si λ est une valeur spetrale de type (A)ou (B) sur F1, alors 'en est également une sur F2.Supposons don que λ est une valeur spetrale de type (C) pour F1. L'ensemble R[F1] n'est pasfermé (pour la topologie de F1), et il existe g 6∈ R[F1] qui est la limite (toujours pour la topologiede F1) d'une suite R[fn], ave fn ∈ F1. Don g est également la limite (pour la topologie de F2)de la suite R[fn]. Le lemme 5.2 et l'hypothèse (iv) impliquent maintenant qu'il existe une limitenon-nulle ψ d'une suite ψk (pour la topologie de F2) qui appartient à F1 et satisfait R[ψ] = 0.Cei signi�e don que λ est une valeur propre de Q dans F1. Puisque λ est un élément de Spess,1,nous savons don que 'est une valeur spetrale de type (A) ou (B). C'est don également une va-leur spetrale de type (A) ou (B) pour F2. Nous avons don montré l'inlusion Spess,1 ⊂ Spess,2.

Une fois qu'on a obtenu la quasi-ompaité (ave le théorème d'Hennion, le lemme préédentou la onjontion des deux) on a don montré la moitié de la ondition (A2). Il reste à étudier lesvaleurs propres de module maximal. D'une manière générale, les arguments que nous emploieronsii sont relativement lassiques, dérit dans le livre de Viviane Baladi [Bal00℄ par exemple, etfont essentiellement appel aux propriétés de mélange du système dynamique onsidéré. Lorsquel'espae fontionnel F satisfait de bonnes propriétés de ompaité (similaires à elle requisespour le théorème d'Hennion), alors la partie dominante du spetre est réduite à une uniquevaleur propre simple si le système est topologiquement mélangeant, 'est-à-dire si pour tousouverts (V,W ) de X, il existe n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0, on véri�e
T−nV ∩W 6= ∅.Nous détaillerons e point lors de l'analyse des systèmes α-eulidiens et des systèmes LSB.Supposons maintenant que quand il agit sur F , l'opérateur satisfait la ondition (A2). Nousallons imposer une ondition supplémentaire, la ondition (A3).

(A3) La valeur propre dominante de l'opérateur est λ = 1.Quand ette ondition est véri�ée, alors la déomposition spetrale (5.2) devient
H[f ] = P[f ] + N[f ],e qui, en vertu de (5.3), s'étend aux puissanes de l'opérateur,

Hn[f ] = P[f ] + Nn[f ]. (5.4)
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r0 = 1

ress

r1Fig. 5.2 � Le spetre d'un opérateur quasi-ompat ave �trou spetral�Remarquons que si ψ est la densité invariante du système, don la fontion propre relative à lavaleur propre 1, alors le projeteur P s'érit
P[f ] = ψ

∫

X
fdµ. (5.5)5.1.2 PerturbationOn arrive maintenant à l'étude des opérateurs de transfert Hs,w. La première ondition àvéri�er est bien-sûr que eux-i sont bien dé�nis, et don qu'ils véri�ent la propriété (B0).

(B0) il existe β < 1 et un voisinage W de 0 tel que quand (s,w) ∈ {ℜ(s) ≥ β} × Wl'opérateur Hs,w est bien dé�ni.Nous herhons à étendre la déomposition spetrale (5.4) aux opérateurs de transfert. Ceiest possible grâe à la théorie de la perturbation.Celle-i stipule (voir [Kat80℄, VII.1.3 p 368) que si Tz est une famille d'opérateurs analytiquesen z dans un voisinage de z = z0, et que si le spetre de Tz0 est séparé en deux parties par uneourbe fermée, alors ette séparation reste valable pour Tz si z est su�samment prohe de z0.Cet opérateur se déompose don en somme de deux opérateurs, Tz = T
[1]
z + T

[2]
z , et T [1]

z et T [2]
zsont analytiques en z.Nous voulons appliquer e résultat ave Tz = Hs,w, z0 = (1, 0), et T [1]

z0 = λ(1, 0)P1,0 (λ(s,w)désigne la valeur propre de Hs,w, on a don λ(1, 0) = 1), T [2]
z0 = N1,0. Il faut don véri�er ladépendane analytique des opérateurs en (s,w).

(B1) l'appliation (s,w) 7→ Hs,w est analytique dans un voisinage de (s,w) = (1, 0),
(B1′) l'appliation s 7→ Hs,0 est analytique dans un voisinage de s = 1,
(B1′′) l'appliation w 7→ H1,w est analytique dans un voisinage de w = 0.Bien sûr (B1) entraîne (B1′) et (B1′′).C'est usuellement pour montrer es propriétés qu'intervient la restrition que nous avonsimposée sur le oût c. C'est pourquoi nous donnons une dé�nition plus préise d'un oût àroissane modérée : un oût c dé�ni sur les branhes inverses h ∈ H d'un système dynamique



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 95(et don de manière équivalente sur l'ensemble des hi�res indiçant la partition) est à roissanemodérée s'il existe β < 1 et un voisinage W de 0 tel que l'appliation
(s,w) 7→

∑

h∈H
δs
h exp(wc(h)),où δh := supx∈X |h(x)|, est analytique pour (s,w) ∈ {ℜ(s) ≥ β} ×W.Prenons l'exemple d'un opérateur de transfert Hs,w satisfaisant la ondition (B1). Alors ilse déompose autour de (s,w) = (1, 0) de la manière suivante,

Hn
s,w[f ] = λn(s,w)Psw[f ] + Nn

s,w[f ], (5.6)où λ(s,w) est l'unique valeur propre dominante (et simple) de l'opérateur, Ps,w le projeteursur le sous-espae engendré par λ(s,w) et Ns,w l'opérateur relatif au reste du spetre. Dans unvoisinage de (1, 0) es objets sont tous analytiques en (s,w). Toujours autour de (1, 0), le rayonspetral r0(Ns,w) est inférieur à ρ|λ(s,w)|, ave ρ < 1, de sorte qu'on a pour n su�sammentgrand l'inégalité suivante,
||Nn

s,w||F ≤ τn|λn(s,w)|, (5.7)ave ρ < τ < 1. Cette déomposition s'étend maintenant au quasi-inverse (I − Hs,w)−1, quis'érit don
(I − Hs,w)−1[f ] =

λ(s,w)

1 − λ(s,w)
Ps,w[f ] + (I −Ns,w)−1[f ]. (5.8)L'égalité λ(1, 0) = 1 fait don apparaître une singularité polaire dans l'opérateur, alors que leseond terme est analytique.Plaçons nous maintenant dans le adre plus partiulier où on étudie le quasi-inverse (I −

Hs,0)
−1. Si la dérivée par rapport à s, λ′s(s, 0), est di�érente de 1, la déomposition préédentes'érit autour de s = 1

(I − Hs,0)
−1[f ] ∼ 1

(s− 1)

−1

λ′s(1, 0)
P1,0[f ].Ave l'expression (5.5) de P1,0 on peut �nalement érire

(I − Hs,0)
−1[f ] ∼ 1

s− 1

−1

λ′s(1, 0)
ψ

∫

X
fdµ, (5.9)e qui est la déomposition souhaitée pour appliquer le théorème taubérien. Les autres onditionspour appliquer e théorème sont disutées dans le paragraphe suivant.En�n, la déomposition spetrale (5.6) nous sera utile pour appliquer le théorème des quasi-puissanes. En e�et, pour Ps,w[f ] 6= 0, elle peut également s'érire, ave l'inégalité (5.7)

Hn
s,w[f ] = exp [n log λ(s,w) + log Ps,w[f ]] (1 +O(τn)) (5.10)e qui est la déomposition en quasi-puissane reherhée pour appliquer le théorème de Hwangaux séries génératries des moments (voir propositions 4.8,4.9).Il reste maintenant à préiser le omportement des prinipaux objets spetraux en fontion de s

w, e qui est fait dans la partie suivante.



96 Chapitre 5. Résultats et Preuves5.1.3 Dernière étapePropriétés relatives à la variable sNous venons d'exhiber une singularité en (s,w) = (1, 0) pour les quasi-inverses (I−Hs,w)−1,et don en s = 1 pour les quasi-inverses (I − Hs,0)
−1. Nous souhaitons appliquer le théorèmeTaubérien à es derniers. Il faut don satisfaire sur le demi-plan {ℜ(s) ≥ 1, s 6= 1} des proprié-tés supplémentaires d'analyité. Ces onditions se transforment en onditions spetrales sur lesopérateurs, plus préisément nous herherons à véri�er la propriété suivante.

(C1) l'opérateur Hs,0 a un rayon spetral stritement inférieur à 1 pour ℜ(s) = 1, s 6= 1.On véri�e de plus ress(Hs,0) < 1.La seonde partie de ette ondition doit être véri�ée pour ne pas avoir de point d'aumu-lation sur la droite ℜ(s) = 1.Si Hs,0 est un opérateur qui véri�e la ondition (C1), alors le quasi-inverse assoié est ana-lytique sur la demi-droite {ℜ(s) = 1, s 6= 1} et possède une singularité en s = 1, et don, ave ladéomposition (5.8), les onditions du théorème taubérien sont véri�ées.L'étude du résidu apparaissant dans le théorème taubérien fait maintenant intervenir l'entro-pie h(S) du système. En e�et, étant donné un système S = (X,T ), l'entropie h(S) du systèmeest donnée par (2.1)
h(S) := −

∫

X
log |T ′(t)|ψ(t)dµ(t).On en déduit notamment la relation

h(S) = −
∫

X
∆H1,0[ψ](t)dµ(t),où ∆ est l'opérateur de dérivation par rapport à s. En dérivant la relation Hs,0[ψs,0] = λ(s, 0)ψs,0,qui onduit à

∆Hs,0[ψs,0] + Hs,0[∆ψs,0] = λ′(s, 0)ψs,0 + λ(s, 0)∆ψs,0.En posant s = 1, et en intégrant sur X on obtient �nalement
λ′s(1, 0) =

∫

X
∆H[ψ]dµ = −h(S). (5.11)Remarquons de plus qu'étant donné un oût c, et l'opérateur H

[c]
s,0, dé�ni dans la proposition4.2 par

H
[c]
s,0 =

d

dw
Hs,w |w=0

,on a également la relation
∫

X
H

[c]
1,0[ψ](t)dµ(t) =

∑

h∈H
c(h)

∫

Xh

ψ(t)dµ(t) = µS(c), (5.12)qui permet d'exprimer la valeur moyenne du oût c, µS(c), telle qu'elle est dé�nie en (2.2).



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 97Propriétés relatives à l'appliation (s,w) 7→ Λ(s,w)Nous aurons à plusieurs reprises besoins des propriétés des appliations
(s,w) 7→ λ(s,w), (s,w) 7→ Λ(s,w) := log λ(s,w).Il faudra en partiulier véri�er les deux onditions suivantes :

(C2) Λ′′
s(1, 0) > 0,

(C3) Λ′′
w(1, 0) 6= 0.Les indies dans les dérivées indiquent la variable utilisée : λ′s orrespond à la dérivée parrapport à s, λ′′s à la dérivée seonde par rapport à s, et λ′′s,w à la dérivée seonde par rapport à

s et w. Il en va de même pour Λ.La première ondition nous servira lors de l'étude de l'algorithme interrompu, et la seondelorsqu'on voudra appliquer le théorème des quasi-puissanes. En e�et, la déomposition (5.9) im-plique que e théorème s'applique ave U(w) = Λ(1, w). Pour pouvoir montrer un omportementgaussien, il faut don véri�er la ondition (C3).Nous avons déjà évoqué les valeurs spéiales de λ′s(1, 0), qui font intervenir l'entropie. Ondispose d'une relation analogue pour la dérivée λ′w(1, 0), qui est reliée à la valeur moyenne duoût étudié par
Λ′

w(1, 0) = λ′w(1, 0) = µS(c). (5.13)En e�et, si on part de l'égalité H1,w[ψ1,w] = λ(1, w)ψ1,w , et qu'on dérive par rapport à w, on endéduit que pour tout x ∈ X,
∑

h∈H
c(h) · exp(wc(h)) · |h′(x)| · ψ1,w ◦ h(x) + H1,w[ψ′

1,w](x) = λ′w(1, w)ψ1,w(x) + λ(1, w)ψ′
1,w(x),e qui en w = 0, devient

∑

h∈H
c(h) · |h′(x)| · ψ ◦ h(x) + H[ψ′](x) = λ′w(1, 0)ψ(x) + ψ′(x).En intégrant sur X, on obtient l'égalité (5.13).En�n, lorsqu'on souhaite utiliser ensemble les deux variables s et w, il faut véri�er une ondi-tion supplémentaire sur les valeurs propres λ(s,w), ei a�n de pouvoir appliquer le théorèmeTaubérien.

(C4) λ′s(1, 0) 6= 0.Cette propriété permet d'appliquer le théorème des fontions impliites, duquel on déduit qu'ilexiste un voisinage omplexe W de w = 0 et une fontion σ : W → C telle que λ(σ(w), w) = 1pour w ∈W . Cette fontion est analytique et on a σ(0) = 1.



98 Chapitre 5. Résultats et PreuvesObtention de la propriété (C3)Nous ouvrons une dernière parenthèse, dédiée à la propriété (C3). En e�et, nous utiliseronsà plusieurs reprises les mêmes arguments, que nous introduisons dès maintenant. La tehniqueusuelle pour obtenir ette propriété onsiste à montrer l'équivalene
Λ′′

w(1, 0) = 0 ⇔ le oût c est onstant.Ce type de preuve se trouve sous diverses formes dans la littérature, on peut iter entre autresles travaux de Broise [Bro01℄, Rousseau-Egele [RE83℄, résumés par Collet [Col96℄. Cependanttous es auteurs traitent du as ou la fontion de oût c appartient à l'espae fontionnel surlequel ils travaillent. Ce n'est pas le as pour les oûts que nous étudions, qui orrespondent à desfontions �en esalier� puisque les fontions c : X → N sont onstantes sur les éléments Xd de lapartition. Il nous a don fallu adapter les préédents travaux à notre adre. La preuve présentéeii est basée sur elle de Broise ainsi que sur des modi�ations de Brigitte Vallée et Eda Cesarato[℄, et onsiste en la proposition suivante.Proposition 5.3 Soit Hs,w un opérateur quasi-ompat (dans un voisinage de w = 0) sur unespae de Banah F . Supposons que 1 est la seule valeur propre de l'opérateur H sur le erleunité ('est également la valeur propre dominante) et qu'elle est simple. Soit Λ(s,w) la fontiondé�nie par Λ(s,w) := log λ(s,w) où λ(s,w) est la valeur propre dominante de Hs,w sur F . Si Fest dense dans l'espae L2(X) des fontions dont la norme ||.||2 dé�nie par
||f ||2 =

∫

X
f2dµest �nie, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Λ′′
w(1, 0) = 0

(ii) le oût c est onstant sur X.Preuve : Cette preuve se déompose en une suite de lemmes. Mais tout d'abord, nous allonsintroduire quelques notations ainsi que quelques objets.Nous allons devoir travailler ave un opérateur normalisé. Si Hs,w est l'opérateur de transfertétudié, et ψ1,w sa fontion invariante, alors on dé�nit l'opérateur L1,w par
L1,w[g] :=

1

λ(1, w)ψ1,w
H[gψ1,w].L'intérêt de et opérateur est que la fontion propre relative à la valeur propre 1 est la fontiononstante égale à 1 :

L1,w[1] :=
1

λ(1, w)ψ1,w
H[ψ1,w] = 1.Ainsi, si µ̄ est la mesure invariante relative à l'opérateur L1,w, donnée par

dµ̄ = ψ1,wdµ,alors la déomposition spetrale de L1,w est de la forme
L1,w[g] =

∫

X
gdµ̄+ M1,w[g] (5.14)où M1,w est un opérateur au rayon spetral stritement inférieur à 1. L'intérêt de et opérateurest que le terme dominant de sa déomposition spetrale dé�nit une fontion onstante. Nous



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 99utiliserons également les deux observations suivantes, obtenues diretement par un hangementde variables : ∫

X
g · (f ◦ T ) dµ =

∫

X
(H[g] · f) dµ, (5.15)

∫

X
g · (f ◦ T ) dµ̄ =

∫

X
(L[g] · f) dµ̄. (5.16)En�n, étant donné un oût c, nous dé�nissons le oût entré c̄ par

c̄ = c−
∫

X
cdµ̄,de sorte qu'on véri�e ∫

X
c̄dµ̄ = 0. (5.17)Finalement, nous noterons C̄n le oût dé�ni par

C̄n =

n−1∑

i=0

c̄ ◦ T i.C'est en partiulier pour le lemme suivant qu'il faut adapter les préédents travaux dans lesquelson utilise essentiellement la déomposition spetrale de H[c] ou L[c], qui n'est pas valide dansnotre as puisque en général c n'appartient pas à l'espae sur lequel l'opérateur est quasi-ompat.Lemme 5.4 Si Λ′′(0) = 0, alors C̄n est uniformément borné dans L2(X).Preuve : Considérons la série génératrie des moments du oût C̄n, E[exp(uC̄n)]. Elle s'érit
E[exp(uC̄n)] =

∫

X
exp(uCn(t))dµ(t) =

∑

h∈H
exp(uCn(t))

∫

Xh

dµ(t) =

∫

X
L1,w+u.On en déduit

E[exp(uC̄n)] = λ−n(1, w)

∫

X
H1,w+u[ψ1,w](t)dµ(t).Cette égalité entraîne une déomposition en quasi-puissane de la série E[exp(uC̄n)], de la forme

E[exp(uC̄n)] = exp [nU(u) + V (u)] (1 +O(κn)),où U(u) est donné par
U(u) = log λ(1, w + u) − log λ(1, w),et V (u) est
V (u) = log

∫

X
P1,w+u[ψ1,w][1](t)dµ(t)et κ est stritement inférieur à 1. Les fontions U et V sont analytiques en u quand u est prohede 0. La première partie du théorème de Hwang s'applique, et la variane est donnée par

Var[C̄n] = nΛ′′(1, w) + V ′′(0) +O(κn).Or par onstrution E[C̄n] = O(1) (grâe à la relation (5.17)), don si Λ′′(1, 0) = 0, alors Var[C̄n]est O(1), et don la suite C̄n est uniformément bornée dans L2(X).



100 Chapitre 5. Résultats et PreuvesLemme 5.5 Si Λ′′
w(0) = 0, alors pour tout g ∈ F, la suite C̄n onverge dans L2(X), et elleadmet une limite C̄ appartenant à L2. En partiulier, pour toute fontion g ∈ L2(X), on a

lim
n→∞

∫

X
C̄ngdµ̄ =

∫

X
C̄gdµ̄.Preuve : Ce lemme déoule diretement du préédent. Puisque C̄n est uniformément bornée dans

L2, alors ette suite onverge dans L2 vers un élément C̄ ∈ L2. En partiulier, pour toute fontion
g ∈ L2(X), on véri�e

lim
n→∞

∫

X
C̄ngdµ̄ =

∫

X
C̄gdµ̄.

Lemme 5.6 Si Λ′′(0) = 0, alors c̄ = C̄ − C̄ ◦ T dans L2 et C̄ appartient à F . Finalement,l'égalité est véri�ée à l'intérieur de haque élément de la partition du système dynamique.Preuve : On observe tout d'abord la relation
c̄− c̄ ◦ T n = C̄n − C̄n ◦ T.Don, pour tout g ∈ L2, on véri�e

∫

X
(c̄− c̄ ◦ T n) gdµ̄ =

∫

X

(
C̄n − C̄n ◦ T

)
gdµ̄

=

∫

X
C̄ngdµ̄−

∫

X
L[g]C̄ndµ̄.en vertu de la relation (5.16). Puisque L2(X) est stable par L, le lemme préédent s'applique etaprès passage à la limite on obtient la relation suivante pour tout g ∈ L2(X)

lim
n→∞

∫

X
(c̄ ◦ T n) gdµ̄ =

∫

X
C̄gdµ̄−

∫

X
C̄L[g]dµ̄−

∫

X
c̄gdµ̄.Considérons le membre gauhe de ette relation. Si g est un élément de F , alors la déompositionspetrale de H[g] existe et s'étend à L[g] et on obtient

∫

X
(c ◦ T n) gdµ̄ =

∫

X
c̄Nn[g]dµ̄, (5.18)puisqu'en e�et ∫

X
(c ◦ T n) gdµ̄ =

∫

X
c̄Ln[g]dµ̄le terme dominant étant don ave (5.17)

∫

X
c̄

(∫

X
gdµ̄

)
dµ̄ = 0.



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 101On déduit de (5.18) que
lim

n→∞

∫

X
(c ◦ T n) gdµ̄ = 0, (5.19)puisque l'opérateur N a un rayon spetral stritement inférieur à 1. Si g n'appartient pas à F ,l'équation (5.19) reste valide, par densité de F dans L2(X). On en déduit don que pour tout gdans L2(X), ∫

X
c̄gdµ̄ =

∫

X
C̄L[g]dµ̄−

∫

X
gC̄dµ̄.Don l'égalité

c̄ = C̄ − C̄ ◦ Test véri�ée dans L2(X).Pour tout n, on a C̄n − C̄n−1 ◦ T = c̄, de sorte que
L[C̄n−1 ◦ T ] = L[C̄n] − L[c].D'un autre �té, on véri�e également

L[C̄n−1 ◦ T ] = C̄n−1.Cei entraîne C̄ = L[C̄] − L[c̄] et don
C̄ = −(I − L)−1 ◦ L[c̄] = −(I − N)−1 ◦N[c̄],de sorte que C̄ appartient à F .Finalement l'égalité c̄ = C̄ − C̄ ◦ T est véri�ée là où c̄ et C̄ ◦ T sont bien dé�nis, 'est-à-dire àl'intérieur de haque élément de la partition.Il existe don une fontion u ∈ L2(X) telle que l'égalité c̄ = u − u ◦ T est véri�ée à l'inté-rieur de haque intervalle fondamental Xd. Si on onsidère maintenant l'ensemble des points�xes h⋆ de haque branhe, on a alors c̄(h⋆) = 0. Puisque l'appliation c est onstante sur haqueintervalle fondamental, on en déduit qu'elle est onstante sur tout l'ensemble X.

Conlusion et exemplesNous venons dans ette première partie de hapitre de faire une preuve générique d'analysedynamique. Nous avons exhibé les di�érentes propriétés demandées aux quasi-inverses (pour lethéorème taubérien) où à l'opérateur Hn
s,w (pour le théorème de Hwang), et expliqué quand'était possible omment obtenir es propriétés. Ces propriétés sont résumées dans le tableau5.3.Pour onlure ette première moitié de hapitre, nous résumons e qui vient d'être dit dansles propositions suivantes.La première est onsarée au théorème Taubérien : onsidérant une série de Dirihlet reliée àdes quasi-inverses, nous préisons le omportement asymptotique de ses oe�ients en fontiondu nombre de quasi-inverses apparaissant et exhibons les onstantes résiduelles. Nous appliquons
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(A1) L'opérateur H agit sur F .
(A2)

L'opérateur H admet une unique valeur propre sur le erle unité.Elle est simple et isolée du reste du spetre.
(A3) H admet λ = 1 omme valeur propre dominante.
(B0)

Il existe un voisinage omplexe W de w = 0 et β < 1 tel que Hs,wagit sur F pour (s,w) ∈ {ℜ(s) ≥ β} ×W

(B1)
L'appliation (s,w) 7→ Hs,w est analytique dans un voisinagede (s,w) = (1, 0).

(C1)
L'opérateur Hs,0 a un rayon spetral stritement inférieur à 1pour ℜ(s) ≥ 1, s 6= 1.

(C2) Λ′′
s(1, 0) > 0, Λ(s,w) := log λ(s,w).

(C3) Λ′′
w(1, 0) 6= 0 Λ(s,w) := log λ(s,w).

(C4) λ′s(1, 0) 6= 0Fig. 5.3 � Les di�érentes propriétés de l'opérateurensuite ette proposition à des exemples �jouets�, qui nous serons utiles par la suite : le premieronerne les séries T1(s), permettant de générer les ardinaux des ensembles Ωn, le seond traitede l'approximation des oûts B, X liés à la omplexité en bits par les oûts B̂, X̂.Proposition 5.7 Soit une série de Dirihlet T (s) =
∑

n≥1 tnn
−s, reliée à un opérateur de trans-fert Hs,0, et à des opérateurs Q

[i]
s dépendant de s, de la manière suivante :

T (s) = (I − Hs,0)
−1 ◦ Q[1])

s ◦ (I − Hs,0)
−1 ◦ Q[2]

s ◦ · · · ◦ (I − Hs,0)
−1 ◦ Q[k]

s [1](0)Soit F un espae fontionnel tel que :
(1) Q

[k]
s est un opérateur borné sur F , pour tout 1 ≤ i ≤ k, analytique en s pour ℜ(s) >

β, β < 1,
(2) quand il agit sur F , l'opérateur Hs,0 satisfait les propriétés (A1,A2,A3,B0,B1′ ,C1).Alors les sommes ∑n≤N tn et ∑ℓ(n)=N tn sont asymptotiquement

∑

n≤N

tn ∼ 1

(k − 1)!
·N · logk−1N ·

(
1

h(H)

)k

· ψ(0) ·
k∏

i=1

∫

X
Q

[i]
1 [ψ]dµ

∑

ℓ(n)=N

tn ∼ 1

(k − 1)!
· (2 log 2)k−1 · 22N−1 ·Nk−1 ·

(
1

h(H)

)k

· ψ(0) ·
k∏

i=1

∫

X
Q

[i]
1 [ψ]dµoù µ est la mesure de Haar dé�nie sur X et ψ, h(H) sont la densité invariante et l'entropie dusystème dynamique onsidéré.Preuve : Les propriétés (A1,A2,B1′) de l'opérateur Hs,0 sur F entraînent la déompositionspetrale de l'opérateur H, qui s'étend dans un voisinage de s = 1 à Hs,0, ainsi qu'à la série T (s)qui �nalement s'érit autour de s = 1

T (s) =

(
λ(s, 0)

1 − λ(s, 0)

)k

Ps,0 ◦ Q[1]
s ◦ · · · ◦ Ps,0 ◦ Q[k]

s [1](0) + Rs[1](0), (5.20)



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 103où Rs[1](0) est un opérateur qui s'exprime à l'aide des quasi-inverses (I − Ns,0)
−1, et qui estdon analytique en s (grâe à la relation (5.7)). La ondition (ii) du théorème taubérien est donvéri�ée, puisque de (5.20) et (A3) on déduit

T (s) ∼ 1

(s− 1)k

( −1

λ′s(1, 0)

)k

P1,0 ◦ Q
[1]
1 ◦ · · · ◦ P1,0 ◦Q

[k]
1 [1](0).La ondition (i) du théorème taubérien est également véri�ée grâe à la propriété (C1), quigaranti le omportement analytique sur la droite ℜ(s) = 1, s 6= 1, et on peut don appliquer lethéorème à T (s). Le résultat est �nalement obtenu des valeurs spéiales de λ′s(s, 0) et Ps,0 en

s = 1 (relations (5.11,5.5)).Nous allons maintenant donner quelques exemples d'appliation de ette proposition, sur desexemples types. Le premier exemple traite de la série de Dirihlet T1(s), qui permet de générerles ardinaux |ΩN |. Cette série intervient dans tous les aluls de moyennes. Le seond exempletraite de la omplexité en bits. Il est intéressant dans la mesure où il fait intervenir des oûts dedi�érentes nature : nous ommençons dans la proposition 5.9 par étudier la valeur moyenne duoût à roissane modérée ℓ, orrespondant à la taille des quotients. Cette étude nous permet demontrer que les oûts approximatifs pour la omplexité en bits sont su�sants pour une analyseen moyenne. L'analyse de la omplexité en bits est �nalement faite dans la proposition 5.10. Cestrois propositions sont de �omplexité� roissante, puisque dans la première on ne traite qu'unquasi-inverse, dans la seonde on en traite deux, et trois dans la dernière.Proposition 5.8 Soit H un algorithme eulidien, et Ω l'ensemble de ses entrées valides pre-mières entre elles. Supposons que l'opérateur Hs,0 assoié au système dynamique sous-jaent àl'algorithme H satisfait les onditions (A1,A2,A3,B0,B1′ ,C1) quand il agit sur un espae deBanah F . Alors asymptotiquement, |ΩN | est donné par
|ΩN | = 22N−1 ·

(
1

h(H)

)
· ψ(0),où ψ est la densité invariante du système dynamique.Preuve : Tout d'abord, rappelons que |ΩN | est relié à la série T1(s) (assoiée au oût C = 1) par

T1(2s) =
∑

n≥1

t
(1)
n

ns
|ΩN | =

∑

ℓ(n)=N

t(1)n .La série T1(s) est elle-même reliée à l'opérateur Hs,0 par
T1(2s) = (I − Hs,0)

−1[1](0).Il su�t maintenant d'appliquer la proposition préédente.Notons que le préédent résultat fait apparaître une relation simple entre |ΩN |, qu'on peutgénéralement aluler par d'autres méthodes, et les grandeurs aratéristiques du système dyna-mique, à savoir l'entropie et la valeur en 0 de la densité invariante. Remarquons également queles relations dérites au paragraphe 3.4 du hapitre 3 permettent d'obtenir les quantités |Ω̃N |



104 Chapitre 5. Résultats et PreuvesProposition 5.9 Soit H un algorithme eulidien. Soit ℓ(d) la taille du quotient d, et L(u, v) leoût total d'une entrée (u, v) ∈ Ω de l'algorithme, donné par
L(u, v) =

p∑

i=0

ℓ(di).Si l'opérateur assoié Hs,0 véri�e les onditions (A1,A2,A3,B0,B1′ ,C1) sur un espae deBanah F , alors l'espérane EN [L] est asymptotiquement linéaire en N ,
EN [L] ∼ 2 log 2

h(H)
· µH(ℓ) ·N.Preuve : Cette espérane est dé�nie omme le rapport des sommes de oe�ients de deux sériesde Dirihlet, la première étant la série TL(s) donnée (voir proposition 4.2) par

TL(2s) = (I − Hs,0)
−1 ◦H

[ℓ]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1[1](0),et la seonde étant
T1(2s) = (I − Hs,0)

−1[1](0),étudiée dans la proposition préédente. En appliquant le théorème taubérien à es deux séries(suivant la tehnique développée dans la proposition 5.7), on en déduit le résultat, en observantque (voir (5.12)) ∫

X
H

[ℓ]
1,0[ψ]dµ = µH(ℓ).

Proposition 5.10 Soit H un algorithme eulidien. Soit B(u, v) la omplexité en bits de l'algo-rithme sur entrée (u, v). Si l'opérateur assoié Hs,0 véri�e les onditions (A1,A2,A3,B0,B1′ ,C1)sur un espae de Banah F , alors l'espérane EN [B] est asymptotiquement quadratique en N ,
EN [B] ∼ log2 2

h(H)
· µH(ℓ) ·N2. (5.21)Preuve : Étudions tout d'abord le oût approximatif B̂, dé�ni en (1.24) par

B̂(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(di) × log2(ui).La série génératrie T bB
(s) est reliée aux opérateurs par la relation de la proposition 4.3, qui est

T bB(2s) = (I − Hs,0)
−1 ◦ ∆Hs,0 ◦ (I −Hs,0)

−1 ◦H
[ℓ]
s,0 ◦ (I − Hs,0)

−1[1](0).La proposition 5.7 s'applique dans e as, et ave l'expression de la série T1(s) donnée par laproposition 5.8 on obtient �nalement l'expression (5.21) pour l'espérane EN [B̂].



5.1. Propriétés spetrales des opérateurs : généralités 105Si on utilise l'inégalité (1.26), qui relie B, B̂ et ℓ on en déduit
EN [B] − EN [B̂] = O(N),puisque d'après la proposition 5.9 la taille moyenne des quotients est linéaire en N . On en déduitdon qu'asymptotiquement on véri�e

EN [B] ∼ EN [B̂].

Notons que ette dernière proposition n'est valable que lorsqu'on dispose d'une bonne rela-tion entre le oût réel et le oût approximatif. C'est généralement le as pour la omplexité enbits d'un algorithme �simple�, mais e n'est pas toujours vrai pour les versions étendues. Nousdévelopperons e point lors de l'étude des algorithmes interrompus.Nous suivons la même démarhe pour les séries génératries des moments dans la proposition5.11.Proposition 5.11 Soit un système dynamique S = (X,T ). Soit la série génératrie des moments
E(exp(wCn)) assoiée à un oût à roissane modérée c. Supposons que ette série est reliée à unopérateur H1,w par

E(exp(wCn)) =

∫

X
H1,wdµ.Alors si quand il agit sur l'espae fontionnel F , l'opérateur véri�e les onditions (A1,A2,A3,B1′′ ,C3),la variable Cn suit alors asymptotiquement une loi gaussienne, et ses moyennes et varianes sontdonnées par

E[Cn] = nµS(c) + ν1 +O(κ−1
n )

V[Cn] = nΛ′′
w(1, 0) + ν2 +O(κ−1

n )où µS(c) est la valeur moyenne du oût c, Λ est l'appliation Λ(s,w) = log λ(s,w), et ν1, ν2 sontles valeurs en 0 des dérivées premières et seondes de l'appliation w 7→
∫
X log P1,w[1]dµ.Preuve : Ii enore, les propriétés (A1,A2,B1′) entraînent la déomposition suivante de l'opé-rateur Hn

1,w autour de w = 0 :
Hn

1,w[1](0) = λn(1, w)P1,w [1](0) + Nn
1,w[1](0).On peut don érire E[exp(wCn)] de la même manière qu'en (5.10), 'est-à-dire

E[exp(wCn)] = exp

[
n log λ(1, w) + log

∫

X
P1,w[1]dµ

]
(1 +O(τn))où τ est stritement inférieur à 1. La ondition (C3) entraîne qu'on peut appliquer le théorèmedes quasi-puissanes de Hwang ave

U(w) = log λ(1, w), V (w) = log

∫

X
P1,w[1]dµ, κ = τ.
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Fig. 5.4 � Un système α-eulidienLa valeur de Λ(w) = log λ(1, w) en w = 0 (5.13) implique le résultat �nal.Nous venons d'énoner les prinipales propriétés qui doivent être satisfaites par les opérateurspour qu'on puisse leur appliquer le théorème taubérien et la théorème des quasi-puissanes.Lorsque 'était possible, nous avons également dérit les tehniques pouvant être utilisées pourobtenir de telles propriétés. La �n de l'analyse di�ère maintenant selon le type de système qu'onétudie, et don selon l'espae fontionnel hoisi. Nous expliquons dans les paragraphes suivantsquels espaes assoier à haque système, pour pouvoir onlure les analyses.5.2 Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiensNous onluons dans e paragraphe l'analyse des algorithmes α-eulidiens. Nous proédons endeux temps. Tout d'abord nous montrons que sous ertaines onditions, l'opérateur de transfertassoié à un système dynamique de l'intervalle à branhes inomplètes satisfait l'ensemble desonditions dérites dans le paragraphe préédent. Nous énonçons e résultat dans le théorème5.12. Puis nous montrons que quand α > 0, les systèmes α-eulidiens véri�ent toutes les propriétésrequises, et nous en déduisons les prinipaux résultats. Les opérateurs utilisés dans e paragraphesont relatifs à des systèmes dynamiques de l'intervalle simples, ils sont don notés Gs,w.5.2.1 Analyse fontionnelle pour l'opérateur Gs,wRappelons tout d'abord brièvement le adre général. Un système α-eulidien est dé�ni surun intervalle Iα = [α− 1, α] et possède usuellement deux branhes inomplètes (voir �gure 5.4).L'opérateur orrespondant est noté Gs,w, et est donné par (voir (4.15))
Gs,w[f ](x) :=

∑

h∈H
|h′(x)|s · exp(wc(h)) · f ◦ h(x) · 1Jh

(x),où les intervalles Yh sont donnés dans (2.11). Ainsi que nous l'avons déjà observé, il n'est paspossible ii d'utiliser des espaes de fontions ontinues. Il existe ependant des espaes fontion-nels partiulièrement adaptés à la gestion des disontinuités apportées par le système, lorsqu'ondispose d'un ontr�le su�sant sur es disontinuités. Traditionnellement, on onsidère l'espae



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 107des fontions à variation bornée. Ce type d'analyse est essentiellement basé sur les travaux deLasota et Yorke [LY73℄, et est bien résumé par exemple dans la monographie de Collet [Col96℄ou dans [BG97℄. Ces auteurs ont en partiulier développé la tehnique générique présentée enintrodution de e paragraphe, qui onsiste à utiliser des inégalités de Lasota-Yorke pour ensuiteappliquer les théorèmes de Ionesu-Tulea et Marinesu ou d'Hennion. Ces analyses sont toutesrelatives à des systèmes possédant une partition �nie, et il a don fallu les adapter au as parti-ulier des systèmes Sα.Nous ommençons par dé�nir et dérire l'espae BV des fontions à variation bornée. Puisnous montrons que si un système dynamique de l'intervalle satisfait l'ensemble Σ1 de onditionsénonées plus bas, alors l'opérateur de transfert assoiéGs,0 véri�e les onditions (A1,A2,A3,B0,B1′ ,C1),onditions su�santes pour l'appliation du théorème taubérien. Ce résultat est résumé dans lethéorème 5.12.Soit I un intervalle réel. Rappelons que l'espae L1(I) désigne l'espae des fontions inté-grables sur l'intervalle I et que muni de la norme ||.||L1 donnée par
||f ||L1 =

∫

I
|f |dµ,'est un espae de Banah.On dé�nit la variation ∨b

a f d'une fontion f sur l'intervalle [a, b] par
b∨

a

f = sup
π∈Q

n∑

i=1

|f(xi) − f(xi−1)|,la somme étant faite sur l'ensemble Q des partitions π de [a, b] de la forme a = x0 < x1 < . . . <
xn = b. L'espae des fontions dont la variation sur un intervalle I est bornée est noté BV (I),

BV (I) :=

{
f,

∨

I

f <∞
}
.Muni de la norme ||.||BV dé�nie par

||f ||BV =
∨

I

f + ||f ||L1 ,alors BV (I) est un espae de Banah, dense dans L1(I). De plus, la boule unité de BV (I) estpréompate dans la boule unité de L1. On se retrouve don dans les onditions d'appliation duthéorème d'Hennion. Nous allons ensuite utiliser plusieurs propriétés importantes de la variation,que nous rappelons dès maintenant.
(i)

b∨

a

(f+g) ≤
b∨

a

f+

b∨

a

g, (ii)

b∨

a

f+

c∨

b

f =

c∨

a

f, (iii)

b∨

a

(f◦g) =

d∨

c

f, si g([a, b]) = [c, d],

(iv)

b∨

a

|fg| ≤ sup
[a,b]

|g|
b∨

a

|f | + sup
[a,b]

|f |
b∨

a

|g|

(v)

b∨

a

|f |1[c,d] ≤ 2

d∨

c

|f | + 2 sup
[c,d]

|f | pour [c, d] ⊂ [a, b]
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(vi)||f ||∞ ≤

b∨

a

|f | + 1

b− a
||f ||L1 , (vii)

b∨

a

|f | =

∫ b

a
|f ′(x)|dx pour f ∈ C1.Pour adapter les travaux déjà réalisés dans le adre de systèmes à partition �nie, nous avonsdû imposer ertaines onditions de �ontr�le� sur les disontinuités. Considérons un système dy-namique de l'intervalle S, dé�ni sur un intervalle I, S = (I, T ). Si H désigne l'ensemble desbranhes inverses, nous désignerons indi�éremment par Id, d ∈ D ou Ih, h ∈ H les éléments de lapartition et par Jd ou Jh les intervalles images. Les onditions supplémentaires pour traiter lespartitions in�nies forment l'ensemble Σ1 i-dessous.Conditions Σ1� (p0) Il existe une onstante réelle b > 0, et un exposant positif β > 0 tels que

|h′(x)| ≥ b|h(x)|β , ∀h ∈ H,∀x ∈ Jh.� (p1)[Faible dilatation℄ Le système dynamique est faiblement dilatant : ∆1, dé�ni par
δh := sup {|h′(x)|;x ∈ Jh}, ∆n := sup {δh;h ∈ Hn},satisfait ∆1 ≤ 1.� (p2) [Forte dilatation℄ Le système dynamique est fortement dilatant : il existe un entier n0et une onstante réelle γ < 1 tels que ∆n0 ≤ γ.� (p3) [Distorsion bornée ℄ Le système dynamique est à distortion bornée : il existe uneonstante réelle c > 0 telle que

|h′′(x)| ≤ c|h′(x)|, ∀h ∈ H, ∀x ∈ Jh.� (p4) [Quasi-Markov℄ Le système dynamique est quasi-markovien : toutes les quantités ℓndé�nies par
ℓn := inf {|Jh|;h ∈ Hn, |Jh| > 0},sont stritement positives.� (p5) [Mélange topologique℄ Le système dynamique est topologiquement mélangeant : pourtous ouverts (V,W ) de X, il existe n2 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n2, T−nV ∩W 6= ∅.Remarques Faisons tout d'abord quelques remarques sur es di�érentes onditions. Un systèmepossédant un nombre �ni de branhes satisfait automatiquement les propriétés (p3) et (p4). Lapropriété (p4) généralise la notion de système markovien : un système dynamique de l'intervalleest markovien d'ordre 1 si pour tout h ∈ H, l'intervalle Jh est une réunion d'intervalles Ih′ de lapartition (ette notion se généralise naturellement à des ordres supérieurs en ra�nant la partition,ainsi qu'à des systèmes non dé�nis sur des intervalles). En partiulier, un système markovien àpartition �nie satisfait don la propriété (p4). Remarquons de plus que si un système satisfaitles propriétés (p1) et (p3), alors il en va de même de ses itérées. Plus préisément, la onstante

cn alors obtenue ave la propriété (p3) satisfait cn ≤ cn. En�n, si un système satisfait à la foisles onditions (p1), (p2) et (p3), alors ses itérées aussi, et les onstantes obtenues véri�ent pourtout n (voir [LM94℄ ou [BG97℄)
∆n ≤ γ

⌊ n
n0

⌋
, cn = c

n−1∑

i=0

∆i ≤
cn0

1 − γ
. (5.22)



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 109Soit un réel ρ. Alors les propriétés (p1) (pour ρ ≥ 1) et (p0) (pour ρ < 1) entraînent
|h′(x)|ρ ≤ |h′(x)| pour ρ ≥ 1, |h′(x)|ρ ≤ bρ−1|h′(x)| |h(x)|β(ρ−1) pour ρ < 1. (5.23)Le hangement de variables u := h(x) nous amènent à dé�nir

I(ρ) := 1 pour ρ ≥ 1, I(ρ) := bρ−1

∫

I
|uβ(ρ−1)|du pour ρ < 1, (5.24)et puisque l'intégrale I(ρ) est onvergente pour ρ = ℜ(s) > 1 − (1/β), on obtient, pour ρ =

ℜ(s) > 1 − (1/β) ∑

h∈H

∫

Jh

|h′(x)|ρ dx ≤ I(ρ). (5.25)En�n, nous dé�nissons la propriété (p6) (voir [LM94℄ ou [BG97℄), automatiquement véri�ée dèsque l'est (p3),
(p6) Il existe d > 0 tel que, pour tout h ∈ H, on a supJh

|h′(x)| ≤ d infJh
|h′(x)|.La ondition (p6) implique, ave (p4), que pour tout h ∈ H et pour tout réel positif ρ,

sup
Jh

|h′(x)|ρ ≤ dρ inf
Jh

|h′(x)|ρ ≤ dρ

|Jh|

∫

Jh

|h′(x)|ρdx ≤ dρ

ℓ1

∫

Jh

|h′(x)|ρdx, (5.26)et on obtient don ave (5.26) et (5.25)
∑

h∈H
δρ
h ≤ dρ

ℓ1
I(ρ). (5.27)Les résultats que nous obtiendrons dans e paragraphe sont résumés dans le théorème suivant.Théorème 5.12 Soit S = (I, T ) un système dynamique de l'intervalle. S'il satisfait l'ensemble

Σ1 de onditions, alors quand il agit sur l'espae BV (I) l'opérateur de transfert Gs,w véri�e lesonditions (A1), (A2), (A3), (B0), (B1), (C1) et (C3).Preuve du théorème 5.12La preuve du théorème 5.12 est une suession de propositions.Proposition 5.13 Soit S = (I, T ) un système dynamique de l'intervalle satisfaisant les proprié-tés (p0)�(p4). Alors pour ℜ(s) > 1− (1/β) l'opérateur Gs,0 orrespondant agit sur BV (I) et estanalytique en s. Il satisfait don les propriétés (A1,B1′).Preuve : Soit une fontion f à variation bornée, f ∈ BV (I). Soit s ∈ C, ℜ(s) = ρ > 1 − (1/β).Alors on véri�e
||Gs,0[f ]||L1 ≤

∑

h∈H

∫

I
|h′s(x) f ◦ h(x) 1Jh

(x)|dx ≤
∑

h∈H

∫

Jh

|h′(x)|ρ |f ◦ h(x)| dx.En utilisant la relation (5.25) et la propriété (vi) des fontions à variation bornée, on en déduitdans un premier temps
||Gs,0[f ]||L1 ≤ I(ρ)||f ||∞ ≤ I(ρ) ||f ||BV . (5.28)



110 Chapitre 5. Résultats et PreuvesD'autre part la variation de Gs,0[f ] véri�e
∨

I

Gs,0[f ] =
∨

I

∑

h∈H
h′s f ◦ h1Jh

≤
∑

h∈H

∨

I

|h′ρ f ◦ h 1Jh
|.En appliquant (iv) et (v) à haque terme de la somme on obtient �nalement

∨

I

Gs,0[f ] ≤ A+B + C ave A =
∑

h∈H
Ah, B =

∑

h∈H
Bh, C =

∑

h∈H
Ch,et Ah = δρ

h

∨

Jh

|f ◦ h|, Bh = 4δρ
h sup

Ih

|f |, Ch = sup
Ih

|f |
∨

Jh

|h′ρ|.Les propriétés (ii) et (iii) des fontions à variation bornée et la propriété (p1) entraînent Ah ≤∨
Ih
|f | et don A ≤ ∨I |f |. Pour la somme Ch, on utilise la propriété (5.25), en remarquant que

(p3) implique
|h′ρ|′ = ρ|h′′||h′|ρ−1 ≤ cρ |h′|ρ.On en déduit �nalement

∨

I

Gs,0[f ] ≤ [1 + (4
dρ

ℓ1
+ cρ)I(ρ)] ||f ||BV ,dont on déduit la première partie de la proposition.La dérivée de l'opérateur par rapport à s est l'opérateur Rs, donné par

Rs[f ](x) =
∑

h∈H
|h′(x)|s log |h′(x)| f ◦ h(x)1Jh

(x).Comme préédemment, on utilise les inégalités suivantes :
(|h′ρ| log |h′|)′ ≤ |h′ρ| |h

′′|
|h′| + |s||h′′||h′|ρ−1 | log |h′|| ≤ c (|ρ| + | log |h′||) |h′|ρ,e qui amène à onsidérer l'intégrale
J(ρ) =

∫

I
|uβ(ρ−1)| log |u|du.Cette intégrale est onvergente pour ℜ(s) ≥ 1 − (1/β), et don l'appliation s → Gs,0 estanalytique dans e demi-plan.On montre maintenant que l'opérateur de Perron-Frobenius est quasi-ompat, en exhibant uneinégalité de Lasota-Yorke.Proposition 5.14 Soit S un système dynamique satisfaisant les propriétés (p1)− (p4). Alors ilexiste n0 tel que pour tout n ≥ n0

||Gn[f ]||BV ≤ 2∆n ||f ||BV +

(
2 cn +

2

ℓn
+ 1

)
||f ||L1 , ave ∆n ≤ γ

⌊ n
n0

⌋
, cn ≤ cn0

1 − γ
.(5.29)Don le rayon spetral essentiel ress satisfait ress ≤ γ1/n0 .



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 111Preuve : C'est en partiulier pour ette proposition qu'il faut adapter les travaux antérieurs auxsystèmes à partition dénombrable. Nous utiliserons quelques variantes des propriétés (iv) et (v)des fontions à variation bornée, qui relient la variation d'une fontion à sa norme ||.||L1 :
(iv′)

b∨

a

|fg| ≤ sup
[a,b]

|g|
b∨

a

|f | +
∫ b

a
|f(x)g′(x)|dx

(v′)
b∨

a

|f |1[c,d] ≤ 2
d∨

c

f +
2

d− c

∫ d

c
|f(x)|dx pour [c, d] ⊂ [a, b]On véri�e tout d'abord

||G[f ]||L1 ≤
∑

h∈H

∫

I
|h′(x) f ◦ h(x) 1Jh

(x)|dx.Le hangement de variable u := h(x) entraîne
||G[f ]||L1 ≤

∑

h∈H

∫

Ih

|f(u)|du = ||f ||L1 . (5.30)La variation de la fontion Gn[f ], n ≥ 1 est donnée par
∨

I

Gn[f ] =
∑

h∈Hn

∨

I

|h′ f ◦ h 1Jh
|.En appliquant (iv′) et (v′) à haque terme de la somme, on obtient

∨

I

Gn[f ] ≤ A+B + C ave A =
∑

h∈Hn

Ah, B =
∑

h∈Hn

Bh, C =
∑

h∈Hn

Ch,et Ah = 2 sup
Jh

|h′|
∨

Jh

|f ◦ h|, Bh = 2

∫

Jh

|h′′(x)| |f ◦ h(x)|dx,

Ch =
2

|Jh|

∫

Jh

|h′(x)| |f ◦ h(x)|dx.La quantité Ah véri�e, grâe à (ii) et (iii)

Ah ≤ 2∆n

∨

Ih

|f | (5.31)et don A est bornée,
A ≤ 2∆n

∨

I

|f |.La propriété (p3) implique l'inégalité |h′′| ≤ cn|h′| et
Bh + Ch ≤ 2(cn +

1

ℓn
)

∫

Jh

|h′(x)| |f ◦ h(x)|dx.En utilisant le hangement de variables u := h(x) et en sommant sur l'ensemble H, on obtientave (ii)

B +C ≤ 2 (cn +
1

ℓn
) ||f ||L1 . (5.32)



112 Chapitre 5. Résultats et PreuvesAve (5.22), (5.30), (5.31) et (5.32), l'inégalité (5.29) est prouvée.Il s'agit maintenant de préiser les propriétés spetrales dominantes de l'opérateur G, à savoirla nature de son spetre sur le erle unité. Remarquons déjà que l'on sait que r0(G) ≤ 1 : ene�et, l'inégalité ||G||L1 ≤ 1 implique (5.1) que le rayon spetral de G sur L1(I) est inférieur ouégal à 1. Il en est don de même sur BV (I). Nous préisons la nature du spetre sur le erleunité dans la proposition suivante.Proposition 5.15 Soit S un système dynamique satisfaisant les propriétés (p1)−−(p4). Alorsl'opérateur G assoié admet une densité invariante à variation bornée, et son rayon spetral estdon égal à 1. La ondition (A3) est don véri�ée.Preuve : Les propriétés (p1), (p2) ainsi que la relation (5.22) impliquent que la suite (∆n) de laproposition préédente tend vers 0. Pour tout δ < 1 �xé, il existe don un entier n1 pour lequel
2∆n1 ≤ δ. Don, la norme de Gn1[f ] satisfait

||Gn1 [f ]||BV ≤ δ||f ||BV + L||f ||L1 ,où L est une quantité �nie. Don, pour tout n ≥ 1, la norme de Gnn1 [f ] véri�e
||Gnn1 [f ]||BV ≤ δn||f ||BV +

L

1 − δ
||f ||L1 .L'ensemble {Gnn1 [1I ], n ≥ 0} est don un ensemble borné de BV (I). Il en est de même del'ensemble

F := { fn =
1

n

n−1∑

j=0

Gjn1[1I ] , n ≥ 1}.Le théorème d'Helly s'applique alors, et il existe don une sous-suite de F qui onverge dans
L1(I) vers une fontion f⋆ de BV (I). Chaque élément de F étant une densité, f⋆ en est uneégalement. De plus il est lair que Gn1 [f⋆] = f⋆, de sorte que f⋆ est une densité invariante àvariation bornée pour l'opérateur Gn1 . Finalement, la densité

g∗ :=
1

n1

n1−1∑

j=0

Gj [f∗]est une densité invariante pour G, à variation bornée.Nous avons obtenu la quasi-ompaité, il faut don maintenant étudier le spetre sur le erleunité pour �nalement obtenir la ondition (A2). Nous utilisons ii le résultat lassique suivant,qu'on trouve par exemple dans le livre de Baladi [Bal00℄.Proposition Soit un système dynamique dont le transformateur de densité est quasi-ompatet possède une densité invariante sur BV (I). Si le système est topologiquement mélangeant,alors la valeur propre λ = 1 est simple et est la seule valeur propre de module égal à 1.Nous avons montré que ette proposition s'applique dans notre adre. On a don la propositionsuivante.



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 113Proposition 5.16 La ondition (A2) est véri�ée.On obtient don une déomposition spetrale de G qui s'étend par perturbation à l'opérateurde transfert Gs,0 puisque la propriété d'analyité est véri�ée. Il ne reste plus maintenant qu'àétudier le omportement de l'appliation s 7→ λ(s, 0) quand s vit dans un demi-plan omplexe.Proposition 5.17 Dans un voisinage de s = 1, la fontion s 7→ λ(s, 0) est stritement dérois-sante sur l'axe réel.Preuve : La valeur propre dominante λ(s, 0) de Gs,0 est donnée par
λ(s, 0) = lim

k→∞
[Gk

s,0[1](0)]
1/k .D'un autre oté,

Gk
s,0[1](0) ≤ sup

h∈Hk

δ
(s−1)
h Gk[1](0) ≤ γk(s−1)Gk[1](0).On en déduit don l'inégalité (pour s > 1)

λ(s, 0) ≤ γ(s−1)/n0λ(1, 0).

Proposition 5.18 Sur la droite ℜ(s) = 1, s 6= 1, les valeurs propres de l'opérateur Gs,0 sonttoutes de module stritement inférieur à 1. De plus, on véri�e également ress(Gs,0) < 1. Laondition (C1) est don véri�ée.Preuve : Supposons que le rayon spetral de l'opérateur Gn
1+it,0 n'est pas stritement inférieurà 1. De l'inégalité

||Gn
1+it,0||BV ≤ ||G1,0||BVet de l'inégalité de la proposition 5.14, on déduit que l'opérateur est quasi-ompat, ave unrayon spetral essentiel stritement inférieur à 1, et don que la partie dominante du spetre estonstituée de valeurs propres.Soit λ une valeur propre de l'opérateur G1+it,0, et soit f une fontion propre relative à λ.Soit f0 une fontion propre relative à la valeur propre 1. Il a été prouvé dans [Bal00℄ et [BG97℄qu'une telle fontion peut-être hoisie semi-ontinue inférieure, de sorte que f0(x) ≥ a > 0, pourun ertain a et pour tout x ∈ I. On peut de plus supposer que la fontion f(x)/f0(x) est demodule au plus 1 sur I, et est de module exatement 1 en x0. On a alors

|λ f(x0)| = |G1+it,0[f ](x0)| = |
∑

h∈H
h′(x0)

1+it f ◦ h(x0)|1Jh
(x0) (5.33)

≤ |
∑

h∈H
|h′(x0)| |f ◦ h(x0)|1Jh

(x0) ≤
∑

h∈H
|h′(x0)| f0 ◦ h(x0)1Jh

(x0) = f0(x0), (5.34)et la dé�nition de x0 prouve l'inégalité |λ| ≤ 1. Supposons maintenant que |λ| = 1. Alors, lasuite d'inégalités (5.33,5.34) devient une suite d'égalités, et pour tout h ∈ H de sorte que x0appartienne à Jh on a
|f ◦ h(x0)| = f0 ◦ h(x0). (5.35)



114 Chapitre 5. Résultats et PreuvesD'un autre �té, la suite ah := |h′(x0)|f ◦h(x0)1Jh
(x0) véri�e l'égalité |∑ ah| =

∑ |ah|. Il existedon θ (de module 1) tel que ah = θ|ah| pour tout h, et pour tout h tel que x0 appartienne à Yhon a
f ◦ h(x0) |h′(x0)|it = θ |f ◦ h(x0)|. (5.36)Pour tout x0 ∈ I, l'ensemble {h(x0), h ∈ H} ontient la suite {1/(q + x0), q ≥ q0}. Cette suitea pour limite 0, de sorte que l'égalité (5.35) prouve que limx→0 |f(x)| = limx→0 f0(x) 6= 0.Finalement, la relation (5.36) montre que la suite

(
1

q + x0

)ita une limite égale à θ quand q → ∞, e qui ne peut être vrai que pour t = 0. On a don montréla première partie de la proposition.
Nous avons étudié l'opérateur de transfert Gs,0. Quand on s'intéresse aux trajetoires tron-quées du système dynamique, on étudie le omportement de l'opérateur G1,w. Il y a deux hosesà montrer ii, 'est-à-dire les propriétés (B2′) et (C2). Tout d'abord, il faut véri�er l'analyitéen w, e qui est presque immédiat si le oût est à roissane modérée.Proposition 5.19 Il existe un voisinage omplexe de w = 0 tel que l'opérateur G1,w dépendeanalytiquement de w. Les onditions (B0,B1′′) sont don satisfaites.Preuve : Rappelons que le oût c apparaissant dans l'expression de G1,w étant à roissanemodérée, la série ∑

h∈H
δh exp(wc(h)),où δh = supx∈I |h′(x)|, est analytique en w. Notons Rw[f ] l'opérateur dérivé de G1,w :

Rw[f ](x) :=
∑

h∈H
c(h)|h′(x)| exp(wc(h))f ◦ h(x)1h(x).Alors lairement

||Rw||L1 ≤ ||f ||L1

∑

h∈H
δhc(h) exp(wc(h)),et ∨

I

Rw[f ] ≤
∑

h∈H
c(h) exp(wc(h))

∨

I

|h′(x)|f ◦ h(x)1h(x).Clairement, es deux séries onvergent pour w su�samment prohe de 0 (pour la seonde série,il su�t de s'inspirer de la preuve de la proposition 5.13).En�n, on doit s'assurer que la dérivée seonde de w 7→ log λ(1, w) est non-nulle pour pouvoirappliquer le théorème des quasi-puissanes. D'après la proposition 5.3 de la première partie duhapitre, ette propriété est véri�ée dès que le oût étudié est non-nul. Remarquons que le dernier



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 115argument utilisé dans la preuve de ette proposition n'est à priori valide que pour un système àbranhes omplètes : on montre que pour tout point �xe h⋆ d'une branhe inverse, on a l'égalité
c̄(h⋆) = 0. Quand toutes les branhes possèdent un point �xe, puisque c̄ représente l'éart entrele oût c et sa valeur moyenne et que c est onstant sur haque intervalle fondamental, on endéduit le résultat. Le résultat reste ependant valable lorsqu'une seule branhe ne possède pasde point �xe, e qui est le as pour les algorithmes α-eulidiens (il s'agit de la branhe située àl'extrémité gauhe de l'intervalle Iα), et don la proposition suivante est montrée.Proposition 5.20 On a Λ′′

w(1, 0) 6= 0. La ondition (C3) est don véri�ée.5.2.2 Théorèmes 5.22, 5.23 et 5.24L'analyse présentée plus haut s'applique aux systèmes α-eulidiens, pour α 6= 0. En e�et,l'ensemble de onditions Σ1 est véri�é.Proposition 5.21 Soit Sα un système α-eulidien, α > 0. Alors Sα satisfait l'ensemble Σ1 deonditions.Preuve : Pour tout α ∈ [0, 1], les branhes inverses h ∈ H véri�ent
|h′(x)| = |h(x)|2, |h′(x)| ≤ 1, |h′′(x)| = 2|h′(x)|3/2 ≤ 2|h′(x)|,et les propriétés (p0), (p1), (p3) sont véri�ées. La propriété (p2) est véri�ée ave n0 = 1 dèsque α est stritement ompris entre 0 et 1. Pour α = 1, elle l'est ave n0 = 2. La situationest di�érente pour α = 0, puisque dans e as, x = 1 est un point �xe indi�érent, 'est-à-dire T (x) = x et |T ′(x)| = 1. Il n'existe pas d'entier n0 tel que la propriété (p2) soit véri�ée.Considérons maintenant la propriété (p4) de ontr�le des disontinuités. Soit T l'ensemble desextrémités des intervalles images Jh, h ∈ H. On a T = {α, 1 − α, Tα(α), Tα(1 − α)}. L'ensemble

T n des extrémités des intervalles Jh, ave h ∈ Hn est toujours un ensemble �ni. On en déduitque la quantité ℓn est un minimum pris dans un ensemble �ni, et est don stritement positive.La ondition (p4) est don satisfaite. Il reste maintenant à satisfaire la ondition de mélangetopologique (p5).Soient don U et V deux intervalles ouverts non nuls de Iα. Soit x un élément rationnel de
U . Alors il existe n0 > 0 tel que T n0(x) = 0. Ainsi, il existe ε > 0 tel que [0, ε] ⊆ T n0

α (U).Finalement, il existe d ∈ D tel que Id ⊂ [0, ε], et don
Iα = Td(Id) ⊂ Td[0, ε] ⊆ T n0+1(U)et ainsi T n0+1(U) ∩ V 6= ∅.Du théorème 5.12 et de la proposition 5.21, on déduit qu'on peut appliquer le théorème taubérienaux séries génératries de Dirihlet assoiées aux algorithmes α-eulidiens (voir proposition 5.7).Nous avons don montré le théorème suivant.Théorème 5.22 Soit α ∈]0, 1] et Eα l'algorithme orrespondant. Soient EN , ẼN les espéranesdé�nies sur les ensembles ΩN , Ω̃N . Alors le nombre moyen d'itérations de l'algorithme est asymp-totiquement linéaire en N

ẼN [I] ∼ EN [I] ∼ 2 log 2

h(α)
·N := Aα ·N,



116 Chapitre 5. Résultats et Preuvesoù h(α) est l'entropie du système dynamique sous-jaent à l'algorithme. Plus généralement, si cest un oût à roissane modérée, et C la variable aléatoire assoiée, alors l'espérane EN [C] estasymptotiquement linéaire en N ,
ẼN [C] ∼ EN [C] ∼ 2 log 2

h(α)
· µα(c) ·N := Aα · µα(c) ·N,où µα(c) est la valeur moyenne du oût c.De même, la proposition 5.10 sur la omplexité en bits s'applique, et on en déduit le théorèmesuivant.Théorème 5.23 Soit b le oût assoié à une division, et soit B la variable aléatoire relative à laomplexité en bits. Soit ℓ la taille dé�nie sur l'ensemble des quotients. Alors l'espérane de ettevariable est asymptotiquement quadratique en N ,

ẼN [B] ∼ EN [B] ∼ log2 2

h(α)
· µα(ℓ) ·N2 =

Aα

2
· µα(ℓ) ·N2,où µα(ℓ) est la valeur moyenne du paramètre ℓ.On peut hoisir d'attribuer une valeur partiulière au paramètre ℓ, pour tenir ompte de lanature des divisions α-eulidiennes. Un hi�re d est de la forme d = (q, ε), où ε = ±1 orrespondà une éventuelle soustration. On peut don poser ℓ(d) = ℓ2(q) + 1−ε

2 , auquel as, pour ertainesvaleurs de α, µα(ℓ) est donné par (2.13,2.14).De la même manière, on déduit de la proposition 5.21 et du théorème 5.12 qu'on peut ap-pliquer le théorème de Hwang aux séries génératries des moments liées aux oûts à roissanemodérée, dé�nis sur les trajetoires tronquées des systèmes dynamiques α-eulidiens (voir pro-position 4.8). Nous avons don prouvé le théorème suivant.Théorème 5.24 Soit SEα = (Iα, Tα), α > 0 un système dynamique α-eulidien. Soit c un oûtà roissane modérée et Cn la variable aléatoire orrespondante. Soient P et E la probabilité etl'espérane dé�nies sur Iα muni de la mesure de Lebesgue. Alors il existe Āα, µα(c) et δα(c) telsque pour tout n, et pour tout Y ∈ R

P

[
x | Cn(x) − Āαµα(c)n

δα(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2 dy +O

(
1√
n

)
,la onstante Āα étant reliée à la onstante Aα du théorème 5.22 par

Āα =
1

AαDe plus, pour tout il existe a, b et κ < 1 tels que l'espérane et la variane satisfont
E [Cn] = Āαµα(c) · n+ a+O(κn) , Var [Cn] = δ2α(c) · n+ b+O(κn)



5.2. Analyse dynamique des algorithmes α-eulidiens 1175.2.3 Le as α = 0Nous avons déjà fait remarquer que dans le as α = 0, l'algorithme orrespondant, l'algo-rithme Par-Exès X appartient à la lasse des algorithmes lents. Son omportement moyen estasymptotiquement quadratique pour les oûts additifs, et asymptotiquement ubique pour laomplexité en bits. Nous allons brièvement dérire l'analyse de et algorithme, faite initialementpar Brigitte Vallée dans [Val03℄.Nous avons observé au hapitre 2 que le système SX ne satisfait par de bonnes proprié-tés d'expansion, ar il possède un point �xe indi�érent en x = 1, 'est-à-dire qu'on véri�e
T (x) = 1, |T ′(x)| = 1. On remarque don qu'une des propriétés requises pour l'analyse desautres systèmes α-eulidiens n'est plus véri�ée. Dans ette situation, on a reours au systèmeinduit : si on note a la �mauvaise� branhe du système, alors l'ensemble H̃ de branhes inversesdu système induit est

H̃ := (a⋆B)⋆ ave B := H \ {a}.On peut don onstruire l'opérateur de transfert assoié Cs, dé�ni par
Cs :=

∑

k≥0

Bs Ak
s = Bs(I − As)

−1où les opérateurs sont
As[f ](x) = |a′(x)|sf ◦ a(x), Bs[f ](x) =

∑

h 6=a

|h′(x)|sf ◦ h(x).On montre maintenant failement qu'étant donné un oût c, la série génératrie assoiée à eoût s'exprime à l'aide des opérateurs Cs et As par
(I − Cs)

−1 ◦ C[c]
s ◦ (I −As)

−1 ◦ (I − Cs)
−1[1](0).On voit maintenant apparaître trois quasi-inverses, e qui implique un p�le d'ordre 3 (onvéri�e que le quasi-inverse (I−As)

−1 amène un p�le supplémentaire), et don un omportementgénéral quadratique. Le même phénomène se produit quand on étudie la omplexité en bits, etexplique le omportement asymptotiquement ubique.5.2.4 Disussion des résultatsCes résultats sont relativement étonnants si on observe que, quand elle sont onnues, ladensité invariante et l'entropie des systèmes α-eulidiens ont un omportement inattendu. Nousavons dérit au paragraphe 2.3.2 la densité invariante, dont le omportement est di�érent selonla valeur de α, ainsi que l'entropie, qui est donnée par (2.12)
h(α) =





π2

6 log φ
, pour α ∈ [

√
2 − 1, φ− 1] ,

π2

6 log(α+ 1)
, pour α ∈ [φ− 1, 1] .On remarque don que l'entropie est indépendante de α pour α ∈ [

√
2−1, φ−1]. On en déduit queles algorithmes orrespondants ont le même omportement, puisque le même type de phénomènes'observe pour les valeurs moyennes des di�érents oûts. On peut en onlure que les algorithmes



118 Chapitre 5. Résultats et Preuvesles plus e�aes appartiennent à ette famille (pour α ∈]φ − 1, 1] la fontion α 7→ h(α) estdéroissante, pour α ∈]0,
√

2−1[ on ne sait pas, mais il est naturel de onjeturer que l'appliationest roissante). C'est en partiulier le as de l'algorithme Centré (qui orrespond à α = 1/2), quiest don le plus rapide des algorithmes �usuels�.Reste la question d'une transition de phase entre α = 0 et α > 0. En e�et, pour α = 0, leomportement est radialement di�érent. Il est naturel de onjeturer
lim

α→0+
h(α) = 0.5.3 Analyse dynamique de l'algorithme LSBCe paragraphe onlut l'analyse de l'algorithme LSB. Nous distinguons ii deux études dis-tintes, haune faisant intervenir un système dynamique di�érent.Dans la première, nous étudions le système SL. L'opérateur de transfert assoié à e système,

Ks,w, est adapté à deux types d'analyses : l'analyse des oûts à roissane modérée dé�nis surles trajetoires tronquées du système, et l'analyse de es mêmes oûts dé�nis sur l'algorithmelorsque la taille des entrées est liée au nombre de déalages.Dans la seonde étude, nous étudions le système SL. Cei nous permet, via l'étude des opérateurs
Ls,w et Ls,t,w, d'obtenir le omportement asymptotique des prinipaux oûts dé�nis sur l'algo-rithme LSB, ainsi que elui des ontinuants liés au développement en fration ontinue 2-adique.Pour haune des deux analyses, nous utilisons deux espaes fontionnels di�érents.5.3.1 Analyse fontionnelle pour l'opérateur Ks,wNous sommes maintenant amenés à étudier l'opérateur Ks,w, relatif à un système dynamiquedé�ni sur le orps Q2 des nombres 2-adiques. Nous allons voir que sous ertaines onditions (vé-ri�ées par le système SL), une telle étude est plus simple que dans le as usuel. En partiulier,les propriétés de la valeur absolue |.|2 simpli�ent souvent les aluls.D'une manière générique, nous allons onsidérer un système dynamique S = (B, T ), véri�antl'ensemble Σ2 de onditions énonées i-dessous.Conditions Σ2� (r1) Le système dynamique est omplet, on a don ∀h ∈ H

T (Bh) = B,� (r2) Les dérivées |h′(x)|2 sont onstantes sur B et il existe β < 1 tel que
∑

h∈H
|h′|22 = β� (r3) Le système dynamique est topologiquement mélangeant : pour tous ouverts non nuls

U , V de B, il existe n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0, T−nV ∩W 6= ∅.Nous nous plaçons pour l'étude de tels systèmes sur l'espae C1(B) des fontions C1 sur B.Cet espae est muni de la norme ||.||1 dé�nie par
||f ||1 = ||f ||0 + ||f ′||0,



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 119où ||.||0 est la norme sup,
||f ||0 = sup

x∈B
|f |.Ave la norme ||.||1, C1(B) est un espae de Banah. En�n, nous noterons C0(B) l'ensemble desfontions ontinues à valeurs omplexe dé�nies sur B, muni de la norme ||.||0. L'espae C1(B)est don un sous-espae de C0(B).Nous allons montrer le résultat suivant.Théorème 5.25 Soit un système dynamique S dé�ni sur Q2. S'il satisfait l'ensemble Σ2 deonditions, alors l'opérateur de transfert assoié Ks,w véri�e les onditions (A1), (A2),(A3),(B0),

(B1), (C1), (C2) et (C3) quand il agit sur l'espae C1(B).Preuve du théorème 5.25Nous ommençons par montrer que l'opérateur K agit sur et espae et qu'il y est quasi-ompat. Rappelons que et opérateur est ii de la forme
K[f ](x) =

∑

h∈H
|h′(x)|2 · f ◦ h(x).Nous supposerons dans la suite de ette preuve que l'opérateur K (de même que l'opérateur

Ks,w) est relatif à un système dynamique satisfaisant l'ensemble Σ2 de onditions.Proposition 5.26 L'opérateur K agit sur l'espae C1(B) et don la ondition (A1) est véri�ée.De plus, il y satisfait une inégalité de Lasota-Yorke :
||Kn[f ]||1 ≤ rn||f ||1 + tn||f ||0, ave rn := βn et tn := (1−β)

(
1 + β + β2 + . . .+ βn−1

)
. (5.37)Preuve : Tout d'abord, véri�ons que l'opérateur agit bien sur C0(B) :

||K[f ]||0 = sup
x∈B

∑

h∈H
|h′(x)|2f ◦ h(x) ≤ ||f ||0

∑

h∈H
|h′(x)|2 = ||f ||0. (5.38)Il agit également sur C1(B) : soient x, y ∈ B, ave x 6= y et f ∈ C1(B), alors

|K[f ](x) − K[f ](y)| =

∣∣∣∣∣
∑

h∈H
|h′(x)|2f ◦ h(x) −

∑

h∈H
|h′(y)|2f ◦ h(y)

∣∣∣∣∣ .Les dérivées |h′(x)|2 étant onstantes sur B, on peut érire
|K[f ](x) − K[f ](y)| =

∣∣∣∣∣
∑

h∈H
|h′(x)|2 (f ◦ h(x) − f ◦ h(y))

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
∑

h∈H
|h′(x)|2||f ′||0|h(x) − h(y)|2

∣∣∣∣∣

≤ ||f ′||0|x− y|2
∑

h∈M
|h′(x)|22 = β||f ′||0|x− y|2,en vertu de la propriété (r2). On en déduit don l'inégalité

||K[f ]||1 ≤ β||f ||1 + (1 − β)||f ||0.



120 Chapitre 5. Résultats et PreuvesCelle-i s'étend aux puissanes de l'opérateur en
||Kn[f ]||L ≤ rn||f ||1 + tn||f ||0, (5.39)ave

rn := βn et tn := (1 − β)
(
1 + β + β2 + . . .+ βn−1

)
.

Pour pouvoir appliquer le théorème d'Hennion, il faut de plus véri�er que l'injetion de C1(B)dans C0(B) est ompate, e que nous montrons dans le lemme suivant.Lemme 5.27 Soit (fp) une suite de fontions bornées de C1(B). Alors il existe une sous-suiteonvergente dans C0(B) vers un élément de C1(B).Preuve : Nous utilisons le théorème d'Asoli-Arzola, dont nous rappelons une version ii (etteversion se trouve dans [Rud87℄, par exemple).Théorème [Asoli-Arzola℄Soit X un ensemble ompat, et C0(X) l'espae de Banah des fon-tions ontinues à valeurs omplexe muni de la norme sup. Soit Ψ ⊂ C0(X) un sous-ensemble defontions tel que :
(i) sup {|f(x)|; f ∈ Ψ} <∞ pour tout x ∈ X et
(ii) pour tout ε > 0 et pour tout x ∈ X il existe un voisinage V de x tel que |f(y) − f(x)| < εpour tout y ∈ V et pour tout f ∈ Ψ.Alors toute suite d'éléments de Ψ admet une sous-suite uniformément onvergente.Ce théorème implique don qu'il existe une sous-suite de (fp) qui onverge dans C0(B) vers unefontion f . Soit M tel que ||f ′p|| < M , pour tout p ≥ 0. Alors, quand p tend vers l'in�ni, larelation

|fp(x) − fp(y)| ≤M |x− y|2, ∀x 6= y ∈ B,implique que f ∈ C1(B).Nous avons don obtenu la quasi-ompaité de l'opérateur sur C1(B). Nous savons déjà que1 est valeur propre (puisque K[1] = 1) et que 'est une valeur propre dominante (en e�et, ondéduit de la preuve de la proposition préédente l'inégalité ||K||1 ≤ 1 et le théorème du rayonspetral implique r0(K) ≤ ||K||1 (voir 5.1)). On montre que 1 est valeur propre simple, et estla seule valeur propre sur le erle unité de la même manière que dans le hapitre préédent surles systèmes α-eulidiens, 'est-à-dire en utilisant les propriétés de mélange topologique . L'ar-gument qui avait été utilisé pour la proposition 5.16 est en réalité une adaptation aux fontionsà variation bornée d'un résultat lassique portant initialement sur les fontions C1. Ce résultat,qu'on trouve par exemple dans le livre [Bal00℄ (théorème 1.5 p. 35), s'applique don dans notreas. On a don montré la proposition suivante.Proposition 5.28 L'opérateur K véri�e les propriétés (A2,A3).Il faut maintenant étudier la dépendane de l'opérateur Ks,w en s et w, pour en déduire parperturbation la déomposition spetrale de l'opérateur. Nous étudions d'abord la dépendane en
w.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 121Proposition 5.29 Il existe un voisinage omplexe W de w = 0 tel que pour (s,w) ∈ {ℜ(s) >
β}×W, l'opérateur Ks,w agisse sur C1(B). De plus, l'appliation (s,w) 7→ Ks,w y est analytique.Les onditions (B0), (B1) sont don satisfaites.Preuve : En reprenant les étapes de la preuve de la proposition 5.26, on obtient les inégalités

||Ks,w[f ]||0 ≤ ||f ||0
∑

h∈H
|h′|s2 · exp(wc(h)),

||Ks,w[f ]||1 ≤ ||f ||1
∑

h∈H
|h′|s+1

2 · exp(wc(h)).Ces deux quantités sont �nies si c est un oût à roissane modérée.Considérons maintenant les deux opérateurs obtenus par dérivation par rapport à s et par rapportà w :
Rw[f ](x) :=

∑

h∈H
c(h)|h′(x)|s2 exp(wc(h))f ◦ h(x),

Rs[f ](x) :=
∑

h∈H
log |h′(x)|2|h′(x)|s2 exp(wc(h))f ◦ h(x).On obtient les inégalités

||Rw[f ]||0 ≤ ||f ||0
∑

h∈H
c(h) · |h′|s2 · exp(wc(h)),

||Rw[f ]||1 ≤ ||f ||1
∑

h∈H
c(h) · |h′|s+1

2 · exp(wc(h)),

||Rs[f ]||0 ≤ ||f ||0
∑

h∈H
|h′|s2 · log |h′(x)|2 · exp(wc(h)),

||Rs[f ]||1 ≤ ||f ||1
∑

h∈H
|h′|s+1

2 · log |h′(x)|2 · exp(wc(h)).Les di�érentes séries onvergent pour (s,w) ∈ {ℜ(s) > β} × W si c est un oût à roissanemodérée.En�n, remarquons que le fait que la distribution uniforme soit préservée simpli�e les alulsdes valeurs spetrales dominantes.Proposition 5.30 La dérivée λ′s(1, 0) est di�érente de 0. La ondition (C4) est don véri�ée,et il existe don un voisinage W de w = 0 et une fontion σ : W → C telle que λ(σ(w), w) = 1.Cette fontion est analytique et satisfait σ(0) = 1. De plus, les dérivées seondes des appliations
w 7→ Λ(1, w) et w 7→ σ(w) sont stritement positives. Les onditions (C2,C3) sont don véri�ées.Preuve : Observons tout d'abord les appliations w 7→ λ(1, w) et w 7→ Λ(1, w). Soit ψ1,w lafontion propre assoiée à la valeur propre λ(1, w) de K1,w. Alors on véri�e

(K1,w[ψw](x))′ = (λ(1, w)ψ1,w(x))′ ,
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∑

h∈H
c(h) · |h′(x)|2 · exp(wc(h)) · ψ1,w ◦ h(x) +

∑

h∈H
·|h′(x)|2 · exp(wc(h)) · ψ′

1,w ◦ h(x)

= λ′w(1, w)ψ1,w(x) + λ(1, w)ψ′
1,w(x),la dérivation se faisant par rapport à w. Puisque ψ1,0(x) = 1 pour tout x ∈ B et λ(1, 0) = 1, onen déduit ∑

h∈H
c(h) · |h′(x)|2 +

∑

h∈H
|h′(x)|2 · ψ′

1,0 ◦ h(x) = λ′(1, 0) + ψ′
1,0(x).En intégrant sur B, on obtient �nalement l'égalité

∑

h∈H
c(h) · |h′(x)|2 = λ′w(1, 0).Le même proédé pour la dérivée seonde mène à

λ′′w(1, 0) =
∑

h∈H
c2(h) · |h′(x)|2,et don à

Λ′′
w(1, 0) =

∑

h∈H
c2(h) · |h′(x)|2 −

(∑

h∈H
c(h) · |h′(x)|2

)2

.Étudions maintenant l'appliation w 7→ σ(w). La relation Λ(σ(w), w) = 0 entraîne dans unpremier temps
σ′(w)Λ′

s(σ(w), w) + Λ′
w(σ(w), w) = 0,dont on déduit

σ′(0) =
−Λ′

w(1, 0)

Λ′
s(1, 0)

. (5.40)Il nous reste don à étudier l'appliation s 7→ Λ(s, 0). Comme préédemment on part de larelation Ks,0[ψs,0](x) = λ(s, 0)ψs,0(x) pour aboutir �nalement à
λ′s(1, 0) =

∑

h∈H
log |h′|2 · |h′|2,et

λ′′s(1, 0) =
∑

h∈H
log2 |h′|2 · |h′|2.En�n, toujours selon le même proédé, la dérivée λ′′s,w(1, 0) est donnée par

λ′′s,w(1, 0) =
∑

h∈H
c(h) · log |h′|2 · |h′|2.On en déduit, à partir de la relation

σ′′(w)Λ′
s(σ(w), w) + (σ′)2(w)Λ′′

s (σ(w), w) + 2σ′(w)Λ′′
s,w(σ(w), w) + Λ′′

w(σ(w), w) = 0,qui entraîne que σ′′(0) véri�e
σ′′(0) =

−1

Λ′
s(1, 0)

[
(σ′(0))2Λ′′

s(1, 0) + 2σ′(0)Λ′′
s,w(1, 0) + Λ′′

w(1, 0)
]
.Ave la valeur de σ′(0) donnée en (5.40), on en onlut que σ′′(0) > 0.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 1235.3.2 Théorèmes 5.31 et 5.32Pour obtenir les résultats de e paragraphe, il faut tout d'abord véri�er que le système SLvéri�e l'ensemble Σ2 de onditions. Cei est immédiat : le système est omplet, les normes desdérivées des branhes inverses sont toutes onstantes sur B, et elles véri�ent de plus
∑

h∈H
|h′(x)|22 =

∑

k≥1

∑

|a|<2k

a impair 2−4k =
∑

k≥1

2−3k =
1

7
.On peut don hoisir ii β = 1/7. Il reste à véri�er la propriété de mélange : la preuve est exa-tement la même que pour les systèmes α-eulidiens. Si U et V sont deux ouverts non-nuls de B,alors il existe un rationnel x ∈ U (par densité de Q dans Q2) et un entier n0 tel que T n0(x) = 0.On en déduit qu'il existe ε > 0 tel que la boule Bε de entre 0 et de rayon ε soit inluse dansl'image par T n0 de U . Maintenant, pour q su�samment petit, la boule fondamentale Bq est inlusedans Bε. Comme le système est omplet, on a B = T (Bq) ⊂ T n0+1(U), et don T n0+1(U)∩V 6= ∅.On obtient �nalement les résultats souhaités dans e paragraphe, à savoir un omportementgaussien des oûts à roissane modérée dé�nis sur les trajetoires tronquées du système dy-namique ou diretement sur l'algorithme. Rappelons que dans e dernier as, l'ensemble ΩNd'entrées de l'algorithme est muni de la taille liée au nombre de déalages. Les valeurs spetralesdominantes s'expriment très failement ii, puisqu'on véri�e d'après la proposition 5.30

µL(c) = Λ′
w(1, 0) =

∑

k≥1

∑

|a|<2k

a impair

c
( a

2k

)
· 2−2k

−h(SL) = Λ′
s(1, 0) =

∑

|a|<2k

a impair

log 2−2k · 2−2k = −4 log 2.Ces deux grandeurs apparaissent dans haun des théorèmes suivants.Théorème 5.31 Soit SL = (B, TL) le système dynamique 2-adique LSB. Soit c un oût à rois-sane modérée et Cn la variable aléatoire orrespondante. Soient P et E la probabilité et l'espéranedé�nies sur B muni de la mesure de Haar. Alors il existe µL(c) et δL(c) ave
δ2L(c) = µL(c2) − µL(c)2tels que pour tout n, et pour tout Y ∈ R

P

[
x|Cn(x) − µL(c)n

δL(c)
√
n

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2dy +O

(
1√
n

)
.De plus, la moyenne et la variane sont :

E[Cn] = µL(c)n + a+O(κn) et Var[Cn] = δ2L(c)n + b+O(κn).où a, b, κ sont des onstantes ave κ < 1.Pour le dernier théorème, la démarhe basée sur les séries entières n'ayant pas enore étéutilisée, nous allons la dérire brièvement dans la preuve.



124 Chapitre 5. Résultats et PreuvesThéorème 5.32 Soit L l'algorithme LSB. Soit PN la probabilité dé�nie sur l'ensemble ΩN desentrées valides de taille N , quand la taille est liée au nombre de déalages faits par l'algorithme.Soit c un oût à roissane modérée et C la variable orrespondante. Alors il existe µL(c) and
δL(c) tels que pour tout N , et tout Y ∈ R :

PN

[
(u, v)|C(u, v) − 1

2µL(c)N

δ̂L(c)
√
N

≤ Y

]
=

1√
2π

∫ Y

−∞
e−y2/2dy +O

(
1√
N

)
.De plus, la moyenne et la variane sont

EN [C] =
1

2
µL(c)N + a+O(κN ), VarN [C] = δ̂2L(c)N + b+O(κN ),où a, b, κ sont des onstantes ave κ < 1, et µL est la même onstante qu'au théorème préédent.Preuve : Considérons tout d'abord les séries entières FC(z,w) et T1(z), reliées à l'opérateur

Ks,w par (voir proposition 4.7)
(I − Ks,w)−1[1](0) = F (2−2s, w),

(I − Ks,0)
−1[1](0) = T1(2

−2s).Soit w prohe de zéro �xé. Alors les quasi-inverses se déomposent autour de (σ(w), w) en
(I − Ks,w)−1[1](0) =

1

1 − λ(s,w)

−1

λ′s(s,w)
Ps,w[1](0) + (I − Ns,w)−1[1](0),et don les séries ont un p�le en (s,w) = (σ(w), w). Le résidu en e point est

−1

λ′s(σ(w), w)
Pσ(w),w[1](0),et omme le théorème C s'applique, on en déduit le omportement asymptotique des oe�ients

[zn]FC(z,w) et [zn]T1(z), donné par
[zn]FC(z,w) ∼

(
1

2−2σ(w)

)n −1

λ′s(σ(w), w)
Pσ(w),w[f ](0)(1 +O(

1

n
)),

[zn]T1(z) ∼
(

1

2−2

)n −1

λ′s(1, 0)
P1,0[f ](0)(1 +O(

1

n
)).On en déduit une déomposition en quasi-puissane pour la série EN [exp(wC)],

En[exp(wC)] =
(
22(σ(w)−1)

)n λ′s(1, 0)
λ′s(σ(w), w)

Pσ(w),w[f ](0)

P1,0[f ](0)
(1 +O(

1

n
))

= exp [nU(w) + V (w)] (1 +O(
1

n
))ave

U(w) = 2(σ(w) − 1) · log 2 et V (w) = log

(
λ′s(1, 0)

λ′s(σ(w), w)

)
+ log

(
Pσ(w),w[f ](0)

P1,0[f ](0)

)D'après la proposition 5.30, les hypothèses du théorème de Hwang sont véri�ées, et on en déduiten partiulier
U ′(0) = −µL(c)

2
.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 1255.3.3 Analyse fontionnelle pour l'opérateur Ls,tPour l'étude de l'algorithme LSB, ainsi que pour elle des ontinuants du développement enfration ontinue 2-adiques, le système étudié est SL et l'opérateur est don di�érent. Commenous l'avons remarqué préédemment, et opérateur est plus un opérateur relatif à un systèmede fontions itérées qu'à un système dynamique. On peut également le onsidérer omme unopérateur issu d'un système de produits de matries aléatoires. Avant de ommener l'analyseproprement dite, nous ommençons don par détailler le adre dans lequel nous nous trouvons.L'opérateur que nous avons introduit au hapitre préédent est un opérateur à trois variables
s, t et w. Nous n'utiliserons pas la variable w, et a�n de ne pas alourdir les notations nousadopterons jusqu'à la �n du hapitre la onvention suivante

Ls,t := Ls,t,0et don l'opérateur Ls,t s'érit
Ls,t[f ](x) =

∑

h∈H
δt
h|h′(x)|sf ◦ h(x),où l'ensemble H est

H =

{
h(x) =

1

q + x
, q =

a

2k
, k ≥ 1, a impair , |a| < 2k

}et la branhe h est dé�nie sur le tore J =] − π/2, π/2[ par
h(x) = arctan(h(tan x)).La quantité δh est donnée par

δh =
1

22k
si h(x) =

1

q + x
et q =

a

2k
,et véri�e bien sûr δh = |h′(x)|2, pour x ∈ B. Nous allons maintenant poser ℓh = h, δℓh

= δh et
L = {ℓh, h ∈ H} .L'opérateur Ls,t, qui s'érit dorénavant

Ls,t[f ](x) =
∑

ℓ∈L
δt
ℓ|ℓ′(x)|sf ◦ ℓ(x)orrespond parfaitement à l'opérateur relatif au système de fontion itérées pour lequel haquefontion ℓ ∈ L est hoisie ave probabilité δℓ.Un point de vue -équivalent- est elui qui onsiste à voir et opérateur omme étant relatifà un produit de matrie aléatoire. Cette orrespondane est basée sur la relation (4.14) entreles matries Nℓ, Mℓ relatives aux divisions e�etuées par l'algorithme et les quantités δℓ et |ℓ′|.Rappelons que ette relation est

||Nℓ(1, 0)||2 =
1

δℓ|ℓ′(0)|
, ||Mℓ(1, 0)||2 =

1

|ℓ′(0)| (5.41)



126 Chapitre 5. Résultats et Preuveset que les matries N et M sont données par (voir (1.9,1.11))
Nℓ =

(
0 2k

2k a

)
, Mℓ =

1

2k
· Nℓpour une fontion ℓ relative à un quotient q = a/2k. Si on onsidère l'ensemble M de matries, lamatrie Mℓ étant tirée ave probabilité δℓ, l'opérateur Ls,t orrespond à elui introduit dans lestravaux de Furstenberg [Fur63℄, Guivar'h et Raugi [GR85℄ ou Le Page [LP82℄, qui sont résumésdans le livre de Bougerol et Laroix [BL85℄. L'opérateur sert dans e adre à montrer l'existene,et la positivité de l'exposant de Lyapunov dé�ni pour un ensemble S de matries par

γ := lim
n→∞

1

n
E[log ||S1 S2 . . . Sn||].En partiulier, le lien entre l'opérateur et l'exposant de Lyapunov (lorsqu'il existe et est positif)est

2γ = −λ′t(1, 0),
λ(s, t) étant la valeur propre dominante de l'opérateur Ls,t et λ′t désignant la dérivée par rap-port à t. Cette relation met en évidene une di�érene entre l'opérateur de Bougerol et le n�tre.L'étude du produit de matrie se fait autour de (s, t) = (1, 0), e qui s'explique naturellement sion onsidère la quantité |ℓ′|s omme une perturbation de la forme |ℓ′|s = exp(s log |ℓ′|), e quiimplique une étude autour de s = 0 pour appliquer des théorèmes omme le théorème des quasi-puissanes ('est d'ailleurs e que nous faisons pour l'étude des ontinuants du développementen fration ontinue, voir proposition 4.9). Lorsqu'on étudie l'algorithme LSB, on étudie plut�tl'opérateur en (s, t) = (1, 1) (voir proposition 4.2), e qui omplique la situation.Cependant, beauoup des arguments dérits dans [BL85℄ par exemple nous seront utiles. Enpartiulier, étant donné un ensemble de matries S, si on note S̄ le semi-groupe engendré par Set L+(S) la quantité

L+(S) := sup{log+ ||S||, log+ ||S−1||} ave log+ x := sup(0, log x),alors nous dé�nissons l'ensemble Σ3 de propriétés parConditions Σ3� (q1) Il existe une suite (Sn) d'éléments de S̄ pour laquelle ||Sn||−1 · Sn onverge vers unematrie de rang 1.� (q2) Il n'existe pas d'union �nie W de lignes V1, V2, . . . Vk invariante par toutes les matries
S ∈ S.� (q3) E[exp(wL+(S))] <∞ pour un réel positif w su�samment petit.Cet ensemble de onditions est su�sant pour étudier l'opérateur autour de (1, 0) sur l'espae

Hα(J) des fontions α-Hölder sur J . L'espae Hα(J) est l'ensemble des fontions ontinues sur
J pour lesquelles il existe une onstante M telle que

|f(x) − f(y)| < M · |x− y|α, ∀x, y ∈ J, x 6= y.Cet espae est dense dans C1(J), et sa boule unité est ompate dans elle de C1(J). Nousutiliserons le théorème suivant.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 127Théorème E. [Furstenberg, Guivar'h et Raugi, Le Page℄ Soit S un ensemble de matriesaléatoires qui satisfait l'ensemble Σ3 de onditions. Alors
(i) l'exposant de Lyapunov dé�ni par

γ := lim
n

1

n
E[log ||S1 S2 . . . Sn||]est stritement positif.

(ii) Pour α, t su�samment petits, l'opérateur de transfert L1,t : Hα(J) → Hα(J) est quasi-ompat sur Hα(J), et admet une unique valeur propre dominante λ(1, t). L'exposant γ estdonné par 2γ = −λ′t(1, 0).Notons que le théorème préédent a tout d'abord été introduit pour l'étude d'un opérateurnoté Tz dé�ni par
Tz[f ](x) =

∑

N[q]∈N
δN[q]

( ||N[q](u, v)||
||(u, v)||

)z

· f ◦ h(x)où h est l'appliation relative à la matrie N[q] et (u, v) un veteur de R2 assoié au point xde la droite projetive P(R). Cet opérateur n'est rien d'autre que le onjugué (par l'appliationtangente) de notre opérateur.Le théorème préédent, quoique très utile, n'est pas su�sant pour notre analyse puisqu'ilétudie les variables s, t dans un voisinage de (1, 0). Nous avons besoin d'imposer des onditionssupplémentaires sur notre système.Conditions Σ4� (q4) Il existe ℓ ∈ L et x ∈ J tel que ℓ(x) = x� (q5) Pour tout ℓ ∈ L, et tout x ∈ J , on a φ−2 ≤ |ℓ′(x)| ≤ φ2.� (q6) Pour tout x ∈ J et tout ℓ ∈ L, on a |ℓ′′(x)| ≤
√

5 |ℓ′(x)|.Nous allons don montrer le théorème suivant.Théorème 5.33 Soit S un ensemble de matries aléatoires qui satisfait les ensembles Σ3 et Σ4de onditions. Alors l'opérateur Ls,w assoié véri�e les onditions (A1), (A2),(B1), (C1) et
(C3).Preuve du théorème 5.33D'une manière générale, ette preuve se fait en exhibant des relations entre les spetres de dif-férents opérateurs, agissant sur di�érents espaes. En partiulier, nous utiliserons l'opérateur L̂ :alors que l'opérateur L est relatif à l'ensemble M de matries (ou à l'ensemble L d'appliations),l'opérateur L̂ est dé�ni à partir de l'ensemble M−1,

M−1 = {M−1
[q] ,M[q] ∈ M}.La probabilité de hoisir la matrie M−1

[q] étant toujours donnée par δq . De la même manièrequ'on assoie l'appliation ℓq à la matrie M[q], on assoie l'appliation ℓ−1
q à la matrie M−1

[q] .



128 Chapitre 5. Résultats et PreuvesL'opérateur L̂s,t est �nalement dé�ni par
L̂s,t =

∑

ℓ∈L−1

δt
ℓ · |ℓ′(x)|s · f ◦ ℓ(x).Considérons l'involution (x, 1) 7→ (−1, x) de la droite projetive. Elle s'exprime exatement àl'aide de l'appliation Tilde de J dé�nie par

ỹ : y 7→ y + π/2. (5.42)Les relations
M−1

[q] (−1, x) = (x+ q,−1), M[q](x, 1) = (1, x+ q)entraînent �nalement les relations suivantes entre ℓ et ℓ−1 :
ℓ−1(x̃) = ℓ̃(x) |ℓ−1(x̃)|′ = ℓ′(x), (5.43)qui nous serons utiles pour relier les spetres de L̂ et de L.Notons en�n que si des ensembles L d'appliations ou M de matries satisfont les onditions Σ3et Σ4, il en va de même pour M−1 et L−1.Rappelons qu'on herhe ii à étudier le spetre de l'opérateur Ls,t autour de (1, 1). L'espaefontionnel sur lequel nous allons obtenir les propriétés souhaitées de l'opérateur est l'espae defontion ontinues C0(J), dont la norme est donnée par

||f ||0 := sup
x∈J

|f(x)|.Nous allons proéder en plusieurs étapes. Nous allons tout d'abord utiliser les résultats de Bou-gerol, Le Page, et... pour montrer la quasi-ompaité de L0,1 sur C1(J), espae dont la normeest donnée par
||f ||1 = ||f ||0 + ||f ′||0.Puis nous allons �remonter� ette propriété à l'opérateur L1,1 sur l'espae C0(J).Les relations plus préises entre valeurs propres dominantes se feront entre d'une part la valeurpropre dominante de l'opérateur Ls,t et L̂1−s,t et d'autre part entre elle de Ls,t et elle de L̂s,t.Ces relations permettront au �nal d'obtenir l'exposant de Lyapunov γ en fontion du omporte-ment de la valeur propre dominante de Ls,t au voisinage de (1, 1).La première partie de la preuve fera don un usage �intensif� du lemme 5.1, du paragraphe5.1.1, qui relie les spetres d'un même opérateur agissant sur deux espaes di�érents.Nous allons maintenant montrer les trois lemmes suivants.Lemme 5.34 Soit A := {(s, t) ∈ C2;ℜt > 1/2}. Pour (s, t) ∈ A, les opérateurs Ls,t et L̂s,tagissent sur C0(J) et C1(J) . De plus, les appliations (s, t) 7→ Ls,t, (s, t) 7→ L̂s,t sont analytiques.Les onditions (A1), (B1) sont don véri�ées.Preuve : Soit (s, t) ∈ A, et σ := ℜs, τ := ℜt. Remarquons tout d'abord que si (s, t) ∈ A, la série

S(τ) :=
∑

ℓ∈L δ
τ
ℓ est onvergente et satisfait

S(τ) :=
∑

ℓ∈L
δτ
ℓ =

∑

k≥1

[21−2τ ]k =
21−2τ

1 − 21−2τ
.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 129Si on dé�nit les omposants L
(ℓ)
s,t de Ls,t par

L
(ℓ)
s,t [f ] := |ℓ′|s · f ◦ ℓ,alors ave (q5) on a

||L(ℓ)
s,t [f ]||0 ≤ φ2|σ| · ||f ||0,

(
L

(ℓ)
s,t [f ]

)′
(x) = s · ℓ′′(x) · ℓ′(x)s−1 · f ◦ ℓ(x) + ℓ′(x)s+1 · f ′ ◦ ℓ(x),de sorte que

||
(
L

(ℓ)
s,t [f ]

)′
||0 ≤

√
5 · φ2|σ| · |s| · ‖f‖0 + φ2|σ+1|‖f ′‖0,et �nalement

||Ls,t||1 ≤ |s| · φ2|σ|+2 · S(τ). (5.44)Cei prouve que la somme dé�nissant Ls,t onverge normalement sur tous les sous-ensemblesompats de A dans C0(J) et dans C1(J). Don Ls,t est un opérateur borné de C0(J) et C1(J),et les appliations (s, t) 7→ Ls,t sont analytiques.
Lemme 5.35 Les opérateurs L1,0 et L̂1,0 sont quasi-ompats sur C1(J) . La ondition (A2)est don véri�ée pour L1,0 .Preuve : Le théorème de Bougerol entraîne que les opérateurs sont quasi-ompats sur Hα(J).Puisque les opérateurs L1,0 et L̂1,0 agissent sur C1(J), et puisque la déomposition spetraleimplique les relations

R1,0[f ] = L1,0[f ] −
∫
fdν, R̂1,0[f ] = L̂1,0[f ] −

∫
fdν̂on en déduit que les opérateurs R1,0 et R̂1,0 agissent également sur C1(J). Le lemme 5.1 impliquemaintenant que R1,0, agissant sur C1(J), a un rayon spetral stritement inférieur à 1.

Lemme 5.36 L'opérateur L1,1 est quasi-ompat sur C0(J) et C1(J). Sa valeur propre domi-nante est 1. Les onditions (A2,A3) sont don véri�ées.Preuve : Nous étudions don l'opérateur L1,1, et montrons qu'il satisfait une inégalité deLasota-Yorke. L'inégalité se fera ave les deux normes ||.||0 et ||.||L1 .Tout d'abord, observons que la boule unité B = {g ∈ C0(J); ‖g‖0 ≤ 1} est ompate dans
L1(J) : puisque les fontions de B sont uniformément bornées, elles sont bornées dans L1(J) etuniformément equi-integrables.Soit maintenant une fontion de C0(J) telle que I(f) :=

∫
J f(u)du = 0. Alors toute primitive F



130 Chapitre 5. Résultats et Preuvesde f est une fontion appartenant à C1(J) (elle satisfait F (π
2 ) = F (−π

2 )). Soit a un point de J ,et soit l'opérateur Fn dé�ni par
Fn[f ](x) :=

∫ x

a
Ln

1,1[f ](u)du =
∑

ℓ∈Ln

δℓ

∫ x

a
|ℓ′(u)|f ◦ ℓ(u)du =

∑

ℓ∈Ln

δℓ

∫ ℓ(x)

ℓ(a)
f(u)du

=
∑

ℓ∈Ln

δℓ[F ◦ ℓ(x) − F ◦ ℓ(a)] = Ln
1,0[F ](x) − Ln

1,0[F ](a) = Rn
1,0[F ](x) − Rn

1,0[F ](a).Puisque R1,0 : C1(J) → C1(J) a un rayon spetral ρ stritement inférieur à 1, on a pour tout
ρ < κ < 1, et pour une onstante K1,

||Fn[f ]||2 ≤ 2‖Rn
1,0[F ]‖2 ≤ K1 · κn‖F‖2.

F étant une primitive de f , on a ‖F‖2 ≤ π‖f‖1. Puisque Fn[f ] est une primitive de Ln
1,1[f ], ona ||Fn[f ]||2 ≥ ||Ln

1,1[f ]||1, et �nalementsi I(f) =

∫

J
f(u)du = 0, alors ‖Ln

1,1[f ]‖1 ≤ K2 · κn‖f‖1. (5.45)Pour une fontion f ∈ C0(J), on peut érire f = g + I(f). Don, g véri�e I(g) = 0 et ‖g‖1 ≤
(π + 1)‖f‖1. Ainsi, il existe une onstante K3,

‖Ln
1,1[f ]‖1 ≤ ‖Ln

1,1[g]‖1 + |I(f)| · ‖Ln
1,1[1]‖1 ≤ K3 [κn‖f‖1 + tn · ‖f‖0] (5.46)ave tn = ‖Ln

1,1[1]‖1. Cette relation montre que l'opérateur L1,1, quand il agit sur C0(J) véri�eune inégalité de Lasota-Yorke. On peut don appliquer le théorème d'Hennion, et son spetreessentiel est don stritement inférieur à 1.En�n, la relation ∫

J
L1,1[f ](u)du =

∫

J
f(u)dumontre que le rayon spetral de L1,1 vaut 1.Montrons maintenant que 1 est une valeur propre simple de L1,1 sur C1(J). Soient ϕ et ψ deuxfontions propres assoiées à la valeur propre 1, ave I(ϕ) = I(ψ) = 1. Don I(ϕ−ψ) = 0. Si onapplique (5.45) à la fontion ϕ− ψ :

‖ϕ− ψ‖1 = ‖Ln
1,1[ϕ− ψ]‖1 ≤ K2 · κn‖ϕ− ψ‖1 (5.47)on obtient l'égalité ϕ = ψ, de sorte que 1 est valeur propre simple.Montrons en�n qu'il n'y a pas d'autre valeur propre de module 1 : soit λ une valeur propre demodule 1, assoiée à une fontion propre f . Alors la relation ∫ L1,1[|f |](u)du =

∫
|f(u)|du etl'inégalité triangulaire impliquent L1,1[|f |] = |f |. Don, f est égale à αϕ où α est de module 1. Larelation L1,1[f ] = λf implique pour tout ℓ ∈ L, et x ∈ J , l'égalité α ◦ ℓ(x)ϕ ◦ ℓ(x) = λα(x)ϕ(x).En�n, en prenant omme x un point �xe pour une fontion ℓ (qui existe grâe à la propriété

(q4)) on onlut que λ = 1.A e stade de la preuve, on a obtenu les quasi-ompaité des opérateurs L1,0, L̂1,0 sur C2(J)et de L1,1 sur C1(J), de même que l'analyité des appliations (s, t) 7→ Ls,t, (s, t) 7→ L̂s,t sur
A. On en déduit en partiulier un déomposition spetrale des opérateurs Ls,t et L̂s,t pour (s, t)dans des voisinages de (1, 1) et (1, 0). Nous avons maintenant besoin de relier les spetres de esopérateurs, e que nous faisons dans la proposition suivante.
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(i) Pour (s, t) ∈ D0 ∪ D1, λ(s, t) = λ̂(s, t).
(ii) Soit une paire réelle (s, t) ∈ D0, alors on a la relation suivante entre L̂s,t et L1−s,t : pourtout f ∈ C1(J), g ∈ L1, et tout n ∈ N,

∫
L̂n

s,t[f ] · gdx =

∫
Ln

1−s,t[g] · fdx. (5.48)On en déduit l'égalité λ(s, t) = λ̂(1 − s, t).Preuve : Montrons d'abord (i). Si on utilise l'involution Tilde dé�nie en (5.42), et qu'on note f̃l'appliation de J dans J , dé�nie pour une fontion f : J → J par f̃(θ) = f(θ̃), alors on a ave(5.43),
L̂s,t[f ](θ̃) =

∑

ℓ∈L
δt
ℓ · |(ℓ−1(θ̃))′|s · f ◦ ℓ−1(θ̃) =

∑

ℓ∈L
δt
ℓ · |ℓ′(θ)|s · f(ℓ̃(θ))

=
∑

ℓ∈L
δt
ℓ · |ℓ′(θ)|s · f̃ ◦ ℓ(θ) = Ls,t[f̃ ](θ).Cei montre, pour (s, t) prohe de (0, 1), l'égalité entre les valeurs propres dominantes λ(s, t) et

λ̂(s, t).Montrons maintenant (ii). Soit f ∈ C1(J), g ∈ C0,et n ∈ N. On a alors la relation suivante
∫

J
Ln

s,t[f ](u)·g(u)du =
∑

ℓ∈Ln

δt
ℓ

∫

J
|ℓ′(u)|sf(ℓ(u))g(u)du =

∑

ℓ∈Ln

δt
ℓ

∫

J
|ℓ′(ℓ−1(v))|s−1·g◦ℓ−1(v)·f(v)dv

=
∑

ℓ∈Ln

δt
ℓ

∫

J
|(ℓ−1)′(v))|1−s · g ◦ ℓ−1(v) · f(v)dv =

∫

J
L̂n

1−s,t[g](v) · f(v)dv.La quasi-ompaité des opérateurs Ls,t et L1−s,t [pour (s, t) prohe de (0,1)℄ sur C1(J) entraînela relation
λ(s, t)n = λ̂(1 − s, t)n · [1 +O(κn)],qui prouve (ii).En partiulier, nous venons de montrer (ave la partie (ii) du théorème de Bougerol), larelation

2γ = −λ′s(0, 1) = λ′s(1, 1).Nous devons maintenant montrer les propriétés �nales, à savoir les omportement en fontion de
s sur le demi-plan ℜ(s) ≥ 1, s 6= 1. Cei est fait dans la proposition suivante. Notons qu'on peutse onentrer maintenant sur l'opérateur Ls,0 = Ls,s.Proposition 5.38 On a les propriétés suivantes :
(i) Pour tout s tel que ℜs > 1, le rayon spetral r0(s) de Ls,0 est stritement inférieur à 1.
(ii) Sur la droite ℜs = 1, s 6= 1, le rayon spetral r0(s) de Ls,0 est stritement inférieur à 1.
(iii) La dérivée seonde de l'appliation s 7→ log λ(−s, 1 − s) est non-nulle en 0.Les onditions (C1), (C3) sont don véri�ées.



132 Chapitre 5. Résultats et PreuvesPreuve : (i) Pour σ := ℜ(s) > 1, on a
||Ls,0[f ]||L1 =

∫

J
|Ls,0[f ](y)| dy ≤

∑

ℓ∈L
δσ
ℓ

∫

J
|ℓ′(y)|σ|f(ℓ(y))|dy ≤

∑

ℓ∈L
δσ
ℓ

∫

J
|ℓ′(ℓ−1(x))|σ−1|f(x)|dx

≤ φ2(σ−1)
∑

ℓ∈L
δσ
ℓ · ||f ||L1 = φ2(σ−1) 21−2σ

1 − 21−2σ
||f ||L1 ≤

(
φ

2

)2(σ−1)

· ||f ||L1 .On en déduit que le rayon spetral de Ls,0 sur L1(J) est au plus (φ/2)2(σ−1) , e qui est stritementinférieur à 1 pour ℜs > 1. Grâe au lemme 5.1, la même propriété est véri�ée pour Ls,0 agissantsur C0(J) ou C1(J).
(ii) Les arguments développés au point (i) impliquent que pour s = 1 + it, le rayon spetral de
Ls,0 sur C0(J) est au plus 1. Il reste maintenant deux étapes dans la preuve de (ii). Montronstout d'abord que le rayon spetral essentiel de Ls,0 sur C0(J) est stritement inférieur à 1.L'inégalité ||L1+it,0[f ]||0 ≤ ||L1,0[f ]||0, la relation (5.46) appliquée à la fontion f1 := |f | etle théorème d'Hennion montrent que le spetre essentiel de L1+it,0 sur C0(J) est stritementinférieur à 1.Montrons maintenant qu'il n'y a pas de valeur propre de module 1.Supposons que pour s = it+ 1, le rayon spetral de Ls,0 soit égal à 1. Puisque le rayon spetralessentiel est stritement inférieur à 1, Ls,0 à une valeur propre égale de module 1. Si on suit lapreuve de la proposition 9 de [Val01℄, on obtient l'existene d'une fontion µ ave |µ| = 1, telleque pour tout n ∈ N et pour tout ℓ ∈ Ln,

δit
ℓ · |ℓ′|it · µ ◦ ℓ = µ. (5.49)Il existe don une fontion bornée ζ telle que, pour tout ℓ ∈ Ln, il existe un entier J(ℓ) de sorteque

log δℓ + log |ℓ′| = ζ − ζ ◦ ℓ+
2π

t
J(ℓ).Cei entraîne que J est additif, 'est-à-dire J(ℓ1 ◦ ℓ2) = J(ℓ1) + J(ℓ2), et don En[J ] = nE[J ].Si on note Γ l'exposant de Lyapunov de l'ensemble N , qui est don égal à 2 log 2 + γ. Alors lapartie (ii) du théorème de Bougerol ainsi que 4.14 entraînent que

2π

t
E[J ] = −2Γ, E[(log ||N1 · · · Nn|| − nΓ)2] < Kpour une onstante K. Or, le Lemme 5.3 p123 dans [BL85℄, stipule que sous les onditions duthéorème de Bougerol, l'espérane E[(log ||N1 · · · Nn|| − nΓ)2] n'est pas bornée. Cette ontradi-tion termine la preuve du point (ii). Grâe au lemme 5.1, la même propriété est véri�ée sur C0(J).

(iii) La quantité l(s) = λ(1 − s,−s) est la valeur propre dominante de l'opérateur L1−s,−s,0,qui est exatement l'opérateur utilisé dans le livre de Bougerol et Laroix. D'après le lemme5.2 de [BL85℄, on véri�e l′′(0) = Γ2 (et don (log λ)′′(1, 0) = 0)) si et seulement si l'espérane
E[(log ||N1 · · · Nn|| − nΓ)2] est bornée, e qui n'est pas le as d'après le lemme préédent.



5.3. Analyse dynamique de l'algorithme LSB 1335.3.4 Théorèmes 5.40, 5.42 et 5.42L'analyse que nous venons de présenter s'applique au système SL, omme nous le montronsdans la proposition suivante.Proposition 5.39 Le système SL satisfait les ensembles de onditions Σ3 et Σ4.Preuve : Chaque matrie M[q] ∈ M est symétrique, de déterminant -1. Elle a deux valeurspropres distintes, λ−q et λ+
q , véri�ant

|λ+
q | =

1

2
(|q| +

√
q2 + 4) = |λ−q |−1.La norme eulidienne de la matrie M[q] est don égale à |λ+

q |. Puisque haque quotient q satisfait
|q| < 1, on a

||M[q]|| ≤ φ, ||M−1
[q] || ≤ φ, L+(M[q]) ≤ log φ.Cei prouve (q3). La relation (4.14) implique (q5). Soit maintenant Sn la puissane nième d'unematrie M[q], dont les valeurs propres sont de module |λ+

q |n, |λ−q |n. Alors le lemme III.1.4 de[BL85℄ implique (q1). Finalement, l'existene de veteurs propres pour M[q] entraîne l'existened'un point �xe pour h, et don pour ℓ : on a don (q4).Supposons maintenant qu'il existe W omme dans la ondition (q2). Alors, pour tout S ∈ S,il existe une permutation σS de [1..k] pour laquelle S(Vi) = VσS(i), de sorte que haque Vi estinvariant par toutes les matries Mk!
[q] relatives à M[q] ∈ N . Cei implique que k = 2 et que

{V1, V2} est une base pour toutes les matries M[q]2. On en déduit don que haque paire dematrie M2
1,M2

2 ommute, e qui n'est pas vrai. La ondition (q2) est don véri�ée.En�n soit un quotient q. La quantité γq(x) := ℓ′′q(x)/ℓ
′
q(x) est

γq(x) =
2q(tan2 x+ q tan x− 1)

1 + (q + tan x)2
,dont les extremas sont ±q√q2 + 4. Puisque haque quotient q véri�e −1 < q < 1, on en déduit

|γq(x)| ≤
√

5, ∀q ∈ Q et x ∈ J,et don la ondition (q6) est véri�ée.De la proposition 5.39, du théorème 5.25 et des propositions 5.7 et 5.11 on déduit �nalementles prinipaux résultats sur l'algorithme LSB.
Théorème 5.40 Soit L l'algorithme LSB, et EN l'espérane dé�nie sur l'ensemble ΩN des en-trées valides de l'algorithme. Alors le nombre moyen d'itérations EN [I] de l'algorithme est asymp-totiquement linéaire en N ,

ẼN [I] ∼ EN [I] ∼ 1

2 − γ0
·N,



134 Chapitre 5. Résultats et Preuvesoù γ0 est l'exposant de Lyapunov de l'ensemble de matries M. Plus généralement, si c estun oût à roissane modérée, et C la variable aléatoire assoiée, alors l'espérane EN [C] estasymptotiquement linéaire en N ,
ẼN [C] ∼ EN [C] ∼ 1

2 − γ0
· µL(c) ·N,où µL(c) est la valeur moyenne du oût c.Si par exemple on onsidère les oûts k, s, ca orrespondant respetivement aux nombres dedéalages, de soustrations et d'ourrenes d'un quotient a/2k, alors on obtient

µ(k) = 2, µ(s) =
5

2
, µ(ca) =

4

3
· 4−ℓ(a).Il faut noter que le alul du nombre de soustrations s est partiulier. Le alul d'une divi-sion LSB se fait en e�et en deux temps : on alule tout d'abord le quotient non-entré parsoustrations suessives, le nombre de soustrations e�etuées étant alors le nombre de 1 dansl'ériture en base 2 du numérateur a du quotient, puis on e�etue une éventuelle soustra-tion supplémentaire pour entrer le quotient. Le alul de µL(s) se fait don sur l'ensemble

{q = a/2k, k ≥ 1, a impair , 0 < a < 2k+1}, sur lequel on ompte le nombre moyen de 1 dansl'ériture binaire de a, auquel on ajoute 1 pour les quotients véri�ant q > 1.Les oûts k et s interviennent également dans la omplexité en bit de l'algorithme. En e�et,on obtient elle-i des propositions 4.3, 5.9 et 5.10. La première et la dernière de es propositionspermettent d'obtenir le omportement asymptotique du oût approhé B̂, donné par (1.27)
B̂(u, v) :=

1

2

p∑

i=1

ℓ(di) × log2(u
2
i + u2

i+1).L'inégalité (1.28) montre que la di�érene entre es deux oûts est O(Q) ave
Q(u, v) =

p∑

i=1

ℓ(di),qui est linéaire en N . L'approximation est don valable, et on en déduit le théorème suivant.Théorème 5.41 Soit L l'algorithme LSB, et EN l'espérane dé�nie sur l'ensemble ΩN des en-trées valides de l'algorithme. Alors la omplexité en bit moyenne EN [B] est asymptotiquementquadratique en N ,
EN [B] =

1

2

µL(k) + µL(s)

2 − γ0
·N2où k et s sont les oûts liés au nombre de déalages et au nombre de soustrations.On obtient un résultat similaire sur l'évolution des ontinuants, dans le modèle ontinu.Théorème 5.42 Soit SL le système dynamique LSB. Soit Qn(x) le n-ème ontinuant du nombre2-adique x. Si ||.|| est la norme eulidienne et que la boule unité B est munie de la distributionuniforme, alors la variable aléatoire log ||Qn|| suit asymptotiquement une loi gaussienne, aveune vitesse de onvergene optimale en O(1/

√
n). De plus, l'espérane et la variane satisfont

E[log ||Qn||] = (2 + γ0) · n+ a+O(κ−n),Var[log ||Qn||] = b · n+ c+O(κ−n),où a, b, c, κ sont des onstantes ave b > 0, κ < 1.



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 1355.3.5 Disussion des résultatsNous venons de fournir une analyse omplète de l'algorithme LSB ainsi que du développementen fration ontinue 2-adique. La mise en parallèle des deux analyses peut d'ailleurs surprendre,omme nous l'avons fait remarquer au paragraphe 2.8. On observe en e�et une di�érene entrele modèle ontinu et le modèle disret, plus préisément entre les onstantes des théorèmes 5.40et 5.42. Usuellement, es onstantes sont inverses l'une de l'autre.En e�et, si (u, v) est une entrée de taille N de l'algorithme, alors au bout de N/(2 − γ0)itérations l'algorithme s'arrête, et les oe�ients de Bezout obtenus ave la version étendue del'algorithme sont de taille N . Par ontre, la taille d'un rationnel obtenu après N/(2− γ0) étapesdu développement en fration ontinue est N · (2 + γ0)/(2 − γ0) et non N . Le proessus disretet son extension ontinue n'ont don pas le même omportement.Même si haun des deux omportements possède son expliation propre, on ne dispose pasà l'heure atuelle d'expliation satisfaisante du phénomène.En�n, on peut noter que l'analyse présentée ii s'applique également à l'algorithme LSB non-entré. Nous avons remarqué dans la setion 1.4 que et algorithme ne termine pas toujours. Ilest ependant possible de orriger e problème, en modi�ant les tests d'arrêt de l'algorithme.Dans e as, on manipule un ensemble de matries de la forme
{
(

0 1
1 q

)
, q =

a

2k
, k ≥ 1, a impair, 0 < a < 2k+1}.L'exposant de Lyapunov binaire γ̄0 relatif à et ensemble vaut alors γ̄0 ∼ 0.651 e qui est environ13 fois supérieur à la onstante relative à l'algorithme entré. On en déduit que même quandon fore l'arrêt de l'algorithme non-entré, elui-i est moins rapide en moyenne que sa versionentrée.5.4 Analyse dynamique des algorithmes interrompusL'étude des algorithmes interrompus est dans un sens di�érente des autres analyses. L'es-sentiel de l'analyse de l'opérateur a été fait au paragraphe 5.2 lors de l'étude des algorithmes

α-eulidiens. Les oûts étudiés sont plus omplexes que eux onsidérés jusqu'à présent. Cei nousamènera, omme nous le verrons plus loin, à étudier des séries dont les p�les ne sont plus exa-tement en s = 1, mais sont loalisés autour de ette valeur. L'utilisation qu'on fera du théorèmetaubérien sera modi�ée, puisqu'ii 'est la loalisation préise du p�le qui sera importante.Notons que pour l'étude de l'algorithme d'Eulide, on peut hoisir entre plusieurs espaesfontionnels. Le hoix des fontions à variation bornée ne s'impose en réalité que lorsque lesbranhes sont inomplètes, e qui n'est pas le as ii. On peut par exemple se plaer sur unensemble de fontions analytiques : 'est dans e adre qu'ont été faites les analyses de Vallée(voir [Val03, Val00℄), lesquelles se sont inspirées des travaux de D. Mayer sur l'opérateur detransfert (voir [May91℄). Quand on hoisit e adre fontionnel, on onsidère l'espae A∞(I) desfontions holomorphes sur un domaine V omprenant l'intervalle I = [0, 1], muni de la norme
||.||A :

||f ||A = sup
u∈V

|f(u)|.Une des partiularités de et espae est que l'opérateur de Perron-Frobenius G y est ompat :ei signi�e entre autres que tout le spetre de l'opérateur sur A forme un ensemble disret(sauf éventuellement en 0 qui peut être un point d'aumulation). En d'autres termes, le rayonessentiel ress est nul, e qui implique bien évidement la quasi-ompaité ainsi que le saut spetral



136 Chapitre 5. Résultats et Preuvesreherhé. En�n, les arguments employés pour obtenir la nature du spetre sur le erle unitéreposent en partie sur l'utilisation de la méthode des �nes de Krasnoselskii [Kra64℄. Les résultatsobtenus dans e adre sont résumés dans le théorème suivant.Théorème F.[Vallée℄Soit S = (I, T ) un système dynamique de l'intervalle. On dit que S satisfaitl'ensemble Σ3 de onditions s'il véri�e les propriétés (r1) et (r2) suivantes :
(r1) L'ensemble de branhes inverses H est onstitué de Transformations Linéaires Fra-tionnaires à oe�ients entiers, et ontient, étant donné un entier A > 0, un sous-ensemble dela forme

A :=

{
h; h(x) =

A

c+ x
, ave des entiers c→ ∞

}
.

(r2) Il existe un disque ouvert V qui ontient I, et un réel α < 2 tels que
(i) haque branhe inverse h ∈ H a une ontinuation analytique sur V, et envoie lal�ture V̄ de V dans V,
(ii) pour toute branhe h ∈ H, il existe δ(h) < 1 tel que la ontinuation analytique de

|h′|, notée h̃, satisfait 0 < |h̃(z)| ≤ δ(h), pour tout z dans V,
(iii) la série ∑

h∈H

∣∣∣∣
δ(h)

det(h)

∣∣∣∣
s onverge sur le demi-plan ℜ(s) > α.Si S satisfait Σ3, alors quand il agit sur l'espae A∞(I), l'opérateur Hs,w véri�e les proprié-tés (A1), (A2), (A3), (B0), (B1), (C1) et (C2).Les deux approhes -espaes BV (I) ou A∞(I)- sont dans un sens des approhes �extrêmes� :l'espae BV (I) est peut-être le plus grand espae pouvant être hoisi (il doit être su�sammentgrand pour traiter les disontinuités) alors que l'espae A∞(I) est partiulièrement petit (lespetre de l'opérateur y est très réduit). On peut hoisir un ompromis entre es deux espaesen se plaçant sur un espae de fontions ontinues, omme le font Vallée et Baladi dans [BV04℄.Cet espae présente l'avantage d'être relativement �maniable�, et est en outre l'espae adéquatlorsqu'on veut obtenir des résultats en distribution.A�n de ne pas ompliquer davantage la situation, nous nous plaerons omme préédemmentsur l'espae des fontions à variations bornées. Rappelons que l'opérateur Gs,w relatif au système

SE , véri�e toutes les onditions énonées au premier paragraphe de e hapitre. Une ondition quenous n'avons pas enore utilisé est la ondition (C4), qui porte sur l'appliation s 7→ log λ(s, 0) :=
Λ(s, 0), et qui est

Λ′′
s(s, 0) > 0.Cette appliation est véri�ée (on peut onsulter [Clé00℄ par exemple).5.4.1 Nombre d'itérationsLe prinipal résultat de e paragraphe est énoné dans le théorème suivant.Théorème 5.43 Soit t ∈ [0, 1] et soit Et l'algorithme d'Eulide interrompu orrespondant, dé�nidans le paragraphe 1.3.2. Soit PN la probabilité dé�nie sur l'ensemble ΩN . Pour tout ε > 0, ilexiste K < 1 tel que les deux variables aléatoires I et It sont reliées asymptotiquement par

PN

[ ∣∣∣∣
It
I
− (1 − t)

∣∣∣∣ > ε

]
= O(KN ).



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 137De plus, les espéranes de es variables véri�ent asymptotiquement
EN [It] ∼ (1 − t) EN [I] ∼ (1 − t)

2 log 2

h(E)
·N,

h(E) étant l'entropie du système dynamique sous-jaent à l'algorithme d'Eulide.Remarque : la preuve de e théorème ne reposant pas sur des résultats nouveaux sur lesopérateurs, nous énonerons les résultats suessifs diretement en termes de séries de Dirihlet,et non plus sous la forme : la ondition (A1) (par exemple) est véri�ée.Comme nous l'avons vu au paragraphe 4.3, la preuve de e théorème repose sur l'étude duoût Mt,δ,γ dé�ni en (1.19) et donné par
Mt,δ,γ(u, v) =

(
u⌊δp⌋
ut

0

)γ

.La série génératrie assoiée à e oût est reliée à l'opérateur Gs,0 par (voir proposition 4.4)
TM (2s) =

∑

p≥0

G
p−⌊δp⌋
s−,0

◦ G
⌊δp⌋
s+,0

[1](0), (5.50)où s+ et s− sont donnés par
s+ = s+ tγ, s− = s− βγ.Rappelons qu'ii, δ dénote une fration de la période, t est le paramètre d'interruption de l'algo-rithme et γ provient de l'inégalité de Markov qui a onduit au oûtMt,δ,γ . Supposons maintenantque δ est un rationnel donné par

δ =
c

c+ d
.L'indie de sommation p apparaissant dans (5.50) s'érit

p = (c+ d)k + j, j < c+ d,et on pose
j′ = ⌊δp⌋,e qui fait que (5.50) devient �nalement

TM (2s) =

c+d−1∑

j=0

G
j−j′

s−,0
◦


∑

k≥0

Gdk
s−,0 ◦ Gck

s+,0


 ◦ G

j′

s+,0
[f ](0), (5.51)Les singularités de la série sont maintenant données par les deux lemmes suivants.Lemme 5.44 Soit s un nombre réel s > 1. Soit r(s) le rayon spetral de l'opérateur Gs,0. Soit

φ(s) la fontion
φ(s) := rd(s−) rc(s+). (5.52)Alors pour tout 0 < γ < 1, l'équation φ = 1 a une unique solution réelle ρ. Cette solutionappartient à l'intervalle [1−tγ, 1+βγ], et la série TM (s) est analytique sur le demi-plan ℜ(s) > ρ.



138 Chapitre 5. Résultats et PreuvesPreuve : La fontion φ est dé�nie pour s > 1 + βγ. Notons que si une solution ρ existe, alors onvéri�e ρ− < 1 < ρ+. Il est don su�sant d'étudier φ(s) sur l'intervalle
[1 − tγ, 1 + βγ], (5.53)sur lequel φ est dé�nie : l'inégalité 0 < γ < 1 implique 1 − tγ > 1 + βγ. Puisque s 7→ r(s) estune appliation stritement déroissante sur l'axe réel, il en est de même pour s 7→ φ(s), et lasuite d'inégalités

φ(1 − tγ) = rd(1 − γ) > λ(1, 0) = 1 > rc(1 + γ) = φ(1 + βγ)montre que l'équation a une unique solution ρ.On déduit de (5.51), en onsidérant les normes des opérateurs sur l'espae BV ,
|TM (2s)| ≤ ||f ||BV




c+d−1∑

j=0

||Gj−j′

s−,0
||BV ||Gj′

s+,0
||BV




∑

k≥0

||Gdk
s−,0||BV ||Gck

s+,0||BV


 .La partie droite de l'inégalité dé�nit une série de terme général équivalent à r(s−)dkr(s+)ck.Cette série est onvergente quand φ(s) = r(s−)dr(s+)c est inférieur à 1.

Lemme 5.45 Soit γ positif et su�samment prohe de 0. Alors la série TM (s) a un p�le d'ordre1 en s = ρ. De plus, TM (s) est analytique sur le demi-plan {ℜ(s) ≥ ρ, s 6= ρ}.Preuve : Si γ est su�samment petit, les valeurs propres dominantes λ(s+, 0) et λ(s−, 0) desopérateurs Gs+,0 etGs−,0 sont bien dé�nies. La déomposition spetrale de es opérateurs s'étendà la série TM (s), dont le terme dominant est obtenu en remplaçant haque ourrene de Gs,0par λ(s, 0)Ps,0 dans (5.51). Il est don de la forme T+
M (s)Ps−,0 ◦ Ps+,0[1](0) ave

T+
M (2s) =




c+d−1∑

j=0

λj−j′(s−, 0)λj′(s+, 0)




∑

k≥0

(λd(s−, 0)λc(s+, 0))k


 ,

=
1

1 − φ(s)




c+d−1∑

j=0

λj−j′(s−, 0)λj′(s+, 0)


 . (5.54)Les p�les dominants de la série provenant de T+

M (s), on en déduit qu'on a un p�le dominant en
s = ρ si ρ est solution de l'équation φ(s) = 1. On a de plus, près de s = ρ,

TM (2s) ∼ 1

s− ρ

−1

φ′(ρ)

c+d−1∑

j=0

λj−j′(ρ−, 0)λj′(ρ+, 0)Pρ− ,0 ◦ Pρ+,0[f ](0). (5.55)L'appliation s 7→ φ(s) hérite de la fontion s 7→ λ(s, 0) ses propriétés le long des axes horizontauxet vertiaux, de sorte que φ(s) < 1 pour ℜ(s) = ρ, s 6= ρ.En appliquant le théorème taubérien à TM (s), quand γ est positif, on obtient la propositionsuivante.



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 139Proposition 5.46 Pour tout γ stritement positif et su�samment prohe de 0, pour tout t, δ ∈
[0, 1], il existe ρ ( qui dépend de t, γ et δ) tel que l'espérane EN [Mt,δ,γ ] du oût Mt,δ,γ est donnéepar

EN

[(
a⌊δp⌋
at

0

)γ]
= O(2N(ρ−1)).Nous nous intéressons maintenant au as où δ est prohe de (1 − t).Lemme 5.47 Soit δ = (1 − t) + ε, ave ε > 0. Il existe γ > 0 tel que l'unique solution ρ del'équation φ(s) = 1 est stritement inférieure à 1. On peut de plus hoisir 1 − ρ = Ω(ε2).Preuve : Supposons que δ = c

c+d est de la forme
δ = (1 − t) + ε.On a alors

c

d
=

1 − t+ ε

t− ε
=
β + ε

t− ε
.L'équation φ(s) = 1 s'érit alors, en posant Λ(s) := log λ(s, 0), de la manière suivante

Φ(s) :=
|Λ(s−)|
|Λ(s+)| =

c

d
=
β + ε

t− ε
.Dans un voisinage de s = 1, la fontion Φ(s) est stritement déroissante. Il est don su�santde montrer qu'il existe γ > 0 (qui dépend don de ε), tel que

Φ(1) < Φ(ρ) =
β + ε

t− ε
.La fontion s 7→ Φ(s) véri�e

Λ(1) = 0, Λ′(1) < 0, Λ′′(1) > 0,de sorte que pour γ su�samment petit, on a
Φ(1) =

|Λ(1 − βγ)|
|Λ(1 + tγ)| <

β

t

1 + βε1
1 − tε1

<
β + ε1
t− ε1

, ave ε1 :=
3γ

4

Λ′′(1)
|Λ′(1)| .On peut don prendre

γ = ε
|Λ′(1)|
Λ′′(1)de sorte que

ε1 =
3ε

4
< ε et Φ(1) < Φ(ρ).On a dans e as ρ < 1, e qui prouve la première partie du lemme. On souhaite maintenantévaluer (1 − ρ) en tant que fontion de ε. Tout d'abord,

1 − ρ ∼ |Φ(1) − Φ(ρ)|
Φ′(1)

.On a don
|Φ(1) − Φ(ρ)| ≥ β + ε

t− ε
− β + ε1
t− ε1

≥ ε− ε1
t2

=
ε

4t2
.



140 Chapitre 5. Résultats et PreuvesD'un autre �té, en utilisant la dérivée logarithmique et le fait que près de x = 1 on a |(Λ′/Λ)(1+
x)| ∼ (1/x), on obtient

|Φ′(1)|
Φ(1)

=

∣∣∣∣
Λ′

Λ
(1 − βγ)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
Λ′

Λ
(1 + tγ)

∣∣∣∣ so that |Φ′(1)| ∼ 1

t2γet �nalement
1 − ρ ≥ εγ

4
=
ε2

4

|Λ′(1)|
Λ′′(1)

.

Il nous reste maintenant à traiter le as où γ est négatif. Plus préisément, onsidérons le oût
Mt,δ,γ ave les paramètres (t, δ,−γ), γ > 0. On observe que s−(t, γ) = s+(1 − t,−γ). De plus,même si les oûtsMt,δ,γ assoiés aux paramètres (t, δ,−γ) et (1−t, 1−δ, γ) sont à priori di�érents,les termes dominants de leurs séries génératries sont les mêmes, et sont donnés par

∑

k≥0

Gdk
s−,0 ◦Gck

s+,0,et la fontion φ est don la même dans les deux as. Si on note ρ(t, δ, γ) l'unique solution del'équation φ(s) = 1, où φ est relative aux paramètres (t, δ, γ), alors l'égalité
ρ(t, δ,−γ) = ρ(1 − t, 1 − δ, γ)et le lemme 5.47 impliquent que pour tout ε > 0, il existe γ > 0 tel que pour tout t,

ρ(t, 1 − t− ε,−γ) = ρ(1 − t, t+ ε, γ) < 1.Cei entraîne que pour tout ε > 0, il existe γ > 0 tel que
ρ+ = ρ(t, 1 − t+ ε, γ)et
ρ− = ρ(t, 1 − t− ε,−γ)sont tous les deux inférieurs à 1. Ainsi, on a

PN

[∣∣∣∣
It
T

− (1 − t)

∣∣∣∣ > ε

]
= O(KN ),ave K = 2max(ρ+,ρ−)−1. Nous avons don montré la première partie du théorème 5.43.En�n, appelons Qt la variable aléatoire Qt := |It − (1 − t)I|. Considérons pour ε > l'évène-ment A(ε) := [Qt ≥ εI]. Le pire des as de l'algorithme d'Eulide implique qu'on a sur ΩNl'égalité I = O(N). Cei entraîne

EN [Qt] ≤ KN (PN [A(ε)] + ε) ,e qui, ave la première partie du théorème 5.43 implique
EN [It] ∼ (1 − t)EN [I].Le théorème 5.43 est don entièrement montré.



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 1415.4.2 Complexité en bitsIl est maintenant aisé d'étendre le résultat préédent à des oûts plus signi�atifs que lenombre d'itérations, en partiulier à la omplexité en bits. La preuve du théorème suivant se faiten deux temps. On exhibe tout d'abord la omplexité en bits moyenne de l'algorithme interrompu
Eδ de paramètre δ, puis on montre que elle de l'algorithme Eδ est la même, en vertu du résultatpréédent.Théorème 5.48 Soit t ∈ [0, 1] et soit Et l'algorithme d'Eulide interrompu orrespondant. Soit
EN l'espérane dé�nie sur l'ensemble ΩN . Alors les variables aléatoires Bt, Xt et BXt sontasymptotiquement reliées aux variables B, X et BX relatives à l'algorithme d'Eulide par

(i) EN [Bt] ∼ (1 − t2) EN [B]
(ii) EN [Xt] ∼ (1 − t)2 EN [X]
(iii) EN [BXt] ∼ 1

3(1 − t)(3 − t) EN [BX]Preuve : Le travail onsiste en réalité à relier les omplexités en bits des deux algorithmes inter-rompus Et et Eδ, ave t = δ.Les oûts �approximatifs� assoiés à e dernier algorithme, B̂δ, X̂δ et B̂Xδ, véri�ent asymptoti-quement
EN [B̂δ] ∼ (1 − δ2) EN [B̂],

EN [X̂δ] ∼ (1 − δ)2 EN [X̂],

EN [B̂Xδ] ∼ 1
3(1 − δ)(3 − δ) EN [B̂X].

(5.56)En e�et, les séries génératries assoiées aux oûts B̂δ et X̂δ, sont reliées aux opérateurs Gs,0par (voir proposition 4.5) :
TbBδ

(2s) =
∑

p≥0

⌊(1−δ)p⌋∑

i=1

∆G
p−i
s,0 ◦ G

[ℓ]
s,0 ◦ Gi−1

s,0 [1](0),

T bXδ
(2s) =

∑

p≥0

⌊(1−δ)p⌋∑

i=1

G
p−i
s,0 ◦ G

[ℓ]
s,0 ◦ ∆Gi−1

s,0 [1](0).Considérons maintenant les parties dominantes de es séries. Elles sont au voisinage de s = 1 dela forme
TbBδ

(2s) ∼
∑

p≥0




⌊(1−δ)p⌋∑

i=0

(p − i)


λp−1(s, 0)Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0 ◦ G

[ℓ]
s,0 ◦Ps,0,

∼ (1 − δ2)

(
1

1 − λ(s, 0)

)3

Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0 ◦ G
[ℓ]
s,0 ◦Ps,0,

T bXδ
(2) ∼

∑

p≥0




⌊(1−δ)p⌋∑

i=0

i


λp−1(s, 0)Ps,0 ◦ G

[c]
s,0 ◦ Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0,

∼ (1 − δ)2
(

1

1 − λ(s, 0)

)3

Ps,0 ◦G
[ℓ]
s,0 ◦Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0.



142 Chapitre 5. Résultats et PreuvesOn déduit (5.56) en appliquant le théorème taubérien à es séries. Maintenant, la démarhe dela proposition 5.10 s'applique toujours ii. Le as des oe�ients de Bezout se traite de la mêmemanière. Lorsque le système sous-jaent à l'algorithme satisfait la propriété de distorsion bornée,'est-à-dire qu'il existe une onstante réelle c > 0 telle que
|h′′(x)| ≤ c|h′(x)|, ∀h ∈ H, ∀x ∈ Jh,alors l'inégalité suivante est véri�ée :
∣∣∣∣log2

(
ai + ai−1

ui

ui−1

)
− ℓ(ai)

∣∣∣∣ ≤ 1.On en déduit �nalement les équivalenes
EN [Bδ] ∼ (1 − δ2) EN [B],
EN [Xδ] ∼ (1 − δ)2 EN [X],

EN [BXδ] ∼ 1
3(1 − δ)(3 − δ) EN [BX].

(5.57)Nous venons dons d'exprimer la omplexité en bits de l'algorithme interrompu Eδ. Supposonsmaintenant que δ = t. Soit Qt la variable aléatoire Qt = |It − (1 − t)I|, et soit Rt une des deuxvariables Rt := |Bt − Bt ou Rt := |Xt −Xt|. Le pire des as de l'algorithme d'Eulide entraîneque sur ΩN , on a toujours Rt = O(N2). De plus, si on onsidère l'évènement exeptionnel
A(ε) := [Qt ≥ εI], on obtient la relation

EN [Rt] ≤ K ′N2 PN [A(ε)] +N EN [Lt] ave Lt :=

⌊(1−t+ε)I⌋∑

i=⌊(1−t−ε)I⌋
ℓ(qi). (5.58)Le théorème 5.43 montre que la première partie de ette expression est en o(N2). Maintenant,la série de Dirihlet TLt(s) assoiée au oût Lt est reliée à l'opérateur Gs,0 par

TLt(2s) =
∑

p≥0

⌊(1−t+ε)p⌋∑

i=⌊(1−t−ε)p⌋
Gs,0

p−i ◦ Gs,0
[ℓ] ◦Gs,0

i−1[1](0).Le terme dominant de ette série est de la forme
ε

(∑

p

pλ(s, 0)p−1

)
Ps,0 ◦ Gs,0

[ℓ] ◦ Ps,0[1](0) = ε

(
1

1 − λ(s, 0)

)2

Ps,0 ◦ Gs,0
[ℓ] ◦ Ps,0[1](0),e qui entraîne que le seond terme est également de la forme o(N2). On en onlut EN [Rt] =

o(N2), et don �nalement
EN [Bt] ∼ EN [Bt],

EN [X t] ∼ EN [Xt],e qui onlut la preuve du théorème.



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 1435.4.3 Évolution des distributionsLe dernier résultat obtenu sur les algorithmes interrompus traite de l'évolution de la distri-bution des restes au ours de l'exéution de l'algorithme. Il s'agit ii de l'étude de l'algorithme
Eδ.Théorème 5.49 Soit PN la probabilité dé�nie sur l'ensemble ΩN . Soit (u, v) une entrée validepour laquelle l'algorithme fait p itérations. Nous notons xδ le rationnel x⌊δp⌋+1/x⌊δp⌋. Soit B unintervalle inlus dans [0, 1], alors

lim
N→∞

PN [xδ ∈ B] =

∫

B
ψ(t)dt où ψ(x) =

1

log 2

1

1 + x
.Preuve : Le oût à étudier ii est le oût Uδ,B dé�ni en 1.20 par

Uδ,B(u, v) := 1B(
u⌊δp⌋+1

u⌊δp⌋
).La série génératrie assoiée TU (s) est reliée à l'opérateur Gs,0 par (voir proposition 4.6)

TU (2s) =
∑

p≤1

G
p−⌊δp⌋
s,0 [1BG

⌊δp⌋
s,0 [1]](0).La partie dominante de et opérateur est donnée par

∑

p

λ(s, 0)pPs,0 [1BPs,0[1]] (0).Le théorème taubérien appliqué à ette série fait apparaître l'intégrale ∫I 1B(t)P[1](t)dt, e donton déduit le résultat.
5.4.4 Disussion des résultatsLes résultats présentés ii ne sont pas surprenants. Nous montrons un omportement at-tendu, à savoir une déroissane logarithmique des restes au ours de l'exéution l'algorithme,ainsi qu'une roissane logarithmique des oe�ients de l'algorithme étendu. D'une manière gé-nérale, les résultats de e paragraphe fournissent une �photographie� de l'état des prinipauxparamètres au ours de l'exéution de l'algorithme. Cette approhe est partiulièrement instru-tive quand on veut étudier des algorithmes plus sophistiqués omme l'algorithme Lehmer-Eulide,qui sont une suession d'algorithmes interrompus. Les algorithmes réursifs omme l'algorithmede Shönhage requièrent une analyse plus �ne, qui n'a pas été faite ii. Cependant, les travauxréents de Vallée et Baladi laissent penser qu'une analyse en distribution des paramètres étudiésdans e paragraphe est possible grâes aux tehniques qu'elles ont développées.En�n, remarquons que nous n'avons présenté ette analyse que pour l'algorithme d'Eulideinterrompu. Il est ependant possible de proéder à la même étude pour nombre d'autres al-gorithmes, en partiulier pour les algorithmes rapides. Les omportements observés sont toussimilaires à e que nous venons de dérire.



144 Chapitre 5. Résultats et Preuves5.5 ConlusionNous venons de onlure l'analyse des algorithmes �simples�, qui proèdent par divisions su-essives. Nous venons de dérire pour haque type de système dynamique renontré dans quelespae fontionnel se plaer, et omment déduire des propriétés spetrales de l'opérateur les pro-priétés analytiques des séries génératries. Cette démarhe présente l'avantage de présenter demanière uni�ée le omportement des di�érents algorithmes, puisque toutes les onstantes exhi-bées s'expriment en termes de systèmes dynamiques. On peut de la sorte proéder à une rapideomparaison des algorithmes. On observe par exemple le aratère spéi�que de l'algorithme LSBpuisque 'est le seul qui fait intervenir un exposant de Lyapunov.Cependant, nous n'avons pas onlu les analyses pour les algorithmes Mixtes. Les opérateursrelatifs aux systèmes mixtes néessitent également un traitement partiulier. Considérons parexemple l'opérateur de Perron-Frobenius relatif à l'algorithme Binaire, qui est donné (voir 4.7)par
M[f ](x) =

∑

k≥1

∑

a impair
a<2k

1

(a+ 2kx)2
f

(
1

a+ 2kx

)
.On ne peut utiliser omme pour les opérateurs relatifs aux systèmes E ou EC l'espae A∞(V ) defontions analytiques : il est en e�et impossible de trouver un domaine V adéquat omprenantl'intervalle [0, 1] et sur lequel toutes les branhes inverses sont analytiques, puisque la suite desp�les de es branhes est −a/2k et a un point d'aumulation en 0. Il n'est pas possible non plusd'utiliser l'espae des fontions à variation bornée, puisqu'on observe failement que la fontion

H[1] n'étant pas bornée (la série H[1](0) diverge), sa variation ne l'est pas plus. L'approheutilisée par Brigitte Vallée dans [Val98a℄ pour ontourner es problèmes a été d'utiliser les espaesde Hardy. On onsidère ii un disque ouvert D, de diamètre ]0, 2ρ[ où ρ est stritement omprisentre 0 et 1. Si on note δ la frontière de D et δr le erle de entre ρ et de rayon r, alors l'espaede Hardy d'ordre 2 H2(D) est l'espae des fontions f analytiques sur D telles que la quantité
||f ||H = sup

0≤r<ρ

1

2πρ

∫

δ
|f(z)|2dzest �nie. Cette quantité dé�nit une norme, qui fait de H2(D) un espae de Banah. Sur etespae, on peut montrer que l'opérateur est ompat et qu'il véri�e toutes les propriétés requisespour la �n de l'analyse.La situation est enore di�érente pour le système Plus-Moins. On ne peut en e�et plus seplaer sur un espae de fontions analytiques du fait de la présene de fontions indiatries,qui interdisent même d'utiliser des fontions ontinues. L'espae des fontions à variation bornéen'est pas plus indiqué, du fait de la remarque préédente. On ne dispose à e jour d'auun espaefontionnel adéquat sur lequel faire agir l'opérateur : il faut trouver un espae permettant detraiter les disontinuités mais qui soit plus �gros� que BV, sans pour autant atteindre la taille de

L1, sur lequel le spetre de l'opérateur est ontinu. C'est don toujours un problème ouvert.



Chapitre 6Appliation à l'Algorithme deLehmer-EulideSommaire6.1 Desription de l'algorithme LEµ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1466.2 Analyse probabiliste de l'algorithme LEµ . . . . . . . . . . . . . . . . 1486.3 Preuve du théorème 6.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1506.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156Nous abordons maintenant le dernier hapitre de ette thèse, dans lequel nous appliquons lestehniques d'analyse dynamique à un algorithme de struture plus omplexe que eux étudiésjusqu'à présent, l'algorithme de Lehmer-Eulide. Cet algorithme est historiquement le premieralgorithme �rapide� de alul de pgd (l'appellation �rapide� est trompeuse, ar la omplexité enbits de l'algorithme est toujours quadratique, il faut plut�t parler ii d'algorithme �aéléré�),puisqu'il a été introduit dès les années 30 par D. H. Lehmer. L'idée de base de l'algorithme,simuler les divisions suessives de �grands entiers� par des divisions de �petits entiers�, trouveun ého dans l'informatique moderne : on simule des divisions �multi-préision� par des divi-sions �simple-préision� (plus quelques multipliations multi-préision). Ce prinipe onduit àune version aélérée de l'algorithme d'Eulide, implémentée dans de nombreuses bibliothèquesmulti-préision ou logiiels de alul formel.De plus, le prinipe général de l'algorithme a été exploité ave suès dans les années 70 par A.Shönhage, qui a mis au point un algorithme �réellement� rapide, puisque de omplexité en bitsen O(n log2 n log log n), basé sur l'idée générale de Lehmer, une approhe Diviser pour Régner etla multipliation rapide. Cette approhe n'est réellement e�ae que pour de très grands entiers,puisque les expérimentations de Cesari [Ces98℄ montrent par exemple que jusqu'à plusieurs en-taines de bits, la onstante ahée dans le O(n log2 n log log n) fait que et algorithme n'est pasle plus approprié. Notons ependant que les réents travaux de Stehlé et Zimmermann, qui ontutilisé ette approhe en remplaçant l'algorithme d'Eulide par l'algorithme LSB ontribuent àréduire onsidérablement la taille de ette onstante, de sorte qu'on obtient �nalement un algo-rithme plus rapidement �utilisable�.Nous étudions don ii l'algorithme de Lehmer-Eulide, première étape vers une analysefuture de l'algorithme de Shönhage (la réursivité de et algorithme ajoute des di�ultés sup-plémentaires). Les paramètres à étudier dans et algorithme ne sont plus exatement les mêmes145



146 Chapitre 6. Appliation à l'Algorithme de Lehmer-Eulideque préédemment : en partiulier, le nombre total de divisions e�etuées par l'algorithme estle même que pour l'algorithme d'Eulide. Une analyse �ne requiert ii de distinguer la naturede haque opération. En partiulier on distinguera les divisions, qui sont des opérations simple-préision, des multipliations, qui sont multi-préision.Ce hapitre est onstitué de trois setions : dans la première, nous dérivons l'algorithmeLehmer-Eulide LE , ainsi que la version paramétrée que nous étudions LEµ. Nous énonçons lerésultat obtenu dans le théorème 6.1. La dernière setion est onsarée à la preuve de e théorème.Remarquons �nalement que nous utiliserons à de nombreuses reprises les résultats obtenus dansles hapitres préédents sur les algorithmes d'Eulide interrompus.6.1 Desription de l'algorithme LEµCet algorithme est abondamment dérit dans la littérature, omme par exemple dans [Knu98℄.Nous le présentons ii de la même manière que dans [DV04℄, 'est-à-dire omme une suessionde �phases�, haune de es phases omportant trois étapes. La paramétrisation de l'algorithmeintervient dans la première étape de haque phase.Remarque Le prinipe l'algorithme étant de simuler la division de deux entiers à l'aide desparties dominantes de es entiers, nous serons amenés à manipuler en permanene des �grand-s� entiers et des �petits� entiers. Pour ela, toute grandeur relative aux grands entiers sera enmajusules, et toute grandeur relative aux petits en minusules (les entiers seront (U, V ), Ui et
(u, v), ui, les quotients Qi et qi, et...).L'algorithme LE repose sur le fait que le quotient d'une division eulidienne standard dépendessentiellement des bits de poids forts des entiers. Plus préisément, soient U et V deux entiersde tailles respetives ℓ(U) et ℓ(V ), et u et v les entiers formés respetivement des m bits depoids fort de U et des m − (ℓ(U) − ℓ(V ) bits de poids fort de V . Alors si m ≤ ℓ(V ) est hoisisu�samment grand, on véri�e l'égalité

⌊
U

V

⌋
=
⌊u
v

⌋
.Nous allons utiliser e prinipe de la manière suivante. Soit (U, V ) une entrée de l'algorithmed'Eulide, pour laquelle elui-i fait p itérations. Soit Q1, . . . Qp la suite de quotients engendréepar l'algorithme, et M[Q1], . . .M[Qp] la suite de matries assoiée, donnée pour 1 ≤ i ≤ p par

M[Qi
] =

(
0 1
1 Qi

)
.Rappelons que la suite (Ai, Bi) de oe�ients alulée par l'algorithme d'Eulide étendu estnotamment donnée par

M[Q1] ·M[Q2] · · ·M[Qi] =

(
Bi+1 Ai+1

Bi Ai

)
,et que pour tout 1 ≤ i ≤ p on véri�e

UAi + V Bi = Ui. (6.1)
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Étape 3

(u0, u1)
Étape 2

(uj , uj+1)Fig. 6.1 � Une phase de l'algorithme LESoit maintenant un entier k ≤ ℓ(V ), et onsidérons les entiers u et v dé�nis par
u =

⌊
U

2ℓ(V )−k

⌋
v =

⌊
V

2ℓ(V )−k

⌋
,don déduits de U et V en supprimant les ℓ(V ) − k bits de poids faible. L'algorithme d'Eulideappliqué à u et v engendre les suites (ui), (qi), (M[qi]), et (ai, bi).Il existe un entier j ≥ 0 pour lequel l'égalité qi = Qi est valide pour tout i ompris entre 1 et j.On en déduit don les égalités

M[qi] = M[Qi], (ai+1, bi+1) = (Ai+1, Bi+1)pour tout 0 ≤ i ≤ j. En partiulier, la relation (6.1) permet de retrouver les restes Uj , Uj+1puisqu'on a les égalités
Uaj + V bj = Uj , (6.2)

Uaj+1 + V bj+1 = Uj+1.La démarhe que nous venons de dérire orrespond à une phase de l'algorithme de Lehmer-Eulide. Les trois étapes qui la onstituent sont don les suivantes :� (1) on �tronque� les entiers U et V pour obtenir u et v,� (2) on applique l'algorithme d'Eulide à la paire (u, v) jusqu'au premier indie j tel que
qj+1 6= Qj+1,� (3) on alule la paire (Uj , Uj+1) à l'aide des relations (6.2).Une fois alulée la paire (Uj , Uj+1), on réitère le même proédé. Nous dérivons maintenant pré-isément l'algorithme de Lehmer-Eulide paramétré LEµ en détaillant haune des trois phases.L'algorithme LEµÉtape 1 C'est ii que le paramètre µ de tronature de notre algorithme intervient. En e�et,dans le prinipe général de l'algorithme énoné plus haut, le nombre de bits des entiers (u, v)est �xe. En pratique, on fait en sorte que u orresponde à un mot mahine (64 ou 32 bits) ou àdeux mots mahine (il est même judiieux de hoisir deux mots mahines, omme l'observe T.Jebelean dans [Jeb95℄). Pour les besoins de l'analyse, nous supposerons que les entiers (u, v) sontde tailles proportionnelles à l'entrée (U, V ) de l'algorithme, et nous poserons

m := ℓ(u) = ⌊µℓ(U)⌋ ,



148 Chapitre 6. Appliation à l'Algorithme de Lehmer-Eulideoù le paramètre µ est un réel appartenant à l'intervalle ]0, 1]. L'opération de tronature est dondé�nie par l'appliation Tµ :
Tm(U, V ) :=

{
( U
2ℓ(V )−m ,

V
2ℓ(V )−m ) si ℓ(V ) ≥ m,

(0, 0) sinon.Étape 2 C'est bien sûr l'étape entrale de la phase, puisqu'il faut ii résoudre le problèmesuivant : omment savoir si l'égalité qi = Qi est véri�ée sans aluler expliitement Qi ?Il existe plusieurs manières de résoudre e problème. Plus exatement, on dispose de plusieursonditions qui, si elles sont véri�ées, garantissent que l'égalité souhaitée est véri�ée. La solutioninitialement proposée par Lehmer onsistait à aluler simultanément les suites de quotientsrelatives aux paires (u − 1, v) et (u, v + 1). Il est lair que tant que les deux suites de quotientsonordent, alors l'égalité qi = Qi est véri�ée. Cependant, ette ondition n'est pas optimale. Onpeut préférer par exemple le test �exat� de Jebelean [Jeb95℄ : on a l'égalité qi = Qi tant que laondition suivante est véri�ée,
ui+1 ≥ −ai+1 et ui − ui+1 ≥ bi+1 − bi si i est pair,
ui+1 ≥ −bi+1 et ui − ui+1 ≥ ai+1 − ai si i est impair.Nous préférerons un autre test, plus léger, dû à Collins [Col℄ et à Jebelean [Jeb95℄, qui est basésur la relation suivante : si uj > u

1/2
0 alors Qi = qi, pour tout i ≤ j − 2.Munie de ette ondition d'arrêt, l'étape 2 de l'algorithme LEµ est don exatement E1/2, l'algo-rithme d'Eulide interrompu de paramètre 1/2.Étape 3 Cette étape n'appelle que peu de ommentaires... Remarquons ependant que 'estl'étape la plus oûteuse de la phase : en e�et, les opérations de la seonde phase sont menéessur des entiers �petits�, alors qu'ii on e�etue 4 multipliations dans lesquelles interviennent des�grands� entiers, à savoir U et V . D'une manière générale, les oe�ients (ai, bi) et (ai+1, bi+1)utilisés dans es multipliations sont de taille m/2 ('est d'ailleurs à partir de ette observationque Jebelean propose de hoisir u d'une taille de deux mots mahines).Finalement, l'algorithme LEµ est dérit dans la �gure 6.2 suivante.6.2 Analyse probabiliste de l'algorithme LEµComme nous l'avons déjà remarqué, le nombre d'itérations de l'algorithme n'est pas ii unparamètre pertinent. On peut étudier le nombre et la longueur des phases. C'est par exemple eque fait Sorenson dans [Sor95℄, ou il étudie le pire des as de es paramètres. Nous exhiberons laomportement moyen de es paramètres par la suite. Mais une étude judiieuse de l'algorithmeprend néessairement en ompte la omplexité en bits de l'algorithme. Plus préisément, nousherherons ii à distinguer les di�érentes opérations e�etuées sur les algorithmes, qui peuventêtre des divisions, e�etuées lors de l'étape 2 de haque phase sur des petits entiers, ou desmultipliations, e�etuées soit dans l'étape 2 lors du alul des oe�ients ai, bi, soit dans l'étapetrois. Nous allons don attribuer à haune de es opérations un oût di�érent :



6.2. Analyse probabiliste de l'algorithme LEµ 149Entrée : (U, V ) ave 0 ≤ V ≤ U .Sortie : pgd(U, V )Initialisation n := ℓ(U); m := ⌊µn⌋; U0 := U ; U1 := V ;Tant que ℓ(U0) > m(1). u0 := Tm(U0); u1 := Tm(U1);(2). i := 1; u0 := 1; u1 := 0; v0 := 0; v1 := 1;Tant que ui > u
1/2

0

qi := ui−1 div ui; ui+1 := ui−1 mod ui;
ai+1 := −aiqi + ai−1; bi+1 := −biqi + bi−1 ;
i := i+ 1 ;(3). U ′ := ai−3U0 + bi−3U1; V

′ := ai−2U0 + bi−2U1;
U0 := U ′; U1 := V ′;

i := 1 ;Tant que Ui > 0
Ui+1 := Ui−1 mod Ui;
i := i+ 1;Renvoyer Ui−1Fig. 6.2 � L'algorithme de Lehmer-Eulide de paramètre de tronature µ.� Une multipliation �générique� entre deux entiers u et v à pour oût M · ℓ(u) · ℓ(v), Métant don la onstante relative à la multipliation,� un éhange entre deux entiers u et v a pour oût M · (ℓ(u) + ℓ(v)),� �nalement, une division eulidienne v = uq + r à un oût égal à D · ℓ(u) · ℓ(q), D étant iiune onstante relative à la division.Ainsi, étant donnés une entrée (u, v) de l'algorithme d'Eulide, le oût B exprimant la omplexitéen bits s'érit maintenant

B(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(ui) · b(qi), ave b(q) := D · ℓ(q) + 2 ·M,et le oût supplémentaire lié au alul d'un oe�ient ai est
X(u, v) :=

p∑

i=1

ℓ(ai) · c(qi), ave c(q) := (ℓ(q) + 2) ·M.Ave es notations, la omplexité en bits moyenne de l'algorithme d'Eulide donnée par exempleau paragraphe 1.7.0.0, (1.30), s'érit
EN [B] ∼ (L1M + L2D) ·N2, EN [X] ∼ (L1 + L2) ·M ·N2,ave
L1 =

12 log2 2

π2
∼ 0.58, L2 =

6 log 2

π2
log

∞∏

k=0

(1 +
1

2k
) ∼ 0.66,et la onstante L1 est don relative aux multipliations et éhanges, alors que la onstante L2 estrelative aux multipliations. En�n nous notons Lµ le oût total d'une exéution de l'algorithme
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�Fig. 6.3 � Une exéution de l'algorithme LE

LEµ. La quantité Lµ(U, V ) fait don intervenir les onstantes M et D. Le prinipal résultat dee hapitre, obtenu en ollaboration ave Brigitte Vallée, [DV04℄, traite du omportement moyende ette variable aléatoire. Il est dérit dans le théorème suivant.Théorème 6.1 Soit LEµ l'algorithme Lehmer-Eulide de paramètre de tronature µ, et Ω, Ω̃ lesensembles d'entrées valides de l'algorithme d'Eulide. Alors la omplexité en bits moyenne del'algorithme sur les entrées de taille N est asymptotiquement quadratique en N , et est donnéepar
EN [Lµ] ∼

[
3

2
(L1M + L2D)µ+ (L1 + L2)Mµ+ (2 − µ)M

]
N2.Disussion du théorème 6.1Comparons maintenant les omplexités en bits des algorithmes Lehmer-Eulide et Eulide.Il n'est avantageux d'utiliser le premier que si une grande division oûte plus qu'une grandemultipliation. Plus préisément, l'algorithme LEµ est meilleur si 2M < L1M + L2D, e quiest généralement véri�é (dès qu'on a D ≥ 5M). Dans e as, toutes les valeurs de µ ne sontpas pertinentes. Par exemple, si D = 5M il faut alors hoisir µ supérieur ou égal à 0.3. D'unemanière générale, si le ratio entre le oût d'une division et elui d'une multipliation est ρ, alorsla valeur maximale µ0 de µ est donnée par

µ0 = 2
L1 + L2ρ− 2

5L1 + L2(3ρ+ 2) − 2
.Finalement, si on pose ρ = 15 et µ = 1/3, alors le rapport entre les omplexités en bits est prohede 0.7. Pour ρ = 30 et µ = 1/10, il est prohe de 1/4.6.3 Preuve du théorème 6.1L'idée générale de la preuve est en quelque sorte l'opposée de elle qui a onduit à la onstru-tion de l'algorithme : nous allons simuler la omplexité en bits de l'algorithme sur une exéutionde l'algorithme d'Eulide �normal� sur l'entrée (U, V ). En e�et, la plupart des quantités interve-nant dans la omplexité en bits Lµ(U, V ) peuvent se lire sur la ligne �supérieure� de la �gure 6.3 :les quotients sont par onstrution les mêmes et les oe�ients de Bezout sont don aessibles.Seuls les tailles des �petits� restes ne peuvent être obtenues diretement. Nous disposons epen-dant de su�samment de ontr�le pour pouvoir les approximer à l'aide des tailles des �grands�restes.Nous proédons ii en plusieurs temps. Tout d'abord, nous montrons omment générer es tailles.Puis nous étudions haune des phases de l'algorithme, en partiulier leur longueur, et nous mon-trons qu'elles ont un omportement régulier. Plus préisément, nous prouvons que si l'algorithmed'Eulide fait P itérations sur l'entrée (U, V ), alors �en moyenne�, la longueur de la j-ème phase



6.3. Preuve du théorème 6.1 151est de ⌊(µ/2)P ⌋ itérations. Nous introduisons par la suite un algorithme �arti�iel�, LEµ, donthaque phase e�etue exatement ⌊(µ/2)P ⌋ itérations. Cet algorithme est aisé à analyser, etnous montrons �nalement que sa omplexité en bits moyenne et elle de l'algorithme LEµ sontasymptotiquement les mêmes.Notations Nous allons utiliser ii les notations de la �gure 6.3, à savoir que la j-ème phasede l'algorithme débute ave la paire d'entiers (U
(j)
0 , U

(j)
1 ), qui génère via l'appliation Tm la paire

(u
(j)
0 , u

(j)
1 ). La i-ème paire de restes apparaissant dans la j-ème phase est notée (u

(j)
i−1, u

(j)
i ), etla paire orrespondante obtenue si on avait appliqué l'algorithme d'Eulide à (U, V ) est notée

(U
(j)
i−1, U

(j)
i ). Nous noterons p(j) l'indie de début de la j-ème phase, 'est à dire l'indie de U (j)

0dans la suite U0, . . . UP et δ(j) la longueur de la j-ème phase, 'est-à-dire son nombre d'itéra-tions. Finalement, nous noterons a[r, t] le oe�ient a alulé entre les indies r et t, 'est-à-direle oe�ient obtenu si on avait appliqué l'algorithme d'Eulide étendu ave omme entrée lapaire (Ur, Ur+1) et qu'on s'était arrêté au reste Ut. En�n, pour un paramètre µ �xé, et pour uneentrée (U, V ) ave ℓ(U) = N , nous noterons m la taille des entiers u(j)
0 obtenus après tronation,'est-à-dire m = ⌊µ ·N⌋.Nous ommençons par relier les tailles ℓ(ui) aux tailles ℓ(Ui).Lemme 6.2 Soit (u

(j)
i−1, u

(j)
i ) la i-ème paire de restes apparaissant dans la j-ème phase et (U

(j)
i−1, U

(j)
i )la paire orrespondante. Alors

|ℓ(u(j)
i ) − ℓ(U

(j)
i ) + ℓ(U

(j)
0 ) −m| ≤ 2.Preuve : Soit une phase j (nous oublierons l'indie j dans la suite de la preuve). Soit Mi lamatrie orrespondant aux i quotients déjà alulés lors de ette phase. On a

(
Ui+1

Ui

)
= M−1

i

(
U1

U0

)
,

(
ui+1

ui

)
= M−1

i

(
u1

u0

)
. (6.3)D'un autre �té, puisque la paire (u0, u1) est la tronature de la paire (U0, U1),

(
U1

U0

)
= 2ℓ(U0)−m

[(
u1

u0

)
+

(
δ1
δ0

)]
,où δ0, δ1 satisfont 0 ≤ δ0, δ1 < 1. On a don

(
Ui+1

Ui

)
= 2ℓ(U0)−m

[(
ui+1

ui

)
+ M−1

i

(
δ1
δ0

)]
.De plus, la relation u0 = |ai−1|ui + |ai|ui−1, entraîne ave les inégalités ui, ui−1 >

√
u0 que lesvaleurs absolues des oe�ients des matries Mi,M−1

i sont inférieurs à (1/2)
√
u0 ≤ (1/2)ui.En�n, la relation

|Ui − 2ℓ(U0)−mui| ≤ 2ℓ(U0)−m ui

2prouve le lemme.



152 Chapitre 6. Appliation à l'Algorithme de Lehmer-EulideConsidérons maintenant la omplexité en bits de la j-ème phase. Elle se déompose en troisoûts. Le premier (type 1) est lié à l'algorithme d'Eulide interrompu de l'étape 2 de la phase. Leseond (type 2) est le oût supplémentaire lié au alul des suites de oe�ients, et le troisièmeorrespond aux quatre multipliations de l'étape 3 de la phase. Les deux derniers oûts utilisentdes quantités diretement aessibles ave la ligne supérieure (algorithme d'Eulide appliqué à
(U, V )). Les séries de Dirihlet relatives à es oûts s'expriment don à l'aide de l'opérateur detransfert Gs,0 relatif au système SE . Le premier, dans lequel apparaissent les restes u(j)

i n'est plusexprimable diretement, mais le lemme préédent montre qu'il peut être approhé en utilisantles restes U (j)
i . Finalement, nous allons étudier les trois oûts suivants :Coût de type 1 : ∑J

j=1

∑p(j+1)−1
i=p(j)

[ℓ(Ui) − ℓ(Up(j)) +m] · b(qi)Coût de type 2 : 2
∑J

j=1

∑p(j+1)−1
i=p(j) ℓ(a[p(j), i]) · c(qi)Coût de type 3 : 4

∑J
j=1 ℓ(Up(j)) · ℓ(a[p(j), p(j + 1)])Le oût de type 1 se déompose lui-même en trois di�érents oûts (quand on développe

[ℓ(Ui) − ℓ(Up(j)) + m] · b(qi)). Le premier orrespond à la omplexité en bits de l'algorithmed'Eulide (restreint à la j-ème phase) sur entrée (U, V ). La dernier oût a été analysé dans leshapitres préédents, il orrespond à la valeur moyenne du oût à roissane modérée b. En�n,le seond oût, dit de type 1', est donné parCoût de type 1′ : J∑

j=1

ℓ(Up(j)) ·
p(j+1)−1∑

i=p(j)

b(qi).Chaune de es di�érentes expressions dépend de l'indie p(j) du début de la phase, ainsi quede sa longueur δ(j). Nous montrons dans le lemme suivant qu'en moyenne, haque phase est delongueur p̄ := ⌊(µ/2)p⌋. Ce lemme est une adaptation du théorème 5.43 sur le nombre d'itérationsde l'algorithme interrompu.Lemme 6.3 Soit δ(j) la longueur de la j-ème phase. Alors pour tout ε > 0, il existe K < 1 telque quand n→ ∞
Pn

[ ∣∣∣∣
δ(j)

P
− µ

2

∣∣∣∣ > ε

]
= O(Kn).Preuve : Si une phase ommene à la r-ème itération de l'algorithme d'Eulide, elle se termineà la (r + t)-ème dès que la suite ui satisfait une ertaine ondition. Le lemme préédent montrequ'il existe des relations entre les restes Ui et les restes ui, e qui fait que le test d'arrêt de la

j-ème phase est
Ur+t ∼

Ur

U
µ/2
0

.On utilise maintenant la même démarhe que dans l'analyse de l'algorithme interrompu. Onommene par utiliser l'inégalité de Markov, qui nous amène à étudier la série de Dirihletrelative au oût
N(U, V ) :=

(
Ur+t

UrU
−µ/2
0

)γ

,



6.3. Preuve du théorème 6.1 153pour γ > 0. Si on utilise les mêmes notations que dans le hapitre 5.4, à savoir
s+ = s+ αγ, s− = s− βγ,ave α = 1 − (µ/2) et β = µ/2, alors la séries de Dirihlet relative au oût N s'exprime avel'opérateur Gs,0. Plus exatement, ette expression utilise les opérateurs suivants (on s'inspirede la proposition 4.4),

G
p−r−t
s−,0

◦ Gt
s+,0 ◦Gr

s−,0.Remarquons que la partie dominante de es fontions ne dépend pas de l'indie r du début dephase. Si on note p := (c + d)k, t := ck, alors la fontion φ est la même fontion qu'au hapitrepréédent, 'est-à-dire
φ(s) := λd(s−, 0)λc(s+, 0).Cei implique que l'étude de singularité se fait exatement de la même manière que dans laproposition 5.46. On en déduit ainsi le résultat.Nous venons ainsi de montrer que la longueur des phases de l'algorithme LEµ possède une er-taine régularité. Considérons maintenant un algorithme �arti�iel�, l'algorithme normalisé LEµ,dont la longueur de haque phase est exatement p̄ := ⌊(µ/2)p⌋. Nous allons faire deux hosesave et algorithme : tout d'abord, aluler sa omplexité en bits moyenne, puis montrer queelle-i est asymptotiquement elle de l'algorithme LEµ.Lemme 6.4 La omplexité en bits de la j-ème phase de l'algorithme LEµ sur les ensembles

ΩN , Ω̃N est asymptotiquement
3

4
(L1M + L2D)µ2N2 +

1

2
(L1 + L2)Mµ2N2 + 4

µ

2
(1 − (j − 1)

µ

2
)MN2.Preuve : Exprimons tout d'abord les di�érents oûts intervenant ii. Ils sont essentiellement detrois types, et sont donnés i-dessous (on suppose que l'algorithme d'Eulide fait p itérationsave entrée (U, V )). Coût de type 1′ :

∑jp̄−1
i=(j−1)p̄ ℓ(U(j−1)p̄) · b(qi),Coût de type 2 : 2

∑jp̄−1
i=(j−1)p̄ ℓ(a[(j − 1)p̄, i]) · c(qi),Coût de type 3 : 4ℓ(U(j−1)p̄) · ℓ(a[(j − 1)p̄, jp̄]).On déduit aisément l'expression des séries de Dirihlet assoiées à es trois oûts (on engendre enréalité ii les oûts approximant, où ℓ(ui) est remplaé par log2 ui par exemple ; nous savons queette approximation ne modi�e pas le résultat �nal). Elles sont données par (toujours à nombre

p d'itérations �xé) :Coût de type 1′ :
∑p̄

i=1 ∆
[
G

p−jp̄
s,0 ◦ G

p̄−i
s,0 ◦ G

[b]
s,0 ◦Gi−1

s,0

]
◦ G

(j−1)p̄
s,0 [1](0)Coût de type 2 : 2

∑p̄
i=1 G

p−jp̄
s,0 ◦G

p̄−i
s,0 ◦ G

[c]
s,0 ◦ ∆

[
Gi−1

s,0

]
◦ G

(j−1)p̄
s,0 [1](0)Coût de type 3 : 4∆

[
G

p−jp̄
s,0 ◦ ∆

(
G

p̄
s,0

)]
◦ G

(j−1)p̄
s,0 [1](0)



154 Chapitre 6. Appliation à l'Algorithme de Lehmer-EulideQuand �nalement on somme sur le nombre p d'itérations possibles, les termes dominants desséries ontiennent un produit de deux fateurs : le premier est ommun à toutes les séries et estdonné par
∑

p≥0

p2λ(s, 0)p ∼ 2

(
1

1 − λ(s, 0)

)3

. (6.4)Les autres fateurs sont respetivementCoût de type 1′ : µ
2

[
1 − µ

2 (j − 1)
]

Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦Ps,0 ◦G
[b]
s,0 ◦ Ps,0[1](0)Coût de type 2 : 21

2

(µ
2

)2
Ps,0 ◦G

[c]
s,0 ◦ Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0[1](0)Coût de type 3 : 4µ

2

[
1 − µ

2 (j − 1)
]

Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦ Ps,0 ◦ ∆Gs,0 ◦Ps,0[1](0)

(6.5)On peut appliquer le théorème taubérien à toute es fontions, e qui donne le résultat.Si on somme sur tous les indies j, orrespondant aux numéros de phases, pour j variantentre 1 et J̄ := ⌈2/µ⌉, on obtient la omplexité en bits de l'algorithme LEµ. Cette omplexitéest exatement la même que elle du théorème 6.1. Il ne reste don plus qu'à montrer que lesomplexités des algorithmes LEµ et LEµ sont (en moyenne) asymptotiquement les mêmes, eque nous faisons dans le lemme suivant.Lemme 6.5 Quand N tend vers l'in�ni, les omplexités en bits moyennes des algorithmes LEµet LEµ sur les ensembles ΩN , Ω̃N sont les mêmes.Le lemme 6.3 montre que les longueurs δ(j) des phases sont prohes de p̄ := ⌊(µ/2)p⌋. Nous allonsséparer l'ensemble Ω des entrées de l'algorithme en deux sous-ensembles : l'ensemble formé desentrées dont le omportement est �exeptionnel� au regard de la longueur des phases, et l'ensembled'entrées �ordinaires�. Soit ε > 0, et onsidérons l'évènement
D(ε) := [∃j ≤ J, |δ(j) − p̄| > εp]. (6.6)Il existe un K < 1 tel que PN [D(ε)] = O(KN ), don l'ensemble D(ε) est bien un ensembleexeptionnel. Il est don su�sant d'étudier la omplexité en bits de l'algorithme LE sur le om-plémentaire de D(ε). Les longueurs �ordinaires� de phases varient entre deux quantités,

p̄− :=
⌊(µ

2
− ε
)
p
⌋
, p̄+ :=

⌈(µ
2

+ ε
)
p
⌉
,et don les indies de départ p(j), p(j + 1) véri�ent

jp̄− ≤ p(j) ≤ jp̄+,

[jp̄+, (j + 1)p̄−] ⊂ [p(j), p(j + 1)] ⊂ [jp̄−, (j + 1)p̄+].Remarquons en�n que le nombre J de phases véri�e
J− :=

2

µ+ 2ε
≤ J ≤ J+ :=

2

µ− 2ε
(6.7)



6.3. Preuve du théorème 6.1 155et que la longueur du grand intervalle [jp̄−, (j + 1)p̄+] est inférieure à p̄++ := p̄ + J+εp, alorsque la longueur du petit intervalle est supérieure à p̄−− := p̄− J−εp. L'appliation i 7→ ℓ(Ui) estdéroissante, et la fontion [r, t] 7→ a[r, t] est une fontion roissante. Nous pouvons don fournirdes bornes inférieures et supérieures aux trois oûts à étudier,Bornes supérieures.Coût de type 1′ :
∑J+

j=1 ℓ(U(j−1)p̄−) ·∑jp̄+−1
i=(j−1)p̄−

b(qi)Coût de type 2 : 2
∑J+

j=1

∑jp̄+−1
i=(j−1)p̄−

ℓ(a[(j − 1)p̄−, i]) · c(qi)Coût de type 3 : 4
∑J+

j=1 ℓ(U(j−1)p̄−) · ℓ(a[(j − 1)p̄−, jp̄+])Bornes inférieures.Coût de type 1′ :
∑J−

j=1 ℓ(U(j−1)p̄+
) ·∑jp̄−−1

i=(j−1)p̄+
b(qi)Coût de type 2 : 2

∑J−

j=1

∑jp̄−−1
i=(j−1)p̄+

ℓ(a[(j − 1)p̄+, i]) · c(qi)Coût de type 3 : 4
∑J−

j=1 ℓ(U(j−1)p̄+
) · ℓ(a[(j − 1)p̄+, jp̄−])A haun des oût i-dessus, on peut don assoier une série de Dirihlet, qu'on relie aisémentà l'opérateur Gs,0, de la manière suivante (par simpliité, nous n'indiquons ii que le oût relatifà la j-ème phase).Séries de Dirihlet pour les bornes supérieuresCoût de type 1′ :

∑p̄++

i=1 ∆
[
G

p−(j−1)p̄−−i
s,0 ◦ G

[b]
s,0 ◦Gi−1

s,0

]
◦ G

(j−1)p̄−
s,0 [1](0)Coût de type 2 : 2

∑p̄++

i=1 G
p−(j−1)p̄−−i
s,0 ◦ G

[c]
s,0 ◦ ∆

[
Gi−1

s,0

]
◦ G

(j−1)p̄−
s,0 [1](0)Coût de type 3 : 4∆

[
G

p−jp̄+

s,0 ◦ ∆
(
G

p̄++

s,0

)]
◦ G

(j−1)p̄−
s,0 [1](0)Séries de Dirihlet pour les bornes inférieuresCoût de type 1′ :

∑p̄−−

i=1 ∆
[
G

p−(j−1)p̄+−i
s,0 ◦ G

[b]
s,0 ◦ Gi−1

s,0

]
◦ G

(j−1)p̄+

s,0 [1](0)Coût de type 2 : 2
∑p̄−−

i=1 G
p−(j−1)p̄+−i
s,0 ◦G

[c]
s,0 ◦ ∆

[
Gi−1

s,0

]
◦G

(j−1)p̄+

s,0 [1](0)Coût de type 3 : 4∆
[
G

p−jp̄−
s,0 ◦ ∆

(
G

p̄−−

s,0

)]
◦ G

(j−1)p̄+

s,0 [1](0)

(6.8)Si on somme sur tous les nombres d'itérations p possibles, les termes dominants des séries desdeux derniers tableaux ontiennent un produit de deux fateurs. Le premier est ommun à toutesles séries, et est de la forme
∑

p≥0

p2λ(s, 0)p ∼ 2

(
1

1 − λ(s, 0)

)3

.



156 Chapitre 6. Appliation à l'Algorithme de Lehmer-EulideIl reste à étudier le seond membre, et à le omparer à la omplexité en bits de l'algorithme LEµ.Les opérateurs apparaissant dans (6.5) et (6.8) sont les mêmes, seules les onstantes hangent.Plus préisément, les onstantes relatives à LEµ, 'est-à-dire
A(µ) :=

µ

2

[
1 − µ

2
(j − 1)

]
, B(µ) :=

1

2

(µ
2

)2sont remplaées par A(µ) + O(ε), B(µ) + O(ε). Sommons maintenant sur toutes les valeurspossibles de l'indie j. Celui-i varie selon les as entre 1 et J− ou entre 1 et J+ (es valeurs sontdé�nies en (6.7)). On en déduit maintenant le résultat.6.4 ConlusionNous venons de proéder à la première analyse en moyenne d'un algorithme à la strutureomplexe, et ette approhe met en évidene la proportion de divisions (sur des petits entiers)et de multipliations (sur des grands entiers). Pour obtenir une analyse qui prend en omptel'aspet simple ou multi préision des aluls, il faut pouvoir travailler ave une taille m := ⌊µN⌋�xe, et don ave un paramètre µ de la forme µ = K/N , ou K est la taille d'un entier simple-préision par exemple. Les arguments employés jusqu'ii ne permettent pas de traiter e asrigoureusement.



ConlusionNous venons, au travers d'une desription générale de la méthode, de montrer des appliationstrès variées de l'analyse dynamique d'algorithmes. Le hamp d'appliation de ette méthodologies'est en e�et élargi : les di�érents algorithmes étudiés ii nous mènent tous dans des adresdi�érents, et pour haun d'entre eux nous avons dû développer des tehniques spéi�ques. Ceinous a permis d'enrihir le domaine dans des diretions di�érentes.L'analyse des algorithmes α-eulidiens a imposé une approhe di�érente de elles présentéesdans [Val97, Val98b, Val00, Val03, Val98a℄ par exemple de l'étude fontionnelle des opérateurs.Les disontinuités obligent à travailler sur un espae fontionnel dans lequel l'analyse est di�é-rente, et l'approhe utilisée, basée sur les théorèmes de Ionesu-Tulea et Marinesu ou d'Hen-nion, s'avère partiulièrement maniable et frutueuse. C'est une approhe relativement souplepuisqu'elle s'applique à di�érents espaes fontionnels, omme nous l'avons montré dans ettethèse. Elle permet ainsi d'étudier des systèmes dynamiques de natures diverses, et don desalgorithmes eulidiens variés.Nous avons également étudié des algorithmes dont l'extension naturelle n'est pas une ex-tension réelle, omme 'est le as pour l'algorithme LSB. C'est la première instane d'analysedynamique qui onduit à ette situation, et la méthode s'avère être su�samment robuste puis-qu'elle s'applique également. Au passage, nous avons utilisé des arguments nouveaux dans notredomaine, basés sur les systèmes de fontions itérées et les produits de matries aléatoires. Cetteapprohe s'avère être pertinente, puisque le omportement de l'algorithme s'exprime en fon-tion d'un exposant de Lyapunov, grandeur aratéristique d'un système de produits de matriesaléatoires.En�n, l'analyse dynamique s'applique dorénavant à des algorithmes à la struture plus om-plexe, omme l'algorithme de Lehmer-Eulide. Elle permet d'avoir une ompréhension �ne desdi�érents méanismes de l'algorithme. En partiulier, elle permet d'aéder à des paramètres nonétudiés jusqu'alors, relatifs aux algorithmes interrompus. Cette étude se situe à un autre niveauque les préédentes, puisque l'étude ne onerne plus un paramètre global de l'algorithme, maisun paramètre loal. Là enore, nous avons montré que l'analyse dynamique permet de répondreaux questions qu'on se pose dans e adre.Finalement, nous avons aussi montré les limites atuelles de l'analyse dynamique, puisque lesméthodes présentées dans ette thèse ne s'appliquent pas à l'algorithme Plus-Moins, pourtant siprohe de l'algorithme Binaire...Nous avons également apporté des réponses parfois surprenantes aux questions posées : nousavons en e�et préisé la lassi�ation des algorithmes faite par Brigitte Vallée, puisque nousavons montré que, parmi l'ensemble des algorithmes α-eulidiens, seul l'algorithme Par-Exèsappartient à la lasse des algorithmes lents. Nous avons de plus soulevé un point intrigant,puisque la dépendane en α du omportement de es algorithmes n'est pas uniforme sur [0, 1], etque de manière plus surprenante enore ette dépendane est nulle pour ertaines valeurs de α.157



158 ConlusionNous avons présenté dans ette thèse la première analyse de l'algorithme LSB. Son fon-tionnement est maintenant bien ompris, et nous avons mis en évidene quelques-une de sespartiularités, observées expérimentalement par Stehlé [Ste℄. En partiulier, nous avons on�rméla pertinene de et algorithme omme brique de base d'un algorithme Diviser pour Régner, eigrâe aux propriétés de stabilité que nous avons montrées (densité invariante préservée, et...).Nous avons de même renontré au ours de l'analyse une di�érene de omportement étonnanteentre l'algorithme et son extension ontinue : 'est la première fois que nous observons un telphénomène, qui mériterait d'être mieux ompris.En�n nous avons e�etué la première étude préise d'un algorithme à la struture plus om-plexe. Même si ette étude ne prend pas en ompte ertains des prinipaux paramètres du alulmulti-préision, nous avons pu mesurer la part des di�érentes opérations de l'algorithme, eton�rmer que sous ertaines hypothèses généralement véri�ées, elui-i est bien plus rapide quel'algorithme d'Eulide.Ce travail soulève également des interrogations, et peut se prolonger dans plusieurs diretions.On peut tout d'abord tenter de répondre aux quelques questions évoquées préédemment, surles algorithmes α-eulidiens ou l'algorithme LSB. Mais on peut également essayer d'utiliser laméthodologie présentée dans ette thèse dans un adre enore plus vaste.Il existe en e�et d'autres algorithmes dont l'analyse n'a pas été faite. On pense en partiulier àla lasse des algorithmes Mixtes, dans laquelle seul l'algorithme Binaire et les algorithmes pseudo-eulidiens ont été analysés. Un problème enore ouvert est elui de l'analyse de l'algorithmePlus-Moins. On peut raisonnablement penser qu'une fois et algorithme analysé, les analyses desgénéralisations de Weber, Sorenson ou Jebelean seront aessibles ave les méthodes dynamiques.Le fontionnement des algorithmes Diviser pour Régner, omme eux de Shönhage ou deStehlé et Zimmermann, est enore mal ompris. L'étude de l'algorithme de Lehmer-Eulide estlairement un premier pas vers l'analyse de es algorithmes, mais e premier pas est pour l'ins-tant insu�sant, puisque notre analyse ne nous fournit pas assez de préision pour analyser unalgorithme réursif. En partiulier e type d'analyse néessite d'avoir des termes de restes trèspréis, e que ne fournit pas l'analyse en moyenne. Il est possible à partir des travaux présentésdans ma thèse de dé�nir deux approhes possibles. La première onsiste à adapter les travauxde Baladi et Vallée pour faire une analyse en distribution des algorithmes interrompus. Ce typed'analyse permet usuellement d'obtenir les termes de restes souhaités, et on peut don envisagerde s'attaquer de ette manière à l'algorithme de Shönhage. D'un autre �té, il peut être plusjudiieux d'adopter la même démarhe à partir de l'algorithme LSB. D'une part, ei enrihitnotre ompréhension d'un algorithme d'un type partiulier, et d'autre part la stabilité de l'algo-rithme failite l'étude de la version réursive, en partiulier quand on se penhe sur l'évolutiondes distributions. Quoiqu'il en soit, une question pertinente onerne la omparaison des algo-rithmes rapides en fontion de la division utilisée. En e�et, ette omparaison est partiellementfaite dans ma thèse pour les algorithmes �simples�, et il est intéressant de savoir omment elle seréperute à un niveau supérieur.Une des dernières extensions évidentes de es analyses porte sur la généralisation de ette mé-thode à des algorithmes fontionnant dans des dimensions plus élevées. En e�et, les algorithmeseulidiens se généralisent en dimension supérieure en algorithmes de rédution des réseaux ommel'algorithme de Gauss en dimension 2 ou l'algorithme LLL. Un grand pas en avant serait fait sil'analyse dynamique permettait d'analyser es algorithmes. En réalité, l'algorithme de Gauss adéjà été analysé, grâe à des méthodes dynamiques, par Daudé, Flajolet et Vallée [DFV97, Val97℄,mais la généralisation à des dimensions supérieure reste un problème ouvert.
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