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Introduction

L’objet de ce travail est ’étude la famille des algorithmes de calcul de pged, désignés dans le
titre par algorithmes d’Euclide, et plus généralement dans cette thése par algorithmes euclidiens.
On peut se pencher sur ces algorithmes a priori simples pour de nombreuses raisons.

Il y a tout d’abord un évident intérét historique. Décrit dans le Livre 7 des Eléments aux
alentours de 300 avant J.C. (et probablement déja connu deux siécles auparavant), I’algorithme
d’Euclide est d’aprés Knuth [Knu98| le grand pére de tous les algorithmes : “We might call it the
granddaddy of all algorithms, because it is the oldest non-trivial algorithm that has survived to the
present day”. C’est probablement le premier algorithme & avoir été précisément étudié, en 1845
par G. Lamé, qui, de maniére prophétique, a au passage exhibé la premiére application de la suite
de Fibonacci a l'informatique théorique. Pourtant, la compréhension de son comportement est
longtemps restée partielle : ce n’est que trés récemment que Doug Hensley, puis Brigitte Vallée et
Viviane Baladi ont montré que le nombre d’itérations de l’algorithme suivait une loi gaussienne.
Beaucoup de parameétres restent & étudier sur les algorithmes euclidiens.

Mais c’est peut-étre dans 'omniprésence du calcul de pged en arithmétique que réside la
principale motivation pour de telles analyses. On peut citer entre autres le calcul fractionnaire,
la cryptographie & clé publique, le calcul d’inverses modulaires ou de bases de Grobner (d’aprés
Tudor Jebelean [Jeb95], le calcul de pged occupe 60 % du temps de calcul d’une base de Grébner),
etc...

L’importance du calcul de pged dans ces applications pose la question de D'efficacité de ses
différentes techniques de calcul. Tl est surprenant de noter qu’il existe trés peu d’algorithmes
significativement plus efficaces que I'algorithme d’Euclide (par significativement on entend que la
complexité en bits dans le pire des cas n’est plus quadratique, mais sous-quadratique). Et encore,
ces algorithmes ne le sont vraiment que lorsque la taille de ’entrée dépasse quelques milliers de
bits, en particulier parce qu’ils tirent parti de la multiplication rapide, elle méme efficace a partir
d’un certain rang. Les autres algorithmes sont tous de complexité au moins quadratique, et la
bonne approche pour les comparer, complémentaire des expérimentations pratiques, est l’analyse
en moyenne.

L’analyse usuelle d’algorithmes, qui consiste & exhiber I'entrée qui maximise le temps de
calcul de l'algorithme n’est ici que peu instructive. Il est plus pertinent d’étudier le compor-
tement moyen de ’algorithme, c’est-a-dire d’effectuer une étude probabiliste sur I’ensemble de
ses entrées. Cette thése se situe donc dans le cadre général de ’analyse en moyenne d’algorithmes.

Cette branche de 'informatique, initiée par Knuth dans les années 60, est souvent une analyse
pertinente :
— elle est réaliste, dans la mesure ou elle décrit le comportement “réel” des algorithmes, tel
qu’observé en pratique,
— elle apporte une compréhension fine de ’algorithme, puisque 1’analyse requiert une étude
tres précise des mécanismes sous-jacents a 1’algorithme.



2 Introduction

Depuis sa création par Knuth, ce domaine s’est enrichi de nombreuses contributions, et les
techniques existantes sont de natures trés variées. On peut consulter les livres de Flajolet et
Sedgewick [FS96, FS| pour une introduction a I’analyse d’algorithmes. Cependant, comme nous
allons D’expliquer plus bas, les outils classiques ne sont pas suffisants pour l'analyse des algo-
rithmes euclidiens.

Jusqu’au milieu des années 1990, ’analyse d’algorithmes euclidiens illustrait particuliérement
bien la disparité de techniques d’analyse en moyenne. En effet, la premiére analyse en moyenne
de lalgorithme d’Euclide a été faite indépendamment par Heilbronn [Hei69] et Dixon [Dix70]
en 1971, avec des approches trés différentes. L’étude de Dixon était de nature probabiliste, alors
que celle de Heilbronn était basée sur les propriétés combinatoires de certaines décompositions
des entiers. Les analyses qui suivirent utilisérent également des techniques variées. On peut citer
celle de 'algorithme Centré par Rieger [Rie78], celle de I'algorithme Soustractif par Knuth et
Yao [YKT75], celle (partielle) de ’algorithme Binaire par Brent [Bre76| et enfin ’analyse plus
récente de Hensley [Hen94| de 'algorithme d’Euclide. Ces auteurs ont en particulier montré que
le nombre moyen d’itérations de ces algorithmes est asymptotiquement linéaire en la taille de
I’entrée, excepté pour 'algorithme Soustractif pour lequel cette quantité est quadratique. Les
travaux d’Hensley ont de plus prouvé que le nombre d’itérations de 'algorithme d’Euclide suit
une loi gaussienne.

Il a fallu attendre le milieu de années 1990 pour qu’une méthodologie unifiée d’analyse voie le
jour. C’est en 1994 que Brigitte Vallée a pour la premiére fois utilisé 'approche dynamique pour
l’analyse d’algorithmes [DFV97], qui s’est étendue & ’algorithme d’Euclide dans [Val97, FV9§]|,
puis finalement a l’algorithme Binaire dans [Val98al].

Cette approche lui a permis d’obtenir, dans [Val03]| puis [AV00, Val00], une classification
des algorithmes euclidiens d’une part en algorithmes “rapides”, dont le nombre d’itérations et
la complexité en bits sont linéaires et quadratiques en moyenne, et d’autre part en algorithmes
“lents”, pour lesquels ces quantités sont quadratiques et cubiques. Les algorithmes qui rentrent
dans cette classification sont nombreux, on distingue en particulier I’algorithme d’Euclide, les
algorithme Centré et Par-Excés, I’algorithme Binaire ou encore les algorithme pseudo-euclidiens.

Cependant, il reste de nombreux algorithmes dont on ignore le comportement : cette these
en étudie trois, et chacun pose des questions différentes.

Les algorithmes a-euclidiens dépendent d’un paramétre réel « € [0, 1], et généralisent nombre
d’algorithmes connus puisque pour « = 1,1/2 ou 0, on retrouve les algorithmes d’Euclide, Centré
et Par-Excés. Les deux premiers sont des algorithmes rapides, alors que le dernier est lent. La
question est alors de savoir comment varie le comportement de l'algorithme en fonction du
paramétre «. Pour une valeur de o générique, l'algorithme est-il rapide ? lent ?

L’algorithme LSB a été introduit récemment par Stehlé et Zimmermann [SZ04]. Bien qu’a
premiére vue proche de I’algorithme Binaire, il appartient a une classe d’algorithme jamais étudiée
jusqu’a présent, puisqu’il n’utilise que les bits de poids faible des entiers pour guider les divisions.
On peut donc se demander s’il appartient & la classe des algorithmes rapides, et surtout si les
méthodes développées jusqu’ici s’appliquent toujours.

Enfin, seuls les algorithmes a la structure simple ont été étudiés jusqu’a présent. Or, les algo-
rithmes les plus utilisés en pratiques sont souvent plus complexes. Ici encore, se pose la question
de Defficacité des méthodes dynamiques pour analyser de tels algorithmes, comme 1’algorithme
de Lehmer-Euclide, étudié dans ce mémoire.

Nous avons répondu a ces questions, et en particulier montré que la méthodologie générale
de 'analyse dynamique permet de traiter ces problémes.



Avant d’expliquer en quoi ces analyses ont permis d’étendre le champ d’application de ’ana-
lyse dynamique, expliquons en quelques lignes en quoi consiste cette démarche.

L’analyse dynamique d’algorithmes repose sur le mariage assez inattendu de deux domaines
a priori distincts : 'analyse d’algorithmes et la théorie des systémes dynamiques.

L’approche naturelle, quand on veut étudier un algorithme euclidien est de faire I’analyse de la
structure sous-jacente a l'algorithme, qui est le développement en fraction continue du rationnel
formé avec l'entrée de l'algorithme. Cette approche est, par exemple, celle choisie par Knuth
dans 'analyse heuristique de I’algorithme d’Euclide [Knu98|. La principale difficulté rencontrée
alors est que le processus qui génére le développement en fraction continue est généralement un
processus & mémoire non-bornée : le néme chiffre du DFC dépend des n — 1 chiffres précédents.
Les techniques usuelles d’analyse d’algorithmes sont peu adéquates pour traiter cette situation.
Par exemple, une modélisation en chaine de Markov (donc & mémoire bornée) n’est pas possible.
Pour les mémes raisons, les manipulations usuelles de séries génératrices, & base de dictionnaires,
ne sont plus possibles. Une maniére élégante et efficace de résoudre ce probléme est de voir le
processus comme un systéme dynamique. On accéde de cette maniére a toute une gamme d’outils
appropriés pour traiter les corrélations non bornées. L’utilisation conjointe de ces outils et de
ceux plus classiques de 'analyse d’algorithmes permet en général de faire I’étude de 1’algorithme.

Cette approche, déja utilisée par Brent et Hensley, a été développée et formalisée par les
travaux successifs de Brigitte Vallée. Dans le cadre des algorithmes euclidiens, il faut citer tout
d’abord l'analyse de l'algorithme de Gauss [DFV97|, d’Euclide [FV98, Val97|, de I’algorithme
Binaire [Val98a], puis celle d’une classe entiére d’algorithmes [Val03], et enfin les analyses plus
fines présentées dans [AV00, Val00], ou est étudiée la complexité en bits, paramétre plus perti-
nent (et bien str plus difficile & analyser) que le nombre d’itérations. Enfin, il faut préciser que
cette approche a des applications également en théorie de 'information : le systéme dynamique
est alors la source qui émet des symboles, et 'étude de cette source [Val01l| permet de traiter des
problémes liés & la recherche de motifs (travaux de Bourdon et Vallée [BNV01, BV02]) ou aux
structures (trie, patricia trie, etc... ) naturellement associées a ces sources (travaux de Clément,
Flajolet, Vallée, Bourdon, [CFV01, CFV98, Bou01]).

Pour préciser les contributions de cette thése & ce domaine, il faut tout d’abord décrire com-
ment procéde une analyse dynamique d’algorithme. On procéde usuellement en trois étapes.

Etape 1. La premiére étape est un étape de modélisation. Le but est d’étendre 'algorithme
(discret) étudié en un systéme dynamique (continu), possédant si possible de bonnes propriéteés.
On fait cette extension en général en deux temps. Tout d’abord on observe l'action de l’algo-
rithme sur les rationnels : si (u,v) est 'entrée de l'algorithme, et (v,r) la paire obtenue apres
une itération, alors on considére I’application qui au rationnel v/u associe le rationnel r/v. On
étend ensuite cette application a un ensemble continu, et on obtient généralement un systéme
dynamique. Notons que cette derniére extension n’est pas toujours triviale, puisque la dynamique
sous-jacente & l'algorithme peut dépendre de notions non-définies dans un monde continu.

Etape 2. Une fois modélisé I’algorithme, on cherche & déterminer le comportement du systéme
dynamique, son évolution au cours du temps. Cette étude, de nature probabiliste, nous éloigne &
premiére vue du probléme initial (les exécutions de 'algorithme correspondent aux trajectoires
des points rationnels, qui forment un ensemble négligeable du point de vue du comportement
global du systéme). Son intérét réside essentiellement dans les outils employés ici, & savoir I’opé-
rateur de Perron-Frobenius, et un premier opérateur de transfert, qui joueront un grand role
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FiG. 1 — Les principales étapes de ’analyse dynamique

dans la derniére étape.

Etape 3. La derniére étape est celle du transfert “du continu au discret”. Il s’agit de transposer
les résultats de ’étude faite précédemment aux algorithmes. Les opérateurs utilisés & I'étape 2
sont maintenant transformés en un autre opérateur de transfert, qui hérite des propriétés dé-
crites & ’étape précédente. Le retour & 'algorithme se fait maintenant en reliant cet opérateur de
transfert aux séries génératrices qui permettent de faire ’analyse de I’algorithme. Les propriétés
fonctionnelles de 'opérateur se transforment en propriétés analytiques pour les séries, ce qui
permet de conclure I"analyse.

Les analyses présentées dans cette thése nous ont permis d’élargir le champ d’application de
cette méthode, & plusieurs niveaux.

Lors de ’analyse des algorithmes a-euclidiens, menée en collaboration avec Jérémie Bourdon
et Brigitte Vallée, les techniques usuelles ne s’appliquaient plus pour les étapes 2 et 3, parce que les



systemes dynamiques correspondant & ces algorithmes ne satisfont pas les conditions rencontrées
précédemment dans les autres analyses. Il a donc fallu modifier en profondeur ces techniques.
Nous avons ainsi mis au point des méthodes plus générales et plus maniables, dorénavant utilisées
dans notre groupe. Ce travail a donné lieu & une publication dans la revue Journal of Algorithms
[BDV02].

L’analyse de l’analyse LSB se distingue des précédentes dés la premiére étape. En effet,
I’extension de l’algorithme ne conduit pas a un systéme dynamique réel, mais & un systéme
dynamique défini sur 'ensemble Q2 des nombres 2-adiques. Cette situation nouvelle a nécessité
un traitement particulier. En effet, les arguments employés dans les étapes 2 et 3 font appel & la
théorie des produits de matrices aléatoires, ce qui est nouveau dans le domaine et ouvre la porte
a de futures analyses. Ce travail, effectué conjointement avec Véronique Maume-Deschamps et
Brigitte Vallée, paraitra dans la revue Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science
[DMDVO05] et a fait I’objet d'un premier rapport technique [Dai04].

Enfin, le travail sur ’algorithme de Lehmer-Euclide a conduit & changer le point de vue
des analyses, puisque les paramétres importants ne concernent plus une exécution compléte de
I’algorithme, mais I’état des principales grandeurs a4 un moment donné de cette exécution. Nous
avons été amenés & analyser ce qu’on appelle 'algorithme d’Euclide interrompu. Ce travail, réalisé
en collaboration avec Brigitte Vallée, a été publié dans la revue Combinatorics, Probabilities and
Computing [DV04].

Organisation du manuscrit

La these est organisée de maniére a suivre une a une les principales étapes de l’analyse
dynamique. A chaque étape, nous indiquons comment traiter les différents cas abordés.

Nous commengons dans le premier chapitre par décrire les algorithmes étudiés ici. Nous
décrivons au passage ’ensemble des algorithmes euclidiens, méme si certains de ces algorithmes
ne seront pas étudiés par la suite. Nous précisons le cadre probabiliste dans lequel nous menons
les différentes analyses, et présentons de maniére informelle I’ensemble des résultats connus sur
ces algorithmes.

Le second chapitre est consacré & la premiére étape de l'analyse, c’est-a-dire a la modéli-
sation en systéme dynamique. On présente ici plusieurs modélisations de différentes natures,
puisque nous serons amenés a manipuler des systémes dynamiques de l'intervalle, des systémes
dynamiques probabilistes ou encore des systémes dynamiques 2-adiques.

Les chapitres 3 et 4 sont consacrés aux principaux outils utilisés en analyse dynamique.
Nous décrivons dans le chapitre 3 les séries génératrices, et dans le chapitre 4 les opérateurs
de Perron-Frobenius et les opérateurs de transfert. Nous terminons ce chapitre en reliant ces
derniers opérateurs aux séries génératrices, ce qui constitue une des pierres de base de la derniére
étape de l'analyse.

L’essentiel de ’analyse est fait au chapitre 5. Nous y décrivons quelles sont les méthodes
adaptées a chaque type de systéme, et donc a chaque type d’opérateur. C’est dans ce chapitre
que sont énoncés précisément les différents résultats obtenus.

Le chapitre 6 est consacré a 1’étude de l'algorithme de Lehmer-Euclide. Il occupe une place
a part puisqu’il ne s’agit pas exactement d’une analyse dynamique telle que nous I’avons décrite
au paragraphe précédent.
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Algorithmes Euclidiens
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De nombreuses techniques de calcul pged ont été développées, depuis I’algorithme d’Euclide
dans l'antiquité grecque en passant par les améliorations de Lehmer ou Schonhage, jusqu’au
récent algorithme de Stehlé et Zimmermann, par exemple. Nous ne faisons pas ici une présentation
exhaustive de tous ces algorithmes, mais décrivons les plus importants d’entre eux et insistons
plus particuliérement sur ceux étudiés dans ce mémoire.

Nous présentons deux classifications successives de ces algorithmes. La premiére distinction
se fait selon la structure méme de I'algorithme. En effet, les algorithmes les plus basiques fonc-
tionnent comme 'algorithme d’Euclide par divisions successives, et c’est la nature de la division
qui différencie les algorithmes. Les algorithmes plus perfectionnés sont d’une structure plus com-
plexe. Ils utilisent certaines propriétés de stabilité des divisions pour accélérer les calculs. L’idée
de base est que le quotient produit par une division ne dépend que d’une partie des bits des
entiers, et on peut donc simuler une exécution d’un algorithme basique par une suite d’opéra-
tions sur des entiers plus petits. A ce niveau, il existe deux approches : celle de 'algorithme

7
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Lehmer-Euclide, itérative, et celle de 'algorithme de Schonhage, basée sur une stratégie Diviser
pour Régner. On peut généralement associer & chaque algorithme “basique” sa (ses) version(s)
accélérée(s). Les algorithmes présentés dans ce chapitre appartiennent & la premiére catégorie,
ce sont des algorithmes simples, les algorithmes rapides seront présentés dans le chapitre 6.

Comme nous venons de le dire, on distingue les algorithmes basiques selon la nature de
la division qu’ils utilisent. Nous considérons essentiellement trois familles de divisions, chacune
d’elle étant caractérisée par la partie des entiers qu’elle manipule.

Dans la premiére, la famille MSB (Most Significant Bits), on trouve 'algorithme d’Euclide :
le quotient apparaissant dans la division euclidienne standard dépend principalement des bits do-
minants des deux entiers, et les divisions successives tendent a faire “disparaitre” les bits de poids
forts. Les algorithmes de cette classe générent une suite de restes décroissante. Outre l’algorithme
d’Euclide, et ses variantes les plus connues (algorithmes Centré, Par-Excés, Pair ou Impair), nous
introduisons dans cette famille la classe des algorithmes a-euclidien. Ces algorithmes, initiale-
ment introduits par Nakada [Nak81]| sous la forme d’un développement en fraction continue,
dépendent d’un paramétre réel o compris entre 0 et 1, qui détermine la position du reste r
engendré par la division par rapport a Uentrée (u,v). Leur étude est instructive, en particulier
parce qu’elle généralise certaines analyses antérieures : pour les valeurs o = 0,1/2, 1, I'algorithme
correspondant n’est rien d’autre que ’algorithme Par-Excés, Centré ou d’Euclide standard.

La seconde famille est celle des algorithmes LSB (Least Significant Bits). Le principal algo-
rithme de la classe, que nous appelons ’algorithme LSB, a été introduit récemment par Stehlé
et Zimmermann [SZ04]. Le but initial était d’utiliser la division LSB pour mettre au point un
algorithme de type Diviser pour Régner, qui s’avére étre a ce jour le plus simple a décrire, &
prouver et & implanter des algorithmes rapides. On peut voir la division LSB comme symétrique
de la division MSB : elle est guidée par les bits de poids faibles, et tend faire “disparaitre” les
bits de poids faible des entiers. Une exécution de ’algorithme génére une suite de restes dont le
nombre de zéros & la droite de leur écriture binaire est croissant.

Enfin, la derniére famille contient les algorithmes Mixtes, qui utilisent a la fois les bits de
poids fort et les bits de poids faible des entiers. On y retrouve les algorithmes pseudo-euclidiens,
ainsi que les dérivés de I'algorithme Binaire. Les algorithmes pseudo-euclidiens sont décrits dans
[Knu98, Sha90, Val03] : étant donné un algorithme MSB, on élimine par décalage les puissances
de 2 apparaissant au cours de I’exécution de I’algorithme. Les bits de poids forts interviennent
donc dans le choix du quotient, et les bits de poids faible dans les décalages successifs. L’algo-
rithme Binaire, introduit par Stein [Ste67] en 1961, procéde de maniére différente (méme si on
peut le voir comme la pseudo version de I'algorithme Soustractif) : on fait d’abord apparaitre
des puissances de 2 par soustractions, qu’on fait ensuite disparaitre par décalage. Ce processus se
répéte et le test d’arrét dépend d’une comparaison entre entiers : c’est ici qu’interviennent les bits
de poids forts. Il existe de nombreuses variantes de cet algorithme : la premiére est ’algorithme
Plus-Moins de Brent et Kung [BK85|, et on a ensuite différentes généralisations de ce procédé,
dues entre autre & Sorenson [Sor94|, Weber [Web95] ou Jebelean [Jeb93b].

Ce chapitre est dans un premier temps consacré a la description des algorithmes de chaque
classe. Aprés avoir décrit, par soucis de clarté et pour introduire les notations, un algorithme
euclidien “générique”, nous effectuons un léger détour par la cas polynomial, pour expliquer en
quoi la distinction en trois classes n’y est pas pertinente du point de vue de ’analyse en moyenne.
Puis nous décrivons dans les paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5 les algorithmes MSB, LSB et Mixtes.
Certains des algorithmes présentés ne seront pas étudiés par la suite. Enfin, le paragraphe 1.6
est consacré a ’analyse en moyenne des algorithmes : nous détaillons le cadre probabiliste dans
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lequel nous nous placons ainsi que les principaux paramétres que nous étudions, puis présentons
les différents résultats obtenus dans le domaine : ceux antérieurs & mes travaux, et ceux décrits
dans la theése.

1.1 Formalisme générique des algorithmes euclidiens

Soient deux entiers u et v. Une division euclidienne générique de u par v s’écrit sous la forme
_ k
u=vq+e2"r, (1.1)

ou le triplet d(u,v) = (q,e,k) avec ¢ = +1 et k € N est le quotient, ou chiffre, de la division et
7 le reste. Si on note M|y la matrice
0 1
M[d] o ( ek q )

() =wa-(0)

Un algorithme euclidien est une succession de divisions et d’échanges, qui se termine avec un
reste nul (ou égal & un selon les cas, mais il est toujours possible de se ramener & un reste nul).
Si pour une entrée (u,v) l'algorithme considéré effectue p divisions, on obtient une suite de la
forme

alors (1.1) s’écrit également

up=u, up=v, uy=uiq +e12"uy, up = usqy + €22 us, . .. up-1 = upgy + 0 (1.2)

et le dernier reste non nul est alors le pged de u et v (éventuellement & une puissance de 2 pres).
Nous notons (u;) et (d;) les suites de restes et de quotients engendrées par 1’algorithme. Si on
note U; et Mg, les vecteurs et matrices suivantes

Ui = ( um ) Mi = Mg Mgy - - Mgy,

Uj

alors on obtient

Ui = Mg, Uivr,  Uo = Mill;,

U():Ml--< 0 >
Up

Mo — bit1  @it1
¢ bz‘ a;

alors a; et b; sont les i-émes continuants, notamment utiles pour approximer le rationnel v/u.
On définit de maniere symétrique les convergents s; et ¢; en posant M; = M4 Mq,). Les
convergents sont alors les coefficients de cette matrice.

et en particulier

Si la matrice M; est donnée par

]

Chacun des algorithmes décrits dans les trois sections suivantes sera présenté sous ce forma-
lisme. Nous récapitulons dans la figure (1.8) les caractéristiques des restes et quotients relatifs a
chaque type de division.
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1.2 Les algorithmes euclidiens sur les polyndémes

Avant d’introduire les algorithmes euclidiens sur les entiers, nous allons faire un rapide survol
de la situation polynomiale. Etant donnés deux polynomes Py et Py, avec deg (Py) > deg (P),
la division euclidienne de Py par P; est définie par la relation

Py =PiQ1+ Ps, deg P, < deg P, ou P, =0.

Cette division tend donc & faire “disparaitre” les termes de plus haut degré des deux polyndmes,
et se calcule par soustractions et comparaisons entre les degrés des deux polynoémes successives.
Considérons par exemple les deux polynomes suivants, définis sur Fo[X],

P(X)=X"+X'+X?+1, PX)=X3+X*+X. (1.3)
La division de Py(X) par P;(X) est donnée par
X+ X+ X2+ 1) =(XP+ X2+ X) - (X2 4+ 1)+ (X +1).
et a été obtenue en faisant les soustractions suivantes :
(X°+ X'+ X2+ 1) - X2 (X34 X2+ X) = X34+ X241,
(XP+X2+1) - (XP+X*+X) = X+1.
Il apparait clairement ici que le calcul de la division euclidienne est guidé par les termes de plus
haut degrés des deux polyndmes, qui disparaissent au fur et & mesure que 1’on itére les divisions

au cours de l'algorithme d’Euclide. On obtient donc une suite de restes de degrés décroissants.
Sur ’exemple choisi, cette suite est donnée par :

(X°+ X'+ X*+1), (X°+X*+X), (X+1), 1, 0,

et donc les deux polynoémes sont premiers entre eux.

Il existe une approche symétrique, qui consiste & faire disparaitre les termes de bas degrés. Si
on note v(P) I'indice du plus petit coefficient non-nul du polynéme P (ou de maniére équivalente
le plus grand exposant k tel que X* divise P), alors étant donnés v(Py) < v(P;) on peut définir
la division

Py=P Q1+ P, v(P)<v(P) ou P,=0.

Celle-ci se calcule de maniére symétrique a la division usuelle, la division des polyndémes définis
en (1.3) est

1
(XP+ X'+ X2+ 1) =X+ X2+ X)- <§+1> +(X°+ X+ X34+ X?).

L’algorithme obtenu effectue alors les divisions
(XP+ X'+ X241 = (X*+X24+X)- (%4‘1) + X+ X X3+ XY, (14)
(X3 + X2+ X) = (X5+X4+X3+X2)-%+X4,
(X°+ Xt 4+ x34+ X% = x*. <i+i+1> + X5,

X2 X

1
Xt = X°. = +0
x Y
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dont on déduit pged (Py, P) = w5 X° = 1.

On peut donc définir naturellement sur les polynoémes deux divisions & priori différentes, une
guidée par les termes de plus haut degré, 'autre par les termes de plus bas degré. En réalité,
ces deux divisions conduisent & des algorithmes aux comportements probabilistes identiques. En
effet, si on note P le polynome miroir de P défini par P(X) = a, + ap_1X + -+ + agX™ si
P(X)=ay+ a1 X + -+ a, X", alors les miroirs des restes produits par ’algorithme d’Euclide
usuel sur entrée (Py, P;) et les restes produits par le second algorithme sur (Py, P;) sont les
mémes, et inversement. Ainsi I’algorithme usuel appliqué aux polynomes

PB(X)=X'+X34+X+1, P(X)=X*+Xx34+X?
effectue les divisions

X+ X34+ X+1) = X*+X4+X) X +D+(XP+ X2+ X +1),
X'+ X3+X%) = (XBP+X2+X+1)- X+ X,
(XP+X2+X+1) = X (X2+X+1)+1
X = 1-X+0.

On retrouve ainsi la suite des miroirs des restes de (1.4). Cette propriété repose en particulier
sur le coté non-archimédien des normes définies sur les polynémes, et donc sur l'absence de
propagation de retenue. La situation est bien str différente sur les entiers.

1.3 Les algorithmes MSB

Cette section est dédiée a la description des algorithmes utilisant les bits de poids forts lors du
calcul de la division. Nous présentons tout d’abord l'algorithme d’Euclide, puis quelques une de
ses variantes, et finalement les algorithmes a-euclidiens qui généralisent plusieurs des algorithmes
de cette classe.

1.3.1 L’algorithme d’Euclide &£

L’algorithme d’Euclide £ est basé sur la division euclidienne standard. Soient u et v deux
entiers positifs et u > v. Alors la division euclidienne de u par v est définie par

u=uvq+r, 0<r<uw. (1.5)

Le quotient d est réduit & un seul élément ¢, qui est bien str donné par

-3

ou |.| désigne la partie entiére. Ainsi, la division de 29 = 111015 par v = 12 = 11004 renvoie le
reste 5 = 1015 :
111015 = 11009 x 109 + 1015.

Il existe de nombreuses méthodes pour calculer cette division, allant de la plus élémentaire,
la division “a la main”, aux plus sophistiquées utilisant la multiplication rapide de Karatsuba ou
la FFT. Mais quelle que soit la méthode utilisée, la division est essentiellement guidée par les
bits de poids forts des entiers, que ’on fait par la suite disparaitre au fur et a mesure que ’on
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Entrée : (u,v) € N2, avec u > v.
Sortie : pged (u,v).

(uo, u1) = (u,v);

1:=0;

Tant que wu;1q1 # 0
Giv1 = d(ui, uiy1);
Ui42 = U — Ui41Gi41
ti=1+4+1;

Renvoyer u;.

Fia. 1.1 — L’algorithme d’Euclide &£.

itere les divisions lors de 'exécution de ’algorithme d’Euclide.
Par exemple, si on applique l'algorithme d’Euclide aux entiers 115 = 11100115 et 82 =
10100105 on obtient la suite de restes

115 = 11100114
82 = 10100109

33 = 1000014
16 — 100002
1= 19
0= 02

L’algorithme d’Euclide est souvent utilisé dans sa version étendue, qui non seulement calcule le
pged des deux entiers mais également les coefficients de Bezout e et f définis par

eu + fv = pged (u,v).

Ces coefficients sont obtenus par le calcul de deux suites supplémentaires, (e;) et (f;), définies
par

(eo, fo) = (1,0), (e, f1) = (0,1),..., (eir1, fir1) = (€i-1, fi-1) — qiles, fi), - - -

ce qui garantit que pour tout ¢ :
eiu + fiv = u;.

Cette relation est notamment vraie pour ¢ = p, et il suffit donc de poser e = ¢,, f = f, pour
obtenir les coefficients de Bezout. L’algorithme d’Euclide étendu, £X | est présenté dans la figure
(1.2). Remarquons finalement que les suites (e;) et (f;) sont étroitement liées aux continuants a;
et b;. En effet, on vérifie pour tout 7 :

\ei\:ai et ’fz’:bz

1.3.2 Les algorithmes d’Euclide interrompus

Nous introduisons dés maintenant ce que nous appelons ’algorithme d’Euclide interrompu de
paramétre ¢, noté &. Cet algorithme n’est rien d’autre que I’algorithme d’Euclide standard, dans
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Entrée : (u,v) € N2 avec u > v.
Sortie : pged (u,v) et coefficients de Bezout
(e, f).

(ug,u1) == (u,v);
1:=0;
(e0s fo) == (1,0);
(e1, f1) == (0,1);
Tant que ;11 # 0
Giv1 = d(ui, uig1);
Ui42 = U — Ui41Gi41
(eiv2, fiv2) = (e, fi) — qiva(eit1, fiv1);
ti=1+4+1;
Renvoyer wu; et (e, f) := (e, fi)-

Fia. 1.2 — L’algorithme d’Euclide étendu £X.

lequel le test d’arrét u; 1 = 0 est remplacé par u; < u! (voir figure (1.3)), ¢ étant un parameétre
réel compris entre 0 et 1. Lorsque ¢t = 0, on retrouve l'algorithme d’Euclide standard, et lorsque
t = 1, lalgorithme ne fait rien. Cet algorithme est intrinsequement lié & la décroissance de la
suite des restes, ce qui en fait un objet d’étude privilégié. Il intervient notamment de maniére
centrale dans 'analyse de l'algorithme de Lehmer-Euclide du chapitre 6.

Entrée : (u,v), avec u > v, t € [0,1].
Sortie : u; avec u; > ut > wuiiq

(ug,u1) := (u,v);

1:=0;

Tant que wu; > ut
Qi1 = d(ug, uit1);
WUj+2 = Uj — Ui+ 1Gi+1 5
ti=1+1;

Renvoyer u;.

Fic. 1.3 — L’algorithme d’Euclide interrompu de paramétre ¢, &;.

Enfin nous noterons £5 un autre algorithme interrompu, qui s’arréte a la |0p|-éme itération
si le nombre total d’itérations est p, § étant un parameétre réel compris entre 0 et 1. C’est bien
str un algorithme totalement artificiel, mais son étude permet de mieux comprendre I’évolution
des principales quantités engendrées par l'algorithme.

1.3.3 Quelques variantes de 1’algorithme d’Euclide

A partir de I'algorithme d’Euclide, il est possible de définir d’autres algorithmes, en impo-
sant des restrictions sur le quotient, comme pour les algorithmes Pair et Impair, ou sur les restes
comme pour les algorithmes Centré et Par-Excés.
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On peut ainsi imposer au quotient g d’étre pair (respectivement impair), et obtenir la division
Paire (resp. Impaire) définie par

u=qu+er, qpair (resp. impair), e=+1, 0<r<w.

On calcule le chiffre d = (q,¢) a partir de celui renvoyé par la division euclidienne standard en
posant
de (g, +1) si g est pair (resp. impair),
' (g+1, —1) sinon .

Ainsi le quotient de la division Impaire de 29 par 12 est 3 :
20 =12x3-T1.

En itérant les divisions on obtient les algorithmes 7 et P.

De la méme maniére, les restrictions peuvent porter sur la position du reste r par rapport au
diviseur v. C’est le cas des divisions définissant les algorithmes Centré C et Par-Excés X.
La division Centrée renvoie un reste compris entre 0 et v/2 :

v
u=vq+er, €==l, O§r<§,

le chiffre d = (q,¢) étant calculé a partir de la division standard par

_ (g, +1) si0<r<3g,
(g+1, =1) sig<r<w.

Notons que dans ce cas ¢ n’est rien d’autre que

o= [5]

ou |x| désigne 'entier le plus proche de z. Cette division conduit a l’algorithme Centré C.

L’algorithme Par-Excés X est basé sur la division
u=vqg—r, 0<r<w.

Le quotient ¢ est maintenant donné par

~[2)

ou [x] désigne le plus petit entier supérieur ou égal a .

1.3.4 Les algorithmes a-Euclidiens &,

Les algorithmes a-euclidiens ont d’abord été introduits par Nakada [Nak81|, ainsi que par
Moussa, Cassa et Marmi [MCM99], sous forme de développement en fraction continue. La mo-
délisation sous forme d’algorithme euclidien a été faite dans [BDV02]. II existe deux types d’al-
gorithmes a-euclidiens : les repliés, notés Ea et les non-repliés notés &, (nous notons &, lorsqu’il
n’est pas nécessaire des différencier les deux types d’algorithmes). Nous commencons par présen-
ter les algorithmes non-repliés, qui peuvent étre vu comme une généralisation de variantes des
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algorithmes Par-Excés et Centré. Puis nous expliquons comment on replie un algorithme.

Etant donnés deux entiers (éventuellement négatifs) u et v tels que v/u € [~1/2,1/2], on
peut définir de maniére alternative une division centrée par
<

w=c(vg+r), —=<s<

SH
(NN

(NN

ou € est le signe de v/u. De méme, étant donnés deux entiers u et v tels que v/u € [—1,0], on
peut définir une division Par-Excés en posant

u=uvq+r, —1§f<0.
v

Ces divisions sont définies par la position du rationnel r/v qui doit se trouver dans la fenétre
[—1/2,1/2] ou [—1,0[ (dans le cas de 'algorithme d’Euclide la fenétre considérée est [0,1[). Il
est maintenant naturel de généraliser ces divisions en imposant au reste de se situer dans une
fenétre [(ov — 1), ], ol @ est un paramétre réel compris entre 0 et 1. Quand « vaut 1, 1/2 ou 0
on retrouve donc les divisions Standard, Centrée et Par-Exces telle que présentées ci-dessus.

Plus rigoureusement la division a-euclidienne non-repliée est de la forme
o= = r _ . v
u=¢ewg+7r), a—1<-<a, ¢&:= signede —.
v u
Le quotient d = (g, &) se calcule a partir de la paire (g, r) relative a la division euclidienne de |u

par |v| par

_ i v L0<
g { (g, signe de ) si0<r<aw, (1.6)

(¢+1, signede ¥) siav<u<uw.

Il est maintenant possible de “replier” I'intervalle [(aw — 1), en un intervalle [0, ™[, ou at =
max(c, 1 — «), ce qui conduit & la division repliée :

)

e PN T
u=vg+er, 0<-<at.

<

Dans ce cas, les entiers considérés sont toujours positifs, et le quotient d = (g, €) est calculé a
partir de la paire (g, r) par :

g (g, +1) si0<r<aw,
Tl (g+1,-1) siav <r<ow.

Les algorithmes obtenus SAa généralisent les versions classiques des algorithmes Centré et Par-
Exces.

Les algorithmes repliés et non-repliés sont trés similaires. Considérons les exécutions de ces
algorithmes sur une entrée (u,v) vérifiant 0 < v < atu :

wy=u, U =v, ug==¢e(U1q+u), U =E&2(u2qa+u3z), ... ,Up—1 = Ep(Upgy+0),

o~ o~

Up=u, U =v, Uyg=uUiq1 +E1Uz, Ul = U2q2 +E2U3, ... ,Up_1 = Upqp+0.
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Alors les suites de chiffres et de restes sont liées par

i+1
Eo=1, & = signedew, ¢ =q, et@zHéj pour ¢ > 1.
J=2

Remarquons de plus que dans les deux cas, ¢ est donné par
U
q = L_ +1- aJ ;
v
et que le chiffre d = (g,¢) prend ses valeurs dans I’ensemble suivant :

{le,-1) g¢=r"()}U{(e,+1), g¢=r"(a)}

avec

() = {1+1_a2J, r(a) = PJF o J

« l1—«

1.4 Les algorithmes LSB

Nous présentons maintenant ’algorithme LSB, noté £, introduit par Stehlé et Zimmermann
dans [SZ04]. De maniére similaire & ce qui a été fait sur les polynémes dans la section 1.2, il est
possible de définir sur les entiers une division symétrique & la division euclidienne standard. La
démarche sera dans la premier temps la méme : on définit la valuation 2-adique v(u) d’un entier
u par

v(u) := max {k, 2k|u} .
La norme 2-adique |u|y est ensuite donnée par
|u|2 = 27u(u)’

et dépend donc des bits de poids faible des entiers. Nous cherchons donc a construire une division
qui étant donnés deux entiers u et v vérifiant |uly > |v]y génére un quotient ¢ et un reste r de
sorte que

u=vg+r, ¢>0 et |rla<]vfa. (1.7)

Le calcul de cette division est symétrique au calcul de la division euclidienne standard. Cette
derniére procéde par décalages & gauche et soustractions successives, alors que la division LSB
est composée de décalages a droite et soustractions. L’étape de base de cette division est donc
I'opération

wi=u— v 2vW—r)

qu’il suffit de réitérer jusqu’a obtenir |ula < |v|a. L’algorithme obtenu produit donc le reste et
le quotient satisfaisant (1.7). Notons que dans ce cas, le quotient ¢ est un rationnel de la forme
q = a/2%, les entiers a et k étant donnés par

k:=wv(v)—v(u), aimpair et 0<a < 28
Ainsi les soustractions successives effectuées lors de la division de 29 = 111015 par 12 = 11004
sont

111015 — 119 = 110109, 110109 — 1109 = 101002, 101005 — 11005 = 10004,
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ce qui se résume par

1y + 104 + 100 7
111015 = 11005 x 2 1020+ 2 11000y, i..,20 = X 12+8
2

Certains problémes peuvent cependant apparaitre lorsqu’on itére ces divisions. Remarquons
tout d’abord qu’une telle division peut trés bien générer un reste négatif, et que la division d’un
entier positif par un entier négatif produit un reste éventuellement supérieur (en valeur absolue)
aux deux entiers de départ. On peut de la sorte obtenir une suite infinie de divisions. C’est le
cas si on pose u = —1 et v = 2 : la suite des restes est -1, 2, -4, 8, -16 etc... Une maniére d’éviter
ce probléme est de centrer le quotient ¢ pour finalement obtenir une division définie par

1
u=vg+r, g <1l et |rl2< §|v|2, (1.8)

le quotient obtenu étant alors de la forme
a

ov(v)—v(u)’

La division centrée de 29 par 12 est alors

q= k:=v(v) —v(u), aimpair et — 2% <a < 2F,

-1 -1
111015 = 11002 x 2y 1000002, i.e., 29 =— x 124 32.
100, 4

L’algorithme permettant de calculer le quotient de la division LSB est décrit dans la figure 1.4,
et l'algorithme LSB, noté L, est finalement obtenu en itérant les divisions jusqu’a obtenir un
reste nul.

Entrée : (u,v) € Z2, avec |ulz > |v]s.
Sortie : ¢ = d(u,v).

q:=0;
Tant que |uly > |v]2
ui=u—uv- 20w,
q:=q+2vW-v+l.
Si ¢g> ov(v)—v(u) 31ors qi=q-— o (v)—v(u)+1 ;
q:=q/2vW—vw)
Renvoyer g.

Fic. 1.4 — L’algorithme de division LSB

Remarquons que la propriété de symétrie observée sur les polynémes n’est plus valable ici.
Considérons l'algorithme £ appliqué aux entiers 115 = 11100115 et 82 = 1010010,. La suite de
restes obtenue est

115 = 11100114

82 — 10100104
156 = 100111009
160 = 101000002

256 = 1000000002
0= 02
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Entrée : (u,v) € Z2, avec |ulz > |v]a.
Sortie : pged (u,v).

1:=0;

Tant que ;41 # 0
Qi1 = d(ui; uiy1);
Uit2 1= Ui — Ui+1Gi+1 3
1:=1+1;

Renvoyer w; - 2V(V)—v(wW)—v(u),

Fic. 1.5 — L’algorithme de pged LSB £

Considérons maintenant 'algorithme d’Euclide appliqué aux miroirs de 115 et 82, c’est a dire
103 = 11001115 et 37 = 01001015. La suite des restes est 103, 37, 29, 8, 5, 3, 2, 1, 0, qui ne
correspond pas aux miroirs de la suite précédente.

Le formalisme générique décrit dans la section 1.1 ne s’applique plus exactement ici. En effet,
étant donnée une division LSB et le quotient associé d = (a, k), la matrice correspondant & cette
division est

1 0 2k
My = 5 < ok g > (1.9)

Enfin, remarquons qu’il n’est pas nécessaire de conserver toutes les puissances de 2 apparais-
sant au cours de I'algorithme. A partir de la division

1
u=vg+r, g <1 etlrlz< 5]1}]2, (1.10)

il est plus judicieux d’itérer le processus avec la paire (v/,7') = (1)2*”(”),7“2*”(”)) de sorte qu’au
cours d’une exécution de ’algorithme, chaque division se fait sur une paire d’entiers (u;, u;t+1)
telle que w; est impair et v(u;4+1) > 0. On est dans ce cadre amené a considérer les matrices ./\/[d],

0 2*
Na = ( ok g > : (1.11)
La suite de restes obtenues sur entrée (115,82) est maintenant
115 = 1110011,
41 = 1010014
39 = 1001115
o= 1015
1= 1o
0= 09
Finalement, si g est le pged de la paire (u,v), si di = (a1,k1),...,dp, = (ap, kp) est la suite de

chiffres engendrée par l'algorithme, si k = Y% | k; et si on note M, et N, les matrices

Mp - M[dﬂ .. 'M[dp] et Np = J\[[dl] o .'/\/-[dp}

u0:<Z):%-MI,(QSQ):NP-((;). (1.12)

alors on vérifie
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1.5 Les algorithmes Mixtes

Finalement, il existe des algorithmes n’appartenant & aucune des deux précédentes catégories,
en ce sens que les divisions sur lesquelles ils sont basés utilisent a la fois les bits les plus et les
moins significatifs des entiers.

1.5.1 Les algorithmes pseudo-euclidiens

Tout d’abord, il est possible de définir & partir des algorithmes MSB des algorithmes Mixtes,
en retirant par décalage les puissances de deux apparaissant dans les restes. On obtient ainsi la
famille des algorithmes pseudo-euclidiens, décrite dans [Sha90, Val03]. Par exemple, I’algorithme
pseudo-Euclide & est basé sur la division

u =vq + 2’“7“2, 0< 2’“7“2 <wv, et rg impair.

Le reste 9 de cette division se calcule facilement & partir du reste r de la division standard en
posant k := v(r). On peut de cette maniére associer & chaque algorithme MSB un algorithme
dont la division est initialement guidée par les bits de poids forts, mais qui utilise également les
bits de poids faibles. On associe & chaque algorithme MSB H un algorithme pseudo-euclidien H.
On obtient donc les algorithmes suivants : £ , I , C. , 75, X , et g’a, basés sur des divisions qui d’une
manieére générique s’écrivent

U= qu+ 2k,

1.5.2 Les algorithmes Binaire, Plus-Moins et leurs généralisations

Une autre approche pour construire ces algorithmes Mixtes est de retirer les puissances de 2
non pas au reste d’une division MSB, mais au cours méme du calcul de cette division. On peut
en effet calculer le reste r de la division euclidienne standard en procédant par soustractions
successives de la forme u := u — v et en posant finalement r := u dés que u est strictement
inférieur & v. On obtient ainsi ce qui est appelé I'algorithme soustractif. La pseudo version de
cet algorithme conduit au principe de ’algorithme Binaire de Stein [Ste67], qui est donc une
succession de soustractions et décalages du type

u—o

ou k =v(u—v). En imposant & u et v d’étre impairs, on s’assure de plus que k est supérieur ou
égal & 1, et on obtient I'algorithme Binaire, noté B.
Ainsi, entre deux échanges, ’algorithme Binaire effectue les opérations

u—v Uy — v Uy — v Up_1 — U
2k1 ) U = 2k2 ) usz = 2k3 Yoy Uy = 2kr ’

up =
et la division Binaire est finalement définie par

u = va + 2Fr (1.13)

olt @ =1+ 2k 4 okiths oy okittheot of b =y + ... + k,. L’idée de base de l'algorithme
Binaire, qui est que la différence de deux entiers impairs est divisible par deux, se généralise tres
naturellement. En considérant que soit la somme, soit la différence de ces deux entiers est divisible



20 Chapitre 1. Algorithmes Fuclidiens

Entrée : (u,v) € N? impairs avec u > v.
Sortie : pged (u,v)

Tant que u # v
Tant que u > v
U=u—v;
u = /2" ;
Echanger u et v;
Renvoyer u.

FiG. 1.6 — L’algorithme Binaire B.

par 4, on obtient I'algorithme Plus-Moins PM de Brent et Kung [BK85], dont les opérations de
base sont donc de la forme :
U+ v
U = —oF €= =+1,
le signe de l'opération étant choisi pour maximiser k. Cet algorithme est décrit dans la figure
(1.7), et entre deux échanges les opérations sont maintenant du type

U+ €10 U + 90 U2 + e3v _ Up—1 + &0
2k1 5 Ug = 2k2 5 uz = 2k;3 gy Up = 2/% 5

uyp =

ce qui mene a
u = va + 2r

ota=1-— 512191 _ 522k1+k2 e — 5r712k31+"'+k7‘71, gi=tletk=k +- - +k.

Entrée : (u,v) € N? impairs avec u > v.
Sortie : pged (u,v)

Tant que u # v
Tant que u > v
Si 4|lu—w
Alors wu:i=u—v;
Sinon u:=u—4v;
wi=u/2"®
Echanger u et v;
Renvoyer wu

Fia. 1.7 — L’algorithme Plus-Moins PM.

On peut poursuivre la généralisation de I'algorithme Binaire jusqu’a obtenir des algorithmes
plus sophistiqués, tels ceux de Sorenson [Sor94|, Weber [Web95]| ou Jebelean [Jeb93b] (Sorenson
a décrit un premier algorithme, amélioré par la suite indépendamment par Weber et Jebelean).
Nous présentons briévement ici les principes qui sous-tendent tous ces algorithmes. L’idée est
maintenant de considérer des divisions de la forme

TU + Yyv
T =T, (]_]_4:)
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‘ Algorithme Entrée ‘ Division Quotient Reste
Euclide E 0<v<u u=uvq+r geEN,g>1 0<r<w
Pair 7 0<v<u u=uvq+r q € N,qg > 2 pair 0<r<uv
Pair 7 0<v<u u=uvq+r q € N,g > 1 impair 0<r<uv
) q,€) € Z x {1}
Centré C 0<v<u/2 u=uvq+er ( 0<r<uw/2
S ’ (0.2) > (2. +1) S
Par-Exceés X 0<v<u u=vqg—r gEN,g>2 0<r<uv
a-euclidien &, |(l—-au<v<au|u=wvqg+er llg,=1) g2 r(a)} (a—-1)<l<a
- U{(g,+1), ¢=>r" ()} _
=35 k=1,
LSB = 2
S L "U’Q < "U,‘Q u vq +r |CL| < 2k ‘7“’2 < "U’Q
Binaire B U, U ImMpatrs, U= v-v k>1 0<r<vw
v<u 2k
. - T
Plus-Moins PM Uy W IIpatrs, U= u=v k>2 0<r<vo
v<u 2k

Fic. 1.8 — Les différents algorithmes euclidiens.

en choisissant x et y de maniére & s’assurer que k est supérieur a une valeur kg fixée a ’avance.
Ainsi, en posant x = 1, y = —1 on a kg = 1 et on retrouve 'algorithme Binaire. De méme, avec
x =1 et y = =£1 on obtient 'algorithme Plus-Moins. D’une maniére générale, le calcul de x et y
se fait de la maniére suivante : soit ¢ donné par

¢ = (uv~!) mod 2%,

Appliquons ’algorithme d’Euclide étendu & ¢ et 2¥. On obtient une suite de restes x; et de
coefficients e;, d;, tous reliés par
e;c—+ dz‘2k0 = x;.

Le choix de ¢ implique finalement pour tout ¢
e;ju — x;v = 0 mod ko,

On peut ainsi choisir d’arréter 'algorithme d’Euclide étendu & tout moment en posant y = a;
et x = x;. Un choix judicieux est ici d’utiliser ’algorithme interrompu de paramétre 1/2, ce qui
implique, comme nous le montrerons par la suite que les coefficients y et  sont de mémes tailles,
ce qui minimise le coit des multiplications de (1.14).

1.6 Etude probabiliste des algorithmes Euclidiens

L’étude des algorithmes euclidiens est un vieux domaine, bien antérieur a I’apparition de I’in-
formatique. Ainsi, la premiére analyse dans le pire des cas de I'algorithme d’Euclide remonte au
18éme siecle avec Lameé, qui a exhibé le lien entre ce pire des cas et la suite de Fibonacci. D'une
maniére générale, sur ’ensemble des entrées de taille binaire inférieure ou égale & IV, le nombre
maximum d’itérations des algorithmes euclidiens est O(N) et la complexité en bits O(N?). Ob-
tenir un résultat plus précis sur le pire des cas n’est pas toujours facile. Si pour 'algorithme

1+2\/5, Stehlé et Zimmermann ont montré que pour l'algorithme

d’Euclide il est lié & la quantité
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L il était lié a ‘/i_l. Pour I’algorithme Binaire, ce pire des cas est donné par les paires (2V —1,1)

alors que pour l'algorithme Plus-Moins il n’a toujours pas été déterminé.

Une étude plus instructive est celle du comportement probabiliste de ces algorithmes. Celle-
ci apporte en effet plus d’informations sur le comportement réel des algorithmes, tel qu’observé
par expérimentations pratiques. De nombreux paramétres d’intérét peuvent ainsi étre étudiés,
allant du nombre d’itérations & la complexité en bits en passant par la longueur moyenne des
quotients, des restes ou des continuants. Nous commencons par décrire le cadre probabiliste dans
lequel nous étudions les différents parameétres, puis définissons ceux-ci. Nous détaillons ensuite
les principaux résultats obtenus dans ce domaine, en particulier ceux obtenus par les méthodes
d’analyse dynamiques qui s’expriment tous selon un formalisme unifié. Enfin, nous énoncons les
résultats prouvés par la suite dans ce mémoire.

1.6.1 Modéle probabiliste

La premiére notion a fixer pour décrire notre modeéle est celle de taille des entrées de 1’al-
gorithme étudié. D’une maniére générale, étant donnée une entrée (u,v) d’un algorithme, nous
distinguerons sa taille, notée ¢(u,v), de sa norme, notée ||(u,v)|| . Plus précisément, la taille de
la paire (u,v) est la longueur binaire de la norme, c’est-a-dire

£(u,v) = Lo(|[(u, 0)]]), (1.15)
ot £5 désigne la longueur binaire d’un entier,
lo(u) = |logyul + 1.

La norme de la paire est définie en fonction du contexte, ou de 'algorithme étudié. Pour les
algorithmes MSB ou Mixtes, on sait, étant donnée une entrée (u,v), que U'inégalité |u| > |v| est
vérifiee. On choisit donc ||(u,v)|| = |u| et la taille ¢(u,v) correspond donc a l'espace mémoire
occupé par le plus grand des entiers. La situation est différente pour I'algorithme LSB, puisque v
peut étre arbitrairement plus grand que u. Nous choisissons dans ce contexte la norme euclidienne,
et posons donc

|u pour les algorithmes MSB et Mixtes,

1.16
(u? + ’1)2)% pour lalgorithme LSB. (1.16)

lwoll = {

Enfin, toujours dans le cadre de I’étude de I’algorithme LSB, nous serons également amenés a
considérer une norme plus exotique. Si pour une entrée (u,v) ’algorithme LSB fait k décalages,
nous poserons

1(u, )] = 2. (1.17)

D’une maniére générale, la norme associée a 'algorithme LSB est la norme euclidienne, nous
préciserons explicitement lorsque nous utiliserons la norme définie en (1.17).

Etant donné un algorithme euclidien, nous lui associons I’ensemble €2 de ses entrées valides,

Q:={(u,v), (u,v) est une entrée valide de 'algorithme} , (1.18)
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cet ensemble étant défini comme plus petit ensemble stable par 'opération de division associée
a 'algorithme. Ainsi, 'ensemble des entrées valides de I'algorithme d’Euclide est

Q:={(u,v), 0<v<ul,

celui des algorithmes Binaires et Plus-Moins est

Q={(u,v), 0<wv<wu, wu,vimpairs},
et enfin 'ensemble des entrées valides de I'algorithme LSB est

Q= {(u,v), 0<v(u)<v(v)}.

Si £ désigne la taille associée & un algorithme, nous étudierons le comportement des cotts
décrits précédemment sur les sous-ensembles de €2 suivant :

Qu = {(u,v) €Q, lu,v)= N} et ﬁ} = {(u,v) €Q, Llu,v) < N}.
Enfin, nous serons également amenés a travailler sur les ensembles

0= {(u,v) € Q, pged (u,v) = 1}, Qn = {(u,v) € Q, pged (u,v) = 1},

et 0f = {(u,v) € O, pged (w,0) =1}

Nous verrons par la suite qu’étudier le comportement des algorithmes sur les ensembles € et Q
conduit aux mémes résultats. L’analyse est cependant plus aisée sur €2, ¢’est pourquoi nous intro-
duisons cet ensemble (méme si & premiére vue il peut sembler étrange d’étudier des algorithmes
de calcul de pged sur des ensembles d’entrées premiéres entre elles).

Nous pouvons maintenant définir sur ces ensembles des probabilités et des espérances. Ainsi,
sur ’ensemble Qp, elles sont définies par

Oy N B
]P)N[('U,,'U) S B] = W,

et
Z(u,v)eQN X(u’ U)
Q] ’

EN[X] =

si X est une variable aléatoire définie sur 2. On obtient de la méme maniére les probabilités P},
Py, ]P’j\r[ et les espérances Ej\}, Ey, Ej\}

1.6.2 Paramétres d’intérét

Les différents parameétres étudiés sont de trois types, selon les grandeurs qu’ils font intervenir.
En effet, ’exécution d'un algorithme euclidien génére deux sortes d’observables : celles liées aux
quotients et celles lices aux restes, continuants ou convergents. Les paramétres étudiés sont soit
liés & une de ces deux familles d’observables, soit aux deux.
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Coits additifs définis sur les quotients

La principale variable aléatoire liée aux quotients est celle qui permet d’exprimer le nombre
d’itérations. Si on pose i(d) = 1, on définit la variable I par

I(u,v) := Zz(dl) =p.

i=1

Nous sommes également intéressés par les tailles £(d) des quotients successifs. On définit la taille
¢(d) d’'un quotient d de différentes maniéres, selon la nature méme de ce quotient. Ainsi, pour
Palgorithme d’Euclide, pour lequel on a d = (q), alors ¢(d) = ¢2(q). Si d est une paire (g, ), alors
0(d) = ly(q) + 1, si c’est une paire (a, k) alors ¢(d) = ¢3(a) + k. Finalement la taille d'un triplet
(q,e, k) (algorithmes pseudo-euclidiens) est f2(q) + 1 + k.

D’une maniére plus générale, nous considérons par la suite toute une famille de cofits liés
aux chiffres, les cotits & croissance modérée. Nous donnerons une définition précise des coiits
& croissance modérée dans le chapitre 5, mais d’'une maniére générale un coit est & croissance
modérée si il est de la forme O(¥). Cette famille de cotits recouvre en particulier de nombreux
parameétres. Outre ceux présentés ci-dessus, on peut par exemple citer le coiit ¢ = 14 qui permet
d’exprimer le nombre d’occurrences d’un chiffre d donné.

A partir d’un tel cotiit ¢, on définit la variable aléatoire C' par

C(u,v) = Z c(d;).

=1

Les différentes variables relatives aux algorithmes interrompus sont généralement indicées
par un t, désignant le parameétre d’interruption de l'algorithme. Ainsi, I;(u,v) est le nombre
d’itérations de l'algorithme interrompu de paramétre ¢, et étant donné un cotit ¢, la variable de

coiit total Cy est donnée par
I (u,v)

Co(u,0) = > c(dy).

i=1

Coiits définis sur les restes et continuants

Les cotits définis & partir des suites des restes et des continuants apparaissent sous diverses
formes dans nos analyses. Elles interviennent dans la complexité en bits (¢f paragraphe suivant)
mais aussi dans ’étude de la variable I; du nombre d’itérations de ’algorithme interrompu &;.
En effet, remarquons que les événements [I; > dp] et [I; < dp| ou § € [0, 1] vérifient

1> o] = [1> Lonl] = 22 1),

ut

1, < 6p) = [I, < |6p)] = [““50“ < 1} ,

par définition de I'algorithme. En appliquant 'inégalité de Markov, on obtient

Usp) "
P,[I; > ép] < E, ”; , pour tout v > 0,
0
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Uispl \”
P, < dp] < E, ; , pour tout v < 0,
U

0
et on est donc amené a étudier la variable aléatoire
u FY v
My g (u,v) = < Lg”) . (1.19)
Ug

Enfin, avec 'algorithme interrompu £; nous étudions ’évolution des positions des rationnels
formés par deux restes successifs. Plus précisément, nous étudions les rationnels apparaissant a
une fraction du nombre total d’itérations. Si on note x5(u,v) le rationnel

u
z5(u,v) == 75?? )
P

et si B est un intervalle inclus dans [0, 1], on étudie donc le cotit Us g(u,v) défini par

Us.g(u,v) := 1p(xs(u,v)). (1.20)

Complexité en bits

Finalement, les coiits relatifs & la complexité en bits sont liés aux quotients et ainsi qu’aux
restes. Ainsi, I'i-éme itération d’un algorithme a un cott en bit de la forme ¢(d;) x £(u;)!, le
cotit supplémentaire dii au calcul d’un continuant étant ¢(d;) x f(a;). Les variables aléatoires
correspondantes sont donc

p p

B(u,v) =Y 0(d;) x £(u;) et X(u,v) =Y €(d;) x l(a;) (1.21)

i=1 i=1

La variable BX de la complexité en bits d’un algorithme étendu est donnée par
BX(u,v) = B(u,v) + 2X(u,v).

Lorsque la division nécessite des opérations comme des soustractions éventuelles (comme dans
le calcul des quotients des algorithmes a-euclidiens (1.6)) nous en tenons compte en modifiant
légérement la notion de taille des quotients.

Enfin, les colts associés & la complexité en bits de l'algorithme d’Euclide interrompu de
paramétre ¢, & sont donnés par

It (u,v) It (u,v)

Z 0(d;) x l(ug), Xe(u,v):= Z 0(d;) x £(a;), (1.22)

et BXi(u,v) = Bi(u,v) + 2X;(u,v),

ou Ii(u,v) est toujours le nombre d’itérations effectué par I’algorithme. L’étude de ces cotts se
fera a ’aide de 'autre algorithme interrompu, £, qui s’arréte a la |dp|-éme itération. Les coiits
relatifs & cet algorithme sont notés B, X5 et BXj, et sont donc donnés par

[61(u,v)] [61(u,v)]
Z i) x L(ui),  Xs(u,v) o= Y L(di) x £(ay), (1.23)
=1

'Les cotits que nous attribuons 4 une division sont ceux d'une division naive. Les algorithmes de division plus
sophistiqués, utilisant la multiplication de Karatsuba par exemple, ont un cotit en bits trés différent...
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et BXjs(u,v) = Bs(u,v) + 2X;5(u,v).

Remarquons enfin que nous serons amenés & étudier d’autres cotits en vue de la complexité
en bits. Plus exactement, les cotits B et X sont relativement “difficiles” & générer, et nous tra-
vaillerons sur des approximations, dont nous montrerons qu’elles sont suffisantes pour finalement
obtenir la complexité en bits moyenne (la situation est différente pour une analyse en distribu-
tion). Ces approximations sont les cotts B et X définis par

B(u,v) == > £(d;) x logy(u;) (1.24)
=1

~

X(u,v) := Zé(di) x logy <a¢ + a1 i > . (1.25)

Uj—
i—1 i—1

Remarquons dés maintenant que ces approximations sont “relativement” bonnes, puisqu’on vérifie
toujours l'inégalité
[logy (u;) — €(u;)| < 1. (1.26)

Dans certains cas, on a également ce type d’inégalité pour le cott défini en (1.25) (voir chapitre 5).

Remarquons également que pour I’étude de l'algorithme LSB, nous utiliserons une autre
approximations, toujours notée B, définie par

P

~ 1
B(u,v) := 3 Zé(di) x logy(uf + uf, ). (1.27)
i=1

Cette approximation est naturelle si on considére la taille utilisée pour ’étude de cet algorithme
(voir (1.16)). Elle est suffisante pour notre analyse puisqu’on vérifie

B—B=0(Q) (1.28)
ou @ est
Qu,v) = 4(d;)
=1

Enfin, tous ces coits sont également définis pour les algorithmes interrompus. Dans ce cas,
on obtient les cotts By, X¢, BX;, Bs, X et finalement BXj.

1.7 Reésultats connus sur les algorithmes euclidiens

Les premiers travaux dans ce domaine remontent & 1969 quand Heilbronn [Hei69| et Dixon
[Dix70] ont indépendamment étudié le nombre moyen d’itérations de ’algorithme d’Euclide.
Par la suite, ce parameétre a également été étudié pour d’autres algorithmes par Knuth et Yao
[YK75] pour I'algorithme Soustractif, Rieger [Rie78] pour l'algorithme Centré, Vardi [Var| pour
Palgorithme pseudo-Euclide, et Brent [Bre76| qui a sous certaines hypothéses montré que le
nombre moyen d’itérations de I’algorithme Binaire sur I’ensemble des entrées de taille inférieures
ou égales & N était asymptotiquement linéaire en N. Finalement, Hensley [Hen94| a, en 1994,
effectué la premiére analyse en distribution du nombre d’itérations de 'algorithme d’Euclide.
Toutes ces analyses reposent sur des techniques diverses, de natures purement combinatoires
ou probabilistes. A partir du milieu des années 1990 s’est développée autour de Brigitte Vallée
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P
I(u,v) = Z 1 Nombre d’itérations

i=0

iz .
Cout additif

Clu,v) = Z; o(di) défini sur les quotients

1=

Upspl ) Nombre d’itérations

M5y (u,v) = < ul > de l'algorithme interrompu

Evolution de la
distribution des restes

P
B(u,v) := Zﬁ(di) x l(u;) | Complexité en bits

i=1
P - :
Complexité en bits :
X(u,v) := z;f(d ) x £(a;) caleul dun coeffioient de Bezout
1=
By, Xy, Bs, X5 Complexité en bits :

algorithmes interrompus

s o Complexité en bits :
cotlits approximants

F1G. 1.9 — Les principaux cotits étudiés

une méthode générique d’analyse d’algorithmes euclidiens, ’analyse dynamique, en partie basée
sur la modélisation en systéme dynamique des algorithmes. Cette approche permet d’exprimer
le comportement de nombreux paramétres en fonction de certaines caractéristiques du systéme
sous-jacent a l’algorithme étudié, et ainsi permet d’énoncer de maniére unifiée les différents ré-
sultats. D’une maniére générale, les résultats obtenus s’expriment en fonction de ’entropie du
systéme, et de la valeur moyenne (moyenne au sens du systéme dynamique) du parameétre consi-
déré, ces deux grandeurs étant explicites dés que l'est la densité invariante du systéme dynamique.

Ce paragraphe est consacré aux résultats connus avant la theése. Nous en distinguons ici trois
types. Le premier traite du comportement moyen des colits a croissance modérée, parmi lesquels
le cotit correspondant au nombre d’itérations. Le second traite du comportement moyen de la
complexité en bits, et le dernier type de résultats concerne le comportement en distribution des
colits & croissance modérée. Cette distinction respecte 'ordre chronologique puisque ’essentiel
des résultats du premier type a été obtenu entre 1998 et 2000 par Brigitte Vallée [Val98a, Val03],
les premiers résultats sur la complexité en bits datent des travaux de Akhavi et Vallée en 2000
[AV00, Val00] et enfin les premiéres analyses en distribution remontent & I’article de Baladi-Vallée
en 2004 [BV04]. Nous présentons tous ces résultats de maniére “informelle”, I’énoncé preécis des
différents théoréemes se trouvant dans le chapitre 5.

Cotuts additifs

L’étude des cotits a croissance modérée a permis dans un premier temps de classifier les
différents algorithmes, en fonction de leur efficacité. Ainsi, les algorithmes présentés ici peuvent
étre séparés en deux catégories, les algorithmes rapides et les algorithmes lents. Les algorithmes
de la premiére famille, qui contient les algorithmes &£, Z, C, &, C, effectuent un nombre moyen
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d’itérations linéaire en la taille des entrées. Cette linéarité s’étend a tous les cofits & croissance
modérée. Plus précisément, si ¢ est un tel cott, C' la variable aléatoire associée, alors le nombre
moyen d’itérations d’un algorithme rapide H sur ’ensemble Qy (ou Q) de ses entrées valides
de taille N est asymptotiquement de la forme

EN[C] ~ An - pu(c) - N ~ Ex[C],

ot les constantes A et pp sont intrinséquement reliées au systéme dynamique sous-jacent a
lalgorithme. La premiére constante s’exprime en fonction de ’entropie du systéme h(H) via la

relation
_ 2log2

La seconde est la valeur moyenne du cott ¢, cette moyenne devant étre prise au sens du systéme
dynamique. Lorsque la densité invariante du systéme dynamique est connue, on peut expliciter les
constantes Ap, h(H) et pp(c). Par exemple, les entropies des systémes relatifs aux algorithmes
d’Euclide, d’Euclide Centré et d’Euclide Impaire sont données par

(1.29)

2 72 72

h(g) - 6Tg2’ h(C) - ma h(I) - ma

oil ¢ est le nombre d’or ¢ = (v/5 + 1)/2. On peut directement en déduire que le nombre moyen
d’itérations de ces algorithmes est

121log? 2
ng N ~ 058N pour 'algorithme d’Euclide,
T
12log 21
En[I] ~ M -N ~0.41-N pour lalgorithme Centré,

18 10g7r2 log ¢ N

5 ~ 0.61- N pour lalgorithme Impair.
T

On peut déja conclure que l'algorithme Centré effectue en moyenne moins d’itérations que les
deux autres.

Les algorithmes lents, dont font partie les algorithmes &', P et X nont plus un comportement
linéaire, mais quadratique. En effet, si H est un algorithme de cette classe, alors I’espérance E y[C]
d’une variable aléatoire C' relative & un cotit a croissance modérée est

EN[C] ~ BH . MH(C) . N2,

ou ici aussi la constante pg(c) est la méme que précédemment, mais la constante By dé-
pend maintenant de la fonction (g (s) associée aux entrées valides de 'algorithme, (g (s) =
Z(u,v)EQ e(uﬂ))is? par

log? 2

Cu(2)

By =

Complexité en bits

Nous verrons par la suite que cette dichotomie s’observe également sur les systémes dyna-
miques sous-jacents aux algorithmes des deux classes, et qu’ainsi ’analyse dynamique fournit
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une explication intuitive des différences de comportement entre ces familles d’algorithmes. Elle
permet également d’étendre la dichotomie & une famille plus large et peut-étre plus significa-
tive de cotits, les cotits liés a la complexité en bits. Ainsi, la complexité en bits moyenne des
algorithmes rapides est asymptotiquement quadratique en N

Ex(B] ~ 2L (t) - N, (1.30)

ou Ay est la méme constante que précédemment et pp(¢) est la valeur moyenne (toujours au
sens du systéme dynamique) de la longueur des quotients. On dispose pour ce colt particulier

d’expressions précises, puisque par exemple la constante ug(f) relative a ’algorithme d’Euclide
est

(0) =1+ L |Oo|(1+1)
= o —).
pe log 2 & 2k
k=0
La complexité en bits moyenne des algorithmes lents est asymptotiquement cubique,

E[B] ~ O(N?).

Analyse en distribution

Enfin, le développement récent de ’analyse dynamique en distribution a permis d’affiner ces
résultats, puisqu’on peut montrer le comportement Gaussien des cotits a croissance modérée
pour les algorithmes rapides. Plus précisément, si H est un de ces algorithmes, ¢ un colt a
croissance modérée et C le cotit total associé, alors Baladi et Vallée ont montré un Théoréme
Central Limite : pour tout N et pour tout Y € R,

Py [(w.0) | C(u,v;H—(Cz;l\fjuﬁH(C)N < Y} _ \/%/j; 2 4r 4 O (\/Lﬁ) .

Les constantes Ay et pp(c) sont les mémes que précédemment, et la constante > 0 est lice a
la variance. Il existe en effet k < 1 et des constantes a, b tels que la moyenne et la variance sont
données par

En[C] = Ay - pu(c) - N+ a+ O(k"),
Vary[C] = 6%(c) - N +b+ O(x").
Remarquons de plus qu’il est possible d’obtenir un théoréme local limite pour les algorithmes de
la classe A lorsque le cotit considéré appartient & une famille que nous ne préciserons pas. Enfin,
ces résultats en distributions s’obtiennent également pour des quantités plus précises. Lhote a en

effet montré récemment [Lho05] le comportement asymptotiquement Gaussien de la complexité
en bits des algorithmes rapides étendus.

1.8 Reésultats de la thése

Nous avons étudié dans ce mémoire a un représentant de chaque classe d’algorithme.
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Algorithmes a-euclidiens

Comme nous venons de le voir, le comportement des algorithmes MSB est maintenant bien
connu et compris. Cependant, la dichotomie observée dans le premier théoréme nous améne a
nous poser quelques questions sur les algorithmes a-euclidiens. En effet, pour deux valeurs du
paramétre «, 1 et 1/2, I’algorithme appartient & la classe des algorithmes rapides, alors que pour
a = 0, ’algorithme correspondant (I’algorithme Par-Excés) appartient a la classe des algorithmes
lents. Qu’en est-il pour d’autres valeurs de « 7 Pour quelle valeur du paramétre ’algorithme est-il
le plus rapide ? Nous avons, en collaboration avec Brigitte Vallée et Jérémie Bourdon, répondu
a la premiére de ces questions : il apparait que pour toutes les valeurs de « différentes de 0,
I’algorithme correspondant appartient & la classe des algorithmes rapides. Nous avons en effet
obtenu un résultat analogue au premier résultat du paragraphe précédent, qui le généralise. Etant
donné « €]0, 1], un cotit ¢ a croissance modérée et la variable C' correspondante, alors 'espérance
de cette derniére sur les ensembles (n ou 2y est asymptotiquement linéaire,

2log 2

IEN [C] h(Oé)

tao(c) - N = Agpua(c) - N.

De la méme maniére que pour les autres algorithmes, les constantes A, et p,(c) dépendent du
systeme dynamique associé & l'algorithme, puisqu’on vérifie

_ 2log2

Ay ha)

h(a) étant Pentropie du systéme dynamique, et que pq(c) est toujours la valeur moyenne du
cott c. Les algorithmes a-euclidiens appartiennent donc a la classe des algorithmes rapides, ce
qui est confirmé par le comportement de la complexité en bits dont la valeur moyenne satisfait
asymptotiquement

log? 2
~ ha) .

En[B] alf) - N? =

2 pall) N,

e (€) étant encore une fois la valeur moyenne de la taille des quotients.

Les valeurs exactes des constantes h(a) et pq(¢) sont connues quand « appartient aux intervalles
[V2—1,¢—1] et [¢p—1,1] et ne le sont pas sinon, puisqu’on ne connait pas la densité invariante du
systeme dynamique correspondant. On observe un comportement surprenant de ces constantes
sur ces intervalles. L’entropie, par exemple, est constante sur le premier d’entre eux,

7T2

) pour OéE[\/i—l,gf)—l],
h(a) = { 0189, (1.31)

S — our a € [p—1,1]
6log(a+ 1)’ pont T

Cette particularité s’étend au paramétre g, (¢). Notons qu'une division a-euclidienne n’a pas
nécessairement le méme cott qu’une division euclidienne standard. En particulier, il faut te-
nir compte d’une éventuelle soustraction supplémentaire dans le calcul du reste. On adapte alors
Panalyse en modifiant la taille du quotient, et donc le paramétre p,(¢). Nous donnerons quelques
valeurs de ces différents parameétres dans le chapitre 5.
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Algorithmes d’Euclide interrompus

Une autre approche pour avoir une meilleure compréhension des algorithmes euclidiens consiste
a étudier ’évolution des principaux paramétres au cours de I'exécution de I'algorithme. Ceci se
fait par ’étude des algorithmes interrompus. En collaboration avec Brigitte Vallée, nous avons
analysé les algorithmes &; et €5, présentés dans le paragraphe 1.3.2 de ce mémoire, et avons étu-
dié le comportement moyen du nombre d’itérations et de la complexité en bits. Cette étude met
en évidence la décroissance linéaire des tailles des restes aux cours de I’exécution de ’algorithme
d’Euclide, puisque le nombre moyen d’itérations Ex [I;] de I'algorithme d’Euclide interrompu de
parameétre ¢ sur les ensembles Qy et Qn est asymptotiquement

Ex[l] ~ Ex[L] ~ (1 — ) Ex[I].

Cette relation signifie donc qu’a une fraction ¢ du nombre d’itérations, la taille des restes aura
diminué d’autant. Plus précisément, nous avons démontré la relation suivante entre les deux
variables I et I; : pour tout € > 0, il existe K < 1 tel que quand N tend vers I'infini,

=] —t)' > 5] = O(K™).

Ce résultat sur le nombre d’itérations s’accompagne de résultats plus précis sur la complexité
en bits de 'algorithme interrompu, B; et de sa version standard BX;. Ces résultats explicitent
précisément les comportements des principales variables — restes, quotients et continuants — au
cours de 'algorithme. Les variables B, X; et BX; sont asymptotiquement reliées & B, X et BX
par

(i)  En[BJ] ~ (1 —t*)En[B]
(i)  En[Xy] ~ (1= 1)* En[X]
(iti) E,[BX)] ~ 3(1-1)(3—1t)E,[BX].

Enfin, nous avons étudié I’évolution de la répartition des rationnels formés par deux restes
consécutifs ;11 /u; dans U'intervalle [0, 1] au cours de I’algorithme, et donc au cott Us g décrit plus
haut dans ce chapitre (1.20). Nous avons ainsi montré que les trajectoires de ces rationnels suivent
les mémes lois que les trajectoires réelles du systéme dynamique correspondant & ’algorithme
d’Euclide : si § est un parametre réel compris entre 0 et 1, si on note z; le rationnel s, 41 / U 5p|
obtenu & la fraction |0p| du nombre p d’itérations, alors pour tout intervalle B C [0, 1],

lim Py[as € B = /B b(t)dt.

Ici, ¢ n’est rien d’autre que la densité invariante du systéme dynamique sous-jacent & ’algorithme
d’Euclide,
1 1

(=) = log21+ 2z

Notons que Brigitte Vallée a par la suite obtenu des résultats plus précis sur les algorithmes
interrompus. Elle a notamment étudié la taille des continuants, pour laquelle elle a montré un
théoréeme Central Limite, et ce pour tous les algorithmes de la classe A.
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Algorithme LSB

Un autre axe de recherche a concerné 1’étude de I'algorithme LSB, £ pour lequel il n’existait
jusqu’a présent aucune analyse. Nous avons en collaboration avec Véronique Maume-Deschamps
et Brigitte Vallée explicité le nombre moyen d’itérations de cet algorithme. De par son utili-
sation “exclusive” de la valuation 2-adique, cet algorithme est un peu “a4 part” dans la famille
des algorithmes euclidiens. Cette spécificité se retrouve dans son comportement : les constantes
impliquées ne sont plus de la méme nature. En effet, le nombre moyen d’itérations de cet algo-
rithme sur les ensembles Qy, Qx de ses entrées de taille N (remarquons que la taille utilisée ici
est différente des précédentes, voir 1.16) est asymptotiquement

1
2—7

En[I] ~ N := Az N, (1.32)
ou 7y est maintenant un exposant de Lyapunov (ici relatif & un produit des matrices aléatoires)
qui vaut environ 0.0497 [Fla|. Ce résultat sera publié sous le titre The Lyapunov Tortoise and the
Dyadic Hare : ce titre mérite quelques explications. Considérons une exécution de l’algorithme
L, dans laquelle les zéros & droite des entiers sont conservés, comme dans la figure 1.10. Cette
exécution peut étre vue comme une course entre un liévre et une tortue : le liévre correspond &
I'avancée des zéros, et avance d’'une vitesse moyenne de 2 bits par itération, alors que la tortue
représente la taille totale des entiers (plus exactement la norme ||(u;, u;y1)|| de deux restes
consécutifs) et a une vitesse moyenne de 7o bits par étape. La tortue a donc au départ de la
course une avance de N bits sur le lievre. La course termine lorsque le liévre a rattrapé la tortue
(I’entier n’est donc composé que de zéros), c’est-a-dire au bout de (2 — ) - N itérations.

Dans ce cadre, nous avons en réalité obtenu des résultats plus précis, puisqu’on peut étendre
(1.32) a tout cott a croissance modérée ¢, dont l'espérance devient

Evio)~ 450

ou ur(c) est la valeur moyenne du cott c. Enfin, nous avons montré que la complexité en bits
est asymptotiquement quadratique en N, puisqu’on a

_ Lpe(k) +pe(s)
22—

En[B] N?
ou k et s sont les coiits liés au nombre de décalages et au nombre de soustractions, et dont les
valeurs moyennes sont

L’apparition de ces deux constantes provient de la nature de la division LSB, qui fonctionne par
décalages et soustractions successifs.

Enfin le dernier résultat obtenu sur cet algorithme traite du comportement des cotits & crois-
sance modérée, quand la taille considérée est la taille “exotique” associée au nombre de décalages
effectués par I'algorithme. Dans ce cadre, nous avons prouvé un comportement gaussien des cotits
totaux C' et plus précisément obtenu un théoréme limite central : il existe pg(c) et o2(c) tels que
pour tout NV, et tout Y € R :

Cu,v) = pe(c)N

e S o] [ o).
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u; [base 2] | u;[base 10] | a;/2%
10001100101000001 72001
111101011000000101 000 2011176 | -3 /8
1100100110110101 0000 826192 1/2
11000011000101 0000000 1598080 1/8
100110001111 00000000 626432 | -1 /2

111010010101 000000000 1911296 | -1 /2
11000001001 0000000000 1582080 | 1/2
1000100011 00000000000 1120256 | -1 /2
1000001011 000000000000 2142208 | 1/2
9 11 00000000000000 49152 | 1 /4
10 | 1000001 000000000000000 2129920 | -1 /2
11 10001 0000000000000000 1114112 | 1/ 2
12 11 0000000000000000000 1572864 | -5/ 8
13 1 000000000000000000000 2097152 | 3 /4

O ~J O Ui W N - Of.

F1G. 1.10 — Une exécution de 'algorithme LSB

De plus, il existe K < 1, a et b tels que
En[C] = pc(c)N +a+ O(KY), Vary[C] = 6%(c)N + b+ O(kY).

Algorithmes Mixtes

Enfin nous avons étudié les algorithmes Mixtes, en particulier ’algorithme Plus-Moins. L’étude
de cet algorithme se révele étre pour le moment inaccessible via les techniques d’analyse dyna-
mique, en dépit de la grande ressemblance entre ’algorithme Plus-Moins et I’algorithme Binaire.
Nous décrivons dans les chapitres suivants les premiéres étapes de ’analyse de cet algorithme,
puis expliquons au chapitre 5 pourquoi les méthodes usuelles ne s’appliquent plus dans ce cas.

1.9 Conclusion

Nous venons dans ce chapitre de faire un survol des principaux algorithmes euclidiens et de
leurs comportements. Remarquons que nous n’avons pas décrit ici ’ensemble des algorithmes
euclidiens. Nous avons mentionné les travaux de Sorenson, Jebelean et Collins qui généralisent
Palgorithme Binaire, mais on pourrait également citer les différents algorithmes de Sedjelmaci
[SLI7, Sed01] par exemple. Pour des comparaisons expérimentales des ces algorithmes, on peut
mentionner Cesari [Ces98|, Jebelean [Jeb93a], ou encore Lercier [Ler97], qui font apparaitre que
les algorithmes les plus efficaces en pratique sont ’algorithme Binaire et sa généralisation par
Jebelean, ainsi que 'algorithme de Lehmer-Euclide étudié au chapitre 6. Ces observations sont
notamment reprises dans la bibliothéque de calcul multi-précision GNU-MP [Ga02] dans laquelle
est implémentée "amélioration de Weber et Jebelean de I’algorithme de Sorenson.

Les chapitres suivants sont consacrés aux différentes étapes de 'analyse qui permettent
d’aboutir aux résultats énoncés plus haut. En particulier, nous décrivons dans le chapitre 2
les analogues continus des algorithmes étudiés, & savoir les systémes dynamiques.
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Chapitre 2

Modélisation en Systémes Dynamiques

Sommaire
2.1 Les Systémes Dynamiques . . . . . . . .« oot i v v vt v v 36
2.1.1 Définition et notations . . . . . . .. ..o Lo 36
2.1.2  Evolution des densités, mesure invariante et entropie . . . . . . . .. .. 37
2.2 Modélisation d’algorithmes euclidiens . . . . . . . ..o v v v v 38
2.3 Modélisations des algorithmes MSB . . . ... ... .......... 39
2.3.1 Systémes Sg, Sc et Sy . . . ..o 39
2.3.2 Systémes Sg, . . . . ..o 42
2.4 Modélisations des algorithmes LSB. . . ... ... ... ... ..... 45
2.5 Modélisations des algorithmes Mixtes . . . . ... ... .. ...... 49
2.5.1 Systémes dynamiques S €t Spag . -« . o oo oo e 49
2.5.2 Systémes dynamiques pseudo-euclidiens . . . . .. ... ... 51
2.6 Etude probabiliste de systémes dynamiques . . . . . ... ... ... 53
2.7 Reésultats connus sur Seg, Sc et Sy . . . . . . ... oo oo 54
2.8 Reésultats de cette thése pour Sg, et S, . . .. ... ... oo L, 55
2.9 Conclusion . . . . . . . . @ i i i i i ittt e e e e e e e e e e e e e 56

Nous abordons maintenant la premieére étape de ’analyse des algorithmes, celle de 1la modéli-
sation en systéme dynamique. Comme nous I’avons précisé dans I'introduction, cette modélisation
est basée sur le développement en fraction continue des rationnels naturellement associé a l’algo-
rithme. On étend ensuite ce développement & un ensemble continu, et on obtient alors un systéme
dynamique. La premiére partie de ce chapitre est consacrée aux différentes modélisations étu-
diées ici : on observe en effet que chaque famille d’algorithme conduit & un systéme de nature
différente.

Les algorithmes MSB conduisent aux systémes les plus classiques, les systémes dynamiques
de l'intervalle. I’exemple le plus connu est bien str le systéme dynamique associé & ’algorithme
d’Euclide, puisqu’il correspond au développement classique en fraction continue, qui a depuis
Gauss été tres largement étudié. Nous présentons tout d’abord les systemes associés aux algo-
rithmes d’Euclide, Centré et Par-Exces, puis décrivons les systémes a-euclidiens, qui & ce niveau
aussi peuvent étre vus comme une généralisation des systémes plus classiques.

Le systéeme LSB est différent : la principale quantité qui guide la dynamique est ici la valuation
dyadique, qui n’est pas définie sur R. Il est plus naturel et judicieux de se placer sur I’ensemble

35
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Q9 des nombres 2-adiques, sur lequel cette notion est bien définie. Nous verrons cependant
par la suite que cette modélisation n’est pas suffisante pour nos besoins, que le détour par un
monde 2-adique induit une perte d’information qui empéche un retour vers le monde discret des
algorithmes. C’est pourquoi nous introduisons un second systéme dynamique, dont la dynamique
est guidée par une variable 2-adique et agit également sur une variable réelle.

Enfin, la modélisation idéale d’un systéme Mixte devrait étre & la fois réelle et 2-adique : on
choisit ici de probabiliser ’aspect 2-adique, ce qui conduit en réalité & des familles de systémes
dynamiques, chacun d’entre eux étant choisi selon une certaine probabilité. Nous présentons les
modélisations des algorithmes Binaires et Plus-Moins, ainsi que briévement celles des algorithmes
pseudo-euclidiens.

Au cours de ces modélisations, nous décrivons certaines des principales caractéristiques d’un
systéme dynamique, comme la densité invariante ou ’entropie. Celles-ci peuvent intervenir dans
cette thése de deux maniéres différentes : tout d’abord, elles apparaissent dans le comportement
moyen des algorithmes, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent. Mais elles inter-
viennent également quand on étudie les propriétés métriques du systéme. Cette derniére étude
ne fait pas a proprement parler partie de 'analyse dynamique d’algorithmes, puisqu’on s’in-
téresse aux propriétés des trajectoires génériques du systéme, alors que les trajectoires liées a
I’algorithme sont les trajectoires rationnelles. Cependant, les outils utilisés ici sont utiles dans la
suite de ’analyse de ’algorithme, et une telle étude permet généralement de faire apparaitre des
similitudes — ou des différences — entre les comportements continus et discrets. Nous définissons
dans le paragraphe 2.6 quel est le cadre général de ’étude des trajectoires génériques, et énongons
aux paragraphes 2.7 et 2.8 les principaux résultats que nous avons obtenus dans ce domaine.

2.1 Les Systémes Dynamiques

2.1.1 Définition et notations

Les systémes considérés ici sont des systémes dynamiques inversibles par morceaux. En toute
généralité, un tel systéme .S est une paire formée d’un ensemble compact X et d’une application
T : X — X, pour laquelle il existe un ensemble fini ou dénombrable D et une partition { X4} ;cp
telle que la restriction Ty de T a chaque sous ensemble X est une application inversible et C?.
Chaque élément X, de la partition est appelé intervalle fondamental. Nous noterons Yy 'image
par T (et donc T,) de X4, et par hy U'application inverse de Ty,

Ty(Xgq) =Yq, hq(Ya) = X4

L’ensemble des branches inverses est noté H, et I’ensemble des compositions de k£ branches in-
verses H*. Nous noterons H* := U, H" le demi-groupe engendré par H. Finalement, un intervalle
fondamental de profondeur k désigné par Xg 4,..q, est un raffinement de la partition initiale
donné par

Xaydydy, = Py © hay © -+ -0 hg, (Yay, ).

Notations Du fait de la bijection entre les ensembles de branches inverses H et de chiffres D,
nous indicerons les éléments de la partition indifféremment par hy € H ou par d € D :

th — Xd et Yhd = Yd.
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F1G. 2.1 — Les systémes dynamiques S et Sy

Exemples Nous prendrons comme exemples dans cette introduction deux systémes dynamiques
trés simples, les systémes S; et So, qui nous serviront & illustrer les différentes définitions et
propriétés décrites ici. Le premier est formé de 'application définie sur I = [0, 1] par

T(x) =2z mod 1,

et modélise le développement en base 2. On a ici une partition de I en deux intervalles fondamen-
taux Iop = [0,1/2] et I; =]1/2,1], et donc deux applications Ty(x) = 2z et T1(x) = 2x — 1. Les
quatre intervalles fondamentaux de profondeur 2 sont [0,1/4[, [1/4,1/2[, [1/2,3/4] et [3/4,1]. De
plus, les intervalles images Y7 et Y5 sont tous deux [0, 1].

Considérons maintenant le systéme dynamique formé toujours de lintervalle I = [0, 1] et de
I’application
| To(z) =2z si0<z<1/2
T(x)_{ Ti(z)=3 -z sil/2<z<1

Les intervalles fondamentaux sont toujours Iy = [0,1/2] et I; =]1/2,1]. Par contre les intervalles

images sont maintenant Yy = [0,1] et Y7 = [1/2,1]. Nous verrons par la suite que cela influe
notablement sur ’analyse du systéme.

2

2.1.2 Evolution des densités, mesure invariante et entropie

Les systémes dynamiques ont depuis longtemps été étudiés “en tant que tels”. Un premier
sujet d’étude naturel concerne le comportement des orbites z,T(x),T?(z),.... Cependant, la
nature chaotique des systémes usuellement étudiés (les orbites de deux points arbitrairement
proches peuvent étre trés différentes) rend cette approche peu fructueuse. Il est plus judicieux
de s’intéresser aux propriétés statistiques du systéme. Si f est une densité de probabilité sur X,
on s’intéresse alors a la suite fy = f, f1, f2,... des densités successives du systéme.

Plus rigoureusement, si X est muni d’une mesure de Haar p (ce qui est possible dés que X est
un groupe topologique compact, et quand X est un intervalle la mesure p n’est rien d’autre que
la mesure de Lebesgue), on s’intéresse aux densités invariantes ¢ du systéme, définies par

/Toq/)d,u:/¢d,u, w—pp, VA C X ouvert.
A A
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De nombreux travaux existent pour d’une part déterminer l’existence d’une telle densité in-
variante, et d’autre part déterminer son unicité. Nous développerons ces points par la suite,
lorsque nous présenterons les opérateurs de Perron-Frobenius, ou opérateurs transformateurs de
densité, qui permettent d’expliciter la suite fo, f1, f2,... et dont nous exploiterons les propriétés
spectrales. Notons au passage que ces opérateurs ont été introduits pour 1’étude du systéme
dynamique sous-jacent a l’algorithme d’Euclide, qui correspond au développement en fraction
continue classique. En effet, le probléme de la densité invariante pour ce systéme a été soulevé des
1800 par Gauss, qui I’a résolu sans preuve deux ans plus tard. C’est Kuzmin [Kuz28| qui 100 ans
plus tard a montré que la densité décrite par Gauss était bien invariante, grace a ’opérateur de
Perron-Frobenius. Les travaux de Lévy [Lév29|, puis de Wirsing [Wir74] en 1974 ont finalement
répondu aux questions posées initialement par Gauss.

Mais dans un premier temps, cette densité invariante nous permet de définir une des grandeurs
caractéristiques d’un systéme dynamique, son entropie. Dans les cas ou cette densité invariante
1) existe, et est unique et intégrable, I’entropie topologique h(S) du systéme est donnée par la
formule de Rohlin par

W(s) = /X log [T (8) | (£)dpu(t). (2.1)

De méme, si on défini un cott ¢ sur 'ensemble D des chiffres du systéme, alors la valeur moyenne
de ce cotlt est donnée par

pe) = [ clatuto. (22)

deD

2.2 Modélisation d’algorithmes euclidiens

Nous expliquons ici comment il est possible d’associer & un algorithme euclidien un systéme
dynamique. Considérons un algorithme euclidien H dont la division est de la forme

u = vq + e2Fr (2.3)
et dont une exécution est donc
wp =u, up=v, up=uq+e12Mug, u =uaqo + 22"us, ... up—1 = upgp +0,  (2.4)

Cette suite de divisions implique que le développement en fractions continues du rationnel v/u

est
1

v
u - 512191 ’ (2.5)
Q1+ 52"
q2 + o £42ks
4 _5177121%71
dp

qui se traduit également par

% — hgy 0 hay © -+ 0 hgy (0) (2.6)

si Papplication hg relative au chiffre d = (g, ¢, k) est définie par

1

hal@) = 3o
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Si X est I’ensemble dans lequel nous plongeons les rationnels v/u (en général X = [0,1] ou
X = B, la boule ouverte unité de Q3), le systéme dynamique sous-jacent a I’algorithme sera la
donnée de X et du prolongement & X de 'application qui au rationnel v/u associe le ration-
nel r/v. Plus précisément, on obtient un systéme dynamique dont la partition est donnée par
I'ensemble { X := hq(X),d € D}, D n’étant rien d’autre que I’ensemble des chiffres produits par
I’algorithme. Les branches inverses de ce systéme dynamique sont les applications hy et donc la
dynamique T sera donnée par

Ty(z) = h;' (2).

Dans le systéme dynamique obtenu, les trajectoires finies (qui stoppent en 0) correspondent donc
aux exécutions de ’algorithme. Nous distinguerons donc par la suite les trajectoires rationnelles
des trajectoires génériques.

Bien entendu, cette construction n’est valable que si le prolongement & X de ’homographie
liée & la division est bien défini. Nous verrons que c’est bien le cas pour les algorithmes MSB et
LSB, alors que nous serons obligés de définir ces prolongements de maniére probabiliste pour les
algorithmes Mixtes.

2.3 Modélisations des algorithmes MSB

Les systémes dynamiques liés aux algorithmes MSB sont des systémes dynamiques réels, de
I'intervalle. Pour chaque algorithme, nous présentons tout d’abord le développement en fraction
continue associé, puis décrivons le systéme dynamique correspondant : application 7', partition,
branches inverses. Enfin, lorsqu’elle existe et est connue nous donnons la densité invariante du
systeme ainsi que son entropie.

2.3.1 Systémes Sg, Sc et Sy

Tout d’abord, ’algorithme d’Euclide est relié au développement en fraction continue usuel.
En effet, une division euclidienne standard v = vq + r se traduit par

T u u u v
- em i []-n (),
v v v v u

si Te est 'application de Gauss,

Une exécution de 'algorithme d’Euclide générant la suite de chiffres (d;)i=1., = (¢;)i=1.., implique
pour le rationnel v/u le développement en fraction continue

v
Q1+ 1
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F1a. 2.2 — Le systéme dynamique Sg

Le systéme dynamique Sg¢ de 'algorithme d’Euclide est donc formé de l'intervalle I = [0, 1] et
de I'application T¢ (nous posons Tg(0) = 0). Les intervalles fondamentaux formant la partition
sont les intervalles I; donnés par

1 1
Iy=|——,=
o= 1a)
et I’ensemble des quotients d est naturellement
De={deN,d>1}.
La branche inverse associée & chaque intervalle est une application de la forme

B 1
Cd+a

hd(x)

Le systéme dynamique Sg est représenté dans la figure 2.2.

Le développement en fraction continue associé a l'algorithme Centré sur une entrée valide

(u,v) est de la forme

v 1
E = 51 . (28)
qQ + )
q2 + - &3
g3+ ————

4

p
dp

Le systéme dynamique correspondant, S¢ est formé de la paire Iz = [0,1/2] et de ’application

Te(z) = % _ H .

X

Les intervalles fondamentaux sont donnés par
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FiG. 2.3 — Les systémes dynamiques S¢ et Sy

et I’ensemble des quotients possibles est De,
De ={d=(g;¢), ¢>2, e==+1}.

L’algorithme Par-Excés génére lui un développement en fraction continue de la forme
v
- = — . (2.9)
U
q1+ —q

'intervalle étant & nouveau I = [0, 1] et ’application

Ta(r) = 1 - H |

X

La partition de l'intervalle I est ici la méme que celle correspondant au systéme dynamique Sg.
Les deux systémes S¢ et Sy sont représentés dans la figure 2.3.

Remarquons que les densités invariantes de ces systémes sont connues, et sont données par

1
1—a

Ve (@) 1 1 1 [ 1 1

B log21+ a2’ ve(z) = log ¢ 1+¢+¢2—x]’ et Yx(r) =

Une fois connues les densités invariantes, on peut expliciter les entropies des systémes Sg¢ et S¢,
qui sont
2 2

= — hS - .
6log 2’ (Se) 6log ¢

L’entropie du systéme Sy n’est pas définie, de par la nature de la densité invariante, qui n’est
pas intégrable sur l'intervalle [0, 1]. La densité invariante permet de plus de calculer les valeurs

h(Se)
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moyennes de différents coiits. Par exemple, la valeur moyenne de la longueur des quotients ¢(d)
pour l'algorithme d’Euclide est donnée par

oo
pe(®) = 3 [ tduitdutt) =1+ s tog TL0+ 5p).
I og 2 o 2

Enfin, une différence notable entre le systéme Sy et les systémes Sg et Se est qu’il existe
un point fixe indifférent, c’est-a-dire un point xo vérifiant |T77(zo)| < 1,7 (z¢) = x¢. Pour le
systeme Sy, on a xg = 1. Cette différence a de nombreuses conséquences sur le comportement
du systeme dynamique et explique en partie pourquoi ’algorithme appartient a la classe B des
algorithmes lents. Elle améne de plus des problémes lors de ’étude du systéme. Une maniére
de contourner ce probléme est de considérer ce qu’on appelle le systéme dynamique induit :
I’application définissant ce systéme est fx, définie par

T ={ 70n(0) o

ou n est le plus petit entier tel que 7" (z) n’appartient pas a 'intervalle I; et donc n’emprunte
pas la branche non-dilatante.

2.3.2 Systémes Sg¢,

La construction des systémes dynamiques a-euclidiens Sg, se fait selon le méme procédé.
Nous commencons par décrire les systémes sous-jacents aux algorithmes non-pliés &,, puis ceux
relatifs aux algorithmes &,. Remarquons que dans ce dernier cas, nous devons vérifier S £ = S 2

1/2
et S g = Sgp.

Considérons donc une exécution de I'algorithme &, sur une entrée (u,v) vérifiant v/u € I, =
[@ —1,a]. Si (d;)i=1.p désigne la suite de paires d; = (g;,&;) engendrées par I'algorithme, alors
on déduit pour le rationnel v/u le développement en fraction continue

1
o - . (2.10)
g+ —

Le systéme Sg_ est donné par l'intervalle I, et I'application T,

1

To(x) = .

1 _
- {——kl—aJ pour x # 0,7,(0) = 0.
x

L’ensemble des quotients générés par l'algorithme, qui permet donc de former la partition de I,
est Dy,

Dga = {d:(q’_l)a qzr*(a),}U{d: (q’+1)’ quJr(a)}’

avec ) )

1—« «
et - = |2

— | (@) = 24 10—

J’
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F1G. 2.4 — Les systémes dynamiques 551/3 et 552/3

et les intervalles fondamentaux I; sont donnés par

( 1 1
gta'gta-1

} pour d = (g, +1), ¢ # r*(a),

1
7,04] pour d = (r+(a), +1),

—1 —1
lg+ta—-1"g+a

} pour d = (g, ~1),q # (),

k m] pour d = (r~(«a),—1).

)

On observe donc deux intervalles “tronqués ” a chaque extrémité de l'intervalle 1,,.

Remarquons dés maintenant une des caractéristiques essentielles de ces systémes, les inter-
valles images J; ne recouvrent pas tous l'intervalle I, comme c’était le cas pour les systémes dy-
namiques rencontrés jusqu’a présent. En particulier, les deux intervalles J,— () —1) €t J (4 (a),4+1)
se trouvant aux extrémités sont donnés par

1 — 1

Tom@en = lrmg +r (@l Torawan = [ =7

(), al. (2.11)
Nous verrons que cette particularité complique I'analyse du systéme.

Une maniére plus intuitive de construire ce systéme dynamique est la suivante : tout d’abord
tracer ’ensemble des applications x — |1/x| — i pour ¢ > 1 dans la fenétre [—1,1] x [—1,1], et
ensuite n’en garder que la fenétre I, x I,. Pour construire les systémes Sz , il suffit alors de
“replier” le systéme précédent (voir figures 2.5 et 2.6). ’

Enfin, les densités invariantes de ces systémes sont connues pour certaines valeurs de a depuis
les travaux de Nakada [Nak81| et Moussa, Marmi et Cassa [MCM99|. Elles sont données pour
a€[V2—-1,¢—1]et ac[p—1,1] par le théoréme suivant :
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FiG. 2.5 — L’ensemble des systemes dynamiques Sg_

F1G. 2.6 — Les systéemes dynamiques Sg, /5 €N version pliée et non-pliée

Théoréme. [Nakada ; Moussa, Cassa, Marmi| Pour a > v/2—1, le systéme dynamique S, admet
une unique densité invariante E[a]
poura € [V2—1,6—1] :

pour ¢ —1 < a <1,

explicite. Cette densité est différente pour o € [p — 1,1] et

1 . 1 -«
E[a] (t) 1 2—1»11, sit e [Oé — 1, [,
log(1 + «) - SitE[l_a,a[,
1+t
pour 1/2 <a<¢—1,
1 1-2
sitea—1, a[,
1 ¢21+t 1-2 2a 1
E[a}(t)_lo ¢ 5 . S]tE[ - Cl7 1C¥— [7
« -«
s T _te[Qa—l [
— i Q@
¢+t 1 — ) 9
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pour\/i—lgozgl/Q,

1 . 20 — 1
m Slte[a—l,m[,
Sl — L Lo 1 ep2oas 1o
= — I
logp | 2+t o+t 24t l—a’ o 7
1 't€[1_2a [
o Si ol

La densité invariante 12[0‘] est déduite en repliant la densité E[a].

Quand « appartient & un des deux intervalles [v/2 —1,¢ — 1] ou [¢ — 1, 1] 'entropie est donc
connue. Elle est donnée par

7T2

_— our € |V2—-1,¢0—1|,
| Glosa p [V2—-1,¢—1]
h(a) = 2 (2.12)

e S our o € [p—1,1].

TEE [ —1,1]
Finalement, la densité invariante permet de donner des expressions des valeurs moyennes de
certains coiits. Nous donnons ici celle de la taille £ des quotients pour certaines valeurs de «. Ces
valeurs, notées « := ¢, correspondent a des systémes pour lesquels I'image de la branche située
a gauche recouvre tout 'intervalle I, et pour lesquels le point T, () = 1/a — 1 est 'extrémité
de I'intervalle fondamental correspondant au chiffre r = 2” — 1. Dans ces cas particuliers, ¢, est
un irrationnel quadratique de la forme

1

¢p:§<—r+ r2+4r>.

1—¢

Nous considérons ici que la taille £(d) d'un chiffre d(q,e) est donnée par {(d) = la2(q) + =5
(quand € = 1 il n’y a pas d’opération supplémentaire pour le calcul du quotient), et les valeurs
moyennes des deux termes sont données par

p k 0 k
2"+ « 28 + 20— 1
pally) =logray |2+ ) | o= 11 5a—3 | (2.13)
k=2 k=p+1
log 2
1—¢ 2Es 1, pour a € [v2—1,¢—1],
ol —) = Prle=—1] = ¢ Pig, © o (2.14)
o m_ B pOUI' a€[¢_ ,].

2.4 Modélisations des algorithmes LSB

On ne peut plonger ’algorithme LSB dans un systéme dynamique réel. En effet, il est essen-
tiellement basé sur la notion de valuation 2-adique, qui n’a pas de prolongement naturel dans
R. La solution est ici de plonger 'algorithme dans I’ensemble des nombres 2-adiques Q9, et on
obtiendra le développement en fraction continue décrit par Browkin dans [Bro78, Bro01| (Ruban
décrit dans [Rub70] un développement en fraction continue 2-adique trés proche, qui correspond
en réalité a celui obtenu si on ne prend pas la partie entiére centrée).
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Tout d’abord, rappelons briévement ce qu’est cet ensemble. Etant donné un nombre premier
p, la valuation p-adique de I’entier a est définie par vp(a) := max {k;pk\a} et sa valeur absolue p-
adique par |al, := p~*»(%). On étend ces notions aux rationnels en posant v,(a/b) = v,(a) — v,(b)
et donc |a/b|, = p~(@*) = |a|,/|b|,. C’est une valeur absolue non-Archimédienne, I'inégalité

|z + y‘p < maX(lw\p, ’y‘p)

est toujours vérifiée, avec égalité si |x|, # |y|p,. On construit alors 'ensemble Q, des nombres
p-adiques par complétion de Q en utilisant la norme |.|,. L’espace Q,, est un espace ultramétrique
localement compact, dans lequel les rationnels forment un ensemble dense.

On dispose pour étudier cet ensemble d’un outil dune grande utilité, analogue p-adique du
développement en base p usuel, le développement de Hensel. Tout nombre z € Q, se décompose
uniquement en

[ee]
T = Z :cl-pi, avec 0 < z; < p.

n=v(x)

C’est en quelque sorte le développement symétrique du développement usuel des réels en base p
puisqu’il est infini vers les puissances croissantes de p, et non pas vers les puissances décroissantes.
Le développement de Hensel d’'un entier naturel correspond a son développement en base p. Par
contre, le développement d’un entier négatif est infini : par exemple -1 s’écrit

—1=@-D-DEp-1)---
et on vérifie bien I'égalité 1 + (—1) = 0,
I+(p-D-1E-1pE-1)---=0000---.

Toujours par analogie avec le développement usuel, on définit la partie entiére p-adique |z ], de
x en tronquant son développement,

0
LCCJP: Z xipl’
n=v(x)

ce qui fait qu'un nombre p-adique se décompose uniquement en
r=|z|,+{z},, avec [[zpl,>1 et [{z},], <1,

{:c}p désignant la partie fractionnaire de x. La partie entiére est donc un rationnel de la forme
a/ pF, a étant un entier premier avec p strictement inférieur a pF*?.

Nous voyons apparaitre le lien avec la division LSB. Considérons en effet la division non-
centrée u = vq + r de u par v, v(u) < v(v), dans laquelle le quotient ¢ est

q:%, k=v(v) —v(u), aimpair, 0<a<2M

Cette division se traduit sur le rationnel u/v par

u r r
—=q+—, avec |gl2>1 et ‘—‘ <1
v v vl2
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et donc ¢ = |u/v]o. Par exemple, on déduit de la division de 29 par 12,

15 + 104 + 100 7
1nm2:nm2x2+1&+ 2+4m%,i&39:1xm+&
2

la relation

, 1009 4

1100, | 111y 7
11101,

Cette relation se lit directement sur le développement de Hensel du rationnel 29/12, donné par
111.11001011000.. . .

Pour obtenir I’algorithme centré qui nous intéresse, nous définissons les parties entiéres et frac-
tionnaires centrées en posant

(elas (o)) = { (o it o el

Ainsi une division LSB se prolonge aux nombres 2-adiques via I'application

1

Te() =~ — | 2| | Te(0) =0,
xr \‘w-‘Z

qui appliquée successivement & un nombre 2-adique z produit le développement en fraction
continues 2-adique

(2.15)

Q2 + 1
q3 + —

tel qu’il est décrit dans [Bro78]. Si I'algorithme LSB appliqué a (u,v) génére la suite de quotients
(gi)i=1.p alors le développement en fraction continue 2-adique du rationnel v/u est

v
- = - . (2.16)

. 1
S
dp

Le systéme dynamique S, sous-jacent & I'algorithme LSB est donc formé de ’application T, et
de la boule ouverte unité de Qq2, que nous noterons B :

1
B:={re€Qylr]z <1} = {x € Qo, |z]s < 5},
L’ensemble des différents chiffres apparaissant dans ’algorithme est I’ensemble D/,

Dgz{d:(a,k), k>1, a impair, \a!<2k},
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et la partition de la boule B est formée des boules By, de centre 1/q et de rayon |1/qg|3 pour
d=(q), ¢ = a/2%,

12 1 1]1]?
By:=<zeB, |z —- <'— =qx€eB, |v—- §—‘— .
qlo ql2 qio 21q 2
La restriction Ty de T a By est
1
T, =——
d(x) T q,
et la branche inverse correspondante est
1
hq(x) = .
a() e

Ce systéme satisfait une propriété bien particuliére : la dérivée de ses branches inverses est
constante. En effet, la dérivée 2-adique R/, est donnée par

-1 _22k

a
h, = = 1 d = = —
) = raE " arrap VT
et la norme 2-adique de cette dérivée est égale &
()] =272 (2.17)

si x appartient & la boule unité B. Cette propriété, qui assimile le systéme S,y & un systéme de
I'intervalle & branches affines a de nombreuses conséquences comme nous le verrons par la suite.
L’une d’elle est que la densité invariante n’est rien d’autre que la densité correspondant & la
distribution uniforme sur B, en d’autre termes ¢, = 1.

On déduit de cette propriété 'entropie du systéme dynamique S :

du(t) = 4log 2

t22

h(Sc) = —/Blog

(pour des exemples de calcul d’intégrales de fonctions Q2 — C on peut consulter [VVZ94| par
exemple). De méme, on peut déduire la valeur moyenne des principaux cotits, qui d’'une maniére
générale s’écrivent

peld =3 [ elddut) = 30 30 claf2)-2

deD k=1, impairs
la|<2k

Nous étudierons par la suite un autre systéme dynamique associé a cet algorithme. En effet,
le plongement dans Qo fait disparaitre au profit de la taille 2-adique toute notion de taille usuelle,
sur laquelle est basée toute étude de complexité d’un algorithme. Il nous faut donc garder une
trace réelle des orbites du systéme dynamique. La solution consiste & définir un systéme dyna-
mique agissant a la fois sur Q9 et sur R. En effet, étant donnée une orbite a laquelle correspond
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une suite d’applications Ty, ,Ty,, ... il est toujours possible de considérer I'action de ces appli-
cations sur un réel x. Cependant, contrairement & ce qui se passe pour les algorithmes MSB,
I’application T ne définit pas une application d’un ensemble X dans lui méme, sauf a choisir
X = R (par exemple la taille des restes générés par l'algorithme peut croitre...), ce qui com-
plique I'étude du systéme dynamique.

La solution est de suivre la démarche décrite dans [BL85] dans le cadre des systémes de
fonctions itérées, ou des produits de matrices aléatoires. Nous allons observer ’action de la
dynamique sur la droite projective réelle : munie de la topologie projective usuelle, la droite
projective est homéomorphe (par I’application tangente) au tore J := R/7Z, qu’on peut identifier
a lintervalle | — /2, +7/2[, les deux points —m/2 et 7/2 étant égaux. Etant donné un rationnel
v/u, on lui associe un “angle” w € J, en posant w = arctan v/u. On associe de la méme maniére
a chaque branche Tj; une application 1'; par conjugaison, en posant

T,(y) = arctan < — d> et hy(y) = arctan <

tany d+tany)’

Le systéme dynamique S est formé de la paire (B x J,T) ou T est maintenant défini par

Te(,y) = (Ta(x), Ly(y)) st a € Ba. (2.18)

2.5 Modélisations des algorithmes Mixtes

Les algorithmes Mixtes sont basés sur deux notions & priori incompatibles : la valuation
utilisée dans les algorithmes LSB n’est pas défini dans R, et la taille guidant les divisions MSB
ne l'est pas non plus dans Q5. Il n’existe pas d’espace dans lequel ces deux notions coexistent,
et la solution a adopter est alors de considérer un des deux espaces et d’y définir I’autre notion
de maniére probabiliste. Nous commencons par détailler ce procédé pour les algorithmes Binaire
et Plus-Moins, puis présentons une approche légérement différentes, utilisée dans [Val03] pour
traiter les algorithmes pseudo-euclidiens.

2.5.1 Systémes dynamiques Sz et Spy
Considérons tout d’abord une itération de ’algorithme Binaire :

u—v

2—k" k:l/(u—’l)).

T =
Celle-ci est suivie d'un échange si 7 < v. On en déduit sur les rationnels une application de [0, 1]
dans [0, 1] qui & v/u associe v/r si v < r et /v sinon. Cette application est bien définie puisque
dans les deux cas I'exposant k est défini & partir des numérateurs et dénominateurs du rationnel.
Etant donnée une valeur de k fixée, nous étendons cette application aux réels en considérant les

applications
2ky . [0 1 ]
six e
1-— T2k 41|’
o 51x€[—2k+1,1},
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et en posant qu'un réel x “choisit” I'application T}, avec la probabilité 1/2*. Le choix de ces
probabilités apparaitra plus clairement au chapitre 4 quand nous introduirons les opérateurs de
transfert. On obtient de la sorte non pas un mais une suite de systémes dynamiques formés des
paires (I,T}). Les applications T} et T sont représentées dans la figure 2.7. Pour chacun de ces

systemes, la partition comporte donc deux éléments, les intervalles [0, ﬁ [ et [2,6—1“, 1 [

Ces systeémes présentent un inconvénient majeur : la dérivée de 'application T est parfois
inférieure & 1, comme c’était le cas pour le systéme Sy relatif a ’algorithme Par-Excés. Ceci
nous ameéne donc a considérer le systéme dynamique induit. La “mauvaise branche” est ici celle
ou l'algorithme ne fait pas d’échange. Nous considérons donc 'application obtenue entre deux
échanges, c’est-a-dire celle définie par la suite de divisions

U —v U — v Ug — V Up_1 —V

oki ’ U = oka usz = oks 7 Uy = ok )

Uy =

qui se résume (voir (1.13)) par
uw=va + 2Fr

ol a = 1+ 2k 4 okathka 4 ..y okitthe1 ot b = ky 4 .-+ 4+ k,. Nous considérons donc les

Fi1a. 2.7 — Les applications T} et Ts.

applications
1—ax
Ta (@) = 55 (2.19)
dont les branches inverses sont )
h = 2.20
(a,k) (.%') a+ ok ( )

Les branches T{q ) et h(, k) sont prises avec probabilité 27k D’une maniére générale, la proba-
bilité relative & une branche inverse h est notée py,.

De cette maniére nous venons également de définir un développement en fraction continue
probabiliste pour les réels. Ce développement est de la forme
1

2k1
2k

(2.21)

xr=
ay +

az + ks

ag + —
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La modélisation suit les mémes étapes pour I’algorithme Plus-Moins. Nous obtenons non plus
deux mais quatre applications définies sur les rationnels, puisqu’en plus des échanges pouvant
intervenir, se rajoute le signe € de l'opération,

AL letze |0, |
sie=—-letx = |,
1—z |2k 4+ 1]

1—x . 1
B Sy sie=—letxe STIERRI
T(E,k)(x) - QkCC r 1 7
1+$ 815:+1et$€-0,ﬁ-,

1+=x . 1
Qkx 815:+1et$€_ﬁ,1-.

En estimant qu’un réel = choisit le signe de 'opération avec probabilités 1/2,1/2, on obtient
donc un ensemble de systémes dynamiques formés des paires (I, 7|, 1)), chacun d’entre eux étant
choisi avec probabilité 1/2F! (avec k > 2 maintenant). Les partitions liées a ces systémes sont
maintenant de deux types : les intervalles fondamentaux sont [0,1/2F + 1] et [1/2% + 1,1] si
e = —1,[0,1/2F — 1] et [1/2¥ — 1,1] sinon. Remarquons que contrairement aux systémes rela-
tifs a 'algorithme Binaire, ceux-ci ne sont plus complets. Les branches qui correspondent & une
addition suivie d'un échange ne recouvrent pas tout l'intervalle [0, 1]. Les applications T o et
T3 sont présentées dans la figure 2.8.

De la méme maniére que pour ’algorithme Binaire, nous considérons la division induite, qui
se résume maintenant par
u = va + 2Fr

olta =142kt okithe 4. pokitthr—1 ot kb =k +..-+k,. Les applications sont les mémes que
pour 'algorithme Binaire (2.19, 2.20), seules les valeurs de a et k étant différentes. L’ensemble
des valeurs possibles de ces deux parameétres est Dpag, donné par

Dpm ={d = (a,k), k> 2 et a impair , |a| < m(k)},
ou m(k) vaut Lg_l si k est pair et QICT_E’ sinon. Remarquons en effet qu'un exposant k > 2 ayant
été fixé, 'ensemble des valeurs possible de |a| correspond & I’ensemble des entiers positifs impairs
dont I’écriture signée nécessite au plus k — 1 bits. Rappelons que I’écriture signée d’un entier est
composée de 0,1 et de —1, chaque 1 ou —1 étant séparé d’au moins un 0. On montre aisément
par récurrence que a est inférieur ou égal a m(k).

Le systéme obtenu ressemble & premiére vue énormément au systéme Sy de l'algorithme
Binaire. Il y a cependant une différence majeure, qui jusqu’a présent rend I'analyse impossible :
les branches inverses ne sont pas définie sur tout U'intervalle [0, 1]. Ce probléme provient bien sir
du systéeme initial dans lequel les images des branches correspondant aux échanges et aux “+”
ne recouvrent pas tout [0,1].

2.5.2 Systémes dynamiques pseudo-euclidiens

Finalement nous utilisons une approche différente pour modéliser les algorithmes pseudo-
euclidiens. Soit H un algorithme de cette classe. L’exécution de cet algorithme est maintenant
vue comme un processus markovien, en ce sens qu’on peut se trouver dans deux états différents :
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Fi1a. 2.8 — Les applications T} et Ts.

Pétat 0 correspond au cas ou le reste de la division effectuée est impair (le quotient est donc pair
aussi puisque chaque entrée de ’algorithme est impaire) et ’état 1 dans lequel le reste est pair.
On obtient donc une famille de systémes dynamiques modélisant I'algorithme et permettant de
passer d’un état & un autre. Les systémes relatifs & I’état 0 sont déterministes, alors que ceux
relatifs & I’état 1 sont probabilisés, puisque dans ce cas I’algorithme effectue un shift défini grace
a la valuation 2-adique. Ces systémes sont notés S|; ;1 5, lorsqu'ils font passer de 'état i a I'état
Jj et que la valuation considérée est égale a k (pour chaque valuation on a donc quatre systémes
différents). Les systémes pseudo-euclidiens et pseudo-euclidiens centré sont présentés dans la
figure 2.9 pour k =1et k = 2.

State 1 State 1
State 0 State 0

State 0 State 1 State 0 State 1

State 1 State 1
State 0 State 0

State 0 State 1 State 0 State 1

F1G. 2.9 — Les systémes pseudo-euclidiens.
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2.6 Etude probabiliste de systémes dynamiques

Comme nous 'avons dit précédemment, étant donné un systéme dynamique une des ques-
tions naturelles que 1’on se pose concerne ’existence et 1'unicité d’une densité invariante pour
cet algorithme. On arrive en raffinant cette approche & décrire de maniére trés précise le compor-
tement probabiliste d’'un systéme dynamique. Une premiére maniére de faire est d’attacher un
poids & chaque branche du systéme, et d’étudier la valeur moyenne du poids total sur I’ensemble
des orbites de longueur n fixée.

Plus rigoureusement, étant donné un systéme dynamique S = (7', X) dont la partition est
indicée par un ensemble D, nous considérons des fonctions de cott ¢ : D — N, et définissons sur
un point z € X la variable aléatoire C),(z), relative aux trajectoires tronquées de longueur n :

si = appartient a l'intervalle fondamental de profondeur n Xg,q4,. .4, ,, et donc s’il emprunte
successivement les branches Ty, , Ty, ,... Ty, ,. Nous étudions la distribution asymptotique de la
variable C,,, pour un coiit ¢ & croissance modérée.

Rappelons que les cotits & croissance modérée seront rigoureusement définis au chapitre 5,
mais que d’une maniére générale, un cott de la forme ¢ = O(¥), ou ¢(d) est la taille du chiffre
d est a croissance modérée. Comme précédemment, si ce chiffre est un unique quotient d = (q),
alors £(d) = l5(q), sa taille binaire, si c’est une paire d = (g,¢) sa taille est £(d) = la(q) + 1 et
si c’est une paire de la forme d = (a, k) alors ¢(d) = ¢3(a) + k. Ces cotits permettent d’exprimer
entre autre la longueur du codage du développement en fraction continue de longueur n de = ou
encore le nombre d’occurrences d’un chiffre d donné. Remarquons enfin que les cofits ¢ peuvent
étre de maniére équivalente définis sur ’ensemble des branches inverses H du systéme :

c(hq) = c(d).

Nous nous intéressons également a ce qui est I’analogue continu des cotits définis sur les restes
et les continuants dans le cas discret. Considérons un point x € X. On associe a son orbite de
longueur n un rationnel, le n-éme convergent de x, défini par

) = pn(T) pnlz) o o
Qn(x) = ( o) >, ) ha, © hg, o ... hg, (0),

qui est donc le rationnel obtenu en considérant les n premiers termes du développement en
fraction continues de z. Remarquons que le vecteur @), est également donné par

Qn(w) = M- < (1) ) = Mia,; - Migg) - Mia,) - < é > ) (222)

ou les matrices Mg, sont les mémes que celles définies au premier chapitre sur les algorithmes
(dans le cas du systéme LSB il faut remplacer les matrices M par les matrices A/ pour avoir
la méme relation (1.12)). Nous étudions le comportement de la paire Q,, = (pn, ¢,) définissant
le n-éme continuant, et plus particulierement a sa taille. Comme pour I’étude des algorithmes
euclidiens nous sommes amenés a considérer plusieurs tailles selon la nature du systéme étudié.
Elles sont toutes de la forme

6(@Qn) = L(|l(ns an)l)),
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la norme ||.|| étant comme dans I’étude des algorithmes définie par

(p, q)|| = sup(|p|, |g|) pour les systémes MSB et Mixtes,
Pt (p? + qQ)% pour le systéme LSB.

2.7 Résultats connus sur Sg, Se et Sy

L’étude des propriétés métriques des systémes dynamiques est bien str bien antérieure &
I’analyse dynamique d’algorithme. On dispose de nombreux résultats dans ce domaine. Il existe
en particulier des techniques génériques pour montrer le comportement gaussien des différentes
variables aléatoires définies sur les systémes lorsque ceux-ci satisfont certaines conditions. En
particulier, lorsque la partition du systéme est finie, on peut s’inspirer des travaux fondateurs de
Lasota et Yorke [LY73], Rousseau-Egele [RE83| ou encore Baladi et Keller [BK90|. Ces études
sont bien résumées dans la monographie de Collet [Col96]. Le cas des partitions dénombrables
est traité par Broise dans [Bro96|.

Nous avons choisi de nous concentrer ici sur deux types de résultats : I'analyse des cotits &
croissance modérée et celle des continuants. L’analyse dynamique permet d’énoncer les résultats
dans le méme formalisme que celui utilisé pour décrire le comportement des algorithme euclidiens,
et met ainsi en évidence les similitudes — plus rarement les différences — entre les comportements
discrets et continus.

Ainsi, pour les systémes dynamiques sous-jacents aux algorithmes rapides (donc les systémes
Se, S1, Se, Sg et Sév) on montre un théoréme limite central pour les coiits a croissance modérée
associés aux trajectoires tronquées de longueur n. Si S = (I,T) est un de ces systémes, P et
E les probabilités et espérances définies sur I avec la mesure de Lebesgue, alors il existe deux
constantes pg(c) et dg(c) telles que pour tout n, et pour tout Y € R

o1 St o] [ i)

et si S est relatif a un algorithme rapide H alors les constantes pg(c) et dg(c) sont reliées aux
constantes g (c) et dg(c) des algorithmes (voir chapitre précédent, paragraphe 1.7) par

ps(e) = pu(c), ds(c) = dul(c).

Les espérances E[C),] et variances Var|[C),] sont données par
E[Cp] = pus(c) -n+a+ O(k™), Var[Cph] = 6%(c)-n+b+ O(k"),

oll k est un réel strictement inférieur a 1.

Le résultat précédent explicite la similitude entre les trajectoires réelles et rationnelles lorsque
celles-ci ne sont observées que via la suite de quotient engendrée. Cette similitude reste valable
pour d’autres observables. En particulier, les comportements des continuants liés aux algorithmes
et aux systémes dynamiques sont les mémes, puisque par analogie avec les résultats énoncés dans
le chapitre 1.7, la moyenne de la taille ¢,, du n-éme continuant Q,, est donnée par (voir [Phi70])

E[¢,] = As-n+a+ O(k"),
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ol k est strictement inférieur & 1. Si H désigne I’algorithme correspondant au systéme dynamique,
alors la constante Ag est reliée a la constante Ay, définie en (1.29), par

Ag = (2.23)

Ay
et fait donc intervenir I'entropie du systéme puisque Ay était définie par

2log 2
Ap = hH)

On peut montrer un théoréme limite central pour ces coits : pour tout n, et tout Y € R, on a

2.8 Résultats de cette thése pour Sg et S,

Pz |

Le premier résultat énoncé ici traite des systémes a-euclidiens, et du comportement des
colits & croissance modérée sur ces systémes. De méme que pour les autres systémes associés
aux algorithmes rapides, on montre un théoréme central limite pour o # 0. Si C), est la variable
aléatoire associée a un coiit ¢ et aux trajectoires de longueur n, alors il existe une constante d,(c)
telle que pour tout n, et pour tout ¥ € R

o] Loanol)

to(c) étant la méme constante que celle intervenant dans le cas discret (voir paragraphe 1.8).
De plus, il existe k < 1, a et b tel que 'espérance et la variance satisfont

Plz |

E[C"] = palc) -n+a+ O(k"), Var[C,]= 53(0) ‘n+b+ O(k")

Les résultats suivants concernent le systéme S, relatif & I'algorithme LSB. Nous nous sommes
intéressé & deux parameétres : les colits a croissance modérée et les tailles des continuants. Pour le
premier, nous avons montré leur comportement gaussien. Si ¢ est un cotit a croissance modérée
et C), la variable aléatoire correspondante, alors il existe deux constantes pz(c) et oz(c) telles
que pour tout n, et pour tout Y € R,

Cp(z) — pc(c)n } 1 /Y 2 1
Pr |z <Y|=— eV Pdy+0(—=).
| Sz(c)y/n V21 J—oo vn
Encore une fois, les variables us(c) et oz sont les mémes que celles apparaissant dans 1’étude de
I’algorithme. L’espérance et la variance de C,, sont données par

E[C,] = pcle)n 4+ a+ O(k™) and Var[C,] = 6%(c)n + b+ O(k"),

Kk étant une variable réelle x < 1.
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Le comportement des continuants est plus intriguant. En effet, en collaboration avec Brigitte
Vallée et Véronique Maume, nous avons exhibé les moyennes et variance de la variable /£,,, taille
du n-éme continuant @,. En particulier, 'espérance est asymptotiquement donnée par

Elln] ~ (2410) - n

et la correspondance entre les cas discrets et continus observée précédemment (2.23,1.32) n’est
plus valable puisque qu’on a

1
2+70¢A—£:2—’Yo-

Le modeéle du Lievre et de la Tortue permet dans un certaine mesure d’expliquer ce résultat. En
effet, ils ne font plus maintenant une course, mais additionnent leurs vitesses, et au bout de n
étapes ont donc “parcouru” (2 + ) bits.

Ce résultat interpelle : si on suppose qu’un rationnel de taille N se comporte comme un
nombre 2-adique générique, alors la taille du n-éme continuant d’un rationnel est égale a (24g)-n.
Considérons donc un rationnel v/u de taille N. L’algorithme LSB appliqué a (u,v) s’arréte au
bout de I(N) = N/(2 — 7p) itérations, et le I(/N)-éme continuant devrait étre de taille

2
N. +’Yo’
2=

alors qu’il est de taille N, puisqu’on retrouve 'entrée de ’algorithme.
Nous avons en réalité obtenu un théoréme central limite pour la variable £, : il existe ¢ tel
que pour tout n, et tout Y € R,

2.9 Conclusion

Les principaux objets étudiés ont maintenant été présentés : les objets discrets dans le chapitre
1 et les objets continus dans celui-ci. Les méthodes que nous développons par la suite s’avérent
suffisamment puissantes pour décrire les comportements probabilistes des algorithmes comme des
systémes dynamiques. Nous verrons que la nature continue des systémes dynamiques rend I’étude
des trajectoires génériques tronquées présentée ci-dessus plus simple que celle des trajectoires
rationnelles (relatives aux algorithmes).
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Les deux chapitres & venir sont consacrés aux deux principaux outils utilisés dans cette
thése. Chacun de ces outils est relatif & un des objets étudiés : les séries génératrices présentées
maintenant sont les outils privilégiés de 1’étude de structures discrétes, a fortiori des algorithmes,
alors que les opérateurs de transfert du chapitre suivant sont relatifs aux systémes dynamiques.
La principale étape de ’analyse dynamique consiste & relier ces deux objets.

Une des techniques les plus standard en analyse d’algorithmes et en combinatoire est, pour
étudier une famille d’objets A munie d’une taille ¢(a), d’étudier la série génératrice associée. La
séries la plus simple définie sur A est la série entiére A(z) donnée par

A(z) = Z @)

acA

qui “encapsule” 'essentiel des propriétés de la classe d’objets. Lorsqu’on s’intéresse & un parameétre
particulier défini sur A4, par exemple un cotit ¢(a), on étudie alors la série bivariée

A(z,u) = Z 2@ yela),
acA

Cette approche permet de relier le comportement du cotit ¢ sur le sous-ensemble de A des
entrées de tailles n, A, au comportement des coefficients des séries A(z) et A(z,u). La démarche
a suivre est alors d’obtenir une “bonne” expression des séries (déduite des propriétés combinatoires
des objets étudiés) qui permet, grace aux méthodes analytiques appropriées (voir par exemple
[FS, Fla02, Fla92]) , d’extraire les coefficients de la série.

Nous suivons dans un premier temps cette démarche, puisque nous utilisons des séries gé-
nératrices, et comme dans ’exemple précédent, nous manipulerons usuellement deux variables

o7
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complexes, dont une marquera la taille et I'autre le parameétre & étudier. La premiére différence
avec la série présentée ci-dessus est que les séries adaptées & ’analyse d’algorithmes euclidiens
ne sont plus des séries entiéres, mais des séries de Dirichlet, donc de la forme

As) =Y =,

ol a, est la somme cumulée a, =, 4 f(a).

Cette différence n’est pas anodine, puisque 'étape d’extraction de coefficients est souvent
plus délicate dans ce cas. La seconde et principale différence avec ’approche classique est dans
I’obtention de la “bonne” forme de la série. En effet, on ne peut pas exploiter facilement une
quelconque décomposition des objets qu’on étudie, qui sont ici des nombres. La décomposition
“évidente” a utiliser est le développement en fraction continue, mais celui-ci, comme nous ’avons
remarqué en introduction, est basé sur un processus trop corrélé pour qu’on puisse obtenir une
expression “manipulable” des séries génératrices. C’est griace au lien que nous ferons dans le
chapitre suivant entre séries génératrices et opérateurs que ’on obtiendra finalement 1’expression
souhaitée de la série.

Le premier paragraphe du chapitre est consacré aux séries génératrices des moments de Lévy,
adaptées pour faire I’étude en distribution de problémes de nature discréte ou continue. Puis nous
décrivons les différentes séries de Dirichlet et entiéres utilisées ici, en précisant a chaque fois quel
outil d’extraction de coefficients utiliser. Enfin nous expliquons dans le dernier paragraphe du
chapitre pourquoi il est possible de restreindre nos études aux ensembles €2 formés uniquement
d’entrées premiéres entre elles.

3.1 Séries génératrices pour ’analyse en distribution

Une des finalités de ’analyse d’algorithme est d’obtenir des résultats en distribution, et dans
notre cas de prouver des comportement gaussiens. Il existe de nombreuses méthodes pour prouver
un tel comportement. Nous utilisons ici une méthode basée sur les séries génératrices de Lévy
[Lév29], ou séries génératrices des moments, et sur le théoréeme des Quasi-Puissances de H.K.
Hwang [Hwa98].

3.1.1 Séries génératrices des moments et théoréme des quasi-puissance

L’approche présentée dans ce paragraphe s’applique aussi bien & 1’étude des algorithmes
euclidiens qu’a celle des systémes dynamiques en tant que tels. Considérons tout d’abord un
algorithme H, et son ensemble d’entrées valides 2. Si C' est un cotit défini sur €2, alors la série
génératrice des moments Ex[exp(wC)] relative a la variable complexe w est l’espérance sur le
sous-ensemble de ) constitué des entrées de 'algorithme de taille N de la variable aléatoire
exp(wC),

Z(u,v)GQN exp(wC(u, ’U))

En[exp(wC)] = O

(3.1)

Si on se place dans le cadre de I’étude d’un systéme dynamique S = (X, T'), et qu’'on considére
un cott C, attaché aux trajectoires tronquées de longueur n, alors la série est définie par

Elexp(wC,,)] = /Xexp(w Ch(x))dp(zx), (3.2)
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ou p est la mesure de Haar sur ’ensemble X (qui est la mesure de Lebesgue pour un systéme
dynamique de l'intervalle).

Lorsque ces séries possédent de bonnes propriétés d’analycité au voisinage de w = 0, et
qu’elles se comportent comme des quasi-puissances (et donc que la variable C' a un comporte-
ment proche de celui d’une variable iid) alors on déduit du théoréme suivant que le comportement
de la variable C' est asymptotiquement gaussien.

Théoréme A. [Hwang| Supposons que la série génératrice des moments Elexp(wR,,)] d’une suite
de fonctions R, est analytique dans un voisinage complexe W de w = 0, et satisfait

Elexp(wR,)] = exp[8,U (w) + V(w)] (1 + O(x, 1)) (33)

avec By, kn — oo avec n, U(w), V(w) analytiques sur W et un O uniforme sur W. Alors
Uespérance et la variance satisfont

E[R,] = U'(0) - B, + V'(0) + O(x,; 1), Var[R,] = U"(0) - B, + V"(0) + O(x; ).

De plus, si U"(0) # 0, alors la distribution de R, est asymptotiquement gaussienne, avec
1/2)

vitesse de convergence O(k, '+ Bn 7)),

R, (z) = U'(0)n
U"(0)n

Y
Plz | SY] = %ﬂ/_ooe—yQ/Zdy_f_O(K;l +ﬂ;1/2)-

3.1.2 Séries génératrices bivariées

Les études en distribution sont donc basées sur les séries génératrices de Lévy. Lorsque le
probléme est de nature continue, il est possible d’étudier directement ces séries. Par contre, pour
I’analyse d’algorithme, obtenir une décomposition en quasi-puissance est plus délicat, et impose
un détour par d’autres séries génératrices. Ce paragraphe est donc consacré & la description des
séries de Dirichlet et des séries entiéres bivariées. Nous n’utiliserons pas les premiéres directe-
ment : d’'une maniére générale, nous ne présentons pas ici de résultats en distribution sur le
comportement des algorithmes, sauf sur l'algorithme LSB, quand la taille utilisée est la taille
“exotique”. Mais dans ce dernier cas, les séries qui apparaissent sont des séries entiéres.

Séries de Dirichlet

D’une maniére générale, les séries génératrices que nous utilisons sont des séries de Dirichlet,
plus & méme de décrire des propriétés arithmétiques, mais plus délicates & analyser que des
séries entiéres. Celles que nous présentons ici sont bivariées, et par analogie avec la variable z
de l'introduction de ce chapitre, la variable s est attachée a une taille et la variable w au coft
étudié. Elles sont définies & ’aide de I’ensemble {2 associé au probléme traité, ainsi que de la
taille £ et de la norme ||.|| définis sur cet ensemble. Rappelons que ces deux derniéres quantités
sont liées par

€(u, v) = £o([[ (u, v)]])-
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Etant données ces différentes quantités et un coiit C défini sur €2, la série Fo(s,w) est définie
par

Fo(s,w) = 3 e}‘p“”% Zf (3.4)

(u,v)EQ ||(

ol f,sc) est la somme cumulée

(©) = Z exp(w C(u,v)).

(u,v)EQ
[[(u,v)||=n

On peut maintenant & ’aide de ces séries donner une premiére expression des séries génératrices
des moments définies en (3.1) :

2N _1 )
Lnzgi-1 Jn (3.5)

Eylexp(w C)] = =2t
2

avec

Qn ={(u,v) € A |(u,v)[| = n},

puisque les ensembles Q2 vérifient

U {(uv) € 1w v)]| = n}.

n=2N-1

Remarquons que les quantités |€2,| s’expriment également en termes de séries génératrices, comme
nous le verrons dans le paragraphe suivant. On définit de la méme maniére sur les ensembles Q
Qn la série Fo (s, w), reliée a la série E[exp(wC)].

Séries entiéres

On peut également définir les séries génératrices entiéres, que nous n’utiliserons que dans
I’étude de ’algorithme LSB, lorsque la taille et 1a norme considérées sont “exotiques”, de la forme
(voir (1.17))

|(u,v)|| = 2F  silalgorithme fait k shifts et £(u,v) = k.

Ces séries sont données par
Fo(z,w) = Z 210 exp(wC (u, v) Z (3.6)
(u,v)eN n>1

avec

FO=%" expwC(u,v))

(u,0)EQn
On obtient ainsi une expression des séries génératrices des moments (3.1),

[N Fo(z,w)

Exfexp(n O)] = Tl

(3.7)

ol [2V]F(s,w) désigne le N-éme coefficient de la série.
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3.2 Séries génératrices pour ’analyse en moyenne

Il n’est cependant pas toujours possible d’obtenir des résultats en distribution. On opte alors
pour une analyse en moyenne. Les séries génératrices utilisées ici sont légérement plus simples
a manipuler, puisqu’elles ne comportent plus qu’une seule variable, la variable s (ou z dans le
cas d’une série entiere) relative a la taille. Qu’elles soit entiéres ou de Dirichlet, ces séries sont
définies a partir des séries Fo(s,w) ou Fo(z,w) par dérivation. Les séries de Dirichlet T(s) sont
donc données par

d C(u,v) ©
To(s) :== —Fo(s,w)y—0 = — = — 3.8
= G Tele w0 = 2 Tl = 2w &)
avec
)= Y Cuv),
(u,v)EQ
[|(u,v)||=n
et
) 0
Ty(s) = =y
=) (U%Quw,vms 25
avec

t) = #{(u,v) € Q, [|(u,v)|| = n}.
Ainsi, I'espérance de la variable C' sur ’ensemble €y est exactement

ZQNfl (@)

n=2N-1%'n

EN[C]:—ZZN_l XOR
n=2N-1%'n

(3.9)

Il en est de méme pour les séries entiéres, maintenant données par
To(z) = Z zg(“’”)C(u,v) = Zz” Z C(u,v) = Ztgc)z”.
(u,0)eQ n>1 (u,0)EQR n>1
La série associée au cotut C(u,v) = 1 est donc
L= 3 ) =3 40,
(u,v)eN n>1

On obtient ainsi l'espérance de C,

Ex [exp(wlog C)] =

3.3 Extraction des coefficients

Comme nous venons de le voir, tous les résultats obtenus dans I'analyse des algorithmes le
sont par extraction de coefficients de séries génératrices. Cette étape est différente selon qu’on
manipule des séries entiéres ou de Dirichlet. Ce dernier cas est plus délicat & traiter, en particulier
quand on souhaite obtenir des termes de restes suffisamment précis pour appliquer par la suite
le théoréme des quasi-puissances. C’est pourquoi 'analyse en distribution des algorithmes est
particulierement difficile.
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Séries de Dirichlet

Pour exploiter la relation (3.9), nous utiliserons un théoréme taubérien, dt a Delange [Del54].
Il relie 'asymptotique des sommes de coefficients au comportement de la série sur un demi-plan
complexe de la forme R(s) > o sur lequel elle doit étre analytique, sauf en s = o ou elle posséde
une singularité polaire.

Théoréme B. [Delange| Soit F'(s) une série de Dirichlet a coefficients entiers telles que F(s)
converge pour R(s) > og > 0. Si

(i) F(s) est analytique pour R(s) = 0,s # 0, et

(1) pour v >0, F(s) s’écrit

F(s) = A(s)(s — o) 771 + C(s),

ou A(s) et C(s) sont analytiques en s = o et A(o) # 0, alors quand N — oo,

> an &Nﬂogﬁ]\r [1+e(N)], eN)— 0.

o ottt
En particulier, on a
22N
S b= =T (1) (2l0g2)7 2N N (14 €(N)], i e(N) =0,
92N—1 ol(y+1) Neo
-

Quand on souhaite exploiter la relation (3.5) pour faire une analyse en distribution, la si-
tuation est plus délicate. Il faut ici faire appel a la formule de Perron qui impose des conditions
supplémentaires sur une bande verticale qui contient la singularité o. L’analyse est donc plus
difficile, et pour plus de détails concernant cette approche, on peut consulter [BV04].

Séries entiéres

Le cas des séries entiéres est généralement plus simple, puisqu’on restreint ’analyse de la
série a l'intérieur d’un rayon de convergence (donc dans un ensemble compact). Cette approche
est également plus fructueuse, puisqu’elle s’applique trés bien aux séries bivariées pour ensuite
appliquer le théoreme de Hwang (relation (3.7)), et obtenir des résultats en distribution.

Nous utiliserons le résultat classique suivant (voir [FS] par exemple), basé sur la formule du
binéme de Newton.

Théoréme C. Soit Q(z) une série entiére qui se décompose en

o) = (1) Po

ot P(z) est analytique pour |z| <1 et k un entier positif. Alors asymptotiquement,

nk;—l

n 1
100 = iy P (1406
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34 Qou?

Nous abordons maintenant un point volontairement laissé dans le flou jusqu’a présent, le choix
de I'ensemble d’entrées a étudier : en effet, une analyse “rigoureuse” d’un algorithme euclidien
se fait sur 'ensemble €2 de toutes les entrées valides d’un algorithme, et non sur ’ensemble 2
des entrées premiéres entre elles. On se rend compte qu’en réalité les deux analyses ménent
aux mémes résultats. Considérons tout d’abord un cotit additif, défini sur les quotients, qui
vérifie donc C'(du, dv) = C(u,v) pour tout entier d. Considérons maintenant la série de Dirichlet
Fo(s,w) associée a ce cout et a I’ensemble €, si la taille utilisée est relative a la norme sup,
||(u,v)|| = max(u,v). Elle vérifie

Folsw) = 3 exp(w C(u,v))

~ u?
(u,v)€Q

B expr’dudv))
- T 3 ol Cldnd)

d>1 (u,v)e

= ((s)Fo(s, w),

ou ((s) est la fonction zeta de Riemann,

1
n>1
On obtient le méme type de relation si la norme utilisée est la norme euclidienne,

. exp(w C(u,v))
Fe(s,w) = Z CET
(u,v)€R
B Z Z exp w C(du,dv))
- 2 2 25
51 (u)en (u? +v?)sd
= ((25)Fols,w).

Dans I’étude des cotits additifs, il est donc suffisant de se placer directement sur . Il faut
étre plus attentif avec la complexité en bits. Nous n’allons traiter que les séries univariées Tp(s),
pour la seule norme usuelle. Soit (u,v) un élément de , et (du, dv) un élément de Q. Si (u;) est la
suite de restes liée & une exécution de l'algorithme étudié sur entrée (u,v), alors les complexités
en bits B(u,v) et B(du,dv) sont reliées par

B(du,dv) = log dQ(u,v) + B(u,v),

ou @ est le cout additif défini par

On en déduit la relation B

Tp(s) = =('(s)Tq(s) + C(s)Ts(s)
quand on utilise la norme usuelle. La encore, on en conclut qu’il est suffisant de se placer sur
I’ensemble €.
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3.5 Conclusion

Certaines des séries présentées ici seront plus utilisées que d’autres. En particulier, celles dont
nous nous servirons le plus sont les séries de Dirichlet univariées, qui permettent d’obtenir des
résultats en moyenne sur le comportement des algorithmes. Nous utiliserons également les séries
génératrices des moments pour étudier les parameétres définis sur les systémes dynamiques, ce
qui nous permettra d’en faire une analyse en distribution. Enfin, la seule série bivariée dont nous
nous servirons est une série entiére, qui permet de faire I’analyse en distribution de ’algorithme
LSB, lorsque ’ensemble €2 est muni de la taille liée au nombre de décalage.

Nous expliquons dans les prochains chapitres comment le détour par les systémes dynamiques
et les opérateurs de transfert permet de satisfaire les conditions des théorémes A, B et C présentés
ici.
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Nous abordons maintenant la description de l'objet central de cette thése, 'opérateur de
transfert. Il est d’une certaine maniére I'analogue continu des séries génératrices du chapitre
précédent puisqu’il encapsule 'essentiel des propriétés du systéme. Nous allons dans ce chapitre
construire les différents opérateurs utilisés, et ceci en plusieurs étapes.

Dans un premier temps, nous allons étudier I'opérateur de Perron-Frobenius associé a chaque
systeme. Cet opérateur, également appelé opérateur transformateur de densité, est central en
théorie des systémes dynamiques car il permet de calculer de maniére explicite ’évolution des
densités successives au cours du temps. Il est donc particuliérement approprié lorsqu’on cherche
a connaitre les densités invariantes du systémes, par exemple, et c’est dans cette optique que
Kuzmin ’a introduit en 1928 [Kuz28| pour calculer la densité invariante du systéme Sg relatif
au développement en fraction continue classique (voir chapitre 2). Il a depuis été abondamment
étudié, et on peut par exemple consulter les livres de Boyarsky et Gora [BG97|, de Lasota et
Mackey [LM94] ou encore de Baladi [Bal00] pour les principales propriétés de cet opérateur.

Une fois défini 'opérateur de Perron-Frobenius, nous allons le modifier légérement, plus préci-
sément le perturber, pour finalement obtenir les opérateurs de transfert. La perturbation apportée
nous est utile pour engendrer des quantités lices aux algorithmes, mais elle a initialement été
introduite par David Ruelle dans les années 70, dans un formalisme thermodynamique (’opéra-
teur de transfert est parfois appelé opérateur de Ruelle). Il a de nombreuses applications dans
divers domaines et a été intensivement étudié par de nombreux auteurs : on peut par exemple
citer Mayer [May91|, pour ses études de 'opérateur de transfert relatif au systéme Sg, ou encore
Baladi [Bal00]

65
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Finalement nous explicitons les propriétés génératrices des opérateurs de transfert dans le
dernier paragraphe du chapitre. En effet, nous relions dans les propositions 4.1 & 4.9 ces opérateurs
aux séries génératrices du chapitre précédent, ce qui constitue le principal transfert de propriétés
entre le processus discret (’algorithme) et le processus continu (le systéme dynamique).

4.1 L’opérateur transformateur de densité

Comme nous ’avons dit dans le chapitre 2, étant donné un systéme dynamique, on cherche
souvent a étudier I’évolution des densités au cours du temps. On cherche en particulier & savoir
s’il existe une densité invariante, et si c’est le cas, a la décrire. Un des principaux outils utilisés
dans ce cadre est 'opérateur transformateur de densité, ou opérateur de Perron-Frobenius, que
nous noterons généralement H. Cet opérateur s’est avéré étre un outil particuliérement efficace,
puisque ’essentiel des résultats obtenus par les dynamiciens 'ont été via son étude.

Son role est prépondérant puisqu’étant donnée une densité f, son image par l'opérateur H|f]

n’est autre que la densité obtenue aprés une itération du systéme. Ainsi, si fo, f1, fo,. .., fi,. ..
est la suite de densités successives, alors on vérifie
H[fi] = fin1.
Si ¢ est une densité invariante du systéme, alors elle vérifie en particulier
H[y] = ¢, (4.1)

elle est fonction propre de 'opérateur. Pour donner une expression précise de ’'opérateur, nous
allons d’abord nous placer dans le cadre plus simple des systémes dynamiques de 'intervalle.
Puis, nous détaillerons pour chaque type de systéme dynamique 'opérateur associé.

Soit S = (X, T) un systéme dynamique de U'intervalle. Rappelons que la partition de l'inter-
valle X est (Xg)gep ot D est un ensemble fini ou dénombrable, et que les applications Ty, hg et
les intervalles Yy vérifient (voir paragraphe 2.1.1)

Ty(Xa)=Ys et ha(Yo) =T, (V) = Xa.

Enfin, rappelons que I’ensemble H désigne I’ensemble des branches inverses h. Une maniére de
construire 'opérateur est la suivante. Soit f une densité définie sur X, muni de la mesure de
Lebesgue p. Alors la densité H[f] obtenue aprés une itération de ’algorithme doit vérifier pour
tout intervalle b inclus dans X :

[N = [ @,
b T-1(b)
= > [ o)
her 7 h(b)
En appliquant le changement de variable ¢t = h(y)1y, (y), on obtient finalement

/bH[f](t)dM(t) = Z/blh(y)l-foh(y)-lyh(y)

heH

B /Z|h'(y)|-foh(y)'1yh(y)-

b hen
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Cette égalité étant vraie pour tout intervalle ouvert b, on en déduit que 'opérateur est donné
par
H[f)(x) = Y [ (@)] - f o h(z) - 1y; (). (4.2)
heH
Ainsi, la nouvelle densité au point x est déduite de la valeur de 'ancienne densité aux an-
técédents de x par T, la dérivée |h/(x)| provenant du changement de variable. Les propriétés
multiplicatives de la dérivation font que I'expression (4.2) de 'opérateur reste valable pour ses
puissances. Par exemple I'opérateur H? = H o H vérifie

HoH[f|(z) = Y_|W(@)| Y I¢ (@) fogoh(@) ly,(h(z)) 1y, (z)

heH 9€H
= Y W@ oh@) - 1y,@)
heH?

et d’'une maniére générale on a

H'[f](x) = Y |W(2)- foh(x) - Ly, (2). (4.3)

heH"™

Exemples

Considérons les deux systémes dynamiques de U'intervalle présentés en introduction du cha-
pitre 2. Ils sont tous deux définis sur lintervalle [0, 1], par les applications

| To(z) =22 si0<z<1/2 | To(z) =2z si0<z<1/2

Les branches inverses du premier sont de la forme

ho(z) = = et hi(x)

et sont définies sur tout l'intervalle [0, 1]. On en déduit que 'opérateur transformateur de densité
de ce systéme est

1,2 1, z+1
H =—f(=)+= .
1) = 5£(3) + 3/ ()
L’image par cet opérateur de la fonction 1 est
1 1
H[1 =—+=-=1
@) =5+5=1

et donc la distribution uniforme sur [0, 1] est préservée par le systéme.

L’opérateur de Perron-Frobenius relatif au second systéme est défini & partir des deux branches
inverses

et hi(x) =

3
- —x
2 Y

deéfinies sur [0, 1] pour la premiére et [1/2,1] pour la seconde. L’opérateur est donc

HIf|(r) = 5/(5) + F(5 — 0)1p/2(2).
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Observons que dans ce cas, I'image de la fonction 1 est
1
H[1] = 5 + 11 /2,1)(2),

et ce systéme ne préserve plus la distribution uniforme. D’une maniére plus générale, le fait qu'un
des intervalles images ne recouvre pas l'intervalle tout entier induit la présence de fonctions in-
dicatrices dans I’expression de 'opérateur. Cette présence implique notamment que l'image par
H d’une fonction continue n’est & priori plus continue.

4.1.1 Expression des différents opérateur de Perron-Frobenius

Nous décrivons maintenant les opérateurs relatifs aux systémes Sg, So, Sc, Sz, S5 ou Spm
que nous étudierons par la suite. Méme si on construit ces opérateurs sur le méme modeéle que
l'opérateur H présenté en introduction, il faudra prendre en compte les spécificités de chaque
systéme : variables 2-adiques pour les systémes S et Sg, systémes probabilisés pour les systémes
S et Spag... Nous donnerons donc un nom différent a chaque type d’opérateur rencontré :

— H désigne un opérateur de Perron-Frobenius “générique”, relatif a toute sorte de systéme,
G désigne les opérateurs relatifs aux systémes MSB, donc entre autres aux systémes Sg,
Sc et Sq,

— K désigne 'opérateur relatif au systéme LSB S, défini sur la boule unité B de Q,

— L désigne 'opérateur relatif au systéme LSB S, défini sur Bx.J, J étant le tore |—m /2, 7/2],

— M désigne les opérateurs relatifs relatifs aux systémes Mixtes, donc aux systémes proba-
bilisés Si et Spaq.

Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systémes MSB

Les systémes MSB étant des systémes dynamiques de 'intervalle, la définition donnée plus
haut de l'opérateur de Perron-Frobenius s’applique directement. Les opérateurs G sont donc
donnés par

Glf](z) = Y |W (@) f o h(z) - Ly, (). (4.4)

heH

Remarquons cependant quelques différences entre les opérateurs relatifs aux systémes Sg, S¢
et Sy et ceux relatifs aux systémes a-euclidiens S,,. En particulier, les fonctions indicatrices ne
sont pas nécessaires pour les premiers opérateurs. En effet, elles ne le sont que quand les images
des intervalles fondamentaux ne recouvrent pas l'intervalle X tout entier. Dans ce dernier cas,
les fonctions indicatrices sont toutes de la forme Y, (x) = 1 pour tout x € X, et peuvent étre
omises.

La présence ou non de fonction indicatrice n’est pas anodine : elle peut en effet apporter des
discontinuités a chaque étape. Ainsi, on peut d’ores et déja affirmer que la densité invariante d’un
systéme non-complet n’est pas une fonction continue, puisque les discontinuités apportées par
Popérateur impliquent que si f est continue, G[f] ne ’est pas (comme dans I’exemple précédent).

Enfin le cas de l'opérateur relatif au systéme Sy (algorithme Par-Exces) est légérement
différent puisqu’on étudie un systéme induit. Nous reviendrons briévement sur ce cas a la fin du
chapitre 5.
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Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systémes LSB

Considérons tout d’abord le systéme Sp, défini sur la boule unité B de Q5. On obtient
I'opérateur de Perron-Frobenius en suivant les mémes étapes que précédemment. Seule la formule
de changement de variable différe. En effet, si K et Ky sont deux ouverts de B, et ¢ une
application telle que K; = o(K3), alors la formule de changement de variables devient (voir
[VVZ94] par exemple)

f(@)du(x) = / o' (W)l2 - Fo())du(y),
K1 Ko

ou p est la mesure de Haar définie sur la boule unité B. La principale différence avec ’expression
(4.2) est l'utilisation de la valeur absolue 2-adique a la place de la valeur absolue usuelle. De
plus, le systéme dynamique étant complet (pour tout d € D, T;(B,) = B), on peut omettre les
fonctions indicatrices et on obtient finalement 'opérateur K, défini sur les fonctions f: B — R
par
K"[fl(z) = Y [W(2)l2- foh(x).
heH™
Remarquons que la propriété (4.1) relative & une densité invariante donne ici immédiatement un
résultat. En effet, chaque branche inverse hy est de la forme
1 2k

T gtz a+2kx

hd(x)

oil d est le chiffre associé au quotient ¢ = a/2*. Comme nous 'avons remarqué dans le chapitre
2 (relation (2.17)), la valeur absolue 2-adique de cette branche est constante sur B,

()2 = 272,

et 'image par K de la fonction 1 est donc

K(l)(z) = > [W(@)=> Y 2%=L

heH k>1 a impair
la|<2k
Ainsi, la densité uniforme est bien préservée par le systéme. Cette propriété est vérifiée d’une
maniére générale par tous les systémes complets dont la valeur absolue de la dérivée (usuelle
ou 2-adique) est constante. Ils s’apparentent ainsi & des processus sans mémoire. On peut en
effet considérer un systéme dynamique comme étant une source qui émet des symboles aux cours
du temps. On associe & une orbite =, T(z), T?(x)... les symboles dg,dy, ds... correspondant aux
intervalles fondamentaux successivement “traversés” par ’orbite. On observe aisément qu’un sys-
téme dynamique dont les branches sont affines et complétes préserve la distribution uniforme et
correspond alors & une source sans mémoire.

L’opérateur relatif au systéme S, (défini sur B x .J) se construit toujours sur le méme modéle.
Cependant, l'application 7' définissant ce systéme agissant maintenant sur deux variables (une
variable 2-adique = € B et une variable y € J =] — 7/2,7/2[) il faut maintenant remplacer la
dérivée par le Jacobien de l'application, qui est donné par |h'(x)|2 - |R'(y)|. L’opérateur L de
Perron-Frobenius relatif au systéme S, est donc, pour une fonction f: B x J — R,

L{fl(z,y) = > [W (@)l - W ()] - f(h(x), b(y)).

heH
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Si on note d, la quantité |h'(x)]2 = 1/det h, on utilise plutot ’expression

Lifl(e.y) = 3 0n- ()] F(h(x), h(y)). (4.5)
heH
Nous n’étudierons par la suite que la partie réelle du systéme, et n’observerons 1’évolution
de la densité que sur I’ensemble J. Nous définissons donc un dernier opérateur, agissant sur des
fonctions f : J — R & une variable réelle par

Lifl(y) = > on- B (W) fohly). (4.6)

heH

Remarquons que cet opérateur ne correspond plus exactement & un opérateur transformateur
de densité pour un systéme dynamique, puisqu’en se restreignant a la seule variable réelle, on
s’éloigne du formalisme usuel (partition, branches inverses etc..) Par contre, on se retrouve dans
le cadre d’un systéme de fonctions itérées : si on considére ’ensemble de fonctions

a

’q: Qk)

. _ . . k
{ﬁq :J —J,  hy(r) = arctan ( k> 1,a impair , |a| < 2 }

q + tan :c>
ot chaque élément A est choisi avec probabilité §j, alors 'opérateur L est 'opérateur relatif a ce
systéme (voir par exemple le livre de Bougerol et Lacroix [BL85]).

Opérateurs de Perron-Frobenius pour les systémes Mixtes

Enfin, on traite le cas des systémes Mixtes (et donc probabilistes) en “probabilisant” ’opé-
rateur. Rappelons que les systémes Sp et Spaq sont en réalité des familles de systémes (voir
paragraphe 2.5.1), la probabilité de choisir chacun de ces systémes dépendant du décalage effec-
tué (et du signe + de l'opération choisie pour le systéme Spaq). Ces probabilités s'étendent aux
systémes induits, lesquels sont formés d’un ensemble d’applications Ty et hg (branches inverses)
indicées par les chiffres d = (a, k) (Binaire) ou d = (a, k,e) (Plus-Moins), la probabilité de choi-
sir une de ces applications étant finalement py, := pg = 27k = T On se retrouve dans une
situation similaire a celle décrite dans le paragraphe précédent, et 'opérateur M est donné par

M[f](@) = Y pn- W (@)] - f o h(x) - 1y, (x). (4.7)

heH

La principale différence entre les opérateurs des systémes Binaires et Plus-Moins réside dans la
présence de la fonction indicatrice. En effet, les branches inverses relatives au systéme Binaire
sont définies sur tout lintervalle [0, 1], ce qui n’est pas le cas pour celles relatives au systéme
Plus-Moins. On trouvera donc des fonctions indicatrices dans 1’opérateur associé au systéme
Plus-Moins, ce qui rendra son étude plus difficile puisque les discontinuités crées par 'opérateur
empéchent de se placer sur des ensembles de fonctions continues.

4.2 Construction des opérateurs de transfert

Comme nous l'avons dit, le role de I'opérateur de transfert est de relier les propriétés des
séries génératrices & celles des systémes dynamiques. C’est 1'utilisation de cet opérateur qui per-
met le transfert du continu au discret, la derniére étape de ’analyse dynamique d’algorithmes.
Cependant, cet opérateur n’est pas une “invention” de l'analyse dynamique. La perturbation
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G | G[f](x) =Y _ [W(x)|- foh(x) 1y,(x) Systémes MSB

K | K[f](z) = % W (x)]2 - f o h(x) Systéme S

L | L{f](z,y) iei on - [K ()| - f(R(z), h(y)) Systeme S

L | L[fl(y) = ieg; K@) fohy) Systéme Sg

M | M[f](x) =h§ph\h’(x)! - foh(z) - 1y, (). | Systemes Sp et Spy

FiG. 4.1 — Les différents opérateurs de Perron-Frobenius

permettant de passer de 'opérateur de Perron-Frobenius a l'opérateur de transfert est due a Da-
vid Ruelle (voir par exemple [Rue78]), qui I’a utilisée dans les années 70 dans le cadre d’études
thermodynamiques. Son utilisation en analyse d’algorithmes est, du coup, plus récente. L’opé-
rateur apparait déja dans les travaux de Brent [Bre76] sur l’algorithme Binaire, ainsi que dans
ceux d’Hensley dans son étude en distribution de l’algorithme d’Euclide [Hen94|. Son utilisation
systématique en analyse d’algorithmes est due & Brigitte Vallée.

Ce paragraphe est consacré & la description de cet opérateur. Plus précisément, nous expli-
quons comment perturber 'opérateur de Perron-Frobenius pour générer les différentes quantités
qui nous intéressent.

En effet, on perturbe 'opérateur transformateur de densité différemment selon la quantité
qu’on souhaite mettre en valeur. D’'une maniére générale, les variables apparaissant dans ces
perturbations jouent le méme réle que celles apparaissant dans les séries génératrices : la variable
s sert a marquer des tailles et la variable w sert & marquer un cotit. Prenons 'exemple de
lopérateur de Perron-Frobenius décrit dans (4.2), relatif & un systéme dynamique de lintervalle.
Alors 'opérateur de transfert correspondant est défini par

H,o[f](z) := Y W (@) - exp(we(h)) - f o h(z) - Ly, (x). (4.8)

heH

HE[f](2) == Y W (@) - exp(we(h)) - f o h(z) - 1y, ().

heH™

Nous expliquons dans les paragraphes suivants en quoi la dérivée |h'| est généralement associée
a une taille, et ainsi en quoi un tel opérateur permet de générer les principales quantités étudiées.
Nous donnons dans le paragraphe 4.2.3 les expressions finales de tous les opérateurs utilisés.

4.2.1 Génération des tailles

L’opérateur présenté en (4.8) est en réalité le bon opérateur de transfert pour les systémes
(et algorithmes) MSB. Nous aurons besoin de le modifier légérement pour obtenir les opérateurs
relatifs aux autres algorithmes et systémes dynamiques.
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Systémes M SB

Considérons donc tout d’abord les systémes dynamiques MSB. Pour tous ces systémes, les
branches inverses i sont des homographies du type

ar +b
h = —
(@) cr+d’
dont les dérivées sont donc de la forme
det h
W(r) = —sm—s,
(D[h](x))?

ou D[h] désigne la fonction dénominateur de h. On remarque de plus que ces homographies sont
toutes de déterminant +1, et qu’ainsi

1

W (2)| = (D@2 (4.9)

Soit maintenant (u,v) une entrée valide de ’algorithme correspondant au systéme étudié.
Cette entrée correspond & une trajectoire rationnelle du systéme, et plus précisément il existe
une homographie de profondeur p, h € H? telle que

% = h(0) et D[A)(0) = u (4.10)

si l'algorithme fait p itérations sur entrée (u,v) (voir (2.6)) et que cette derniére appartient a §2
(et donc qu’on vérifie pged (u,v) = 1). On déduit de cette relation et de (4.9) 1’égalité

1 1

|mw:$:mﬁw (4.11)

et ainsi la dérivée d’'une homographie h € HP permet d’exprimer la norme de I'entrée de I’algo-
rithme correspondant. Il est donc naturel de mettre la variable s, marquant la taille des entrées
d’un algorithme en exposant de cette dérivée.

Systémes Mixtes

La génération des normes est presque identique lorsque le systéme est Mixte. La principale
différence vient du fait que les déterminants des branches inverses ne sont plus 4+1. Prenons
I’exemple des systémes dynamiques Binaire et Plus-Moins. Les branches inverses relatives & un
chiffre d = (a, k) ou d = (a, k, €) sont de la forme

1 1

ha(w) = a+ 2kx ou  ha(z) = ca + 2kz

et donc de déterminant 2¢. Cependant, chacune de ces branches est empruntée avec probabilité
ph, = 27%, et donc en vertu de la relation (2.6) entre une entrée valide (u,v) de l'algorithme et
une branche inverse h € HP de profondeur p, on vérifie

1 1
prlh (0)] = — = 755
u? | (u, 0)]?

La variable s qui marque les normes devra donc étre placée en exposant de la quantité py|h/(z)|
dans lopérateur de Perron-Frobenius défini en (4.7). C’est pour obtenir une telle propriété qu’on
a défini de la sorte le systéme de probabilités au paragraphe 2.5.

(4.12)
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Systémes LSB

La situation est ici trés différente. Tout d’abord, la dérivée &), = |h'|s ne permet plus de
générer une norme ‘“raisonnable”. Nous avons vu en effet au paragraphe 2.4 que cette quantité
est constante sur la boule unité B de Q, et égale & 272% si h est la branche relative au chiffre
d = (a, k). Elle ne génére plus maintenant que la norme “exotique” définie par ||(u,v)|| = 2* (voir
paragraphe 1.6.1). Nous verrons par la suite que dans ce cas trés particulier, la série génératrice
associée est une série entiere.

Toujours est-il que le systéme dynamique 2-adique S, s’il modélise bien la dynamique de
I’algorithme, ne permet pas d’avoir accés aux notions de tailles usuelles ; le détour par un monde
2-adique implique une perte d’information. C’est pourquoi il est plus judicieux pour étudier 1’al-
gorithme LSB de considérer le systéme S, dans lequel la dynamique est guidée par la variable
2-adique, et ainsi correspond bien a celle de ’algorithme, la variable réelle étant ici utile pour
avoir acceés aux tailles (ou normes) dont nous avons besoin.

En effet, soit (b, ¢) un vecteur de Z?2, w le rationnel w = b/c (w correspond ici & la cotangente
de I’angle formé par la droite projective passant par (b, c) et ’axe des abscisses) et y = arctanw €
J l'élément correspondant de J. Soit d = (a,k) € D, un quotient (donc de la forme d = g =
a/ 2F), hg € H et h, les homographies correspondantes, et Mg, /\/[d} les matrices associées (voir

(1.9,1.11)),
1 /0 2k 0 2F
M[d1:2_k<2k a)’ Mdl::(z’f a)'

Si la norme euclidienne sur Z? est donnée par ||(b, c)||?> = b? + ¢2, alors on vérifie

[ [ W R R
Wb olP ~ 2R (g g )

En particulier, soit (u,v) une entrée de l’algorithme, pour laquelle celui-ci fait p itérations. Si
di, ...dy est la suite de quotients engendrée par 'algorithme et si V' = Md1] = -J\/[dp} est la matrice

associée, alors (voir (1.12))
( y > N ( ! >
U 1

et donc on déduit de (4.13) la relation
1
on - [W'(0)]

qui permet de générer les tailles des entrées de ’algorithme. Le paramétre s marquant les tailles
devra donc étre mis en exposant de expression &, - |1/|.

[, )| = [IN(1,0)[]* = (4.14)

4.2.2 Génération des coiits définis sur les quotients

La génération des cotits a ’aide des opérateurs est maintenant plus simple. La perturbation
associée est la méme que celle qui a mené de l'opérateur de Perron-Frobenius défini en (4.2) &
l'opérateur défini en (4.8).

Plus précisément, étant donné un algorithme, le systéme dynamique associé, et un cott défini
sur les chiffres, on peut de maniére équivalente définir ce cott sur I'ensemble H des branches
inverses du systéme. On étend par additivité ce cout a des trajectoires de longueur quelconque (et
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donc & des trajectoires rationnelles correspondant aux algorithmes euclidiens ou & des trajectoires
génériques tronquées). L'opérateur de transfert est obtenu en ajoutant ’expression exp(wc(h)).

4.2.3 Forme finale

Nous donnons maintenant les formes finales des opérateurs de transfert que nous utiliserons.
Ils sont tous construit sur le méme modéle que l'opérateur Hy,, présenté en introduction : on
définira donc les opérateurs G o, Ky , L €t My o,. Nous serons de plus amenés & définir un
opérateur a trois variables pour I'étude de I'algorithme LSB, en I'occurrence I'opérateur Ly s .
D’une maniére générale, les opérateurs du type Hj ,, sont utiles pour I’analyse en distribution des
algorithmes, les opérateurs Hy o pour les analyses en moyenne des algorithmes et les opérateurs
H, ,, pour les analyses en distribution des trajectoires tronquées des systémes dynamiques. La
variables s n’intervient donc que quand le probléme traité est de nature discréte.

Opérateurs de transfert pour les systémes MSB

Comme nous ’avons écrit au début de cette section, les opérateurs de transfert pour les
systémes MSB sont donnés par (4.8).

Giulfl(@) == Y |W (@) - exp(we(h)) - f o h(z) - Ly, (x). (4.15)

heH

Quand on s’intéresse aux systémes Sg et S¢, on peut omettre les fonctions indicatrices, ce qui
simplifie ’étude des opérateurs.

Opérateurs de transfert pour les systémes LSB

Considérons tout d’abord I'opérateur Lg,,. En suivant les instructions données au chapitre
précédent, on obtient

Lowlf](@) = > & - |1/ ()] - exp(we(h)) - f(h(x)). (4.16)

heH

On définit un opérateur & trois variables quand on veut dissocier I'action 2-adique associée a
dp, de Daction réelle associée a |h/(z)|. Pour cela, on ne place pas une seule variable en exposant
du Jacobien, mais deux en exposant de chacune des composantes de ce Jacobien, et on obtient

y N, \ .
Popérateur Ly ., & trois paramétres complexes :

Lovulfl(@) = Y 6} - |0 ()" - exp(we(h)) - f(h(x)). (4.17)

heH

On vérifie donc Ly = L 5 -

Enfin, 'opérateur K ,, est relatif au systéme purement 2-adique S, et est utile pour ’analyse
en distribution de l'algorithme L lorsque la taille des entiers est la taille “exotique”, ainsi que
pour I’étude des trajectoire génériques tronquées. 11 est défini par

K,ulfl(z) = Y 1 (@)[3 - exp(we(h)) - f o h(x). (4.18)

heH
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Opérateurs de transfert pour les systémes Mixtes

Finalement, les opérateurs de transfert pour les systémes mixtes sont déduits de leurs opéra-
teurs de Perron-Frobenius en y ajoutant la variable s en exposant de p(h)|h/(z)| et la quantité

exp(we(h)) :

Molfl(@) = Y pj- [N ()] - exp(we(h)) - f o h(z) - 1y, («)

heH

1
- hez,{ (D[R)(x))2% exp(we(h)) - f o h(z) - 1y, (2).

G | Goulfl@) = 3 W (@) - exp(we(h) - f o h(x) -1y, (2) Systémes MSB
o | Rodll@ =S W - explac) 7 o h(o Systeme S
Louy| Tewdl/I) =S S W el ) 705w Systeme S
M., | Meulfl() = gpmh'w exp(we(h)) - f o h(x) 13, (2) | Systemes S et Spay

FiG. 4.2 — Les différents opérateurs de transfert

4.3 Propriétés génératrices des opérateurs de transfert

Nous abordons ici ce qui constitue la troisiéme et derniére étape d’'une analyse dynamique,
le transfert des propriétés du modeéle continu, le systéme dynamique, a ’algorithme étudié. Ce
transfert s’effectue via une relation entre les séries génératrices décrites au chapitre 3 et les opé-
rateurs de transfert. Lors de leur définition, nous avons vu comment les opérateurs de transfert
sont naturellement reliés aux principales quantités étudiées ici, qui sont d’une part les tailles des
entrées et d’autre part les cotits étudiés. Nous explicitons ces liens maintenant, en leur donnant
une forme “définitive” : nous associons & chaque type de cott -et donc & chaque série génératrice-
Iopérateur qui lui est associé. Ce paragraphe est séparé en deux sous-paragraphes : nous traitons
dans le premier les coiits associés aux algorithmes, donc de nature discréte. Les séries généra-
trices sont des séries de Dirichlet. Nous y distinguons les cotits additifs (nombre d’itérations par
exemple), les cotits non-additifs (complexité en bits) et les cotits associés a ’étude de 'algo-
rithme interrompu. Le second paragraphe concerne les cotits associés aux trajectoires génériques
tronquées des systemes dynamiques. Les séries sont donc maintenant des séries génératrices des
moments et, comme pour I’étude des algorithmes, on distingue les cotts additifs (définis sur les
quotients) des cotits non-additifs, tels les tailles des continuants.

Certaines des propositions énoncées dans ce paragraphe sont valides pour tous les algorithmes
et systémes dynamiques, d’autres non. Dans le premier cas, 'opérateur de transfert est désigné
par Hj,, qui est la dénomination générique des opérateurs. Dans le second cas, on spécifie
lopérateur utilisé, qui peut donc étre Gy, K, Lisw ou Mg .
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4.3.1 Séries génératrices de Dirichlet et opérateurs de transfert

Ce paragraphe contient trois propositions, chacune d’entre elle traitant un type de coit par-
ticulier. Pour les cotits additifs, la construction au paragraphe 4.2 des opérateurs de transfert
apporte presque immédiatement la relation entre séries génératrices bivariées et opérateurs Hy ,,.
Plus précisément, cette relation fait intervenir le quasi-inverse (I —Hg,,) "[1](0), qui est un objet
central des différentes analyses. On déduit de cette relation le lien entre les séries génératrices
univariées, utilisées pour I'analyse en moyenne, et les quasi-inverses (I — Hy o) ![1](0). La situa-
tion est plus délicate pour la complexité en bits, puisqu’en plus de cotits associés aux quotients,
il faut générer les tailles des restes et des coefficients apparaissant au cours d’une exécution de
I’algorithme. Notons de plus que dans ce dernier cas, nous ne traitons que la série génératrice
Tp(s) utilisée pour I'analyse en moyenne. Finalement, nous étudions dans les propositions 4.4,
4.5 et 4.6 les opérateurs liés a ’étude des algorithmes d’Euclide interrompus & et E;.

Enfin, en vertu des observations faites a la fin du chapitre 3 sur les ensembles €2 et €2, nous
ne considérons ici que les séries génératrices définies sur I’ensemble €) des entrées valides de
I’algorithme premiéres entre elles.

Couts additifs

La proposition suivante ainsi que celle qui en découle sont valides pour tous les algorithmes
euclidiens.

Proposition 4.1 Soit H un algorithme euclidien. Soit ¢ un coidt additif défini sur les quotients
et C' le coit total associé. Soit Fo (s, w) la série génératrice bivariée associée a ce coit, telle qu’elle
est définie en (3.4). Soit Hy ,, Uopérateur de transfert associé au systéme dynamique sous-jacent
a lalgorithme H et au codt c. Alors Fo(s,w) et Hg,, sont reliés par

Fe(2s,w) = (I - Hy ) "' 1)(0). (4.19)

Preuve : L’essentiel de la preuve repose sur le fait que le quasi-inverse parcourt tout I’ensemble (2
des entrées valides et premiéres entre elles. Notons en effet QP! le sous-ensemble de Q constitué
des entrées pour lesquelles I'algorithme fait exactement p itérations. On peut associer a chaque
élément (u,v) de QP un élement h de HP via la relation (4.10)

= = h(0),

ce qui définit une bijection entre les ensembles QP! et HP. Cette relation permet d’une part de

générer la quantité
1

[|(u, )|

grace a (4.11), (4.12) et (4.14), et d’autre part le cott total C'(u,v). En effet, ce cout est de la
forme

C(u,v) =Y e(dy)

i=1
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ou (d;) est la suite de quotients générées par 'algorithme. Ce cott s’étend (voir paragraphe 4.2.2)
a I'homographie h = hq, o---0hg, et on a donc

C(u,v) = c(h).
On déduit donc dans un premier temps 'égalité

o) = Yy SR

wmean 1@V

puis par sommation sur p,
(I=H,)'10) = S B0 =3 Xﬁ(—)ﬁ))
p=1 p=1 (u,v)eQlr]
B Z exp(wC(u,v))

= Fo(2s,w).

La proposition suivante, qui découle de la précédente, nous sera en réalité d’'une plus grande
utilité, puisque c’est d’elle dont nous nous servons pour les analyses en moyenne.

Proposition 4.2 Soit H un algorithme euclidien. Soit ¢ un coidt un coit additif défini sur les
quotients et C' le cott total associé. Soient To(s), Th(s) les séries génératrices univariées associées
a ce codt, telles qu’elles sont définies en (3.8). Soit Hso lopérateur de transfert associé au
systéme dynamique sous-jacent & lalgorithme H. Alors Tc(s), et Hg o sont reliés par

Te(2s) = (I — Hyg) " o HYY o (I — Hy ) [1](0) (4.20)
ot HE]O est déduit de Hy , par dérivation en w = 0,
 _ d
HSC,O - %Hsvw "LU:O.

La série Ty (s) est donnée par

T1(25) = (I - Hs,O)il[l](O)'

Preuve : On déduit ce corrolaire en dérivant la relation (4.19) et en utilisant la relation (3.8)
entre les séries Fo(s,w) et To(s). Il faut juste remarquer que l'opérateur HY ,, se dérive de la
maniere suivante,

ZH’ 1oH[cOoH

dont on déduit le double quasi-inverse dans (4.20). ]
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Complexité en bits

Comme nous 'avons fait remarquer en introduction du paragraphe, la situation est ici plus
deélicate. Il faut en effet maintenant générer les tailles ¢(u;) des restes apparaissant au cours d’une
exécution de l’algorithme. Plus exactement, nous allons générer les quantités logy(u;), de maniére
& obtenir les cotits B et )A(, approximations des cotts B et X (1.24,1.25,1.27). Ceci se fait en
remarquant que ces différentes quantités s’observent sur le développement en fraction continue
associé a une entrée (u,v) de 'algorithme.

La technique utilisée ici est celle introduite par Akhavi et Vallée dans [AV00, Val98al. Soit
(u,v) € Q une entrée valide d’un algorithme euclidien (on a pged(u,v) = 1), et h € HP I’homo-
graphie associée, v/u = h(0). Si cette homographie s’écrit h = hj o hg o - o hy, alors on définit les
homographies e;(h) et b;(h) (pour ending et begining) par

bl(h) :h10h20...0h¢,1, el(h) = hiohl’+1 O...th. (421)

Ces deux homographies sont reliées aux restes u; et aux coefficients a;, b; calculés par la version
étendue de l'algorithme. En effet, elles définissent deux rationnels
Vs i

ei(h)(0) = —, bi(h)(0) = =, (4.22)
Wy qi

ou p;, q; et v;, w; sont des entiers premiers entre eux, reliés avec les restes (u;) et les coefficients
(ai,b;) par

up =wi,  pi = a1l @i = |bit1]- (4.23)
La premiére relation n’est valide que si (u,v) € €2, donc si u et v sont premiers entre eux. Dans

le cas général, on a
u; = pged(u, v)w;.

Finalement, les relations (4.22,4.23) conduisent aux égalités

s 1 ~1 d . .
i (MO0))° = = et 10g2£!€2(h)(0)\ =logyu; |ej(h)(0)I", (4.24)

utilisées dans la preuve de la proposition 4.3.

Remarquons que la méme approche appliquée & ’algorithme LSB permet d’obtenir le cotit
B défini en (1.27), via I’égalité
1 -1 d

EROF = (e ogads O =logald +22) (WO (129

Proposition 4.3 Soit H un algorithme euclidien. Soit B le coit associé  la complexité en bits
de cet algorithme et £(d) la taille d'un quotient d. Soit Tz(s) la série génératrice associce, et
G0, My o les opérateurs associés aux algorithmes. Les séries et opérateurs sont reliés par

Ts(2s) = (I — Hyo) ' o AH, o (I — Hyp) ' o HY o (I — Hy ) '[1)(0), (4.26)

ot A est l'opérateur de dérivation par rapport a s défini par

1 d

AL, := ————Lj,.
log2ds

(4.27)



4.3. Propriétés génératrices des opérateurs de transfert 79

Sit HX est la version étendue de l’algorithme H, et X le coit associé au calcul d’un coefficient,
alors la série Ty et les opérateurs G, Mo sont reliés par

T¢(2s) = (I —Hy o)~ o HYY o (1 = Hy) ™ o AH, g0 (I — Hy ) ' [1](0).

Preuve : Considérons tout d’abord les algorithmes MSB et Mixtes. Rappelons que si (u,v) €
QP! est une entrée pour laquelle l’algorithme génere les suites de restes ug, ..., u, et de quotients
di,...dy alors la complexité en bits d'une telle exécution est (voir (1.21))

B(u,v) = Zﬁ(di)ﬁ(ui),

et "approximation B que nous en faisons est donnée par (1.24),

P

B(u,v) = > (d;)logy(u;).

i=1

De méme, si a; est une des deux suites calculées dans la version étendue de 1’algorithme, alors
le cotit supplémentaire est (voir (1.21))

L’approximation X de ce cofit est (1.25) :

~

p .
X(u,v) = Zﬁ(di) x logy <Gz‘ + a1 & ) .

Uj—
i—1 i—1

La taille des quotients ¢(d;) est engendrée de la méme maniére que précédemment dans

I'opérateur Hy ,,. Les quantités log, (u;) et logy ( a; + aj—1
(¢

Sy

u@z) sont engendrées grace a la relation
A

(4.24). Considérons en effet 'opérateur Hijol oH ]0 o AHIS’Bi. En vertu de (4.24), cet opérateur

vérifie
i— 14 —i logy (u;)
Hip o HL o AHZIT(0) = ), —572(dy).
(u,v)eQlpl

On a donc de la sorte engendré la complexité en bits de la i-éme itération. On obtient la com-
plexité en bits totale en parcourant toutes les itérations :

P
o y » ~
SHoH o ARVI1)0) = Y B(u,v). (4.28)
=1 (uﬂ))EQ[P]
Finalement, on remarque que ’opérateur AHZ,O vérifie
q

q _ Jj—1 q—J
AHS,O = E H870 oAH,o HS’O ,
Jj=1



80 Chapitre 4. Opérateurs de Transfert

ce qui entraine

Tp(2s) = oL o HYY o AH? [1)(0)
>1 =1

p>
= (I-H,0) 'oAH, g0 (I —H,p) ' o HY o (I — Hy ) '1](0)

Considérons maintenant la complexité supplémentaire liée au calcul des coefficients de Bezout.
p i— 4 —i -
L’opérateur AH' ' o H£]0 o HY' ' vérifie

i-1 gl —i _ 1 g .
AHY, o H ;o HY ('[1](0) = ( )ZQ[ | T log, <al + al_l“i—l) 0(d;). (4.29)
u,v) NP

On applique alors la méme démarche que précédemment, et on obtient le résultat souhaité.

Pour l'algorithme LSB, la démarche est la méme : le cott

P
B(u,v) Z ) x logy(uf + uf )

L\’)I»—l

s’obtient exactement de la méme maniére grace a (4.25).

Coiits relatifs aux algorithmes interrompus

Nous nous concentrons maintenant sur les cotts relatifs aux algorithmes interrompus &, et
Es-
Le premier, M, ;. défini en (1.19) par

u|s v
Mt,(s,’y(uav) — <%> )

Ug

est utilisé pour déterminer le nombre d’itérations de I'algorithme interrompu de parametre ¢, &.
Les cofits B5 et X X 5 sont définis en (1.241.25), et sont les cotits “approximatifs” servant a I’analyse
de la complexité en bits de ’algorithme interrompu £;. Ils nous permettront également d’obtenir
la complexité en bits de I'algorithme interrompu &, comme nous le montrerons dans le chapitre
5. Enfin, le cotut Uy, défini en (1.20) par

Ulsp|+1

Usp(u,v) :=1p
Ulsp|

est utilisé pour étudier ’évolution de la distribution des restes au cours d’une exécution de
I’algorithme.
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Proposition 4.4 Soit M, s, le coit défini en (1.19) relatif au nombre d’itérations de l’algorithme
interrompu &. Soit Ty (s) la série génératrice associée, et Ggo l'opérateur de transfert relatif au
systéeme Sg. Soient sT et s= définis par

T =s+ty, s-=s—0y

avec 3 =1—t. Alors Ty (s) et Gy sont reliés par

Tur(2s) = Y GPZ (% 0 GLP4[1)(0).

st,0
p=>0

Preuve : L’approche utilisée ici est trés proche de celle adoptée dans la preuve de la propo-
sition 4.3, puisqu’ici aussi le colt & générer fait intervenir les restes apparaissant au cours d’une
exécution de 'algorithme.

Soit (u,v) €  une entrée de 'algorithme, associée & une homographie h € HP. Découpons
cette homographie de la méme maniére que précédemment, c’est-a-dire en deux partie e;(h) et
bi(h). Soient s et t deux paramétres complexes. On observe alors la relation

us—t

L) () (e (R (0))* = [ehRY O - K (O] = “5

En posant s = s, t = s et i = [dp] et en étendant cette relation & toutes les branches inverses
h € 'HP, puis & toutes les profondeurs p on déduit le résultat. [ |

Les séries génératrices relatives & la complexité en bits des algorithmes interrompus ont une
forme légérement différente de celles obtenues dans la proposition 4.3.

Proposition 4.5 Soient E(; et X5 les cofts relatifs a la complexité en bits de l’algorithme in-
terrompu de paramétre 6, Es5. Les séries génératrices associées Tgé(s) et T)?é (s) sont relides auz
opérateurs de transfert G o par B N

[(1-5)p]
Ts (25)=3 > AGH, oo Gl o Gl )(0),
p>0 =1
[(1-8)p] "
Z Y Gl oGl o AGLF)(0).
p>0 =1

Preuve : La démarche est ici exactement la méme que dans la proposition 4.3, la seule différence
étant que l'algorithme n’effectue pas toutes les itérations. Plus exactement, 1’équation (4.28)
devient dans notre cas

[0p]
Y citoalonarimo = Y Bluw). (4.30)
=1 (u,v)eg[p]
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On en déduit la proposition en sommant sur p. [ |

Proposition 4.6 Soit Ty/(s) la série génératrice associée au coit Us p défini en (1.20) et Hy
lopérateur de transfert associé au systéme Sg. Alors

Ty(2s) = Y B PP EP])(0).

p<1

Preuve : 1l s’agit maintenant de générer la quantité 1p(zs(u,v))/||(u,v)||*. Les mémes raison-

nements que ceux utilisés précédemment s’appliquent. Si (u,v) appartient a ’ensemble QP! si
h € 'HP est 'homographie correspondante, et si g et r sont les applications g := e|gp) (h) et
7 := b|sp| (), alors on vérifie

Lp(ws(u,0))/|l(u, )| = 15(g(0)) - [(r 0 9)'(0)]".

On en déduit le résultat. ]

Enfin, quand on étudie algorithme LSB, et que ’ensemble {2 des entrées de l'algorithme est
muni de la taille associée au nombre de décalages effectués par 1’algorithme, on manipule des
séries entieres de la forme (3.6)

Fo(zw) = Y exp(wC(u,v))zltl,
(u,v)eN

3 i Y A 2 N . .
ainsi que l'opérateur K, ,, associé¢ au systéme uniquement 2-adique Sg.

Proposition 4.7 Soit ¢ un coit a croissance modérée et C' la variable de coit total associée.
Soit Fo(z,w) la série génératrice entiére associée a ce coit et a la taille

lu,v) =k

si Ualgorithme L effectue k décalages sur entrée (u,v). Alors cette série est reliée a 'opérateur
K . par

(I-Ksw) ' [f10) = FE7>,w). (4.31)
En particulier, la série associée au coidt C' =1 vérifie
(I-Ke0) '[/100) = Ti(2™™) (4.32)

Preuve : Considérons l'opérateur K% ,,. Rappelons qu'il est donné par

K2, [f)(@) = Y |W(@)]2 - exp(we(h) - f o h().

heHP
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Si (u,v) est une entrée de ’algorithme, associée & I'homographie h € HP, alors on a
WOy =", K O)h =2
ou k n’est rien d’autre que le nombre de décalages effectués par I'algorithme, et donc
[(0)] = 22w,
On en déduit donc

K2[10) = 3 1(0)[3 expluwe(h)
heHP
= Z 2~ A@lls exp (wC(u, v))
(uﬂ))EQ[P]

= F(27% w).

4.3.2 Séries génératrices des moments et opérateurs de transfert

Nous étudions maintenant 1’expression des séries génératrices des moments liées aux trajec-
toires tronquées d’un systéme dynamique. Etant donné un systéme S = (X,T) et un cotut C,
défini sur les trajectoires de longueur n, rappelons que la série associée est

Blesp(wCy)] = | expluCy(@)dn(o)
1 désignant la mesure de Haar définie sur ’ensemble X. Nous distinguons deux cas, selon la na-
ture du cott : dans la premiére proposition, nous traitons le cas des cotits définis sur I’ensemble
des quotients D, et dans la seconde le cott lié a la taille des continuants. Le premier cas est le
plus simple : aucune taille n’intervient, et 'opérateur associé ne dépend donc plus du paramétre
s. Il en va autrement pour le second cas : la taille est confondue avec le cott a étudier, et la
variable w se place donc dans 'opérateur en exposant de la dérivée.

La premiére relation est valide pour tous les systémes étudiés ici, que nous appelons systémes
dynamiques euclidiens, et nous employons donc l'opérateur “générique” Hj ,,. Les formes des
relations relatives aux tailles des continuants différent selon le systéme. Nous traitons le systéme
LSB, pour lequel nous utilisons I'opérateur & trois variables Ly ¢ 4.

Proposition 4.8 Soit S = (X,T) un systéme dynamique euclidien. Soit ¢ un codt défini sur
Uensemble D des chiffres du systéme et C,, la variable aléatoire correspondante. Si X est muni de
la mesure de Haar p, alors la série génératrice des moments Elexp(wC,,)| est reliée a l’opérateur
H, ., par

Elexp(wCy)] = /X HY (1) du(t).
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Preuve : Par définition, la série Elexp(wC),)] est donnée par

-y / exp(we(h))dpu(t)

Elexp(wC,)] :/Xexp(wC
heH"™

puisque l'ensemble {h(X),h € H"} forme une partition de X. En appliquant le changement de
variables y = h(t)1y, (), on obtient

Efexp(wCy)] = 3 / 1 ()] - explwe(h)] - Ly, (H)duly) = /X HY , (1(4)du(y).

heH"™

Proposition 4.9 Soit Sy = (Bx J,T) le systéme dynamique lié a Ualgorithme LSB. Soit Q,(z)
le n-éme continuant Qn(x) = (pn(x), gn(x)) du nombre 2-adique x € B. Alors si B est muni de la
mesure de Haar u, la série génératrice des moments de la norme ||Qyn|| du continuant est reliée
a l'opérateur Ly ¢ ., par

Elexp(2wlog [|Qnl[)] = Li_y,—u,0[11(0)

Preuve : Rappelons tout d’abord que 'opérateur Ly ,, est défini par (voir (4.17))

Lyswlfl(@) = - | *-exp(we(h)) - f(A(x)).

heH

Soit un nombre 2-adique x € B dont la trajectoire de longueur n est associée a la suite de chiffres
dy,...dy et ainsi & la matrice Ng, définie par

Nig) = Nay) - Nidy) - Ny

Le n-éme continuant @,, vérifie donc (voir (2.22))

Qn:J\[[d]'((1)>'

Nous réutilisons maintenant la relation (4.14) entre la taille de la matrice Ajq et la quantité
5 - | (y)] pour en déduire

1

9 2
11" = [N (L O = 0755
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On en déduit donc que la série E[exp(2wlog||@y]])] vérifie

Elexp(2wlog ||Qnl))] = Z/B [[Na (1, O)I** lpa(t)

deDn

= 3 N (1,02 / dp(t)
de’Dn Bd

= > 8, (0)[ 4
heH™

- ?—w,w,O[l] (0)

L’avant derniére égalité vient de

/B d dp(t) = o,

4.4 Conclusion

Les correspondances établies dans les propositions 4.1 & 4.9 sont les bases de I'analyse dyna-
mique : c’est grace a elles que le détour par les systémes dynamiques se justifie pleinement. Il
présente en outre 'intérét de faire intervenir des objets abondamment étudiés dans la littérature,
a savoir les opérateurs transformateurs de densité, et dans une moindre mesure les opérateurs de
transfert. Nous allons donc par la suite pouvoir nous baser sur de nombreux travaux existant :
cependant, les systémes manipulés (& Pexception du systéme Sg, pour lequel on dispose déja
d’une étude poussée) présentent des caractéristiques plus rarement abordées dans la littérature :
partition dénombrable, discontinuités, etc... Il a donc fallu adapter les travaux antérieurs a notre
cadre. Nous précisons ces points dans le prochain chapitre.
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Chapitre 5

Résultats et Preuves
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Arrivés a ce stade, nous avons introduit tous les outils de 'analyse. L’étude des algorithmes
décrits dans le chapitre 1 se fait & 'aide des séries génératrices du chapitre 3. L’étude des systémes
dynamiques du chapitre 2 se fait a ’aide des opérateurs de Perron-Frobenius du chapitre 4. Nous
avons établi des liens entre algorithmes et systémes dynamiques & deux niveaux : au niveau de
la modélisation, puisque les systémes dynamiques Sg, Sg,, Sz et Sz ont été présentés comme
extensions continues des algorithmes &, &, et L, puis au niveau des outils, puisque nous avons au
paragraphe 4.3 relié les séries génératrices aux opérateurs de transfert. Il reste maintenant une
étape, une derniére correspondance, qui est celle du transfert des propriétés. Plus précisément,
afin d’obtenir le comportement probabiliste des algorithmes, nous devons appliquer aux séries
génératrices divers théorémes (théoréme Taubérien, théoréme des Quasi-Puissances...), qui tous
reposent sur les propriétés analytiques des séries. Les propositions du chapitre précédent sous-
entendent qu’elles s’énoncent en termes d’opérateurs. Plus précisément, ce sont les propriétés
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spectrales des opérateurs qui vont intervenir.

Nous allons dans ce chapitre procéder en deux temps. La premiére partie du chapitre est
consacrée a la description des propriétés spectrales requises, cette description étant présentée
sous la forme d’une preuve générique. Nous décrivons dans cette partie quelques unes des tech-
niques utilisées par la suite. Puis nous montrons comment appliquer cette démarche générale
& chaque type de systéme rencontré : nous traiterons d’abord les systémes a-euclidiens, ce qui
nous permettra de montrer les théorémes 5.22,5.23,5.24, puis les deux systéemes LSB, pour les-
quels nous montrerons les théorémes 5.31,5.32,5.40,5.42. Enfin, nous énoncerons et prouverons les
théorémes 5.43,5.48,5.49 obtenus sur 1’algorithme interrompu. Dans cette derniére partie, nous
réutiliserons certains des résultats obtenus sur les algorithmes a-euclidiens. La conclusion du
chapitre est essentiellement consacrée aux algorithmes Mixtes, en particulier a ’algorithme Plus-
Moins, pour lequel nous n’avons pas obtenu de résultats. Nous expliquons en quoi les méthodes
utilisées ici ne s’appliquent (pour le moment) pas.

5.1 Propriétés spectrales des opérateurs : généralités

Nous énoncons ici les différentes conditions que doivent satisfaire les opérateurs pour finale-
ment conclure les analyses. Cette présentation suit la démarche générale d’une “preuve d’analyse
dynamique”, ce qui nous permet d’introduire au fur et a mesure les différents objets étudiés.

Ce paragraphe étant “générique” nous utiliserons 'opérateur H. Rappelons tout d’abord ce qu’on
souhaite faire avec cet opérateur :

— appliquer le théoréme Taubérien (théoréme B) aux séries des propositions 4.2,4.3,4.4,4.5 4.6,
reliées aux opérateurs Hj g, HLC]O ainsi qu’au quasi-inverse (I — H )™ !,

— appliquer le théoréme des Quasi-Puissances de Hwang (théoréme A) aux séries des propo-
sitions 4.8,4.9, reliées a Popérateur Hy o, (et Lj_y, 4,0 pour algorithme LSB) ,

— enfin appliquer le théoréme C d’extraction de coefficient a la série entiére Fgo(z,w) de la
proposition 4.7, reliée au quasi-inverse (I — H,,)~! (en fait (I — Ks,,)~! puisqu’on ne
s’intéresse ici qu’au systéme Spr).

On cherche donc a exhiber des comportements différents selon les cas. Si on se concentre sur la
variable s, on cherche une singularité polaire et des propriétés d’analycité sur un demi-plan com-
plexe, et si on étudie la variable w, on se contente essentiellement d’analycité dans un voisinage
de 0. D’une maniére générale, nous montrerons toutes ces propriétés en trois temps :

— on étudie tout d’abord I'opérateur de Perron-Frobenius, et principalement ses propriétés
spectrales lorsqu’il agit sur un espace adéquat,

— on étend ces propriétés aux opérateurs de transfert par perturbation, ce qui fait apparaitre
la singularité souhaitée pour le théoréme Taubérien et la décomposition en quasi-puissance
pour le théoréeme de Hwang,

— puis on fait une étude plus fine des propriétés spectrales dominantes des opérateurs de
transfert de maniére & satisfaire toutes les conditions d’analycité.

Les deux premiéres étapes sont communes aux analyses en moyenne ou en distribution, alors
que la derniére est propre & chaque résultat qu’on cherche & obtenir. Nous énoncons toutes les
propriétés requises pour ces trois étapes dans les trois paragraphes suivants.
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5.1.1 Propriétés de opérateur de Perron-Frobenius

Considérons donc un opérateur transformateur de densité H, ainsi qu’un espace fonctionnel
F, muni d'une norme ||.||#. On impose tout d’abord a opérateur d’agir sur cet espace, et donc
de vérifier la propriété (A1),

(A].) sup HH[f]H]:

— 0 < X
feF HfHF

Dans toute la suite, nous supposerons que l'opérateur agit sur l’espace F. La premiére pro-
priété recherchée dans ce cas concerne le spectre de 'opérateur. Nous noterons Sp(H) ce spectre,
défini par

Sp(H) ={A € C, (H — AI) n’est pas inversible} .

Nous appellerons valeur spectrale un élément du spectre. Une valeur spectrale A peut donc étre
de deux types :
— soit (H — AI) n’est pas injective, auquel cas A est une valeur propre, associée & (au moins)
une fonction propre fy # 0 de sorte que

H[f\] = A,

— soit (H — AI) n’est pas une valeur propre, auquel cas nous dirons que c’est une valeur
spectrale de type 2.

Nous noterons ro(H), ou plus simplement rg, le rayon spectral de 'opérateur,

ro :==sup{[A, A€ Sp(H)}.

En particulier, le rayon spectral est reli¢ a la norme ||H||# de 'opérateur par la relation
) 1
ro(H) = lim [[H"||%,
n—oo

donnée par le théoréeme du rayon spectral (voir [Kat80] I11.6.2). Rappelons qu’ici la norme de
lopérateur ||H||# n’est rien d’autre que

[H[| = sup [[H[f]||,
fEF,
[1fllF<1
et qu'on déduit directement du théoréme du rayon spectral l'inégalité

ro(H) < [[H]|£. (5.1)

Nous demanderons & l'opérateur d’avoir des propriétés spectrales dominantes trés fortes, ré-
sumeées par la condition (A2) ci-dessous.

(A2) L’opérateur H posséde une unique valeur propre dominante, simple, isolée du reste
du spectre.
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F1aG. 5.1 — Le spectre d’un opérateur quasi-compact.

Cette propriété en contient en réalité deux distinctes. On demande tout d’abord que sur le
cercle de rayon |ro(H)|, le spectre soit réduit & un unique élément A qui doit étre une valeur
propre simple. De plus, on demande que A soit isolée du reste du spectre. Ceci signifie (voir
[Kat80], IT1.6.4, p. 178) qu'il existe un disque I' du plan complexe, de frontiére ~, tel que le seul
point du spectre contenu dans I' est la valeur propre A. La courbe ~ sépare donc le spectre en
deux parties.

Cette derniére condition est notamment vérifice quand l'opérateur est quasi-compact. On
trouve dans la littérature différentes définitions (souvent équivalentes) de la quasi-compaciteé.
Nous adoptons ici le formalisme de Nussbaum [Nus70]. La quasi-compacité d’un opérateur dépend
de son spectre essentiel. Un élément A du spectre essentiel Sp,,,(H) de Popérateur H peut étre
de trois types :

— (A) X est une valeur propre de multiplicité infinie,

— (B) X n’est pas isolée dans le spectre,

— (C) I'image de (H — AI) n’est pas fermée,
les trois types n’étant exclusifs les uns des autres. Une valeur propre qui appartient au spectre
essentiel est nécessairement de type (A) ou (B) (voir [Nus70]). Nous noterons r.ss(H) le rayon
spectral essentiel, c’est-a-dire

ress(H) :=sup {|Al, A € Speys(H)} .

Nous pouvons donc maintenant définir la quasi-compacité : un opérateur est quasi-compact si
I'inégalité stricte
Tess(H) < TO(H)

est vérifiee. L'ensemble Sp(H)\ Sp,,(H) est alors formé de valeurs propres isolées de multiplicité
finie, ce qui est un premier pas vers le trou spectral.

Nous illustrons dans la figure 5.1 le spectre d’un opérateur quasi-compact. Le comportement
de la partie dominante du spectre est trés importante, puisque sa nature discréte induit une
décomposition spectrale de l'opérateur H de la forme

H(f]= ) AP.[f]+N[/f], (5.2)
)

AESp(H
|Al=ro

ou la somme parcourt I’ensemble des valeurs propres de module maximum, P est le projecteur
sur le sous-espace propre engendré par A, et IN est relatif au reste du spectre. Ces opérateurs
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vérifient pour toutes valeurs propres A, \' de module maximal, \ # X/,
P,oP,=P,, PyoPy =PyoP, =0, P,oN=NoP, =0. (5.3)

Plus exactement, le projecteur P est obtenu par intégration sur la courbe qui isole la valeur
propre dominante. Si 7 est la courbe qui sépare le spectre en deux parties, et & 'intérieur de
laquelle se trouve A, alors Py est donné par (voir par exemple [Kat80], IV.3 ou [DS58])

1
Py := — [ (21 -H) 'dz.
2 ),
Si on note 71 le rayon spectral de N (donné par N := H — P), donc défini par

ri =sup{|Al, A€ Sp,[A #ro},

alors le théoréme du rayon spectral implique
1
lim HN"H}‘_— =11 <Tp.
n—oo

Obtention de la quasi-compacité

Nous ouvrons ici une parenthése pour expliquer comment montrer la quasi-compacité d’un
opérateur sur un espace de Banach F. La technique que nous décrivons est assez classique, basée
sur le théoréeme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM50] et sa généralisation par Hennion [Hen93].
L’utilisation de ce théoréme dans le cadre d’étude d’opérateur de Perron-Frobenius remonte aux
travaux de Lasota et Yorke [LY73]. Ces auteurs ont traité le cas des systémes dynamiques de
I'intervalle dont le nombre de branches est fini, celles-ci pouvant éventuellement étre incomplétes
(leur image ne recouvre pas tout 'intervalle de définition du systéme). L’espace utilisé était 1’es-
pace des fonction a variation bornées (comme nous le ferons au paragraphe 5.2).

Cette technique s’applique aux opérateurs définis sur un espace de Banach F qui comme
'espace des fonctions a variation bornée est muni d’une “double” norme, ||.||# = ||.||1 +||-||]2 (on
peut par exemple penser a ||f||z = sup|f| + sup|f’|), ou la norme ||.||; définit donc un espace
contenant F, et ot ||.||2 est généralement une semi-norme (sup |f’| = 0 si f est constante...). Dans
ce cas, la quasi-compacité de 'opérateur est fortement liée & son comportement par rapport a la
(semi)-norme |[|.||2. Plus précisément on cherche & obtenir une inégalité de Lasota-Yorke, c’est-
a-dire une relation du type

[Hl|= < aflfll7 + Bl ],

ol « est un réel strictement inférieur & 1 et 3 est un réel positif quelconque. Une fois obtenue
une telle inégalité, et si les espaces choisis satisfont de bonnes conditions de compacité, on peut
appliquer le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM50], généralisé par Hennion [Hen93],
dont nous donnons une version maintenant. Par la suite, nous appellerons ce théoréme le théo-
réme d’Hennion.

Théoréme D.[ Ionescu-Tulcea et Marinescu, Hennion| Soient (By,||.||) et (Ba,]||.|||) deuz es-
paces de Banach avec By C By et By dense dans By (pour la norme de By). Supposons que la
boule unité fermée de By soit compacte dans la boule unité de Bi. Soit P un opérateur borné
de By qui envoie By sur lui-méme. Supposons qu’il existe deuz suites {o,} et {I'y,} de nombres
positifs telles que pour tout n > 1 et pour tout f € Bs,
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HPAIIT < amlILf 1T+ Tl £11;
lim inf(an)% <ro(P),
n—od
ot 7o(P) est le rayon spectral de P. Alors le rayon spectral essentiel ress(P) vérifie

Tess(P) < lim inf(an)% < ro(P).

n—oo

En particulier, [’opérateur est quasi-compact.

Notons que nous aurons souvent besoin d’obtenir la quasi-compacité d’'un méme opérateur
sur plusieurs espaces. Pour cela, nous utiliserons le lemme suivant, souvent utilisé par la suite.

Lemme 5.1 Soit Q un opérateur linéaire agissant sur deuz espaces de Banach Fy et F5. Notons
Sp; et Spess; les spectres et spectres essentiels de Q sur Fi, © = 1,2. Supposons que Fi et Fo
satisfont les trois propriétés suivantes

(i) F1 C Fy et Fy est dense dans Fa,

(13)  Uingection Fy — Fo est continue,

(#i1)  la boule unité de Fy est Fo-compacte dans Fo.

Alors on a
Sp; C Sps.

Supposons de plus que
(tv)  la boule unité de Fy est Fo-compacte dans Fy
alors linclusion

Spess,l C Spess,Q

est vérifiée.

Preuve : Nous noterons R l'opérateur R := Q — AI, et ||.||; la norme de I’espace F;. Dans cette
preuve, nous utiliserons deux fois le lemme suivant.

Lemme 5.2 Supposons que les espaces Fy et Fo satisfont U'hypothése (ii) du lemme. Soit T un
opérateur linéaire agissant sur les deux espaces. Supposons qu’il existe g ¢ T[Fi] et une suite
(fn) de fonctions de Fo telles que la limite dans Fo de la suite T[f,] est g. Alors il existe une
suite (V) dans Fi avec ||[¢y||1 = 1 telle que ||T[¢y]||2 tend vers 0.

Preuve : Puisque g n’appartient pas a T|[F7], la suite (f,) n’a pas de limite pour la topologie
de F1 : puisque la convergence dans F; implique la convergence dans Fs, toute limite h (pour
la topologie de F7) doit satisfaire T[h] = g¢. En particulier, la suite (f,) n’est pas une suite
de Cauchy. Il existe donc € > 0 et une sous-suite nj telle que pour tout & € N, on vérifie
[ fray — frpillt > €. Posons ¢y := fn, — fn,, et Y = ”(fﬁ Alors [[¢g]l1 = 1 et l'inégalité
||pk|l1 > € montrent que la suite T[¢y] tend vers 0 dans Fs. |

Commencons par montrer l'inclusion des spectres. Tout d’abord, si A est une valeur propre
de Q sur JFi, alors c’est également une valeur propre sur Fo.
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Soit donc un élément A € Sp; de type 2, qui n’appartient pas a Sp,. Alors R n’est pas surjectif
sur F; mais 'est sur F» : il existe donc g € Fy qui n’appartient pas a R[F1]. Mais g appartient &
R[F2], et il existe f € Fy tel que g = R[f]. Puisque F; est dense dans F3, il existe une suite de
fonctions de Fj qui converge vers f dans F. Donc, la suite R[f,] converge vers R[f] = g dans
F>. En utilisant le lemme 5.2 ainsi que ’hypothése (7iz), on montre que la suite ¢, a une limite
non nulle ¥ (pour la topologie de F») qui appartient & F» et satisfait R[] = 0. Ceci signifie
que A est une valeur propre de Q dans F», ce qui constitue une contradiction. Nous avons donc
prouvé que chaque élément de Sp; est également un élément de Sps.

Montrons maintenant 'inclusion des spectres essentiels. Si A est une valeur spectrale de type (A)
ou (B) sur Fi, alors c’en est également une sur Fo.

Supposons donc que A est une valeur spectrale de type (C') pour F;. L’ensemble R[F;] n’est pas
fermé (pour la topologie de F7), et il existe g ¢ R[F1] qui est la limite (toujours pour la topologie
de F1) d’une suite R[f,], avec f,, € F1. Donc g est également la limite (pour la topologie de F3)
de la suite R[f,]. Le lemme 5.2 et ’hypothése (iv) impliquent maintenant qu’il existe une limite
non-nulle ¢ d’une suite 15 (pour la topologie de F3) qui appartient a Fj et satisfait R[] = 0.
Ceci signifie donc que A est une valeur propre de Q dans F;. Puisque A est un élément de Sp,, 1,
nous savons donc que c’est une valeur spectrale de type (A) ou (B). C’est donc également une va-
leur spectrale de type (A4) ou (B) pour F». Nous avons donc montré I'inclusion Sp,ss 1 C SPess o-
|

Une fois qu’on a obtenu la quasi-compacité (avec le théoréme d’Hennion, le lemme précédent
ou la conjonction des deux) on a donc montré la moitié de la condition (A2). Il reste & étudier les
valeurs propres de module maximal. D’une maniére générale, les arguments que nous emploierons
ici sont relativement classiques, décrit dans le livre de Viviane Baladi [Bal00| par exemple, et
font essentiellement appel aux propriétés de mélange du systéme dynamique considéré. Lorsque
I’espace fonctionnel F satisfait de bonnes propriétés de compacité (similaires a celle requises
pour le théoréme d’Hennion), alors la partie dominante du spectre est réduite & une unique
valeur propre simple si le systéme est topologiquement mélangeant, c’est-a-dire si pour tous
ouverts (V, W) de X, il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, on vérifie

T"VNnW 0.

Nous détaillerons ce point lors de ’analyse des systémes a-euclidiens et des systémes LSB.
Supposons maintenant que quand il agit sur F, l'opérateur satisfait la condition (A2). Nous
allons imposer une condition supplémentaire, la condition (A3).

(A3) La valeur propre dominante de I'opérateur est A = 1.

Quand cette condition est vérifiée, alors la décomposition spectrale (5.2) devient

H[f] = P[f] + N[/,

ce qui, en vertu de (5.3), s’étend aux puissances de l'opérateur,

H"[f] = P[f] + N"[f]. (5.4)
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F1G. 5.2 — Le spectre d'un opérateur quasi-compact avec “trou spectral”

Remarquons que si 9 est la densité invariante du systéme, donc la fonction propre relative a la
valeur propre 1, alors le projecteur P s’écrit

P(f] = ¢ /X fdu. (5.5)

5.1.2 Perturbation

On arrive maintenant & I’étude des opérateurs de transfert Hy,. La premiere condition a
vérifier est bien-sir que ceux-ci sont bien définis, et donc qu’ils vérifient la propriété (BO).

(BO) il existe < 1 et un voisinage W de 0 tel que quand (s,w) € {R(s) > B} x W
lopérateur Hy ,, est bien défini.

Nous cherchons & étendre la décomposition spectrale (5.4) aux opérateurs de transfert. Ceci
est possible grace a la théorie de la perturbation.

Celle-ci stipule (voir [Kat80], VII.1.3 p 368) que si T, est une famille d’opérateurs analytiques
en z dans un voisinage de z = zp, et que si le spectre de T}, est séparé en deux parties par une
courbe fermée, alors cette séparation reste valable pour T, si z est suffisamment proche de zj.
Cet opérateur se décompose donc en somme de deux opérateurs, T, = sz + sz, et sz et sz
sont analytiques en z.

Nous voulons appliquer ce résultat avec T, = Hy ,,, 20 = (1,0), et Tz[;] =A1,0P10 (A(s,w)
désigne la valeur propre de Hy,,, on a donc A(1,0) = 1), Tz[g] = Ny . Il faut donc vérifier la

dépendance analytique des opérateurs en (s, w).

(B1) I'application (s,w) — Hj,, est analytique dans un voisinage de (s,w) = (1,0),
(B1) l'application s — Hg o est analytique dans un voisinage de s =1,
(B1”) l'application w — Hj ,, est analytique dans un voisinage de w = 0.

Bien sir (B1) entraine (B1’) et (B1”).
C’est usuellement pour montrer ces propriétés qu’intervient la restriction que nous avons

imposée sur le coiit ¢. C’est pourquoi nous donnons une définition plus précise d’un cotit a
croissance modérée : un colt ¢ défini sur les branches inverses h € H d’un systéme dynamique
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(et donc de maniére équivalente sur ’ensemble des chiffres indicant la partition) est & croissance
modérée s’il existe 8 < 1 et un voisinage W de 0 tel que I'application

(s,w) — Z 05, exp(we(h)),

heH

ol 0y, 1= sup,ecy |h(x)|, est analytique pour (s,w) € {R(s) > B} x W.

Prenons l'exemple d’un opérateur de transfert Hj,, satisfaisant la condition (B1). Alors il
se décompose autour de (s,w) = (1,0) de la maniére suivante,

H{ W [f] = N (s, w)Psw[f] + Ng,[f], (5.6)

ou A(s,w) est 'unique valeur propre dominante (et simple) de l'opérateur, Pg,, le projecteur
sur le sous-espace engendré par A(s,w) et Ny, 'opérateur relatif au reste du spectre. Dans un
voisinage de (1,0) ces objets sont tous analytiques en (s,w). Toujours autour de (1,0), le rayon
spectral 7o(Ng,,) est inférieur & p|A(s,w)|, avec p < 1, de sorte qu’'on a pour n suffisamment
grand l'inégalité suivante,

|INT

sl

F < T A (s, w)l, (5.7)

avec p < 7 < 1. Cette décomposition s’étend maintenant au quasi-inverse (I — Hs7w)*17 qui
s’écrit donc
A(s,w)

- mps,w[f] + (I - Ns,w)_l[f]- (5.8)

(I - Hs,w)_l[f]
L’égalité \(1,0) = 1 fait donc apparaitre une singularité polaire dans 'opérateur, alors que le
second terme est analytique.

Placons nous maintenant dans le cadre plus particulier ot on étudie le quasi-inverse (I —
H; ) !. Si la dérivée par rapport a s, \,(s,0), est différente de 1, la décomposition précédente

s’écrit autour de s =1 ) )

(I —Hy o) '[f] ~ HWPLOU]-

Avec 'expression (5.5) de Py on peut finalement écrire

1 -1

(I —Hs0) '[f] ~ s—1(1,0)

v [ fdu, (5.9)
X

ce qui est la décomposition souhaitée pour appliquer le théoréme taubérien. Les autres conditions

pour appliquer ce théoréme sont discutées dans le paragraphe suivant.

Enfin, la décomposition spectrale (5.6) nous sera utile pour appliquer le théoréme des quasi-
puissances. En effet, pour P, ,,[f] # 0, elle peut également s’écrire, avec I'inégalité (5.7)

H ,[f] = exp [nlog A(s, w) +log Ps o [f]] (1 + O(7")) (5.10)

ce qui est la décomposition en quasi-puissance recherchée pour appliquer le théoréme de Hwang
aux séries génératrices des moments (voir propositions 4.8,4.9).

Il reste maintenant & préciser le comportement des principaux objets spectraux en fonction de s
w, ce qui est fait dans la partie suivante.
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5.1.3 Derniére étape

Propriétés relatives a la variable s

Nous venons d’exhiber une singularité en (s,w) = (1,0) pour les quasi-inverses (I — Hg )" ?,

et donc en s = 1 pour les quasi-inverses (I — Hg)™!. Nous souhaitons appliquer le théoréme
Taubérien a ces derniers. Il faut donc satisfaire sur le demi-plan {§(s) > 1,s # 1} des proprié-
tés supplémentaires d’analycité. Ces conditions se transforment en conditions spectrales sur les
opérateurs, plus précisément nous chercherons & vérifier la propriété suivante.

(C1) lopérateur H, g a un rayon spectral strictement inférieur & 1 pour R(s) = 1,s # 1.
On vérifie de plus res5(Hs ) < 1.

La seconde partie de cette condition doit étre vérifiée pour ne pas avoir de point d’accumu-
lation sur la droite R(s) = 1.

Si Hg o est un opérateur qui vérifie la condition (C1), alors le quasi-inverse associé est ana-
lytique sur la demi-droite {R(s) = 1,s # 1} et posséde une singularité en s = 1, et donc, avec la
décomposition (5.8), les conditions du théoréme taubérien sont vérifiées.

[’étude du résidu apparaissant dans le théoréme taubérien fait maintenant intervenir 1’entro-
pie h(S) du systéme. En effet, étant donné un systéme S = (X, T), 'entropie h(S) du systéme
est donnée par (2.1)

h<so:::-—l[;log|zﬂ<tn¢mt>du<t>

On en déduit notamment la relation
W(S) = = | A ofule)dute).

ot A est 'opérateur de dérivation par rapport a s. En dérivant la relation Hy [ 0] = A(s, 0)1s.0,
qui conduit &

AHS,O[ws,O] + HS,O[Aws,O] = )\/(37 0)%,0 + )\(37 O)Aws,0~

En posant s = 1, et en intégrant sur X on obtient finalement
Ao(1,0) = / AH[Y]dp = —h(S). (5.11)
X

]

Remarquons de plus qu’étant donné un cott ¢, et 'opérateur HLc,O, défini dans la proposition

4.2 par
d

dw S$,W |w=0"

Y =

on a également la relation

Lﬂﬁmwww=24m G(t)dp(t) = ps(e), (5.12)

heH Xn

qui permet d’exprimer la valeur moyenne du coiit ¢, ug(c), telle qu’elle est définie en (2.2).
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Propriétés relatives a 1’application (s, w) — A(s,w)

Nous aurons & plusieurs reprises besoins des propriétés des applications
(s,w) — A(s,w), (s,w) — A(s,w) := log A(s,w).
Il faudra en particulier vérifier les deux conditions suivantes :

(C2)  AY(1,0) >0,
(C3)  AY(1,0) #0.

Les indices dans les dérivées indiquent la variable utilisée : A, correspond & la dérivée par
rapport & s, \{ a la dérivée seconde par rapport a s, et A{,, a la dérivée seconde par rapport a
s et w. Il en va de méme pour A.

La premiére condition nous servira lors de ’étude de l'algorithme interrompu, et la seconde
lorsqu’on voudra appliquer le théoréme des quasi-puissances. En effet, la décomposition (5.9) im-
plique que ce théoréme s’applique avec U(w) = A(1,w). Pour pouvoir montrer un comportement
gaussien, il faut donc vérifier la condition (C3).

Nous avons déja évoqué les valeurs spéciales de A,(1,0), qui font intervenir I’entropie. On
dispose d’une relation analogue pour la dérivée X/ (1,0), qui est reliée & la valeur moyenne du
cott étudié par

N, (1,0) = X,y (1,0) = s (o). (5.13)

En effet, si on part de I'égalité Hj (1)1 4] = A(1, w)1)1,4, et qu’on dérive par rapport & w, on en
déduit que pour tout x € X,

Y ) - exp(we(h)) - [W(2)] - Y1 © h(x) +Hiw[] ,](2) = N, (1 0) e (@) + AL w)iq o (2),
heH

ce qui en w = 0, devient

Y e(h) - W ()] - o h(z) + H[Y)(@) = X, (1,0)¢(z) + ¢/ (x).

heH

En intégrant sur X, on obtient I’égalité (5.13).

Enfin, lorsqu’on souhaite utiliser ensemble les deux variables s et w, il faut vérifier une condi-
tion supplémentaire sur les valeurs propres A(s,w), ceci afin de pouvoir appliquer le théoréme
Taubérien.

(C4)  N,(1,0) £0.

Cette propriété permet d’appliquer le théoréme des fonctions implicites, duquel on déduit qu’il
existe un voisinage complexe W de w = 0 et une fonction o : W — C telle que A(o(w),w) =1
pour w € W. Cette fonction est analytique et on a ¢(0) = 1.
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Obtention de la propriété (C3)

Nous ouvrons une derniére parenthése, dédiée a la propriété (C3). En effet, nous utiliserons
a plusieurs reprises les mémes arguments, que nous introduisons dés maintenant. La technique
usuelle pour obtenir cette propriété consiste & montrer 1’équivalence

Al (1,0) = 0 & le cofit ¢ est constant.

Ce type de preuve se trouve sous diverses formes dans la littérature, on peut citer entre autres
les travaux de Broise [Bro01], Rousseau-Egele [RE83], résumés par Collet [Col96]. Cependant
tous ces auteurs traitent du cas ou la fonction de coiit ¢ appartient & ’espace fonctionnel sur
lequel ils travaillent. Ce n’est pas le cas pour les cotits que nous étudions, qui correspondent & des
fonctions “en escalier” puisque les fonctions ¢ : X — N sont constantes sur les éléments X, de la
partition. Il nous a donc fallu adapter les précédents travaux a notre cadre. La preuve présentée
ici est basée sur celle de Broise ainsi que sur des modifications de Brigitte Vallée et Eda Cesarato
[|, et consiste en la proposition suivante.

Proposition 5.3 Soit Hy,, un opérateur quasi-compact (dans un voisinage de w = 0) sur un
espace de Banach F. Supposons que 1 est la seule valeur propre de 'opérateur H sur le cercle
unité (c’est également la valeur propre dominante) et qu’elle est simple. Soit A(s,w) la fonction
définie par A(s,w) :=log A\(s,w) ot A(s,w) est la valeur propre dominante de Hy o, sur F. Si F
est dense dans l'espace L*(X) des fonctions dont la norme ||.||o définie par

1£ll2 = /X 2y

est finie, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.
(1) A%(1,0)=0
(73) le codt c est constant sur X.

Preuve : Cette preuve se décompose en une suite de lemmes. Mais tout d’abord, nous allons
introduire quelques notations ainsi que quelques objets.

Nous allons devoir travailler avec un opérateur normalisé. Si H; ,, est l'opérateur de transfert
étudié, et 91, sa fonction invariante, alors on définit 'opérateur Ly ,, par

_
)‘(1) w)¢1,w

L’intérét de cet opérateur est que la fonction propre relative a la valeur propre 1 est la fonction
constante égale a 1 :

Ll,w[g] = H[g@bl,w]'

1

Liy[l]:=—H =1.
oll) = 3y Bl
Ainsi, si i est la mesure invariante relative a 'opérateur L; ,,, donnée par
dﬂ = ?,Z)l,wd,ua

alors la décomposition spectrale de Ly, est de la forme

Liale) = [_gdi+ My lo (5.14)

ou My ,, est un opérateur au rayon spectral strictement inférieur a 1. L’intérét de cet opérateur
est que le terme dominant de sa décomposition spectrale définit une fonction constante. Nous
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utiliserons également les deux observations suivantes, obtenues directement par un changement
de variables :

/X g-(foT) du= / (Hlg] - ) du, (5.15)

X
| g romyda= [ wig- 1) dn (5.16)
X X

Enfin, étant donné un coiit ¢, nous définissons le cotit centré ¢ par

c:c—/ cdp,
X
J,

Finalement, nous noterons C), le cout défini par

n—1 A
C, = ZEO T.
=0

C’est en particulier pour le lemme suivant qu’il faut adapter les précédents travaux dans lesquels
on utilise essentiellement la décomposition spectrale de H[c] ou Ljc], qui n’est pas valide dans
notre cas puisque en général ¢ n’appartient pas & l’espace sur lequel I'opérateur est quasi-
compact.

de sorte qu’on vérifie

dfi = 0. (5.17)

Ql
=

Lemme 5.4 Si A”(0) =0, alors C,, est uniformément borné dans L*(X).
Preuve : Considérons la série génératrice des moments du cotit Cy,, E[exp(uC,,)]. Elle s’écrit

Blep(uC,)] = [ exp(uCu(®)dn(t) = 3 exp(uCu(t)) [ dntt) = [ Liwia

heH X
On en déduit
Blexp(uC,)] = A" (1,0) [ Hipulir al((ult)
Cette égalité entraine une décomposition en quasi-puissance de la série E[exp(uC,,)], de la forme
Elexp(uCy)] = exp [nU(u) + V(u)] (1 + O(x")),

ou U(u) est donné par

U(u) =log A(1,w + u) — log A(1,w),
et V(u) est

V(W) =108 | Prwealinul 10)d(t)

et k est strictement inférieur & 1. Les fonctions U et V sont analytiques en u quand u est proche
de 0. La premiére partie du théoréeme de Hwang s’applique, et la variance est donnée par

Var[C,,]| = nA"(1,w) + V" (0) + O(x™).

Or par construction E[C,,] = O(1) (grace a la relation (5.17)), donc si A”(1,0) = 0, alors Var[C,,]
est O(1), et donc la suite C), est uniformément bornée dans L?(X). ]
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Lemme 5.5 Si A” (0) = 0, alors pour tout g € F, la suite C,, converge dans L*(X), et elle
admet une limite C appartenant a L?. En particulier, pour toute fonction g € L*>(X), on a

lim C_'ngd,u:/ Cgdfi.
X X

n—oo

Preuve : Ce lemme découle directement du précédent. Puisque C,, est uniformément bornée dans
L?, alors cette suite converge dans L? vers un élément C' € L?. En particulier, pour toute fonction
g € L*(X), on vérifie

lim Cngdﬁ:/ Cydiji.
X X

n—oo

Lemme 5.6 Si A”(0) = 0, alors ¢ = C — C oT dans L? et C appartient o F. Finalement,
[’égalité est vérifiée a l'intérieur de chaque élément de la partition du systéme dynamique.

Preuve : On observe tout d’abord la relation

c—coT"=C, —C,oT.

Donc, pour tout g € L?, on vérifie

/(E—EoT”)gdﬂ /(C —CnoT)gdp
X X

= /Cngdu_/ L[g]éndﬂ
X X

en vertu de la relation (5.16). Puisque L?(X) est stable par L, le lemme précédent s’applique et
aprés passage a la limite on obtient la relation suivante pour tout g € L?(X)

lim (EoT”)gdﬂz/ C’gdﬁ—/ CL[g]dﬁ—/ cqdji.
X X X X

n—oo

Considérons le membre gauche de cette relation. Si g est un élément de F, alors la décomposition
spectrale de H[g] existe et s’étend a L[g| et on obtient

/(coT”)gdu:/ cN"[gldp, (5.18)
X X

puisqu’en effet

/X(coT”)gduz/ cL"[gldpn

X

le terme dominant étant donc avec (5.17)

(oo
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On déduit de (5.18) que
lim [ (coT™)gdi=0, (5.19)

n—0o0 X

puisque 'opérateur N a un rayon spectral strictement inférieur & 1. Si g n’appartient pas a F,
'équation (5.19) reste valide, par densité de F dans L?(X). On en déduit donc que pour tout g

dans L?(X),
/ng,u,:/ C_'L[g]du—/ gCdji.
X X X

Donc I'égalité

est vérifite dans L2(X).
Pour tout n, on a C), — C,,_1 o T = ¢, de sorte que

L[C,,_1 o T] = L[C,] — L[¢].

D’un autre coté, on vérifie également

L[Cy 10T] = Cp1.
Ceci entraine C = L[C] — L[¢] et donc
C=—-(I-L)'oLlg=—(I—-N)'oNlg,

de sorte que C appartient a F.
Finalement ’égalité ¢ = C'— C' o T est vérifiée la ou ¢ et C o T sont bien définis, c’est-a-dire &
I'intérieur de chaque élément de la partition. [ |

Il existe donc une fonction u € L2(X) telle que 'égalité ¢ = u — u o T est vérifice & Dinté-
rieur de chaque intervalle fondamental Xj;. Si on considére maintenant ’ensemble des points
fixes h* de chaque branche, on a alors ¢(h*) = 0. Puisque I’application ¢ est constante sur chaque
intervalle fondamental, on en déduit qu’elle est constante sur tout I’ensemble X. [ |

Conclusion et exemples

Nous venons dans cette premiére partie de chapitre de faire une preuve générique d’analyse
dynamique. Nous avons exhibé les différentes propriétés demandées aux quasi-inverses (pour le
théoréme taubérien) ou a l'opérateur HY, (pour le théoréme de Hwang), et expliqué quand
c’était possible comment obtenir ces propriétés. Ces propriétés sont résumées dans le tableau
5.3.

Pour conclure cette premiére moitié de chapitre, nous résumons ce qui vient d’étre dit dans
les propositions suivantes.

La premiére est consacrée au théoréme Taubérien : considérant une série de Dirichlet reliée &
des quasi-inverses, nous précisons le comportement asymptotique de ses coefficients en fonction
du nombre de quasi-inverses apparaissant et exhibons les constantes résiduelles. Nous appliquons
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(A1) L’opérateur H agit sur F.

(A2) L’opérateur H admet une unique valeur propre sur le cercle unité.
Elle est simple et isolée du reste du spectre.

(A3) H admet A = 1 comme valeur propre dominante.

(BO) Il existe un voisinage complexe W de w =0 et 8 < 1 tel que Hy,,
agit sur F pour (s,w) € {R(s) >} x W

(B1) L’application (s, w) +— Hg,, est analytique dans un voisinage

de (s,w) = (1,0).

L’opérateur Hg o a un rayon spectral strictement inférieur a 1
(C1) pour R(s) > 1,s # 1.

(C2) | AZ(1,0) >0, A(s,w):=log\(s,w).

(C3) AV(1,0) #0  A(s,w) :=log \(s,w).

(C4) | X(1,0)#0

FiG. 5.3 — Les différentes propriétés de 'opérateur

ensuite cette proposition & des exemples “jouets”, qui nous serons utiles par la suite : le premier
concerne les séries T7(s), permettant de générer les cardinaux des ensembles ,,, le second traite
de Papproximation des cotits B, X liés a la complexité en bits par les coiits B, X.

Proposition 5.7 Soit une série de Dirichlet T(s) =Y, <, tp,n~*, relide a un opérateur de trans-

fert Hy o, et a des opérateurs QLZ] dépendant de s, de la maniére suivante :

T(s)= (I —Hp) o QMo (I —Hep) ' oQP o o(I—Hyp)™ o QIFI1](0)

Soit F un espace fonctionnel tel que :

(1) ng] est un opérateur borné sur F, pour tout 1 < i < k, analytique en s pour R(s) >
BB <1,

(2) quand il agit sur F, Uopérateur Hy o satisfait les propriétés (A1, A2, A3,B0,B1’,C1).

Alors les sommes Zn<N n et Ze N tn sont asymptotiquement

ot N () o) TT [ af
I R (i) 011 @il

Yot o] -(210g2)’“-22N1~N’“~<h(1 > H/ Q[

L(n)=N

ot (1 est la mesure de Haar définie sur X et 1, h(H) sont la densité invariante et l'entropie du
systéme dynamique considére.

Preuve : Les propriétés (A1, A2,B1’) de l'opérateur Hj o sur F entrainent la décomposition
spectrale de 'opérateur H, qui s’étend dans un voisinage de s = 1 a H, o, ainsi qu’a la série T'(s)
qui finalement s’écrit autour de s =1

k
76 = (1250 ) Proo Qo oPuoo QUIO) + RAD,  G20)
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oit R,[1](0) est un opérateur qui s’exprime a l'aide des quasi-inverses (I — Ng)~!, et qui est
donc analytique en s (grace a la relation (5.7)). La condition (i7) du théoréme taubérien est donc
vérifiee, puisque de (5.20) et (A3) on déduit

k
L —1 1] [k]
T(s) ~ P ...oP 11(0).
(8) (8—1)k <)\g(170)) 1,OOQ1 © © 1700Q1 []()

La condition (i) du théoréme taubérien est également vérifice grace a la propriété (C1), qui
garanti le comportement analytique sur la droite (s) = 1,s # 1, et on peut donc appliquer le
théoreme a T'(s). Le résultat est finalement obtenu des valeurs spéciales de \(s,0) et Py en
s =1 (relations (5.11,5.5)). |

Nous allons maintenant donner quelques exemples d’application de cette proposition, sur des
exemples types. Le premier exemple traite de la série de Dirichlet T;(s), qui permet de générer
les cardinaux |Qpy]. Cette série intervient dans tous les calculs de moyennes. Le second exemple
traite de la complexité en bits. Il est intéressant dans la mesure ou il fait intervenir des cotits de
différentes nature : nous commencons dans la proposition 5.9 par étudier la valeur moyenne du
colit & croissance modérée ¢, correspondant & la taille des quotients. Cette étude nous permet de
montrer que les coiits approximatifs pour la complexité en bits sont suffisants pour une analyse
en moyenne. L’analyse de la complexité en bits est finalement faite dans la proposition 5.10. Ces
trois propositions sont de “complexité” croissante, puisque dans la premiére on ne traite qu’un
quasi-inverse, dans la seconde on en traite deux, et trois dans la derniére.

Proposition 5.8 Soit H un algorithme euclidien, et Q l'ensemble de ses entrées wvalides pre-
miéres entre elles. Supposons que l'opérateur Hy o associé au systéme dynamique sous-jacent &
Ualgorithme H satisfait les conditions (A1, A2, A3,B0,B1’ C1) quand il agit sur un espace de
Banach F. Alors asymptotiquement, Qx| est donné par

ol =21 (57 ) w10

ol v est la densité invariante du systéme dynamique.

Preuve : Tout d’abord, rappelons que |Qy| est relié a la série T1(s) (associée au cout C' = 1) par

(1)
Ti(2s) = nL [N

n>1 L(n)=N
La série T7(s) est elle-méme reliée a 'opérateur Hy o par
T1(2s) = (I — Hy o) '[1](0).

Il suffit maintenant d’appliquer la proposition précédente. [ |

Notons que le précédent résultat fait apparaitre une relation simple entre |y, qu’on peut
généralement calculer par d’autres méthodes, et les grandeurs caractéristiques du systéme dyna-
mique, & savoir ’entropie et la valeur en 0 de la densité invariante. Remarquons également que
les relations décrites au paragraphe 3.4 du chapitre 3 permettent d’obtenir les quantités \(~2 Nl
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Proposition 5.9 Soit H un algorithme euclidien. Soit £(d) la taille du quotient d, et L(u,v) le
coit total d’une entrée (u,v) € Q de l’algorithme, donné par

Si DUopérateur associé Hy o vérifie les conditions (A1, A2, A3,B0,B1’,C1) sur un espace de
Banach F, alors lespérance En[L] est asymptotiquement linéaire en N,

2log 2

pm(l) - N.
Preuve : Cette espérance est définie comme le rapport des sommes de coefficients de deux séries
de Dirichlet, la premiére étant la série T7(s) donnée (voir proposition 4.2) par

Tp(25) = (I —Hyg) ' o HWO o (I —Hyo) ' [1(0),

et la seconde étant
T1(2s) = (I —H, o)~ '[1)(0),

étudiée dans la proposition précédente. En appliquant le théoréme taubérien & ces deux séries
(suivant la technique développée dans la proposition 5.7), on en déduit le résultat, en observant
que (voir (5.12))

[ i = o)
X

Proposition 5.10 Soit H un algorithme euclidien. Soit B(u,v) la complezxité en bits de l’algo-
rithme sur entrée (u,v). Si opérateur associé Hy o vérifie les conditions (A1, A2, A3,B0,B1’,C1)
sur un espace de Banach F, alors l'espérance En[B] est asymptotiquement quadratique en N,

log? 2

h(E) pr(0) - N2 (5.21)

En[B]

Preuve : Etudions tout d’abord le coiit approximatif B , défini en (1.24) par

P

B(u,v) ==Y €(d;) x logy(u;).
i=1
La série génératrice T5(s) est reliée aux opérateurs par la relation de la proposition 4.3, qui est

T5(2s) = (I — Hy ) o AH, g0 (I —Hyg) Lo H[ﬁo o (I —H,) '[1)(0).

La proposition 5.7 s’applique dans ce cas, et avec ’expression de la série T}(s) donnée par la
proposition 5.8 on obtient finalement I’expression (5.21) pour 'espérance Ey[B].
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Si on utilise I'inégalité (1.26), qui relie B, B et ¢ on en déduit

Ex[B] — Ex[B] = O(N),

puisque d’apreés la proposition 5.9 la taille moyenne des quotients est linéaire en N. On en déduit
donc qu’asymptotiquement on vérifie

~

En[B] ~ En|[B].

Notons que cette derniére proposition n’est valable que lorsqu’on dispose d’une bonne rela-
tion entre le cotit réel et le cotit approximatif. C’est généralement le cas pour la complexité en
bits d’un algorithme “simple”, mais ce n’est pas toujours vrai pour les versions étendues. Nous
développerons ce point lors de ’étude des algorithmes interrompus.

Nous suivons la méme démarche pour les séries génératrices des moments dans la proposition
5.11.

Proposition 5.11 Soit un systéme dynamique S = (X, T). Soit la série génératrice des moments
E(exp(wC,,)) associée a un codit & croissance modérée c. Supposons que cette série est reliée a un
opérateur Hy , par

E(exp(an)):/XHl,wdu.

Alors si quand il agit sur l'espace fonctionnel F, 'opérateur vérifie les conditions (A1, A2, A3,B1” C3),
la variable C,, suit alors asymptotiquement une lot gaussienne, et ses moyennes et variances sont
données par

E[Cy] = nps(c) +v1 + O(ky, ")
V[Cn] = nAy(1,0) + 5 + O(k, ")

ot pg(c) est la valeur moyenne du coit ¢, A est Uapplication A(s,w) = log A\(s,w), et v1,vy sont
les valeurs en 0 des dérivées premiéres et secondes de 'application w — fX log Py [1]dpe.

Preuve : Ici encore, les propriétés (A1, A2, B1’) entrainent la décomposition suivante de 'opé-
rateur HY ,, autour de w =0 :

1aw[1](0) = A"(1,w)P 1, [1](0) + N7, [1](0).

On peut donc écrire E[exp(wC),)] de la méme maniére qu’en (5.10), c’est-a-dire

Elexp(wC,,)] = exp |nlog A(1,w) + log/X Plvw[l]d,u} (1+0(m"))

ou 7 est strictement inférieur & 1. La condition (C3) entraine qu’on peut appliquer le théoréme
des quasi-puissances de Hwang avec

U(w) =log A\(1,w), V(iw) = 10g/X Py [1]dp, K=T.
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FiG. 5.4 — Un systéme a-euclidien

La valeur de A(w) = log A(1,w) en w = 0 (5.13) implique le résultat final. |

Nous venons d’énoncer les principales propriétés qui doivent étre satisfaites par les opérateurs
pour qu’on puisse leur appliquer le théoréme taubérien et la théoréme des quasi-puissances.
Lorsque c’était possible, nous avons également décrit les techniques pouvant étre utilisées pour
obtenir de telles propriétés. La fin de ’analyse différe maintenant selon le type de systéme qu’on
étudie, et donc selon ’espace fonctionnel choisi. Nous expliquons dans les paragraphes suivants
quels espaces associer & chaque systéme, pour pouvoir conclure les analyses.

5.2 Analyse dynamique des algorithmes a-euclidiens

Nous concluons dans ce paragraphe ’analyse des algorithmes a-euclidiens. Nous procédons en
deux temps. Tout d’abord nous montrons que sous certaines conditions, 'opérateur de transfert
associé & un systéme dynamique de U'intervalle & branches incomplétes satisfait ’ensemble des
conditions décrites dans le paragraphe précédent. Nous énongons ce résultat dans le théoréeme
5.12. Puis nous montrons que quand « > 0, les systémes a-euclidiens vérifient toutes les propriétés
requises, et nous en déduisons les principaux résultats. Les opérateurs utilisés dans ce paragraphe
sont relatifs a des systémes dynamiques de l'intervalle simples, ils sont donc notés G .

5.2.1 Analyse fonctionnelle pour ’opérateur G,

Rappelons tout d’abord brievement le cadre général. Un systéme a-euclidien est défini sur
un intervalle I, = [o — 1, ] et posséde usuellement deux branches incomplétes (voir figure 5.4).
L’opérateur correspondant est noté Gy, et est donné par (voir (4.15))

Gulfl(@) =Y [N (@) - exp(we(h) - f o h(z) - 15, (),

heH

ou les intervalles Y}, sont donnés dans (2.11). Ainsi que nous l'avons déja observé, il n’est pas
possible ici d’utiliser des espaces de fonctions continues. Il existe cependant des espaces fonction-
nels particulierement adaptés a la gestion des discontinuités apportées par le systéme, lorsqu’on
dispose d’un controéle suffisant sur ces discontinuités. Traditionnellement, on considére 1’espace
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des fonctions & variation bornée. Ce type d’analyse est essentiellement basé sur les travaux de
Lasota et Yorke [LY73], et est bien résumé par exemple dans la monographie de Collet [Col96]
ou dans [BG97|. Ces auteurs ont en particulier développé la technique générique présentée en
introduction de ce paragraphe, qui consiste a utiliser des inégalités de Lasota-Yorke pour ensuite
appliquer les théorémes de Tonescu-Tulcea et Marinescu ou d’Hennion. Ces analyses sont toutes
relatives a des systémes possédant une partition finie, et il a donc fallu les adapter au cas parti-
culier des systémes S,.

Nous commencons par définir et décrire I'espace BV des fonctions & variation bornée. Puis
nous montrons que si un systéme dynamique de 'intervalle satisfait ’ensemble 31 de conditions
énonceées plus bas, alors Popérateur de transfert associé Gy g vérifie les conditions (A1, A2, A3,B0,B1’,C1),
conditions suffisantes pour I'application du théoréme taubérien. Ce résultat est résumé dans le
théoréme 5.12.

Soit I un intervalle réel. Rappelons que I'espace L'(I) désigne I’espace des fonctions inté-
grables sur l'intervalle I et que muni de la norme ||.||z, donnée par

11l = /I Fldu,

c’est un espace de Banach.
On définit la variation \/Z f d’une fonction f sur Uintervalle [a, b] par

Vf—ilelg;If i) = f(wi)],

la somme étant faite sur ’ensemble Q des partitions 7 de [a,b] de la forme a =29 < 21 < ... <
x, = b. L’espace des fonctions dont la variation sur un intervalle I est bornée est notée BV (1),

BV(I) := {f, \/f<oo}.
I

Muni de la norme ||.||gy définie par

1Ay =\ £+ 11£ 1],
1

alors BV (I) est un espace de Banach, dense dans L'(I). De plus, la boule unité de BV (I) est
précompacte dans la boule unité de L'. On se retrouve donc dans les conditions d’application du
théoréme d’Hennion. Nous allons ensuite utiliser plusieurs propriétés importantes de la variation,
que nous rappelons dés maintenant.

d

b b b b c c b
O+ <\ Ve @\ =\ 1 @)\ (fog) =\ £, siglla,b]) =[ed),
a a a a b a a

[

b b b
(iv) \/ | fgl < ?ug\g! \Vali +?u§!f! \ gl

b d
D)V lea <2V If] +28[uglf! pour [c,d] C [a, b]
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b 1 b b
Ol < 151+ 5= 1l @iV Ifl = [ 1F @lde pour £ € €,

Pour adapter les travaux déja réalisés dans le cadre de systémes & partition finie, nous avons
da imposer certaines conditions de “controle” sur les discontinuités. Considérons un systéme dy-
namique de l'intervalle S, défini sur un intervalle I, S = (I,T). Si ‘H désigne l'ensemble des
branches inverses, nous désignerons indifféremment par I3, d € D ou I, h € H les éléments de la
partition et par J; ou Jy les intervalles images. Les conditions supplémentaires pour traiter les
partitions infinies forment I’ensemble 31 ci-dessous.

Conditions X
— (p0) Il existe une constante réelle b > 0, et un exposant positif § > 0 tels que

|W (z)| > blh(z)|®, Yh e H,Vz e J),.
— (pl)[Faible dilatation]| Le systéme dynamique est faiblement dilatant : Ay, défini par
op = sup{|h'(z)|;2 € Jp}, A, :=sup{dy;h € H"},

satisfait A < 1.

— (p2) |Forte dilatation| Le systéme dynamique est fortement dilatant : il existe un entier ng
et une constante réelle v < 1 tels que Ap, < 7.

— (p3) |Distorsion bornée | Le systéme dynamique est a distortion bornée : il existe une
constante réelle ¢ > 0 telle que

I (z)| < c|l (z)], VheH, Ve

— (p4) [Quasi-Markov| Le systéme dynamique est quasi-markovien : toutes les quantités ¢y,
définies par
0y = inf {|Jp];h € H™,|Jy| > 0},

sont strictement positives.
— (p5) [Mélange topologique| Le systéme dynamique est topologiquement mélangeant : pour
tous ouverts (V,W) de X, il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, T-"V NW # .

Remarques Faisons tout d’abord quelques remarques sur ces différentes conditions. Un systéme
possédant un nombre fini de branches satisfait automatiquement les propriétés (p3) et (p4). La
propriété (p4) généralise la notion de systéme markovien : un systéme dynamique de U'intervalle
est markovien d’ordre 1 si pour tout h € H, I'intervalle Jp, est une réunion d’intervalles I}, de la
partition (cette notion se généralise naturellement & des ordres supérieurs en raffinant la partition,
ainsi qu’a des systémes non définis sur des intervalles). En particulier, un systéme markovien &
partition finie satisfait donc la propriété (p4). Remarquons de plus que si un systéme satisfait
les propriétés (pl) et (p3), alors il en va de méme de ses itérées. Plus précisément, la constante
¢, alors obtenue avec la propriété (p3) satisfait ¢, < en. Enfin, si un systéme satisfait a la fois
les conditions (pl), (p2) et (p3), alors ses itérées aussi, et les constantes obtenues vérifient pour
tout n (voir [LM94] ou [BGI7])

A, < VL%J, Cp = CZAi < g0 (5.22)
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Soit un réel p. Alors les propriétés (pl) (pour p > 1) et (p0) (pour p < 1) entrainent
H@P <K@ powrp=1,  [H@P <P R @) B pour p< 1. (523)

Le changement de variables u := h(x) nous aménent a définir
I(p) =1 pour p > 1, I(p) :=b""! /\uﬁ(”_l)\du pour p < 1, (5.24)
I

et puisque l'intégrale I(p) est convergente pour p = R(s) > 1 — (1//3), on obtient, pour p =
R(s) >1—(1/5)
S| W @)Pde < I(p). (5.25)

her  In

Enfin, nous définissons la propriété (p6) (voir [LM94] ou [BGIT7]), automatiquement vérifice des
que l'est (p3),

(p6) II existe d > 0 tel que, pour tout h € H, on a sup,, |h/(x)| < d inf;, |I'(z)|.

La condition (p6) implique, avec (p4), que pour tout h € H et pour tout réel positif p,

sup i (a)” < & inf (@)} < = |/ W ()P de < _/ W (@) P da, (5.26)
h

h

et on obtient donc avec (5.26) et (5.25)
doon< —I (5.27)
heH
Les résultats que nous obtiendrons dans ce paragraphe sont résumés dans le théoréme suivant.
Théoréme 5.12 Soit S = (I,T) un systéme dynamique de lintervalle. S’il satisfait I’ensemble

Y1 de conditions, alors quand il agit sur 'espace BV (I) l'opérateur de transfert G, vérifie les
conditions (A1), (A2), (A3), (B0), (B1), (C1) et (C3).

Preuve du théoréme 5.12

La preuve du théoréme 5.12 est une succession de propositions.

Proposition 5.13 Soit S = (I,T) un systéme dynamique de l’intervalle satisfaisant les proprié-
tés (p0)—(p4). Alors pour R(s) > 1— (1/5) Uopérateur Gy o correspondant agit sur BV (I) et est
analytique en s. Il satisfait donc les propriétés (A1, B1’).

Preuve : Soit une fonction f a variation bornée, f € BV (I). Soit s € C, R(s) = p > 1— (1/0).
Alors on vérifie

ICuoldllle < 3 [0 fohte) 1,@lir < Y [ @11y o) as
heH heH

En utilisant la relation (5.25) et la propriété (vi) des fonctions & variation bornée, on en déduit
dans un premier temps

1Gsolf e < (P fllee < I(p) [IfllBV- (5.28)
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D’autre part la variation de Ggo[f] vérifie

\ Gaolfl =\ Y 0 fonty, <> \/IWPfoh1y,.
I

I heH heH I

En appliquant (iv) et (v) a chaque terme de la somme on obtient finalement

\VGeolfISA+B+C  avee A=Y A, B=)Y By C=> C,
1 heH heH heH

et Ahzéz\/]foh], By, = 46}, sup | f|, Ch:sup\f\\/\h’p].
I, I, Iy I,
Les propriétés (ii) et (iii) des fonctions & variation bornée et la propriété (pl) entrainent Ay <
Vr, [fl et donc A <V |f|. Pour la somme Cj, on utilise la propriété (5.25), en remarquant que
(p3) implique

WY = ol < el
On en déduit finalement

P

V Guold) < 1+ (45 +en)1 (o)) 17 v.
1

dont on déduit la premiére partie de la proposition.
La dérivée de 'opérateur par rapport a s est 'opérateur Ry, donné par

Ro[f](z) = Y |W(2)* log [l (z)] f o h(z) 1y, (x).

heH

Comme précédemment, on utilise les inégalités suivantes :

|7

K| log |B]) < |h'°
(In"| log |B'])" < | ‘W!

+ [s[[h"[|n[7=1 [log [']| < e (|p| + |log [1[]) |,

ce qui ameéne & considérer I'intégrale

7o) = [ 1007 tog uldu.

Cette intégrale est convergente pour R(s) > 1 — (1/3), et donc l'application s — Gy est
analytique dans ce demi-plan. [ |

On montre maintenant que 'opérateur de Perron-Frobenius est quasi-compact, en exhibant une
inégalité de Lasota-Yorke.

Proposition 5.14 Soit S un systéme dynamique satisfaisant les propriétés (pl) — (p4). Alors il
existe ng tel que pour tout n > ng

cno

2 n
IG"[flllBv < 2AanHBV+(26n+€_+1> £z, avec AngfyL"oJ, en < T
(5.29)

Donc le rayon spectral essentiel ress satisfait ress < ’yl/”o.
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Preuve : C’est en particulier pour cette proposition qu’il faut adapter les travaux antérieurs aux
systémes & partition dénombrable. Nous utiliserons quelques variantes des propriétés (iv) et (v)
des fonctions a variation bornée, qui relient la variation d’une fonction & sa norme ||.||z, :

(ivf \/ ol < suplo \/ 7+ / F(2)g (@)lde

b d 2 d
DV ea <2V 1+ 77 [ 1f@lds pour fe.d) < o}

On vérifie tout d’abord
161 < 3 [ 1H6e) o hw) 15, @)l
heH
Le changement de variable u := h(x) entraine
G < 3 [ 10 = 11l (5.30)
heH

La variation de la fonction G™[f], n > 1 est donnée par

VG =) VInfoniyl

I heH" I

En appliquant (iv') et (v') a chaque terme de la somme, on obtient

\V/G'fI<A+B+C avec A= > Ay, B=> B, C=> Cy,
heH™ heH™ heH™

ot Av=2swll|\Ifohl,  Bu=2 W@IIfoh()ds,
JIn

h Jh
2
Crn=177 ) @IS oh()ldz.
[Inl /s,
La quantité Ay verifie, grace a (ii) et (ii)
A <28, \/ If] (5.31)
In
et donc A est bornée,
A <20, \/If].
I

La propriété (p3) implique U'inégalité |h"| < ¢,|h/| et
1
B+ Ch <200+ ) [ W(@)]1f o hia)lda,
n Jn

En utilisant le changement de variables u := h(z) et en sommant sur l’ensemble H, on obtient
avec (i)

1
B+C <2 (ent ) Il (5.32)
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Avec (5.22), (5.30), (5.31) et (5.32), l'inégalité (5.29) est prouvée. ]

Il s’agit maintenant de préciser les propriétés spectrales dominantes de 'opérateur G, & savoir
la nature de son spectre sur le cercle unité. Remarquons déja que 'on sait que 79(G) < 1 : en
effet, 'inégalité ||G||z, < 1 implique (5.1) que le rayon spectral de G sur L!(I) est inférieur ou
égal a 1. Il en est donc de méme sur BV (I). Nous précisons la nature du spectre sur le cercle
unité dans la proposition suivante.

Proposition 5.15 Soit S un systéme dynamique satisfaisant les propriétés (pl) — —(p4). Alors
lopérateur G associé admet une densité invariante & variation bornée, et son rayon spectral est
donc égal & 1. La condition (A3) est donc vérifiée.

Preuve : Les propriétés (pl), (p2) ainsi que la relation (5.22) impliquent que la suite (A,,) de la
proposition précédente tend vers 0. Pour tout § < 1 fixé, il existe donc un entier n; pour lequel
2A,,, < 4. Donc, la norme de G™[f] satisfait

IG™ [flllsv < O[Ifllv + LI f]|L,s

ou L est une quantité finie. Donc, pour tout n > 1, la norme de G""![f] vérifie

L
IG™ sy < o"lIfllsv + 7= IfllL.-

L’ensemble {G""'[17],n > 0} est donc un ensemble borné de BV (I). Il en est de méme de
I’ensemble

n—1
1 .
Fi={fa=" > GIM1y] > 1}
J=0

Le théoréme d’Helly s’applique alors, et il existe donc une sous-suite de F qui converge dans
L(I) vers une fonction f* de BV (I). Chaque élément de JF étant une densité, f* en est une
également. De plus il est clair que G™[f*] = f*, de sorte que f* est une densité invariante &
variation bornée pour 'opérateur G™ . Finalement, la densité

1 ni—1
* T £*
g =—> G[f
ni 4
j=0
est une densité invariante pour G, a variation bornée. [ |

Nous avons obtenu la quasi-compacité, il faut donc maintenant étudier le spectre sur le cercle
unité pour finalement obtenir la condition (A2). Nous utilisons ici le résultat classique suivant,
qu’on trouve par exemple dans le livre de Baladi [Bal00].

Proposition Soit un systéeme dynamique dont le transformateur de densité est quasi-compact
et posséde une densité invariante sur BV (I). Si le systéme est topologiquement mélangeant,
alors la valeur propre A = 1 est simple et est la seule valeur propre de module égal a 1.

Nous avons montré que cette proposition s’applique dans notre cadre. On a donc la proposition
suivante.
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Proposition 5.16 La condition (A2) est vérifiée.

On obtient donc une décomposition spectrale de G qui s’étend par perturbation & ’opérateur
de transfert Gy puisque la propriété d’analycité est vérifice. Il ne reste plus maintenant qu’a
étudier le comportement de l'application s — A(s,0) quand s vit dans un demi-plan complexe.

Proposition 5.17 Dans un voisinage de s = 1, la fonction s — A(s,0) est strictement décrois-
sante sur ['aze réel.

Preuve : La valeur propre dominante A(s,0) de Gg o est donnée par

A(s,0) = lim [GE o [1](0)] /™.
D’un autre coté,
GEo[1)(0) < sup 6" GF[I](0) < AN GH1)(0).
’ heHk
On en déduit donc l'inégalité (pour s > 1)

A(s,0) < ye=D/mox(1, 0).

Proposition 5.18 Sur la droite R(s) = 1,s # 1, les valeurs propres de lopérateur G, sont
toutes de module strictement inférieur a 1. De plus, on vérifie également ress(Ggso) < 1. La
condition (C1) est donc vérifiée.

Preuve : Supposons que le rayon spectral de I'opérateur G tit,0 'est pas strictement inférieur

a 1. De l'inégalité

IGT irollBv < ||GrollBy
et de l'inégalité de la proposition 5.14, on déduit que l'opérateur est quasi-compact, avec un
rayon spectral essentiel strictement inférieur & 1, et donc que la partie dominante du spectre est
constituée de valeurs propres.

Soit A une valeur propre de l'opérateur Gy, et soit f une fonction propre relative a A.
Soit fo une fonction propre relative a la valeur propre 1. Il a été prouvé dans [Bal00] et [BG97]
qu’une telle fonction peut-étre choisie semi-continue inférieure, de sorte que fo(z) > a > 0, pour
un certain a et pour tout z € I. On peut de plus supposer que la fonction f(x)/fo(z) est de
module au plus 1 sur 7, et est de module exactement 1 en xg. On a alors

A f(20)| = [Grvieo[fl(@o)l = | D ' (20)'*™ f o h(xo)| 1, (o) (5.33)
heH
<D W (@o)| |f o h(wo)| L, (x0) < Y W (w0)| fo o k(o)L (z0) = folxo), (5.34)
heH heH
et la définition de zy prouve l'inégalité |A| < 1. Supposons maintenant que |A| = 1. Alors, la

suite d’inégalités (5.33,5.34) devient une suite d’égalités, et pour tout h € H de sorte que xg
appartienne a Jj on a

|f o h(zo)| = fooh(xo) (5.35)
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D’un autre cote, la suite ap, := |h/(x0)|f o h(zo)1y, (xo) vérifie Végalite | >~ ap| = > |an|. I existe
donc 6 (de module 1) tel que aj, = 0|ay| pour tout h, et pour tout h tel que zp appartienne a Y},
on a

f o h(wo) | ()| = 0 |f o h(zo)|. (5.36)

Pour tout z¢ € I, ’ensemble {h(zg),h € H} contient la suite {1/(q + z¢),q > qo}. Cette suite
a pour limite 0, de sorte que I’égalité (5.35) prouve que lim,_o |f(z)| = lim,—o fo(z) # 0.
Finalement, la relation (5.36) montre que la suite

1 it
<Q+x0)

a une limite égale & @ quand g — o0, ce qui ne peut étre vrai que pour ¢ = 0. On a donc montré
la premiére partie de la proposition.

Nous avons étudié I'opérateur de transfert Gy . Quand on s’intéresse aux trajectoires tron-
quées du systéme dynamique, on étudie le comportement de 'opérateur Gy 4. Il y a deux choses
a montrer ici, ¢’est-a-dire les propriétés (B2') et (C2). Tout d’abord, il faut vérifier Panalycité
en w, ce qui est presque immeédiat si le cotit est a croissance modérée.

Proposition 5.19 I existe un voisinage complere de w = 0 tel que l'opérateur G, dépende
analytiquement de w. Les conditions (B0, B1") sont donc satisfaites.

Preuve : Rappelons que le cotit ¢ apparaissant dans ’expression de G 4, étant & croissance
modérée, la série
Z on exp(we(h)),

ol 0y, = sup,¢s |/ ()], est analytique en w. Notons R,,[f] 'opérateur dérivé de Gy, :

Ry[f](2) =) e(h)|l ()| exp(we(h)) f o h(z)14(z).

heH

Alors clairement

IRwllzy < 11z Y dne(h) exp(we(h)),
heH

V/ Rulf] <D e(h) exp(we(h \/|h’ )| f o h(x)14(2).

1 heH

et

Clairement, ces deux séries convergent pour w suffisamment proche de 0 (pour la seconde série,
il suffit de s’inspirer de la preuve de la proposition 5.13). [ |

Enfin, on doit s’assurer que la dérivée seconde de w — log A(1,w) est non-nulle pour pouvoir
appliquer le théoréeme des quasi-puissances. D’aprés la proposition 5.3 de la premiére partie du
chapitre, cette propriété est vérifice dés que le cotit étudié est non-nul. Remarquons que le dernier
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argument utilisé dans la preuve de cette proposition n’est & priori valide que pour un systéme a
branches complétes : on montre que pour tout point fixe h* d’une branche inverse, on a 1’égalité
¢(h*) = 0. Quand toutes les branches possédent un point fixe, puisque ¢ représente 1’écart entre
le cotlit ¢ et sa valeur moyenne et que ¢ est constant sur chaque intervalle fondamental, on en
déduit le résultat. Le résultat reste cependant valable lorsqu’une seule branche ne posséde pas
de point fixe, ce qui est le cas pour les algorithmes a-euclidiens (il s’agit de la branche située a
lextrémité gauche de lintervalle 1), et donc la proposition suivante est montrée.

Proposition 5.20 On a A} (1,0) # 0. La condition (C3) est donc vérifiée.

5.2.2 Théorémes 5.22, 5.23 et 5.24

L’analyse présentée plus haut s’applique aux systémes a-euclidiens, pour a # 0. En effet,
I’ensemble de conditions X1 est vérifié.

Proposition 5.21 Soit S, un systéme a-euclidien, o > 0. Alors S, satisfait ’ensemble 31 de
conditions.

Preuve : Pour tout a € [0, 1], les branches inverses h € H vérifient
W (@) = (@), (W) <1, W) =200 (@) < 2K (2)],

et les propriétés (p0), (pl), (p3) sont vérifices. La propriété (p2) est vérifiee avec ng = 1 deés
que « est strictement compris entre 0 et 1. Pour a = 1, elle 'est avec ng = 2. La situation
est différente pour o« = 0, puisque dans ce cas, x = 1 est un point fixe indifférent, c’est-a-
dire T'(x) = z et |T"(x)| = 1. Il n’existe pas d’entier ng tel que la propriété (p2) soit vérifiée.
Considérons maintenant la propriété (p4) de controle des discontinuités. Soit 7 1’ensemble des
extrémités des intervalles images Jp, h € H. On a 7 = {a,1 — a, T (@), To (1 — ) }. L’ensemble
T" des extrémités des intervalles Jp,, avec h € H™ est toujours un ensemble fini. On en déduit
que la quantité #,, est un minimum pris dans un ensemble fini, et est donc strictement positive.
La condition (p4) est donc satisfaite. Il reste maintenant a satisfaire la condition de mélange
topologique (p5).

Soient donc U et V deux intervalles ouverts non nuls de I,. Soit x un élément rationnel de
U. Alors il existe ng > 0 tel que T"°(xz) = 0. Ainsi, il existe € > 0 tel que [0,¢] C T2o(U).
Finalement, il existe d € D tel que I; C [0,¢], et donc

I, = Ty(14) C Ty[0,e] € T™THU)

et ainsi T (U) NV # (. |

Du théoréme 5.12 et de la proposition 5.21, on déduit qu’on peut appliquer le théoréme taubérien
aux séries génératrices de Dirichlet associées aux algorithmes a-euclidiens (voir proposition 5.7).
Nous avons donc montré le théoréme suivant.

Théoréme 5.22 Soit a €]0, 1~] et E, lalgorithme correspondant. Soient EN,IEN les espérances
définies sur les ensembles Qn, Q. Alors le nombre moyen d’itérations de ’algorithme est asymp-
totiquement linéaire en N

2log 2

En[I] ~ Ex[I] ~ o)

-N:= A, N,
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ot h(«a) est l’entropie du systéme dynamique sous-jacent & ['algorithme. Plus généralement, si c
est un codt a croissance modérée, et C' la variable aléatoire associée, alors l'espérance En[C] est
asymptotiquement linéaire en N,

2log 2

En[C] ~ EN[C] ~ o)

:U'oz(c) N :=Aq- Ma(c) N,
0l pa(c) est la valeur moyenne du coit c.

De méme, la proposition 5.10 sur la complexité en bits s’applique, et on en déduit le théoréeme
suivant.

Théoréme 5.23 Soit b le coiit associé a une division, et soit B la variable aléatoire relative a la
complexité en bits. Soit ¢ la taille définie sur [’ensemble des quotients. Alors l'espérance de cette
variable est asymptotiquement quadratique en N,

En[B] ~ Ex[B] ~ 12?@)2 .

Ao
:U'oz(e) 'N2 = 7 'Ma(e)']\ﬂa

0l 1o (0) est la valeur moyenne du paramétre £.

On peut choisir d’attribuer une valeur particuliére au parameétre £, pour tenir compte de la
nature des divisions a-euclidiennes. Un chiffre d est de la forme d = (¢, ¢), ou € = 1 correspond
a une éventuelle soustraction. On peut donc poser £(d) = l2(q) + %, auquel cas, pour certaines
valeurs de «, p(¢) est donné par (2.13,2.14).

De la méme maniére, on déduit de la proposition 5.21 et du théoréeme 5.12 qu’on peut ap-
pliquer le théoréme de Hwang aux séries génératrices des moments liées aux cotits & croissance
modérée, définis sur les trajectoires tronquées des systémes dynamiques a-euclidiens (voir pro-

position 4.8). Nous avons donc prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 5.24 Soit Sg, = (I, Ta), o > 0 un systéme dynamique a-euclidien. Soit ¢ un coit
a croissance modérée et C,, la variable aléatoire correspondante. Soient P et E la probabilité et
Uespérance définies sur I, muni de la mesure de Lebesque. Alors il existe Ay, pa(c) et d4(c) tels
que pour tout n, et pour tout’Y € R

o S - 2 ) o ()

la constante A, étant reliée a la constante A, du théoréme 5.22 par

Aa=—
Aa

De plus, pour tout il existe a,b et k < 1 tels que l’espérance et la variance satisfont

E[C"] = Agpia(c) - n+a+ O(k"), Var|C,] = 53(0) ‘n+b+ O(k")
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5.2.3 Lecasa=0

Nous avons déja fait remarquer que dans le cas @ = 0, 'algorithme correspondant, 1’algo-
rithme Par-Excés X appartient & la classe des algorithmes lents. Son comportement moyen est
asymptotiquement quadratique pour les cotlts additifs, et asymptotiquement cubique pour la
complexité en bits. Nous allons briévement décrire ’analyse de cet algorithme, faite initialement
par Brigitte Vallée dans [Val03].

Nous avons observé au chapitre 2 que le systéme Sy ne satisfait par de bonnes proprié-
tés d’expansion, car il posséde un point fixe indifférent en x = 1, c’est-a-dire qu’on vérifie
T(x) = 1,|T"(x)] = 1. On remarque donc qu’une des propriétés requises pour l'analyse des
autres systémes a-euclidiens n’est plus vérifiée. Dans cette situation, on a recours au systéme
induit : si on note a la “mauvaise” branche du systéme, alors I’ensemble H de branches inverses
du systéme induit est

H:= (a*B)* avec  B:="H)\ {a}.
On peut donc construire 'opérateur de transfert associé Cg, défini par
C,:=) B,AF=B,(I-A,)"
k>0
ou les opérateurs sont
Alfl(@) = |d'(@)*f oa(x),  By[fl(x) =D | (x)*f o h(x).
h#a

On montre maintenant facilement qu’étant donné un cott ¢, la série génératrice associée a ce
cott s’exprime & l'aide des opérateurs Cy et A par

(I-Cy) oClho(—A)" o —C,) ' [1](0).

On voit maintenant apparaitre trois quasi-inverses, ce qui implique un pdle d’ordre 3 (on
vérifie que le quasi-inverse (I — A;)~! améne un pole supplémentaire), et donc un comportement
général quadratique. Le méme phénoméne se produit quand on étudie la complexité en bits, et
explique le comportement asymptotiquement cubique.

5.2.4 Discussion des résultats

Ces résultats sont relativement étonnants si on observe que, quand elle sont connues, la
densité invariante et ’entropie des systémes a-euclidiens ont un comportement inattendu. Nous
avons décrit au paragraphe 2.3.2 la densité invariante, dont le comportement est différent selon
la valeur de «, ainsi que I’entropie, qui est donnée par (2.12)

2
™
— 2—-1,0—1
B pour a € [VZ-1,6-1],
h(a)— 2
- —1,1].
610g(0¢+1)’ pour a€[¢ 9 ]

On remarque donc que I'entropie est indépendante de o pour o € [\/5 —1,¢—1]. On en déduit que
les algorithmes correspondants ont le méme comportement, puisque le méme type de phénomeéne
s’observe pour les valeurs moyennes des différents cotits. On peut en conclure que les algorithmes
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les plus efficaces appartiennent a cette famille (pour o €]¢ — 1,1] la fonction o — h(a) est
décroissante, pour « €]0, V22— 1] on ne sait pas, mais il est naturel de conjecturer que I’application
est croissante). C'est en particulier le cas de I'algorithme Centré (qui correspond a av = 1/2), qui
est donc le plus rapide des algorithmes “usuels”.

Reste la question d’une transition de phase entre o = 0 et > 0. En effet, pour o = 0, le
comportement est radicalement différent. Il est naturel de conjecturer

ali)r51+ h(a) = 0.

5.3 Analyse dynamique de 1’algorithme LSB

Ce paragraphe conclut ’analyse de ’algorithme LSB. Nous distinguons ici deux études dis-
tinctes, chacune faisant intervenir un systéme dynamique différent.

Dans la premiére, nous étudions le systéme Sp. L’opérateur de transfert associé a ce systéme,
K s, est adapté a deux types d’analyses : ’analyse des cotits & croissance modérée définis sur
les trajectoires tronquées du systeéme, et I’analyse de ces mémes cotits définis sur ’algorithme
lorsque la taille des entrées est liée au nombre de décalages.
Dans la seconde étude, nous étudions le systéme S,. Ceci nous permet, via I’étude des opérateurs
Ls. et Lg ., d’obtenir le comportement asymptotique des principaux cotts définis sur 1’algo-
rithme LSB, ainsi que celui des continuants liés au développement en fraction continue 2-adique.
Pour chacune des deux analyses, nous utilisons deux espaces fonctionnels différents.

5.3.1 Analyse fonctionnelle pour ’opérateur K,

Nous sommes maintenant amenés & étudier 'opérateur K ,,, relatif a un systeme dynamique
défini sur le corps Q2 des nombres 2-adiques. Nous allons voir que sous certaines conditions (vé-
rifices par le systéme Sg), une telle étude est plus simple que dans le cas usuel. En particulier,
les propriétés de la valeur absolue |.|o simplifient souvent les calculs.

D’une maniére générique, nous allons considérer un systéme dynamique S = (B, T), vérifiant
I’ensemble Y5 de conditions énoncées ci-dessous.

Conditions Y9
— (rl) Le systéme dynamique est complet, on a donc Yh € H

T(By) = B,

— (r2) Les dérivées |h'(x)|2 sont constantes sur B et il existe 3 <1 tel que
d_IWE=8
heH

— (r3) Le systéme dynamique est topologiquement mélangeant : pour tous ouverts non nuls
U,V de B, il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, T-"V NW # 0.

Nous nous plagons pour I'étude de tels systémes sur l'espace C''(B) des fonctions C! sur B.
Cet espace est muni de la norme ||.||; définie par

[1£11x = 1I£1lo + 1Mo,
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ou ||.||o est la norme sup,

[ fllo = sup | f].
zeB

Avec la norme |[.||1, C1(B) est un espace de Banach. Enfin, nous noterons C°(B) I’ensemble des
fonctions continues & valeurs complexe définies sur B, muni de la norme ||.||o. L’espace C'*(B)
est donc un sous-espace de C°(B).

Nous allons montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.25 Soit un systeme dynamique S défini sur Qo. Sl satisfait 'ensemble 3o de
conditions, alors l'opérateur de transfert associé K ., vérifie les conditions (A1), (A2),(A3),(B0),
(B1), (C1), (C2) et (C3) quand il agit sur ’espace C*(B).

Preuve du théoréme 5.25

Nous commencons par montrer que 'opérateur K agit sur cet espace et qu’il y est quasi-
compact. Rappelons que cet opérateur est ici de la forme

K[f](x) =) [N (2)l2- f o h(x).
heH

Nous supposerons dans la suite de cette preuve que 'opérateur K (de méme que 'opérateur
K ) est relatif & un systéme dynamique satisfaisant I’ensemble Y9 de conditions.

Proposition 5.26 L opérateur K agit sur 'espace C1(B) et donc la condition (A1) est vérifiée.
De plus, il y satisfait une inégalité de Lasota-Yorke :

1K [l < rall flli+tall fllo, avee ry := " et tn = (1=F) (1+ B+ 52+ ...+ ") . (5.37)

Preuve : Tout d’abord, vérifions que 'opérateur agit bien sur C°(B) :

IK[f]llo = supZIh' zf o h(@) < [Ifllo Y W (@)]2 = |I]lo- (5.38)

hEH heH

Il agit également sur C''(B) : soient x,y € B, avec x # y et f € C1(B), alors

K[f](z) — K[f] D I @)laf o h(x) = > W (y)]2f o h(y)|.

heH heH

Les dérivées |h/(x)|2 étant constantes sur B, on peut écrire

K[f1(@) = KI[flw) = | D W (@)l2(foh(z) = foh(y))

her
< DI @)l olh(x) = h(y)l2

heH
< 1Nl —yl2 D 1B @) = BlIf ol — yla,

heM

en vertu de la propriété (r2). On en déduit donc 'inégalité

KA < B+ (1= B)][f]o-
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Celle-ci s’étend aux puissances de 'opérateur en

K Sl < rallfllL =+ tallfllo, (5.39)

avec
rpi=0"et t, = (1= B) (L+ B8+ 8> +...+8"1).

Pour pouvoir appliquer le théoréme d’Hennion, il faut de plus vérifier que l'injection de C1(13)
dans C°(B) est compacte, ce que nous montrons dans le lemme suivant.

Lemme 5.27 Soit (f,) une suite de fonctions bornées de C*(B). Alors il existe une sous-suite
convergente dans C°(B) vers un élément de C*(B).

Preuve : Nous utilisons le théoréme d’Ascoli-Arzola, dont nous rappelons une version ici (cette
version se trouve dans [Rud87|, par exemple).

Théoréme [Ascoli-Arzola]Soit X un ensemble compact, et C°(X) l'espace de Banach des fonc-
tions continues & valeurs compleve muni de la norme sup. Soit ¥ C C°(X) un sous-ensemble de
fonctions tel que :

(7)) sup{|f(x)|; f € ¥} < oo pour tout z € X et

(73) pour tout € > 0 et pour tout x € X il existe un voisinage V de x tel que |f(y) — f(z)| < €
pour tout y € Vet pour tout f € U.

Alors toute suite d’éléments de ¥ admet une sous-suite uniformément convergente.

Ce théoréme implique donc qu’il existe une sous-suite de (f,) qui converge dans C°(B) vers une
fonction f. Soit M tel que [[f)]| < M, pour tout p > 0. Alors, quand p tend vers l'infini, la
relation

[fo(@) = fp(y)| < M|z —yls, Yo #y € B,
implique que f € C1(B). =

Nous avons donc obtenu la quasi-compacité de I'opérateur sur C*(B). Nous savons déja que
1 est valeur propre (puisque K[1] = 1) et que c’est une valeur propre dominante (en effet, on
déduit de la preuve de la proposition précédente l'inégalité ||K||; < 1 et le théoréme du rayon
spectral implique 79(K) < ||K]|]1 (voir 5.1)). On montre que 1 est valeur propre simple, et est
la seule valeur propre sur le cercle unité de la méme maniére que dans le chapitre précédent sur
les systémes a-euclidiens, c’est-a-dire en utilisant les propriétés de mélange topologique . L’ar-
gument qui avait été utilisé pour la proposition 5.16 est en réalité une adaptation aux fonctions
A variation bornée d’un résultat classique portant initialement sur les fonctions C''. Ce résultat,
qu’on trouve par exemple dans le livre [Bal00] (théoréme 1.5 p. 35), s’applique donc dans notre
cas. On a donc montré la proposition suivante.

Proposition 5.28 L’opérateur K vérifie les propriétés (A2, A3).

Il faut maintenant étudier la dépendance de 'opérateur K, ,, en s et w, pour en déduire par
perturbation la décomposition spectrale de 'opérateur. Nous étudions d’abord la dépendance en
w.
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Proposition 5.29 Il ezxiste un voisinage compleze W de w = 0 tel que pour (s,w) € {R(s) >
B} x W, Uopérateur K., agisse sur C*(B). De plus, Uapplication (s, w) — K, y est analytique.
Les conditions (B0), (B1) sont donc satisfaites.

Preuve : En reprenant les étapes de la preuve de la proposition 5.26, on obtient les inégalités

1Kl fllo < [1£llo Y 1[5 - explwe(h)),

heH

1Kl e < Nl D0 IR exp(we(h).

heH

Ces deux quantités sont finies si ¢ est un cotit a croissance modérée.
Considérons maintenant les deux opérateurs obtenus par dérivation par rapport a s et par rapport
aw :
Ry[f)(z) =) e(h)|W ()[3 exp(we(h)) f o h(w),
heH
Ry[f](z) = ) log |l (x)|2|l ()[3 exp(we(h)) f o h(x).
heH

On obtient les inégalités

IRw[f1llo < 11110 Y e(h) - [W']3 - exp(we(h)),

heH

IR [l < IIF11 Y eh) - W [5H - explwe(h)),

heH
IRs[f1llo < [1f1l0 D 1[5 - log |l (x)]2 - exp(we(h)),
heH
IRl < (111 ) IWI5* - log [ (2)]2 - exp(we(h)).
heH

Les différentes séries convergent pour (s,w) € {R(s) > f} x W si ¢ est un colt & croissance
modérée. ]

Enfin, remarquons que le fait que la distribution uniforme soit préservée simplifie les calculs
des valeurs spectrales dominantes.

Proposition 5.30 La dérivée N,(1,0) est différente de 0. La condition (C4) est donc vérifiée,
et il existe donc un voisinage W de w = 0 et une fonction o : W — C telle que A(o(w),w) = 1.
Cette fonction est analytique et satisfait 0(0) = 1. De plus, les dérivées secondes des applications
w — A(1,w) et w— o(w) sont strictement positives. Les conditions (C2,C3) sont donc vérifiées.

Preuve : Observons tout d’abord les applications w — A(1,w) et w +— A(1,w). Soit 1)1, la
fonction propre associée a la valeur propre A(1,w) de K. Alors on vérifie

(Kiwltw] (@) = AL w)drw (@),
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> e(h) - |1 (2)|2 - exp(we(h)) - w0 hlx) + D |1 (2)]2 - exp(we(h)) - ¢4, © h(z)
heH heH
= Ao (L w)rw (@) + ML w)ih , (2),
la dérivation se faisant par rapport & w. Puisque 9 o(x) = 1 pour tout € B et A(1,0) =1, on
en déduit

D eh) P @)+ D 1B (@)]a - ¢ g 0 h(w) = N (1,0) + ¢ ().
heH heH
En intégrant sur B, on obtient finalement 1’égalité

™ e(h) - W (@)]2 = N,y (1,0).

heH

Le méme procédé pour la dérivée seconde méne &

N(1,0) = Y E(h) - [ ()]a,

heH
et donc a )
AL(L,0) =) () - [ (2)]2 — (Z c(h) - |h'($)|2> :
heH heH
Etudions maintenant I'application w + o(w). La relation A(o(w),w) = 0 entraine dans un

premier temps

o' (w)A(o(w), w) + Ay, (o(w), w) =0,

—A,(1,0)

A(1,0)
Il nous reste donc a étudier 'application s — A(s,0). Comme précédemment on part de la
relation K o[t 0](x) = A(s,0)1s 0(z) pour aboutir finalement a

N(1,0) = > log [h'[5 - [B]2,
heH

dont on déduit

o' (0) = (5.40)

et

N/(1,0) = " log? 1| - 1.
heH
Enfin, toujours selon le méme procédé, la dérivée )\'S’vw(l, 0) est donnée par

Nw(L,0) =D e(h) -log|h']z - |H']2.

heH

On en déduit, a partir de la relation

0" (w) Ay (0 (w), w) + (o) (w)AY (o (w), w) + 20" (W) AL, (o (w), w) + A7 (o (w),w) =0,
qui entraine que ¢”(0) vérifie
-
AL(1,0)

Avec la valeur de ¢/(0) donnée en (5.40), on en conclut que ¢”(0) > 0. ]

o' (0) = [(0/(0))2A4(1.0) + 20" (0)A,,(1,0) + A (1,0)]
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5.3.2 Théorémes 5.31 et 5.32

Pour obtenir les résultats de ce paragraphe, il faut tout d’abord vérifier que le systéme S,
vérifie ’ensemble ¥ de conditions. Ceci est immédiat : le systéme est complet, les normes des
dérivées des branches inverses sont toutes constantes sur B, et elles vérifient de plus

/ —4k =3k _
D M@E=> > =2
heH k>1 ja)<2k k>1
a impair

On peut donc choisir ici = 1/7. 1l reste a vérifier la propriété de mélange : la preuve est exac-
tement la méme que pour les systémes a-euclidiens. Si U et V' sont deux ouverts non-nuls de B,
alors il existe un rationnel z € U (par densité de Q dans Q2) et un entier ng tel que 77 (z) = 0.
On en déduit qu’il existe € > 0 tel que la boule B, de centre 0 et de rayon e soit incluse dans
I'image par 7" de U. Maintenant, pour ¢ suffisamment petit, la boule fondamentale B, est incluse
dans B.. Comme le systéme est complet, on a B = T(B,) C T"*1(U), et donc T THU)NV #£ 0.

On obtient finalement les résultats souhaités dans ce paragraphe, & savoir un comportement
gaussien des colits a croissance modérée définis sur les trajectoires tronquées du systéme dy-
namique ou directement sur l'algorithme. Rappelons que dans ce dernier cas, I’ensemble 2y
d’entrées de I'algorithme est muni de la taille liée au nombre de décalages. Les valeurs spectrales
dominantes s’expriment trés facilement ici, puisqu’on vérifie d’aprés la proposition 5.30

pe(e) = =3 Y o) 2™

k>1 la|<2k
a impair

—h(Sg) = N,(1,0) Z log2=2F . 272k — _4log 2.

la|<2k
a 1mpalr

Ces deux grandeurs apparaissent dans chacun des théorémes suivants.

Théoréme 5.31 Soit Sy = (B, 1) le systéme dynamique 2-adique LSB. Soit ¢ un codt a crois-
sance modérée et C, la variable aléatoire correspondante. Soient P et E la probabilité et l'espérance
définies sur B muni de la mesure de Haar. Alors il existe s (c) et os(c) avec

67(c) = pe(c?) = pe(e)?

tels que pour tout n, et pour tout Y € R

e o] o [ o).

De plus, la moyenne et la variance sont :

E[Cy] = pc(c)n 4+ a+ O(K") et Var|C,] = 5%(0)71 + b+ O(K").
ol a,b, k sont des constantes avec k < 1.

Pour le dernier théoréme, la démarche basée sur les séries entiéres n’ayant pas encore été
utilisée, nous allons la décrire briévement dans la preuve.
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Théoréme 5.32 Soit L l'algorithme LSB. Soit Py la probabilité définie sur [’ensemble Qn des
entrées valides de taille N, quand la taille est liée au nombre de décalages faits par [’algorithme.
Soit ¢ un codt a croissance modérée et C' la variable correspondante. Alors il existe po(c) and
dc(c) tels que pour tout N, et tout Y € R :

C(u,v)—%,ug(c)N 1 v /2 1
Se(VN SY]W%/OO ' dym(ﬁ)'

De plus, la moyenne et la variance sont

Py | (u,v)]

1
En[C] = uc(e)N +a+ O(kN), Vary[C] = 62(c)N + b+ O(kN),
ot a,b, k sont des constantes avec k < 1, et pr est la méme constante qu’au théoréme précédent.

Preuve : Considérons tout d’abord les séries entiéres Fo(z,w) et T1(z), reliées a opérateur
K, par (voir proposition 4.7)

(I - Ksw) ' 1)(0) = F(27%,w),
(I - Ky0) 7' [1)(0) = T1(272).

Soit w proche de zéro fixé. Alors les quasi-inverses se décomposent autour de (o(w),w) en

(I - Ks,w)_l[l](o) = 1— )\1(3 w) N (;1'11))

et donc les séries ont un poéle en (s, w) = (o(w),w). Le résidu en ce point est

—1
Xga;zasjzgjl)a@uxw[ﬂ(o),

et comme le théoréme C s’applique, on en déduit le comportement asymptotique des coefficients

[2"]Fo(z,w) et [2"]|T1(z), donné par

1Fe) ~ (50 ) sy P10+ 00,

1\" -1
™MT; ~|—) ———P 1 .
) ~ (55) g Pl +06)
On en déduit une décomposition en quasi-puissance pour la série Ey[exp(wC)],

MN.(1,0)  Pogu)wlf1(0)
No(o(w), w)  P1,0[f](0)

= exp [nU(w) + V(w)] (1 + O(%))

Ps,w[l](o) + (I - Ns,w)_l[l](o)a

1
n

E,lexp(wC)] = (22(‘7(w)_1)>n (1"‘0(%))

avec
N (1 0) ) (Pa(w) w[f](0)>
U(w) =2(c(w) —1)-log2 et V(w) =log | ———— | +log | ———+"—
()= o) -2 e Vi) =los (710 ) + 1o (2
D’apreés la proposition 5.30, les hypothéses du théoréeme de Hwang sont vérifiées, et on en déduit
en particulier
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5.3.3 Analyse fonctionnelle pour 'opérateur L,

Pour I’étude de 'algorithme LSB, ainsi que pour celle des continuants du développement en
fraction continue 2-adiques, le systeme étudié est S et I'opérateur est donc différent. Comme
nous l’avons remarqué précédemment, cet opérateur est plus un opérateur relatif & un systéme
de fonctions itérées qu’a un systéme dynamique. On peut également le considérer comme un
opérateur issu d’un systéme de produits de matrices aléatoires. Avant de commencer 1’analyse
proprement dite, nous commencons donc par détailler le cadre dans lequel nous nous trouvons.

L’opérateur que nous avons introduit au chapitre précédent est un opérateur a trois variables
s,t et w. Nous n’utiliserons pas la variable w, et afin de ne pas alourdir les notations nous
adopterons jusqu’a la fin du chapitre la convention suivante

Ls,t = Ls,t,O

et donc 'opérateur L, ; s’écrit

L [fl(z) = > 04|k (2)]° f o h(x),

heH

ol ’ensemble H est

1
H = {h(x) = q+—:c’q: ;ik,k: > 1,a impair , |a| < 2’“}

et la branche h est définie sur le tore J =] — 7/2, 7 /2] par
h(x) = arctan(h(tan x)).

La quantité J;, est donnée par

a
et g = —

I
5h:WSIh($):q+x ok’

2

et vérifie bien sir 6, = |h/(z)|2, pour z € B. Nous allons maintenant poser {5 = h, §y, = 0y, et
L={ln,hecH}.

L’opérateur Ly, qui s’écrit dorénavant

Lyl f](2) =) 04t ()] f o b(=)

el

correspond parfaitement & 'opérateur relatif au systéme de fonction itérées pour lequel chaque
fonction ¢ € L est choisie avec probabilité d,.

Un point de vue -équivalent- est celui qui consiste & voir cet opérateur comme étant relatif
a un produit de matrice aléatoire. Cette correspondance est basée sur la relation (4.14) entre
les matrices Ny, My relatives aux divisions effectuées par I’algorithme et les quantités d, et |[¢'].
Rappelons que cette relation est
1 1

2 _ 2 _
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et que les matrices N et M sont données par (voir (1.9,1.11))

pour une fonction £ relative & un quotient ¢ = a/2*. Si on considére I’ensemble M de matrices, la
matrice M, étant tirée avec probabilité &, 'opérateur L, correspond a celui introduit dans les
travaux de Furstenberg [Fur63|, Guivarc’h et Raugi [GR85| ou Le Page [LP82|, qui sont résumeés
dans le livre de Bougerol et Lacroix [BL85|. L’opérateur sert dans ce cadre & montrer ’existence,
et la positivité de ’exposant de Lyapunov défini pour un ensemble S de matrices par

1
v:= lim —E[log||S1 S2 ... Sul|]-
n—oo n

En particulier, le lien entre 'opérateur et ’exposant de Lyapunov (lorsqu’il existe et est positif)
est
2y = —\(1,0),

A(s,t) étant la valeur propre dominante de I'opérateur Ly, et A, désignant la dérivée par rap-
port & t. Cette relation met en évidence une différence entre 'opérateur de Bougerol et le notre.
L’étude du produit de matrice se fait autour de (s,t) = (1,0), ce qui s’explique naturellement si
on considére la quantité |[¢'|* comme une perturbation de la forme |¢'|* = exp(slog|¢|), ce qui
implique une étude autour de s = 0 pour appliquer des théorémes comme le théoréme des quasi-
puissances (c’est d’ailleurs ce que nous faisons pour I’étude des continuants du développement
en fraction continue, voir proposition 4.9). Lorsqu’on étudie I'algorithme LSB, on étudie plutot
Popérateur en (s,t) = (1,1) (voir proposition 4.2), ce qui complique la situation.

Cependant, beaucoup des arguments décrits dans [BL85| par exemple nous seront utiles. En
particulier, étant donné un ensemble de matrices S, si on note S le semi-groupe engendré par S
et LT(S) la quantiteé

LT(S) := sup{log™ ||S||,log™ [|S71||} avec  log™ x := sup(0,log ),

alors nous définissons ’ensemble Y3 de propriétés par

Conditions X3
— (q1) Il existe une suite (S,,) d’éléments de S pour laquelle ||S,||~! - S,, converge vers une
matrice de rang 1.
— (¢2) Il n’existe pas d’union finie W de lignes Vi, Va, ...V}, invariante par toutes les matrices
Ses.
~ (¢3) E[exp(wL*(S))] < oo pour un réel positif w suffisamment petit.

Cet ensemble de conditions est suffisant pour étudier I'opérateur autour de (1,0) sur ’espace
H,(J) des fonctions a-Holder sur J. L’espace Hy(J) est 'ensemble des fonctions continues sur
J pour lesquelles il existe une constante M telle que

[f(@) = f)l <M-|z—y|* Veyeld z#y.

Cet espace est dense dans C1(J), et sa boule unité est compacte dans celle de C'*(J). Nous
utiliserons le théoreme suivant.
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Théoréme E. [Furstenberg, Guivarc’h et Raugi, Le Page| Soit S un ensemble de matrices
aléatoires qui satisfait I'ensemble Y3 de conditions. Alors
(1) I'exposant de Lyapunov défini par

1
= 1i7rln EE[log [1S1.S2 ... Sull]

est strictement positif.

(it) Pour ot suffisamment petits, 'opérateur de transfert Li; : Hy(J) — Hq(J) est quasi-
compact sur Hy(J), et admet une unique valeur propre dominante \(1,t). L’exposant =y est
donné par 2y = —\j(1,0).

Notons que le théoréme précédent a tout d’abord été introduit pour ’étude d’un opérateur
noté T, défini par
| Vg (u, )1
T = ¥ vy (0 fon)
o (. o)1

ou h est 'application relative a la matrice ./\/'[q] et (u,v) un vecteur de R? associé au point
de la droite projective P(R). Cet opérateur n’est rien d’autre que le conjugué (par l’application
tangente) de notre opérateur.

Le théoréeme précédent, quoique trés utile, n’est pas suffisant pour notre analyse puisqu’il
étudie les variables s,¢ dans un voisinage de (1,0). Nous avons besoin d’imposer des conditions
supplémentaires sur notre systéme.

Conditions Y4
~ (q4) Nl existe £ € L et x € J tel que {(z) ==
~ (gb) Pour tout £ € L, et tout x € J, on a ¢~ 2 < |{(x)| < ¢%.
~ (g6) Pour tout = € J et tout £ € £, on a |¢"(x)] < /5 |¢'(x)].

Nous allons donc montrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.33 Soit S un ensemble de matrices aléatoires qui satisfait les ensembles 33 et 3y
de conditions. Alors l'opérateur L., associé vérifie les conditions (A1), (A2),(B1), (C1) et
(C3).

Preuve du théoréme 5.33

D’une maniere générale, cette preuve se fait en exhibant des relations entre les spectres de ditf-
férents opérateurs, agissant sur différents espaces. En particulier, nous utiliserons 'opérateur L :
alors que opérateur L est relatif & ensemble M de matrices (ou a I'ensemble £ d’applications),
I'opérateur L est défini & partir de ’ensemble M1,

Mt =M, My € M}

La probabilité de choisir la matrice M[_q]1 étant toujours donnée par J,. De la méme maniére

qu’on associe l'application £; a la matrice My,, on associe 'application E;l a la matrice M[E}l
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L’opérateur fsvt est finalement défini par

Log= > 6|0 (@)] fol(x).

teL-1

Considérons l'involution (z,1) — (—1,z) de la droite projective. Elle s’exprime exactement a
I’aide de l'application Tilde de J définie par

yiy—y+m/2. (5.42)

Les relations

M[Tﬂl(_lax) = (x+Qa_1)’ M[q](xa 1) = (1,x+q)
entrainent finalement les relations suivantes entre £ et £~1 :
6’1(5) ={(x) |€’1(:?)|' =/{(), (5.43)

qui nous serons utiles pour relier les spectres de L et de L.
Notons enfin que si des ensembles £ d’applications ou M de matrices satisfont les conditions X3
et ¥4, il en va de méme pour M~ ! et £71.

Rappelons qu’on cherche ici a étudier le spectre de 'opérateur Ly ¢ autour de (1, 1). L’espace
fonctionnel sur lequel nous allons obtenir les propriétés souhaitées de 'opérateur est I'espace de
fonction continues C°(J), dont la norme est donnée par

£ 1o := sup[f(z)].
xeJ

Nous allons procéder en plusieurs étapes. Nous allons tout d’abord utiliser les résultats de Bou-
gerol, Le Page, etc... pour montrer la quasi-compacité de Lo sur C1(J), espace dont la norme
est donnée par

1£11x = 1I£1lo + 1 Tlo-

Puis nous allons “remonter” cette propriété a opérateur Ly 1 sur I'espace C°(J).

Les relations plus précises entre valeurs propres dominantes se feront entre d’une part la valeur
propre dominante de I'opérateur L, ; et L1 st et d’autre part entre celle de Ly ; et celle de LS ‘-
Ces relations permettront au final d’obtenir I’exposant de Lyapunov v en fonction du comporte-
ment de la valeur propre dominante de L+ au voisinage de (1,1).

La premiére partie de la preuve fera donc un usage “intensif” du lemme 5.1, du paragraphe
5.1.1, qui relie les spectres d’'un méme opérateur agissant sur deux espaces différents.
Nous allons maintenant montrer les trois lemmes suivants.

Lemme 5.34 Soit A := {(s,t) € C%; Rt > 1/2}. Pour (s,t) € A, les opérateurs Ly, et ffs,t
agissent sur C°(J) et C1(J) . De plus, les applications (s,t) — Lg, (s,t) — L sont analytiques.
Les conditions (A1), (B1) sont donc vérifiées.

Preuve : Soit (s,t) € A, et 0 := Rs, 7 := Rt. Remarquons tout d’abord que si (s,t) € A, la série
S(7) := > 4cr 67 est convergente et satisfait

21727

T =) Gp=> 2V = T

leL k>1
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Si on définit les composants ng de Lg; par
L) =10 fot,

alors avec (¢b) on a

1Al < 6% - 11£1lo,
(LUN) @) =€) - @) folla) + @)™ o l(a),

de sorte que

H(ETO) No < V5~ 271 1s] - 1 fllo + 2711 o,

et finalement
Lol < [s] - @712 S(r). (5.44)

Ceci prouve que la somme définissant L,; converge normalement sur tous les sous-ensembles
compacts de A dans C°(J) et dans C''(.J). Donc Lg; est un opérateur borné de C°(.J) et C1(.J),
et les applications (s,t) — L sont analytiques.

|

Lemme 5.35 Les opérateurs Ly et L1 sont quasi-compacts sur C(J) . La condition (A2)
est donc vérifiée pour Ly .

Preuve : Le théoréme de Bougerol entraine que les opérateurs sont quasi-compacts sur Hy (/).
Puisque les opérateurs Lj g et L1 .0 agissent sur C1(J), et puisque la décomposition spectrale
implique les relations

Rio[f] = Liolf /de Rio[f] = Liolf /de

on en déduit que les opérateurs Ry g et ﬁl,O agissent également sur C'*(.J). Le lemme 5.1 implique
maintenant que Ry, agissant sur C1(J), a un rayon spectral strictement inférieur a 1. [ |

Lemme 5.36 L opérateur Ly 1 est quasi-compact sur C°(J) et C1(J). Sa valeur propre domi-
nante est 1. Les conditions (A2, A3) sont donc vérifiées.

Preuve : Nous étudions donc 'opérateur L 1, et montrons qu’il satisfait une inégalité de
Lasota-Yorke. L’inégalité se fera avec les deux normes ||.||o et ||.||z1-
Tout d’abord, observons que la boule unité B = {g € C°(J); |lgllo < 1} est compacte dans
LY(J) : puisque les fonctions de B sont uniformément bornées, elles sont bornées dans L(J) et
uniformément equi-integrables.
Soit maintenant une fonction de C°(J) telle que I(f) := [; f(u)du = 0. Alors toute primitive F
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de f est une fonction appartenant a C'(.J) (elle satisfait F(3) = F(—%)). Soit a un point de J,
et soit l'opérateur F,, défini par

T T ()
Fo[f](z) = / Ly [flwydu = 3 6 / )| f o bwydu =3 6, /M f(u)du

a LeLn a LeLn

= > G[F ol(x) = Fot(a)] = Lio[F](z) — Lio[F](a) = RY[F](z) — RY o[F(a).
LeLn
Puisque Ry : C1(J) — CY(J) a un rayon spectral p strictement inférieur & 1, on a pour tout
p < Kk < 1, et pour une constante Ki,

Eafll2 < 2[R o[Fll2 < Ky - £"[[F2.

F étant une primitive de f, on a [[F[|2 < 7| f|[1. Puisque F,[f] est une primitive de Ly, [f], on
a |[Falflll2 > |[L2, [f]]]1, et finalement

s I(f) = /J f@)du=0, alors L[l < Kz 5" £ (5.45)

Pour une fonction f € C°(J), on peut écrire f = g+ I(f). Donc, g vérifie I(g) = 0 et ||g|l; <
(m+ 1)||f|l1. Ainsi, il existe une constante K3,

LT LA < I gl + T I8 [l < B (8" F 1l + tn - [ fllo] (5.46)

avec t, = ||L{[1]]|1. Cette relation montre que opérateur Ly 1, quand il agit sur CY(J) vérifie
une inégalité de Lasota-Yorke. On peut donc appliquer le théoréeme d’Hennion, et son spectre
essentiel est donc strictement inférieur & 1.

Enfin, la relation

/J Ly 1 [f] () dut = /J f(u)du

montre que le rayon spectral de Ly ; vaut 1.

Montrons maintenant que 1 est une valeur propre simple de L sur C L(.J). Soient ¢ et ¢ deux
fonctions propres associées a la valeur propre 1, avec I(p) = I(¢) = 1. Donc I(¢ — ) = 0. Si on
applique (5.45) & la fonction ¢ — 1) :

e =l = LY 1le — ¥l < Ka - 6"l — ¥[ly (5.47)

on obtient I’égalité ¢ = 1), de sorte que 1 est valeur propre simple.

Montrons enfin qu’il n’y a pas d’autre valeur propre de module 1 : soit A\ une valeur propre de
module 1, associée a une fonction propre f. Alors la relation [Lq:[|f|](v)du = [|f(u)|du et
I'inégalité triangulaire impliquent Ly 1[| f|] = | f|. Donc, f est égale & ap ot a est de module 1. La
relation Ly 1[f] = Af implique pour tout £ € L, et x € J, I'égalité ao £(x)p o l(x) = Aa(x)p(z).
Enfin, en prenant comme z un point fixe pour une fonction ¢ (qui existe grace & la propriété
(g4)) on conclut que A = 1. ]

A ce stade de la preuve, on a obtenu les quasi-compacité des opérateurs Lj g, fq,o sur C2(J)
et de Ly sur C*(J), de méme que l'analycité des applications (s,t) — Ly, (s,t) — is,t sur
A. On en déduit en particulier un décomposition spectrale des opérateurs Ly ; et is,t pour (s,t)
dans des voisinages de (1,1) et (1,0). Nous avons maintenant besoin de relier les spectres de ces
opérateurs, ce que nous faisons dans la proposition suivante.
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Proposition 5.37 On a

(i) Pour (s,t) € Do U Dy, A(s,t) = A(s, t). R

(i7) Soit une paire réelle (s,t) € Dy, alors on a la relation suivante entre Lg; et Li_g4 : pour
tout f € C1(J), g€ L', et tout n € N,

/ £,1f] - gde = / Lyl fdr. (5.48)

On en déduit I’égalité \(s,t) = X(l —s,t).

Preuve : Montrons d’abord (7). Si on utilise I'involution Tilde définie en (5.42), et qu’on note J?
lapplication de J dans J, définie pour une fonction f :J — J par f(0) = f(6), alors on a avec

(5.43), -
=) 0T O)) [ fo T B) =D - [EO)] - f(£(0))

el lel

=6 10(0))° - F o £(8) = Ly [£1(6).

el

Ceci montre, pour (s,t) proche de (0,1), I’égalité entre les valeurs propres dominantes A(s,t) et
A(s,t).
Montrons maintenant (). Soit f € C1(J), g € C%et n € N. On a alors la relation suivante

[ Erdn@gdn= Y 6 [ 0P seattn = 3 d [ 166 @) ger w)-fo)a

leLn leLn

=3 [ @I o W) s = [ B lallo) - f0)an

teLn J

La quasi-compacité des opérateurs Ly, et L1, [pour (s,t) proche de (0,1)] sur C*(J) entraine
la relation

~

As, 0)" = A1 —s,t)" - [1+ O(k")],

qui prouve (ii). |

En particulier, nous venons de montrer (avec la partie (i7) du théoréme de Bougerol), la
relation

= =X\.(0,1) = X,(1,1).

Nous devons maintenant montrer les propriétés finales, a savoir les comportement en fonction de
s sur le demi-plan R(s) > 1,s # 1. Ceci est fait dans la proposition suivante. Notons qu’on peut
se concentrer maintenant sur l'opérateur Lg o = L .

Proposition 5.38 On a les propriétés suivantes :

(i) Pour tout s tel que Rs > 1, le rayon spectral ro(s) de Lo est strictement inférieur a 1.
(i1) Sur la droite s = 1,s # 1, le rayon spectral ro(s) de Ly est strictement inférieur a 1.
(7i1) La dérivée seconde de lapplication s — log A(—s, 1 — s) est non-nulle en 0.

Les conditions (C1), (C3) sont donc vérifiées.
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Preuve : (i) Pour o := R(s) > 1, on a

Lol = /|Lso |dy<26g/|e’ 1Al |dy<26g/|z’ )7 (2)]de

el lel

. sy 220 o\ 2o Y
<@y 67 Il = ¢ o Il < (5) Az

el

On en déduit que le rayon spectral de Ly g sur L!(.J) est au plus (¢/2)2@=1 | ce qui est strictement
inférieur a 1 pour s > 1. Grace au lemme 5.1, la méme propriété est vérifiée pour L o agissant
sur CY(J) ou C*(J).

(7i) Les arguments développés au point (i) impliquent que pour s = 1 + it, le rayon spectral de
Lo sur C%(J) est au plus 1. Il reste maintenant deux étapes dans la preuve de (ii). Montrons
tout d’abord que le rayon spectral essentiel de Lg o sur C°(.J) est strictement inférieur a 1.
L’inégalité ||Liyicolflllo < ||L1,o[f]llo, la relation (5.46) appliquée a la fonction f; := |f]| et
le théoréeme d’Hennion montrent que le spectre essentiel de Lqy; o sur CY(J) est strictement
inférieur & 1.

Montrons maintenant qu’il n’y a pas de valeur propre de module 1.

Supposons que pour s = it + 1, le rayon spectral de L o soit égal & 1. Puisque le rayon spectral
essentiel est strictement inférieur a 1, Lo a une valeur propre égale de module 1. Si on suit la
preuve de la proposition 9 de [Val01], on obtient I'existence d’une fonction p avec |u| = 1, telle
que pour tout n € N et pour tout £ € L™,

SN ol = p. (5.49)

Il existe donc une fonction bornée ( telle que, pour tout ¢ € L™, il existe un entier J(¢) de sorte
que

2
log &¢ +log || = ¢ — C ol + TWJ(E).

Ceci entraine que J est additif, c’est-a-dire J(¢1 o o) = J(¢1) + J({2), et donc E,[J] = nE[J].
Si on note I" 'exposant de Lyapunov de I’ensemble A, qui est donc égal & 2log 2 + . Alors la
partie (4i) du théoréme de Bougerol ainsi que 4.14 entrainent que

2TWH«:[J] = -2, E[(log||N:---N,|| —nl)?] < K

pour une constante K. Or, le Lemme 5.3 p123 dans [BL85|, stipule que sous les conditions du
théoréme de Bougerol, 'espérance E[(log || N7 - - - N,,|| — nI')?] n’est pas bornée. Cette contradic-
tion termine la preuve du point (7). Grace au lemme 5.1, la méme propriété est vérifice sur CY(.J).

(#4i) La quantité {(s) = A(1 — s, —s) est la valeur propre dominante de l'opérateur L;_, g,
qui est exactement 'opérateur utilisé dans le livre de Bougerol et Lacroix. D’aprés le lemme
5.2 de [BL85], on vérifie I”(0) = I'? (et donc (logA\)”(1,0) = 0)) si et seulement si 'espérance
E[(log || N7 - - - Nyu|| — nT')?] est bornée, ce qui n’est pas le cas d’aprés le lemme précédent. |
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5.3.4 Théorémes 5.40, 5.42 et 5.42

L’analyse que nous venons de présenter s’applique au systéme Sz, comme nous le montrons
dans la proposition suivante.

Proposition 5.39 Le systeme S¢ satisfait les ensembles de conditions X3 et 4.

Preuve : Chaque matrice M € M est symétrique, de déterminant -1. Elle a deux valeurs
propres distinctes, A, et Al vérifiant

1 -
Nl = 5al+ V@D =51

La norme euclidienne de la matrice My, est donc égale a ])\(ﬂ. Puisque chaque quotient ¢ satisfait
lgf <1, 0n a
IMygll < ¢ IMII<é, LHMy) <logé.

Ceci prouve (¢3). La relation (4.14) implique (¢5). Soit maintenant S, la puissance niéme d’une
matrice Mg, dont les valeurs propres sont de module [AS|", [\, |". Alors le lemme TIT.1.4 de
[BL85] implique (q1). Finalement, I'existence de vecteurs propres pour M, entraine ’existence
d’un point fixe pour h, et donc pour £ : on a donc (g4).

Supposons maintenant qu'’il existe W comme dans la condition (¢2). Alors, pour tout S € S,
il existe une permutation og de [1..k] pour laquelle S(V;) = V4, de sorte que chaque V; est
invariant par toutes les matrices ./\/lfq!] relatives & M, € N. Ceci implique que k = 2 et que
{V1,Va} est une base pour toutes les matrices M[q]Q. On en déduit donc que chaque paire de
matrice M?%, M3 commute, ce qui n’est pas vrai. La condition (q2) est donc vérifiée.

Enfin soit un quotient ¢. La quantité v,(z) := £ (x) /05 () est

2q(tan?z + qtanx — 1)
1+ (¢ + tanx)?

’Yq(w) =

dont les extremas sont +q¢+/q? + 4. Puisque chaque quotient ¢ vérifie —1 < ¢ < 1, on en déduit
lvg(2)] < V5, Vg€ Qeta el

et donc la condition (¢6) est vérifiée. ]

De la proposition 5.39, du théoréme 5.25 et des propositions 5.7 et 5.11 on déduit finalement
les principaux résultats sur ’algorithme LSB.

Théoréme 5.40 Soit L ['algorithme LSB, et En espérance définie sur l'ensemble Qn des en-
trées valides de l'algorithme. Alors le nombre moyen d’itérations Ex[I] de l’algorithme est asymp-

totiquement linéaire en N,
~ 1
En[I] ~En[I] ~ .
1]~ Enll) ~ 5

N,
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ol o est l'exposant de Lyapunov de l’ensemble de matrices M. Plus généralement, si c¢ est
un codt 4 croissance modérée, et C la variable aléatoire associée, alors l'espérance En|[C] est
asymptotiquement linéaire en N,

1

ENK@NENKWNQ_JW

“pc(e) - N,

ot pe(c) est la valeur moyenne du coit c.

Si par exemple on considére les coiits k, s, ¢, correspondant respectivement aux nombres de
décalages, de soustractions et d’occurrences d'un quotient a/2*, alors on obtient

5 4

p(ca) = 3

Il faut noter que le calcul du nombre de soustractions s est particulier. Le calcul d’une divi-
sion LSB se fait en effet en deux temps : on calcule tout d’abord le quotient non-centré par
soustractions successives, le nombre de soustractions effectuées étant alors le nombre de 1 dans
I’écriture en base 2 du numérateur a du quotient, puis on effectue une éventuelle soustrac-
tion supplémentaire pour centrer le quotient. Le calcul de p,(s) se fait donc sur ’ensemble
{g = a/2F,k > 1,a impair ,0 < a < 2¥1}, sur lequel on compte le nombre moyen de 1 dans
I’écriture binaire de a, auquel on ajoute 1 pour les quotients vérifiant ¢ > 1.

L 4—la).

Les cotits k et s interviennent également dans la complexité en bit de ’algorithme. En effet,
on obtient celle-ci des propositions 4.3, 5.9 et 5.10. La premiére et la derniére de ces propositions
permettent d’obtenir le comportement asymptotique du coiit approché B, donné par (1.27)

ZE ) x logy(uf + uf,y).

L’inégalité (1.28) montre que la différence entre ces deux cotits est O(Q) avec

P

Qu,v) = " U(d).

i=1
qui est linéaire en N. L’approximation est donc valable, et on en déduit le théoréme suivant.

Théoréme 5.41 Soit L l'algorithme LSB, et En espérance définie sur [’ensemble Qn des en-
trées valides de [’algorithme. Alors la complexité en bit moyenne En[B] est asymptotiquement
quadratique en N,

1 k

22—

ot k et s sont les cotiits liés au nombre de décalages et au nombre de soustractions.
On obtient un résultat similaire sur ’évolution des continuants, dans le modéle continu.

Théoréme 5.42 Soit Sp le systéme dynamique LSB. Soit Q,(x) le n-éme continuant du nombre
2-adique x. Si ||.|| est la norme euclidienne et que la boule unité B est munie de la distribution
uniforme, alors la variable aléatoire log||Q,|| suit asymptotiquement une loi gaussienne, avec
une vitesse de convergence optimale en O(1/y/n). De plus, l’espérance et la variance satisfont

Ellog [|Qnll] = (2 +10) -7+ a+ O(x™"), Var[log || Qnl[] = b-n + c + O(x™"),

ol a,b,c,k sont des constantes avec b > 0,k < 1.
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5.3.5 Discussion des résultats

Nous venons de fournir une analyse compléte de ’algorithme LSB ainsi que du développement
en fraction continue 2-adique. La mise en paralléle des deux analyses peut d’ailleurs surprendre,
comme nous ’avons fait remarquer au paragraphe 2.8. On observe en effet une différence entre
le modéle continu et le modeéle discret, plus précisément entre les constantes des théorémes 5.40
et 5.42. Usuellement, ces constantes sont inverses I'une de ’autre.

En effet, si (u,v) est une entrée de taille N de 'algorithme, alors au bout de N/(2 — 7p)
itérations l’algorithme s’arréte, et les coefficients de Bezout obtenus avec la version étendue de
l’algorithme sont de taille N. Par contre, la taille d'un rationnel obtenu aprés N/(2 — ) étapes
du développement en fraction continue est N - (2 +9)/(2 — 7o) et non N. Le processus discret
et son extension continue n’ont donc pas le méme comportement.

Meéme si chacun des deux comportements posséde son explication propre, on ne dispose pas
a ’heure actuelle d’explication satisfaisante du phénomeéne.

Enfin, on peut noter que ’analyse présentée ici s’applique également a ’algorithme LSB non-
centré. Nous avons remarqué dans la section 1.4 que cet algorithme ne termine pas toujours. Il
est cependant possible de corriger ce probléme, en modifiant les tests d’arrét de ’algorithme.
Dans ce cas, on manipule un ensemble de matrices de la forme

0 1 a . .
{< 1 q), 4= o k>1, aimpair, 0<a <28},
I’exposant de Lyapunov binaire 7 relatif a cet ensemble vaut alors 7y ~ 0.651 ce qui est environ
13 fois supérieur & la constante relative a l'algorithme centré. On en déduit que méme quand
on force 'arrét de l'algorithme non-centré, celui-ci est moins rapide en moyenne que sa version
centrée.

5.4 Analyse dynamique des algorithmes interrompus

L’étude des algorithmes interrompus est dans un sens différente des autres analyses. L’es-
sentiel de I'analyse de 'opérateur a été fait au paragraphe 5.2 lors de I’étude des algorithmes
a-euclidiens. Les cotits étudiés sont plus complexes que ceux considérés jusqu’a présent. Ceci nous
ameénera, comme nous le verrons plus loin, & étudier des séries dont les poles ne sont plus exac-
tement en s = 1, mais sont localisés autour de cette valeur. L’utilisation qu’on fera du théoréme
taubérien sera modifiée, puisqu’ici c’est la localisation précise du péle qui sera importante.

Notons que pour I'étude de l'algorithme d’Euclide, on peut choisir entre plusieurs espaces
fonctionnels. Le choix des fonctions & variation bornée ne s’impose en réalité que lorsque les
branches sont incomplétes, ce qui n’est pas le cas ici. On peut par exemple se placer sur un
ensemble de fonctions analytiques : c’est dans ce cadre qu’ont été faites les analyses de Vallée
(voir [Val03, Val00]), lesquelles se sont inspirées des travaux de D. Mayer sur l'opérateur de
transfert (voir [May91]). Quand on choisit ce cadre fonctionnel, on considére l'espace A (1) des
fonctions holomorphes sur un domaine V comprenant l'intervalle I = [0, 1], muni de la norme
14

[ f1].a = sup | f(u)].
ueV

Une des particularités de cet espace est que 'opérateur de Perron-Frobenius G y est compact :
ceci signifie entre autres que tout le spectre de l'opérateur sur A forme un ensemble discret
(sauf éventuellement en 0 qui peut étre un point d’accumulation). En d’autres termes, le rayon
essentiel .45 est nul, ce qui implique bien évidement la quasi-compacité ainsi que le saut spectral
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recherché. Enfin, les arguments employés pour obtenir la nature du spectre sur le cercle unité
reposent en partie sur I'utilisation de la méthode des cones de Krasnoselskii [Kra64]. Les résultats
obtenus dans ce cadre sont résumés dans le théoréme suivant.

Théoréme F.|Vallée|Soit S = (I,T) un systéme dynamique de l'intervalle. On dit que S satisfait
l’ensemble X3 de conditions s’il vérifie les propriétés (rl) et (r2) suivantes :

(rl) L’ensemble de branches inverses H est constitué de Transformations Linéaires Frac-
tionnaires & coefficients entiers, et contient, étant donné un entier A > 0, un sous-ensemble de

la forme
A
A= {h; h(z) = ,  avec des entiers ¢ — oo} .
c+x

(r2) Il existe un disque ouvert V qui contient I, et un réel o < 2 tels que
1) chaque branche inverse h € H a une continuation analytique sur V, et envoie la
y
cloture V de V dans V,
(i) pour toute branche h € H, il existe 5(h) < 1 tel que la continuation analytique de
||, notée h, satisfait 0 < |h(z)| < 6(h), pour tout z dans V,

5(h) |°
(7i1) la série ,;{ ‘ dei(f)L) ‘ converge sur le demi-plan R(s) > a.

Si S satisfait X3, alors quand il agit sur Uespace Ax(I), Uopérateur Hy ,, vérifie les proprié-
tés (A1), (A2), (A3), (B0O), (B1), (C1) et (C2).

Les deux approches -espaces BV (I) ou Ay (I)- sont dans un sens des approches “extrémes” :
lespace BV (I) est peut-étre le plus grand espace pouvant étre choisi (il doit étre suffisamment
grand pour traiter les discontinuités) alors que 'espace Ao (I) est particuliérement petit (le
spectre de l'opérateur y est trés réduit). On peut choisir un compromis entre ces deux espaces
en se plagant sur un espace de fonctions continues, comme le font Vallée et Baladi dans [BV04].
Cet espace présente ’avantage d’étre relativement “maniable”, et est en outre ’espace adéquat
lorsqu’on veut obtenir des résultats en distribution.

Afin de ne pas compliquer davantage la situation, nous nous placerons comme précédemment
sur I’espace des fonctions a variations bornées. Rappelons que 'opérateur Gy, relatif au systéme
Sg, vérifie toutes les conditions énoncées au premier paragraphe de ce chapitre. Une condition que
nous n’avons pas encore utilisé est la condition (C4), qui porte sur application s — log A(s,0) :=
A(s,0), et qui est

A(s,0) > 0.

Cette application est vérifiée (on peut consulter [C1é00] par exemple).

5.4.1 Nombre d’itérations

Le principal résultat de ce paragraphe est énoncé dans le théoréme suivant.
Théoréme 5.43 Soitt € [0,1] et soit & algorithme d’Euclide interrompu correspondant, défini

dans le paragraphe 1.3.2. Soit Py la probabilité définie sur 'ensemble Qpn. Pour tout € > 0, il
existe K < 1 tel que les deux variables aléatoires I et I, sont reliées asymptotiquement par

o

= —t)' > 5] = O(K™).



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 137

De plus, les espérances de ces variables vérifient asymptotiquement

2log 2
h(€)

Enlli] ~ (1= t)Ex[I] ~ (1 —1) N,

h(E) étant Uentropie du systéme dynamique sous-jacent & l'algorithme d’Euclide.

Remarque : la preuve de ce théoréme ne reposant pas sur des résultats nouveaux sur les
opérateurs, nous énoncerons les résultats successifs directement en termes de séries de Dirichlet,
et non plus sous la forme : la condition (A1) (par exemple) est vérifiée.

Comme nous ’avons vu au paragraphe 4.3, la preuve de ce théoréme repose sur I’'é¢tude du
cotit My s~ défini en (1.19) et donné par

.
Y|sp)
My 5~ (u,v) = < ; .
Ug
La série génératrice associée a ce cott est reliée a 'opérateur Gy o par (voir proposition 4.4)

Tur(2s) = Y GPZ 0% o G [1)(0), (5.50)

st,0
p=0
ou sT et s~ sont donnés par
st =54 ty, s =s—pF7.

Rappelons qu’ici, 4 dénote une fraction de la période, ¢ est le paramétre d’interruption de 'algo-
rithme et  provient de I'inégalité de Markov qui a conduit au cott M; 5. Supposons maintenant

que ¢ est un rationnel donné par
c

T etd

L’indice de sommation p apparaissant dans (5.50) s’écrit

p=(c+dk+j j<c+d,

et on pose
' = 1op],
ce qui fait que (5.50) devient finalement
c+d—1 o, ,
Tu(2) = Y G o [ Y GH oG | 0 GLL ([£1(0), (5.51)
j=0 k>0

Les singularités de la série sont maintenant données par les deux lemmes suivants.

Lemme 5.44 Soit s un nombre réel s > 1. Soit r(s) le rayon spectral de Uopérateur G, . Soit
&(s) la fonction
d(s) == ri(s™) ré(sT). (5.52)

Alors pour tout 0 < v < 1, l'équation ¢ = 1 a une unique solution réelle p. Cette solution
appartient a Uintervalle [L—tvy, 14 5v], et la série Thr(s) est analytique sur le demi-plan R(s) > p.
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Preuve : La fonction ¢ est définie pour s > 1 4 3v. Notons que si une solution p existe, alors on
vérifie p~ < 1 < pT. Il est donc suffisant d’étudier ¢(s) sur l'intervalle

sur lequel ¢ est définie : I'inégalité 0 < v < 1 implique 1 — ty > 1+ (7. Puisque s — r(s) est
une application strictement décroissante sur ’axe réel, il en est de méme pour s — ¢(s), et la
suite d’inégalités

(1 —t7) =141 —7) > AN1,0) =1 > r°(147) = ¢(1 + 7)

montre que I’équation a une unique solution p.

On déduit de (5.51), en considérant les normes des opérateurs sur l'espace BV,

c+d—1
dk k
Tar(28) < | fllsv | D IGIZ JOHBV IG7, ollBv S IGE llsv IIGE ollv
=0 k>0

La partie droite de I'inégalité définit une série de terme général équivalent a 7(s~)%r(sT)*.
Cette série est convergente quand ¢(s) = r(s~)%r(sT)¢ est inférieur a 1. ]

Lemme 5.45 Soit v positif et suffisamment proche de 0. Alors la série Th(s) a un pole d’ordre
1 en s = p. De plus, Th(s) est analytique sur le demi-plan {R(s) > p,s # p}.

Preuve : Si v est suffisamment petit, les valeurs propres dominantes A(s™,0) et A(s~,0) des
opérateurs G+ o et G4-  sont bien définies. La décomposition spectrale de ces opérateurs s’étend
a la série Ty (s), dont le terme dominant est obtenu en remplacant chaque occurrence de Gy
par A(s,0)Ps ¢ dans (5.51). Il est donc de la forme T} (s) Py- g o P+ ¢[1](0) avec

ct+d—1
T (2s) = +Z N (5T 000 (s7,0) | | Do (s, 00A(sT,0)F ]
§=0 k>0
1 c+d—1
= T3 Z N (57,000 (sT,0) | . (5.54)

Les poles dominants de la série provenant de T]\Z(s), on en déduit qu’on a un pdle dominant en
s = p si p est solution de I'équation ¢(s) = 1. On a de plus, prés de s = p,

1 1 ct+d—1
Tu(28) ~ = 275 Z N (= 00N (0" 0)P - g 0 Pt [£)(0). (5.55)
L’application s — ¢(s) hérite de la fonction s — (s, 0) ses propriétés le long des axes horizontaux
et verticaux, de sorte que ¢(s) < 1 pour R(s) = p, s # p. ]

En appliquant le théoréme taubérien a Ths(s), quand ~ est positif, on obtient la proposition
suivante.



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 139

Proposition 5.46 Pour tout v strictement positif et suffisamment proche de 0, pour tout t,§ €
[0, 1], 4l existe p ( qui dépend de t,v et 0) tel que lespérance En[M; 5] du coit My ;. est donnée

par
v
Ey [(a[izd) :| — O(QN(pfl)).

Nous nous intéressons maintenant au cas ou ¢ est proche de (1 — ).

Lemme 5.47 Soit 6 = (1 —t) + ¢, avec ¢ > 0. Il existe v > 0 tel que l'unique solution p de
Uéquation ¢(s) = 1 est strictement inférieure a 1. On peut de plus choisir 1 — p = Q(e?).

Preuve : Supposons que § = 5 est de la forme

§=(1—t)+e.

On a alors
c l—-t+e pB+e

d t—e  t—e

L’équation ¢(s) =1 s’écrit alors, en posant A(s) :=log A(s,0), de la maniére suivante

_JAGTD) e B+te
)= Rem T a " t—¢

Dans un voisinage de s = 1, la fonction ®(s) est strictement décroissante. Il est donc suffisant
de montrer qu'il existe v > 0 (qui dépend donc de €), tel que

_Bte

(1) < B(p) = .

La fonction s — ®(s) vérifie
A1) =0, A (1) <0, A'(1) >0,

de sorte que pour v suffisamment petit, on a

IA1—=087) B 1+pBer  B+e 3y A(1)
(b 1 — — = — .
W= a5 St 1=t “t—a M U= um)
On peut donc prendre
_ N @)
vy=¢
A(1)
de sorte que
3e
e1= <¢ et (1) < @(p).

On a dans ce cas p < 1, ce qui prouve la premiére partie du lemme. On souhaite maintenant
évaluer (1 — p) en tant que fonction de e. Tout d’abord,

[@(1) — @(p)]

1—p~
P (1)

On a donc

B+e Btea SE-&a _ €

o(1) - > .
W) =Wz T—C -7 27 ~ @
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D’un autre coté, en utilisant la dérivée logarithmique et le fait que prés de z = 1 on a [(A'/A)(1+
x)| ~ (1/x), on obtient

@) _ | N 1
=|—(1- —(1+t that (1) ~ —
B = |0 [T en) sothae ()~
et finalement .
1_p2§1:§JAﬂN
4 4 A"(1)

Il nous reste maintenant & traiter le cas ot v est négatif. Plus précisément, considérons le coiit
M, s~ avec les parametres (t,d, —v), v > 0. On observe que s~ (¢,7) = s*(1 — ¢, —). De plus,
méme si les cotits M, 5., associés aux parameétres (t,0, —y) et (1—t,1—6,y) sont a priori différents,
les termes dominants de leurs séries génératrices sont les mémes, et sont donnés par

dk ck
> GE oG,
k>0

et la fonction ¢ est donc la méme dans les deux cas. Si on note p(t,d,7) 'unique solution de
Péquation ¢(s) = 1, ou ¢ est relative aux paramétres (t,d,y), alors I’égalité

p(t,0,—v) = p(1 —t,1—46,7)
et le lemme 5.47 impliquent que pour tout € > 0, il existe v > 0 tel que pour tout ¢,
pt,1 —t—e,—y)=p(l—t,t+e,v) <1
Ceci entraine que pour tout € > 0, il existe v > 0 tel que
pT=pt,1—t+e7)

et
p=pt1—t—¢e—7)

sont tous les deux inférieurs & 1. Ainsi, on a

—~ —(1-t)] >¢e| =0(K"N),
2 -0)> ] —om™
avec K = 2max(v",07)=1 Nous avons donc montré la premiére partie du théoréme 5.43.

Enfin, appelons @ la variable aléatoire @Q; := |I; — (1 — t)I|. Considérons pour € > ’événe-
ment A(g) := [Q; > el]. Le pire des cas de I'algorithme d’Euclide implique qu’on a sur Qy
légalité I = O(N). Ceci entraine

En[Qi] < KN (Pn[A(e)] +¢),
ce qui, avec la premiére partie du théoreme 5.43 implique
En[I] ~ (1 —t)En[I].

Le théoréme 5.43 est donc entiérement montré.
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5.4.2 Complexité en bits

Il est maintenant aisé d’étendre le résultat précédent a des cotts plus significatifs que le
nombre d’itérations, en particulier & la complexité en bits. La preuve du théoréme suivant se fait
en deux temps. On exhibe tout d’abord la complexité en bits moyenne de I’algorithme interrompu
&5 de parametre J, puis on montre que celle de I'algorithme & est la méme, en vertu du résultat
précédent.

Théoréme 5.48 Soit t € [0,1] et soit & algorithme d’Euclide interrompu correspondant. Soit
En [espérance définie sur ’ensemble Qn. Alors les variables aléatoires By, X; et BX; sont
asymptotiquement reliées aux variables B, X et BX relatives a ’algorithme d’Euclide par

(1) En[B] ~ (1-t*)En[B]
(i)  En[Xi] ~ (1-t)*En[X]
(iii) En[BXy] ~ 1(1—1t)(3—t)Ey[BX]

Preuve : Le travail consiste en réalité a relier les complexités en bits des deux algorithmes inter-
rompus & et 5, avec t = 4.
Les cotits “approximatifs” associés & ce dernier algorithme, B(;, X s et @ s, Vérifient asymptoti-
quement R R
Ex[Bs] ~  (1-0%)En[B),
ExX,] ~  (1-62En[X], (5.56)
Ex[BX;] ~ 1(1-6)(3-5)Ey[BX].

En effet, les séries génératrices associées aux cotlits Bs et X, sont reliées aux opérateurs Gy
par (voir proposition 4.5) :

L(1=)p]

—1 4 i—
Tp (25) =Y Y. AGL oG o GL[1)(0),
p>0 =1
[(1-6)p] A . ‘
Tg,(25) =) > GUg'oGyyo AGL[1](0).
p>0 =1

Considérons maintenant les parties dominantes de ces séries. Elles sont au voisinage de s = 1 de
la forme

[(1—0)p]
TB& (28) ~ Z Z (p - Z) )\p—l(s’ O)PS,O o AG‘s,O o PS,O o GK]O o Ps,O,
p>0 1=0

1 3
~ (1-6% <m> P,ooAG;poPs0 GE]O 0Py,

[(1-0)p]
Te 2 ~ Y| D i| WU s, 0Py 0 Gl o Pogo AG, g0 Py,
p>0 i=0

1 3
~ (1 —5)2 (m) P370OG[SZ}OOP&OOAG&OOP&O.
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On déduit (5.56) en appliquant le théoréme taubérien & ces séries. Maintenant, la démarche de
la proposition 5.10 s’applique toujours ici. Le cas des coefficients de Bezout se traite de la méme
maniére. Lorsque le systéme sous-jacent & ’algorithme satisfait la propriété de distorsion bornée,
c’est-a-dire qu'il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que

W (z)| < c|l (z)], VheMH, Voedy,

alors 'inégalité suivante est vérifiée :

log, (ai + a1 i ) —l(a;)| < 1.
Ui—1
On en déduit finalement les équivalences
En[Bs] ~ (1-¢*) En[B],
En[Xs] ~ (1-0)?En[X], (5.57)

En[BX,] ~ }(1-06)3-0)Ey[BX].

Nous venons dons d’exprimer la complexité en bits de l'algorithme interrompu £;. Supposons
maintenant que 0 = t. Soit @y la variable aléatoire Q; = |I; — (1 — t)I|, et soit R; une des deux
variables R, := |B; — B, ou R; := | X; — X,|. Le pire des cas de l'algorithme d’Euclide entraine
que sur 0y, on a toujours R; = O(N?). De plus, si on considére I’événement exceptionnel
A(e) := [Q¢ > €I], on obtient la relation

[(1—t+e)I|
En[Re] < K'N?Py[A(e)] + NEn (L] avec L= > lq) (5.58)
i=[(1—t—e)I|

Le théoréme 5.43 montre que la premiére partie de cette expression est en o(N?). Maintenant,
la série de Dirichlet 17, (s) associée au cout Ly est reliée a 'opérateur G o par

1—t+e)p)

L(
Tr,(2s) = Z Z Gs o' "o Gs,om 0 G0’ ! [1)(0).
p=20i=[(1—-t—¢)p]

Le terme dominant de cette série est de la forme

1 2
g (Zp)\(s, O)pl) P870 o Gsyo[f] 0 PS’Q[l](O) =& (m) P870 @) Gsyo[f] 0 PS’Q[l](O),
p )

ce qui entraine que le second terme est également de la forme o(N?2). On en conclut Ex[R;] =
o(N?), et donc finalement

EN[Et] ~ EN[BI‘/]’
En[Xy] ~ En[X4],

ce qui conclut la preuve du théoréme. [ |



5.4. Analyse dynamique des algorithmes interrompus 143

5.4.3 Evolution des distributions

Le dernier résultat obtenu sur les algorithmes interrompus traite de 1’évolution de la distri-
bution des restes au cours de ’exécution de l’algorithme. Il s’agit ici de I’étude de I’algorithme
Es.

Théoréme 5.49 Soit Py la probabilité définie sur l'ensemble Q. Soit (u,v) une entrée valide
pour laquelle ’algorithme fait p itérations. Nous notons xs le rationnel xL5pJ+1/xL5pJ' Soit B un
intervalle inclus dans [0, 1], alors

1 1
li P B| = Y = .
N TN s € / () o ¥(@) log21+x

Preuve : Le cott a étudier ici est le cotit Us g défini en 1.20 par

u
Us.p(u,v) := 1B(M).
Wiop)

La série géneératrice associée Ty7(s) est reliée a I'opérateur Gy par (voir proposition 4.6)

ZGP Lop] 1 GWPJ[ 1](0).

p<1

La partie dominante de cet opérateur est donnée par

Z)\ 5,0)PP 0 (18P 0[1]] (0).

Le théoreme taubérien appliqué a cette série fait apparaitre l'intégrale [, 15(¢)P[1](t)dt, ce dont
on déduit le résultat. [

5.4.4 Discussion des résultats

Les résultats présentés ici ne sont pas surprenants. Nous montrons un comportement at-
tendu, & savoir une décroissance logarithmique des restes au cours de l'exécution ’algorithme,
ainsi qu’une croissance logarithmique des coefficients de ’algorithme étendu. D’une maniére gé-
nérale, les résultats de ce paragraphe fournissent une “photographie” de 1’état des principaux
paramétres au cours de ’exécution de I'algorithme. Cette approche est particuliérement instruc-
tive quand on veut étudier des algorithmes plus sophistiqués comme I’algorithme Lehmer-Euclide,
qui sont une succession d’algorithmes interrompus. Les algorithmes récursifs comme ’algorithme
de Schonhage requiérent une analyse plus fine, qui n’a pas été faite ici. Cependant, les travaux
récents de Vallée et Baladi laissent penser qu’une analyse en distribution des paramétres étudiés
dans ce paragraphe est possible graces aux techniques qu’elles ont développées.

Enfin, remarquons que nous n’avons présenté cette analyse que pour ’algorithme d’Euclide
interrompu. Il est cependant possible de procéder & la méme étude pour nombre d’autres al-
gorithmes, en particulier pour les algorithmes rapides. Les comportements observés sont tous
similaires & ce que nous venons de décrire.
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5.5 Conclusion

Nous venons de conclure ’analyse des algorithmes “simples”, qui procédent par divisions suc-
cessives. Nous venons de décrire pour chaque type de systéme dynamique rencontré dans quel
espace fonctionnel se placer, et comment déduire des propriétés spectrales de 'opérateur les pro-
priétés analytiques des séries génératrices. Cette démarche présente ’avantage de présenter de
maniére unifiée le comportement des différents algorithmes, puisque toutes les constantes exhi-
bées s’expriment en termes de systémes dynamiques. On peut de la sorte procéder a une rapide
comparaison des algorithmes. On observe par exemple le caractére spécifique de I’algorithme LSB
puisque c’est le seul qui fait intervenir un exposant de Lyapunov.

Cependant, nous n’avons pas conclu les analyses pour les algorithmes Mixtes. Les opérateurs
relatifs aux systémes mixtes nécessitent également un traitement particulier. Considérons par
exemple l'opérateur de Perron-Frobenius relatif & 1'algorithme Binaire, qui est donné (voir 4.7)

par
1 1
Mf](x) =Y > (a+2km)2f<a+2’“$>'

k=1, impair
a<2k

On ne peut utiliser comme pour les opérateurs relatifs aux systémes £ ou & l'espace Ay (V') de
fonctions analytiques : il est en effet impossible de trouver un domaine V' adéquat comprenant
I'intervalle [0, 1] et sur lequel toutes les branches inverses sont analytiques, puisque la suite des
poles de ces branches est —a/2" et a un point d’accumulation en 0. Il n’est pas possible non plus
d’utiliser I'espace des fonctions & variation bornée, puisqu’on observe facilement que la fonction
H[1] n’étant pas bornée (la série H[1](0) diverge), sa variation ne ’est pas plus. L’approche
utilisée par Brigitte Vallée dans [Val98a] pour contourner ces problémes a été d’utiliser les espaces
de Hardy. On consideére ici un disque ouvert D, de diamétre |0, 2p[ oul p est strictement compris
entre 0 et 1. Si on note § la frontiére de D et 9, le cercle de centre p et de rayon r, alors I'espace
de Hardy d’ordre 2 Ho(D) est ’espace des fonctions f analytiques sur D telles que la quantité

[fll = sup L |f(2)|%dz

0<r<p 2Tp Js

est finie. Cette quantité définit une norme, qui fait de Ho(D) un espace de Banach. Sur cet
espace, on peut montrer que I'opérateur est compact et qu’il vérifie toutes les propriétés requises
pour la fin de I'analyse.

La situation est encore différente pour le systéme Plus-Moins. On ne peut en effet plus se
placer sur un espace de fonctions analytiques du fait de la présence de fonctions indicatrices,
qui interdisent méme d’utiliser des fonctions continues. L’espace des fonctions & variation bornée
n’est pas plus indiqué, du fait de la remarque précédente. On ne dispose & ce jour d’aucun espace
fonctionnel adéquat sur lequel faire agir 'opérateur : il faut trouver un espace permettant de
traiter les discontinuités mais qui soit plus “gros” que BV, sans pour autant atteindre la taille de
L', sur lequel le spectre de 'opérateur est continu. C’est donc toujours un probléme ouvert.
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Nous abordons maintenant le dernier chapitre de cette thése, dans lequel nous appliquons les

techniques d’analyse dynamique & un algorithme de structure plus complexe que ceux étudiés
jusqu’a présent, ’algorithme de Lehmer-Euclide. Cet algorithme est historiquement le premier
algorithme “rapide” de calcul de pged ('appellation “rapide” est trompeuse, car la complexité en
bits de 'algorithme est toujours quadratique, il faut plutdt parler ici d’algorithme “accéléré”),
puisqu’il a été introduit dés les années 30 par D. H. Lehmer. L’idée de base de 1’algorithme,
simuler les divisions successives de “grands entiers” par des divisions de “petits entiers”, trouve
un écho dans l'informatique moderne : on simule des divisions “multi-précision” par des divi-
sions “simple-précision” (plus quelques multiplications multi-précision). Ce principe conduit &
une version accélérée de 'algorithme d’Euclide, implémentée dans de nombreuses bibliothéques
multi-précision ou logiciels de calcul formel.
De plus, le principe général de I’algorithme a été exploité avec succés dans les années 70 par A.
Schonhage, qui a mis au point un algorithme “réellement” rapide, puisque de complexité en bits
en O(nlog? nloglogn), basé sur I'idée générale de Lehmer, une approche Diviser pour Régner et
la multiplication rapide. Cette approche n’est réellement efficace que pour de trés grands entiers,
puisque les expérimentations de Cesari [Ces98| montrent par exemple que jusqu’a plusieurs cen-
taines de bits, la constante cachée dans le O(nlog?nloglog n) fait que cet algorithme n’est pas
le plus approprié. Notons cependant que les récents travaux de Stehlé et Zimmermann, qui ont
utilisé cette approche en remplagant ’algorithme d’Euclide par ’algorithme LSB contribuent &
réduire considérablement la taille de cette constante, de sorte qu’on obtient finalement un algo-
rithme plus rapidement “utilisable”.

Nous étudions donc ici 'algorithme de Lehmer-Euclide, premiére étape vers une analyse
future de l'algorithme de Schonhage (la récursivité de cet algorithme ajoute des difficultés sup-

plémentaires). Les paramétres a étudier dans cet algorithme ne sont plus exactement les mémes

145
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que précédemment : en particulier, le nombre total de divisions effectuées par ’algorithme est
le méme que pour l'algorithme d’Euclide. Une analyse fine requiert ici de distinguer la nature
de chaque opération. En particulier on distinguera les divisions, qui sont des opérations simple-
précision, des multiplications, qui sont multi-précision.

Ce chapitre est constitué de trois sections : dans la premiére, nous décrivons 1’algorithme
Lehmer-Euclide £E, ainsi que la version paramétrée que nous étudions L£E,. Nous énongons le
résultat obtenu dans le théoréme 6.1. La derniére section est consacrée a la preuve de ce théoréme.
Remarquons finalement que nous utiliserons & de nombreuses reprises les résultats obtenus dans
les chapitres précédents sur les algorithmes d’Euclide interrompus.

6.1 Description de ’algorithme L&,

Cet algorithme est abondamment décrit dans la littérature, comme par exemple dans [Knu98|.
Nous le présentons ici de la méme maniére que dans [DV04], c’est-a-dire comme une succession
de “phases”, chacune de ces phases comportant trois étapes. La paramétrisation de ’algorithme
intervient dans la premiére étape de chaque phase.

Remarque Le principe 'algorithme étant de simuler la division de deux entiers & 1’aide des
parties dominantes de ces entiers, nous serons amenés & manipuler en permanence des “grand-
s” entiers et des “petits” entiers. Pour cela, toute grandeur relative aux grands entiers sera en
majuscules, et toute grandeur relative aux petits en minuscules (les entiers seront (U, V'), U; et
(u,v), u;, les quotients Q; et g;, etc...).

L’algorithme LE repose sur le fait que le quotient d’une division euclidienne standard dépend
essentiellement des bits de poids forts des entiers. Plus précisément, soient U et V' deux entiers
de tailles respectives £(U) et £(V), et u et v les entiers formés respectivement des m bits de
poids fort de U et des m — (¢(U) — £(V') bits de poids fort de V. Alors si m < ¢(V') est choisi

suffisamment grand, on vérifie I’égalité

Nous allons utiliser ce principe de la maniére suivante. Soit (U, V) une entrée de 'algorithme
d’Euclide, pour laquelle celui-ci fait p itérations. Soit @Q1,... Q) la suite de quotients engendrée
par l'algorithme, et M|q,j,... M|g, la suite de matrices associée, donnée pour 1 <14 < p par

0 1
M[Qi]:<1 Qz)

Rappelons que la suite (A;, B;) de coefficients calculée par 'algorithme d’Euclide étendu est
notamment donnée par

Bit1 Aina
M[Qﬂ'M[QQ}'”M[Qi]:< B A )

et que pour tout 1 <7 < p on vérifie

UA;, +VB; =U,. (6.1)
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(Uo,U1) e > (U;j,Uj41)
Etape 1
Etape 3
Etape 2
(uo, 1) (s, wjt1)

Fi1G. 6.1 — Une phase de I'algorithme LE

Soit maintenant un entier k < ¢(V'), et considérons les entiers u et v définis par

B U B Vv
U= Q) =k U= vk |

donc déduits de U et V' en supprimant les (V') — k bits de poids faible. L’algorithme d’Euclide
appliqué a u et v engendre les suites (u;), (¢i), (Miq,), et (ai,bi).

Il existe un entier j > 0 pour lequel I'égalité ¢; = Q; est valide pour tout ¢ compris entre 1 et j.
On en déduit donc les égalités

Mg = Mg, (@it1,bi+1) = (Aix1, Biy1)

pour tout 0 < ¢ < j. En particulier, la relation (6.1) permet de retrouver les restes Uj, Uj11
puisqu’on a les égalités

Uaj+Vbj == Uj (62)
Uaj+1+Vbj+1 = Uj+1.

La démarche que nous venons de décrire correspond & une phase de l'algorithme de Lehmer-
Euclide. Les trois étapes qui la constituent sont donc les suivantes :

— (1) on “tronque” les entiers U et V' pour obtenir u et v,

— (2) on applique 'algorithme d’Euclide & la paire (u,v) jusqu’au premier indice j tel que

4j+1 # Qj+1,

~ (3) on calcule la paire (U;,Uj41) a l'aide des relations (6.2).
Une fois calculée la paire (U, Uj41), on réitére le méme procédé. Nous décrivons maintenant preé-
cisément l’algorithme de Lehmer-Euclide paramétré £E,, en détaillant chacune des trois phases.

L’algorithme L&,

Etape 1 Cest ici que le paramétre 4 de troncature de notre algorithme intervient. En effet,
dans le principe général de l'algorithme énoncé plus haut, le nombre de bits des entiers (u,v)
est fixe. En pratique, on fait en sorte que u corresponde & un mot machine (64 ou 32 bits) ou a
deux mots machine (il est méme judicieux de choisir deux mots machines, comme 1’observe T.
Jebelean dans [Jeb95]). Pour les besoins de ’analyse, nous supposerons que les entiers (u,v) sont
de tailles proportionnelles a I’entrée (U, V') de ’algorithme, et nous poserons

m:=Ll(u) = |plU)],



148 Chapitre 6. Application a I’Algorithme de Lehmer-Euclide

ou le parameétre p est un réel appartenant a 'intervalle ]0, 1]. L’opération de troncature est donc
définie par I'application T, :

rv) o { G ) s AV)
S . (0, ) sinon.

Etape 2 C’est bien sar I'étape centrale de la phase, puisqu'il faut ici résoudre le probléme
suivant : comment savoir si ’égalité ¢; = Q); est vérifiée sans calculer explicitement @Q; 7

Il existe plusieurs maniéres de résoudre ce probléme. Plus exactement, on dispose de plusieurs
conditions qui, si elles sont vérifiées, garantissent que 1’égalité souhaitée est vérifiée. La solution
initialement proposée par Lehmer consistait & calculer simultanément les suites de quotients
relatives aux paires (u — 1,v) et (u,v + 1). Il est clair que tant que les deux suites de quotients
concordent, alors I’égalité ¢; = Q; est vérifiée. Cependant, cette condition n’est pas optimale. On
peut préférer par exemple le test “exact” de Jebelean [Jeb95] : on a I'égalité ¢; = @Q; tant que la
condition suivante est vérifiée,

Uil > —Qit1 €l u; — uip1 > biy1 — b; si @ est pair,

Ui41 > —bi+1 et Ui — Ui+1 > ;41 — G4 sit est impair.

Nous préférerons un autre test, plus léger, di a Collins [Col| et & Jebelean [Jeb95]|, qui est basé
sur la relation suivante :

/2 alors Qi = q;, pour tout 1 < j — 2.

siuj > ué
Munie de cette condition d’arrét, I’étape 2 de l'algorithme L&, est donc exactement & /o, 'algo-
rithme d’Euclide interrompu de paramétre 1/2.

Etape 3 Cette étape n’appelle que peu de commentaires... Remarquons cependant que c’est
I'étape la plus cotiteuse de la phase : en effet, les opérations de la seconde phase sont menées
sur des entiers “petits”, alors qu’ici on effectue 4 multiplications dans lesquelles interviennent des
“grands” entiers, & savoir U et V. D’une maniére générale, les coefficients (a;,b;) et (ajt1,bi1+1)
utilisés dans ces multiplications sont de taille m/2 (c’est d’ailleurs & partir de cette observation
que Jebelean propose de choisir u d’une taille de deux mots machines).

Finalement, ’algorithme L&, est décrit dans la figure 6.2 suivante.

6.2 Analyse probabiliste de I’algorithme L,

Comme nous ’avons déja remarqué, le nombre d’itérations de ’algorithme n’est pas ici un
parameétre pertinent. On peut étudier le nombre et la longueur des phases. C’est par exemple ce
que fait Sorenson dans [Sor95], ou il étudie le pire des cas de ces paramétres. Nous exhiberons la
comportement moyen de ces parameétres par la suite. Mais une étude judicieuse de ’algorithme
prend nécessairement en compte la complexité en bits de I'algorithme. Plus précisément, nous
chercherons ici & distinguer les différentes opérations effectuées sur les algorithmes, qui peuvent
étre des divisions, effectuées lors de 'étape 2 de chaque phase sur des petits entiers, ou des
multiplications, effectuées soit dans I’étape 2 lors du calcul des coefficients a;, b;, soit dans I’étape
trois. Nous allons donc attribuer & chacune de ces opérations un cott différent :
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Entrée : (U, V) avec 0 <V < U.
Sortie : pged(U, V)
Initialisation n.:= £(U); m = |un]; Uy :=U; Uy :=V;
Tant que {(Up) > m
(].) ug ‘= Tm(Uo); Uy = Tm(Ul);
(2). i:=1; uo:=1; ug :=0; vy := 0501 :=1;

Tant que u; > u(l)/2

qi = Uj—1 le’UﬂL, Uit1 = Uj—1 mod Uiy
Aiy1 = —aiqi + ai—1; biy1 = —biqi +bi—1;
ti=1+1;
(3) U' :=a;_3Uy+b;_3Uy; V' :=a; 2Ug+ b;_2Uy;
Uy:=U"; Uy :=V";
1:=1;
Tant que U; >0
Ui+1 = Ui—l mod Ui;
=1+ 1;
Renvoyer U;_;

FiG. 6.2 — L’algorithme de Lehmer-Euclide de paramétre de troncature p.

— Une multiplication “générique” entre deux entiers u et v & pour cout M - £(u) - £(v), M
étant donc la constante relative & la multiplication,
— un échange entre deux entiers u et v a pour cout M - (£(u) 4 £(v)),
— finalement, une division euclidienne v = ug + r & un cout égal a D - ¢(u) - £(q), D étant ici
une constante relative & la division.
Ainsi, étant donnés une entrée (u, v) de 'algorithme d’Euclide, le cott B exprimant la complexité
en bits s’écrit maintenant

P

B(u,v) := Zﬁ(u,) “b(q), avec b(q) :=D-£(q) +2- M,
i=1

et le cott supplémentaire lié au calcul d’un coefficient a; est

p

X(u,0) =" la;) - c(qp), avec elq) == (L(q) +2) - M.
i=1

Avec ces notations, la complexité en bits moyenne de I'algorithme d’Euclide donnée par exemple
au paragraphe 1.7.0.0, (1.30), s’écrit

En[B] ~ (L1M + LyD) - N2, Enx[X] ~ (L + Ly) - M - N?,

avec ) .
12log~ 2 6log 2 1
Li==—3—~05,  Ly=—"log kl:[o(l + o) ~ 0.66,

et la constante L est donc relative aux multiplications et échanges, alors que la constante Lo est
relative aux multiplications. Enfin nous notons L, le cott total d’une exécution de I’algorithme
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(1) 77(1) (1) [CO (2) 77(2) (2) (2) (1) 770 (4) (4)
Uy " Uy s o Ug(]),pUg(l) = U7 U™ e - Ug(g),pUg(g) ---- Ug” Uy e = Ua{j)qua{j) """

| ] | | |

m M (1) (1) (2) (2) (2) @) ) ()

@) G)
Uy, Uy — U1 Ys(1) Uy s Uy — Uyl vt - Uy, uy — UG UGy e
FiG. 6.3 — Une exécution de 'algorithme £E

LE,,. La quantité L,(U, V) fait donc intervenir les constantes M et D. Le principal résultat de
ce chapitre, obtenu en collaboration avec Brigitte Vallée, [DV04], traite du comportement moyen
de cette variable aléatoire. Il est décrit dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 Soit LE,, l'algorithme Lehmer-Euclide de paramétre de troncature i, et 2, Q les
ensembles d’entrées valides de [’algorithme d’FEuclide. Alors la complexité en bits moyenne de
lalgorithme sur les entrées de taille N est asymptotiquement quadratique en N, et est donnée
par

3

Ex [Lu] ~ 9

(LiM + LoD)p+ (L1 + Lo)Mp + (2 — p) M | N2

Discussion du théoréme 6.1

Comparons maintenant les complexités en bits des algorithmes Lehmer-Euclide et Euclide.
Il n’est avantageux d’utiliser le premier que si une grande division cotite plus qu’une grande
multiplication. Plus précisément, l'algorithme L&, est meilleur si 2M < L1M + LaD, ce qui
est généralement veérifié (des qu’on a D > 5M). Dans ce cas, toutes les valeurs de p ne sont
pas pertinentes. Par exemple, si D = 5M il faut alors choisir y supérieur ou égal & 0.3. D’une
maniére générale, si le ratio entre le cotit d'une division et celui d’'une multiplication est p, alors
la valeur maximale pg de p est donnée par

Ly + Lop—2
5L1+ La(3p+2) =2

po =2

Finalement, si on pose p = 15 et u = 1/3, alors le rapport entre les complexités en bits est proche
de 0.7. Pour p =30 et p = 1/10, il est proche de 1/4.

6.3 Preuve du théoréme 6.1

L’idée générale de la preuve est en quelque sorte 'opposée de celle qui a conduit a la construc-
tion de l'algorithme : nous allons simuler la complexité en bits de 1’algorithme sur une exécution
de l'algorithme d’Euclide “normal” sur 'entrée (U, V). En effet, la plupart des quantités interve-
nant dans la complexité en bits L, (U, V') peuvent se lire sur la ligne “supérieure” de la figure 6.3 :
les quotients sont par construction les mémes et les coefficients de Bezout sont donc accessibles.
Seuls les tailles des “petits” restes ne peuvent étre obtenues directement. Nous disposons cepen-
dant de suffisamment de controle pour pouvoir les approximer & l'aide des tailles des “grands”
restes.

Nous procédons ici en plusieurs temps. Tout d’abord, nous montrons comment générer ces tailles.
Puis nous étudions chacune des phases de ’algorithme, en particulier leur longueur, et nous mon-
trons qu’elles ont un comportement régulier. Plus précisément, nous prouvons que si ’algorithme
d’Euclide fait P itérations sur 'entrée (U, V), alors “en moyenne”, la longueur de la j-éme phase
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est de [(p/2)P] itérations. Nous introduisons par la suite un algorithme “artificiel”, £E,,, dont
chaque phase effectue exactement |(u/2)P] itérations. Cet algorithme est aisé & analyser, et
nous montrons finalement que sa complexité en bits moyenne et celle de I'algorithme L&, sont
asymptotiquement les mémes.

Notations Nous allons utiliser ici les notations de la figure 6.3, & savoir que la j-éme phase
(@) 770)

de ’algorithme débute avec la paire d’entiers (Uy"’, U;”’), qui génére via I’application 75, la paire
(uéj),ugj)). La i-éme paire de restes apparaissant dans la j-éme phase est notée (ugj_)l,ugj)), et

la paire correspondante obtenue si on avait appliqué l'algorithme d’Euclide & (U, V') est notée

(Uz@l, Ui(j)). Nous noterons p(j) U'indice de début de la j-éme phase, c’est a dire 'indice de Ué])

dans la suite Up,...Up et 6(j) la longueur de la j-éme phase, c’est-a-dire son nombre d’itéra-
tions. Finalement, nous noterons a[r, t] le coefficient a calculé entre les indices r et ¢, c’est-a-dire
le coefficient obtenu si on avait appliqué 'algorithme d’Euclide étendu avec comme entrée la
paire (U,,U,11) et qu’on s’était arrété au reste U;. Enfin, pour un paramétre p fixé, et pour une
entrée (U, V') avec £(U) = N, nous noterons m la taille des entiers uéj )
c’est-a-dire m = [p - N|.

obtenus apres troncation,

Nous commencons par relier les tailles £(u;) aux tailles ¢(U;).

)

Lemme 6.2 Soit (ug)l, uz(j)) la i-éme paire de restes apparaissant dans la j-¢me phase et (Ul-(zl, Ul-(j))
la paire correspondante. Alors

(i) — Uy + 06Uy = m| < 2.

Preuve : Soit une phase j (nous oublierons l'indice j dans la suite de la preuve). Soit M; la
matrice correspondant aux i quotients déja calculés lors de cette phase. On a

()= () ()= () e

D’un autre coté, puisque la paire (ug,u;) est la troncature de la paire (Uy, Uy),

()= ()« (8]

ou &g, 01 satisfont 0 < dg,d; < 1. On a donc

Uit1 '\ _ oto)—m | [ Wi+1 _1( o1
(e Y [ Y g (3]

De plus, la relation uy = |a;—1|w; + |a;| u;—1, entraine avec les inégalités u;, u;—1 > /ug que les
valeurs absolues des coefficients des matrices M;, M; ! sont inférieurs a (1/2)/ug < (1/2)u;.
Enfin, la relation

\U; — QZ(UO)*muZ.’ < 9t(Uo)—m Ui

prouve le lemme. [ |
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Considérons maintenant la complexité en bits de la j-éme phase. Elle se décompose en trois
cotits. Le premier (type 1) est lié & 'algorithme d’Euclide interrompu de I’étape 2 de la phase. Le
second (type 2) est le cotit supplémentaire lié au calcul des suites de coefficients, et le troisiéme
correspond aux quatre multiplications de ’étape 3 de la phase. Les deux derniers cotits utilisent
des quantités directement accessibles avec la ligne supérieure (algorithme d’Euclide appliqué &
(U,V)). Les seéries de Dirichlet relatives a ces cotts s’expriment donc a l'aide de 'opérateur de
transfert G o relatif au systeme Sg. Le premier, dans lequel apparaissent les restes uz(] )
exprimable directement, mais le lemme précédent montre qu’il peut étre approché en utilisant

/)

les restes Ui(J .

n’est plus

Finalement, nous allons étudier les trois cotits suivants :

Cofit de type 1 : 1 Zf Z(rjl [ (Ui) = L(Up(;)) +m] - b(q:)
Coit de type 2 : 2 Z] > Z(rjl Ualp(j),1]) - c(q;)
Cotit de type 3 : AT UUpp) - Lalp(5), (G + 1))

Le coiut de type 1 se décompose lui-méme en trois différents cotts (quand on développe
[6(Us) — £(Up(;)) + m] - b(gi)). Le premier correspond & la complexité en bits de l'algorithme
d’Euclide (restreint a la j-éme phase) sur entrée (U, V). La dernier coit a été analysé dans les
chapitres précédents, il correspond & la valeur moyenne du cott & croissance modérée b. Enfin,
le second coiit, dit de type 1’, est donné par

J p(i+1)—1
Cotit de type 1 : ZE(Up(j)) . Z b(q;)-
Jj=1 i=p(j)

Chacune de ces différentes expressions dépend de l'indice p(j) du début de la phase, ainsi que
de sa longueur §(j). Nous montrons dans le lemme suivant qu’en moyenne, chaque phase est de
longueur p := |(1/2)p]. Ce lemme est une adaptation du théoréme 5.43 sur le nombre d’itérations
de l'algorithme interrompu.

Lemme 6.3 Soit §(j) la longueur de la j-éme phase. Alors pour tout € > 0, il existe K < 1 tel
que quand n — oo
50
P, [ ‘ ()

p

=

‘ > 5] = O(K").

Preuve : Si une phase commence & la r-éme itération de l’algorithme d’Euclide, elle se termine
ala (r + t)-éme des que la suite u; satisfait une certaine condition. Le lemme précédent montre
qu’il existe des relations entre les restes U; et les restes u;, ce qui fait que le test d’arrét de la

j-éme phase est
Uy
Ur+t ~ .
Uh?

On utilise maintenant la méme démarche que dans ’analyse de ’algorithme interrompu. On
commence par utiliser 'inégalité de Markov, qui nous ameéne a étudier la série de Dirichlet

relative au cott ,
U

NOV):= | —=5 ]
U.U,
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pour vy > 0. Si on utilise les mémes notations que dans le chapitre 5.4, a savoir
st =s+4av, 57 =s5— [,
avec a = 1 — (u/2) et B = p/2, alors la séries de Dirichlet relative au cotit N s’exprime avec
lopérateur G, . Plus exactement, cette expression utilise les opérateurs suivants (on s’inspire
de la proposition 4.4),
p—r—t
G © Gs+ 0° Gg*,O
Remarquons que la partie dominante de ces fonctions ne dépend pas de 'indice r du début de
phase. Si on note p := (¢ + d)k,t := ck, alors la fonction ¢ est la méme fonction qu’au chapitre
précédent, c’est-a-dire
¢(s) == A(s7,00A°(s,0).

Ceci implique que I’étude de singularité se fait exactement de la méme maniére que dans la
proposition 5.46. On en déduit ainsi le résultat. [ |

Nous venons ainsi de montrer que la longueur des phases de ’algorithme L, posseéde une cer-
taine régularité. Considérons maintenant un algorithme “artificiel”, ’algorithme normalisé Ru:
dont la longueur de chaque phase est exactement p := |(u/2)p|. Nous allons faire deux choses
avec cet algorithme : tout d’abord, calculer sa complexité en bits moyenne, puis montrer que
celle-ci est asymptotiquement celle de I'algorithme LE,.

Lemme 6.4 La complexité en bits de la j-éme phase de [’algorithme Ru sur les ensembles
Qn, Qn est asymptotiquement

3 1 .
Z(LlM + LoD)u®N? + §(L1 + Lo)Mu?N? + 4%(1 —-(j- 1)g)MN2.

Preuve : Exprimons tout d’abord les différents cotits intervenant ici. Ils sont essentiellement de
trois types, et sont donnés ci-dessous (on suppose que l'algorithme d’Euclide fait p itérations
avec entrée (U,V)).

R 1
Cott de type 1’ : pro p (U = 1)p) b(qi),
Cotit de type 2 : 22” G—1)p lal(j — 1)p,i]) - c(a),

Cout de type 3 : AU —1yp) - al(j — 1)p, jp]).

On déduit aisément l'expression des séries de Dirichlet associées a ces trois coits (on engendre en
réalité ici les couts approximant, ou ¢(u;) est remplacé par log, u; par exemple ; nous savons que
cette approximation ne modifie pas le résultat final). Elles sont données par (toujours & nombre
p d’itérations fixé) :

Cotit de type I’: 3P A [Gg’;)jﬁ 0GP oGl o ngol} o GYVP11)(0)
Coitt de type 2 230, Gy 0 G2y 0 Gl 0 A |Gl | 0 GYF P[] 0)

Cott de type 3 : 4A [Gp oA (Gf,o)] G(] bp P[1)(0)
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Quand finalement on somme sur le nombre p d’itérations possibles, les termes dominants des
séries contiennent un produit de deux facteurs : le premier est commun & toutes les séries et est

3
3 p2A(s,0)7 ~ 2 (%) . (6.4)

p=>0

donné par

Les autres facteurs sont respectivement

Cott de type 1': L [1—4(j —1)] PsgoAGsp0P,p0 G[b]o o P, o[1](0)
Coiit de type 2 : 21 (4)% P, oGl 0P, g0AG, 0 P,[1](0) (6.5)

Cott de type 3: 44 [1—L(j —1)] PyspoAG,g0Ps00AG,0P,[1](0)

On peut appliquer le théoréme taubérien a toute ces fonctions, ce qui donne le résultat. [ |

Si on somme sur tous les indices j, correspondant aux numéros de phases, pour j variant
entre 1 et J := [2/u], on obtient la complexité en bits de 1’algorithme £E,. Cette complexité
est exactement la méme que celle du théoréme 6.1. Il ne reste donc plus qu’a montrer que les
complexités des algorithmes Ru et L&, sont (en moyenne) asymptotiquement les mémes, ce
que nous faisons dans le lemme suivant.

Lemme 6.5 Quand N tend vers linfini, les complexités en bits moyennes des algorithmes Eu
et LE,, sur les ensembles Qn, Qn sont les mémes.

Le lemme 6.3 montre que les longueurs 0(j) des phases sont proches de p := |(1/2)p]. Nous allons
séparer ’ensemble €) des entrées de I'algorithme en deux sous-ensembles : I'ensemble formé des
entrées dont le comportement est “exceptionnel” au regard de la longueur des phases, et I’ensemble
d’entrées “ordinaires”. Soit € > 0, et considérons I’événement

D(e) =3 < J, [6(j) —pl > ep]. (6.6)

Il existe un K < 1 tel que Py[D(¢)] = O(K"Y), donc I’ensemble D(e) est bien un ensemble
exceptionnel. Il est donc suffisant d’étudier la complexité en bits de I'algorithme LE sur le com-
plémentaire de D(g). Les longueurs “ordinaires” de phases varient entre deux quantités,

_ % _ H
o= |(5-e)p) pe=[(G+e)e].
et donc les indices de départ p(j),p(j + 1) vérifient
P+, G+ )p-] € [p(),p(G + )] € [jp—, (G + )P4 .
Remarquons enfin que le nombre .J de phases vérifie

J = 2 <J<Jt.= 2
w2 w—2¢e

(6.7)
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et que la longueur du grand intervalle [jp_, (j + 1)p] est inférieure & p, 4 := p+ JTep, alors
que la longueur du petit intervalle est supérieure & p__ := p— J ep. L’application ¢ — £(U;) est
décroissante, et la fonction [r,t] — a[r,t] est une fonction croissante. Nous pouvons donc fournir
des bornes inférieures et supérieures aux trois coiits a étudier,

Bornes supérieures.

Cott de type 1’ : Z UG—1yp_) Z]p] 5 b(q:)
Coitt de type 2= 2575, Y707 0(al(G — 1)p-, i) - (i)

Cott de type 3 : 42 AU -1y ) - Lal(§ — 1)p—, jp+])
Bornes inférieures.

. - ip_—1
Coit de type 1’ : 23»]:1 E(U(j_l)m) . gi(j—l)@L b(q;)
Cott de type 2: 2 Z}]; gizj_—ll)@r al(j — V)py,i]) - c(q)

. J- . L
Cout de type 3: 4375 U(Uj-1yp,) - €(al(j — 1)+, jP-])
A chacun des cout ci-dessus, on peut donc associer une série de Dirichlet, qu’on relie aisément
a lopérateur G o, de la maniére suivante (par simplicité, nous n’indiquons ici que le cout relatif
a la j-éme phase).
Séries de Dirichlet pour les bornes supérieures
Cotit de type 1/ 374 A [GP G=bp-=i 5 gl o ngol} o Gy P [1](0)
Cott de type 2: 232+ GP U™ "Togld oA [ngol} o GY VP [1](0)

Cotit de type 3 : 4A [G@jom oA (fog)] 0 QU7 [1)(0)

Séries de Dirichlet pour les bornes inférieures

Cotit de type 1/ : P A [Gg’g@*”ﬁﬂ oGl o G’;Ol} o GY P [1](0)
Cotit de type 2: 2507 GPU P 0@l o A [ngol] o GY P (1)(0) (6.8)
Cott de type 3 : AA [GP -6 A (GP——)] o GYy P+ (1)(0)

Si on somme sur tous les nombres d’itérations p possibles, les termes dominants des séries des
deux derniers tableaux contiennent un produit de deux facteurs. Le premier est commun & toutes

les séries, et est de la forme

> pPA(s, 007 ~ 2 <$(80)>3

p>0
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Il reste & étudier le second membre, et a le comparer & la complexité en bits de ’algorithme ﬁu-
Les opérateurs apparaissant dans (6.5) et (6.8) sont les mémes, seules les constantes changent.
Plus précisément, les constantes relatives a L&, c’est-a-dire

Iz B A%

Ap =51 -56-0].  Bw=3(5)
2 2

sont remplacées par A(p) + O(e), B() + O(e). Sommons maintenant sur toutes les valeurs

possibles de I'indice j. Celui-ci varie selon les cas entre 1 et J~ ou entre 1 et JT (ces valeurs sont

définies en (6.7)). On en déduit maintenant le résultat.

6.4 Conclusion

Nous venons de procéder & la premiére analyse en moyenne d’un algorithme & la structure
complexe, et cette approche met en évidence la proportion de divisions (sur des petits entiers)
et de multiplications (sur des grands entiers). Pour obtenir une analyse qui prend en compte
’aspect simple ou multi précision des calculs, il faut pouvoir travailler avec une taille m := | uN |
fixe, et donc avec un parameétre y de la forme p = K/N, ou K est la taille d'un entier simple-
précision par exemple. Les arguments employés jusqu’ici ne permettent pas de traiter ce cas
rigoureusement.



Conclusion

Nous venons, au travers d'une description générale de la méthode, de montrer des applications
tres variées de I'analyse dynamique d’algorithmes. Le champ d’application de cette méthodologie
s’est en effet élargi : les différents algorithmes étudiés ici nous ménent tous dans des cadres
différents, et pour chacun d’entre eux nous avons dii développer des techniques spécifiques. Ceci
nous a permis d’enrichir le domaine dans des directions différentes.

L’analyse des algorithmes a-euclidiens a imposé une approche différente de celles présentées
dans [Val97, Val98b, Val00, Val03, Val98a| par exemple de I’étude fonctionnelle des opérateurs.
Les discontinuités obligent & travailler sur un espace fonctionnel dans lequel ’analyse est diffé-
rente, et approche utilisée, basée sur les théorémes de Tonescu-Tulcea et Marinescu ou d’Hen-
nion, s’avére particuliérement maniable et fructueuse. C’est une approche relativement souple
puisqu’elle s’applique & différents espaces fonctionnels, comme nous ’avons montré dans cette
these. Elle permet ainsi d’étudier des systémes dynamiques de natures diverses, et donc des
algorithmes euclidiens variés.

Nous avons également étudié des algorithmes dont l'extension naturelle n’est pas une ex-
tension réelle, comme c’est le cas pour 'algorithme LSB. C’est la premiére instance d’analyse
dynamique qui conduit & cette situation, et la méthode s’avére étre suffisamment robuste puis-
qu’elle s’applique également. Au passage, nous avons utilisé des arguments nouveaux dans notre
domaine, basés sur les systémes de fonctions itérées et les produits de matrices aléatoires. Cette
approche s’avére étre pertinente, puisque le comportement de l'algorithme s’exprime en fonc-
tion d’un exposant de Lyapunov, grandeur caractéristique d’un systéme de produits de matrices
aléatoires.

Enfin, ’analyse dynamique s’applique dorénavant a des algorithmes a la structure plus com-
plexe, comme 'algorithme de Lehmer-Euclide. Elle permet d’avoir une compréhension fine des
différents mécanismes de 'algorithme. En particulier, elle permet d’accéder & des parameétres non
étudiés jusqu’alors, relatifs aux algorithmes interrompus. Cette étude se situe & un autre niveau
que les précédentes, puisque ’étude ne concerne plus un paramétre global de I'algorithme, mais
un parameétre local. La encore, nous avons montré que ’analyse dynamique permet de répondre
aux questions qu’on se pose dans ce cadre.

Finalement, nous avons aussi montré les limites actuelles de I’analyse dynamique, puisque les
méthodes présentées dans cette these ne s’appliquent pas & ’algorithme Plus-Moins, pourtant si
proche de l'algorithme Binaire...

Nous avons également apporté des réponses parfois surprenantes aux questions posées : nous
avons en effet précisé la classification des algorithmes faite par Brigitte Vallée, puisque nous
avons montré que, parmi l’ensemble des algorithmes a-euclidiens, seul I'algorithme Par-Excés
appartient & la classe des algorithmes lents. Nous avons de plus soulevé un point intrigant,
puisque la dépendance en o du comportement de ces algorithmes n’est pas uniforme sur [0, 1], et
que de maniére plus surprenante encore cette dépendance est nulle pour certaines valeurs de a.
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158 Conclusion

Nous avons présenté dans cette thése la premiére analyse de ’algorithme LSB. Son fonc-
tionnement est maintenant bien compris, et nous avons mis en évidence quelques-une de ses
particularités, observées expérimentalement par Stehlé [Ste|. En particulier, nous avons confirmé
la pertinence de cet algorithme comme brique de base d’un algorithme Diviser pour Régner, ceci
grace aux propriétés de stabilité que nous avons montrées (densité invariante préservée, etc...).
Nous avons de méme rencontré au cours de I’analyse une différence de comportement étonnante
entre 'algorithme et son extension continue : c’est la premiére fois que nous observons un tel
phénomeéne, qui mériterait d’étre mieux compris.

Enfin nous avons effectué la premiére étude précise d’un algorithme & la structure plus com-
plexe. Méme si cette étude ne prend pas en compte certains des principaux parameétres du calcul
multi-précision, nous avons pu mesurer la part des différentes opérations de 'algorithme, et
confirmer que sous certaines hypothéses généralement vérifiées, celui-ci est bien plus rapide que
I’algorithme d’Euclide.

Ce travail souleve également des interrogations, et peut se prolonger dans plusieurs directions.
On peut tout d’abord tenter de répondre aux quelques questions évoquées précédemment, sur
les algorithmes a-euclidiens ou 'algorithme LSB. Mais on peut également essayer d’utiliser la
méthodologie présentée dans cette thése dans un cadre encore plus vaste.

Il existe en effet d’autres algorithmes dont ’analyse n’a pas été faite. On pense en particulier &
la classe des algorithmes Mixtes, dans laquelle seul I'algorithme Binaire et les algorithmes pseudo-
euclidiens ont été analysés. Un probléme encore ouvert est celui de l'analyse de l’algorithme
Plus-Moins. On peut raisonnablement penser qu’une fois cet algorithme analysé, les analyses des
généralisations de Weber, Sorenson ou Jebelean seront accessibles avec les méthodes dynamiques.

Le fonctionnement des algorithmes Diviser pour Régner, comme ceux de Schénhage ou de
Stehlé et Zimmermann, est encore mal compris. L’étude de I'algorithme de Lehmer-Euclide est
clairement un premier pas vers ’analyse de ces algorithmes, mais ce premier pas est pour l'ins-
tant insuffisant, puisque notre analyse ne nous fournit pas assez de précision pour analyser un
algorithme récursif. En particulier ce type d’analyse nécessite d’avoir des termes de restes tres
précis, ce que ne fournit pas 'analyse en moyenne. Il est possible & partir des travaux présentés
dans ma thése de définir deux approches possibles. La premiére consiste a adapter les travaux
de Baladi et Vallée pour faire une analyse en distribution des algorithmes interrompus. Ce type
d’analyse permet usuellement d’obtenir les termes de restes souhaités, et on peut donc envisager
de s’attaquer de cette maniére & 'algorithme de Schonhage. D’un autre coté, il peut étre plus
judicieux d’adopter la méme démarche a partir de ’algorithme LSB. D’une part, ceci enrichit
notre compréhension d’un algorithme d’un type particulier, et d’autre part la stabilité de 1’algo-
rithme facilite ’étude de la version récursive, en particulier quand on se penche sur I’évolution
des distributions. Quoiqu’il en soit, une question pertinente concerne la comparaison des algo-
rithmes rapides en fonction de la division utilisée. En effet, cette comparaison est partiellement
faite dans ma these pour les algorithmes “simples”, et il est intéressant de savoir comment elle se
répercute a un niveau supérieur.

Une des derniéres extensions évidentes de ces analyses porte sur la généralisation de cette mé-
thode a des algorithmes fonctionnant dans des dimensions plus élevées. En effet, les algorithmes
euclidiens se généralisent en dimension supérieure en algorithmes de réduction des réseaux comme
I’algorithme de Gauss en dimension 2 ou l'algorithme LLL. Un grand pas en avant serait fait si
I’analyse dynamique permettait d’analyser ces algorithmes. En réalité, 'algorithme de Gauss a
déja été analyse, grace a des méthodes dynamiques, par Daudé, Flajolet et Vallée [DFV97, Val97],
mais la généralisation & des dimensions supérieure reste un probléme ouvert.



[AVO00]
[Bal00]
[BDV02]
[BGY7|

[BKS5]

[BK90|

[BLS5|

[BNVO01]
[Bou01]
[Bre76]
[Bro7s]
[Bro96|
[Bro01]

[BV02]

[BV04|

[Ces98|

Bibliographie

A. Akhavi et B. Vallée. Average bit—complexity of euclidean algorithms. In Procee-
dings of ICALP’2000, volume 1853, pages 373-387, 2000.

V. Baladi. Positive Transfer operators and decay of correlations, volume 16 of Ad-
vanced Series in non linear dynamics. World Scientific, 2000.

J. Bourdon, B. Daireaux, et B. Vallée. Dynamical analysis of a-euclidean algorithms.
Journal of Algorithms, 44 :246-285, 2002.

A. Boyarsky et P. Gora. Laws of Chaos, Invariant measures and dynamical systems
1 one dimension. Probability and its applications. Birkhauser, 1997.

R. P. Brent et H.T. Kung. A systolic VLSI array for integer GCD computation. In
K. Hwang, éditeur, ARITH-7, Proceedings of the Seventh Symposium on Computer
Arithmetic, pages 118-125. IEEE CS Press, 1985.

V. Baladi et G. Keller. Zeta functions and transfer operators for piecewise monotone
transformations. Commun. Math. Phys., 127 :459-477, 1990.

P. Bougerol et J. Lacroix. Products of Random Matrices with Applications to Schrd-
dinger Operators, volume 8 of Progress in Probability and Statistics. Birkh&user,
Boston, 1985.

J. Bourdon, M. Nebel, et B. Vallée. On the stack-size of general tries. ITA, 35(2) :163~
185, 2001.

J. Bourdon. Size and path length of Patricia tries : Dynamical sources context.
Random Structures and Algorithms, 19(3-4) :289-315, 2001.

R.P. Brent. Analysis of the Binary Euclidean algorithm. Algorithms and Complexity,
New directions and recent results. Academic Press, 1976.

J. Browkin. Continued fractions in local fields. I. Demonstratio Math., 11 :67-82,
1978.

A. Broise. Transformations dilatantes de I'intervalle et théorémes limites. Asterisque,
238 :5-109, 1996.

J. Browkin. Continued fractions in local fields. IT. Math. Comp., 70(235) :1281-1292,
2001.

J. Bourdon et B. Vallée. Generalized pattern matching statistics. In Proceedings
of the "colloguium on Mathematics and Computer Science : Algorithms and Trees",
Trends in Mathematics, pages 249-265. Birkhauser, 2002.

V. Baladi et B. Vallée. Euclidean algorithms are gaussian. Journal of Number Theory,
2004.

G. Cesari. Parallel implementation of Schonhage’s integer GCD algorithm. In Pro-
ceedings of ANTS-III, volume 1423, pages 64-76, 1998.

159



160
[CFV9g]
[CFVO1]
[C1¢00]
[Coll
[Col96]
[Dai04]
[Del54]
[DFV97]
[Dix70]

[DMDV05]

[DS58]

[DV04]
[Fla]

[F1a92]
[F1a02]
[F'S]

[FS96]
[Fur63]
[FV98]

[Ga02]

Bibliographie

J. Clément, P. Flajolet, et B. Vallée. The analysis of hybrid trie structures. In SODA,
pages 531-539, 1998.

J. Clément, P. Flajolet, et B. Vallée. Dynamical sources in information theory : A
general analysis of trie structures. Algorithmica, 29(1) :307-369, 2001.

J. Clément. Arbres Digitauz et Sources Dynamiques. Thése de doctorat, Université
de Caen, 2000.

G.E. Collins. Lecture notes on arithmetic algorithms, univ. of wisconsin.

P. Collet. Some ergodic properties of maps of the interval. In Dynamical systems,
Proceedings of the first UNESCO CIMPA School on Dynamical and Disordered Sys-
tems, (Temuco, Chile, 1991). Hermann, 1996.

B. Daireaux. Dynamical analysis of the GCD algorithm directed by Least Significant
Bits. Rapport technique, GREYC, Université de Caen, 2004.

H. Delange. Généralisation du théoréme d’Tkehara. Ann. Sc. ENS, 71 :213-242, 1954.

H. Daudé, P. Flajolet, et B. Vallée. An average-case analysis of the Gaussian algo-
rithm for lattice reduction. Combinatorics, Probability € Computing, 6(4) :397-433,
1997.

J.D. Dixon. The number of steps in the Euclidean algorithm. Journal of Number
Theory, 2 :414-422, 1970.

B. Daireaux, V. Maume-Deschamps, et B. Vallée. The Lyapunov tortoise and the
Dyadic hare. Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, 2005. &
paraitre.

N. Dunford et J. Schwartz. Linear Operators. Part I. General Theory, volume 7 of
Pure and Applied Mathematics. Interscience Publishers, Inc., New York ; Interscience
Publishers, Ltd., London, 1958.

B. Daireaux et B. Vallée. Dynamical analysis of the parameterized Lehmer-Euclid
algorithm. Combinatorics, Probability and Computing, 2004.

P. Flajolet. Personal communication.

P. Flajolet. Analytic analysis of algorithms. In W. Kuich, éditeur, Proceedings of the
19th International Colloguium “Automata, Languages and Programming”, Vienna,
July 1992, volume 623, pages 186-210, 1992.

P. Flajolet. Singular combinatorics. In Proceedings of the International Congress of
Mathematicians 2002, volume 111, pages 561-571. World Scientific, 2002.

P. Flajolet et R. Sedgewick. Analytic combinatorics.
http ://algo.inria.fr/flajolet/Publications/books.html.

P. Flajolet et R. Sedgewick. An introduction to the analysis of algorithms. Addison-
Wesley Longman Publishing Co., Inc., Boston, MA, USA, 1996.

H. Furstenberg. Non commuting random products. Trans. amer. Math. Soc.,
108 :377-428, 1963.

P. Flajolet et B. Vallée. Continued fraction algorithms, functional operators, and
structure constants. Theor. Comput. Sci., 194(1-2) :1-34, 1998.

T. Granlund et al. GNU Multiple Precision arithmetic library 4.1.2, December 2002.
http ://swox.com/gmp/.



[GRS5]

[Hei69)]

[Hen93|
[Hen94]
[Hwa98]
[ITM50]

[Jeb93a]

[Jeb93b]
[Jeb95]

[Kat80]
[Knu9s]

[Kra64]
[Kuz28|
[Ler97]
[Lho05]
[LM94]
[LP82]

[LY73]

[Lév29]

[May91]

161

Y. Guivarc’h et A. Raugi. Frontiéres de Furstenberg, propriétés de contraction et
théoréemes de convergence. Zeit. fur Wahrscheinlichkeitstheorie und Verw. Gebiete,
69 :187-242, 1985.

H. Heilbronn. On the average length of a class of continued fractions. Number Theory
and Analysis, pages 87-96, 1969.

H. Hennion. Sur un théoréme spectral et son application aux noyaux lipschitziens.
Proc. Amer. Math. Soc., 118 :627-634, 1993.

D. Hensley. The number of steps in the Fuclidean algorithm. Journal of Number
Theory, 49(2) :142-182, 1994.

H. K. Hwang. On convergence rates in the central limit theorem for combinatorial
structures. European Journal of Combinatorics, 19 :329-343, 1998.

C.T. Ionescu Tulcea et G. Marinescu. Théorie ergodique pour des classes d’opérations
non complétement continues. Ann. of Math., 52(2) :140-147, 1950.

T. Jebelan. Comparing several GCD algorithms. In E. E. Swartzlander, M. J.
Irwin, et J. Jullien, éditeurs, Proceedings of the 11th IEEE Symposium on Computer
Arithmetic, pages 180-185, Windsor, Canada, June 1993. IEEE Computer Society
Press, Los Alamitos, CA.

T. Jebelean. A generalization of the Binary GCD algorithm. In ISSAC, pages 111-
116, 1993.

T. Jebelean. A double-digit Lehmer-Euclid algorithm for finding the GCD of long
integers. J. Symb. Comput., 19(1-3) :145-157, 1995.

T. Kato. Perturbation Theory for Linear Operators. Springer-Verlag, 1980.

D.E. Knuth. The art of Computer programming, volume 2. Addison Wesley, Reading,
Massachussets, 3rd édition, 1998.

A. Krasnoselskii. Positive solutions of operators equations. Groninger : The Nether-
lands : P.Noordhoff Ltd., 1964.

R. Kuzmin. Sur un probléme de Gauss. In Atti Congr. Inter. Bologna, volume 6,
pages 83-89, 1928.

R. Lercier. Algorithmique des courbes elliptiques dans les corps finis. Thése de
doctorat, Ecole Polytechnique, 1997.

L. Lhote. Normality of bit-complexities for euclidean algorithms. Rapport technique,
GREYC, Université de Caen, 2005.

A. Lasota et M. Mackey. Chaos, Fractals and Noise ; Stochastic Aspects of Dynamics,
volume 97 of Applied Mathematical Science. Springer, 1994.

E. Le Page. Théorémes limites pour les produits de matrices aléatoires, volume 928
of Lectures Notes in Math., pages 258-303. Springer, New-York, 1982.

A. Lasota et J.A. Yorke. On the existence of invariant measures for piecewise mono-
tonic transformations. Trans. Amer. Math. Soc., 186 :481-488, 1973.

P. Lévy. Sur les lois de probabilités dont dépendent les quotients complets et incom-
plets d'une fraction continue. Bull. Soc. Math. France, 57 :178-194, 1929.

D. Mayer. Continued fractions and related transformations. In T. Bedford, M. Keane,
et C. Series, éditeurs, ergodic theory, symbolic dynamics and hyperbolic spaces, Cha-
pitre 7, pages 175-222. Oxford science Publications, 1991.



162
[MCM99)]
[Naks]
[Nus70]
[Phi70]
[RES3]|
[Rie78]
[Rub70]
[Ruds7]

[Rue7§|
[Sed01]

[Sha90]
[SLY7]

[Sor94]
[Sor95]

[Ste]
[Ste67]

[SZ04]
[Val97]
[Val9gal
[Val9sb]
[Valoo]
[Valo1]

[Val03|

Bibliographie

P. Moussa, A. Cassa, et S. Marmi. Continued fractions and Brjuno functions. Journal
of Computational and Applied Mathematics, 105 :403-415, 1999.

H. Nakada. Metrical theory for a class of continued fraction transformations and
their natural extensions. Tokyo J. Math., 4 :399-426, 1981.

R. Nussbaum. The radius of the essential spectrum. Duke Math. J., 37 :473-478,
1970.

W. Philipp. Some metrical results in number theory II. Duke Math J., 38 :447-488,
1970.

J. Rousseau-Egele. Un théoréme de la limite locale pour une classe de transformations
dilatantes et monotones par morceaux. Anaals of Probability, 3 :772-788, 1983.

G. J. Rieger. Uber die mittlere schrittanzahl bei divisionalgorithmen. Math. Nachr.,
pages 157-180, 1978.

A. A. Ruban. Certain metric properties of p-adic numbers. Sibiesk. Math. Zh.,
11 :222-227, 1970.

W. Rudin. Real and complex analysis, 3rd ed. McGraw-Hill, Inc., New York, NY,
USA, 1987.

D. Ruelle. Thermodynamic formalism. Addison Wesley, 1978.

S.M. Sedjelmaci. On a parallel Lehmer-Euclid GCD algorithm. In ISSAC, pages
303-308, 2001.

J. Shallit. On the worst—case of the three algorithmss for computing the Jacobi
symbol. Journal of Symbolic Computation, 10 :593-610, 1990.

S.M. Sedjelmaci et C. Lavault. Improvements on the accelerated integer GCD algo-
rithm. Inf. Process. Lett., 61(1) :31-36, 1997.

J. Sorenson. Two fast GCD algorithms. J. Algorithms, 16(1) :110-144, 1994.

J. Sorenson. An analysis of Lehmer’s euclidean GCD algorithm. In Proceedings of
ISSAC’95, pages 254-258, 1995.

D. Stehlé. Web page. http ://www.loria.fr/~stehle/BINARY.html.

J. Stein. Computational problems associated with Racah algebra. Journal of Com-
putational Physics, 1 :397-405, 1967.

D. Stehlé et P. Zimmermann. A Binary recursive Ged algorithm. In Proceedings of
the 6th Algorithmic Number Theory Symposium, volume 3076, 2004.

B. Vallée. Opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés et analyse en moyenne des algo-
rithmes d’Euclide et de Gauss. Acta Arithmetica, 2(LXXXI) :101-144, 1997.

B. Vallée. Dynamics of the binary euclidean algorithm : Functional analysis and
operators. Algorithmica, 22(4) :660-685, 1998.

B. Vallée. Fractions continues & contraintes périodiques. Journal of Number Theory,
72 :183-235, 1998.

B. Vallée. Digits and continuants in euclidean algorirthms. ergodic versus tauberian
theorems. Journal de Théorie des Nombres de Bordeauz, 12 :531-570, 2000.

B. Vallée. Dynamical sources in information theory : Fundamental intervals and
word prefixes. Algorithmica, 29(1) :262-306, 2001.

B. Vallée. Dynamical analysis of a class of euclidean algorithms. Theoretical Com-
puter Science, 1-3(297) :447-486, 2003.



[Var|
[VVZ94]

[Web95]
[Wir74]

[YK75]

163

I. Vardi. Continued fractions. preprint, book in preparation.

V. S. Vladimirov, I. V. Volovich, et E. I. Zelenov. P-Adic Analysis and Mathematical
Physics, volume 1 of Series on Soviet & FEast FEuropean Mathematics. 1994.

K. Weber. The accelerated integer GCD algorithm. ACM Trans. Math. Softw.,
21(1) :111-122, 1995.

E. Wirsing. On the theorem of Gauss-Kuzmin-Levy and a Frobenius type theorem
for function spaces. Acta Arithm., 24 :507-528, 1974.

A.C. Yao et D.E. Knuth. Analysis of the subtractive algorithm for greatest common
divisors. In Proc. Nat. Acad. Sc. USA, volume 72, pages 4720-4722, 1975.



