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INTRODUCTION
EPUIS la 
rise du logi
iel de la �n des années soixante, il est 
lair qu'une appro
he méthodologiqueest indispensable à la 
on
eption de systèmes informatiques. Il s'est avéré à 
ette époque que la
omplexité des logi
iels était devenue bien trop importante pour qu'il soit envisageable de livrerun logi
iel 
orrespondant à son 
ahier des 
harges dans des délais et pour un 
oût raisonnables. Parmiles exemples que l'on peut 
iter pour illustrer l'ampleur de l'impa
t des défaillan
es dues au manque deméthodologie, on trouve la sonde Mariner 1 vers Vénus : lan
ée le 22 juillet 1962, elle a été détruite àpeine 5 minutes après son lan
ement 
ar sa traje
toire était devenue in
ontr�lable par 
ause d'une erreurde programmation. Plus ré
emment, en 1996, l'explosion du lan
eur Ariane 5, qui a 
oûté un demi milliardde dollars, est due à une faute logi
ielle d'un 
omposant dont le fon
tionnement n'était pas indispensabledurant le vol [JM97℄.Il s'est alors avéré né
essaire de dé�nir un ensemble de méthodes et d'outils dédiés à la 
on
eption, audéveloppement et à la maintenan
e des systèmes informatiques. Ces méthodes et outils forment 
e qu'onappelle le génie logi
iel. Tout au long du pro
essus de 
on
eption, depuis la formulation informelle desbesoins jusqu'au produit �nal, plusieurs types de méthodes de validation et de véri�
ation sont utilisés pourassurer la qualité du produit �nal. Parmi 
es méthodes, on trouve notamment les te
hniques de preuve, detest, de prototypage rapide ou de véri�
ation de modèles (model-
he
king). Ce sont les te
hniques de test quinous intéresserons plus parti
ulièrement i
i.Le test est l'un des moyens les plus utilisés pour la validation du logi
iel. L'a
tivité de test 
onsiste àexé
uter le logi
iel sur un sous-ensemble de ses entrées possibles de manière à dé
eler d'éventuelles erreurs.La présen
e d'erreurs est établie par 
onfrontation du 
omportement du logi
iel ave
 un objet de référen
e.Le pro
essus de test est généralement dé
omposé en trois phases : la séle
tion, la soumission et ladé
ision. Ces trois phases 
onsistent respe
tivement à séle
tionner le sous-ensemble des entrées sur lequelle logi
iel sera exé
uté, à soumettre 
es entrées au logi
iel en 
olle
tant les sorties 
'est-à-dire les réponsesdu logi
iel, et à dé
ider de l'adéquation de 
es sorties ave
 les sorties attendues.La séle
tion des données à soumettre au logi
iel peut être effe
tuée selon différentes appro
hes. Ellespeuvent par exemple être 
hoisies aléatoirement parmi les données possibles, ou bien selon 
ertains 
ritèresreprésentatifs des 
ara
téristiques du logi
iel qu'on veut tester. Ces 
ritères sont 
hoisis à partir d'un objetde référen
e qui peut être une spé
i�
ation informelle, une spé
i�
ation formelle ou un prototype. Unespé
i�
ation formelle d'un système informatique est une des
ription des fon
tionnalités et/ou du 
ompor-tement attendus de 
e système exprimée dans un langage rigoureux, 
'est-à-dire mathématiquement dé�ni.On distingue les spé
i�
ations formelles des spé
i�
ations dites informelles qui utilisent un langage ambigu



2 Introdu
tionpouvant donner lieu à différentes interprétations, 
omme le langage naturel par exemple. On parle égalementde spé
i�
ations semi-formelles, notamment au sujet d'UML, qui tend vers une formalisation de notationsgraphiques tout en laissant relativement libre leur interprétation.Le langage utilisé pour spé
i�er formellement un système peut être de différentes natures, suivant lesaspe
ts du système à dé
rire. On peut utiliser, entre autres, un formalisme logique, une algèbre de pro
essus,un langage orienté modèles ou un langage muni d'une représentation graphique 
omme les systèmes detransitions ou les réseaux de Petri. Certains de 
es formalismes de spé
i�
ation sont plus adaptés à dé
rireles aspe
ts fon
tionnels du système (
omportement sur les données) ou ses aspe
ts dynamiques (a
tions et
ommuni
ations ave
 l'environnement). Les spé
i�
ations logiques sont généralement utilisées pour dé
rireles fon
tionnalités du système, tandis que les algèbres de pro
essus et les systèmes de transitions sont utiliséspour spé
i�er l'aspe
t dynamique des systèmes.Pendant longtemps, 
ette distin
tion entre formalismes orientés données et formalismes orientés dyna-mique a été très nette. Cependant, sont apparues ré
emment des extensions de 
ha
un de 
es deux typesde formalismes a�n de prendre également en 
ompte les aspe
ts de l'autre. On trouve par exemple desextensions des formalismes dynamiques aux données : FSP (pour Finite State Pro
esses) est une algèbre depro
essus étendue aux données, tandis que les IOSTS (pour Input Output Symboli
 Transition Systems) sont uneextension aux données des automates 
ommuni
ants. Inversement, les formalismes logiques, dits égalementaxiomatiques, peuvent être utilisés pour spé
i�er les aspe
ts dynamiques des systèmes. Les logiques 
onsi-dérées pour la spé
i�
ation des aspe
ts fon
tionnels des systèmes sont en général des restri
tions ou desextensions de la logique du premier ordre. Il est alors possible de pro�ter de la vision dynamique offertepar les logiques modales pour spé
i�er, de façon plus abstraite que les algèbres de pro
essus ou les systèmesde transitions, le 
omportement d'un système. Ainsi, les extensions des logiques modales au premier ordrepermettent d'allier spé
i�
ation 
omportementale et spé
i�
ation des données.Lorsque la phase de séle
tion d'un jeu de tests est opérée à partir d'un objet de référen
e dé
rivant plusou moins formellement le 
omportement du logi
iel, sans 
onnaissan
e de l'implantation elle-même, onparle de test � boîte noire �. Différentes appro
hes de test boîte noire ont été développées pour 
ha
un desformalismesmentionnés 
i-dessus. Parmi 
es appro
hes, nous en distinguons deux qui illustrent la distin
tionentre données et dynamique que nous avons mentionnée plus haut.A�n de tester les aspe
ts fon
tionnels d'un système, une des théories de test qui a été dé�nie a pourobjet des systèmes dé
rits à l'aide de spé
i�
ations équationnelles, dites aussi algébriques [Ber91, BGM91℄.Dans 
e 
adre, deux hypothèses fondamentales sont posées : le système sous test est 
onsidéré 
omme unmodèle du formalisme logique dans lequel la spé
i�
ation est exprimée, 
'est-à-dire une algèbre ; les 
as detests sont des équations qui ne 
ontiennent pas de variables pour pouvoir être évaluées par le système soustest. L'interprétation des 
as de test est alors dé�nie 
omme la satisfa
tion de 
es formules par le systèmeen tant que modèle, une formule étant satisfaite par un modèle si elle est vraie pour une 
ertaine notion devérité dans 
e modèle. La notion fondamentale de 
orre
tion d'un système par rapport à sa spé
i�
ationest alors dé�nie dans 
e 
adre de la façon suivante : un système est 
orre
t s'il satisfait exa
tement lesmêmes formules sans variables que la spé
i�
ation. Le jeu de tests 
omposé de toutes 
es formules est alorsdit exhaustif puisqu'il permettrait de montrer la 
orre
tion du système s'il pouvait être soumis dans sonintégralité. Le problème réside dans le fait que 
et ensemble de tests est de très grande taille, voire in�ni. Ilest don
 né
essaire d'en séle
tionner un sous-ensemble de taille raisonnable à soumettre effe
tivement ausystème. Une des méthodes de séle
tion qui a été très étudiée dans le 
adre des spé
i�
ations équationnelles



Introdu
tion 3est 
elle appelée dépliage des axiomes [Mar91, Mar95, AABLM05℄. Son prin
ipe est de diviser l'ensembleexhaustif de tests en sous-ensembles selon des 
ritères dérivés des axiomes de la spé
i�
ation. Il reste don
une phase de génération 
onsistant ensuite à 
hoisir des 
as de test dans 
ha
un de 
es sous-ensembles a�nde 
onstruire un jeu de tests �ni 
ouvrant le jeu de tests exhaustif de départ.Lorsqu'il s'agit de tester les aspe
ts dynamiques des systèmes, la théorie de test boîte noire qui a étédé�nie est appelée test de 
onformité [LY96, Tre95℄. Dans le 
adre du test de 
onformité, la spé
i�
ationdu système sous test peut être une ma
hine à états �nis ou un système de transitions étiquetées. L'hypothèsede test fondamentale est d'assimiler le système sous test à un objet de même nature que la spé
i�
ation. Le
omportement du système, exprimé en termes de tra
e d'exé
ution 
'est-à-dire de suite d'états, d'entrées etde sorties, est alors 
onfronté au 
omportement dé
rit par la spé
i�
ation. Un système est dit 
orre
t dans
e 
adre si tous ses 
omportements sont autorisés par la spé
i�
ation. Par exemple, lorsque le système etla spé
i�
ation sont des systèmes de transitions étiquetées, la 
orre
tion du système peut être dé�nie par larelation io
o [Tre95℄ : le système est 
onforme à sa spé
i�
ation pour io
o si toute tra
e de la spé
i�
ationexé
utée par le système donne une des sorties autorisées par la spé
i�
ation pour 
ette tra
e. La séle
tion destests dans 
e 
adre peut être effe
tuée par un par
ours du système de transitions permettant de 
onstruirepas à pas des tra
es à soumettre au système sous test. Elle peut également être 
onduite par un obje
tif detest sous la forme d'un système de transitions représentant un ensemble de 
omportements à tester. Ce sontles tra
es de la spé
i�
ation 
orrespondant à 
et obje
tif de test qui seront alors soumises au système.La barrière entre formalismes de spé
i�
ation dédiés aux données et formalismes dédiés à la dyna-mique s'étant estompée grâ
e aux extensions de 
es formalismes aux aspe
ts dynamiques et aux donnéesrespe
tivement, des te
hniques de test ont pu être développées pour 
es nouveaux formalismes.Ré
emment, les appro
hes du test de 
onformité ont été étendues a�n de prendre également en 
ompte àla fois l'aspe
t fon
tionnel des systèmes. Les formalismes utilisés sont alors desma
hines à états �nis étenduesaux données 
omme les EFSM (pour Extended Finite State Ma
hines) [MS98℄ ou des systèmes de transitionssymboliques 
omme les STS (pour Symboli
 Transition Systems) [FTW04, PBG99℄ ou les IOSTS [RdBJ00,GLRT06℄. Les appro
hes fondées sur les extensions symboliques des modèles dynamiques permettent parexemple d'utiliser une te
hnique d'analyse parti
ulière appelée exé
ution symbolique a�n de dé�nir unestratégie de séle
tion de tests. Le prin
ipe est d'utiliser des symboles 
omme données d'entrée au lieude données 
on
rètes et de dériver un arbre d'exé
ution symbolique a�n de dé
rire toutes les exé
utionspossibles du système de façon symbolique. Les obje
tifs de test sont alors 
hoisis parmi les sous-arbres de
et arbre d'exé
ution à l'aide de 
ertains 
ritères selon les 
ara
téristiques du système à tester.Cependant, il n'existe pas à 
e jour de travaux proposant des te
hniques de test dédiées à des systèmesmêlant dynamique et données et spé
i�és à l'aide de formalismes axiomatiques. La spé
i�
ation d'un systèmedans un tel formalisme étant un ensemble de propriétés, elle donne de fait une vision plus abstraite du systèmequ'un système de transitions qui est une spé
i�
ation exé
utable. Le travail de 
ette thèse 
her
he alors àétendre à des systèmes dynamiques le 
adre de test dé�ni pour des systèmes dé
rits à l'aide de spé
i�
ationsalgébriques. L'obje
tif est d'aborder le test de 
e type de systèmes de manière plus abstraite que l'appro
hedu test de 
onformité. Comme on l'a dit plus haut, parmi les formalismes de spé
i�
ation qui permettentde lier la des
ription des aspe
ts fon
tionnels et dynamiques d'un système se trouvent les extensions desmodèles dynamiques aux données, mais également des extensions de la logique du premier ordre à des aspe
tsdynamiques 
omme les logiques modales. Le 
adre de test à partir de spé
i�
ations algébriques ayant étédé�ni de façon générale pour des spé
i�
ations axiomatiques, notre appro
he est de faire entrer les systèmes
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tiondynamiques dans 
e 
adre en les dé
rivant par de telles spé
i�
ations. La logique modale du premier ordreétant très adaptée à dé
rire 
e type de systèmes, 
'est 
ette logique que nous avons 
hoisie 
omme formalismeaxiomatique pour la spé
i�
ation de 
es systèmes. Le système sous test est alors spé
i�é, non pas à l'aide d'unautomate ou d'un système de transitions, qui ne représentent qu'un seul modèle du système, mais à l'aided'un ensemble d'axiomes exprimés en logique modale du premier ordre. Cela permet de se pla
er à un niveaud'abstra
tion plus élevé, une spé
i�
ation modale dénotant une 
lasse de systèmes. C'est 
e qu'on appelle dela sous-spé
i�
ation : on ne signi�e rien de plus que 
e qui est effe
tivement dit. De plus, les systèmes ainsispé
i�és sont interprétés par des modèles mathématiques appelés 
oalgèbres [Kur00, Rut00, Ja
℄ qui sontune généralisation des systèmes de transitions.Dans le 
adre de test dé�ni initialement pour des spé
i�
ations axiomatiques, la méthode de séle
tiond'un jeu de tests effe
tif à soumettre au système par dépliage des axiomes a été étudiée de façon approfondiepour des spé
i�
ations équationnelles 
onditionnelles positives [Ber91, Mar91, BGM91, Mar95, AABLM05℄.Ces spé
i�
ations étant pourvues de te
hniques de preuve bien 
onnues et ef�
a
es, l'idée fondamentaleest d'utiliser 
es te
hniques pour la séle
tion de 
as de test. En effet, les 
as de test doivent être des
onséquen
es de la spé
i�
ation, 
'est-à-dire des formules prouvées être des théorèmes dans la théoriedé�nie par la spé
i�
ation. Ils peuvent alors être déduits des axiomes de la spé
i�
ation, en utilisant le 
al
ul
orrespondant au formalisme de la spé
i�
ation. La pro
édure de dépliage 
onsiste alors à raf�ner le jeu detests exhaustif initial en remplaçant 
es tests par des ensembles de formules 
hoisies dans leurs arbres depreuve. Les jeux de tests ainsi obtenus doivent être aussi puissants que le jeu de test exhaustif : au
un test nedoit être perdu (stratégie 
orre
te) et au
un test ne doit être ajouté (stratégie 
omplète). A�n de montrer 
erésultat, une solution 
onsiste à montrer que tout arbre de preuve peut être transformé de façon à respe
terune 
ertaine stru
ture qui rend possible la stratégie de 
hoix, 
'est-à-dire prouver la normalisation de latransformation.A�n d'étendre 
e 
adre de test à des spé
i�
ations exprimées en logique modale du premier ordre, notredémar
he est la suivante. La première étape 
onsiste à généraliser la méthode dépliage aux spé
i�
ations dupremier ordre. Une restri
tion s'impose alors quant à l'utilisation du quanti�
ateurexistentiel dans les axiomesde la spé
i�
ation. Il est en effet possible de montrer que tester une formule quanti�ée existentiellementrevient à prouver 
ette formule dans le système sous test. Ce type de formules ne peut don
 pas être utilisédans le 
adre du test. Cependant, hormis 
ette restri
tion mineure, les résultats d'exhaustivité ainsi que laméthode de séle
tion par dépliage trouvent une généralisation satisfaisante aux spé
i�
ations du premierordre sans quanti�
ateurs [AALL07℄.Il s'agit ensuite d'adapter 
e 
adre de test à des spé
i�
ations modales du premier ordre. Le premierformalisme de spé
i�
ation que nous avons 
hoisi est une extension modale de la logique 
onditionnellepositive pour laquelle le 
adre de test a été initialement dé�ni. Cette restri
tion sur la forme des formulesmodales permet d'étudier l'in�uen
e de la présen
e de modalités dans le pro
essus de séle
tion par dépliagedes axiomes ainsi que la dualité des résultats d'exhaustivité ave
 
eux du 
adre original. En effet, les 
oalgèbresdans lesquelles les spé
i�
ations modales du premier ordre sont interprétées sont des 
onstru
tions duales,dans un sens que nous dé�nirons, desmodèles algébriques. L'exhaustivité étant une notion liée à la sémantiquedes spé
i�
ations utilisées pour dé
rire le système sous test, la dualité desmodèles algébriques et 
oalgébriquesse retrouve dans les preuves d'existen
e d'un jeu de tests exhaustif dans les 
adres algébrique et modal.Une fois le 
adre de test adapté aux spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives [AL07℄, nous pou-vons aborder la généralisation aux spé
i�
ations modales du premier ordre. Pour les mêmes raisons que



Introdu
tion 5dans le 
as des spé
i�
ations du premier ordre, les formules sont restreintes aux formules sans quanti�
a-teurs. La logique modale du premier ordre 
hoisie est la logique sous-ja
ente au langage de spé
i�
ationsCOCASL [MSRR06℄, tout 
omme la logique du premier ordre est la logique sous-ja
ente au langage despé
i�
ations algébriques CASL [ABK+02, CoFI04℄. COCASL est une extension 
oalgébrique de CASL quipermet de spé
i�er 
onjointement des types de données algébriques et des pro
essus de nature 
oalgébrique.La logique modale de COCASL permet d'exprimer des propriétés sur de tels pro
essus, par exemple despropriétés de viva
ité et de sûreté. L'extension du 
adre de test à des spé
i�
ations modales du premierordre [LA07℄ permet alors de tester de telles propriétés.La thèse se 
ompose de trois parties organisées 
omme suit :Les préliminaires 
ontiennent les notions fondamentales né
essaires à la présentation de la théorie du testà partir de spé
i�
ations axiomatiques. Cette théorie étant dé�nie indépendamment de toute logique,nous présentons tout d'abord le 
adre abstrait des logiques générales a�n de �xer les notions et lesnotations des différentes 
omposantes d'une logique dont nous aurons besoin dans la présentation du
adre général de test. Nous dé�nissons ensuite les deux types de logiques dans lesquels nous étudionsle test tout au long de 
ette thèse, la logique du premier ordre et la logique modale du premier ordre,que nous présentons 
omme des instan
es de logiques générales. Nous terminons 
ette partie par laprésentation de la théorie du test dans le 
adre des logiques générales.La première partie est 
onsa
rée au test à partir de spé
i�
ations du premier ordre. Nous présentons toutd'abord un état de l'art de la méthode de séle
tion par dépliage des axiomes ainsi qu'une 
ontributionà l'étude des 
onditions sous lesquelles l'existen
e d'un jeu de tests exhaustif est assurée. Ces résultatsainsi que la pro
édure de dépliage sont ensuite généralisés aux spé
i�
ations du premier ordre sansquanti�
ateurs. Nous montrons également la raison de 
ette restri
tion sur les quanti�
ateurs.La se
onde partie présente les extensions de laméthode de séle
tion de la première partie aux spé
i�
ationsmodales du premier ordre ainsi que les résultats d'exhaustivité, de 
orre
tion et de 
omplétude dela pro
édure assurant la pertinen
e de la séle
tion. La première extension se situe dans le 
adre desspé
i�
ations modales 
onditionnelles positives, 
e qui permet d'adapter la pro
édure de séle
tionoriginale en se fo
alisant uniquement sur la présen
e demodalités. La pro
édure est ensuite généraliséeaux spé
i�
ations modales du premier ordre sans quanti�
ateurs. Dans les deux 
adres, des résultatsd'exhaustivité sont montrés. Une 
omparaison ave
 l'appro
he du test de systèmes dynamiques par letest de 
onformité est également proposée à la suite de la présentation de l'adaptation du 
adre de testaux spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives.L'annexe A est un bref ré
apitulatif des notions de la théorie des 
atégories né
essaires à la le
ture de 
edo
ument. Sont présentées su

in
tement les notions de 
atégorie, de morphisme, de fon
teur, desous-
atégorie, de 
atégorie duale, ainsi que la vision 
atégorique de notions de théorie des ensembleset les 
on
epts de limites et 
olimites.L'annexe B présente des résultats de normalisation d'arbres de preuve que nous avons établis. Ce travail aété 
onduit de façon parallèle et n'est don
 pas dire
tement lié à la problématique de la thèse, mais ilfournit des résultats utilisés dans plusieurs des preuves de 
omplétude de la pro
édure de dépliage.
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ations axiomatiques





A THÉORIE du test que nous allons présenter a été dé�nie pour des systèmes spé
i�és dans desformalismes axiomatiques, appelés aussi logiques. Les logiques générales, dé�nies à partir desinstitutions, fournissent un 
adre uni�é pour la dé�nition de tels formalismes. Elles permettent eneffet de dé�nir de façon abstraite les différentes 
omposantes d'une logique que sont la syntaxe, la sémantiqueet le 
al
ul, ainsi que les liens entre 
es trois notions. Nous pro�tons alors de 
e 
adre général de des
riptiondes logiques pour présenter les notions et les résultats dont nous aurons besoin dans la suite et qui peuventêtre dé�nis indépendamment de la logique manipulée.Nous suivons ensuite le s
héma de présentation donné par les logiques générales pour présenter les deux
lasses de logiques dans lesquelles nous étudions le test, à savoir la logique du premier ordre et la logiquemodale du premier ordre. Ces deux logiques sont munies d'un 
al
ul des séquents approprié qui sera utilisépour la séle
tion de tests à partir des spé
i�
ations exprimées dans 
es logiques. Les logiques équationnelle et
onditionnelle positive sont alors dé�nies 
omme des restri
tions de la logique du premier ordre tandis quela logique modale 
onditionnelle positive est dé�nie 
omme une restri
tion de la logique modale du premierordre. La dé�nition de la sémantique de la logique modale du premier ordre né
essite l'introdu
tion de lanotion de 
oalgèbre 
omme abstra
tion des modèles dynamiques tels que les systèmes de transitions. Dansles deux 
adres logiques, des résultats liés à l'existen
e d'un modèle parti
ulier, initial dans le 
as algébriqueet terminal dans le 
as modal, sont présentés.En�n, la théorie du test à partir de spé
i�
ations axiomatiques est présentée de façon abstraite dans le
adre des logiques générales. Ce 
adre théorique est 
elui dans lequel tous les travaux présentés dans 
ettethèse se situent. Nous dé�nissons alors les notions fondamentales de 
orre
tion d'un système sous test,d'exhaustivité d'un jeu de tests ainsi que la notion de 
ritère de séle
tion et ses propriétés de 
orre
tion et de
omplétude.





CHAPITRE I Logiques généralesTout formalisme logique, dit aussi formalisme axiomatique, 
omporte trois aspe
ts intimement liés.La syntaxe. Le premier obje
tif d'un formalisme est d'offrir la possibilité d'exprimer des propriétés per-mettant de dé
rire des systèmes. Pour que le pro
édé de validation de 
es propriétés soit véri�able parun ordinateur, il faut que leur énon
é lui-même soit mis sous forme dire
tement � 
ompréhensible �par un ordinateur, 
'est-à-dire sous forme symbolique. La 
olle
tion de tous les énon
és à établir sur lesystème dé
rit la spé
i�
ation de 
e dernier, 
e qu'on peut voir 
omme un 
ahier des 
harges formel.La dé�nition des suites de symboles re
onnaissables pour un formalisme en 
ara
térise la syntaxe.L'énon
é des propriétés respe
tant 
ette syntaxe est usuellement appelé une formule.La sémantique. L'énon
é symbolique des propriétés ne suf�t pas à lui seul, puisqu'il n'est qu'une suitede 
ara
tères et de symboles. Il est don
 né
essaire de donner de façon rigoureuse un sens auxsymboles et aux suites de symboles du langage, 
orrespondant au phénomène que l'on veut garantirpar 
es propriétés. Ce sens est donné par un ensemble de modèles mathématiques : la sémantique. Cesmodèles peuvent être vus 
omme des abstra
tions mathématiques des systèmes dont on veut établirla 
orre
tion. Pour établir 
ette 
orre
tion, on munit la sémantique d'une relation binaire entre lesmodèles et les formules, appelée relation de satisfa
tion. Grâ
e à 
ette relation, il est alors possible dedire si une 
ertaine propriété est ou non validée par un modèle, 
'est-à-dire si 
ette propriété est vraiedans 
e modèle pour une 
ertaine interprétation.Le 
al
ul. À partir de la sémantique et de sa relation de satisfa
tion, la 
orre
tion d'un système informatiquepar rapport à sa spé
i�
ation peut être abordée de façon rigoureusemais non formelle. La formalisationde 
ette preuve de 
orre
tion, et don
 sa 
erti�
ation mé
anique, né
essite au préalable de traduiresymboliquement les preuves sémantiques. En effet, manipuler des suites de symboles est la seule 
hoseque sa
he faire un ordinateur. Il faut alors dé�nir des règles de manipulation syntaxique des formuleset 
omment elles peuvent 
onduire à obtenir une propriété. Cet ensemble de règles est appelé unsystème formel, ou bien un 
al
ul.Ces trois aspe
ts (syntaxe, sémantique, et 
al
ul) sont loin d'être indépendants. La syntaxe dé�nit ledomaine dans lequel travaillent la sémantique et le 
al
ul en �xant le langage, 
'est-à-dire les symboles utilisés



12 I Logiques généraleset les 
onstru
tions autorisées. La sémantique, quant à elle, doit être 
apable de donner un sens à toutes les
onstru
tions dé�nies par la syntaxe. En�n, le 
al
ul n'étant qu'une manipulation symbolique a priori sansau
un sens, il est indispensable de s'assurer que 
e dernier représente aussi �dèlement que possible le mondesémantique 
hoisi, que les manipulations symboliques sont en a

ord ave
 la sémantique. On parle alorsde 
orre
tion du 
al
ul. Lorsqu'elle traduit totalement 
e monde sémantique, on parle de 
omplétude. Bienentendu, la première propriété est absolument né
essaire, 
ar proposer un 
al
ul sans dé�nir en quel sensil est 
orre
t, ne pas fournir de sémantique, enlève de fait toute 
rédibilité à une logique. C'est seulementune fois établie la 
orre
tion des règles du 
al
ul par rapport à la sémantique que l'on peut faire 
on�an
eà un 
al
ul. On peut alors s'appuyer sur une 
ompréhension intuitive de la sémantique pour guider lespreuves formelles. La 
omplétude en revan
he est seulement souhaitable 
ar, s'il est intéressant de traduiretotalement la sémantique par des règles de 
al
ul, 
ela n'est pas toujours possible (une 
onséquen
e duthéorème d'in
omplétude de Gödel).L'introdu
tion d'un nouveau formalisme logique se fait toujours par la donnée de sa syntaxe, de sasémantique et de son 
al
ul. Même si la dé�nition de 
es différents éléments est propre à 
haque langage,de nombreux points 
ommuns existent traduisant l'essen
e même d'un formalisme de spé
i�
ation. Enpratique, le volet syntaxique d'une logique repose sur la 
onstru
tion indu
tive de formules à partir desymboles de fon
tions, de prédi
ats, de 
onne
teurs propositionnels, de quanti�
ateurs, et
. On remarqueégalement qu'une logique 
ontient des �parties �xes � (
onne
teurs propositionnels, quanti�
ateurs, dé�nitionindu
tive des termes et des formules, et
.) et des � parties utilisateurs � que l'on introduit dans le but derésoudre un problème donné. Ces dernières sont 
lassiquement appelées des signatures. Elles 
ara
térisentles éléments de base spé
i�ques à un problème donné. Elles représentent don
 l'interfa
e du problèmetraité. Dans le 
adre d'un système informatique, 
ette interfa
e est importante. En effet, 
'est souvent laseule partie visible d'un système pour les utilisateurs. De plus, un système informatique est amené à voir son
omportement évoluer au long de son 
y
le de vie. Cette évolution se 
ara
térise souvent en premier lieu parune modi�
ation de son interfa
e (par ajout de fon
tionnalités par exemple) puis par une modi�
ation deson 
omportement (par exemple en ajoutant des propriétés pour 
ara
tériser les nouvelles fon
tionnalités).Pour 
es raisons, la notion de signature, ainsi qu'un moyen de 
omparer 
es signatures au niveau syntaxiquepuis au niveau sémantique, doivent apparaître dans le 
adre d'une des
ription générale de logiques dédiéesà l'informatique. Pour mieux appréhender les liens entre les logiques et leur appli
ation à l'informatique, lathéorie des institutions [GB92℄ a alors été introduite par Joseph Goguen et Rod Burstall, puis étendue auxpreuves formelles par José Meseguer dans sa dé�nition des logiques générales [Mes89℄.Nous allons présenter tout d'abord le volet sémantique des logiques, au travers des institutions, ainsique la notion de spé
i�
ation. Nous présenterons ensuite le volet 
al
ulatoire en introduisant les logiquesgénérales et les notions asso
iées aux systèmes formels.1 Institutions1.1 Dé�nitions élémentairesUne institution 
apture de manière formelle le 
on
ept de système logique en donnant :� une 
atégorie de signatures qui fournissent le vo
abulaire né
essaire à la des
ription d'un problèmedonné. Intuitivement, les signatures sont aux systèmes logiques 
e que les interfa
es sont aux pro-



1. Institutions 13grammes. Les morphismes de signatures, qui représentent les relations entre signatures, sont à rap-pro
her de la notion de modi�
ation d'interfa
e (enri
hissement, sur
harge. . . ) ;� un moyen d'asso
ier, à 
haque signature, un ensemble de formules, qui sont les formules bien forméessur 
ette signature, auquel sont étendus les morphismes de signatures. Intuitivement, les morphismesde signatures transportés aux formules sont des fon
tions permettant de renommer les symboles dela signature utilisés dans les formules ;� un moyen d'asso
ier, à 
haque signature, une 
atégorie de modèles, à laquelle sont étendus lesmorphismes de signatures. Les morphismes de signature sont transportés aux modèles de façon àpouvoir restreindre un modèle asso
ié à une signature en un modèle d'une signature plus pauvre ;� un moyen d'asso
ier, à 
haque signature, une relation entre les modèles de 
ette signature et lesformules sur 
ette signature appelée relation de satisfa
tion, permettant de dire qu'un modèle valideou non une formule.Une 
ondition sur 
es éléments impose la préservation de la relation de satisfa
tion par 
hangement designature, 
'est-à-dire qu'un 
hangement de signature selon un morphisme de signatures ne doit pas affe
terla satisfa
tion des formules par les modèles. Par analogie ave
 les langages de programmation, 
ela traduit lefait qu'un programme peut faire quelque 
hose de plus simple que 
e pour quoi il a été 
onçu. Par exemple,un programme permettant de manipuler des piles et en parti
ulier d'en 
al
uler la hauteur est 
apable defaire de l'arithmétique élémentaire sur les entiers.Ainsi, sans détailler la stru
ture des formules ni 
elle desmodèles, une institution est dédiée à la des
riptiondes rapports existant entre syntaxe et sémantique, 
'est-à-dire entre les ensembles de formules dé�nis surdes signatures et les 
atégories de modèles asso
iées à 
elles-
i. C'est en quelque sorte une logique à laquellemanquent tous les mé
anismes d'inféren
e, mais qui permet de 
apturer formellement la notion de systèmelogique d'un point de vue théorie des modèles.DÉFINITION I.1� Institution.Une institution est un quadruplet (Sig ;For ;Mod ; j=) où :� Sig est une 
atégorie dont les objets sont appelés signatures ;� For : Sig ! Set est un fon
teur 1 qui à toute signature � 2 jSig j asso
ie 2 l'ensemble For(�) desformules sur � ;� Mod : Sig ! Catop est un fon
teur 3 qui à 
haque signature� 2 jSig j asso
ie la 
atégorieMod(�)des modèles de � ;� j== (j=�)�2jSig j est la famille de relations j=� surMod(�)�For(�) appelées relations de satisfa
tion.De plus, pour tout morphisme de signatures � : �! �0, pour tout modèleM0 2 jMod(�0)j, pour touteformule ' 2 For(�), on a la propriété suivante, appelée 
ondition de satisfa
tion :M0 j=�0 For(�)(')() Mod(�)(M0) j=� 'Toutes les logiques que nous allons présenter par la suite véri�ent 
ette 
ondition. Toutefois, 
ettedernière ne sera pas né
essaire pour établir les résultats liés à la séle
tion de tests à partir de spé
i�
ations1
Set est la 
atégorie dont les objets sont les ensembles et dont les morphismes sont les fon
tions.2La notation jSig j désigne la 
lasse des objets de la 
atégorie Sig , voir l'annexe A.3
Cat est la 
atégorie dont les objets sont des 
atégories et dont les morphismes sont les fon
teurs. Catop est la 
atégorie dualede Cat , voir l'annexe A.



14 I Logiques généralesaxiomatiques. Nous nous servirons uniquement du 
adre uni�é sous lequel les institutions permettent deprésenter l'aspe
t sémantique des logiques.La dé�nition d'une institution n'implique au
une 
ontrainte sur la 
onstru
tion et la forme des formules.Dans la pratique 
ependant, la stru
ture des formules n'est pas quel
onque. Comme nous le verrons dansles deux instan
es d'institutions que nous présentons aux 
hapitres suivants, la dé�nition des formules pourune logique parti
ulière repose sur la donnée d'un ensemble d'éléments de base (les formules atomiques)et d'opérateurs sur 
et ensemble (
onne
teurs logiques, quanti�
ateurs, modalités, et
.). Bien que le 
adreabstrait des institutions ne permette pas de faire référen
e expli
itement à 
es opérateurs, il est possiblede les dé�nir de façon interne à une institution donnée. Les résultats dont nous aurons besoin né
essitantuniquement l'existen
e de la négation au sein de l'institution 
onsidérée, nous ne donnons i
i que la dé�nitionde la négation sémantique.DÉFINITION I.2� Négation sémantique.Soit une institution I = (Sig;For ;Mod ; j=). Soit � une signature. Une formule '0 2 For(�) est lanégation sémantique d'une formule ' 2 For(�) si et seulement si8M 2 jMod(�)j;M j=� '0 ,M 6j=� 'On dira que I possède la négation si pour toute signature �, toute formule ' 2 For(�) possède unenégation sémantique.Dans le reste de 
ette se
tion, on se pla
e dans une institution I = (Sig ;For ;Mod ; j=) �xée possédantla négation.Pour une formule ' donnée, il est possible de 
onsidérer l'ensemble des modèles de� qui valident 
etteformule. On dit alors d'un modèle appartenant à 
et ensemble qu'il est un modèle de '. Plus généralement,étant donné un ensemble de formules, on dé�nit un modèle asso
ié à 
et ensemble de la façon suivante.DÉFINITION I.3� Modèle d'un ensemble de formules.Soit � une signature de jSig j et 	 � For(�) un ensemble de formules sur �. Un modèle de 	 est un�-modèleM qui valide toutes les formules de 	, 
'est-à-dire tel que8' 2 	;M j= 'On noteMod(	) la sous-
atégorie pleine deMod(�) dont les objets sont les modèles de 	.Étant donné un ensemble de formules 	, un modèle de 	 est don
 un modèle qui, en parti
ulier,valide les formules de	, mais en général, valide aussi d'autres formules. Parmi 
elles-
i, il en existe qui sontégalement validées par d'autres modèles de 	. Si 
es formules sont véri�ées par tout modèle véri�ant lesformules de 	, on dit que 
e sont des 
onséquen
es sémantiques de 	.DÉFINITION I.4� Conséquen
e sémantique d'un ensemble de formules.Soit � une signature de jSig j. Soit 	 � For(�) un ensemble de formules sur �. L'ensemble des
onséquen
es sémantiques de 	, noté 	�, est l'ensemble des formules validées par tous les modèles de 	 :	� = f' 2 For(�) j 8M 2 Mod(	);M j= 'g



1. Institutions 15Si ' 2 	�, on note 	 j= ' la relation de 
onséquen
e sémantique.Un ensemble de formules est alors dit 
onsistant s'il existe des formules qui ne sont pas des 
onséquen
essémantiques de 
et ensemble.DÉFINITION I.5� Consistan
e d'un ensemble de formules.Soit � une signature. Un ensemble de formules 	 � For(�) est dit 
onsistant si 	� 6= For(�), etin
onsistant dans le 
as 
ontraire.Un ensemble de formules in
onsistant peut don
 avoir pour 
onséquen
e sémantique à la fois uneformule et sa négation. Un modèle ne pouvant valider qu'une seule de 
es deux formules, un tel ensemblede formules ne peut pas avoir de modèles.PROPOSITION I.1. [Bar05℄ Soit � une signature telle que For(�) 6= ;. Un ensemble de formules 	 � For(�) est
onsistant si et seulement siMod(	) 6= ;.Une 
lasse de modèles d'une même signature peut être 
ara
térisé par l'ensemble des formules qui sontvalidées par tous les modèles de 
ette 
lasse. Ces formules forment 
e qu'on appelle une théorie.DÉFINITION I.6� Théorie.Soit � une signature. Soit M � jMod(�)j un ensemble de modèles de �. La théorie de M , notéeTh(M ), est l'ensemble de formules suivant :Th(M ) = f' 2 For(�) j 8M 2M ;M j=� 'gOn remarque que pour un ensemble de formules	, l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques de	 estla théorie de la 
lasse des modèles de 	 : 	� = Th(Mod(	))On dit qu'une théorie est 
omplète si 
'est le plus grand ensemble de formules qui soit 
onsistant. Intuitive-ment, tout formule n'appartenant pas à 
ette théorie est la négation d'une formule de la théorie.DÉFINITION I.7� Complétude d'une théorie.Soit � une signature. Soit T � For(�) une théorie. La théorie T est dite 
omplète ou maximale 
onsistantesi et seulement si, pour toute formule ' 2 For(�), une des deux 
onditions suivantes est véri�ée :� T [ f'g est in
onsistante ;� ' 2 T .En parti
ulier, l'ensemble des formules validées par un modèle donné est une théorie 
omplète.PROPOSITION I.2. [Bar05℄ Soit � une signature telle que For(�) 6= ;. Pour toutM modèle de �, Th(M) est unethéorie 
omplète.



16 I Logiques généralesPour une signature donnée, il existe une multitude de modèles entre lesquels il n'est possible d'établirde distin
tion qu'au travers des formules qu'ils valident. Deux modèles d'une même signature qui validentexa
tement les mêmes formules sont alors dits élémentairement équivalents.DÉFINITION I.8� Équivalen
e élémentaire de modèles.Soit � une signature de jSig j. SoientM;M0 2 Mod(�) deux modèles de � et 	 � For(�). On ditqueM etM0 sont élémentairement équivalents par rapport à 	, notéM �	 M0, si et seulement s'ils validentexa
tement les mêmes formules de 	 :8' 2 	;M j= ',M0 j= 'Lorsque 	 = For(�), on dit queM etM0 sont élémentairement équivalents, notéM�M0.Cette notion s'exprime également au niveau des formules. Deux formules représentent la même propriétési elles sont validées exa
tement par les mêmes modèles.DÉFINITION I.9� Équivalen
e élémentaire de formules.Soient ' et  deux formules sur �. On dit que ' et  sont élémentairement équivalentes, noté ' �  , si etseulement si elles admettent exa
tement les mêmes modèles :8M 2 Mod(�);M j= ',M j=  La notion d'équivalen
e élémentaire de modèles nous permet d'exprimer la propriété suivante sur lesmodèles d'une théorie 
omplète.THÉORÈME I.1. [Bar05℄ Soit � une signature. Soit T � For(�) une théorie 
omplète. Soit 	 l'ensemble des formules
loses sur �. Alors pour tousM,M0 modèles de T non vides,M�	M0.1.2 Spé
i�
ationsUne fois �xée une logique sous la forme d'une institution, il est possible de l'utiliser 
omme formalismede spé
i�
ation. Une spé
i�
ation axiomatique, est alors 
omposée de l'ensemble des symboles spé
i�quesau système que l'on veut dé
rire (une signature de la logique 
onsidérée) et d'un ensemble de formules
onstruites à partir de 
ette signature : les axiomes.DÉFINITION I.10� Spé
i�
ation.Soit une institution (Sig;For ;Mod ; j=). Une spé
i�
ationSp est un 
ouple (�;Ax) où� est une signaturede jSig j et Ax 2 For(�) est un ensemble de formules appelées axiomes.Les axiomes dé
rivant les propriétés attendues du système, il est né
essaire que les modèles asso
iés à laspé
i�
ation, étant des représentations du système, valident 
es axiomes. Un modèle d'une spé
i�
ation estdon
 un modèle de la signature de 
ette spé
i�
ation qui valide tous les axiomes.



2. Logiques générales 17DÉFINITION I.11� Modèle d'une spé
i�
ation.Si Sp = (�;Ax ) est une spé
i�
ation, on appelle modèle de Sp un modèle de l'ensembleAx des axiomes.On noteMod(Sp) la sous-
atégorie pleine deMod(�) dont les objets sont les modèles de Sp.Les formules qui sont validées par tous les modèles d'une spé
i�
ation seront d'une importan
e parti-
ulière dans la suite de 
ette thèse. Elles représentent en effet toutes les propriétés que le système spé
i�évalide dès lors qu'il valide les axiomes de la spé
i�
ation, 
e système pouvant être vu 
omme un modèle dela spé
i�
ation.DÉFINITION I.12� Conséquen
es sémantiques d'une spé
i�
ation.Si Sp = (�;Ax ) est une spé
i�
ation, l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques de Sp , noté Sp�, estl'ensemble des 
onséquen
es sémantiques de l'ensemble Ax des axiomes. Si ' 2 Sp�, on note Sp j= ' larelation de 
onséquen
e sémantique.Pour s'assurer qu'il est possible de 
on
evoir un système implantant une spé
i�
ation, il faut que 
elle-
iadmette au moins un modèle, 
'est-à-dire que l'ensemble de 
es axiomes soit 
onsistant. On dit alors que laspé
i�
ation elle-même est 
onsistante.DÉFINITION I.13� Consistan
e d'une spé
i�
ation.Une spé
i�
ation Sp = (�;Ax ) est dite 
onsistante si seulement si Ax est 
onsistant.2 Logiques générales2.1 Dé�nitions élémentairesUn système d'inféren
e 
apture abstraitement les aspe
ts syntaxiques du raisonnement dans une logique.Comme une institution, il est 
onstitué d'une 
atégorie de signatures et d'un fon
teur asso
iant à 
haquesignature un ensemble de formules, mais la sémantique, au travers du fon
teur donnant une 
atégorie demodèles pour une signature et de la relation de satisfa
tion, est rempla
é i
i par le raisonnement dédu
tif,représenté par une relation entre ensembles de formules et formules, appelée relation d'inféren
e. Intuiti-vement, 
ette relation exprime la possibilité de déduire une propriété d'un ensemble d'hypothèses par une
ertaine méthode de raisonnement exprimée uniquement en termes de manipulations syntaxiques.DÉFINITION I.14� Système d'inféren
e.Un système d'inféren
e est un triplet (Sig ;For ;`) où :� Sig est une 
atégorie dont les objets sont appelés signatures ;� For : Sig ! Set est un fon
teur qui à toute signature � 2 jSig j asso
ie l'ensemble For(�) desformules sur � ;� `= (`�)�2jSig j est la famille de relations `� surP(For(�))�For(�) appelées relations d'inféren
e.Ce raisonnement peut posséder différentes propriétés, listées 
i-après.



18 I Logiques généralesDÉFINITION I.15� Propriétés des systèmes d'inféren
e.Soit (Sig;For ;`) un système d'inféren
e.La relation ` est ré�exive si pour toute signature � de jSig j, pour toute formule ' 2 For(�),f'g `� 'La relation ` est transitive si pour toute signature � de jSig j, pour tous ensembles 4 de formules �;�0 �For(�), pour toute formule ' 2 For(�),� `� �0 ^ � [ �0 `� ') � `� 'La relation ` est monotone si pour toute signature � de jSig j, pour tous ensembles de formules �;�0 �For(�), pour toute formule ' 2 For(�),� `� ' ^ � � �0 ) �0 `� 'La relation ` a la propriété de `-translation si pour toutes signatures� et�0 de jSig j, pour tout ensemble deformules � � For(�), pour toute formule ' 2 For(�), pour tout morphisme 5 de signatures � : �! �0,� `� ') For(�)(�) `�0 For(�)(')La ré�exivité exprime le fait qu'on peut toujours déduire une formule à partir d'elle-même. La transitivitétraduit la possibilité de mener des preuves en passant par des lemmes intermédiaires : pour prouver ' àpartir de �, on 
ommen
e par prouver un ensemble de lemmes �0, qu'on utilise pour prouver '. Si larelation d'inféren
e est monotone, 
ela signi�e que si on peut prouver ' à partir d'un ensemble d'hypothèses�, alors on peut également prouver ' en utilisant plus d'hypothèses. La propriété de `-translation est lependant syntaxique de la 
ondition de satisfa
tion. Elle impose la préservation de la relation d'inféren
e parenri
hissement de signature : si � et' sont des hypothèses et formules 
onstruites sur une 
ertaine signature,s'il est possible de prouver ' à partir de �, alors il est possible de traduire � et ' dans une signature plusri
he et de mener la preuve dans 
ette signature.Lorsque les deux aspe
ts du raisonnement, sémantique et syntaxique, sont présents dans une logique, ilfaut établir une 
ertaine 
orrespondan
e entre eux, de manière à 
e que le raisonnement syntaxique re�ètele mieux possible le raisonnement qu'il est possible de mener au niveau sémantique. De façon indispensable,il faut que les propriétés qu'il est possible de déduire par le raisonnement syntaxique soient véri�ées dans lemonde mathématique représentatif du phénomène dé
rit, 
'est 
e qu'on appelle la 
orre
tion de la relationd'inféren
e 
al
ul par rapport à la relation de satisfa
tion. Si de plus, tout 
e qui est vrai dans 
e mondemathématique trouve une preuve syntaxique, on dit que la relation d'inféren
e est 
omplète.DÉFINITION I.16� Corre
tion et 
omplétude du 
al
ul par rapport à la sémantique.Soit (Sig ;For ;Mod ; j=) une institution et (Sig;For ;`) un système d'inféren
e. Soit � une signaturede jSig j.La relation d'inféren
e `� est dite 
orre
te par rapport à la relation de satisfa
tion j=� si et seulement si8� � For(�);8' 2 For(�);� `� ') � j=� '4Par abus de notation, on note � `� �0 si � `� ' pour toute formule ' de �0.5On note For(�)(�) l'ensemble fFor(�)(') j ' 2 �g.



2. Logiques générales 19Elle est dite 
omplète si et seulement si8� � For(�);8' 2 For(�);� j=� ') � `� 'Une logique est alors la 
ombinaison d'une institution et d'un système d'inféren
e, qui véri�e 
ertainespropriétés, 
omme la 
orre
tion de la relation d'inféren
e par rapport à la relation de satisfa
tion.DÉFINITION I.17� Logique générale.Une logique générale est un quintuplet (Sig;For ;Mod ; j=;`) où :� (Sig ;For ;Mod ; j=) est une institution ;� (Sig ;For ;`) est un système d'inféren
e tel que la relation d'inféren
e` a les propriétés de ré�exivité,transitivité, monotonie et `-translation,tel que la relation d'inféren
e ` est 
orre
te par rapport à la relation de satisfa
tion j=.Les logiques générales et les propriétés qui leur sont asso
iées sont des guides qui permettent des'abstraire des 
ontingen
es 
al
ulatoires ou de modélisation. En effet, dans 
e qui pré
ède, rien n'imposeque les signatures soient des ensembles de symboles, ni que les formules soient des suites de symboles, ou queles inféren
es soient obtenues par des te
hniques quel
onques de raisonnement effe
tif. L'aspe
t � théoriede la preuve � n'est pris en 
ompte que de façon très su

in
te dans les logiques générales. Pour l'in
arnerpar de véritables manipulations symboliques, il est né
essaire d'ajouter des 
ontraintes au 
adre des logiquesgénérales : on va imposer que la relation d'inféren
e pour 
haque signature soit générée indu
tivement àpartir d'un ensemble de règles, un système formel.2.2 Systèmes formelsLes systèmes formels, également appelés 
al
uls, permettent de représenter des mé
anismes de pro-du
tion d'énon
és, les formules, ayant une rigueur syntaxique. Ces mé
anismes sont représentés de façonabstraite par des règles de manipulation de symboles. Ces manipulations étant symboliques, les produ
tionsd'énon
és peuvent alors être 
ontr�lées par ordinateur. Le prin
ipe sous-ja
ent est le prin
ipe d'indu
tion.Dans 
e 
ontexte, les règles de produ
tion sont appelées règles d'inféren
e et modélisent les étapes autoriséesdu raisonnement.DÉFINITION I.18� Système formel.Un système formel, également appelé 
al
ul, est un triplet (A;F;R) où :� A est un ensemble, appelé alphabet, dont les éléments sont appelés symboles ;� F est un sous-ensemble de A� dont 6 les éléments sont appelés formules bien formées sur A ;� R est un ensemble �ni de relations n-aires sur F appelées règles d'inféren
e.L'alphabet A 
ontient i
i à la fois les symboles �xes du langage 
onsidéré (les 
onne
teurs booléens,les quanti�
ateurs, et
.), les symboles de la signature et les symboles dédiés à la 
onstru
tion des formules(les parenthèses, la virgule, et
.). Un système formel ne pose au
une 
ontrainte syntaxique sur les formules.Cependant, dans la pratique, l'ensembleF n'est pas quel
onque, il est dé�ni indu
tivement, par une grammaire6A� désigne l'ensemble des mots �nis sur A.



20 I Logiques généralesou tout autre algorithme de re
onnaissan
e de formules bien formées. L'ensemble F 
ontient les énon
ésdont la syntaxe est 
orre
te, sans au
une notion de véra
ité.Notation. Étant donné un système formel, une règle d'inféren
e dé�nit un ensemble d'étapes élémentairesde preuve. Soit r � For(�)n une règle d'inféren
e. Soient '1; : : : ; 'n 2 For(�). Si ('1; : : : ; 'n) 2 r, ondit que le n-uplet ('1; : : : ; 'n) est une instan
e de r. Les formules '1; : : : ; 'n�1 sont appelées les prémissesde 
ette instan
e et 'n sa 
on
lusion. Une instan
e de la règle r sera notée'1 : : : 'n�1'n rLes instan
es des règles telles que n = 1 sont appelées axiomes.À partir d'un ensemble de postulats, ou hypothèses, qui sont des formules, les systèmes formels per-mettent d'a

éder à d'autres formules, 
elles qu'il est possible de déduire de 
es hypothèses par appli
ationd'instan
es de règles d'inféren
e. On appelle dédu
tion la tra
e des formules intermédiaires utilisées pourprouver une formule.DÉFINITION I.19� Dédu
tion.Soit un 
al
ul C = (A;F;R). Soit � � F un ensemble de formules. Une dédu
tion dans C à partir deshypothèses � est une séquen
e '1; : : : ; 'k de formules de F telle que pour tout i, 1 � i � k :� soit 'i est une formule de � ;� soit il existe une instan
e  1 : : :  n r d'une règle de R dont la 
on
lusion est égale à la formule 'iet telle que 
ha
une des prémisses  m de r, 1 � m � n, est égale à l'une des formules  l de ladédu
tion qui pré
ède 'i, 
'est-à-dire telle que 1 � l � i� 1.La dernière formule d'une dédu
tion à partir d'une ensemble � est dite inférée par �. Il est alors possibled'en déduire une relation binaire entre les ensembles de formules (les hypothèses) et les formules qui en sontdéduites, qui est appelée relation d'inféren
e.DÉFINITION I.20� Relation d'inféren
e.Soit un 
al
ul C = (A;F;R). Soient un ensemble de formules � � F et une formule ' 2 F . On ditque � infère ', noté � `C ', s'il existe dans C une dédu
tion '1; : : : ; 'k; ' à partir de �.On retrouve ainsi la notion de relation d'inféren
e de la dé�nition I.14. En effet, si C = (A;F;R) estun système formel, on remarque que le triplet (Sig;For ;`) où :� Sig ne 
ontient que l'alphabet A ;� For est l'appli
ation qui à l'unique signature A asso
ie l'ensemble F ;� `A = `C ,forme un système d'inféren
e. Un système formel dé�nit alors un système d'inféren
e dans lequel il n'y aau
un 
hoix possible de signature, un système formel se fo
alisant sur une démar
he systématique de preuveparti
ulière. Il est fa
ile de montrer que le système d'inféren
e obtenu possède les propriétés de ré�exivité,



2. Logiques générales 21de transitivité et de monotonie. La `-translation est trivialement véri�ée puisque la 
atégorie Sig est réduiteà l'alphabet A.Une autre façon d'obtenir des énon
és à l'aide des règles d'inféren
e est le s
héma d'indu
tion 
i-dessous, qui a pour base l'ensemble d'hypothèses et les axiomes, et dont les règles de produ
tion sont lesrègles d'inféren
e du système formel. Il permet de 
onstruire 
e qu'on appelle des théorèmes.DÉFINITION I.21� Théorème.Soit un 
al
ul C = (A;F;R). Soit � un ensemble de formules de F . L'ensemble des théorèmes déduitsde � à l'aide de C , noté ThC(�), est l'ensemble de formules dé�ni indu
tivement de la façon suivante :� toute instan
e d'un axiome et toute formule de � est un théorème de ThC(�) ;� pour toute instan
e d'une règle d'inféren
e, si toutes ses prémisses sont des théorèmes de ThC(�),alors sa 
on
lusion est un théorème de ThC(�).Lorsque � est l'ensemble vide, les formules obtenues sont appelées tautologies et forment l'ensemble ThC .Les théorèmes sont en fait exa
tement les formules pour lesquelles il existe une dédu
tion.PROPOSITION I.3. Soient C = (A;F;R) un système formel et � un ensemble de formules. Pour toute formule ' 2 F ,on a � `C '() ' 2 ThC(�)Preuve. Soit une formule ' 2 F . On suppose que � `C '. Montrons que ' 2 ThC(�) par ré
urren
e surla longueur de la dédu
tion de '.Cas de base. Si la dédu
tion de' est de longueur 1, alors soit ' est dans �, soit ' est une instan
e d'axiomede R. Par dé�nition de l'ensemble ThC(�), ' est don
 un théorème de ThC(�).Cas général. Si la dédu
tion de ' est de longueur n, alors il existe une instan
e '1 : : : 'n' r d'une règle deR telle que pour tout i, 1 � i � n, la dédu
tion de 'i est de longueur stri
tement inférieure à n. Parhypothèse de ré
urren
e, 
haque 'i est don
 un théorème. Par dé�nition de l'ensemble ThC(�), 'est don
 également un théorème de ThC(�).On suppose maintenant que ' 2 ThC(�). Montrons que � `C ' par indu
tion sur l'ensemble desthéorèmes.Cas de base. Si ' est une instan
e d'axiome de R ou une formule de �, alors une dédu
tion pour ' est laséquen
e '.Cas général. Si ' est la 
on
lusion d'une instan
e '1 : : : 'n' r d'une règle de R telle que 
haque 'i, pour1 � i � n, est un théorème, alors par hypothèse d'indu
tion, 
haque 'i possède une dédu
tionDi =  i1; : : : ;  ini ; 'i. La séquen
eD1; : : : ;Dn; ' est don
 une dédu
tion de '. 2Un théorème de ThC(�) s'obtient don
 à partir des formules de � par appli
ations su

essives desrègles d'inféren
e de C , 
'est-à-dire par empilement de 
es règles. De 
e point de vue, l'obtention d'unthéorème de ThC(�) peut être mise sous la forme d'un arbre appelé arbre de preuve.



22 I Logiques généralesDÉFINITION I.22� Arbre de preuve.Soit un 
al
ul C = (A;F;R). Un arbre de preuve d'un théorème de C est un arbre dont :� les feuilles sont des instan
es d'axiomes ;� les n÷uds internes sont des théorèmes intermédiaires tels que le n-uplet 
onstitué des �ls d'un n÷udet de 
e n÷ud est une instan
e d'une règle d'inféren
e ;� la ra
ine est le théorème.D'après la proposition I.3, une dédu
tion n'est don
 qu'une mise à plat d'un arbre de preuve. À 
haquedédu
tion est don
 asso
ié un arbre de preuve, qui n'est pas unique en général. Ré
iproquement, il estpossible d'asso
ier à 
haque arbre de preuve autant de dédu
tions qu'il y a de par
ours en profondeur del'arbre.



CHAPITRE II Logique du premier ordreLe 
on
ept de spé
i�
ation algébrique a émergé dans le milieu des années 70 ave
 les travaux de StephenZilles [Zil74, LZ74℄, de John Guttag [Gut75℄ et du groupe ADJ formé de Joseph Goguen, James That
her,Eri
 Wagner et Jesse Wright [GTWW75℄. L'idée fondamentale de 
ette appro
he 
onsiste à dé
rire desstru
tures de données uniquement à l'aide des noms des différents ensembles de données, des noms desfon
tionnalités de base et de leurs propriétés 
ara
téristiques. Ces propriétés sont dé
rites par des formulesdont les éléments de base sont des équations. Cette idée, qui avait déjà étémise en avant dans les années 20 dansles algèbres universelles deGarrett Birkhoff [Bir46℄, provient du 
onstat que les stru
tures algébriques usuellesmanipulées en mathématiques, telles que les monoïdes, les groupes, les anneaux, les espa
es ve
toriels ou lestreillis, sont naturellement dé�nies par un ensemble d'axiomes équationnels. L'asso
iativité, la 
ommutativitéou la distributivité par exemple, sont des propriétés qui s'expriment naturellement sous la forme d'équations.Selon le 
hoix des opérations et du type d'axiomes, toutes les stru
tures algébriques mentionnées plus hautpeuvent être 
ara
térisées. L'idée de dé�nir n'importe quelle stru
ture algébrique en termes d'opérations etd'équations a été reprise par Stephen Zilles [Zil74℄ a�n de spé
i�er également les types de données abstraits
omme les piles, les �les, les arbres ou les listes.En effet, un type de données, de la même manière que les stru
tures mathématiques mentionnées
i-dessus, est un ensemble de valeurs représentant 
es données, muni d'éléments distingués ainsi que d'opé-rations agissant sur 
es valeurs et dédiées à la re
her
he et à la mise à jour des données. Cependant, lestypes de données diffèrent de 
es stru
tures mathématiques en 
e que l'ensemble des valeurs sous-ja
entest 
onstruit indu
tivement. C'est pour 
ette raison qu'il est possible de programmer des fon
tions sur 
estypes de données. Un type de données peut alors être vu 
omme une stru
ture algébrique, 
'est-à-dire unensemble d'éléments muni de lois internes et externes satisfaisant 
ertaines propriétés. C'est 
ette idée qui aété développée dans les travaux du groupe ADJ [GTWW75℄.Une spé
i�
ation algébriqued'un type de données abstrait est alors une des
ription de 
e type de données,au travers de l'ensemble de ses éléments, l'ensemble des opérations sur 
es éléments, ainsi que l'ensembledes équations dé
rivant les propriétés de 
es opérations. Le formalisme utilisé pour 
ette des
ription est 
equ'on appelle la logique équationnelle. Cette logique est appropriée pour spé
i�er un très grand nombredes stru
tures algébriques et des stru
tures de données usuelles. Cependant, les stru
tures de données sont



24 II Logique du premier ordresouvent munies de relations qui permettent par exemple de 
omparer des éléments entre eux. Il est possiblede spé
i�er 
es relations par des fon
tions booléennes et ainsi de rester dans un 
adre équationnel, ou alorsde les spé
i�er dire
tement à l'aide de 
e qu'on appelle des prédi
ats. Il faut pour 
ela utiliser un formalismeplus ri
he que la logique équationnelle, la logique des prédi
ats du premier ordre. La logique équationnelledevient alors une restri
tion de la logique des prédi
ats du premier ordre, munie de l'égalité pour seul prédi
at.C'est la démar
he que nous allons suivre dans 
e 
hapitre : nous présenterons tout d'abord la logique desprédi
ats du premier ordre, puis la logique équationnelle 
omme une restri
tion de la première.1 Logique des prédi
ats du premier ordreLa présentation de la logique du premier ordre que nous allons donner suit le s
héma donné par ladé�nition I.17 des logiques générales. Vont être présentés su

essivement la 
atégorie des signatures dupremier ordre, l'ensemble des formules asso
ié à une signature, la 
atégorie des modèles asso
iée à unesignature, la relation de satisfa
tion et en�n le système d'inféren
e dé�ni par le 
al
ul des séquents pris
omme système formel.1.1 SyntaxeSignatures. Une signature du premier ordre 
omprend les nomsdes différents types dedonnées né
essairesà la des
ription du type de données visé, un ensemble d'opérations sur 
es types de données, et un ensemblede prédi
ats représentant les propriétés qu'il est possible de 
onnaître sur 
es types de données.DÉFINITION II.1� Signature.Une signature � est un triplet (S; F;R) où :� S est un ensemble dont les éléments sont appelés sortes ;� F est un ensemble dont les éléments sont des noms d'opérations où 
haque nom f est muni d'une aritédans S� � S ;� R est un ensemble dont les éléments sont des noms de prédi
ats où 
haque nom r est muni d'une aritédans S+.On note f : s1 � : : :� sn ! s une opération f d'arité (s1 : : : sn; s) et r : s1 � : : :� sn un prédi
at rd'arité s1 : : : sn. Une opération f :! s est appelée une 
onstante.EXEMPLE II.1� Monoïde.Un monoïde est une stru
ture algébrique qui 
onsiste en un ensemble muni d'un élément distinguéappelé élément neutre et d'une loi de 
omposition interne asso
iative. La signature d'un monoïde est don

omposée d'une unique sorte �Elem représentant le type des éléments de l'ensemble et deux opérations :une 
onstante e de sorte �Elem désignant l'élément neutre et une opération binaire sur �Elem notée �. Onaura également besoin d'un prédi
at d'égalité sur les éléments de l'ensemble sous-ja
ent au monoïde pourexprimer les propriétés de 
ette stru
ture.



1. Logique des prédi
ats du premier ordre 25sort �Elemops e :! �Elem_ � _ : �Elem � �Elem ! �Elempred = : �Elem � �Elem 3EXEMPLE II.2� Groupes.Un groupe est un monoïde dont tous les éléments sont inversibles. Un élément x est inversible s'il existeun (unique) élément y tel que x � y = y � x = e, où e est l'élément neutre du monoïde. Il y a plusieursmanières d'exprimer 
ette propriété supplémentaire au monoïde. Il est possible de dé�nir une fon
tion _�1qui à 
haque élément asso
ie son inverse.sort �Elemops e :! �Elem_ � _ : �Elem � �Elem ! �Elem_�1 : �Elem ! �Elempred = : �Elem � �ElemIl est également possible de dé�nir l'inverse 
omme étant une relation binaire inv symétrique. La signatureasso
iée est alors la suivante.sort �Elemops e :! �Elem_ � _ : �Elem � �Elem ! �Elempreds = : �Elem � �Eleminv : �Elem � �Elem 3EXEMPLE II.3� Graphes.Un graphe (non orienté) est une stru
ture formée d'un ensemble de sommets et d'un ensemble d'arêtesreliant 
es sommets. Il est possible de le voir 
omme la représentation d'une relation binaire quel
onqueentre des éléments représentés par les sommets. On peut spé
i�er la stru
ture de graphe de différentesmanières. On 
hoisit i
i de représenter un graphe 
omme un ensemble de sommets et une relation binairesur 
es sommets. On dispose alors de deux sortes : Sommet et Graphe . Un graphe vide est représenté parl'ensemble de sommets vide. On 
onstruit un graphe à partir d'un sommet grâ
e à l'opération singleton puisen prenant l'union de deux graphes. Le prédi
at ar ête indique si deux sommets sont reliés par une arêtedans un graphe donné, tandis que le prédi
at 
hemin indique si deux sommets sont reliés par un 
hemin. Ondispose du prédi
at d'appartenan
e 2 d'un sommet à un graphe et du prédi
at d'égalité entre graphes. On aensuite quelques prédi
ats permettant de spé
i�er des propriétés parti
ulières sur la stru
ture des graphes :un arbre peut n'avoir pas de sommet isolé, être 
omplet, 
onnexe, a
y
lique, être un arbre ou bien en
oreêtre un arbre 
ouvrant.



26 II Logique du premier ordresorts Sommet ;Grapheops ; :! Graphef_g : Sommet ! Graphe_ [ _ : Graphe�Graphe ! Graphepreds ar ête_(_; _) : Graphe�Sommet �Sommet
hemin_(_; _) : Graphe�Sommet �Sommet_ 2 _ : Sommet �Graphe_ � _ : Graphe �Graphe
omplet : Graphe
onnexe : Graphenon_isol�e : Graphea
y
lique : Graphearbre : Graphe
ouvrant : Graphe�Graphe 3Les liens entre les signatures sont exprimés à l'aide des morphismes de signatures. Un morphisme entredeux signatures � = (S; F;R) et �0 = (S0; F 0; R0) asso
ie à 
haque sorte de S une sorte de S0, à 
haqueopération de F une opération de F 0 d'arité 
orrespondante et à 
haque prédi
at de R un prédi
at d'arité
orrespondante.DÉFINITION II.2� Morphisme de signatures.Soient � = (S; F;R) et �0 = (S0; F 0; R0) deux signatures. Un morphisme de signatures � : � ! �0 estdé�ni par :� une appli
ation �S : S ! S0 ;� une appli
ation �F : F ! F 0 telle que pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 F , �F (f) : �S(s1) �: : :� �S(sn)! �S(s) ;� une appli
ation �R : R! R0 telle que pour tout r : s1�: : :�sn 2 R, �R(r) : �S(s1)�: : :��S(sn).DÉFINITION II.3� Catégorie des signatures.La 
atégorie des signatures, notée Sig , est la 
atégorie dont les objets sont les signatures et dont lesmorphismes sont les morphismes de signatures.Formules. Une fois �xé l'ensemble des symboles asso
iés à un type de données, il est possible de les
omposer de manière à former des expressions visant à dé
rire les propriétés de 
e type de données. Il estné
essaire pour 
ela de disposer d'un ensemble de valeurs génériques, appelées variables, à partir desquelles
onstruire de façon in
rémentale 
es propriétés. La dé�nition de 
et ensemble de variables repose sur lanotion d'ensemble multi-sorte.



1. Logique des prédi
ats du premier ordre 27DÉFINITION II.4� S-ensemble.Soit un ensemble S. Un S-ensemble A est un ensemble muni d'une partition indexée par S :A =as2SAsDÉFINITION II.5� Ensemble de variables.Soit � = (S; F;R) une signature. On appelle ensemble de variables sur � un S-ensemble V tel que pourtout s 2 S, Vs \ (S [ F [R) = ;.À partir de 
et ensemble de symboles 
omplémentaire à la signature, et des éléments de la signature, il estpossible de 
onstruire indu
tivement les briques de base qui vont être utilisées pour exprimer les propriétésdu type de données, appelées termes ave
 variables. Un terme ave
 variables est soit une variable, soit unterme 
onstruit sur une opération de la signature, 
'est-à-dire une opération de la signature appliquée à desarguments 
orrespondant, en type et en nombre, à l'arité de 
ette opération.DÉFINITION II.6� Termes.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. Le S-ensemble des termes ave
variables, noté T�(V ), est l'ensemble dé�ni de la façon suivante :� pour tout s 2 S, pour tout x 2 Vs, x 2 T�(V )s ;� pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 F , pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 � : : : � T�(V )sn ,f(t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s.EXEMPLE II.4� Monoïdes.Sur la signature des monoïdes qui a été donnée à l'exemple II.1, et sur l'ensemble de variables V =V�Elem = fx; y; zg, on peut par exemple 
onstruire les termes suivants :e; e � x; (x � y) � z; e � e 3Les propriétés dé
rivant un type de données vont pouvoir être exprimées à l'aide des prédi
ats de lasignature appliqués aux termes 
onstruits pré
édemment, des 
onne
teurs booléens et des quanti�
ateursuniversel et existentiel. Ces propriétés sont appelées des formules.DÉFINITION II.7� Formules.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. L'ensemble des formules sur�, noté For(�), est l'ensemble dé�ni de la façon suivante :� pour tout r : s1�: : :�sn 2 R, pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1�: : :�T�(V )sn , r(t1; : : : ; tn) 2For(�) ;� pour tout ' 2 For(�), :' 2 For(�) ;� pour tout '; 2 For(�), ' ^  ;' _  ;')  2 For(�) ;� pour tout x 2 V , pour tout ' 2 For(�), 8x';9x' 2 For(�).



28 II Logique du premier ordreEXEMPLE II.5� Monoïdes.Pour donner une spé
i�
ation d'unmonoïde, il nous faut exprimer les propriétés 
ara
térisant la neutralitéde l'élément distingué e et l'asso
iativité de l'opération �. L'élément e est neutre dans le sens où la 
ompositionà gau
he ou à droite d'un élément quel
onque ave
 e n'a pas d'effet. On a don
 les axiomes suivants :Neutralité de e à gau
he 8x; e � x = xNeutralité de e à droite 8x; x � e = xAsso
iativité de � 8x;8y;8z; (x � y) � z = x � (y � z)On remarque que les axiomes sont i
i de simples équations, quanti�ées universellement. La stru
ture demonoïde ne né
essite en fait pour être dé
rite que la logique équationnelle. En logique du premier ordre, ilest né
essaire d'ajouter les axiomes suivants spé
i�ant que l'égalité est une relation de 
ongruen
e.8x; x = x8x;8y; x = y ) y = x8x;8y;8z; x = y ^ y = z ) x = z8x;8y;8z;8t; x = z ^ y = t) x � y = z � t 3EXEMPLE II.6� Groupes.Un groupe est un monoïde dont tous les éléments sont inversibles. Si on utilise l'opération _�1 pourexprimer 
ette propriété, on ajoute aux axiomes de l'exemple II.5 les axiomes suivants, exprimant le faitque 
ette opération donne bien l'inverse de son argument. Les opérations étant dé�nies par défaut de façontotale, tout élément possède une image par _�1, don
 tout élément est inversible.8x; x � x�1 = e8x; x�1 � x = eDe la mêmemanière que pour les monoïdes, la logique équationnelle suf�rait à dé
rire la stru
ture de groupe.Si on veut au 
ontraire exploiter les mé
anismes de la logique du premier ordre, on peut spé
i�er l'inverse
omme une relation binaire symétrique sur les éléments et on obtient les axiomes suivants. Le premier axiomeexprime le fait que tout élément possède un inverse selon 
ette relation, le deuxième donne la dé�nition del'inverse et le troisième pré
ise que la relation est symétrique.8x;9y; inv(x; y)8x;8y; inv(x; y), x � y = e8x;8y; inv(x; y)) inv(y; x)Il est également possible de spé
i�er 
ette propriété sans ajouter d'opération ni de relation à la signature dumonoïde, en utilisant l'é
riture mathématique habituelle.8x;9y; x � y = e ^ y � x = e 3EXEMPLE II.7� Graphes.L'union de graphes est dé�nie 
omme étant asso
iative et 
ommutative, et ayant l'ensemble vide pourélément neutre.
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� 8G; ; [G � G� 8G;8G0; G [G0 � G0 [G� 8G;8G0;8G00; G [ (G0 [G00) � (G [G0) [G00Au
un sommet n'appartient au graphe vide. Un sommet appartient à un graphe si on peut é
rire 
elui-
i
omme l'union du singleton 
ontenant 
e sommet et d'un autre graphe.� 8x;:x 2 ;� 8x;8G;x 2 G, 9G0; G � fxg [G0Le graphe vide n'a au
une arête.On 
onsidère des graphes non orientés, la relation ar ête est don
 symétrique.Si une arête existe entre deux sommets dans un graphe, alors 
es deux sommets appartiennent au graphe.Les arêtes sont préservées par l'union de graphes.� 8x;8y;: ar ête;(x; y)� 8x;8y;8G; ar êteG(x; y)) ar êteG(y; x)� 8x;8y;8G; ar êteG(x; y)) x 2 G ^ y 2 G� 8x;8y;8G; ar êteG(x; y)) 8G0; ar êteG[G0(x; y)Il n'y a au
un 
hemin dans le graphe vide. La relation de 
hemin est la fermeture symétrique et transitive dela relation d'arête. Si un 
hemin existe entre deux sommets, alors soit 
es sommets sont reliés par une arête,soit il existe un sommet intermédiaire relié à 
ha
un des deux sommets par un 
hemin.� 8x;8y;: 
hemin;(x; y)� 8x;8y;8G; ar êteG(x; y)) 
heminG(x; y)� 8x;8y;8G; 
heminG(x; y)) 
heminG(y; x)� 8x;8y;8z;8G; 
heminG(x; y) ^ 
heminG(y; z)) 
heminG(x; z)� 8x;8y;8G; 
heminG(x; y)) ar êteG(x; y) _ 9z; 
heminG(x; z) ^ 
heminG(z; y)Deux graphes sont égaux s'ils 
ontiennent les même sommets et les mêmes arêtes. La relation d'égalité estune relation d'équivalen
e.� 8G;8G0; G � G0 , (8x; x 2 G, x 2 G0) ^ (8x;8y; ar êteG(x; y), ar êteG0(x; y))� 8G;G � G� 8G;8G0; G � G0 ) G0 � G� 8G;8G0;8G00; G � G0 ^G0 � G00 ) G � G00On a de plus la propriété de 
ompatibilité de l'égalité ave
 
haque opération et 
haque prédi
at. On en donneseulement deux exemples : l'opération d'union et le prédi
at 
omplet spé
i�é 
i-après.� 8G;8G0;8G00; G � G0 ) G [G00 � G0 [G00� 8G;8G0; G � G0 ) (
omplet(G), 
omplet(G0))Un graphe est 
omplet s'il existe une arête entre tout 
ouple de sommets.� 
omplet(G), 8x;8y; ar êteG(x; y)Un graphe est 
onnexe s'il existe un 
hemin entre tout 
ouple de sommets.� 
onnexe(G), 8x;8y; 
heminG(x; y)Un sommet est dit isolé dans un graphe s'il n'est relié à au
un autre sommet du graphe. Un graphe ne
ontient don
 pas de sommet isolé si tout sommet est relié à un autre.� non_isol�e(G), 8x;9y; ar êteG(x; y)



30 II Logique du premier ordreUn graphe a
y
lique ne 
ontient pas de 
hemin d'un sommet vers lui-même.� a
y
lique(G), 8x;: 
heminG(x; x)Un arbre est un graphe 
onnexe a
y
lique.� arbre(G), 
onnexe(G ^ a
y
lique(G)Un arbre 
ouvrant un graphe G est un arbre possédant les mêmes sommets que G et un sous-ensemble deses arêtes.� 
ouvrant(A;G), arbre(A)^(8x; x 2 A, x 2 G)^(8x;8y; ar êteA(x; y)) ar êteG(x; y))3Il nous faut dé�nir maintenant dé�nir le fon
teur For et la façon dont il transporte les morphismes designatures. Unmorphisme de signatures � : �! �0 est prolongé aux termes puis aux formules intuitivementen 
hangeant tous les symboles de � apparaissant dans les termes et les formules par les symboles de �0
orrespondants.DÉFINITION II.8� Prolongement des morphismes de signatures aux ensembles de formules.Soient � et �0 deux signatures. Soient V un ensemble de variables sur � et V 0 un ensemble de variablessur �0. Soit � : �! �0 un morphisme de signatures. On note �V : V ! V 0 l'appli
ation inje
tive telle quepour tout s 2 S, pour tout x 2 Vs, �V (x) 2 V 0�S(s).Le prolongement de � aux termes ave
 variables, noté � : T�(V ) ! T�0(V ), est dé�ni pour tout terme tindu
tivement sur la forme de t de la façon suivante :� si t est une variable x 2 V , �(t) = �V (x) ;� si t est de la forme f(t1; : : : ; tn), alors �(f(t1; : : : ; tn)) = �F (f)(�(t1); : : : ; �(tn)).Le prolongement de � aux formules, noté �\ : For(�) ! For(�0), est dé�ni pour toute formule 'indu
tivement sur la forme de ' de la façon suivante :� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alors �\(') = �R(r)(�(t1); : : : ; �(tn)) ;� si ' est de la forme : , alors �\(') = :�\( ) ;� si ' est de la forme  � � ave
� 2 f^;_;)g, alors �\(') = �\( )� �\(�) ;� si ' est de la formeQx ave
Q 2 f8;9g, alors �\(') = Q�V (x) �\( ).Par abus de notation, on notera également � le prolongement de � aux formules.Le fon
teur For asso
ie don
 à 
haque signature son ensemble de formules et à 
haque morphisme designatures son prolongement aux formules.DÉFINITION II.9� Fon
teur For .On dé�nit For : Sig ! Set 
omme étant le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque signature � 2 jSig j l'ensemble For(�) des formules sur � ;� qui asso
ie à 
haque morphisme de signatures � : � ! �0 le prolongement de � aux ensembles deformules � : For(�)! For(�0).1.2 SémantiqueModèles. Un type de données est un ensemblemuni d'éléments distingués, de lois de 
omposition interneset externes et de relations. On appelle l'interprétation des symboles d'une signature � un modèle de � ou



1. Logique des prédi
ats du premier ordre 31un �-modèle.DÉFINITION II.10� Modèle d'une signature.Soit � = (S; F;R) une signature. Un modèleM asso
ié à � est un S-ensembleM muni pour 
haquenom d'opération f : s1 � : : : � sn ! s 2 F d'une appli
ation fM : Ms1 � : : : �Msn ! Ms, et pour
haque nom de prédi
at r : s1 � : : :� sn 2 R d'une relation n-aire rM �Ms1 � : : :�Msn .EXEMPLE II.8� Groupes.Un modèle de la signature donnée à l'exemple II.2 est tout ensemble muni d'un élément distingué et dedeux opérations internes unaire et binaire. Par exemple, l'ensemble N des entiers naturels où e est l'entier0, l'opération _ � _ est interprétée par l'addition de deux entiers et l'opération _�1 est interprétée par lafon
tion qui retire 1 à tout entier non nul et à 0 asso
ie 0 est un modèle de 
ette signature. Ce n'est bien sûrpas un groupe mais la signature seule ne donne au
une indi
ation sur le 
omportement des opérations. Cesont les axiomes qui permettent de distinguer entre les modèles de la signature 
eux qui 
orrespondent au
omportement attendu.Un autre exemple demodèle pour 
ette signature est l'ensemble des entiers relatifsZ où e = 0, l'opération_ � _ est interprétée par l'addition et _�1 est interprétée par la fon
tion qui à tout entier asso
ie son opposé.Ce modèle étant un groupe, il sera un modèle de la spé
i�
ation des groupes donnée à l'exemple II.6.La distin
tion entre 
es deux modèles sera faite grâ
e à la notion de satisfa
tion d'une formule par unmodèle en logique du premier ordre dé�nie aux pages suivantes. 3Pour dé�nir la 
atégorie des modèles asso
iée à une signature, il nous faut dé�nir les relations entreles modèles d'une signature : les morphismes de modèles. Deux modèles d'une même signature sont deuxensembles munis d'interprétations différentes des symboles de 
ette signature. Un morphisme de modèlesest don
 un moyen de faire 
orrespondre 
es deux ensembles et 
es deux interprétations des symboles demanière à préserver la satisfa
tion des formules.DÉFINITION II.11� Morphisme de modèles.Soit � = (S; F;R) une signature. SoientM;M0 2 Mod(�) deux modèles de �. Un morphisme demodèles� :M!M0 est une famille d'appli
ations� = (�s :Ms !M 0s)s2S telle que pour toute opérationf : s1 � : : :� sn ! s 2 F , pour tout (a1; : : : ; an) 2Ms1 � : : :�Msn ,�s(fM(a1; : : : ; an)) = fM0(�s1(a1); : : : ; �sn(an))et pour tout prédi
at r : s1 � : : :� sn 2 R, pour tout (a1; : : : ; an) 2Ms1 � : : :�Msn ,(a1; : : : ; an) 2 rM , (�s1(a1); : : : ; �sn(an)) 2 rM0DÉFINITION II.12� Catégorie des modèles asso
iée à une signature.Soit � 2 jSig j. La 
atégorie des modèles de �, notée Mod(�), est la 
atégorie dont les objets sont lesmodèles de � et dont les morphismes sont les morphismes de modèles.



32 II Logique du premier ordreOn peut don
 asso
ier à 
haque signature la 
atégorie des modèles de 
ette signature. Il nous reste àdé�nir de quelle manière les morphismes de signatures sont transportés pour dé�nir le fon
teur Mod . Cefon
teur étant 
ontravariant de Sig ! Cat , un morphisme de signatures � : � ! �0 est transporté en unfon
teur deMod(�0)! Mod(�) qui permet de 
onstruire un modèle de � à partir d'un modèle de �0 en� oubliant � les sorte, les opérations et les prédi
ats qui n'ont pas d'anté
édent dans � par �.DÉFINITION II.13� Fon
teur d'oubli U� .Soient � et �0 deux signatures. Soit � : � ! �0 un morphisme de signatures. On dé�nit U� :Mod(�0)! Mod(�) 
omme étant le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque modèleM0 2 jMod(�0)j le modèle U�(M0) dont l'ensemble sous-ja
ent estM 0 et qui est muni pour 
haque nom d'opération f 2 F de l'appli
ation fM0 et pour 
haque nom deprédi
at r 2 R de la relation rM0 ;� qui asso
ie à 
haque morphisme de modèles �0 :M01 !M02 le morphisme U�(�0) : U�(M01) !U�(M02) dé�ni pour tout s 2 S par U�(�0)s = �0s.Le fon
teur Mod asso
ie don
 à 
haque signature sa 
atégorie de modèles et à 
haque morphisme designatures le fon
teur d'oubli 
orrespondant.DÉFINITION II.14� Fon
teur Mod .On dé�nitMod : Sig ! Catop 
omme étant le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque signature � 2 jSig j la 
atégorieMod(�) des modèles de � ;� qui asso
ie à 
haque morphisme de signatures � : � ! �0 le fon
teur d'oubli U� : Mod(�0) !Mod(�).Relation de satisfa
tion. Une fois donnée l'interprétation des symboles de base, il faut donner un sensà leur 
ombinaison, 
'est-à-dire aux termes d'abord et aux formules ensuite. Les termes étant 
onstruitsindu
tivement à partir des symboles de la signature et de variables, interpréter un terme implique d'attribuerdes valeurs aux variables, des valeurs prises dans l'ensemble sous-ja
ent au modèle de la signature. On a don
besoin de disposer d'une appli
ation donnant à 
ha
une des variables une de 
es valeurs, en préservant lessortes, 
'est 
e qu'on appelle une interprétation des variables. On peut ensuite prolonger 
ette interprétationdes variables aux termes selon la dé�nition indu
tive de 
eux-
i.DÉFINITION II.15� Interprétation des termes.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. SoitM un �-modèle. Uneinterprétation des variables est une appli
ation � : V ! M , telle que pour tout s 2 S, pour tout x 2 Vs,�(x) 2Ms. On prolonge toute interprétation des variables � en une interprétation des termes �\ : T�(V )!Mde la manière indu
tive suivante :� si x 2 V , alors �\(x) = �(x) ;� si f : s1�: : :�sn ! s 2 F et (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1�: : :�T�(V )sn , alors �\(f(t1; : : : ; tn)) =fM(�\(t1); : : : ; �\(tn)).Par abus de notation, on notera également � le prolongement de l'interprétation des variables aux termes.
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ats du premier ordre 33Si l'ensemble de variables 
onsidéré est vide, une interprétation des termes devient une interprétationdes termes 
los, 
'est-à-dire des éléments de T�. Or 
es termes sont 
onstruits uniquement à partir dessymboles de la signature don
, pour un modèle de la signature donné, l'interprétation des termes 
los estunique. Lorsque toutes les valeurs du modèle peuvent être dénotées par un terme 
los, on dit que 
e modèleest �niment engendré.DÉFINITION II.16� Modèle �niment engendré.Soit� une signature etV un ensemble de variables sur�. SoitM un�-modèle.On note _M : T� !Ml'unique appli
ation qui donne son interprétation dans M à 
haque terme 
los. On dit queM est �nimentengendré si et seulement si _M est surje
tive, 
'est-à-dire si pour tout v 2M , il existe t 2 T� tel que tM = v.On note Gen(�) la sous-
atégorie pleine de Mod(�) dont les objets sont les modèles de � �nimentengendrés.Maintenant qu'on a su donner aux éléments syntaxiques du langage un sens mathématique, on peutdé�nir la vérité d'une formule pour une interprétation donnée de la syntaxe. Autrement dit, on est 
apablede dire si une propriété sous la forme d'une formule est véri�ée ou non par un modèle de la signature pourune 
ertaine interprétation des variables.DÉFINITION II.17� Satisfa
tion des formules.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. SoitM un �-modèle. Soit� : V ! M une interprétation des variables. Soit ' 2 For(�). La satisfa
tion de ' par le modèleM pourl'interprétation � , notéeM j=� ', est dé�nie sur la stru
ture de ' de la manière suivante :� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alorsM j=� ' ssi (�(t1); : : : ; �(tn)) 2 rM ;� si ' est de la forme : , alorsM j=� ' ssi 1M 6j=�  ;� si ' est de la forme  ^ �, alorsM j=� ' ssiM j=�  etM j=� � ;� si ' est de la forme  _ �, alorsM j=� ' ssiM j=�  ouM j=� � ;� si ' est de la forme  ) �, alorsM j=� ' ssi, siM j=�  , alorsM j=� �.� si ' est de la forme 8x , alorsM j=� ' ssi pour toute interprétation � 0 : V ! M qui véri�e� 0(y) = �(y) pour tout y 2 V r fxg,M j=�0  ;� si ' est de la forme 9x , alorsM j=� ' ssi il existe une interprétation � 0 : V ! M qui véri�e� 0(y) = �(y) pour tout y 2 V r fxg, telle queM j=�0  ;On dit queM valide ', notéM j= ', si et seulement siM j=� ' pour tout � : V !M .THÉORÈME II.1. (Institution de la logique du premier ordre [GB92℄) Le quadruplet (Sig;For ;Mod ; j=) où :� Sig est la 
atégorie des signatures ;� For est le fon
teur donné à la dé�nition II.9 ;� Mod est le fon
teur donné à la dé�nition II.14 ;� j= = (j=�)�2jSig j où j=� est la relation de satisfa
tion de la dé�nition II.17,est une institution.1M 6j=� ' est une notation abrégée pour � il n'est pas vrai queM j=� ' �.
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ulParmi les différents systèmes de preuve qui ont été dé�nis pour la logique du premier ordre, 
'est le 
al
uldes séquents que nous avons 
hoisi de présenter i
i, 
ar 
'est sur 
e dernier que sera dé�ni notre algorithmede séle
tion de tests (voir le 
hapitre VI). Ce 
al
ul a été introduit par Gerhard Gentzen en 1934 dans le
adre des re
her
hes qu'il menait alors sur la dédu
tion logique et la 
onsistan
e de l'arithmétique. C'est dans
e 
al
ul qu'il a réussi à montrer le théorème d'élimination des 
oupures, dans lequel il énon
e que toutetautologie de la logique du premier ordre peut être déduite sans l'utilisation de lemmes intermédiaires.L'élément syntaxique de base de 
e 
al
ul est le séquent, qui est une représentation parti
ulière d'uneformule du premier ordre sous une forme symétrique.DÉFINITION II.18� Séquent.Soit � une signature. Un séquent est un 
ouple (�;�) où � et � sont des ensembles �nis de formulessur �. Un séquent (�;�) sera noté � j��.Par la suite, pour tout ensemble � � For(�) et pour toute formule ' 2 For(�), on notera �; 'l'ensemble � [ f'g au sein d'un séquent.Sémantiquement, un séquent '1; : : : ; 'm j�  1; : : : ;  n représente la formule'1 ^ : : : ^ 'm )  1 _ : : : _  nRemarquons que les séquents 
onsidérés i
i sont formés d'ensembles de formules et non pas de listes 
ommeil est également possible de les dé�nir. Cela permet de ne prendre en 
ompte ni l'ordre des formules, ni laprésen
e éventuelle d'o

urren
es multiples d'une formule.Les règles d'inféren
e du 
al
ul des séquents font appel à quelques notions qu'il est né
essaire deprésenter i
i. L'utilisation des quanti�
ateurs en logique du premier ordre amène la notion de variables libresou liées, selon qu'une variable est sous la portée d'un quanti�
ateur ou non.DÉFINITION II.19� Ensemble de variables d'une formule.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. Soit t 2 T�(V ) un terme sur�. L'ensemble des variables de t, noté Var(t), est dé�ni de la façon suivante :� si t est une variable x, alors Var(t) = fxg ;� si t est de la forme f(t1; : : : ; tn), alors Var(t) = Var(t1) [ : : : [Var(tn).Un terme t tel que Var(t) = ; est appelé terme 
los. L'ensemble des termes 
los sur � est noté T�.On étend la dé�nition de 
et ensemble aux formules de la façon suivante. Soit ' 2 For(�). L'ensembledes variables de ', noté Var('), est l'ensemble dé�ni de la façon suivante :� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alors Var(') = Var(t1) [ : : : [Var(tn) ;� si ' est de la forme : , alors Var(') = Var( ) ;� si ' est de la forme  ^ �,  _ � ou  ) �, alors Var(') = Var( ) [ Var(�) ;� si ' est de la forme 8x ou 9x , alors Var(') = fxg [Var( ) ;Une formule ' telle que Var(') = ; est appelée formule sans variables.On remarque que, par dé�nition, une formule sans variable n'est pas quanti�ée.



1. Logique des prédi
ats du premier ordre 35DÉFINITION II.20� Variables libres et liées.Soit � une signature et V un ensemble de variables sur �. Soit ' 2 For(�). On dé�nit 2 l'ensembleFV (') des variables libres de ' et l'ensemble BV (') de ses variables liées de la façon suivante :� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alors FV (') = Var(') et BV (') = ; ;� si ' est de la forme : , alors FV (') = FV ( ) et BV (') = BV ( ) ;� si ' est de la forme  ^ �,  _ � ou  ) �, alors FV (') = FV ( ) [ FV (�) et BV (') =BV ( ) [ BV (�) ;� si ' est de la forme 8x ou 9x , alors FV (') = FV ( ) n fxg et BV (') = BV ( ) [ fxg.Une formule ' telle que FV (') = ; est dite 
lose.Dans la formule 9y; x < y par exemple, la variable y est liée au quanti�
ateur existentiel, tandis que lavariable x est libre. Une variable libre dans une formule peut don
 être rempla
ée par n'importe quelle autrevariable qui n'est pas déjà liée dans la formule, ou plus généralement, par tout terme tel qu'au
une de sesvariables ne tombe, par 
e rempla
ement, sous la portée d'un quanti�
ateur. Un tel terme est dit libre pour
ette variable dans la formule 
onsidérée.DÉFINITION II.21� Terme libre pour une variable.Soit � une signature et V un ensemble de variables sur �. Soit ' 2 For(�). Soit x 2 Var(') unevariable de ' et t 2 T�(V ) un terme. On dit que t est libre pour x dans ' si :� ' est de la forme r(t1; : : : ; tn) ;� ' est de la forme : et si t est libre pour x dans  ;� ' est de la forme  ^ �,  _ � ou  ) �, et si t est libre pour x dans  et dans � ;� ' est de la forme 8y ou 9y , si� x et y sont la même variable,� ou bien x et y sont distin
tes et y =2 Var(t),et si t est libre pour x dans  .Reprenons l'exemple de la formule 9y; x < y. Dans 
ette formule, tout terme est libre pour x, à
ondition que y n'apparaisse pas dans t. On peut alors rempla
er x par la variable z pour 
onstruire laformule 9y; 2z < y, ou bien même par le terme z + 2x a�n de 
onstruire la formule 9y; z + 2x < ypar exemple, sans 
hanger l'interprétation de la formule. Le rempla
ement de toutes les o

urren
es d'unevariable libre dans une formule par un même terme est appelé une substitution et est dé�ni de la manièresuivante.DÉFINITION II.22� Substitution.Soit � une signature et V un ensemble de variables sur �. Une substitution des variables est une familled'appli
ations indexée par S : � = (�s)s2S où pour tout s 2 S, �s : Vs ! T�(V )s.On prolonge de façon 
anonique toute substitution des variables en une substitution des termes. Si � : V !T�(V ) est une substitution des variables, le prolongement de � aux termes, noté �\, est l'appli
ation deT�(V )! T�(V ) dé�nie de la façon suivante :2On note l'ensemble des variables libres d'une formule FV pour free variables et l'ensemble des variables liées BV pour boundvariables.



36 II Logique du premier ordre� si x 2 V alors �\(x) = �(x) ;� si f : s1� : : :�sn ! s 2 F et (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1� : : :�T�(V )sn alors �\(f(t1; : : : ; tn)) =f(�\(t1); : : : ; �\(tn)).Par abus de notation, on notera également � le prolongement de la substitution � aux termes.On prolonge toute substitution des termes en une substitution des formules. Si � : T�(V )! T�(V ) est unesubstitution, le prolongement de � aux formules, noté �℄, est l'appli
ation de For(�) ! For(�) dé�niepour toute formule ' indu
tivement de la façon suivante :� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alors �℄(') = r(�(t1); : : : ; �(tn)) ;� si ' est de la forme : , alors �℄(') = :�℄( ) ;� si ' est de la forme  � � pour � 2 f^;_;)g, alors �℄(') = �℄( )� �℄(�) ;� si ' est de la forme Qx pour Q 2 f8;9g, alors �℄(') = Qy �℄ Æ �( ) où � est la substitutionqui à x asso
ie y et qui laisse les autres variables in
hangées, et y =2 fFV (t) j 9z 2 V; t =�(z)g [ FV ( ) n fxg.Par abus de notation, on notera également � le prolongement de la substitution � aux formules.Dans la suite de 
ette se
tion, on notera '[t=x℄ la formule ' à laquelle aura été appliquée la substitution� qui à x asso
ie t et qui laisse les autres variables in
hangées. La substitution d'une variable par un termen'a don
 de sens que si 
e terme est libre pour 
ette variable dans la formule 
onsidérée.Les règles d'inféren
e du 
al
ul des séquents données à la �gure II.1 sont de plusieurs sortes. La règlela plus simple 
onsiste en l'introdu
tion d'une tautologie. Un séquent � j�� s'interprétant 
omme ditpré
édemment, une tautologie est un séquent dans lequel la même formule apparaît à gau
he et à droitedu signe j� , la formule ' ) ' étant toujours trivialement véri�ée. Cette règle n'ayant pas de prémisse,elle est appelée axiome. Les règles d'inféren
e proprement dites 
ara
térisent les propriétés des opérateursbooléens (négation, 
onjon
tion, disjon
tion, impli
ation) et des quanti�
ations universelle et existentielle.Les règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens et aux quanti�
ateurs sont appelées introdu
tion lorsqu'ellessont utilisées de haut en bas, et élimination lorsqu'elles sont utilisées de bas en haut. La règle de 
oupureCut est une généralisation de la règle de modus ponens, bien 
onnue en logique propositionnelle. Cette règletraduit la partie de la table de vérité de l'impli
ation logique qui stipule que la 
on
lusion d'une impli
ationest vraie si la prémisse l'est : A A) BB MPSi on 
onsidère dans la règle de 
oupure �, �0 et � 
omme étant des séquents vides et �0 
ontenant uneunique formule  , on retrouve j� ' ' j�  j�  CutLes règles asso
iées aux quanti�
ateurs sont soumises à des restri
tions : dans les règles 8-droit et9-gau
he, la variable x ne doit être libre dans au
une des formules de � et de�.Ces règles d'inféren
e ont une le
ture relativement intuitive. Considérons par exemple la règle :-droit.Elle énon
e que si � et ' suf�sent à prouver �, alors � seul peut prouver � ou bien ' doit être faux,
'est-à-dire :' est vrai.
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�; ' j��; 'Taut� j��; '�;:' j��:-gau
he �; ' j��� j��;:':-droit�; ';  j���; ' ^  j��^-gau
he � j��; ' � j��;  � j��; ' ^  ^-droit�; ' j�� �;  j���; ' _  j�� _-gau
he � j��; ';  � j��; ' _  _-droit� j��; ' �;  j���; ')  j�� )-gau
he �; ' j��;  � j��; ')  )-droit�; '[t=x℄ j���;8x' j�� 8-gau
he � j��; '� j��;8x'8-droita�; ' j���;9x' j��9-gau
hea � j��; '[t=x℄� j��;9x' 9-droit� j��; ' �0; ' j��0�;�0 j��;�0 Cuta 8 2 � [�; x =2 FV ( )FIG. II.1 � Cal
ul des séquents.A�n de donner l'intuition des règles asso
iées aux quanti�
ateurs, 
onsidérons la règle 8-droit. Il n'estbien sûr pas possible de 
on
lure que 8x' du seul fait que ' est vraie pour une 
ertaine instan
e de x.Cependant, si 
ette variable x n'est libre dans au
une des formules de � et de �, 
'est-à-dire qu'elle peutêtre modi�ée sans in�uen
er les autres formules, alors elle est en fait quanti�ée universellement de façonimpli
ite, ' est don
 vraie pour toute instan
e de x, d'où 8x'.EXEMPLE II.9� Arbre de preuve.On donne i
i l'exemple de la dérivation du séquent j� (8xf(x)) g(x))) (8xf(x)) 9xg(x)).g(t); f(s) j� g(t)Tautg(t); f(s) j� 9xg(x)9-droitg(t);8xf(x) j� 9xg(x)8-gau
he

f(t) j� g(s); f(t)Tautf(t) j� 9xg(x); f(t)9-droit8xf(x) j� 9xg(x); f(t)8-gau
hef(t)) g(t);8xf(x) j� 9xg(x) )-gau
hef(t)) g(t) j� 8xf(x)) 9xg(x) )-droit8xf(x)) g(x) j� 8xf(x)) 9xg(x) 8-gau
hej� (8xf(x)) g(x))) (8xf(x)) 9xg(x)) )-droit 3



38 II Logique du premier ordreAu lieu de voir les règles d'inféren
e de 
e système 
omme une des
ription des dérivations autoriséesdans la logique du premier ordre, il est également possible de les 
onsidérer 
omme des instru
tions pour la
onstru
tion d'une preuve d'une formule donnée. Il faut pour 
ela lire les règles de bas en haut. Par exemple,la règle ^-droit indique que pour prouver ' ^  , il suf�t de prouver ' et de prouver  , dans le même
ontexte � et�. Ainsi, d'une preuve de ' et d'une preuve de  , il est possible de 
onstruire une preuve de' ^  .Dans la re
her
he de 
ertaines preuves, la plupart des règles indiquent plus ou moins dire
tement lamanière de mener 
ette re
her
he. Le 
as de règle de 
oupure est en 
ela différent. Cette règle énon
e quesi une formule ' peut être la 
on
lusion d'une formule d'une part, et si elle peut servir de prémisse dansune autre formule d'autre part, alors 
ette formule peut être 
oupée, et les dérivations respe
tives s'unissent.Dans la 
onstru
tion d'une preuve de bas en haut, le problème est de trouver 
ette formule ', puisqu'ellen'apparaît pas dans la formule qu'on 
her
he à prouver. C'est le problème auquel s'intéresse le théorèmed'élimination des 
oupures.DÉFINITION II.23� Système formel asso
ié au 
al
ul des séquents.Soient � = (S; F;R) une signature et V un ensemble de variables sur �. Le système formel asso
ié au 
al
uldes séquents est le triplet C� = (A�; F�; R�) où :� A� = F [R [ V [ f:;^;_;);8;9; j� ; (; ); `,'g ;� F� = f� j�� j �;� � For(�)g ;� R� est l'ensemble des règles d'inféren
e du 
al
ul des séquents.DÉFINITION II.24 � Système d'inféren
e de la logique du premier ordre. Le système d'inféren
e asso
ié à la logique dupremier ordre est le triplet (Sig;For ;`) où Sig est la 
atégorie des signatures, For est le fon
teur donné à ladé�nition II.9 et `= (`�)�2jSig j où `�=`C� .Nous avons vu au 
hapitre I que tout système d'inféren
e dé�ni par un système formel est ré�exif,transitif et monotone. Il est fa
ile de prouver que système d'inféren
e asso
ié à la logique du premier ordrepossède la propriété de`-translation. En�n, il est 
onnu que le 
al
ul des séquents pour la logique du premierordre est 
orre
t (il est aussi 
omplet) [Bar77℄. On a don
 le théorème suivant.THÉORÈME II.2. [Mes89℄ Le quintuplet (Sig;For ;Mod ; j=;`) est une logique générale.2 Logique équationnelleLa logique équationnelle est une restri
tion de la logique du premier ordre au seul prédi
at d'égalité.Ainsi, pour 
ette logique, une signature est 
omposée uniquement d'un ensemble de sortes et un ensemblede noms de fon
tions, le prédi
at d'égalité, noté =, devenant un symbole �xe de la logique. Ce prédi
at estunique, quelle que soit la sorte des termes sur lesquels il s'applique. Une équation est alors tout élément deT�(V )s � T�(V )s. Pour tous t; t0 2 T�(V )s, on note t = t0 l'équation (t; t0). Les formules de la logiqueéquationnelle peuvent être réduites aux équations, on parle alors de logique équationnelle élémentaire. Sinon,les formules sont 
onstruites indu
tivement à partir des équations, des 
onne
teurs booléens usuels et desquanti�
ateurs universel et existentiel.



3. Logique 
onditionnelle positive 39Une signature équationnelle est interprétée mathématiquement par une algèbre (universelle), les modèlesdu premier ordre étant des extensions des algèbres aux prédi
ats.DÉFINITION II.25� Algèbre.Soit � = (S; F ) une signature. Une algèbre A sur � est un S-ensemble A muni pour 
haque nomd'opération f : s1 � : : :� sn ! s 2 F d'une appli
ation fA : As1 � : : :�Asn ! As.On note Alg(�) la 
atégorie dont les objets sont les algèbres sur �.Les termes et les formules sont interprétés exa
tement 
omme dans le 
adre du premier ordre, uneéquation t = t0 étant validée par une algèbre pour une interprétation des variables � donnée si et seulementsi les valeurs �(t) et �(t0) sont égales dans l'algèbre 
onsidérée.A�n de prendre en 
ompte le raisonnement 
on
is et ef�
a
e asso
ié à l'égalité 
onnu sous le nomde rem-pla
ement d'égal par égal, le 
al
ul des séquents est étendu au raisonnement équationnel. Les règles suivantes,ajoutées aux règles pré
édemment données, spé
ialisent le 
al
ul des séquents au prédi
at d'égalité [Gal86℄.�; t = t j��� j�� Réf �; (t = t0 ) t0 = t) j��� j�� Sym�; (t = t0 ^ t0 = t00 ) t = t00) j��� j�� Trans�; (t1 = t01 ^ : : : ^ tn = t0n ) f(t1; : : : ; tn) = f(t01; : : : ; t0n)) j��� j�� Cong3 Logique 
onditionnelle positive3.1 Dé�nitionUne des restri
tions de la logique équationnelle a été parti
ulièrement étudiée pour ses propriétésalgébriques, telles que l'initialité, et de dé
idabilité. La restri
tion porte sur la forme des formules 
onsidérées,appelées formules 
onditionnelles positives. Ces formules permettent d'exprimer le fait qu'une propriété,sous la forme d'une équation, est 
onséquen
e d'un ensemble de 
onditions, exprimé sous la forme d'une
onjon
tion d'équations. Plus formellement, une formule 
onditionnelle positive est une formule de laforme : t1 = t01 ^ : : : ^ tn = t0n ) t = t0où n � 0, l'ensemble de 
onditions pouvant être vide. Les simples équations sont don
 également desformules 
onditionnelles positives. Ces formules suf�sent à spé
i�er un très grand nombre des stru
turesde données habituelles.Cette restri
tion sur la forme des axiomes est liée à la volonté d'utiliser des te
hniques de preuve pourla séle
tion d'un jeu de tests. En effet, l'utilisation de telles formules permet de dé�nir un 
al
ul 
on
is etpratique, dont les règles d'inféren
e sont fondées sur 
ha
une des propriétés de l'égalité et des 
onne
teurslogiques : outre la règle d'introdu
tion d'un axiome de la spé
i�
ation, 
e 
al
ul exprime les propriétés del'égalité en tant que 
ongruen
e ainsi que les propriétés logiques de la 
onjon
tion et de l'impli
ation et dela quanti�
ation universelle (i
i impli
ite).
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' 2 Ax(�;Ax ) ` 'Ax Sp ` t = tRéf Sp ` ^1�i�m�i ) t = t0Sp ` ^1�i�m�i ) t0 = t Sym

Sp ` ^1�i�m�i ) t = t0 Sp ` ^1�i�m�i ) t0 = t00Sp ` ^1�i�m�i ) t = t00 Trans
Sp ` ^1�i�m�i ) t1 = t01 : : : Sp ` ^1�i�m�i ) tn = t0nSp ` ^1�i�m�i ) f(t1; : : : ; tn) = f(t01; : : : ; t0n) Cong

Sp ` ^1�i�m�i ) �Sp ` ^1�i�m�(�i)) �(�)Subs Sp ` ^1�i�m�i ) �Sp ` ^1�i�m�i ^ � ) �Mono
Sp ` ^1�i�m�i ^ �) � Sp ` ^1�i�m�i ) �Sp ` ^1�i�m�i ) � MPFIG. II.2 � Cal
ul pour des spé
i�
ations 
onditionnelles positives.Les règles Réf, Sym, Trans et Cong 
ara
térisent respe
tivement la ré�exivité, la symétrie, la transitivitéde l'égalité, ainsi que sa 
ompatibilité ave
 les opérations de la signature, traduisant ainsi le fait que leprédi
at d'égalité est une relation de 
ongruen
e. La règle de substitution Subs dé�nit le 
omportementdu quanti�
ateur universel traité impli
itement dans les formules. Les variables jouant le r�le de valeursgénériques, une formule est valide si elle est valide pour toutes les valeurs possibles que peuvent prendre lesvariables. Elle est don
 toujours valide après l'appli
ation d'une substitution 
hangeant une variable par unterme ave
 variables. La règleMono de monotonie traduit le fait que l'impli
ation 
onsidérée est l'impli
ationlogique, dont la valeur de vérité est vraie en parti
ulier lorsque 
elle de l'anté
édent est fausse. La règle demodus ponens MP traduit le reste de la table de vérité de l'impli
ation, 
'est-à-dire que la 
on
lusion estvalide si les prémisses le sont.On peut trouver dans plusieurs référen
es les preuves de 
orre
tion et de 
omplétude de 
e 
al
ul [BN98℄.3.2 Congruen
e et initialitéNous présentons i
i quelques résultats fondamentaux de la logique équationnelle en général et de lalogique 
onditionnelle positive en parti
ulier. Ces résultats interviendront dans les preuves d'exhaustivité dujeu de tests formé des 
onséquen
es sémantiques observables d'une spé
i�
ation donnée présentées dans la



3. Logique 
onditionnelle positive 41première partie de 
ette thèse.Lorsque, pour 
ha
une des sortes d'une signature donnée, l'ensemble des termes n'est pas vide, il estpossible de 
onstruire une algèbre parti
ulière appelée algèbre des termes.DÉFINITION II.26� Algèbre des termes.Soit � = (S; F ) une signature telle que pour tout s 2 S, T�s 6= ;. L'algèbre des termes T� est l'ensembleT� muni pour 
haque opération f : s1�: : :�sn ! s 2 F de l'appli
ation fT� : T�s1�: : :�T�sn ! T�squi à tout n-uplet (t1; : : : ; tn) asso
ie le terme f(t1; : : : ; tn).L'algèbre des termes est don
 l'algèbre dont l'ensemble sous-ja
ent est 
elui des termes 
los. Dans 
ettealgèbre, deux termes syntaxiquement différents sont deux éléments différents. De plus, tout élément del'algèbre étant dénoté par un terme 
los par dé�nition, 
ette algèbre est �niment engendrée. La propriété laplus importante de 
ette algèbre est la suivante :THÉORÈME II.3. Soit � = (S; F ) une signature telle que pour tout s 2 S, T�s 6= ;. L'algèbre des termes T� estinitiale dans Alg(�).On rappelle qu'un modèle initial est un objet initial dans la 
atégorie des modèles (voir l'annexe A).Pour une signature donnée, l'algèbre initiale possède exa
tement les propriétés qui 
orrespondent à la
ompréhension intuitive de l'algèbre visée par la des
ription donnée par 
ette signature. Les autres modèlesde 
ette signature, bien qu'ils interprètent les mêmes opérations, peuvent avoir d'autres 
ara
téristiques quine sont pas attenduesOn rappelle que pour un ensemble X donné, une relation d'équivalen
e sur X est une relation binaire�� X � X qui est ré�exive, symétrique et transitive. La relation � partitionne l'ensemble X en unensemble disjoint de 
lasses d'équivalen
e bxe = fy 2 X j y � xg. Le quotient de X par la relation� donne l'ensemble de 
es 
lasses : X=� = fbxe j x 2 Xg. La notion de 
ongruen
e étend la notiond'équivalen
e aux algèbres.DÉFINITION II.27� Congruen
e.Soient� = (S; F ) une signature etA 2 Alg(�) une algèbre sur�. Soit� une relation d'équivalen
e surA, 
'est-à-dire une famille indexée par S de relations d'équivalen
e sur 
haqueAs. Alors� est une 
ongruen
esur A si et seulement si pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 F et pour tous (a1; : : : ; an); (b1; : : : ; bn) 2As1 � : : :�Asn , 8i; 1 � i � n; ai � bi ) fA(a1; : : : ; an) � fA(b1; : : : ; bn)Il est alors possible de munir un ensemble quotienté par une relation d'équivalen
e d'une stru
tured'algèbre, 
omme l'énon
e la proposition 
i-dessous.PROPOSITION II.1. Soient � = (S; F ) une signature etA 2 Alg(�) une algèbre sur �. Soit� une 
ongruen
e surA.L'ensemble A� est 
anoniquement muni d'une stru
ture d'algèbre sur � de la façon suivante :� A� = (A=�)s où pour tout s 2 S, (A=�)s est l'ensemble As=�s ;



42 II Logique du premier ordre� pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 F , l'interprétation de f est l'appli
ation fA=� : (A=�)s1 �: : : � (A=�)sn ! (A=�)s dé�nie pour tout n-uplet (ba1e; : : : ; bane) par fA=�(ba1e; : : : ; bane) =bfA(a1; : : : ; an)e.Cette algèbre est appelée algèbre quotient.Les résultats suivants sont au 
entre de la théorie des spé
i�
ations algébriques. Ils permettent en effetde 
onstruire une algèbre initiale pour une spé
i�
ation donnée, 
omme quotient de l'algèbre des termes parune 
ongruen
e induite par les axiomes.THÉORÈME II.4. Soient � = (S; F ) une signature et A 2 Alg(�) une algèbre sur �. Soit R une relation binairesur A, 
'est-à-dire une famille indexée par S de relations binaire sur 
haque As. Il existe une plus petite 
ongruen
e sur A
ontenantR, appelée 
ongruen
e engendrée parR sur A et notée �R.Notation. Si Sp = (�;Ax ) est une spé
i�
ation etA 2 Alg(�) une algèbre sur�, on noteRAx la relationbinaire sur A dé�nie pour tout (a; b) 2 A � A par aRAx b si et seulement s'il existe un axiome de Axt1 = t01 ^ : : : ^ tn = t0n ) t = t0 et une substitution � : V ! A telle que �(ti) = �(t0i) pour tout i,1 � i � n, �(t) = a et �(t0) = b.La relation RAx est l'ensemble des égalités qui manquent à A pour qu'elle valide les axiomes de Ax .En fermant 
ette relation par ré�exivité, symétrie, transitivité et 
ompatibilité ave
 les opérations de �, onobtient une 
ongruen
e par laquelle il est possible de quotienter l'algèbre des termes. On obtient alors unealgèbre dont l'ensemble sous-ja
ent est l'ensemble des termes 
los quotienté par l'égalité entre termes induitedes axiomes.THÉORÈME II.5. Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation. L'algèbre quotient de T� par la 
ongruen
e engendrée parRAxest initiale dans Alg(Sp).



CHAPITRE III Logique modale du premier ordre et 
oalgèbres
Les méthodes algébriques standard dé
rites au 
hapitre pré
édent ont montré leur ef�
a
ité à 
apturer lesdifférents aspe
ts essentiels des stru
tures de données utilisées en informatique. Cependant, il s'avère dif�
ilede dé
rire de façon algébrique les stru
tures intrinsèquement dynamiques qu'on ren
ontre naturellement eninformatique. Les appro
hes formelles des systèmes dynamiques font généralement usage d'automates oude systèmes de transitions.Il existe une multitude de formalismes fondés sur la représentation graphique de la spé
i�
ation d'unsystème tels que les systèmes de transitions. L'idée a émergé dans les années 80 qu'une abstra
tion de 
esformalismes pouvait être fournie par des stru
tures mathématiques duales des algèbres appelées 
oalgèbres.Les 
oalgèbres se sont alors montré adaptées à la des
ription de la dynamique des systèmes tels que lesautomates déterministes [AM80, MA86℄. Plus tard, dans les années 90, elles ont été utilisées en informatiquepour formaliser les notions de 
lasse et d'objet en programmation orientée-objet [Rei95, Ja
95b℄. Commepour les algèbres, les 
oalgèbres étaient, dans 
es travaux, spé
i�ées en logique équationnelle. Les 
onnexionsentre les spé
i�
ations équationnelles et les 
oalgèbres ont alors été étudiées, par Ulri
h Hensel et HorstRei
hel [HR94℄ et Bart Ja
obs [Ja
95a℄. Dans les années 2000, plusieurs travaux proposèrent une nouvelleappro
he pour la spé
i�
ation de stru
tures 
oalgébriques, à savoir l'utilisation de la logique modale [Röÿ01,Kur01, Mos99℄. En effet, les 
oalgèbres sont des généralisations des systèmes de transitions et la logiquemodale est toujours naturellement utilisée pour dé
rire les propriétés de tels systèmes. De plus, les 
oalgèbresdé
rivent demanière générale des systèmes � à états �. La logiquemodale permet de spé
i�er le 
omportementdes opérations qui permettent de faire évoluer l'état du système sans faire référen
e expli
itement à 
et état,seul le 
omportement observable du système est dé
rit.La logique modale que nous présentons dans 
e 
hapitre est une logique plus générale que 
ellespré
édemment 
itées 
ar elle permet également de manipuler des données. C'est la logique sous-ja
enteau langage de spé
i�
ation COCASL [MSRR06℄, dé�ni 
omme une extension 
oalgébrique du langage despé
i�
ation algébriqueCASL et qui permet de 
ombiner la spé
i�
ation de stru
tures de données algébriqueset de pro
essus de nature 
oalgébrique.



44 III Logique modale du premier ordre et 
oalgèbres1 CoalgèbresNous présentons tout d'abord les 
oalgèbres en tant que représentations abstraites des systèmes dyna-miques, ainsi que les notions et résultats de la théorie des 
oalgèbres dont nous aurons besoin dans la suitede 
ette thèse. Pour une introdu
tion pédagogique aux 
oalgèbres et à la 
oindu
tion 
omme notions dualesdes algèbres et de l'indu
tion, on pourra 
onsulter l'arti
le de Bart Ja
obs et Jan Rutten [JR97℄. Pour une pré-sentation 
omplète de la théorie des 
oalgèbres, on se référera aux arti
les de référen
e de Jan Rutten [Rut00℄et de Peter Gumm [Gum99℄ ou au livre en préparation de Bart Ja
obs [Ja
℄. On trouvera dans le 
hapitredu � Handbook of Modal Logi
 � é
rit par Yde Venema une des
ription des liens entre 
oalgèbres et logiquemodale [Ven06℄.1.1 Coalgèbres et fon
teurs polynomiauxUne 
oalgèbre peut être vue 
omme une abstra
tion des systèmes à base d'états, 
onsistant en unensemble E muni d'une 
ertaine opération de transition �, représentée formellement 
omme une fon
tionde E dans un ensemble FE. F désigne un fon
teur de la 
atégorie Set des ensembles dans elle-mêmequi représente la signature de la 
oalgèbre 1. La fon
tion de transition munit l'ensemble E d'une 
ertainestru
ture. Au 
ontraire des opérations algébriques qui permettent de 
onstruire des objets 
omplexes à partirdes objets de base donnés par la signature, les opérations 
oalgébriques peuvent être vues 
omme un moyende dé
onstruire ou d'observer les états de E. Plus formellement, on a la dé�nition suivante d'une 
oalgèbrepour un fon
teur donné.DÉFINITION III.1� Coalgèbre.Soit F : Set ! Set un fon
teur, appelé fon
teur de signature. Une 
oalgèbre du fon
teur F , ou F -
oalgèbre,est un 
ouple (E;�) où :� E est un ensemble dont les éléments sont appelés états ;� � : E ! FE est une fon
tion appelée fon
tion de transition.EXEMPLE III.1� Ensemble C-
oloré.Un des exemples les plus simples que l'on puisse 
onsidérer est 
elui d'un système 
onstitué uniquementd'un ensemble d'étatsE et dont 
haque état est muni d'une 
ouleur 
 2 C , oùC est un ensemble quel
onque.Quel que soit son état initial, 
e système est uniquement 
apable de donner la 
ouleur de 
et état, sans lemodi�er, puis s'arrête. Ce système peut alors être représenté par la 
oalgèbre (E;� : E ! C) du fon
teurF dé�ni par FX = C , où E est l'ensemble des états et où � donne à 
haque état la 
ouleur qui lui estasso
iée. 3EXEMPLE III.2� Presse-bouton.On 
onsidère maintenant une ma
hine en boîte noire possédant un bouton et une lumière. Lorsque lebouton est pressé, une 
ertaine a
tion interne s'effe
tue, qui fait évoluer l'état interne du système. La lumières'allume lorsqu'il n'est plus possible d'a
tionner la ma
hine, 
'est-à-dire lorsqu'elle a atteint un état bloquant,1De manière générale, il est possible de dé�nir une 
oalgèbre sur n'importe quel endofon
teur, 
'est-à-dire n'importe quelfon
teur d'une 
atégorie dans elle-même. Nous nous restreignons i
i à la 
atégorie Set des ensembles, 
elle-
i étant suf�sante pournotre propos.



1. Coalgèbres 45dit aussi terminal. De l'extérieur, il n'est pas possible de 
onnaître l'état interne de la ma
hine, mais seulementd'observer son 
omportement au travers du bouton et de la lumière. On est seulement 
apable d'observer sila lumière est allumée ou non, 
'est la seule information dont on dispose sur l'état 
ourant du système. Il estpossible de faire évoluer l'état de la ma
hine, et 
e jusqu'à temps que la lumière s'allume, si elle s'allume (lama
hine peut fon
tionner éternellement et la lumière ne jamais s'allumer).Pour représenter 
ette ma
hine, on 
onsidère la 
oalgèbre (E; bouton : E ! 1 + E), où E est unensemble représentant l'ensemble de ses états et 1 = f�g est l'ensemble singleton, l'étoile � dénotant unélément quel
onque n'appartenant pas à E. En un état e donné du système, appliquer la fon
tion boutonpeut produire deux sorties : soit un état deE si bouton(e) 2 E, soit bouton(e) = � signi�ant que la lumières'allume et que la ma
hine s'arrête. Dans le premier 
as, l'état de la ma
hine a évolué vers un autre état, danslequel le bouton peut de nouveau être pressé. 3EXEMPLE III.3� Presse-bouton 2.On 
onsidère maintenant une ma
hine en boîte noire qui possède deux boutons : val et suiv . Appuyersur le premier bouton permet d'af�
her une valeur en fon
tion de l'état de la ma
hine, une 
ouleur d'unensemble C par exemple, sans affe
ter 
et état, tandis que le deuxième bouton permet de faire évoluer lesystème vers un autre état. Les opérations val et suiv sont don
 dé�nies parval : E ! C suiv : E ! EOn peut é
rire 
es deux opérations en une seuleh val ; suivi : E ! C �ECette ma
hine peut don
 être représentée par la 
oalgèbre (E; h val ; suivi : E ! C � E) du fon
teur Fdé�ni par FX = C �X . 3EXEMPLE III.4� Suivant.On 
ombine les deux ma
hines pré
édentes pour obtenir une ma
hine qui possède un bouton bouton etune lumière. Appuyer sur le bouton renvoie une valeur 
 2 C et fait passer la ma
hine dans un état suivant,ou bien allume la lumière si la ma
hine ne peut plus évoluer. On obtient alors un système 
orrespondant àla 
oalgèbre (E; bouton : E ! 1 + C �E) du fon
teur F dé�ni par FX = 1 + C �X . 3EXEMPLE III.5� Buffer à une pla
e.On 
onsidère i
i un buffer à une pla
e muni de deux opérations 
rire et lire . La première permet desto
ker un élément d'un ensemble A dans le buffer, tandis que la deuxième permet de lire la valeur sto
kées'il y en a une et renvoie un message d'erreur si le buffer est vide. Ces opérations sont dé�nies de la manièresuivante où l'ensemble singleton 
ontient le message d'erreur :
rire : E �A! E lire : E ! 1 +A� E
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oalgèbresqu'on peut é
rire sous la forme h 
rire; lirei : E ! EA � (1 +A� E )Une 
oalgèbre représentant 
e système est don
 une 
oalgèbre du fon
teurF dé�ni par FX = XA� (1+A�X). 3EXEMPLE III.6� Automates - LTS.Prenons maintenant quelques exemples tirés de la théorie des automates.Automate non-déterministe. Dans un automate non-déterministe, plusieurs transitions sont possibles àpartir d'un état donné. La fon
tion de transition d'un tel système est don
 une fon
tion qui à 
haque étatasso
ie un ensemble d'états. Une 
oalgèbre représentant 
e système est alors 
onstruite sur le fon
teurP quià un ensemble asso
ie l'ensemble des parties de 
et ensemble :(Q;� : Q! P(Q))Automate déterministe re
onnaissant un langage. Un automate re
onnaissant un langage est un auto-mate 
onstruit sur un alphabet A et qui possède un état initial et des états a

eptants. Un mot est re
onnupar l'automate s'il est possible de trouver, depuis l'état initial, un 
hemin étiqueté par 
ha
une des lettres dumot dans l'ordre qui mène à un état a

eptant. Le langage re
onnu par l'automate est l'ensemble des motsre
onnus par 
et automate. Un tel automate est représenté par un quadruplet (Q;A; Æ : Q�A! Q;F ) oùQ est l'ensemble des états, A est l'alphabet, Æ est la fon
tion de transition prenant un état et donnant l'étatsuivant selon la lettre lue, etF � Q est l'ensemble des états a

eptants. Il est possible d'é
rire Æ sous la formeÆ : Q! QA. De plus, on peut dénoter les états a

eptants par une fon
tion booléenne a

 : Q! f0; 1gtelle que a

(q) = 1 si et seulement si q 2 F . On peut alors représenter un tel automate par une 
oalgèbredu fon
teur F dé�ni par FX = XA � f0; 1g :(Q; h Æ; a

i : Q! QA � f0; 1g)Ma
hine de Moore. Une ma
hine de Moore est un automate déterministe à entrées et sorties dont lesentrées permettent de faire évoluer l'état et dont les sorties dépendent uniquement de l'état 
ourant. Unema
hine de Moore est généralement dé
rite par un quintuplet (Q; I;O; 
 : Q � O; Æ : Q � I ! Q)où Q est l'ensemble des états, I et O sont respe
tivement les ensembles des entrées et des sorties, 
 estla fon
tion de sortie qui à 
haque état asso
ie une sortie, et Æ est la fon
tion de transition qui à tout étatasso
ie l'état suivant selon la valeur d'entrée. Si Æ(q; i) = q0, on note généralement q i�! q0. On remarqueque la fon
tion Æ peut également s'é
rire Æ : Q ! QI , on peut alors é
rire les fon
tions 
 et Æ en uneseule : h 
; Æi : Q! O �QI . Un tel automate 
orrespond alors à une 
oalgèbre du fon
teur F dé�ni parFX = O �XI : (Q; h 
; Æi : Q! O �QI)Système de transitions étiquetées (LTS). Un système de transitions étiquetées est dé�ni par un ensembled'états Q et une relation Æ de transition entre 
es états, indexée par un ensemble A de valeurs appeléesétiquettes : Æ � Q�A�Q. Si (q; a; q0) 2 Æ, on note habituellement q a�! q0. Remarquons qu'une relationR � E�F peut être vue 
omme une fon
tion deE dans l'ensembleP(F ) des parties de F . On peut alors
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rire la relation Æ 
omme une fon
tion Æ : Q ! P(A�Q). Un LTS est don
 une 
oalgèbre du fon
teurF dé�ni par FX = P(A�X) : (Q; Æ : Q! P(A�Q))De tels systèmes de transitions sont bien entendu non-déterministes. Cependant, on a souvent besoin de
onsidérer que 
e non-déterminisme est borné, 
'est-à-dire que d'un état donné, seul un nombre �ni detransitions est possible. Ces systèmes sont dits à bran
hement �ni et peuvent être modélisés à l'aide dufon
teur Pf de l'ensemble des parties �nies :(Q; Æ : Q! Pf (A�Q))Une autre 
lasse de systèmes sont les 
oalgèbres de la forme(Q; Æ : Q! Pf (Q)A)qui sont dites à image �nie : pour tout état q 2 Q et tout a 2 A, le nombre d'états a

essibles à partir de qpar une transition étiquetée par a, fq0 j q a�! q0g, est �ni. 3EXEMPLE III.7� Frames et modèles de Kripke.Les modèles de la logique modale propositionnelle sont 
onstruits sur des stru
tures appelées frames.Une frame est un 
ouple (W;R) où W est un ensemble non vide d'états (également appelés mondespossibles) et R est une relation binaire sur W appelée relation d'a

essibilité. Cette relation pouvant êtrevue 
omme une fon
tion R : W ! P(W ), une frame est en fait une 
oalgèbre (W;R : W ! P(W ))du fon
teur P de l'ensemble des parties. On remarque qu'un automate non-étiqueté non-déterministe etune frame sont des 
oalgèbres du même fon
teur, une frame pouvant être également vue 
omme un grapheorienté, don
 un automate.Un modèle de la logique modale propositionnelle est alors une frame à laquelle est ajoutée une valuationdes variables propositionnelles. Un modèle est don
 un triplet (W;R; v) ave
 v : Prop ! P(W ) oùProp est l'ensemble des variables propositionnelles. La fon
tion v asso
ie à 
haque variable propositionnellel'ensemble des états dans lesquelles elle est validée. On peut également voir 
ette fon
tion de valuation
omme une fon
tion qui à 
haque état, asso
ie l'ensemble v�1(w) = fp 2 Prop j w 2 v(p)g desvariables propositionnelles qui y sont valides. Un modèle est alors une 
oalgèbre du fon
teur F dé�ni parFX = P(Prop)�P(X). 3Les fon
teurs mentionnés dans les exemples pré
édents, ex
epté le fon
teurP de l'ensemble des parties,sont 
e qu'on appelle des fon
teurs polynomiaux de Kripke, 
omme par exemple FX = A+ (B �X)C .Ces fon
teurs sont 
onstruits indu
tivement à partir de fon
teurs simples de base, en utilisant le produit,la somme, l'exposant et l'ensemble des parties pour 
onstruire de nouveaux fon
teurs. Cette famille defon
teurs peut paraître restri
tive, elle suf�t 
ependant à dé
rire un grand nombre de 
as 
on
rets et a deplus l'avantage de posséder d'intéressantes propriétés, 
omme on le verra par la suite.DÉFINITION III.2� Fon
teurs polynomiaux (de Kripke).L'ensemble des fon
teurs polynomiaux est dé�ni indu
tivement de la manière suivante 2 :2Voir la se
tion 4 de l'annexe A pour la dé�nition des différents fon
teurs.
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oalgèbres1. Le fon
teur identité Id est un fon
teur polynomial ;2. Pour tout ensemble C , le fon
teur 
onstant C : Set ! Set est un fon
teur polynomial. Ce fon
teurasso
ie à tout ensemble X l'ensemble C et à toute fon
tion f : X ! Y la fon
tion identitéIdC : C ! C ;3. Si T et S sont deux fon
teurs polynomiaux, alors le fon
teur produit T �S est aussi polynomial. Cefon
teur asso
ie à tout ensemble X l'ensemble T (X) � S(X) et à toute fon
tion f : X ! Y lafon
tion T (f)� S(f) dé�nie par (A.1) ;4. Si T et S sont deux fon
teurs polynomiaux, alors le fon
teur 
oproduit T + S est aussi polynomial.Ce fon
teur asso
ie à tout ensembleX l'ensemble T (X) + S(X) et à toute fon
tion f : X ! Y lafon
tion T (f) + S(f) dé�nie par (A.2) ;5. Pour tout ensemble E, si T est un fon
teur polynomial, alors l'exposant 
onstant T E est égalementpolynomial. Ce fon
teur asso
ie à tout ensembleX l'ensembleT (X)E et à toute fon
tion f : X ! Yla fon
tion T (f)IdE dé�nie pour toute fon
tion h : T (X)E par T (f)IdE(h) = T (f)Æh, voir (A.3).L'ensemble des fon
teurs polynomiaux de Kripke est le sur-ensemble des fon
teurs polynomiaux dé�ni par les 5
onditions pré
édentes auxquelles sont ajoutées les deux règles suivantes :6. Si T est un fon
teur polynomial de Kripke, alors le fon
teur de l'ensemble des parties P(T ) estaussi polynomial de Kripke. Ce fon
teur asso
ie à tout ensemble X l'ensemble P(T (X)) et à toutefon
tion f : X ! Y la fon
tion P(T (f)) : P(T (X))! P(T (Y )) dé�nie par (A.4) ;7. Si T est un fon
teur polynomial de Kripke, alors le fon
teur T � est aussi polynomial de Kripke.Ce fon
teur asso
ie à tout ensemble X l'ensemble X� et à toute fon
tion f : X ! Y la fon
tionT (f)� : T (X)� ! T (Y )� dé�nie par (A.5).On appelle fon
teur polynomial de Kripke �ni un fon
teur polynomial de Kripke dans lequel le fon
teur P estrempla
é par le fon
teur Pf de l'ensemble des parties �nies.1.2 Morphismes et bisimulationUn moyen effe
tif de 
omparer des 
oalgèbres peut se faire au travers des morphismes de 
oalgèbres.DÉFINITION III.3� Morphisme de 
oalgèbres.Soient un fon
teurF : Set ! Set et deuxF -
oalgèbres (E;�) et (E0; �0). Un morphisme de 
oalgèbres estune fon
tion f : E ! E0 telle que�0 Æf = F(f)Æ�, 
'est-à-dire telle que le diagramme suivant 
ommute :E E0
F(E) F(E0)

f
� �0

F(f)Intuitivement, les morphismes de 
oalgèbres préservent les stru
tures de transition. La fon
tion identitéd'uneF -
oalgèbre est unmorphisme de 
oalgèbres et la 
omposition de deuxmorphismes est unmorphisme,
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 la 
olle
tion des F -
oalgèbres munie des morphismes de F -
oalgèbres est une 
atégorie, notéeCoalg(F).EXEMPLE III.8� Systèmes de transitions étiquetés.On donne l'intuition du transport d'une 
oalgèbre au travers d'un morphisme de 
oalgèbres sur lessystèmes de transitions étiquetés. On a vu pré
édemment (exemple III.6) qu'un système de transitionsétiquetés est une 
oalgèbre du fon
teurFX = P(A�X) oùA est un ensemble d'étiquettes. On 
onsidèredeux systèmes de transitions (S;A;�!S) et (T;A;�!T ) sur le même ensemble d'étiquettes A, 
'est-à-dire deux 
oalgèbres (S; �S) et (T; �T ) du fon
teur F . Par dé�nition, un morphisme de 
oalgèbresf : (S; �S) ! (T; �T ) est une fon
tion f : S ! T telle que F(f) Æ �S = �T Æ f où la fon
tionF(f) : P(A� S)! P(A� T ) est dé�nie pour tout V � A� S par :F(f)(V ) = P(A� f)(V ) = f(a; f(s)) 2 A� T j (a; s) 2 V gL'égalité F(f) Æ �S = �T Æ f est en fait équivalente aux deux 
onditions suivantes :1. Pour toute transition s a�!S s0, on a la transition f(s) a�!T f(s0).2. Pour toute transition f(s) a�!T t, il existe s0 2 S tel que s a�!S s0 et f(s0) = t.Un morphisme de 
oalgèbres est don
 une fon
tion préservant les transitions. 3On a le résultat fondamental suivant sur la dé
omposition d'un morphisme de 
oalgèbres en un épimor-phisme suivi d'un monomorphisme appelée fa
torisation.THÉORÈME III.1. [Gum99℄ Soient F un fon
teur, (E;�) et (E0; �0) deux F -
oalgèbres. Tout morphisme de 
oalgèbref : E ! E0 admet une unique fa
torisation f = i Æ q où i est un monomorphisme et q est un épimorphisme.Les 
oalgèbres généralisant les systèmes de transitions, la notion de bisimulation entre systèmes trouvesa généralisation dans 
e 
adre. Une bisimulation entre deux 
oalgèbres est intuitivement une stru
ture detransition préservant la relation entre les ensembles d'états.DÉFINITION III.4� Bisimulation.Soient F un fon
teur, (E;�) et (E0; �0) deux F -
oalgèbres. Une bisimulation entre E et E0 est unerelation R � E �E0 pour laquelle il existe une stru
ture de F -
oalgèbre 
 : R! F(R) telle que les deuxfon
tions de proje
tion �1 : R ! E et �2 : R ! E0 sont des morphismes de 
oalgèbres, 
'est-à-dire telsque le diagramme suivant 
ommute :E R E0
F(E) F(R) F(E0)

�1 �2
� �0


F(�1) F(�2)Deux états e et e0 sont dits bisimilaires s'il existe une bisimulation R telle que (e; e0) 2 R.
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oalgèbresEXEMPLE III.9� Systèmes de transitions étiquetés.On peut rappro
her 
ette dé�nition de la dé�nition habituelle de la bisimulation entre deux systèmesde transitions étiquetés, issue de la théorie de la 
on
urren
e. On 
onsidère deux systèmes de transitionsétiquetés, 
'est-à-dire deux 
oalgèbres (S; �S) et (T; �T ) sur le fon
teur FX = P(A �X) où A est unensemble d'étiquettes. Une bisimulation entre S et T , au sens usuel, est une relationR � S�T satisfaisant,pour tout 
ouple d'états (s; t) 2 R, les deux 
onditions suivantes :1. Pour tout s0 2 S tel qu'il existe une transition s a�!S s0, il existe t0 2 T tel que t a�!T t0 et(s0; t0) 2 R.2. Pour tout t0 2 T tel qu'il existe une transition t a�!T t0, il existe s0 2 S tel que s a�!S s0 et(s0; t0) 2 R.On 
onsidèreR une bisimulation entreS etT munie de la fon
tion de transition�R : R! FR. La stru
ture�R de R induit une relation �!R : R � A�R. Soit (s; t) 2 R et s a�!S s0. Comme s = �1(s; t), on a�1(s; t) a�!S s0. Puisque �1 est un morphisme de 
oalgèbres, il existe une transition dansR, 
orrespondantau � transport � de la transition �1(s; t) a�!S s0 de S par �1, de la forme (s; t) a�!R (s00; t0) tel que�1(s00; t0) = s0. D'où (s0; t0) 2 R. Comme �2 est un morphisme de 
oalgèbres, �2(s; t) a�!T �2(s0; t0),
'est-à-dire t a�!T t0. La relationR véri�e don
 la 
ondition 1. La 
ondition 2 se prouve de la mêmemanière.Ré
iproquement, on suppose que R satisfait les 
onditions 1 et 2. On dé�nit alors �R : R ! P(A � R)pour tout (s; t) 2 R par �R(s; t) = f(a; (s0; t0)) 2 A�R j s a�!S s0 et t a�!T t0g. Des 
onditions 1 et2 on déduit que les proje
tions sont des morphismes de 
oalgèbres de (R;�R) dans (S; �S) et (T; �T ). 3Notation. Pour une fon
tion f : A! B, on noteG(f) son graphe, 
'est-à-dire l'ensemble f(x; f(x)) j x 2Ag.On a la relation fondamentale suivante entre les morphismes de 
oalgèbres et la notion de bisimulation.THÉORÈME III.2. [Rut00℄ Soient F un fon
teur, (E;�) et (E0; �0) deux F -
oalgèbres. Une fon
tion f : E ! E0est un morphisme de 
oalgèbre si et seulement si son grapheG(f) est une bisimulation entre E et E0.1.3 Coalgèbre terminaleDÉFINITION III.5� Coalgèbre terminale.Une 
oalgèbre terminale (W; Æ) d'un fon
teurF est une 
oalgèbre telle que pour touteF -
oalgèbre (E;�),il existe un unique morphisme de 
oalgèbres !� : (E;�)! (W; Æ) :
E W
F(E) F(W )

!�
� Æ

F(!�)



1. Coalgèbres 51Une 
oalgèbre terminale, si elle existe, est unique à isomorphisme près. Une 
oalgèbre terminale peutêtre vue 
omme une représentationminimale d'un système, 
'est-à-dire qui 
ontient de la façon la plus simpletous les 
omportements de 
e système. Une fois 
onstruite une 
oalgèbre terminale pour un fon
teur donné,on peut asso
ier à tout état d'une 
oalgèbre de 
e fon
teur son 
omportement, 
'est-à-dire un état de la
oalgèbre terminale qui lui soit bisimilaire. C'est 
e que dit le théorème suivant :THÉORÈME III.3. [Gum99℄ SoitF un fon
teur. SiF admet une 
oalgèbre terminale (W; Æ), alors pour touteF -
oalgèbre(E;�), pour tout état e 2 E, il existe un unique état w =!�(e) 2W tel que e et w sont bisimilaires.On a de plus le résultat suivant dû à Joa
him Lambek (voir [SP82℄), 
on
ernant la stru
ture d'une
oalgèbre terminale lorsqu'elle existe.THÉORÈME III.4. [SP82℄ Soit F un fon
teur. Si F admet une 
oalgèbre terminale (W; Æ), alors Æ :W ! FW est unisomorphisme.On donne maintenant quelques exemples de 
oalgèbres terminales pour les systèmes qui ont été dé
ritsà la sous-se
tion pré
édente.EXEMPLE III.10� Ensemble C-
oloré.Dans l'exemple III.1, le système dé
rit 
onsiste à donner une 
ouleur pour 
haque état. Le 
omportementobservable d'un état est alors réduit à la 
ouleur qui lui est asso
iée. La 
oalgèbre terminale pour le fon
teurF dé�ni par FX = C est don
 
onstruite sur l'ensemble C lui-même, muni de la fon
tion identité :(C; IdC : C ! C). L'unique morphisme de 
oalgèbres entre une 
oalgèbre quel
onque (E;�) de 
efon
teur et la 
oalgèbre terminale est alors la fon
tion � elle-même, puisque 
e diagramme doit 
ommuter :E C
C C

!�
� IdC

IdC 3EXEMPLE III.11� Presse-bouton.On 
onsidère la ma
hine munie d'un bouton et d'une lumière dé
rite à l'exemple III.2. Appuyer surle bouton permet de faire évoluer la ma
hine dans un autre état, ou bien l'arrête. La seule observationdisponible étant liée à la lumière, tout 
e qu'un utilisateur de 
ette ma
hine peut faire est appuyer sur lebouton et regarder si la lumière s'allume. Si elle ne s'allume pas, il peut réitérer l'opération, et noter 
ombiende fois il a fallu appuyer sur le bouton pour que la lumière s'allume. Il peut ainsi obtenir un entier entre 0 etl'in�ni : 0 si la lumière est déjà allumée, un entier n 2 N s'il parvient à allumer la lumière après n pressions,ou l'in�ni si la lumière ne s'allume jamais.Le 
omportement observable de 
ette ma
hine est alors un élément de N = N [ f1g, dé
rivant lenombre de fois que le bouton a dû être pressé pour que la lumière s'allume. La 
oalgèbre terminale de 
e
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oalgèbressystème est don
 (N ; pred : N ! 1 + N ), où pred est la fon
tion de transition suivante :
pred(n) = 8>><>>:

�1(�) si n = 0�2(n� 1) si 0 < n <1�2(1) si n =1où �1 et �2 sont les 
oproje
tions asso
iées au 
oproduit 1 + N . 3EXEMPLE III.12� Presse-bouton 2.Considérons de nouveau la ma
hine à deux boutons, val et suiv . Ave
 
es opérations, deux a
tions sontpossibles étant donné un état e 2 E : on peut produire un élément de C , val(e), ou bien produire un étatsuivant de E, suiv(e). Il est possible de répéter 
es deux opérations et ainsi de former un autre élémentde C , val(suiv(e)). En 
ontinuant de la sorte, il est possible de produire, pour 
haque état e 2 E unesuite in�nie d'éléments de C (
0; 
1; 
2; : : :) 2 CN , ave
 
i = val(suivn(e)) pour tout i 2 N . Cette suited'éléments issue de e est 
e qu'il est possible d'observer à propos de e. La 
oalgèbre terminale de 
e systèmeest don
 (CN ; h t ête; queuei : CN ! C � CN ), où t ête et queue sont les fon
tions suivantes :t ête((
0; 
1; 
2; : : :)) = 
0 queue((
0; 
1; 
2; : : :)) = (
1; 
2; 
3; : : :)qu'on peut également exprimer de la façon suivante, où 
 est une fon
tion de N dans C :t ête(
) = 
(0) queue(
) = 
0 t.q. 8n 2 N ; 
0(n) = 
(n+ 1)Pour tout 
oalgèbre (E; h val ; suivi : E ! C � E) du fon
teur FX = C � X , il existe don
 ununique morphisme de 
oalgèbres f : E ! CN . Ce morphisme est 
elui qui asso
ie à tout état de Eson 
omportement observable, 
'est-à-dire la suite in�nie d'éléments de C donnés par les observationsval(suivn(e)) pour tout n. Le morphisme f est don
 dé�ni pour tout e 2 E, pour tout n 2 N , par :f(e)(n) = val(suivn(e))Il est fa
ile de véri�er que t ête Æf = val et queue Æf = f Æ suiv , f est don
 bien un morphisme de
oalgèbres. E CN
C �E C � CN

f
h val ; suivi h t ête; queuei

IdA�f 3EXEMPLE III.13� Suivant.Reprenons l'exemple de lama
hinemunie d'un bouton et d'une lumière, et dont le bouton permet à la foisd'af�
her une valeur dépendant de l'état et de faire évoluer l'état interne de la ma
hine. Pour un état e 2 E dela ma
hine, deux observations sont possibles : soit bouton(e) = �, 
e qui signi�e que la ma
hine est arrêtée,qu'elle a atteint un état dans lequel il est impossible de 
ontinuer ; soit bouton(e) = (
; e0), donnant ainsi



1. Coalgèbres 53un nouvel état à partir duquel il est possible d'appuyer de nouveau sur le bouton. En repétant l'opération, onobtient, pour tout état e 2 E, une suite �nie (
1; 
2; : : : ; 
n) 2 C� ou une suite in�nie (
1; 
2; : : :) 2 CN .Les observations asso
iées aux états de E sont alors des éléments de l'ensemble C1 = C� +CN des listes�nies et in�nies d'éléments de C . La 
oalgèbre terminale est don
 (C1; sp : C1 ! 1 + C � C1) où sp(pour � suivant possible �) est la fon
tion :
sp(e) = ( �1(�) si e = ()�2((a; e0)) si e = a � eoù () est la liste vide et _ � _ est l'ajout d'un élément en tête de liste, �1 et �2 étant les 
oproje
tions asso
iéesau 
oproduit 1 +C � C1. 3EXEMPLE III.14� Automate déterministe re
onnaissant un langage.Un automate déterministe re
onnaissant un langage est une 
oalgèbre (Q; h Æ; a

i : Q! QA�f0; 1g)du fon
teur FX = XA � f0; 1g, 
omme on l'a vu à l'exemple III.6. Par dé�nition de 
es automates, àun état donné, �xé 
omme étant initial, il est possible d'asso
ier un langage, la langage re
onnu à partir de
et état. Le 
omportement observable d'un état est don
 le langage qu'il permet de re
onnaître. Le supportde la 
oalgèbre terminale est don
 l'ensemble des langages qu'il est possible de re
onnaître à l'aide de 
etautomate, 
'est-à-dire P(A�), un langage re
onnu par l'automate étant un ensemble de mots sur A. Cette
oalgèbre est munie de la fon
tion de transition h�1; �2i : P(A�) ! P(A�)A � f0; 1g dé�nie pour toutlangage L par : �1(L)(a) = fw 2 A� j a:w 2 Lg�2(L) = 1, � 2 Loù � dénote la séquen
e vide et _:_ l'ajout d'un élément en tête de séquen
e. 3EXEMPLE III.15� Ma
hine de Moore.Comme il a été vu à l'exemple III.6, une ma
hine deMoore est une 
oalgèbre (Q; h 
; Æi : Q! O�QI)du fon
teurFX = O�XI . Les opérations possibles en un état q 2 Q sont les suivantes : on peut observerla sortie asso
iée à l'état 
ourant 
(q) = o, ou, pour une entrée i 2 I , on peut faire évoluer la ma
hine dansun nouvel état Æ(q; i) = q0. À partir d'un nouvel état, on peut réitérer, et ainsi obtenir une suite de sorties(o0; o1; : : :), où 
ha
une des sorties est asso
iée à une suite d'entrées : 
(q) = o0 
orrespond à une suited'entrées vide, 
(Æ(q; i1)) = o1 
orrespond à la suite d'entrée i1, 
(Æ(q; i2)) = o2 
orrespond à la suited'entrée i2, 
(Æ(Æ(q; i1); i3)) = o3 
orrespond à la suite d'entrées i1i3, et
. Le 
omportement observabled'un état est don
 une fon
tion de I� dans O qui à 
haque suite d'entrées �nies (i1; i2; : : : ; in) asso
ie lasortie 
(Æ(Æ(: : : Æ(Æ(q; i1); i2); : : : ; in))).La 
oalgèbre terminale du fon
teur F est alors (OI� ;� : OI� ! O � (OI�)I) où � est la fon
tiondé�nie pour tout � : I� ! O par : �(�) = h�(�);  ioù  est dé�nie pour tout i 2 I , pour tout v 2 I�, par (i)(v) = �(i:v)
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oalgèbres(I
i, � dénote la séquen
e vide et _:_ l'ajout d'un élément en tête de séquen
e.)La fon
tion � dé
ompose en fait les éléments de OI� en 
ouples de O � (OI�)I , de la façon suivante.Si � est une fon
tion de I� dans O :� �(�) est la sortie asso
iée à l'état 
ourant ;� après une entrée i, on arrive dans un état dé
rit par une fon
tion  (i) : I� ! O, qui à toute suited'entrées v asso
ie la même sortie que la fon
tion � appliquée à la suite d'entrées b:v. 3Comme il a déjà été dit plus haut, tout fon
teur n'admet pas né
essairement une 
oalgèbre termi-nale. Considérons par exemple le fon
teur P de l'ensemble des parties, 
orrespondant aux systèmes non-déterministes. Si (W; Æ) est une 
oalgèbre terminale pour 
e fon
teur, alors d'après le théorème III.4, Æ estun isomorphisme, 
'est-à-dire queW et P(W ) sont isomorphes. Or la 
ardinalité de P(W ) est stri
tementsupérieure à 
elle deW , une 
oalgèbre terminale ne peut don
 pas exister pour un tel fon
teur. En revan
he,le fon
teur de l'ensemble des parties est restreint aux parties �nies, il admet une 
oalgèbre terminale, de lamême manière que les fon
teurs polynomiaux, 
omme l'établit le théorème suivant.THÉORÈME III.5. [Rut00℄ Tout fon
teur polynomial de Kripke �ni admet une 
oalgèbre terminale.1.4 Quasi-
ovariétésNous aurons besoin, plus loin dans 
ette thèse, d'un résultat 
on
ernant l'existen
e d'une 
oalgèbreterminale pour une 
ertaine 
lasse de 
oalgèbres d'un fon
teur donné. Cette 
lasse, appelée quasi-
ovariété,est 
ara
térisée par le fait d'être fermée sous 
ertaines opérations, à savoir le quotient et le 
oproduit(voir l'annexe A pour la dé�nition de 
ette notion). Elle admet alors une 
oalgèbre terminale qui est unesous-
oalgèbre de la 
oalgèbre terminale pour 
e fon
teur, au sens dé�ni 
omme suit :DÉFINITION III.6� Sous-
oalgèbre.Soient (E;�) une 
oalgèbre et S un sous-ensemble de E muni de l'inje
tion 
anonique i : S ! E.S'il existe une stru
ture de transition � sur S telle que i : (S; �)! (E;�) est un morphisme de 
oalgèbre,alors (S; �) est appelée sous-
oalgèbre de (E;�).DÉFINITION III.7� (Quasi-)
ovariété.Une quasi-
ovariété est une 
lasse de 
oalgèbres fermée par 
oproduit et par quotient. Une 
ovariété est unequasi-
ovariété fermée par sous-
oalgèbre.THÉORÈME III.6. [Kur01℄ SoitF un fon
teur admettant une 
oalgèbre terminale. Alors toute quasi-
ovariété deCoalg(F)admet une 
oalgèbre terminale pleinement abstraite, 
'est-à-dire qui est une sous-
oalgèbre de la 
oalgèbre terminale de F .Ce résultat est le dual d'un résultat d'algèbre universelle établi par Garrett Birkhoff [Bir35℄, qui montrel'existen
e d'une algèbre initiale pour toute 
lasse d'algèbres fermée par produit, sous-algèbre et quotient.Dans 
e résultat, l'algèbre initiale est un quotient de l'algèbre initiale de la 
atégorie des algèbres d'un fon
teurdonné.



2. Logique modale du premier ordre 552 Logique modale du premier ordreDe même que pour la logique du premier ordre, la présentation que nous allons donner de la logiquemodale du premier ordre suit le s
héma de la dé�nition I.17 des logiques générales.2.1 SyntaxeLe prin
ipe est i
i d'étendre la logique du premier ordre en introduisant la notion de modalité. Unemodalité permet de modi�er la nature d'une proposition en produisant une autre proposition dont la valeurde vérité ne dépend pas de façon purement fon
tionnelle de 
elle de la proposition initiale. Cela permetd'exprimer des notions telles que la possibilité, l'obligation, le futur, le devoir, la 
onnaissan
e, et
. Eninformatique, les modalités sont le plus souvent utilisées pour modéliser la dépendan
e de la valeur de véritéd'une proposition au temps ou à l'exé
ution d'un programme. On va vouloir exprimer le fait qu'il existe unmoment à partir duquel une 
ertaine propriété est vraie, par exemple, ou bien qu'après l'exé
ution d'unefon
tion, une 
ertaine variable est affe
tée d'une valeur donnée.La logique modale présentée i
i est 
onstruite au-dessus de la logique du premier ordre, de la mêmemanière que la logique modale habituelle est 
onstruite 
omme une extension de la logique propositionnelle.Les formules de la logique modale propositionnelle sont 
onstruites indu
tivement à partir des éléments debase de la logique propositionnelle, 
'est-à-dire des variables propositionnelles et des 
onne
teurs booléens(négation, 
onjon
tion, disjon
tion et impli
ation), auxquels est ajouté un nouvel élément de 
onstru
tionappelé modalité, généralement noté 2. Elles sont 
onstruites indu
tivement selon les règles suivantes :' ::= p j true j false j :' j ' ^  j ' _  j ')  j 2'où p est une variable propositionnelle. Une modalité est un opérateur qui a pour prin
ipale 
ara
téristique dene pas être vérifon
tionnel. Tandis que la valeur de vérité d'une formule p ^ q, où p et q sont des variablespropositionnelles, dépend uniquement des valeurs de vérité de p et de q, il n'est pas possible de déduire lavaleur de vérité de la formule 2p à partir de la valeur de vérité de p.Signatures. Les formules de la logiquemodale dupremier ordre sont 
onstruites à partir desmêmes briquesde base que la logique du premier ordre. Une signature de 
ette logique est don
 un triplet 
onstitué d'unensemble de sortes, d'un ensemble d'opérations et d'un ensemble de prédi
ats. Cependant, une différen
e estintroduite i
i entre une partie dite � �xe � des données et une partie dite � dynamique �. Certaines 
omposantesde l'ensemble des données spé
i�ées sont 
onsidérées de la même manière que dans le 
adre de la logiquedu premier ordre, 
'est-à-dire sont pourvues d'une interprétation �xe. Par exemple, les entiers naturels munisdes opérations et des prédi
ats qui leur sont asso
iés, sont interprétés de la même manière dans tous lesétats. Les autres 
omposantes vont être affe
tées d'une interprétation qui va évoluer selon une 
ertainedynamique, qui va 
hanger selon l'état du système dé
rit. L'ensemble des sortes est alors partitionné endeux sous-ensembles : l'un dont les éléments sont des sortes dites � observables � représentant la partie�xe des données ; l'autre 
omposé de sortes dites � non observables � qui représente la partie dynamique.Les opérations manipulant les données sont différen
iées selon qu'elles manipulent des éléments de sorteobservable ou non. Les opérations sur la partie �xe des données ne manipulent que des éléments de sorteobservable et ont, de 
e fait, une interprétation �xe. Les opérations liées à la partie dynamique font intervenir
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oalgèbresdes éléments de sorte non observable, 
ara
téristiques de l'état. Leur interprétation évolue alors selon l'état,
'est-à-dire selon l'interprétation des éléments de sorte non observable qu'elles manipulent. De la mêmemanière, les prédi
ats sont partagés en plusieurs 
atégories. Les prédi
ats sur la partie �xe des données neprennent en argument que des éléments de sorte observable, tandis que les prédi
ats sur la partie dynamiqueont parmi leurs arguments des éléments de sorte non observable, leur interprétation dépendant de l'état. Ona alors la dé�nition suivante d'une signature de la logique modale du premier ordre.DÉFINITION III.8� Signature.Une signature � est un triplet (S; F;R) où :� S est un ensemble dont les éléments sont appelés sortes, muni d'une partition Sobs et T où Sobsdésigne le sous-ensemble des sortes dites observables, et T 
elui des sortes non observables ou 
otypes ;� F est un ensemble de noms d'opérations où 
haque nom f est muni d'une arité dans S� � S. F estmuni d'une partition Fobs et (Fs)s2T où� Fobs est le sous-ensemble des noms d'opérations sur les données : pour tout f : s1 � : : :� sn ! s 2Fobs , s1; : : : ; sn; s 2 Sobs ,� pour tout s 2 T , Fs est le sous-ensemble des noms d'observateurs de la sorte s : toute opérationf 2 Fs a le pro�l s1 � : : : � sn � s ! s0 ave
 s1; : : : ; sn 2 Sobs . Si s0 2 Sobs , f est appeléobservateur de sorte observable ou attribut, si s0 2 T , il est appelé observateur de sorte non observable ouméthode ;� R est un ensemble de noms de prédi
ats où 
haque nom r est muni d'une arité dans S+. R est munid'une partition Robs q (Rs)s2T où� Robs est le sous-ensemble des noms de prédi
ats sur les données : pour tout r : s1 � : : :� sn 2 Robs ,s1; : : : ; sn 2 Sobs ,� pour tout s 2 T , Rs est le sous-ensemble des noms de prédi
ats sur la sorte s : tout prédi
at r 2 Rsa le pro�l s1 � : : :� sn � s ave
 s1; : : : ; sn 2 Sobs .Les opérations et les prédi
ats dépendant de l'état ne font en fait intervenir qu'un seul argument desorte non observable. Ce
i est dû au type de modèles qui seront utilisés pour interpréter la signature dansun monde mathématique. En effet, l'appro
he 
oalgébrique ne permet pas de 
onsidérer les observateursn-aires où n 6= 1.Les sortes observables sont 
elles provenant de l'environnement lo
al. L'ensemble des sortes nonobservables forme un espa
e d'états multi-sorte, les observateurs permettant soit de produire dire
tementune valeur observable, soit de faire évoluer l'état.EXEMPLE III.16� Listes in�nies.On donne i
i la signature d'une liste de longueur in�nie. On dispose d'une sorte observable qui représenteles éléments de la liste. La sorte non observable est la sorte Liste . On observe une liste au travers de sonélément de tête et du reste de la liste. L'opération t ête donnant la tête de la liste est un observateur de lasorte Liste de sorte observable �Elem , il donne une information sur la liste sans la modi�er, tandis quel'opération queue est un observateur de la sorte Liste de sorte non observable, il fait évoluer la liste dansun autre état.
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otype Listeobs t ête : Liste ! �Elemqueue : Liste ! Liste 3EXEMPLE III.17� Ma
hines de Moore.Une ma
hine de Moore est un automate à états �nis dans lequel les sorties sont déterminées uniquementpar l'état 
ourant et ne dépendent pas dire
tement des entrées. Une ma
hine de Moore 
omprend une sortiepour 
haque état et évolue d'état en état grâ
e aux entrées reçues. On a don
 deux sortes observables, lesentrées et les sorties, et une sorte non observable, l'état. Chaque état peut produire une sortie par l'observateurobserve . En�n, un état évolue en un autre grâ
e à un paramètre de sorte Entr�ee par l'observateur suiv desorte non observable.sorts Entr�ee;Sortie
otype �Etatobs suiv : �Etat �Entr�ee ! �Etatobserve : �Etat ! Sortie 3EXEMPLE III.18� Arbres de profondeur in�nie à bran
hement in�ni.Un arbre est une stru
ture de données qui peut se représenter sous la forme d'une hiérar
hie dont 
haqueélément est appelé n÷ud, le n÷ud initial étant appelé ra
ine. Un arbre de profondeur in�nie possède aumoinsune bran
he, 
'est-à-dire une suite de n÷uds, de longueur in�nie. De plus, dans un arbre à bran
hementin�ni, le nombre de �ls d'un n÷ud n'est pas borné.Chaque �ls étant lui-même la ra
ine d'un arbre, l'ensembledes �ls d'un n÷ud est en fait un ensemble d'arbres, qu'on appelle également forêt.On dispose d'une sorte observable représentant les éléments 
ontenus dans les n÷uds de l'arbre et dedeux sortes non observablesArbre et Forêt . On peut 
onnaître l'élément 
ontenu dans la ra
ine d'un arbrepar l'observateur �etiq de sorte observable �Elem , ainsi que l'ensemble de ses �ls par l'observateur �ls desorte non observableForêt . Dans une forêt, on a

ède au premier arbre par l'observateur premier de sortenon observable Arbre et au reste de la forêt par l'observateur de sorte non observable Forêt .sort �Elem
otypes Arbre;Forêtobs �etiq : Arbre ! �Elem�ls : Arbre ! Forêtpremier : Forêt ! Arbrereste : Forêt ! Forêt 3Les morphismes de signatures sont dé�nis de façon similaire aux morphismes entre signatures dupremier ordre, à la pré
ision près qu'ils font 
orrespondre les sortes observables entre elles et les sortes non
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oalgèbresobservables entre elles.DÉFINITION III.9� Morphisme de signatures.Soient � = (S; F;R) et �0 = (S0; F 0; R0) deux signatures. Un morphisme de signatures � : � ! �0 estdé�ni par :� une appli
ation �S : S ! S0 telle que �S(Sobs) � S0obs et �S(T ) � T 0 ;� une appli
ation �F : F ! F 0 telle que pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 F , �F (f) : �S(s1) �: : :� �S(sn)! �S(s) ;� une appli
ation �R : R! R0 telle que pour tout r : s1�: : :�sn 2 R, �R(r) : �S(s1)�: : :��S(sn).DÉFINITION III.10� Catégorie des signatures.La 
atégorie des signatures, notée Sig , est la 
atégorie dont les objets sont les signatures et dont lesmorphismes sont les morphismes de signatures.Formules. On 
onstruit les termes indu
tivement à partir des éléments de la signature, de lamêmemanièrequ'en logique du premier ordre, à une ex
eption près : un terme 
onstruit sur un observateur de la sorte sne fait pas intervenir 
ette sorte. Cela permet de 
onsidérer l'état 
omme impli
ite, 
omme il est habituel dele faire dans le 
adre des logiques modales.DÉFINITION III.11� Termes.Soit une signature � = (S; F;R). Soit V un ensemble de variables sur �. L'ensemble des termes ave
variables, noté T�(V ), est dé�ni de la façon suivante :� pour tout x 2 Vs, x 2 T�(V )s ;� pour tout f : s1 � : : : � sn ! s 2 Fobs opération sur les données, pour tout (t1; : : : ; tn) 2T�(V )s1 � : : :� T�(V )sn , f(t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s ;� pour tout f : s1 � : : :� sn � s! s0 2 Fs observateur, pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 � : : :�T�(V )sn , f(t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s0 .Les formules sont 
onstruites sur le même s
héma que les formules du premier ordre pour 
e qui est desformules 
onstruites à partir des prédi
ats sur les données, des 
onne
teurs booléens et des quanti�
ateurs.Les formules spé
i�ques à la logique modale sont 
elles 
onstruites à partir des prédi
ats sur une sorte nonobservable, ainsi que 
elles faisant intervenir la notion de modalité.Une modalité dans la logique modale du premier ordre est indexée par un terme du premier ordre desorte non observable. Ainsi, au lieu de disposer d'une uniquemodalité2, on a autant de modalités2t, notéeségalement [t℄, que de termes de sorte non observable 
onstruits sur la signature. Une formule [t℄' signi�eintuitivement � tout état suivant, a

essible par t, valide ' �. De la même manière qu'il existe en logiquepropositionnelle une modalité duale à 2, notée 3 et dé�nie par 3' = :2:', il existe dans la logiquemodale présentée i
i une modalité duale h ti pour 
haque terme t de sorte non observable. La signi�
ationintuitive d'une formule h ti' est la suivante : � il existe un état suivant, a

essible par t, qui valide ' �.Dans le 
adre des logiques temporelles, on dispose d'une modalité notée G exprimant le fait qu'unepropriété � est toujours véri�ée �, 
'est-à-dire � est véri�ée dans tous les états futurs �, et d'une modalité notéeF exprimant le fait qu'une propriété � sera véri�ée dans un état futur �. Lorsque les modalités sont indexées
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ela revient à dire que dans tous les états a

essibles par un nombre �ni d'appli
ations de t, 'est validée, ou qu'il existe un état a

essible par un nombre �ni d'appli
ations de t dans lequel' sera validée.La première propriété s'exprime également de la manière suivante : ' est validée dans l'état 
ourant, puis ellel'est dans tous les états suivants a

essibles par t ([t℄' est validée), puis elle l'est également dans tous les étatsa

essibles par deux appli
ations de t ([t℄[t℄' est validée), et
. On exprime alors intuitivement 
ette propriétépar la formule in�nie '^ [t℄'^ [t℄[t℄' : : :, abrégée grâ
e à la modalité [t�℄ en [t�℄'. La deuxième propriétépeut être vue 
omme la disjon
tion suivante : soit ' est validée dans l'état 
ourant, soit elle l'est dans un desétats suivants a

essibles par t (h ti' est validée dans l'état 
ourant), soit elle est validée dans un des étatsa

essibles par deux appli
ations de t (h ti h ti' est validée), et
. La formule in�nie '_ h ti'_ h ti h ti' : : :,abrégée en h t�i', donne intuitivement le sens de 
ette propriété. On retrouve les modalités G (� toujours �)et F (� �nalement �) de la logique temporelle.Les modalités 
omportant une étoile permettent ainsi de répéter une seule observation un nombre arbi-trairement grand de fois. Cependant, on peut parfois vouloir exprimer le fait qu'un groupe d'observateurspeut être répété. Les observations exprimées par des termes de sorte non observable peuvent alors êtregroupées en n-uplets ft1; : : : ; tng de façon à pouvoir é
rire les modalités [ft1; : : : ; tng℄ et hft1; : : : ; tngidénotant respe
tivement la 
onjon
tion et la disjon
tion des formules obtenues pour les modalités indi-viduelles 
orrespondantes. On remarque que dans le 
as où 
es modalités ne 
omportent pas d'étoile, lesformules [ft1; : : : ; tng℄' et hft1; : : : ; tngi' peuvent être exprimées expli
itement 
omme une 
onjon
tionou une disjon
tion, 
e qui est impossible dans le 
as où elles 
omportent une étoile.DÉFINITION III.12� Formules.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. L'ensemble des formules sur�, noté For(�), est l'ensemble dé�ni de la façon suivante :� true; false 2 For(�) ;� pour tout r : s1 � : : : � sn 2 Robs , pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 � : : : � T�(V )sn ,r(t1; : : : ; tn) 2 For(�) ;� pour tout r : s1 � : : : � sn � s 2 Rs, pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 � : : : � T�(V )sn ,r(t1; : : : ; tn) 2 For(�) ;� pour tout ' 2 For(�), :' 2 For(�) ;� pour tout '; 2 For(�), ' ^  ;' _  ;')  2 For(�) ;� pour tout x 2 V , pour tout ' 2 For(�), 8x';9x' 2 For(�) ;� pour tout s 2 T , pour tout t 2 T�(V )s, pour tout' 2 For(�), [t℄'; h ti'; [t�℄'; h t�i' 2 For(�) ;� pour tous s1; : : : ; sn 2 T , pour tout (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 � : : : � T�(V )sn , pour tout ' 2For(�), [ft1; : : : ; tng℄'; hft1; : : : ; tngi'; [ft1; : : : ; tng�℄'; hft1; : : : ; tng�i' 2 For(�).On noteM�(V ) l'ensemble des modalités
f[t℄; h ti; [t�℄; h t�i; [ft1; : : : ; tng℄; hft1; : : : ; tngi; [ft1; : : : ; tng�℄; hft1; : : : ; tng�i j t; t1; : : : ; tn2T�(V )gEXEMPLE III.19� Listes in�nies.On donne i
i une spé
i�
ation du 
otype Liste dont la signature a été donnée à l'exemple III.16, et àlaquelle on ajoute les deux observateurs de sorte non observable suivants :
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oalgèbres
pair : Liste ! Listeimpair : Liste ! ListeL'observateur pair renvoie une liste 
ontenant tous les éléments d'indi
e pair de la liste entrée en argument,tandis que l'observateur impair renvoie une liste 
omposée des éléments d'indi
e impair. Les axiomessuivants spé
i�ent le 
omportement de 
es observateurs :� t ête = n, [impair ℄ t ête = n� [impair ℄[queue℄', [queue℄[queue℄[impair ℄'� [pair ℄', [queue℄[impair ℄'Les deuxième et troisième axiomes sont en fait des s
hémas d'axiomes, 
'est-à-dire qu'ils représententl'ensemble de toutes leurs instan
es où ' a été rempla
ée par une formule quel
onque. 3EXEMPLE III.20� Spé
i�
ation d'un ruban in�ni de rationnels triés.On prend i
i l'exemple d'un ruban de longueur in�nie 
onsistant en une suite de 
ases dans lesquellessont sto
kés des nombres rationnels et munie d'une tête de le
ture. La tête de le
ture permet de lire lerationnel qui est sto
ké dans la 
ase sur laquelle elle est pointée. Elle peut également se dépla
er en avantet en arrière le long du ruban. Les rationnels sont triés sur le ruban. Une opération d'insertion permet desto
ker un nouveau rationnel de façon à 
e que le ruban reste trié. On dispose également d'un prédi
atd'appartenan
e d'un rationnel au ruban.spe
 RUBANINF =types Nat ::= 0 j s(Nat)Rat ::= _=_(Nat ;Nat)
otype Rubanobs t ête : Ruban ! Ratavant : Ruban ! Rubanarri�ere : Ruban ! Rubanins�erer : Rat �Ruban ! Rubanpred estdans : Rat �RubanLa spé
i�
ation des entiers et des rationnels est 
elle donnée à l'exemple VI.1 du 
hapitre VI. Ondonne uniquement i
i les axiomes permettant de spé
i�er le 
omportement des observateurs et du prédi
atestdans sur la sorte Ruban . Les observateurs avant et arri�ere permettent de dépla
er la tête de le
tureen avant et en arrière sur le ruban, les rationnels étant triés de l'arrière vers l'avant. L'opération d'insertionest toujours possible. Insérer un élément déjà présent sur le ruban ne modi�e pas 
elui-
i. Si l'élément àinsérer est supérieur à l'élément pointé par la tête de le
ture, mais inférieur à l'élément suivant, il doit êtreinséré entre 
es deux éléments : l'élément inséré devient l'élément suivant, tandis que la suite du ruban estdé
alée d'une 
ase vers l'avant. Lorsque l'élément à insérer est supérieur à l'élément suivant, il doit être insérédans la suite du ruban. Si l'élément à insérer est inférieur à l'élément 
ourant mais supérieur à l'élémentpré
édent, l'insertion se déroule de la même façon en dé
alant le ruban vers l'arrière. S'il est inférieur àl'élément pré
édent, il doit être inséré à l'arrière du ruban. Après qu'un élément a été inséré, il appartient



2. Logique modale du premier ordre 61au ruban. Lorsqu'un élément est sto
ké sur le ruban, soit il est égal à l'élément pointé par la tête de le
ture,soit il est supérieur à 
et élément et il existe une façon de positionner la tête de le
ture de façon à la fairepointer sur 
et élément en la déplaçant uniquement vers l'avant, soit il est inférieur à l'élément 
ourant, et ilfaut dépla
er la tête vers l'arrière un 
ertain nombre de fois pour positionner la tête sur l'élément 
her
hé.vars x, y : Nat ; n : Rat� h avanti true� h arri�erei true� ', [avant ℄[arri�ere℄'� ', [arri�ere℄[avant ℄'� egr(t ête; n)) [arri�ere℄ infr(t ête; n) ^ [avant ℄ infr(n; t ête)� h ins�erer(x=s(y))i true� egr(t ête; x=s(y))) [ins�erer(x=s(y))℄ egr(t ête; x=s(y))� infr(t ête; x=s(y))^[avant ℄ infr(x=s(y); t ête)) ([ins�erer(x=s(y))℄[avant℄ egr(t ête; x=s(y))^([ins�erer(x=s(y))℄[avant℄[avant ℄', [avant ℄[ins�erer(x=s(y))℄'))� infr(x=s(y); t ête) ^ [arri�ere℄ infr(t ête; x=s(y)))([ins�erer(x=s(y))℄[arri�ere℄ egr(t ête; x=s(y)) ^([ins�erer(x=s(y))℄[arri�ere℄[arri�ere℄', [arri�ere℄[ins�erer(x=s(y))℄'))� infr(t ête; x=s(y)) ^ [avant ℄ infr(t ête; x=s(y)))([ins�erer(x=s(y))℄[avant℄', [avant ℄[ins�erer(x=s(y))℄')� infr(x=s(y); t ête) ^ [arri�ere℄ infr(x=s(y); t ête))([ins�erer(x=s(y))℄[arri�ere℄', [arri�ere℄[ins�erer(x=s(y))℄')� [ins�erer(x=s(y))℄ estdans(x=s(y))� estdans(n), egr(t ête; n) _ (infr(t ête; n) ^ h avant �i egr(t ête; n))_ (infr(n; t ête) ^ h arri�ere �i egr(t ête; n))3Il nous faut dé�nir maintenant dé�nir le fon
teur For et la façon dont il transporte les morphismes designatures. Un morphisme de signatures � : � ! �0 est prolongé aux termes de la même manière qu'unmorphisme de signatures du premier ordre, puis aux formules de la façon suivante.DÉFINITION III.13� Prolongement des morphismes de signatures aux ensembles de formules.Soient � et �0 deux signatures. Soient V un ensemble de variables sur � et V 0 un ensemble de variablessur �0. Soit � : �! �0 un morphisme de signatures. On note �V : V ! V 0 l'appli
ation inje
tive telle quepour tout s 2 S, pour tout x 2 Vs, �V (x) 2 V 0�S(s).Le prolongement de � aux variables et aux termes, noté � est dé�ni de la même manière que dans le
adre du premier ordre II.8. Le prolongement de � aux formules, noté �\ : For(�)! For(�0), est dé�ni pourtoute formule ' indu
tivement sur la forme de ' de la façon suivante :� �\(true) = true et �\(false) = false ;
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oalgèbres� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn), alors �\(') = �R(r)(�(t1); : : : ; �(tn)) ;� si ' est de la forme : , alors �\(') = :�\( ) ;� si ' est de la forme  � � ave
� 2 f^;_;)g, alors �\(') = �\( )� �\(�) ;� si ' est de la formeQx ave
Q 2 f8;9g, alors �\(') = Q�V (x) �\( ) ;� si ' est de la forme ½t!  ave
 ½ ! 2 f[ ℄; h i; [ �℄; h �ig, alors �\(') = ½�(t)! �\( ) ;� si ' est de la forme ½ft1; : : : ; tng!  ave
 ½ ! 2 f[ ℄; h i; [ �℄; h �ig, alors �\(') =½f�(t1); : : : ; �(tn)g! �\( ).Par abus de notation, on notera également � le prolongement de � aux formules.Le fon
teur For asso
ie don
 à 
haque signature son ensemble de formules et à 
haque morphisme designatures son prolongement aux formules.DÉFINITION III.14� Fon
teur For .Le fon
teur For : Sig ! Set est le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque signature � 2 jSig j l'ensemble For(�) des formules sur � ;� qui asso
ie à 
haque morphisme de signatures � : � ! �0 le prolongement de � aux ensembles deformules � : For(�)! For(�0).2.2 SémantiqueModèles. Nous avons vu pré
édemment que les modèles de la logique modale propositionnelle sontdes stru
tures qu'il est possible de dé�nir de façon plus générale en termes de 
oalgèbres. La logiquemodale présentée i
i étant une extension de la logique modale propositionnelle, les signatures seront don
naturellement interprétées par des 
oalgèbres. Ces signatures 
omportent une partie �xe, dont l'interprétationne dépend pas de l'état, et une partie dynamique. La partie �xe va alors être interprétée par un modèle dupremier ordre, identique dans tous les états, tandis que la partie dynamique va être interprétée par une
oalgèbre sur un fon
teur donnant une interprétation aux observateurs et aux prédi
ats d'une sorte nonobservable. Les états de 
ette 
oalgèbre sont multi-sorte : un état est un n-uplet dont 
haque 
omposanteest un élément de sorte s pour 
haque sorte s non observable. On a alors la dé�nition suivante d'un modèled'une signature de la logique modale du premier ordre :DÉFINITION III.15� Modèle.Soit � = (S; F;R) une signature. On note �obs = (Sobs ; Fobs ; Robs) la sous-signature � observable �de �. Un modèle de � est un 
ouple (M; (E;�)) où :� M est un modèle de �obs (voir la Dé�nition II.10) ;� (E;�), où E = Qs2T Es et � : E ! FE, est une 
oalgèbre du fon
teur F tel que FE =Qs2T FEs et qui, pour tout s 2 T , asso
ie à Es l'ensemble FEs dé�ni par :FEs = Yf :s1�:::�sn�s!s02Fss02Sobs MMs1�:::�Msns0 � Yf :s1�:::�sn�s!s02Fss02T EMs1�:::�Msns0 � Yr:s1�:::�sn�s2Rs2Ms1�:::�MsnLe modèle du premier ordre sous-ja
entM ne sera pré
isé que lorsque 
e sera né
essaire. Un modèlede � sera don
 noté simplement (E;�).



2. Logique modale du premier ordre 63Un observateur de sorte observable f : s1� : : :� sn� s! s0 est interprété par une appli
ation sur lesdonnées deMs1� : : :�Msn dansMs0 . Un observateur de sorte non observable f : s1� : : :�sn�s! s0est interprété par une appli
ation modi�ant la 
omposante de sorte s0 de l'état,Es0 , en fon
tion d'un n-upletde paramètres dansMs1 � : : :�Msn . Un prédi
at r : s1 � : : :� sn � s ave
 s 2 T est interprété 
ommeune appli
ation booléenne de Ms1 � : : : �Msn dans un ensemble à deux valeurs. On remarque que lefon
teur donnant une interprétation aux éléments dynamiques de la signature est polynomial.EXEMPLE III.21� Listes in�nies.Unmodèle asso
ié à la signature des listes in�nies donnée à l'exemple III.16 est 
onstitué 
omme suit. SoitM un ensemble quel
onque interprétant les éléments de sorte �Elem ,M =M�Elem . SoitE = EListe =MNl'ensemble d'états, qui est l'ensemble des suites in�nies d'éléments deM . Les observateurs t ête et queuesont interprétés par les fon
tionst ête :MN ! M queue :MN ! MN
 7! 
(0) 
 7! 
0où pour tout n 2 N , 
0(n) = 
(n + 1). Un modèle asso
ié à 
ette signature est don
 une 
oalgèbre(MN ; h t ête; queuei :MN !M �MN ) du fon
teur F dé�ni par FX =M �X .Cette signature est 
omplétée par les observateurs pair et impair donnés à l'exemple III.19, qui sontinterprétés par les fon
tions :pair :MN ! MN impair :MN ! MN
 7! 
0 
 7! 
1où pour tout n 2 N , 
0(n) = 
(2n) et 
1(n) = 
(2n+ 1). On a alors la 
oalgèbre suivante :(MN ; h t ête; queue; pair ; impairi :MN !M �MN �MN �MN ) 3Un modèle d'une signature est un 
ouple formé d'un modèle du premier ordre et d'une 
oalgèbre. Unmorphisme entre deux modèles d'une même signature se dé
ompose alors en un morphisme entre modèlesdu premier ordre et un morphisme de 
oalgèbres.DÉFINITION III.16� Morphisme de modèles.Soit � = (S; F;R) une signature. Soient (M; (E;�)); (M0; (E0; �0)) 2 Mod(�) deux modèles de�.Un morphisme de modèles � : (M; (E;�))! (M0; (E0; �0)) est dé�ni par :� un morphisme de modèles du premier ordre �M :M!M0 (voir la dé�nition II.11) ;� un morphisme de 
oalgèbres �C : (E;�)! (E0; �0) (voir la dé�nition III.3).DÉFINITION III.17� Catégorie des modèles asso
iée à une signature.Soit � 2 jSig j. La 
atégorie des modèles de �, notée Mod(�), est la 
atégorie dont les objets sont lesmodèles de � et dont les morphismes sont les morphismes de modèles.
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oalgèbresDÉFINITION III.18� Fon
teur d'oubli U� .Soient � et �0 deux signatures. Soit � : � ! �0 un morphisme de signatures. On note �obs et �0obsles sous-signatures � observables � de � et �0 respe
tivement, et �obs : �obs ! �0obs la restri
tion de � auxsous-signatures observables. On dé�nit U� : Mod(�0)! Mod(�) 
omme étant le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque modèle (M0; (E0; �0)) 2 jMod(�0)j le modèle U�(M0) = (M; (E;�)) telque :� M = U�obs (M0) (voir la dé�nition II.13),� (E;�) où E = `s2T E0s est la 
oalgèbre du fon
teur F tel que FE = Qs2T FEs et qui, pourtout s 2 T , asso
ie à Es l'ensemble FEs dé�ni par :FEs = Yf :s1�:::�sn�s!s02Fss02Sobs M 0s0M 0s1�:::�M 0sn � Yf :s1�:::�sn�s!s02Fss02T EM 0s1�:::�M 0sns0 � Yr:s1�:::�sn�s2Rs2M 0s1�:::�M 0sn� qui asso
ie à 
haque morphisme de modèles �0 : (M01; (E01; �01)) ! (M02; (E02; �02)) où �0 =(�0M ; �0C) un morphisme U�(�0) : U�((M01; (E01; �01)))! U�((M02; (E02; �02))) tel que :� U�(�0)M = U�obs (�0M) (voir la dé�nition II.13),� U�(�0)C = �C où �Cs = �0Cs pour tout s 2 S.Le fon
teur Mod asso
ie don
 à 
haque signature sa 
atégorie de modèles et à 
haque morphisme designatures le fon
teur d'oubli 
orrespondant.DÉFINITION III.19� Fon
teur Mod .Le fon
teurMod : Sig ! Catop est le fon
teur :� qui asso
ie à 
haque signature � 2 jSig j la 
atégorieMod(�) des modèles de � ;� qui asso
ie à 
haque morphisme de signatures � : � ! �0 le fon
teur d'oubli U� : Mod(�0) !Mod(�).Relation de satisfa
tion. Les termes sont évalués i
i à partir d'une interprétation des variables et d'un état,les observateurs étant munis d'une interprétation variant selon l'état. Les termes 
onstruits sur les opérationssur les données sont évalués de manière usuelle dans le modèle du premier ordre sous-ja
ent au modèle dela signature. Ils sont évalués de la même façon quel que soit l'état. Les termes 
onstruits sur les observateurssont évalués suivant leur interprétation, donnée par le fon
teur du modèle de la signature, et l'état 
ourant.Lorsqu'il s'agit d'un observateur de sorte observable, un terme 
orrespond à une valeur de l'ensemble desdonnées, tandis que dans le 
as d'un observateur de sorte non observable s0, l'évaluation d'un terme est unétat, dans lequel la 
omposante de sorte s0 a 
hangé selon l'interprétation de 
et observateur.DÉFINITION III.20� Évaluation des termes.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. Soit (M; (E;�)) un modèlede �. Une interprétation des variables est une appli
ation � : V !M , telle que pour tout s 2 Sobs , pour toutx 2 Vs, �(x) 2Ms.À partir d'une interprétation des variables � et d'un état e = (es)s2T 2 E, on 
onstruit une interprétationdes termes �\e : T�(V )!M de la façon suivante :



2. Logique modale du premier ordre 65� si x 2 Vs, alors �\e(x) = �(x) ;� si f : s1 � : : : � sn ! s 2 Fobs est une opération sur les données et (t1; : : : ; tn) 2 T�(V )s1 �: : :� T�(V )sn , alors �\e(f(t1; : : : ; tn)) = fM(�\e(t1); : : : ; �\e(tn)) ;� si f : s1 � : : : � sn � s ! s0 2 Fs est un observateur de sorte observable, et (t1; : : : ; tn) 2T�(V )s1 � : : :� T�(V )sn , alors �\e(f(t1; : : : ; tn)) = (�f Æ �s Æ �)(e)(�\e(t1); : : : ; �\e(tn)), où :� �s : E ! Es est la proje
tion 
anonique d'un état sur sa 
omposante de sorte s,� �f est la proje
tion 
anonique de la 
omposante de sorte s de l'état sur l'interprétation de f ;� si f : s1 � : : : � sn � s ! s0 2 Fs est un observateur de sorte non observable et (t1; : : : ; tn) 2T�(V )s1 � : : :� T�(V )sn , alors �\e(f(t1; : : : ; tn)) = e0 tel que e0 = (e0s)s2T 2 E ave
 e0s00 = es00pour tout s00 6= s0, et es0 = (�f Æ �s Æ �)(e)(�\e(t1); : : : ; �\e(tn)).Par abus de notation, on notera �e le prolongement de � aux termes.Nous avons donné plus haut une intuition de la signi�
ation des formules. Leur satisfa
tion par unmodèle est bien sûre dépendante de l'état 
ourant, ainsi que de l'interprétation des variables. Une formule
onstruite sur un prédi
at sur les données est évaluée dans le modèle du premier ordre sous-ja
ent, tandis quel'évaluation d'une formule 
onstruite sur un prédi
at d'une sorte non observable dépend de l'interprétationde 
e prédi
at en l'état donné. Une formule de la forme [t℄ est validée en un état e si pour tout état� a

essible par t �, 
'est-à-dire pour toute évaluation du terme t en l'état e, qui est un état e0,  est validée.La satisfa
tion des autres formules dé
oule de 
elle-là de manière naturelle.DÉFINITION III.21� Satisfa
tion des formules.Soit � = (S; F;R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur �. Soit (M; (E;�)) un modèlede �. Soit � : V !M une interprétation des variables. Soit un état e 2 E. Soit ' 2 For(�). La satisfa
tionde ' par le modèle (M; (E;�)) pour l'interprétation � et l'état e, notée (M; (E;�)) j=�;e ', est dé�nie de lafaçon suivante :� si ' = true , alors (M; (E;�)) j=�;e ' ;� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn) ave
 r 2 Robs , alors (M; (E;�)) j=�;e ' si et seulement si(�e(t1); : : : ; �e(tn)) 2 rM ;� si ' est de la forme r(t1; : : : ; tn) ave
 r 2 Rs, alors (M; (E;�)) j=�;e ' si et seulement si(�e(t1); : : : ; �e(tn)) 2 �r Æ �s(e), où �r est la proje
tion 
anonique de la 
omposante de sorte s del'état sur l'interprétation de r ;� si ' est de la forme [t℄ , alors (M; (E;�)) j=�;e ' si et seulement si, s'il existe e0 2 E tel que�e(t) = e0, alors (M; (E;�)) j=�;e0  .Les autres modalités sont dé�nies par les équivalen
es élémentaires suivantes :� h ti' � :[t℄:' ;� [t�℄' � ' ^ [t℄[t�℄' ;� [ft1; : : : ; tng℄' � [t1℄' ^ : : : ^ [tn℄'.Les 
onne
teurs booléens sont dé�nis de la façon habituelle.On dit que (M; (E;�)) satisfait ', noté (M; (E;�)) j= ', si et seulement si (M; (E;�)) j=�;e 'pour tout � : V !M et pour tout e 2 E.
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oalgèbresTHÉORÈME III.7. (Institution de la logique modale du premier ordre [MSRR06℄) Le quadruplet(Sig;For ;Mod ; j=) où :� Sig est la 
atégorie des signatures ;� For est le fon
teur donné à la dé�nition III.14 ;� Mod est le fon
teur donné à la dé�nition III.19 ;� j= est la relation de satisfa
tion de la dé�nition III.21,est une institution.2.3 Cal
ulOn asso
ie à 
ette logique un 
al
ul des séquents, très pro
he du 
al
ul des séquents pour la logiquedu premier ordre. Les formules étant 
onstruites de la même manière sur les 
onne
teurs booléens etles quanti�
ateurs, toutes les règles du 
al
ul des séquents présenté à la �gure II.1 sont valables pour lalogique modale du premier ordre. Il est 
ependant né
essaire de 
onsidérer également des règles asso
iéesaux différentes modalités. Les règles habituelles liée à la modalité 2 dans le 
adre de la logique modalepropositionnelle sont les suivantes :
2(p) q)) (2p) 2q) K p2p Ne
la première étant appelée axiome de distributivité de Kripke, et la se
onde règle de né
essitation. L'axiomede distributivité, 
omme son nom l'indique, exprime la distributivité de la modalité 2 sur l'impli
ation : s'ilest né
essaire que p ) q, alors si on a né
essairement p, on a né
essairement q. La règle de né
essitationpermet l'introdu
tion de la modalité 2 : si une propriété p est valide, alors elle est né
essairement valide.C'est 
ette règle qui fait é
houer le théorème de la dédu
tion en logique modale. Ce théorème énon
e que s'ilest possible de prouver une proposition q à partir d'une hypothèse p, alors il est possible de prouver p) q.Or, par la règle de né
essitation, on prouve à partir de p que2p est valide, alors qu'il est faux en général quep) 2p.Ces règles, adaptées à la logiquemodale du premier ordre et é
rites selon le 
al
ul des séquents, deviennentles suivantes :

j� [t℄(')  )) ([t℄') [t℄ )K � j� '[t℄� j� [t℄'Ne
où [t℄� = f[t℄
 j 
 2 �g. Nous ne 
onsidérerons pas la règle K de distributivité dans la suite de 
ettethèse, 
ette règle n'étant pas utile dans le 
adre de la séle
tion de tests par dépliage. À partir de la règle dené
essitationNe
, il est possible de dériver les règles d'inféren
e suivantes, qui nous seront utiles par la suite :� j� '[t�℄� j� [t�℄'Ne
* � j� '[ft1; : : : ; tng℄� j� [ft1; : : : ; tng℄'Ne
n� j� ';�[t℄� j� [t℄'; h ti� �; ' j��[t℄�; h ti' j� h ti� � j��[t℄� j� h ti�
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onditionnelle positive 67DÉFINITION III.22� Système formel asso
ié au 
al
ul des séquents.Soient � = (S; F;R) une signature et V un ensemble de variables sur �. Le système formel asso
ié au 
al
uldes séquents est le triplet C� = (A�; F�; R�) où :� A� = F [R [ V [ f:;^;_;);8;9; [; ℄; h; i; f; g; �; j� ; (; ); `,'g ;� F� = f� j�� j �;� � For(�)g ;� R� est l'ensemble des règles d'inféren
e du 
al
ul des séquents étendu la logique modale du premierordre.DÉFINITION III.23� Système d'inféren
e de la logique modale du premier ordre.Le système d'inféren
e asso
ié à la logique modale du premier ordre est le triplet (Sig;For ;`) où Sig est la
atégorie des signatures, For est le fon
teur donné à la dé�nition III.14 et ` = (`�)�2jSig j où `� = `C� .Nous avons vu au 
hapitre I que tout système d'inféren
e dé�ni par un système formel est ré�exif,transitif et monotone. Comme dans le 
as de la logique du premier ordre, il est fa
ile de prouver que systèmed'inféren
e asso
ié à la logique modale du premier ordre possède la propriété de `-translation. La 
orre
tiondu 
al
ul des séquents pour la logique modale du premier ordre dé
oule de la 
orre
tion du 
al
ul de lalogique modale propositionnelle. La logique modale du premier ordre telle qu'elle a été présentée est don
une logique générale. On ne s'est pas intéressé i
i à la 
omplétude du 
al
ul.THÉORÈME III.8. Le quintuplet (Sig ;For ;Mod ; j=;`) est une logique générale.3 Logique modale 
onditionnelle positiveNous présentons i
i une restri
tion de la logique modale du premier ordre présentée à la se
tionpré
édente. Cette logique a été la première logique modale dans laquelle nous avons étendu les te
hniquesde dépliage, avant de les étudier dans le 
adre plus général de la logique modale sous-ja
ente au langage despé
i�
ation COCASL. Cette logique modale, dite 
onditionnelle positive, est munie de l'égalité pour seulprédi
at. Une signature de 
ette logique est don
 uniquement 
omposée d'un ensemble de sortes, partitionnéen deux sous-ensembles de sortes observables et non observables, et d'un ensemble de noms d'opérations,partitionné en un ensemble d'opérations sur les données et un ensemble d'observateurs, eux-mêmes de sorteobservable ou non observable. Les formules sont 
onstruites à partir des équations entre des termes de sorteobservable et de la modalité2 indexée par les termes de sorte non observable : on appellera formule modaleune formule de la forme [�1℄ : : : [�n℄t = t0, où �1; : : : ; �n sont des termes de sorte non observable et tet t0 sont des termes de sorte observable. Comme n � 0, une équation est également une formule modale.Une formule 
onditionnelle positive est alors une formule de la forme '1 ^ : : :^'n�1 ) 'n où pour touti, 1 � i � n, 'i est une formule modale.Un modèle de la logique modale 
onditionnelle positive est un modèle de la logique modale du premierordre auquel a été retirée l'interprétation des prédi
ats. Les termes et les formules sont interprétés de lamême manière dans 
e 
adre restreint que dans le 
adre général.Le 
al
ul asso
ié à 
ette logique est 
elui présenté à la �gure III.1. Les règles sont sensiblement les mêmesque pour la logique 
onditionnelle positive, ex
epté la règle de né
essitation, propre à la logique modale.
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Ax 2 SpSp ` Ax Ax Sp ` t = tRef Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t = t0Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t0 = t SymSp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t = t0 Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t0 = t00Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t = t00 Trans
Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ t1 = t01 : : : Sp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ tn = t0nSp ` ^1�i�n'i ) [�1℄ : : : [�k℄ f(t1; : : : ; tn) = f(t01; : : : ; t0n) Cong

Sp ` î�n'i ) 'Sp ` ^1�i�n�('i)) �(')Subs Sp ` ^1�i�n'i ) 'Sp ` ^1�i�n'i ^  ) 'Mono
Sp ` ^1�i�n'i ) 'Sp ` ^1�i�n[�℄'i ) [�℄'Ne
 Sp ` ^1�i�n'i ^  ) ' Sp ` ^1�i�n'i )  Sp ` ^1�i�n'i ) ' MPFIG. III.1 � Cal
ul pour des spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives.



CHAPITRE IVThéorie du test à partir de spé
i�
ations axiomatiquesLe test est une méthode de validation très utilisée dans le développement de logi
iels. L'obje
tif du testest de dé
eler les erreurs d'un système informatique. Son ambition n'est pas de prouver la 
orre
tion d'unsystème mais seulement d'assurer un 
ertain degré de 
on�an
e en 
e système. En effet, il est possible que lesystème passe un 
ertain nombre de tests en su

èsmais é
houe à un seul test supplémentaire. Le prin
ipe estde 
onfronter le système à un objet de référen
e qui dé
rit plus ou moins formellement le fon
tionnementattendu du système, par exemple en termes de fon
tionnalités ou de 
ommuni
ations ave
 l'environnement.C'est la re
her
he de l'inadéquation entre le système et 
et objet de référen
e qui va guider le pro
essus detest. Celui-
i 
onsiste à exé
uter le système sur un sous-ensemble �ni de ses entrées possibles. Trois phasesinterviennent dans le test d'un système :1. La séle
tion d'un sous-ensemble pertinent des entrées possibles du système, appelé jeu de tests.2. L'exé
ution du système sur le jeu de tests 
hoisi.3. La dé
ision du su

ès ou de l'é
he
 du jeu de tests, 
onnu sous le nom de � problème de l'ora
le �.C'est la phase de séle
tion qui nous intéressera plus parti
ulièrement. Elle représente le point 
ru
ial dupro
essus de test. Différentes stratégies peuvent être adoptées pour la séle
tion d'un jeu de tests, dé�nissantainsi plusieurs appro
hes du test.Le test aléatoire Les données sont 
hoisies aléatoirement parmi l'ensemble des entrées possibles [CH00,BBL97℄. Elles peuvent également être séle
tionnées relativement à une distribution probabiliste desentrées, représentative de l'utilisation réelle du système. Cette stratégie est très largement utilisée 
ar elleest fa
ile à mettre en pla
e. Elle n'assure 
ependant pas toujours une bonne 
ouverture de l'ensembledes entrées possibles, les données asso
iées à une faible probabilité d'utilisation étant de fait négligées.Or 
'est souvent sur 
es entrées que des erreurs peuvent apparaître.Le test stru
turel (ou test � boîte blan
he �) Les tests sont séle
tionnés à partir du 
ode sour
e du systèmequi est alors vu 
omme à travers une boîte transparente, dite aussi blan
he. L'analyse du 
ode,représenté par un graphe de 
ontr�le ou un �ot de données par exemple, permet de séle
tionner lesdonnées, grâ
e à des 
ritères de 
ouverture relatifs à la stru
ture du 
ode [BCDM03, GBR00℄. Denombreux outils ont été développés pour 
e type de séle
tion, très utilisée pour tester de petites entités.



70 IV Théorie du test à partir de spé
i�
ations axiomatiquesL'in
onvénient de 
ette méthode est son in
apa
ité à déte
ter des oublis par rapport à la spé
i�
ation.En outre, n'ayant pas de référen
e de 
orre
tion, 
ette méthode de séle
tion fournit peu de moyensde dé
ider du su

ès ou de l'é
he
 d'un test. C'est également le 
as de la séle
tion aléatoire.Le test fon
tionnel (ou test � boîte noire �) Les tests sont séle
tionnés à partir de la spé
i�
ation dusystème, qu'elle soit formelle ou informelle, sans 
onnaissan
e de l'implantation (le système est uneboîte noire) [BGM91, DF93, BW04, KATP02℄. Un jeu de tests peut alors être utilisé plusieurs foisà différentes étapes du développement du système, si la spé
i�
ation reste la même au 
ours dudéveloppement. De plus, la spé
i�
ation 
omme objet de référen
e permet d'aider à la dé
ision duverdi
t de su

ès ou d'é
he
 du jeu de tests. En effet, on peut généralement déduire de la spé
i�
ationle résultat attendu pour un test donné, le problème de l'ora
le est don
 fa
ilité, à 
ondition d'avoir unmoyen de 
omparer le résultat donné par la spé
i�
ation et 
elui rendu par l'exé
ution du test.Les stratégies de test stru
turel et de test fon
tionnel reposent toutes deux sur le dé
oupage selon 
ertains
ritères du domaine d'entrée du système. Ces 
ritères sont liés à la stru
ture du 
ode sour
e du système soustest dans le 
as du test stru
turel, à la spé
i�
ation du système dans le 
as du test fon
tionnel. La formationd'un jeu de tests né
essite alors une dernière phase de séle
tion, appelée génération, qui 
onsiste, après ladivision des entrées en sous-domaines, à 
hoisir des tests dans 
ha
un des sous-domaines.Les travaux présentés dans 
ette thèse se situent dans le 
adre du test fon
tionnel et 
on
ernent plusparti
ulièrement la dé�nition de 
ritères de séle
tion de jeux de tests à partir de spé
i�
ations axioma-tiques [Ber91, BGM91, Gau95, LA96℄. L'utilisation de langages formels pour la spé
i�
ation de systèmesinformatiques présente de grands avantages pour l'a
tivité de test. Elle permet en parti
ulier la formalisationde l'a
tivité de test, ainsi que l'automatisation de 
ertaines phases importantes du pro
essus de test, 
ommele 
al
ul des 
ritères de séle
tion ou l'évaluation du verdi
t des tests. Les 
ritères de séle
tion sont en général
hoisis par des experts, qui les établissent sur la base de leur 
onnaissan
e du domaine d'appli
ation, ou enfon
tion de la nature plus ou moins 
ritique du système. Utiliser des spé
i�
ations axiomatiques permet dedériver 
es 
ritères dire
tement de la spé
i�
ation, la plupart du temps en effe
tuant une 
ouverture desaxiomes de la spé
i�
ation [MS02, Mar91, BW05℄. L'évaluation des tests, don
 le problème de l'ora
le, estégalement fa
ilitée par l'utilisation d'un langage formel pour la des
ription du système. La 
al
ul du verdi
tde su

ès ou d'é
he
 provient de la 
omparaison du résultat fourni par l'exé
ution du test par le système etdu résultat attendu obtenu à partir de la spé
i�
ation. À la fois le 
al
ul du résultat attendu et la 
omparaisonentre les deux résultats sont automatisables si la spé
i�
ation est dé
idable.Il est évident que 
ette automatisation n'est possible qu'à 
ondition de poser 
ertaines hypothèses, à lafois sur le système à tester et sur les tests eux-mêmes. Se pla
er dans le 
adre des spé
i�
ations formellespermet alors de formaliser 
es hypothèses de test.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous supposons donnée une logique généraleL = (Sig;For ;Mod ; j=;`)1 Hypothèses de test et 
onditions d'observabilitéLe point de départ dans la dé�nition d'un 
adre de test 
onsiste à poser les hypothèses sous lesquelles ilest possible de raisonner sur le pro
essus de test. Ces hypothèses 
on
ernent à la fois le système sous test et
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onditions d'observabilité 71les tests en eux-mêmes. Il s'agit d'établir à quelles 
onditions et en quels termes on peut dé�nir le su

ès oul'é
he
 de la soumission d'un test au système, et ainsi dé�nir une notion de 
orre
tion du système.Pour pouvoir tester un système 
ontre sa spé
i�
ation, il faut disposer d'un 
adre sémantique généraldans lequel la spé
i�
ation et le système puissent être exprimés. Le 
adre formel pour les spé
i�
ations étantposé par la notion de logique générale dé�nie au 
hapitre I, il faut alors étudier de quelle manière il estpossible de parler du système dans 
e même 
adre. Un système S dé�nit un 
ertain nombre d'opérations,une signature �S , et peut ainsi être 
onsidéré 
omme un moyen d'exé
uter 
es opérations. La premièrehypothèse est alors de 
onsidérer que son 
omportement peut être assimilé à un modèle de 
ette signature,
'est-à-dire S 2 Mod(�S). Il est de plus raisonnable de 
onsidérer que la signature�S du système 
oïn
ideave
 la signature � de sa spé
i�
ation. On part en effet du prin
ipe que le système à tester n'est pas tropéloigné de sa spé
i�
ation, qu'il donne effe
tivement une implantation des opérations de la spé
i�
ation. Lapremière hypothèse de test est alors la suivante :HYPOTHÈSE 1. Le système sous test est assimilé à un �-modèle.C'est l'hypothèse fondamentale sur laquelle repose le 
adre formel de test qui va être présenté par lasuite. Par abus de langage, on désignera par S à la fois le système sous test et son 
omportement en tant que�-modèle.Le système en tant que modèle d'une signature donne d'une part une interprétation aux éléments dela signature et véri�e d'autre part un 
ertain nombre de propriétés. La satisfa
tion de 
es propriétés par lesystème peut alors être formalisée 
omme la validation des formules qui expriment 
es propriétés par lesystème en tant que modèle. On peut alors é
rire S j=� ' si le système S valide la propriété exprimée parla formule '. Cela amène la deuxième hypothèse né
essaire à la dé�nition formelle du pro
essus de test :HYPOTHÈSE 2. Les tests à soumettre au système sont des formules, 
onstruites sur �.Cependant, il n'est pas possible de soumettre au système n'importe quelle formule. Il faut en effet que lesystème soit 
apable d'évaluer le su

ès ou l'é
he
 du test lorsqu'il lui est soumis. Soumettre un test dont ilest impossible de 
on
lure au su

ès ou à l'é
he
 serait inutile. Les tests sont alors soumis à des restri
tionsd'observabilité. Dans le 
adre des logiques du premier ordre, a�n d'être évalué, un test ne doit par exemplepas 
ontenir de variables non-instan
iées. On dit alors que la formule est sans variables. De même, si lesystème 
ontient des types de données ou des 
omportements non-observables, les tests ne pourront pasprendre en 
ompte 
es éléments. Un type de données qui ne serait pas muni d'un prédi
at d'égalité dansle langage de programmation utilisé pour implanter le système, par exemple, ou de tout autre moyen de
omparaison entre ses éléments, ne pourrait donner lieu à un test faisant intervenir 
e type dans son résultat.Celui-
i ne pourrait en effet pas être évalué par le système 
omme réussi ou é
houé, si 
e dernier ne disposepas d'un moyen de 
omparer le résultat du test au résultat attendu, déterminé par la spé
i�
ation. De même,un 
omportement non-observable, 
'est-à-dire interne au système, ne faisant pas intervenir d'entrées-sortiesou modi�ant une 
omposante de l'état du système pour laquelle on ne dispose pas d'observateur, ne pourrapas être pris en 
ompte dans l'élaboration des tests. Les formules qui peuvent effe
tivement être évaluéespar le système, 
'est-à-dire interprétées 
omme � vraies � ou � fausses �, sont appelées formules observables.On note Obs 
et ensemble de formules. Les tests soumis au système, également appelés 
as de test, feront



72 IV Théorie du test à partir de spé
i�
ations axiomatiquesdon
 né
essairement partie de l'ensemble Obs .Il faut remarquer que, si le système est un modèle de�, il ne satisfait pour autant pas né
essairement tousles axiomes de la spé
i�
ation. Il est possible que 
e ne soit pas un modèle de la spé
i�
ation. Le système estdon
 bien un élément deMod(�), et 
'est l'obje
tif du test de tenter de montrer que 
e n'est pas un élémentdeMod(Sp).2 Corre
tion et exhaustivitéCes hypothèses de test sur le système et 
es restri
tions sur l'observabilité des formules étant posées,il est maintenant possible de dé�nir formellement la notion de 
orre
tion d'un système par rapport àsa spé
i�
ation. Cette notion est fortement liée à l'interprétation de la soumission des 
as de test. Il estné
essaire de dé�nir 
e qu'est le su

ès (et don
 également l'é
he
) de la soumission d'un test au systèmepour déterminer à quelles 
onditions le système peut être dit 
orre
t par rapport à sa spé
i�
ation.DÉFINITION IV.1� Su

ès et é
he
 d'un test.Soit S un système sous test. Soit ' un 
as de test. La soumission de ' au système S est un su

ès si etseulement si S j=� '.Un jeu de tests est un ensemble de 
as de test. La soumission d'un jeu de tests T au système S est alorsun su

ès si et seulement si pour tout 
as de test ' de T , S j=� '.Un système doit pouvoir être 
onsidéré 
omme une implantation 
orre
te de sa spé
i�
ation si, entant que �-modèle, il est indifféren
iable d'un modèle de la spé
i�
ation. La validité des formules pour unsystème sous test ne pouvant être véri�ée que sur les formules observables, on ne peut 
omparer 
e système àun modèle de la spé
i�
ation qu'au travers des formules observables qu'ils valident. La notion d'équivalen
eélémentaire vue au 
hapitre I permet justement 
ette 
omparaison. On dira alors que deux modèles sontobservationnellement équivalents s'ils sont élémentairement équivalents par rapport à Obs . La 
orre
tiond'un système par rapport à sa spé
i�
ation est alors dé�nie en suivant une appro
he observationnellesemblable à 
elles de [HWB97, ONS93℄.DÉFINITION IV.2� Corre
tion.Un système S est 
orre
t par rapport à sa spé
i�
ation Sp via un ensemble de formules observablesObs ,noté Corre
tObs(S;Sp), si et seulement s'il existe un modèleM deMod(Sp) tel queM�Obs S .Il est maintenant possible de lier la 
orre
tion d'un système ave
 le su

ès ou l'é
he
 de la soumissiond'un jeu de tests à 
e système. Le but du test est de mettre le système en défaut, 
'est-à-dire de déte
ter leserreurs d'un système qui ne serait pas 
orre
t. Un jeu de tests ne doit alors être passé en su

ès que par dessystèmes 
orre
ts : on dit alors que le jeu de tests est valide. D'autre part, le pro
essus de test ne doit pasrejeter de systèmes 
orre
ts, 
'est-à-dire que tout système 
orre
t doit passer en su

ès le jeu de tests 
hoisi.Celui-
i est alors dit non-biaisé.DÉFINITION IV.3� Validité et non-biais.Soient une spé
i�
ation Sp d'un système S et un ensemble de formules observables Obs .
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tion et exhaustivité 73Un jeu de tests T est dit valide pour S si et seulement siS j=� T ) Corre
tObs(S;Sp)Il est dit non-biaisé pour S si et seulement siCorre
tObs(S;Sp)) S j=� TUn jeu de tests valide rejettera alors tout système in
orre
t, tandis qu'un jeu de tests non-biaisé nerejettera pas de programmes 
orre
ts. Un jeu de tests idéal devra alors posséder 
onjointement les propriétésde validité et de non-biais. Le su

ès de la soumission d'un tel jeu de tests serait équivalent à la 
orre
tion dusystème. Cela amène la notion de jeu de tests exhaustif.Le point de départ de la re
her
he d'un jeu de tests à soumettre au système est la dé�nition d'un jeude tests idéal qui permettrait de démontrer la 
orre
tion du système. L'existen
e d'un tel jeu de tests, ditexhaustif, assure qu'il est possible de prouver que le système est 
orre
t par rapport à sa spé
i�
ation ou, defaçon duale, qu'il existe pour tout système in
orre
t un 
as de test qui le mettra en é
he
. Par 
onséquent, ilest pertinent de tester 
e système par rapport à sa spé
i�
ation puisque sa 
orre
tion peut être appro
hée demanière asymptotique, en soumettant au système un jeu de tests potentiellement in�ni. En tant que référen
ede 
orre
tion, le jeu de tests exhaustif est don
 approprié pour 
ommen
er le pro
essus de séle
tion d'unjeu de tests �ni de taille raisonnable.DÉFINITION IV.4� Jeu de tests exhaustif.Soient Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation et Obs � For(�) un ensemble de formules observables. SoitK � Mod(�) une 
lasse de systèmes. Un jeu de tests T est exhaustif pour K par rapport à Sp et Obs si etseulement si 8S 2 K;S j=� T , Corre
tObs(S;Sp)Un jeu de tests exhaustif est don
, par dé�nition, valide et non-biaisé pour les systèmes de K.Suivant la nature de la spé
i�
ation, l'ensemble de formules observables et la 
lasse de systèmesK, un teljeu de tests n'existe pas né
essairement. Comme il sera montré au 
hapitre V, dans le 
as d'une spé
i�
ationalgébrique 
onditionnelle positive, un jeu de tests exhaustif n'existe que sous une 
ondition forte sur lesprogrammes appelée initialité. Cette 
ondition étant presque aussi dif�
ile à véri�er sur le système sous testque sa propre 
orre
tion, elle restreint d'autant sa testabilité.Parmi tous les jeux de tests possibles, le plus grand est l'ensemble des 
onséquen
es sémantiquesobservables de la spé
i�
ation. En effet, pour être 
orre
t, le système doit être observationnellementéquivalent à un modèle de la spé
i�
ation, il doit don
 valider exa
tement les mêmes formules observablesque 
e modèle. Or les formules validées par tous les modèles de la spé
i�
ation sont, par dé�nition, les
onséquen
es sémantiques de 
ette spé
i�
ation, dont l'ensemble est noté Sp�. Le système doit alors validerexa
tement les 
onséquen
es sémantiques de la spé
i�
ation, qui sont de plus observables, 
'est-à-dire lesformules de Sp� \Obs .On voit alors que la dé�nition d'un jeu de tests exhaustif est très fortement liée à la sémantique 
hoisiepour interpréter la spé
i�
ation du système. Cette dépendan
e est naturelle, la 
orre
tion d'un système étantdé�nie en termes d'équivalen
e de modèles par rapport à un ensemble de formules d'une part, et le jeu de
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i�
ations axiomatiquestests exhaustif étant une référen
e de 
orre
tion d'autre part. Prouver l'existen
e d'un jeu de tests exhaustifrevient à montrer l'existen
e d'un modèle parti
ulier qui soit équivalent à un modèle de la spé
i�
ation. Nousdévelopperons plus loin dans 
ette thèse la preuve d'exhaustivité du jeu de tests Sp� \Obs pour Sp unespé
i�
ation dans différents formalismes axiomatiques.3 Critères de séle
tionLorsqu'il existe, le jeu de tests exhaustif est à la base de la séle
tion d'un jeu de tests prati
able. Enpratique, les experts appliquent des 
ritères de séle
tion sur un jeu de tests de référen
e, a�n d'en extraireun jeu de tests de taille raisonnable à soumettre au système. L'idée sous-ja
ente 
onsiste à supposer quetous les tests répondant à un 
ertain 
ritère de séle
tion permettent de déte
ter la même 
lasse de systèmesin
orre
ts. Un 
ritère de séle
tion est alors vu 
omme 
apturant un modèle de faute. Un 
ritère de séle
tion
ouramment utilisé, appelé � hypothèse d'uniformité �, postule que tous les 
as de test d'un jeu de tests ontle même pouvoir de faire é
houer le système [BGM91℄. La validation d'un nombre �ni quel
onque de 
asde test dans un jeu de tests est alors suf�sante pour valider le jeu de tests entier. La méthode de séle
tion quisera présentée par la suite tirera pro�t de 
ette hypothèse.DÉFINITION IV.5� Hypothèse d'uniformité.SoitT un jeu de tests. Pour tout entier naturelk > 0, on note Tk � P(T ) l'ensemble des sous-ensemblesde T de 
ardinal k. L'hypothèse d'uniformité est la suivante :8k > 0;8T 0 2 Tk ;S j=� T 0 =) S j=� TUne méthode 
lassique pour séle
tionner des jeux de tests à l'aide d'un 
ritère de séle
tion 
onsiste àdiviser un jeu de tests de référen
e en une famille de sous-jeux de tests, de manière à 
onserver tous les 
asde test. Cette méthode est appelée test par partition, bien que la famille de jeux de tests obtenue ne soit pasné
essairement une partition, au sens mathématique, du jeu de tests initial. Un 
ritère de séle
tion dé�nit dequelle manière un jeu de tests donné est subdivisé en une famille de jeux de tests.DÉFINITION IV.6� Critère de séle
tion.SoitExh un jeu de tests exhaustif. Un 
ritère de séle
tionC est une appli
ation deP(Exh)! P(P(Exh)).Pour tout T � Exh , C(T ) étant une famille de jeux de tests fTigi2IC(T ) où IC(T ) est l'ensemble desindi
es asso
ié à l'appli
ation du 
ritère C à T , on note jC(T )j = [i2IC(T ) Ti.Appliquer un 
ritère de séle
tion 
onsiste à asso
ier à un jeu de tests donné une famille de jeux de tests.Tous les 
as de test d'un jeu de tests Ti de C(T ) sont supposés équivalents pour déte
ter des systèmesin
orre
ts par rapport au modèle de faute 
apturé par Ti. L'appli
ation d'un 
ritère de séle
tion à un jeu detests T donné permet de raf�ner 
e jeu de tests. Les jeux de tests obtenus sont en effet plus � spé
ialisés �que le jeu de tests initial, ils 
orrespondent à des modèles de fautes plus pré
is que 
elui asso
ié à T . La
onstru
tion d'un jeu de tests approprié asso
ié à un 
ritère de séle
tion né
essite alors de pro�ter dudé
oupage obtenu par l'appli
ation de 
e 
ritère. Il s'agit de 
hoisir les tests de façon à ne perdre au
un 
as
apturé par le 
ritère.
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tion 75DÉFINITION IV.7� Satisfa
tion d'un 
ritère de séle
tion.Soient T � Exh un jeu de tests et C un 
ritère de séle
tion. Un jeu de tests T 0 satisfait le 
ritère C appliquéà T si et seulement si T 0 � jC(T )j ^ 8i 2 IC(T ); Ti 6= ; ) T 0 \ Ti 6= ;Un jeu de tests qui satisfait un 
ritère de séle
tion 
ontient alors au moins un 
as de test de 
haque partieTi du jeu de tests initial, lorsque 
elle-
i n'est pas vide. Un 
ritère de séle
tion peut don
 être 
onsidéré
omme un 
ritère de 
ouverture, selon la manière dont il divise le jeu de tests initial. Il peut être utilisé pour
ouvrir un aspe
t parti
ulier de la spé
i�
ation. Dans le 
adre de 
ette thèse, la dé�nition des 
ritères deséle
tion sera fondée sur une 
ouverture des axiomes de la spé
i�
ation.La pertinen
e d'un 
ritère de séle
tion est déterminée par le lien entre le jeu de tests initial et la famillede jeux de tests obtenue par l'appli
ation de 
e 
ritère.DÉFINITION IV.8� Corre
tion et 
omplétude d'un 
ritère de séle
tion.Soient T un jeu de tests et C un 
ritère de séle
tion.� C est 
orre
t pour T si et seulement si jC(T )j � T ;� C est 
omplet pour T si et seulement si jC(T )j � T .Ces propriétés sont essentielles pour la dé�nition d'un 
ritère de séle
tion approprié. La 
orre
tion du
ritère assure que les 
as de test sont bien séle
tionnés dans le jeu de tests initial. L'appli
ation du 
ritèren'ajoute alors au
un nouveau 
as de test. Des 
as de test supplémentaires risqueraient en effet de biaiser lejeu de tests, 
'est-à-dire de faire é
houer un système 
orre
t. Ré
iproquement, si le 
ritère de séle
tion est
omplet, au
un test du jeu de tests initial n'est perdu. En effet, si des 
as de test manquent, un système peutpasser le jeu de tests en su

ès tout en étant in
orre
t, les tests manquant étant 
eux qui auraient dû le faireé
houer. Un 
ritère 
orre
t et 
omplet a don
 la propriété de 
onserver exa
tement tous les 
as de test dujeu de tests qu'il divise, 
'est-à-dire de préserver le non-biais et la validité du jeu de tests initial.
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PREMIÈRE PARTIETest à partir de spé
i�
ations du premier ordre





IEN QUE le 
adre général de test ait été dé�ni pour des spé
i�
ations exprimées dans un formalismeaxiomatique quel
onque, la méthode de séle
tion par dépliage des axiomes a été prin
ipalementétudiée pour des spé
i�
ations 
onditionnelles positives. Nous présentons 
ette méthode en tantqu'état de l'art, toutes les pro
édures de dépliage proposées dans 
ette thèse en étant dire
tement inspirées.La méthode de dépliage pour les spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs est la généralisation de
ette première pro
édure. Nous prouvons la 
orre
tion et la 
omplétude de 
ette pro
édure généralisée grâ
eà une démar
he similaire à 
elle suivie dans le 
as 
onditionnel positif. La pro
édure de dépliage dé�nit enfait une stratégie de re
her
he d'arbres de preuve. Il faut alors montrer que la re
her
he selon 
ette stratégien'est pas restri
tive, 
'est-à-dire que tout preuve peut être menée selon 
ette stratégie. Ce
i fait appel à desrésultats de normalisation d'arbres de preuve présentés dans l'annexe B.Une des étapes préliminaires vers la séle
tion d'un jeu de tests effe
tif à soumettre au système est ladé�nition d'un jeu de tests exhaustif à partir duquel effe
tuer 
ette séle
tion. Les 
onditions sous lesquellesl'existen
e d'un tel jeu de tests pouvait être assurée ont pourtant été peu étudiées dans les travaux sur laséle
tion de tests à partir de spé
i�
ations algébriques. Il s'avère que dans des 
as simples, 
omme 
elui desspé
i�
ations purement équationnelles lorsque toutes les sortes sont observables, le jeu de tests qu'il est leplus naturel de dé�nir est exhaustif sans 
onditions. Cependant, lorsqu'il existe des sortes pour lesquellesil n'est pas possible de dé
ider de l'égalité entre deux éléments ou lorsque les axiomes des spé
i�
ationsmanipulées sont plus 
omplexes que de simples équations, l'existen
e d'un jeu de tests exhaustif n'est assuréequ'à 
ondition de poser des hypothèses parfois très fortes sur les spé
i�
ations ou sur le système sous test.Nous montrerons même, dans le 
as des spé
i�
ations du premier ordre les plus générales, que prouverl'existen
e d'un jeu de tests exhaustif est équivalent à prouver la 
orre
tion du système lui-même, 
e quiinterdit tout simplement l'utilisation de 
ertaines formules dans les spé
i�
ations, à savoir les formulesquanti�ées existentiellement. Nous présentons alors des résultats d'exhaustivité aussi bien dans le 
adre
onditionnel positif que dans le 
adre du premier ordre sans quanti�
ateurs.





CHAPITRE VSéle
tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesEn fait de spé
i�
ations axiomatiques, les méthodes de test étudiées et développées jusqu'à présentont prin
ipalement eu pour objet des spé
i�
ations dites algébriques, et en parti
ulier des spé
i�
ations
onditionnelles positives. Comme on l'a vu à la se
tion 3 du 
hapitre II, l'aspe
t du système qu'elles permettentde dé
rire est essentiellement son 
omportement au travers des stru
tures de données qu'il manipule. Cesspé
i�
ations possèdent également de bonnes propriétés algébriques pour la stru
turation [GTW78, GH78℄de spé
i�
ations ainsi que leur prototypage dé�ni à partir de te
hniques de réé
riture [BN98℄. La premièrepro
édure de dépliage, implantée dans l'outil LOFT [BGM91, Mar91, Mar95℄, est 
onstruite pour desspé
i�
ations équationnelles 
onditionnelles positives dont les axiomes peuvent être transformés en règlesde réé
riture [AABLM05℄. C'est sous 
ette hypothèse que la 
orre
tion et la 
omplétude de la méthode ontété assurées. Depuis, 
ette méthode de séle
tion par dépliage a été généralisée [AABLM05℄ en ne supposantplus 
ette hypothèse sur les axiomes. C'est 
ette généralisation que nous présentons dans 
e 
hapitre, 
ommeétat de l'art des méthodes de séle
tion fondées sur le dépliage des axiomes.1 Étude des 
onditions d'exhaustivitéLa première étape dans le pro
essus de séle
tion d'un jeu de tests est la dé�nition d'un jeu de tests deréféren
e, exhaustif, d'où on pourra 
ommen
er la séle
tion. Il s'agit de dé�nir un ensemble de formulesobservables, puis de trouver le plus grand ensemble de formules que le système doit véri�er (et qu'il suf�t qu'ilvéri�e) pour assurer sa 
orre
tion. Comme il a été dit au 
hapitre IV, une fois �xée la notion d'observabilité,le plus grand jeu de tests qu'un système doit véri�er est l'ensemble Sp� \Obs des 
onséquen
es sémantiquesobservables de la spé
i�
ation. C'est 
et ensemble qui va servir de jeu de tests de référen
e pour la séle
tiond'un jeu de tests effe
tif à soumettre au système sous test.En pratique, la plupart des méthodes de séle
tion de 
as de test à partir de spé
i�
ations restreignentnaturellement les tests à des équations sans variable sur des sortes parti
ulières appelées sortes observables.Ces sortes sont 
elles pour lesquelles il existe un prédi
at d'égalité dans le langage de programmation dusystème sous test. Par exemple, les sortes de base 
omme les 
ara
tères, les booléens ou les entiers naturelssont observables, 
ar tous les langages de programmation possèdent un moyen effe
tif de 
omparer des
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tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesvaleurs appartenant aux ensembles représentés par 
es sortes. Au 
ontraire, les stru
tures de données plus
omplexes 
omme les listes, les tableaux, ou les ensembles ne sont pas toujours pourvues de moyens de
omparaison, par exemple pour dé
ider de l'égalité entre deux éléments de 
es sortes. Ces sortes seront alors
onsidérées 
omme non observables. Une équation entre deux termes de sorte non observable ne pourradon
 pas être un 
as de test qui puisse être soumis au programme sous test, le problème de l'ora
le nepouvant être résolu par 
e programme. On dispose alors d'un sous-ensemble de l'ensemble S des sortes,noté Sobs , de sortes observables. L'ensemble des formules observables est le suivant :Obs(Sobs) = ft = t0 j 9s 2 Sobs ; t; t0 2 T�sgAve
 
ette restri
tion sur l'ensemble des tests possibles, le jeu de tests Sp� \Obs(Sobs) n'est en général pasexhaustif pour tout programme. Considérons la spé
i�
ation suivante de l'inversion d'une liste :spe
 LISTES =sorts Elem , Listeops [ ℄ :! Liste_ :: _ : �Elem �Liste ! Listeinverser : Liste ! Listevar L : Liste� inverser([ ℄) = [ ℄� inverser(inverser(L)) = LendSi les deux sortes �Elem et Liste sont observables, le jeu de tests Sp� \Obs ne 
ontient que lestautologies. En effet, l'ensemble des termes sans variable de sorte �Elem est vide, 
e qui implique quel'ensemble des termes sans variable de sorte Liste est également vide. Une première 
ondition à imposer estalors 
elle selon laquelle pour toute sorte s 2 S de la signature l'ensemble T�s n'est pas vide. Ce
i s'obtientaisément en 
onsidérant des signatures dites raisonnables [LeG93℄, 
'est-à-dire qui 
ontiennent au moins une
onstante pour 
haque sorte de la signature. On rempla
e alors dans la spé
i�
ation pré
édente la sorte�Elem par la sorte Nat dont les éléments sont 
onstruits à partir des opérations 0 et s : Nat ! Nat .Cependant, 
ette hypothèse ne suf�t pas pour résoudre le problème lié à l'observabilité des sortes nonobservables. En effet, si on restreint l'observabilité à la seule sorte Nat , alors les axiomes de l'opérationinverser ne peuvent pas être soumis au programme 
omme 
as de test, étant des équations entre deséléments de sorte non observable Liste . Quelle que soit l'implantation de 
ette opération, même in
orre
te,le programme passera en su

ès le jeu de tests Sp� \Obs(Sobs), qui n'est en fait 
omposé que des tautologiest = t sur les éléments de sorte Nat .Il est 
onnu que les équations non observables peuvent être observées au travers de 
e qu'on appelle des
ontextes observables. Un 
ontexte observable est une sorte de �ltre, qui permet d'observer une 
ertaine
ara
téristique d'un élément de sorte non observable dénoté par un terme. En observant 
et élément autravers de différents �ltres, de différents 
ontextes observables, il est possible d'a
quérir suf�samment de
onnaissan
es pour pouvoir le 
omparer ave
 un autre élément de 
ettemême sorte. Considérons par exemple
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onditions d'exhaustivité 83la sorte Liste , munie des deux opérations t ête et queue permettant respe
tivement de 
onnaître le premierélément de la liste et la suite de la liste. Admettons que la sorte Liste ne soit pas observable mais que la sortede ses éléments le soit. Il est impossible a priori de 
omparer deux listesL etL0 entre elles. Cependant, grâ
e àl'opération t ête , on peut 
onnaître le premier élément de 
ha
une des deux listes, t ête(L) et t ête(L0), et les
omparer, puisque la sorte des éléments d'une liste est observable.Le terme t ête(2), où2 désigne un � trou �,est un 
ontexte observable. Ce �ltre permet de 
onnaître une 
ara
téristique observable d'une liste, i
i, sonpremier élément. De plus, si on applique l'opération queue à 
ha
une des deux listes qu'on veut 
omparer,on a

ède à la suite de 
ha
une de 
es listes, dont il est de nouveau possible de 
onnaître le premier élément :t ête(queue(2)) est alors également un 
ontexte observable, qui permet de 
onnaître le deuxième élémentd'une liste. Il est possible de 
ontinuer la 
onstru
tion de 
ontextes observables pour les listes en prenant à
haque fois la suite de la liste pré
édente. On obtient l'ensemble de 
ontextes ft ête(queuen(2)) j n � 0g.En observant les deux listesL etL0 au travers de tous les 
ontextes de 
et ensemble et puisque 
es listes sont�nies, on est 
apable de dé
ider de l'égalité de 
es deux listes. Cette notion de 
ontexte observable 
apturela pratique du test qui 
onsiste à appliquer aux deux membres d'une équation la même fon
tion, appliquée àdes valeurs 
on
rètes ex
epté à la position du 2.DÉFINITION V.1� Contexte observable.Soit une signature � = (S; F;R) munie d'un ensemble de sortes observables Sobs � S. On pose2 = f2s :! s j s 2 S r Sobsg et �2 = (S; F [ 2; R).Un �-
ontexte observable 
 est un terme de T�2s pour s 2 Sobs , possédant exa
tement une o

urren
edu symbole 2s0 de l'ensemble 2, tel que 
e soit l'unique o

urren
e d'un symbole de 2 dans 
. Le 
ontexte
 est alors dit de sorte s0 et noté 
 : s0. L'appli
ation d'un 
ontexte 
 : s0 à un terme t 2 T�(V )s0 , noté
[t℄, est le terme obtenu en remplaçant le symbole 2s0 par le terme t dans 
. On note Ctx l'ensemble des
ontextes observables.Un 
ontexte observable est dit minimal si au
un de ses sous-termes stri
ts n'est un 
ontexte observable.En effet, si un 
ontexte 
 
ontient un 
ontexte observable 
0 
omme sous-terme stri
t, alors 
[t℄ peut êtredé
omposé en 
00[
0[t℄℄. Pour tous termes t et t0, on a alors que 
[t℄ = 
[t0℄ si et seulement si 
0[t℄ = 
0[t0℄.Ces deux équations étant observables, la plus simple, 
0[t℄ = 
0[t0℄, suf�t pour déduire que 
[t℄ = 
[t0℄. Dansla suite, tous les 
ontextes seront 
onsidérés minimaux par défaut. On note �Ctx l'ensemble des 
ontextesobservables minimaux.PROPOSITION V.1. Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation dont les axiomes sont des équations et telle que pour 
haque sortes 2 S, T�s 6= ;. Le jeu de tests suivant
Exh = f
[�(t)℄ = 
[�(t0)℄ j t = t0 2 Ax ; � : V ! T�; 
 2 �Ctxgest exhaustif pour tout programme dansMod(�) pour Sp et Obs(Sobs).Preuve. Soit un programme P 2 Mod(�). Supposons que P j= Exh . Montrons queCorre
tObs(Sobs)(P;Sp).



84 V Séle
tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesSoit T�=�P le quotient de T� où �P est la 
ongruen
e sur T� dé�nie pour tout t; t0 2 T�s par :
t �P t0 () (P j= t = t0 si s 2 Sobs8
 : s 2 �Ctx ; P j= 
[t℄ = 
[t0℄ sinonPar dé�nition, P �Obs(Sobs) T�=�P . Montrons que T�=�P 2 Mod(Sp). Soit t = t0 un axiome de Axoù t; t0 2 T�(V )s. Soit � : V ! T�=�P une interprétation des variables. Par indu
tion stru
turelle sur lestermes de T�, on peut montrer qu'il existe une substitution 
lose � : V ! T� telle que � = q�P Æ �, oùq�P : T� ! T�=�P est le morphisme quotient. Il suf�t de 
hoisir � telle que pour tout x 2 V , si �(x) = t,alors �(x) = t0 ave
 t �P t0. Deux 
as doivent être 
onsidérés :� soit s 2 Sobs . Dans 
e 
as, par hypothèse, P j= 
[�(t)℄ = 
[�(t0)℄ pour tout 
ontexte 
 : s 2�Ctx . Or f
 : s j 
 2 �Ctx ; s 2 Sobsg = f2sg, on a don
 P j= �(t) = �(t0). CommeP �Obs(Sobs ) T�=�P , alors T�=�P j= �(t) = �(t0), 
'est-à-dire �(t) �P �(t0). On a alorsq�P Æ �(t) �P q�P Æ �(t0), don
 T�=�P j=� t = t0 ;� soit s =2 Sobs . Dans 
e 
as, par hypothèse, P j= 
[�(t)℄ = 
[�(t0)℄ pour tout 
ontexte 
 : s 2 �Ctx .Par dé�nition, on a don
 �(t) �P �(t0), et T�=�P j=� t = t0.On suppose qu'il existeM 2 Mod(Sp) tel queM �Obs(Sobs ) P . Soit t = t0 2 Exh . Par hypothèse,M j= t = t0, don
 P j= t = t0 également. 2COROLLAIRE . Sous les mêmes hypothèses que la proposition V.1, le jeu de tests Sp� \Obs(Sobs) est exhaustif pour toutprogramme dansMod(�) pour Sp et Obs(Sobs).Preuve. Il est fa
ile de montrer que Exh = Sp� \Obs(Sobs). 2Lorsque les axiomes ne sont pas de simples équations mais des formules 
onditionnelles positives, lestests étant des équations sans variable, l'exhaustivité du jeu de tests Sp� \Obs(Sobs) n'est pas immédiate.Établir 
e résultat né
essite une hypothèse de test supplémentaire sur le système. Intuitivement, 
ette
ondition impose que le système se 
omporte 
omme l'algèbre initiale (et don
 
omme la spé
i�
ation)sur les prémisses des instan
es sans variables des axiomes. Pour illustrer la né
essité de 
ette hypothèse,
onsidérons la spé
i�
ation suivante :spe
 BASIQUE =types Nat ::= 0 j s(Nat)Bool ::= true j falsevars x : Nat� s(s(x)) = x) true = falseendLes 
onséquen
es sémantiques observables de 
ette spé
i�
ation sont seulement les équations triviales t = tpour tout terme 
los t. En effet, les seules équations sus
eptibles d'êtres des 
onséquen
es sémantiquesobservables sont, ex
eptées les tautologies, des instan
es de s(s(x)) = x ou true = false . Un modèlede 
ette spé
i�
ation doit valider l'axiome s(s(x)) = x ) true = false . Il le valide s'il ne valide pas
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s(s(x)) = x, ou s'il valide s(s(x)) = x et true = false . Par 
onséquent, l'équation s(s(x)) = x n'est pasune 
onséquen
e sémantique observable de BASIQUE. Si le modèle ne valide pas s(s(x)) = x, il peut aussibien valider true = false que sa négation, 
ette équation n'appartient don
 pas non plus à BASIQUE�. De
e fait, au
une des deux équations n'est validée par tous les modèles de la spé
i�
ation et les 
onséquen
essémantiques se réduisent aux tautologies. Considérons un système qui implante la sorteNat par Z=2Z , 
'est-à-dire l'ensemble f0; 1g dans lequel l'opération su

esseur est interprétée par l'appli
ation qui à 0 asso
ie 1 età 1 asso
ie 0 (i.e. à tout élément n asso
ie (n+1) mod 2), au lieu de l'implanter par l'ensemble des entiersnaturels, muni de l'opération su

esseur qui donne pour un entier n l'entier suivant n + 1. On 
onsidèreque les booléens sont interprétés par 
e système de façon usuelle. Ce système valide tous les 
as de test deSp� \Obs puisque 
e sont des tautologies. Cependant, il n'est pas 
orre
t puisqu'il valide s(s(x)) = x sansvalider true = false . Il n'est don
 pas équivalent à un modèle de la spé
i�
ation.Ce problème est en partie dû au fait que l'ensemble des formules qui va être soumis au systèmene 
ontientpas les axiomes de la spé
i�
ation. Il faut don
 imposer une 
ondition supplémentaire pour s'assurer qu'unsystème qui valide les 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation valide également les axiomes.Cette 
ondition est une propriété appelée initialité, qu'on va imposer au système sous test pour 
ertaineséquations.DÉFINITION V.2� Initialité.Soit une spé
i�
ation Sp = (�;Ax ) d'un système S . Soit t = t0 une �-équation. Le système S est ditinitial sur t = t0 pour Sp si et seulement siS j= t = t0 , Sp j= t = t0Lorsqu'on 
onsidère Sp� \Obs 
omme jeu de tests exhaustif, la partie de 
ette propriété exprimant lefait que l'équation t = t0 doit être validée par le système si elle est une 
onséquen
e de la spé
i�
ation estredondante. C'est surtout l'impli
ation inverse, ou plus exa
tement sa 
ontraposée, qui est importante : lesystème ne doit pas valider l'équation si elle n'est pas une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation. Pourétablir l'exhaustivité de Sp� \Obs , 
ette 
ondition va être imposée au système pour toutes les équationsapparaissant dans les prémisses des instan
es sans variables des axiomes. L'initialité d'un système par rapportà sa spé
i�
ation sur 
es équations parti
ulières assure alors que s'il valide Sp� \Obs , il valide les axiomes.En effet, pour un axiome donné,� soit les prémisses sont des 
onséquen
es sémantiques de la spé
i�
ation, et alors la 
on
lusion aussi :
omme le système valide Sp� \Obs , il valide en parti
ulier 
et axiome ;� soit au moins une des prémisses t = t0 n'est pas une 
onséquen
e sémantique : le système étant initialsur 
es prémisses, en parti
ulier il ne valide pas t = t0, il valide don
 l'axiome.Il est don
 impossible que le système valide toutes les prémisses d'un axiome sans valider sa 
on
lusion.Cependant, l'hypothèse d'initialité sur le système n'est pas suf�sante pour établir l'exhaustivité deSp� \Obs(Sobs). Une 
ondition parti
ulière sur les spé
i�
ations est également requise.Nous avons vu qu'une égalité non observable peut être testée au travers de 
ontextes observables.Cependant, 
e n'est pas le 
as des formules 
onditionnelles positives. Le problème réside dans le fait que,pour une équation t = t0, la validation de 
[t℄ = 
[t0℄ par unmodèle pour tout 
ontexte 
 2 �Ctx n'impliquepas la validation de t = t0. En effet, le nombre de 
ontextes observables pour la sorte de t et t0 peut ne pas
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tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesêtre suf�sant. On peut 
onsidérer l'exemple de listes sur lesquelles on ne disposerait que de l'opération t ête .Il est évident que la validation de t ête(L) = t ête(L0) pour deux listesL etL0 n'implique pas l'égalité de 
eslistes. Considérons une spé
i�
ation Sp 
ontenant un axiome de la forme t1 = t01^ : : :^ tn = t0n ) t = t0,tel que pour tout i, 1 � i � n, ti = t0i soit une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation. L'équationt = t0 est don
 également une 
onséquen
e sémantique. Le jeu de tests Sp� \Obs 
ontient alors toutes leséquations 
[�(t)℄ = 
[�(t0)℄ telles que � : V ! T� et 
 2 �Ctx . On impose que le système sous test soitinitial sur toutes les instan
es sans variables des prémisses des axiomes. Le système valide don
 toutes lesformules observables 
i[�(ti)℄ = 
i[�(t0i)℄ où � : V ! T� et 
i 2 �Ctx . Pour autant, il peut ne pas validerune des prémisses ti = t0i, puisque la validation d'une formule au travers de tous ses 
ontextes observablesn'implique pas la validation de 
ette formule. Il est alors possible que le système sous test ne valide pasl'équation t = t0, alors même qu'il est 
orre
t, puisqu'il valide l'axiome t1 = t01 ^ : : : ^ tn = t0n ) t = t0.Le jeu de tests Sp� \Obs est biaisé, puisqu'il permet de rejeter un programme 
orre
t.La propriété d'initialité seule ne suf�t don
 pas à garantir l'exhaustivité de Sp� \Obs . On impose alorsque les spé
i�
ations soient positives, 
'est-à-dire que les prémisses des axiomes ne fassent pas intervenir desorte non observable.DÉFINITION V.3� Spé
i�
ation positive.Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation munie d'un ensemble de sortes observables Sobs � S. Sp est ditepositive si et seulement si pour tout axiome t1 = t01 ^ : : :^ tn = t0n ) t = t0 2 Ax , pour tout i, 1 � i � n,ti = t0i est une équation entre termes de sorte observable : ti; t0i 2 T�(V )s ave
 s 2 Sobs .Sous l'hypothèse d'initialité du système sur les prémisses des instan
es sans variables des axiomes et les
onditions imposant aux spé
i�
ations d'être positives et de posséder une 
onstante de 
haque sorte, il estmaintenant possible de prouver l'exhaustivité de Sp� \Obs(Sobs).THÉORÈME V.1. Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation positive munie d'un ensemble de sortes observables Sobs � S ettelle que pour 
haque sorte s 2 S, T�s 6= ;. L'ensemble Sp� \Obs(Sobs) est un jeu de tests exhaustif pour tout systèmeinitial sur les instan
es sans variables des équations apparaissant dans les prémisses des axiomes de Sp .Preuve. Soit un programme P 2 Mod(�) initial sur les instan
es sans variables des prémisses de Ax .Supposons que P j= Sp� \Obs(Sobs). Montrons que Corre
tObs(Sobs )(P;Sp).SoitT�=�P le quotient deT� où�P est la 
ongruen
e surT� dé�nie dans la preuve de la propositionV.1.Soit t1 = t01 ^ : : : ^ tn = t0n ) t = t0 un axiome de Ax . Soit � : V ! T�=�P une interprétation telle queT�=�P j=� ti = t0i pour tout i, 1 � i � n. Par indu
tion stru
turelle sur les termes de T�, on peut montrerqu'il existe une substitution � : V ! T� telle que � = q�P Æ � où q�P : T� ! T�=�P est le morphismequotient. Comme Sp est positive et 
omme P �Obs(Sobs) T�=�P , T�=�P j= �(ti) = �(t0i) implique queP j= �(ti) = �(t0i). Comme P est initial sur les instan
es sans variables des prémisses des axiomes de Ax ,Sp j= �(ti) = �(t0i), don
 Sp j= �(t) = �(t0). Par 
onséquent, �(t) = �(t0) 2 Sp� \Obs(Sobs), d'oùP j= �(t) = �(t0). Ainsi T�=�P j= �(t) = �(t0), et don
 T�=�P j=� t = t0.On suppose qu'il existeM2 Mod(Sp) tel queM�Obs(Sobs) P . Soit t = t0 2 Sp� \Obs(Sobs). Parhypothèse,M j= t = t0, don
 P j= t = t0 également. 2



2. Séle
tion par dépliage des axiomes 872 Séle
tion par dépliage des axiomesUne fois posé un jeu de tests exhaustif, il est possible de 
ommen
er la phase de séle
tion d'un jeu detests d'une taille raisonnable à soumettre au système. Parmi les méthodes qui ont été dé�nies, la plus étudiéeet 
ertainement la plus ef�
a
e est la méthode appelée dépliage des axiomes. L'idée fondamentale est depro�ter du 
adre axiomatique dans lequel le pro
essus de test a été formalisé pour utiliser les te
hniquesde preuve fournies par 
e formalisme, 
es te
hniques étant bien 
onnues, outillées et ayant montré leuref�
a
ité.Composer un jeu de tests à soumettre au système 
onsiste à dé�nir une méthode dans le but de dé
ouperle jeu de tests initial en sous-jeux de tests, puis en supposant l'hypothèse d'uniformité, à 
hoisir un nombre�ni de 
as de test dans 
ha
un des jeux de tests obtenus. Cette phase de 
hoix des tests qui vont effe
tivementêtre soumis au système, appelée génération de tests, ne sera pas traitée dans 
ette thèse. Il s'agit plut�t i
ide dé�nir des 
ritères de séle
tion pertinents dans le but de guider le 
hoix �nal des tests, la générationné
essitant en soi une étude à part entière. L'appli
ation des 
ritères de séle
tion 
hoisis va permettre deraf�ner l'ensemble initial des tests en 
ara
térisant des sous-jeux de tests respe
tant 
ertaines 
ontraintes surles données d'entrée. La dé�nition de 
es 
ritères par dépliage des axiomes est fondée sur une analyse par
as de la spé
i�
ation. Tester une opération donnée de la signature revient à tester son 
omportement sur
ha
un des 
as dé
rits par la spé
i�
ation. Il est alors possible de dé
ouper l'ensemble des données d'entréede 
ette opération en autant de sous-ensembles qu'il y a de 
as spé
i�és.Le jeu de tests initial Sp� \Obs dont l'exhaustivité a été montrée à la se
tion pré
édente est l'ensemblesuivant :
T (Sp) = ff(t1; : : : ; tn) = t j f 2 F; t1; : : : ; tn; t 2 T�;Sp j= f(t1; : : : ; tn) = tgauquel sont ajoutées les tautologies entre les variables de V . On ne 
onsidérera pas 
es équations trivialespar la suite, 
elles-
i n'étant d'au
une utilité pour le test. Sans perte de généralité, on 
onsidère i
i que toutesles sortes sont observables. Dans le 
as général, il suf�t de ne 
onsidérer dans Sp� \Obs que les opérationsde sorte observable, 
'est-à-dire les opérations f : s1 � : : : � sn ! s de F telles que s soit observable.Diviser l'ensemble T (Sp) revient alors à diviser 
ha
un des jeux de tests asso
iés à une opération donnée fde F . Un tel jeu de tests est appelé domaine de l'opération f .DÉFINITION V.4� Domaine d'une opération.Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation 
onditionnelle positive. Soit f : s1 � : : :� sn ! s une opérationde F . Le domaine de f , noté T (Sp)jf , est l'ensemble dé�ni par :

T (Sp)jf = ff(t1; : : : ; tn) = t j f(t1; : : : ; tn) = t 2 T (Sp)gC'est 
e jeu de tests, pour 
haque opération de la signature, qui va être dé
oupé en utilisant les axiomesspé
i�ant 
ette opération. Considérons la spé
i�
ation suivante de l'insertion d'un entier dans une liste triée.



88 V Séle
tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesspe
 LISTENAT =types Nat : 0 j s(Nat)Liste ::= [ ℄ j _ :: _(Nat ;Liste)op insrer : Nat � Liste ! Listevars n;m : Nat ; l : Liste� ins�erer(n; [ ℄) = n :: [ ℄� (n � m) = true ) ins�erer(n;m :: l) = n :: m :: l� (n � m) = false ) ins�erer(n;m :: l) = m :: ins�erer(n; l)endLe domaine de l'opération ins�erer par exemple, est l'ensemblef�(ins�erer(x;L)) = �(L0) j � : V ! T�;Sp j= �(ins�erer(x;L)) = �(L0)gLa formule générique ins�erer(x;L) = L0 dont les instan
es sans variables 
onstituent les 
as de test estappelée obje
tif de test. Le but de la séle
tion est de dé
ouper 
e jeu de tests ou, 
e qui revient au même,l'ensemble des substitutions 
loses � : V ! T� asso
ié à 
e jeu de tests. En fait, toute substitution 
losede V dans T� pouvant s'é
rire 
omme la 
omposition d'une substitution des variables de V dans T�(V ) etd'une substitution 
lose de V dans T� étendue aux termes, le dé
oupage sera effe
tué sur l'ensemble dessubstitutions des variables de V dans T�(V ) de façon à 
e que le pro
essus puisse être itéré 
omme on leverra par la suite.L'opération ins�erer est dé
rite par 
as dans la spé
i�
ation, selon que la liste est vide, ou que l'élémentà insérer est inférieur ou égal ou supérieur au premier élément de liste. Tester 
ette opération revient alors àtester 
ha
un de 
es trois 
as, 
e qui donne les trois jeux de tests suivants :� 
elui asso
ié à la substitution �0 : x 7! n0; L 7! [ ℄; L0 7! n0 :: [ ℄, 
'est-à-dire le jeu de testsfins�erer(n0; [ ℄) = n0 :: [ ℄g� 
elui asso
ié à la substitution �1 : x 7! n0; L 7! m0 :: l0; L0 7! n0 :: m0 :: l0 telle que n0 � m0,
'est-à-dire le jeu de testsfins�erer(n0;m0 :: l0) = n0 :: m0 :: l0 j (n0 � m0) = trueg� 
elui asso
ié à la substitution �2 : x 7! n0; L 7! m0 :: l0; L0 7! m0 :: ins�erer(n0; l0) telle quen0 > m0, 
'est-à-dire le jeu de testsfins�erer(n0;m0 :: l0) = m :: ins�erer(n0; l0) j (n0 � m0) = falsegLes trois jeux de tests obtenus par 
e dé
oupage sont 
ara
térisés par une substitution des variables et unensemble de 
ontraintes : le premier est 
ara
térisé par �0 et un ensemble de 
ontraintes vide, le deuxièmepar �1 et la 
ontrainte (n0 � m0) = true et le troisième par �2 et (n0 � m0) = false . De façon générale,un jeu de tests pour une opération est dé�ni de la façon suivante.



2. Séle
tion par dépliage des axiomes 89DÉFINITION V.5� Jeu de tests 
ontraint pour une opération.Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation 
onditionnelle positive. Soient f : s1�: : :�sn ! s une opérationde F et x1; : : : ; xn; y 2 V . Soient C un ensemble de �-équations appelé �-
ontraintes et � : V ! T�(V )une substitution des variables.Le jeu de tests pour f 
ontraint par C et �, noté T(C;�);f(x1;:::;xn)=y , est l'ensemble d'équations sans variablesdé�ni par :T(C;�);f(x1;:::;xn)=y = f�(�(f(x1; : : : ; xn))) = �(�(y)) j � : V ! T�;8
 2 C;Sp j= �(
)gLe 
ouple ((C; �); f(x1; : : : ; xn) = y) est appelé obje
tif de test 
ontraint.Il est à noter que le domaine d'une opération f est le jeu de tests pour f 
ontraint par le 
ouple(ff(x1; : : : ; xn) = yg; Id).Les 
ouples substitution ensemble de 
ontraintes peuvent être déduits des arbres de preuve possiblesdont la 
on
lusion est une instan
e de l'obje
tif de test f(x1; : : : ; xn) = y. Pour poursuivre l'exemple del'opération ins�erer , les jeux de tests 
ontraints dé
rits plus haut peuvent être déduits des trois arbres depreuve possibles de 
on
lusion �(ins�erer(x;L)) = �(L0) où � est une substitution des variables. En effet,la formule ins�erer(t1; t2) = t où t1, t2 et t sont des termes quel
onques peut être la 
on
lusion de troisarbres de preuve différents, résultant de l'appli
ation de l'un des trois axiomes. Si la formule a été prouvée àpartir du premier axiome, 
ela signi�e que x a été instan
ié par un élément n0, L par la liste vide et L0 par laliste 
omposée de l'unique élément n0. ins�erer(n; [ ℄) = n :: [ ℄Axins�erer(n0; [ ℄) = n0 :: [ ℄SubsLa substitution �0 provient don
 de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 l'axiome à partir duquel il a pu êtreprouvé. De la même façon, si l'instan
e de ins�erer(x;L) = L0 a été prouvée à partir du deuxième axiome,alors x a été instan
ié par un élément n0, L par une liste dont la tête est un élément m0 et la �n une listequel
onque l0, et L0 par la liste dont les deux premiers éléments sont n0 etm0 dans 
et ordre et dont la �nest l0. (n � m) = true ) ins�erer(n;m :: l) = n :: m :: lAx(n0 � m0) = true ) ins�erer(n0;m0 :: l0) = n0 :: m0 :: l0 Subs ...(n0 � m0) = trueins�erer(n0;m0 :: l0) = n0 :: m0 :: l0 MPAve
 
ette uni�
ation, la formule n'a pu être déduite du deuxième axiome que si (n0 � m0) = true ,
'est 
e qui permet d'appliquer le modus ponens. Ainsi apparaissent les 
ontraintes 
ara
térisant les jeux detests obtenus par 
e dé
oupage. Ce sont les lemmes intermédiaires qu'il faut montrer pour pouvoir déduirel'instan
e de l'obje
tif de test visée à partir de l'axiome 
hoisi. La même analyse se répète sur le dernier 
as,dans lequel la formule a été prouvée par l'appli
ation du troisième axiome.(n � m) = false ) ins�erer(n;m :: l) = m :: ins�erer(n; l)Ax(n0 � m0) = false ) ins�erer(n0;m0 :: l0) = m0 :: ins�erer(n0; l0)Subs ...(n0 � m0) = falseins�erer(n0;m0 :: l0) = m0 :: ins�erer(n0; l0) MP



90 V Séle
tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesLa substitution �2 naît de l'uni�
ation de la formule et de l'axiome, et la 
ontrainte du lemme (n0 � m0) =false .Le dernier jeu de tests faisant intervenir l'opération ins�erer , il est possible de le dé
ouper de nouveauselon les trois axiomes et d'obtenir les jeux de tests suivants :� le jeu de tests asso
ié à la substitution �2;0 : x 7! n0; L 7! m0 :: [ ℄; L0 7! m0 :: n0 :: [ ℄ telle quen0 > m0, fins�erer(n0;m0 :: [ ℄) = m0 :: n0 :: [ ℄ j (n0 � m0) = falseg� le jeu de tests asso
ié à la substitution �2;1 : x 7! n0; L 7! m0 :: p0 :: l1; L0 7! m0 :: n0 :: p0 :: l1telle que n0 > m0 et n0 � p0,fins�erer(n0;m0 :: p0 :: l1) = m0 :: n0 :: p0 :: l1 j (n0 � m0) = false; (n0 � p0) = trueg� le jeu de tests asso
ié à la substitution �2;2 : x 7! n0; L 7! m0 :: p0 :: l1; L0 7! m0 :: p0 ::ins�erer(n0; l1) telle que n0 > m0 et n0 > p0,fins�erer(n0;m0 :: p0 :: l1) = m0 :: p0 :: ins�erer(n0; l1) j (n0 � m0) = false; (n0 � p0) = falsegCes trois jeux de tests peuvent de nouveau être déduits des arbres de preuve 
orrespondants. La preuved'une instan
e de ins�erer(x; y :: L) = y :: L0 dé
oule par transitivité de la preuve d'une instan
e deins�erer(x; y :: L) = y :: ins�erer(x;L), 
'est-à-dire du troisième arbre de preuve 
i-dessus, et de la preuved'une instan
e de y :: ins�erer(x;L) = y :: L0. Pour s
hématiser, on a l'arbre de preuve suivant :ins�erer(x; y :: L) = y :: ins�erer(x;L) y :: ins�erer(x;L) = y :: L0ins�erer(x; y :: L) = y :: L0 TransDe la preuve de la première prémisse, on a obtenu la substitution �2 et la 
ontrainte (n0 � m0) = false .De la preuve de la se
onde prémisse, 
'est-à-dire de la deuxième étape de dépliage, on obtient de nouveauune substitution et un ensemble de 
ontraintes. Le 
ouple substitution 
ontraintes 
ara
térisant le jeu detests obtenu est alors formé de la 
omposition des deux substitutions et de l'union des deux ensembles de
ontraintes. Dans le 
as où la deuxième prémisse est obtenue à partir du premier axiome, on a l'arbre depreuve suivant : ...ins�erer(n0;m0 :: [ ℄) = m0 :: ins�erer(n0; [ ℄) m0 = m0 Réf ins�erer(n; [ ℄) = n :: [ ℄Axins�erer(n0; [ ℄) = n0 :: [ ℄ Subsm0 :: ins�erer(n0; [ ℄) = m0 :: n0 :: [ ℄ Congins�erer(n0;m0 :: [ ℄) = m0 :: n0 :: [ ℄ TransLa liste l0 a été substituée par la liste vide [ ℄, la 
omposition de 
es deux substitutions est don
 la substitution�2;0. L'ensemble de 
ontraintes obtenu par 
ette partie de la preuve est vide, l'ensemble résultant est don
 lemême que 
elui résultant de la première étape f(n0 � m0) = falseg. Si l'instan
e de y :: ins�erer(x;L) =y :: L0 a été déduite du deuxième axiome spé
i�ant l'opération ins�erer , l'arbre de preuve est le suivant, où' désigne la formule ins�erer(n0;m0 :: [ ℄) = m0 :: ins�erer(n0; [ ℄).
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...' m0=m0 Réf (n�m)=true)ins�erer(n;m::l)=n::m::lAx(n0�p0)=true)ins�erer(n0;p0::l1)=n0::p0::l1 Subs(n0�p0)=true)m0::ins�erer(n0;p0::l1)=m0::n0::p0::l1 Cong ...(n0�p0)=truem0::ins�erer(n0;p0::l1)=m0::n0::p0::l1 MPins�erer(n0;m0::p0::l1)=m0::n0::p0::l1 TransLa liste l0 a 
ette fois été substituée par une liste non vide p0 :: l1, 
e qui donne la substitution �2;1.Cette partie de la preuve né
essite un lemme intermédiaire (n0 � p0) = true , qui va être ajouté àl'ensemble de 
ontraintes. L'ensemble de 
ontraintes obtenu après 
es deux étapes de dépliage est don
f(n0 � m0) = false; (n0 � p0) = trueg. En�n, si la formule a été prouvée à partir du troisième axiome,on obtient la substitution �2;2 et la 
ontrainte supplémentaire (n0 � p0) = false , qui donne l'ensemble de
ontraintes f(n0 � m0) = false; (n0 � p0) = falseg....' m0=m0 Réf (n�m)=false)ins�erer(n;m::l)=m::ins�erer(n;l)Ax(n0�p0)=false)ins�erer(n0;p0::l1)=p0::ins�erer(n0;l1) Subs(n0�p0)=false)m0::ins�erer(n0;p0::l1)=m0::p0::ins�erer(n0;l1) Cong ...(n0�p0)=falsem0::ins�erer(n0;p0::l1)=m0::p0::ins�erer(n0;l1) MPins�erer(n0;m0::p0::l1)=m0::p0::ins�erer(n0;l1) TransOn 
onstate alors que les arbres de preuves qui permettent de 
onstruire les jeux de tests en donnantles 
ouples substitution ensemble de 
ontraintes qui les 
ara
térisent respe
tent une 
ertaine stru
ture. Auxfeuilles se trouvent les instan
es d'axiomes et de la règle de ré�exivité, sous lesquelles apparaissent lesinstan
es des règles de substitution et de 
ongruen
e, puis les instan
es de la règle de modus ponens et en�n
elles de la règle de transitivité. La pro
édure de dépliage va en fait 
onsister en la re
her
he de telles preuves,guidée par la 
onnaissan
e de 
ette stru
ture qui permet ainsi de restreindre l'espa
e de re
her
he.Le dé
oupage du domaine de 
haque opération par dépliage des axiomes peut être exprimé de manièrealgorithmique. La pro
édure de dépliage prend en entrée :� une spé
i�
ation 
onditionnelle positive Sp = (�;Ax ) ;� une opération f 2 F , donnant l'obje
tif de test f(x1; : : : ; xn) = y où xi; y 2 V pour tout i,1 � i � n, qui peut également être vu 
omme l'obje
tif de test 
ontraint ((ff(x1; : : : ; xn) =yg; Id); f(x1; : : : ; xn) = y) ;� un ensemble 	 de 
ouples 
omposés d'un ensemble de �-
ontraintes et d'une substitution desvariables.Le but est de dé
ouper le domaine de l'opération f de manière à obtenir un ensemble de jeux de tests
ontraints. Soumettre un jeu de tests 
ontraint revient à 
hoisir une substitution 
lose � respe
tant les
ontraintes du jeu de tests et à soumettre l'obje
tif de test f(x1; : : : ; xn) = y dont les variables auront étésubstituées par �, ainsi que les 
ontraintes de C, auxquelles aura également été appliquée �. L'ensemble initial	0 
ontient don
 uniquement le 
ouple 
ontraintes substitution asso
ié à l'obje
tif de test 
ontraint initial :	0 = f(ff(x1; : : : ; xn) = yg; Id)g



92 V Séle
tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesoù xi; y 2 V pour tout i, 1 � i � n.Intuitivement, le prin
ipe de la pro
édure est d'uni�er une des 
ontraintes 
 d'un des ensembles 
ontenusdans 	 ave
 la 
on
lusion d'un axiome �1 ^ : : : ^ �m ) � de la spé
i�
ation par une substitution � etd'ajouter les prémisses de 
et axiome à l'ensemble des 
ontraintes. En effet, si la 
ontrainte 
 a pu être uni�éeave
 
et axiome, 
'est qu'il existe un arbre de preuve de 
on
lusion �(
) (qui est égal à �(�)) dont une feuilleest l'axiome �1 ^ : : : �m ) � et qui 
ontient les preuves des lemmes intermédiaires�i pour tout i 
omprisentre 1 etm.
�1 ^ : : : ^ �m ) �Ax�(�1) ^ : : : ^ �(�m)) �(�)Subs ...�(�1)�(�2) ^ : : : ^ �(�m)) �(�) MP ...�(�2)�(�3) ^ : : : ^ �(�m)) �(�) MP...�(�m)) �(�) MP ...�(�m)�(�) MPLa pro
édure de dépliage est alors exprimée par les deux règles d'inféren
e suivantes 1 :Rédu
tion	 [ f(C [ft = tg; �0)g	 [ f(C; �0)gDépliage 	 [ f(C [ft = rg; �0)g	 [ [(
;�)2Dep(t=r)[Dep(r=t)f(�(C) [ 
; � Æ �0)goù Dep(t = r), pour t syntaxiquement différent de r, est l'ensemble de 
ouples dé�ni par :8>>>>>>><>>>>>>>: (f�(t[v℄!) = �(r); �(�1); : : : ; �(�m)g; �)

tj! = g(u1; : : : ; un)�(tj!) = �(g(v1; : : : ; vn));(V1�i�m �i ) g(v1; : : : ; vn) = v 2 AxouV1�i�m �i ) v = g(v1; : : : ; vn) 2 Ax )

9>>>>>>>=>>>>>>>;La règle de rédu
tion permet de retirer les tautologies des ensembles de 
ontraintes, qui ne sont d'au
uneutilité pour le test puisqu'elles sont trivialement validées par tout système. La règle de dépliage proprementdit 
her
he à uni�er un sous-terme d'un des deux termes de l'équation t = r ave
 un terme apparaissantdans la 
on
lusion d'un axiome de la spé
i�
ation, un de 
eux spé
i�ant l'opération de tête de 
e sous-terme.Lorsque 
ette uni�
ation est possible, les prémisses de 
et axiome sont ajoutées 
omme 
ontraintes du jeude tests, ainsi que l'instan
e de l'obje
tif de test obtenue par l'uni�
ation. En effet, si un sous-terme de t par1Un terme pouvant être vu 
omme un arbre, on se reportera aux dé�nitions des notions de position dans un arbre, de 
ontexteet de 
omposition données aux pages 183 et 184 de l'annexe B.



2. Séle
tion par dépliage des axiomes 93exemple a pu être uni�é ave
 le membre gau
he de la 
on
lusion d'un axiome, alors il existe une preuve de�(t) = �(r) de la forme suivante :
'

�1 ^ : : : ^ �m ) g(v1; : : : ; vn) = v Ax�(�1) ^ : : : ^ �(�m)) �(g(v1; : : : ; vn)) = �(v)Subs...�(�1) ^ : : : ^ �(�m)) �(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) = �(t[v℄!)Cong ...�(�1)�(�2) ^ : : : ^ �(�m)) �(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) = �(t[v℄!) MP...�(�m)) �(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) = �(t[v℄!) ...�(�m)�(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) = �(t[v℄!) MP�(t) = �(t[v℄!) Trans ... �(t) = �(r) Transoù ' est la formule �(t) = �(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) et  est la formule �(t[v℄!) = �(r). La substitution �qui permet l'uni�
ation est alors 
omposée ave
 la substitution �0 
ourante, et les lemmes intermédiairespermettant de prouver �(t) = �(r) sont ajoutés aux 
ontraintes.Chaque uni�
ation ave
 un axiome génère un 
ouple (C; �), l'obje
tif de test initial est don
 rempla
épar autant d'ensembles de formules qu'il y a d'axiomes ave
 lesquels elle puisse être uni�ée. La dé�nitionde Dep(t = r) étant fondée sur la relation de sous-terme et l'uni�
ation, 
et ensemble est 
al
ulable si laspé
i�
ation a un nombre �ni d'axiomes.Pour une équation t = r, on a alors le 
ritère de séle
tion Ct=r dé�ni par :
Ct=r(T(C;�0);f(x1;:::;xn)=y) = ( fT(C nft=rg[
;�Æ�0;f(x1;:::;xn)=yg(
;�)2Dep(t=r) si t = r 2 CT(C;�0);f(x1;:::;xn)=y sinonqui asso
ie à tout jeu de tests 
ontraint le jeu de tests obtenu par l'appli
ation de la règle Dépliage s'ilest possible de l'appliquer, et est l'identité sinon. Il s'agit alors de montrer que 
e 
ritère de séle
tion estpertinent, 
'est-à-dire que son appli
ation 
onserve exa
tement tous les 
as de test de T(C;�0);f(x1;:::;xn)=y .On é
rit (	; f(x1; : : : ; xn) = y) `D (	0; f(x1; : : : ; xn) = y) lorsque l'ensemble de 
ouples 	0 apu être dérivé de 	 par l'appli
ation de Rédu
tion ou de Dépliage. La pro
édure de dépliage prend don
en entrée une spé
i�
ation 
onditionnelle positive Sp et une opération non 
onstru
teur f et appliquesu

essivement les règles Rédu
tion et Dépliage pour générer la suite(	0; f(x1; : : : ; xn) = y) `D (	1; f(x1; : : : ; xn) = y) `D (	2; f(x1; : : : ; xn) = y) `D : : :On a vu que la pro
édure de dépliage 
onsiste en une re
her
he de preuve d'instan
es sans variables del'obje
tif de test, guidée par une 
ertaine stratégie induite par la forme des arbres de preuve re
her
hés. Leprin
ipe de la pro
édure n'est alors pas de 
onstruire entièrement les arbres de preuve, mais seulement depousser assez loin la re
her
he pour 
onstruire un dé
oupage du jeu de tests exhaustif initial aussi �n que
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tion à partir de spé
i�
ations 
onditionnelles positivesvoulu. La re
her
he peut en effet être arrêtée à tout moment, lorsque le � testeur � estime que la partition estsuf�sante en termes de nombre de 
as de test pour les besoins de validation du système.Les jeux de tests pour les opérations se prolongent naturellement aux ensembles de 
ouples ensemblesde 
ontraintes substitution. Si 	 est un ensemble de tels 
ouples et si f est une opération de �T	;f(x1;:::;xn)=y = [(C;�)2	T(C;�);f(x1;:::;xn)=yPour établir la 
omplétude de la méthode de séle
tion, il est né
essaire de poser l'hypothèse que lesvariables utilisées pendant la pro
édure sont différentes de 
elles utilisées dans la spé
i�
ation : pour toutensemble de 
ouples 	 = (C; �) résultant de la pro
édure,8
 2 C;8' 2 Ax ;Var(
) \ Var(') = ;THÉORÈMEV.2. [AABLM05℄Si (	; f(x1; : : : ; xn) = y) `D (	0; f(x1; : : : ; xn) = y) alorsT	;f(x1;:::;xn)=y) =T	0;f(x1;:::;xn)=y).Idée de la preuve. Prouver la 
orre
tion de la pro
édure revient à montrer qu'il existe une preuve d'une instan
esans variables de t = r à partir des 
ontraintes deDep(t = r) et de l'axiome ave
 lequel il a été uni�é. On adonné l'intuition plus haut qu'une telle preuve existait.Prouver la 
omplétude revient à montrer que tout arbre de preuve d'une instan
e sans variables de t = rpeut s'é
rire sous la forme donnée plus haut. En fait, on remarque que la pro
édure de dépliage dé�nit unestratégie de re
her
he d'arbres de preuve qui limite la re
her
he aux arbres tels que :� au
une instan
e de la règle de transitivité n'apparaît au-dessus d'instan
es des règles de symétrie,de substitution et de 
ongruen
e, ni au-dessus d'instan
es de la règle de modus ponens lorsque latransitivité apparaît dans la prémisse gau
he du modus ponens ;� au
une instan
e de la règle de modus ponens n'apparaît au-dessus d'instan
es de la règle de symétrie,de substitution, et de 
ongruen
e ;� au
une instan
e des règles de symétrie et de 
ongruen
e n'apparaît au-dessus d'instan
es de la règlede substitution.On doit alors prouver que la dérivabilité restreinte par 
ette stratégie 
oïn
ide ave
 la dérivabilité pleine. Ondé�nit alors des transformations élémentaires d'arbres de preuve a�n de réé
rire tout arbre de preuve en unarbre ayant la forme voulue et on montre que la transformation globale induite est fortement normalisante.Ce résultat est montré en utilisant un ordre ré
ursif sur les 
hemins sur les arbres de preuve.La preuve se trouve dans la version longue de l'arti
le de Mar
 Aiguier, Agnès Arnould, Clément Boin,Pas
ale Le Gall et Bruno Marre [AABLM05℄. 2



CHAPITRE VISéle
tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sansquanti�
ateursL'in
onvénient de l'appro
he développée dans le 
hapitre pré
édent est de 
onsidérer des tests sousforme d'équations alors que les spé
i�
ations sont 
onditionnelles positives. En effet, dans un tel 
adre,nous devons imposer trois 
onditions sur la spé
i�
ation et le système sous test pour obtenir l'exhaustivitéde l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation. Les deux 
ontraintes sur laspé
i�
ation, étant purement syntaxiques, peuvent être fa
ilement véri�ées. Le problème réside dans le
ondition d'initialité. En effet, 
ette dernière est aussi dif�
ile à démontrer que la 
orre
tion du systèmeelle-même. Elle demande une 
onnaissan
e profonde du système sous test alors que 
elui-
i est testé enboîte noire. La te
hnique de test proposée est alors limitée, puisqu'il est impossible d'assurer la validité etle non biais du jeu de tests partitionné. La 
ondition d'initialité est rendue né
essaire par le fait que les 
asde test ont une forme restreinte par rapport aux axiomes de la spé
i�
ation. Ce
i a été mis en lumière parle 
orollaire à proposition V.1 qui n'impose au
une 
ondition sur le système pour montrer l'exhaustivité des
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation lorsque 
elle-
i est purement équationnelle. A�nd'éliminer la 
ondition d'initialité sur le système sous test, nous allons alors pousser plus en avant 
ette idéede 
onsidérer des 
as de test de la même forme que les axiomes de la spé
i�
ation. Dans 
e 
hapitre, les 
asde test ainsi que les axiomes des spé
i�
ations seront toutes formules du premier ordre sans quanti�
ateurs,les 
as de tests ne 
ontenant bien entendu pas de variables.Ce 
hapitre propose alors une généralisation de la méthode de séle
tion de tests qui a été présentéeau 
hapitre pré
édent. La méthode par dépliage telle qu'elle a été dé�nie s'appuie sur des spé
i�
ationséquationnelles, dont les axiomes sont restreints à des formules 
onditionnelles positives. La pro
édure tireainsi pro�t des propriétés de l'égalité en tant que 
ongruen
e. Le fait de manipuler des équations permetpar exemple de déplier un sous-terme d'un des deux termes d'une équation, grâ
e à la 
ompatibilité del'égalité ave
 les opérations. La pro
édure tire également pro�t de la forme de la règle de modus ponensqui permet de déduire une équation d'une formule 
onditionnelle positive dont auraient été prouvées toutesles prémisses. En fait, le prin
ipe même du dépliage repose sur 
ette règle d'inféren
e. C'est elle qui permetde dé
ouper le domaine d'entrée d'une opération selon les différents 
as qui dé�nissent son 
omportementdans la spé
i�
ation. Cependant, le modus ponens ne permet de traiter que les formules 
onditionnelles
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurspositives, 
e qui restreint le 
hamp d'appli
ation de la méthode de dépliage. L'idée de la généralisation naîtalors du 
onstat que la généralisation du modus ponens à n'importe quel type de formules est la règle de
oupure du 
al
ul des séquents de Gentzen.Il s'agit don
 dans 
e 
hapitre d'étendre la méthode de séle
tion de 
as de test par dépliage des axiomesaux spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs. La généralisation porte sur deux aspe
ts. D'une part,les formules atomiques ne sont plus réduites à des équations mais peuvent faire intervenir n'importe quelprédi
at. D'autre part, les formules ne sont plus seulement 
onditionnelles positives mais sont 
onstruiteslibrement à partir des opérateurs booléens. Considérer d'autres prédi
ats que l'égalité fait perdre l'avantage demanipuler une relation de 
ongruen
e, 
es nouveaux prédi
ats n'ayant a priori au
une propriété parti
ulière.Cela permet de traiter tous les prédi
ats de façon similaire, plus au
une règle d'inféren
e ne 
ara
térisera lespropriétés d'un prédi
at parti
ulier. Nous avons vu que le fait de 
onsidérer des prédi
ats permet de spé
i�erplus simplement 
ertains types de données. En�n, la logique du premier ordre est la logique sous-ja
ente 1au langage de spé
i�
ation CASL [ABK+02, CoFI04℄. Le travail présenté dans 
e 
hapitre peut alors être vu
omme une première proposition à la dé�nition d'une te
hnique de test fondée sur le dépliage d'axiomesdédié au langage CASL.1 Normalisation des séquentsLes formules 
ontenues dans les séquents manipulés par le 
al
ul des séquents présenté à la �gure II.1peuvent être de toute forme. On peut 
ependant remarquer qu'il est possible de ramener n'importe quelséquent à une famille de séquents plus simples, 
'est-à-dire ne faisant pas intervenir de 
onne
teurs logiques.En effet, les règles asso
iées à 
es 
onne
teurs sont inversibles, 
'est-à-dire intuitivement qu'on peut lesutiliser indifféremment de haut en bas ou de bas en haut.PROPOSITION VI.1. Soit '1 : : : 'n' r une règle d'inféren
e parmi l'ensemble des règles f��gau
he;��droitg où� 2 f:;^;_;)g. Alors '1 ^ : : : ^ 'n � '.On dira que la règle r est inversible.Il est alors possible de dé�nir un pro
essus qui permet de transformer tout séquent j� ', où ' est uneformule du premier ordre sans quanti�
ateurs, en un ensemble de séquents � j�� où 
haque formule de �et de� est atomique. On dira qu'un tel séquent est normalisé.DÉFINITION VI.1� Séquent normalisé.Un séquent normalisé est un séquent � j�� tel que pour toute formule ' 2 � [�, ' est atomique.La transformation d'un séquent j� ' 
onsiste alors à appliquer les règles relatives aux 
onne
teurslogiques de bas en haut, de façon à éliminer au fur et à mesure 
haque 
onne
teur présent dans '. Parexemple, si ' est la formule ((('1 ^ '2)) '3)) '4) _ ('2 ^ '4), on a l'arbre de preuve suivant :1Elle 
orrespond plus exa
tement à sa partie totale et sans sous-sortes. Nous ne 
onsidérerons pas i
i la possibilité de spé
i�erdes fon
tions partielles ou de dé
larer une sorte 
onstruite au-dessus d'une autre.
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j� '1;'4;'2 j� '2;'4j� '1^'2;'4;'2 ^-droit '3 j� '4;'2('1^'2))'3 j� '4;'2 )-gau
hej� (('1^'2))'3))'4;'2 )-droit

j� '1;'4 j� '2;'4j� '1^'2;'4 ^-droit '3 j� '4('1^'2))'3 j� '4 )-gau
hej� (('1^'2))'3))'4;'4 )-droitj� (('1^'2))'3))'4;'2^'4 ^-droitj� ((('1^'2))'3))'4)_('2^'4) _-droitLa famille de séquents normalisés 
orrespondant au séquentj� ((('1 ^ '2)) '3)) '4) _ ('2 ^ '4)est don
 f j� '1; '4; '2; j� '2; '4; '3 j� '4; '2; j� '1; '4; j� '2; '4; '3 j� '4gCette transformation n'a d'intérêt que si elle permet de simpli�er la pro
édure de dépliage. Cettepro
édure 
onsistant en la re
her
he d'un arbre de preuve pour un obje
tif de test donné, il va falloirs'assurer que le fait de ne 
onsidérer que des séquents normalisés ne réduit pas les 
apa
ités du 
al
ul, 
'est-à-dire que 
her
her la preuve d'une formule quel
onque revient aumême que 
her
her les preuves des séquentsnormalisés qui lui sont équivalents. Il faut pour 
ela montrer que la preuve d'une formule quel
onque peut sedé
omposer en une preuve ne faisant intervenir que des séquents normalisés et une preuve ne 
ontenant quedes instan
es de règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens. Il suf�t en fait demontrer que toutes les instan
esde règles asso
iées à 
es 
onne
teurs peuvent � des
endre � dans l'arbre, 
'est-à-dire que tout arbre de preuvepeut être transformé en un arbre de même 
on
lusion dans lequel les instan
es de règles asso
iées aux
onne
teurs booléens se trouvent toutes sous les instan
es de règles de la substitution et de la 
oupure. Untel arbre aurait don
 la forme représentée par la �gure suivante, où Bool représente l'ensemble des instan
esde règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens : Bool = f��gau
he;��droit j � 2 f:;^;_;)gg.
Bool

TautAx

Cut Subs

Il faut pour 
ela poser l'hypothèse que les axiomes de la spé
i�
ation introduits par la règle Ax sontsous la forme de séquents normalisés, et de la même façon, que les formules introduites par la règle Tautsont atomiques. Les séquents manipulés en haut de l'arbre seront alors tous normalisés, tandis que le bas del'arbre 
onsistera uniquement en l'appli
ation de règles d'introdu
tion des 
onne
teurs booléens.
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursCette transformation s'opère à l'aide de règles de transformation d'arbres de preuves élémentaires (voirAnnexe B). Ces règles sont de deux sortes. La première 
on
erne les règles qui permettent de faire remonterla règle de substitution sur une des règles asso
iées à un 
onne
teur booléen, par exemple i
i la règled'introdu
tion de la négation dans le membre droit d'un séquent :�; ' j��� j��;:':-droit�(�) j� �(�);:�(')Subs  
�; ' j���(�); �(') j� �(�)Subs�(�) j� �(�);:�('):-droitLe deuxième groupe de règles 
ontient 
elles qui permettent de faire remonter la 
oupure sur les règlesbooléennes. Deux 
as sont à 
onsidérer : 
elui où la formule 
oupée n'est pas 
elle qui vient d'être modi�éepar une règle booléenne, et 
elui où la formule 
oupée est 
elle qui vient d'être modi�ée. Dans le premier
as, la transformation est simple :� j��;  ; '�;:' j��;  :-gau
he �0;  j��0�;�0;:' j��;�0 Cut  � j��;  ; ' �0;  j��0�;�0 j��;�0; ' Cut�;�0;:' j��;�0 :-gau
heDans le deuxième 
as, il est né
essaire de 
onsidérer les hypothèses qui ont été posées plus haut, 
on
ernantla forme des séquents introduits par les s
hémas d'axiomes, pour qu'il soit possible de transformer 
e typed'arbres de preuve. Ces hypothèses étant posées, il est impossible que la formule 
oupée, i
i :', proviennede l'introdu
tion d'un axiome ou d'une tautologie, elle est don
 né
essairement la 
on
lusion d'une instan
ede la règle d'introdu
tion de la négation à droite, 
e qui autorise la transformation suivante :�; ' j��� j��;:':-gau
he �0 j��0; '�0;:' j��0 :-droit�;�0 j��;�0 Cut  �; ' j�� �0 j��0; '�;�0 j��;�0 CutAve
 l'ordre suivant sur les instan
es des règles d'inféren
eAx � Taut � Cut � Subs � Bool
es règles respe
tent les termes de la 
ondition 1 (voir l'annexe B), la transformation globale qu'elles induisentest don
 fortement normalisante. Tout arbre de preuve peut don
 être transformé en un arbre dans lequelsont manipulés uniquement des séquents normalisés puis sont appliquées les règles asso
iées aux opérateursbooléens, sous les 
onditions pré
édemment énon
ées. Ne seront alors 
onsidérés dans la suite de 
e 
hapitreque des séquents normalisés.EXEMPLE VI.1� Spé
i�
ation des listes triées de rationnels.La spé
i�
ation �l rouge de 
e 
hapitre sera 
elle des listes triées de rationnels. Cette spé
i�
ation faitintervenir trois sortes, les entiers naturels, les rationnels et les listes de rationnels. Les entiers naturels sont
onstruits à partir de la 
onstante nulle 0 et de l'opération su

esseur s qui à un entier donné asso
ie l'entierqui le suit. L'addition add et la multipli
ationmult d'entiers sont dé�nies de la manière usuelle, tout 
omme
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at inférieur stri
t infn . Les rationnels sont dé�nis 
omme les fra
tions d'entiers n=m. L'égalitéegr de deux rationnels x=y et u=v est dé�nie 
omme étant l'égalité entre les entiers x � v et u � y. Lesrationnels 
onsidérés étant positifs, un rationnel x=y est inférieur à un rationnel u=v (prédi
at infr ) si x� vest inférieur à u� y.Les listes sont 
onstruites à partir de la liste vide [ ℄ et de l'opération de 
on
aténation en tête de listenotée _ :: _. L'insertion ins�erer d'un rationnel dans une liste triée est spé
i�ée selon quatre 
as : la liste estvide ; le rationnel à insérer est égal au premier élément de la liste, auquel 
as 
et élément n'est pas répété ; lerationnel à insérer est inférieur au premier élément de la liste, il est alors inséré à la tête de la liste ; l'élémentà insérer est supérieur au premier élément de la liste, il est alors inséré dans la suite de la liste. Le prédi
atd'appartenan
e estdans d'un rationnel à une liste est dé�ni par deux axiomes : au
un élément n'appartientà la liste vide ; un rationnel appartient à une liste non vide s'il est égal au premier élément de la liste ou s'ilse trouve dans le reste de la liste.Le 
omportement des opérations add , mult et ins�erer est généralement spé
i�é par des équations.Dans le 
adre de la logique du premier ordre, 
ela demande d'introduire trois prédi
ats =Nat : Nat �Nat ,=Rat : Rat �Rat et =Liste : Liste �Liste , 
ha
un spé
i�é par les axiomes suivants :x =� xx =� y ) y =� xx =� y ^ y =� z ) x =� zx1 =�1 y1 ^ : : : ^ xn =�n yn ) f(x1; : : : ; xn) =� f(y1; : : : ; yn)x1 =�1 y1 ^ : : : ^ xn =�n yn ^ p(x1; : : : ; xn)) p(y1; : : : ; yn)où �;�i 2 fNat ;Rat ;Listeg, f : �1 � : : : � �n ! � et p : �1 � : : : � �n. De façon à 
e que lesspé
i�
ationsmanipulées ne soient pas trop lourdes, l'appro
he suivie i
i sera 
elle qui 
onsiste à transformer
haque opération f : s1 � : : : � sn ! s en un prédi
at f : s1 � : : : � sn � s, l'égalité devenant ainsiimpli
ite. Cette appro
he permet également d'alléger la pro
édure de dépliage.spe
 LISTERAT =types Nat ::= 0 j s(Nat)Rat ::= _=_(Nat ;Nat)Liste ::= [ ℄ j _ :: _(Rat ;Liste)preds add : Nat �Nat �Natmult : Nat �Nat �Natinfn : Nat �Nategr : Rat �Ratinfr : Rat �Ratins�erer : Rat �Liste �Listeestdans : Rat �Listevars x, y, z, u, v, n,m : Nat ; e : Rat ; l, l0 : Liste� add(x; 0; x)
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs
� add(x; s(y); s(z)), add(x; y; z)� mult(x; 0; 0)� add(x; u; z) ^mult(x; y; u)) mult(x; s(y); z)� infn(0; s(x))� : infn(x; 0)� infn(s(x); s(y)), infn(x; y)� mult(x; s(v); n) ^mult(u; s(y); n)) egr(x=s(y); u=s(v))� infn(m;n) ^mult(x; s(v);m) ^mult(u; s(y); n)) infr(x=s(y); u=s(v))� ins�erer(x=s(y); [ ℄; x=s(y) :: [ ℄)� egr(x=s(y); e)) ins�erer(x=s(y); e :: l; e :: l)� infr(x=s(y); e)) ins�erer(x=s(y); e :: l; x=s(y) :: e :: l)� infr(e; x=s(y)) ^ ins�erer(x=s(y); l; l0)) ins�erer(x=s(y); e :: l; e :: l0)� : estdans(x=s(y); [ ℄)� estdans(x=s(y); e :: l), egr(x=s(y); e) _ estdans(x=s(y); l)endLes axiomes de la spé
i�
ation sont alors transformés en séquents normalisés, pour les raisons indiquéespré
édemment. Cette transformation est aisément automatisable.1: j� add(x; 0; x)2: add(x; s(y); s(z)) j� add(x; y; z)3: add(x; y; z) j� add(x; s(y); s(z))4: j� mult(x; 0; 0)5: add(x; u; z);mult(x; y; u) j� mult(x; s(y); z)6: j� infn(0; s(x))7: infn(x; 0) j�8: infn(s(x); s(y)) j� infn(x; y)9: infn(x; y) j� infn(s(x); s(y))10: mult(x; s(v); n);mult(u; s(y); n) j� egr(x=s(y); u=s(v))11: infn(m;n);mult(x; s(v);m);mult(u; s(y); n) j� infr(x=s(y); u=s(v))12: j� ins�erer(x=s(y); [ ℄; x=s(y) :: [ ℄)13: egr(x=s(y); e) j� ins�erer(x=s(y); e :: l; e :: l)14: infr(x=s(y); e) j� ins�erer(x=s(y); e :: l; x=s(y) :: e :: l)15: infr(e; x=s(y)); ins�erer(x=s(y); l; l0) j� ins�erer(x=s(y); e :: l; e :: l0)16: estdans(x=s(y); [ ℄) j�17: estdans(x=s(y); e :: l) j� egr(x=s(y); e); estdans(x=s(y); l)18: estdans(x=s(y); l) j� estdans(x=s(y); e :: l)19: egr(x=s(y); e) j� estdans(x=s(y); e :: l)Ce sont 
es axiomes qui seront 
onsidérés par la suite. 3



2. Exhaustivité 1012 ExhaustivitéMaintenant posé le formalisme dans lequel la généralisation est possible, il faut étudier les 
onditions de
ette généralisation. La première étape est de dé�nir le jeu de tests de référen
e à partir duquel la séle
tion peutêtre effe
tuée. Comme il a déjà été dit, le plus grand ensemble de formules qu'un système doit valider et qu'ilsuf�t qu'il valide est l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation, l'ensembleSp� \Obs . Il s'agit tout d'abord de dé�nir, dans le 
adre qui a été posé, quelles sont les formules observables.I
i, l'ensemble Obs des formules observables est l'ensemble de toutes les formules sans variables, sansrestri
tion. On suppose en effet que toute formule, quelle que soit sa forme, peut être soumise au système.Le jeu de tests dont il faut montrer l'exhaustivité est don
 l'ensemble des instan
es sans variables des
onséquen
es sémantiques de la spé
i�
ation. Il a été montré au 
hapitre pré
édent que le jeu de testsSp� \Obs est exhaustif lorsque Sp est une spé
i�
ation 
onditionnelle positive et Obs est l'ensemble deséquations sans variables, pour tout système admettant la 
ondition d'initialité sur les instan
es sans variablesdes équations apparaissant dans les prémisses des axiomes de la spé
i�
ation. I
i, ne manipulant pas deséquations mais des prédi
ats introduits dans la signature, nous supposons que tous ont un équivalent dansle système sous test, selon l'hypothèse que nous avons formulée dans le 
hapitre IV. Ainsi, la spé
i�
ationn'est soumise à au
une restri
tion, ex
eptée 
elle de posséder une 
onstante de 
haque sorte. Nous montronsen�n, 
omme nous le souhaitions, que le système sous test n'a pas de 
ondition parti
ulière à respe
ter pourque Sp� \Obs soit exhaustif pour 
elui-
i.THÉORÈME VI.1. Soient Sp = (�; Ax) une spé
i�
ation du premier ordre sans quanti�
ateurs. L'ensemble Sp� \Obsdes 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation est exhaustif pour Mod(�).Pour les besoins de la preuve, on introduit la notion suivante de modèle de Herbrand d'un ensemble deformules.DÉFINITION VI.2� Modèle de Herbrand.Soit � une signature. Soit 	 � For(�) un ensemble de formules sur �. On appelle modèle de Herbrandde 	, notéHT� , le �-modèle� dé�ni 
omme étant l'ensemble T�, muni pour 
haque opération f : s1 � : : : � sn ! s 2 F del'appli
ation fHT� : T�s1 � : : : � T�sn ! T�s qui à tout n-uplet (t1; : : : ; tn) asso
ie le termef(t1; : : : ; tn) ;� 
ara
térisé par l'ensemble de formules sans variablesfr(t1; : : : ; tn) j r : s1 � : : :� sn 2 R; (t1; : : : ; tn) 2 T�s1 � : : :� T�sn ;	 j= r(t1; : : : ; tn)gLe modèle de Herbrand de 	 est alors un modèle de 	, 
omme l'énon
e le théorème suivant.THÉORÈME VI.2. (Herbrand [Her68℄) Pour toute formule sans variables ' 2 For(�),	 j= ',HT� j= 'On peut maintenant pro
éder à la preuve du théorème VI.1.
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursPreuve. Soit S 2 Mod(�) un système tel que S j= Sp� \Obs . Montrons queCorre
tobs(S;Sp). On noteTh(S) = f' 2 Obs j S j= 'g. Soit HT� 2 Mod(�) le modèle de Herbrand de Th(S). Par dé�nition,le système et 
e modèle sont élémentairement équivalents sur Th(S), don
 on a S �obs HT� . Montronsque 
e modèle de Herbrand est un modèle de la spé
i�
ation, 
'est-à-dire queHT� 2 Mod(Sp). Soit ' unaxiome de Sp. Soit � : V ! HT� une interprétation. Par dé�nition du modèle de Herbrand, �(') est uneformule sans variables. Don
 par hypothèse, S j= �('), et 
omme HT� est élémentairement équivalent àS sur Obs , on aHT� j= �('). On a alorsHT� j=� ', etHT� est bien un modèle de Sp . Il existe don
 unmodèle de Sp élémentairement équivalent sur Obs à S .On suppose maintenant que Corre
tobs(S;Sp) et on montre que S j= Sp� \Obs . Si le système est
orre
t par rapport à sa spé
i�
ation via Obs , alors il existeM 2 Mod(Sp) tel queM �obs S . Soit' 2 Sp� \Obs . CommeM est un modèle de Sp , alorsM j= ', don
 S j= ' également.Sp� \Obs est don
 un jeu de tests exhaustif pour tout S 2 Mod(�). 2Il serait don
 possible de montrer la 
orre
tion de tout système si le jeu de tests Sp� \Obs pouvait êtresoumis dans son intégralité. C'est don
 à partir de 
e jeu de tests que va s'effe
tuer la séle
tion d'un jeu detests effe
tif à soumettre au système.3 DépliageIl s'agit i
i de généraliser la pro
édure de séle
tion par dépliage des axiomes, pré
édemment dé�niepour des spé
i�
ations 
onditionnelles positives et pour des obje
tifs de test sous la forme d'équations. Laméthode 
onsiste, 
omme dans le 
adre 
onditionnel positif, à dé
ouper un jeu de tests initial, le jeu de testsexhaustif, en sous-jeux de tests à l'aide de 
ritères de séle
tion fondés sur les axiomes de la spé
i�
ation.Le jeu de tests à dé
ouper est l'ensemble Sp� \Obs des 
onséquen
es sémantiques sans variables dela spé
i�
ation qui a été montré exhaustif pour tout système à la se
tion pré
édente. Diviser 
et ensemblerevient à diviser 
ha
un des ensembles asso
ié à une formule parti
ulière, à un obje
tif de test parti
ulier. Lejeu de tests asso
ié à une opération dans le 
adre 
onditionnel positif devient alors i
i plus généralement unjeu de tests asso
ié à une formule.DÉFINITION VI.3� Jeu de tests asso
ié à une formule.Soient Sp = (�; Ax) une spé
i�
ation du premier ordre sans quanti�
ateurs. Soit ' une formule dupremier ordre sans quanti�
ateurs, appelée obje
tif de test. Le jeu de tests asso
ié à ', noté T', est l'ensembledé�ni par : T' = f�(') j � : V ! T�; �(') 2 Sp� \ObsgLe jeu de tests asso
ié à une formule est don
 l'ensemble des instan
es sans variables de 
ette formule.Le domaine d'une opération f tel qu'il a été dé�ni dans le 
adre 
onditionnel positif est en fait le jeu de testsasso
ié à la formule f(x1; : : : ; xn) = y. Toutes les formules du jeu de tests exhaustif sont ainsi 
ouvertespuisque 
e sont des équations, et puisque toute équation dans 
e 
adre peut s'é
rire sous 
ette forme. I
i,
omme au
une hypothèse n'est faite sur la spé
i�
ation ni sur la forme des formules à soumettre au système,un obje
tif de test peut être n'importe quelle formule. On remarque même que la formule ' prise 
ommeobje
tif de test peut ne pas être une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation. C'est lors du 
hoix de la
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lose � que sera 
onstruite une 
onséquen
e sémantique de Sp de la forme �('). On verra plusloin la manière dont sera gérée la possibilité de 
onsidérer toute formule 
omme un obje
tif de test.Dans le 
adre 
onditionnel positif, la pro
édure de dépliage permet de diviser le jeu de tests asso
ié àune opération en sous-jeux de tests 
ara
térisés par un 
ouple formé d'une substitution des variables et d'unensemble de 
ontraintes. De la même manière, i
i, le jeu de tests asso
ié à une formule va être dé
oupé ensous-jeux de tests 
ontraints, dé�nis de la manière suivante.DÉFINITION VI.4� Jeu de tests 
ontraint.Soient Sp = (�; Ax) une spé
i�
ation du premier ordre sans quanti�
ateurs. Soit ' une formule dupremier ordre sans quanti�
ateurs. Soient C � For(�) un ensemble de formules appelées �-
ontraintes et� : V ! T�(V ) une substitution des variables.Le jeu de tests asso
ié à ' 
ontraint par C et �, noté T(C;�);', est l'ensemble de formules sans variables dé�nirpar : T(C;�);' = f�(�(')) j � : V ! T�;8
 2 C;Sp j= �(
)gLe 
ouple ((C; �); ') est appelé obje
tif de test 
ontraint.Un jeu de tests 
ontraint asso
ié à une opération dans le 
adre 
onditionnel positif est don
 en fait unjeu de tests 
ontraint, au sens de 
ette dé�nition, asso
ié à la formule f(x1; : : : ; xn) = y. On remarque quel'obje
tif de test ' de la dé�nition pré
édente peut être vu 
omme l'obje
tif de test 
ontraint ((f'g; Id); ').Dans la pratique, l'obje
tif de test initial n'est pas 
ontraint. Le but de la pro
édure de dépliage est de lerempla
er par un ensemble d'obje
tifs de test 
ontraints, à l'aide des axiomes de la spé
i�
ation.La pro
édure prend alors en entrée :� une spé
i�
ation du premier ordre sans quanti�
ateurs Sp = (�; Ax) dont les axiomes ont été missous la forme de séquents normalisés ;� une formule du premier ordre sans quanti�
ateurs' transformée en séquent normalisé, et vue 
ommel'obje
tif de test 
ontraint initial ((f'g; Id); ') ;� une famille 	 de 
ouples (C; �) où C est un ensemble de �-
ontraintes sous la forme de séquentsnormalisés, et � est une substitution des variables V ! T�(V ).Le premier ensemble 	0 
orrespond aux 
ontraintes initiales de l'obje
tif de test, et 
ontient don
uniquement le 
ouple 
omposé de l'ensemble de séquents normalisés obtenu à partir de l'obje
tif de test 'et la substitution identité.Les jeux de tests pour des formules du premier ordre sans quanti�
ateurs sont naturellement prolongésaux ensembles de 
ouples 	 de la façon suivante :T	;' = [(C;�)2	T(C;�);'Le prin
ipe de la pro
édure est de 
her
her les arbres de preuve qui permettent de déduire l'obje
tif detest initial des axiomes de la spé
i�
ation. Dans le 
adre 
onditionnel positif, 
ette re
her
he était effe
tuéeen 
her
hant à uni�er l'obje
tif de test, sous la forme d'une équation, à la 
on
lusion d'un axiome dela spé
i�
ation. Lorsque l'uni�
ation était possible, les prémisses de 
et axiome étaient alors ajoutées àl'ensemble de 
ontraintes. La règle de modus ponens permettait en effet de déduire l'obje
tif de test de
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursl'axiome ave
 la 
on
lusion duquel il avait pu être uni�é, en éliminant progressivement toutes les prémissesde 
et axiome.I
i, 
'est la règle de 
oupure qui va être utilisée à la pla
e du modus ponens. L'obje
tif de test initialn'est plus une formule atomique mais peut être n'importe quelle formule. La pro
édure va alors 
onsister à
her
her une preuve de 
ette formule à partir d'un des axiomes de la spé
i�
ation. On va don
 
her
her àuni�er 
ette formule ave
 un axiome, plus exa
tement, on va 
her
her à uni�er une partie des sous-formulesde 
ette formule ave
 une partie des sous-formules d'un axiome. Si l'obje
tif de test 
onsidéré est un séquentnormalisé de la forme 
1; : : : ; 
p; : : : ; 
m j� Æ1; : : : ; Æq; : : : ; Æn, on va 
her
her à uni�er un sous-ensemblede f
1; : : : ; 
m; Æ1; : : : ; Æng ave
 un sous-ensemble des formules 
onstituant un axiome. On 
her
he alorsun axiome de la forme  1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� '1; : : : ; 'q; �1; : : : ; �k tel qu'on puisse uni�er  i et 
ipour tout i entre 1 et p, et 'i et Æi pour tout i entre 1 et q.Il reste à s'assurer qu'il est bien possible de prouver l'obje
tif de test à partir de l'axiome. C'est i
iqu'intervient la règle de 
oupure. Elle va permettre à la fois d'éliminer les sous-formules de l'axiome quin'ont pas pu être uni�ées ave
 des sous-formules de l'obje
tif de test, et d'ajouter les sous-formules del'obje
tif de test qui n'existent pas dans l'axiome. Pour s
hématiser, on a la 
orrespondan
e suivante entreles deux formules : à éliminer à éliminerAxiome :  1; : : : ;  p| {z }; z }| {�1; : : : ; �l j� '1; : : : ; 'q| {z }; z }| {�1; : : : ; �kuni�
ation uni�
ationObje
tif de test : z }| {
1; : : : ; 
p; 
p+1; : : : ; 
m| {z } j� z }| {Æ1; : : : ; Æq; Æq+1; : : : ; Æn| {z }à ajouter à ajouterLa preuve va don
 
onsister d'une part à 
ouper une à une 
haque sous-formule de l'axiome qui n'a paspu être uni�ée ave
 une sous-formule de l'obje
tif de test, donnant ainsi les 
ontraintes sous lesquelles lapreuve est possible. D'autre part, la règle de 
oupure permet d'ajouter des formules à un séquent, puisquedans les prémisses, les 
ontextes �,� et �0,�0 peuvent être différents. Si on note � l'ensemble de formulesf
1; : : : ; 
pg, �0 l'ensemble f
p+1; : : : ; 
mg,� l'ensemble fÆ1; : : : ; Æqg et�0 l'ensemble fÆq+1; : : : ; Æng,on a alors un arbre de preuve de la forme suivante :
...�(�0) j� �(�1); �(�0)

Subs �; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k;�Ax�(�); �(�1); : : : ; �(�l) j� �(�1); : : : ; �(�k); �(�) ...�(�0); �(�1) j� �(�0)�(�); �(�0); �(�1); : : : ; �(�l) j� �(�2); : : : ; �(�k); �(�); �(�0) Cut... Cut�(�); �(�0); �(�1); : : : ; �(�l) j� �(�); �(�0) Cut�(�); �(�0); �(�2); : : : ; �(�l)j��(�); �(�0) Cut... Cut�(�); �(�0) j� �(�); �(�0) Cut



3. Dépliage 105Après avoir effe
tué la substitution qui permet d'uni�er 
ertaines sous-formules de l'axiome à 
ertainessous-formules de la formule à prouver, l + k appli
ations de la règle de 
oupure permettent d'éliminer lesl sous-formules du membre gau
he de l'axiome et les k sous-formules de son membre droit, et permettentégalement l'introdu
tion des formules de �0 et�0.La pro
édure est alors exprimée au travers des deux règles suivantes :Rédu
tion	 [ f(C [ f� j��g; �0)g	 [ f(�(C); � Æ �0)g 9
 2 �;9Æ 2 � t.q. �(
) = �(Æ)Dépliage 	 [ f(C [ f�g; �0)g	 [ [(
;�)2Dep(�)f(�(C) [ 
; � Æ �0)goù Dep(�) pour � = 
1; : : : ; 
m j� Æ1; : : : ; Æn est l'ensemble dé�ni par :( f(�(
p+1); : : : ; �(
m); �(�i) j� �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�k[ f(�(
p+1); : : : ; �(
m) j� �(�i); �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�l ; �
!����� 1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k; '1; : : : ; 'q 2 Ax;1 � p � m;81 � i � p; �( i) = �(
i);1 � q � n;81 � i � q; �('i) = �(Æi);k; l 2 N

9>>>>>=>>>>>;La règle Rédu
tion élimine les tautologies des ensembles de 
ontraintes. En effet, si un ensemble
ontient un séquent � j�� tel qu'il soit possible d'uni�er une sous-formule de � et une sous-formule de�, alors 
e séquent est une tautologie.La règleDépliage rempla
e la 
ontrainte � par 
ha
un des ensembles de 
ontraintes deDep(�). S'il estpossible d'uni�er une partie des sous-formules de � ave
 une partie des sous-formules d'un axiome, alors
omme le montre l'arbre de preuve dessiné plus haut, il est possible de déduire � à partir de 
et axiome sousles 
ontraintes qui permettent de 
ouper 
ha
une des sous-formules restantes de l'axiome.Chaque uni�
ation ave
 un axiome génère un 
ouple (
; �), la formule initiale � est don
 rempla
éepar autant d'ensembles de 
ontraintes qu'il y a d'axiomes ave
 lesquels elle puisse être uni�ée. La dé�nitionde Dep(�) étant fondée sur l'uni�
ation, 
et ensemble est 
al
ulable si la spé
i�
ation Sp a un nombre�ni d'axiomes. Étant donnée une formule �, on a le 
ritère de séle
tion C� qui asso
ie à tout jeu de tests
ontraint T(C;�0);' l'ensemble de jeux de tests 
ontraints (T(�(Cnf�g)[
;�Æ�0);')(
;�)2Dep(�) si � 2 C, etlui-même sinon.On é
rit (	; ') `D (	0; ') si	0 peut être dérivé de	 en appliquant la règleRédu
tion ouDépliage.La pro
édure de dépliage prend don
 en entrée une spé
i�
ation du premier ordre sans quanti�
ateurs Spet une formule du premier ordre sans quanti�
ateurs ' et applique su

essivement les règles Rédu
tion etDépliage pour générer la suite de dérivations suivante :(	0; ') `D (	1; ') `D (	2; ') : : :La terminaison de la pro
édure n'est pas assurée puisqu'il n'est pas véri�é, durant l'exé
ution, si laformule ' est une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation. Cela ne sera fait qu'à la phase de génération,
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursautomatiquement si la spé
i�
ation 
onsidérée est dé
idable et manuellement sinon. La pro
édure effe
tuela re
her
he des preuves des différentes instan
es sans variables de l'obje
tif de test jusqu'à 
e que la divisiondu jeu de tests initial soit suf�samment �ne selon le testeur. Si une instan
e de l'obje
tif de test n'est pasune 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation, 
ela signi�e qu'il y a, parmi les 
ontraintes du jeu de testsasso
ié, des 
ontraintes qui ne peuvent pas être validées. Cette instan
e de l'obje
tif de test ne sera alors passoumise au système 
omme un test.EXEMPLE VI.2� Dépliage d'une formule du premier ordre sans quanti�
ateurs.On veut tester la formule estdans(r; L) ) ins�erer(r; L; L0). Remarquons que toutes les instan
essans variables de 
ette formule ne sont pas des 
onséquen
es de la spé
i�
ation. Seules 
elles pour lesquellesla valeur de L est égale à la valeur de L0 le sont, puisque l'opération d'insertion est dé�nie de manière à 
eque les listes ne 
ontiennent pas de doublons.	0 = f(festdans(r; L) j� ins�erer(r; L; L0)g; Id) g
	1 = f (;; �1); (16)(fegr(x0=s(y0); e0) j� ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; l00);estdans(x0=s(y0); l0) j� ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; l00)g; �2); (17)(festdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� ins�erer(x0=s(y0); l0; l00)g; �3); (19)(;; �4); (12)(festdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� egr(x0=s(y0); e0)g; �5); (13)(festdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� infr(x0=s(y0); e0)g; �6); (14)(festdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� infr(e0; x0=s(y0));estdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� ins�erer(x0=s(y0); l0; l00)g; �7) g (15)où r L L0 x y e l l0�1 x0=s(y0) [ ℄ x0 y0�2 x0=s(y0) e0 :: l0 l00 x0 y0 e0 l0�3 x0=s(y0) l0 l00 x0 y0 l0�4 x0=s(y0) [ ℄ x0=s(y0) :: [ ℄ x0 y0�5 x0=s(y0) e0 :: l0 e0 :: l0 x0 y0 e0 l0�6 x0=s(y0) e0 :: l0 x0=s(y0) :: e0 :: l0 x0 y0 e0 l0�7 x0=s(y0) e0 :: l0 e0 :: l00 x0 y0 e0 l0 l00Chaque 
ouple de 	1 est étiqueté par le numéro de l'axiome (sous la forme de séquent normalisé) utilisépour le dépliage de la formule initiale, 
'est-à-dire l'axiome ave
 lequel la formule a été uni�ée.Pour reprendre les notations de la dé�nition de la pro
édure, l'obje
tif de test estdans(r; L) )ins�erer(r; L; L0) est le séquent 
1 j� Æ1 ave
 
1 = estdans(r; L) et Æ1 = ins�erer(r; L; L0).Le premier 
ouple provient de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 l'axiome estdans(x=s(y); [ ℄) j� .
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estdans(x=s(y); [ ℄) j� Axestdans(x0=s(y0); [ ℄) j� SubsComme estdans(r; L) j� ins�erer(r; L; L0) ave
 r = x=s(y) et L = [ ℄ est une 
onséquen
e dire
te de
et axiome, au
une 
ontrainte n'est générée, uniquement la substitution.Le deuxième 
ouple vient de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 l'axiomeestdans(x=s(y); e :: l) j� egr(x=s(y); e); estdans(x=s(y); l)Selon les notations de la dé�nition, 
et axiome est le séquent 1 j� �1; �2, ave
 1 = estdans(x=s(y); e :: l),�1 = egr(x=s(y); e) et �2 = estdans(x=s(y); l). La substitution�2 permet d'uni�er 1 et 
1, on peut don
déduire l'obje
tif de test auquel a été appliquée �2 de 
et axiome, sous les deux 
ontraintes �2(�1) j� �2(Æ1)et �2(�2) j� �2(Æ1). On a alors l'arbre de preuve suivant :

SA ...�2(�2) j� �2(Æ1)estdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; l00)Cutoù SA est le sous-arbre suivant :
estdans(x=s(y); e :: l) j� egr(x=s(y); e); estdans(x=s(y); l)Axestdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� egr(x0=s(y0); e0); estdans(x0=s(y0); l0)Subs ...�2(�1) j� �2(Æ1)estdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� estdans(x0=s(y0); l0); ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; l00) CutLe sixième 
ouple est issu de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 l'axiomeinfr(x=s(y); e) j� ins�erer(x=s(y); e :: l; x=s(y) :: e :: l)Si on note 
et axiome �1 j� '1, la substitution �6 permet d'uni�er Æ1 et '1. L'obje
tif de test auquel a étéappliquée �6 peut don
 être déduit de 
et axiome sous la 
ontrainte �6(
1) j� �6(�1) :
�6(
1) j� �6(�1) infr(x=s(y); e) j� ins�erer(x=s(y); e :: l; x=s(y) :: e :: l)Axinfr(x0=s(y0); e0) j� ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; x0=s(y0) :: e0 :: l0)Subsestdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� ins�erer(x0=s(y0); e0 :: l0; x0=s(y0) :: e0 :: l0) CutSi L n'est pas la liste vide, la formule initiale estdans(r; L) j� ins�erer(r; L; L0) est vraie si et seule-ment si L et L0 prennent la même valeur. Le dépliage de 
ette formule lorsque L n'est pas vide vagénérer deux types de 
ontraintes : 
elles pour lesquelles L et L0 prennent la même valeur, qui vontdevenir des 
as de test puisque 
es formules sont des 
onséquen
es de la spé
i�
ation, et 
elles pourlesquelles L et L0 seront interprétés différemment, qui n'engendreront pas de 
as de test. Par exemple,le 
inquième 
ouple (festdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� egr(x0=s(y0); e0)g; �5) est un 
as de test po-tentiel 
ar estdans(x0=s(y0); e0 :: l0) et egr(x0=s(y0); e0) sont vraies ou fausses simultanément pour
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurstoute substitution 
lose. Au 
ontraire, le sixième 
ouple, dont la 
ontrainte est estdans(x0=s(y0); e0 ::l0) j� infr(x0=s(y0); e0), n'engendrera pas de 
as de test. En effet, si l'élément x0=s(y0) est dans la listee0 :: l0, 
omme 
ette liste est triée, il n'existe pas de substitution pour laquelle il est inférieur à e0.Comme il a déjà été expliqué plus haut, la pro
édure de dépliage ne peut pas distinguer 
es deux types de
ontraintes. Cependant, avant qu'un obje
tif de test 
ontraint soit soumis au système, une substitution 
lose� lui est appliquée. Puisque, par dé�nition, �(�) doit être une 
onséquen
e de la spé
i�
ation, les 
ontraintestelles que L et L0 sont interprétées différemment ne seront pas soumises en tant que 
as de test au système,puisqu'elles seront interprétées 
omme fausses.Une se
onde étape de dépliage, de la formule estdans(x0=s(y0); e0 :: l0) j� egr(x0=s(y0); e0) parexemple engendre l'ensemble suivant :f (festdans(x0=s(y0); l0) j� g; �01); (17)(festdans(x0=s(y0); e1 :: e0 :: l0) j� egr(x0=s(y0); e0)g; �02); (18)(festdans(x0=s(y0); u0=s(v0) :: l0) j� mult(x0; s(v0); n0);estdans(x0=s(y0); u0=s(v0) :: l0) j� mult(u0; s(y0); n0)g; �03) g (10)où r L L0 x y e e0 l u v n�01 x0=s(y0) e0 :: l0 e0 :: l0 x0 y0 e0 l0�02 x0=s(y0) e1 :: e0 :: l0 e1 :: e0 :: l0 x0 y0 e0 e1 l0�03 x0=s(y0) u0=s(v0) :: l0 u0=s(v0) :: l0 x0 y0 u0=s(v0) l0 u0 v0 n0Notons qu'il a fallu renommer la variable e de l'axiome (18) en e0 pour ne pas asso
ier deux valeurs différentesà la même variable. 3I
i, la pro
édure de dépliage a été dé�nie de façon à 
ouvrir les 
omportements d'un obje
tif de testdonné, représenté par la formule '. Il s'agit ensuite de 
ouvrir le plus largement possible l'ensemble du jeude tests exhaustif Sp� \Obs . Une stratégie 
onsiste à ordonner toutes les formules du premier ordre sansquanti�
ateurs selon leur taille, de la façon suivante :�0 = f j� p(x1; : : : ; xn) j p : s1 � : : :� sn 2 P;8i; 1 � i � n; xi 2 Vsig�n+1 = fp(x1; : : : ; xn);� j��; � j��; p(x1; : : : ; xn) j� j�� 2 �n; p : s1 � : : :� sn 2 P;8i; 1 � i � n; xi 2 VsigEnsuite, pour gérer la taille souvent in�nie de Sp� \Obs , il suf�t de 
hoisir un entier k 2 N puis d'appliquer,pour 
haque i entre 1 etk, la pro
édure de dépliage à 
haquep(x1; : : : ; xn);� j�� et� j��; p(x1; : : : ; xn)appartenant à �i. Il faut évidemment que la signature de la spé
i�
ation 
onsidérée soit �nie pour que�i lesoit également.On prouve i
i les deux propriétés qui justi�ent la pertinen
e de la méthode de séle
tion par dépliage dansle 
adre de la logique du premier ordre sans quanti�
ateurs. La pro
édure est montrée 
orre
te et 
omplète,elle partitionne don
 de manière appropriée le jeu de tests exhaustif initial.



3. Dépliage 109THÉORÈME VI.3. Si (	; ') `U (	0; '), alors T	;' = T	0;'.Preuve.(Corre
tion) Montrons que si (	; ') `U (	0; '), alors T	0;' � T	;'.Si la règle appliquée est Rédu
tion, 
'est trivial. S'il s'agit de la règle Dépliage, par dé�nition, on doitprouver que pour tout (C; �0) 2 	, pour tout � 2 C, pour tout (
; �) 2 Dep(�), T(
;�Æ�0);' � T(f�g;�0);'.On doit alors prouver que pour toute substitution 
lose � : V ! T� telle que Sp j= �(�), pour tout � 2 
,il existe �0 : V ! T� tel que Sp j= �0(�).On pose l'hypothèse que la formule � est de la forme 
1; : : : ; 
m j� Æ1; : : : ; Æn, et que l'ensemble 
 telque (
; �) 2 Dep(�) est de la formef(�(
p+1); : : : ; �(
m); �(�i) j� �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�k[ f(�(
p+1); : : : ; �(
m) j� �(�i); �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�loù 1 � p � m et 1 � q � n sont tels que  1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k; '1; : : : ; 'q 2 Ax,�( i) = �(
i) pour tout 1 � i � p et �('i) = �(Æi) pour tout 1 � i � q. On a alors l'arbre de preuvesuivant, où � = f 1; : : : ;  pg, � = f'1; : : : ; 'qg, �0 = f
p+1; : : : ; 
mg, �0 = fÆq+1; : : : ; Æng, pourtout i, 1 � i � l, 
i = f�i; : : : ; �lg et pour tout i, 1 � i � k, �i = f�i; : : : ; �kg. Pour plus de lisibilité, la
omposition �0 Æ� de deux substitutions � : V ! T�(V ) et �0 : T�(V )! T�(V ), appliquée à la formule', est notée �0�(').
...��(�0) j� ��(�l); ��(�0)

...��(�0) j� ��(�2); ��(�0)
...��(�0) j� ��(�1); ��(�0) SA��(�); ��(�0); ��(
2)j���(�); ��(�0)Cut... Cut

��(�); ��(�0); ��(
l) j� ��(�); ��(�0) Cut��(�); ��(�0) j� ��(�); ��(�0) Cutoù SA est le sous-arbre de preuve suivant :�;
1 j� �1;���(�); ��(
1) j� ��(�1); ��(�)Subs ...��(�0); ��(�1) j� ��(�0)��(�); ��(�0); ��(
1) j� ��(�2); ��(�); ��(�0) Cut ...��(�0); ��(�2) j� ��(�0)... Cut
��(�); ��(�0); ��(
1) j� ��(�); ��(�0) Cut(Complétude) Montrons que si (	; ') `U (	0; '), alors T	;' � T	0;'.Par dé�nition de la règle Dépliage, on doit prouver que T(f�g;�0);' � [(
;�)2Dep(�)T(
;�Æ�0);'. On doitalors prouver que pour 
haque substitution 
lose � : V ! T� telle queSp j= �(�), il existe (
; �) 2 Dep(�)tel qu'il existe �0 : V ! T� tel que Sp j= �0(�) pour tout � 2 
. En d'autres termes, on doit prouver que�(�) peut être déduit de la spé
i�
ation Sp s'il existe (
; �) 2 Dep(�), et �0 : V ! T� tels que Sp j= �0(�)pour tout � 2 
.
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursTout d'abord, remarquons que la pro
édure de dépliage dé�nit une stratégie qui limite l'espa
e dere
her
he des arbres de preuve à une 
lasse d'arbres possédant une 
ertaine stru
ture. La pro
édure dé�nitune stratégie de re
her
her de preuve qui séle
tionne des arbres de preuve dans lesquels :� au
une instan
e de la règle de 
oupure ne se trouve au-dessus d'instan
es de la règle de substitution ;� il n'y a pas d'instan
e de la règle de 
oupure dont les prémisses sont toutes les deux les 
on
lusionsd'instan
es de règles de 
oupure.Nous devons alors prouver qu'il existe un arbre de preuve de 
on
lusion �(�) possédant 
ette stru
ture. Enfait, 
'est un résultat plus fort que nous allons prouver : nous allons dé�nir un ensemble de transformationsélémentaires d'arbres de preuve, qui permettent de réé
rire des 
ombinaisons élémentaires de règles d'in-féren
e, puis nous prouverons que la transformation d'arbres de preuve globale résultante est faiblementnormalisante, les formes normales étant des arbres de preuves ayant la stru
ture dé
rite pré
édemment.Le 
as où une instan
e de la règle de 
oupure se trouve au-dessus d'une instan
e de la règle de substitution :� j��; ' �0; ' j��0�;�0 j��;�0 Cut�(�); �(�0) j� �(�); �(�0)Subs  
� j��; '�(�) j� �(�); �(')Subs �0; ' j��0�(�0); �(') j� �(�0) Subs�(�); �(�0) j� �(�); �(�0) CutLe 
as où deux instan
es de la règle de 
oupure se trouve au-dessus d'une troisième doit être divisé endeux 
as, selon la position de la dernière formule 
oupée dans les prémisses de l'instan
e droite de la règlede 
oupure.Le 
as où la formule ' est dans la prémisse gau
he. Par exemple :�1 j��1; '1; ' �01; '1 j��01�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2; ' j��2; '2 �02; '2 j��02�2;�02; ' j��2;�02 Cut�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 Cut

 
�1 j��1; '1; ' �01; '1 j��01�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2; ' j��2; '2�1;�01;�2 j��1;�01;�2; '2 Cut �02; '2 j��02�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 CutLe 
as où la formule ' est dans la prémisse droite. Par exemple :�1 j��1; '1 �01; '1 j��01; '�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2 j��2; '2 �02; '2; ' j��02�2;�02; ' j��2;�02 Cut�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 Cut

 
�1 j��1; '1 �01; '1 j��01; '�1;�01 j��1;�01; ' Cut �02; '02; ' j��02�1;�01;�02; '2 j��1;�01;�02 Cut �2 j��2; '2�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 Cut



4. Test à partir de spé
i�
ations du premier ordre 111Pour un arbre � = �1 �2�1;�2 j��1;�2Cut, notonsm(�) la mesure de �, dé�nie 
omme étant le nombred'instan
es de la règle de 
oupure dans �2. Un arbre de preuve est dit maximal si et seulement s'il est de laforme �11 �12�1 j��1; 'Cut �21 �22�2; ' j��2 Cut�1;�2 j��1;�2 Cutetm(�) = 1. En appliquant la stratégie qui 
onsiste à réduire les arbres de preuve maximaux, il est fa
ile demontrer que la mesurem dé
roît pour 
haque transformation élémentaire donnée plus haut.Puisque par hypothèse, Sp j= �(�), et 
omme � n'est pas une tautologie, il existe né
essairement unaxiome 1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �r; '1; : : : ; 'q et une substitution 
lose �0 tels que �0( i) = �0(
i)pour tout 1 � i � p et �0('i) = �0(Æi) pour tout 1 � i � q. La substitution �0 est alors un uni�
ateurde 
haque  i et 
i, et de 
haque 'i et Æi. Il existe don
 un arbre de preuve résultant de la transformationdé�nie plus haut, de 
on
lusion �(�), où � = �0, et de la forme :
...��(�0) j� ��(�l); ��(�0)

...��(�0) j� ��(�2); ��(�0)
...��(�0) j� ��(�1); ��(�0) SA��(�); ��(�0); ��(
2)j���(�); ��(�0)Cut... Cut

��(�); ��(�0); ��(
l) j� ��(�); ��(�0) Cut��(�); ��(�0) j� ��(�); ��(�0) Cutoù SA est le sous-arbre suivant :�;
1 j� �1;���(�); ��(
1) j� ��(�1); ��(�)Subs ...��(�0); ��(�1) j� ��(�0)��(�); ��(�0); ��(
1) j� ��(�2); ��(�); ��(�0) Cut ...��(�0); ��(�2) j� ��(�0)... Cut
��(�); ��(�0); ��(
1) j� ��(�); ��(�0) Cutet où � = f 1; : : : ;  pg, � = f'1; : : : ; 'qg, �0 = f
p+1; : : : ; 
mg, �0 = fÆq+1; : : : ; Æng, pour tout i,1 � i � l, 
i = f�i; : : : ; �lg et pour tout i, 1 � i � k, �i = f�i; : : : ; �kg. 24 Test à partir de spé
i�
ations du premier ordreNous avons insisté dans 
e 
hapitre sur le fait que les spé
i�
ations 
onsidérées ne 
omprenaient pas dequanti�
ateur universel ou existentiel. Nous étudions i
i les raisons de 
ette restri
tion. Nous supposeronsalors dans 
ette se
tion que les axiomes des spé
i�
ations manipulées sont 
onstruits indu
tivement à partirdes formules atomiques, des 
onne
teurs booléens et des quanti�
ateurs. Nous 
onsidérerons toujours queles formules observables sont toutes les formules sans variables.Nous allons montrer qu'assurer l'exhaustivité de l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques observablesde la spé
i�
ation revient en fait à montrer la 
orre
tion du système sous test.



112 VI Séle
tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursÉtant donné un système S , on note Th(S) la théorie 
lose de S 
'est-à-dire l'ensembleTh(S) = f' 2 For(�) j S j=� ';' 
losegL'institution de la logique du premier ordre possédant la négation, d'après le théorème I.1, tout modèleMde Th(S) est élémentairement équivalent à S sur les formules 
loses : pour toute formule 
lose ',M j=� ', S j=� 'THÉORÈME VI.4. Soit Sp une spé
i�
ation 
onsistante. Le jeu de tests Sp� \Obs est exhaustif pour K si et seulement siK est l'ensemble des modèles �niment engendrés tels que l'ensemble Ax [Th(S) est 
onsistant :K = fS 2 Gen(�) j Ax [Th(S) 
onsistantgPreuve.(() Soit un système S 2 Gen(�) tel queAx [Th(S) soit 
onsistant. On suppose que S j= Sp� \Obs .Montrons que Corre
tobs(S;Sp). Comme l'ensemble de formules Ax [Th(S) est 
onsistant, ilexiste un modèleM de � tel queM j=� Ax [Th(S). PuisqueTh(S) est une théorie 
omplète, SetM sont élémentairement équivalents sur les formules 
loses. Par 
onséquent, pour toute formule' 2 Obs ,M j= ', S j= '. D'oùM2 Mod(Sp).On suppose qu'il existe un modèleM 2 Mod(Sp) tel queM �obs S . Soit ' 2 Sp� \Obs . ParhypothèseM j= ' don
 S j= ' également.()) (Par 
ontraposée.) On suppose que Ax [Th(S) n'est pas 
onsistant. Montrons que Sp� \Obs n'estpas exhaustif. On suppose que S j= Sp� \Obs . Comme Ax [Th(S) n'est pas 
onsistant, la seulepossibilité 2 est que pour tout modèleM 2 Mod(Sp), il existe ' 2 Th(S) telle queM 6j= '.Comme S est �niment engendré, 
ela signi�e que pour tout modèleM2 Mod(Sp),M 6�obs S 0 etalorsM 6�obs S . On en 
on
lut alors que Corre
tobs(S;Sp) n'est pas véri�é. 2Considérons la spé
i�
ation suivante des entiers relatifs.spe
 RELATIFS =type Int ::= 0 j s(Int)op + : Int � Int ! Intpred < : Int � Int� 8x; x+ 0 = x� 8x;8y; x+ s(y) = s(x+ y)� 8x;9y; y < xendConsidérons alors le système S qui implante la sorte Int par l'ensemble des entiers naturels N . Il estévident que 
e système n'est pas 
orre
t puisqu'il ne valide pas le troisième axiome. En effet, l'ensemble de2L'autre possibilité est qu'il existe ' 2 Ax telle que S 6j= '. Mais dans 
e 
as, S 6j= Sp� \Obs 
e qui est impossible puisquenous avons supposé le 
ontraire.
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i�
ations du premier ordre 113formules Ax [Th(S) n'est pas 
onsistant. Pourtant le système valide toutes les formules de RELATIFS� \Obs . En effet, 
omme l'opération < n'est pas spé
i�ée, il n'est pas possible de 
onstruire, pour 
haqueentier, un entier qui lui soit inférieur. Il n'y a don
 au
un moyen de donner de valeur de vérité à une formule
onstruite sur 
e prédi
at.Nous pouvons observer que la 
onsistan
e de Ax [Th(S) implique que S est 
orre
t par rapport àsa spé
i�
ation Sp. En effet, si Ax [Th(S) est 
onsistant, il existe un modèleM de � tel queM j=Ax [Th(S). AlorsM et S sont élémentairement équivalents. Prouver l'exhaustivité de Sp� \Obs revientalors à prouver la 
orre
tion de S par rapport à sa spé
i�
ation. Ce
i peut s'expliquer par le fait que pourtester une formule de la forme 9x', il est né
essaire d'exhiber une valeura telle que' soit interprétée 
omme� vraie �par le système lorsque x est rempla
é par a dans '. Il n'y a pas de moyen effe
tif de trouver une tellevaleur, à moins de prouver que la formule 9x' est véri�ée par le système. C'est la raison pour laquelle nousavons restreint notre étude aux spé
i�
ations dont les axiomes ne font pas intervenir de quanti�
ateurs.
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tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs



SECONDE PARTIETest à partir de spé
i�
ations modales du premier ordre





OUS présentonsmaintenant les extensions aux spé
i�
ationsmodales du premier ordre de laméthodede séle
tion par dépliage des axiomes, ainsi que les résultats d'exhaustivité sur lesquels repose laséle
tion. La première étape vers la généralisation à des spé
i�
ations exprimées dans la logiquesous-ja
ente au langage COCASL est l'adaptation de la pro
édure de dépliage à des spé
i�
ations modalessimples, munies d'une unique modalité et ayant la propriété d'être 
onditionnelles positives (une 
onjon
tionde formules modales implique une autre formule modale). Cette restri
tion sur la forme des axiomes est dueà la volonté d'adapter la pro
édure de dépliage initialement dé�nie pour des spé
i�
ations équationnelles
onditionnelles positives. La présen
e d'une unique modalité permet alors d'étudier l'in�uen
e de 
elle-
idans la dé�nition de la pro
édure. Cependant, la généralisation du dépliage aux spé
i�
ations modales dupremier ordre sans quanti�
ateurs s'est avérée plus pro
he de la pro
édure dé�nie pour les spé
i�
ations dupremier ordre sans quanti�
ateurs que de 
elle dé�nie dans le 
adre modal restreint. Ce
i est dû au fait quela méthode de séle
tion dans 
e dernier 
adre tire très fortement pro�t de la forme des formules, laquellen'est plus exploitable dans le 
adre général. Le problème n'apparaît pas dans le 
adre du premier ordre 
arles formules manipulées sont ramenées à une forme simple, 
e qui n'est pas le 
as dans le 
adre modal oùles modalités 
ompliquent de fait la forme des formules.L'étude de l'exhaustivité dans le 
adre du test à partir de spé
i�
ations exprimées en logique modalerepose entièrement sur les résultats de la théorie des 
oalgèbres présentés au 
hapitre III. La notion dejeu de tests exhaustif est liée à la sémantique du formalisme de spé
i�
ation utilisé. Les modèles de lalogique modale du premier ordre étant des 
oalgèbres, la preuve de l'exhaustivité d'un jeu de tests né
essitela 
onstru
tion d'une 
oalgèbre terminale, tout 
omme la preuve d'exhaustivité dans le 
adre algébriquedemandait de 
onstruire une algèbre initiale.Suite à la présentation du test à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives se trouve uneétude 
omparative de notre appro
he du test des systèmes dynamiques ave
 
elle du test de 
onformité. Pluspré
isément, nous rappro
hons notre 
adre de test de 
elui dans lequel est dé�nie la relation de 
onformitéio
o [Tre95℄. Les notions de 
orre
tion, d'exhaustivité, d'obje
tif de test sont mises en regard a�n de donnerune vision d'ensemble des similitudes et des différen
es de 
es deux appro
hes.





CHAPITRE VIISéle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives
Nous présentons dans 
e 
hapitre un premier travail, qui 
onsiste à étendre le 
adre formel de séle
tion detests présenté dans la partie pré
édente aux systèmes dynamiques et réa
tifs, spé
i�és à l'aide d'une logiquemodale simple. La logique qui a été 
hoisie est l'extension modale de la logique 
onditionnelle positiveprésentée à la se
tion 3 du 
hapitre III. Les raisons de 
e 
hoix se trouvent à la fois dans la similitude et dansla dualité de 
e formalisme ave
 
elui de la logique équationnelle 
onditionnelle positive. La dé�nition d'unjeu de tests exhaustif dans un formalisme donné étant lié au type de sémantique utilisée pour interpréter 
eformalisme, utiliser une logique modale permet de tirer pro�t de la dualité des modèles 
oalgébriques parrapport aux modèles de type algébrique pour prouver l'existen
e d'un tel jeu de tests. D'autre part, le 
al
ulpour 
ette logique modale est très similaire à 
elui des spé
i�
ations 
onditionnelles positives. Le dépliageétant fondé sur le 
al
ul asso
ié aux spé
i�
ations manipulées, adapter la pro
édure de séle
tion par dépliagedes axiomes à 
e formalisme permet de 
apturer 
e qui différen
ie exa
tement 
es deux instan
iations du
adre général de test, en quoi et de quelle manière les modalités jouent un r�le.Une pré
ision s'avère né
essaire quant au jeu de tests à partir duquel sera effe
tuée la séle
tion. Dansle 
adre du premier ordre, les 
al
uls dont nous disposons étant 
orre
ts et 
omplets, l'ensemble des
onséquen
es sémantiques et 
elui des théorèmes de la spé
i�
ation sont 
onfondus. Il est don
 possiblede 
onstruire un arbre de preuve de 
ha
une des 
onséquen
es sémantiques de la spé
i�
ations. C'est sur
ette propriété que s'appuie la pro
édure de séle
tion par dépliage des axiomes. Dans le 
adre des logiquesmodales 
ependant, nous ne disposons pas de preuve de la 
omplétude des 
al
uls que nous manipulons, bienque nous pensions que 
e soit le 
as de 
elui donné pour les spé
i�
ations 
onditionnelles positives. Nousne pouvons don
 pas nous appuyer sur la 
omplétude pour déplier toutes les 
onséquen
es sémantiquesobservables. La pro
édure de dépliage sera alors restreinte aux théorèmes observables de la spé
i�
ation,dont l'ensemble est in
lus dans 
elui des 
onséquen
es sémantiques observables. C'est bien l'exhaustivitéde 
e dernier ensemble qui sera montrée, mais le dépliage sera effe
tué sur le sous-ensemble des formulespossédant une preuve.



120 VII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives1 ExhaustivitéLe point de départ de la dé�nition d'un jeu de tests exhaustif de référen
e est la dé�nition de lanotion d'observabilité. Comme dans le 
adre de la séle
tion de tests à partir de spé
i�
ations équationnelles
onditionnelles positives, les 
as de tests sont i
i réduits à des formules d'une forme plus simple que 
elle desaxiomes, appelées par la suite formulesmodales, et qui sont de la forme [�1℄ : : : [�m℄t = t0, ave
�1; : : : ; �mdes termes de sorte non-observable et t et t0 des termes de sorte observable. De plus, a�n de pouvoir êtreinterprétées par le système sous test, les formules qui vont être soumises au système sont né
essairementsans variables. L'ensemble Obs des formules observables est alors l'ensemble suivant :Obs = f[�1℄ : : : [�m℄t = t0 j 8i; 1 � i � m;�i 2 T�s ; s 2 T; t; t0 2 T�s0 ; s0 2 SobsgOn vamontrer que l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation,Sp� \Obs ,est exhaustif pour une 
ertaine 
lasseK de systèmes. Les systèmes appartenant à 
ette 
lasse doivent respe
terdeux 
onditions : d'une part, les modèles du premier ordre sous-ja
ents à 
es systèmes doivent être �nimentengendrés, et d'autre part, 
es systèmes doivent être terminaux, au sens qui va être dé�ni. Cette 
onditionde terminalité trouve sa justi�
ation de la même manière que la 
ondition d'initialité posée à la se
tion 1 du
hapitre V. Prenons l'exemple de la ma
hine à thé suivante, qui n'a

epte que des piè
es de deux euros, etqui délivre un thé immédiatement après l'introdu
tion d'une piè
e.spe
MACHINE =types Bool ::= true j falseNat ::= 0 j 1 j 2
otype �Etatobs montant : �Etat ! Natinit : �Etat ! �Etat2euros : �Etat ! �Etatth�e : �Etat ! �Etatvarsm : Nat� [init ℄montant = 0� montant = 0) [2euros℄montant = 2� montant = 2) [th�e℄montant = 0� montant = 1) true = falseendLes 
onséquen
es sémantiques observables de 
ette spé
i�
ation sont les formules de la forme[�1℄ : : : [�m℄montant = m où m = 0 ou m = 2, et où �1; : : : ; �m 2 finit ; 2euros; th�eg sonttels que 2euros est toujours pré
édé de init ou th�e et th�e est toujours pré
édé de 2euros . Autrement dit,les états a

essibles sont 
eux dans lequels le montant est égal à 0 ou à 2. Considèrons un système implantant
ette spé
i�
ation tel que l'état dans lequelmontant = 1 soit a

essible. Ce système implante d'autre part
orre
tement les entiers naturels et les booléens. Ce système valide bien toutes les 
onséquen
es sémantiques



1. Exhaustivité 121observables deMACHINE, mais ne valide pas le dernier axiome puisque dans l'état oùmontant est égal à 1,true et false ne sont pas égaux. Le jeu de testsMACHINE�\Obs n'est don
 pas valide, un système in
orre
tpouvant passer 
e jeu de tests en su

ès.On retrouve un problème similaire à 
elui dé
rit à la se
tion 1 du 
hapitre V : la prémisse de 
et axiomen'étant pas (la 
on
lusion d') une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation, sa 
on
lusion n'est pas un test,le système peut don
 passer tous les 
as de test de Sp� \Obs en su

ès tout en ne validant pas 
et axiome.Il faut alors imposer que si la spé
i�
ation ne donne au
un moyen d'atteindre un état validant une 
ertainepropriété, il ne faut pas qu'un tel état soit présent dans le système. Toutes les propriétés véri�ées par lesystème doivent être spé
i�ées 
omme étant a

essibles, 
'est-à-dire que pour 
ha
une de 
es propriétés ', ildoit exister une 
onséquen
e sémantique de la spé
i�
ation de la forme [�1℄ : : : [�m℄'. Comme la 
onditiond'initialité, la 
ondition à imposer au système ne doit pas lui permettre d'avoir un 
omportement qui neserait pas prévu par la spé
i�
ation. Le modèle de la spé
i�
ation dont le 
omportement est exa
tement
elui dé
rit par la spé
i�
ation est le modèle terminal de 
ette spé
i�
ation, on appelle don
 
ette propriétéla terminalité du système.DÉFINITION VII.1� Terminalité.Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation modale 
onditionnelle positive. Soit S = (E; 
) 2 Mod(�) unsystème. Soit ' une formule modale sans variables. Le système S est terminal pour ' si et seulement si :
8e 2 E;8� : V ! T�;S j=�;e ')

8>><>>:
9�1; : : : ; �m 2 T�s ; s 2 T;9e0; e1; : : : ; em�1 2 E; e = �em�1(�m); : : : ; e1 = �e0(�1)^ Sp j= [�1℄ : : : [�m℄'Pour établir l'exhaustivité de Sp� \Obs , on va imposer 
ette 
ondition au système pour toutes lesinstan
es sans variables des prémisses des axiomes de la spé
i�
ation. On assure ainsi qu'un système validanttoutes les 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation valide les axiomes. En effet, pour unaxiome donné, si une des prémisses ' n'est pas a

essible selon la spé
i�
ation, 
'est-à-dire qu'il n'existe pasde formule dans Sp� de la forme [�1℄ : : : [�m℄', alors le système sous test étant terminal, il ne 
omporterapas d'état qui valide ', il véri�era don
 l'axiome.En pratique, la propriété' est la plupart du temps une équation portant sur un attribut donné. Un attribut(par exemple montant ) est généralement asso
ié à au moins une méthode dont le r�le est pré
isément defaire évoluer la 
omposante de l'état 
orrespondant à 
et attribut (par exemple 2euros). On trouve alorsdans la spé
i�
ation les axiomes spé
i�ant la manière dont 
ette méthode modi�e l'attribut, par exemplemontant = 0) [2euros℄montant = 2.THÉORÈME VII.1. Soit Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation. L'ensemble Sp� \Obs des 
onséquen
es observables de laspé
i�
ation est exhaustif pour tout système S dont le modèle du premier ordre sous-ja
ent est �niment engendré, et qui estterminal pour toutes les instan
es sans variables des formules modales qui apparaissent dans les prémisses des axiomes de Ax .Preuve. Soit S un système sous test, i.e. S 2 Mod(�). On suppose que S j= Sp� \Obs . Montrons queCorre
tobs(S;Sp).Puisque S 2 Mod(�), S est une F -
oalgèbre (E;�), 
onstruite au-dessus d'une stru
ture du premier
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tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesordreA, oùF est le fon
teur dé�ni à la se
tion 3. D'après le théorème III.5,F étant polynomial,Mod(�) =Coalg(F) admet une 
oalgèbre terminale, notée T .Dé�nissons alors l'ensemble de formules sans variablesTh(S) = f' j S j= 'g. On noteCoalg(F)jTh(S)la sous-
atégorie pleine de Coalg(F), dont les objets sont tous les Th(S)-modèles. On voit aisément queCoalg(F)jTh(S) est une 
ovariété. D'après le théorème III.6, la 
atégorie Coalg(F)jTh(S) admet alors unmodèle terminal. On le note T =Th(S). La 
atégorie Coalg(F)jTh(S) étant 
lose par sous-
oalgèbre, on noteT =S = (E0; �0), oùE0 = h(E) et où h est l'unique homomorphisme deS dans T =Th(S). Par 
onstru
tion,on a S �Obs T =S . En fait, on a un résultat plus fort. En effet, si on note q l'homomorphisme de S dansT =S , alors l'ensemble f(e; q(e)) j e 2 Eg est une bisimulation. Par 
onséquent, q est un homomorphismeélémentaire, i.e. pour toute formule sans variables ' et pour tout e 2 E, S j=e '() T =S j=q(e) '.Soit '1 ^ : : : ^ 'n ) ' une formule de Ax . Soit � : V ! M une interprétation et soit e un état deT =S tel que pour tout i, 1 � i � n, T =S j=�;e 'i. Comme le modèle du premier ordre sous-ja
ent à Sest �niment engendré, alors 
elui de T =S l'est également, et il existe  i et  tels que T =S j=�;e 'i ()T =S j=e  i et T =S j=�;e ' () T =S j=e  . Par dé�nition, T =S est un quotient de S et on a vu queq est un homomorphisme élémentaire. Par 
onséquent, S j=e0  i pour tout e0 2 q�1(e). Comme S estterminal pour 'i, il existe �1e0; i ; : : : ; �mie0; i et il existe e00 2 E tel que e00 R�1e0; i � : : : � R�mie0; i e0 etSp j= [�1e0; i ℄ : : : [�mie0; i ℄ i. Don
 Sp j= [�1e0; i ℄ : : : [�mie0; i ℄ , et S j= [�1e0; i ℄ : : : [�mie0; i ℄ . On en déduitque T =S j= [�1e0; i ℄ : : : [�mie0; i ℄ , et alors T =S j=e  . On a don
 T =S j=e '. 2Sous 
es hypothèses, nous disposons maintenant d'un jeu de tests exhaustif de référen
e à partir duquel
ommen
er la pro
édure de séle
tion.2 DépliageNous adaptons i
i la méthode de séle
tion de tests par dépliage des axiomes, dé�nie dans la partiepré
édente à partir de spé
i�
ations du premier ordre, aux spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives.Comme nous l'avons déjà expliqué, 
ette méthode 
onsiste à partitionner le jeu de tests initial Sp� \Obs ,dont nous avons montré l'exhaustivité à la se
tion pré
édente, en sous-jeux de tests, à l'aide des axiomes dela spé
i�
ation. Comme dans le 
adre de la séle
tion à partir de spé
i�
ations équationnelles 
onditionnellespositives, le jeu de test initial étant dé�ni de la façon suivante :
Sp� \Obs = f[a1℄ : : : [am℄f(t1; : : : ; tn) = t j f : s1 � : : :� sn � s! s0 2 Fs; s0 2 Sobs ;a1; : : : ; am; t1; : : : ; tn; t 2 T�;Sp j= [a1℄ : : : [am℄f(t1; : : : ; tn) = tgdiviser 
et ensemble revient à diviser 
ha
un des sous-ensembles asso
ié à une opération f donnée, où fest i
i un attribut, ou observateur de sorte observable. Le sous-jeu de tests exhaustif asso
ié à un attribut estappelé son domaine.DÉFINITION VII.2� Domaine d'un attribut.SoitSp = (�;Ax ) une spé
i�
ationmodale 
onditionnelle positive. Soit f : s1�: : :�sn�s! s0 2 Fs



2. Dépliage 123un attribut. Le domaine de f , noté T (Sp)jf , est l'ensemble dé�ni par :
T (Sp)jf = f [a1℄ : : : [am℄f(t1; : : : ; tn) = t j a1; : : : ; am; t1; : : : ; tn; t 2 T�;Sp j= [a1℄ : : : [am℄f(t1; : : : ; tn) = t gC'est 
et ensemble qui va être partitionné, pour 
haque attribut, à l'aide des axiomes qui le spé
i�ent.EXEMPLE VII.1� Distributeur automatique de billets.Nous prenons i
i l'exemple d'un distributeur automatique de billets qui permet à des 
lients d'a

éderà leur 
ompte ban
aire pour y faire des retraits ou pour véri�er leur solde. Le 
lient introduit tout d'abordsa 
arte, puis saisit son 
ode (PIN pour Personal Identi�
ation Number). Si le 
ode entré est bon, le 
lient peuteffe
tuer une transa
tion, qui 
onsiste soit à 
onsulter son solde soit à retirer de l'argent liquide. Si le 
odesaisi est erroné trois fois de suite, la 
arte n'est pas rendue au 
lient. Si le 
lient demande à effe
tuer un retrait,il saisit un montant qui ne doit pas aller au-delà du seuil autorisé pour 
e 
ompte. Si 
e seuil est dépassé, leretrait n'est pas autorisé. Sinon, si le montant demandé est disponible dans la ma
hine, le 
lient reçoit l'argentqu'il a demandé, et peut ré
upérer sa 
arte.Il est possible d'asso
ier à un distributeur la signature donnée à la page suivante.types Bool ::= true j falseNat ::= 0 j 1 j 2
otype �Etatops PIN : Nat ! Natsolde : Nat ! Natseuil : Nat ! Natobs 
arte : �Etat ! Nat 
ode : �Etat ! Natmontant : �Etat ! Nat essais : �Etat ! Nat�e
ran : �Etat ! Nat montantDAB : �Etat ! NatCarte? : Nat � �Etat ! �Etat Code? : Nat � �Etat ! �EtatConsulte? : �Etat ! �Etat Retrait? : �Etat ! �EtatMontant? : Nat � �Etat ! �Etat RendreCarte? : �Etat ! �EtatSolde! : �Etat ! �Etat MauvaisCode! : �Etat ! �EtatCarteGard�ee! : �Etat ! �Etat Billets! : �Etat ! �EtatPasAssez ! : �Etat ! �Etat Seuil ! : �Etat ! �EtatEn fon
tion d'un numéro de 
arteA, le distributeur peut savoir le 
ode de la 
arte PIN (A), le solde du
ompte asso
ié à la 
arte solde(A) et le montant maximum de retrait autorisé seuil(A).L'état de la ma
hine est 
onnu au travers de six attributs : 
arte donne le numéro de la 
arte insérée s'il yen a une, 0 sinon ; 
ode donne le 
ode saisi s'il existe et 0 sinon ;montant donne le montant demandé si unmontant a été entré et 0 sinon ;montantDAB donne le montant total disponible dans la ma
hine ; essaisdonne le nombre de 
odes erronés entrés à la suite depuis qu'une nouvelle 
arte a été insérée ; �e
ran donne



124 VII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesl'af�
hage 
ourant à l'é
ran, 0 si rien n'est af�
hé 1.Comme dans le 
adre des systèmes de transitions étiquetés à entrées et sorties, l'état du distributeur évoluegrâ
e aux 
ommuni
ations entre le 
lient et la ma
hine, qui sont des émissions et des ré
eptions à travers des
anaux de 
ommuni
ation. A�n de garder les notations habituelles, bien que 
ela n'ait au
une in�uen
e surla sémantique, les noms de méthodes représentant des ré
eptions seront suivies d'un point d'interrogationtandis que les noms de méthodes représentant des émissions seront suivies d'un point d'ex
lamation.� Les ré
eptions, du point de vue du distributeur, sont des a
tions effe
tuées par le 
lient : l'insertiond'une 
arte dans la ma
hineCarte? ; la saisie d'un 
odeCode? ; la demande de 
onsultation du solded'un 
ompteConsulte? ; la demande de retraitRetrait? ; la saisie d'unmontant à retirerMontant? ;la demande de ré
upération de la 
arte RendreCarte?.� Les émissions sont les a
tions effe
tuées par la ma
hine, qui sont prin
ipalement des messages au
lient, à l'ex
eption de l'émission des billets : Solde! af�
he le solde du 
ompte ; MauvaisCode!dit au 
lient que le 
ode saisi est erroné ; CarteGard�ee! signale que la 
arte a été avalée après troisessais infru
tueux de saisie d'un 
ode ; Billets! donne au 
lient l'argent qu'il a demandé ; PasAssez !signale que la ma
hine ne dispose pas de suf�samment d'argent pour donner au 
lient le montant qu'ila demandé ; Seuil ! signale au 
lient qu'il n'est pas autorisé à retirer le montant qu'il a demandé 
ar ildépasse son seuil autorisé.Une spé
i�
ation de 
e distributeur dans notre formalisme peut alors être la suivante 2. Ne nousintéressant qu'au test de systèmes dynamiques, nous ne donnons i
i que les axiomes spé
i�ant les attributset les méthodes. Nous supposons que les fon
tions sur les données ont été spé
i�ées séparément.� 
arte = 0) [Carte?A℄ 
arte = A� 
arte = A ^A 6= 0) [Carte?C℄ 
arte = A� [RendreCarte?℄ 
arte = 0� [CarteGard�ee!℄ 
arte = 0� [Carte?A℄ 
arte = A) [Carte?A℄ 
ode = 0� 
ode = 0) [Code?
℄ 
ode = 
� 
ode = 
 ^ 
 6= 0) [Code?d℄ 
ode = 
� [RendreCarte?℄ 
ode = 0� 
ode 6= PIN (
arte)) [MauvaisCode!℄ 
ode = 0� [CarteGard�ee!℄ 
ode = 0� [Retrait?℄ montant = 0� [CarteGard�ee!℄ montant = 0� [Carte?A℄ 
arte = A) [Carte?A℄ montant = 0� montant = 0 ^ 
ode = PIN (
arte)) [Montant?M ℄ montant =M� montant =M ^M 6= 0) [Montant?N ℄ montant =M� [RendreCarte?℄ montant = 0� montant � seuil(A) ^montant � montantDAB ) [Billets!℄ montant = 0� montant � seuil(A) ^montant > montantDAB ) [PasAssez !℄ montant = 01L'é
ran est très simpli�é i
i, puisqu'il ne peut af�
her qu'un entier. L'utilisation de 
haînes de 
ara
tères n'aurait fait qu'alourdirinutilement l'exemple.2Pour ne pas rendre la spé
i�
ation trop lourde, les fon
tions booléennes sont utilisées 
omme des prédi
ats. De façon évidente,une formule de la forme 
 6= 0 devrait être é
rite (
 6= 0) = true .
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� montant > seuil(A)) [Seuil !℄ montant = 0� montant � seuil(A) ^montant � montantDAB) [Billets!℄ montantDAB = montantDAB �montant� [Carte?A℄ 
arte = A) [Carte?A℄ essais = 0� 
ode 6= PIN (
arte)) [MauvaisCode!℄ essais = essais +1� essais > 2) [CarteGard�ee!℄ essais = 0� [RendreCarte?℄ essais = 0� [Carte?A℄ 
arte = A) [Carte?A℄ �e
ran = 0� [Retrait?℄ �e
ran = 0� 
ode = PIN (
arte)) [Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte)Les axiomes de la spé
i�
ation donne, pour 
haque attribut, les a
tions qui le modi�ent. De façon à 
eque la spé
i�
ation ne soit pas trop lourde, nous ne faisons pas �gurer les axiomes exprimant le fait que
ertaines a
tions ne modi�ent pas un attribut. Dans le 
as de l'attribut montant par exemple, les axiomessuivants devraient apparaître dans la spé
i�
ation :� montant =M ) [Code?
℄montant =M� montant =M ) [MauvaisCode!℄montant =M� montant =M ) [Consulte?℄montant =M� montant =M ) [Solde!℄montant =M 3Comme nous l'avons déjà vu lors de la présentation du dépliage dans le 
adre des spé
i�
ations
onditionnelles positives, partitionner 
e jeu de tests revient en fait à partitionner l'ensemble des substitutions
loses qui, appliquées à l'obje
tif de test [�1℄ : : : [�m℄f(x1; : : : ; xn) = y, forment le domaine de l'attributf . Cependant, l'interprétation d'un terme 
onstruit sur un attribut dépendant de l'état du système, unesubstitution 
lose ne 
ara
térise pas à elle seule un test, l'état ayant son r�le à jouer. Un 
as de test sera
ara
térisé également par un 
hemin, menant à un état dans lequel l'obje
tif de test, 
los par la substitution,est véri�é. Dé
ouper le jeu de tests initial revient alors à dé
ouper l'ensemble des substitutions 
loses maiségalement l'ensemble des états du système, selon l'instan
e sans variables de l'obje
tif de test qu'ils valident.Par exemple, le domaine de l'attribut �e
ran est le jeu de testsf[�(�1)℄ : : : [�(�m)℄�e
ran = �(n) j � : V ! T�;Sp j= [�(�1)℄ : : : [�(�m)℄�e
ran = �(n)gC'est l'ensemble des suites d'a
tions �1 : : : �m, également appelées 
hemins ou tra
es, et des substitutions
loses �, telles que l'équation sans variables �e
ran = �(n) soit validée dans l'état atteint par l'instan
e�(�1) : : : �(�m) de 
e 
hemin, si un tel état existe. Chaque instan
e sans variables de l'équation peut êtrevalidée en plusieurs états, a

essibles par différents 
hemins. Tester l'attribut �e
ran revient alors à 
her
herles 
ouples 
omposés d'un 
hemin et d'une substitution 
lose tels que les états atteints par le 
hemin validentl'équation à laquelle a été appliquée la substitution.Les axiomes spé
i�ant l'attribut �e
ran sont les trois derniers axiomes de la spé
i�
ation donnée plushaut. Ils nous permettent de dériver les jeux de tests suivants :� le jeu de tests 
orrespondant à la substitution �1 : n 7! 0 et au 
hemin Carte?A0,f[Carte?A0℄ �e
ran = 0 j [Carte?A0℄ 
arte = A0g
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tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives� le jeu de tests 
orrespondant à la substitution �2 : n 7! 0 et au 
hemin Retrait?,f[Retrait?℄ �e
ran = 0g� le jeu de tests 
orrespondant à la substitution�3 : n 7! solde(
arte) et au 
heminConsulte?Solde!,f[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte) j 
ode = PIN (
arte)gNous ne 
onsidérons pas, dans 
et exemple, les autres axiomes spé
i�ant l'attribut �e
ran , 
es axiomesexprimant le fait que les autres méthodes n'ont pas d'in�uen
e sur la 
omposante de l'état représentée par
et attribut.On voit alors qu'un jeu de tests est 
ara
térisé non seulement par une subtitution et un 
hemin, maiségalement par une autre 
ontrainte sous forme d'un ensemble de formules, provenant, 
omme on le verrapar la suite de façon rigoureuse, des prémisses de l'axiome à partir duquel a été dérivé le jeu de tests. Cetriplet formé d'un ensemble de 
ontraintes, d'une substitution et d'un 
hemin 
ara
térise 
e qu'on appelleun jeu de tests 
ontraint.DÉFINITION VII.3� Jeu de tests 
ontraint.SoitSp = (�;Ax ) une spé
i�
ationmodale 
onditionnelle positive. Soit f : s1�: : :�sn�s! s0 2 Fsun attribut et x1; : : : ; xn; y 2 V . Soit C un ensemble de formules modales appelées �-
ontraintes, soit� : V ! T�(V ) une substitution, et soit � = �1 : : : �m une suite de termes de sorte non-observableappelée tra
e.Le jeu de tests pour f 
ontraint par C, � et�, noté T(C;�;�);f , est l'ensemble de formules sans variables dé�nipar :T(C;�;�);f = f[
1℄ : : : [
q℄[�(�(�1))℄ : : : [�(�(�m))℄�(�(f(x1; :::; xn)) = �(�(y)) j
1; : : : ; 
q 2 T�; � : V ! T�;8
 2 C;Sp j= [
1℄ : : : [
q℄�(
)gLe 
ouple ((C; �;�); [�1℄ : : : [�m℄f(x1; :::; xn) = y) est appelé obje
tif de test 
ontraint.Il est à noter que le domaine d'un attribut f peut être vu 
omme un jeu de tests 
ontraint par l'unique
ontrainte [�1℄ : : : [�m℄f(x1; : : : ; xn) = y, la substitution identité et un 
hemin vide 3 :T (Sp)jf = T(f[�1℄:::[�m℄f(x1;:::;xn)=yg;Id;_);fDe la même manière que dans le 
adre du premier ordre, les trois jeux de tests donnés plus haut peuventêtre déduits des différents arbres de preuve permettant de prouver l'obje
tif de test. Chaque arbre sera enfait la preuve d'une instan
e de l'obje
tif de test, 
'est-à-dire, dans notre 
adre, d'une formule sans variablesde la forme [a1℄ : : : [am℄�e
ran = t. On aura ainsi prouvé qu'il existe un 
hemin menant à un état danslequel la formule sans variables �e
ran = t est véri�ée.La première instan
e de l'obje
tif de test peut être prouvée à partir de l'axiome [Carte?A℄ 
arte =A) [Carte?A℄ �e
ran = 0 de la manière suivante :3On note _ la tra
e vide et _:_ la 
on
aténation de deux tra
es.
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[Carte?A℄ 
arte = A) [Carte?A℄ �e
ran = 0Ax[Carte?A0℄ 
arte = A0 ) [Carte?A0℄ �e
ran = 0 Subs ...[Carte?A0℄ 
arte = A0[Carte?A0℄ �e
ran = 0 MPLa substitution vient de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 la 
on
lusion de l'axiome, le 
hemin est lapartie de la 
on
lusion de l'axiome qui n'a pas pu être uni�ée et l'ensemble de 
ontraintes est l'ensemble deslemmes intermédiaires qu'il reste à prouver pour 
ompléter l'arbre de preuve. Autrement dit, il est possibled'atteindre un état qui valide �e
ran = 0 par un 
hemin 
onstitué de l'unique transition Carte?A0 si l'état
ourant valide la formule [Carte?A0℄ 
arte = A0. Le deuxième jeu de tests est asso
ié à l'arbre de preuvetrivial suivant : [Retrait?℄ �e
ran = 0AxIl est don
 possible en tout état d'atteindre un état dans lequel �e
ran = 0 si l'a
tion Retrait? est possible.Ce jeu de tests ne pourra plus être déplié ave
 les axiomes dont on dispose. Le troisième jeu de tests estdérivé de l'arbre de preuve suivant :


ode = PIN (
arte)) [Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte)Ax ...
ode = PIN (
arte)[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte) MPSi dans l'état 
ourant, 
ode = PIN (
arte), alors après avoir effe
tué les a
tions Consulte? puis Solde!,�e
ran = solde(
arte) est véri�é.Le premier et le troisième jeu de tests faisant apparaître des 
ontraintes, il est possible de les déplier denouveau, de façon à essayer de 
ompléter l'arbre de preuve 
orrespondant. En dépliant le premier jeu detests par rapport au premier axiome de la spé
i�
ation 
arte = 0) [Carte?A℄ 
arte = A, on obtient lejeu de tests suivant : f[Carte?A0℄ �e
ran = 0 j 
arte = 0gL'arbre de preuve de la 
ontrainte [Carte?A0℄ 
arte = A0 est 
elui-
i :

arte = 0) [Carte?A℄ 
arte = AAx
arte = 0) [Carte?A0℄ 
arte = A0 Subs ...
arte = 0[Carte?A0℄ 
arte = A0 MPOn voit alors qu'on a 
omplété l'arbre de preuve asso
ié au premier jeu de tests :

[Carte?A℄ 
arte=A ) [Carte?A℄ �e
ran=0Ax[Carte?A0℄ 
arte=A0 ) [Carte?A0℄ �e
ran=0 Subs

arte=0 ) [Carte?A℄ 
arte=AAx
arte=0 ) [Carte?A0℄ 
arte=A0 Subs ...
arte=0[Carte?A0℄ 
arte=A0 MP[Carte?A0℄ �e
ran=0 MP
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tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesOn remarque que 
e nouveau dépliage fait apparaître la 
ontrainte 
arte = 0mais ne modi�e ni le 
hemin nila substitution. Le 
hemin n'est pas modi�é puisque la 
ontrainte [Carte?A0℄ 
arte = A0 a pu être uni�éeave
 la 
on
lusion 
omplète de l'axiome. Cet axiome étant le seul ave
 lequel la 
ontrainte peut s'uni�er,la deuxième étape de dépliage pour 
e jeu de tests est terminée. Il est bien sûr possible de pro
éder à untroisième dépliage, la 
ontrainte 
arte = 0 s'uni�ant ave
 deux axiomes de la spé
i�
ation.Une deuxième étape de dépliage pour le troisième jeu de tests donne les deux jeux de tests suivants :� le jeu de tests 
orrespondant à l'uni�
ation de la 
ontrainte 
ode = PIN (
arte) ave
 l'axiome
ode = 0) [Code?
℄ 
ode = 
f[Code?PIN (
arte)℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte) j 
ode = 0g� le jeu de tests 
orrespondant à l'uni�
ation ave
 l'axiome 
ode = 
 ^ 
 6= 0) [Code?d℄ 
ode = 
f[Code?d0℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran = solde(
arte) j 
ode = PIN (
arte);PIN (
arte) 6= 0gL'arbre de preuve asso
ié au dépliage de la 
ontrainte à l'aide du premier axiome est le suivant :

ode = 0) [Code?
℄ 
ode = 
Ax
ode = 0) [Code?PIN (
arte)℄ 
ode = PIN (
arte) Subs ...
ode = 0[Code?PIN (
arte)℄ 
ode = PIN (
arte) MP
e qui donne l'arbre de preuve suivant, asso
ié aux deux dépliages 
onsé
utifs :


ode=PIN (
arte) ) [Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte)Ax[Code?PIN (
arte)℄ 
ode=PIN (
arte) ) [Code?PIN (
arte)℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte)Ne
 SA1[Code?PIN (
arte)℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte) MPoù SA1 est l'arbre pré
édent.On remarque qu'il faut appliquer la règle de né
essitation pour pouvoir allongerle 
hemin au fur et à mesure des dépliages su

essifs.L'arbre de preuve de la 
ontrainte 
ode = PIN (
arte), asso
ié au deuxième jeu de tests obtenu, est lesuivant :

ode=
 ^ 
6=0 ) [Code?d℄ 
ode=
Ax
ode=PIN (
arte) ^ PIN (
arte)6=0 ) [Code?d0℄ 
ode=PIN (
arte) Subs ...
ode=PIN (
arte)PIN (
arte)6=0 ) [Code?d0℄ 
ode=PIN (
arte) MP ...PIN (
arte)6=0[Code?d0℄ 
ode=PIN (
arte) MPL'arbre de preuve 
omplet après les deux dépliages 
onsé
utifs est alors le suivant :

ode=PIN (
arte) ) [Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte)Ax[Code?d0℄ 
ode=PIN (
arte) ) [Code?d0℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte)Ne
 SA2[Code?d0℄[Consulte?℄[Solde!℄ �e
ran=solde(
arte) MP



2. Dépliage 129où SA2 est l'arbre pré
édent.On 
onstate i
i que, 
omme dans le 
adre du premier ordre, les différents arbres de preuve asso
iésaux jeux de tests 
onstruits respe
tent une 
ertaine stru
ture. On trouve aux feuilles les instan
es d'axiomes,puis les instan
es de la règle de substitution, suivies de 
elles de la règle de né
essitation, pour �nir par lesinstan
es de la règle de modus ponens. La pro
édure de dépliage va alors 
onsister à 
onstruire, étape parétape, des arbres ayant 
ette stru
ture, pour en dériver les jeux de tests.En termes d'algorithme, la pro
édure prend alors en entrée :� une spé
i�
ation modale 
onditionnelle positive Sp = (�;Ax ) ;� un attribut f : s1 � : : :� sn � s! s0 2 Fs ;� un ensemble 	 de triplets (C; �;�) où C est un ensemble de �-
ontraintes, � est une substitutiondes variables et� est une tra
e.Les jeux de tests pour les attributs sont prolongés aux ensembles de triplets 	 de la façon suivante :T	;f = [(C;�;�)2	T(C;�;�);fLe premier ensemble	0 
ontient l'unique triplet, 
omposé d'un ensemble de 
ontraintes, d'une substitutionet d'une tra
e, asso
ié à l'obje
tif de test 
ontraint initial :	0 = f(ff(x1; : : : ; xn) = yg; Id; _)gIntuitivement, le prin
ipe de la pro
édure est de 
her
her à uni�er une des 
ontraintes à la 
on
lusion d'unaxiome de la spé
i�
ation, plus exa
tement à une partie de la 
on
lusion de 
et axiome. Si on dispose d'unaxiome de la forme '1 ^ : : :^'m ) [
1℄ : : : [
p℄u = v, et d'une 
ontrainte [�1℄ : : : [�k℄t = r, on 
her
heà uni�er la 
ontrainte ave
 la partie [
p�k+1℄ : : : [
p℄u = v de la 
on
lusion de l'axiome, 
'est-à-dire ave
 laformule 
onstituée des k dernièresmodalités et de l'équation. On 
onstruit alors le jeu de tests 
orrespondanten ajoutant '1; : : : ; 'm à l'ensemble de 
ontraintes, en allongeant le 
hemin des termes 
1 : : : 
p�k , et en
omposant la substitution ayant permis l'uni�
ation ave
 la substitution existante. En effet, si la 
ontraintea pu être uni�ée ave
 la partie de l'axiome 
orrespondante, il existe une preuve de la 
ontrainte, pré
édée du
hemin 
1 : : : 
p�k , à partir de l'axiome et des preuves de 
ha
une des prémisses de l'axiome.
'1 ^ : : : ^ 'm ) [
1℄ : : : [
p℄u = v Ax�('1) ^ : : : ^ �('m)) [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(u) = �(v)Subs ...�('1)�('2) ^ : : : ^ �('m)) [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(u) = �(v) MP... MP�('m)) [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(u) = �(v) MP ...�('m)[�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(u) = �(v) MPLa 
on
lusion [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(u) = �(v) est bien égale à l'instan
e sans variables de la 
ontraintepré
édée du 
hemin 
1 : : : 
p�k 
los :[�(
1)℄ : : : [�(
p�k)℄[�(
p�k+1)℄ : : : [�(
p)℄�(t) = �(r)



130 VII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesLa pro
édure de dépliage s'exprime alors au travers des deux règles suivantes :Rédu
tion	 [ f(C [f[�1℄ : : : [�k℄t = rg; �0;�)g	 [ f(�(C); � Æ �0;�)g �(t) = �(r)Dépliage 	 [ f(C [f�g; �0;�0)g	 [ [(
;�;�)2Dep(�)f(C0 [
; � Æ �0;�:�0)goù Dep(�) pour � = [�1℄ : : : [�k℄t = r est l'ensemble dé�ni par :( ( [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t[v℄!) = �(r);�('1); : : : ; �('m)
) ; �; �(
1) : : : �(
p�k)!�����������������

tj! = g(v1; : : : ; vn)�(tj!) = �(g(v1; : : : ; vn));p � k;8l; 1 � l � k; �(�l) = �(
(p�k)+l)�V1�i�m 'i ) [
1℄ : : : [
p℄g(v1; : : : ; vn) = v 2 AxouV1�i�m 'i ) [
1℄ : : : [
p℄v = g(v1; : : : ; vn) 2 Ax �

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;[( ( [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t) = �(r[v℄!);�('1); : : : ; �('m)
) ; �; �(
1) : : : �(
p�k)!�����������������

rj! = g(v1; : : : ; vn)�(rj!) = �(g(v1; : : : ; vn));p � k;8l; 1 � l � k; �(�l) = �(
(p�k)+l)�V1�i�m 'i ) [
1℄ : : : [
p℄g(v1; : : : ; vn) = v 2 AxouV1�i�m 'i ) [
1℄ : : : [
p℄v = g(v1; : : : ; vn) 2 Ax �

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;et pour tout (
; �;�) 2 Dep(�), l'ensemble de 
ontraintes C0 est l'ensemble de 
ontraintes C dont toutesles 
ontraintes sont pré
édées du 
hemin �(�) :C0 = f[�(
1)℄ : : : [�(
p�k)℄�(") j " 2 CgLa règle de rédu
tion permet d'éliminer les tautologies des ensembles de 
ontraintes, qui ne sont d'au
uneutilité pour le test. La règle de dépliage 
her
he à uni�er un sous-terme d'un des deux termes apparaissantdans l'équation d'une 
ontrainte, ainsi que les modalités qui pré
édent 
ette équation, ave
 la partie 
orres-pondante de la 
on
lusion d'un axiome de la spé
i�
ation. Si l'uni�
ation est possible ave
 un axiome, lesprémisses de 
et axiome sont ajoutées à l'ensemble des 
ontraintes du jeu de tests 
ourant (ainsi qu'un lemme



2. Dépliage 131intermédiaire permettant de mener la preuve), le 
hemin 
orrespondant à la partie des modalités qui n'a paspu être uni�ée est ajouté en tête du 
hemin 
ourant, et la substitution qui permet l'uni�
ation est 
omposéeave
 la substitution 
ourante. Par exemple, si un sous-terme de t a pu être uni�é ave
 le membre gau
he dela 
on
lusion d'un axiome, l'arbre suivant est la preuve de [��(
1)℄ : : : [��(
p)℄��(t) = ��(r).

 1

'1^:::^'m)[
1℄:::[
p℄g(v1;:::;vn)=v Ax�('1)^:::^�('m))[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(g(v1;:::;vn))=�(v) Subs...�('1)^:::^�('m))[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t[g(v1;:::;vn)℄!)=�(t[v℄!)Cong ...�('1)�('2)^:::^�('m))[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t[g(v1;:::;vn)℄!)=�(t[v℄!) MP...�('m))[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t[g(v1;:::;vn)℄!)=�(t[v℄!) MP ...�('m)[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t[g(v1;:::;vn)℄!)=�(t[v℄!) MP[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t)=�(t[v℄!) Trans ... 2[�(
1)℄:::[�(
p)℄�(t)=�(r) Transoù  1 est la formule [�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t) = �(t[g(v1; : : : ; vn)℄!) et  2 est la formule[�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t[v℄!) = �(r).On é
rit (	; f) `D (	0; f) si	0 a pu être dérivé de	 en appliquant la règleRédu
tion ouDépliage. Lapro
édure de dépliage prend don
 en entrée une spé
i�
ationmodale 
onditionnelle positive et un attribut f ,et applique su

essivement les règlesRédu
tion etDépliage pour produire la suite de dérivations suivante :(	0; f) `D (	1; f) `D (	2; f) : : :Nous prouvons maintenant les deux propriétés qui assurent la pertinen
e de la méthode de dépliagepour des spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives, la 
orre
tion et la 
omplétude. Nous posons denouveau l'hypothèse selon laquelle toutes les variables utilisées sont différentes : pour tout 	 résultant de lapro
édure de dépliage, pour tout (C; �;�) 2 	, pour toute 
ontrainte 
 2 C et pour tout axiome ' 2 Ax ,Var(
)\Var(') = ;. Le renommage des variables apparaissant dans les 
ontraintes à 
haque étape assurele respe
t de 
ette 
ondition.THÉORÈME VII.2. Si (	; f) `D (	0; f), alors T	;f = T	0;f .Preuve.(Corre
tion) Montrons que si (	; f) `D (	0; f), alors T	0;f � T	;f .Si la règle appliquée estRédu
tion, 
'est trivial. S'il s'agit de la règle deDépliage, par dé�nition, on doitmontrer que pour tout (
; �;�) 2 Dep(�), où � est la formule [�1℄ : : : [�k℄t = r,T(C0 [
;�Æ�0;�:�0) � T(C [f�g;�0;�0)On doit alors montrer que pour 
haque substitution 
lose � : V ! T� telle que Sp j= �(�0) pour tout�0 2 �(C0) [ 
, il existe �0 : V ! T� telle que Sp j= [�0(
1)℄ : : : [�0(
p�k)℄�0(�) pour tout � 2 C [f�g.



132 VII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesSans perte de généralité, on suppose que pour tout � = [�1℄ : : : [�k℄t = r 2 C, 
haque 
 tel que(
; �;�) 2 Dep(�) est de la forme :f[�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t[v℄!) = �(r); �('1); : : : ; �('m)gave
 tj! = g(v1; : : : ; vn) et V1�i�m 'i ) [
1℄ : : : [
p℄g(v1; : : : ; vn) = v 2 Ax . Soit � : V ! T�une substitution 
lose telle que Sp j= �(�0), pour tout �0 2 C0 [
, 
'est-à-dire, en parti
ulier, Sp j=�([�(
1)℄ : : : [�(
p)℄�(t[v℄!) = �(r)) et Sp j= ��('i), pour tout i, 1 � i � m.On a alors l'arbre de preuve suivant, dans lequel on note �� la 
omposition � Æ �.

SA MP
MPCong

'1^:::^'m)[
1℄:::[
p℄g(v1;:::;vn)=v Ax��('1)^:::^��('m))[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(g(v1;:::;vn))=��(v) Subs...��('1)^:::^��('m))[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t[g(v1;:::;vn)℄!)=��(t[v℄!) ...��('1)��('2)^:::^��('m))[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t[g(v1;:::;vn)℄!)=��(t[v℄!)...��('m))[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t[g(v1;:::;vn)℄!)=��(t[v℄!) ...��('m)[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t[g(v1;:::;vn)℄!)=��(t[v℄!) MP[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t)=��(t[v℄!) Trans ... 2[��(
1)℄:::[��(
p)℄��(t)=��(r) Transoù SA est le sous-arbre suivant : �(tj!) = �(g(v1; : : : ; vn))��(t) = ��(g(v1; : : : ; vn))Subs...��(t) = ��(t[g(v1; : : : ; vn)℄!)Cong[��(
1)℄ : : : [��(
p)℄��(t) = ��(t[g(v1; : : : ; vn)℄!)Ne
De plus, 
omme pour tout l, 1 � l � k, on a �(�l) = �(
(p�k)+l), alors ��(�l) = ��(
(p�k)+l), et la
on
lusion [��(
1)℄ : : : [��(
p)℄��(t) = ��(r) de l'arbre de preuve est égale à :[��(
1)℄ : : : [��(
p�k)℄[��(�1)℄ : : : [��(�k)℄��(t) = ��(r)(Complétude) Montrons que si (	; f) `D (	0; f), alors T	;f � T	0;f .Par dé�nition de la règle Dépliage, on doit montrer queT(C [f�g;�0;�0);f � [(
;�;�)2Dep(�)T(C0 [
;�Æ�0;�:�0)On doit alors montrer que pour 
haque substitution 
lose � : V ! T� telle que Sp `[�(
1)℄ : : : [�(
p�k)℄�(�) pour tout � 2 C [f�g, il existe (
; �;�) 2 Dep(�) tel qu'il existe �0 : V ! T�



2. Dépliage 133telle que Sp ` �0(�0) pour tout �0 2 C0 [
. En d'autres termes, on doit prouver que 
haque[�(
1)℄ : : : [�(
p�k)℄�(�) où � : V ! T�, � 2 C [f�g et 
1; : : : ; 
p�k 2 T�s où s 2 T , peut êtredéduit de la spé
i�
ation Sp s'il existe (
; �;�) 2 Dep(�) et �0 : V ! T� tels que Sp ` �0(�0) pour tout�0 2 C0 [
.Remarquons tout d'abord que la pro
édure de dépliage dé�nit une stratégie qui limite l'espa
e dere
her
he d'arbres de preuve à une 
lasse d'arbres ayant une 
ertaine stru
ture. La pro
édure de dépliagedé�nit une stratégie de re
her
he de preuve qui séle
tionne des arbres de preuve tels que :� au
une instan
e de la règle de transitivité n'apparaît au-dessus d'instan
es des règles de 
ongruen
e,de né
essitation, de substitution et de modus ponens ;� au
une instan
e de la règle demodus ponens n'apparaît au-dessusd'instan
es des règles de 
ongruen
e,de né
essitation et de substitution ;� au
une instan
e des règles de 
ongruen
e et de né
essitation n'apparaissent au-dessus d'instan
es dela règle de substitution.On doit alors montrer qu'il existe un arbre de preuve de 
on
lusion [�(
1)℄ : : : [�(
p�k)℄�(�) respe
tant
ette stru
ture. On va en fait montrer un résultat plus fort : on va dé�nir des transformations élémentairesd'arbres de preuve, qui permettent de réé
rire des 
ombinaisons élémentaires de règles d'inféren
e, nousallons ensuite montrer que la transformation globale résultante termine. On donne i
i quelques exemples de
es transformations élémentaires. Les autres 
ombinaisons de règles suivent des transformations similaires.Le 
as où une instan
e du modus-ponens se trouve au-dessus d'une instan
e de la règle de né
essitation :
î�n'i ^  ) ' î�n'i )  

î�n'i ) ' MP
î�n[�℄'i ) [�℄' Ne
  

î�n'i ^  ) '
î�n[�℄'i ^ [�℄ ) [�℄'Ne
 î�n'i )  

î�n[�℄'i ) [�℄ Ne

î�n[�℄'i ) [�℄' MPLe 
as où une instan
e de la règle de né
essitation se trouve au-dessus d'une instan
e de la règle desubstitution :

î�n'i ) '
î�n[�℄'i ) [�℄'Ne


î�n[�(�)℄�('i)) [�(�)℄�(')Subs  
î�n'i ) '

î�n�('i)) �(')Subs
î�n[�(�)℄�('i)) [�(�)℄�(')Ne
Le 
as où une instan
e de la règle de monotonie se trouve au-dessus d'une instan
e de la règle dené
essitation :

î�n'i ) '
î�n'i ^  ) 'Mono

î�n[�℄'i ^ [�℄ ) [�℄'Ne
  
î�n'i ) '

î�n[�℄'i ) [�℄'Ne

î�n[�℄'i ^ [�℄ ) [�℄'Mono



134 VII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales 
onditionnelles positivesLe 
as où une instan
e de la règle de modus ponens apparaît au-dessus d'une instan
e de la règle demonotonie :̂
i�n'i ^  ) ' î�n'i )  

î�n'i ) ' MP
� ^ î�n'i ) ' Mono  

î�n'i ^  ) '� ^ î�n'i ^  ) ' î�n'i )  � ^ î�n'i )  Mono
� ^ î�n'i ) ' MPConsidérons l'ordre bien-fondé suivant sur les instan
es de règles d'inféren
e :Sym � Subs � Cong � Ne
 � Mono � MP � TransIl est alors fa
ile de voir que 
es règles de transformation véri�ent la 
ondition 1 de l'annexe B. D'après lethéorème B.1, la transformation globale induite est don
 fortement normalisante.Puisque par hypothèse, Sp j= [�0(
1)℄ : : : [�0(
p�k)℄[�0(�1)℄ : : : [�0(�k)℄�0(t) = �0(r), où[�1℄ : : : [�k℄t = r 2 C, 
omme [�0(
1)℄ : : : [�0(
p�k)℄[�0(�1)℄ : : : [�0(�k)℄�0(t) = �0(r) n'est pas unetautologie, il existe né
essairement un axiome Vi�m �i ) [
1℄ : : : [
p℄g(v1; : : : ; vn) = v, une po-sition ! dans �0(t) ou �0(r) et une substitution 
lose � telle que �0(t)j! = �0(g(v1; : : : ; vn)) ou�0(r)j! = �0(g(v1; : : : ; vn)), et telle que �0(�l) = �0(
(p�k)+l) pour tout l, 1 � l � k. La sub-stitution �0 est alors un uni�
ateur de tj! ou rj! et de g(v1; : : : ; vn), et de 
haque �l et 
(p�k)+l. Ilexiste don
 un arbre de preuve résultant de la transformation globale dé�nie plus haut, de 
on
lusion[�0(
1)℄ : : : [�0(
p�k)℄[�0(�1)℄ : : : [�0(�k)℄�0(t) = �0(r), et de la forme :

'1^:::^'m)[
1℄:::[
p℄g(v1;:::;vn)=v Ax�0('1)^:::^�0('m))[�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(g(v1;:::;vn))=�0(v) Subs...�0('1)^:::^�0('m))[�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(t)=�0(t[v℄!) Cong ...�0('1)�0('2)^:::^�0('m))[�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(t)=�0(t[v℄!) MP...�0('m))[�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(t)=�0(t[v℄!) MP ...�0('m)[�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(t)=�0(t[v℄!) MP ... [�0(
1)℄:::[�0(
p)℄�0(t)=�0(r) Transoù  = [�0(
1)℄ : : : [�0(
p)℄�0(t[v℄!) = �0(r). 2



CHAPITRE VIIISéle
tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursL'adaptation du 
adre de séle
tion de tests aux spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives ne
onstitue qu'une étape vers la généralisation aux spé
i�
ations modales telles que permet de les exprimerla logique sous-ja
ente au langage de spé
i�
ations COCASL. Nous présentons alors dans 
e 
hapitre lagénéralisation à la fois des résultats d'exhaustivité et de la pro
édure de dépliage à des spé
i�
ationsmodales du premier ordre sans quanti�
ateurs. En 
e qui 
on
erne la pro
édure de dépliage 
ependant,
ette généralisation est plus pro
he de la pro
édure généralisée aux spé
i�
ations du premier ordre sansquanti�
ateurs que de 
elle présentée au 
hapitre pré
édent. En effet, la forme générale des formules, unefois transformées en séquents et normalisées de la façon que nous verrons, est similaire à 
elle des séquentsnormalisés manipulés dans le 
adre du premier ordre sans quanti�
ateurs. Étendre simplement la pro
éduredé�nie pour les spé
i�
ations modales 
onditionnelles positives aurait été de fait trop restri
tif, la forme de
es formules étant très parti
ulière et induisant un type de dépliage spé
i�que.De nouveau, la 
omplétude du 
al
ul des séquents n'ayant pas été montrée, nous montrons l'exhaustivitéde l'ensemble des 
onséquen
es sémantiques observables de la spé
i�
ation mais nous pro
édons à laséle
tion à partir de l'ensemble des théorèmes observables, 
elui-
i étant in
lus dans le jeu de tests exhaustif.1 Normalisation des séquentsA�n de manipuler des formules aussi simples que possibles au 
ours de la pro
édure de dépliage, nousallons de nouveau tirer avantage du fait que les règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens dans le 
al
ul desséquents sont inversibles. Cela permet en effet de dé�nir un pro
essus qui transforme tout séquent en unséquent normalisé. Dans le 
adre de la logique du premier ordre sans quanti�
ateurs, nous avions dé�ni unséquent normalisé 
omme étant un séquent dans lequel toute formule est atomique, 
'est-à-dire de la former(t1; : : : ; tn) ave
 r un prédi
at et t1; : : : ; tn des termes du premier ordre. Il était possible de transformertout séquent en un séquent de 
ette forme 
ar toutes les règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens pouvaient� des
endre � dans l'arbre de preuve en-dessous de toutes les autres règles, 
e qui permettaient de laisser pourla �n de la preuve l'appli
ation de 
es règles, et don
 de ne travailler qu'ave
 des séquents normalisés.I
i 
ependant, la règle de né
essitation 
omplique le pro
essus de normalisation des séquents. En effet,
ette règle n'est pas inversible, il n'est don
 pas envisageable de 
her
her à l'éliminer de la pro
édure de



136 VIII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursdépliage 
omme les règles booléennes. Mais, 
ontrairement aux règles de substitution et de 
oupure, ellene remonte sur au
une des règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens. Tout au plus annule-t-elle la règleasso
iée à la négation. La notion de séquent normalisé doit alors être modi�ée de façon à prendre en 
omptele fait que la né
essitation peut être appliquée après l'introdu
tion de 
onne
teurs booléens.DÉFINITION VIII.1� Séquent normalisé.Un séquent normalisé est un séquent � j�� tel que pour toute formule ' 2 � [ �, ' est de la forme�1 : : : �m où �1; : : : ; �m sont des modalités et  est une formule modale sans quanti�
ateurs qui ne
ommen
e pas par une modalité.Dans une formule d'un séquent normalisé, la formule apparaissant derrière les modalités doit avoirpour opérateur de tête un 
onne
teur booléen, mais peut être de n'importe quelle forme. Par exemplej� [t℄ hu�i(') [w�℄ ) est un séquent normalisé. Il est alors possible de transformer tout séquent en unefamille de séquents normalisés, en éliminant tous les 
onne
teurs booléens qui ne sont pas sous la portéed'une modalité. On donne 
i-dessous l'exemple de la normalisation du séquent j� [t℄ hu�i(') [w�℄ )):[ft; ug℄' _ [w℄' _ (' ^ : ).
[t℄ hu�i(')[w�℄ );[ft;ug℄' j�[t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� :[ft;ug℄':-droit [t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� [w℄'

[t℄ hu�i(')[w�℄ ); j� '[t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� ';: :-droit[t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� '^: ^-droit[t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� [w℄'_('^: ) _-droit[t℄ hu�i(')[w�℄ ) j� :[ft;ug℄'_[w℄'_('^: ) _-droitj� [t℄ hu�i(')[w�℄ )):[ft;ug℄'_[w℄'_('^: ) )-droitOn obtient alors la famille de séquents normalisés suivante :
f[t℄ hu�i(') [w�℄ ); [ft; ug℄' j� ; [t℄ hu�i(') [w�℄ ) j� [w℄'; [t℄ hu�i(') [w�℄ );  j� 'gDe façon à s'assurer que 
ette transformation des séquents n'affe
tera pas la pro
édure de dépliage, ilfaut montrer que toute preuve peut être menée en deux temps : ne manipuler que des séquents normalisésd'abord, puis ne 
onsister qu'en l'appli
ation des règles booléennes ensuite. Cher
her la preuve d'un séquentquel
onque ou les preuves des séquents normalisés qui lui sont équivalents reviendra alors au même. Nousallons en fait montrer que tout arbre de preuve peut être transformé en un arbre de même 
on
lusionet de mêmes feuilles dans lequel les instan
es de règles asso
iées aux 
onne
teurs booléens se trouventsoit en-dessous des instan
es de la règle de 
oupure, soit au même niveau que les instan
es de la règle dené
essitation. S
hématiquement, un tel arbre admet la forme suivante :
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NecBool

Cut

Bool

Ax Taut

Subs

Il faut pour 
ela poser la même hypothèse que dans le 
adre de la logique du premier ordre : les axiomes dela spé
i�
ation introduits par la règle Ax et les tautologies doivent être sous la forme de séquents normalisés.De 
ette façon, il ne sera manipulé que des séquents normalisés en haut de l'arbre de preuve.La transformation d'un séquent quel
onque en une famille de séquents normalisés s'opère par une suitede transformations élémentaires d'arbres de preuve qui termine (voir l'annexe B), dont nous allons donnerquelques exemples. Les règles de transformation faisant remonter la 
oupure et la substitution ayant déjà étédonnées au 
hapitre VI, nous ne présentons i
i que les règles faisant intervenir la né
essitation. Tout d'abord,la règle de substitution remonte sur la règle de né
essitation de la façon suivante :� j��[t℄� j� [t℄�Ne
[�(t)℄�(�) j� [�(t)℄�(�)Subs  � j���(�) j� �(�)Subs[�(t)℄�(�) j� [�(t)℄�(�)Ne
La règle de transformation qui permet de faire remonter la règle de né
essitation sur la règle de 
oupure estla suivante :� j� ';� �0; ' j��0�;�0 j��;�0 Cut[t℄�; [t℄�0 j� [t℄�; [t℄�0 Ne
  � j� ';�[t℄� j� [t℄'; [t℄�Ne
 �0; ' j��0[t℄�0; [t℄' j� [t℄�0Ne
[t℄�; [t℄�0 j� [t℄�; [t℄�0 CutCelles qui apparaissent en-dessous, si elles sont au-dessus de la règle de 
oupure, des
endent, et se retrouventainsi toutes sous la règle de 
oupure. L'arbre de preuve �nal a bien alors la forme voulue, donnée 
i-dessus.Plus formellement, toutes les règles de transformations élémentaires véri�ent la 
ondition 1 donnée dansl'annexe B, pour l'ordre bien-fondé suivant sur les instan
es de règles d'inféren
e :Ax � Taut � Subs � Bool � Ne
 � CutPar 
onséquent, d'après le théorème B.1, la transformation globale induite est don
 fortement normalisante.Tout arbre de preuve pouvant prendre la forme voulue, raisonner sur des séquents normalisés ne restreintpas les 
apa
ités d'appli
ation de la pro
édure de dépliage que nous allons présenter par la suite. Nous ne
onsidérerons don
 dorénavant que des séquents normalisés.



138 VIII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursEXEMPLE VIII.1� Listes in�nies.On transforme la spé
i�
ation des listes in�nies donnée à l'exemple III.19 en séquents normalisés.Cha
un des axiomes étant une équivalen
e, on obtient deux formules, une pour 
haque impli
ation. Ensuite,
haque impli
ation est transformée de façon triviale en séquent normalisé grâ
e à la règle)-droit.1: t ête = n j� [impair ℄ t ête = n2: [impair ℄ t ête = n j� t ête = n3: [impair ℄[queue℄' j� [queue℄[queue℄[impair ℄'4: [queue℄[queue℄[impair ℄' j� [impair ℄[queue℄'5: [pair ℄' j� [queue℄[impair ℄'6: [queue℄[impair ℄' j� [pair ℄' 32 ExhaustivitéIl s'agit i
i de dé�nir la notion d'observabilité dans le 
adre du test à partir de spé
i�
ations modales sansquanti�
ateurs, a�n de pré
iser le jeu de tests dont doit être montrée l'exhaustivité. I
i, 
omme dans le 
adredu test à partir de spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs, sont 
onsidérées 
omme observablestoutes les formules sans variables, quelle que soit leur forme. Il nous faut alors montrer que l'ensemble des
onséquen
es sémantiques sans variables de la spé
i�
ation est un jeu de tests exhaustif. Contrairement au
hapitre pré
édent, mais de la même manière que dans le 
adre du premier ordre au 
hapitre VI, au
unehypothèse forte sur le système sous test n'est né
essaire pour obtenir l'exhaustivité du jeu de tests Sp� \Obs .La seule restri
tion porte sur le modèle asso
ié aux données, qui doit être �niment engendré. Cette restri
tionest mineure, 
ette propriété étant véri�ée la plupart du temps. En effet, il est naturel de 
onsidérer que lesvaleurs manipulées par le système sous test peuvent être dénotées par un terme 
los 
onstruit sur la signaturedu système.THÉORÈME VIII.1. Soient Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation modale sans quanti�
ateurs. Le jeu de tests Sp� \Obs estexhaustif pour tout modèle deMod(�) dont le modèle du premier ordre sous-ja
ent est �niment engendré.Preuve. Soit S un système sous test, i.e. S 2 Mod(�). On suppose que S j= Sp� \Obs . Montrons queCorre
tobs(S;Sp).Puisque S 2 Mod(�), S est une F -
oalgèbre (E;�), 
onstruite au-dessus d'une stru
ture du premierordre A, où F est le fon
teur dé�ni à la se
tion 2.2. D'après le théorème III.5, F étant polynomial,Mod(�) = Coalg(F) admet une 
oalgèbre terminale.Posons l'ensemble de formules modales sans variables Th(S) = f' 2 Obs j S j= 'g. NotonsCoalg(F)jTh(S) la sous-
atégorie pleine deCoalg(F) dont les objets sont les�-modèles qui validentTh(S).Il est fa
ile de véri�er queCoalg(F)jTh(S) est une 
ovariété.D'après le théorème III.6,Coalg(F)jTh(S) admetun modèle terminal, que nous noterons T =Th(S), qui est une sous-
oalgèbre de T . Coalg(F)jTh(S) étantfermée par sous-
oalgèbres, notons T =S la F -
oalgèbre (E0; �0) sur la stru
ture du premier ordre A, oùE0 = h(E) et h est l'unique morphisme de S dans T =Th(S). Par 
onstru
tion, nous avons S �obs T =S ,puisque S et T =S sont dans Coalg(F)jTh(S) . En fait, nous avons un résultat plus fort : le morphisme h
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torisation h = iÆq où q est surje
tive de S dans T =S . Puisque q est un morphisme, l'ensemblef(e; q(e)) j e 2 Eg est une bisimulation, et don
, q est un morphisme élémentaire. On 
on
lut alors quepour toute formule sans variables ' et pour tout état e 2 E, S j=e ', T =S j=q(e) '.Montronsmaintenant queT =S 2 Mod(Sp). Soit' un axiome deAx , soit e0 2 E0 un état et � 0 : V ! Aune interprétation. Montrons que T =S j=�0;e0 '. Comme le modèle du premier ordre sous-ja
ent à S est�niment engendré, pour tout état e 2 E et toute interprétation � : V ! A, S j=�;e '. En parti
ulier, 
'estvrai pour tout e 2 q�1(e0) et pour tout (�e)e2E tels que pour tout e0 2 E0, pour tout e 2 q�1(e0), �e = � 0e0 .Puisque S et T =S sont élémentairement équivalents sur les formules sans variables, et puisque le modèle dupremier ordre sous-ja
ent à 
ha
un d'entre eux est �niment engendré, nous avons T =S j=�0;e0 ' et don
T =S j= '. Par 
onséquent, 
omme T =S 2 Mod(Sp) et S �obs T =S , nous avons Corre
tobs(S;Sp).On suppose queCorre
tobs(S;Sp), i.e. il existe T 2 Mod(Sp) tel queT �obs S . Soit' 2 Sp� \Obs .Par hypothèse, T j= ', don
 S j= ' également. Alors S j= Sp� \Obs . 23 DépliageNous présentons i
i une généralisation de la méthode de séle
tion de tests par dépliage des axiomes, quenous avons présentée tout au long de 
ette thèse, aux spé
i�
ations modales sans quanti�
ateurs. Commenous l'avons annon
é dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre, la pro
édure que nous allons présenter est beau
oupplus une généralisation de la pro
édure dédiée aux spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateursprésentée au 
hapitre VI que de 
elle, présentée au 
hapitre pré
édent, pour des spé
i�
ations modales
onditionnelles positives. Nous verrons par la suite pour quelles raisons 
ette dernière pro
édure n'a pastrouvé de généralisation satisfaisante, et en quoi la pro
édure présentée i
i permet quand même de re
ouvrirles mêmes jeux de tests.Le but de la pro
édure de dépliage est de diviser le jeu de tests exhaustif de référen
e, Sp� \Obs .Dé
ouper 
e jeu de tests revient à dé
ouper 
ha
un des jeux de tests asso
ié à une formule parti
ulière prise
omme obje
tif de test. Les sous-jeux de test obtenus par la division du jeu de tests asso
ié à une formulesont des jeux de tests 
ontraints par un ensemble de formules et une substitution. Les notions de jeu de testspour une formule et de jeu de tests 
ontraint étant dé�nies de manière générale à la se
tion 3 du 
hapitre VI,indépendamment de la forme des formules, nous reprenons i
i 
es dé�nitions.DÉFINITION VIII.2� Jeu de tests asso
ié à une formule.Soient Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation modale sans quanti�
ateurs et Obs � For(�) l'ensemble desformules observables. Soit ' une formule modale sans quanti�
ateurs sur �, appelée obje
tif de test. Le jeu detests asso
ié à ', noté T', est l'ensemble dé�ni par :T' = f�(') j � : V ! T�; �(') 2 Sp� \ObsgDÉFINITION VIII.3� Jeu de tests 
ontraint.Soient Sp = (�;Ax ) une spé
i�
ation modale sans quanti�
ateurs et Obs � For(�) l'ensemble desformules sans variables sur �. Soit ' une formule modale sans quanti�
ateurs sur �. Soient C � For(�)un ensemble de formules appelées �-
ontraintes et � : V ! T�(V ) une substitution des variables. Le jeu de
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateurstests asso
ié à ' 
ontraint par C et �, noté T(C;�);', est l'ensemble de formules sans variables dé�ni par :
T(C;�);' = f�(�(')) j � : V ! T�;8
 2 C;Sp j= �(
)gLe 
ouple ((C; �); ') est appelé obje
tif de test 
ontraint.L'obje
tif de test initial donné en argument à la pro
édure n'est pas 
ontraint. La pro
édure va dé
ouperle jeu de tests asso
ié à 
et obje
tif de test en jeux de tests 
ontraints, à l'aide des axiomes de la spé
i�
ation.Elle prend en entrée :� une spé
i�
ation modale sans quanti�
ateurs Sp = (�;Ax ) dont les axiomes ont été transformés enséquents normalisés ;� une formule modale sans quanti�
ateurs', mise sous la forme d'une famille de séquents normalisés,et vue 
omme l'obje
tif de test 
ontraint initial h(f'g; Id); 'i ;� une famille 	 de 
ouples (C; �) où C est un ensemble de �-
ontraintes sous la forme de séquentsnormalisés, et � est une substitution des variables V ! T�(V ).Les jeux de tests pour une formule sont naturellement étendus aux ensembles de 
ouples 	 de la façonsuivante : T	;' = [(C;�)2	T(C;�);'Le premier ensemble 	0 
ontient uniquement le 
ouple 
omposé de la famille de séquents normalisésobtenue à partir de l'obje
tif de test ' et de la substitution identité.Le prin
ipe de la pro
édure est de 
her
her un arbre de preuve des différentes instan
es de l'obje
tif detest à partir des axiomes de la spé
i�
ation. Dans le 
adre de la séle
tion de tests à partir de spé
i�
ationsdu premier ordre sans quanti�
ateurs, il s'agit d'uni�er une partie de l'obje
tif de test sous la forme d'unséquent normalisé à une partie d'un axiome. On montre alors qu'il existe une preuve ayant 
et axiome àune de ses feuilles et l'obje
tif de test 
omme 
on
lusion. Le prin
ipe est le même i
i à une ex
eption près :les modalités. Dans le 
adre du premier ordre, toutes les formules d'un séquent normalisé sont atomiques.Si une uni�
ation est possible entre deux formules atomiques, elle uni�e né
essairement les formules dansleur totalité, 
elles-
i n'ayant pas de sous-formules. Les formules des séquents normalisés dans le 
adre dela logique modale sont 
onstituées d'une suite de modalités puis d'une formule quel
onque ne 
ommençantpas par une modalité. Une formule apparaissant dans un séquent normalisé peut don
 être uni�ée ave
une sous-formule d'une formule apparaissant dans un autre séquent normalisé. On va don
 
her
her àuni�er des sous-formules des formules 
omposant l'obje
tif de test sous forme de séquent normaliséave
 les formules du séquent normalisé 
orrespondant à un axiome. La règle de né
essitation permettantintuitivement d'ajouter des modalités devant toutes les formules d'un séquent, on va pouvoir faire porterl'uni�
ation sur une sous-formule qui ne soit pré
édée que de modalités. Il suf�ra alors d'appliquer la règlede né
essitation suf�samment de fois pour ajouter les modalités manquantes. On s
hématise le pro
essusglobal de la façon suivante :



3. Dépliage 141Axiome :  1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� '1; : : : ; 'q; �1; : : : ; �kà éliminer à éliminerAprès Ne
 : M1 1; : : : ;Mp p| {z }; z }| {M 01�1; : : : ;M 0l�l j� N1'1; : : : ; Nq'q| {z }; z }| {N 01�1; : : : ; N 0k�kuni�
ation uni�
ationObje
tif de test : z }| {M1�1; : : : ;Mp�p; 
p+1; : : : ; 
m| {z } j� z }| {N1�1; : : : ; Nq�q; Æq+1; : : : ; Æn| {z }à ajouter à ajouterOn tente don
 d'uni�er 
ha
un des �i ave
 
ha
un des  i pour tout i, 1 � i � p d'une part, et d'uni�er
ha
un des �i ave
 
ha
un des 'i pour tout i, 1 � i � q d'autre part. De façon à 
e que l'ajout desmodalités M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l et N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k soit effe
tivement possible grâ
e à uneou plusieurs appli
ations de la règle de né
essitation, 
es modalités doivent avoir une 
ertaine forme, quepré
ise la dé�nition suivante.DÉFINITION VIII.4� RelationN sur les modalités.Soient p; q 2 N . La relation N � (M�(V )�)p � (M�(V )�)q est dé�nie pour tous (M1; : : : ;Mp) 2(M�(V )�)p et (N1; : : : ; Nq) 2 (M�(V )�)q de la façon suivante :(M1; : : : ;Mp)N (N1; : : : ; Nq) si et seulement si1. Il existe n 2 N tel que pour tous i, j, 1 � i � p, 1 � j � q, il existe �i1; : : : ; �in; �j1; : : : ; �jn 2M�(V ) tels queMi = �i1 : : : �in et Nj = �j1 : : : �jn.2. Pour tout i, 1 � l � n, �1l ; : : : ; �pl et �1l ; : : : ; �ql sont tels que :(a) Il existe t 2 T�(V ) tel que pour tous i, j, 1 � i � p, 1 � j � q, �il et �jl sont tous égaux à [t℄ou h ti, ou bien �il et �jl sont tous égaux à [t�℄ ou h t�i.(b) Pour tous i, j, 1 � i � p, 1 � j � q, �il = [t℄ et �jl = h ti (resp. �il = [t�℄ et �jl = h t�i),sauf peut-être soit pour un k, 1 � k � p, tel que �kl = h ti (resp. �kl = h t�i), soit pour un k,1 � k � q, tel que �kl = [t℄ (resp. �kl = [t�℄).ou bien(a') Il existe t1; : : : ; tm 2 T�(V ) tel que pour tous i, j, 1 � i � p, 1 � j � q, �il et �jl sont touségaux à [ft1; : : : ; tmg℄ ou hft1; : : : ; tmgi, ou bien �il et �jl sont tous égaux à [ft1; : : : ; tmg�℄ou hft1; : : : ; tmg�i.(b') Pour tous i, j, 1 � i � p, 1 � j � q, �il = [ft1; : : : ; tmg℄ et �jl = hft1; : : : ; tmgi (resp.�il = [ft1; : : : ; tmg�℄ et �jl = hft1; : : : ; tmg�i), sauf peut-être soit pour un k, 1 � k � p, telque �kl = hft1; : : : ; tmgi (resp. �kl = hft1; : : : ; tmg�i), soit pour un k, 1 � k � q, tel que�kl = [ft1; : : : ; tmg℄ (resp. �kl = [ft1; : : : ; tmg�℄).Pour expliquer la né
essité de 
ette relation entre les modalités, revenons à la règle de né
essitation. Nousavons vu, lorsque nous avons présenté la règle de né
essitation pour le 
al
ul des séquents, qu'elle pouvaitprendre différentes formes. Nous avons en fait les trois règles suivantes pour les modalités indexées par un



142 VIII Séle
tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursterme t, ainsi que pour les modalités indexées par t�, par ft1; : : : ; tmg et par ft1; : : : ; tmg� :
� j��[t℄� j� h ti� � j� ';�[t℄� j� [t℄'; h ti� �; ' j��[t℄�; h ti' j� h ti�Pour qu'une formuleM1
1; : : : ;Mp
p j� N1Æ1; : : : ; NqÆq soit la 
on
lusion d'une ou plusieurs règles dené
essitation, il faut tout d'abord que 
haque suite de modalitésM1; : : : ;Mp; N1; : : : ; Nq soit 
omposée dumême nombre n demodalités (alinéa 1. de la dé�nition). Ensuite, si on prend le 
as (non rédu
teur) où 
haquesuite de modalités est 
omposée d'un unique modalité, on a la formule �1
1; : : : ; �p
p j� �1Æ1; : : : ; �qÆq .Pour que 
ette formule soit la 
on
lusion d'une des trois règles de né
essitation 
i-dessus, il faut que toutesles modalités �1; : : : ; �p; �1; : : : ; �q soient indexées par un même terme t, don
 qu'elles soient toutes de laforme [t℄ ou h ti (point 2.a. de la dé�nition). Ensuite, trois 
as se présentent (point 2.b. de la dé�nition) :� pour que la formule soit la 
on
lusion de la première règle, il faut que tous les �i, 1 � i � p soientégaux à [t℄ et que tous les �i, 1 � i � q soient égaux à h ti ;� pour qu'elle soit la 
on
lusion de la deuxième règle, il faut que tous les �i, 1 � i � p soient égaux à[t℄ et que tous les �i, 1 � i � q soient égaux à h ti, sauf un �k , 1 � k � q qui doit être égal à [t℄ ;� pour qu'elle soit la 
on
lusion de la troisième règle, il faut que tous les �i, 1 � i � p soient égaux à[t℄, sauf un �k , 1 � k � p qui doit être égal à h ti, et que tous les �i, 1 � i � q soient égaux à h ti.Le même raisonnement tient également ave
 les modalités indexées par t�, par ft1; : : : ; tmg et parft1; : : : ; tmg�.Cette relation sur les modalités nous assure don
 la proposition suivante :PROPOSITION VIII.1. Soit 
1; : : : ; 
p j� Æ1; : : : ; Æq un séquent. Soit (M1; : : : ;Mp) 2 (M�(V )�)p et(N1; : : : ; Nq) 2 (M�(V )�)q tels que (M1; : : : ;Mp)N (N1; : : : ; Nq). Alors il existe un arbre de preuve de
on
lusionM1
1; : : : ;Mp
p j� N1Æ1; : : : ; NqÆq uniquement 
omposé d'instan
es de la règle de né
essitation.La preuve de l'obje
tif de test à partir de l'axiome ave
 lequel il a pu en partie être uni�é va alors être
omposée de trois étapes : tout d'abord l'appli
ation de la substitution uni�
atri
e, puis l'appli
ation d'uneou plusieurs règles de né
essitation pour ajouter les modalités né
essaires, et en�n l'appli
ation d'autant derègles de 
oupure qu'il faut pour éliminer toutes les formules de l'axiome qui n'ont pas pu être uni�ées ave
l'obje
tif de test d'une part, et pour ajouter les formules de l'obje
tif de test qui n'ont pas pu être déduitesde l'axiome d'autre part. L'arbre de preuve global est alors de la forme suivante : les deux premières étapesde la preuve forment le premier arbre, noté Ax , tandis que la partie de l'arbre 
onsistant en l'appli
ation desrègles de 
oupure est donné plus bas.

 1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k; '1; : : : ; 'q Ax�( 1); : : : ; �( p); �(�1); : : : ; �(�l) j� �(�1); : : : ; �(�k); �('1); : : : ; �('q)Subs...M1�( 1); : : : ;Mp�( p);M 01�(�1); : : : ;M 0l�(�l) j� N 01�(�1); : : : ; N 0k�(�k); N1�('1); : : : ; Nq�('q)
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...�0 j�M 01�(�1);�0

Ax ...�0; N 01�(�1) j��0�;�0;M 01�(�1); : : : ;M 0l�(�l) j� N 02�(�2); : : : ; N 0k�(�k);�);�0)Cut... Cut�;�0;M 01�(�1); : : : ;M 0l�(�l) j��;�0 Cut�;�0;M 02�(�2); : : : ;M 0l�(�l) j��;�0 Cut... Cut�;�0 j��;�0 Cutoù � = fM1�( 1); : : : ;Mp�( p)g, �0 = f�(
p+1); : : : ; �(
m)g, � = fN1�('1); : : : ; Nq�('q)g et�0 = f�(Æq+1); : : : ; �(Æn)g.La pro
édure de dépliage est alors exprimée au travers des deux règles suivantes :Rédu
tion	 [ f(C [ f� j��g; �0)g	 [ f(�(C); � Æ �0)g 9
 2 �;9Æ 2 � t.q. �(
) = �(Æ)Dépliage 	 [ f(C [ f�g; �0)g	 [ [(
;�)2Dep(�)f(�(C) [ 
; � Æ �0)goù Dep(�) pour � = 
1; : : : ; 
m j� Æ1; : : : ; Æn est l'ensemble dé�ni de la façon suivante :( f(�(
p+1); : : : ; �(
m); N 0i�(�i) j� �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�k[ f(�(
p+1); : : : ; �(
m) j�M 0i�(�i); �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�l; �
!

����������������

 1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k; '1; : : : ; 'q 2 Ax ;1 � p � m;81 � i � p;9Mi 2M�(V )� t.q.Mi�( i) = �(
i);1 � q � n;81 � i � q;9Ni 2M�(V )� t.q. Ni�('i) = �(Æi);81 � i � l;81 � j � k;M 0i ; N 0j 2M�(V )�(M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l )N (N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k)k; l 2 N

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;La règle Rédu
tion élimine les tautologies des ensembles de 
ontraintes. La règle Dépliage est 
elledonnée au 
hapitre VI à laquelle est ajoutée la gestion des modalités. Cette règle 
onsiste à rempla
er laformule � par l'ensemble de 
ontraintes deDep(�), qui est 
onstitué des formules qui ont dû être éliminéespar la règle de 
oupure pour obtenir une preuve de �. En effet, s'il existe un axiome tel qu'on puisse uni�erune partie de ses sous-formules ave
 une partie des sous-formules de l'obje
tif de test, à des modalités prèsqui doivent respe
ter la forme imposée par la relation N , alors il est possible de prouver � à partir de 
etaxiome, en 
oupant une à une toutes les formules de l'axiome qui n'ont pas pu être uni�ées ave
 l'obje
tifde test.Chaque uni�
ation ave
 un axiome donne autant de 
ouples (
; �) qu'il existe de façons d'instan
ierM 01; : : : ;M 0l et N 01; : : : ; N 0k pour que (M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l ) et (N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k) soient
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursdans la relation N . La formule initiale � est alors rempla
ée par au moins autant d'ensemble de formulesqu'il existe d'axiomes à laquelle elle puisse être uni�ée. La dé�nition de Dep(�) étant fondée sur l'uni-�
ation, 
et ensemble est 
al
ulable si la spé
i�
ation Sp a un nombre �ni d'axiomes. Par 
onséquent,étant donnée une formule �, on a le 
ritère de séle
tion C� qui asso
ie à tout T(C;�0);' le jeu de tests(T(�(Cnf�g)[
;�Æ�0);')(
;�)2Dep(�) si � 2 C, et TC;' sinon.On é
rit (	; ') `D (	0; ') si	0 peut être dérivé de	 en appliquant la règleRédu
tion ouDépliage.La pro
édure de dépliage prend don
 en entrée une spé
i�
ation modale sans quanti�
ateurs Sp et uneformule modale sans quanti�
ateurs ' et applique su

essivement les règles Rédu
tion et Dépliage pourgénérer la suite de dérivations suivante :(	0; ') `D (	1; ') `D (	2; ') : : :EXEMPLE VIII.2� Listes.Supposons qu'on veuille tester la formule [pair ℄[queue℄ t ête = a) [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = b.Le premier ensemble de 
ouples 	0 est le suivant :	0 = f(f[pair ℄[queue℄ t ête = a j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = bg; Id)gAppliquer la pro
édure de dépliage sur l'unique 
ontrainte de l'ensemble de 
ontraintes de 
e 
ouple donnela famille de 
ouples suivante :	1 = f(f[pair ℄[queue℄[impair ℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = m0g; �1); (1)(fh pairi[queue℄[impair ℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = m0g; �1); (1)(f[pair ℄ h queuei[impair ℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = m0g; �1); (1)(fh pairi h queuei[impair ℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = m0g; �1); (1)(f[queue℄[impair ℄[queue℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = m0g; �1); (5)(f[pair ℄[queue℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[pair ℄[impair ℄ t ête = m0g; �2); (2)(f[pair ℄[queue℄ t ête = n0 j� [queue℄[queue℄[queue℄[impair ℄ t ête = m0g; �2)g (6)où �1 : a 7! n0; b 7! m0; n 7! n0 et �2 : a 7! n0; b 7! m0; n 7! m0. Chaque 
ouple de 	1 est étiquetépar le numéro de l'axiome ave
 lequel l'obje
tif de test a été uni�é.Le premier 
ouple de 	1 provient de l'uni�
ation de l'obje
tif de test ave
 l'axiome (1). PuisqueM1�1( 1) = �1(
1), oùM1 = [pair ℄[queue℄,  1 est la formule t ête = n et 
1 est la formule t ête = a,les 
ontraintes obtenues sont les séquents N 01�1(�1) j� �1(Æ1) où �1 est la formule [impair ℄ t ête = n,Æ1 est la formule [queue℄[queue℄[pair ℄ t ête = b, et N 01 doit être tel que M1 N N1. Selon la dé�nitionde la relation N , plusieurs N1 
orrespondent, à savoir [pair ℄[queue℄, h pairi[queue℄, [pair ℄ h queuei eth pairi h queuei, d'où les quatre 
ontraintes générées par l'uni�
ation ave
 l'axiome (1).On remarque que la formule sous test n'est une 
onséquen
e de la spé
i�
ation que si a = b. Lapro
édure de dépliage engendre alors deux types de 
ouples formés d'un ensembles de 
ontraintes et d'unesubstitution : 
eux dans lesquels la substitution � est telle que �(a) = �(b), qui mènent à des 
as de testpuisque 
e sont des 
onséquen
es de la spé
i�
ation, et 
eux dans lesquels �(a) 6= �(b), qui ne mènentpas à des 
as de test. I
i, lorsqu'une 
ontrainte est uni�ée ave
 les deux membres de l'axiome (1) ou (2), lasubstitution fait 
oïn
ider a et b et le 
ouple 
ontraintes substitution obtenu mènera à des 
as de test.



3. Dépliage 145Comme on l'a déjà dit, la pro
édure de dépliage ne peut pas faire de distin
tion entre 
es deux typesde 
ontraintes, mais 
elle-
i sera faite avant de soumettre les obje
tifs de test 
ontraints 
orrespondants, enappliquant une substitution 
lose � à toutes les formules présentes dans le jeu de test 
ontraint. Comme, pardé�nition, �( ) doit être une 
onséquen
e de la spé
i�
ation, les obje
tifs de tests 
ontraints dans lesquels�(a) 6= �(b) ne seront pas soumis au système. 3De la même manière que dans le 
adre de la séle
tion à partir de spé
i�
ations du premier ordre sansquanti�
ateurs, la pro
édure de dépliage a été dé�nie de façon à 
ouvrir les 
omportements d'un obje
tif detest donné, représenté par la formule '. Pour 
ouvrir plus largement le jeu de tests exhaustif Sp� \Obs ,une stratégie 
onsiste à ordonner les formules modales en fon
tion de leur taille, de la façon suivante :
�0 = f j� r(x1; : : : ; xn) j r : s1 � : : :� sn 2 R;8i; 1 � i � n; xi 2 Vsig

�n+1 = f j� : ; j� [m℄ ; j�  1� 2 jm 2M�(V );� 2 f^;_;)g;  ;  1;  2 2 �ngEnsuite, de manière à gérer la taille du jeu de tests Sp� \Obs , on 
ommen
e par 
hoisir un entier k 2 N ,et on applique pour tout i, 1 � i � k, la pro
édure de dépliage présentée 
i-dessus à 
haque formuleappartenant à �i.On prouve maintenant les propriétés de 
orre
tion et de 
omplétude du 
ritère de séle
tion dé�ni par lapro
édure de dépliage à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateurs.THÉORÈME VIII.2. Si h	; 'i `U h	0; 'i, alors T	;' = T	0;'.Preuve.(Corre
tion) Montrons que si h	; 'i `U h	0; 'i, alors T	0;' � T	;'.Si la règle appliquée est Rédu
tion, 
'est trivial. Si la règle appliquée est la règle de Dépliage, pardé�nition, on dit montrer que pour tout (C; �0) 2 	, pour tout  2 C, pour tout (
; �) 2 Dep( ),T(
;�Æ�0);' � T(f g;�0);'. On doit alors montrer que pour toute substitution 
lose � : V ! T� telle queSp j= �(�), pour tout � 2 
, il existe �0 : V ! T� telle que Sp j= �0( ).On suppose que la formule  est de la forme 
1; : : : ; 
m j� Æ1; : : : ; Æn, et que l'ensemble 
 tel que(
; �) 2 Dep( ) est de la forme
f(�(
p+1); : : : ; �(
m); N 0i�(�i) j� �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�k[ f(�(
p+1); : : : ; �(
m) j�M 0i�(�i); �(Æq+1); : : : ; �(Æn)g1�i�loù 1 � p � m et 1 � q � n sont tels que  1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �k; '1; : : : ; 'q 2 Ax ,pour tout 1 � i � p il existe Mi 2 M�(V )� tel que Mi�( i) = �(
i), pour tout 1 � i � qil existe Ni 2 M�(V )� tel que Ni�('i) = �(Æi), et M 01; : : : ;M 0l ; N 01; : : : ; N 0k 2 M�(V )� tel que(M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l )N (N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k).Puisque (M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l )N (N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k), on a l'arbre de preuve suivant, noté
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Ax par la suite :

 1;:::; p;�1;:::;�l j� �1;:::;�k;'1;:::;'q Ax��( 1);:::;��( p);��(�1);:::;��(�l) j� ��(�1);:::;��(�k);��('1);:::;��('q) Subs...M1��( 1);:::;Mp��( p);M 01��(�1);:::;M 0l��(�l) j� N 01��(�1);:::;N 0k��(�k);N1��('1);:::;Nq��('q)où les points de suspension rempla
ent les multiples appli
ations de la règle de né
essitation.On a alors l'arbre de preuve suivant, où � = fM1��( 1); : : : ;Mp��( p)g, � =fN1��('1); : : : ; Nq��('q)g, �0 = f��(
p+1); : : : ; ��(
m)g, �0 = f��(Æq+1); : : : ; ��(Æn)g, pourtout i, 1 � i � l, 
i = fM 0i��(�i); : : : ;M 0l��(�l)g et pour tout i, 1 � i � k, �i =fN 0i��(�i); : : : ; N 0k��(�k)g. La 
omposition �0 Æ � de deux substitutions � : V ! T�(V ) et�0 : T�(V )! T�(V ), appliquée à une formule ', est notée �0�(').
...�0 j�M 0l��(�l);�0

...�0 j�M 02��(�2);�0
...�0 j�M 01��(�1);�0 SA�;�0;
2 j��;�0...�;�0;
l j��;�0�;�0 j��;�0où SA est le sous-arbre suivant :Ax�;
1 j� �1;� ...�0; N 01��(�1) j� �0�;�0;
1 j� �2;�;�0 ...�0; N 02��(�2) j��0...�;�0;
1 j� �k;�;�0 ...�0; N 0k��(�k) j� �0�;�0;
1 j� �;�0(Complétude) Montrons que si h	; 'i `U h	0; 'i, alors T	;' � T	0;'.Par dé�nition de la règle de Dépliage, on doit prouver que T(f g;�0);' � [(
;�)2Dep( )T(
;�Æ�0);'.On doit alors prouver que pour toute substitution 
lose � : V ! T� telle que Sp j= �( ), il existe(
; �) 2 Dep( ) tel qu'il existe �0 : V ! T� telle que Sp j= �0(�) pour tout � 2 
. En d'autres termes, ondoit prouver que �( ) peut être déduit de la spé
i�
ation Sp s'il existe (
; �) 2 Dep( ), et �0 : V ! T�tels que Sp j= �0(�) pour tout � 2 
.Tout d'abord, remarquons que la pro
édure de dépliage dé�nit une stratégie qui limite l'espa
e dere
her
he d'arbres de preuve aux arbres ayant une stru
ture parti
ulière. La pro
édure dé�nit une stratégiede re
her
he de preuve qui séle
tionne les arbres de preuve où :
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une instan
e de la règle de 
oupure n'apparaît au-dessus d'instan
es des règles de substitution etde né
essitation ;� au
une instan
e de la règle de substitution n'apparaît au-dessus d'instan
es de la règle de né
essitation ;� il n'y a pas d'instan
e de la règle de 
oupure dont les prémisses sont toutes les deux des 
on
lusionsd'instan
es de la règle de 
oupure.On doit alors prouver qu'il existe un arbre de preuve de 
on
lusion �( ) possédant 
ette stru
ture. On vaen fait prouver une résultat plus fort : on va dé�nir des transformations élémentaires d'arbres de preuve, quipermettent de réé
rire des 
ombinaisons élémentaires de règles d'inféren
e, et nous allons enduite prouverque la transformation globale résultante est faiblement normalisante, et que les formes normales sont desarbres de preuve ayant la stru
ture voulue.Le 
as de la règle de 
oupure au-dessus de la règle de substitution :� j��; ' �0; ' j� �0�;�0 j� �;�0 Cut�(�); �(�0) j� �(�); �(�0) Subs  
� j� �; '�(�) j� �(�); �(')Subs �0; ' j� �0�(�0); �(') j� �(�0) Subs�(�); �(�0) j� �(�); �(�0) CutLe 
as de la règle de 
oupure au-dessus de la règle de né
essitation :� j� �; ' �0; ' j��0�;�0 j� �;�0 Cut[t℄�; [t℄�0 j� h ti�; h ti�0Ne
  � j� �; '[t℄� j� h ti�; h ti'Ne
 �0; ' j� �0[t℄�0; h ti' j� h ti�0Ne
[t℄�; [t℄�0 j� h ti�; h ti�0 CutLe 
as où deux instan
es de la règle de 
oupure se trouve au-dessus d'une troisième doit être divisé endeux 
as, selon la position de la dernière formule 
oupée dans les prémisses de l'instan
e droite de la règlede 
oupure.Le 
as où la formule ' est dans la prémisse gau
he. Par exemple :�1 j��1; '1; ' �01; '1 j��01�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2; ' j��2; '2 �02; '2 j��02�2;�02; ' j��2;�02 Cut�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 Cut

 
�1 j��1; '1; ' �01; '1 j��01�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2; ' j��2; '2�1;�01;�2 j��1;�01;�2; '2 Cut �02; '2 j��02�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 CutLe 
as où la formule ' est dans la prémisse droite. Par exemple :�1 j��1; '1 �01; '1 j��01; '�1;�01 j��1;�01; ' Cut �2 j��2; '2 �02; '2; ' j��02�2;�02; ' j��2;�02 Cut�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 Cut
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�1 j��1; '1 �01; '1 j��01; '�1;�01 j��1;�01; ' Cut �02; '02; ' j��02�1;�01;�02; '2 j��1;�01;�02 Cut �2 j��2; '2�1;�01;�2;�02 j��1;�01;�2;�02 CutPour un arbre � = �1 �2�1;�2 j��1;�2Cut, notonsm(�) la mesure de �, dé�nie 
omme étant le nombred'instan
es de la règle de 
oupure dans �2. Un arbre de preuve est dit maximal si et seulement s'il est de laforme �11 �12�1 j��1; 'Cut �21 �22�2; ' j��2 Cut�1;�2 j��1;�2 Cutetm(�) = 1. En appliquant la stratégie qui 
onsiste à réduire les arbres de preuve maximaux, il est fa
ile demontrer que la mesurem dé
roît pour 
haque transformation élémentaire donnée plus haut.Puisque par hypothèse, Sp j= �( ), et  n'est pas une tautologie, il existe né
essairement un axiome 1; : : : ;  p; �1; : : : ; �l j� �1; : : : ; �r; '1; : : : ; 'q et une substitution 
lose �0 telle que pour tout 1 � i � p,il existe Mi 2 M�(V )� tel que Mi�0( i) = �0(
i), pour tout 1 � i � q il existe Ni 2 M�(V )� telque Ni�0('i) = �0(Æi), et (M1; : : : ;Mp;M 01; : : : ;M 0l )N (N1; : : : ; Nq; N 01; : : : ; N 0k). La substitution �0est don
 un uni�
ateur de 
haque  i et 
0i, et de 
haque 'i et Æ0i. Il existe don
 un arbre de preuve résultantde la transformation dé�nie plus haut, de 
on
lusion �0( ), où �0 = �00, et de la forme :
...�0 j�M 0l�0(�l);�0

...�0 j�M 02�0(�2);�0
...�0 j�M 01�0(�1);�0 SA�;�0;
2 j��;�0...�;�0;
l j��;�0�;�0 j��;�0où SA est le sous-arbre suivant :Ax�;
1 j� �1;� ...�0; N 01�0(�1) j� �0�;�0;
1 j� �2;�;�0 ...�0; N 02�0(�2) j� �0...�;�0;
1 j� �k;�;�0 ...�0; N 0k�0(�k) j� �0�;�0;
1 j� �;�0ave
 Ax le sous-arbre :
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 1;:::; p;�1;:::;�l j� �1;:::;�k;'1;:::;'q Ax�0( 1);:::;�0( p);�0(�1);:::;�0(�l) j� �0(�1);:::;�0(�k);�0('1);:::;�0('q) Subs...M1�0( 1);:::;Mp�0( p);M 01�0(�1);:::;M 0l�0(�l) j� N 01�0(�1);:::;N 0k�0(�k);N1�0('1);:::;Nq�0('q) 24 Comparaison ave
 le test de 
onformitéNous abordons, dans 
ette se
tion, la 
omparaison de notre appro
he du test ave
 
elle habituellementsuivie pour tester des systèmes dynamiques et réa
tifs, le test de 
onformité. Nous nous inspirons de laprésentation du test de 
onformité donnée par Assia Touil dans sa thèse [Tou06℄. Nous tentons de menerla 
omparaison entre les deux appro
hes essentiellement au travers de la notion de 
orre
tion d'un systèmepar rapport à sa spé
i�
ation. La méthode que nous suivons i
i 
onsiste à pla
er les deux appro
hes dans lemême 
adre formel, 
elui des spé
i�
ations axiomatiques.Nous présentons tout d'abord le formalisme sur lequel repose le test de 
onformité, 
elui des systèmes detransitions étiquetées.Nous posons les hypothèses de test de 
e 
adre et dé�nissons la relation de 
onformité.Nous 
her
hons ensuite à asso
ier à un IOSTS une spé
i�
ation exprimée en logique modale, de façon àpouvoir étudier la transposition de la relation de 
onformité dans le 
adre axiomatique. Nous abordonségalement les notions d'obje
tifs de test et de verdi
ts, que nous 
omparons à nos propres notions. Nousdressons en�n un bilan 
on
is de nos observations.4.1 Systèmes de transitions symboliques à entrées et sortiesSyntaxe. Les IOSTS sont des modèles permettant de spé
i�er des systèmes réa
tifs en dé
rivant à la foisleurs intera
tions ave
 leur environnement (sous la forme d'envoi et de ré
eption de messages) et l'évolutionde leur état interne (par des affe
tations de variables) [JJRZ05℄. Le formalisme des IOSTS est une extensionde 
elui des systèmes de transitions étiquetées à entrées et sorties nommés IOLTS [JJ04℄ (pour Input OutputLabelled Transition Systems) ainsi que de 
elui des systèmes de transitions symboliques [FTW04℄ (STS pourSymboli
 Transition Systems).L'état du système est dé
rit par un ensemble de variables appelées variables d'état. Chaque interprétationde 
es variables 
ara
térise un état du système. La partie � données � du système est dé
rite à l'aide de lalogique du premier ordre. Pour dé
rire les 
ommuni
ations du système ave
 son environnement ou ave
d'autres systèmes, on se donne également un ensemble de 
anaux de 
ommuni
ation. On a don
 la dé�nitionsuivante d'une signature pour un IOSTS.DÉFINITION VIII.5� IOSTS-signature.Une IOSTS-signature 
 est un triplet (�; V; C) où :� � est une signature du premier ordre ;� V est un ensemble de variables sur � appelées variables d'état ;
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ations modales sans quanti�
ateurs� C est un ensemble de noms de 
anaux de 
ommuni
ation où 
haque nom 
 est muni d'une arité dansS [ f"g. C est muni d'une partition C? et C ! désignant respe
tivement le sous-ensemble des 
anauxd'entrée et 
elui des 
anaux de sortie. Cha
un de 
es sous-ensembles est une famille indexée par S [f"g :C? = (C?s )s2S [ C?" et C ! = (C !s)s2S [ C !".Les 
ommuni
ations entre IOSTS sont représentées par des messages. Ces messages sont de deux types :� les émissions au travers d'un 
anal d'un signal ou d'une valeur représentée par un terme du premierordre ;� les ré
eptions au travers d'un 
anal d'un signal ou d'une valeur à sto
ker sur une variable.On ajoute à 
es 
ommuni
ations ave
 l'extérieur une a
tion appelée a
tion interne. Celle-
i représente un
hangement d'état résultant du fon
tionnement interne du système et non d'une intera
tion ave
 l'environ-nement. Elle peut également être issue de la syn
hronisation de deux 
ommuni
ations 
omplémentaires dedeux IOSTS. En effet, lorsque les IOSTS sont 
omposés entre eux pour 
onstituer un unique système, il est
lassique de 
onsidérer que l'é
hange de données entre deux sous-systèmes par syn
hronisation d'un envoiet d'une ré
eption est une a
tion interne du système global. Nous n'aborderons pas i
i 
et aspe
t.DÉFINITION VIII.6� A
tions de 
ommuni
ation.Soit 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature. L'ensemble des a
tions de 
ommuni
ation sur 
, noté A
t(
),est l'union Input(
) [Output(
) [ f�g où :� Input(
) est l'ensemble f
?x j 
 2 C?s ; x 2 Vsg [ f
? j 
 2 C?"g dont les éléments sont appelésré
eptions ;� Output(
) est l'ensemble f
!t j 
 2 C !s; t 2 T�(V )sg [ f
! j 
 2 C !"g dont les éléments sontappelés émissions ;� � représente de façon générique une a
tion interne.Un IOSTS est alors un système de transitions étiquetées par des a
tions de 
ommuni
ations danslesquelles sont distinguées les ré
eptions, les émissions et les a
tions internes au système. Ces a
tions de
ommuni
ation peuvent être 
onditionnées par une formule du premier ordre appelée garde. Elles peuventégalement être suivies d'une modi�
ation interne de l'état du système par une substitution des variablesd'état. Parmi les états est distingué un état dit initial, dans lequel les variables d'état peuvent être initialisées.DÉFINITION VIII.7� IOSTS.Soit 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature. Un IOSTS G sur 
 est un quadruplet (Q ; q0 ; T; �) où :� Q est un ensemble dont les éléments sont appelés états ;� q0 2 Q est l'état initial ;� T � Q � For(�)�A
t(
)� T�(V )V � Q est la relation de transition ;� � : V ! T�(V ) est la fon
tion d'initialisation.Une transition est don
 un quintuplet (q; '; a
t ; &; q0) où q et q0 sont respe
tivement les états sour
e et
ible de la transition, ' est la 
ondition de fran
hissement de la transition, appelée garde, a
t est l'a
tion de
ommuni
ation et & est une substitution des variables qui permet de modi�er l'état interne du système enmodi�ant la valeur d'un sous-ensemble des variables d'état. Une transition (q; '; a
t ; &; q0) est représentée
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onformité 151graphiquement de la manière suivante : q ' a
t &�����! q0EXEMPLE VIII.3� Compte à rebours.On donne i
i l'exemple d'un IOSTS très simple. Le système qu'il représente attend de re
evoir del'environnement, au travers du 
analD�ebut , un entier qu'il sto
ke dans la variable x. Puis, tant que la valeursto
kée dans x n'est pas nulle, il l'envoie vers l'environnement par le 
anal Msg et la dé
rémente. Lorsquela valeur est nulle, le message Stop est envoyé et le système s'arrête.
q2q0 q1D�ebut?x x = 0Stop!

x > 0Msg !xx := x� 1La signature de 
et IOSTS est le triplet (�; V; C) où :� = (S; F;R) ave
 : V = VNat = fxgS = fNatgF = f _� _ : Nat �Nat ! Nat g C = C?Nat q C !Nat q C !"R = f = : Nat �Nat ;> : Nat �Nat g ; = fD�ebutg [ fMsgg [ fStopg 3Sémantique. Un IOSTS dé
rivant le 
omportement d'un système en termes de 
ommuni
ations ave
 sonenvironnement, il est 
ara
térisé par l'ensemble des séquen
es �nies d'émissions et de ré
eptions qu'il peuteffe
tuer au 
ours d'une exé
ution. Les éléments de base 
onstituant un IOSTS étant les transitions, nousavons tout d'abord besoin de donner une sémantique aux transitions.DÉFINITION VIII.8� Sémantique d'une transition.Soient 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature et G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur 
. Soit M unmodèle de �. On note A
tM(
) l'ensemble (C � f?; !g � M) [ (C � f?; !g) [ f�g. La sémantiqued'une transition tr = (q; '; a
t ; &; q0) 2 T est la relation Run(tr) � MV � A
tM(
) �MV telle que(�i; a
tM; �f ) 2 Run(tr) si et seulement si :� si a
t est de la forme 
!t (resp. 
!), alorsM j=�i ', �f = & Æ �i et a
tM = (
; !; �i(t)) (resp.a
tM = (
; !)) ;� si a
t est de la forme 
?x, alorsM j=�i ', il existe �a telle que �a(y) = �i(y) pour tout y 6= x,�f = & Æ �a et a
tM = (
; ?; �a(x)) ;� si a
t est de la forme 
?, alorsM j=�i ', �f = & Æ �i et a
tM = (
; ?) ;� si a
t = � , alorsM j=�i ', �f = & Æ �i et a
tM = � .
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursLes appli
ations �i et �f désignent respe
tivement l'interprétation des variables avant et après le fran-
hissement de la transition. L'expression a
tM est la valeur du message envoyé ou reçu, muni du nom du
anal et du symbole indiquant une émission ou une ré
eption. On donne don
 un sens à une transition d'unepart au travers du 
hangement d'état qu'elle induit et d'autre part au travers de la valeur qu'elle reçoit ouqu'elle produit.Notation. Dans la suite, on notera les éléments de A
tM(
) de la façon suivante :� on notera 
?�(x) (respe
tivement 
?) le triplet (
; ?; �(x)) (respe
tivement le 
ouple (
; ?)) ;� on notera 
!�(t) (respe
tivement 
!) le triplet (
; !; �(t)) (respe
tivement le 
ouple (
; !)).Soit tr 2 T . On dé�nit les appli
ations sour
e : Run(tr) ! MV , a
t : Run(tr) ! A
tM(
) et
ible : Run(tr)!MV de la façon suivante pour tout r = (�i; a
tM; �f ) deRun(tr) : sour
e(r) = �i,a
t(r) = a
tM et 
ible(r) = �f .Les transitions peuvent être 
omposées au sein d'un IOSTS a�n d'obtenir 
e qu'on appelle un 
hemin.Un 
hemin �ni débute à l'état initial de l'IOSTS. Une exé
ution est alors une instan
e d'un 
hemin �ni.DÉFINITION VIII.9� Chemins �nis.Soit G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur une signature 
. L'ensemble des 
hemins �nis dans G , notéCF (G ), est l'ensemble des suites �nies tr1 : : : trn de transitions de T telles que sour
e(tr1) = q0 et pourtout i, 1 � i < n, 
ible(tr i) = sour
e(tr i+1).Un 
hemin �ni d'un IOSTS étant une suite �nie de transitions de 
et IOSTS, donner une sémantique àun 
hemin revient alors à 
omposer la sémantique des transitions le 
onstituant.DÉFINITION VIII.10� Exé
ution d'un 
hemin �ni.Soient 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature et G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur 
. SoitM un modèlede �. Soit un 
hemin �ni 
h = tr1 : : : trn 2 CF (G ). Les exé
utions de 
h sont toutes les suites r1 : : : rntelles que :� pour tout i, 1 � i � n, ri 2 Run(tr i) ;� il existe une interprétation �1 : V ! M telle que sour
e(r1) = �1 Æ � et pour tout i, 1 � i < n,
ible(ri) = sour
e(ri+1).La suite de 
ommuni
ations de l'IOSTS ave
 son environnement est appelée tra
e observable du 
hemin.La tra
e est la seule partie observable d'une exé
ution. Une tra
e observable d'un 
hemin est alors la restri
tiond'une exé
ution de 
e 
hemin aux a
tions observables, 
'est-à-dire aux ré
eptions et aux émissions de valeurs.DÉFINITION VIII.11� Tra
es observables d'un 
hemin �ni.Soit G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur une signature 
. Soit un 
hemin �ni 
h = tr1 : : : trn 2CF (G ). L'ensemble des tra
es observables de 
h , noté Tra
es(
h), est l'ensemble des suites d'a
tionsa
t(r1) : : : a
t(rn) pour toute exé
ution r1 : : : rn de 
h .La sémantique d'un IOSTS est alors l'ensemble des tra
es observables de tous les 
hemins �nis de 
etIOSTS.
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onformité 153DÉFINITION VIII.12� Sémantique d'un IOSTS.Soit G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur une signature 
. La sémantique de G , notée Tra
es(G ), est dé�niede la façon suivante : Tra
es(G ) = [
h2CF (G ) Tra
es(
h)4.2 Relation de 
onformitéDans le 
adre du test de 
onformité, il est supposé que l'environnement peut observer non seulementles sorties du système, mais également l'absen
e de sortie. Celle-
i peut être due à l'arrêt total du système(deadlo
k) ou bien à un arrêt provisoire dans un état où le système n'émet pas de valeur, ou en
ore à unesuite d'a
tions internes bou
lant indé�niment. Cette absen
e de sortie est appelée quies
en
e. En pratique,la quies
en
e est observée en �xant un délai au-delà duquel on 
onsidère que le système ne réagira plus s'iln'a pas déjà réagi. Elle est modélisée par une a
tion sur un 
anal noté Æ et 
onsidérée 
omme une émissiondu système, puisqu'elle ne peut pas être 
ontr�lée par l'environnement. On supposera dans 
ette se
tion queles IOSTS ne 
ontiennent pas de bou
le d'a
tions internes.On peut alors 
ompléter un IOSTS en ajoutant des transitions étiquetées par Æ! aux états qui peuventêtre partiellement ou totalement bloquants. Un état peut être bloquant pour différentes raisons : le systèmeest en attente d'une ré
eption, il est don
 bloqué jusqu'à la ré
eption d'une valeur ; le système ne satisfaitau
une des gardes qui lui permettrait d'émettre une valeur ou d'effe
tuer une a
tion interne ; l'état ne possèdeau
une transition sortante. Dans 
ha
un de 
es 
as, l'état sera muni d'une bou
le étiquetée par Æ!. On appelle
ette opération de 
omplétion l'enri
hissement d'un IOSTS par la quies
en
e.DÉFINITION VIII.13� Enri
hissement par la quies
en
e.Soient 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature et G = (Q ; q0 ; T; Id) un IOSTS sur 
. L'enri
hissement deG par la quies
en
e est l'IOSTS G Æ = (Q ; q0 ; T [ TÆ ; Id) sur la signature 
Æ = (�; V; C [ fÆg) tel que(q; '; a
t ; &; q) 2 TÆ si et seulement si :� a
t = Æ!, & = Id ;� si tr1; : : : ; trn sont toutes les transitions de la forme tr i = (q; 'i; a
t i; &i; qi) ave
 a
t i 2Output(
) ou a
t i = � :� si n > 0 alors ' = Vi�n :'i,� sinon ' = true .Tous les états sour
es de transitions étiquetées par une ré
eption sont don
 pourvus d'une bou
le Æ!,ainsi que tous les deadlo
ks. On ajoute également une bou
le étiquetée par Æ! aux états dans lesquels lesystème ne peut pas effe
tuer les émissions ou les a
tions internes prévues s'il ne valide au
une des gardesde ses transitions sortantes, 
'est-à-dire s'il valideVi�n :'i, où les 'i, 1 � i � n sont les gardes.EXEMPLE VIII.4� Compte à rebours.On enri
hit l'IOSTS de l'exemple pré
édent par la quies
en
e. Dans l'état q0, le système attend dere
evoir une valeur, on lui ajoute don
 une bou
le étiquetée par Æ!. Dans l'état q1, le système ne satisfaitau
une des deux gardes si x est stri
tement négatif, on le munit don
 d'une bou
le Æ! gardée par la formulex < 0. L'état q2 est un deadlo
k, on lui ajoute don
 également une bou
le Æ!.
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursx < 0Æ!
Æ! Æ!

q2q0 D�ebut?x x = 0Stop!q1
x > 0Msg !xx := x� 1 3Dans le 
adre du test de 
onformité, les hypothèses de test sont les suivantes :1. Le système sous test peut être modélisé par un IOSTS qu'on note IMPL. Les données manipuléespar 
et IOSTS sont des valeurs de l'ensembleM sous-ja
ent au modèleM de�. Ces valeurs peuventtoutes être dénotées par un terme 
los sur �.2. IMPL est un IOSTS 
ontr�lable, 
'est-à-dire qu'il possède les deux propriétés suivantes : la propriétéde suites bornées d'a
tions internes, qui assure que le système ne peut pas bou
ler indé�niment pardes a
tions non observables, et 
elle d'absen
e de deadlo
k interne, qui assure qu'on peut toujoursobserver, grâ
e à une émission, la �n d'une exé
ution interne. Il est fa
ile d'observer que si un IOSTSpossède la première de 
es deux propriétés, son enri
hissement par la quies
en
e possède égalementla se
onde. On 
onsidère don
 que le système sous test peut être modélisé par un IOSTS possédantla propriété de suites bornées d'a
tions internes et enri
hi par la quies
en
e.3. Le système sous test est 
omplet en entrée : en tout état, il a

epte de re
evoir n'importe quelle valeursur n'importe quel 
anal.Ces hypothèses sont formalisées de la façon suivante.DÉFINITION VIII.14� Modèle du système sous test.Un modèle du système sous test est un IOSTS noté IMPL sur une signature 
Æ qui est l'enri
hissement parla quies
en
e d'un IOSTS G sur 
 tel que G a les propriétés suivantes :� suites bornées d'a
tions internes : il existe un entier naturelN tel que pour tout 
h 2 CF (G ), pourtoute exé
ution r1 : : : rm de 
h , pour tout i, j, 1 � i � j � m, tels que pour tout k, i � k � j,a
t(rk) = � , on a j � i � N ;� 
omplétude en entrée : pour toute tra
e tr 2 Tra
es(G ), pour tout a
t 2 A
tM(
) de la forme 
?ou 
?a, tr : a
t 2 Tra
es(G ).Sous 
es hypothèses de test, il est alors possible de dé�nir la notion de 
orre
tion d'un systèmereprésenté par un IOSTS par rapport à sa spé
i�
ation elle-même sous la forme d'un IOSTS. Cette relationde 
orre
tion est appelée 
onformité. Intuitivement, un système est 
onforme à sa spé
i�
ation si l'exé
utionpar le système d'une tra
e de la spé
i�
ation (enri
hie par la quies
en
e) dé
len
he une émission autoriséepar la spé
i�
ation. La dé�nition suivante est une adaptation au 
adre des IOSTS de la relation io
o dé�niepar Jan Tretmans [Tre92℄.
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onformité 155DÉFINITION VIII.15� Conformité.Soit 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature. Soient IMPL un modèle du système sous test sur 
Æ et S unIOSTS sur 
. IMPL est 
onforme à S si et seulement si pour toute tra
e tr 2 Tra
es(SÆ)\Tra
es(IMPL),s'il existe a
tM 2 A
tM(
) [ fÆ!g de la forme 
!t ou 
! telle que tr : a
tM 2 Tra
es(IMPL), alorstr : a
tM 2 Tra
es(SÆ).Selon 
ette dé�nition, une spé
i�
ation peut être partielle sur les entrées : tous les 
omportements sontautorisés à l'implantation après une ré
eption qui n'aurait pas été spé
i�ée. Cela 
orrespond à la notionhabituelle de 
orre
tion selon laquelle un système fait au moins 
e qu'il est 
ensé faire mais peut égalementen faire plus. La �gure suivante, due à Thierry Jéron [Jér01℄, illustre les différents aspe
ts de la relation de
onformité. Les implantations IMPL 1 et IMPL 2 sont 
onformes à la spé
i�
ation : les sorties de IMPL 1après la ré
eption sur le 
anal a sont in
luses dans 
elles de SPEC et les entrées de la spé
i�
ation en l'étatinitial sont in
luses dans 
elles de IMPL 2. Au 
ontraire, les implantations IMPL 3 et IMPL 4 ne sont pas
onformes à la spé
i�
ation : la sortie sur le 
anal z après la ré
eption sur le 
anal a n'est pas autorisée parla spé
i�
ation ainsi que le blo
age après l'émission sur le 
anal x.

Æ! Æ!y!
a? Æ!

Æ!y!z!
a? Æ!Æ!y!

a? Æ!
Æ!a?

Æ!y!
a? b? z!
Æ!

x!z!

z! x! x!z!
IMPL1 IMPL2

IMPL3 IMPL4
Choix d'implantation Spé
i�
ation partielle

Sortie interdite Blo
age interdit
z! x! x!z!

SPEC

4.3 Modélisation de la relation de 
onformité dans notre 
adreDe façon à pouvoir 
omparer les notions de 
orre
tion et de 
onformité, il nous faut nous pla
er dans unformalisme unique, 
'est-à-dire asso
ier des spé
i�
ations logiques aux IOSTS ou asso
ier des modèles sousla forme d'IOSTS aux spé
i�
ations modales. Nous 
hoisissons i
i de mener la 
omparaison en dé
rivant lemodèle des IOSTS à l'aide d'une spé
i�
ation exprimée en logique modale. Il s'avère en effet très dif�
ile
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursde poser des restri
tions sur les spé
i�
ations modales de façon à 
e que les modèles qui leur sont asso
iéssoient des IOSTS. Il est même impossible de 
ara
tériser une 
lasse de modèles qui seraient uniquement desIOSTS, une spé
i�
ation axiomatique admettant né
essairement parmi ses modèles des modèles in�nis.Une façon simple de 
omparer les deux appro
hes est alors de montrer que deux IOSTS véri�ant larelation de 
onformité sont des modèles d'une même spé
i�
ation modale : si on note SPEC l'IOSTS dela spé
i�
ation, 
elui de l'implantation étant noté IMPL, si on note Sp la spé
i�
ation modale asso
iée àSPEC , alors on veut montrer que si IMPL est 
onforme à SPEC , alors IMPL et SPEC sont tous deuxdes modèles de Sp .Il nous faut pour 
ela 
apturer la relation de 
onformité dans la spé
i�
ation modale que nous allonsasso
ier à SPEC . Plusieurs aspe
ts de 
ette relation sont alors à prendre en 
ompte : l'observabilité d'unepart, les bran
hements et le non déterminisme en sortie d'autre part. Dans le 
adre des IOSTS, la notion dedéterminisme est la suivante [Rus06℄.DÉFINITION VIII.16� Déterminisme.Soient 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature et G = (Q ; q0 ; T; Id) un IOSTS sur 
. On dit que G estdéterministe si et seulement si :� il ne 
ontient pas d'a
tions internes � ;� il admet au plus un état initial : la fon
tion d'initialisation est totale et les termes qu'elle asso
ie auxvariables d'état sont 
los.� pour tout q 2 Q , pour toute paire de transitions distin
tes (q; '1; a
t1; &1; q1) et (q; '2; a
t2; &2; q2)étiquetées par une a
tion sur le même 
anal 
, la 
onjon
tion des gardes '1 ^ '2 n'est pas satis�able.EXEMPLE VIII.5� Non déterminisme.Le système représenté i
i permet d'envoyer un message au moins min fois et au plus Max fois, oùmin et Max sont des 
onstantes telles que 0 < min � Max . Il est non déterministe 
ar les deux gardesr < Max et r � min peuvent être satisfaites pour une même valeur de r.
q2q0 q3r := 0 q1 r � min � 1Msg !

r < Max � 1Msg !r := r + 1

Fait !
3La relation de 
onformité est fondée sur la 
omparaison des sorties possibles du système sous test,après une tra
e issue de la spé
i�
ation, ave
 les sorties prévues par 
ette spé
i�
ation. La 
omparaison neportant que sur les a
tions observables, émissions et ré
eptions, la spé
i�
ation modale ne doit égalementporter que sur les 
ommuni
ations ave
 l'extérieur. Il est alors inutile de spé
i�er les 
hangements internesde l'état tels que les substitutions de variables d'état. D'autre part, les sorties observées après une tra
ede la spé
i�
ation doivent être in
luses dans les sorties attendues, tandis que les entrées peuvent être plus
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onformité 157nombreuses. Il est don
 né
essaire de prendre en 
ompte le fait qu'une implantation 
onforme à SPEC peutvalider les mêmes axiomes que SPEC tout en ayant moins de sorties et plus d'entrées. De plus, si SPECest non déterministe, il nous faut prendre en 
ompte le fait qu'une implantation qui lui est 
onforme peutrésoudre 
e non déterminisme tout en n'ayant pas simplement séle
tionné une bran
he mais en en ayant
ombiné plusieurs. Nous allons voir par la suite de quelle façon nous allons pro
éder pour 
onstruire unespé
i�
ation prenant en 
ompte 
es différents aspe
ts.EXEMPLE VIII.6� Résolution du non déterminisme.Dans l'IOSTS suivant, Moy est une opération de Nat �Nat dans Nat qui donne la moyenne de deuxentiers, arrondie à l'entier supérieur. Cet IOSTS est bien 
onforme à 
elui de l'exemple VIII.5, puisqu'ilenvoie le message exa
tementMoy(min;Max ) fois, si 0 < min � Max . Cependant, il ne 
ontient au
unedes deux transitions de la spé
i�
ation.
q1 q2q0 q3r := 0 r = Moy(min;Max )Msg ! Fait !

r < Moy(min;Max )Msg !r := r + 1 3Il nous faut tout d'abord �xer le langage que nous allons utiliser pour dé
rire un IOSTS donné. Lasignature modale qui va être asso
iée à un IOSTS doit permettre d'é
rire des propriétés sur 
et IOSTS, aussibien en termes de données que de dynamique. La partie données de l'IOSTS est déjà spé
i�ée en logiquedu premier ordre dans l'IOSTS-même. Spé
i�er la partie dynamique requiert la dé�nition d'une sorte nonobservable représentant l'état ainsi que des observateurs et des prédi
ats sur 
ette sorte. Nous posons don
une sorte non observable nommée �Etat sur laquelle nous allons dé�nir 
omme observateurs les émissions etles ré
eptions ainsi que les variables d'état. Les 
ommuni
ations ave
 l'environnement sont dé�nies 
ommeétant des observateurs de sorte non observable puisqu'elles permettent de faire évoluer le système d'unétat vers un autre. On aura alors, dans le 
as de l'IOSTS de l'exemple VIII.3, deux observateurs de sortenon observable : D�ebut? : �Etat �Nat ! �Etat 
orrespondant à la ré
eption d'une valeur de sorte Natsur le 
anal D�ebut , Msg ! : �Etat �Nat ! �Etat 
orrespondant à l'émission d'une valeur de sorte Natsur le 
anal Msg et Stop! : �Etat ! �Etat 
orrespondant à l'émission d'un signal sur le 
anal Stop . Lesvariables d'état, quant à elles, sont des observateurs de sorte observable, qui permettent d'observer une
ara
téristique de l'état. Pour le même IOSTS, la variable d'état x devient un observateur de sorte observableNat , x : �Etat ! Nat . On se donne de plus un observateur de sorte observable asso
iant à 
haque étatson nom dans l'ensemble d'états Q , �etat : �Etat ! Q . Cet observateur permet de parler d'un état ave
son historique sans avoir besoin de pré
iser 
elui-
i. On dé
rit ainsi de façon pré
ise les 
omportementspossibles de 
haque état de l'IOSTS.Le système sous test n'étant observable qu'au travers de ses émissions et de ses ré
eptions, il suf�t despé
i�er les 
ommuni
ations. Pour observer une 
ommuni
ation, on a besoin d'un prédi
at sur l'état 
ible
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursde la transition indiquant que la 
ommuni
ation a effe
tivement eu lieu. On se donne alors des prédi
atssur la sorte �Etat permettant de véri�er que la ré
eption ou l'émission sur un 
ertain 
anal d'une valeurdonnée a eu lieu. Pour spé
i�er l'IOSTS de l'exemple VIII.3, on aura alors trois prédi
ats, un pour 
haquea
tion de 
ommuni
ation : Re
u _Début : �Etat �Nat permet d'assurer qu'une valeur de sorte Nat a bienété reçue sur le 
anal D�ebut , �Emis _Msg : �Etat �Nat assure qu'une valeur de sorte Nat a été envoyéesur le 
analMsg et �Emis _Stop : �Etat assure qu'un signal a été émis sur le 
anal Stop . Chaque a
tion de
ommuni
ation sera alors représentée par une formule modale spé
i�ant le fait qu'après une 
ette a
tion, lerésultat de 
ette a
tion est observé. Par exemple, on é
rira hDébut?xiRe
u _Début(x) de façon à exprimerle fait qu'après l'a
tion Début?x, une ré
eption a eu lieu sur le 
anal D�ebut et la valeur reçue est 
elle de x.De même, on é
rira hStop!i �Emis _Stop pour assurer qu'après l'a
tion Stop!, un signal a bien été émis surle 
anal Stop .Spé
i�er un IOSTS en logique modale revient alors à asso
ier, à 
haque état de l'IOSTS, l'ensemble desémissions et des ré
eptions qui sont possibles depuis 
et état. Pour que IMPL soit également un modèle dela spé
i�
ation modale, plusieurs aspe
ts de la relation de 
onformité sont à prendre en 
ompte : en un étata

essible par une tra
e de SPEC , IMPL peut admettre moins de sorties que SPEC , mais doit en avoir aumoins une, et ne peut pas en admettre plus que 
elles qui sont spé
i�ées ; en 
e même état, il peut admettreplus d'entrées puisque la spé
i�
ation peut être partielle, mais il doit admettre au moins les entrées spé
i�ées.Cet état doit alors valider la disjon
tion des sorties d'une part et la 
onjon
tion des entrées d'autre part. Onva asso
ier à 
haque état q un axiome de la forme :
�etat = q )  _ei émission'i ) (ei ^ �etat = qi)! ^0� ^ri ré
eption i ) (ri ^ �etat = qi)1Aoù les (q; 'i; ei; &i; qi) sont transitions étiquetées par des émissions et les (q;  i; ri; &i; qi) sont les transitionsétiquetées par des ré
eptions. La spé
i�
ation de l'IOSTS de l'exemple VIII.3 aura alors deux axiomes, unasso
ié à q0 et l'autre à q1. Celui asso
ié à q0 dit qu'en 
et état, il est possible de re
evoir une valeur sur le
anal D�ebut , sans 
ondition :�etat = q0 ) hD�ebut?xi(Re
u _D�ebut(x) ^ �etat = q1)L'axiome asso
ié à q1 spé
i�e que deux émissions sont possibles en 
et état : l'émission de la valeur de x surle 
analMsg si x est stri
tement positif, l'émission d'un signal sur le 
anal Stop si x est nul.�etat = q1 ) �x > 0) hMsg !xi(�Emis _Msg(x) ^ �etat = q1)�_�x = 0) hStop!i(�Emis _Stop ^ �etat = q2)�De plus, on doit regrouper les émissions qui ont lieu sur un même 
anal de façon, en parti
ulier, à prendre en
ompte le non déterminisme. Revenons à l'exemple VIII.5 et à son implantation possible de l'exemple VIII.6.Pour assurer que 
es deux IOSTS valident le même axiome en l'état q1, il ne faut pas distinguer les transitionsportant une émission sur le même 
analMsg . On é
rira alors :�etat = q1 ) �r < Max _ r � min ) hMsg !i(�Emis _Msg ^ �etat = q1)_ hMsg !i(�Emis _Msg ^ �etat = q2)�De manière générale, on asso
ie une spé
i�
ation modale à un IOSTS de la façon suivante.
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onformité 159DÉFINITION VIII.17� Spé
i�
ation modale d'un IOSTS.Soient 
 = (�; V; C) une IOSTS-signature ave
 � = (S; F;R) et G = (Q ; q0 ; T; �) un IOSTS sur 
.On note �G = (SG ; FG ; RG ) la signature modale où :� SG = Sobs q T ave
 Sobs = S et T 
ontient l'unique sorte non observable �Etat ;� FG = Fobs qF�Etat ave
Fobs = F et F�Etat l'ensemble des observateurs de la sorte �Etat dé�ni par :
F�Etat = f
? : �Etat ! �Etat j 
 2 C?"g[f
! : �Etat ! �Etat j 
 2 C !"g[f
? : �Etat �s! �Etat j 
 2 C?sg[f
! : �Etat �s! �Etat j 
 2 C !sg[fx : �Etat ! s j x 2 Vsg[f�etat : �Etat ! Q g� RG = Robs qR�Etat ave
Robs = R et R�Etat l'ensemble des prédi
ats sur la sorte �Etat dé�ni par :
R�Etat = fRe
u _
 : �Etat j 
 2 C?"g[f�Emis _
 : �Etat j 
 2 C !"g[fRe
u _
 : �Etat �s j 
 2 C?sg[f�Emis _
 : �Etat �s j 
 2 C !sgLa spé
i�
ation modale de G , notée SpG , est le 
ouple (�G ;Ax G ) oùAx G est l'ensemble de formules 
onstruit
omme suit.Pour tout état q 2 Q , on note 1

tr1; : : : ; trM ; : : : ; trN ; : : : ; trP ; : : : ; trQles transitions sortantes de q, ave
tr1; : : : ; trk1 ; : : : ; trk2 ; : : : ; trkm = trMet trkm+1; : : : ; trkm+1 ; : : : ; trkm+2 ; : : : ; trkn = trNPour tout i, 1 � i � Q, la transition tr i est le quintuplet (q; 'i; a
t i; &i; qi), ave
 :� pour tout i, 1 � i � m, pour tout j, ki�1 < j � ki, a
t j = 
i! (k0 = 0) ;� pour tout i,m < i � n, pour tout j, ki�1 < j � ki, a
tj = 
i!tj ;� pour tout i, N < i � P , a
t i est de la forme 
i? ;� pour tout i, P < i � Q, a
t i est de la forme 
i?xi,1Voir le s
héma page suivante.
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursOn asso
ie alors à l'état q la formule suivante :
�etat = q )  _1�i�m� _ki�1<j�ki 'j ) h 
i!i(�Emis _
i ^ �etat = qj)�

_ _m<i�n� _ki�1<j�ki 'j ) _ki�1<j�ki h 
i!tji(�Emis _
i(tj) ^ �etat = qj)�!
^ ^N<i�P �'i ) h 
i?i(Re
u _
i ^ �etat = qi)�^ ^P<i�Q�'i ) h 
i?xii(Re
u _
(xi) ^ �etat = qi)�

q1 qk1 qk2
qkm = qMqM+1

qkn = qN

qk1+1

qkm+1qkm+1+1qkm+2

émissions sur 
1émissions sur 
2
émissions sur 
m+1émissions sur 
m+2

qqPqP+1
qQ

q qMqM+1
qN

q1

émissions 
!t
émissions 
!

ré
eptions 
? qN+1

ré
eptions 
?x

Au vu de la 
onstru
tion de SpG , il est simple de véri�er que G est un modèle de 
ette spé
i�
ation.Nous donnons par la suite quelques exemples qui illustrent 
ha
un des aspe
ts de la 
onstru
tion.EXEMPLE VIII.7� Compte à rebours.On ré
apitule i
i l'exemple développé au 
ours du texte pré
édant la dé�nition VIII.17.spe
 REBOURS =type Nat ::= 0 j s(Nat)
otype �Etatop _� _ : Nat �Nat ! Nat
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onformité 161obs D�ebut? : �Etat �Nat ! �EtatMsg ! : �Etat �Nat ! �EtatStop! : �Etat ! �Etatx : �Etat ! Nat�etat : �Etat ! Qpreds = : Nat �Nat> : Nat �Natpredobs Re
u _D�ebut : �Etat �Nat�Emis _Msg : �Etat �Nat�Emis _Stop : �Etat� �etat = q0 ) hD�ebut?xi(Re
u _D�ebut(x) ^ �etat = q1)� �etat = q1 ) �x > 0) hMsg !xi(�Emis _Msg(x) ^ �etat = q1)�_ �x = 0) hStop!i(�Emis _Stop ^ �etat = q2)�end 3EXEMPLE VIII.8� Non déterminisme.La spé
i�
ation modale asso
iée à l'IOSTS de l'exemple VIII.5 est la suivante. Les 
onstantes min etMax sont dé
larées dans la partie �xe de la signature. Comme on l'a pré
isé plus haut, on regroupe lesémissions qui ont lieu sur le même 
anal de façon à prendre en 
ompte le non déterminisme.spe
MESSAGESNONDET =type Nat ::= 0 j s(Nat)
otype �Etatops _+ _ : Nat �Nat ! Natmin :! NatMax :! Natobs Msg ! : �Etat ! �EtatFait ! : �Etat ! �Etatr : �Etat ! Nat�etat : �Etat ! Qpreds < : Nat �Nat� : Nat �Natpredobs �Emis _Msg : �Etat�Emis _Fait : �Etat� �etat = q1 ) �(r < Max _ r � min)) hMsg !i(�Emis _Msg ^ �etat = q1) _ hMsg !i(�Emis _Msg ^ �etat = q2)�� �etat = q2 ) hFait !i(�Emis _Fait ^ �etat = q3)end 3
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tion à partir de spé
i�
ations modales sans quanti�
ateursEXEMPLE VIII.9� Autorisation de retrait.On spé
i�e i
i un système dont le but est de donner l'autorisation au 
lient d'une banque de retirer unesomme d'argent donnée. Pour donner 
ette autorisation, le système pro
ède à différentes véri�
ations. Leretrait n'est pas a

epté si le montant demandé x est supérieur au montant m disponible sur le 
ompte du
lient. Lorsque le montant est disponible, l'autorisation de retrait est a

ordée dire
tement si le 
lient disposede plus de 1000 euros sur son 
ompte. S'il dispose de moins de 1000 euros, il n'a le droit de retirer que dessommes inférieures à 50 euros.
q0 q1V�erif ?x

x > mAuto! false
x � m ^m < 1000 ^ x > 50Auto! false

x � m ^m � 1000Auto! truem := m� x
x � m ^m < 1000 ^ x � 50Auto! truem := m� xDe la même manière que dans les exemples pré
édents, on se donne une sorte non observable �Etat surlaquelle on dé
lare les observateursV�erif ? et Auto! de sorte non observable et les observateurs x etm desorte observable. On dé
lare de plus deux prédi
ats sur la sorte �Etat permettant d'assurer que la ré
eptionsur le 
analV�erif et l'émission sur le 
analAuto ont bien eu lieu. On asso
ie un axiome à 
ha
un des deuxétats de l'IOSTS. En q0, on spé
i�e la ré
eption d'une valeur sur le 
anal V�erif . En q1, on regroupe lesémissions ayant lieu sur le même 
anal, 
'est-à-dire i
i toutes les émissions sur le 
anal Auto . Cet axiomepeut paraître trivial, mais il est impossible de faire mieux à un niveau syntaxique. En effet, re
onnaître quetrue est différent de false ne peut se faire qu'à un niveau sémantique, lorsqu'on a dé
idé d'un modèlepour interpréter les données. Ave
 
ette distin
tion, il serait possible de séparer les 
onditions qui mènent àl'émission de true de 
elles qui mènent à l'émission de false .spe
 AUTORISATION =types Nat ::= 0 j s(Nat)Bool ::= true j false
otype �Etatop _� _ : Nat �Nat ! Nat
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onformité 163obs V�erif ? : �Etat �Nat ! �EtatAuto! : �Etat �Bool ! �Etatx : �Etat ! Natm : �Etat ! Nat�etat : �Etat ! Qpreds < : Nat �Nat� : Nat �Nat> : Nat �Nat� : Nat �Natpredobs Re
u _V�erif : �Etat �Nat�Emis _Auto : �Etat �Bool� �etat = q0 ) hV�erif ?xi(Re
u _V�erif (x) ^ �etat = q1)� �etat = q1 ) �x > m _ �x � m ^m < 1000 ^ x > 50�_�x � m ^m � 1000� _ �x � m ^m < 1000 ^ x � 50��) � hAuto! truei(�Emis _Auto(true) ^ �etat = q0)_ hAuto! falsei(�Emis _Auto(false) ^ �etat = q0)�end 3Étant donnée la méthode que nous avons suivie pour asso
ier une spé
i�
ation modale à un IOSTS,il est maintenant très simple de véri�er qu'un IOSTS 
onforme à 
elui-
i est également un modèle laspé
i�
ation obtenue. Pour s'en donner l'intuition, 
onsidérons de nouveau l'IOSTS non déterministe del'exemple VIII.5, que nous noterons SPEC , et son implantation possible donnée à l'exemple VIII.6, quenous noterons IMPL. Dans 
e deuxième système, unmessage est émis tant que la valeur de r est inférieure ouégale à la moyenne des 
onstantesmin etMax . Cette 
ondition implique la 
ondition r < Max _ r � mindu premier axiome de SpSPEC . De plus, l'émission d'un signal sur le 
analMsg est bien possible dans 
etétat et les états 
ibles des deux transitions possibles sont les états q1 et q2. Le système modélisé par IMPLvalide don
 le premier axiome de SpSPEC . Le deuxième axiome est trivialement véri�é.4.4 Obje
tifs de testDans l'appro
he du test de 
onformité, l'ensemble des 
omportements à tester sur le système estl'ensemble des 
omportements représentés par la spé
i�
ation de 
e système enri
hie par la quies
en
e.Cet ensemble étant la plupart du temps in�ni, il est né
essaire de séle
tionner un nombre �ni de 
es
omportements 
onsidéré 
omme représentatifs [JJRZ05℄. Un obje
tif de test, dans 
e 
adre, sert à identi�erun 
ertain nombre de 
hemins de la spé
i�
ation enri
hie par la quies
en
e. Chaque 
hemin est 
onsidéré
omme une 
lasse de tra
es.Il existe plusieurs méthodes pour é
rire des obje
tifs de test. Ils peuvent par exemple être séle
tionnéesmanuellement [JJRZ05℄ ou à l'aide de te
hniques d'exé
ution symboliques [Tou06, GLRT06℄. Dans 
e dernier
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i�
ations modales sans quanti�
ateurs
as, un obje
tif de test est un arbre enra
iné en q0, dont les transitions sont étiquetées uniquement par desa
tions de 
ommuni
ation et dont les feuilles sont étiquetées par les différents verdi
ts possibles : pass si le
hemin menant à 
ette feuille est le 
omportement à tester ; fail si le 
hemin menant à 
ette feuille ne doit passe trouver dans l'implantation ; in
on
 si le 
hemin menant à 
ette feuille est a

epté par la spé
i�
ationmaisne 
orrespond pas au 
omportement que l'on voulait tester. On veut par exemple tester un système à partirde la spé
i�
ation donnée à l'exemple VIII.3. Un système implantant 
ette spé
i�
ation est 
ensé 
ompter àrebours à partir de la valeur qui lui aura été donnée en entrée. Un exemple simple de 
omportement qu'onpeut vouloir tester est 
elui par exemple qui 
onsiste à re
evoir la valeur 1 sur le 
analD�ebut , puis à l'émettresur le 
analMsg et en�n à émettre un signal sur le 
anal Stop . Ce 
omportement est représenté par l'obje
tifde test suivant.
e2 e5
e0

Æ!
e4e3

e7e6

Æ!e1in
on


fail pass
fail

D�ebut?1
Msg !1 failStop!

Stop!Msg !x
Si on ne donne au
une valeur en entrée au système, il est autorisé par la spé
i�
ation à être quies
ent, mais 
en'est pas le 
omportement que l'on voulait tester, d'où le verdi
t in
on
lusif. S'il est quies
ent après avoir reçula valeur 1, il é
houe au test puisqu'il ne peut être quies
ent en 
et état que si la valeur reçue est stri
tementnégative. De même, il ne peut pas émettre sur le 
anal Stop en 
et état puisque la valeur reçue n'est pas nulle.Après avoir émis la valeur 1, il doit émettre un signal sur le 
anal Stop . Au
un autre 
omportement n'estautorisé.Le verdi
t in
on
lusif permet en parti
ulier de gérer le non déterminisme de la spé
i�
ation en prévoyanttous les bran
hements autorisés même si 
e ne sont pas 
eux visés par l'obje
tif de test. Si on voulait é
rire
e même obje
tif de test dans notre 
adre modal, on obtiendrait la formule suivante :hD�ebut?1i hMsg !1i hStop!i �Emis _StopOn remarque que le verdi
t in
on
lusif n'existe pas dans notre 
adre, un obje
tif de test sous la formed'une formule représentant exa
tement 
e qu'on veut tester. Si le système sous test � dévie � de 
et obje
tif,par
e qu'il est non déterministe par exemple, il est impossible de dire à partir de 
ette formule unique si le
omportement observé 
orrespond ou non à 
elui prévu par la spé
i�
ation. Pour représenter un obje
tif detest tel que 
elui dé
rit par l'arbre 
i-dessus, il faudrait un ensemble de formules qui représenteraient 
ha
uneun 
hemin de l'obje
tif, 
e qui revient à n'avoir que des obje
tifs de test sous la forme de 
hemins. Onperd de fait la stru
ture d'arbre, 
'est-à-dire la possibilité d'évaluer une exé
ution qui dévierait de l'obje
tif.D'autre part, perdre la stru
ture d'arbre empê
he de gérer de façon ef�
a
e le non déterminisme. En effet,
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as de non déterminisme, il nous faut soumettre le même test plusieurs fois pour arriver jusqu'au bout du
hemin visé et pouvoir 
on
lure.4.5 BilanNous avons, au 
ours de 
ette se
tion, tenté de rappro
her les 
adres de test du test de 
onformité et dutest à partir de spé
i�
ations axiomatiques. Nous avons pris le parti d'asso
ier à un IOSTS une spé
i�
ationexprimée en logiquemodale a�n qu'un IOSTS qui soit 
onforme à 
elui-
i soit également un modèle de 
ettespé
i�
ation modale. Par 
ette tradu
tion, nous 
onstatons que notre appro
he est plus abstraite, et don
égalementmoins �ne, que 
elle du test de 
onformité. En effet, des IOSTS qui sont différen
iés par la relationde 
onformité 
omme étant la spé
i�
ation et l'implantation sont, dans notre 
adre, deux implantations d'unemême spé
i�
ation. La relation de 
onformité permet don
 de différen
ier des 
omportements que notrenotion de 
orre
tion 
onfond. Ce
i est en partie dû à la présen
e du � ou � logique dans les axiomes dela spé
i�
ation modale. En effet, pour valider une disjon
tion de formules, il suf�t de valider une de 
esformules. Lorsque la disjon
tion est validée, il est impossible de dire a priori quelle(s) sous-formule(s) a (ont)été validée(s). Dans le 
as des axiomes spé
i�ant un IOSTS, les sous-formules de la disjon
tion représententdes transitions, il est don
 impossible de dire quelle(s) transition(s) a (ont) été prise(s) lorsque la disjon
tionest validée.La façon dont nous avons abordé la 
omparaison des deux appro
hes, par l'asso
iation d'une spé
i�
ationmodale à un IOSTS, n'est qu'une des pistes possibles pour 
ette étude. Elle pourrait également être menée àun autre niveau, pas né
essairement de façon formelle. Il serait par exemple 
ertainement très fru
tueux demener une étude de 
as selon 
es deux appro
hes du test. Il serait possible, de 
ette manière, de 
onstaterdans la pratique la différen
e d'expressivité des deux langages ainsi que la fa
ilité d'é
riture des obje
tifsde test et de la dé
ision des verdi
ts. On peut penser que les obje
tifs de test exprimés sous la forme deformules logiques seraient plus pro
hes de l'idée qu'on aurait des propriétés à tester, tandis que les tests issusdes IOSTS seraient plus simples à 
on
rétiser, étant eux-mêmes exé
utables.De façon plus générale, l'abstra
tion des spé
i�
ations axiomatiques 
onstitue leur prin
ipal avantage.Un système peut être testé à partir d'une même spé
i�
ation axiomatique initiale à toutes les étapes de la
on
eption. En effet, les propriétés dé
rites par une telle spé
i�
ation sont suf�samment abstraites pour quetoutes les implantations de 
ette spé
i�
ation, quel que soit leur niveau de détail, les véri�ent. D'autre part,l'avantage majeur de l'appro
he à base de systèmes de transitions est d'être plus pro
he de l'implantation, 
esmodèles étant eux-mêmes exé
utables. Les tests sous forme de 
hemins étant plus pro
hes des exé
utionsréelles du système sous test, la 
on
rétisation des tests en est simpli�ée, ainsi que le problème de l'ora
le.Cette étude 
omparative n'est bien entendu qu'une ébau
he préliminaire à un travail plus approfondi demise en relation point à point des notions sur lesquelles reposent la théorie du test.
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CONCLUSION
OUS avons proposé, sur la base de la théorie du test dé�nie pour des systèmes dé
rits à l'aidede spé
i�
ations axiomatiques, des extensions des résultats d'exhaustivité et de la méthode deséle
tion par dépliage des axiomes. Nous avons ainsi proposé une appro
he nouvelle au test desystèmes dynamiques.La séle
tion de tests a été initialement étudiée de le 
adre des spé
i�
ations équationnelles 
onditionnellespositives. Bien que la propriété d'exhaustivité ait été re
onnue 
omme primordiale pour débuter la phase deséle
tion, elle n'avait pas été étudiée de façon approfondie dans les premiers travaux sur la séle
tion. Nousavons alors, dans 
ha
un des formalismes logiques auxquels nous nous sommes intéressés, effe
tué deuxtâ
hes. Nous avons d'une part étudié les 
onditions né
essaires à imposer à la spé
i�
ation et au systèmesous test pour obtenir l'exhaustivité du jeu de tests 
omposé des 
onséquen
es sémantiques observables dela spé
i�
ation. Nous avons d'autre part adapté et étendu la pro
édure de séle
tion par dépliage des axiomesà 
es formalismes et montré sa 
orre
tion et sa 
omplétude. Dans les deux 
adres généraux des spé
i�
ationsdu premier ordre sans quanti�
ateurs et des spé
i�
ations modales du premier ordre sans quanti�
ateurs,nous avons montré que les 
onditions né
essaires à l'exhausitivité du jeu de test visé étaient mineures 
arfa
iles à assurer dans la pratique, 
e qui assure une généralisation satisfaisante de la séle
tion dans 
e 
adre.L'appro
he habituellement suivie pour tester des systèmes dynamiques est 
elle du test de 
onformité,où le système sous test est spé
i�é à l'aide d'un automate ou d'un système de transitions. Ces formalismesde spé
i�
ation permettent une des
ription synthétique de la dynamique d'un système. Cependant, étantelle-même exé
utable, 
ette des
ription est assez pro
he de l'implantation. L'appro
he que nous proposons,fondée sur les formalismes axiomatiques, permet alors de gagner en abstra
tion dans la spé
i�
ation dessystèmes. L'étude du rappro
hement de notre 
adre de test ave
 
elui du test de 
onformité que nous avonsmenée au 
hapitre VII montre que le pro
essus global de test pro�te également de 
ette abstra
tion. Nousavons également 
onstaté que des obje
tifs de test plus abstraits sont aussi moins pré
is, en parti
ulier en 
equi 
on
erne les différents verdi
ts qu'on peut vouloir leur asso
ier. Contrairement au test de 
onformité,nous ne sommes pas 
apable d'a

epter partiellement un 
omportement déviant de l'obje
tif de test. D'autrepart, nous avons évoqué la dif�
ulté, dans notre 
adre, de générer des 
as de test à partir de nos obje
tifs detest lorsque la spé
i�
ation n'est pas exé
utable. Un 
ompromis entre l'abstra
tion des propriétés à tester etla fa
ilité de leur soumission serait alors à étudier.Ce travail ouvre également la voie vers d'autres perspe
tives.Dans le pro
essus de test d'un système, l'étape suivant la dé�nition de 
ritères de séle
tion est lagénération d'un jeu de tests effe
tif à soumettre au système. Dans notre 
adre, la génération 
onsiste à
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lusionappliquer l'hypothèse d'uniformité aux jeux de test 
ontraints obtenus par dépliage d'un obje
tif de testinitial. Il s'agit en fait, pour 
ha
un des obje
tifs de test 
ontraints, de résoudre les 
ontraintes qui luisont asso
iées a�n de 
al
uler un ou plusieurs 
as de test 
orrespondant à 
et obje
tif. La résolution de
es 
ontraintes peut s'avérer déli
ate. En effet, même dans le 
as simple des spé
i�
ations 
onditionnellespositives, elle est impossible si l'égalité n'est pas dé
idable, 
'est-à-dire si on ne dispose pas d'un moyeneffe
tif pour résoudre les équations. Pour assurer la possibilité de résoudre 
es 
ontraintes, une solution
onsiste à imposer que les spé
i�
ations 
onsidérées soient exé
utables, 
'est-à-dire qu'elles 
orrespondentdire
tement à un programme. C'est la 
ondition imposée dans l'outil LOFT [Mar95℄ pour lequel la méthodede séle
tion par dépliage a été implantée : les axiomes 
onditionnels positifs doivent pouvoir être transformésen règles de réé
riture telles que le système de réé
riture obtenu soit 
on�uent et rédu
teur [AABLM05℄.Dans le 
as des spé
i�
ations du premier ordre sans quanti�
ateurs, une 
ondition similaire de dé
idabilitédes spé
i�
ations est né
essaire pour résoudre les 
ontraintes asso
iées aux jeux de tests. Cependant, assurer
ette 
ondition est bien plus 
omplexe que dans le 
as 
onditionnel positif. Il en est de même dans le 
adredes logiques modales. Il serait alors intéressant d'étudier les 
onditions à imposer aux spé
i�
ations pourassurer qu'elles permettent de résoudre les 
ontraintes générées par le dépliage.Le travail présenté i
i est une première étape vers la dé�nition d'un 
adre formel de séle
tion de tests pourles langages de spé
i�
ation CASL et COCASL. En effet, la logique sous-ja
ente au langage de spé
i�
ationalgébrique CASL est la logique du premier ordre et 
elle sous-ja
ente à son extension 
oalgébrique COCASLest la logique modale du premier ordre que nous avons présentée. Le prolongement de 
e travail en vue deprendre en 
ompte les 
ara
téristiques parti
ulières de 
ha
un de 
es langages pourrait s'établir 
omme suit :� il s'agirait dans un premier temps de traiter le prédi
at d'égalité de façon spé
i�que. En effet, dansles logiques que nous avons présentées, l'égalité est dé�nie 
omme un prédi
at quel
onque 
e qui faitperdre l'avantage de ses propriétés en tant que relation de 
ongruen
e. Il faudrait alors spé
ialiserles 
al
uls des séquents pour 
ha
une de 
es logiques en ajoutant des règles d'inféren
e dédiée autraitement de l'égalité. La pro
édure de séle
tion en serait alors plus ef�
a
e ;� dans un deuxième temps, il faudrait prendre en 
ompte l'existen
e de sous-sortes et de fon
tionspartielles dans CASL et COCASL [GM92, CMR99℄. Cela né
essiterait de traiter la relation de sous-sortes ainsi que le prédi
at de dé�nissabilité et l'égalité existentielle. L'égalité existentielle est véri�éepar deux termes seulement s'ils sont dé�nis et qu'ils sont interprétés par la même valeur, 
ontrairementà l'égalité forte (le 
as habituel) qui est véri�ée soit par
e que les termes ne sont pas dé�nis, soit par
equ'ils sont dé�nis et interprétés par la même valeur ;� à un niveau plus général, les langages CASL et COCASL in
luent des primitives de stru
turation despé
i�
ations. Il est possible de renommer, de réduire ou d'enri
hir une spé
i�
ation, par exemple, oude faire l'union de plusieurs spé
i�
ations. Le test d'intégration, 
'est-à-dire le test de la 
ompositionde plusieurs modules ou unités de programme, relève d'une problématique différente de 
elle du testunitaire où on ne teste qu'un module. Il s'agit, à partir de modules déjà testés, de dégager les propriétésqui sont nées de la 
omposition de 
es modules mais qui n'apparaissaient pas dans les modulesindividuels. Il faudrait alors étudier le test d'intégration au travers des primitives de stru
turation deCASL etCOCASL, a�n de proposer des solutions au test de la 
omposition demodules spé
i�és dans 
eslangages. Pour 
e faire, nous pourrions nous inspirer des travaux de Patrí
ia Ma
hado [Ma
00, MS02℄.
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ANNEXE A Notions de théorie des 
atégories1 CatégoriesDÉFINITION A.1� Catégorie.Une 
atégorie C 
onsiste en une 
lasse Co, notée également jC j, d'objets A;B;C . . . et une 
lasse Cm demorphismes ou �è
hes f; g; h. . . entre 
es objets, munie des opérations suivantes :� dom : Cm ! Co ;� 
odom : Cm ! Co ;� Id : Co ! Cm,asso
iant à 
haque �è
he sa sour
e (domaine), respe
tivement sa 
ible (
odomaine), et à tout objet A sa �è
heidentité IdA. De plus, il existe une opération partielle Æ de 
omposition de �è
hes. La 
omposition de f et g estdé�nie dès que 
odom(f) = dom(g). Le résultat est un morphisme g Æ f ave
 dom(g Æ f) = dom(f)et 
odom(g Æ f) = 
odom(g). Les 
onditions suivantes doivent être véri�ées lorsque la 
omposition estdé�nie :� (h Æ g) Æ f = h Æ (g Æ f) ;� IdA Æf = f et g = g Æ IdA.Pour tout 
ouple d'objets (A;B), on note HomC (A;B) l'ensemble des �è
hes entre A et B dans C .On dé�nit maintenant la notion de fon
teur. Intuitivement, un fon
teur est un morphisme de 
atégories.DÉFINITION A.2� Fon
teur.Soient C etD deux 
atégories. Un fon
teur F : C ! D est la donnée d'un 
ouple (Fo;Fm) d'appli
ationstel que :� Fo : Co ! Do, appelée fon
tion objet, asso
ie à tout objet C 2 Co un objet F(C) 2 Do ;� Fm : Cm ! Dm, appelée fon
tion �è
he, asso
ie à tout morphisme f : C ! C 0 2 Cm une �è
heF(f) : F(C)! F(C 0) 2 Dm,véri�ant les deux propriétés suivantes :1. Fm(IdC) = IdFo(C) ;
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atégories2. Fm(g Æ f) = Fm(g) Æ Fm(f) (si g Æ f est dé�ni dans C ).Dans la suite, on ne pré
isera les indi
es o et m que lorsque 
e sera né
essaire.2 Constru
tions sur les 
atégoriesDÉFINITION A.3� Sous-
atégorie.Soit C une 
atégorie. Une sous-
atégorie D de C est une 
atégorie telle que :� tous les objets et tous lesmorphismes deD sont des objets et des �è
hes de C :Do � Co etDm � Cm ;� les domaines et les 
odomaines d'une �è
he de D sont les mêmes que dans C : pour tout f 2 Dm,domD(f) = domC (f) et 
odomD(f) = 
odomC (f) ;� pour tout objet A 2 Do, IdA 2 Dm où IdA est l'identité de A dans C ;� pour tout f : A ! B; g : B ! C 2 Dm, la 
omposition (dans C ) g Æ f appartient à Dm et est la
omposition dans D .Lorsqu'une sous-
atégorie préserve toutes les �è
hes de la 
atégorie dont elle est issue, on dit qu'elle estpleine. Cette notion est à rappro
her de 
elle de sous-graphe.DÉFINITION A.4� Sous-
atégorie pleine.Soient C et D deux 
atégories telles que D est une sous-
atégorie de C . D est une sous-
atégoriepleine de C si les �è
hes entre deux objets A et B de D sont exa
tement les �è
hes entre A et B :8A;B 2 Do;HomD(A;B) = HomC (A;B).À partir d'une 
atégorie C , il est possible de 
onstruire une 
atégorie notée Cop en inversant toutes les�è
hes. Cette 
atégorie est appelée 
atégorie duale de C .DÉFINITION A.5� Catégorie duale.Soit C une 
atégorie. La 
atégorie duale de C est la 
atégorie Cop dé�nie par :� Copo = Co et Copm = Cm ;� pour tout f : A! B 2 Cm, f : B ! A 2 Copm ;� pour tout h = g Æ f 2 Cm, h = f Æ g 2 Copm .3 Propriétés des morphismesDÉFINITION A.6� Morphisme inverse.Soit C une 
atégorie. Soient f : A! B et g : B ! A deux morphismes de C tels que f Æ g = IdB etg Æ f = IdA. On dit alors que g est un inverse de f et, bien sûr, que f est un inverse de g.DÉFINITION A.7� Isomorphisme.Soit C une 
atégorie, et soient A et B deux objets de C . un morphisme f : A! B est un isomorphismes'il admet un inverse. Dans 
e 
as, A et B sont dits isomorphes.
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atégories 173Une fon
tion f : A ! B dans Set est inje
tive si pour tout x; y 2 A, si x 6= y alors f(x) 6= f(y).Un monomorphisme est un type parti
ulier de morphisme dans une 
atégorie qui généralise la notion defon
tion inje
tive. En parti
ulier, unmonomorphisme dans la 
atégorie des ensembles est exa
tement unefon
tion inje
tive. Si f est une �è
he d'une 
atégorie quel
onque, la dé�nition est la même, à un 
hangementprès, la notion d'élément n'ayant plus de sens dans 
e 
ontexte.DÉFINITION A.8� Monomorphisme.Soit C une 
atégorie. Un morphisme f : A ! B de C est un monomorphisme si pour tout objet Zdans C et pour tous morphismes g; h : Z ! A dans C , si g 6= h, alors f Æ g 6= f Æ h.Un épimorphisme dans une 
atégorie est un monomorphisme dans la 
atégorie duale. On a don
 ladé�nition suivante :DÉFINITION A.9� Épimorphisme.Soit C une 
atégorie. Un morphisme f : A ! B de C est un épimorphisme si pour tout objet Z dans
C et pour tous morphismes g; h : B ! Z dans C , si g Æ f 6= h Æ f , alors g = h.Les épimorphismes dans la 
atégorie des ensembles sont les fon
tions surje
tives. On s'attend alorsà 
e qu'un isomorphisme soit à la fois un monomorphisme et un épimorphisme. Cependant, 
e n'est pasdire
tement vrai ave
 les dé�nitions pré
édentes, une 
ondition supplémentaire est né
essaire.Un morphisme f : A ! B dans une 
atégorie est un isomorphisme s'il a un inverse g : B ! A quisatisfait les deux équations f Æ g = IdB et g Æ f = IdA. Lorsque seule la première équation est satisfaite, fest dit être un inverse à gau
he de g et ré
iproquement, g est dit être un inverse à droite de f .DÉFINITION A.10� Morphisme s
indant.Soit C une 
atégorie. Soient f : A! B et g : B ! A deux morphismes de C tels que g soit un inverseà droite de f . Alors f est appelé épimorphisme s
indant et g est appelé monomorphisme s
indant.On a alors la proposition suivante :PROPOSITION A.1. Soit C une 
atégorie. Un morphisme f : A ! B dans C est un isomorphisme si et seulement si ilest à la fois un épimorphisme s
indant et un monomorphisme, ou bien, il est à la fois un épimorphisme et un monomorphismes
indant.4 Théorie des ensembles et 
atégories4.1 Produit 
artésienSoientX et Y deux ensembles. Le produit 
artésien deX et Y est dé�ni par :

X � Y = f(x; y) j x 2 X et y 2 Y g



174 A Notions de théorie des 
atégoriesOn a les fon
tions de proje
tion suivantes :� : X � Y ! X �0 : X � Y ! Y(x; y) 7! x (x; y) 7! ySoientZ un ensemble et f : Z ! X et g : Z ! Y deux fon
tions. Il existe une unique fon
tion � paire �hf; gi : Z ! X �Y telle que � Æ hf; gi = f et �0 Æ hf; gi = g, 
'est-à-dire hf; gi(z) = (f(z); g(z)) pourtout z 2 Z . On remarque que h�; �0i = id : X�Y ! X�Y et que hf; giÆh = hfÆh; gÆhi :W ! X�Yoù h :W ! Z .L'opération produit 
artésien ne s'applique pas qu'aux ensembles mais aussi aux fon
tions. Soient deuxfon
tions f : X ! X 0 et g : Y ! Y 0. Le produit 
artésien de f et g est dé�ni par1 :f � g : X � Y ! X 0 � Y 0(x; y) 7! (f(x); g(y)) (A.1)On remarque que f � g peut être dé
rit en termes de proje
tions et de fon
tion paire 
omme suit :f � g = hf Æ �; g Æ �0i. On peut véri�er que :idX � idY = idX�Y et (f Æ h)� (g Æ k) = (f � g) Æ (h� k)Le produit 
artésien � est don
 fon
toriel : il ne s'applique pas que sur les ensembles mais aussi sur lesfon
tions, et il préserve l'identité et la 
omposition. L'opération produit� est un fon
teur de Set�Set ! Set(où Set � Set désigne la 
atégorie produit).Le produit 
artésien d'ensembles est en fait une instan
e de la notion générale de produit dans une
atégorie.DÉFINITION A.11� Produit.Soit C une 
atégorie. Le produit de deux objets X;Y 2 C est un nouvel objet X � Y 2 C ave
 deuxmorphismes de proje
tion �1 : X � Y ! X et �2 : X � Y ! Y qui sont universels : pour toute paired'appli
ations f : Z ! X et g : Z ! Y dans C , il existe un unique morphisme hf; gi : Z ! X � Y dans
C tel que le diagramme suivant 
ommute.X X � Y�1oo �2 // Y

ZfhhPPPPPPPPPPPPPPP

hf;gi OO��
� g 77nnnnnnnnnnnnnnnLe produit de deux objets peut ne pas exister dans une 
atégorie, mais s'il existe, il est unique àisomorphisme près, 
'est-à-dire que s'il existe un autre objetX
Y ave
 des proje
tionsX p1 � X
Y p2�! Yvéri�ant la propriété d'universalité, alors il existe un unique isomorphismeX�Y �=�! X
Y qui 
ommuteave
 les proje
tions.On a dé�ni le produit de deux objet X et Y . On note Xn le produit d'un objets X ave
 lui-même nfois. On peut généraliser la notion de produit à une 
olle
tion d'objets (Xi)i2I indexés par un ensemble Iquel
onque, on le noteQi2I Xi. Le produitXn est alors le produitQ1�i�nXi de n 
opies deX .On s'intéresse en parti
ulier au produit vide, indexé par l'ensemble vide ; : l'objet �nal.1Par abus de notation, on utilise le symbole � pour désigner l'opération sur les ensembles ainsi que sur les fon
tions.
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atégories 175DÉFINITION A.12� Objet terminal.Un objet �nal dans une 
atégorie C est un objet, usuellement noté 1 2 C , tel que pour tout objetX 2 C ,il existe un unique morphisme !X : X ! 1 2 C .Quand une 
atégorie possède le produit binaire� et un objet �nal 1, on dit que la 
atégorie possède lesproduits �nis : pour toute liste d'objetsX1; : : : ;Xn, on peut faire le produitX1 � : : :�Xn.Une 
atégorie peut ne pas avoir d'objet �nal, mais la 
atégorie Set des ensembles en a un. N'importequel ensemble à un élément est un objet �nal de Set .4.2 SommeSoient X et Y deux ensembles. La somme (ou 
oproduit, ou en
ore union disjointe) de X et Y est dé�niepar : X + Y = fh0; xi j x 2 Xg [ fh1; yi j y 2 Y gOn a les 
oproje
tions suivantes :� : X ! X + Y �0 : Y ! X + Yx 7! h0; xi y 7! h1; yiOn a également une opération de � 
otupling � : si f : X ! Z et g : Y ! Z sont deux fon
tions,il existe une unique fon
tion [f; g℄ : X + Y ! Z telle que [f; g℄ Æ � = f et [f; g℄ Æ �0 = g, 
'est-à-dire[f; g℄(u) = f(u) si u = h0; xi et [f; g℄(u) = g(u) si u = h1; yi. On remarque que [�; �0℄ = id et queh Æ [f; g℄ = [h Æ f; h Æ g℄.On étend la dé�nition de la somme aux fon
tions de la manière suivante. Si f : X ! X 0 et g : Y ! Y 0sont deux fon
tions, on dé�nit la somme de f et g par2 :
(f + g)(u) = ( h0; f(x)i si u = h0; xih1; g(y)i si u = h1; yi (A.2)On peut aussi dé�nir f + g en termes de 
oproje
tions et 
otupling : f + g = [� Æ f; �0 Æ g℄. On peutvéri�er que : idX + idY = idX+Y et (f Æ h) + (g Æ k) = (f + g) Æ (h+ k)La somme a don
 également la propriété de fon
torialité. L'opération+ est don
 un fon
teur de Set�Set !

Set , tout 
omme le produit.La somme sur les ensembles est une instan
e de la notion générale de somme dans une 
atégorie.DÉFINITION A.13� Somme.La somme de deux objets X;Y 2 C est un nouvel objet X + Y 2 C ave
 deux morphismes de
oproje
tions �1 : X ! X + Y et �2 : Y ! X + Y qui sont universels : pour toute paire d'appli
ations2Par un abus de notation similaire au pré
édent, on note + la somme d'ensembles et de fon
tions.
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atégories
f : X ! Z et g : Y ! Z , il existe un unique morphisme [f; g℄ : X + Y ! Z tel que le diagrammesuivant 
ommute. X �1 //f

((PPPPPPPPPPPPPPP X + Y[f;g℄
���
�
� Y�2oo g
wwnnnnnnnnnnnnnnn

ZIl y a également une notion de somme vide.DÉFINITION A.14� Objet initial.Un objet initial 0 dans une 
atégorie C est un objet tel que pour tout objet X 2 C , il existe un uniquemorphisme !X : 0! X 2 C .Comme pour les produits, on dit qu'une 
atégorie possède les sommes �nis si elle possède les sommes+ et un objet initial. Dans 
e 
as, on peut faire les sommes X1 + : : :+Xn de toute liste �nie d'objetsXi.Dans Set , l'objet initial est l'ensemble vide ;.4.3 Espa
e de fon
tionsÉtant donnés deux ensemblesX et Y , on 
onsidère l'ensembleY X = ff j f est une fon
tion totale X ! Y gCet ensemble est appelé espa
e de fon
tions ou bien exposant de X et Y . Comme le produit et lesomme, il est muni de 
ertaines opérations de base. Il y a une fon
tion d'évaluation ev : Y X �X ! Y quià une paire (f; x) asso
ie le résultat f(x) de f appliquée à x. On a également une fon
tion d'abstra
tion :pour toute fon
tion f : Z �X ! Y , il y a une fon
tion �(f) : Z ! Y X qui à tout z 2 Z asso
ie lafon
tion x 7! f(z; x) qui elle-même asso
ie à tout x 2 X f(z; x) 2 Y .On va montrer que l'opération exposant est un fon
teur de Setop � Set ! Set .Pour deux fon
tions k : X ! U 2 Setop et h : Y ! V 2 Set , on veut dé�nir une fon
tionhk : Y X ! V U . Comme k : X ! U est un morphisme de Setop, 
ela signi�e qu'en réalité, 
'est lafon
tion k : U ! X . On peut alors dé�nir hk sur une fon
tion f 2 Y X 
ommehk(f) = h Æ f Æ k (A.3)qui est bien une fon
tion deV U . On doitmaintenantmontrer que l'identité et la 
omposition sont 
onservées.On a (ididXY )(f) = idY Æ f Æ idX = f . Pour la préservation de la 
omposition, on doit se souvenir que la
omposition dans une 
atégorie � duale � est inversée.(hk22 Æ hk11 )(f) = hk22 (h1 Æ f Æ k1)= h2 Æ h1 Æ f Æ k1 Æ h1= ((h2 Æ h1)(k2Æk1))(f)On donne maintenant la dé�nition 
atégorielle de l'exposant.



5. Limites et 
olimites 177DÉFINITION A.15� Espa
e de fon
tions.Soit C une 
atégorie possédant le produit �. L'exposant de deux objets X;Y 2 C est un nouvel objetY X 2 C ave
 unmorphisme d'évaluation ev : Y X�X ! Y tel que pour toute appli
ation f : Z�X ! Ydans C , il existe un uniquemorphisme d'abstra
tion�(f) : Z ! Y X tel que le diagramme suivant 
ommute.Y X �X ev // Y
Z � Y�(f)�idX OO�

�
� f 66nnnnnnnnnnnnnn4.4 Ensemble des partiesÉtant donné un ensembleX , on dé�nit parP(X) = fU j U � Xgl'ensemble des parties de X . Cette opération est aussi fon
torielle. Pour une fon
tion f : X ! Y , lafon
tion P(f) : P(X)! P(Y ) est donnée par 
e qu'on appelle l'image dire
te : pour tout U � X ,P(f)(U) = ff(x) j x 2 Ug= fy 2 Y j 9x 2 X; f(x) = y ^ x 2 Ug (A.4)On note l'ensemble des parties �nies deX par Pf (X) = fU j U � X ^ U �nig.4.5 MonoïdeÉtant donné un ensembleX , on dé�nit parX� = fx1 : : : xn j 81 � i � n; xi � Xgl'ensemble des mots surX . Cette opération est aussi fon
torielle. Pour une fon
tion f : X ! Y , la fon
tionf� est dé�nie par f� : X� ! Y �x1 : : : xn 7! f(x1) : : : f(xn) (A.5)5 Limites et 
olimitesLes notions de produit, somme, objet initial et terminal qui viennent d'être présentées sont en fait des
as parti
uliers des notions de limites et 
olimites.DÉFINITION A.16� Flè
he universelle.Si S : D ! C est un fon
teur et C 2 jC j est un objet de C , une �è
he universelle de C vers S est la donnéed'une paire (R; u), où R 2 jDj est un objet de D et u 2 C(C;S(R)) est une �è
he de C , telle que pourtoute autre paire (D; f) où D 2 jDj et f 2 C(C;S(D))), il existe une unique �è
he f 0 2 D(R;D) de Dtelle que S(f 0) Æ u = f .
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atégoriesLa dé�nition pré
édente signi�e en fait que 
haque �è
he f vers S se fa
torise de façon unique autravers de la �è
he universelle u 
omme indiqué sur le diagramme 
i-dessous.R
f 0

���
�
�
�
�
� S(R)

S(f 0)
���
�
�
�
�
�

Cuoo

f
~~}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}

D S(D)On a dé�ni la notion de �è
he universelle d'un objet C vers un fon
teur S : D ! C . Le 
on
ept dualest également utile. Une �è
he universelle de S vers C est une paire (R; v) où R est un objet R 2 D etv est une �è
he v : S(R) ! C de 
odomaine C telle que pour toute autre paire (D; f), où D 2 D etf : S(D)! C , il existe une unique �è
he f 0 : D ! R telle que f = v ÆS(f 0), 
omme dans le diagramme
ommutatif suivant : D
f 0

���
�
�
�
�
� S(D)

S(f 0)
���
�
�
�
�
� f

  A
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

AA

R S(R) v // CLes proje
tions �1 : A�B ! A et �2 : A�B ! B d'un produit dans C sont des exemples de �è
hesuniverselles. En effet, étant donnés un objet C 2 C et deux �è
hes f : C ! A et g : C ! B, il existe ununique h : C ! A�B tel que �1 Æ h = f et �2 Æ h = g. h�1; �2i est don
 une � paire universelle �. Pouren faire une �è
he universelle, on introduit le fon
teur diagonal� : C ! C �C dé�ni par�(C) = hC;Ci.Alors la paire f; g pré
édente devient une �è
he hf; gi : �(C)! hA;Bi dans C � C , et h�1; �2i est une�è
he universelle de� vers l'objet hA;Bi.DÉFINITION A.17� C�ne, limite.Soit un diagramme D dont les objets sont une famille (Di)i2I et les �è
hes une famille (fk)k2K . Un
�ne sur D est un objet L muni de morphismes �i : L! Di pour 
haque i 2 I , tel que pour 
haque �è
hefk : Di ! Dj , fk Æ �i = �j .Un 
�ne (L; (�i)i2I) est appelée une limite faible de D si pour tout autre 
�ne (L0; (�0i)i2I) sur D ilexiste un morphisme � : L0 ! L tel que �0i = �i Æ � pour tout i 2 I .� est appelé morphisme médiateur.L = (L; (�i)i2I) est appelé la limite de D si L est une limite faible et si le morphisme médiateur� : L0 ! L est toujours unique. Les morphismes �i sont appelés morphismes 
anoniques.L0 � //_______ �0j
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5. Limites et 
olimites 179Les 
olimites sont dé�nies 
omme étant les duales des limites, 
'est-à-dire que le 
on
ept est le mêmeave
 toutes les �è
hes inversées. Plus pré
isément, un 
o
�ne S = (S; ("i)i2I) a des �è
hes "i : Di ! S.S est une 
olimite faible si pour tout autre 
o
�ne S0 il existe un morphisme médiateur � : S ! S0 tel que� Æ "i = "0i. S est la 
olimite de D si pour tout autre 
o
�ne S0 le morphisme médiateur � est unique.
Di fk //"0i
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S � //_______ S0Les limites et 
olimites, si elles existent, sont uniques à isomorphisme près. Dans la 
atégorie Set , toutesles limites et 
olimites possibles existent. Set est dite 
omplète et 
o
omplète pour 
ette raison.Les limites sur un type parti
ulier de diagramme jouent souvent un r�le important, on leur donne alorsdes noms spé
i�ques, indiqués dans la tableau suivant.type du diagramme limite 
olimitevide objet terminal objet initialsans �è
he produit sommesour
e pushoutpuits pullba
k�è
hes parallèles égaliseur 
oégaliseurOn 
onsidère des types de diagrammes parti
uliers. Un diagramme 
onsistant en une 
olle
tion de�è
hes, toutes de même domaine, est appelé une sour
e. Son dual, un puits, est une 
olle
tion de �è
hes de
odomaine 
ommun. Une sour
e peut aussi être 
onsidérée 
omme un 
�ne sur un diagramme sans �è
he,et un puits 
omme un 
o
�ne. �
sour
e �
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ANNEXE B Normalisation d'arbres de preuveNous présentons i
i brièvement des résultats généraux que nous avons établis sur la normalisationd'arbres de preuve. Cette présentation est un résumé d'un rapport de re
her
he plus 
omplet [ABL07℄, danslequel une série d'exemples bien 
onnus sont donnés. Nous ne donnerons pas i
i d'exemples, la thèse en
omportant déjà quelques uns 1.Nous présentons i
i un 
adre général dans lequel des résultats de normalisation d'arbres de preuve,
omme le résultat de logi
alité en raisonnement équationnel ou l'élimination des 
oupures en 
al
ul desséquents ou en dédu
tion naturelle par exemple, peuvent être uni�és et généralisés. Ce 
adre permet dedonner des 
onditions simples à véri�er et suf�santes pour assurer 
es résultats de normalisation. De plus,
es 
onditions étant purement syntaxiques, elles peuvent être implantées. Elles 
orrespondent aux propriétésque doivent véri�er 
ertaines 
ombinaisons élémentaires de règles d'inféren
e pour assurer que le pro
essusde transformation d'arbres de preuve global termine.Dans de nombreuses situations en logique, pour fa
iliter l'usage d'un système logique, pour obtenir desrésultats de 
onsistan
e des systèmes de preuve, ou en
ore pour prouver automatiquement des théorèmes,des stratégies de re
her
he de preuves sont utilisées. Ces stratégies permettent de limiter l'espa
e de re
her
hedes preuves à une 
ertaine 
lasse d'arbres ayant une stru
ture spé
i�que, dans le but de réduire la 
omplexitéde la re
her
he ou même simplement de la rendre réalisable. Différentes stratégies ont été dé�nies dans des
ontextes variés. Par exemple,� le résultat de logi
alité, qui établit la 
orrespondan
e entre la dérivabilité et la 
onvertibilité en réé
riturepour de nombreuses logiques équationnelles (sous-équationnelle [vO04℄, sans sortes [Bir35℄, multi-sorte, 
onditionnelle [Kap84℄, partielle [ABD02℄, et
.) ;� le résultat d'élimination des 
oupures qui montre que la règle de 
oupure est redondante pour le 
al
uldes séquents et le 
al
ul de la dédu
tion naturelle de plusieurs logiques (logique du premier ordre
lassique [Gen35℄, logique du premier ordre intuitionniste [Kle52℄, quelques logiquesmodales [Wal90℄,logique linéaire [Gir87℄, dédu
tion modulo [DW99℄, et
.) ;1Ces résultats sont en effet utilisés dans les preuves de 
omplétude de la méthode de séle
tion par dépliage des axiomes quenous présentons dans différents formalismes au 
ours de 
ette thèse.



182 B Normalisation d'arbres de preuve� la propriété de 
on�uen
e des systèmes de réé
riture qui établit que la dérivabilité peut être prouvéepar des � vallées � pour plusieurs logiques dans lesquelles les relations sont transitives (logique équation-nelle [DJ90, BN98℄, logique des préordres [LA96, Str96℄, logiques des relations spé
iales [S
h98℄) 2 ;� en utilisant l'isomorphisme de Curry-Howard, les résultats de normalisation en �-
al
ul typé débutéspar D. Prawitz [Pra65℄.Dans tous 
es 
as, la prin
ipale dif�
ulté est de montrer que la dérivabilité pleine (
'est-à-dire sansstratégie de preuve parti
ulière) 
oïn
ide ave
 la dérivabilité restreinte à une 
lasse donnée de preuves (
'est-à-dire munie d'une stratégie spé
i�que). La 
orre
tion d'une stratégie parti
ulière de re
her
he de preuves,
'est-à-dire le fait que la dérivabilité restreinte est in
luse dans la dérivabilité pleine, est évidente, 
ar lespreuves résultant de l'appli
ation de 
ette stratégie sont des instan
es parti
ulières des preuves menées sansstratégie. La 
omplétude, qui exprime l'in
lusion inverse, est bien plus dif�
ile à assurer. En effet, il fautmontrer que pour tout théorème dont l'arbre de preuve appartient à la 
lasse générale, il existe un arbrede preuve de 
e théorème dans la 
lasse restreinte, 
'est-à-dire 
onstruit selon la stratégie 
onsidérée. Dansla plupart des systèmes logiques, la 
omplétude est une 
onséquen
e d'un résultat plus fort qui 
onsiste àdé�nir des transformations simples pour réé
rire des 
ombinaisons élémentaires de règles d'inféren
e et àmontrer que la transformation d'arbres de preuve globale induite par 
es transformations est normalisante.Par exemple, en 
e qui 
on
erne le résultat de logi
alité en logique équationnelle 
lassique, les transformations
onsistent à distribuer la règle de substitution et de 
ontexte sur la règle de transitivité, et à éliminer toutesles règles sous la ré�exivité. Pour l'élimination des 
oupures en 
al
ul des séquents, les transformations
onsistent à éliminer la règle de 
oupure sous les axiomes et à la faire remonter sur les autres règles, pourpouvoir l'éliminer une fois aux feuilles.La dé�nition de 
es transformations élémentaires est généralement fastidieuse mais fa
ile. La dif�
ultéest de montrer que la transformation d'arbres de preuve globale induite est normalisante. Par exemple,prouver le résultat d'élimination des 
oupures demande d'utiliser des indu
tions emboîtées, 
ar il n'est pasévident que le pro
essus qui 
onsiste à remonter la règle de 
oupure sur les autres règles termine [Gal86℄.À 
haque fois, 
es résultats de normalisation d'arbres de preuve sont établis pour 
haque système logiquesous-ja
ent de façon ad-ho
.Les résultats que nous présentons i
i permettent d'uni�er et de généraliser la méthode de normalisationd'arbres de preuve utilisée en 
al
ul des séquents, en dédu
tion naturelle, dans le raisonnement équationnel ouen réé
riture de termes, dans un 
adre abstrait de systèmes logiques quel
onques. L'abstra
tion est obtenueen étudiant la normalisation d'arbres de preuve dans le 
adre abstrait des systèmes formels, 
e qui permetd'établir des résultats indépendamment du système logique.1 PréliminairesOn 
onsidère i
i qu'un système formel est réduit à un 
ouple (F;R), l'alphabet A de la dé�nition I.18du 
hapitre I n'étant d'au
une utilité.Notations2D'autre part, dans le 
adre équationnel, G. Dowek a montré que la 
on�uen
e d'un système de réé
riture peut être dé�nie
omme la propriété d'élimination des 
oupures d'un système de preuve asso
ié à 
e système de réé
riture : la dédu
tion moduloasymétrique [Dow03℄.



1. Préliminaires 1831. Étant donné un arbre de preuve �, on note LM(�) (respe
tivement LS(�)) le multi-ensemble 3(respe
tivement l'ensemble 4) des feuilles de �. Nous utiliserons la notation ff a1; a2; : : : ; an gg pourdésigner un multi-ensemble.2. Un arbre de preuve � de 
on
lusion ' est noté � : '.3. On é
rit � = (�1; : : : ; �n; ')�, ave
 n 2 N , l'arbre de preuve dont la dernière instan
e de règle est'1; : : : ; 'n' � et tel que pour tout i, 1 � i � n, �i est le sous-arbre de � de 
on
lusion 'i.
' �� � ��1 �n

En utilisant la numérotation standard des n÷uds d'un arbre par des mots sur l'ensemble des entiersnaturels, on peut faire référen
e à la position d'une formule dans un arbre.DÉFINITION B.1� Position dans un arbre.Soit � un arbre de preuve. Une position dans � est un mot ! sur N qui représente le 
hemin de la ra
inede � au sous-arbre dont la 
on
lusion apparaît à 
ette position. Ce sous-arbre est noté �j! .
!

� �j!

DÉFINITION B.2� Contexte.Soit � un arbre de preuve. Soit ! 2 N � une position dans �. L'arbre � dans lequel la position ! estlaissée va
ante, noté �[:℄!, est appelée un 
ontexte.Si �0 est un arbre de preuve de même 
on
lusion que �j! , �[�0℄! est l'arbre de preuve obtenu à partirde � en remplaçant le sous-arbre �j! par �0.
3Dans LM(�), toutes les feuilles de � sont 
onsidérées. Nous avons alors un multi-ensemble 
ar plusieurs o

urren
es de lamême formule peuvent apparaître dans �.4I
i, lorsqu'une formule ' de � possède plusieurs o

urren
es, une seulement est 
onsidérée dans LS(�).
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!

�
!

� �0

�[:℄! �[�0℄!DÉFINITION B.3� Composition.Soient � et �0 : ' deux arbres de preuve et ! la position d'une feuille dans � telle que �j! = '. On notealors � �! �0, au lieu de �[�0℄! , la 
omposition de � et �0 à la position !.
�0

� !2 Pro
édure de transformation d'arbres de preuveDans tous les 
al
uls logiques pour lesquels des stratégies de re
her
he de preuves ont été appliquées,la 
omplétude de la dérivabilité restreinte par rapport à la dérivabilité pleine est obtenue en dé�nissant despro
édures de transformation d'arbres de preuve normalisantes fondées sur des transformations d'arbres depreuve élémentaires. Lorsqu'on étudie la plupart de 
es pro
édures, on peut observer qu'elles 
onsistent àrempla
er, dans les preuves, des s
hémas élémentaires, que nous appellerons arbres de preuve élémentaires,de la forme (�1; : : : ; �n; ')� où 
haque �i (1 � i � n) est soit une instan
e de règle dansR, soit une formulede F , par des arbres de preuve en forme normale (
'est-à-dire des arbres auquel on ne peut plus appliquer detransformation). Ces s
hémas élémentaires dé
rivent des situations 
ritiques qui ne respe
tent pas la stratégie
ar 
ertaines des instan
es de règle �i (1 � i � n) ne devraient pas se trouver au-dessus de �. Par exemple,parmi les transformations sur lesquelles repose le résultat de logi
alité en logique équationnelle 5, on trouvela règle de transformation suivante :
t = t00 t00 = t0t = t0 Trans.�(t) = �(t0) Sub.  t = t00�(t) = �(t00) Sub. t00 = t0�(t00) = �(t0) Sub.�(t) = �(t0) Trans.

5Une présentation 
omplète de 
e résultat se trouve dans le rapport de re
her
he [ABL07℄.



3. Théorème de normalisation forte 185Un autre exemple, tiré du résultat d'élimination des 
oupures en 
al
ul des séquents, est le suivante 6 :�;' j� � �;'0 j� ��;'_'0 j� � _-gau
he �0 j� �0;';'0�0 j� �0;'_'0 _-droit�;�0 j� �;�0 Cut  �;' j� � �0 j� �0;';'0�;�0 j� �;�0;'0 Cut �;'0 j� ��;�0 j� �;�0 CutDans le résultat d'élimination des 
oupures pour la dédu
tion naturelle, se trouve la règle de transformationsuivante : � ` ' � `  � ` ' ^  ^-intro� ` ' ^-elim  � ` 'DÉFINITION B.4� Arbre de preuve élémentaire.Soit S = (F;R) un système formel. Un arbre de preuve élémentaire est un arbre de preuve de la forme(�1; : : : �n; ')� tel que pour tout i, 1 � i � n, soit �i 2 F soit il existe r 2 R ave
 �i 2 r.DÉFINITION B.5� Pro
édure de transformation.Soit S = (F;R) un système formel. Une pro
édure de transformation (d'arbres de preuve) pour S est unerelation binaire sur les arbres de preuve telle que pour tout �  �0 :� � est un arbre de preuve élémentaire ;� �0 est un arbre de preuve en forme normale ;� LS(�0) � LS(�) ;� � et �0 sont de même 
on
lusion.On note S , la 
l�ture de par 
ontexte d'arbre de preuve et 
omposition aux feuilles.En utilisant la terminologie habituelle en réé
riture, la relation est fortement normalisante (ou termine) sitoute suite de rédu
tions est �nie, et faiblement normalisante si toute preuve admet une forme normale.La normalisation de la pro
édure de transformation globale obtenue par l'appli
ation répétée des règlesde transformation ne peut pas être assurée sans 
onditions supplémentaires. De plus, des exemples 
onnus depro
édures de transformation rentrent dans le 
adre de la dé�nition B.5 mais sont faiblement normalisantes,tandis que d'autres sont fortement normalisantes (voir la se
tion suivante). De façon à prendre en 
ompte laplus grande famille de pro
édures de transformation, dans la se
tion suivante, nous étudierons les 
onditionsà poser sur les règles de transformations élémentaires, qui soient fa
iles à véri�er, et 
ependant suf�sammentpuissantes pour assurer la normalisation.3 Théorème de normalisation forteUne idée simple mais puissante sur laquelle repose la plupart des méthodes permettant de prouverla terminaison, tel que l'ordre ré
ursif sur les 
hemins (RPO), 
onsiste à 
omparer les termes des règlesde réé
riture en 
omparant tout d'abord le symbole de leur ra
ine, puis ré
ursivement, en 
omparant les6Voir le rapport de re
her
he [ABL07℄ et [GLT89℄ pour une présentation 
omplète de 
e résultat.



186 B Normalisation d'arbres de preuve
olle
tions de leurs sous-termes immédiats. Par 
onséquent, nous 
ommençons par supposer un ordre bienfondé sur les éléments atomiques des arbres de preuve, 
'est-à-dire les instan
es de règles. Ainsi, étant donnéeune pro
édure de transformation , on dispose d'un ordre bien fondé � sur [r2R r. Cet ordre est souventsimple à dé�nir pour la plupart des instan
es de règles. En effet, il est évident d'imposer que 
haque instan
e� d'une règle qui ne doit pas se trouver sous des instan
es �0 d'autres règles dans les arbres de preuve ait unpoids plus faible pour 
et ordre que �0. Parfois, 
et ordre est dé�ni de façon plus ad-ho
 pour des instan
esd'une même règle d'inféren
e. Par exemple, dans la preuve de terminaison du résultat d'élimination des
oupures, 
et ordre est dé�ni de la façon suivante 7 :8� 2 f_;:;9g; Cut � �-droit;�-gau
he;Tautet�1 j��1; '1 �01; '1 j��01�1;�01 j��1;�01 Cut � �2 j��2; '2 �02; '2 j��02�2;�02 j��2;�02 Cut , j'2j < j'1joù j'j est la profondeur de la formule dé�nie par supk(1 + j'kj) si les 'i sont les sous-formules dire
tesde '.Dans la plupart des exemples de résultats de normalisation forte, les pro
édures de normalisation  
onsistent plus ou moins à distribuer 
ertaines règles au-dessus d'autres de façon à respe
ter la stratégiede re
her
he de preuves (voir par exemple le 
as présenté plus haut de la règle Sub. sur la règle Trans.). La
ondition 1 généralise 
ette notion de distributivité.CONDITION 1. Pour tout (�1; : : : ; �n; ')�  � et pour tout sous-arbre (�01; : : : ; �0m; '0)�0 de � :1. � � �0 si 
haque �0i 2 F [ [r2R r� � �0 sinon2. Si � � �0, alors ff �1; : : : ; �n gg �� ff �01; : : : ; �0m gg où �� étend � aux multi-ensembles sur F [ [r2R r.On remarque que la 
ondition 1 est un 
as parti
ulier de l'ordre ré
ursif sur les 
hemins qui peut êtrefa
ilement implanté et don
 automatiquement véri�é, étant donné un ordre bien fondé sur les instan
es derègles. On a alors le résultat suivant :THÉORÈME B.1. Toute pro
édure de transformation qui véri�e la 
ondition 1 est fortement normalisante.Preuve. En utilisant des termes de preuve pour représenter les preuves, ave
 un ordre ré
ursif sur les 
hemins>rpo pour ordonner les preuves induit par l'ordre bien-fondé � sur les instan
es de règles, on montre que � >rpo. Soit (�1; : : : ; �n; ')�  � une règle de transformation. Par indu
tion sur �, montrons que(�1; : : : ; �n; ')� >rpo �.7Une présentation 
omplète du 
al
ul de Gentzen pour la logique du premier ordre 
lassique se trouve au 
hapitre II.



4. Théorème de normalisation faible 187Cas de base. � est la formule'. D'après la dé�nition B.5,LS(�) � LS((�1; : : : ; �n; ')�). Par 
onséquent,
omme les ordres de rédu
tion ont la propriété de sous-terme, on 
on
lut que (�1; : : : ; �n; ')� >rpo �.Cas général. � est de la forme (�1; : : : ; �n; ')�0 . Deux 
as doivent alors être 
onsidérés :1. � � �0. Par hypothèse d'indu
tion, pour tout i, 1 � i � n, (�1; : : : ; �n; ')� >rpo �i, et don
d'après la dé�nition de RPO, on a (�1; : : : ; �n; ')� >rpo �.2. � � �0. Par la 
ondition 1.1, 
haque �i est dans F [ [r2R r (1 � i � n). Par la 
ondition 1.2,on a ff �1; : : : ; �n gg �� ff �01; : : : ; �0m gg, et don
 ff �1; : : : ; �n gg �rpo ff �01; : : : ; �0m gg. Par ladé�nition de RPO, on 
on
lut alors que (�1; : : : ; �n; ')� >rpo �. 24 Théorème de normalisation faibleCependant, des problèmes peuvent advenir ave
 des règles de transformation de la forme(�1; : : : ; �n; ')�  �telles qu'il existe un sous-arbre �0 = (�01; : : : ; �0m; '0)�0 de � ave
 �0j 2 F [Sr2R r pour tout j, 1 � j � m,satisfaisant :� � � �0 ;� LM(�0j) = LM((�1; : : : ; �n; ')�).En effet, de telles règles de transformation peuvent empê
her d'utiliser les te
hniques standard 
omme RPOpour prouver la terminaison, don
 d'obtenir un résultat de normalisation forte.Un exemple d'une telle règle de transformation est la règle R1 dé�nie dans la pro
édure d'éliminationdes 
oupures dans le 
al
ul des séquents LK qui 
onsidère la règle de 
oupure suivante :�) �; ' �; ') ��) � CutEn effet, ave
 une telle règle de 
oupure, la règle d'affaiblissement doit être exprimée de façon expli
ite defaçon à permettre la transformation suivante :
R1 �1)�1;'�01)�01;'�Right �01;')�01�01)�01 Cut  

�1)�1;'�1;�01)�1;�01;'Weak. �01;')�01�1;�01;')�1;�01 Weak.�1;�01)�1;�01 Cut�01)�01 �RightLa seule mesure qui dé
roisse ave
 une telle règle est le nombre d'o

urren
es des règles �Left et �Right(
'est-à-dire des règles qui n'appartiennent pas à l'ensemble �Elim de la dé�nition B.6 
i-dessous) quiapparaissent au-dessus de la règle de 
oupure dans la partie droite de la règle. Par 
onséquent, en appliquantune stratégie qui élimine, dans les arbres de preuve, les arbres de preuve maximaux (voir la dé�nition demaximalité 
i-dessous) qui sont les plus pro
hes des feuilles, 
e type de mesure sera suf�sant pour obtenirun résultat de normalisation faible.



188 B Normalisation d'arbres de preuveDÉFINITION B.6� Ensemble �Elim .Soit une pro
édure de transformation. On dé�nit l'ensemble �Elim de la façon suivante :�Elim = f� j 9(�1; : : : ; �n; ')�  �gL'ensemble �Elim 
ontient alors les instan
es de règles qu'il faut faire remonter ou éliminer pour respe
terla stratégie 
hoisie. Pour la pro
édure d'élimination des 
oupures, �Elim 
ontient alors toutes les instan
esdes règles Cut, Weak et Sub.Nous résumonsmaintenant 
ette dis
ussion par la 
ondition suivante exprimée dans notre 
adre abstrait :CONDITION 2. Pour toute règle de transformation (�1; : : : ; �n; ')�  � :1. Il existe i, 1 � i � n, tel que �i =2 �Elim .2. LM(�) � LM((�1; : : : ; �n; ')�).3. Pour tout instan
e de règle �0 apparaissant dans �, � � �0.4. Si � est de la forme (�1; : : : ; �m; ')�0 alors toute instan
e de règle différente de �0 appartient à �Elim .De nouveau, la 
ondition 2 étant purement syntaxique, elle peut être automatiquement véri�able étantdonnée une pro
édure de transformation et un ordre bien-fondé sur les instan
es de règles.Nous en arrivons maintenant au théorème prin
ipal.THÉORÈME B.2. Toute pro
édure de transformation qui véri�e la 
ondition 2 est faiblement normalisante.Pour les besoins de la preuve, nous introduisons les quelques dé�nitions suivantes.DÉFINITION B.7� Arbre de preuve maximal.Soit une pro
édure de transformation. Un arbre de preuve � = (�1; : : : ; �n; ')� est maximal pour si et seulement si pour tout i, 1 � i � n, �i est en forme normale, mais � ne l'est pas.DÉFINITION B.8� Longueur d'une preuve.Soit � = (�1; : : : ; �n; ')� une preuve. La longueur de �, notée j�j, est indu
tivement dé�nie 
ommesuit :� si ' est une feuille, alors j'j = 0 ;� si les �i pour tout i, 1 � i � n, sont les sous-arbres dire
ts de �, alors Pi j�ij si � 2 �Elim etPi j�ij+ 1 sinon.Ainsi, la longueur d'une preuve � est le nombre d'instan
es de règles apparaissant dans � qui n'appar-tiennent pas à �Elim .DÉFINITION B.9� Rang d'une instan
e de règle dans une preuve.Tout ensemble bien-fondé étant isomorphe à un unique ordinal, on note d : �Sr2R r;�� ! �, où �est un ordinal, 
et isomorphisme. Soit � une preuve et soit �0 = (�1; : : : ; �n; ')� un sous-arbre de preuvede � ave
 � 2 �Elim . Alors, le rang de � dans �, noté rk�(�) est dé�ni 
omme étant d(�) + j�0j.
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 le nombre d'instan
es de règles qui n'appartiennent pas à �Elim et apparaissentau-dessus de � dans �0.DÉFINITION B.10� Mesure d'une preuve.Soit � une preuve. La mesure de �, notéemes(�), est dé�nie 
omme étantP� rk�(�) où � 
ouvre toutesles instan
es de règles d'inféren
e de � qui appartiennent à Elim.On peut maintenant pro
éder à la preuve.Preuve. La preuve de 
e théorème est une généralisation de la preuve de Tait [Tai89℄.Le théorème va être prouvé en montrant que l'appli
ation de toute règle de transformation n'augmentepas la mesure des preuves. Deux étapes vont être né
essaires.Nous allons tout d'abordmontrer que pour toutarbre de preuve maximal � transformé en � par une règle de transformation satisfait mes(�) < mes(�).Ensuite, nous allons montrer que 
e résultat peut être étendu à toute preuve en suivant la stratégie qui
onsiste à réduire les sous-arbres maximaux.Soit � = (�1; : : : ; �n; ')� un arbre de preuve maximal tel que 
haque �i est de la forme(�i1 ; : : : ; �ini ; 'i)�i (1 � i � n). Soit (�1; : : : ; �n; ')�  �0 une règle de transformation. Cette règletransforme � en � = (�1; : : : ; �o; ')�0 . Comme � est un arbre de preuve maximal, pour tout sous-arbrede preuve �00 = (�001 ; : : : ; �00p ; '0)�00 de � tel que l'instan
e de règle �00 2 �Elim , �00 apparaît dans �0. Par la
ondition 2.4, au
une instan
e de règle de Sr2R r n �Elim n'a été introduite dans �00 au-dessus de �00. Deplus, par la 
ondition 2.1, il existe au moins une o

urren
e d'une instan
e de règle de Sr2R r n �Elim quin'apparaît plus dans �00 et par la 
ondition 2.2, les autres o

urren
es de telles instan
es de règles étaient déjàdans �. Par 
onséquent, on peut 
on
lure que j�00j � j�j � 1. En�n, par la 
ondition 2.3, on a � � �00. On adon
 d(�00) + j�00j � d(�) + j�j � 1.Maintenant, soit � une preuve qui n'est pas en forme normale et qui est maximale. Soit �0 =(�01; : : : ; �0n; ')�0 un sous-arbre de preuve de � qui n'est pas maximal et tel que �0 2 �Elim . Toute règlede transformation qui peut s'appliquer à � est appliquée soit à un sous-arbre de preuve maximal �00 de �mais pas à �0, soit à un sous-arbre de preuve de �0. Dans le premier 
as, rk�(�0) = rk�(�0) où � est lapreuve obtenue à partir de � en appliquant la règle de transformation en question. Dans le se
ond 
as, parla 
ondition 2.1 et 2.4, la règle de transformation a au moins éliminé une o

urren
e d'une instan
e de règledeSr2R r n �Elim et en a ajouté au plus une. On a don
 que rk�(�0) � rk�(�0).On peut alors 
on
lure que dans les deux 
as 
i-dessus (le 
as dans lequel � est maximal et 
elui danslequel � n'est pas en forme normale et n'est pas maximal)mes(�) > mes(�). 2Dans les pro
édures d'élimination des 
oupures pour le 
al
ul des séquents dont les règles stru
turellessont expli
ites (
'est-à-dire qu'on dispose des règles de 
ontra
tion et d'affaiblissement et que les séquentssont dé�nis 
omme des listes plut�t que 
omme des ensembles de formules), il est 
onnu que des suitesin�nies de rédu
tion sont possibles. En effet, dans un arbre de preuve, lorsque des instan
es de la règle de
ontra
tion se trouvent au-dessus d'une instan
e de la règle de 
oupure, on a la transformation suivante :
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R2 �; '; ' ` ��; ' ` � Contr. � ` ';�� ` � Cut  �; '; ' ` � � ` ';��; ' ` �; 'Weak.�; ' ` � Cut � ` �; '� ` � CutOn remarque qu'au
unedes 
onditions 1 et 2 n'est véri�ée parR2. Ce
i est dû au fait que le séquent� ` ';�et la règle Cut sont dupliqués, et au fait que Contr. � Cut.Pour 
e 
al
ul des séquents, des pro
édures d'élimination des 
oupures normalisantes ont été déve-loppées. La première preuve de normalisation forte a été donnée par Dragalin en 1979 [Dra88℄. Plusré
emment, d'autres preuves de normalisation forte de pro
édures d'élimination des 
oupures ont été don-nées dans [TB99, Her95, UB01℄. Tous 
es résultats forts sont obtenus soit en 
a
hant les 
ontra
tions dansles règles d'introdu
tion ou dans la règle de 
oupure, soit en transformant la règle de 
oupure de façon àempê
her que des instan
es de la règle de 
ontra
tion puissent apparaître au-dessus d'instan
es de la règle de
oupure. Cette dernière méthode est 
elle qui a été suivie par E. Tahhan Bittar dans [TB99℄. Dans 
e travail,la règle de 
oupure, appelée Mix, est dé�nie de la façon suivante :�; 'n ` � �0 ` 'm;�0�;�0 ` �;�0 Mixoù la notation 'n signi�e '; : : : ; '| {z }n fois . Pour 
e 
al
ul, la règle R2 dé�nie plus haut devient la règle suivante :

�; '; ' ` ��; ' ` � Contr. �0 ` ';�0�;�0 ` �;�0 Mix  �; '; ' ` � �0 ` ';�0�;�0 ` �;�0 MixEn utilisant l'ordre de pré
éden
e8� 2 f_;:;9;Contr.;Weak.g, Mix ��-droit,�-gau
he, Tauton montre fa
ilement que la pro
édure d'élimination des 
oupures satisfait la 
ondition 1. Bien entendu, en
onsidérant une règle Mix de la forme �; 'n ` � � ` 'm;�� ` � Mixon n'obtient qu'un résultat de normalisation faible.
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