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INTRODUCTION

EPUIS la crise du logiciel de la fin des années soixante, il est clair qu'une approche méthodologique
est indispensable a la conception de systemes informatiques. Il s’est avéré a cette époque que la
complexité des logiciels était devenue bien trop importante pour qu’il soit envisageable de livrer

un logiciel correspondant a son cahier des charges dans des délais et pour un cout raisonnables. Parmi
les exemples que P'on peut citer pour illustrer 'ampleur de I'impact des défaillances dues au manque de
méthodologie, on trouve la sonde Mariner 1 vers Vénus : lancée le 22 juillet 1962, elle a été détruite a
peine 5 minutes aprés son lancement car sa trajectoire était devenue incontrolable par cause d'une erreur
de programmation. Plus récemment, en 1996, I'explosion du lanceur Ariane 5, qui a cotté un demi milliard
de dollars, est due a une faute logicielle d'un composant dont le fonctionnement n’était pas indispensable
durant le vol [JM97].

11 s’est alors avéré nécessaire de définir un ensemble de méthodes et d’outils dédiés a la conception, au
développement et a la maintenance des systemes informatiques. Ces méthodes et outils forment ce qu'on
appelle le génie logiciel. Tout au long du processus de conception, depuis la formulation informelle des
besoins jusqu’au produit final, plusieurs types de méthodes de validation et de vérification sont utilisés pour
assurer la qualité du produit final. Parmi ces méthodes, on trouve notamment les techniques de preuve, de
test, de prototypage rapide ou de vérification de modeles (model-checking). Ce sont les techniques de test qui
nous intéresserons plus particulierement ici.

Le test est I'un des moyens les plus utilisés pour la validation du logiciel. L’activité de test consiste a
exécuter le logiciel sur un sous-ensemble de ses entrées possibles de maniere a déceler d’éventuelles erreurs.
Ia présence d’erreurs est établie par confrontation du comportement du logiciel avec un objet de référence.

Le processus de test est généralement décomposé en trois phases : la sélection, la soumission et la
décision. Ces trois phases consistent respectivement a sélectionner le sous-ensemble des entrées sur lequel
le logiciel sera exécuté, a soumettre ces entrées au logiciel en collectant les sorties C’est-a-dire les réponses
du logiciel, et a décider de 'adéquation de ces sorties avec les sorties attendues.

La sélection des données a soumettre au logiciel peut étre effectuée selon différentes approches. Elles
peuvent par exemple étre choisies aléatoirement parmi les données possibles, ou bien selon certains critéres
représentatifs des caractéristiques du logiciel qu’on veut tester. Ces criteres sont choisis a partir d’'un objet
de téférence qui peut étre une spécification informelle, une spécification formelle ou un prototype. Une
spécification formelle d’un systeme informatique est une desctiption des fonctionnalités et/ou du compot-
tement attendus de ce systeme exptimée dans un langage rigoureux, c’est-a-dire mathématiquement défini.

On distingue les spécifications formelles des spécifications dites informelles qui utilisent un langage ambigu
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pouvant donner lieu a différentes interprétations, comme le langage naturel par exemple. On patle également
de spécifications semi-formelles, notamment au sujet ’UML, qui tend vers une formalisation de notations
graphiques tout en laissant relativement libre leur interprétation.

Le langage utilisé pour spécifier formellement un systéme peut étre de différentes natures, suivant les
aspects du systeme a décrire. On peut utiliser, entre autres, un formalisme logique, une algeébre de processus,
un langage orienté modeles ou un langage muni d’une représentation graphique comme les systemes de
transitions ou les réseaux de Petri. Certains de ces formalismes de spécification sont plus adaptés a décrire
les aspects fonctionnels du systeme (comportement sur les données) ou ses aspects dynamiques (actions et
communications avec I'environnement). Les spécifications logiques sont généralement utilisées pour décrire
les fonctionnalités du systeme, tandis que les algebres de processus et les systemes de transitions sont utilisés
pour spécifier I'aspect dynamique des systemes.

Pendant longtemps, cette distinction entre formalismes orientés données et formalismes orientés dyna-
mique a été tres nette. Cependant, sont apparues récemment des extensions de chacun de ces deux types
de formalismes afin de prendre également en compte les aspects de lautre. On trouve par exemple des
extensions des formalismes dynamiques aux données : FSP (pour Fiuite State Processes) est une algebre de
processus étendue aux données, tandis que les JOSTS (pout luput Output Symbolic Transition Systems) sont une
extension aux données des automates communicants. Inversement, les formalismes logiques, dits également
axiomatiques, peuvent étre utilisés pour spécifier les aspects dynamiques des systemes. Les logiques consi-
dérées pour la spécification des aspects fonctionnels des systemes sont en général des restrictions ou des
extensions de la logique du premier ordre. Tl est alors possible de profiter de la vision dynamique offerte
par les logiques modales pour spécifier, de facon plus abstraite que les algebres de processus ou les systemes
de transitions, le comportement d’un systeme. Ainsi, les extensions des logiques modales au premier ordre
permettent d’allier spécification comportementale et spécification des données.

Lotsque la phase de sélection d’un jeu de tests est opérée a partir d’un objet de référence déctivant plus
ou moins formellement le comportement du logiciel, sans connaissance de I'implantation elle-méme, on
patle de test « boite noitre ». Différentes approches de test boite noire ont été développées pour chacun des
formalismes mentionnés ci-dessus. Parmi ces approches, nous en distinguons deux qui illustrent la distinction
entre données et dynamique que nous avons mentionnée plus haut.

Afin de tester les aspects fonctionnels d’un systeme, une des théories de test qui a été définie a pour
objet des systemes décrits a I'aide de spécifications équationnelles, dites aussi algébriques [Ber91, BGM91].
Dans ce cadre, deux hypotheses fondamentales sont posées : le systeme sous test est considéré comme un
modele du formalisme logique dans lequel la spécification est exprimée, C’est-a-dire une algebre ; les cas de
tests sont des équations qui ne contiennent pas de variables pour pouvoir étre évaluées par le systéme sous
test. L'interprétation des cas de test est alors définie comme la satisfaction de ces formules par le systeme
en tant que modele, une formule étant satisfaite par un modele st elle est vraie pour une certaine notion de
vérité dans ce modele. La notion fondamentale de correction d’un systeme par rapport a sa spécification
est alors définie dans ce cadre de la facon suivante : un systéme est correct §1l satisfait exactement les
meémes formules sans vatiables que la spécification. Le jeu de tests composé de toutes ces formules est alors
dit exhaustif puisqu’il permettrait de montret la correction du systéme §’il pouvait étre soumis dans son
intégralité. I.e probleme réside dans le fait que cet ensemble de tests est de tres grande taille, voire infini. Tl
est donc nécessaire d’en sélectionner un sous-ensemble de taille raisonnable a soumettre effectivement au

systeme. Une des méthodes de sélection qui a été tres étudiée dans le cadre des spécifications équationnelles
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est celle appelée dépliage des axiomes [Mar91, Mar95, AABLMO5]|. Son ptincipe est de diviser I'ensemble
exhaustif de tests en sous-ensembles selon des criteres dérivés des axiomes de la spécification. Il reste donc
une phase de génération consistant ensuite a choisir des cas de test dans chacun de ces sous-ensembles afin
de construire un jeu de tests fini couvrant le jeu de tests exhaustif de départ.

Lorsqu’il s’agit de tester les aspects dynamiques des systémes, la théotie de test boite noire qui a été
définie est appelée test de conformité [LY96, Tre95]. Dans le cadre du test de conformité, la spécification
du systéme sous test peut étre une machine a états finis ou un systéme de transitions étiquetées. L’hypothése
de test fondamentale est d’assimiler le systéme sous test a un objet de méme nature que la spécification. T.e
comportement du systeme, exprimé en termes de trace d’exécution c’est-a-dire de suite d’états, d’entrées et
de sorties, est alors confronté au comportement décrit par la spécification. Un systeme est dit correct dans
ce cadre sl tous ses comportements sont autorisés par la spécification. Par exemple, lorsque le systeme et
la spécification sont des systémes de transitions étiquetées, la correction du systéme peut étre définie par la
relation doco [T1e95] : le systéme est conforme a sa spécification pour Zocw st toute trace de la spécification
exécutée par le systéme donne une des sorties autorisées par la spécification pour cette trace. La sélection des
tests dans ce cadre peut étre effectuée par un parcours du systéme de transitions permettant de construire
pas a pas des traces a soumettte au systeme sous test. Elle peut également étre conduite pat un objectif de
test sous la forme d’un systeme de transitions représentant un ensemble de comportements a tester. Ce sont
les traces de la spécification correspondant a cet objectif de test qui seront alors soumises au systeme.

T.a barriere entre formalismes de spécification dédiés aux données et formalismes dédiés a la dyna-
mique s’étant estompée grace aux extensions de ces formalismes aux aspects dynamiques et aux données
respectivement, des techniques de test ont pu étre développées pour ces nouveaux formalismes.

Récemment, les approches du test de conformité ont été étendues afin de prendre également en compte a
la fois 'aspect fonctionnel des systemes. Les formalismes utilisés sont alors des machines a états finis étendues
aux données comme les EHSM (pour Extended Finite State Machines) IMS98] ou des systémes de transitions
symboliques comme les STS (pour Symbolic Transition Systems) [FTW04, PBG99| ou les IOSTS [RdABJ0O0,
GLRTO00]. Les apptroches fondées sur les extensions symboliques des modéles dynamiques permettent par
exemple d’utiliser une technique d’analyse particuliere appelée exécution symbolique afin de définir une
stratégie de sélection de tests. I.e principe est d’'utiliser des symboles comme données d’entrée au lieu
de données concretes et de dériver un arbre d’exécution symbolique afin de décrire toutes les exécutions
possibles du systeme de facon symbolique. T.es objectifs de test sont alors choisis parmi les sous-arbres de
cet arbre d’exécution a I'aide de certains criteres selon les caractéristiques du systeme a tester.

Cependant, il n’existe pas a ce jour de travaux proposant des techniques de test dédiées a des systemes
mélant dynamique et données et spécifiés a I'aide de formalismes axiomatiques. La spécification d’un systéme
dans un tel formalisme étant un ensemble de propriétés, elle donne de fait une vision plus abstraite du systeme
qu'un systeme de transitions qui est une spécification exécutable. Le travail de cette these cherche alors a
étendre a des systemes dynamiques le cadre de test défini pour des systeémes décrits a Paide de spécifications
algébriques. objectif est d’aborder le test de ce type de systemes de maniére plus abstraite que I'approche
du test de conformité. Comme on I’a dit plus haut, parmi les formalismes de spécification qui permettent
de lier la description des aspects fonctionnels et dynamiques d’un systeme se trouvent les extensions des
modeles dynamiques aux données, mais également des extensions de la logique du premier ordre a des aspects
dynamiques comme les logiques modales. I.e cadre de test a partir de spécifications algébriques ayant été

défini de facon générale pour des spécifications axiomatiques, notre approche est de faire entrer les systemes
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dynamiques dans ce cadre en les décrivant par de telles spécifications. La logique modale du premier ordre
étant tres adaptée a décrire ce type de systémes, C’est cette logique que nous avons choisie comme formalisme
axiomatique pout la spécification de ces systemes. Le systeme sous test est alors spécifié, non pas a 'aide d'un
automate ou d’un systéme de transitions, qui ne représentent qu'un seul modele du systéme, mais a Paide
d’un ensemble d’axiomes exprimés en logique modale du premier ordre. Cela permet de se placer a un niveau
d’abstraction plus élevé, une spécification modale dénotant une classe de systemes. Cest ce qu’on appelle de
la sous-spécification : on ne signifie rien de plus que ce qui est effectivement dit. De plus, les systemes ainsi
spécifiés sont interprétés par des modeles mathématiques appelés coalgebres [Kur00, Rut00, Jac] qui sont
une généralisation des systemes de transitions.

Dans le cadre de test défini initialement pour des spécifications axiomatiques, la méthode de sélection
d’un jeu de tests effectif a soumettre au systéme par dépliage des axiomes a été étudiée de fagon approfondie
pour des spécifications équationnelles conditionnelles positives [Ber91, Mar91, BGM91, Mar95, AABLMO5|.
Ces spécifications étant pourvues de techniques de preuve bien connues et efficaces, 'idée fondamentale
est d’utiliser ces techniques pour la sélection de cas de test. En effet, les cas de test doivent étre des
conséquences de la spécification, c’est-a-dire des formules prouvées étre des théotémes dans la théotie
définie par la spécification. Ils peuvent alots étre déduits des axiomes de la spécification, en utilisant le calcul
correspondant au formalisme de la spécification. I.a procédure de dépliage consiste alors a raffiner le jeu de
tests exhaustif initial en remplacant ces tests par des ensembles de formules choisies dans leurs arbres de
preuve. Les jeux de tests ainsi obtenus doivent étre aussi puissants que le jeu de test exhaustif : aucun test ne
doit étre perdu (stratégie correcte) et aucun test ne doit étre ajouté (stratégie compléte). Afin de montrer ce
résultat, une solution consiste 2 montrer que tout arbre de preuve peut étre transformé de facon a respecter
une certaine structure qui rend possible la stratégie de choix, c’est-a-dire prouver la normalisation de la
transformation.

Afin d’étendre ce cadre de test a des spécifications exprimées en logique modale du premier ordre, notre
démarche est la sutvante. La premiere étape consiste a généraliser la méthode dépliage aux spécifications du
premier ordre. Une restriction s’impose alors quant a I'utilisation du quantificateur existentiel dans les axiomes
de la spécification. Il est en effet possible de montrer que tester une formule quantifiée existentiellement
revient a prouver cette formule dans le systéme sous test. Ce type de formules ne peut donc pas étre utilisé
dans le cadre du test. Cependant, hormis cette restriction mineure, les résultats d’exhaustivité ainsi que la
méthode de sélection par dépliage trouvent une généralisation satisfaisante aux spécifications du premier
ordre sans quantificateurs [AALLO7].

11 s’agit ensuite d’adapter ce cadre de test a des spécifications modales du premier ordre. Le premier
formalisme de spécification que nous avons choisi est une extension modale de la logique conditionnelle
positive pour laquelle le cadre de test a été initialement défini. Cette restriction sur la forme des formules
modales permet d’étudier 'influence de la présence de modalités dans le processus de sélection par dépliage
des axiomes ainsi que la dualité des résultats d’exhaustivité avec ceux du cadre original. En effet, les coalgebres
dans lesquelles les spécifications modales du premier ordre sont interprétées sont des constructions duales,
dans un sens que nous définirons, des modeles algébriques. I exhaustivité étant une notion liée a la sémantique
des spécifications utilisées pour décrire le systeme sous test, la dualité des modeles algébriques et coalgébriques
se retrouve dans les preuves d’existence d’un jeu de tests exhaustif dans les cadres algébrique et modal.

Une fois le cadre de test adapté aux spécifications modales conditionnelles positives [AT.07], nous pou-

vons aborder la généralisation aux spécifications modales du premier ordre. Pour les mémes raisons que
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dans le cas des spécifications du premier ordre, les formules sont restreintes aux formules sans quantifica-
teurs. La logique modale du premier ordre choisie est la logique sous-jacente au langage de spécifications
CoCaAsL [MSRRO6], tout comme la logique du premier ordre est la logique sous-jacente au langage de
spécifications algébriques CASL [ABK ™02, CoF104]. COCASL est une extension coalgébrique de CASL qui
permet de spécifier conjointement des types de données algébriques et des processus de nature coalgébrique.
La logique modale de COCASI. permet d’exprimer des propriétés sur de tels processus, par exemple des
propriétés de vivacité et de sureté. I'extension du cadre de test a des spécifications modales du premier
ordre [I.LAO7] permet alors de tester de telles propriétés.

T.a these se compose de trois parties organisées comme suit :

Les préliminaires contiennent les notions fondamentales nécessaires a la présentation de la théorie du test
a partir de spécifications axiomatiques. Cette théorie étant définie indépendamment de toute logique,
nous présentons tout d’abord le cadre abstrait des logiques générales afin de fixer les notions et les
notations des différentes composantes d’une logique dont nous aurons besoin dans la présentation du
cadre général de test. Nous définissons ensuite les deux types de logiques dans lesquels nous étudions
le test tout au long de cette thése, la logique du premier ordre et la logique modale du premier ordre,
que nous présentons comme des instances de logiques générales. Nous terminons cette partie par la

présentation de la théorie du test dans le cadre des logiques générales.

La premiére partie est consacrée au test a partir de spécifications du premier ordre. Nous présentons tout
d’abord un état de I'art de la méthode de sélection par dépliage des axiomes ainsi qu’une contribution
a I’étude des conditions sous lesquelles 'existence d’un jeu de tests exhaustif est assurée. Ces résultats
ainsi que la procédure de dépliage sont ensuite généralisés aux spécifications du premier ordre sans

quantificateurs. Nous montrons également la raison de cette restriction sut les quantificateurs.

La seconde partie présente les extensions de laméthode de sélection de la premiere partie aux spécifications
modales du premier ordre ainsi que les résultats d’exhaustivité, de correction et de complétude de
la procédure assurant la pertinence de la sélection. La premiere extension se situe dans le cadre des
spécifications modales conditionnelles positives, ce qui permet d’adapter la procédure de sélection
originale en se focalisant uniquement sur la présence de modalités. La procédure est ensuite généralisée
aux spécifications modales du premier ordre sans quantificateurs. Dans les deux cadres, des résultats
d’exhaustivité sont montrés. Une comparaison avec 'approche du test de systemes dynamiques par le
test de conformité est également proposée a la suite de la présentation de Padaptation du cadre de test

aux spécifications modales conditionnelles positives.

L’annexe A est un bref récapitulatif des notions de la théorie des catégories nécessaires a la lecture de ce
document. Sont présentées succinctement les notions de catégorie, de morphisme, de foncteur, de
sous-catégorie, de catégorie duale, ainsi que la vision catégorique de notions de théorie des ensembles

et les concepts de limites et colimites.

L’annexe B présente des résultats de normalisation d’arbres de preuve que nous avons établis. Ce travail a
été conduit de facon parallele et n’est donc pas directement lié a la problématique de la thése, mais il

fournit des résultats utilisés dans plusieurs des preuves de complétude de la procédure de dépliage.
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Théorie du test a partir de spécifications axiomatiques






A THEORIE du test que nous allons présenter a été définie pour des systemes spécifiés dans des
formalismes axiomatiques, appelés aussi logiques. Les logiques générales, définies a partir des
mstitutions, fournissent un cadre unifi¢ pour la définition de tels formalismes. Elles permettent en

effet de définir de fagon abstraite les différentes composantes d’une logique que sont la syntaxe, la sémantique
et le calcul, ainsi que les liens entre ces trois notions. Nous profitons alors de ce cadre général de description
des logiques pour présenter les notions et les résultats dont nous aurons besoin dans la suite et qui peuvent
etre définis indépendamment de la logique manipulée.

Nous suivons ensuite le schéma de présentation donné par les logiques générales pour présenter les deux
classes de logiques dans lesquelles nous étudions le test, a savoir la logique du premier ordre et la logique
modale du premier ordre. Ces deux logiques sont munies d’un calcul des séquents approptié qui sera utilisé
pour la sélection de tests a partir des spécifications exprimées dans ces logiques. Les logiques équationnelle et
conditionnelle positive sont alors définies comme des restrictions de la logique du premier ordre tandis que
la logique modale conditionnelle positive est définie comme une restriction de la logique modale du premier
ordre. La définition de la sémantique de la logique modale du premier ordre nécessite 'introduction de la
notion de coalgebre comme abstraction des modeles dynamiques tels que les systemes de transitions. Dans
les deux cadres logiques, des résultats liés a Pexistence d’un modele particulier, initial dans le cas algébrique
et terminal dans le cas modal, sont présentés.

Fnfin, la théorie du test a partir de spécifications axiomatiques est présentée de facon abstraite dans le
cadre des logiques générales. Ce cadre théotique est celui dans lequel tous les travaux présentés dans cette
these se situent. Nous définissons alors les notions fondamentales de correction dun systeme sous test,
d’exhaustivité d’un jeu de tests ainsi que la notion de critere de sélection et ses propriétés de correction et de

complétude.






CHAPITRE 1

Logiques générales

Tout formalisme logique, dit aussi formalisme axiomatique, compotte trois aspects intimement liés.

La syntaxe. I.e premier objectif d’'un formalisme est d’offrir la possibilité d’exprimer des propriétés per-
mettant de décrire des systemes. Pour que le procédé de validation de ces propriétés soit vérifiable par
un ordinateur, il faut que leur énoncé lui-méme soit mis sous forme directement « compréhensible »
par un ordinateur, c’est-a-dire sous forme symbolique. La collection de tous les énoncés a établir sur le
systeme décrit la spécification de ce dernier, ce qu’on peut voir comme un cahier des charges formel.
La définition des suites de symboles reconnaissables pour un formalisme en caractérise la syntaxe.

L’énoncé des propriétés respectant cette syntaxe est usuellement appelé une formule.

La sémantique. [’énoncé symbolique des propriétés ne suffit pas a lui seul, puisqu’il n’est qu'une suite
de caracteres et de symboles. Il est donc nécessaire de donner de facon rigoureuse un sens aux
symboles et aux suites de symboles du langage, correspondant au phénomene que 'on veut garantir
par ces propriétés. Ce sens est donné par un ensemble de modeles mathématiques : la sémantique. Ces
modeles peuvent étre vus comme des abstractions mathématiques des systemes dont on veut établir
la correction. Pour établir cette correction, on munit la sémantique d’une relation binaire entre les
modeéles et les formules, appelée relation de satisfaction. Grace a cette telation, il est alors possible de
dire si une certaine propriété est ou non validée par un modele, c’est-a-dire si cette propriété est vraie

dans ce modele pour une certaine interprétation.

Le calcul. A partir de la sémantique et de sa relation de satisfaction, la correction d’un systéme informatique
pat rapport a sa spécification peut étre abordée de fagcon rigoureuse mais non formelle. LLa formalisation
de cette preuve de correction, et donc sa certification mécanique, nécessite au préalable de traduire
symboliquement les preuves sémantiques. En effet, manipuler des suites de symboles est la seule chose
que sache faire un ordinateur. 1l faut alors définir des regles de manipulation syntaxique des formules
et comment elles peuvent conduire a obtenir une propriété. Cet ensemble de regles est appelé un

systéme formel, ou bien un calcul.

Ces trois aspects (syntaxe, sémantique, et calcul) sont loin d’étre indépendants. I.a syntaxe définit le

domaine dans lequel travaillent la sémantique et le calcul en fixant le langage, c’est-a-dire les symboles utilisés
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et les constructions autorisées. La sémantique, quant 2 elle, doit étre capable de donner un sens a toutes les
constructions définies par la syntaxe. Enfin, le calcul n’étant qu’une manipulation symbolique a priori sans
aucun sens, il est indispensable de s’assurer que ce dernier représente aussi fidelement que possible le monde
sémantique choisi, que les manipulations symboliques sont en accord avec la sémantique. On patle alors
de correction du calcul. Lorsqu’elle traduit totalement ce monde sémantique, on parle de complétude. Bien
entendu, la premiere propriété est absolument nécessaire, car proposer un calcul sans définir en quel sens
il est correct, ne pas fournir de sémantique, enléve de fait toute crédibilité a une logique. Cest seulement
une fots établie la correction des regles du calcul par rapport a la sémantique que I'on peut faire confiance
a un calcul. On peut alors s’appuyer sur une compréhension intuitive de la sémantique pour guider les
preuves formelles. La complétude en revanche est seulement souhaitable car, sil est intéressant de traduire
totalement la sémantique par des régles de calcul, cela n’est pas toujours possible (une conséquence du
théoreme d’incomplétude de Gédel).

I’introduction d’un nouveau formalisme logique se fait toujours par la donnée de sa syntaxe, de sa
sémantique et de son calcul. Méme si la définition de ces différents éléments est propre a chaque langage,
de nombreux points communs existent traduisant 'essence méme d’un formalisme de spécification. En
pratique, le volet syntaxique d’une logique repose sur la construction inductive de formules a partir de
symboles de fonctions, de prédicats, de connecteurs propositionnels, de quantificateurs, etc. On remarque
également qu’une logique contient des «parties fixes» (connecteurs propositionnels, quantificateurs, définition
inductive des termes et des formules, etc.) et des « parties utilisateurs » que l'on introduit dans le but de
résoudre un probleme donné. Ces dernieres sont classiquement appelées des signatures. Elles caractérisent
les éléments de base spécifiques a un probléme donné. Elles représentent donc I'interface du probleme
traité. Dans le cadre d’un systéme informatique, cette interface est importante. En effet, c’est souvent la
seule partie visible d’un systeme pour les utilisateurs. De plus, un systeme informatique est amené a voir son
comportement évoluer au long de son cycle de vie. Cette évolution se caractérise souvent en premier lieu par
une modification de son interface (par ajout de fonctionnalités par exemple) puis par une modification de
son comportement (par exemple en ajoutant des propriétés pour caractériser les nouvelles fonctionnalités).
Pour ces raisons, la notion de signature, ainsi qu'un moyen de comparer ces signatures au niveau syntaxique
puis au niveau sémantique, doivent apparaitre dans le cadre d’une description générale de logiques dédiées
a I'informatique. Pour mieux appréhender les liens entre les logiques et leur application a I'informatique, la
théotie des institutions [GB92] a alors été introduite par Joseph Goguen et Rod Burstall, puis étendue aux
preuves formelles par José Meseguer dans sa définition des logiques générales [Mes89].

Nous allons présenter tout d’abord le volet sémantique des logiques, au travers des institutions, ainsi
que la notion de spécification. Nous présenterons ensuite le volet calculatoire en introduisant les logiques

générales et les notions associées aux systemes formels.

1 Institutions

1.1 Définitions élémentaires

Une mstitution capture de maniere formelle le concept de systeme logique en donnant :
— une catégorie de signatures qui fournissent le vocabulaire nécessaire a la description d’un probleme

donné. Intuitivement, les signatures sont aux systemes logiques ce que les interfaces sont aux pro-
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grammes. Les morphismes de signatures, qui représentent les relations entre signatures, sont a rap-
procher de la notion de modification d’interface (entichissement, surcharge...) ;

— un moyen d’associer, a chaque signature, un ensemble de formules, qui sont les formules bien formées
sur cette signature, auquel sont étendus les morphismes de signatures. Intuitivement, les morphismes
de signatures transportés aux formules sont des fonctions permettant de renommer les symboles de
la signature utilisés dans les formules ;

— un moyen d’associer, a chaque signature, une catégorie de modeles, a laquelle sont étendus les
morphismes de signatures. I.es morphismes de signature sont transportés aux modeles de facon a
pouvoir restreindre un modele associé a une signature en un modele d’une signature plus pauvre ;

— un moyen d’associet, a chaque signature, une relation entre les modeles de cette signature et les
formules sur cette signature appelée relation de satisfaction, permettant de dire qu'un modele valide
ou non une formule.

Une condition sur ces éléments impose la préservation de la relation de satisfaction par changement de
signature, ¢’est-a-dire qu’un changement de signature selon un morphisme de signatures ne doit pas affecter
la satisfaction des formules par les modéles. Par analogie avec les langages de programmation, cela traduit le
fait qu’un programme peut faire quelque chose de plus stimple que ce pour quoi il a été congu. Par exemple,
un programme permettant de manipuler des piles et en particulier d’en calculer la hauteur est capable de
faire de Parithmétique élémentaire sur les entiers.

Ainst, sans détailler la structure des formules ni celle des modeles, une institution est dédiée a la description
des rapports existant entre syntaxe et sémantique, c’est-a-dire entre les ensembles de formules définis sur
des signatures et les catégories de modeles associées a celles-ci. C’est en quelque sorte une logique a laquelle
manquent tous les mécanismes d’inférence, mais qui permet de capturer formellement la notion de systeme

logique d’un point de vue théorie des modeles.

DEFINITION 1.1 — Institution.
Une Znstitution est un quadruplet (Sig, For, Mod, =) ou :
— Sig est une catégorie dont les objets sont appelés signatures |
— For : Sig — Set est un foncteur' qui a toute signature . € | Sig | associe > Pensemble For(X) des
Sformules sur 3
— Mod : Sig — Cat°P est un foncteur? qui a chaque signature 3 € | Sig | associe la catégotie Mod (X))
des modéles de 2 ;
— = (F=)se|sig| estla famille de relations =y sur Mod (X) x For (X) appelées relations de satisfaction.
De plus, pour tout morphisme de signatures o : ¥ — X', pour tout modéle M’ € | Mod(X')|, pour toute

formule ¢ € For(X), on a la propriété suivante, appelée condstion de satisfaction :

M =5y For(o)(p) <= Mod(0)(M) [=s ¢

Toutes les logiques que nous allons présenter par la suite vérifient cette condition. Toutefois, cette

derniére ne sera pas nécessaire pour établir les résultats liés a la sélection de tests a partir de spécifications

' Set est la catégorie dont les objets sont les ensembles et dont les morphismes sont les fonctions.
La notation | Sig | désigne la classe des objets de la catégorie Sig, voir Pannexe A.
3 Cat est la catégotie dont les objets sont des catégories et dont les morphismes sont les foncteurs. Cat®? est la catégorie duale

de Cat, voir annexe A.
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axiomatiques. Nous nous servirons uniquement du cadre unifié sous lequel les institutions permettent de
présenter I'aspect sémantique des logiques.

La définition d’une institution n’implique aucune contrainte sur la construction et la forme des formules.
Dans la pratique cependant, la structure des formules n’est pas quelconque. Comme nous le verrons dans
les deux instances d’institutions que nous présentons aux chapitres suivants, la définition des formules pour
une logique particuliere repose sur la donnée d’un ensemble d’éléments de base (les formules atomiques)
et d’opérateurs sur cet ensemble (connecteurs logiques, quantificateurs, modalités, etc.). Bien que le cadre
abstrait des institutions ne permette pas de faire référence explicitement a ces opérateurs, il est possible
de les définir de facon interne a une institution donnée. ILes résultats dont nous aurons besoin nécessitant
uniquement existence de la négation au sein de I'institution considérée, nous ne donnons ici que la définition

de la négation sémantique.

DEFINITION 1.2 — Négation sémantigue.
Soit une institution Z = (Sig, For, Mod, |=). Soit ¥ une signature. Une formule ¢’ € For(X) est la

négation sémantique d'une formule ¢ € For(X) si et seulement si
VM e | Mod(S)|, M [zs ¢’ & M s ¢

On dira que Z posséde la négation si pour toute signature 3, toute formule ¢ € For(X) posséde une

négation sémantique.

Dans le reste de cette section, on se place dans une institution Z = (Sig, For, Mod, =) fixée possédant
la négation.

Pour une formule ¢ donnée, il est possible de considéter I'ensemble des modeles de 2 qui valident cette
formule. On dit alors d’un modéele appartenant a cet ensemble qu’il est un modele de . Plus généralement,

étant donné un ensemble de formules, on définit un modeéle associé a cet ensemble de la facon suivante.

DEFINITION 1.3 — Modéle d'un ensemble de formules.
Soit ¥ une signature de | Sig | et ¥ C For(X) un ensemble de formules sur X. Un modéle de ¥ est un
¥ -modéle M qui valide toutes les formules de ¥, c’est-a-dite tel que

Vo e U, ME ¢

On note Mod(¥) la sous-catégorie pleine de Mod(2) dont les objets sont les modeéles de V.

Ftant donné un ensemble de formules ¥, un modéle de ¥ est donc un modéle qui, en particulier,
valide les formules de ¥, mais en général, valide aussi d’autres formules. Parmi celles-ci, il en existe qui sont
également validées par d’autres modeles de W. Si ces formules sont vétifiées par tout modele vérifiant les

formules de ¥, on dit que ce sont des conséquences sémantiques de W.

DEFINITION 1.4 — Conséguence sémantique d’un ensemble de formules.
Soit ¥ une signature de | Sig|. Soit ¥ C For(X) un ensemble de formules sur X. I’ensemble des

conséquences sémantiques de U, noté W® est 'ensemble des formules validées par tous les modeles de W :

T* = {p € For(X) |YM € Mod(¥), M = ¢}
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Sig € U*, on note ¥ |= ¢ la relation de conséquence sémantique.

Un ensemble de formules est alors dit consistant s’il existe des formules qui ne sont pas des conséquences

sémantiques de cet ensemble.

DEFINITION 1.5 — Congistance d'un ensemble de formules.
Soit ¥ une signature. Un ensemble de formules ¥ C For(X) est dit cwnsistant st ¥ # For(X), et

inconsistant dans le cas contraire.

Un ensemble de formules inconsistant peut donc avoir pour conséquence sémantique a la fois une
formule et sa négation. Un modéle ne pouvant valider qu'une seule de ces deux formules, un tel ensemble

de formules ne peut pas avoir de modeles.

PROPOSITION L.1. [Bar05] Soit X une signature telle que For(X) # 0. Un ensemble de formules ¥ C For(X) est
consistant 5i et seulement si Mod (W) # (.

Une classe de modéles d'une méme signature peut étre caractérisé par 'ensemble des formules qui sont

validées par tous les modeles de cette classe. Ces formules forment ce qu'on appelle une théorie.

DEFINITION 1.6 — Théorie.
Soit ¥ une signature. Soit .# C | Mod(X)| un ensemble de modeles de 3. La théorie de .M , notée

Th(A ), est lensemble de formules suivant :
Th(A) = {p € For(X) |YM € M, M =5 ¢}

On rematque que pour un ensemble de formules ¥, 'ensemble des conséquences sémantiques de ¥ est

la théorie de la classe des modéles de W :
U* = Th(Mod(¥))

On dit qu’une théorie est complete si c’est le plus grand ensemble de formules qui soit consistant. Intuitive-

ment, tout formule n’appartenant pas a cette théorie est la négation d’une formule de la théorie.

DEFINITION 1.7 — Complétude d’une théorie.

Soit X une signature. Soit T" C For(X) une théorie. La théorie T est dite complete ou maximale consistante
si et seulement si, pour toute formule ¢ € For(X), une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— T U{¢p} est inconsistante ;

-peT.

HEn particulier, Pensemble des formules validées par un modeéle donné est une théorie compleéte.

PROPOSITION 1.2. [Bar05] Soit X2 une signature telle gue For(X) # 0. Pour tout M modele de 22, Th(M) est une

théorie complete.
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Pour une signature donnée, il existe une multitude de modeles entre lesquels il n’est possible d’établir
de distinction qu’au travers des formules qu’ils valident. Deux modeéles d'une méme signature qui valident

exactement les mémes formules sont alors dits élémentairement équivalents.

DEFINTTION 1.8 — ﬁqw’m/eme Elémentaire de modeles.
Soit X une signature de | Sig |. Soient M, M’ € Mod(%) deux modéles de ¥ et ¥ C For(X). On dit
que M et M sont démentairement équivalents par rapport a ¥, noté M =g M, si et seulement s’ils valident

exactement les mémes formules de U :
Vo € ¥, M ‘:(10<:>MI ‘:90
Lotsque ¥ = For(X), on dit que M et M’ sont élémentairement équivalents, noté M = M'.

Cette notion s’exprime également au niveau des formules. Deux formules représentent la méme propriété

si elles sont validées exactement par les mémes modéles.

DEFINITION 1.9 — Eguivalence élémentaire de formules.

Soient ¢ et ¥ deux formules sur 2. On dit que @ et Y sont éémentairement équivalentes, noté @ = 1, si et

seulement si elles admettent exactement les mémes modéles :
VM e Mod(Z),MEpe ME1Y

La notion d’équivalence élémentaire de modeles nous permet d’exprimer la propriété suivante sur les

modeles d’'une théorie compléte.

THREOREME 1.1. [Bar05] Soit 3 une signature. Soit T C For(X) une théorie complete. Soit U l'ensemble des formules
closes sur . Alors pour tons M, M modéles de T non vides, M =g M.

1.2 Spécifications

Une fois fixée une logique sous la forme d’une institution, il est possible de l'utiliser comme formalisme
de spécification. Une spécification axiomatique, est alors composée de I'ensemble des symboles spécifiques
au systeme que Pon veut décrire (une signature de la logique considérée) et d’un ensemble de formules

construites a partir de cette signature : les axiomes.

DEFINITION 1.10 — Spévification.
Soitune institution (Sig, For, Mod, |=). Une spézification Sp estun couple (2, Az) o X est une signature

de | Sig | et Az € For(X) est un ensemble de formules appelées axiomes.

T.es axiomes décrivant les propriétés attendues du systeme, il est nécessaire que les modeles associés a la
spécification, étant des représentations du systeme, valident ces axiomes. Un modele d'une spécification est

donc un modele de la signature de cette spécification qui valide tous les axiomes.
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DEFINITION 111 — Modéle d’une spécification.
Si Sp = (X, Az) estune spécification, on appelle modéle de Sp un modéle de 'ensemble Az des axiomes.
On note Mod(Sp) la sous-catégorie pleine de Mod () dont les objets sont les modéles de Sp.

Les formules qui sont validées par tous les modeles d’une spécification seront d’une importance parti-
culiere dans la suite de cette these. Elles représentent en effet toutes les propriétés que le systeme spécifié
valide dés lors qu’il valide les axiomes de la spécification, ce systéme pouvant étre vu comme un modéle de

la spécification.

DEFINITION 1.12 — Conséquences sémantiques d’une spécification.
Si Sp = (X, Az) est une spécification, Uensemble des conséguences sémantiques de Sp, noté Sp®, est
Pensemble des conséquences sémantiques de 'ensemble Az des axiomes. Si ¢ € Sp®, on note Sp |= ¢ la

relation de conséquence sémantique.

Pour s’assurer qu’il est possible de concevoir un systeme implantant une spécification, il faut que celle-ct
admette au moins un modele, c’est-a-dire que 'ensemble de ces axiomes soit consistant. On dit alors que la

spécification elle-méme est consistante.

DEFINITION 1.13 — Congistance d’une spécification.

Une spécification Sp = (X, Az) est dite consistante si seulement si Az est consistant.

2 Logiques générales
2.1 Définitions élémentaires

Un systeme d’inférence capture abstraitement les aspects syntaxiques du raisonnement dans une logique.
Comme une institution, il est constitué d’'une catégorie de signatures et d’'un foncteur associant a chaque
signature un ensemble de formules, mais la sémantique, au travers du foncteur donnant une catégorie de
modeles pour une signature et de la relation de satisfaction, est remplacé ici par le raisonnement déductif,
représenté par une relation entre ensembles de formules et formules, appelée relation d’inférence. Intuiti-
vement, cette relation exprime la possibilité de déduire une propriété d’un ensemble d’hypotheses par une

certaine méthode de raisonnement exprimée uniquement en termes de manipulations syntaxiques.

DEFINITION 114 — Systéme d'inférence.
Un systeme dinférence est un triplet (Sig, For, ) ou:
— S1g est une catégorie dont les objets sont appelés signatures |
— For : Sig — Set est un foncteur qui a toute signature > € | Sig | associe I'ensemble For(X) des
Sormules sur X
— F= (F2)se| sig| est la famille de relations Fx: sur P (For (X)) x For(%) appelées relations d'inférence.

Ce raisonnement peut posséder différentes propriétés, listées ci-apres.
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DEFINITION 1.15 — Propriétés des systémes d’inférence.
Soit (Sig, For,t) un systéeme d’inférence.

La relation = est réflexive si pour toute signature X de | Sig |, pour toute formule ¢ € For(X),

{pths e

La relation b= est #ransitive si pour toute signature 3 de | Sig |, pour tous ensembles* de formules I', T C
For(X), pour toute formule ¢ € For(X),

F"EF//\FUF’I—EQO#FI—E(,O

Ta relation b= est monotone si pour toute signature 3 de | Sig |, pour tous ensembles de formules I', T C

For (%), pour toute formule ¢ € For(X),

Thy o ATCT =T by o

La relation |- a la propriété de F--translation si pour toutes signatures . et ¥’ de | Sig |, pour tout ensemble de

formules I' C For(X), pour toute formule ¢ € For(X), pour tout morphisme > de signatures o : 3 — X/,

Ity ¢ = For(o)(T) by For(o)(y)

T.a réflexivité exprime le fait qu’on peut toujours déduire une formule a partir d’elle-méme. T.a transitivité
traduit la possibilité de mener des preuves en passant par des lemmes intermédiaires : pour prouver ¢ a
partit de I', on commence par prouver un ensemble de lemmes I, qu'on utilise pour prouver @. Si la
relation d’inférence est monotone, cela signifie que st on peut prouver ¢ a partir d'un ensemble d’hypotheses
I, alors on peut également prouver ¢ en utilisant plus d’hypothéses. La propriété de —-translation est le
pendant syntaxique de la condition de satisfaction. Elle impose la préservation de la relation d’inférence par
enrichissement de signature : siI' et ¢ sont des hypothéses et formules construites sur une certaine signature,
§'il est possible de prouver ¢ a partir de I, alors il est possible de traduire I' et ¢ dans une signature plus
riche et de mener la preuve dans cette signature.

Lotrsque les deux aspects du raisonnement, sémantique et syntaxique, sont présents dans une logique, il
faut établir une certaine correspondance entre eux, de maniere a ce que le raisonnement syntaxique refléte
le mieux possible le raisonnement qu’il est possible de mener au niveau sémantique. De facon indispensable,
il faut que les propriétés qu’il est possible de déduire par le raisonnement syntaxique soient vérifiées dans le
monde mathématique représentatif du phénomene décrit, c’est ce qu’on appelle la correction de la relation
d’inférence calcul par rapport a la relation de satisfaction. Si de plus, tout ce qui est vrai dans ce monde

mathématique trouve une preuve syntaxique, on dit que la relation d’inférence est complete.

DEFINITION 1.16 — Correction et complétude du caleul par rapport a la sémantigue.
Soit (Sig, For, Mod, |=) une institution et (Sig, For,F) un systéme d’inférence. Soit ¥ une signature
de | Sig |.

La relation d’inférence x; est dite correcte par rappott a la telation de satisfaction =y si et seulement si

VI' C For(X),Yy¢ € For(2),I'Fy p =T Exn ¢

*Par abus de notation, on note I' s I si I' 57 ¢ pour toute formule ¢ de I
>On note For(a)(I") Pensemble { For(a)(¢) | ¢ € T'}.
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Elle est dite complete si et seulement si
VI' C For(X),Vy¢ € For(2),l'Exp=Tks @

Une logique est alors la combinaison d’une institution et d’'un systeme d’inférence, qui vérifie certaines

propriétés, comme la correction de la relation d’inférence par rapport a la relation de satisfaction.

DEFINITION 1.17 — [Logique générale.
Une logique générale est un quintuplet (Sig, For, Mod, |=,F) ou:
— (Sig, For, Mod, |=) est une institution ;
— (Sig, For, F) est un systéme d’inférence tel que la relation d’inférence - a les propriétés de réflexivité,
transitivité, monotonie et F-translation,

tel que la relation d’inférence |- est correcte par rapport a la relation de satisfaction |=.

Les logiques générales et les propriétés qui leur sont associées sont des guides qui permettent de
s’abstraire des contingences calculatoires ou de modélisation. Fn effet, dans ce qui précede, rien n'impose
que les signatures soient des ensembles de symboles, ni que les formules soient des suites de symboles, ou que
les inférences sotent obtenues par des techniques quelconques de raisonnement effectif. I aspect « théorie
de la preuve » n’est pris en compte que de facon tres succincte dans les logiques générales. Pour I'incarner
par de véritables manipulations symboliques, il est nécessaire d’ajouter des contraintes au cadre des logiques
générales : on va imposer que la relation d’inférence pour chaque signature soit générée inductivement a

partir d’'un ensemble de regles, un systeme formel.

2.2 Systemes formels

Les systemes formels, également appelés calculs, permettent de représenter des mécanismes de pro-
duction d’énoncés, les formules, ayant une rigueur syntaxique. Ces mécanismes sont représentés de facon
abstraite par des régles de manipulation de symboles. Ces manipulations étant symboliques, les productions
d’énoncés peuvent alors étre controlées par ordinateur. ILe principe sous-jacent est le principe d’induction.
Dans ce contexte, les regles de production sont appelées regles d’inférence et modélisent les étapes autorisées

du raisonnement.

DEFINITION 1.18 — Syszéme formsel.
Un systéme formel, également appelé caloul, est un triplet (A, F, R) ou :
— A est un ensemble, appelé alphabet, dont les éléments sont appelés symboles |
— F est un sous-ensemble de A* dont © les éléments sont appelés formules bien formées sur A ;

— R estun ensemble fini de relations n-aires sur F' appelées régles dinférence.

[’alphabet A contient ici a la fois les symboles fixes du langage considéré (les connecteurs booléens,
les quantificateurs, ¢#.), les symboles de la signature et les symboles dédiés a la construction des formules
(les parentheéses, la virgule, ezz.). Un systeme formel ne pose aucune contrainte syntaxique sur les formules.

Cependant, dans la pratique, 'ensemble F'n’est pas quelconque, il est défini inductivement, par une grammaire

8 A* désigne Pensemble des mots finis sur A.
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ou tout autre algorithme de reconnaissance de formules bien formées. I’ensemble F' contient les énoncés

dont la syntaxe est correcte, sans aucune notion de véracité.

Notation. Etant donné un systéme formel, une régle d’inférence définit un ensemble d’étapes élémentaires
de preuve. Soit 7 C For(X)™ une régle d’inférence. Solent @1, . .., pn € For(X).Si (¢1,...,pn) € T,0n
dit que le n-uplet (@1, ..., @n) est une sustance de r. Les formules 1, . . ., @n_1 sont appelées les prémisses

de cette instance et @y, sa conclusion. Une instance de la régle r sera notée

P1---Pn-1
©Pn

r

ILes instances des régles telles que n = 1 sont appelées axiomes.

A partir d’'un ensemble de postulats, ou hypotheses, qui sont des formules, les systemes formels per-
mettent d’accéder a d’autres formules, celles qu’il est possible de déduire de ces hypotheses par application
d’instances de regles d’'inférence. On appelle déduction la trace des formules intermédiaires utilisées pour

prouver une formule.

DEFINITION 1.19 — Déduction.

Soit un calcul C' = (A, F, R). Soit I' C F un ensemble de formules. Une déduction dans C' i partir des
hypothéses I est une séquence @1, . . ., ¢ de formules de F' telle que pour tout 2,1 <4 < k:

— soit @; est une formule de I' ;

Y

.. . . 1. n N : . N
— soit il existe une instance ————7 d’une régle de R dont la conclusion est égale a la formule ¢;

et telle que chacune des prémisses P, de 7, 1 < m < n, est égale a P'une des formules 1) de la
déduction qui précede @;, c’est-a-dire telle que 1 < < ¢ — 1.

La derniére formule d’une déduction a partir d’une ensemble I est dite inférée par I'. Tl est alors possible
d’en déduire une relation binaire entre les ensembles de formules (les hypotheses) et les formules qui en sont

déduites, qui est appelée relation d’inférence.

DEFINITION 1.20 — Relation d'inférence.
Soit un calcul C' = (A, F, R). Soient un ensemble de formules I' C F' et une formule ¢ € F. On dit
que I infere o, noté I' ¢ ¢, 'l existe dans C' une déduction @1, ..., @k, ¢ a partir de I

On retrouve ainsi la notion de relation d’inférence de la définition 1.14. En effet, st C = (A, F, R) est
un systéme formel, on remarque que le triplet (Sig, For,F) ou :

— S1g ne contient que I'alphabet A ;

— For est 'application qui a I'unique signature A associe 'ensemble F' ;

- Fa=tg,
forme un systeme d’inférence. Un systeme formel définit alors un systeme d’inférence dans lequel il n’y a
aucun choix possible de signature, un systeme formel se focalisant sur une démarche systématique de preuve

particuliere. Tl est facile de montrer que le systeme d’inférence obtenu possede les propriétés de réflexivité,
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de transitivité et de monotonie. La F-translation est trivialement vérifiée puisque la catégorie Sig est réduite
a alphabet A.

Une autre facon d’obtenir des énoncés a 'aide des regles d’inférence est le schéma d’induction ci-
dessous, qui a pour base l'ensemble d’hypotheses et les axiomes, et dont les regles de production sont les

regles d'inférence du systeme formel. Il permet de construire ce qu’on appelle des théorémes.

DEFINTTION 1.21 — Théoréme.
Soit un calcul C' = (A, F, R). Soit I" un ensemble de formules de F'. I’ensemble des 7héorémes déduits
de I' a l'aide de C, noté Th¢(T), est Pensemble de formules défini inductivement de la facon suivante :
— toute instance d’un axiome et toute formule de I" est un théoreme de Tho(T) ;
— pour toute instance d’une régle d’inférence, si toutes ses prémisses sont des théoréemes de Tho(T),
alors sa conclusion est un théoréeme de The(T).

TLorsque I est I'ensemble vide, les formules obtenues sont appelées tautologies et forment 'ensemble The.
T.es théoremes sont en fait exactement les formules pour lesquelles il existe une déduction.

PROPOSITION 1.3. Soient C = (A, F, R) un systéme formel et I un ensemble de formules. Pour toute formule ¢ € F,
on a

IF'to <= ¢ € The(T)

Preuve. Soit une formule ¢ € F. On suppose que ' ¢ . Montrons que ¢ € The(I') par récurrence sur

la longueur de la déduction de ¢.

Cas de base. Siladéductionde ¢ est de longueur 1, alors soit ¢ est dans I, soit ¢ est une instance d’axiome
de R. Par définition de I'ensemble Thc(I'), ¢ est donc un théoréme de The(T).
Cas général. Sila déduction de ¢ est de longueur n, alors il existe une instance u?‘ d’une regle de

R telle que pour tout 2, 1 <7 < n, la déduction de ¢; est de longueur strictement inférieure a n. Par
hypothése de récurrence, chaque @; est donc un théoréme. Par définition de Pensemble The(T'), ¢

est donc également un théoréeme de The(T).

On suppose maintenant que ¢ € The(I'). Montrons que I' F¢ ¢ par induction sur I'ensemble des

théorémes.

Cas de base. Si ¢ est une instance d’axiome de R ou une formule de I', alors une déduction pour ¢ est la
séquence .
., .. . S . P1.--Pn N

Cas général. Si @ est la conclusion d’une instance —————1 d’une regle de R telle que chaque ¢;, pour

4
1 < i < n, est un théoréme, alors pat hypothése d’induction, chaque ¢; posséde une déduction

D; = 1[)1, . ,1/)21,, @;. La séquence D1, ..., Dy, ¢ est donc une déduction de .
O

Un théoréeme de Thc(I') s’obtient donc a partir des formules de I' par applications successives des
régles d’inférence de C, c’est-a-dire par empilement de ces régles. De ce point de vue, Pobtention d’un

théoréme de Tho (') peut étre mise sous la forme d’un arbre appelé arbre de preuve.
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DEFINITION 1.22 — Arbre de prenve.
Soit un calcul C' = (A, F, R). Un arbre de prewve dun théoréme de C' est un arbre dont :
— les feuilles sont des instances d’axiomes ;
— les nceuds internes sont des théoremes intermédiaires tels que le n-uplet constitué des fils d'un nceud
et de ce neeud est une instance d’une regle d’inférence ;

— la racine est le théoreme.

Drapres la proposition 1.3, une déduction n’est donc qu'une mise a plat d’'un arbre de preuve. A chaque
déduction est donc associé un arbre de preuve, qui n’est pas unique en général. Réciproquement, 1l est
possible d’associer a chaque arbre de preuve autant de déductions qu’il y a de parcours en profondeur de

Parbre.



CHAPITRE II

Logique du premier ordre

Le concept de spécification algébrique a émergé dans le milieu des années 70 avec les travaux de Stephen
Zilles [Zi174, 1.Z74], de John Guttag [Gut75] et du groupe AD] formé de Joseph Goguen, James Thatcher,
Eric Wagner et Jesse Wright [GTWW?75]. L’idée fondamentale de cette approche consiste a décrire des
structures de données uniquement a Paide des noms des différents ensembles de données, des noms des
fonctionnalités de base et de leurs propriétés caractéristiques. Ces propriétés sont décrites par des formules
dontles éléments de base sont des équations. Cette idée, qui avait déja été mise en avant dans les années 20 dans
les algebres universelles de Garrett Birkhoff [Bir46], provient du constat que les structures algébriques usuelles
manipulées en mathématiques, telles que les monoides, les groupes, les anneaux, les espaces vectoriels ou les
treillis, sont naturellement définies par un ensemble d’axiomes équationnels. I.’associativité, la commutativité
ou la distributivité par exemple, sont des propriétés qui s’expriment naturellement sous la forme d’équations.
Selon le choix des opérations et du type d’axiomes, toutes les structures algébriques mentionnées plus haut
peuvent étre caractérisées. L'idée de définir n'importe quelle structure algébrique en termes d’opérations et
d’équations a été reprise par Stephen Zilles [Zil74] afin de spécifier également les types de données abstraits
comme les piles, les files, les arbres ou les listes.

En effet, un type de données, de la méme maniére que les structures mathématiques mentionnées
ci-dessus, est un ensemble de valeurs représentant ces données, muni d’éléments distingués ainsi que d’opé-
rations agissant sur ces valeurs et dédiées a la recherche et a la mise a jour des données. Cependant, les
types de données different de ces structures mathématiques en ce que I'ensemble des valeurs sous-jacent
est construit inductivement. C’est pour cette raison qu’il est possible de programmer des fonctions sur ces
types de données. Un type de données peut alots étre vu comme une structure algébrique, c’est-a-dire un
ensemble d’éléments muni de lois internes et externes satisfaisant certaines propriétés. C’est cette idée qui a
été développée dans les travaux du groupe AD] [GTWW75].

Une spécification algébrique d’un type de données abstrait est alors une description de ce type de données,
au travers de 'ensemble de ses éléments, ensemble des opérations sur ces éléments, ainsi que I'ensemble
des équations décrivant les propriétés de ces opérations. I.e formalisme utilisé pour cette description est ce
qu’on appelle la logique équationnelle. Cette logique est appropriée pour spécifier un tres grand nombre

des structures algébriques et des structures de données usuelles. Cependant, les structures de données sont
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souvent munies de relations qui permettent par exemple de comparer des éléments entre eux. Il est possible
de spécifier ces relations par des fonctions booléennes et ainsi de rester dans un cadre équationnel, ou alots
de les spécifier directement a 'aide de ce qu’on appelle des prédicats. 11 faut pour cela utiliser un formalisme
plus riche que la logique équationnelle, la logique des prédicats du premier ordre. La logique équationnelle
devient alors une restriction de la logique des prédicats du premier ordre, munie de I'égalité pour seul prédicat.
C’est la démarche que nous allons suivre dans ce chapitre : nous présenterons tout d’abord la logique des

prédicats du premier ordre, puis la logique équationnelle comme une restriction de la premiere.

1 Logique des prédicats du premier ordre

La présentation de la logique du premier ordre que nous allons donner suit le schéma donné par la
définition 1.17 des logiques générales. Vont étre présentés successivement la catégorie des signatures du
premier ordre, ensemble des formules associé a une signature, la catégorie des modeles associée a une
signature, la relation de satisfaction et enfin le systeme d’inférence défini par le calcul des séquents pris

comme systeme formel.

1.1 Syntaxe

Signatures. Une signature du premier ordre comprend les noms des différents types de données nécessaires
a la description du type de données visé, un ensemble d’opérations sur ces types de données, et un ensemble

de prédicats représentant les propriétés qu’il est possible de connaitre sur ces types de données.

DEFINITION I1.1 — Signature.
Une signature ¥ est un triplet (S, F, R) ou:

— S est un ensemble dont les éléments sont appelés sortes ;

— F est un ensemble dont les éléments sont des noms d’opérations oi chaque nom f est muni d’une arité
dans S* x S ;

— R estun ensemble dont les éléments sont des noms de prédicats ou chaque nom 1 est muni d’une arité
dans ST,

Onnote f : 81 X ... X 8, — sune opération f d’atité (s1...8,,8) et : 81 X ... X 8y un prédicatr
P p

d’arité S1 . .. Sp. Une opération f : — s est appelée une cwonstante.

EXEMPLE I1.1 — Monoide.

Un monoide est une structure algébrique qui consiste en un ensemble muni d’un élément distingué
appelé élément neutre et d’une loi de composition interne associative. la signature d’un monoide est donc
composée d’une unique sorte Elem représentant le type des éléments de Pensemble et deux opérations :
une constante e de sorte Elem désignant I'élément neutre et une opération binaire sur Elem notée *. On
aura également besoin d’un prédicat d’égalité sur les éléments de 'ensemble sous-jacent au monoide pour

exprimer les propriétés de cette structure.
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sort Elem
ops e:— Elem
I Elem x Elem — Elem

pred = Elem x Elem

EXEMPLE I1.2 — Groupes.

Un groupe est un monoide dont tous les éléments sont inversibles. Un élément x est inversible s’il existe
un (unique) élément y tel que T * y = y * T = e, ou € est 'élément neutre du monoide. Il y a plusieurs
manieres d’exprimer cette propriété supplémentaire au monoide. Il est possible de définir une fonction 771

qui a chaque élément associe son inverse.

sort Elem
ops € :— Elem
Kk Elem x Elem — Elem
1. Elem — Elem
pred =: Elem x Elem
11 est également possible de définir I'inverse comme étant une relation binaire inv symétrique. La signature

associée est alors la sutvante.
sort Elem
ops e :— Elem
_x_: Elem x Elem — Elem
pteds =: Elem x Elem

inv : Elem x Elem

EXEMPILE 11.3 — Grapbhes.

Un graphe (non orienté) est une structure formée d’un ensemble de sommets et d’un ensemble d’arétes
reliant ces sommets. Il est possible de le voir comme la représentation d’une relation binaire quelconque
entre des éléments représentés par les sommets. On peut spécifier la structure de graphe de différentes
manieres. On choisit ici de représenter un graphe comme un ensemble de sommets et une relation binaire
sur ces sommets. On dispose alots de deux sortes : Sommet et Graphe. Un graphe vide est représenté par
Iensemble de sommets vide. On construit un graphe a partir d'un sommet grace a 'opération singleton puis
en prenant I'union de deux graphes. Le prédicat aréte indique si deux sommets sont reliés par une aréte
dans un graphe donné, tandis que le prédicat chemin indique si deux sommets sont reliés par un chemin. On
dispose du prédicat d’appartenance € d’'un sommet a un graphe et du prédicat d’égalité entre graphes. On a
ensuite quelques prédicats permettant de spécifier des propriétés particulieres sur la structure des graphes :
un arbre peut n’avoir pas de sommet isolé, étre complet, connexe, acyclique, étre un arbre ou bien encore

étre un arbre couvrant.
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sorts Sommet, Graphe
ops 0 :— Graphe
{_}: Sommet — Graphe
_U_: Graphe x Graphe — Graphe
preds aréte (_,_): Graphe x Sommet x Sommet
chemin (_,_) : Graphe x Sommet x Sommet
_ € _: Sommet x Graphe
_ = _: Graphe x Graphe
complet : Graphe
connexe : Graphe
non_isolé : Graphe
acyclique : Graphe
arbre : Graphe

couvrant : Graphe x Graphe
O

Les liens entre les signatures sont exprimés a 'aide des morphismes de signatures. Un morphisme entre
deux signatures ¥ = (S, F, R) et ¥/ = (', F', R') associe a chaque sorte de S une sorte de S’, a chaque
opération de F' une opération de F' " Larité correspondante et a chaque prédicat de IR un prédicat d’arité

correspondante.

DEFINITION I1.2 — Morphisme de signatures.

Soient ¥ = (S, F,R) et X' = (S', F', R') deux signatures. Un morphisme de signatures 1 : X — X' est
défini par :

— une application g : S — S’ ;

— une application np : F — F’ telle que pour tout f : 81 X ... X 8y, = s € F,np(f) : ns(s1) %

. xng(sn) = ms(s)
— uneapplicationng : R — R’ telle que pourtoutr : $1X...x8, € Rnpr(r) : ns(s1)X...xXns(sn).

DEFINITION I1.3 — Catégorie des signatures.

La catégorie des signatures, notée Sig, est la catégotie dont les objets sont les signatures et dont les

morphismes sont les morphismes de signatures.

Formules. Une fois fixé 'ensemble des symboles associés a un type de données, il est possible de les
composer de maniere a former des expressions visant a décrire les propriétés de ce type de données. 11 est
nécessaire pour cela de disposer d’'un ensemble de valeurs génériques, appelées variables, a partir desquelles
construire de facon incrémentale ces propriétés. I.a définition de cet ensemble de vatiables repose sur la

notion d’ensemble multi-sorte.
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DEFINTTION 11.4 — S-ensemble.

Soit un ensemble S. Un S-ensemble A est un ensemble muni d’une partition indexée par S :

A:HAS

seS

DEFINITION I1.5 — Ensemmble de variables.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. On appelle ensemble de variables sur ¥ un S-ensemble V' tel que pour
touts € S, Vs N(SUFUR) =0.

A partir de cet ensemble de symboles complémentaite 4 la signature, et des éléments de la signature, il est
possible de construitre inductivement les briques de base qui vont étre utilisées pour exptrimer les propriétés
du type de données, appelées termes avec variables. Un terme avec variables est soit une variable, soit un
terme construit sur une opération de la signature, c’est-a-dire une opération de la signature appliquée a des

arguments correspondant, en type et en nombre, a I'arité de cette opération.

DEFINITION I1.6 — Termes.
Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur . I.e S-ensemble des zermes avec
variables, noté T (V'), est ensemble défini de la facon suivante :
— pour tout s € S, pour tout x € Vi, z € Txy(V)s ;
— pout tout f : st X ... X s, = § € F, pour tout (t1,...,tn) € Tx(V)s x ... x Tx(V)
f(tl, A ,tn) € TZ(V)S.

Sno

HEXEMPLE 11.4 — Monoides.
Sur la signature des monoides qui a été donnée a Uexemple T1.1, et sur ensemble de vatiables V' =

V-

lem — {x, Y, z}, on peut par exemple construire les termes sutvants :
e,exx, (Txy)*z, exe

<&

Les proptiétés décrivant un type de données vont pouvoir étre exprimées a I'aide des prédicats de la
signature appliqués aux termes construits précédemment, des connecteurs booléens et des quantificateurs

universel et existentiel. Ces propriétés sont appelées des formules.

DEFINITION I1.7 — Formules.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V' un ensemble de vatiables sur . I’ensemble des formules sut
¥, noté For(X), est 'ensemble défini de la facon suivante :

— pourtoutr : §1X...X S, € R pourtout (t1,...,t,) € T(V)s; X.. . XTx(V)s,,7(t1,. .., tn) €
For(%) ;
pour tout ¢ € For(X), ~¢ € For(X) ;
— pour tout p, 9 € For(X), o AN, oV, ¢ = ¢ € For(X) ;
pour tout z € V, pour tout ¢ € For(X),Vap, Jzg € For(X).
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EXEMPLE 11.5 — Monoiides.

Pour donnerune spécification d’un monoide, il nous faut exprimer les propriétés caractérisant la neutralité
de I'élément distingué e et 'associativité de Popération *. L’élément € est neutre dans le sens ou la composition

a gauche ou a droite d’un élément quelconque avec € n’a pas d’effet. On a donc les axiomes sutvants :

Neutralité de e a gauche Vr,exx =2

Neutralité de e a droite  Vz,x xe=1x

Associativité de * Vo, Vy,Vz, (zxy) 2 =z * (y * 2)
On remarque que les axiomes sont ici de simples équations, quantifiées universellement. I.a structure de
monoide ne nécessite en fait pour étre décrite que la logique équationnelle. En logique du premier ordre, il

est nécessaire d’ajouter les axiomes suivants spécifiant que ’égalité est une relation de congruence.
Ve, o =x
Ve,Vyr=y=y==x
Ve, Vy,Vz,x =yANy=z=x ==z
Vo, Yy, Vz,Vt, e =2z ANy=t=x*xy=2%t

EXEMPLE I1.6 — Groupes.

Un groupe est un monoide dont tous les éléments sont inversibles. Si on utilise Popération _~! pour
exprimer cette propriété, on ajoute aux axiomes de 'exemple T1.5 les axiomes suivants, exprimant le fait
que cette opération donne bien I'inverse de son argument. I.es opérations étant définies par défaut de facon
totale, tout élément possede une image par 1 donc tout élément est inversible.

Ve,zxz l=e

Ve,z 7 lxx=e
De la méme maniére que pour les monoides, la logique équationnelle suffirait a décrire la structure de groupe.
St on veut au contraire exploiter les mécanismes de la logique du premier ordre, on peut spécifier 'inverse
comme une relation binaire symétrique sur les éléments et on obtient les axiomes suivants. Le premier axiome
exprime le fait que tout élément posseéde un inverse selon cette relation, le deuxieme donne la définition de

I'inverse et le troisieme précise que la relation est symétrique.
YV, Jy, inv(z,y)
Vo, Yy, inv(z,y) S zxy=e

Vz,Vy, inv(z,y) = inv(y, )
11 est également possible de spécifier cette propriété sans ajouter d’opération ni de relation a la signature du

monoide, en utilisant Pécriture mathématique habituelle.

Ve, Jy,xxy=eAy*xxr=ce¢ O

EXEMPLE 11.7 — Graphes.

Tunion de graphes est définie comme étant associative et commutative, et ayant I'ensemble vide pour

élément neutre.
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VG, VUG =G

eVG,VG',GUG' =G'UG

e VG, VG'VG',GU(G'UG") = (GUG)UG"
Aucun sommet n’appartient au graphe vide. Un sommet appartient a un graphe st on peut éctrire celui-ci
comme l'union du singleton contenant ce sommet et d’un autre graphe.

eV, -z c(

ez, VG,z € G & 3G ,G={z} UG
Te graphe vide n’a aucune aréte. On considere des graphes non orientés, la relation ar éte est donc symétrique.
Si une aréte existe entre deux sommets dans un graphe, alors ces deux sommets appartiennent au graphe.
ILes arétes sont préservées par I'union de graphes.

o Vx,Vy, - aréteg(x,y)

o Vx,Vy, VG, aréteq(z,y) = aréteg(y,x)

o Vx,Vy, VG, aréteg(z,y) =z € GAYye G

o Vx,Vy, VG, aréteg(z,y) = VG, arétegug (z,y)
Il n’y a aucun chemin dans le graphe vide. I.a relation de chemin est la fermeture symétrique et transitive de
la relation d’aréte. Si un chemin existe entre deux sommets, alors soit ces sommets sont reliés par une aréte,
soit il existe un sommet intermédiaire relié a chacun des deux sommets par un chemin.

o Vx, Yy, - cheming(z,y)

o Vx,Vy,VG, aréteg(r,y) = cheming(x,y)

o Vz,Vy, VG, cheming(z,y) = cheming(y, x)

o Vx,Vy,Vz,VG, cheming(x,y) A cheming(y, z) = cheming(z, 2)

o Vx,Vy, VG, cheming(z,y) = aréteg(x,y) V 3z, cheming(z, z) A cheming(z,y)
Deux graphes sont égaux s’ils contiennent les méme sommets et les mémes arétes. La relation d’égalité est
une relation d’équivalence.

VG VG ,G=G & (Vz,z € G &z € G') A (Y, Vy, aréteq(z,y) & aréteq (z,y))

VG, G =G

VG VG'.G=G' =G =G

VG, VG' VG, G=G' NG =G"=G=G"
On a de plus la propriété de compatibilité de I'égalité avec chaque opération et chaque prédicat. On en donne
seulement deux exemples : 'opération d’union et le prédicat complet spécifié ci-apres.

VG, VG' VG, G =G = GUG" =G UG

e VG,VG', G = G' = (complet(G) < complet(G'))
Un graphe est complet §’il existe une aréte entre tout couple de sommets.

o complet(G) < Vz,Vy, aréteg(x,y)
Un graphe est connexe 8’1l existe un chemin entre tout couple de sommets.

o conneze(G) < Vr,Vy, cheming(z,y)
Un sommet est dit isolé dans un graphe sl n’est relié a aucun autre sommet du graphe. Un graphe ne
contient donc pas de sommet isolé si tout sommet est relié a un autre.

e non_isolé(G) < Vr,Jy, aréteg(z,y)
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Un graphe acyclique ne contient pas de chemin d’un sommet vers lui-méme.
o acyclique(G) < Vz, - cheming(z, x)
Un arbre est un graphe connexe acyclique.
e arbre(G) < connexe(G A acyclique(G)
Un atbre couvrant un graphe G est un atbre possédant les mémes sommets que G et un sous-ensemble de
ses atrétes.
e couvrant(A,G) < arbre(A)N(Vz,z € A< z € G)AN(Vz,Vy, arétea(z,y) = aréteg(z,y))
O

11 nous faut définir maintenant définir le foncteur For et la facon dont il transporte les morphismes de
signatures. Un morphisme de signatures 77 : ¥ — X' est prolongé aux termes puis aux formules intuitivement
en changeant tous les symboles de Y apparaissant dans les termes et les formules par les symboles de X’

correspondants.

DEFINITION I1.8 — Profongement des morphismes de signatures aux ensembles de formules.

Soient X et X' deux signatures. Soient V un ensemble de variables sur 3 et V' un ensemble de variables
sur X', Soit ) : ¥ — X' un morphisme de signatures. On note gy : V' — V' Papplication injective telle que
pour tout s € S, pour tout x € Vg, ny(z) € Vés(s).

Le prolongement de 1) anx termes avec variables, noté 7 : Tx;(V') — Tsi(V), est défini pour tout terme ¢
inductivement sut la forme de ¢ de la facon suivante :

— sit estune variable z € V,7j(t) = ny (z) ;

— sitestdelaforme f(t1,...,tn),alors (f(t1,...,tn)) = ne(f)(@(t1),. ... 7(tn)).

Te prolongement de 0 aux formules, noté 7t . For(X) — For(X'), est défini pour toute formule ¢
inductivement sur la forme de ¢ de la facon sutvante :

— si @ est de la forme r(t1,...,t,), alors ﬁh(go) =nr(r)(@(t1),. ... 7(tn)) ;
si  est de la forme =), alors ﬁu(cp) = ﬂﬁu(d)) ;
si  est de la forme ¢ @ x avec ® € {A,V, =}, alors 77 () = 7 (¢)) @ T (x) ;
si @ est de la forme Qz1) avec Q € {V, 3}, alors T (¢) = Qny () T ().

Par abus de notation, on notera également 7] le prolongement de 7] aux formules.

Le foncteur For associe donc a chaque signature son ensemble de formules et 2 chaque morphisme de

signatures son prolongement aux formules.

DEFINITION I1.9 — Fonctenr For.
On définit For : Sig — Set comme étant le foncteur :
— qui associe a chaque signature ¥ € | Sig | lensemble For(X) des formules sur ¥ ;
— qui associe a chaque morphisme de signatures 17 : & — ¥’ le prolongement de 7 aux ensembles de
formules 77 : For(X) — For(Y').

1.2 Sémantique

Modeles. Un type de données est un ensemble muni d’éléments distingués, de lois de composition internes

et externes et de relations. On appelle I'interprétation des symboles d’une signature 3 un modele de X ou
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un Y-modéle.

DEFINITION 1110 — Modéle d'une signature.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Un modéle M associé a 2 est un S-ensemble M muni pour chaque
nom d’opération f : §1 X ... X 8, = § € F d’une application faq : Mg, x ... x Mg — M;, et pour
chaque nom de ptédicat 7 : 51 X ... X s, € R d’une relation n-aire rpg C Mg, X ... X M, .

FEXEMPIE 11.8 — Groupes.

Un modele de la signature donnée a 'exemple I1.2 est tout ensemble muni d’un élément distingué et de
deux opérations internes unaire et binaire. Par exemple, 'ensemble N des entiers naturels ou e est I'entier
0, Popération _ * _ est interprétée par 'addition de deux entiers et 'opération Lot interprétée pat la
fonction qui retire 1 a tout entier non nul et 2 0 associe 0 est un modeéle de cette signature. Ce n’est bien sir
pas un groupe mais la signature seule ne donne aucune indication sur le comportement des opérations. Ce
sont les axiomes qui permettent de distinguer entre les modeles de la signature ceux qui correspondent au
comportement attendu.

Un autre exemple de modele pout cette signatute est’ensemble des entiers telatifs Zou e = 0,'opétration
_* _ estinterprétée par 'addition et 771 est interprétée par la fonction qui a tout entier associe son opposé.
Ce modele étant un groupe, il sera un modele de la spécification des groupes donnée a 'exemple T1.6.

La distinction entre ces deux modéles sera faite grace a la notion de satisfaction d’une formule par un

modele en logique du premier ordre définie aux pages suivantes.

<&

Pour définir la catégorie des modeles associée a une signature, il nous faut définir les relations entre
les modeles d’une signature : les morphismes de modeéles. Deux modeéles d'une méme signature sont deux
ensembles munis d’interprétations différentes des symboles de cette signature. Un morphisme de modeles
est donc un moyen de faire correspondre ces deux ensembles et ces deux interprétations des symboles de

manicre a préserver la satisfaction des formules.

DEFINITION 1111 — Morphisme de modéles.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soient M, M' € Mod(X) deux modéles de 3. Un morphisme de
modéles 11 : M — M estune famille d’applications p = (s : Ms — M) seg telle que pour toute opération
fis1X...X 8, > s € F, pourtout (ar,...,an) € Mg, X ... x M,

N’S(fM(alv . 'aan)) = fM'(N‘S] (a1)3 . 'a/’bsn(an))
et pour tout prédicat 7 : §1 X ... X 8, € R, pour tout (a1, ...,an) € Mg, X ... xX M,
(a1, ...y an) €Erpm S (s, (a1), .., s, (an)) € Tap

DEFINITION 1112 — Catégorie des modeles associée a une signature.
Soit ¥ € | Sig|. Ta catégorie des modéles de ¥, notée Mod(X), est la catégorie dont les objets sont les

modéles de ¥ et dont les morphismes sont les morphismes de modéles.
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On peut donc associer a chaque signature la catégorie des modeles de cette signature. 11 nous reste a
définir de quelle maniére les morphismes de signatutes sont transportés pour définir le foncteur Mod. Ce
foncteur étant contravariant de Sig — Cat, un morphisme de signatures 17 : ¥ — X' est transporté en un
foncteur de Mod (') — Mod(X) qui permet de construire un modeéle de X a partir d’'un modeéle de X’ en

«oubliant» les sorte, les opérations et les prédicats qui n’ont pas d’antécédent dans X par 7.

DEFINITION 1113 — Fonctenr d'onbli U
Solent ¥ et X' deux signatures. Soit 7 : ¥ — X' un morphisme de signatures. On définit U, :
Mod(X') — Mod(X) comme étant le foncteur :
— qui associe a chaque modéle M’ € | Mod(X')| le modele Uy (M) dont 'ensemble sous-jacent est
M’ et qui est muni pour chaque nom d’opération f € F de application foq et pour chaque nom de
prédicat 7 € R de la relaton raq ;
— qui associe A chaque morphisme de modeles p' : M — MY le morphisme Uy (1') : Uy (M) —
Uy (M) défini pour tout s € S par Up(u')s = pl.

Le foncteur Mod associe donc a chaque signature sa catégotie de modéles et a chaque morphisme de

signatures le foncteur d’oubli correspondant.

DEFINITION 1114 — Fonctenr Mod.
On définit Mod : Sig — Cat°P comme étant le foncteur :

— qui associe a chaque signature X € | Sig | la catégorie Mod(X) des modéles de ¥ ;
— qui associe a chaque morphisme de signatures 77 : ¥ — X' le foncteur d’oubli U, : Mod(X') —
Mod(%).

Relation de satisfaction. Une fois donnée 'interprétation des symboles de base, il faut donner un sens
2 leur combinaison, c’est-a-dire aux termes d’abord et aux formules ensuite. Les termes étant construits
mductivement a partir des symboles de la signature et de variables, interpréter un terme implique d’attribuer
des valeurs aux variables, des valeurs prises dans 'ensemble sous-jacent au modele de la signature. On a donc
besoin de disposer d’une application donnant a chacune des variables une de ces valeurs, en préservant les
sortes, Cest ce qu’on appelle une interprétation des variables. On peut ensuite prolonger cette interprétation

des variables aux termes selon la définition inductive de ceux-ct.

DEFINITION 1115 — [uferprétation des termes.

Soit ¥ = (5, F, R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur X. Soit M un X-modéle. Une
interprétation des variables est une application v : V. — M, telle que pour tout s € S, pour tout € Vj,
u(x) € M;. On prolonge toute interprétation des variables v en une znterprétation des termes i Ts (V) — M
de la manieére inductive suivante :

— siz € V,alors v (z) = v(z) ;

- Sif 181 X... X8, —+ S E Fet(tl, C ,tn) € TE(V)sl X.. .XTE(V)Sn,alorsl/u(f(tl, R ,tn)) =

fM(l/u(tl), el l/h(tn)).

Par abus de notation, on notera également v le prolongement de I'interprétation des variables aux termes.
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Si ensemble de variables considéré est vide, une interprétation des termes devient une interprétation
des termes clos, c’est-a-dire des éléments de Tx. Or ces termes sont construits uniquement a partir des
symboles de la signature donc, pour un modele de la signature donné, 'interprétation des termes clos est
unique. Lorsque toutes les valeurs du modéle peuvent étre dénotées pat un terme clos, on dit que ce modele

est finiment engendré.

DEFINITION I11.16 — Modéle finiment engendre.

Soit ¥ une signature et V un ensemble de variables sur 3. Soit M un £-modeéle. On note M.y M
'unique application qui donne son interprétation dans M a chaque terme clos. On dit que M est finiment
M tM —

= .

engendré si et seulement si _7"" est surjective, ¢’est-a-dire si pour tout v € M, il existe t € T tel que

On note Gen(X) la sous-catégorie pleine de Mod(X) dont les objets sont les modéles de X finiment

engendrés.

Maintenant qu’on a su donner aux éléments syntaxiques du langage un sens mathématique, on peut
définir la vérité d’une formule pour une interprétation donnée de la syntaxe. Autrement dit, on est capable
de dire si une propriété sous la forme d’une formule est vérifiée ou non par un modele de la signature pour

une certaine interprétation des variables.

DEFINITION 1117 — Satisfaction des formules.

Soit 3 = (S, F, R) une signature. Soit V' un ensemble de variables sur . Soit M un ¥-modéle. Soit
v : V. — M une interprétation des variables. Soit ¢ € For(X). La satisfaction de @ par le modéle M pour
Linterprétation v, notée M =, @, est définie sur la structure de ¢ de la maniére suivante :
— sipestdelaforme r(ty, ..., t,),alors M =, @ ssi (V(t1),...,v(tn)) € TAq 5
— si @ estdela forme ), alors M =, @ ssi! M £, ) ;
— sipestdelaforme ) A x,alors M =, pssi M =, et M =, x5
— sipestdelaforme 9 V x,alors M =, ¢ ssi M =, pou M =, x ;
— si p est de la forme 1) = x, alors M =, @ ssi, si M =, ¥, alors M =, x.
— si ¢ est de la forme Vz1), alors M =, ¢ ssi pour toute interprétation v/ : V. — M qui vérifie
V(y) =v(y) pourtouty € V~{z}, M =, ¢ ;
— si @ est de la forme 3z, alors M =, ¢ ssi il existe une interprétation v/ @ V. — M qui vérifie
V'(y) = v(y) pour touty € V \ {z}, telle que M |=,1 ¢ ;
On dit que M walide ¢, noté M |= ¢, si et seulement si M =, ¢ pour toutv : V. — M.

THEOREME IL.1. (Institution de la logique du premier ordre [GB92]) Le guadruplet (Sig, For, Mod, =) oi :
— Stg est la catégorie des signatures
— For est le foncteur donné a la définition 11.9 ;

Mod est le fonctenr donné a la définition 1114 ;

== ():z)2€| Sig| o7 E=x: est la relation de satisfaction de la définition 1117,

est une institution.

'M . © est une notation abrégée pour « il n’est pas vrai que M =, @ ».
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1.3 Calcul

Parmi les différents systemes de preuve qui ont été définis pour la logique du premier ordre, c’est le calcul
des séquents que nous avons choisi de présenter ici, car c’est sur ce dernier que sera défini notre algorithme
de sélection de tests (voir le chapitre VI). Ce calcul a été introduit par Gerhard Gentzen en 1934 dans le
cadre des recherches qu’il menait alors sur la déduction logique et la consistance de 'arithmétique. C’est dans
ce calcul qu’il a réussi a montrer le théoreme d’élimination des coupures, dans lequel il énonce que toute
tautologie de la logique du premier ordre peut étre déduite sans l'utilisation de lemmes intermédiaires.

I’élément syntaxique de base de ce calcul est le séquent, qui est une représentation particuliere d’'une

formule du premier ordre sous une forme symétrique.

DEFINITION I1.18 — Séguent.

Soit ¥ une signature. Un séguent est un couple (I'; A) ou I et A sont des ensembles finis de formules
sur 2. Un séquent (I', A) seranoté I' |~ A.

Par la suite, pour tout ensemble I' C For(X) et pour toute formule ¢ € For(X), on notera I', ¢

Pensemble I' U {} au sein d’un séquent.

Sémantiquement, un séquent @1, ..., Om P~ V1, ..., Yy représente la formule

OIN . ANom = P11 V...V,

Remarquons que les séquents considérés ici sont formés d’ensembles de formules et non pas de listes comme
1l est également possible de les définir. Cela permet de ne prendre en compte ni I'ordre des formules, ni la
présence éventuelle d’occurrences multiples d’une formule.

Les regles d'mnférence du calcul des séquents font appel a quelques notions qu’il est nécessaire de
présenter ici. L'utilisation des quantificateurs en logique du premier ordre amene la notion de variables libres

ou liées, selon qu’une variable est sous la portée d’un quantificateur ou non.

DEFINITION 1119 — Ensemble de variables d’une formut.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V' un ensemble de variables sur . Soit ¢ € T (V') un terme sur
Y. Uensemble des variables de t, noté Var(t), est défini de la facon suivante :

— sit est une variable z, alors Var(t) = {z} ;

— sit estdela forme f(t1,...,tn),alors Var(t) = Var(t;) U...U Var(t,).
Un terme ¢ tel que Var(t) = () est appelé terme chos. 12ensemble des termes clos sur X est noté T..

On étend la définition de cet ensemble aux formules de la facon suivante. Soit ¢ € For(X). 1.ensemble
des variables de @, noté Var(p), est Pensemble défini de la facon suivante :

— sipestdelaformer(ti,...,ty),alors Var(e) = Var(t1) U... U Var(t,) ;

— si p est de la forme =), alors Var(p) = Var(y) ;

— sipestdelaforme ) A x, ¥V x outh = ¥x,alors Var(yp) = Var(y) U Var(x) ;

— si @ est de la forme Vxtp ou Jz1p, alors Var(p) = {z} U Var(y) ;

Une formule ¢ telle que Var(y) = 0 est appelée formule sans variables.

On remarque que, par définition, une formule sans variable n’est pas quantifiée.
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DEFINTTION I1.20 — Variables libres et lides.

Soit X une signature et V un ensemble de variables sur 3. Soit ¢ € For(X). On définit? ensemble
FV () des variables libres de ¢ et Pensemble BV () de ses variables liées de 1a facon suivante :

— sipestdelaforme r(ty,..., t,),alors FV(p) = Var(p) et BV(¢) =0 ;

— si @ est de la forme =), alors FV () = FV(¢) et BV (p) = BV (v) ;

— si @ estdela forme ¥ A x, ¥ V x ou ) = ¥, alors FV(p) = FV() U FV(x) et BV (p) =

BV($)UBV(y)
— si p est de la forme Ya) ou 3z, alors FV (¢) = FV () \ {z} et BV (¢) = BV (¢) U {z}.
Une formule ¢ telle que FV () = 0 est dite close.

Dans la formule Jy, z < y pat exemple, la variable y est liée au quantificateur existentiel, tandis que la
variable 7 est libre. Une variable libre dans une formule peut donc étre remplacée par n’importe quelle autre
variable qui n’est pas déja liée dans la formule, ou plus généralement, par tout terme tel qu’aucune de ses
variables ne tombe, par ce remplacement, sous la portée d’un quantificateur. Un tel terme est dit libre pour

cette variable dans la formule considérée.

DEFINITION 11.21 — Terme libre pour une variable.

Soit X une signature et V' un ensemble de variables sur X. Soit ¢ € For(X). Soit z € Var(y) une
variable de ¢ et t € T5 (V') un terme. On dit que t est fibre pour T dans ¢ si :

— @estdela former(ty,...,tn) ;
@ est de la forme — et si t est libre pour = dans ¥ ;

pestdelaformey A x, ¥V x out = X, etsit estlibre pour & dans ) et dans X ;
— @ est de la forme Yy ou Jyp, si

— T ety sont la méme variable,

— oubien z et y sont distinctes et y ¢ Var(t),

et si t est libre pour = dans 9.

Reptenons 'exemple de la formule 3y, x < y. Dans cette formule, tout terme est libre pour x, a
condition que y n’apparaisse pas dans t. On peut alors remplacer  par la variable 2z pour construire la
formule Jy, 2z < y, ou bien méme par le terme z + 2z afin de construire la formule Jy, z + 2z < y
par exemple, sans changer l'interprétation de la formule. Le remplacement de toutes les occurrences d’une
vatiable libre dans une formule par un méme terme est appelé une substitution et est défini de la maniére

sutvante.

DEFINITION 11.22 — Substitution.

Soit X une signature et V' un ensemble de variables sur X. Une substitution des variables est une famille
d’applications indexée par S : 0 = (05)ses ot pour tout s € S, 0 : Vg — Tx(V)s.

On prolonge de facon canonique toute substitution des vatiables en une substitution des termes. Sio : V. —
T5(V) est une substitution des variables, le prolongement de o aux termes, noté ol est Papplication de
T5(V) — Tx (V) définie de la facon suivante :

>On note Pensemble des variables libres d’'une formule F'V pour fiee sariables et Pensemble des variables liées BV pour bonnd

variables.
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— six € V alors au(a:) =o(z);
—sifrsiX... X8, = 8E Fet(ty,...,tn) € Ts(V)s, X...xTx(V)s, alots 0 (f(t1,...,tn)) =
f(oi(tr),. .., 0% (tn)).
Par abus de notation, on notera également o le prolongement de la substitution ¢ aux termes.

On prolonge toute substitution des termes en une substitution des formules. Sio : Ts, (V') — T (V') est une
substitution, le prolongement de ¢ aux formules, noté Uﬁ’ est Papplication de For(X) — For(X) définie
pour toute formule ¢ inductivement de la facon suivante :

— st @ est de la forme T(tl, o ,tn), alors Uu(gp) = T(U(tl), Ceey U(tn)) R

— si ¢ est de la forme =), alors Uﬁ((p) = ﬂaﬁ(zﬂ) R

— sigestdelaforme 1) ® x pour ® € {A,V, =}, alors o (@) = ot (¥) ® o (x) ;

— si g est de la forme Qztp pour Q € {V, 3}, alors 0¥ () = Qy of o 7(1h) ou T est la substitution

qui 2 = associe y et qui laisse les autres variables inchangées, et y ¢ {FV(t) | 3z € V,t =
o(2)} UFV () \ {z}.

Par abus de notation, on notera également o le prolongement de la substitution ¢ aux formules.

Dans la suite de cette section, on notera ¢[t/z] la formule ¢ a laquelle aura été appliquée la substitution
0 quia T associe t et qui laisse les autres variables inchangées. I.a substitution d’une variable par un terme
n’a donc de sens que si ce terme est libre pour cette variable dans la formule considérée.

Tes regles d’inférence du calcul des séquents données a la figure T1.1 sont de plusieurs sortes. I.a regle
la plus simple consiste en I'introduction d’une tautologie. Un séquent I' v A s’interprétant comme dit
précédemment, une tautologie est un séquent dans lequel la méme formule apparait a gauche et a droite
du signe |~ , la formule ¢ = @ étant toujours trivialement vérifiée. Cette régle n’ayant pas de prémisse,
elle est appelée axiome. Les regles d’inférence proprement dites caractérisent les propriétés des opérateurs
booléens (négation, conjonction, disjonction, implication) et des quantifications universelle et existentielle.
Les régles associées aux connecteurs booléens et aux quantificateurs sont appelées introduction lorsqu’elles
sont utilisées de haut en bas, et élimination lorsqu’elles sont utilisées de bas en haut. I.a regle de coupure
Cut est une généralisation de la régle de modus ponens, bien connue en logique propositionnelle. Cette régle
traduit la partie de la table de vérité de 'implication logique qui stipule que la conclusion d’une implication

est vraie si la prémisse l'est :

A A= B
B

MP

Si on considére dans la régle de coupure I', I et A comme étant des séquents vides et A’ contenant une

unique formule 9, on tetrouve

~ sOMﬁCut
~ v

Les régles associées aux quantificateurs sont soumises a des testrictions : dans les régles V-droit et
J-gauche, 1a variable x ne doit étre libre dans aucune des formules de T" et de A.

Ces régles d’inférence ont une lecture relativement intuitive. Considérons par exemple la régle —-droit.
Elle énonce que si I' et ¢ suffisent a prouver A, alors I' seul peut prouver A ou bien ¢ doit étre faux,

C’est-a-dire @ est vrat.
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——  Taut
Lo A

————— —-gauche ——— —droit

L—p A T A, -

F’ 3 (e A F Aa F A) .
A/\—gauche ~Ap ~AY N-droit
LAY v A LAy

T, A T, A LA,
i i V-gauche M\/—droit

LoVy v A I'vA eV

A, T, A T, A,
~Ap i =--gauche u:—droit
L=y A LA =1
T, [t A 'k~ A,
MV—gauche ﬂV—droit”
I\Vep ~ A '~ A Vzg
T, A ' A o[t
Lﬂ—gauche“ wﬂ—droit
T, 3zp ~ A '~ A, Jzg
A TherA
Cut

T, b A A
avp e TUA, z ¢ FV ()

F1G. 11.1 — Calenl des séquents.

Afin de donner Pintuition des régles associées aux quantificateurs, considérons la régle V-droit. Tl n’est
bien st pas possible de conclure que Yz du seul fait que ¢ est vraie pour une cettaine instance de .
Cependant, si cette variable & n’est libre dans aucune des formules de I' et de A, c’est-a-dire qu’elle peut
étre modifiée sans influencer les autres formules, alors elle est en fait quantifiée universellement de facon

implicite, ¢ est donc vraie pour toute instance de z, d’ot V.

FEXEMPLE 11.9 — Arbre de preuve.
On donne ici 'exemple de la dérivation du séquent ~ (Vz f(z) = g(z)) = (Vl‘f(x) = Jdzg(x)).

Taut
t),f(S) ~g(t)

e £(8) b 9(s), S

) I-droit
f(t) b~ Fzg(), f(¢)

V-gauche V-gauche
vz f(z) b 3xg(z), (1)

=-gauche
f(t) = g(t),Vzf(z) r~ 3zg(z) =-droit

f(t) = g(t) ~ Vaf(z) = 3zg(z) ¥-gauche
Vzf(z) = g(z) ~ Vzf(z) = Jzg(2) =-droit

~ (Vaf(z) = g(z)) = (Vo f(z) = Jzg(z))
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Au lieu de voir les regles d’'inférence de ce systéme comme une description des dérivations autorisées
dans la logique du premier ordre, il est également possible de les considérer comme des instructions pour la
construction d’une preuve d’une formule donnée. Il faut pour cela lire les régles de bas en haut. Par exemple,
la régle A-droit indique que pour prouver ¢ A 1, il suffit de prouver ¢ et de prouver 1, dans le méme
contexte I' et A. Ainsi, d’une preuve de ¢ et d’une preuve de 1, il est possible de construire une preuve de
Y N.

Dans la recherche de certaines preuves, la plupart des regles indiquent plus ou moins directement la
maniere de mener cette recherche. I.e cas de regle de coupure est en cela différent. Cette regle énonce que
st une formule ¢ peut étre la conclusion d’'une formule d’une part, et si elle peut servir de prémisse dans
une autre formule d’autre part, alors cette formule peut étre coupée, et les dérivations respectives s’unissent.
Dans la construction d’une preuve de bas en haut, le probleme est de trouver cette formule ¢, puisqu’elle
n’apparait pas dans la formule qu’on cherche a prouver. C’est le probleme auquel s’intéresse le théoréme

d’élimination des coupures.

DEFINITION 11.23 — Systéme formel associé an calcnl des séquents.

Soient ¥ = (S, F, R) une signature et V un ensemble de variables sur X. Le systéme formel associé au caleul
des séquents est le triplet Cy; = (Ag, Fy, Rg) ou:

— As=FURUVU{~,AV,=,Y3 ~.(),"}:

- Fs={TA|T,AC For(X)};

— Ry estl'ensemble des régles d’inférence du calcul des séquents.

DEFINITION 11.24 — Systéme d'inférence de la logique du premier ordre. Le systéme d’inférence associé a la logique du
premier ordre est le triplet (Sig, For, ) ou Sig est la catégorie des signatures, For est le foncteur donné a la
définition T1.9 et F= (Fx)xe| 5ig| ot Fu=Fcy.

Nous avons vu au chapitre I que tout systeme d’inférence défini par un systeme formel est réflexif,
transitif et monotone. 11 est facile de prouver que systeme d’inférence associé a la logique du premier ordre
possede la propriété de F-translation. Enfin, il est connu que le calcul des séquents pour la logique du premier

ordre est correct (il est aussi complet) [Bar77]. On a donc le théoréme suivant.

THREOREME T1.2. [Mes89] I e guintuplet (Sig, For, Mod, |=,1\) est une logique générale.

2 Logique équationnelle

La logique équationnelle est une restriction de la logique du premier ordre au seul prédicat d’égalité.
Alinsl, pour cette logique, une signature est composée uniquement d’un ensemble de sortes et un ensemble
de noms de fonctions, le prédicat d’égalité, noté =, devenant un symbole fixe de la logique. Ce prédicat est
unique, quelle que soit la sorte des termes sur lesquels il s’applique. Une équation est alors tout élément de
T5(V)s x Ts(V)s. Pour tous t,t' € Tx(V)s, on note t = t’ Péquation (¢, t'). Les formules de la logique
équationnelle peuvent étre réduites aux équations, on patle alors de logique équationnelle élémentaire. Sinon,
les formules sont construites inductivement a partir des équations, des connecteurs booléens usuels et des

quantificateurs universel et existentiel.
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Une signature équationnelle est interprétée mathématiquement par une algebre (universelle), les modeles

du premier ordre étant des extensions des algebres aux prédicats.

DEFINITION 11.25 — A/eébre.

Soit ¥ = (5, F') une signature. Une a/gébre A sur ¥ est un S-ensemble A muni pour chaque nom
d’opération f : 51 X ... X 8, = § € F d’une application f4 : A5, X ... x A;, — As.

On note Alg(X) la catégorie dont les objets sont les algebres sur 3.

Les termes et les formules sont interprétés exactement comme dans le cadre du premier ordre, une
équation t = t' étant validée par une algebre pour une interprétation des variables v donnée si et seulement
st les valeurs v/(t) et I/(t') sont égales dans I'algebre considérée.

Afin de prendre en compte le raisonnement concis et efficace associé a 'égalité connu sous le nom de rem-
placement d’égal par égal, le calcul des séquents est étendu au raisonnement équationnel. Les regles suivantes,

ajoutées aux regles précédemment données, spécialisent le calcul des séquents au prédicat d’égalité [Gal86|.

Oit=thKA It=t'=t=t)pA
L T Ref Sym
I'~A I'~A
Dt=tAt'=t"=t=t" A
Trans
L'~ A
D,(t1 =t) Ao Aty =t = f(tr,.. . tn) = f(H],. .. 1)) A
Cong
I'~A

3 Logique conditionnelle positive

3.1 Définition

Une des restrictions de la logique équationnelle a été particulierement étudiée pour ses propriétés
algébriques, telles que I'initialité, et de décidabilité. La restriction porte sur la forme des formules considérées,
appelées formules conditionnelles positives. Ces formules permettent d’exprimer le fait qu'une propriété,
sous la forme d’une équation, est conséquence d’un ensemble de conditions, exprimé sous la forme d’une
conjonction d’équations. Plus formellement, une formule conditionnelle positive est une formule de la
forme :

tL=tA. .. Atpy=t, =t=1t

oun > 0, ensemble de conditions pouvant étre vide. Les simples équations sont donc également des
formules conditionnelles positives. Ces formules suffisent a spécifier un trés grand nombre des structures
de données habituelles.

Cette restriction sur la forme des axiomes est liée a la volonté d’utiliser des techniques de preuve pour
la sélection d’un jeu de tests. En effet, 'utilisation de telles formules permet de définir un calcul concis et
pratique, dont les regles d’inférence sont fondées sur chacune des propriétés de I'égalité et des connecteurs
logiques : outre la regle d’introduction d’un axiome de la spécification, ce calcul exprime les propriétés de
I’égalité en tant que congruence ainsi que les propriétés logiques de la conjonction et de I'implication et de

la quantification universelle (ici implicite).
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p € Ax

Sp /\ ai=>t=t

— —Réf 1sism Sym
(%, Az) F ¢ Sprt=t SpE N\ ai=t =t
1<i<m
Sp + /\ o =>t=t Sp + /\ o=t =t
1<i<m 1<i<m
Trans
ok N aimi=t"
1<i<m
Sp = /\ a =t =1t Sp /\ o =ty =t
1<i<m 1<i<m Cong
SpE N i (b ta) = [t )
1<i<m
Sp + /\ o = Sp F /\ a = «
1<i<m Subs 1<i<m Mono
spt N\ olei)=o(a) Sp- N\ airB=a
1<i<m 1<i<m

Sp /\ a; Na=
1<i<m

Sp F /\ o =«

1<i<m

MP

Sp + /\ a; = f

1<i<m

WG 11.2 — Caleul pour des spécifications conditionnelles positives.

Les régles Réf, Sym, Trans et Cong caractérisent respectivement la réflexivité, la symétrie, la transitivité
de Pégalité, ainsi que sa compatibilité avec les opérations de la signature, traduisant ainsi le fait que le
prédicat d’égalité est une relation de congruence. T.a régle de substitution Subs définit le comportement
du quantificateur universel traité implicitement dans les formules. I.es variables jouant le role de valeurs
génériques, une formule est valide si elle est valide pour toutes les valeurs possibles que peuvent prendre les
variables. Elle est donc toujours valide apres 'application d’une substitution changeant une variable par un
terme avec variables. La régle Mono de monotonie traduitle fait que 'implication considérée est I'implication
logique, dont la valeur de vérité est vraie en particulier lorsque celle de 'antécédent est fausse. La regle de
modus ponens MP traduit le reste de la table de vérité de implication, c’est-a-dire que la conclusion est
valide si les prémisses le sont.

On peut trouver dans plusieurs référencesles preuves de correction et de complétude de ce calcul [BNIS].

3.2 Congruence et initialité

Nous présentons ici quelques résultats fondamentaux de la logique équationnelle en général et de la
logique conditionnelle positive en particulier. Ces résultats interviendront dans les preuves d’exhaustivité du

jeu de tests formé des conséquences sémantiques observables d’une spécification donnée présentées dans la
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premiere partie de cette these.
Lorsque, pour chacune des sortes d’une signature donnée, 'ensemble des termes n’est pas vide, il est

possible de construire une algebre particuliere appelée algebre des termes.

DEFINITION I1.26 — Algébre des termes.

Soit X = (S, F') une signature telle que pour tout s € S, Ts, # (0. 1 algsbre des termes Ty, est 'ensemble
T, muni pour chaque opération f : 51 X...X s, — s € F del'application fr;, : TEsl X..xTs, —Ts,
qui a tout n-uplet (t1, . .., t,) associe le terme f(t1,...,tn).

I’algebre des termes est donc I'algebre dont 'ensemble sous-jacent est celui des termes clos. Dans cette
algebre, deux termes syntaxiquement différents sont deux éléments différents. De plus, tout élément de
I'algebre étant dénoté par un terme clos par définition, cette algebre est finiment engendrée. I.a propriété la

plus importante de cette algebre est la suivante :

THEOREME 11.3. Soit ¥ = (S, F) une signature telle que pour tout s € S, T, # 0. 1. 'algbre des termes Ts, est
initiale dans Alg(2).

On rappelle qu’un modele initial est un objet initial dans la catégorie des modeles (voir 'annexe A).
Pour une signature donnée, l'algebre initiale possede exactement les propriétés qui correspondent a la
compréhension intuitive de 'algebre visée par la description donnée par cette signature. I.es autres modeles
de cette signature, bien qu'ils interprétent les mémes opérations, peuvent avoir d’autres caractéristiques qui
ne sont pas attendues

On rappelle que pour un ensemble X donné, une relation d’équivalence sutr X est une relation binaite
=C X x X qu est réflexive, symétrique et transitive. La relation = pattitionne ensemble X en un
ensemble disjoint de classes d’équivalence |z] = {y € X | y = z}. Le quotient de X par la relation
= donne Pensemble de ces classes : X/= = {|z]| | * € X}. T.a notion de congruence étend la notion

d’équivalence aux algebres.

DEFINITION 11.27 — Congruence.
Soient ¥ = (S, F') une signature et A € Alg(X) une algébre sur 2. Soit = une relation d’équivalence sur
A, cest-a-dire une famille indexée par S de relations d’équivalence sur chaque A;. Alors = est une congruence

sur A si et seulement si pour tout f : s; X ... X 8, — § € F et pour tous (ai,-..,an), (b1,...,bn) €
Agy X ... x A

S1 Sn>s

VZ71 Signaai Ebl :fA(ala"'aan) Ef.A(bla"'abn)

11 est alors possible de munir un ensemble quotienté par une relation d’équivalence d’une structure

d’algebre, comme Iénonce la proposition ci-dessous.

PROPOSITION I1.1. Soient ¥ = (S, F) une signature et A € Alg(X) une algébre sur ¥. Soit = une congruence sur A.
Lensemble A= est canoniguement muni d’une structure d’algebre sur X de la fagon suivante :

— A= = (A/=)s oi pour tout s € S, (A =)s est lensemble Ag|=, ;
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— pour tout f 1 S1 X ... X S — s € F, linterprétation de f est Papplication fA/; : (A/E)s1 X
X (A/E)Sn — (A/E)S définie pour tout M-uplet (La1—|, RV Lan—|) par fA/E(Laﬂ, RV Lan-|) =
| falat, ... an)].

Cette algébre est appelée algebre quotient.

Les résultats suivants sont au centre de la théorie des spécifications algébriques. Ils permettent en effet
de construire une algebre initiale pour une spécification donnée, comme quotient de 'algebre des termes par

une congruence induite par les axiomes.

THREOREME 11.4. Soient ¥ = (S, F') une signature et A € Alg(X) une algébre sur X. Soit R une relation binaire
sur A, cest-a-dire une famille indexcée par S de relations binaire sur chague As. 1] existe une plus petite congruence sur A

contenant R, appelée congruence engendrée par R sur A ef notée =x.

Notation. Si Sp = (X, Az) est une spécification et A € Alg(X) une algebre sur X, on note R 44, la relation
binaire sur A définie pour tout (a,b) € A X A par aR 4,b si et seulement 'l existe un axiome de Az
t1 = t'l A... Nty =t = t =1t etune substitution 0 : V — A telle que o(t;) = O’(t;) pour tout %,
1<i<n,o(t)=aeto(t')=0.

Ta relation R 45 est ensemble des égalités qui manquent a A pour quelle valide les axiomes de Az.
Fn fermant cette relation par réflexivité, symétrie, transitivité et compatibilité avec les opérations de X, on
obtient une congruence par laquelle il est possible de quotienter I'algebre des termes. On obtient alors une
algebre dont I'ensemble sous-jacent est 'ensemble des termes clos quotienté par I'égalité entre termes induite

des axiomes.

THREOREME 11.5. Soiz Sp = (2, Az) une spéctfication. 1.°algebre guotient de Tsy par la congruence engendrée par R A
est initiale dans Alg(Sp).



CHAPITRE III

Logique modale du premier ordre et coalgebres

T.es méthodes algébriques standard décrites au chapitre précédent ont montré leur efficacité a capturer les
différents aspects essentiels des structures de données utilisées en informatique. Cependant, il s’avere difficile
de décrire de fagon algébrique les structutes intrinsequement dynamiques qu’on rencontre naturellement en
informatique. Les approches formelles des systemes dynamiques font généralement usage d’automates ou

de systémes de transitions.

11 existe une multitude de formalismes fondés sur la représentation graphique de la spécification d’un
systeme tels que les systémes de transitions. L'idée a émergé dans les années 80 qu’une abstraction de ces
formalismes pouvait étre fournie par des structures mathématiques duales des algebres appelées coalgebres.
Les coalgebres se sont alors montré adaptées a la description de la dynamique des systemes tels que les
automates déterministes [AM80, MA8G]. Plus tard, dans les années 90, elles ont été utilisées en informatique
pour formaliser les notions de classe et d’objet en programmation orientée-objet [Re195, Jac95b]. Comme
pour les algebres, les coalgebres étatent, dans ces travaux, spécifiées en logique équationnelle. ILes connexions
entre les spécifications équationnelles et les coalgebres ont alors été étudiées, par Ulrich Hensel et Horst
Reichel [HR94| et Bart Jacobs [Jac95a]. Dans les années 2000, plusieurs travaux proposetent une nouvelle
approche pour la spécification de structures coalgébriques, a savoir I'utilisation de la logique modale [R6601,
Kur01, Mos99]. En effet, les coalgebres sont des généralisations des systemes de transitions et la logique
modale est toujours naturellement utilisée pour décrire les propriétés de tels systemes. De plus, les coalgebres
décrivent de maniére générale des systemes «a états». La logique modale permet de spécifier le comportement
des opérations qui permettent de faire évoluer état du systeme sans faire référence explicitement a cet état,

seul le comportement observable du systeme est décrit.

Ia logique modale que nous présentons dans ce chapitre est une logique plus générale que celles
précédemment citées car elle permet également de manipuler des données. C’est la logique sous-jacente
au langage de spécification COCAST. [MSRROG6], défini comme une extension coalgébrique du langage de
spécification algébrique CASI. et qui permet de combiner la spécification de structures de données algébriques

et de processus de nature coalgébrique.
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1 Coalgebres

Nous présentons tout d’abord les coalgebres en tant que représentations abstraites des systemes dyna-
miques, ainsi que les notions et résultats de la théorie des coalgebres dont nous aurons besoin dans la suite
de cette these. Pour une introduction pédagogique aux coalgebres et a la coinduction comme notions duales
des algebres et de 'induction, on pourra consulter I'article de Bart Jacobs et Jan Rutten [JR97]. Pour une pré-
sentation complete de la théorie des coalgebres, on se référera aux articles de référence de Jan Rutten [Rut00]
et de Peter Gumm [Gum99] ou au livre en préparation de Bart Jacobs [Jac|. On trouvera dans le chapitre
du « Handbook of Modal Logic » écrit par Yde Venema une description des liens entre coalgebres et logique
modale [VenO6].

1.1 Coalgebres et foncteurs polynomiaux

Une coalgebre peut étre vue comme une abstraction des systémes a base d’états, consistant en un
ensemble E muni d’une certaine opération de transition «, teprésentée formellement comme une fonction
de E dans un ensemble FE. F désigne un foncteur de la catégotie Set des ensembles dans elle-méme
qui représente la signature de la coalgébrel. T.a fonction de transition munit ensemble E dune certaine
structure. Au contraire des opérations algébriques qui permettent de construire des objets complexes a partir
des objets de base donnés par la signature, les opérations coalgébriques peuvent étre vues comme un moyen
de déconstruire ou d’observer les états de E. Plus formellement, on a la définition suivante d’une coalgebre

pour un foncteur donné.

DEFINITION 1.1 — Coalgébre.

Soit F @ Set — Set un foncteur, appelé fonctenr de signature. Une coalgébre du fonctenr F, ou F-coalgebre,
est un couple (E, @) ou :

— FE estun ensemble dont les éléments sont appelés ézats ;

— o E — FE est une fonction appelée fonction de transition.

FEXEMPLE TT1.1 — Eusemble C-colore.

Un des exemples les plus simples que 'on puisse considérer est celui d’un systéme constitué uniquement
d’un ensemble d’états E et dont chaque état est muni d’une couleur ¢ € C, ot C est un ensemble quelconque.
Quel que soit son état initial, ce systéme est uniquement capable de donner la couleur de cet état, sans le
modifier, puis s’arréte. Ce systéme peut alors étre représenté par la coalgebre (F, o : E — C) du foncteur
F défini par FX = C, ou E est 'ensemble des états et ou & donne a chaque état la couleur qui lui est

associée. O

EXEMPLE II1.2 — Presse-bouton.
On considére maintenant une machine en boite noire possédant un bouton et une lumiére. Lorsque le
bouton est pressé, une certaine action interne s’effectue, qui fait évoluer I'état interne du systeme. La lumiere

s’allume lorsqu’il n’est plus possible d’actionner la machine, c’est-a-dire lorsqu’elle a atteint un état bloquant,

1 3N s . . , . < . N . .
De maniere générale, il est possible de définir une coalgebre sur n’importe quel endofoncteur, c’est-a-dire n’importe quel
foncteur d’une catégorie dans elle-méme. Nous nous restreignons ici a la catégorie Set des ensembles, celle-ci étant suffisante pour

notre propos.
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dit aussi terminal. De Pextérieur, il n’est pas possible de connaitre I’état interne de la machine, mais seulement
d’obsetrver son comportement au travers du bouton et de la lumiere. On est seulement capable d’observer si
la lumiere est allumée ou non, c’est la seule information dont on dispose sur I'état courant du systeme. 1l est
possible de faire évoluer I’état de la machine, et ce jusqu’a temps que la lumiére s’allume, si elle s’allume (la
machine peut fonctionner éternellement et la lumiere ne jamais s’allumer).

Pour représenter cette machine, on considére la coalgebre (E, bouton : E — 1 4 E), ou E est un
ensemble représentant 'ensemble de ses états et 1 = {*} est I'ensemble singleton, I'étoile * dénotant un
élément quelconque n’appartenant pas a2 E. En un état e donné du systeme, appliquer la fonction bouton
peut produire deux sorties : soit un état de E si bouton(e) € E, soit bouton(e) = * signifiant que la lumiére
s'allume et que la machine s’arréte. Dans le premier cas, 'état de la machine a évolué vers un autre état, dans
lequel le bouton peut de nouveau étre pressé.

<&

EXEMPLE 111.3 — Presse-bouton 2.

On considére maintenant une machine en boite noite qui posséde deux boutons : val et sutv. Appuyer
sur le premier bouton permet d’afficher une valeur en fonction de ’état de la machine, une couleur d’un
ensemble C par exemple, sans affecter cet état, tandis que le deuxiéme bouton permet de faire évoluer le

systéme vers un autre état. Les opérations val et sutv sont donc définies par
val 1 E — C suw : E— E
On peut écrire ces deux opérations en une seule
(val, suiv) 1 E — C x E

Cette machine peut donc étre représentée par la coalgebre (E, (val, suiv) : E — C x E) du foncteur F
défini par FX = C x X.
O

EXEMPLE 111.4 — Suivant.

On combine les deux machines précédentes pour obtenir une machine qui possede un bouton bouton et
une lumiére. Appuyer sur le bouton renvoie une valeur ¢ € C et fait passer la machine dans un état suivant,
ou bien allume la lumiére si la machine ne peut plus évoluer. On obtient alors un systeme correspondant a
la coalgébre (E, bouton : E — 1+ C X E) du foncteur F définipar FX =1+ C x X.

o

EXEMPLE 1.5 — Buffer a une place.

On considére ici un buffer a2 une place muni de deux opérations crire et lire. La premiére permet de
stocket un élément d’un ensemble A dans le buffer, tandis que la deuxieme permet de lire la valeur stockée
1l y en a une et renvoie un message d’erreur si le buffer est vide. Ces opérations sont définies de la maniere

suivante ou I'ensemble singleton contient le message d’erreur :

crire: E x A —- FE lire: E—-1+AxE



46 11T Logique modale du premier ordre et coalgebres

qu’on peut éctire sous la forme
( crire, lire) : E — E4 x (1 + A x E)

Une coalgebre représentant ce systéme est donc une coalgébre du foncteur F défini par FX = X A x (1+
Ax X). &

EXEMPLE I11.6 — _Automates - LTS.

Prenons maintenant quelques exemples tités de la théotie des automates.

Automate non-déterministe. Dans un automate non-déterministe, plusieurs transitions sont possibles a
b

partir d’un état donné. T.a fonction de transition dun tel systeme est donc une fonction qui a chaque état

associe un ensemble d’états. Une coalgebre représentant ce systéme est alots construite sur le foncteur P qui

a un ensemble associe I'ensemble des parties de cet ensemble :

(Qa: Q —P(Q))

Automate déterministe reconnaissant un langage. Un automate reconnaissant un langage est un auto-
mate construit sur un alphabet A et qui posséde un état initial et des états acceptants. Un mot est reconnu
par Pautomate s’il est possible de trouver, depuis I’état initial, un chemin étiqueté par chacune des lettres du
mot dans Pordre qui mene a un état acceptant. e langage reconnu par Pautomate est 'ensemble des mots
reconnus par cet automate. Un tel automate est représenté par un quadruplet (Q, 4,0 : @ x A — @Q, F') ou
Q est 'ensemble des états, A est 'alphabet, § est la fonction de transition prenant un état et donnant ’état
suivant selon la lettre lue, et F' C () est Pensemble des états acceptants. Il est possible d’éctire § sous la forme
0:Q — QA. De plus, on peut dénoter les états acceptants par une fonction booléenne acc : @ — {0,1}
telle que acc(q) = 1 si et seulement si ¢ € F. On peut alors représenter un tel automate par une coalgebre

du foncteur F défini par FX = X4 x {0,1} :

(Q, (8, acc) : Q — Q4 x {0,1})

Machine de Moore. Une machine de Moore est un automate déterministe a entrées et sorties dont les
entrées permettent de faire évoluer I'état et dont les sorties dépendent uniquement de I'état courant. Une
machine de Moore est généralement décrite par un quintuplet (Q,1,0,7 : @ X 0,6 : Q@ x I — Q)
ou @ est lensemble des états, I et O sont respectivement les ensembles des entrées et des sorties, 7y est
la fonction de sortie qui a chaque état associe une sottie, et d est la fonction de transition qui a tout état
associe I'état suivant selon la valeur d’entrée. Si d(g,i) = ¢', on note généralement ¢ LN q'. On remarque
que la fonction § peut également s’écrire § : Q) — QI, on peut alors écrire les fonctions ¥ et § en une
seule : (7,0) : Q@ — O x QI. Un tel automate cortespond alors a une coalgebre du foncteur F défini par
FX=0xX"T.
Q. (71,6):Q@ 0 x Q')

Systeme de transitions étiquetées (LTS). Un systéme de transitions étiquetées est défini par un ensemble
d’états () et une relation § de transition entre ces états, indexée par un ensemble A de valeurs appelées
étiquettes: d C Q X A X Q.Si(q,a,q’) € 8, on note habituellement ¢ 4. Remarquons qu’une relation
R C E X F peut étre vue comme une fonction de F dans 'ensemble P(F’) des parties de F'. On peut alors
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écrire la relation § comme une fonction 0 : @ — P(A x Q). Un LTS est donc une coalgebre du foncteur
F définipar FX = P(Ax X):
(Q,0:Q —-P(AxQ))

De tels systemes de transitions sont bien entendu non-déterministes. Cependant, on a souvent besoin de
considérer que ce non-déterminisme est borné, c’est-a-dire que d’un état donné, seul un nombre fini de
transitions est possible. Ces systéemes sont dits a branchement fini et peuvent étre modélisés a 'aide du

foncteur Py de I'ensemble des parties finies :

(Q,0:Q—Pr(AxQ))

Une autre classe de systemes sont les coalgebres de la forme

(@,6:Q — PHQ)™M)

qui sont dites a image finie : pour tout état ¢ € @ et tout a € A, le nombre d’états accessibles a partir de ¢

- PN . a .
par une transition étiquetée par a, {¢’' | ¢ — ¢'}, est fini. <&

EXEMPLE 1.7 — Frames et modéles de Kripe.

Les modéles de la logique modale propositionnelle sont construits sur des structures appelées frames.
Une frame est un couple (W, R) ou W est un ensemble non vide d’états (également appelés mondes
possibles) et R est une relation binaire sur W appelée relation d’accessibilité. Cette relation pouvant étre
vue comme une fonction R : W — P (W), une frame est en fait une coalgebre (W, R : W — P(W))
du foncteur P de 'ensemble des parties. On trematque qu'un automate non-étiqueté non-déterministe et
une frame sont des coalgebres du méme foncteur, une frame pouvant étre également vue comme un graphe
orienté, donc un automate.

Un modele de la logique modale propositionnelle est alors une frame a laquelle est ajoutée une valuation
des variables propositionnelles. Un modéle est donc un triplet (W, R,v) avec v : Prop — P(W) ou
Prop est 'ensemble des vatiables propositionnelles. .a fonction v associe a chaque vatiable propositionnelle
Iensemble des états dans lesquelles elle est validée. On peut également voir cette fonction de valuation
comme une fonction qui 4 chaque état, associe ensemble v~ !(w) = {p € Prop | w € v(p)} des

variables propositionnelles qui y sont valides. Un modéle est alors une coalgebre du foncteur F défini par

FX =P (Prop) x P(X). <O

Les foncteurs mentionnés dans les exemples précédents, excepté le foncteur P de I'ensemble des parties,
sont ce qu'on appelle des foncteurs polynomiaux de Kripke, comme par exemple FX = A+ (B x X )C.
Ces foncteurs sont construits inductivement a partir de foncteurs simples de base, en utilisant le produit,
la somme, Pexposant et 'ensemble des parties pour construire de nouveaux foncteurs. Cette famille de
foncteurs peut paraitre restrictive, elle suffit cependant a décrire un grand nombre de cas concrets et a de

plus Pavantage de posséder d'intéressantes propriétés, comme on le verra par la suite.

DEFINITION I11.2 — Foncteurs polynomians: (de Kripke).

L’ensemble des fonctenrs polynomianx est défini inductivement de la maniére suivante > :

Voir la section 4 de Pannexe A pour la définition des différents foncteurs.
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. Le foncteur identité Zd est un foncteur polynomial ;

. Pour tout ensemble C, le foncteur constant C' : Set — Set est un foncteur polynomial. Ce foncteur

associe a tout ensemble X l'ensemble C' et a toute fonction f : X — Y la fonction identité

Id(j:C—)C;

. SiT et S sont deux foncteurs polynomiaux, alots le foncteur produit 7 X S est aussi polynomial. Ce

foncteur associe a tout ensemble X Tensemble 7 (X ) X S(X) et a toute fonction f : X — Y la
fonction T (f) x S(f) définie par (A.1) ;

. SiT et S sont deux foncteurs polynomiaux, alors le foncteur coproduit 7 + S est aussi polynomial.

Ce foncteur associe a tout ensemble X T'ensemble 7 (X) + S(X) et a toute fonction f : X — Y la
fonction T (f) + S(f) définie par (A.2) ;

. Pour tout ensemble E, si T est un foncteur polynomial, alors I'exposant constant TE est également

polynomial. Ce foncteur associe a tout ensemble X Pensemble 7'(X)Z eta toute fonction f : X — Y
la fonction 7 (f)'9® définie pour toute fonction b : T (X) par T ()42 (h) = T(f) o h, voir (A.3).

Lensemble des fonctenrs polynomiausc de Kripke est le sur-ensemble des foncteurs polynomiaux défini par les 5

conditions précédentes auxquelles sont ajoutées les deux regles suivantes :

6. Si T est un foncteur polynomial de Kripke, alors le foncteur de 'ensemble des parties P(7) est

aussi polynomial de Kripke. Ce foncteur associe a tout ensemble X I'ensemble P (7 (X)) et a toute

fonction f : X — Y la fonction P(T(f)) : P(T (X)) — P(T(Y)) définie par (A.4) ;

. Si T est un foncteur polynomial de Kripke, alors le foncteur 7 est aussi polynomial de Kripke.

Ce foncteur associe 2 tout ensemble X P'ensemble X ™* et a toute fonction f : X — Y la fonction

T(f)*: T(X)* — T(Y)* définie par (A.5).

On appelle foncteur polynomial de Kripke fini un foncteur polynomial de Kripke dans lequel le foncteur P est

remplacé par le foncteur 'Pf de 'ensemble des parties finies.

1.2 Morphismes et bisimulation

Un moyen effectif de comparer des coalgebres peut se faire au travers des morphismes de coalgebres.

DEFINITION I11.3 — Morphisme de coalgébres.

Soient un foncteur F : Set — Set et deux F-coalgebres (E, «) et (E', ). Un morphisme de coalgébres est

une fonction f : E — E' telle que &' o f = F(f) o, Cest-a-dire telle que le diagramme suivant commute :

Intuitivement, les morphismes de coalgebres préservent les structures de transition. I.a fonction identité

d’une F-coalgebre est un morphisme de coalgebres etla composition de deux morphismes est un morphisme,
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donc la collection des F-coalgebres munie des morphismes de F-coalgebres est une catégotie, notée

Coalg(F).

FEXEMPLE 1.8 — Systémes de transitions étiguetés.

On donne T'intuition du transport d’'une coalgebre au travers d’un morphisme de coalgebres sur les
systémes de transitions étiquetés. On a vu précédemment (exemple 111.6) qu'un systeme de transitions
étiquetés est une coalgebre du foncteur FX = P(A x X)) ou A est un ensemble d’étiquettes. On considére
deux systémes de transitions (S, A, —g) et (T, A, —>7) sur le méme ensemble d’étiquettes A, c’est-
a-dire deux coalgebres (S, ag) et (T, ar) du foncteur F. Par définition, un morphisme de coalgébres
f:(S,as) = (T,ar) est une fonction f : S — T telle que F(f) o s = ar o f ou la fonction
F(f): P(AxS)— P(AxT) est définie pour tout VC A x S par:

FHV)=PAx (V) ={(a, f(s)) € AXT|(a,5) €V}

1égalité F(f) o aus = ar o f est en fait équivalente aux deux conditions suivantes :
1. Pour toute transition S i)s s, on ala transition f(s) L f(sh.
2. Pour toute transition f(s) ——>p t, il existe s’ € S tel que s ——>g s’ et f(s') = t.

Un motrphisme de coalgebres est donc une fonction préservant les transitions. O

On a le résultat fondamental suivant sur la décomposition d’'un morphisme de coalgebres en un épimor-

phisme suivi d’un monomorphisme appelée factorisation.

THEOREME L1, [Gum99] Soient F un fonctenr, (E, &) ot (E', ) deusc F-coalgébres. Tout morphisme de coalgibre

[ E — E' admet une unique factorisation f = i 0 q oil i est un monomorphisme et q est un épimorphisme.

Les coalgebres généralisant les systemes de transitions, la notion de bisimulation entre systemes trouve
sa généralisation dans ce cadre. Une bisimulation entre deux coalgebres est intuitivement une structure de

transition préservant la relation entre les ensembles d’¢états.

DEFINITION I11.4 — Bisimulation.

Soient F un foncteur, (E, a) et (E',a') deux F-coalgébres. Une bisimulation entre E et E' est une
relation R C E x E' pour laquelle il existe une structure de F-coalgébre vy : R — F(R) telle que les deux
fonctions de projection 71 : R — E et ma : R — E' sont des morphismes de coalgébres, c’est-a-dire tels

que le diagramme suivant commute :

T 2

E R E’

F(E) F(R) F(E")
F(ﬂ'l) ./'7(71'2)

Deux états € et €’ sont dits bisimilaires $’1l existe une bisimulation R telle que (e, e') € R.
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EXEMPLE 111.9 — Systémes de transitions étiguetés.

On peut rapprocher cette définition de la définition habituelle de la bisimulation entre deux systemes
de transitions étiquetés, issue de la théorie de la concurrence. On considére deux systemes de transitions
étiquetés, c’est-a-dire deux coalgebres (S, ag) et (T, ar) sur le foncteur FX = P(A x X) ot A est un
ensemble d’étiquettes. Une bisimulation entre S et T', au sens usuel, est une relation R C S x T satisfaisant,

pour tout couple d’états (s,t) € R, les deux conditions suivantes :

1. Pour tout 8’ € S tel qu’il existe une transition s i)g s’ il existe t' € T tel que ¢ i);r t' et
(s',t') € R.

2. Pour tout t' € T tel quil existe une transition ¢ i)’]’ t', il existe s € S tel que s i)g s' et
(s',) € R.

On considére R une bisimulation entre S et T munie de la fonction de transition ag : R — F R.T.a structure
ap de R induit une relation — g : R X A X R. Soit (s,t) € Rets 255 s'. Comme s = m1(s,t),ona
m1(s,t) N g s Puisque 71 est un morphisme de coalgebtes, il existe une transition dans R, cortespondant
au « transport » de la transition (s, t) i)g s’ de S par 71, de la forme (s,t) i)]g (s",t") tel que
m1(s",t') = s. Dou (s',t') € R. Comme 7y est un morphisme de coalgebres, ma(s, t) L ma(s',t'),
Cest-a-dire t i>T t'. La relation R vérifie donc la condition 1. La condition 2 se prouve de la méme maniere.
Réciproquement, on suppose que R satisfait les conditions 1 et 2. On définit alors ag : R — P(A X R)
pour tout (s,t) € R par ag(s,t) = {(a,(s',t')) € Ax R|s 235 5" ett —237 t'}. Des conditions 1 et
2 on déduit que les projections sont des morphismes de coalgébres de (R, ag) dans (S, ag) et (T, ar). <

Notation. Pour une fonction f : A — B, on note G(f) son graphe, c’est-a-dire 'ensemble {(z, f(z)) |z €
A}

On a la relation fondamentale suivante entre les morphismes de coalgebres et la notion de bisimulation.

THEOREME 111.2. [Rut00] Soient F un foncteur, (E, @) et (E', &) deusc F-coalgebres. Une fonction f + E — E'

est un morphisme de coalgebre si et seulement si son graphe G(f) est une bisimulation entre E et E'.

1.3 Coalgebre terminale

DEFINITION I11.5 — Coalgébre terminale.
Une walgébre terminale (W, §) d'un foncteur F est une coalgebre telle que pour toute F-coalgebre (E, @),
il existe un unique morphisme de coalgebres !y : (E,a) — (W,9):
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Une coalgebre terminale, si elle existe, est unique a isomorphisme pres. Une coalgebre terminale peut
étre vue comme une représentation minimale d’un systéme, c’est-a-dire qui contient de la facon la plus simple
tous les comportements de ce systeme. Une fois construite une coalgebre terminale pour un foncteur donné,
on peut assocler a tout état d’'une coalgebre de ce foncteur son comportement, c’est-a-dire un état de la

coalgebre terminale qui lut soit bisimilaire. C’est ce que dit le théoréme suivant :

THROREME 1113, [Gum99] Soit F un fonctenr. Si F admet une coalgébre terminale (W, ), alors pour toute JF -coalgébre
(E, &), pour tout état e € E, il existe un unique état w =o(€) € W tel gue e et w sont bisimilaires.

On a de plus le résultat suivant da a Joachim Lambek (voit [SP82]), concernant la structure d’une

coalgebre terminale lorsqu’elle existe.

THROREME T11.4. [SP82] Soit F un fonctenr. Si F admet une coalgebre terminale (W, 8), alors & : W — FW est un

isomorphisme.

On donne maintenant quelques exemples de coalgebres terminales pour les systemes qui ont été décrits

a la sous-section précédente.

EXEMPLE 111.10 — Ensemble C-coloré,

Dans exemple IT1.1, le systeme décrit consiste a donner une couleur pour chaque état. I.e comportement
observable d’un état est alors réduit a la couleur qui lui est associée. I.a coalgebre terminale pour le foncteur
F défini par FX = C est donc construite sur I'ensemble C' lui-méme, muni de la fonction identité :
(C,Id¢ : C — C). I’unique morphisme de coalgébres entre une coalgébre quelconque (E, ) de ce

foncteur et la coalgebre terminale est alots la fonction « elle-méme, puisque ce diagramme doit commuter :

EXEMPLE 111.11 — Presse-bouton.

On considere la machine munie d’'un bouton et d’une lumiere décrite a Pexemple IT1.2. Appuyer sur
le bouton permet de faire évoluer la machine dans un autre état, ou bien I'arréte. T.a seule observation
disponible étant liée a la lumiere, tout ce qu’un utilisateur de cette machine peut faire est appuyer sur le
bouton et regarder si la lumiere s’allume. Si elle ne s’allume pas, il peut réitérer 'opération, et noter combien
de fois il a fallu appuyer sur le bouton pour que la lumiere s’allume. 11 peut ainsi obtenir un entier entre O et
Iinfini : O si la lumiére est déja allumée, un entier n € N §'il parvient a allumer la lumiére apres 1 pressions,
ou I'infini si la lumiére ne s’allume jamais.

I.e comportement observable de cette machine est alots un élément de N = N U {00}, décrivant le

nombre de fois que le bouton a du étre pressé pour que la lumiere s’allume. T.a coalgebre terminale de ce
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systéme est donc (N, pred : N — 1 + N), ou pred est la fonction de transition suivante :

F1 (%) sin =0
pred(n) = ¢ ko(n—1) si0<n < oo
K2 (00) sin = 0o
ol K1 et kg sont les coprojections associées au coproduit 1 4 N, O

EXEMPLE T11.12 — Presse-bouton 2.

Considérons de nouveau la machine a deux boutons, val et suiv. Avec ces opérations, deux actions sont
possibles étant donné un état e € E : on peut produire un élément de C, val(e), ou bien produire un état
suivant de F, suiv(e). Il est possible de répéter ces deux opérations et ainsi de former un autre élément
de C, val(suiv(e)). En continuant de la sorte, il est possible de produire, pour chaque état € € E une
suite infinie d’éléments de C' (cg, c1, ¢2,...) € OV, avec ¢; = val(suiv™(e)) pour tout i € N. Cette suite
d’éléments issue de € est ce qu’il est possible d’observer a propos de e. I.a coalgebre terminale de ce systeme

est donc (CN, { téte, queue) : O — C x CN), ou téte et queue sont les fonctions suivantes :
téte((co,c1,c2,...)) =co queue((co, c1,c2,...)) = (c1,c2,¢3,...)
qu’on peut également exprimer de la facon suivante, ou v est une fonction de N dans C':
téte(y) = v(0) queve(y) =9 tq.Vn € N9/ (n) = y(n + 1)

Pour tout coalgebre (F, (val, suiv) : E — C x E) du foncteur FX = C x X, il existe donc un
unique morphisme de coalgébres f 1 E — CN. Ce morphisme est celui qui associe a tout état de E
son compottement observable, c’est-a-dire la suite infinie d’éléments de C' donnés par les observations

val(suiv™(e)) pour tout m. Le morphisme f est donc défini pour tout e € E, pourt tout n € N, par :
f(e)(n) = val(suiv"(e))

11 est facile de vérifier que téteof = wal et queueof = f o suiv, f est donc bien un morphisme de

coalgebres. f

(wal, suiv) (téte, queue)

ExeMPLE 11113 — Swuvant.

Reprenons 'exemple de la machine munie d’un bouton et d’une lumiere, et dont le bouton permetala fois
d’afficher une valeur dépendant de I’état et de faire évoluer I’état interne de la machine. Pour un étate € E de
la machine, deux observations sont possibles : soit bouton(e) = *, ce qui signifie que la machine est arrétée,

quelle a atteint un état dans lequel il est impossible de continuer ; soit bouton(e) = (¢, €’), donnant ainsi
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un nouvel état a partir duquelil est possible d’appuyer de nouveau sur le bouton. En repétant 'opération, on
obtient, pour tout état € € E, une suite finie (¢, C2, ..., ¢,) € C* ou une suite infinie (1, ca,...) € cN.
Les observations associées aux états de E sont alors des éléments de ensemble C® = C* + CN des listes
finies et infinies d’éléments de C'. La coalgebre terminale est donc (C*°, sp : C*° — 1+ C x C*°) ou sp

(pour « suivant possible ») est la fonction :

K1 (%) sie = ()
sp(e) = . _

k2((a,e')) sie=a-e
ou () est la liste vide et _ - _ est 'ajout d’un élément en téte de liste, K1 et K2 étant les coprojections associées
au coproduit 1 + C x C°. O

EXEMPLE 114 — Automate déterministe reconnaissant un langage.

Un automate déterministe reconnaissant un langage est une coalgebre (Q, {6, acc) : Q — Q” x {0, 1})
du foncteur FX = X4 x {0,1}, comme on I'a vu a Pexemple I11.6. Par définition de ces automates, 2
un état donné, fixé comme étant initial, il est possible d’associer un langage, la langage reconnu a partir de
cet état. I.e comportement observable d’un état est donc le langage qu’il permet de reconnaitre. e support
de la coalgebre terminale est donc Pensemble des langages qu’il est possible de reconnaitre a I'aide de cet
automate, c’est-a-dire P(A*), un langage reconnu par I'automate étant un ensemble de mots sur A. Cette

coalgébre est munie de la fonction de transition { A, Ag) : P(A*) — P(A*)A x {0, 1} définie pour tout

langage L par:
AM(L)(a) ={w € A* |a.w € L}
X(L)=1<€e€L
ou € dénote la séquence vide et _._ I'ajout d’un élément en téte de séquence. &

EXEMPLE T11.15 — Machine de Moore.

Comme il a été vu a exemple IT1.6, une machine de Moore est une coalgébre (Q, (7,6) : Q — Ox Q)
du foncteur FX = O x X'.Tes opérations possibles en un état ¢ € () sont les suivantes : on peut observer
la sortie associée a I'état courant y(g) = o, ou, pour une entrée i € I, on peut faire évoluer la machine dans
un nouvel état 6(q,7) = ¢ A partir d’'un nouvel état, on peut réitérer, et ainsi obtenir une suite de sorties
(00,01, . ..), ot chacune des sorties est associée a une suite d’entrées : y(q) = 0g correspond a une suite
d’entrées vide, Y(0(g,%1)) = 01 correspond 2 la suite d’entrée i1, ¥(d(q,72)) = 02 correspond a la suite
d’entrée i2, 7(0(0(q,41),73)) = 03 correspond a la suite d’entrées 143, ee. Le comportement observable
d’un état est donc une fonction de I* dans O qui a chaque suite d’entrées finies (41, %2, - . ., i) associe la
sortie Y(6(6(...0(0(q,%1),72),---,in))).

La coalgébre terminale du foncteur F est alors (OT 1T : OF" — O x (OT")T) ou 11 est la fonction
définie pout tout ¢ : I* — O pat:

ou v est définie pour tout ¢ € I, pour tout v € I*, par

P(i)(v) = ¢(iv)
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(Ici, € dénote la séquence vide et _._ I'ajout d’un élément en téte de séquence.)
La fonction II décompose en fait les éléments de O en couples de O X (OI ’ )I , de la facon sutvante.
St ¢ est une fonction de I* dans O :
— ¢(€) est la sortie associée a I’état courant ;
— aprés une entrée 7, on arrive dans un état décrit par une fonction (i) : I* — O, qui a toute suite
d’entrées v associe la méme sottie que la fonction ¢ appliquée a la suite d’entrées b.v.

&

Comme il a déja été dit plus haut, tout foncteur n’admet pas nécessairement une coalgebre termi-
nale. Considérons par exemple le foncteur P de I'ensemble des parties, correspondant aux systémes non-
déterministes. Si (W, §) est une coalgebre terminale pour ce foncteur, alors d’apreés le théoréme 1114, § est
un isomorphisme, c’est-a-dire que W et P(W) sont isomorphes. Or la cardinalité de P (W) est strictement
supétieute a celle de W, une coalgébre terminale ne peut donc pas exister pout un tel foncteur. En revanche,
le foncteur de ensemble des parties est restreint aux parties finies, il admet une coalgebre terminale, de la

meéme maniére que les foncteurs polynomiaux, comme I’établit le théoréme suivant.

THREOREME IIL.5. [RutO0]| Tout foncteur polynomial de Kripke fini admet une coalgébre terminale.

1.4 Quasi-covariétés

Nous aurons besoin, plus loin dans cette these, d’'un résultat concernant Pexistence d’une coalgebre
terminale pour une certaine classe de coalgebres d’un foncteur donné. Cette classe, appelée quasi-covariété,
est caractérisée par le fait d’étre fermée sous certaines opérations, a savoir le quotient et le coproduit
(voir Pannexe A pour la définition de cette notion). Elle admet alors une coalgebre terminale qui est une

sous-coalgebre de la coalgebre terminale pour ce foncteut, au sens défini comme suit :

DEFINITION I11.6 — Sous-coalgebre.
Soient (E, ) une coalgébre et S un sous-ensemble de E' muni de P'injection canonique ¢ : S — E.
Sl existe une structure de transition 3 sur S telle que 7 : (S, 3) — (E, @) est un morphisme de coalgebre,

alors (S, 3) est appelée sous-coalgébre de (E, ).

DEFINITION 1.7 — (Qunasi-)covariéré.
Une guasi-covariété est une classe de coalgebres fermée par coproduit et par quotient. Une covariété est une

quasi-covariété fermée par sous-coalgebre.

THROREME TT1.6. [Kut01] Soit F un fonctenr admettant une coalgebre terminale. Alors toute guasi-covariété de Coalg(F)

admet une coalgebre terminale pleinement abstraite, ¢'est-a-dire qui est une sous-coalgébre de la coalgébre terminale de .

Ce résultat est le dual d’un résultat d’algebre universelle établi par Garrett Birkhoff [Bir35], qui montre
I'existence d'une algebre initiale pour toute classe d’algebres fermée par produit, sous-algebre et quotient.
Dans ce résultat, Palgebre initiale est un quotient de I'algebre initiale de la catégorie des algebres d'un foncteur

donné.
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2 Logique modale du premier ordre

De méme que pour la logique du premier ordre, la présentation que nous allons donner de la logique

modale du premier ordre suit le schéma de la définition 1.17 des logiques générales.

2.1 Syntaxe

Le principe est ict d’étendre la logique du premier ordre en introduisant la notion de modalité. Une
modalité permet de modifier la nature d’une proposition en produisant une autre proposition dont la valeur
de vérité ne dépend pas de facon purement fonctionnelle de celle de la proposition initiale. Cela permet
d’exprimer des notions telles que la possibilité, Pobligation, le futur, le devoir, la connaissance, ef. Fn
informatique, les modalités sont le plus souvent utilisées pour modéliser la dépendance de la valeur de vérité
d’une proposition au temps ou a 'exécution d’un programme. On va vouloir exprimer le fait qu’il existe un
moment a partir duquel une certaine propriété est vraie, par exemple, ou bien qu'apres 'exécution d’une
fonction, une certaine variable est affectée d’une valeur donnée.

La logique modale présentée ici est construite au-dessus de la logique du premier ordre, de la méme
maniere que la logique modale habituelle est construite comme une extension de la logique propositionnelle.
Les formules de la logique modale propositionnelle sont construites inductivement a partir des éléments de
base de la logique propositionnelle, c’est-a-dire des variables propositionnelles et des connecteurs booléens
(négation, conjonction, disjonction et implication), auxquels est ajouté un nouvel élément de construction

appelé modalité, généralement noté U. Elles sont construites inductivement selon les regles sutvantes :

@ u=p| true | false | o | @AY | o V| =1 ]|0p

ou p est une variable propositionnelle. Une modalité est un opérateur qui a pour principale caractéristique de
ne pas étre vérifonctionnel. Tandis que la valeur de vérité d'une formule p A g, ou p et g sont des variables
propositionnelles, dépend uniquement des valeurs de vérité de p et de g, il n’est pas possible de déduire la

valeur de vérité de la formule OIp a partir de la valeur de vérité de p.

Signatures. Les formules de lalogique modale du ptremier ordre sont construites a partir des mémes briques
de base que la logique du premier ordre. Une signature de cette logique est donc un triplet constitué d’un
ensemble de sortes, d’un ensemble d’opérations et d’un ensemble de prédicats. Cependant, une différence est
introduite ici entre une partie dite « fixe » des données et une partie dite « dynamique ». Certaines composantes
de Pensemble des données spécifiées sont considérées de la méme maniére que dans le cadre de la logique
du premier ordre, C’est-a-dire sont pourvues d’une interprétation fixe. Par exemple, les entiers naturels munis
des opérations et des prédicats qui leur sont associés, sont interptétés de la méme maniére dans tous les
états. Les autres composantes vont étre affectées d’une interprétation qui va évoluer selon une certaine
dynamique, qui va changer selon I’état du systeme décrit. L'ensemble des sortes est alors partitionné en
deux sous-ensembles : 'un dont les éléments sont des sortes dites « observables » représentant la partie
fixe des données ; 'autre composé de sortes dites « non observables » qui représente la partie dynamique.
ILes opérations manipulant les données sont différenciées selon qu’elles manipulent des éléments de sorte
observable ou non. T.es opérations sur la partie fixe des données ne manipulent que des éléments de sorte

observable et ont, de ce fait, une interprétation fixe. I.es opérations liées a la partie dynamique font intervenir
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des éléments de sorte non observable, caractéristiques de I'état. Leur interprétation évolue alors selon I'état,
C’est-a-dire selon linterprétation des éléments de sorte non observable qu’elles manipulent. De la méme
maniere, les prédicats sont partagés en plusieurs catégories. Les prédicats sur la partie fixe des données ne
prennent en argument que des éléments de sorte observable, tandis que les prédicats sur la partie dynamique
ont parmi leurs arguments des éléments de sorte non observable, leur interprétation dépendant de I’état. On

a alors la définition suivante d’une signature de la logique modale du premier ordre.

DEFINITION 1.8 — Signature.
Une signature ¥ est un triplet (S, F, R) o :

— S est un ensemble dont les éléments sont appelés sorfes, muni d'une partition Syps et T oit Sops
désigne le sous-ensemble des sortes dites observables, et T' celui des sortes non observables ou cotypes
— F est un ensemble de noms d’opérations ou chaque nom f est muni d’une arité dans S* x S. F' est
muni d'une partition Fops et (Fs)ger ou
— F,ps estle sous-ensemble des noms d’opérations sur les données : pour tout f : 81 X ... X 8 = S €
Fops, S1y---,8n,8 € Sobs,
— pout tout s € T', Fs est le sous-ensemble des noms d’observatenrs de la sorfe s : toute opération
f € Fsaleprofil 81 X ... X 8, X 8§ — 8 avec $1,...,8, € Sops. Si 8" € Sops, [ est appelé
observatenr de sorte observable ou attribut, si ' € T, il est appelé observateur de sorte non observable ou
méthode
— R est un ensemble de noms de prédicats ou chaque nom r est muni d’une atité dans .S T. R est muni
d’une partition Ryps 1T (Rs)ser ou
— Rps est le sous-ensemble des noms de prédicats sur les données : pout tout T : §1 X ... X 85 € Ryps,
S1y..+,8n € Sops,
— pour tout § € T, R est le sous-ensemble des noms de prédicats sur la sorte S : tout prédicat r € R,

ale profil 1 X ... X Sp X Savec S1,...,5n € Sops-

Les opérations et les prédicats dépendant de ’état ne font en fait intervenir qu'un seul argument de
sorte non observable. Ceci est du au type de modéles qui seront utilisés pour interpréter la signature dans
un monde mathématique. En effet, 'approche coalgébrique ne permet pas de considérer les observateurs
n-aires oun # 1.

T.es sortes observables sont celles provenant de I'environnement local. Tensemble des sortes non
observables forme un espace d’états multi-sorte, les observateurs permettant soit de produire directement

une valeur obsetrvable, soit de faire évoluer ’état.

FEXEMPLE 116 — [ istes infinies.

On donne ici la signature d’une liste de longueur infinie. On dispose d’une sorte observable qui représente
les éléments de la liste. La sorte non observable est la sorte Liste. On observe une liste au travers de son
élément de téte et du reste de la liste. opération téte donnant la téte de la liste est un observateur de la
sorte Liste de sorte observable Elem, il donne une information sur la liste sans la modifier, tandis que
l'opération queue est un observateur de la sorte Liste de sorte non observable, il fait évoluer la liste dans

un autre état.
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sort Elem
cotype Liste
obs téte : Liste — Elem

queue : Liste — Liste

EXEMPLE TT1.17 — Machines de Moore.

Une machine de Moore est un automate a états finis dans lequel les sorties sont déterminées uniquement
par Pétat courant et ne dépendent pas directement des entrées. Une machine de Moore comprend une sortie
pout chaque état et évolue d’état en état grace aux entrées recues. On a donc deux sortes observables, les
entrées et les sorties, et une sorte non observable, I’état. Chaque état peut produire une sortie par 'observateur
observe. Enfin, un état évolue en un autre grace 2 un parametre de sorte Entrée par observateur suiv de
sorte non observable.

sorts Entrée, Sortie
cotype Etat
obs suiv : Etat x Entrée — Etat

observe : Etat — Sortie

EXEMPLE 118 — Arbres de profondenr infinie a branchement infint.

Un arbre est une structure de données qui peut se représenter sous la forme d’une hiérarchie dont chaque
élément est appelé neeud, le neeud initial étant appelé racine. Un arbre de profondeur infinie posséde au moins
une branche, c’est-a-dire une suite de nceuds, de longueur infinie. De plus, dans un arbre a branchement
infini, le nombre de fils d'un neeud n’est pas borné.Chaque fils étant lui-méme la racine d’un arbre, 'ensemble
des fils d’'un nceud est en fait un ensemble d’arbres, qu’on appelle également forét.

On dispose d’une sorte observable représentant les éléments contenus dans les nceuds de 'arbre et de
deux sottes non observables Arbre et Forét. On peut connaitre I'élément contenu dans la racine d’un arbre
par Pobsetvateur €¢iq de sorte observable Elem, ainsi que 'ensemble de ses fils par I'observateur fils de
sotte non obsetrvable Forét. Dans une forét, on accede au premier arbre patr 'observateur premier de sorte
non observable Arbre et au reste de la forét par 'observateur de sotrte non observable Forét.

sort Elem

cotypes Arbre, Forét

obs étiq : Arbre — Elem

fils - Arbre — Forét

premier : Forét — Arbre

reste : Forét — Forét
&

T.es morphismes de signatures sont définis de facon similaire aux morphismes entre signatures du

premier ordre, a la précision pres qu’ils font correspondre les sortes observables entre elles et les sortes non
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observables entre elles.

DEFINITION 1.9 — Morphisme de signatures.
Soient & = (S, F,R) et X/ = (S, F', R') deux signatures. Un morphisme de signaturesn : X — X' est
défini par:
— une application ng : S — S’ telle que Ng(Sops) C S:)bs etng(T)C T,
— une application N : F' — F’ telle que pour tout f : 81 X ... X 8, = s € F.np(f) : ns(s1) x
- Xng(sn) = ns(s) ;
— uneapplicationnpg : R — R’ telle que pourtoutr : s1X...Xsp, € Rng(r) : ng(s1) x...Xns(sn).

DEFINITION II1.10 — Catégorie des signatures.
La catégorie des signatures, notée Sig, est la catégotrie dont les objets sont les signatures et dont les

morphismes sont les morphismes de signatures.

Formules. On construitles termes inductivement a partir des éléments de la signature, de la méme manieére
qu’en logique du premier ordre, a une exception prés : un terme construit sur un observateur de la sorte s
ne fait pas intervenir cette sorte. Cela permet de considérer I’état comme implicite, comme il est habituel de

le faire dans le cadre des logiques modales.

DEFINITION IIL11 — Termees.

Soit une signature £ = (S, F, R). Soit V un ensemble de variables sur X. I’ensemble des rermes avec
variables, noté Tx (V'), est défini de la facon suivante :

— pourtoutz € Vg, z € T(V)s ;

— pour tout f : S1 X ... X S, — s € F,ps opération sur les données, pour tout (t1,...,t,) €
TE(V)sl X ... X TE(V)sn, f(tl, c ,tn) S TE(V)S ;
— pourtout f: 81 X ... X 8, X § = 8’ € Fy observateur, pour tout (t1,...,t,) € Tn(V)s, X ... %

Ts(V)sns f(t1s - stn) € Ts(V)s.

Les formules sont construites sur le méme schéma que les formules du premier ordre pour ce qui est des
formules construites a partir des prédicats sur les données, des connecteurs booléens et des quantificateurs.
I.es formules spécifiques a la logique modale sont celles construites a partir des prédicats sur une sorte non
observable, ainsi que celles faisant intervenir la notion de modalité.

Une modalité dans la logique modale du premier ordre est indexée par un terme du premier ordre de
sorte non observable. Ainsi, au lieu de disposer d’une unique modalité [, on a autant de modalités 0, notées
également [t], que de termes de sorte non observable construits sur la signature. Une formule [t]¢ signifie
intuitivement « tout état suivant, accessible par ¢, valide ¢ ». De la méme maniére qu’il existe en logique
propositionnelle une modalité duale 2 O, notée & et définie par Cp = =0y, il existe dans la logique
modale présentée ici une modalité duale (¢) pour chaque terme ¢ de sorte non observable. I.a signification
intuitive d’une formule ( £)¢ est la suivante : « il existe un état suivant, accessible par ¢, qui valide ¢ ».

Dans le cadre des logiques temporelles, on dispose d’une modalité notée G exprimant le fait qu'une
propriété « est toujours vérifiée», C’est-a-dire « est vérifiée dans tous les états futurs », et d’'une modalité notée

F exptimant le fait qu'une propriété « sera vérifiée dans un état futur ». Lorsque les modalités sont indexées
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par des termes, cela revient a dire que dans tous les états accessibles par un nombre fini d’applications de ¢, ¢
est validée, ou qu’il existe un état accessible par un nombre fini d’applications de ¢ dans lequel ¢ sera validée.
La premiere propriété s’exprime également de la manicre sutvante : ¢ est validée dans I’état courant, puis elle
Pest dans tous les états suivants accessibles par ¢ ([t]g est validée), puis elle est également dans tous les états
accessibles par deux applications de ¢ ([¢][t] est validée), ez. On exprime alors intuitivement cette propriété
par la formule infinie ¢ A [t]g A [t][t]¢ . . ., abrégée grice 4 la modalité [tx] en [t*]p. I.a deuxiéme propriété
peut étre vue comme la disjonction suivante : soit ¢ est validée dans I’état courant, soit elle 'est dans un des
états suivants accessibles par t ((#)¢ est validée dans P’état courant), soit elle est validée dans un des états
accessibles par deux applications de ¢ (( ) ()¢ est validée), ez. T.a formule infinie o V () V (t) (). . .,
abrégée en (tx)p, donne intuitivement le sens de cette propriété. On retrouve les modalités G (« toujours »)

et F' (« finalement») de la logique temporelle.

I.es modalités comportant une étoile permettent ainsi de répéter une seule observation un nombre arbi-
trairement grand de fois. Cependant, on peut parfois vouloir exprimer le fait quun groupe d’observateurs
peut étre répété. Les observations exprimées par des termes de sotrte non observable peuvent alors étre
groupées en n-uplets {1, ...,t,} de facon a pouvoir écrire les modalités [{t1,...,tn}] et ({t1,...,tn})
dénotant respectivement la conjonction et la disjonction des formules obtenues pour les modalités indi-
viduelles correspondantes. On remarque que dans le cas ou ces modalités ne comportent pas d’étoile, les
formules [{t1,...,tn}|p et ({t1,. .., tn})¢@ peuvent étre exprimées explicitement comme une conjonction

ou une disjonction, ce qui est impossible dans le cas ou elles comportent une étoile.

DEFINITION I11.12 — Formules.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V' un ensemble de variables sur X. I ensemble des formules sur

¥, noté For(X), est 'ensemble défini de la facon suivante :

— true, false € For(X) ;

— pour tout T : S1 X ... X Sp € Ryps, pour tout (t1,...,tn) € Tu(V)s, X ... x T(V)s,,
r(t1,...,tn) € For(%) ;
— pour tout 7 : 81 X ... X S, X 8 € R, pour tout (t1,...,tn) € Tn(V)s X ... X T(V)s,,

r(ti,...,tn) € For(X) ;

— pour tout ¢ € For(X), - € For(X) ;

— pour tout p, 9 € For(X), o AN, oV 1, ¢ = ¢ € For(X) ;

— pour tout z € V', pour tout ¢ € For(X),Vzp, Jzp € For(X) ;

— pouttouts € T',pouttoutt € Tx(V)s, pourtoutp € For(X),[t], (t)p, [tx]e, (tx)p € For(X) ;

— pout tous S1,...,8, € T, pour tout (t1,...,t,) € Tx(V)s, X ... x Tx(V)s,, pour tout ¢ €
For(%), [{t1, .- tu}lo, ({t1, -, ta D)o, [{t1, - - -t }x]@, {1, ..., tu}x)p € For(%).

On note My (V') 'ensemble des modalités

{1t], (t), [tx], (t%), [{t1, - tn ], {1y oot ) [{E1, o st d], {1, ot} [ 660, tn €TR(V) )}

EXEMPLE I11.19 — Listes infinies.

On donne ici une spécification du cotype Liste dont la signature a été donnée a I'exemple I11.16, et 2

laquelle on ajoute les deux observateurs de sorte non observable sutvants :



60 11T Logique modale du premier ordre et coalgebres

pair : Liste — Liste

impair : Liste — Liste
I’observateur pair renvoie une liste contenant tous les éléments d’indice pair de la liste entrée en argument,
tandis que l'observateur impair renvoie une liste composée des éléments d’indice impair. Les axiomes
sutvants spécifient le comportement de ces observateurs :

e téte = n & [impair] téte =n

o [impair][queue]p < [queue][queue][impair|p

e [pair|p < [queue][impair]p

Les deuxieme et troisieme axiomes sont en fait des schémas d’axiomes, c’est-a-dire qu’ils représentent

I'ensemble de toutes leurs instances ou @ a été remplacée par une formule quelconque.

<&

BEXEMPLE I1.20 — Spécification d'un ruban infini de rationnels triés.

On prend ict 'exemple d’un ruban de longueur infinie consistant en une suite de cases dans lesquelles
sont stockés des nombtes rationnels et munie d’une téte de lecture. La téte de lecture permet de lite le
rationnel qui est stocké dans la case sur laquelle elle est pointée. Elle peut également se déplacer en avant
et en arriere le long du ruban. Les rationnels sont triés sur le ruban. Une opération d’insertion permet de
stocker un nouveau rationnel de facon a ce que le ruban reste trié. On dispose également d’un prédicat
d’appartenance d’un rationnel au ruban.

spec RUBANINF =

types Nat ::= 0| s(Nat)
Rat := _/_(Nat, Nat)
cotype Ruban
obs téte : Ruban — Rat
avant : Ruban — Ruban
arriére : Ruban — Ruban
insérer : Rat x Ruban — Ruban

pred estdans @ Rat x Ruban

T.a spécification des entiers et des rationnels est celle donnée a T'exemple VI.1 du chapitre VI. On
donne uniquement ici les axiomes permettant de spécifier le comportement des observateurs et du prédicat
estdans sur la sorte Ruban. Les observateurs avant et arriére permettent de déplacer la téte de lecture
en avant et en arricre sur le ruban, les rationnels étant triés de Parricre vers 'avant. IVopération d’msertion
est toujours possible. Insérer un élément déja présent sur le ruban ne modifie pas celui-ci. Si I'élément a
insérer est supétieur a I'élément pointé par la téte de lecture, mais inférieur a élément suivant, il doit étre
mséré entre ces deux éléments : Pélément inséré devient 'élément suivant, tandis que la suite du ruban est
décalée d’'une case vers 'avant. Lorsque I'élément a insérer est supérieur a 'élément suivant, il doit étre inséré
dans la suite du ruban. Si I'élément a insérer est inférieur a 'élément courant mais supérieur a élément
précédent, I'insertion se déroule de la méme facon en décalant le ruban vers 'arriere. S’il est inférieur a

I'élément précédent, il doit étre inséré a arriere du ruban. Aprés quun élément a été inséré, il appartient
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au ruban. Lorsquun élément est stocké sur le ruban, soit il est égal a I'élément pointé par la téte de lecture,
soit il est supérieur a cet élément et il existe une facon de positionner la téte de lecture de facon a la faire
pointer sur cet élément en la déplacant uniquement vers 'avant, soit il est inférieur a 'élément courant, et il

faut déplacer la téte vers Parriére un certain nombte de fois pour positionner la téte sur I’élément cherché.
vars x, Yy : Nat;n : Rat
e (avant) true
e (arriére) true
e ¢ & [avant][arriére]p
e ¢ & [arriére][avant]p
o egr(téte,n) = [arriére] infr(téte,n) A [avant] infr(n, téte)
o (insérer(z/s(y))) true
o egr(téte,x/s(y)) = [insérer(x/s(y))] egr(téte,x/s(y))
o infr(téte, x/s(y))Aavant] infr(xz/s(y), téte) = ([insérer(z/s(y))|[avant] egr(téte, z/s(y)) A
([insérer(z/s(y))][avant][avant]p < [avant][insérer(xz/s(y))]¢))
o infr(x/s(y), téte) A [arriére] infr(téte, z/s(y)) =
([insérer(z/s(y))][arriére] egr(téte,x/s(y)) A
([insérer(z/s(y))][arriére][arriére]p < [arriére][insérer(x/s(y))]¢))
o infr(téte,x/s(y)) A [avant] infr(téte,z/s(y)) =
([insérer(z/s(y))][avant]p < [avant][insérer(x/s(y))]e)
o infr(xz/s(y), téte) A [arriére] infr(z/s(y), téte) =

([insérer(z/s(y))|[arriére]p < [arriére][insérer(x/s(y))]e)

[insérer(z/s(y))] estdans(z/s(y))
estdans(n) < egr(téte,n) V (infr(téte,n) A ( avant ) egr(téte,n))

V (infr(n, téte) A (arriére x) egr(téte,n))
&

11 nous faut définir maintenant définir le foncteur For et la facon dont il transporte les morphismes de
signatures. Un morphisme de signatures ) : ¥ — X/ est prolongé aux termes de la méme maniére qu'un

morphisme de signatures du premier ordre, puis aux formules de la fagcon suivante.

DEFINITION 1113 — Prolongement des morphismes de signatures aux: ensembles de formules.

Soient X et X' deux signatures. Soient V un ensemble de variables sur 3 et V' un ensemble de variables
sur ¥/, Soit ) : ¥ — X' un morphisme de signatures. On note 1y : V- — V' Papplication injective telle que
pour tout s € S, pour tout x € Vg, ny(z) € Vés(s).

I.e prolongement de 1 aux variables et aux termes, noté 1) est défini de la méme maniére que dans le
cadre du premier ordre 11.8. T.e prolongement de 1) anx formules, noté 7t : For(X) — For(X'), est défini pour
toute formule ¢ inductivement sur la forme de ¢ de la facon suivante :

— 7 (true) = true et 7 (false) = false ;
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— si @ est de la forme r(t1,...,t,), alors ﬁh(go) =nr(r)(@(t1),. .., 7(tn)) ;
— si ¢ est de la forme =), alors ﬁh(go) = ﬂﬁh(w) R
— sigestdelaforme 1) ® x avec ® € {A,V, =1}, alors T (@) = T (¥) O 7 (x) ;
— si @ est de la forme Qv avec Q € {V, 3}, alors 7 () = Qnv (z) T*(¢) ;
— sipestdela forme it! i avec ;1€ {[],(),[*],( %)}, alors T () = 7)) T () ;
—si ¢ est de la forme i{t1,...,tn}! ¢ avec (! € {[ |.( ),[ #]

{71(t1), - -7 (En) H T (3).

Par abus de notation, on notera également 7 le prolongement de 7] aux formules.

~

Le foncteur For associe donc a chaque signatutre son ensemble de formules et a chaque morphisme de

signatures son prolongement aux formules.

DEFINITION 111.14 — Foncteur For.
Le foncteur For : Sig — Set est le foncteur :
— qui associe a chaque signature ¥ € | Sig | lensemble For(X) des formules sur ¥ ;

— qui associe a chaque morphisme de signatures 17 : X — ¥’ le prolongement de 7 aux ensembles de
formules 77 : For(X) — For(X').

2.2 Sémantique

Mode¢les. Nous avons vu précédemment que les modeles de la logique modale propositionnelle sont
des structures qu’il est possible de définir de facon plus générale en termes de coalgebres. La logique
modale présentée ici étant une extension de la logique modale propositionnelle, les signatures seront donc
naturellement interprétées par des coalgebres. Ces signatures comportent une partie fixe, dont 'interprétation
ne dépend pas de I'état, et une partie dynamique. I.a partie fixe va alors étre interprétée par un modele du
premier ordre, identique dans tous les états, tandis que la partie dynamique va étre interprétée par une
coalgebre sur un foncteur donnant une interprétation aux observateurs et aux prédicats d’'une sorte non
observable. Les états de cette coalgebre sont multi-sorte : un état est un n-uplet dont chaque composante
est un élément de sorte s pour chaque sorte s non observable. On a alors la définition suivante d’un modele

d’une signature de la logique modale du premier ordre :

DEFINITION I11.15 — Modele.
Soit ¥ = (5, F, R) une signature. On note Xyps = (Sobs, Fobs, Robs) 1a sous-signature « observable »
de . Un modéle de ¥ est un couple (M, (E, a)) ou:
— M est un modele de X p5 (voir la Définition 11.10) ;
- (E,a),ou E = [[,cr Es et : E — FE, est une coalgébre du foncteur F tel que FE =
[Iscr FEs et qui, pour tout s € T, associe a F; Pensemble F g défini par :
FE; = H MS]YIS] Koo X Mon o H E]\,4S1 Koo X Mon o H QMsy X x My,

S

fis1X..X 8y Xs—s' EF; fi81X..X 8, xs—8' €Fy 7181 X... XS XSERg
E s'eT

e modéle du premier ordre sous-jacent M ne sera précisé que lorsque ce sera nécessaire. Un modeéle

de ¥ sera donc noté simplement (E, ).
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Un observateur de sorte observable f : 81 X ... X 8, X § — §' est interprété par une application sur les
données de My, X ...x M, dans M. Un observateur de sorte non observable f : 81 X ... X s, X s — §'
est interprété par une application modifiant la composante de sorte s’ de état, Es, en fonction d’un n-uplet
de paramétres dans M, X ... X Mg, . Un prédicatr : 51 X ... X 8, X s avec s € T est interprété comme
une application booléenne de My, x ... X M, dans un ensemble a deux valeurs. On remarque que le

foncteur donnant une interprétation aux éléments dynamiques de la signature est polynomial.

FEXEMPLE T11.21 — [ istes infinies.

Un modele associé a la signature des listes infinies donnée a Pexemple TT1.16 est constitué comme suit. Soit
M un ensemble quelconque interprétantles éléments de sorte Elem, M = Mg, .Soit E = Epse = MN
Iensemble d’états, qui est 'ensemble des suites infinies d’éléments de M. Les observateurs téte et queue

sont interprétés par les fonctions

téte : MN — M queue : MY —  MN
v = 2(0) v o=
ou pour tout n € N, 7/(n) = vy(n + 1). Un modéle associé a cette signature est donc une coalgébre

(MN, (téte, queue) : MY — M x MN) du foncteur F défini par FX = M x X.
Cette signature est complétée par les observateurs pair et impair donnés a 'exemple 111.19, qui sont

interprétés par les fonctions :
pair : MY  — MY impair : MY — MY
Yo7 T PN
ot pour tout n € N, v9(n) = v(2n) et y1(n) = v(2n + 1). On a alors la coalgébre suivante :
(MM, ( téte, queue, pair, impair) - MY — M x MY x M x MY)

<&

Un modele d’une signature est un couple formé d’un modele du premier ordre et d’'une coalgebre. Un
morphisme entre deux modeles d’une méme signature se décompose alors en un morphisme entre modeéles

du premier ordre et un morphisme de coalgebres.

DEFINITION II1.16 — Morphisme de modéles.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Sotent (M, (E, ), (M', (E',a)) € Mod(X) deux modéles de X.
Un morphisme de modéles pi - (M, (E,a)) — (M',(E',a')) est défini par :

— un morphisme de modéles du premier ordre ppr : M — M (voir la définition T1.11) ;

— un morphisme de coalgébres pc : (E,a) — (E',a’) (voir la définition 111.3).

DEFINTTION 117 — Catégorie des modéles associée a une signature.
Soit ¥ € | Sig|. La catégorie des modéles de ¥, notée Mod(X), est la catégotie dont les objets sont les

modéles de X et dont les morphismes sont les morphismes de modéles.
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DEFINITION 111.18 — Foncteur d'oubli U, .

Soient X et X deux signatures. Soit 7 : ¥ — X’ un morphisme de signatures. On note X5 et Elob s
les sous-signatures « observables » de ¥ et ¥/ respectivement, et 1)ops : Lops —> Elobs la restriction de 1) aux
sous-signatures observables. On définit Uy : Mod(X') — Mod(X) comme étant le foncteur :

— qui associe 2 chaque modele (M', (E',a')) € | Mod(X')| le modele Up(M') = (M, (E, a)) tel

que :
- M =10,,, (M) (voir la définition 11.13),
— (E,a) ou E = [[,c E. estla coalgébre du foncteur F tel que FE = [[,.p FE; et qui, pour
tout s € T, associe a Eg 'ensemble F E; défini par :
FE, = H M;IMglx...xM;n % H E]\I/félx---XMgn % H gM{ X..xM{,

s
fis1X...X 8y xs—s'€F fi81X...X 8y xs—>s'€F 7151 X...XS5n XSERg
s'€S s s'eT

— qui associe a chaque morphisme de modeéles ' : (MY, (E], o)) — (M), (ES, ab)) ou p/ =
(g ) um morphisme Uy (1) - Un((M, (B, 04))) = Up((Mb, (), 0))) tel que:
— Up(1 ) = Uy, (1hy) (voir la définition 11.13),
- Up(1)e = pe o pe, = MICS pour tout s € S.

Le foncteur Mod associe donc a chaque signature sa catégotie de modéles et a chaque morphisme de

signatures le foncteur d’oubli correspondant.

DEFINITION II1.19 — Foncteur Mod.
T.e foncteur Mod : Sig — Cat°P est le foncteur :
— qui associe a chaque signature ¥ € | Sig | la catégorie Mod(X) des modéles de X ;

— qui associe a chaque morphisme de signatures 77 : X — X' le foncteur d’oubli U, : Mod(¥X') —
Mod(%).

Relation de satisfaction. T.es termes sont évaluésicia partir d'une interprétation des variables et d’un état,
les observateurs étant munis d’une interprétation variant selon I'état. I.es termes construits sur les opérations
sur les données sont évalués de maniere usuelle dans le modele du premier ordre sous-jacent au modele de
la signature. Ils sont évalués de la méme facon quel que soit I'état. Les termes construits sur les observateurs
sont évalués suivant leur interprétation, donnée par le foncteur du modele de la signature, et I’état courant.
Lorsqu’il s’agit d’un observateur de sorte observable, un terme correspond a une valeur de 'ensemble des
données, tandis que dans le cas d’un observateur de sorte non observable s, 'évaluation d’un terme est un

état, dans lequel la composante de sorte s’ a changé selon Pinterprétation de cet observateur.

DEFINITION 111.20 — Evaluation des termes.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur X. Soit (M, (E, a)) un modéle
de X. Une interprétation des variables est une application v : V' — M, telle que pour tout s € S,ps, pour tout
x € Vs,v(z) € M.

A partir d’une interprétation des variables v et dun état e = (es)ser € E, on construit une interpretation

des termes I/E : Tss(V)) — M de la facon suivante :
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~ siz € Vi, alors v (z) = v(x) ;

—sif 181 X...X 8, = 8 E Fyps est une opération sur les données et (t1,...,t,) € Tx(V)s, X
X T (V)s,, alors vE(f(t1, - o tn)) = FMEAR—), - Vi ()
—sif 81 X...%X 8, xs — s € Fg est un observateur de sorte observable, et (t1,...,t,) €

Ts(V)ey X ... X Ts(V)a,, alots v3(f(t1, .. . tn)) = (15 0 ms 0 @) (e)(VE(t1), . . ., Vi(tn)), onr :
— ms : B — Ej est la projection canonique d’un état sur sa composante de sorte S,

— my est la projection canonique de la composante de sorte s de 'état sur Pinterprétation de f ;

—sif:8 X...%X 8, x8— 8 € Fjs est un observateur de sorte non observable et (t1,...,t,) €
Ts(V)sy X ... x Ts(V)s, , alors I/E(f(tl, coytn)) =€ telque e’ = (el)ser € E avec e's,, = egn
pour tout s" 7é S', et ey = (7Tf O g O a)(@)(l/g(h), ceay Vg(tn))

Par abus de notation, on notera v, le prolongement de v aux termes.

Nous avons donné plus haut une mntuition de la signification des formules. Leur satisfaction par un
modele est bien stre dépendante de I’état courant, ainsi que de l'interprétation des variables. Une formule
construite sur un prédicat sur les données est évaluée dans le modéle du premier ordre sous-jacent, tandis que
I'évaluation d’une formule construite sur un prédicat d'une sorte non observable dépend de I'interprétation
de ce prédicat en Iétat donné. Une formule de la forme [t]1) est validée en un état e si pour tout état
« accessible par t », c’est-a-dire pout toute évaluation du terme ¢ en I'état e, qui est un état €', 1 est validée.

La satisfaction des autres formules découle de celle-1a de maniére naturelle.

DEFINITION I1.21 — Satisfaction des formules.

Soit ¥ = (S, F, R) une signature. Soit V un ensemble de variables sur 2. Soit (M, (E, a)) un modéle
de X. Soit v : V' — M une interprétation des variables. Soit un état e € E. Soit ¢ € For(X). La satisfaction
de p par le modele (M, (E, &) pour linterprétation v et I'état e, notée (M, (E,a)) Eye @, est définie de la

facon suivante :

— sip = true, alors (M, (E, a)) |:V76 ¥

— si ¢ est de la forme 7(t1,...,t,) avec 7 € Ryps, alors (M, (E, @) |=pe @ si et seulement si
(Ve(t1), -, Ve(tn)) € T™M

— st @ est de la forme T‘(tl, .. .,tn) avec 1 € R, alors (M, (E, a)) \:V’e @ si et seulement si
(Ve(t1), ..., ve(tn)) € mr 0 ms(e), ol Ty est la projection canonique de la composante de sorte s de

Iétat sur P'interprétation de 7 ;
— si ¢ est de la forme [t]t), alors (M, (E, @) [=ue @ si et seulement si, 5’1l existe €' € E tel que
ve(t) = €, alors (M, (E, ) =uer .
Les autres modalités sont définies par les équivalences élémentaires suivantes :
- (o=l
— [t = @ A [t][tx]e 5
- Ht1, - tale = [tle A oo Alltn]p.

ILes connecteurs booléens sont définis de la facon habituelle.

On dit que (M, (E, a)) satisfait ¢, noté (M, (E,a)) = ¢, si et seulement si (M, (E,a)) =pe ¢
pout tout v : V.— M et pour tout e € E.
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THEOREME IIL7. (Institution de la logique modale du premier ordre [MSRROG]) le quadruplet
(Sig, For, Mod, |=) o :

— S1g est la catégorie des signatures ;

— For est le foncteur donné a la définition 111.74 ;

— Mod est le fonctenr donné a la définition ITL19 ;

— | est la relation de satisfaction de la définition 11121,

est une institution.

2.3 Calcul

On associe a cette logique un calcul des séquents, tres proche du calcul des séquents pour la logique
du premier ordre. Les formules étant construites de la méme maniére sur les connecteurs booléens et
les quantificateurs, toutes les reégles du calcul des séquents présenté a la figure II.1 sont valables pour la
logique modale du premier ordre. Il est cependant nécessaire de considérer également des regles associées
aux différentes modalités. T.es regles habituelles liée a la modalité O dans le cadre de la logique modale

propositionnelle sont les suivantes :

p
K ——Nec
O(p = q) = (Op = Oq) Op

la premiere étant appelée axiome de distributivité de Kripke, et la seconde regle de nécessitation. I.’axiome
de distributivité, comme son nom I'indique, exprime la distributivité de la modalité O sur 'implication : 1
est nécessaire que p = ¢, alots si on a nécessairement P, on a nécessairement g. La régle de nécessitation
permet 'introduction de la modalité O : si une propriété p est valide, alors elle est nécessairement valide.
C’est cette regle qui fait échouer le théoreme de la déduction en logique modale. Ce théoréme énonce que s1l
est possible de prouver une proposition g a partir d’une hypothese p, alors il est possible de prouver p = gq.
Or, par la regle de nécessitation, on prouve a partir de p que Up est valide, alors qu’il est faux en général que
p = Up.

Ces regles, adaptées a lalogique modale du premier ordre et éctites selon le calcul des séquents, deviennent

les suivantes :

r
K X%

——Nec
~ [t(e = ¥) = ([tle = [t]¥) L~ [ty

ou [t]I' = {[t]y | v € T'}. Nous ne considérerons pas la régle K de distributivité dans la suite de cette
thése, cette régle n’étant pas utile dans le cadre de la sélection de tests par dépliage. A partir de la régle de

nécessitation Nec, il est possible de dériver les régles d’infétence suivantes, qui nous seront utiles par la suite :

e . e n
——Nec Nec
[tx]T ~ [tx]gp {t1, ot D~ [{E1, -t e

g A Lo A I'~A

T b [tlp, (HA HT, (e |~ (1A [T~ (5)A
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DEFINITION II1.22 — Systéme formel associé an calenl des séquents.

Soient ¥ = (S, F, R) une signature et V un ensemble de variables sur X. Le systéme formel associé au caleul
des séquents est le triplet Cx;, = (Ayx, F5, Ry)) ou:

- Ay =FURUVU{-,AV,= V3 LL6hLLH* ,G),5) s

- F={TRrA|T,AC For(2)};

— Ry est'ensemble des régles d’inférence du calcul des séquents étendu la logique modale du premier

ordre.

DEFINITION I11.23 — Systéme d'inférence de la logigue modale du premier ordre.
Le systeme dinférence associé a la logigue modale du premier ordre est le triplet (Sig, For,F) ou Sig est la

catégorie des signatures, For est le foncteur donné a la définition TT1.14 et - = (Fx)sc| gig| ou by = Foy.

Nous avons vu au chapitre I que tout systeme d’inférence défini par un systéeme formel est réflexif,
transitif et monotone. Comme dans le cas de la logique du premier ordre, il est facile de prouver que systeme
d’inférence associé a 1a logique modale du premiet otdre possede la propriété de F-translation. La cortection
du calcul des séquents pour la logique modale du premier ordre découle de la correction du calcul de la
logique modale propositionnelle. I.a logique modale du premier ordre telle qu’elle a été présentée est donc

une logique générale. On ne s’est pas intéressé ici a la complétude du calcul.

THEOREME 111.8. Le guintuplet (Sig, For, Mod, |=,\) est une logique générale.

3 Logique modale conditionnelle positive

Nous présentons ici une restriction de la logique modale du premier ordre présentée a la section
précédente. Cette logique a été la premiere logique modale dans laquelle nous avons étendu les techniques
de dépliage, avant de les étudier dans le cadre plus général de la logique modale sous-jacente au langage de
spécification COCASL. Cette logique modale, dite conditionnelle positive, est munie de I'égalité pour seul
prédicat. Une signature de cette logique est donc uniquement composée d’'un ensemble de sortes, partitionné
en deux sous-ensembles de sortes observables et non observables, et d’un ensemble de noms d’opérations,
partitionné en un ensemble d’opérations sur les données et un ensemble d’observateurs, eux-mémes de sorte
observable ou non observable. Les formules sont construites a partir des équations entre des termes de sorte
observable et de la modalité [T indexée par les termes de sorte non observable : on appellera formule modale
une formule de la forme [a1] ... [an]t = ¢/, ot @y, ..., @, sont des termes de sorte non observable et ¢
et t' sont des termes de sorte observable. Comme n > 0, une équation est également une formule modale.
Une formule conditionnelle positive est alors une formule de la forme o1 A ... A ¢,_1 = @5, ou pout tout
1,1 <1 < n, @; est une formule modale.

Un modele de la logique modale conditionnelle positive est un modeéle de la logique modale du premier
ordre auquel a été retirée I'interprétation des prédicats. Les termes et les formules sont interprétés de la
méme maniére dans ce cadre restreint que dans le cadre général.

Le calcul associé a cette logique est celui présenté a la figure I11.1. Les régles sont sensiblement les mémes

que pour la logique conditionnelle positive, excepté la regle de nécessitation, propre a la logique modale.
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1<i<n
o N\ pi= ool t =1 SpE N\ wi= ] ai] ' =t
1<i<n 1<i<n
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1<i<n
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F1G. IIL.1 — Caleul pour des spécifications modales conditionnelles positives.



CHAPITRE IV

Théorte du test a partir de spécifications axtomatiques

Le test est une méthode de validation tres utilisée dans le développement de logiciels. I’objectif du test
est de déceler les erreurs d’un systeme informatique. Son ambition n’est pas de prouver la correction d’un
systeme mais seulement d’assurer un certain degré de confiance en ce systeme. En effet, il est possible que le
systeme passe un certain nombre de tests en succes mais échoue a un seul test supplémentaire. Le principe est
de confronter le systéme a un objet de référence qui décrit plus ou moins formellement le fonctionnement
attendu du systeme, par exemple en termes de fonctionnalités ou de communications avec Penvironnement.
C’est la recherche de I'inadéquation entre le systeme et cet objet de référence qui va guider le processus de
test. Celui-ci consiste a exécuter le systeme sur un sous-ensemble fini de ses entrées possibles. Trois phases

interviennent dans le test d’un systeme :
1. La sélection d’un sous-ensemble pertinent des entrées possibles du systeme, appelé jeu de tests.
2. T’exécution du systeme sur le jeu de tests chotsi.
3. La décision du succes ou de I'échec du jeu de tests, connu sous le nom de « probleme de I'oracle ».

C’est la phase de sélection qui nous intéressera plus particulierement. Elle représente le point crucial du
processus de test. Différentes stratégies peuvent étre adoptées pour la sélection d'un jeu de tests, définissant

ainsi plusieurs approches du test.

Le test aléatoire I.es données sont choisies aléatoirement parmi 'ensemble des entrées possibles [CHOO,
BBL97]. Elles peuvent également étre sélectionnées relativement a une distribution probabiliste des
entrées, représentative de I'utilisation réelle du systeme. Cette stratégie est tres largement utilisée car elle
est facile a mettre en place. Elle n’assure cependant pas toujours une bonne couverture de 'ensemble
des entrées possibles, les données associées a une faible probabilité d’utilisation étant de fait négligées.

Or c’est souvent sur ces entrées que des erreurs peuvent apparaitre.

Le test structurel (ou test « boite blanche ») Les tests sont sélectionnés a pattir du code source du systéme
qui est alors vu comme a travets une boite transpatente, dite aussi blanche. I’analyse du code,
représenté par un graphe de controle ou un flot de données par exemple, permet de sélectionner les
données, grace a des critéres de couverture relatifs a la structure du code [BCDDMO03, GBRO0]. De

nombreux outils ont été développés pour ce type de sélection, tres utilisée pour tester de petites entités.
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L'inconvénient de cette méthode est son incapacité a détecter des oublis par rappozrt a la spécification.
En outre, n’ayant pas de référence de correction, cette méthode de sélection fournit peu de moyens

de décider du succes ou de échec d’un test. C’est également le cas de la sélection aléatoire.

Le test fonctionnel (ou test « boite noite ») Les tests sont sélectionnés a partir de la spécification du
systeme, qu’elle soit formelle ou informelle, sans connaissance de 'implantation (le systeme est une
boite noite) [BGM91, DF93, BW04, KATPO2]. Un jeu de tests peut alots étre utilisé plusieurs fois
a différentes étapes du développement du systéme, si la spécification reste la méme au cours du
développement. De plus, la spécification comme objet de référence permet d’aider a la décision du
verdict de succes ou d’échec du jeu de tests. Fn effet, on peut généralement déduire de la spécification
le résultat attendu pour un test donné, le probléeme de 'oracle est donc facilité, a condition d’avoir un

moyen de comparer le résultat donné par la spécification et celui rendu par I'exécution du test.

Les stratégies de test structurel et de test fonctionnel reposent toutes deux sur le découpage selon certains
criteres du domaine d’entrée du systeme. Ces criteres sont liés a la structure du code source du systeme sous
test dans le cas du test structurel, a la spécification du systeme dans le cas du test fonctionnel. I.a formation
d’un jeu de tests nécessite alors une derniere phase de sélection, appelée génération, qui consiste, apres la
division des entrées en sous-domaines, a choisir des tests dans chacun des sous-domaines.

Les travaux présentés dans cette these se situent dans le cadre du test fonctionnel et concernent plus
particulierement la définition de critéres de sélection de jeux de tests a partir de spécifications axioma-
tiques [Ber91, BGM91, Gau95, LA96|. L'utilisation de langages formels pour la spécification de systemes
mformatiques présente de grands avantages pour Pactivité de test. Elle permet en particulier la formalisation
de Pactivité de test, ainsi que I'automatisation de certaines phases importantes du processus de test, comme
le calcul des criteres de sélection ou I'évaluation du verdict des tests. Les criteres de sélection sont en général
choisis par des experts, qui les établissent sur la base de leur connaissance du domaine d’application, ou en
fonction de la nature plus ou moins critique du systeme. Utiliser des spécifications axiomatiques permet de
dériver ces criteres directement de la spécification, la plupart du temps en effectuant une couverture des
axiomes de la spécification [MS02, Mar91, BW05|. L’évaluation des tests, donc le probléeme de l'oracle, est
également facilitée par I'utilisation d’un langage formel pour la description du systeme. La calcul du verdict
de succes ou d’échec provient de la comparaison du résultat fourni par 'exécution du test par le systeme et
du résultat attendu obtenu a partir de la spécification. A la fois le calcul du résultat attendu et la comparaison
entre les deux résultats sont automatisables si la spécification est décidable.

11 est évident que cette automatisation n’est possible qu’a condition de poser certaines hypotheses, a la
fois sur le systéme a tester et sur les tests eux-mémes. Se placer dans le cadre des spécifications formelles
permet alors de formaliser ces hypotheses de test.

Dans la suite de ce chapitre, nous supposons donnée une logique générale

L = (Sig, For, Mod, |=,F)

1 Hypotheéses de test et conditions d’observabilité

I.e point de départ dans la définition d’un cadre de test consiste a poser les hypothéses sous lesquelles il

est possible de raisonner sur le processus de test. Ces hypotheses concernent a la fois le systeme sous test et
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les tests en eux-mémes. Il s’agit d’établir a quelles conditions et en quels termes on peut définir le succes ou
I’échec de la soumission dun test au systéme, et ainsi définir une notion de correction du systéme.

Pour pouvoir tester un systeme contre sa spécification, il faut disposer d’un cadre sémantique général
dans lequel la spécification et le systéme puissent étre exprimés. Le cadre formel pout les spécifications étant
posé par la notion de logique générale définie au chapitre 1, il faut alors étudier de quelle maniére 1l est
possible de patler du systéme dans ce méme cadre. Un systéme S définit un certain nombre d’opérations,
une signature X, et peut ainsi étre considéré comme un moyen d’exécutet ces opétations. La premiére
hypothése est alors de considérer que son compotrtement peut étre assimilé a un modéle de cette signature,
cest-a-dire S € Mod(Xs). Tl est de plus raisonnable de considérer que la signature £ du systéme coincide
avec la signature ¥ de sa spécification. On part en effet du ptincipe que le systeme a tester n’est pas trop
éloigné de sa spécification, qu’il donne effectivement une implantation des opérations de la spécification. La

premiere hypothese de test est alors la suivante :
HYPOTHESE 1. I¢ systéme sous test est assimilé a un X-modilk.

C’est I'hypothése fondamentale sur laquelle repose le cadre formel de test qui va étre présenté par la
suite. Par abus de langage, on désignera par S a la fois le systéme sous test et son compotrtement en tant que
Y-modeéle.

T.e systeme en tant que modele d’une signature donne d’une part une interprétation aux éléments de
la signature et vérifie d’autre part un certain nombre de propriétés. .a satisfaction de ces propriétés par le
systéme peut alots étre formalisée comme la validation des formules qui expriment ces propriétés par le
systéme en tant que modéle. On peut alors écrire S |=y; ¢ si le systéme S valide la propriété exprimée par

la formule . Cela amene la deuxieme hypothese nécessaire a la définition formelle du processus de test :
HYPOTHESE 2. I es tests a soumettre au g’fféﬂ%’ sont des farmu/e&, construites sur 2.

Cependant, il n’est pas possible de soumettre au systeme n’importe quelle formule. 11 faut en effet que le
systeme soit capable d’évaluer le succes ou I'échec du test lorsqu’il lui est soumis. Soumettre un test dont il
est impossible de conclure au succes ou a ’échec serait inutile. Les tests sont alors soumis a des restrictions
d’observabilité. Dans le cadre des logiques du premier ordre, afin d’étre évalué, un test ne doit par exemple
pas contenir de variables non-instanciées. On dit alors que la formule est sans vatiables. De méme, si le
systeme contient des types de données ou des comportements non-observables, les tests ne pourront pas
prendre en compte ces éléments. Un type de données qui ne serait pas muni d’un prédicat d’égalité dans
le langage de programmation utilisé pour implanter le systeme, par exemple, ou de tout autre moyen de
comparaison entre ses ¢léments, ne pourrait donner lieu a un test faisant intervenir ce type dans son résultat.
Celui-ci ne pourrait en effet pas étre évalué par le systéme comme réussi ou échoué, si ce dernier ne dispose
pas d’'un moyen de comparer le résultat du test au résultat attendu, déterminé par la spécification. De méme,
un comportement non-observable, c’est-a-dire interne au systeme, ne faisant pas intervenir d’entrées-sorties
ou modifiant une composante de 'état du systeme pour laquelle on ne dispose pas d’observateur, ne pourra
pas étre pris en compte dans 'élaboration des tests. I.es formules qui peuvent effectivement étre évaluées
par le systeme, C’est-a-dite interprétées comme « vraies » ou « fausses », sont appelées formules observables.

On note Obs cet ensemble de formules. Tes tests soumis au systeme, également appelés cas de test, feront
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donc nécessairement partie de 'ensemble Obs.
11 faut temarquer que, st le systéme est un modéle de X, il ne satisfait pour autant pas nécessairement tous
les axiomes de la spécification. Il est possible que ce ne soit pas un modele de la spécification. I e systeme est

donc bien un élément de Mod(X), et c’est P'objectif du test de tenter de montrer que ce n’est pas un élément

de Mod(Sp).

2 Correction et exhaustivité

Ces hypotheses de test sur le systéme et ces restrictions sur I'observabilité des formules étant posées,
il est maintenant possible de définir formellement la notion de correction d’'un systeme par rapport a
sa spécification. Cette notion est fortement liée a I'interprétation de la soumission des cas de test. 11 est
nécessaire de définir ce quest le succes (et donc également I'échec) de la soumission d’un test au systeme

pour déterminer a quelles conditions le systéme peut étre dit correct par rapport a sa spécification.

DEFINITION IV.1 — Succés et échec d’un test.
Soit S un systéme sous test. Soit ¢ un cas de test. La soumission de ¢ au systéme S est un sueés si et

seulement si S [y .

Un jen de tests est un ensemble de cas de test. La soumission d’un jeu de tests 1" au systéme S est alots

un suecés si et seulement si pour tout cas de test p de T', S =5 ¢.

Un systeme doit pouvoir étre considéré comme une implantation cottrecte de sa spécification si, en
tant que X-modeéle, il est indifférenciable d’un modéle de la spécification. La validité des formules pour un
systéme sous test ne pouvant étre vérifiée que sur les formules observables, on ne peut comparer ce systéme a
un modele de la spécification qu’au travers des formules observables qu’ils valident. I.a notion d’équivalence
élémentaire vue au chapitre T permet justement cette comparaison. On dira alors que deux modeles sont
obsetvationnellement équivalents s’ils sont élémentairement équivalents par rapport a Obs. La correction
d’un systeme par rapport a sa spécification est alors définie en suivant une approche observationnelle

semblable a celles de [HWB97, ONS93].

DEFINITION IV.2 — Correction.
Un systeme S est correct par rapport a sa spécification Sp via un ensemble de formules observables Obs,

noté Correct ops(S, Sp), si et seulement 5’1l existe un modéle M de Mod(Sp) tel que M =45 S.

Il est maintenant possible de lier la correction d’un systéme avec le succes ou I'échec de la soumission
d’un jeu de tests a ce systéme. Le but du test est de mettre le systeme en défaut, c’est-a-dire de détecter les
erreuts d’un systéme qui ne serait pas correct. Un jeu de tests ne doit alors étre passé en succes que pat des
systemes corrects : on dit alors que le jeu de tests est valide. D’autre part, le processus de test ne doit pas
rejeter de systemes corrects, cC’est-a-dire que tout systeme correct doit passer en succes le jeu de tests choisi.

Celui-ci est alors dit non-biaisé.

DEFINTTION V.3 — Validité et non-biais.

Solent une spécification Sp d’un systéme S et un ensemble de formules observables Obs.
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Un jeu de tests T est dit zalide pour S si et seulement si
S =x T = Correct ops(S, Sp)
1l est dit #on-biaisé pour S si et seulement si

Correct ops(S,Sp) = S =x T

Un jeu de tests valide rejettera alors tout systéme incorrect, tandis qu'un jeu de tests non-biaisé ne
rejettera pas de programmes cortrects. Un jeu de tests idéal devra alors posséder conjointement les propriétés
de validité et de non-biais. Le succes de la soumission d’un tel jeu de tests serait équivalent a la correction du
systeme. Cela amene la notion de jeu de tests exhaustif.

Le point de départ de la recherche d’un jeu de tests a soumettre au systeme est la définition d’un jeu
de tests 1déal qui permettrait de démontrer la correction du systeme. L'existence d’un tel jeu de tests, dit
exhaustif, assure qu’il est possible de prouver que le systéme est correct par rapport a sa spécification ou, de
facon duale, qu’il existe pour tout systéme incorrect un cas de test qui le mettra en échec. Par conséquent, il
est pertinent de tester ce systéme par rapport a sa spécification puisque sa cotrtection peut étre approchée de
maniere asymptotique, en soumettant au systeme un jeu de tests potentiellement infini. Fn tant que référence
de correction, le jeu de tests exhaustif est donc approprié pour commencer le processus de sélection d’un

jeu de tests fini de taille raisonnable.

DEFINITION IV.4 — Jeu de lests exchaustif.

Soient Sp = (3, Az) une spécification et Obs C For(X) un ensemble de formules observables. Soit
K C Mod(X) une classe de systémes. Un jeu de tests 1" est exhaustif pour K par rapport 2 Sp et Obs si et
seulement si

VS e K, S Ex T < Correct ops (S, Sp)

Un jeu de tests exhaustif est donc, par définition, valide et non-biaisé pour les systemes de K.

Suivant la nature de la spécification, 'ensemble de formules observables et la classe de systemes K, un tel
jeu de tests n’existe pas nécessairement. Comme il sera montré au chapitre V, dans le cas d’'une spécification
algébrique conditionnelle positive, un jeu de tests exhaustif n’existe que sous une condition forte sur les
programmes appelée mitialité. Cette condition étant presque aussi difficile a vérifier sur le systeme sous test
que sa propre correction, elle restreint d’autant sa testabilité.

Parmi tous les jeux de tests possibles, le plus grand est I'ensemble des conséquences sémantiques
observables de la spécification. En effet, pour étre correct, le systeme doit étre observationnellement
équivalent 2 un modeéle de la spécification, il doit donc valider exactement les mémes formules observables
que ce modele. Or les formules validées par tous les modeles de la spécification sont, par définition, les
conséquences sémantiques de cette spécification, dont ’'ensemble est noté Sp°®. e systéme doit alors valider
exactement les conséquences sémantiques de la spécification, qui sont de plus observables, c’est-a-dire les
formules de Sp® N Obs.

On voit alors que la définition d’un jeu de tests exhaustif est tres fortement liée a la sémantique chotsie
pour interpréter la spécification du systeme. Cette dépendance est naturelle, la correction d’un systeme étant

définie en termes d’équivalence de modeles par rapport a un ensemble de formules d’'une part, et le jeu de
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tests exhaustif étant une référence de cotrrection d’autre part. Prouver existence d’un jeu de tests exhaustif
revient a montrer I'existence d’un modele particulier qui soit équivalent a2 un modéle de la spécification. Nous
développerons plus loin dans cette thése la preuve d’exhaustivité du jeu de tests Sp® N Obs pour Sp une

spécification dans différents formalismes axiomatiques.

3 Critéres de sélection

Torsqu’il existe, le jeu de tests exhaustif est a la base de la sélection d’un jeu de tests praticable. Fn
pratique, les experts appliquent des criteres de sélection sur un jeu de tests de référence, afin d’en extraire
un jeu de tests de taille raisonnable a soumettre au systeme. L'idée sous-jacente consiste a supposer que
tous les tests répondant 2 un certain critére de sélection permettent de détecter la méme classe de systémes
mcorrects. Un critere de sélection est alors vu comme capturant un modele de faute. Un critere de sélection
couramment utilisé, appelé « hypothése d’uniformité », postule que tous les cas de test d’un jeu de tests ont
le méme pouvoir de faire échouer le systeme [BGM91]. La validation d’un nombre fini quelconque de cas
de test dans un jeu de tests est alors suffisante pour valider le jeu de tests entier. .a méthode de sélection qui

sera présentée par la suite tirera profit de cette hypothese.

DEFINITION IV.5 — Hypothése duniformité.
Soit T un jeu de tests. Pour tout entier naturel K > 0, on note Ty, € P(T") lensemble des sous-ensembles

de T de cardinal k. 1 hypothése d'uniformité est la suivante :

Vk>0,VTI € Tw,S ‘:2 T—=3S ‘:ET

Une méthode classique pour sélectionner des jeux de tests a I'aide d’un critere de sélection consiste a
diviser un jeu de tests de référence en une famille de sous-jeux de tests, de maniére a conserver tous les cas
de test. Cette méthode est appelée test par partition, bien que la famille de jeux de tests obtenue ne soit pas
nécessairement une partition, au sens mathématique, du jeu de tests initial. Un critere de sélection définit de

quelle maniére un jeu de tests donné est subdivisé en une famille de jeux de tests.

DEFINITION V.6 — Critere de sélection.
Soit Exh un jeu de tests exhaustif. Un eritére de sélection C' est une application de P(Ezh) — P(P(Ezh)).
Pour tout ' C Ezh, C(T) étant une famille de jeux de tests {Ti}iejc(T) ou IC(T) est Pensemble des
indices associé a Papplication du ctitére C' a T', on note |C(T")| = U T;.
i€loer

Appliquer un critére de sélection consiste a associer a un jeu de tests donné une famille de jeux de tests.
Tous les cas de test d’un jeu de tests T; de C'(T") sont supposés équivalents pour détecter des systémes
incorrects par rapport au modéle de faute capturé par T;. I’application d’un critére de sélection a un jeu de
tests T' donné permet de raffiner ce jeu de tests. Les jeux de tests obtenus sont en effet plus « spécialisés »
que le jeu de tests initial, ils cotrespondent a des modeles de fautes plus précis que celui associé a T'. La
construction dun jeu de tests approprié associé a un critere de sélection nécessite alors de profiter du
découpage obtenu par I'application de ce critere. Tl s’agit de choisir les tests de facon a ne perdre aucun cas

capturé par le critere.
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DEFINITION IV.7 — Satisfaction d’un critére de sélection.
Soient T' C Ezh un jeu de tests et C' un critére de sélection. Un jeu de tests T satisfait le critere C appliqué

aT si et seulement st

T' C|C(T)|AYi€ Iery, T; #0 =T NT; # 0

Un jeu de tests qui satisfait un critere de sélection contient alors au moins un cas de test de chaque partie
T; du jeu de tests initial, lorsque celle-ci n’est pas vide. Un critere de sélection peut donc étre considéré
comme un ctitére de couverture, selon la maniere dont il divise le jeu de tests initial. Il peut étre utilisé pour
couvrir un aspect particulier de la spécification. Dans le cadre de cette these, la définition des critéres de
sélection sera fondée sur une couverture des axiomes de la spécification.

ILa pertinence d’un critere de sélection est déterminée par le lien entre le jeu de tests initial et la famille

de jeux de tests obtenue par Papplication de ce critere.

DEFINITION IV.8 — Correction et complétude d’un critére de sélection.
Soient T" un jeu de tests et C' un critére de sélection.
— C est correct pour T si et seulement si |C(T)| C T ;
— C est complet pour T si et seulement si |C(T)| 2 T.

Ces propriétés sont essentielles pour la définition d’un criteére de sélection approprié. La correction du
critere assure que les cas de test sont bien sélectionnés dans le jeu de tests initial. I’application du critére
n’ajoute alors aucun nouveau cas de test. Des cas de test supplémentaires risqueraient en effet de biaiser le
jeu de tests, c’est-a-dire de faire échouer un systéeme correct. Réciproquement, st le critére de sélection est
complet, aucun test du jeu de tests initial n’est perdu. Fn effet, si des cas de test manquent, un systeme peut
passer le jeu de tests en succes tout en étant incorrect, les tests manquant étant ceux qui auraient da le faire
échouer. Un critere correct et complet a donc la propriété de conserver exactement tous les cas de test du

jeu de tests qu’il divise, c’est-a-dire de préserver le non-biais et la validité du jeu de tests initial.
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PREMIERE PARTIE

Test a partir de spéctfications du premier ordre






IEN QUE le cadre général de test ait été défini pour des spécifications exprimées dans un formalisme
axiomatique quelconque, la méthode de sélection par dépliage des axiomes a été principalement
étudiée pour des spécifications conditionnelles positives. Nous présentons cette méthode en tant

qu’état de I’art, toutes les procédures de dépliage proposées dans cette these en étant directement inspirées.
Ila méthode de dépliage pour les spécifications du premier ordre sans quantificateurs est la généralisation de
cette ptemiere procédure. Nous prouvons la cotrection et la complétude de cette procédure généralisée grace
a une démarche similaire a celle suivie dans le cas conditionnel positif. T.a procédure de dépliage définit en
fait une stratégie de recherche d’arbres de preuve. Il faut alors montrer que la recherche selon cette stratégie
n'est pas testrictive, cest-a-dire que tout preuve peut étre menée selon cette stratégie. Ceci fait appel a des
résultats de normalisation d’arbres de preuve présentés dans 'annexe B.

Une des étapes préliminaires vers la sélection d’un jeu de tests effectif a soumettre au systéme est la
définition d’un jeu de tests exhaustif a partir duquel effectuer cette sélection. Les conditions sous lesquelles
Pexistence d’un tel jeu de tests pouvait étre assurée ont pourtant été peu étudiées dans les travaux sur la
sélection de tests a partir de spécifications algébriques. I s’avere que dans des cas simples, comme celui des
spécifications purement équationnelles lorsque toutes les sortes sont observables, le jeu de tests qu’il est le
plus naturel de définir est exhaustif sans conditions. Cependant, lorsqu’il existe des sortes pour lesquelles
il n’est pas possible de décider de Pégalité entre deux éléments ou lorsque les axiomes des spécifications
manipulées sont plus complexes que de simples équations, 'existence d’un jeu de tests exhaustif n’est assurée
qu’a condition de poser des hypotheses patfois tres fortes sur les spécifications ou sur le systéme sous test.
Nous montrerons méme, dans le cas des spécifications du premier ordre les plus générales, que prouver
existence d’un jeu de tests exhaustif est équivalent a prouver la correction du systéme lui-méme, ce qui
mterdit tout simplement l'utilisation de certaines formules dans les spécifications, a savoir les formules
quantifiées existentiellement. Nous présentons alors des résultats d’exhaustivité ausst bien dans le cadre

conditionnel positif que dans le cadre du premier ordre sans quantificateurs.






CHAPITRE V

Sélection a partir de spécifications conditionnelles positives

Fn fait de spécifications axiomatiques, les méthodes de test étudiées et développées jusqu’a présent
ont principalement eu pour objet des spécifications dites algébriques, et en particulier des spécifications
conditionnelles positives. Comme on I’a vu a la section 3 du chapitre I1, Paspect du systeme qu’elles permettent
de décrire est essentiellement son comportement au travers des structures de données qu’il manipule. Ces
spécifications possedent également de bonnes propriétés algébriques pour la structuration [GTW78, GH7§]
de spécifications ainsi que leur prototypage défini a partir de techniques de réécriture [BN98|. La premiere
procédure de dépliage, implantée dans l'outil LOFT [BGM91, Mar91, Mar95]|, est construite pour des
spécifications équationnelles conditionnelles positives dont les axiomes peuvent étre transformés en régles
de réécriture [AABLMO5]. C’est sous cette hypothése que la correction et la complétude de la méthode ont
été assurées. Depuis, cette méthode de sélection par dépliage a été généralisée [AABLMO5] en ne supposant
plus cette hypothese sur les axiomes. C’est cette généralisation que nous présentons dans ce chapitre, comme

état de I'art des méthodes de sélection fondées sur le dépliage des axiomes.

1 Etude des conditions d’exhaustivité

T.a premiere étape dans le processus de sélection d’un jeu de tests est la définition d’un jeu de tests de
référence, exhaustif, d’ou on pourra commencer la sélection. Tl s’agit de définir un ensemble de formules
observables, puis de trouver le plus grand ensemble de formules que le systeme doit vérifier (et qu'il suffit qu’il
vérifie) pour assurer sa correction. Comme il a été dit au chapitre IV, une fois fixée la notion d’observabilité,
le plus grand jeu de tests qu'un systéme doit vérifier est 'ensemble Sp® N Obs des conséquences sémantiques
observables de la spécification. C’est cet ensemble qui va servir de jeu de tests de référence pour la sélection
d’un jeu de tests effectif a soumettre au systéeme sous test.

Fn pratique, la plupart des méthodes de sélection de cas de test a partir de spécifications restreignent
naturellement les tests a des équations sans variable sur des sortes particulieres appelées sortes observables.
Ces sortes sont celles pour lesquelles il existe un prédicat d’égalité dans le langage de programmation du
systeme sous test. Par exemple, les sortes de base comme les caracteres, les booléens ou les entiers naturels

sont observables, car tous les langages de programmation possedent un moyen effectif de comparer des
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valeurs appartenant aux ensembles représentés par ces sortes. Au contraire, les structures de données plus
complexes comme les listes, les tableaux, ou les ensembles ne sont pas toujours pourvues de moyens de
comparaison, par exemple pour décider de 'égalité entre deux éléments de ces sortes. Ces sortes seront alors
considérées comme non observables. Une équation entre deux termes de sorte non observable ne pourra
donc pas étre un cas de test qui puisse étre soumis au progtamme sous test, le probléme de l'oracle ne
pouvant étre résolu pat ce programme. On dispose alors d’un sous-ensemble de ensemble S des sortes,

noté S,ps, de sortes observables. I’ ensemble des formules observables est le suivant :
Obs(Sops) = {t =1t | s € Sops, t, ' € Tk, }

Avec cette restriction sur 'ensemble des tests possibles, le jeu de tests Sp® N Obs(Syps) n'est en général pas

exhaustif pour tout programme. Considérons la spécification suivante de I'inversion d’une liste :

spec LISTES =

sotts Flem, Liste

ops || :— Liste
T Elem x Liste — Liste
inverser : Liste — Liste

var L : Liste

o inverser([]) =[]

e inverser(inverser(L)) = L

end

Si les deux sortes Elem et Liste sont observables, le jeu de tests Sp°® M Obs ne contient que les
tautologies. Fin effet, 'ensemble des termes sans variable de sorte Elem est vide, ce qui implique que
I'ensemble des termes sans vatiable de sorte Liste est également vide. Une premiere condition a imposer est
alors celle selon laquelle pour toute sorte s € S de la signature 'ensemble T, n’est pas vide. Ceci s’obtient
aisément en considérant des signatures dites raisonnables |LeG93|, C’est-a-dire qui contiennent au moins une
constante pour chaque sorte de la signature. On remplace alors dans la spécification précédente la sorte
Elem par la sorte Nat dont les éléments sont construits a partit des opérations 0 et s : Nat — Nat.

Cependant, cette hypothese ne suffit pas pour résoudre le probleme lié a 'observabilité des sortes non
observables. En effet, si on restreint observabilité a la seule sorte Nat, alors les axiomes de Popération
1nverser ne peuvent pas étre soumis au programme comme cas de test, étant des équations entre des
éléments de sorte non obsetrvable Liste. Quelle que soit 'implantation de cette opération, méme incotrecte,
le programme passera en succes le jeude tests Sp® N Obs(.S,p5), qui n’est en fait composé que des tautologies
t =t sur les éléments de sorte Nat.

11 est connu que les équations non observables peuvent étre observées au travers de ce qu’on appelle des
contextes observables. Un contexte observable est une sorte de filtre, qui permet d’observer une certaine
caractéristique d’un élément de sorte non observable dénoté par un terme. Fn observant cet élément au
travers de différents filtres, de différents contextes observables, il est possible d’acquérir suffisamment de

connaissances pour pouvoir le comparer avec un autre élément de cette méme sorte. Considérons par exemple
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la sorte Liste, munie des deux opérations t€te et queue permettant respectivement de connaitre le premier
élément de la liste et la suite de la liste. Admettons que la sorte Liste ne soit pas observable mais que la sorte
de ses éléments le soit. Il est impossible a priori de comparer deux listes L et L' entre elles. Cependant, grace a
Popération téte, on peut connaitre le premier élément de chacune des deux listes, téte(L) et téte(L'), et les
comparer, puisque la sorte des éléments d’une liste est observable. Le terme téte(0), ou O désigne un « trou,
est un contexte observable. Ce filtre permet de connaitre une catactéristique observable d’une liste, ici, son
premier élément. De plus, si on applique 'opération queue a chacune des deux listes qu’on veut comparer,
on accede a la suite de chacune de ces listes, dont il est de nouveau possible de connaitre le premier élément :
téte(queue(D)) est alors également un contexte observable, qui permet de connaitre le deuxiéme élément
d’une liste. I1 est possible de continuer la construction de contextes observables pour les listes en prenant a
chaque fois la suite de la liste précédente. On obtient 'ensemble de contextes {téte(queue™(0)) | n > 0}.
En observant les deux listes L et L' au travers de tous les contextes de cet ensemble et puisque ces listes sont
finies, on est capable de décider de Iégalité de ces deux listes. Cette notion de contexte observable capture
la pratique du test qui consiste a appliquer aux deux membres d’une équation la méme fonction, appliquée a

des valeurs concretes excepté a la position du O,

DEFINITION V.1 — Contexte observable.

Soit une signature ¥ = (S, F, R) munie d'un ensemble de sortes observables S,5s C S. On pose
O={0g:—>s|s€eS~Sos}etXg=(S,FUO,R).

Un X-contexte observable ¢ est un terme de T, pour s € Sops, possédant exactement une occurrence
du symbole Oy de 'ensemble O, tel que ce soit 'unique occurrence d’un symbole de O dans c. I.e contexte
¢ est alors dit de sorte s’ et noté ¢ : §'. Iapplication d’'un contexte ¢ : s auntermet € Tx(V)y, noté
c[t], est le terme obtenu en remplacant le symbole D¢ par le terme ¢ dans ¢. On note Ctx 'ensemble des

contextes observables.

Un contexte observable est dit minimal si aucun de ses sous-termes stricts n’est un contexte observable.
En effet, si un contexte ¢ contient un contexte observable ¢’ comme sous-terme strict, alors ¢[t] peut étre
décomposé en ¢”[¢/[t]]. Pour tous termes ¢ et ', on a alors que c[t] = c[t'] si et seulement si ¢'[t] = ¢/[t].
Ces deux équations étant observables, la plus simple, ¢'[t] = ¢/[t], suffit pour déduire que c[t] = c[t']. Dans
la suite, tous les contextes seront considérés minimaux par défaut. On note pt Ctz I'ensemble des contextes

observables minimaux.

PROPOSITION V.1. Soit Sp = (£, Ax) une spécification dont les axiomes sont des équations et telle que pour chaque sorte
s €8, Ts, # 0. 1.ejeu de tests suivant

Exh = {c[o(t)] =clo(t)] |t =t € Az,0: V — T, c € u Ctz}
est exchaustif pour tout programme dans Mod () pour Sp et Obs(S s ).

Preuve.  Soit un programme P € Mod(X). Supposons que P = FEzh. Montrons que
Correct ops(s,,,) (P, SP)-
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Soit Tx/ ~.,, le quotient de T, ot ~p est la congruence sur T définie pour tout ¢, t e T, pat:

P‘:t:t’ sis € Sops

t~pt <—=
Ve:s € puCtx, P E=clt] =c[t'] sinon
Par définition, P =ps(s,,,) Ts/~ . Montrons que T%/~, € Mod(Sp). Soit t = t' un axiome de Az

out,t' € TE(V) s.Soite: V. — Tx/o p une interprétation des variables. Par induction structurelle sur les

obs

termes de T%;, on peut montrer qu’il existe une substitution close 0 : V. — T¥%; telle que ¢ = g, 0 0, ou
g~p 2 Ty = T5/~p estle morphisme quotient. I1 suffit de choisir o telle que pour toutx € V,siv(z) = t,
alors o(x) =t/ avec t ~p t'. Deux cas doivent étre considérés :
— soit § € Syps. Dans ce cas, par hypothése, P = c[o(t)] = ¢[o(t')] pour tout contexte ¢ : s €
pCtr. Ot {c : s |c € pCtr,s € Sops} = {0}, on a donc P = o(t) = o(t'). Comme
P =0bs(S,,,) TS/ ~p, alots Ts/np F o(t) = o(t'), Cest-a-dire a(t) ~p o(t'). On a alors
Gupoo(t)~pqupoo(t),doncTs/w, E.t=1;
— soit 8 ¢ Syps. Dans ce cas, par hypothése, P |= c[o(t)] = clo(t)] pour tout contexte ¢ : § € p Ctx.
Par définition, on a donc o (t) ~p a(t'), et Ts/np Bt = t'.

On suppose qu'il existe M € Mod(Sp) tel que M =ppy(s,,,) P- Soitt = t' € Ezh. Par hypothese,
M=t =1t donc P =t =1t également. O

COROLLAIRE . Sous les mémes hypothéses que la proposition V.1, le jen de tests Sp® N Obs(S s ) est exchanstif pour tout
programme dans Mod(2) pour Sp et Obs(Sops)-

Prenve. 11 est facile de montrer que Exh = Sp® N Obs(S,ps)- a

Lotsque les axiomes ne sont pas de simples équations mais des formules conditionnelles positives, les
tests étant des équations sans variable, Pexhaustivité du jeu de tests Sp® N Obs(S,ps) n'est pas immédiate.
Etablir ce résultat nécessite une hypothése de test supplémentaire sur le systéme. Intuitivement, cette
condition impose que le systéme se comporte comme P'algebre initiale (et donc comme la spécification)
sur les prémisses des instances sans variables des axiomes. Pour illustrer la nécessité de cette hypothese,

considérons la spécification sutvante :

spec BASIQUE =
types Nat ::= 0 | s(Nat)
Bool ::= true | false
vars = : Nat
o s(s(z)) = z = true = false

end

Les conséquences sémantiques observables de cette spécification sont seulement les équations triviales ¢ = ¢
pour tout terme clos t. En effet, les seules équations susceptibles d’étres des conséquences sémantiques
observables sont, exceptées les tautologies, des instances de s(s(z)) = z ou true = false. Un modéle

de cette spécification doit valider Paxiome s(s(z)) = = = true = false. 1l le valide il ne valide pas
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s(s(x)) = z, ou 81l valide s(s(x)) = z et true = false. Par conséquent, I'équation s(s(z)) = x n’est pas
une conséquence sémantique observable de BASIQUE. Si le modéle ne valide pas s(s(x)) = z, il peut aussi
bien valider true = false que sa négation, cette équation n’appartient donc pas non plus a BASIQUE®. De
ce fait, aucune des deux équations n’est validée par tous les modéles de la spécification et les conséquences
sémantiques se réduisent aux tautologies. Considérons un systéme qui implante la sorte Nat par Z/97, C’est-
a-dire Pensemble {0, 1} dans lequel 'opération successeur est interprétée par 'application qui a 0 associe 1 et
a 1 associe 0 (i.e. 2 tout élément 1 associe (n + 1) mod 2), au lieu de 'implanter par ensemble des entiers
naturels, muni de I'opération successeur qui donne pour un entier n P'entier suivant 7 + 1. On considére
que les booléens sont interprétés par ce systeme de facon usuelle. Ce systeme valide tous les cas de test de
Sp® N Obs puisque ce sont des tautologies. Cependant, il n’est pas correct puisqu’il valide s(s(z)) = z sans
valider true = false. Il n’est donc pas équivalent 2 un modéle de la spécification.

Ce probleme est en partie d au fait que 'ensemble des formules qui va étre soumis au systéme ne contient
pas les axiomes de la spécification. Il faut donc imposer une condition supplémentaire pour s’assurer qu’un
systeme qui valide les conséquences sémantiques observables de la spécification valide également les axiomes.
Cette condition est une propriété appelée initialité, qu'on va imposer au systeéme sous test pour certaines

équations.

DEFINITION V.2 — [nitialité.
Soit une spécification Sp = (X, Az) d’un systéeme S. Soit ¢ = ' une X-équation. T.e systéme S est dit

initial surt = t' pour Sp si et seulement si
SEt=t s SpEt="¢

Lorsqu’on considére Sp® N Obs comme jeu de tests exhaustif, la partie de cette propriété exprimant le
fait que I’équation t = t' doit étre validée par le systéme si elle est une conséquence de la spécification est
redondante. C’est surtout 'implication inverse, ou plus exactement sa contraposée, qui est importante : le
systeme ne doit pas valider 'équation si elle n’est pas une conséquence sémantique de la spécification. Pour
établir Pexhaustivité de Sp® N Obs, cette condition va étre imposée au systéme pout toutes les équations
apparaissant dans les prémisses des instances sans variables des axiomes. I’initialité d’un systeme par rapport
a sa spécification sur ces équations particuliéres assure alors que s’il valide Sp® N Obs, il valide les axiomes.
En effet, pour un axiome donné,

— sott les prémisses sont des conséquences sémantiques de la spécification, et alors la conclusion ausst :

comme le systeme valide Sp°® N Obs, il valide en particulier cet axiome ;

— soit au moins une des prémisses t = ¢’ n’est pas une conséquence sémantique : le systéme étant initial

sur ces prémisses, en particulier il ne valide pas t = t', il valide donc axiome.
1l est donc impossible que le systeme valide toutes les prémisses d’un axiome sans valider sa conclusion.

Cependant, ’hypothese d’'initialité sur le systéme n’est pas suffisante pour établir Pexhaustivité de
Sp® N Obs(S,ps). Une condition particuliére sur les spécifications est également requise.

Nous avons vu qu'une égalité non observable peut étre testée au travers de contextes observables.
Cependant, ce n’est pas le cas des formules conditionnelles positives. I.e probleme réside dans le fait que,
pour une équation t = t',1a validation de ¢[t] = ¢[t'] par un modéle pour tout contexte ¢ € p Ctz n’'implique

pas la validation de £ = t'. Fn effet, le nombre de contextes observables pour la sorte de ¢ et ' peut ne pas
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étre suffisant. On peut considérer 'exemple de listes sur lesquelles on ne disposerait que de Popération téte.
1l est évident que la validation de téte(L) = téte(L') pour deux listes L et L’ w’implique pas ’égalité de ces
listes. Considérons une spécification Sp contenant un axiome de la forme t; = t{ A.. . At, =t, =t =1/,
tel que pour tout 4, 1 < i < n, t; = ¢, soit une conséquence sémantique de la spécification. I’équation
t =t/ est donc également une conséquence sémantique. Le jeu de tests Sp°® M Obs contient alors toutes les
équations c[o(t)] = c[o(t')] telles que 0 : V' — Tx et ¢ € pu Ctz. On impose que le systéme sous test soit
mitial sur toutes les instances sans variables des prémisses des axiomes. Le systeme valide donc toutes les
formules observables ¢;[o (t;)] = ¢; [a(ti)] ouo : V = Txete; € p Ctz. Pour autant, il peut ne pas valider
une des prémisses t; = t;, puisque la validation d’une formule au travers de tous ses contextes observables
n’implique pas la validation de cette formule. Il est alors possible que le systéme sous test ne valide pas
I'équation t = t', alors méme qu’il est correct, puisqu’il valide I'axiome t1 = tll N... Nty = t'n =>t=t.
Le jeu de tests Sp® N Obs est biaisé, puisqu’il permet de rejeter un programme correct.

Ta propriété d’initialité seule ne suffit donc pas a garantir exhaustivité de Sp® N Obs. On impose alors
que les spécifications solent positives, c’est-a-dire que les prémisses des axiomes ne fassent pas intervenir de

sorte non observable.

DEFINITION V.3 — Spécification positive.
Soit Sp = (X, Az) une spécification munie d’un ensemble de sortes observables S,ps C S. Sp est dite
positive si et seulement si pour tout axiome t1 = ] A ... At, =t =t =1t € Az, pourtouti, 1 <i <n,

t; = t; est une équation entre termes de sorte observable : ;, tg € Tx(V)s avec s € Spps.

Sous hypothese d’initialité du systeme sur les prémisses des instances sans variables des axiomes et les
conditions imposant aux spécifications d’étre positives et de posséder une constante de chaque sotte, il est

maintenant possible de prouver 'exhaustivité de Sp® N Obs(S,ps).

THEOREME V.1. Soiz Sp = (X, Ax) une spécification positive munie d’un ensemble de sortes observables Sops C S et
telle que ponr chague sorte s € S, Ts,, # 0. Lensemble Sp® 0\ Obs (S ops) est un jeu de tests exhaustif pour tout systime

initial sur les instances sans variables des équations apparaissant dans les prémisses des axiomes de Sp.

Prenve. Soit un programme P € Mod(X) initial sur les instances sans variables des prémisses de Az.
Supposons que P = Sp* N Obs(S,ps). Montrons que Correct ppy(s,,,) (P Sp).

Soit T/~ » le quotient de T%; ou ~ p est la congruence sur T%; définie dans la preuve de la proposition V.1.
Soitt; =ty A... At, =t), =t =t un axiome de Az. Soit ¢ : V — T% /., une interprétation telle que
Ts/wp Bt = t; pout tout 2, 1 < ¢ < n. Parinduction structurelle sur les termes de T, on peut montrer
qu'il existe une substitution o : V' — T¥; telle que t = ¢, © 0 0U ¢y @ Ty — T/, est le morphisme
quotient. Comme Sp est positive et comme P = op5(5,,.) 18 /~p, TS /~p = 0(ti) = o(t;) implique que
P = o(t;) = o(t). Comme P est initial sur les instances sans variables des prémisses des axiomes de Az,
Sp = o(ti) = o(t}), donc Sp = o(t) = o(t'). Par conséquent, o (t) = o(t') € Sp® N Obs(Syps), d’out
Pl=o(t) = O'(tl). Ainst TE/NP Eo(t) = (T(t/), et donc Tz/NP = t= t.

On suppose qu'il existe M € Mod(Sp) tel que M =0p(s,,,) P. Soitt =t" € Sp® N Obs(Sops). Par
hypothése, M =t =t/, donc P |=t = t' également.
O
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2 Sélection par dépliage des axiomes

Une fois posé un jeu de tests exhaustif, il est possible de commencer la phase de sélection d’un jeu de
tests d’une taille raisonnable a soumettre au systeme. Parmi les méthodes qui ont été définies, la plus étudiée
et certainement la plus efficace est la méthode appelée dépliage des axiomes. 1.’idée fondamentale est de
profiter du cadre axiomatique dans lequel le processus de test a été formalisé pour utiliser les techniques
de preuve fournies par ce formalisme, ces techniques étant bien connues, outillées et ayant montré leur

efficacité.

Composer un jeu de tests a soumettre au systeme consiste a définir une méthode dans le but de découper
le jeu de tests initial en sous-jeux de tests, puis en supposant 'hypothese d’uniformité, a choisir un nombre
fini de cas de test dans chacun des jeux de tests obtenus. Cette phase de choix des tests qui vont effectivement
étre soumis au systeme, appelée génération de tests, ne seta pas traitée dans cette these. Il s’agit plutot ici
de définir des criteres de sélection pertinents dans le but de guider le choix final des tests, la génération
nécessitant en soi une étude a part entiere. I.’application des critéres de sélection choisis va permettre de
raffiner Pensemble initial des tests en caractérisant des sous-jeux de tests respectant certaines contraintes sur
les données d’entrée. La définition de ces criteres par dépliage des axiomes est fondée sur une analyse par
cas de la spécification. Tester une opération donnée de la signature revient a tester son comportement sur
chacun des cas déctits par la spécification. 11 est alors possible de découper 'ensemble des données d’entrée

de cette opération en autant de sous-ensembles quil y a de cas spécifiés.

Te jeu de tests initial Sp® N Obs dont Pexhaustivité a été montrée a la section précédente est 'ensemble

sutvant :
T(Sp) :{f(tl,...,tn) :t|f S F,t1,...,tn,tETE,Sp ‘: f(t1,...,tn) :t}

auquel sont ajoutées les tautologies entre les variables de V. On ne considérera pas ces équations triviales
pat la suite, celles-ci n’étant d’aucune utilité pour le test. Sans perte de généralité, on considere ici que toutes
les sortes sont observables. Dans le cas général, il suffit de ne considérer dans Sp°® N Obs que les opérations
de sorte observable, cest-a-dire les opérations f 81 X...%X 8, = sdeF telles que S soit observable.
Diviser 'ensemble T'(Sp) revient alors a diviser chacun des jeux de tests associés a une opération donnée f

de F. Un tel jeu de tests est appelé domaine de 'opération f.

DEFINITION V.4 — Dosmaine d’une opération.
Soit Sp = (X, Az) une spécification conditionnelle positive. Soit f : 1 X ... X S, — S une opération

de F'. Le domaine de f,noté T(Sp)y,, est lensemble défini par :

FE

T(Sp), = {f(treeeestn) = £ ] flt1,e. ta) = t € T(Sp)}

C’est ce jeu de tests, pour chaque opération de la signature, qui va étre découpé en utilisant les axiomes

spécifiant cette opération. Considérons la spécification suivante de I'insertion d’un entier dans une liste triée.
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spec LISTENAT =
types Nat : 0| s(Nat)
Liste ::=[] | _:: _(Nat, Liste)
op insrer : Nat x Liste — Liste
vars n, m : Nat,l : Liste
e insérer(n,[]) =n::[]
o (n <m)=true = insérer(n,m 1) =n:m:l
o (n <m) = false = insérer(n,m :: 1) = m :: insérer(n,l)

end

Le domaine de Popération insérer par exemple, est ensemble
{o(insérer(z,L)) =o(L') |0 :V — Ts, Sp = o(insérer(x, L)) = o(L')}

La formule générique insérer(xz, L) = L' dont les instances sans variables constituent les cas de test est
appelée objectif de test. Le but de la sélection est de découpet ce jeu de tests ou, ce qui tevient au méme,
Pensemble des substitutions closes 0 : V' — T%; associé a ce jeu de tests. En fait, toute substitution close
de V dans T, pouvant s’écrire comme la composition d’une substitution des vatiables de V' dans T (V) et
d’une substitution close de V' dans T% étendue aux termes, le découpage sera effectué sur 'ensemble des
substitutions des variables de V' dans T (V') de facon a ce que le processus puisse étre itéré comme on le
verra pat la suite.

I’opération insérer est déctite par cas dans la spécification, selon que la liste est vide, ou que 'élément
a inséret est inférieur ou égal ou supétieur au premier élément de liste. Tester cette opération revient alors a
tester chacun de ces trois cas, ce qui donne les trois jeux de tests suivants :

— celui associé a la substitution o : © — ng, L — [], L' — ng :: [], Cest-a-dire le jeu de tests

{insérer(ng,[]) = no :: [|}

— celui associé a la substitution 01 : © — ng, L — mg :: ly, L' = ng 2 mg ::  telle que ng < my,

C’est-a-dire le jeu de tests
{insérer(ng, mg :: lg) =no :: mg :: Ly | (ng < mg) = true}

— celui associé a la substitution o3 : & — ng, L — mg :: lo, L' — mg :: insérer(no, lp) telle que

ng > my, c’est-a-dire le jeu de tests
{insérer(ng, mg :: lg) = m :: insérer(no,lo) | (no < mo) = false}

Les trois jeux de tests obtenus par ce découpage sont caractérisés par une substitution des variables et un
ensemble de contraintes : le premier est caractérisé par o et un ensemble de contraintes vide, le deuxieme
par o1 et la contrainte (ng < myg) = true et le troisiéme par o3 et (ng < mg) = false. De facon générale,

un jeu de tests pour une opération est défini de la facon suivante.



2. Sélection par dépliage des axiomes 89

DEFINITION V.5 — Jeu de lests contraint pour une opération.

Soit Sp = (X, Az) une spécification conditionnelle positive. Soient f : $1 X ...X 8, — § une opération
de Fetx1,...,Tn,y € V. Soient C un ensemble de X-équations appelé X-ontraintes et o : V- — T (V')
une substitution des variables.

Le jeu de tests pour f contraint parC et 0, noté T(C,U),f(m,---,mn):ya est 'ensemble d’équations sans variables

défini par :
T(C,U),f(:cl,...,mn):y = {p(a(f(ml, sy fEn))) = ,O(O'(y)) | p: V = Ty,Vee C? Sp ‘: IO(C)}

Le couple ((C, o), f(z1,-..,zn) = y) est appelé objectsf de test contraint.

11 est a noter que le domaine d’une opération f est le jeu de tests pour f contraint par le couple
{f(z1,...,2y) =y}, 1d).

Les couples substitution ensemble de contraintes peuvent étre déduits des arbres de preuve possibles
dont la conclusion est une instance de l'objectif de test f(z1,...,Z,) = y. Pour poursuivre l'exemple de
Popération insérer, les jeux de tests contraints décrits plus haut peuvent étre déduits des trois arbres de
preuve possibles de conclusion o (insérer(z, L)) = o(L') ou o est une substitution des variables. En effet,
la formule insérer(t1,ta) = t ou t1, ta et t sont des termes quelconques peut étre la conclusion de trois
arbres de preuve différents, résultant de Papplication de 'un des trois axiomes. Sila formule a été prouvée a
partir du premier axiome, cela signifie que x a été instancié par un élément ng, L par la liste vide et L parla

liste composée de I'unique élément ng.

Ax
Subs

insérer(n,[]) =n (]

insérer(ng,[]) = ng = []

La substitution og provient donc de 'unification de Pobjectif de test avec 'axiome a partir duquel il a pu étre
prouvé. De la méme facon, si U'instance de insérer(x, L) = L' a été prouvée a partir du deuxiéme axiome,
alors T a été instancié par un élément ng, L par une liste dont la téte est un élément mg et la fin une liste

quelconque lg, et L' par la liste dont les deux premiers éléments sont ng et myg dans cet ordre et dont la fin

est .
Ax
(n <m) = true = insérer(n,m 1) =n::m:1 Subs
(ng < mg) = true = insérer(ng, mg :: lg) = ng :: Mg : Iy (ng < myg) = true
insérer(ng, mq :: ly) = ng = mg :: Iy
Avec cette unification, la formule n’a pu étre déduite du deuxiéme axiome que si (ng < mg) = true,

c’est ce qui permet d’appliquer le modus ponens. Ainsi apparaissent les contraintes caractérisant les jeux de
tests obtenus par ce découpage. Ce sont les lemmes mntermédiaires qu’il faut montrer pour pouvoir déduire
Iinstance de 'objectif de test visée a partir de 'axiome choisi. La méme analyse se tépéte sur le dernier cas,

dans lequel la formule a été prouvée par Papplication du troisieme axiome.

Ax

< m) = false = insérer(n,m :: [) = m :: insérer(n,l)

(n < Sub
ubs
(ng < myg) = false = insérer(ng, mqg :: lg) = my :: insérer(ng, lo) (ng < myg) = false

MP

insérer(ng, mg :: lg) = mg :: insérer(ng, lo)
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La substitution o9 nait de I'unification de la formule et de 'axiome, et la contrainte du lemme (ng < mg) =
false.
Le dernier jeu de tests faisant intervenir 'opération insérer, il est possible de le découper de nouveau
selon les trois axiomes et d’obtenir les jeux de tests suivants :
— le jeu de tests associé 2 la substitution 020 : & — ng, L — mg =z [], L' — mg :: ng :: [] telle que
ng > mo,
{insérer(ng,mg :: []) = mg ::ng 2 [| | (no < mg) = false}

— le jeu de tests associé 4 la substitution 091 : & — ng, L+ mg :: pg 1 l1, L' — mg ::ng i po = 1
telle que ng > mg et ng < po,

mserer(ng, mo ::pg it l1) =mg:ing ipo il | (ng < mo) = Jalse, (ng < pg) = true
nsé l l < l < t

— le jeu de tests associé a la substitution 022 : © — ng, L — mqg 2 pg = Iy, L' — mqg :: po =
insérer(ng, l1) telle que ng > mq et ng > po,

{insérer(ng, mg :: po :: l1) = mg :: po :: insérer(ng, 1) | (ng < mg) = false, (ng < pg) = false}

Ces trois jeux de tests peuvent de nouveau étre déduits des atbres de preuve correspondants. La preuve
d’une instance de insérer(x,y :: L) = y = L' découle par transitivité de la preuve d’une instance de
insérer(x,y :: L) =y :: insérer(z, L), c’est-a-dire du troisiéme arbre de preuve ci-dessus, et de la preuve

d’une instance de y :: insérer(x, L) = y :: L'. Pour schématiser, on a 'arbre de preuve suivant :

insérer(x,y :: L) =y = insérer(x, L) 1y :: insérer(x,L) =y :: L'
Trans

insérer(z,y 2 L) =y L'

De la preuve de la premiére prémisse, on a obtenu la substitution o et la contrainte (ng < mg) = false.
De la preuve de la seconde prémisse, c’est-a-dire de la deuxieme étape de dépliage, on obtient de nouveau
une substitution et un ensemble de contraintes. Le couple substitution contraintes caractérisant le jeu de
tests obtenu est alors formé de la composition des deux substitutions et de I'union des deux ensembles de
contraintes. Dans le cas ou la deuxieme prémisse est obtenue a partir du premier axiome, on a l'arbre de

preuve sutvant :

. 2 AX
insérer(n,[]) =n: [] Subs
mo = mg insérer(ng, []) = no = Cong
insérer(ng,mo :: []) = mg :: insérer(no,[])  mo = insérer(ng, []) = mo :: ng = [] Trane
insérer(ng,mo :: []) = mg = ng = []

La liste [p a été substituée par la liste vide [ ], 1a composition de ces deux substitutions est donc la substitution
02,0.- L’ensemble de contraintes obtenu par cette partie de la preuve est vide, Pensemble résultant est donc le
méme que celui résultant de la premiére étape {(ng < mg) = false}. Sil'instance de y :: insérer(x, L) =
y 2 L' a été déduite du deuxiéme axiome spécifiant 'opération insérer, 'atbre de preuve est le suivant, ou

¢ désigne la formule insérer(ng, mq :: [|) = myg :: insérer(ng, []).
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Ax
(n<m)=true=-insérer(n,m:l)=n:m:l
Réf Subs
mo=mg (no<po)=true=-insérer(no,po::l1)=no:po::l1
Cong
(no<po)=true=>mq::insérer(ng,po::l1)=mo:no:po::ly (no<po)=true
® mo:insérer(no,poiili)=mao:nog:potl

Trans

insérer(ng,mo::po::li)=mo:ng:po:li

Ta liste lp a cette fois été substituée par une liste non vide pg :: I1, ce qui donne la substitution o3 1.
Cette partie de la preuve nécessite un lemme intermédiaire (ng < pg) = true, qui va étre ajouté a
I'ensemble de contraintes. I’ensemble de contraintes obtenu apres ces deux étapes de dépliage est donc
{(no < my) = false, (ng < pg) = true}. Enfin, sila formule a été prouvée a partir du troisiéme axiome,
on obtient la substitution 02 2 et la contrainte supplémentaire (no < po) = false, qui donne I'ensemble de
contraintes {(ng < mg) = false, (ng < po) = false}.

Ax
(n<m)=false=insérer(n,m::l)=m::insérer(n,l)
Ref Subs
mg=mg (no<po)=false=-insérer(ng,po::l1)=po::insérer(ng,l1)
Cong ————
(no<po)=false=mq::insérer(ng,po::l1 )=mo::po::insérer(no,l1) (no<po)=false
) mo::insérer(no,po::l1)=mao::po:insérer(no,l1)

Trans

insérer(no,mo::po::li)=mo::po:iinsérer(no,li)

On constate alors que les arbres de preuves qui permettent de construire les jeux de tests en donnant
les couples substitution ensemble de contraintes qui les caractérisent respectent une certaine structure. Aux
feuilles se trouvent les instances d’axiomes et de la regle de réflexivité, sous lesquelles apparaissent les
instances des regles de substitution et de congruence, puis les instances de la regle de modus ponens et enfin
celles de la regle de transitivité. La procédure de dépliage va en fait consister en la recherche de telles preuves,
guidée par la connaissance de cette structure qui permet ainsi de restreindre Pespace de recherche.

Le découpage du domaine de chaque opération par dépliage des axiomes peut étre exprimé de maniere
algorithmique. .a procédure de dépliage prend en entrée :

— une spécification conditionnelle positive Sp = (2, Az) ;

— une opération f € F, donnant Pobjectif de test f(z1,...,2,) = y ot x;,y € V pour tout 1,

1 < i < n, qui peut également étre vu comme l'objectif de test contraint (({f(z1,...,2n) =
y},1d), f(z1,. .. zn) = 4) 5
— un ensemble ¥ de couples composés d’un ensemble de X-contraintes et d’'une substitution des
vatiables.
Le but est de découper le domaine de Popération f de maniére a obtenir un ensemble de jeux de tests
contraints. Soumettre un jeu de tests contraint revient a choisir une substitution close p respectant les
contraintes du jeu de tests et 2 soumettre I'objectif de test f(z1,...,Z,) = y dont les variables auront été
substituées pat p, ainsi que les contraintes de C, auxquelles aura également été appliquée p. L’ensemble initial

Wy contient donc uniquement le couple contraintes substitution associé a I'objectif de test contraint initial :

o ={{f(z1,...,2n) = y},1d)}
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ouz;,y € Vpourtouti,1 <7< n.

Intuitivement, le principe de la procédure est d'unifier une des contraintes ¢ d'un des ensembles contenus
dans W avec la conclusion d’un axiome a1 A ... A oy = a de la spécification par une substitution o et
d’ajouter les prémisses de cet axiome a ensemble des contraintes. En effet, sila contrainte ¢ a pu étre unifiée
avec cet axiome, c’est qu’il existe un arbre de preuve de conclusion o(¢) (qui est égal 2 () dont une feuille
est 'axiome a1 A ... oy, = @ et qui contlent les preuves des lemmes intermédiaires «; pout tout ¢ comptis

entre 1 et m.

Ax
arN...\Na, =«
Subs
olar) A ... No(am) = o(a) o al)MP
gla) A . ANo(am) = o(a) o(az) MP
olag) N...No(apy) = o(a)
MP
o(am) = o(a) o(am)

T.a procédure de dépliage est alors exprimée par les deux regles d’'inférence suivantes L.

T U{(CU{t=t},0")}
TU{(C.a")}

Réduction

vu{Ccu{t=r}o')}
T U U {(c(C)Uc,000")}

(c,0)€Dep(t=r)UDep(r=t)

Dépliage

ou Dep(t = r), pour t syntaxiquement différent de 7, est 'ensemble de couples défini par :

f t|w :g(ul,...,un)
O-(t‘w) = O-(g(vla .. -:Un))a
({o(tlv]w) = o(r),o(ea),....o(am)}, o) | (Ajcicm @ = (V15 vn) =v € Az

L /\lgigmaiiv:g(vl,...,vn)EAx) J

La régle de réduction permet de retirer les tautologies des ensembles de contraintes, qui ne sont d’aucune
utilité pour le test puisqu’elles sont trivialement validées par tout systeme. Ia regle de dépliage proprement
dit cherche a unifier un sous-terme d’un des deux termes de I'équation ¢ = 7 avec un terme apparaissant
dans la conclusion d’un axiome de la spécification, un de ceux spécifiant 'opération de téte de ce sous-terme.
TLorsque cette unification est possible, les prémisses de cet axiome sont ajoutées comme contraintes du jeu

de tests, ainsi que I'instance de Pobjectif de test obtenue par I'unification. Fn effet, st un sous-terme de ¢ par

1 . PP . .
Un terme pouvant étre vu comme un arbre, on se reportera aux définitions des notions de position dans un arbre, de contexte

et de composition données aux pages 183 et 184 de I'annexe B.
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exemple a pu étre unifié avec le membre gauche de la conclusion d’un axiome, alots il existe une preuve de

U(t) = U(T) de la forme suivante :

Ax
At Ao ANy = g(v1,...,0n) =V Subs
oglar) A ... No(am) = o(g(v1,...,vm)) = o(v)
Cong
olar) Ao ANo(am) = o(tlg(vi, ..., vn)]w) = o(tv]w o(aq) MP
o(az) A No(am) = o(tg(vr, .-, vn)]w) = o(tv]w)
@ o(am) = a(tfg(vi,- ., vn)lw) = o(t[v]w) o(am) 1o
ol o1, on)1a) = o(Hl) o
o(t) = o(t[v], Trane
o(t) =o(r)
ou ¢ est la formule o (t) = o(t[g(vi,...,vn)]w) et ¥ est la formule o(t[v],) = o(r). La substitution o

qui permet l'unification est alors composée avec la substitution o' courante, et les lemmes intermédiaires
permettant de prouver o (t) = o(r) sont ajoutés aux contraintes.

Chaque unification avec un axiome génére un couple (C, o), 'objectif de test initial est donc remplacé
par autant d’ensembles de formules qu’il y a d’axiomes avec lesquels elle puisse étre unifiée. T.a définition
de Dep(t = r) étant fondée sur la relation de sous-terme et Punification, cet ensemble est calculable si la
spécification a un nombre fini d’axiomes.

Pour une équation t = r, on a alors le critere de sélection Cy—, défini par :

{TC =r}Uc,000’,f(z1,....zn)= }c,a Dep(t=r sit=recC
Cr=r(T(c.o). S (@1, 2n)=y) —{ (= et (@)= () Dep (=)

T(Con),f (21, n)=y sinon

qui associe a tout jeu de tests contraint le jeu de tests obtenu par I'application de la regle Dépliage s’il
est possible de 'appliquer, et est 'identité sinon. Il s’agit alors de montrer que ce critere de sélection est
pertinent, c’est-a-dire que son application conserve exactement tous les cas de test de T(C,U’),f(m,..-,:vn):y'

On écrit (U, f(z1,...,2n) = y) Fp (¥, f(z1,...,2,) = y) lorsque lensemble de couples ¥’ a
pu étre dérivé de W par Papplication de Réduction ou de Dépliage. T.a procédure de dépliage prend donc
en entrée une spécification conditionnelle positive Sp et une opération non constructeur f et applique

successivement les regles Réduction et Dépliage pour générer la suite

(‘IIOaf(xla"'axn) :1/) l_D (‘Illaf(xla"'axn) :1/) l_D (\Ilg,f(.731,.--,$n) :U) '_D

On a vu que la procédure de dépliage consiste en une recherche de preuve d’instances sans variables de
I'objectif de test, guidée par une certaine stratégie induite par la forme des arbres de preuve recherchés. I.e
principe de la procédure n’est alors pas de construire entierement les arbres de preuve, mais seulement de

pousser assez loin la recherche pour construire un découpage du jeu de tests exhaustif initial aussi fin que
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voulu. La recherche peut en effet étre arrétée a tout moment, lorsque le « testeur » estime que la partition est
suffisante en termes de nombre de cas de test pour les besoins de validation du systeme.
Les jeux de tests pour les opérations se prolongent naturellement aux ensembles de couples ensembles

de contraintes substitution. Si W est un ensemble de tels couples et si f est une opération de X

Ty foran)=y = U T(Co)f(@1,mn)=y
(Co)ew

Pour établir la complétude de la méthode de sélection, il est nécessaire de poser I’hypothese que les
variables utilisées pendant la procédure sont différentes de celles utilisées dans la spécification : pour tout

ensemble de couples ¥ = (C, o) résultant de la procédure,
Ve € C,Vy € Az, Var(c) N Var(yp) =0

THEOREME V.2. [AABLMO5] 57 (¥, f(z1,...,2,) =y) FD (‘I/I, f(x1,...,20) =vy) ”/ONT\I’,f(m,...,zn):y) =
T‘I”7f($1,---,rn):y)'

Idée de la prenve. Prouverla correction de la procédure revient a montrer qu’il existe une preuve d’une instance
sans variables de ¢ = r 4 partir des contraintes de Dep(t = r) et de 'axiome avec lequel il a été unifié. On a
donné Iintuition plus haut qu’une telle preuve existait.

Prouver la complétude revient a montrer que tout arbre de preuve d’une instance sans variablesde t = r
peut s’écrire sous la forme donnée plus haut. En fait, on remarque que la procédure de dépliage définit une
stratégie de recherche d’arbres de preuve qui limite la recherche aux arbres tels que :

— aucune instance de la regle de transitivité n’apparait au-dessus d’instances des régles de symétrie,
de substitution et de congruence, ni au-dessus d’instances de la régle de modus ponens lorsque la
transitivité apparait dans la prémisse gauche du modus ponens ;

— aucune instance de la régle de modus ponens n'appatrait au-dessus d’instances de la régle de symétrie,
de substitution, et de congruence ;

— aucune instance des tégles de symétrie et de congruence n’apparait au-dessus d’instances de la régle
de substitution.

On doit alors prouver que la dérivabilité restreinte par cette stratégie coincide avec la dérivabilité pleine. On
définit alors des transformations élémentaires d’arbres de preuve afin de réécrire tout arbre de preuve en un
arbre ayant la forme voulue et on montre que la transformation globale induite est fortement normalisante.
Ce résultat est montré en utilisant un ordre récursif sur les chemins sur les arbres de preuve.

La preuve se trouve dans la version longue de P'article de Marc Aiguier, Agnes Arnould, Clément Boin,

Pascale Le Gall et Bruno Marre [AABLMO5].
a



CHAPITRE VI

Sélection a partir de spécifications du premier ordre sans

quantificateurs

D'inconvénient de approche développée dans le chapitre précédent est de considérer des tests sous
forme d’équations alors que les spécifications sont conditionnelles positives. Fn effet, dans un tel cadre,
nous devons imposer trois conditions sur la spécification et le systéme sous test pour obtenir 'exhaustivité
de Pensemble des conséquences sémantiques observables de la spécification. T.es deux contraintes sur la
spécification, étant purement syntaxiques, peuvent étre facilement vérifiées. I.e probléme réside dans le
condition d’initialité. En effet, cette derniere est aussi difficile a démontrer que la correction du systeme
elle-méme. Elle demande une connaissance profonde du systéme sous test alors que celui-ci est testé en
boite noire. La technique de test proposée est alors limitée, puisqu’il est impossible d’assurer la validité et
le non biais du jeu de tests partitionné. La condition d’initialité est rendue nécessaire par le fait que les cas
de test ont une forme restreinte par rapport aux axiomes de la spécification. Ceci a été mis en lumiére par
le corollaire a proposition V.1 qui n’impose aucune condition sur le systeme pour montrer I'exhaustivité des
conséquences sémantiques observables de la spécification lorsque celle-ci est purement équationnelle. Afin
d’éliminer la condition d’initialité sur le systeme sous test, nous allons alors pousser plus en avant cette idée
de considérer des cas de test de la méme forme que les axiomes de la spécification. Dans ce chapitre, les cas
de test ainsi que les axiomes des spécifications seront toutes formules du premier ordre sans quantificateurs,
les cas de tests ne contenant bien entendu pas de variables.

Ce chapitre propose alors une généralisation de la méthode de sélection de tests qui a été présentée
au chapitre précédent. La méthode par dépliage telle qu'elle a été définie s’appuie sur des spécifications
équationnelles, dont les axiomes sont restreints a des formules conditionnelles positives. La procédure tire
ainsi profit des propriétés de I'égalité en tant que congruence. Le fait de manipuler des équations permet
par exemple de déplier un sous-terme d’un des deux termes d’une équation, grace a la compatibilité de
Pégalité avec les opérations. I.a procédure tire également profit de la forme de la réegle de modus ponens
qui permet de déduire une équation d’une formule conditionnelle positive dont auraient été prouvées toutes
les prémisses. Fn fait, le principe méme du dépliage repose sur cette régle d’inférence. C'est elle qui permet
de découper le domaine d’entrée d’une opération selon les différents cas qui définissent son comportement

dans la spécification. Cependant, le modus ponens ne permet de traiter que les formules conditionnelles
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positives, ce qui restreint le champ d’application de la méthode de dépliage. I.'idée de la généralisation nait
alors du constat que la généralisation du modus ponens a n'importe quel type de formules est la regle de
coupute du calcul des séquents de Gentzen.

11 s’agit donc dans ce chapitre d’étendre la méthode de sélection de cas de test par dépliage des axiomes
aux spécifications du premier ordre sans quantificateurs. La généralisation porte sur deux aspects. D’une part,
les formules atomiques ne sont plus réduites a des équations mais peuvent faire intervenir n‘importe quel
prédicat. ID’autre part, les formules ne sont plus seulement conditionnelles positives mais sont construites
librement a partir des opérateurs booléens. Considérer d’autres prédicats que I’égalité fait perdre 'avantage de
manipuler une relation de congruence, ces nouveaux prédicats n’ayant a priori aucune propriété particuliere.
Cela permet de traiter tous les prédicats de facon similaire, plus aucune regle d’inférence ne caractérisera les
propriétés d’un prédicat particulier. Nous avons vu que le fait de considérer des prédicats permet de spécifier
plus simplement certains types de données. Enfin, la logique du premier ordre est la logique sousszlcentel
au langage de spécification CASL [ABKT02, CoFI104]. Le travail présenté dans ce chapitre peut alors étre vu
comme une premicre proposition a la définition d’une technique de test fondée sur le dépliage d’axiomes

dédi¢ au langage CASL.

1 Normalisation des séquents

Les formules contenues dans les séquents manipulés par le calcul des séquents présenté a la figure 11.1
peuvent étre de toute forme. On peut cependant remarquer qu’il est possible de tamener n’importe quel
séquent a une famille de séquents plus simples, c’est-a-dire ne faisant pas intervenir de connecteurs logiques.
En effet, les reégles associées a ces connecteurs sont inversibles, c’est-a-dire intuitivement qu’on peut les
utiliser indifféremment de haut en bas ou de bas en haut.

LASEEE L régle d'inférence parmi ensemble des régles {@Q—gauche, @—droit} os

PROPOSITION VI.1. So:t
®
Qe {- A V,=} Abrs o1 Ao ANpp = .

On dira que la régle T est inversible.

Tl est alors possible de définir un processus qui permet de transformer tout séquent |~ @, ot ¢ est une
formule du premier ordre sans quantificateurs, en un ensemble de séquents I' |~ A ot chaque formule de T’

et de A est atomique. On dira qu’un tel séquent est normalisé.

DEFINITION V1.1 — Séguent normalisé.

Un séguent normalisé est un séquent I' |~ A tel que pour toute formule ¢ € IT'U A, ¢ est atomique.

Ta transformation d'un séquent |~ ¢ consiste alors a appliquer les régles relatives aux connecteurs
logiques de bas en haut, de facon a éliminer au fur et a mesure chaque connecteur présent dans . Par

exemple, si @ est la formule (((p1 A @2) = ©3) = @4) V (Y2 A p4), on a Patbre de preuve suivant :

Elle correspond plus exactement a sa partie totale et sans sous-sortes. Nous ne considérerons pas ici la possibilité de spécifier

des fonctions partielles ou de déclarer une sorte construite au-dessus d’une autre.
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b op1,pa,02 P p2,04 ) Rop1pa w20 .
A-droit A-droit
b ©1Ap2,p4,02 ®3 v pa,p2 R e1Ap2,p4 w3 P pa
=-gauche =-gauche

(p1Ap2)=¢3 I pa,p2 ) (p1Ag2)=p3 | pa .
=-droit =-droit

R ((p1Ap2)=93)=p4,p2 K ((p1Ap2)=93)=01,04 )

A-droit

b ((p1Ap2)=03)=0a,02 P4 ,

V-droit

K (((p1Ap2)=p3)=pa)V (P2 Apa)

La famille de séquents normalisés correspondant au séquent

r (((p1 A p2) = @3) = ©a) V (02 A pa)

est donc

{l’VSO173045(p27 |’V3025(1045 Y3 lfvgp4’(102’ P\Jtplvw4a %‘(102’()04: (103%\‘(104}

Cette transformation n’a d’intérét que si elle permet de simplifier la procédure de dépliage. Cette
procédure consistant en la recherche d’un arbre de preuve pour un objectif de test donné, il va falloir
s’assurer que le fait de ne considérer que des séquents normalisés ne réduit pas les capacités du calcul, C’est-a-
dire que cherchet la preuve d’une formule quelconque revient au méme que chercher les preuves des séquents
normalisés qui lui sont équivalents. Il faut pour cela montrer que la preuve d’une formule quelconque peut se
décomposer en une preuve ne faisant intervenir que des séquents normalisés et une preuve ne contenant que
des instances de regles associées aux connecteurs booléens. Il suffit en fait de montrer que toutes les instances
de regles associées a ces connecteurs peuvent « descendre» dans I'arbre, c’est-a-dire que tout arbre de preuve
peut étre transformé en un arbre de méme conclusion dans lequel les instances de régles associées aux
connecteurs booléens se trouvent toutes sous les instances de regles de la substitution et de la coupure. Un
tel arbre aurait donc la forme représentée par la figure suivante, ott Bool représente 'ensemble des instances

de régles associées aux connecteurs booléens : Bool = {@—gauche, @—droit | @ € {—, A, V,=}}.

AX Taut

Cut Subs

Bool

11 faut pout cela poser Phypothése que les axiomes de la spécification introduits par la régle Ax sont
sous la forme de séquents normalisés, et de la méme facon, que les formules introduites par la régle Taut
sont atomiques. I.es séquents manipulés en haut de arbre seront alors tous normalisés, tandis que le bas de

I'arbre consistera uniquement en Iapplication de regles d’introduction des connecteurs booléens.
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Cette transformation s’opere a 'aide de regles de transformation d’arbres de preuves élémentaires (voir
Annexe B). Ces regles sont de deux sortes. La premiere concerne les regles qui permettent de faire remonter
la regle de substitution sur une des régles associées a un connecteur booléen, par exemple ici la regle

d’introduction de la négation dans le membre droit d’un séquent :

LobA L oA
ThA=e e o Dol od) o
a(l) ~a(A), —a(p) a(l) ~ o (A), =a(e)

Le deuxi¢me groupe de regles contient celles qui permettent de faire remonter la coupure sur les regles
booléennes. Deux cas sont a considérer : celui ot la formule coupée n’est pas celle qui vient d’étre modifiée
par une régle booléenne, et celui ou la formule coupée est celle qui vient d’étre modifiée. Dans le premier

cas, la transformation est simple :

LA, A Ty A
——————— —-gauche Cut
Fa_‘<)0 ‘N Aaw Flawl'VAl FaF’PVAaAIﬂO

Cut —-gauche
LT - |~A,A' LT, —p |~A,A'

Dans le deuxieme cas, 1l est nécessaire de considérer les hypotheses qui ont été posées plus haut, concernant
la forme des séquents introduits par les schémas d’axiomes, pour qu’il soit possible de transformer ce type
d’arbres de preuve. Ces hypotheses étant posées, il est impossible que la formule coupée, ict ~¢, provienne
de I'introduction d’un axiome ou d’une tautologie, elle est donc nécessairement la conclusion d’une instance

de la regle d’introduction de la négation a droite, ce qui autotise la transformation suivante :

TpprA '~ Ay .

———— —-gauche ——— —-droit

F%‘A:_'QO Fla_'gol'VA, Fatp%‘A I‘,%\‘A,atp
Cut  ~ Cut

I, A A I, A A

Avec Pordre suivant sur les instances des regles d’inférence
Ax ~ Taut > Cut ~ Subs > Bool

ces regles respectent les termes de la condition 1 (voir 'annexe B), la transformation globale qu’elles induisent
est donc fortement normalisante. Tout atbre de preuve peut donc étre transformé en un arbre dans lequel
sont manipulés uniquement des séquents normalisés puis sont appliquées les regles associées aux opérateurs
booléens, sous les conditions précédemment énoncées. Ne seront alors considérés dans la suite de ce chapitre

que des séquents normalisés.

BEXEMPLE V1.1 — Spécification des listes trices de rationnels.

ILa spécification fil rouge de ce chapitre sera celle des listes triées de rationnels. Cette spécification fait
intervenir trois sortes, les entiers naturels, les rationnels et les listes de rationnels. T.es entiers naturels sont
construits a partir de la constante nulle O et de Popération successeur s qui a un entier donné associe 'entier

qui le suit. I’addition add et la multiplication mult d’entiers sont définies de la maniere usuelle, tout comme
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le prédicat inférieur strict infn. Les rationnels sont définis comme les fractions d’entiers n/m. 1 égalité
egr de deux rationnels /y et u/v est définie comme étant 'égalité entre les entiers X v et u X y. Les
rationnels considérés étant positifs, un rationnel = /y est inférieur a un rationnel u/v (prédicat infr) siz x v
est inférieura u X y.

Les listes sont construites a partir de la liste vide || et de P'opération de concaténation en téte de liste
notée _ :: _. L'insertion insérer d'un rationnel dans une liste triée est spécifiée selon quatte cas : la liste est
vide ; le rationnel a insérer est égal au premier élément de la liste, auquel cas cet élément n’est pas répété ; le
rationnel a insérer est inférieur au premier élément de la liste, il est alors inséré a la téte de la liste ; I'élément
a insérer est supérieur au premier élément de la liste, 1l est alors inséré dans la suite de la liste. e prédicat
d’appattenance estdans d’un rationnel a une liste est défini par deux axiomes : aucun élément n’appartient
a la liste vide ; un rationnel appartient a une liste non vide s’1l est égal au premier élément de la liste ou s’1l
se trouve dans le reste de la liste.

Le comportement des opérations add, mult et insérer est généralement spécifié par des équations.
Dans le cadre de la logique du premier ordre, cela demande d’introduire trois ptédicats =gt Nat x Nat,

=Rat: Rat x Rat et =p;5e: Liste x Liste, chacun spécifié pat les axiomes suivants :

T =@

T=a@y=Y=arwT

T=@ Y NYy=@2z2=>T=a@?

T1=a, Y1 N...NTp =a, Yn = f(x1,...,2n) =a f(Y1,---,Yn)

T =a, YIN...NTp =a, Yn AND(T1,...,Z0n) = D(Y1,---,Yn)

ou @, @Q; € {Nat, Rat, Liste}, f : Q; X ... x @, — @Qetp: @ x ... x @,. De facon a ce que les
spécifications manipulées ne soient pas trop lourdes, 'approche suivie ici sera celle qui consiste a transformer
chaque opération f : $1 X ... X S, — S en un prédicat f : 51 X ... X 8, X 8, 'égalité devenant ainsi
mplicite. Cette approche permet également d’alléger la procédure de dépliage.

spec LISTERAT =
types Nat ::= 0| s(Nat)
Rat := _/_(Nat, Nat)
Liste == []| _:: (Rat, Liste)
preds add : Nat x Nat x Nat
mult : Nat x Nat x Nat
infn : Nat X Nat
egr : Rat X Rat
infr : Rat X Rat
insérer : Rat X Liste x Liste
estdans : Rat x Liste
vars x, Y, z, u,v,n, m: Nat;e: Rat;l 1': Liste

e add(z,0,x)
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e add(z,s(y),s(z)) & add(x,y, z)

e mult(z,0,0)

e add(z,u,z) N mult(z,y,u) = mult(z, s(y), z)

e infn(0, s(z))

e = infn(x,0)

e infn(s(z),s(y)) < infn(z,y)

o mult(z, s(v),n) A mult(u, s(y),n) = egr(z/s(y),u/s(v))

o infn(m,n) A mult(x, s(v), m) A mult(u, s(y),n) = infr(z/s(y),u/s(v))
o insérer(s/s(), [}, 7/5(w) = |)

o egr(z/s(y),e) = insérer(x/s(y),e 2 l,e:: 1)

o infr(xz/s(y),e) = insérer(z/s(y),e:: l,x/s(y) e 1)

o infr(e,z/s(y)) Ainsérer(z/s(y),l,l') = insérer(xz/s(y), e l,e:: 1)
e —estdans(z/s(y),[])

o estdans(z/s(y),e :: 1) < egr(z/s(y),e) V estdans(z/s(y),1)

end

Les axiomes de la spécification sont alors transformés en séquents normalisés, pour les raisons indiquées
précédemment. Cette transformation est aisément automatisable.
1. |~ add(z,0,x)
. add(z,s(y),s(2)) b add(z,y, 2)
. add(z,y,z) o add(x, s(y), s(z))
.~ mult(x,0,0)
. add(z,u, 2), mult(z,y,u) o mult(z, s(y), 2)
. infn(0, s(x))
. infn(z,0)
- infn(s(x), s(y)) b~ infn(e,
9. infa(z, ) ~ infin(s(z), s(
10. mult(z, s(v),n), mult(u, s
11. infn(m,n), mult(z, s(v),
12. |~ insérer(z/s(y),[],z/s(y)
13. egr(z/s(y),e) b insérer(z/s(y),e::l,e 1)
14. infr(z/s(y),e) b insérer(z/s(y),e :: l,z/s(y) :: e :: 1)
15. infr(e,xz/s(y)), insérer(z/s(y),l,1') |~ insérer(z/s(y),e : l,e = 1)
16. estdans(z/s(y), []) }v
17. estdans(z/s(y),e :: 1) ~ egr(z/s(y),e), estdans(z/s(y),1)
18. estdans(z/s(y), )\N estdans(z/s(y),e :: 1)
19. egr(z/s(y),e) I~ estdans(z/s(y),e :: 1

00 ~J O U I W N

Y)

)

(y);n) b egr(z/s(y),u/s(v))

m), mult(u, 5(y),n) r infr(z/s(y), u/s(v))
)

Ce sont ces axiomes qui seront considérés par la suite. <
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2 Exhaustivité

Maintenant posé le formalisme dans lequel la généralisation est possible, 1l faut étudier les conditions de
cette généralisation. L.a premiere étape est de définir le jeu de tests de référence a partir duquella sélection peut
etre effectuée. Comme il a déja été dit, le plus grand ensemble de formules qu’un systéme doit valider et qu’il
suffit qu’il valide est I'ensemble des conséquences sémantiques observables de la spécification, 'ensemble
Sp® N Obs. 1l s°agit tout d’abord de définir, dans le cadre qui a été posé, quelles sont les formules observables.

Ici, Pensemble Obs des formules observables est lensemble de toutes les formules sans variables, sans
restriction. On suppose en effet que toute formule, quelle que soit sa forme, peut étre soumise au systeme.
Le jeu de tests dont il faut montrer I'exhaustivité est donc I'ensemble des instances sans variables des
conséquences sémantiques de la spécification. Il a été montré au chapitre précédent que le jeu de tests
Sp® N Obs est exhaustif lorsque Sp est une spécification conditionnelle positive et Obs est 'ensemble des
équations sans variables, pour tout systeme admettant la condition d’initialité sur les instances sans variables
des équations apparaissant dans les prémisses des axiomes de la spécification. Ici, ne manipulant pas des
équations mais des prédicats introduits dans la signature, nous supposons que tous ont un équivalent dans
le systeme sous test, selon 'hypothese que nous avons formulée dans le chapitre TV. Ainsi, la spécification
n’est soumise a aucune restriction, exceptée celle de posséder une constante de chaque sorte. Nous montrons
enfin, comme nous le souhaitions, que le systéme sous test n’a pas de condition particuliére a respecter pour

que Sp*® N Obs soit exhaustif pour celui-ci.

THROREME V1.1, Sosent Sp = (, Ax) une spécification du premier ordre sans quantificatenrs. 1. ensemble Sp® N Obs

des conséquences sémantiques observables de la spécification est exhanstif pour Mod(X).

Pour les besoins de la preuve, on introduit la notion sutvante de modéle de Herbrand d’un ensemble de

formules.

DEFINTTION V1.2 — Modéle de Herbrand.
Soit ¥ une signature. Soit ¥ C For(X) un ensemble de formules sur X. On appelle modéle de Herbrand
de ¥, noté Hry, le ¥-modéle
— défini comme étant Pensemble 7%, muni pour chaque opération f : s X ... X 8, = s € F de
I'application fHTE : T§331 X ...x Ty, — Ty, quia tout n-uplet (t1,...,tn) associe le terme

f(tl,...,tn) ;

— caractérisé par Uensemble de formules sans variables
{r(t, . ta) [restx oo X sp € Ry(t1,. .0 5tn) €T, X ... x Ty, W Er(ty, ... tn)}
Le modeéle de Herbrand de W est alors un modeéle de ¥, comme I’énonce le théoréme suivant.
THROREME V1.2, (Herbrand [Her68)) Pour toute formule sans variables p € For(X),
Voo Hn =y

On peut maintenant procéder a la preuve du théoreme VI.1.
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Preuve. Soit S € Mod (%) un systéme tel que S = Sp® N Obs. Montrons que Correct,p5(S, Sp). On note
Th(S) = {p € Obs | S |= ¢}. Soit Hry, € Mod(X) le modéle de Herbrand de Th(S). Par définition,
le systéme et ce modeéle sont élémentairement équivalents sur Th(S), donc on a S =,ps H7y,. Montrons
que ce modeéle de Herbrand est un modéle de la spécification, c’est-a-dire que Hry, € Mod(Sp). Soit ¢ un
axiome de Sp. Soit v : V' — Hry, une interprétation. Par définition du modéle de Herbrand, v/(¢) est une
formule sans variables. Donc par hypothése, S |= v(¢), et comme Hry, est élémentairement équivalent a
S sur Obs, on a Hry, = v(p). Onaalors Hry, =y @, et Hry, est bien un modéle de Sp. 11 existe donc un
modele de Sp élémentairement équivalent sur Obs a S.

On suppose maintenant que Correct ops(S, Sp) et on montre que S = Sp® N Obs. Si le systéme est
correct par rapport a sa spécification via Obs, alors il existe M € Mod(Sp) tel que M =5 S. Soit
¢ € Sp* N Obs. Comme M est un modéle de Sp, alors M = @, donc S = ¢ également.

Sp® N Obs est donc un jeu de tests exhaustif pour tout S € Mod(X). O

11 serait donc possible de montrer la correction de tout systéme si le jeu de tests Sp® N Obs pouvait étre
soumis dans son intégralité. C’est donc a partir de ce jeu de tests que va s’effectuer la sélection d’un jeu de

tests effectif a soumettre au systeme.

3 Dépliage

1l s’agit ici de généraliser la procédure de sélection par dépliage des axiomes, précédemment définie
pour des spécifications conditionnelles positives et pour des objectifs de test sous la forme d’équations. La
méthode consiste, comme dans le cadre conditionnel positif, a découper un jeu de tests initial, le jeu de tests
exhaustif, en sous-jeux de tests a 'aide de criteres de sélection fondés sur les axiomes de la spécification.

Te jeu de tests a découper est 'ensemble Sp® N Obs des conséquences sémantiques sans variables de
la spécification qui a été montré exhaustif pour tout systeme a la section précédente. Diviser cet ensemble
revient a diviser chacun des ensembles associé a une formule particuliere, a un objectif de test particulier. Le
jeu de tests associé a une opération dans le cadre conditionnel positif devient alors ici plus généralement un

jeu de tests associé a une formule.

DEFINITION V1.3 — Jeu de tests associé a une formut.

Soient Sp = (3, Az) une spécification du premier ordre sans quantificateurs. Soit ¢ une formule du
premier ordre sans quantificateurs, appelée objectif de test. 1e jeu de tests associé a @, noté Ty, est 'ensemble
défini par :

T, ={p(p) | p:V = Tx,p(p) € Sp* N Obs}

Le jeu de tests associé a une formule est donc Pensemble des mnstances sans variables de cette formule.
Le domaine d’une opération f tel qu’il a été défini dans le cadtre conditionnel positif est en fait le jeu de tests
associé a la formule f(x1,...,2,) = y. Toutes les formules du jeu de tests exhaustif sont ainsi couvertes
puisque ce sont des équations, et puisque toute équation dans ce cadre peut s’écrire sous cette forme. Ici,
comme aucune hypothese n’est faite sur la spécification ni sur la forme des formules a soumettre au systeme,
un objectif de test peut étre n'importe quelle formule. On remarque méme que la formule ¢ prise comme

objectif de test peut ne pas étre une conséquence sémantique de la spécification. Cest lors du choix de la
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substitution close p que sera construite une conséquence sémantique de Sp de la forme p(¢). On verra plus
loin la maniére dont sera gérée la possibilité de considérer toute formule comme un objectif de test.

Dans le cadre conditionnel positif, la procédure de dépliage permet de diviser le jeu de tests associé a
une opération en sous-jeux de tests caractérisés par un couple formé d’une substitution des variables et d'un
ensemble de contraintes. De la méme maniére, ici, le jeu de tests associé a une formule va étre découpé en

sous-jeux de tests contraints, définis de la maniere suivante.

DEFINITION V1.4 — Jew de tests contraint.

Soient Sp = (3, Az) une spécification du premier ordre sans quantificateurs. Soit ¢ une formule du
premier ordre sans quantificateurs. Soient C C F OT(E) un ensemble de formules appelées X-contraintes et
o : V — T5(V) une substitution des variables.

Le jeu de tests associé a p contraint parC et 0, noté T(¢,0),p» est 'ensemble de formules sans variables définir
pat:
Tico)e = {plo(@)) | p:V = Tx,Ve € C, Sp = p(c)}

Te couple ((C,0), @) est appelé objectif de test contraint.

Un jeu de tests contraint associé a une opération dans le cadre conditionnel positif est donc en fait un
jeu de tests contraint, au sens de cette définition, associé a la formule f(z1, ..., Z,) = y. On remarque que
Pobjectif de test ¢ de la définition précédente peut étre vu comme 'objectif de test contraint (({¢}, Id), ¢).

Dans la pratique, 'objectif de test initial n’est pas contraint. Ie but de la procédure de dépliage est de le
remplacer par un ensemble d’objectifs de test contraints, a 'aide des axiomes de la spécification.

ILa procédure prend alors en entrée :

— une spécification du premier ordre sans quantificateurs Sp = (X, Az) dont les axiomes ont été mis

sous la forme de séquents normalisés ;

— une formule du premier ordre sans quantificateurs ¢ transformée en séquent normalisé, et vue comme

Pobjectif de test contraint initial (({¢},Id), ¢) ;
— une famille ¥ de couples (C, o) ot C est un ensemble de 3-contraintes sous la forme de séquents
normalisés, et 0 est une substitution des variables V' — T (V).

Le ptemier ensemble Wq cotrespond aux contraintes initiales de I'objectif de test, et contient donc
uniquement le couple composé de 'ensemble de séquents normalisés obtenu a partir de 'objectif de test ¢
et la substitution identité.

Les jeux de tests pour des formules du premier ordre sans quantificateurs sont naturellement prolongés

aux ensembles de couples ¥ de la facon suivante :

Ty, = U Tic,o)e
(Co)ew

Le principe de la procédure est de chercher les arbres de preuve qui permettent de déduire 'objectif de
test initial des axiomes de la spécification. Dans le cadre conditionnel positif, cette recherche était effectuée
en cherchant a unifier Pobjectif de test, sous la forme d’une équation, a la conclusion d’un axiome de
la spécification. Torsque I'unification était possible, les prémisses de cet axiome étaient alors ajoutées a

I'ensemble de contraintes. J.a regle de modus ponens permettait en effet de déduire Pobjectif de test de
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I'axiome avec la conclusion duquel il avait pu étre unifié, en éliminant progressivement toutes les prémisses
de cet axiome.

Ici, c’est la regle de coupure qui va étre utilisée a la place du modus ponens. L’objectif de test initial
n’est plus une formule atomique mais peut étre n’'importe quelle formule. La procédure va alors consister a
chercher une preuve de cette formule a partir d’'un des axiomes de la spécification. On va donc chercher a
unifier cette formule avec un axiome, plus exactement, on va chercher a unifier une partie des sous-formules
de cette formule avec une partie des sous-formules d’un axiome. Si 'objectif de test considéré est un séquent
normalisé de la forme Y1, ..., Yp, .- Ym [~ 1,...,0q, ..., 0pn, on va chercher a unifier un sous-ensemble
de {71,--+,Ym,01,--.,0n} avec un sous-ensemble des formules constituant un axiome. On cherche alors
un axiome de la forme ¥1,...,¢¥p, &1, & 01,0900, Cly - o, G tel quon puisse unifier 5 et ;
pour tout ¢ entre 1 et p, et @; et §; pour tout ¢ entre 1 et q.

11 reste a s’assurer qu’il est bien possible de prouver I'objectif de test a partir de I'axiome. C’est ici
quintervient la régle de coupure. Elle va permettre a la fois d’éliminer les sous-formules de 'axiome qui
’ont pas pu étre unifiées avec des sous-formules de I'objectif de test, et d’ajouter les sous-formules de
Pobjectif de test qui n’existent pas dans Paxiome. Pour schématiser, on a la correspondance suivante entre

les deux formules :

a éliminer a éliminer
. —— PN,
Axiome : wla"'awpa gla"'agl ‘N(pla"'atpqa Cla"'a(k
— S—
unification unification
) . /_/H e N\
Objectif de test: 1, ..y Vps Yptls«-«sYm ™ 01+ 0y Ogt1y- -5 0n
—_—— —_———
a ajouter a ajouter

La preuve va donc consister d’une part a couper une a une chaque sous-formule de P'axiome qui n’a pas
pu étre unifiée avec une sous-formule de 'objectif de test, donnant ainsi les contraintes sous lesquelles la
preuve est possible. D’autre part, la régle de coupure permet d’ajouter des formules a un séquent, puisque
dans les prémisses, les contextes I', A et ', A peuvent étre différents. Si on note I' 'ensemble de formules
{7,.-. ,’yp}, [ Pensemble {’yp+1, ooy Ym}, A lensemble {41, . .. ,5q} et A’ Pensemble {5q+1, R

on a alors un arbre de preuve de la forme suivante :

Ax
F7§1""7§l ‘Ncl""’CkHA

U(F)’ U(&): KR O'(fl) ‘N U(Cl)a KR U(Ck)a U(A) U(F,)’ U(Cl) ‘N U(A,) C
U(F)a U(F/)a 0(51)7 cet 7‘7(&) %" 0(42)7 cet 7U(Ck)a U(A)v U(A/)

Subs

Cut

Cut

o(I') ~ o(&1),0(A") o(T),a(I"),0(&1),.-.,0(&) (D), a(A) Cut
U(F),U(F’),U(Eg),...,O'(fl)l'vo(A),U(Al) Cut

. Cut

o(T),o(I") |~ o(A), 0 ()
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Apres avoir effectué la substitution qui permet d’unifier certaines sous-formules de 'axiome a certaines
sous-formules de la formule a prouver, [ + k applications de la regle de coupute permettent d’éliminer les
[ sous-formules du membre gauche de 'axiome et les k sous-formules de son membre droit, et permettent
également l'introduction des formules de I et A’

ILa procédure est alors exprimée au travers des deux regles sutvantes :

TU{(CU{l ~ A}, 0")}

Réduction 3 .35 € A ta. =o(d
TU{((Co0o)y D ETBEA () =0()

TU{(CU{g},0")}
U {e@ucood)}

(c,0)€ Dep(¢)
ou Dep(¢) pour d = y1,...,Ym P~ 01,. .., est Pensemble défini par :

Dépliage

{( {(0(p1),- 0 (m), 7(G) b 0 (Bg41), - 0 (6n) h<ic J) ‘

U{(c(Ypt1)s---0(vm) P 0(&),0(0g41), - - -, 0(0n) hi<i<u
V1, Ups €1y & G Gy 01, g € A,
1<p<m,V1<i<p,o()=0c(v),
1<q<nV1<i<gqo(p)=0(d),
k,leN

La regle Réduction élimine les tautologies des ensembles de contraintes. En effet, si un ensemble
contient un séquent I' |~ A tel qu’il soit possible d’unifier une sous-formule de I' et une sous-formule de
A, alots ce séquent est une tautologie.

La régle Dépliage remplace la contrainte ¢ par chacun des ensembles de contraintes de Dep(¢). Sl est
possible d’unifier une partie des sous-formules de ¢ avec une partie des sous-formules d’un axiome, alots
comme le montre atbre de preuve dessiné plus haut, il est possible de déduite ¢ a partir de cet axiome sous
les contraintes qui permettent de couper chacune des sous-formules restantes de 'axiome.

Chaque unification avec un axiome génére un couple (¢, o), la formule initiale ¢ est donc remplacée
par autant d’ensembles de contraintes qu’il y a d’axiomes avec lesquels elle puisse étre unifiée. J.a définition
de Dep(¢) étant fondée sur I'unification, cet ensemble est calculable si la spécification Sp a un nombre
fini d’axiomes. Etant donnée une formule ¢, on a le critére de sélection Cy qui associe a tout jeu de tests
contraint T(c ,1) , 'ensemble de jeux de tests contraints (T(O'(C\{qb})Uc,O'oo"),Ap)(c,o’)eDep(qb) sip € C, et
lui-méme sinon.

On écrit (U, ¢) Fp (¥, p) st ¥’ peut étre dérivé de ¥ en appliquant la régle Réduction ou Dépliage.
La procédure de dépliage prend donc en entrée une spécification du premier ordre sans quantificateurs Sp
et une formule du premier ordre sans quantificateurs ¢ et applique successivement les regles Réduction et

Dépliage pour générer la suite de dérivations suivante :

(‘IJOaQO) Fp (‘111,30) Fp (\IJQ,(p) ..

T.a terminaison de la procédure n’est pas assurée puisqu’il n’est pas vérifié, durant I'exécution, si la

formule ¢ est une conséquence sémantique de la spécification. Cela ne sera fait qu’a la phase de génération,
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automatiquement si la spécification considérée est décidable et manuellement sinon. Lia procédure effectue
la recherche des preuves des différentes instances sans vatiables de I'objectif de test jusqu’a ce que la division
du jeu de tests initial soit suffisamment fine selon le testeur. Si une instance de 'objectif de test n’est pas
une conséquence sémantique de la spécification, cela signifie qu’il y a, parmi les contraintes du jeu de tests
associé, des contraintes qui ne peuvent pas étre validées. Cette instance de 'objectif de test ne seta alots pas

soumise au systéeme comme un test.

REXEMPLE V1.2 — Déplrage d’une formule du premier ordre sans quantificatenrs.

On veut tester la formule estdans(r, L) = insérer(r, L, L'). Remarquons que toutes les instances
sans variables de cette formule ne sont pas des conséquences de la spécification. Seules celles pour lesquelles
la valeur de L est égale a la valeur de L' 1e sont, puisque Popération d’insertion est définie de maniere a ce

que les listes ne contiennent pas de doublons.

Vg = {({estdans(r, L) p insérer(r, L, L')},1d) }

Uy ={(0,01), (16)
({egr(zo/s(yo), e0) I~ insérer(zo/s(yo), eo :: lo, 1),
estdans(zo/s(yo),lo) v insérer(zo/s(yo), eo :: lo, 1))}, 02),  (17)
({estdans(zo/s(yo), eo :: lo) p~ insérer(zo/s(yo),lo,ly)},03),  (19)
(0, 04), (12)
({estdans(zo/s(yo), eo :: lo) b~ egr(zo/s(yo), €0)},os), (13)
({estdans(xzo/s(yo), eo :: lo) b~ infr(zo/s(yo), o)}, 06), (14)
( (y0), €0 2 lo) b~ infr(eo, zo/s(y0)),
estdans(zo/s(yo), eo :: lo) v insérer(zo/s(yo),lo, 1)} 07) } (15)

®
o

W
o

{estdans(zo/s(yo

ou
r L r z |y|e|l|l
o1 | @o/s(yo) | [ o | Yo
o2 | 2o/s(yo) | €o :: lo 1 zo | yo | eo | lo
o3 | zo/s(yo) | o 1 To | Yo lo
a4 | 0/s(Yo) [] zo/s(yo) = [] Lo | Yo
o5 | zo/s(yo) | €0 :: lo eo : lo zo | Yo | €o | lo
o6 | zo/s(yo) | eo i lo | zo/s(yo) €0 ::lo | o | Yo | €0 | lo
o7 | zo/s(yo) | eo :: lo eo i ) zo | yo | eo | lo | I

Chaque couple de ¥y est étiqueté par le numéro de 'axiome (sous la forme de séquent normalisé) utilisé
pout le dépliage de la formule initiale, c’est-a-dire 'axiome avec lequel la formule a été unifiée.

Pour reprendre les notations de la définition de la procédure, I'objectif de test estdans(r,L) =
insérer(r, L, L") est le séquent 1 |~ 01 avec y1 = estdans(r, L) et 61 = insérer(r, L, L").

Te premier couple provient de 'unification de 'objectif de test avec 'axiome estdans(x/s(y),[]) r .
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Ax
estdans(z/s(y),[]) I~ Subs
estdans(xo/s(yo), []) ~

Comme estdans(r, L) |~ insérer(r,L, L") avecr = x/s(y) et L = [] est une conséquence directe de
cet axiome, aucune contrainte n’est générée, uniquement la substitution.

LLe deuxieme couple vient de Punification de I'objectif de test avec 'axiome
estdans(xz/s(y),e : 1) ~ egr(xz/s(y), e), estdans(z/s(y),1)

Selon les notations de la définition, cet axiome est le séquent ¢1 p (i, Co,avec 1 = estdans(z/s(y),e :: 1),
¢ = egr(z/s(y), e) et (o = estdans(x/s(y),1).1.a substitution og permet d’'unifier 11 ety1, on peut donc
déduire 'objectif de test auquel a été appliquée o2 de cet axiome, sous les deux contraintes 02((1) I~ 02(d1)

et 02(C2) I~ 02(01). On a alors I'atbre de preuve suivant :

SA 02(¢2) b~ o2(61)

estdans(xo/s(yo), eo = lo) I~ insérer(xo/s(yo), eo = lo, ly)

Cut

ou SA est le sous-arbre suivant :

Ax
estdans(z/s(y),e :: 1) v egr(z/s(y),e), estdans(z/s(y),1)
estdans(xo/s(yo), eo :: lo) P~ egr(zo/s(yo), en), estdans(xzo/s(yo), lo) 02(C1) b o2(d1)
estdans(xo/s(yo), eo == lo) I~ estdans(zo/s(yo), lo), insérer(zo/s(yo), eo :: lo, 1)

Cut

Le sixieme couple est issu de 'unification de 'objectif de test avec I'axiome

infr(xz/s(y),e) b insérer(x/s(y), e l,x/s(y) e :: 1)

Si on note cet axiome & f~ 1, la substitution 0 permet dunifier d1 et 1. L’objectif de test auquel a été

appliquée o peut donc étre déduit de cet axiome sous la contrainte o6(71) r~ 06(1) :

infr(x/s(y),e) ~ insérer(x/s(y),e:: l,x/s(y) it e )
o6(71) o os(&1)  infr(zo/s(yo), eo) I~ insérer(xzo/s(yo), eo :: lo, zo/s(yo) :: €o :: )
estdans(xo/s(yo), eo :: lo) b insérer(xg/s(yo), eo :: lo, xo/s(yo) :: eo :: lp)

Si L n’est pas la liste vide, la formule initiale estdans(r, L) ~ insérer(r, L, L") est vraie si et seule-
ment si L et L' prennent la méme valeur. Le dépliage de cette formule lorsque L n’est pas vide va
générer deux types de contraintes : celles pour lesquelles L et L' prennent la méme valeur, qui vont
devenir des cas de test puisque ces formules sont des conséquences de la spécification, et celles pour
lesquelles L et L' seront interprétés différemment, qui n’engendreront pas de cas de test. Par exemple,
le cinquieme couple ({estdans(zo/s(yo),e0 = lo) b~ egr(zo/s(yo),eo0)},05) est un cas de test po-
tentiel car estdans(xo/s(yo),eo :: lo) et egr(zo/s(yo), €0) sont vraies ou fausses simultanément pour
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toute substitution close. Au contraire, le sixiéme couple, dont la contrainte est estdans(xo/s(yo),eo ::
lo) ~ infr(zo/s(yo), eo), n’engendrera pas de cas de test. En effet, si I'élément zg/s(yg) est dans la liste
eo :: lp, comme cette liste est triée, il nexiste pas de substitution pour laquelle il est inférieur a e.

Comme 1l a déja été expliqué plus haut, la procédure de dépliage ne peut pas distinguer ces deux types de
contraintes. Cependant, avant quun objectif de test contraint soit soumis au systeme, une substitution close
p lui est appliquée. Puisque, par définition, p(¢) doit étre une conséquence de la spécification, les contraintes
telles que L et L' sont interprétées différemment ne seront pas soumises en tant que cas de test au systéme,
puisqu’elles seront interprétées comme fausses.

Une seconde étape de dépliage, de la formule estdans(zo/s(yo),eo :: lo) I~ egr(zo/s(vo), o) par

exemple engendre 'ensemble suivant :

{ ({estdans(zo/s(yo),lo) b~ }, 01), (17)
({estdans(zo/s(yo), e1 = €0 = lo) I~ egr(zo/s(vo),€0)}, o5), (18)
({estdans(zo/s(yo),uo/s(vo) :: lo) o mult(zo, s(vg), no),

estdans(zo/s(yo), uo/s(vo) :: lo) o mult(ug, s(yo),n0)},05) + (10)

ou
r L r T |y e ell|lulv|n
ol | zo/s(yo) eop :: lo eo it lo zo | Yo en lg
Ué :L‘o/s(yo) €1 1€ lo €1 i€ l() o | Yo €p (&1 l(]
o | mo/s(yo) | uo/s(vo) = lo | wo/s(vo) :: lo | o | yo | wo/s(vo) lo | wo | vo | mo

Notons qu’il a fallu renommer la variable € de I’axiome (18) en €’ pour ne pas associer deux valeurs différentes

a la méme variable. O

Ici, la procédure de dépliage a été définie de facon a couvrir les comportements d’un objectif de test
donné, représenté par la formule ¢. Il s’agit ensuite de couvrir le plus largement possible Pensemble du jeu
de tests exhaustif Sp°® N Obs. Une stratégie consiste a ordonner toutes les formules du premier ordre sans

quantificateurs selon leur taille, de la fagon suivante :
Do ={|p(x1,...,20n)|p:s51X... X8, € PVi,1 <i<m,z; €V}

S, ={p(z1,...,2,), T ~ A, Tk Ap,...,2,) |
FAED,,p:isy X...X 8, € PVi,1<i<mn,x; €V}

Ensuite, pour gérer la taille souvent infinie de Sp® N Obs, il suffit de choisir un entier k& € N puis d’appliquer,
pour chaque i entre 1 et k, la procédure de dépliage a chaque p(z1, - . ., ), I |~ Aetl |~ A p(z1, ..., zp)
appattenant a ®;. Il faut évidemment que la signature de la spécification considérée soit finie pour que ®; le
soit également.

On prouve ici les deux propriétés qui justifient la pertinence de la méthode de sélection par dépliage dans
le cadre de la logique du premier ordre sans quantificateurs. I.a procédure est montrée correcte et complete,

elle partitionne donc de maniere appropriée le jeu de tests exhaustif initial.
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THEOREME VL3. 57 (W, @) Fi (Y, @), abors Ty, = Ty .

Preuve.
(Correction) Montrons que si (¥, ) by (¥, ), alors Ty, C Ty .

Sila regle appliquée est Réduction, C’est trivial. §1l s’agit de la regle Dépliage, par définition, on doit
prouver que pour tout (C, ") € ¥, pour tout ¢ € C, pour tout (¢, o) € Dep(¢), Tico00')0 S T({},01).0
On doit alors prouver que pour toute substitution close p : V' — T, telle que Sp |= p(x), pour tout x € c,
il existe p’ : V. — T tel que Sp |= p'(¢).

On pose P'hypothése que la formule ¢ est de la forme 1, .. ., Ym [~ 01, . . ., Ip, et que Pensemble ¢ tel
que (¢,0) € Dep(¢) est de la forme

{(e(wps1); - 0(vm), (&) b 0 (8g+1)s - -, 0(6n) br<i<k
U{(o(vps1),s -+ 0(ym) (&), 0(0g41), - - ,U(5n)}1§igz

oul < p < m et 1< qg < n sont tels que ¢1,...,¢p,§1,...,§l ‘NCl,...,Ck,(pl,...,cpq € ACE,
o(¢i) = o(y;) pour tout 1 < i < peto(p;) = o(d;) pour tout 1 < i < g. On a alors I'arbre de preuve
suivant, ou I' = {1, ..., ¥}, A = {1, ., 001 T = {Vpt1, - s Ym ) A = {dg41, ..., 0n}, pour
touti, 1 <1 <1, Q ={&,...,&} etpourtouti,1 <i <k, A; ={,...,(k} Pour plus de lisibilité, la
composition 0’ o o de deux substitutions o : V. — Tx(V) eto’ : Ts(V) — Tx(V), appliquée a la formule

@, est notée o' o ().

: po (L") b po (&), po(A') 54 .
po (') v po(&2), po(A')  po(T), po(I"), po(Q2) ~po(A), po(A)) - o
po (L") b po (&), po(A) pa (L), po(T"), pa () b~ pa(A), po(A') Ezz
po (L), po(T') p po(A), po(A)
ou SA4 est le sous-arbre de preuve suivant :
T,0 ~Ap, A " :

po (D), po () ~ po(A1), pa(8)  po(I),po(Gi) p~ po(A)) - -
po (L), po(I'), po () |~ po(Az), po(A), po(A) po (), po(Ga) b po(A)
Cut

po (D), pa(I'), po(u) ~ po(A), po(A")

(Complétude) Montrons que si (¥, ¢) by (', @), alots Ty, C Ty .
Par définition de la régle Dépliage, on doit prouver que T({4}1 1), C U T(¢,000"),p- On doit

(c,0)€Dep(¢)
alors prouver que pour chaque substitution close p : V' — T telle que Sp |= p(¢),lexiste (¢, o) € Dep(¢)

tel qu'il existe p' : V' — T tel que Sp = p'(x) pour tout x € ¢. Fn d’autres termes, on doit prouver que
p(@) peut étre déduit de la spécification Sp s'il existe (¢, o) € Dep (), et p’ : V. — T tels que Sp = p'(x)
pour tout x € C.
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Tout d’abord, remarquons que la procédure de dépliage définit une stratégie qui limite I'espace de
recherche des atbres de preuve a une classe d’arbres possédant une certaine structure. La procédure définit
une stratégie de rechercher de preuve qui sélectionne des arbres de preuve dans lesquels

— aucune mstance de la regle de coupure ne se trouve au-dessus d’instances de la régle de substitution ;

— 1l n’y a pas d’'instance de la régle de coupure dont les prémisses sont toutes les deux les conclusions

d’instances de regles de coupure.
Nous devons alots prouver qu’il existe un arbre de preuve de conclusion p(¢) possédant cette structure. En
fait, C’est un résultat plus fort que nous allons prouver : nous allons définir un ensemble de transformations
élémentaires d’arbres de preuve, qui permettent de réécrire des combinaisons élémentaires de regles d’in-
férence, puis nous prouverons que la transformation d’arbres de preuve globale résultante est faiblement
normalisante, les formes normales étant des atbres de preuves ayant la structure décrite précédemment.

Le cas ou une instance de la régle de coupure se trouve au-dessus d’une instance de la regle de substitution :

Thayp Thopa A Cophd
LI A A subs . 2T a(A),a(e) o(I),0(p) pro(A])
o(T),o(I") v a(A),o(A") o(T),o(I") p o(A),o(A")

T.e cas ou deux instances de la régle de coupure se trouve au-dessus d’une troisieme doit étre divisé en
deux cas, selon la position de la derniere formule coupée dans les prémisses de I'instance droite de la regle
de coupure.

Le cas ot la formule ¢ est dans la prémisse gauche. Par exemple :

iAo, Thhen PVA,ICut Lo, ¢ )~ Ao o2 T, 09 v A

[T~ AL AL g T2, Th, ¢ b Ag, A Ezz
Fl’ ,1,1—‘2’ IQ PVAI, ll’A2’AI2
Ti A e Then A Cut
Flvrll %\’AlvAIleO F2a90"“ A2a902cut
FlvFIIaFQ I'VALA,I’A%(P2 FIQ?‘PQ I'VAIQ
~ Cut

/ !/ !/ !
F17F17F27 2 }'\'Ala 17A27A2
ILe cas ou la formule ¢ est dans la prémisse droite. Par exemple :

[~ Arpr T er AII’QPCut Dy~ Ao, oo T, 02,0 o Af

I, T AL AL Do, Th, 0  Ag, Al EEE
1,0, T, Ty v Ay, A, Ag, A
i~ AL T e P‘Almpcut
I', Ty~ AL ALy ke YN
[, T, Ty, 02 b Ap, AL A Ty~ Ag, 0o
~ Cut

Flarll',r?ar,? PVAI’ 117A27AI2
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T T2 S ,
Pourun arbre m = Cut, notons m () la mesure de 7, définie comme étant le nombre
) Fla F? llv Al-, AQ
d’instances de la régle de coupure dans mo. Un arbre de preuve est dit maximal si et seulement s’1l est de la
forme
T, ™ T, T2
— 2 Cut ———2Cut
I~ Agp Ly Ay
Cut
Fla F? llv Al-, AQ

et m(m) = 1. En appliquant la stratégie qui consiste a réduire les arbres de preuve maximaus, il est facile de
montrer que la mesure m décroit pour chaque transformation élémentaire donnée plus haut.

Puisque par hypothése, Sp |= p(¢), et comme ¢ n’est pas une tautologie, il existe nécessairement un
axiome Y1, ..., Up, &1, § P Gy oo, Gy 1, - - -, g etune substitution close p’ tels que p'(v;) = p'(7:)
pour tout 1 < i < pet p'(¢;) = p'(8;) pour tout 1 < i < q. Ta substitution p’ est alors un unificateur
de chaque 1); et 7;, et de chaque ; et d;. Il existe donc un atbre de preuve résultant de la transformation

définie plus haut, de conclusion p(¢), ot p = p’, et de la forme :

po(T') b po (&), po(A) SA e
po (') v po(&2), po(A') po(T), po ("), po(Q2) ~po(A), po(A)) - o
: Cu
pa (L) b po(&), po(A') po(T), pa ('), po () b po(A), pa(A') Cui
po(T), pa(T') v pa(A), po(A')
ou SA est le sous-atbre suivant :
T,0 ~Ap, A . :

pa(T), pa(u) r pa(Ar), po(A)  pa(T'), pa(ér) b po(AT) Cut -
pa (L), po(I'), po () |~ po(Az), po(A), po(A) po (), po () v po(A)
Cut

pa (L), po(I'), po () v po(A), po(A')

etoul = {¢1,..., ¥}, A ={o1,...,0e1, TV = {vpt1, - . Ym}, A = {0g41,--.,0n}, pour tout ¢,
1S’L'Sl,ﬂi:{fi,...,gl}etpourtout’i,l SZSk,Al:{Q,,Ck} O

4 Test a partir de spécifications du premier ordre

Nous avons insisté dans ce chapitre sur le fait que les spécifications considérées ne comprenaient pas de
quantificateur universel ou existentiel. Nous étudions ici les raisons de cette restriction. Nous supposerons
alors dans cette section que les axiomes des spécifications manipulées sont construits inductivement a partir
des formules atomiques, des connecteurs booléens et des quantificateurs. Nous considérerons toujours que
les formules observables sont toutes les formules sans variables.

Nous allons montrer qu’assurer 'exhaustivité de I'ensemble des conséquences sémantiques observables

de la spécification revient en fait a montrer la correction du systéme sous test.
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Etant donné un systeme S, on note Th(S) la théorie close de S c’est-a-dire 'ensemble
Th(S) ={p € For(X) | S Fx ¢, ¢ close}

L’institution de la logique du premier ordre possédant la négation, d’apres le théoréme 1.1, tout modéle M

de Th(S) est élémentairement équivalent 2 S sur les formules closes : pour toute formule close ¢,

MEsp&SkEsy

THREORBME V1.4. Soit Sp une spécification consistante. Le jeu de tests Sp® N Obs est exhanstif pour KC si et seulement si
IC est Pensemble des modeles finiment engendrés tels que 'ensemble Ax U Th(S) est consistant :

K={S € Gen(X)| Az U Th(S) consistant}

Preuve.

(<) Soitun systeme S € Gen(X) tel que Az U Th(S) soit consistant. On suppose que S = Sp* N Obs.
Montrons que Correct,ps(S, Sp). Comme l'ensemble de formules Az U Th(S) est consistant, il
existe un modéle M de ¥ tel que M |=5; Az U Th(S). Puisque Th(S) est une théorie compléte, S
et M sont élémentairement équivalents sur les formules closes. Par conséquent, pout toute formule
€ Obs, M=¢p =S =p Dou M e Mod(Sp).

On suppose qu’il existe un modéle M € Mod(Sp) tel que M =445 S. Soit ¢ € Sp® N Obs. Par
hypothése M = ¢ donc S = ¢ également.

(=) (Par contraposée.) On suppose que Az U Th(S) n’est pas consistant. Montrons que Sp® N Obs n’est
pas exhaustif. On suppose que S |= Sp® N Obs. Comme Az U Th(S) n’est pas consistant, la seule
possibilité > est que pour tout modele M € Mod(Sp), il existe ¢ € Th(S) telle que M [~ .
Comme S est finiment engendré, cela signifie que pour tout modeéle M € Mod(Sp), M Z b5 S et
alors M Z 55 S. On en conclut alors que Correct ops(S, Sp) n’est pas vérifié.

a

Considérons la spécification suivante des entiers relatifs.
spec RELATIFS =

type Int ::= 0| s(Int)

op+ : Int x Int — Int

pred < : Int x Int

eV, x+0==zx

o Va,Vy, x +s(y) = s(z +y)

oeVr dyy<cx

end
Considérons alots le systéme S qui implante la sorte Int par ensemble des entiers naturels N. I est

évident que ce systeme n’est pas correct puisqu’il ne valide pas le troisieme axiome. En effet, 'ensemble de

Lrautre possibilité est qu'il existe p € Az telle que S [~ ¢. Mais dans ce cas, S £ Sp® N Obs ce qui est impossible puisque

nous avons supposé le contraire.
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formules Az U Th(S) n’est pas consistant. Pourtant le systéme valide toutes les formules de RELATIFS® N
Obs. En effet, comme lopération < n’est pas spécifiée, il n’est pas possible de construire, pour chaque
entier, un entier qui lui soit inférieur. Il n’y a donc aucun moyen de donner de valeur de vérité a une formule
construite sut ce prédicat.

Nous pouvons observer que la consistance de Az U Th(S) implique que S est correct par rapport a
sa spécification Sp. En effet, si Az U Th(S) est consistant, il existe un modele M de X tel que M |=
Az U Th(S). Alors M et S sont élémentairement équivalents. Prouver I'exhaustivité de Sp® N Obs revient
alors a prouver la correction de S par rapport a sa spécification. Ceci peut s’expliquer par le fait que pour
tester une formule de la forme Iz, il est nécessaire d’exhiber une valeur a telle que @ soit interprétée comme
«vraie»par le systeme lorsque T est remplacé par a dans . Il n’y a pas de moyen effectif de trouver une telle
valeur, 2 moins de prouver que la formule 3z est vérifiée par le systeme. C’est la raison pour laquelle nous

avons restreint notre étude aux spécifications dont les axiomes ne font pas intervenir de quantificateurs.
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SECONDE PARTIE

Test a partir de spécifications modales du premier ordre






OUS présentons maintenant les extensions aux spécifications modales du premier ordre de laméthode
de sélection par dépliage des axiomes, ainsi que les résultats d’exhaustivité sur lesquels repose la
sélection. La premicre étape vers la généralisation a des spécifications exprimées dans la logique

sous-jacente au langage COCASL est I'adaptation de la procédure de dépliage a des spécifications modales
simples, munies d’une unique modalité et ayant la propriété d’étre conditionnelles positives (une conjonction
de formules modales implique une autre formule modale). Cette restriction sur la forme des axiomes est due
a la volonté d’adapter la procédure de dépliage initialement définie pour des spécifications équationnelles
conditionnelles positives. T.a présence d’une unique modalité permet alors d’étudier I'influence de celle-ci
dans la définition de la procédure. Cependant, la généralisation du dépliage aux spécifications modales du
premier ordre sans quantificateurs s’est avérée plus proche de la procédure définie pour les spécifications du
premier ordre sans quantificateurs que de celle définie dans le cadre modal restreint. Ceci est di au fait que
la méthode de sélection dans ce dernier cadre tire trés fortement profit de la forme des formules, laquelle
’est plus exploitable dans le cadre général. Le probleme n’apparait pas dans le cadre du premier ordre car
les formules manipulées sont ramenées a une forme simple, ce qui n’est pas le cas dans le cadre modal ou
les modalités compliquent de fait la forme des formules.

I2étude de Pexhaustivité dans le cadre du test a partir de spécifications exprimées en logique modale
repose entierement sur les résultats de la théorie des coalgebres présentés au chapitre T11. T.a notion de
jeu de tests exhaustif est liée a la sémantique du formalisme de spécification utilisé. T.es modeles de la
logique modale du premier ordre étant des coalgebres, la preuve de I'exhaustivité d’un jeu de tests nécessite
la construction dune coalgebre terminale, tout comme la preuve d’exhaustivité dans le cadre algébrique
demandait de construire une algebre initiale.

Suite a la présentation du test a partir de spécifications modales conditionnelles positives se trouve une
étude comparative de notre approche du test des systemes dynamiques avec celle du test de conformité. Plus
précisément, nous rapprochons notre cadre de test de celui dans lequel est définie la relation de conformité
Zoco [Tre95]. Les notions de cotrection, d’exhaustivité, d’objectif de test sont mises en regard afin de donnet

une vision d’ensemble des similitudes et des différences de ces deux approches.






CHAPITRE VII

Sélection a partir de spéctfications modales conditionnelles posttives

Nous présentons dans ce chapitre un premier travail, qui consiste a étendre le cadre formel de sélection de
tests présenté dans la partie précédente aux systemes dynamiques et réactifs, spécifiés a 'aide d’'une logique
modale simple. T.a logique qui a été choisie est Pextension modale de la logique conditionnelle positive
présentée a la section 3 du chapitre IT1. T.es raisons de ce choix se trouvent a la fois dans la similitude et dans
la dualité de ce formalisme avec celui de la logique équationnelle conditionnelle positive. La définition d’un
jeu de tests exhaustif dans un formalisme donné étant lié au type de sémantique utilisée pour interpréter ce
formalisme, utiliser une logique modale permet de tirer profit de la dualité des modeles coalgébriques par
rapport aux modeles de type algébrique pour prouver I'existence d’un tel jeu de tests. D’autre part, le calcul
pour cette logique modale est tres similaire a celui des spécifications conditionnelles positives. Le dépliage
étant fondé sur le calcul associé aux spécifications manipulées, adapter la procédure de sélection par dépliage
des axiomes a ce formalisme permet de capturer ce qui différencie exactement ces deux mnstanciations du

cadre général de test, en quoi et de quelle maniére les modalités jouent un role.

Une précision s’avere nécessaire quant au jeu de tests a partir duquel sera effectuée la sélection. Dans
le cadre du premier ordre, les calculs dont nous disposons étant corrects et complets, 'ensemble des
conséquences sémantiques et celui des théoremes de la spécification sont confondus. 11 est donc possible
de construire un arbre de preuve de chacune des conséquences sémantiques de la spécifications. C’est sur
cette propriété que s’appuie la procédure de sélection par dépliage des axiomes. Dans le cadre des logiques
modales cependant, nous ne disposons pas de preuve de la complétude des calculs que nous manipulons, bien
que nous pensions que ce soit le cas de celui donné pour les spécifications conditionnelles positives. Nous
ne pouvons donc pas nous appuyer sur la complétude pour déplier toutes les conséquences sémantiques
observables. I.a procédure de dépliage sera alors restreinte aux théoremes observables de la spécification,
dont ensemble est inclus dans celui des conséquences sémantiques observables. C’est bien I'exhaustivité
de ce dernier ensemble qui sera montrée, mais le dépliage sera effectué sur le sous-ensemble des formules

possédant une preuve.
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1 Exhaustivité

Le point de départ de la définition d'un jeu de tests exhaustif de référence est la définition de la
notion d’observabilité. Comme dans le cadre de la sélection de tests a partir de spécifications équationnelles
conditionnelles positives, les cas de tests sont ici réduits a des formules d’une forme plus simple que celle des
axiomes, appelées par la suite formules modales, et qui sont de la forme [a1] . . . [am |t =t avec a1, ..., am
des termes de sorte non-observable et ¢ et t’ des termes de sorte observable. De plus, afin de pouvoir étre
interprétées par le systéme sous test, les formules qui vont étre soumises au systéme sont nécessairement

sans variables. I ensemble Obs des formules observables est alors Pensemble suivant :
Obs ={[a1] ... [am|t =t | Vi, 1 <i<m,q; € Ts,,s € T,t,t € Tgs,,s' € Sobs}

On va montrer que ensemble des conséquences sémantiques obsetvables de la spécification, Sp® N Obs,
est exhaustif pour une certaine classe K de systémes. Les systémes appattenant a cette classe doivent respectet
deux conditions : d’une part, les modéles du premier ordre sous-jacents a ces systemes doivent étre finiment
engendtés, et d’autre part, ces systémes doivent étre terminaux, au sens qui va étre défini. Cette condition
de terminalité trouve sa justification de la méme maniére que la condition d’initialité posée a la section 1 du
chapitre V. Prenons 'exemple de la machine a thé suivante, qui n’accepte que des pieces de deux euros, et

qui délivre un thé immédiatement apres I'introduction d’une piece.

spec MACHINE =
types Bool ::= true | false
Nat :=0]1]2

cotype Etat
obs montant : Etat — Nat

init - Etat — Etat

2euros : Etat — Etat

thé : Etat — Etat
vars m : Nat
e [init] montant = 0
e montant = 0 = [2euros] montant = 2
e montant = 2 = [thé] montant = 0
e montant = 1 = true = false

end

Les conséquences sémantiques observables de cette spécification sont les formules de la forme
[a1] ... [om] montant = m ot m = 0 ou m = 2, et o0 a1,...,qy € {init, 2euros, thé} sont
tels que 2euros est toujours précédé de init ou thé et thé est toujours précédé de 2euros. Autrement dit,
les états accessibles sont ceux dans lequels le montant est égal a 0 ou a 2. Considerons un systeme implantant
cette spécification tel que I'état dans lequel montant = 1 soit accessible. Ce systéme implante d’autre part

correctement les entiers naturels et les booléens. Ce systeme valide bien toutes les conséquences sémantiques
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observables de MACHINE, mais ne valide pas le dernier axiome puisque dans I'état ou montant est égala 1,
true et false ne sont pas égaux. Le jeu de tests MACHINE® N Obs n’est donc pas valide, un systéme incorrect
pouvant passetr ce jeu de tests en succes.

On retrouve un probléme similaire a celui décrit a la section 1 du chapitre V : la prémisse de cet axiome
n’étant pas (la conclusion d’) une conséquence sémantique de la spécification, sa conclusion n’est pas un test,
le systéme peut donc passer tous les cas de test de Sp® N Obs en succés tout en ne validant pas cet axiome.
11 faut alors imposer que st la spécification ne donne aucun moyen d’atteindre un état validant une certaine
propriété, il ne faut pas qu'un tel état soit présent dans le systéme. Toutes les propriétés vérifiées pat le
systeme doivent étre spécifiées comme étant accessibles, c’est-a-dire que pour chacune de ces propriétés ¢, il
doit exister une conséquence sémantique de la spécification de la forme 1] . . . [am]@. Comme la condition
d’initialité, la condition a imposer au systeme ne doit pas lui permettre d’avoir un comportement qui ne
serait pas prévu par la spécification. I.e modele de la spécification dont le comportement est exactement
celui décrit par la spécification est le modele terminal de cette spécification, on appelle donc cette propriété

la terminalité du systéme.

DEFINITION VIL1 — Terminalité.
Soit Sp = (3, Az) une spécification modale conditionnelle positive. Soit S = (E,7y) € Mod(X) un

systéme. Soit ¢ une formule modale sans variables. Le systéme S est terminal pour ¢ si et seulement si :

Jog,...,am €Tx,,s €T,
Ve € E,VV V= TE’S |:V,e ¥ = 3607617" S, em—1 € Eae = Vemfl(am)a' -, €61 = Veo(al)

A Sp = aq] ... Jamle

Pour établir I'exhaustivité de Sp® N Obs, on va imposer cette condition au systéme pout toutes les
instances sans variables des prémisses des axiomes de la spécification. On assure ainsi qu’un systeme validant
toutes les conséquences sémantiques observables de la spécification valide les axiomes. Fn effet, pour un
axiome donné, st une des prémisses ¢ n’est pas accessible selon la spécification, c’est-a-dire qu’il n’existe pas
de formule dans Sp® de la forme [@1] ... [au] ¢, alors le systéme sous test étant terminal, il ne comportera
pas d’état qui valide ¢, il vérifiera donc I'axiome.

Fn pratique, la propriété ¢ estla plupart du temps une équation portant sur un attribut donné. Un attribut
(pat exemple montant) est généralement associé 2 au moins une méthode dont le role est précisément de
faire évoluer la composante de I’état correspondant a cet attribut (par exemple 2euros). On trouve alors
dans la spécification les axiomes spécifiant la maniere dont cette méthode modifie I'attribut, par exemple

montant = 0 = [2euros| montant = 2.

THREOREME VIL1. Soiz Sp = (2, Az) une spécification. 1.ensemble Sp® N Obs des conséguences observables de la
spéctfication est exhaustif pour tout systeme S dont le modele du premier ordre sous-jacent est finiment engendré, et qui est

terminal pour toutes les instances sans variables des formmles modales gui apparaissent dans les prémisses des axiomes de At.

Preuve. Soit S un systéme sous test, i.e. S € Mod(X). On suppose que S |= Sp® N Obs. Montrons que
Correct ops(S, Sp).
Puisque S € Mod(X), S est une F-coalgebre (E, o), construite au-dessus d’une structure du premier
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ordre A, ou F est le foncteur défini a la section 3. D’apres le théoréme I11.5, F étant polynomial, Mod (X) =
Coalg(F) admet une coalgébre terminale, notée 7 .

Définissons alors ensemble de formules sans variables Th(S) = {¢ | S |= ¢}. Onnote Coalg(F), h(s)
la sous-catégorie pleine de Coalg(F), dont les objets sont tous les Th(S)-modeéles. On voit aisément que

Coalg(]—')‘Th(S)
modéle terminal. On le note 7/ 7, (s). Ta catégorie Coalg(F)

est une covariété. D’aprés le théoreme I11.6, la catégorie Coalg(F) admet alors un

| 7h(s)
étant close par sous-coalgebre, on note

h
T/s = (E' a),ouE = h(E)etouh estunique homomor}‘)hi(:r)ne de S dans T/ rp(s). Par construction,
onaS =ops T/s. Fn fait, on a un résultat plus fort. Fn effet, si on note ¢ ’homomorphisme de S dans
T /s, alors lensemble {(e, g(e)) | e € E} est une bisimulation. Par conséquent, ¢ est un homomorphisme
élémentaire, i.e. pour toute formule sans variables ¢ et pour toute € E, S |=. ¢ <= T /s ‘:q(e) ®.

Soit o1 A ... A ¢Yn = @ une formule de Az. Soit ¢ : V' — M une interprétation et soit € un état de
T /s tel que pour tout i, 1 < i < n, T /s =, ¢i. Comme le modéle du ptemier ordre sous-jacent a S
est finiment engendré, alors celui de 7 /s est également, et il existe ¥; et 1 tels que T /s =, @i <=
T/s Ee YietT/s \:L,e ¢ <= T /s Ee 1. Par définition, T /s est un quotient de S et on a vu que

q est un homomorphisme élémentaire. Par conséquent, S = 1); pour tout €' € g (e). Comme S est

terminal pour ¢;, il existe Ozé, Gir OLZ,L"#)_ et 1l existe €’ € & tel que €’ R 1 . o...0R m e et
Wi Wi el s ey

Sp = lal ] lal, 1 Done Sp = [l 1. [al, T, et S |= [l ] [all, 1. On en déduit

que T /s = [ailﬂm] e [a:?:;m]"g[}, etalors T /s Fe 1. Onadonc T /s Ee . O

Sous ces hypotheéses, nous disposons maintenant d’un jeu de tests exhaustif de référence a partir duquel

commencer la procédure de sélection.

2 Dépliage

Nous adaptons ici la méthode de sélection de tests par dépliage des axiomes, définie dans la partie
précédente a partir de spécifications du premier ordre, aux spécifications modales conditionnelles positives.
Comme nous P'avons déja expliqué, cette méthode consiste a partitionner le jeu de tests initial Sp® N Obs,
dont nous avons montré Pexhaustivité a la section précédente, en sous-jeux de tests, a 'aide des axiomes de
la spécification. Comme dans le cadre de la sélection a partir de spécifications équationnelles conditionnelles

positives, le jeu de test initial étant défini de la fagon suivante :

Sp* N Obs = {[a1] ... [am]f(t1,. . ytn) =t| f:81 X ... X8y x5 — 5 € Fys,8 € Syps,
Aly -y Umy b1, T, t € Ty,
Sp Ela1] ... [am]f(t1, ... tn) =t}

diviser cet ensemble revient a diviser chacun des sous-ensembles associé a une opération f donnée, ou f
est ici un attribut, ou observateur de sorte observable. Le sous-jeu de tests exhaustif associé a un attribut est

appelé son domaine.

DEFINTTION VI1.2 — Domaine d’un attribut.
Soit Sp = (X, Ax) une spécification modale conditionnelle positive. Soit f : §1X...X Sy XS — s' € Fy
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un attribut. Le domaine de f, noté T'(Sp),,, est lensemble défini par :

52
T(Sp)‘f = { [aﬂ...[am}f(tl,...,tn) :t‘ Aly ooy Ay b1, oo tp, t € Ty,
Sp =[] [am] (b1, oo t) = 1)

C’est cet ensemble qui va étre partiionné, pour chaque attribut, a 'aide des axiomes qui le spécifient.

EXEMPLE VII.1 — Distributenr automatigue de billets.

Nous prenons ici Pexemple d’un distributeur automatique de billets qui permet a des clients d’accéder
a leur compte bancaire pour y faire des retraits ou pour vérifier leur solde. Le client introduit tout d’abord
sa carte, puis saisit son code (PIN pout Personal Identification Number). St le code entré est bon, le client peut
effectuer une transaction, qui consiste soit a consulter son solde soit a retirer de 'argent liquide. Si le code
saisi est erroné trois fois de suite, la carte n’est pas rendue au client. Sile client demande a effectuer un retrait,
1l saisit un montant qui ne doit pas aller au-dela du seuil autorisé pour ce compte. Si ce seuil est dépassé, le
retrait n’est pas autorisé. Sinon, si le montant demandé est disponible dans la machine, le client recoit Pargent
qu’il a demandgé, et peut récupérer sa carte.

11 est possible d’associer a un distributeur la signature donnée a la page suivante.

types Bool ::= true | false

Nat =012
cotype Etat
ops PIN : Nat — Nat
solde : Nat — Nat

seuil : Nat — Nat

obs carte : Etat — Nat code : Etat — Nat
montant : Etat — Nat essais : Etat — Nat
écran : Etat — Nat montantDAB : Etat — Nat
Carte? : Nat x Etat — Etat Code? : Nat x Etat — Etat
Consulte? : Etat — Etat Retrait? : Etat — Etat
Montant? : Nat x Etat — Etat RendreCarte? : Etat — Etat
Solde! : Etat — Etat MauvaisCode! : Etat — Etat
CarteGardée! : Etat — Etat Billets! : Etat — Etat
PasAssez! : Etat — Etat Seuil! : Etat — Etat

Fn fonction d'un numéro de carte A, le distributeur peut savoir le code de la carte PIN (A), le solde du
compte associé a la carte solde(A) et le montant maximum de retrait autorisé seuil(A).

I2état de la machine est connu au travers de six attributs : carte donne le numéro de la carte insérée il y
en aune, 0 sinon ; code donne le code saisi §’il existe et 0 sinon ; montant donne le montant demandé si un
montant a été entré et 0 sinon ; montantDAB donne le montant total disponible dans la machine ; essais

donne le nombre de codes erronés entrés a la suite depuis qu’une nouvelle carte a été insérée ; écran donne
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I'affichage courant a 'écran, O si rien n’est affiché 1

Comme dans le cadre des systemes de transitions étiquetés a entrées et sorties, 'état du distributeur évolue
grace aux communications entre le client et la machine, qui sont des émissions et des réceptions a travets des
canaux de communication. Afin de garder les notations habituelles, bien que cela n’ait aucune mfluence sur
la sémantique, les noms de méthodes représentant des réceptions seront suivies d’'un point d’interrogation
tandis que les noms de méthodes représentant des émissions seront suivies d’un point d’exclamation.

— Les réceptions, du point de vue du distributeur, sont des actions effectuées par le client : 'insertion
d’une carte dans la machine Carte? ;la saisie d’'un code Code? ;la demande de consultation du solde
d’un compte Consulte? ;la demande de retrait Retrait? ;la saisie d'un montant a retirer Montant? ;
la demande de récupération de la carte RendreCarte?.

— Les émissions sont les actions effectuées par la machine, qui sont principalement des messages au
client, a Pexception de I"émission des billets : Solde! affiche le solde du compte ; MauvaisCode!
dit au client que le code saisi est erroné ; CarteGard ée! signale que la carte a été avalée apres trois
essais infructueux de saisie d’un code ; Billets! donne au client 'argent qu’il a demandé ; PasAssez!
signale que la machine ne dispose pas de suffisamment d’argent pour donner au client le montant qu’il
a demandé ; Seuil! signale au client qu’il n’est pas autotisé a retirer le montant qu’il a demandé car il
dépasse son seuil autorisé.

Une spécification de ce distributeur dans notre formalisme peut alors étre la suivante 2. Ne nous
intéressant qu'au test de systemes dynamiques, nous ne donnons ici que les axiomes spécifiant les attributs
et les méthodes. Nous supposons que les fonctions sur les données ont été spécifiées séparément.

e carte = 0 = [Carte?A] carte = A

o carte = ANA# 0= [Carte?C] carte = A

e [RendreCarte?] carte = 0

e [CarteGardée!] carte =0

e [Carte?A] carte = A = [Carte?A] code =0

e code =0 = [Code?c|] code = ¢

o code =c/Nc# 0= [Code?d| code=c

¢ [RendreCarte?] code = 0

e code # PIN (carte) = [MauvaisCode!] code =0

e [CarteGardée!] code =0

e [Retrait?] montant =0

e [CarteGardée!] montant =0

o [Carte?A] carte = A = [Carte?A] montant =0

e montant = 0 A code = PIN (carte) = [Montant?M] montant = M

e montant = M N M # 0 = [Montant?N| montant = M

e [RendreCarte?] montant = 0

e montant < seuil(A) A montant < montantDAB = [Billets!] montant = 0

e montant < seuil(A) A montant > montantDAB = [PasAssez!] montant = 0

'Toécran est trés simplifié ici, puisqu’il ne peut affichet qu’un entier. T utilisation de chaines de caractéres n’aurait fait qualourdir
inutilement P'exemple.
’Pour ne pas rendre la spécification trop lourde, les fonctions booléennes sont utilisées comme des prédicats. De fagon évidente,

une formule de la forme ¢ # 0 devrait étre écrite (¢ # 0) = true.
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montant > seuil(A) = [Seuwil!] montant =0
montant < seuil(A) A montant < montantDAB
= [Billets!] montantDAB = montantDAB — montant
[Carte?A] carte = A = [Carte?A] essais =0
code # PIN (carte) = [MauvaisCode!] essais = essais +1
essais > 2 = [CarteGardée!] essais =0

e [RendreCarte?] essais = 0

e [Carte?A] carte = A = [Carte?A] écran =0

e [Retrait?] écran =0

e code = PIN (carte) = [Consulte?][Solde!] écran = solde(carte)

Les axiomes de la spécification donne, pour chaque attribut, les actions qui le modifient. De facon a ce
que la spécification ne soit pas trop lourde, nous ne faisons pas figurer les axiomes exprimant le fait que
certaines actions ne modifient pas un attribut. Dans le cas de lattribut montant par exemple, les axiomes
suivants devraient apparaitre dans la spécification :

e montant = M = [Code?c| montant = M

e montant = M = [MauvaisCode!| montant = M

e montant = M = [Consulte?] montant = M

e montant = M = [Solde!| montant = M O

Comme nous l'avons déja vu lors de la présentation du dépliage dans le cadre des spécifications
conditionnelles positives, partitionner ce jeu de tests revient en fait a partitionner 'ensemble des substitutions
closes qui, appliquées a l'objectif de test [a1] ... [am|f(z1,...,2n) = Yy, forment le domaine de lattribut
f. Cependant, l'interprétation d’un terme construit sur un attribut dépendant de Iétat du systéme, une
substitution close ne caractérise pas a elle seule un test, I'état ayant son role a jouer. Un cas de test sera
caractérisé également par un chemin, menant a un état dans lequel l'objectif de test, clos par la substitution,
est vérifié. Découper le jeu de tests initial revient alors a découper 'ensemble des substitutions closes mais
également ensemble des états du systeme, selon P'instance sans variables de 'objectif de test qu’ils valident.

Par exemple, le domaine de P'attribut €cran est le jeu de tests
{lo(a1)]...[o(am)] écran = o(n) | o : V — T, Sp |= [o(an)] ... [0(am)] écran = o(n)}

C’est 'ensemble des suites d’actions @ . . . iy, également appelées chemins ou traces, et des substitutions
closes 0, telles que I'équation sans variables écran = o(n) soit validée dans Iétat atteint par Iinstance
o(a1)...0(am) de ce chemin, si un tel état existe. Chaque instance sans variables de I’équation peut étre
validée en plusieurs états, accessibles par différents chemins. Tester 'attribut écran revient alors a chercher
les couples composés d’un chemin et d’une substitution close tels que les états atteints par le chemin valident
I'équation a laquelle a été appliquée la substitution.

Les axiomes spécifiant Pattribut €cran sont les trois detniers axiomes de la spécification donnée plus
haut. Ils nous permettent de dériver les jeux de tests suivants :

— le jeu de tests cotrespondant a la substitution o1 : n + 0 et au chemin Carte? Ay,

{[Carte?Ag] écran =0 | [Carte?Ao] carte = Ap}
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— le jeu de tests correspondant a la substitution o3 : n +— 0 et au chemin Retrait?,
{[Retrait?] écran =0}
— lejeude tests correspondant a la substitution 03 : n > solde(carte) et au chemin Consulte? Solde!,

{[Consulte?]|[Solde!] écran = solde(carte) | code = PIN (carte)}

Nous ne considérons pas, dans cet exemple, les autres axiomes spécifiant Pattribut €écran, ces axiomes
exprimant le fait que les autres méthodes n’ont pas d’influence sur la composante de ’état représentée par
cet attribut.

On voit alors qu’un jeu de tests est caractérisé non seulement par une subtitution et un chemin, mais
également par une autre contrainte sous forme d’un ensemble de formules, provenant, comme on le verra
par la suite de facon rigoureuse, des prémisses de I'axiome a partir duquel a été dérivé le jeu de tests. Ce
triplet formé d’un ensemble de contraintes, d’'une substitution et d'un chemin caractérise ce qu’on appelle

un jeu de tests contraint.

DEFINITION VIL.3 — Jew de tests contraint.

Soit Sp = (X, Az) une spécification modale conditionnelle positive. Soit f : $1X...X s, Xs — 8 € Fj
un attribut et T1,...,Zp,y € V. Soit C un ensemble de formules modales appelées X-contraintes, soit
o : V. — Tx(V) une substitution, et soit A = @ ...y, une suite de termes de sorte non-observable
appelée trace.

Le jeu de tests pour f contraint parC, o et A, noté T(C,a, A),f> est lensemble de formules sans variables défini
pat:

Tieoars = ] oo (@) (o (@mDplo (@1, - 2m)) = p(o(®)) |

P)/la"'afyquEap:V_)Tza

Ve € C,Sp = [ml.--[vle(c)}
Le couple ((C,0,A), [a] ... [am]f(21, ..., Tn) = y) est appelé objectif de test contraint.

Tl est a noter que le domaine d’un attribut f peut étre vu comme un jeu de tests contraint par I'unique

contrainte [a1] . .. ] f(21,. .., Zn) = Y, la substitution identité et un chemin vide 3,

T(Sp)|; = T({[ar]-fm]f (@1,mn)=y}1d, ). f

De la méme maniére que dans le cadre du premier ordre, les trois jeux de tests donnés plus haut peuvent
etre déduits des différents arbres de preuve permettant de prouver 'objectif de test. Chaque arbre sera en
fait la preuve d’une instance de 'objectif de test, c’est-a-dite, dans notre cadre, d’'une formule sans variables
de la forme [a1]...[am] écran = t. On aura ainsi prouvé qu’il existe un chemin menant a un état dans
lequel la formule sans variables écran = t est vérifiée.

TLa premiére instance de 'objectif de test peut étre prouvée a partir de l'axiome [Carte?A] carte =

A = [Carte?A] écran = 0 de la maniére suivante :

>On note _ la trace vide et _._la concaténation de deux traces.
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Ax
[Carte?A] carte = A = [Carte?A] écran =0 Sub
ubs

[Carte?Ag] carte = Ay = [Carte?Ag] écran =0 [Carte?Ag] carte = Ay

[Carte?Ag] écran =0

MP

La substitution vient de I'unification de T'objectif de test avec la conclusion de I'axiome, le chemin est la
partie de la conclusion de 'axiome qui n’a pas pu étre unifiée et ensemble de contraintes est 'ensemble des
lemmes intermédiaires qu’il reste a prouver pour compléter 'arbre de preuve. Autrement dit, il est possible
d’atteindre un état qui valide écran = 0 par un chemin constitué de 'unique transition Carte?Ag si I’état
courant valide la formule [Carte? Ag] carte = Ag. Le deuxiéme jeu de tests est associé a Parbre de preuve

trivial suivant :

Ax

[Retrait?] écran =0
Tl est donc possible en tout état d’atteindre un état dans lequel écran = 0 si Paction Retrait? est possible.
Ce jeu de tests ne pourra plus étre déplié avec les axiomes dont on dispose. Le troisieme jeu de tests est

dérivé de I'arbre de preuve suivant :

Ax
code = PIN (carte) = [Consulte?]|[Solde!] écran = solde(carte) code = PIN (carte) MP

[Consulte?][Solde!] écran = solde(carte)

Si dans Pétat courant, code = PIN (carte), alors aprés avoir effectué les actions Consulte? puis Solde!,
écran = solde(carte) est vérifié.

Le premier et le troisiéme jeu de tests faisant apparaitre des contraintes, il est possible de les déplier de
nouveau, de facon a essayer de compléter I'atbre de preuve cortespondant. En dépliant le premier jeu de
tests par rapport au premier axiome de la spécification carte = 0 = [Carte? A] carte = A, on obtient le
jeu de tests sutvant :

{[Carte?Ag] écran =0 | carte = 0}

L’arbre de preuve de la contrainte [Carte? Ag] carte = Ay est celui-ci :

Ax

Subs
carte = 0 = [Carte?Ag] carte = Ay carte =

[Carte?Ag| carte = Ay

carte = 0 = [Carte?A] carte = A

On voit alors quon a complété 'arbre de preuve associé au premier jeu de tests :

Ax
carte=0 = [Carte?A] carte=A
Ax Subs
[Carte?A] carte=A = [Carte?A] écran=0 Sub carte=0 = [Carte?Ag] carte=Ag carte=0
ubs
[Carte?Ag] carte=Ag = [Carte? Ag] écran=0 [Carte?Ag] carte=Ag

MP

[Carte?Ag] €écran=0
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On remarque que ce nouveau dépliage fait apparaitre la contrainte carte = 0 mais ne modifie nile chemin ni
la substitution. e chemin n’est pas modifié puisque la contrainte [ Carte? Ag] carte = Ag a pu étre unifiée
avec la conclusion compléete de Paxiome. Cet axiome étant le seul avec lequel la contrainte peut s’unifier,
la deuxiéme étape de dépliage pour ce jeu de tests est terminée. Il est bien sur possible de procéder a un
troisieme dépliage, la contrainte carte = 0 s’unifiant avec deux axiomes de la spécification.

Une deuxieme étape de dépliage pour le troisieme jeu de tests donne les deux jeux de tests sutvants :

— le jeu de tests correspondant a l'unification de la contrainte code = PIN (carte) avec I'axiome

code = 0 = [Code?c| code = ¢

{[Code? PIN (carte)|[ Consulte?][Solde!] écran = solde(carte) | code =0}
— le jeu de tests correspondant a 'unification avec I'axiome code = ¢ A ¢ # 0 = [Code?d] code = ¢

{[Code?dy]|[Consulte?][Solde!] écran = solde(carte)| code = PIN (carte), PIN (carte) # 0}

Larbre de preuve associé au dépliage de la contrainte a 'aide du premier axiome est le suivant :

Ax
code = 0 = [Code?c| code = ¢ :

Subs ———

code = 0 = [Code? PIN (carte)] code = PIN (carte) code =0

[Code? PIN (carte)] code = PIN (carte)

MP

ce qui donne 'arbre de preuve suivant, associé aux deux dépliages consécutifs :

Ax

code=PIN (carte) = [Consulte?]|[Solde!] écran=solde(carte) N
ec

[Code? PIN (carte)] code=PIN (carte) = [Code? PIN (carte)][Consulte?][Solde!] €écran=solde(carte) SAjq

MP

[Code? PIN (carte)][Consulte?][Solde!] écran=solde(carte)

ou SA; estlatbre précédent. On remarque qu’il faut appliquer la régle de nécessitation pour pouvoir allonger
le chemin au fur et 2 mesure des dépliages successifs.

L’arbre de preuve de la contrainte code = PIN (carte), associé au deuxiéme jeu de tests obtenu, est le

sutvant :
Ax
code=c N\ ¢#0 = [Code?d] code=c
Subs
code=PIN (carte) N PIN(carte)#0 = [Code?dg] code=PIN (carte) code=PIN (carte)
PIN (carte)#0 = [Code?dy] code=PIN (carte) PIN (carte)#0

MP

[Code?dy] code=PIN (carte)

Lrarbre de preuve complet apres les deux dépliages consécutifs est alors le suivant :

Ax

code=PIN (carte) = [Consulte?]|[Solde!] écran=solde(carte)

Nec

[Code?dg] code=PIN (carte) = [Code?dy][Consulte?][Solde!] écran=solde(carte) SAg MP

[Code?dg][Consulte?][Solde!] €écran=solde(carte)
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ou SAg est atbre précédent.

On constate ici que, comme dans le cadre du premier ordre, les différents arbres de preuve associés
aux jeux de tests construits respectent une certaine structure. On trouve aux feuilles les instances d’axiomes,
puis les instances de la regle de substitution, suivies de celles de la régle de nécessitation, pour finir par les
mstances de la régle de modus ponens. La procédure de dépliage va alors consister a construire, étape par
étape, des arbres ayant cette structure, pour en dériver les jeux de tests.

Fn termes d’algorithme, la procédure prend alors en entrée :

— une spécification modale conditionnelle positive Sp = (2, Az) ;

— unattribut f : 81 X ... X 8, X 8 = 8 € F ;

— un ensemble ¥ de triplets (C, o, A) ou C est un ensemble de X-contraintes, 0 est une substitution

des variables et A est une trace.

Tes jeux de tests pour les attributs sont prolongés aux ensembles de triplets ¥ de la facon suivante :

Top= |J Ticoas
(Cyo,A)eT

Le premier ensemble ¥ contient Punique triplet, composé d’un ensemble de contraintes, d’une substitution

et d'une trace, associé a I'objectif de test contraint initial :

Uy = {({f(-fl, e 'axn) = y}vldvf)}

Intuitivement, le principe de la procédure est de chercher a unifier une des contraintes a la conclusion d'un
axiome de la spécification, plus exactement a une partie de la conclusion de cet axiome. S1 on dispose d'un
axiome de la forme @1 A ... A @ = [11] ... [1p]u = v, et d’une contrainte [51] ... [Bk]t = r, on cherche
a unifier la contrainte avec la pattie [Yp—k+1] - - . [Yp]u = v de la conclusion de 'axiome, c’est-a-dire avec la
formule constituée des k derniéres modalités et de 'équation. On construit alors le jeu de tests correspondant
en ajoutant 1, ..., P, a ensemble de contraintes, en allongeant le chemin des termes 7y1 ... Yp_g, et en
composant la substitution ayant permis 'unification avec la substitution existante. Fn effet, si la contrainte
a pu étre unifiée avec la partie de I'axiome correspondante, il existe une preuve de la contrainte, précédée du

chemin 71 ... 7Yy, 2 partir de 'axiome et des preuves de chacune des prémisses de I'axiome.

Ax
CIA .. Npm =[] [plu=v Subs
a(p1) A ANalpm) = [o(n)]. .. [o(p)]o(u) = o(v) 7(1) 1p
a(p2) Ao Nolpm) = [o(n)]. .. [o(p)]o(u) = o(v)

: MP

MP

o(pm) = [o(m)] ... [o(p)lo(u) = o(v) 7($m) 1o
[o(y)]-- - [o(w)lo(u) = o (v)
La conclusion [0(71)] ... [0(7p)]o(u) = o(v) est bien égale a I'instance sans vatiables de la contrainte

précédée du chemin ¥y ...y, g clos:

[o(y)] - o (p-i)le(p-k41)] - - [o(p)lo(t) = o(r)
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La procédure de dépliage s’exprime alots au travers des deux regles suivantes :

T UA{(CU{[B].

LBt =71}, 0, A)}

Réduction

U {(o(

v

o(t)=o(r
C),oc00',A)} Q (r)

u{(Cu{g}, 0", A")}

Dépliage
v

U {(C'"Uc, 000", A.A")}

(e,0,A)EDep(o)

ou Dep(¢) pour ¢ = [B1] ... [Bk]t = r est lensemble défini par :

{ ( { o)+ [o(p)lo(tlvl) = o(r), } |
U(Wl)""vo(som) ’

~— q
—
3
=
€
~

——

{ ({ [o(y)] - [o(w)lo(t) =
0-(301)’ s 70—(§0m

et pour tout (¢, 0, A) € Dep(¢), 'ensemble de

les contraintes sont précédées du chemin o(A) :

¢ ={lo(n)]-

o, o(m)... a(’ypk)>

P> kL1 <1<k 0(B) = o(Yp_r)+1)
(Algigm pi =[] [wlg(v,. .. vn) =v € Az

ou

Algigm i =[] [wplv=g(v1,...,vn) € Aa;)

V

P> kL1 <1<k 0(B) = o(Vp_r)+1)
(Algigm @i = [n]. . [wlg(vr,....vn) =v € Az

ou

Nicicm i = [l [wplv=g(v1,...,v,) € Am) )

contraintes C' est ensemble de contraintes C dont toutes

lo(-w)lo(e) [e € C}

La regle de réduction permet d’éliminer les tautologies des ensembles de contraintes, quine sont d’aucune

utilité pour le test. I.a regle de dépliage cherche a unifier un sous-terme d’un des deux termes apparaissant

dans I’équation d’une contrainte, ainsi que les modalités qui précédent cette équation, avec la partie corres-

pondante de la conclusion d’un axiome de la spécification. St I'unification est possible avec un axiome, les

prémisses de cet axiome sont ajoutées a 'ensemble des contraintes du jeu de tests courant (ainsi qu'un lemme
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intermédiaire permettant de mener la preuve), le chemin correspondant a la partie des modalités qui n’a pas
pu étre unifiée est ajouté en téte du chemin courant, et la substitution qui permet I'unification est composée
avec la substitution courante. Par exemple, si un sous-terme de ¢ a pu étre unifié avec le membre gauche de

la conclusion d’un axiome, I'atbre suivant est la preuve de [po(v1)] . .. [po(yp)]po(t) = po(r).

Ax
O1AApm =11 [plg(v1 e vn) =

Subs
a(p1)A. Ao (em)=[o(11)]...[o(vp)lo(g(vis-..;vn)) =0 (v)

Cong

a(p1)A-Ao(pm)=[o ()] [o(vp)lo(tlg(vi,.vn)]w) =0 (t[v]w) o (1) MP

o(p2)A Ao (pm)=[o (V)] [o(vp)lo(t[g(vi,...vn)]w) =0 (t[v]w)

MP
o(pm)=[o(n1)]--[o(yp)]o(tg(v1,-vn)|w) =0 (t[v]w) o(pm

Y1 [o(yD)].[o(vp)]o(t[g(v1,-svn)]w) =0 (tv]w) :
Trans —
lo(m1)]---[o(vp)lo(t)=0(t[v]w) Yo

[o(y1)]-[o(vp)]o (t)=0(r)

~

MP

Trans

ou 91 est la formule [o(y1)]...[0(p)lo(t) = o(tlg(vi,...,vn)lw) et 2 est la formule
o). [ () (Eol.) = o (r).

Onécrit (U, f) Fp (', f) si U’ a puétre dérivé de U en appliquant la régle Réduction ou Dépliage. T.a
procédure de dépliage prend donc en entrée une spécification modale conditionnelle positive et un attribut f,

et applique successivement les regles Réduction et Dépliage pour produire la suite de dérivations suivante :

(To, £) Fp (U1, f) Fp (T2, f) ...

Nous prouvons maintenant les deux propriétés qui assurent la pertinence de la méthode de dépliage
pour des spécifications modales conditionnelles positives, la correction et la complétude. Nous posons de
nouveau lhypothese selon laquelle toutes les vatiables utilisées sont différentes : pour tout ¥ résultant de la
procédure de dépliage, pour tout (C, 0, A) € ¥, pour toute contrainte ¢ € C et pour tout axiome ¢ € Az,
Var(c) N Var(y) = 0.1.e renommage des variables apparaissant dans les contraintes a chaque étape assure

le respect de cette condition.
THROREME VIL.2. 57 (¥, f) bp (¥, f), alors Ty § = Ty 1.

Preuve.
(Correction) Montrons que si (U, f) Fp (U, f), alors Ty y C Ty 5.

Sila regle appliquée est Réduction, c’est trivial. S’1l s’agit de la régle de Dépliage, par définition, on doit
montrer que pour tout (¢, o, A) € Dep(¢), ou ¢ est la formule [B1] ... [B|t =,

T eooot,a.01 € T(cuighor,A

On doit alors montrer que pour chaque substitution close p : V. — T telle que Sp |= p(§') pour tout
¢ eo(C')Uec,ilexiste p : V — T telle que Sp = [p'(71)] - - [p'(p—k)]p' (&) pour tout & € CU{¢}.
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Sans perte de généralité, on suppose que pour tout ¢ = [B1]...[Bk]t = r € C, chaque c tel que
(c,0,A) € Dep(¢) est dela forme :

{loln)]-.-lo(w)la(tvle) = a(r),o(e1),- -, 0(pm)}

avec t), = g(v1,...,vn) et Nicicrn i = (1] [1plg(vi, . oyvn) = v € Az Soit p 1 V. = T,
une substitution close telle que Sp = p(¢'), pour tout £ € C' Ue, Cest-a-dire, en particulier, Sp =
p(lo(n)] . [o ()l (tnle) = o(r)) et Sp = po (), pour touti, 1 < i < m.

On a alors Parbre de preuve suivant, dans lequel on note po la composition p o 7.

Ax

Ne . Npm, V1 yeneyUn )=
P1 om=>[11]...[1plg(v1 ) Subs

po (1) A...Apa (om)=[pa(y1)]-..[po (vp)]po (g(v1s....vn) ) =pa (v)

Cong
P po(1)A..Apa (om)=[pa(y1)]...loo (vp)]po (tlg(vi,....vn)lw)=po(tv]w)  po(e1)
po(@2) /... \po(pm)=>[po (y1)].--[po (vp)]po (t[g(v1,-...,vn)]w)=po (t[v]w)
MP
po (om)=lpa(v1)]--[po (vp)lpo (tlg(v1,...vn)]w) =po (tv]w) po(em) MP
SA [po(y1)]---[po (vp)]po (tlg(v1,-...vn)]w)=po (t[v]w) :
Trans —
[po(m1)]-..[po (vp)]po(t)=po (t[v]w) Y2

Trans

[pa(v1)]...[po (vp)]po (t)=pa(r)
ou SA est le sous-arbre suivant :

o(t,) =o(g(vi,...,vm))
po(t) = po(g(vi,...,vp))

Subs

Cong
po(t) = po(tig(vi,...,vn)w)

[oa(y1)] - - [po (p)lpo (t) = po(tlg(vis. .., vn)lw)

Nec

De plus, comme pour tout [, 1 <1 < k,ona () = U('y(p,k)ﬂ), alots po(f)) = pa(’y(p,k)ﬂ), etla
conclusion [po(71)] ... [po(vp)]po(t) = po(r) de Iarbre de preuve est égale a :

[po(71)] - - [po (vp—1)llpo(B1)] - . - [po (Bk)]po (t) = po(r)

(Complétude) Montrons que si (¥, f) Fp (V' f), alots Ty, ¢ C Ty 5.

Par définition de la regle Dépliage, on doit montrer que

T(C U{¢}VUI7A’)7J£ g U T(CI UC,O’OO”,A.A’)
(c,o0,A)EDep(¢)

On doit alors montrer que pour chaque substitution close p : V. — T% telle que Sp F
p(71)] .- [p(vp—k)]p(§) pour tout & € CU{¢p}, il existe (¢, 0, A) € Dep(¢) tel qu'il existe p' : V' — T,
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telle que Sp F p'(¢') pour tout & € C'Uc. En dautres termes, on doit prouver que chaque
p(y)] - [p(vp—i)]p(&) oup : V = Ty, £ € CU{p} et y1,..., %k € T, ou s € T, peut étre
déduit de la spécification Sp s’il existe (¢, 0, A) € Dep(¢) et p' : V. — Tk, tels que Sp F p'(£') pour tout
¢ el Ue
Remarquons tout d’abord que la procédure de dépliage définit une stratégie qui limite I'espace de
recherche d’arbres de preuve a une classe d’arbres ayant une certaine structure. La procédure de dépliage
définit une stratégie de recherche de preuve qui sélectionne des arbres de preuve tels que :
— aucune instance de la régle de transitivité n’apparait au-dessus d’instances des régles de congruence,
de nécessitation, de substitution et de modus ponens ;
— aucuneinstance dela régle de modus ponens n’apparait au-dessus d’instances des régles de congruence,
de nécessitation et de substitution ;
— aucune instance des régles de congruence et de nécessitation n’apparaissent au-dessus d’instances de
la regle de substitution.
On doit alors montrer qu’il existe un atbre de preuve de conclusion [p(71)] - .. [p(p—k)]p(&) tespectant
cette structure. On va en fait montrer un résultat plus fort : on va définir des transformations élémentaires
d’atbres de preuve, qui permettent de réécrire des combinaisons élémentaires de regles d’inférence, nous
allons ensuite montrer que la transformation globale résultante termine. On donne ici quelques exemples de
ces transformations élémentaires. I es autres combinaisons de regles suivent des transformations similaires.

I.e cas ou une instance du modus-ponens se trouve au-dessus d’une instance de la regle de nécessitation :

Neinb=90 Neoi=¢ N eing = Nei=v

isn isn MP isn Nec isn Nec
Nei=¢ N\ [adei A el = [alg N lele: = [aly
i<n Nec -~ i<n i<n MP
Nlalgi = [ale Nlalgi = [l
i<n i<n

Le cas ou une instance de la regle de nécessitation se trouve au-dessus d’une instance de la regle de

substitution :
Nei=e Nei=e
isn Nec isn Subs
Nl = [a]e N\ olei) = olp)
isn Subs ~ 1sn Nec
/\[U(a)}a(wi) = [o(a)lo(p) _/\[0(04)}0(%) = [o(a)]o(y)

Ie cas ou une instance de la régle de monotonie se trouve au-dessus d’une instance de la regle de

/\%j@ /\<Pi=><P

i<n i<n

nécessttation :

——————Mon N

AwAwiwoo Am%imwec

isn Nec ~ isn Mono
N ldgi Ay = [ale N lalgi Ay = [alp

i<n i<n



134 VII Sélection a partir de spécifications modales conditionnelles positives

Le cas ou une instance de la régle de modus ponens apparait au-dessus d'une instance de la régle de

monotonie :
Neinv=0 Neoi=v¢ Neinv=0 Noi=1
i<n i<n MP i<n i<n Mono
Nei=e XA Neiny=oxn N\ gi=v
isn Mono  ~~ isn i<n MP
XA N\ ei=o XA N ei=o
i<n i<n

Considérons 'ordre bien-fondé sutvant sur les instances de regles d’inférence :
Sym ~ Subs = Cong ~ Nec = Mono = MP > Trans

11 est alors facile de voir que ces régles de transformation vérifient la condition 1 de 'annexe B. D’apres le

théoreme B.1, la transformation globale induite est donc fortement normalisante.

Puisque par hypothese, Sp = ['(v)]-.-[0'(p-i)lle'(BL)] - - [0 (Be)lP'(t) = p'(r), on
[B1] ... [Be]t = v € C, comme [p'(1)]...[0"(vp—s)]lP'(B1)] . .. [p'(Br)]p'(£) = p'(r) nest pas une
tautologie, il existe nécessairement un axiome /\i<m a; = [ml... [wlg(vi,...,v,) = v, une po-
sition w dans p'(t) ou p'(r) et une substitution close p telle que p'(t )‘w = p'(g(v1,...,v,)) ou
P'(r), = p'(g(vi,...,vn)), et telle que p'(B1) = p'(Vp—k)+1) pour tout I, 1 < I < k. La sub-
stitution p’ est alors un unificateur de t|, ou 1|, et de g(v1, ..., ,Un), et de chaque [ et Vp—k)+1- 1

existe donc un arbre de preuve résultant de la transformation globale définie plus haut, de conclusion

[PI(’YI)] . [PI(’Yp—k)][PI(ﬁl)] e [p'(ﬁk)]p'(t) = ,0'(7‘), et de la forme :

Ax
P1AAem=>[11].. [plg(v1,..vn) =0 Subs
P ()N AP (om)=1p" (1)) [0 (vp)] " (g (V1. 0n))=p" (V)

Cong

P (@) AP (om) = [ (71)]--[0" (vp) 1P (8) =" (t[v]w) P (1) P
P (p2) A AP (om)=[p" (7). [0 ()] () =p' (t[v]w)
MP
P’ (em)=p" (v1)]--[p" (vp)]P' () =p' (t[v]w) p'(om)

(0" (v1)]-- 10" (vp)]P" () =p" (t[v]w)

[’ (y1)]---[e" () 1" (8)=p' (1)

outp = [p'(7)]- .. [p'(w)]p (t[v]w) = p'(r). O

Trans




CHAPITRE VIII

Sélection a partir de spécifications modales sans quantificateurs

I’adaptation du cadre de sélection de tests aux spécifications modales conditionnelles positives ne
constitue qu’une étape vers la généralisation aux spécifications modales telles que permet de les exprimer
la logique sous-jacente au langage de spécifications COCASI.. Nous présentons alors dans ce chapitre la
généralisation a la fois des résultats d’exhaustivité et de la procédure de dépliage a des spécifications
modales du premier ordre sans quantificateurs. En ce qui concerne la procédure de dépliage cependant,
cette généralisation est plus proche de la procédure généralisée aux spécifications du premier ordre sans
quantificateurs que de celle présentée au chapitre précédent. En effet, la forme générale des formules, une
fois transformées en séquents et normalisées de la facon que nous verrons, est similaire a celle des séquents
normalisés manipulés dans le cadre du premier ordre sans quantificateurs. Etendre simplement la procédure
définie pour les spécifications modales conditionnelles positives aurait été de fait trop restrictif, la forme de
ces formules étant tres particuliere et induisant un type de dépliage spécifique.

De nouveau, la complétude du calcul des séquents n’ayant pas été montrée, nous montrons I'exhaustivité
de Tensemble des conséquences sémantiques observables de la spécification mais nous procédons a la

sélection a partir de 'ensemble des théoremes observables, celui-ci étant inclus dans le jeu de tests exhaustif.

1 Normalisation des séquents

Afin de manipuler des formules aussi simples que possibles au cours de la procédure de dépliage, nous
allons de nouveau tirer avantage du fait que les régles associées aux connecteurs booléens dans le calcul des
séquents sont inversibles. Cela permet en effet de définir un processus qui transforme tout séquent en un
séquent normalisé. Dans le cadre de la logique du premier ordre sans quantificateurs, nous avions défini un
séquent normalisé comme étant un séquent dans lequel toute formule est atomique, c’est-a-dire de la forme
r(t1,...,ts) avec r un prédicat et t1, . .., t, des termes du premier ordre. Il était possible de transformer
tout séquent en un séquent de cette forme car toutes les regles associées aux connecteurs booléens pouvatent
«descendre» dans I'arbre de preuve en-dessous de toutes les autres regles, ce qui permettaient de laisser pour
la fin de la preuve I'application de ces regles, et donc de ne travailler qu’avec des séquents normalisés.

Tci cependant, la regle de nécessitation complique le processus de normalisation des séquents. Fn effet,

cette regle n’est pas inversible, il n’est donc pas envisageable de chercher a I’éliminer de la procédure de
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dépliage comme les regles booléennes. Mais, contrairement aux régles de substitution et de coupure, elle
ne remonte sur aucune des regles associées aux connecteurs booléens. Tout au plus annule-t-elle la regle
associée a la négation. La notion de séquent normalisé doit alots étre modifiée de fagon a prendte en compte

le fait que la nécessitation peut étre appliquée apres Iintroduction de connecteurs booléens.

DEFINITION VIIT — Séguent normalisé.

Un séquent normalisé est un séquent I' |~ A tel que pour toute formule ¢ € I' U A, ¢ est de la forme
o1...apY ou ai, ..., 0y sont des modalités et ¢ est une formule modale sans quantificateurs qui ne

commence pas par une modalité.

Dans une formule d’un séquent normalisé, la formule apparaissant derriere les modalités doit avoir
pout opérateur de téte un connecteur booléen, mais peut étre de n'importe quelle forme. Par exemple
~ [t] (ux) (¢ = [w*]1)) est un séquent normalisé. 11 est alors possible de transformer tout séquent en une
famille de séquents normalisés, en éliminant tous les connecteurs booléens qui ne sont pas sous la portée

d’une modalité. On donne ci-dessous I'exemple de la normalisation du séquent r [t] (u*) (@ = [wx]y) =
—{t, ulle Vwle V(e A=),

[t] (ux)(p=[w]p), ¥ b

—-droit

[t] (ux) (p=[wH]Y) o, =9 .

A-droit

[t] (ux) (= w*]),[{t,u}]p . [t] (ux)(p=[wx]) b [wle  [t] (ux)(p=>[wk]) ~ A .
—-droit V-droit

[t] (ux) (p=[wx]yp) b —[{t,u}l]p [t] (ux) (p=[wx]y) ~ [wleV(eA—y) )
V-droit

[t] (ux) (p=[wH]y) b ~[{t,u}]eVw]eV(eA—p) )
=-droit

t (1] (ux) (o= [wx]y) == [{tu}]eV[wleV (A=)

On obtient alors la famille de séquents normalisés suivante :

{[t] (ux) (0 = [wsleh), {t, ullo b, [t] (ux) (0 = [wH]y) v [wle, [E] (ux) (0 = [wrli), 3 ~ o}

De facon a s’assurer que cette transformation des séquents n’affectera pas la procédure de dépliage, il
faut montrer que toute preuve peut étre menée en deux temps : ne manipuler que des séquents normalisés
d’abord, puis ne consister qu’en Papplication des régles booléennes ensuite. Chercher la preuve d’un séquent
quelconque ou les preuves des séquents normalisés qui lui sont équivalents reviendra alors au méme. Nous
allons en fait montrer que tout arbre de preuve peut étre transformé en un arbre de méme conclusion
et de mémes feuilles dans lequel les instances de reégles associées aux connecteurs booléens se trouvent
soit en-dessous des instances de la régle de coupure, soit au méme niveau que les instances de la régle de

nécessitation. Schématiquement, un tel arbre admet la forme sutvante :
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Ax Taut
Subs
Bool Nec
Cut
Bool

11 faut pour cela poser la méme hypothése que dans le cadre de la logique du premier ordre : les axiomes de
la spécification introduits par la régle Ax et les tautologies doivent étre sous la forme de séquents normalisés.
De cette facon, il ne sera manipulé que des séquents normalisés en haut de 'arbre de preuve.

La transformation d’un séquent quelconque en une famille de séquents normalisés s’opere par une suite
de transformations élémentaires d’arbres de preuve qui termine (voir annexe B), dont nous allons donner
quelques exemples. Les régles de transformation faisant remonter la coupure et la substitution ayant déja été
données au chapitre VI, nous ne présentons ici que les regles faisant intervenir la nécessitation. Tout d’abotd,

la regle de substitution remonte sur la regle de nécessitation de la facon suivante :

kA ThA
——  Nec ———Subs
preEa T L oD rod)
(o Olo(T) ~ (b)) (a) (e Wlo(T) ~ r(t)r(a)

I.a regle de transformation qui permet de faire remonter la regle de nécessitation sur la regle de coupure est

la suivante :

L'rp, A Fla@‘NAl L'hp, A Pla@‘NAl
Cut Nec Nec
LURAN o TR MelA T e~ A
[T, [EIT" b~ [1A, [1]1A T, [ET"  [H1A, [1]A

Celles qui apparaissent en-dessous, si elles sont au-dessus de la régle de coupure, descendent, et se retrouvent
ainsi toutes sous la régle de coupure. L’arbre de preuve final a bien alots la forme voulue, donnée ci-dessus.
Plus formellement, toutes les regles de transformations élémentaires vérifient la condition 1 donnée dans

I'annexe B, pour I'ordre bien-fondé suivant sur les instances de régles d’inférence :
Ax ~ Taut = Subs >~ Bool ~ Nec >~ Cut

Par conséquent, d’apres le théoreme B.1, la transformation globale induite est donc fortement normalisante.
Tout arbre de preuve pouvant prendre la forme voulue, raisonner sur des séquents normalisés ne restreint
pas les capacités d’application de la procédure de dépliage que nous allons présenter par la suite. Nous ne

considérerons donc dorénavant que des séquents normalisés.
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EXBEMPLE VIIL.1 — Listes infinies.

On transforme la spécification des listes infinies donnée a I'exemple 111.19 en séquents normalisés.
Chacun des axiomes étant une équivalence, on obtient deux formules, une pour chaque implication. Ensuite,
chaque implication est transformée de facon triviale en séquent normalisé grice 2 la régle =-droit.

1. téte =n |~ [impair] téte = n
[impair| téte = n |~ téte =n
impair][queuelp |~ [queue][queue][impair]p
queue][queue][impair]e r~ [impair]|queue]p
pair]e |~ [queue][impair]p

2
3
4.
5
6. [queue][impair|p |~ [pair]e

[
[
[
[

2 Exhaustivité

Tl s’agit ict de définir la notion d’observabilité dans le cadre du test a partir de spécifications modales sans
quantificateurs, afin de préciser le jeu de tests dont doit étre montrée I'exhaustivité. Ici, comme dans le cadre
du test a partir de spécifications du premier ordre sans quantificateurs, sont considérées comme observables
toutes les formules sans vatiables, quelle que soit leur forme. Il nous faut alors montrer que 'ensemble des
conséquences sémantiques sans variables de la spécification est un jeu de tests exhaustif. Contrairement au
chapitre précédent, mais de la méme maniére que dans le cadre du premier ordre au chapitre VI, aucune
hypotheése forte sut le systéme sous test n’est nécessaite pour obtenit 'exhaustivité du jeu de tests Sp°® N Obs.
ILa seule resttiction porte sur le modele associé aux données, qui doit étre finiment engendté. Cette restriction
est mineure, cette propriété étant vérifiée la plupart du temps. FEn effet, il est naturel de considérer que les
valeurs manipulées par le systéme sous test peuvent étre dénotées par un terme clos construit sur la signature

du systeme.

THREORBEME VIIL1. Soient Sp = (3, Ax) une spécification modale sans quantificatenrs. 1e jeu de tests Sp® N Obs est
exchaustif pour tout modéle de Mod(X) dont le modéle du premier ordre sous-jacent est finiment engendré.

Preuve. Soit S un systéme sous test, i.e. S € Mod(X). On suppose que S |= Sp® N Obs. Montrons que
Correct ops(S, Sp).

Puisque S € Mod(X), S est une F-coalgébre (E, @), construite au-dessus d’une structure du premier
ordre A, ou F est le foncteur défini a la section 2.2. D’apres le théoreme IIL5, F étant polynomial,
Mod(%) = Coalg(F) admet une coalgébre terminale.

Posons Pensemble de formules modales sans variables Th(S) = {¢ € Obs | S = ¢}. Notons
Coalg(F)| s
Tl est facile de vérifier que Coalg(F)

, la sous-catégorie pleine de Coalg(F) dont les objets sont les X-modéles qui valident Th(S).

est une covariété. D’aprés le théoreme I11.6, Coalg(F) admet

| 7h(s) I Tn(s)

un modéle terminal, que nous noterons 7/ 7p(s), qui est une sous-coalgébre de 7. Coalg(F) étant

l7h(s)
fermée par sous-coalgebres, notons 7T /s la F-coalgebre (E', ) sur la structure du premier ordre A, ot

E’' = h(E) et h est 'unique morphisme de S dans 7/ Th(S)- Par construction, nous avons S = ps T/s,
puisque S et T /s sont dans Coalg(F)

| 7(s) FEn fait, nous avons un résultat plus fort : le morphisme h
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admet une factorisation h = i0q ot ¢ est surjective de S dans T /s. Puisque g est un morphisme, 'ensemble
{(e,;q(e)) | e € E} est une bisimulation, et donc, ¢ est un morphisme élémentaire. On conclut alors que
pout toute formule sans variables ¢ et pour tout étate € F, S [=c ¢ & T /s Fq(e) ¢-

Montrons maintenant que 7 /s € Mod(Sp). Soit ¢ un axiome de Az, soite’ € E'unétatetr/ : V — A
une interprétation. Montrons que 7 /s ):,,/’e/ ¢. Comme le modéle du premier ordre sousjacent 2 S est
finiment engendté, pour tout état € € F et toute interprétation v : V' — A, S =, ¢ ¢. En particulier, c’est
vrai pour toute € ¢! (€’) et pour tout (Ve )ecp tels que pour tout €/ € E', pour toute € ¢ (€/),v. = .,
Puisque S et 7 /s sont élémentairement équivalents sur les formules sans variables, et puisque le modéle du
premier ordre sous-jacent a chacun d’entte eux est finiment engendté, nous avons 7 /s =,/ ¢ et donc
T /s = . Par conséquent, comme T /s € Mod(Sp) et S =55 T /s, nous avons Correct ops(S, Sp).

On suppose que Correct ,p5(S, Sp),i.e.ilexiste T € Mod(Sp) telque T =,ps S. Soitp € Sp® N Obs.
Par hypothése, T |= ¢, donc S |= ¢ également. Alors S |= Sp® N Obs. O

3 Dépliage

Nous présentons ici une généralisation de la méthode de sélection de tests par dépliage des axiomes, que
nous avons présentée tout au long de cette these, aux spécifications modales sans quantificateurs. Comme
nous I'avons annoncé dans I'introduction de ce chapitre, la procédure que nous allons présenter est beaucoup
plus une généralisation de la procédure dédiée aux spécifications du premier ordre sans quantificateurs
présentée au chapitre VI que de celle, présentée au chapitre précédent, pour des spécifications modales
conditionnelles positives. Nous verrons par la suite pour quelles raisons cette derniere procédure n’a pas
trouvé de généralisation satisfaisante, et en quoi la procédure présentée ici permet quand méme de recouvtir
les mémes jeux de tests.

Le but de la procédure de dépliage est de diviser le jeu de tests exhaustif de référence, Sp® N Obs.
Découper ce jeu de tests revient a découper chacun des jeux de tests associé a une formule particuliere prise
comme objectif de test. Les sous-jeux de test obtenus par la division du jeu de tests associé a une formule
sont des jeux de tests contraints par un ensemble de formules et une substitution. Les notions de jeu de tests
pour une formule et de jeu de tests contraint étant définies de maniere générale a la section 3 du chapitre VI,

mdépendamment de la forme des formules, nous reprenons ici ces définitions.

DEFINITION VII1.2 — Jen de tests associé a une formule.
Soient Sp = (3, Az) une spécification modale sans quantificateurs et Obs C For(X) 'ensemble des
formules observables. Soit ¢ une formule modale sans quantificateurs sur X, appelée objectif de test. Le jeu de

tests associé a o, noté T, est Vensemble défini par :

Ty = {p(¢) | p:V — Ts,p(p) € Sp* N Obs}

DEFINITION VIIL.3 — Jeu de tests contraint.
Sotent Sp = (3, Az) une spécification modale sans quantificateurs et Obs C For(X) 'ensemble des
formules sans variables sur 2. Soit ¢ une formule modale sans quantificateurs sur X. Soient C C For(X)

un ensemble de formules appelées X-wntraintes et o : V' — Tx (V') une substitution des variables. e jeu de
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tests associé a o contraint par C ef 0, noté T(¢c,0),p» est lensemble de formules sans variables défini par :

Tico) e = 1pa(@)) | p: V = Tx,Ve e C, Sp = p(c)}

Le couple ((C, ), ) est appelé objectif de test contraint.

I’objectif de test initial donné en argument a la procédure n’est pas contraint. I.a procédure va découper
le jeu de tests associé a cet objectif de test en jeux de tests contraints, a 'aide des axiomes de la spécification.

Flle prend en entrée :

— une spécification modale sans quantificateurs Sp = (3, Az) dont les axiomes ont été transformés en
séquents normalisés ;

— une formule modale sans quantificateurs , mise sous la forme d’une famille de séquents normalisés,
et vue comme I'objectif de test contraint initial (({¢}, Id), ¢) ;

— une famille ¥ de couples (C, ) ou C est un ensemble de 3-contraintes sous la forme de séquents

normalisés, et o est une substitution des variables V' — Tx (V).

Les jeux de tests pour une formule sont naturellement étendus aux ensembles de couples ¥ de la facon

suivante :

Tye= | Ticon
(Cyo)ew

Te premier ensemble ¥ contient uniquement le couple composé de la famille de séquents normalisés

obtenue a partir de objectif de test ¢ et de la substitution identité.

Le principe de la procédure est de chercher un arbre de preuve des différentes instances de 'objectif de
test a partir des axiomes de la spécification. Dans le cadre de la sélection de tests a partir de spécifications
du premier ordre sans quantificateurs, il s’agit d’unifier une partie de 'objectif de test sous la forme d’un
séquent normalisé a une partie d’'un axiome. On montre alors qu’il existe une preuve ayant cet axiome 2
une de ses feuilles et I'objectif de test comme conclusion. TLe principe est le méme ici 4 une exception pres :
les modalités. Dans le cadre du premier ordre, toutes les formules d'un séquent normalisé sont atomiques.
St une unification est possible entre deux formules atomiques, elle unifie nécessairement les formules dans
leur totalité, celles-ci n’ayant pas de sous-formules. Les formules des séquents normalisés dans le cadre de
la logique modale sont constituées d’une suite de modalités puis d’une formule quelconque ne commencant
pas pat une modalité. Une formule apparaissant dans un séquent normalisé peut donc étre unifiée avec
une sous-formule d’une formule apparaissant dans un autre séquent normalisé. On va donc chercher a
unifier des sous-formules des formules composant objectif de test sous forme de séquent normalisé
avec les formules du séquent normalisé correspondant a un axiome. La regle de nécessitation permettant
mtuitivement d’ajouter des modalités devant toutes les formules d’un séquent, on va pouvoir faire porter
I'unification sur une sous-formule qui ne soit précédée que de modalités. Tl suffira alors d’appliquer la regle
de nécessitation suffisamment de fois pour ajouter les modalités manquantes. On schématise le processus

global de la facon suivante :
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Axiome : Vi, p, &1y P Oly- o Pqy Clyenvys Gk

a éliminer a éliminer
——f— —_——
N ! / / /
Apres Nec : Mli,bl, ces ,Mpwp, M1§1, ce 7Ml§l l"v :7\[1(,01, ey Nq(’O‘L’ N1C1, Ce ,Nka
unification unification

N

~ ——
Objectifde test:  Mix1,..., MpXp, Yptis---3¥m I~ Nib1, ..., Ngby, Og+1,-...0n
— —

a ajouter a ajouter
On tente donc d’unifier chacun des x; avec chacun des ¢; pour tout ¢, 1 < ¢ < p d’une part, et d’unifier
chacun des 6; avec chacun des ¢; pour tout 4, 1 < ¢ < g dautre part. De facon a ce que I'ajout des
modalités My, ..., M,, M, ... ,Ml' et Ni,...,Ng, Ni,... ,N,'c soit effectivement possible grace a une
ou plusieurs applications de la regle de nécessitation, ces modalités doivent avoir une certaine forme, que

précise la définition suivante.

DEFINITION VII1.4 — Relation N sur les modalités.

Soient p,q € N. La relation N' C (Mx(V)*)P x (Ms(V)*)? est définie pour tous (M1, ..., My) €
(Mx(V)*)P et (Ni,...,Nq) € (Mx(V)*)? de la facon suivante :

(M, ..., Mu)N (N1, ..., Ny) st et seulement st

1. Nl existe n € N tel que pour tous ¢, j, 1 < Z Sp,'l <j< q,ilexistea’i,...,aﬁl,ﬁ{,...,ﬁ% €
Ms(V) tels que M; = o ...y et Nj = B ... B

2. Pour tout i, 1 <1 Sn,all,...,af et,@ll,...,ﬂlq sont tels que :

(a) Nexistet € Tx(V) tel que pour tous 4, j,1 <i <p, 1 <j<gq, Oz% et ,Bl] sont tous égaux a [t]
ou (t), ou bien Oz; et 511 sont tous égaux a [t*] ou ( t*).

(b) Pourtousd, j,1 <i < p 1 <j<gqai=][tetf = (t) (resp. ai = [t] et f] = (1)),
sauf peut-étre soit pour un k, 1 < k < p, tel que aff = (t) (tesp. af = (t*)), soit pour un k,
1 <k < g, tel que BF = [t] (resp. BF = [tx]).

ou bien

() Nexiste ty,...,tm € Tx(V) tel que pour tous 1, 7, 1 <1 S p,1<353<q, Ozf et Blj sont tous
égaux a [{t1,...,tm}] ou ({t1,...,tm}), ou bien o] et 3] sont tous égaux a [{t1, ..., tm }*]
ou ({t1, ..., tm}*).

() Pour tous 2, 7,1 <1 < D, 1 <35 <q, OL? = [{t1,...,tm}] et 51] = ({t1,...,tm}) (resp.
a; = [{t1,..., tm}*] et Bl] = ({t1,...,tm}*)), sauf peut-étre soit pour un k, 1 < k < p, tel
que af = ({t1,...,tm}) (resp. af = ({t1,...,tm}*)), soit pour un k, 1 < k < g, tel que
Blk - [{tla SR atm}] (tesp. Blk = [{tl’ U tm}*D'

Pour expliquer la nécessité de cette relation entre les modalités, revenons a la regle de nécessitation. Nous
avons vu, lorsque nous avons présenté la regle de nécessitation pour le calcul des séquents, qu'elle pouvait

prendre différentes formes. Nous avons en fait les trois regles suivantes pour les modalités indexées par un
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terme t, ainsi que pour les modalités indexées par t*, par {t1,...,tm} et par {t1,... , tm}*:

I'~A ', A FopA
I~ (A T~ [tle, (B)A L. (t)e b (DA

Pour qu'une formule My7v1, ..., Mpy, v Nid1, ..., Ngdg soit la conclusion d’une ou plusieurs régles de
nécessitation, il faut tout d’abord que chaque suite de modalités My, ..., M, N1, ..., N4 soit composée du
méme nombre n de modalités (alinéa 1. de la définition). Ensuite, si on prend le cas (non réducteur) ou chaque
suite de modalités est composée d’'un unique modalité, on a la formule @171, . .., apYp I~ B161, . . ., Bgdq.
Pour que cette formule soit la conclusion d’une des trois regles de nécessitation ci-dessus, il faut que toutes
les modalités a1, . .., ap, B1, - . ., Bq soient indexées par un méme terme ¢, donc qu’elles soient toutes de la
forme [t] ou (t) (point 2.a. de la définition). Ensuite, trois cas se présentent (point 2.b. de la définition) :
— pout que la formule soit la conclusion de la premiere régle, il faut que tous les ;, 1 < 7 < p soient
égaux a [t] et que tous les 3;, 1 < i < ¢ soient égaux a (t) ;
— pour qu’elle soit la conclusion de la deuxiéme régle, il faut que tous les a;, 1 < 4 < p soient égaux a
[t] et que tous les B;, 1 < i < g solent égaux a (), saufun fg, 1 < k < ¢ qui doit étre égal a [t] ;
— pour qu’elle soit la conclusion de la troisiéme régle, il faut que tous les o, 1 < ¢ < p soient égaux a
[t], saufun g, 1 < k < p qui doit étre égal a (t), et que tous les f§;, 1 < i < g soient égaux a (t).
Le méme raisonnement tient également avec les modalités indexées par t*, par {t1,...,tm} et par
{t1, ..., tm}*.

Cette relation sur les modalités nous assure donc la proposition suivante :

PROPOSITION VIILL. Soit y1,...,Yp I~ 01,...,0q un séquent. Soit (My,...,M,) € (Mx(V)*)P e
(Ni,...,Ny) € (Mx(V)*)? tels gue (M, ..., Mp)N (Nu,...,Ng). Alors il existe un arbre de preuve de
conclision My, ..., Mpyp |~ N101, . .., NgOg uniquement composé d'instances de la rigle de nécessitation.

T.a preuve de 'objectif de test a partir de 'axiome avec lequel il a pu en partie étre unifié va alors étre
composée de trois étapes : tout d’abord P"application de la substitution unificatrice, puis application d’une
ou plusieurs regles de nécessitation pour ajouter les modalités nécessaires, et enfin Papplication d’autant de
régles de coupure qu’il faut pour éliminer toutes les formules de 'axiome qui n’ont pas pu étre unifiées avec
I'objectif de test d'une patt, et pour ajouter les formules de I'objectif de test qui n’ont pas pu étre déduites
de Paxiome d’autre part. L’arbre de preuve global est alors de la forme suivante : les deux premieres étapes
de la preuve forment le premier arbre, noté Az, tandis que la partie de 'arbre consistant en Papplication des

regles de coupure est donné plus bas.

Ax

’4,[’17---71/);7,517---75! %’Cla"'a(k:@la"'asoq
U(¢1), s 7U(¢p)aa(§l)a cee ao-(gl) %\‘ U(Cl)a s aU(Ck)aU((Pl)a s 70-(90(1)

Subs

Mo (1), ..., Mpo(¢p), Mio(&1), ..., Mo (&) I~ Nio (1), - ., Nio(G), Nio (1), - -, Nao (@)
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Ax ', Nio(¢h) b A Cut

u

Fa F’a M{O’(ﬁl), s 7Ml,0-(§l) l’v NéO-(CQ), s 7N]£:O-(Ck)a A)a A,) Cut

. u

Cut

' o Mlo(e), A .1, Mlo(&), ..., Mo(&) ~ A, A/ o
[, T, Mio(&),...,Mja(&) ~ A, A’

. Cut

Cut

T,T' A, A

oul = {Mio(¢1),..., Mpo(¢p)}, TV = {o(Vp+1),---.0(vm)}, A = {Nio(¢1),.... Ngo(pq)} et
A" ={0(dg41),-..,0(0n)}.

La procédure de dépliage est alors exprimée au travers des deux regles suivantes :

o YU{(CU{T |~ A} o)}
Réduction TU{(0(C).0 00} dyeTl, 35 € Atqg o(y) =0(0)

vu{(cu{¢}.o')}
U {(e(C)Uc,000")}

(c,0)€Dep(¢)

Dépliage

ot Dep(¢) pour @ = Y1, ..., Ym b 01, ..., 0n est Pensemble défini de la facon suivante :
{<{(0’(7p+1), s 0 (m) Njo(G) b 0 (Fg21), - o (Gn) hr<is U)

U{(0(1ps1)s -0 (m) b Mo (&),0(0g41), -, 0 (0n) hi<ict’
Vi, Pp &1, & Gy Gy P15 g € A,
1<p<m,V1<i<p,IM; € Mx(V)* t.q. Mjo(¢i) = o(vi),
1<qg<n,V1<i<gq,3IN; € Ms(V)*tq. Nio(p;) = ()
V1 <i<I,V1<j<k M,Nje Ms(V)*
(My, ..., My, M{,...,M))N(Ny,...,Ng, Nj,...,N})

3

’

V

La regle Réduction élimine les tautologies des ensembles de contraintes. La regle Dépliage est celle
donnée au chapitre VI a laquelle est ajoutée la gestion des modalités. Cette regle consiste a remplacer la
formule ¢ par lensemble de contraintes de Dep(¢), qui est constitué des formules qui ont dii étre éliminées
par la régle de coupure pour obtenir une preuve de ¢. En effet, ’il existe un axiome tel qu’on puisse unifier
une partie de ses sous-formules avec une partie des sous-formules de Pobjectif de test, a des modalités pres
qui doivent respecter la forme imposée par la relation N, alors il est possible de prouver ¢ a partir de cet
axiome, en coupant une a une toutes les formules de 'axiome qui n’ont pas pu étre unifiées avec 'objectif
de test.

Chaque unification avec un axiome donne autant de couples (¢, o) qu’il existe de facons d’instancier

M{,...,Ml' et N{,...,N{c pour que (Ml,...,Mp,M{,...,Ml’) et (Nl,...,Nq,N{,...,N;C) soient
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dans la relation N. La formule initiale ¢ est alors remplacée par au moins autant d’ensemble de formules
quiil existe d’axiomes a laquelle elle puisse étre unifiée. La définition de Dep(¢) étant fondée sur I'uni-
fication, cet ensemble est calculable si la spécification Sp a un nombre fini d’axiomes. Par conséquent,
étant donnée une formule ¢, on a le critére de sélection Cy qui associe a tout T(C,U’),Lp le jeu de tests
(Tio(c\i9hueooo) o) (eo)e Den(g) 5t ¢ € €, et Tep sinon.

On écrit (U, ¢) Fp (T, ) st ¥ peut étre dérivé de ¥ en appliquant la régle Réduction ou Dépliage.
La procédute de dépliage prend donc en entrée une spécification modale sans quantificateurs Sp et une
formule modale sans quantificateurs ¢ et applique successivement les regles Réduction et Dépliage pour

générer la suite de dérivations suivante :
(Yo, ) Fp (¥1,0) Fp (P2,9) ...

EXEMPLE VIIL.2 — Listes.
Supposons qu’on veuille tester la formule [pair|[queue] téte = a = [queue][queue][pair] téte = b.

Ie premier ensemble de couples ¥y est le suivant :
Uy = {({[pair][queue] téte = a |~ [queue][queue]|[pair] téte = b},1d)}

Appliquer la procédure de dépliage sur 'unique contrainte de 'ensemble de contraintes de ce couple donne

la famille de couples suivante :

Uy = {({[pair]|queue][impair]| téte = ng |~ [queue][queue][pair| téte = mo}, 01),
{{ pair)[queue][impair] téte = ng |~ [queue][queuve][pair] téte = mo}, o1),

{[pair] { queue)[impair] téte = ng p [queue]|queue][pair] téte = my}, o1),

( (1)
( (1)
( (1)
({( pair) ( queue)[impair] téte = ng |~ [queue][queue][pair] téte = mo},01), (1)
({[queue][impair]|[queue] téte = ng |~ [queue][queue][pair] téte = mo},01), (5)
({[pair][queue] téte = ng ~ [queue]|queue][pair][impair] téte = mg}, o9), (2)
({l (6)

{[pair][queue] téte = ng I~ [queue][queue]|queue][impair] téte = mo}, 02)}

ouoi :aw ng,b— mg,n = ngetor:ar ng,b— mgy,n = mp. Chaque couple de U1 est étiqueté
par le numéro de 'axiome avec lequel Pobjectif de test a été unifié.

T.e premier couple de ¥y provient de l'unification de Tobjectif de test avec 'axiome (1). Puisque
Moy (Y1) = o1(m1), ou My = [pair][queue], 11 est la formule téte = n et y; est la formule téte = a,
les contraintes obtenues sont les séquents Njo1((1) v 01(d1) ou (1 est la formule [impair] téte = n,
81 est la formule [queue][queue][pair] téte = b, et N doit étre tel que My N Nj. Selon la définition
de la relation N, plusieurs N; correspondent, a savoir [pair|[queue], ( pair)|queue], [pair] ( queue) et
( pair) ( queue), d’ou les quatre contraintes générées par I'unification avec 'axiome (1).

On remarque que la formule sous test n’est une conséquence de la spécification que si @ = b. La
procédure de dépliage engendre alors deux types de couples formés d’un ensembles de contraintes et d’une
substitution : ceux dans lesquels la substitution o est telle que o(a) = o(b), qui ménent a des cas de test
puisque ce sont des conséquences de la spécification, et ceux dans lesquels o(a) # o(b), qui ne ménent
pas a des cas de test. Ici, lorsquune contrainte est unifiée avec les deux membres de 'axiome (1) ou (2), la

substitution fait coincider @ et b et le couple contraintes substitution obtenu menera a des cas de test.



3. Dépliage 145

Comme on I'a déja dit, la procédure de dépliage ne peut pas faire de distinction entre ces deux types
de contraintes, mais celle-ci sera faite avant de soumettre les objectifs de test contraints correspondants, en
appliquant une substitution close p a toutes les formules présentes dans le jeu de test contraint. Comme, par
définition, p(1)) doit étre une conséquence de la spécification, les objectifs de tests contraints dans lesquels

o(a) # o(b) ne seront pas soumis au systéme. &

De la méme maniére que dans le cadre de la sélection a partir de spécifications du premier ordre sans
quantificateurs, la procédure de dépliage a été définie de facon a couvrir les comportements d'un objectif de
test donné, représenté par la formule . Pour couvrir plus largement le jeu de tests exhaustif Sp® N Obs,

une stratégie consiste a ordonner les formules modales en fonction de leur taille, de la facon sutvante :

o={pr(z1,...,zn) | T:851X...x 8, ER Vi, 1 <i<m,z; €Vs}

q)n-H = { )N _'wa IN [m]’lﬁ, l"’ ¢1@¢2 |m € ME(V)v@ € {/\,\/,:>},’(/),1'b1’1/}2 € (I)n}

Ensuite, de maniére a gérer la taille du jeu de tests Sp® N Obs, on commence par choisir un entier k € N,
et on applique pour tout 4, 1 < i < k, la procédure de dépliage présentée ci-dessus a chaque formule
appattenant a ;.

On prouve maintenant les propriétés de correction et de complétude du critere de sélection défini par la

procédure de dépliage a partir de spécifications modales sans quantificateurs.
THREOREME VIIL.2. $i (¥, ) by (Y, @), alors Ty, = Ty .

Prenve.
(Correction) Montrons que si (¥, @) by (¥, ¢), alors Ty, C Ty .

Sila regle appliquée est Réduction, c’est trivial. Si la regle appliquée est la regle de Dépliage, par
définition, on dit montrer que pour tout (C,o’) € ¥, pour tout ¢ € C, pour tout (¢,0) € Dep(1)),
Tie,o00') 0 S T({p},07),0- On doit alors montrer que pour toute substitution close p : V' — T¥; telle que
Sp = p(x), pour tout x € ¢, il existe p' : V — T, telle que Sp = p' ().

On suppose que la formule 9 est de la forme Y1, ..., Ym I~ 01,...,0n, et que Pensemble ¢ tel que
(¢c,0) € Dep(v) est de la forme

{(e(Wpt1),-- -, 0(vm), Nio(G) P o(8g+1), -, 0 (0n) hr<i<k
U {(U(’Yerl)a oy 0(Ym) b M{U(ﬁi)a 0(6q+1)a cee U(5n)}1§i§l

ot l <p<metl < gq < nsont tels que Y1,...,¥p, &1, -, & Clye s Chy 1, - -, € Az,
pour tout 1 < ¢ < p il existe M; € Mx(V)* tel que M;o(¢i) = o(7i), pour tout 1 < i < g
il existe N; € Mx(V)* tel que Nijo(p;) = 0(d;), et My,...,M],Ny,...,N;, € Ms(V)* tel que
(My,...,Mp,M{,....M))N(Ni,...,Ng,Ny,...,N}).

Puisque (Mi, ..., My, M{,..., M)N(Ni,...,Ng,N{,..., Nj),onalarbre de preuve suivant, noté
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Az par la suite :

Ax
11’17---71/)1;751,---751 ~N Clv-“vcka‘/’la“'ygaq

PU(lﬁl)7---,Pff(¢p),P0(§1),---790(&) ~N PU(CI)y---7,00'(0@)7PU(§91)7---7PU(§9Q)

Subs

Mlpa(wl)y'“7Mppa(¢p)7M{pU(£1)7"'5Ml,p0'(£l) ~N N{PU(Cl)7---7N;'9PCT(Ck),Nlpg(wl)v---quPU(S@q)

ou les points de suspension remplacent les multiples applications de la regle de nécessitation.

On a alors latbre de preuve suivant, ou I' = {Mipo(1),..., Mppo(p)}, A =
{Nipo(p1), ..., Ngpo(pg)}, T = {po(Vp+1)s-- - po(Ym)}, A" = {po(dg+1),--.,po(dn)}, pour
tout 4, 1 < @ < I, Q = {Mpo(&),...,M/po(&)} et pour tout i, 1 < i < k, A; =
{N/pco(¢i),...,N.po(Ck)}. La composition o' o ¢ de deux substitutions 0 : V. — Tx(V) et
o' Ts (V) — Tx(V), appliquée a une formule ¢, est notée o' ().

'~ Mipo(&), A SA
T’ Mypo (&), A T, QA A
r' f‘“Mleo-(gl)’Al Farlaﬁl t"“AaA’
LT e A A
ou SA est le sous-arbre suivant :
Az
F, Ql o Al, A F’, N{pU(Cl) o Al
erlaﬂl }"’A27A5AI FlvNépU(CQ) .’“A’
DT, Qe Ag, AL A ', Nypo(Cr) ~ A

T, F’, O~ A, A

(Complétude) Montrons que si (¥, @) 7 (¥, ¢), alors Ty, C Ty .

Par définition de la regle de Dépliage, on doit prouver que T({y} 51, U Tie,000"),p-

(e,0) € Dep(4)
On doit alors prouver que pour toute substitution close p : V. — T telle que Sp = p(1), il existe

(¢c,0) € Dep(v) tel quil existe p' : V' — T telle que Sp |= p/(x) pour tout x € ¢. En d’autres termes, on
doit prouver que p(t)) peut étre déduit de la spécification Sp s’il existe (¢,0) € Dep()),etp' : V — Tx
tels que Sp = p'(x) pour tout x € c.

Tout d’abord, remarquons que la procédure de dépliage définit une stratégie qui limite espace de
recherche d’arbres de preuve aux arbres ayant une structure particuliere. I.a procédure définit une stratégie

de recherche de preuve qui sélectionne les arbres de preuve ou :
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— aucune instance de la régle de coupure n’apparait au-dessus d’instances des régles de substitution et
de nécessitation ;
— aucuneinstance de la régle de substitution n’apparait au-dessus d’instances de la regle de nécessitation ;
— il n’y a pas d'instance de la régle de coupure dont les prémisses sont toutes les deux des conclusions
d’instances de la regle de coupure.
On doit alors prouver qu’il existe un arbre de preuve de conclusion p(1)) possédant cette structure. On va
en fait prouver une résultat plus fort : on va définir des transformations élémentaires d’arbres de preuve, qui
permettent de réécrire des combinaisons élémentaires de regles d’inférence, et nous allons enduite prouver
que la transformation globale résultante est faiblement normalisante, et que les formes normales sont des
arbres de preuve ayant la structure voulue.

Le cas de la regle de coupure au-dessus de la regle de substitution :

FrAp ThopA I'rAp I on A
Cut Subs Subs
LURAN o oM ro@) o) o)) o)
ubs ~~ u
o(T),0(l") ~o(A),a(A") o(T),0(l") b o(A),a(A")

T.e cas de la regle de coupure au-dessus de la regle de nécessitation :

A Mo A LA I on A
Cut Nec Nec
LUAAN TR (DA (e [T (e~ (B4
ec > u
[T, [t]T" ~ (t)A, (1) A [T, [t]T" - (£)A, (1) A

Le cas ou deux instances de la tegle de coupure se trouve au-dessus d’une troisieme doit étre divisé en
deux cas, selon la position de la derniere formule coupée dans les prémisses de I'instance droite de la regle
de coupure.

T.e cas ou la formule ¢ est dans la prémisse gauche. Par exemple :

1Ay e, Thhen PVA’ICut Lo, v Ao, 00 Th, 00 v A

T, T A Al Lo, T, ¢ v A, Af E:z
Fla ,17P27 IQ }NAla llaA2aA12
Ui Ao, Then v Al Cut
Fl,I"l WALAIL(P Lo, 0 A2,<P2Cut
1,07, T v Ay, Al Ag, o T%, oo |~ A
~ Cut

/ / / !
F17F17P27 2 }'VAla 17A27A2
T.e cas ot la formule ¢ est dans la prémisse droite. Par exemple :

i~ Aner T Almpcut Ty~ Ag, 09 T, 02,0 ~ Ag
F17 Il )’VALAILQO FQaFIZaSOI'VA%A,Z
Fla ,17F25 IQ }'\’ Ala llaAQaAIQ

Cut
Cut
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I ~ALer Ther AII’SOCUt
Flarll %’ALAIDSO IQasol%SO %\‘AIQCUt
Flarllar’27$02 P\‘Ala IlaAIQ Iy %"A%SOQ

~ Cut
FlarllaF%FIQ }'\’Ala 113A23AI2

T T2 s .
Pourun arbre m = Cut, notons m () la mesure de 7, définie comme étant le nombre

FlaFQ lﬁv AIaAQ

d’instances de la regle de coupure dans 9. Un arbre de preuve est dit maximal si et seulement s’il est de la

forme

1, T, T2, T2y

- Cut ———
I~ Ay, To, 0 b Ag

F17F2 llv AI-,AQ

Cut
Cut

etm(m) = 1. En appliquant la stratégie qui consiste a réduire les atbres de preuve maximausx, il est facile de
montret que la mesure m décroit pour chaque transformation élémentaite donnée plus haut.

Puisque par hypothése, Sp = p(1)), et ¥ n’est pas une tautologie, il existe nécessairement un axiome
1y Up, &1y &G Gy Gy @1, - - -y (g et une substitution close p' telle que pour tout 1 < ¢ < p,
il existe M; € Ms(V)* tel que M;p' (i) = p'(7i), pour tout 1 < ¢ < ¢ il existe N; € Mx(V)* tel
que Nip'(¢i) = p'(6i), et (M, ..., My, My, ..., M/)N(Ny,...,Ng,N{,..., N,). La substitution p’
est donc un unificateur de chaque 9); et 'yl" , et de chaque ¢; et 5;. Il existe donc un arbre de preuve résultant

de la transformation définie plus haut, de conclusion p'(1), ou p’' = p”, et de la forme :

'~ Mip'(6r), A SA

FI - Mép’(§2)7A’ F7F17Q2 b AaAI
F’ %Mllpl(gl)aAl erlaﬂl r\’AvA’
LIV AA
ou SA est le sous-arbre suivant :
Az :
0,0~ ALA T, Nip ()~ A
FarlaQI %’A27A3AI FlaNépl(Cé) }‘“AI
F,FI’Ql ~ AkaAaAl FlaN]Igpl(Ck) b A’
T, F’, Q1 r A, A’

avec Az le sous-arbre :
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Ax
"/’17--'7"/’19751 7"'751 f\“ C‘h"w(ka‘/;] s Pq

p,("pl)7"'7p,(¢p)7p,(§1)7--~7pl(£l) b’ p’(§1),...,p'(Ck),p'(<p1),...,p'((pq)

Subs

Mip' (1), Mpp' (¢p), My p' (1), M] p" (&) b Nip'(C1)5-sNpp'(Ch) i N1p' (01)5-: Ngp' (0q)

4 Comparaison avec le test de conformité

Nous abordons, dans cette section, la comparaison de notre approche du test avec celle habituellement
suivie pour tester des systemes dynamiques et réactifs, le test de conformité. Nous nous inspirons de la
présentation du test de conformité donnée patr Assia Touil dans sa thése [Tou06]. Nous tentons de mener
la comparaison entre les deux approches essentiellement au travers de la notion de correction d’un systeme
par rapport a sa spécification. L.a méthode que nous suivons ici consiste a placer les deux approches dans le
méme cadre formel, celui des spécifications axiomatiques.

Nous présentons tout d’abord le formalisme sur lequel repose le test de conformité, celui des systemes de
transitions étiquetées. Nous posons les hypotheses de test de ce cadre et définissons la relation de conformité.
Nous cherchons ensuite a associer 2 un IOSTS une spécification exptimée en logique modale, de facon a
pouvoir étudier la transposition de la relation de conformité dans le cadre axiomatique. Nous abordons
également les notions d’objectifs de test et de verdicts, que nous comparons a nos propres notions. Nous

dressons enfin un bilan concis de nos observations.

4.1 Systemes de transitions symboliques a entrées et sorties

Syntaxe. Les IOSTS sont des modéles permettant de spécifier des systemes réactifs en décrivant a la fois
leurs interactions avec leur environnement (sous la forme d’envoi et de réception de messages) et I'évolution
de leur état interne (par des affectations de vatiables) [JJRZ05]. Le formalisme des IOSTS est une extension
de celui des systemes de transitions étiquetées a entrées et sorties nommés TOITS [JJ04] (pour Input Output
Iabelled ‘Transition Systems) ainst que de celui des systemes de transitions symboliques [FTWO04] (STS pour
Symbolic Transition Systens).

L’état du systéme est décrit par un ensemble de variables appelées variables d’état. Chaque interprétation
de ces variables caractérise un état du systeme. Ia partie « données» du systeme est décrite a Paide de la
logique du premier ordre. Pour décrire les communications du systéeme avec son environnement ou avec
d’autres systemes, on se donne également un ensemble de canaux de communication. On a donc la définition

sutvante d’une signature pour un TOSTS.

DEFINITION VIILS — 10STS -signature.
Une IOSTS-signature € est un triplet (X, V,C) ou:
— 3 est une signature du premier ordre ;

— V est un ensemble de variables sur X appelées variables d'état
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— C est un ensemble de noms de cananx: de communication ot chaque nom ¢ est muni d’une arité dans
. .. ? I, .
S U {e}. C est muni d’une partition C* et C" désignant respectivement le sous-ensemble des canasux

d’entrée et celui des cananx de sortie. Chacun de ces sous-ensembles est une famille indexée par S U {e} :

C" = (C?)ses UC! et C' = (C)ses UC..

Les communications entre IOSTS sont représentées par des messages. Ces messages sont de deux types :
— les émissions au travers d’un canal d’un signal ou d’une valeur représentée par un terme du premier
ordre ;

— les réceptions au travers d’un canal d’un signal ou d’une valeur a stocker sur une variable.
On ajoute a ces communications avec 'extérieur une action appelée action interne. Celle-ci représente un
changement d’état résultant du fonctionnement interne du systeme et non d’une interaction avec 'environ-
nement. Elle peut également étre issue de la synchronisation de deux communications complémentaires de
deux IOSTS. En effet, lotsque les IOSTS sont composés entre eux pour constituetr un unique systeéme, il est
classique de considérer que I'échange de données entre deux sous-systemes par synchronisation d’un envoi

et d’'une réception est une action interne du systeme global. Nous n’aborderons pas ici cet aspect.

DEFINITION VIIL.6 — Actions de communication.
Soit Q@ = (3, V, C) une TOSTS-signature. I ensemble des actions de communication sur €2, noté Act(§2),
est 'union Input(2) U Output(Q) U {7} ou:
— Input(Q) est Pensemble {c?z | ¢ € C?,z € V;} U{c? | ¢ € C?} dont les éléments sont appelés
réceptions
— Output () est Pensemble {c!t | ¢ € C.,t € Ts(V)s} U {c! | ¢ € Ci} dont les éléments sont
appelés émissions ;

— T représente de facon générique une action interne.

Un IOSTS est alots un systeme de transitions étiquetées par des actions de communications dans
lesquelles sont distinguées les réceptions, les émissions et les actions internes au systeme. Ces actions de
communication peuvent étre conditionnées par une formule du premier ordre appelée garde. Flles peuvent
également étre suivies d’une modification interne de I’état du systéme par une substitution des variables

d’état. Parmi les états est distingué un état dit initial, dans lequel les variables d’état peuvent étre initialisées.

DEFINTTION VITL.7 — JOSTS.
Soit 2 = (X, V, C) une IOSTS-signature. Un IOSTS G sur Q2 est un quadruplet (Q, go, T, ¢) o :
— Q est un ensemble dont les éléments sont appelés ézats ;

qo € Q est Vétat initial ,

T C Q x For(X) x Act(Q) x Ts(V)V x Q est la relation de transition ;

— 12V = T5(V) est la fonction d’initialisation.

Une transition est donc un quintuplet (g, ¢, act, g, q') ot q et ¢’ sont respectivement les états source et
cible de Ia transition, ¢ est la condition de franchissement de la transition, appelée garde, act est 'action de
communication et ¢ est une substitution des vartables qui permet de modifier I'état interne du systeme en

modifiant la valeur d’un sous-ensemble des variables d’état. Une transition (g, ¢, act,s,q') est représentée
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graphiquement de la maniere suivante :
@ act ¢
R

q

EXEMPLE VIIL.3 — Compte a rebours.

On donne ici Pexemple d’un IOSTS tres simple. Le systeme qu’il représente attend de tecevoir de
Penvironnement, au travers du canal D €but, un entier qu’il stocke dans la variable . Puis, tant que la valeur
stockée dans = n’est pas nulle, il envoie vers Penvironnement par le canal Msg et la décrémente. Lotsque

la valeur est nulle, le message Stop est envoyé et le systéme s’artéte.

z=0
Début?x Stop!
q0 qn q2
x>0
Msglx
r=x—1
La signature de cet IOSTS est le triplet (X, V, C) ou:
Y = (S, F,R) avec: V =VNa = {2}
S = {Nat}
F={ — :Natx Nat — Nat} C=C,1Cy, 1C!
R ={=": Nat x Nat, = {Début} U {Msg} U {Stop}
> : Nat x Nat };

&

Sémantique. Un IOSTS déctivant le compottement d’un systéme en termes de communications avec son
environnement, il est caractérisé par 'ensemble des séquences finies d’émissions et de réceptions qu’il peut
effectuer au cours d’une exécution. Les éléments de base constituant un IOSTS étant les transitions, nous

avons tout d’abord besoin de donner une sémantique aux transitions.

DEFINITION VIIL.8 — Sémantigue d’une transition.

Sotent @ = (3,V,C) une TOSTS-signature et G = (Q, gp, T,¢) un TOSTS sur 2. Soit M un
modeéle de 3. On note Actr((2) Pensemble (C' x {7,!} x M) U (C x {?,1}) U {7}. La sémantigue
d'une transition tr = (q, ¢, act,s,q') € T est la relation Run(tr) C MV x Actp(Q2) % MYV telle que
(v, act g, v7) € Run(tr) si et seulement s :

— si act est de la forme clt (resp. cl), alors M =i ¢, vl =covtet actp = (e, !,I/i(t)) (resp.

actp = (¢, 1) ;

— si act est de la forme c?z, alors M =, o, il existe 12 telle que v%(y) = vi(y) pour tout y # ,

vl =covetacty = (c,?,v%x)) ;
— si act est de la forme ¢?, alors M =, o, vf =covietacty = (c,?) ;
— siact =T, alors M =i o, v =covietacty =T
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Les applications Vet vf désignent respectivement 'interprétation des variables avant et apres le fran-
chissement de la transition. L'expression act g est la valeur du message envoyé ou recu, muni du nom du
canal et du symbole indiquant une émission ou une réception. On donne donc un sens a une transition d’une
part au travers du changement d’état qu’elle induit et d’autre part au travers de la valeur qu’elle recoit ou

qu’elle produit.

Notation. Dans la suite, on notera les éléments de Acta((€2) de la facon suivante :
— on notera c?v(x) (respectivement c?) le triplet (¢, 7, v(z)) (respectivement le couple (¢, 7)) ;

— on notera clv(t) (respectivement ¢!) le triplet (¢, !, v(t)) (respectivement le couple (¢, !)).

Soit tr € T. On définit les applications source : Run(tr) — MY, act : Run(tr) — Actp(Q) et
cible : Run(tr) — MV de la facon suivante pour tout 7 = (1%, act o, v) de Run(tr) : source(r) = v*,
act(r) = actpq et cible(r) = v/

T.es transitions peuvent étre composées au sein d'un TOSTS afin d’obtenir ce qu'on appelle un chemin.

Un chemin fini débute a I’état initial de PIOSTS. Une exécution est alors une instance d’un chemin finit.

DEFINITION VIIL9 — Chemins finis.

Soit G = (@, qo, T,¢) un IOSTS sur une signature 2. I’ensemble des chemins finis dans G, noté
CF(G), est 'ensemble des suites finies ¢ry ... ¢try, de transitions de T telles que source(trl) = qo et pour
tout i, 1 < i < n, cible(tr;) = source(trii1).

Un chemin fini d’'un IOSTS étant une suite finie de transitions de cet IOSTS, donner une sémantique a

un chemin revient alors a composer la sémantique des transitions le constituant.

DEFINITION VIITAO — Exéeution d'un chemin fini.

Sotent Q = (X, V, C) une IOSTS-signature et G = (Q, go, T, ¢) un IOSTS sur 2. Soit M un modéle
de X. Soit un chemin fini ch = try...tr, € CF(G). Les exéutions de ch sont toutes les suites 71 ... 7Ty
telles que :

— pour tout i, 1 <i <n,r; € Run(tr;) ;

— il existe une interprétation v1 : V. — M telle que source(r1) = vy o ¢ et pour tout 4, 1 < i < n,

cible(r;) = source(riy1).

La suite de communications de 'TOSTS avec son environnement est appelée trace observable du chemin.
T.a trace est la seule partie observable d’une exécution. Une trace observable d’un chemin est alors la restriction

d’une exécution de ce chemin aux actions observables, C’est-a-dire aux réceptions et aux émissions de valeurs.

DEFINITION VIILA1 — Traces observables d’un chemin fini.

Soit G = (Q,qo, T, ) un TOSTS sur une signature 2. Soit un chemin fini ch = try...tr, €
CF(G). L’ensemble des #races observables de ch, noté Traces(ch), est Pensemble des suites d’actions
act(ry) ... act(r,) pour toute exécution 1 . . . T, de ch.

T.a sémantique d’un TOSTS est alors 'ensemble des traces observables de tous les chemins finis de cet

TOSTS.
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DEFINITION VIILA2 — Sémantigue d’un 10S5TS.
Soit G = (Q, qo, T, ¢) un TOSTS sur une signature . La sémantigue de G, notée Traces(G), est définie
de la facon suivante :

Traces(G) = U Traces(ch)
che CF(G)

4.2 Relation de conformité

Dans le cadre du test de conformité, il est supposé que Penvironnement peut observer non seulement
les sorties du systéme, mais également I'absence de sottie. Celle-ci peut étre due a l'arrét total du systeme
(deadlock) ou bien a un arrét provisoite dans un état ou le systéme n’émet pas de valeur, ou encore a une
suite d’actions internes bouclant indéfiniment. Cette absence de sortie est appelée quiescence. En pratique,
la quiescence est observée en fixant un délai au-dela duquel on considere que le systeme ne réagira plus s’il
n’a pas déja réagi. Flle est modélisée par une action sur un canal noté J et considérée comme une émission
du systéme, puisqu’elle ne peut pas étre controlée par environnement. On supposera dans cette section que
les IOSTS ne contiennent pas de boucle d’actions internes.

On peut alors compléter un TOSTS en ajoutant des transitions étiquetées par 0! aux états qui peuvent
étre partiellement ou totalement bloquants. Un état peut étre bloquant pour différentes raisons : le systéme
est en attente d'une réception, il est donc bloqué jusqu’a la réception d’une valeur ; le systéme ne satisfait
aucune des gardes qui lui permettrait d’émettre une valeur ou d’effectuer une action interne ; I'état ne possede
aucune transition sortante. Dans chacun de ces cas, 'état sera muni d’une boucle étiquetée par d!. On appelle

cette opération de complétion I'enrichissement d’un TOSTS par la quiescence.

DEFINITION VIIL13 — Enrichissement par la quiescence.
Soient 2 = (X, V,C) une I0STS-signature et G = (Q, qo, T, Id) un TOSTS sur Q. L enrichissement de
G par la quiescence est TTOSTS Gs = (Q, qo, T U Ts,1d) sur la signature Qs = (2, V,C U {6}) tel que
(g, ¢, act,s,q) € Ts si et seulement si :
— act =90, ¢=1d;
— si trq,...,tr, sont toutes les transitions de la forme tr; = (q, i, act;,<;, q;) avec act; €
Output(Y) ou act; = 7 :
—sin > 0alors ¢ = A\, ., ~¢i,
— sinon @ = true. -

Tous les états sources de transitions étiquetées par une téception sont donc pourvus d’une boucle 4!,
ainsi que tous les deadlocks. On ajoute également une boucle étiquetée par §! aux états dans lesquels le
systeme ne peut pas effectuer les émissions ou les actions internes prévues s’il ne valide aucune des gardes

de ses transitions sortantes, c’est-a-dire s’il valide /\i<n =i, oules p;, 1 <4 < nsont les gardes.

EXEMPLE VIIL.4 — Compte a rebours.

On enrichit PTOSTS de 'exemple précédent par la quiescence. Dans ’état qo, le systeme attend de
recevoir une valeur, on lui ajoute donc une boucle étiquetée par §!. Dans I’état q1, le systéme ne satisfait
aucune des deux gardes si = est strictement négatif, on le munit donc d’une boucle §! gardée par la formule

x < 0.1 état @ est un deadlock, on lui ajoute donc également une boucle d!.
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<0
!

Tr =
Début?x O Stop!

q0 a1 q2

@, @,

0! )
x>0
Msglx
r:=x—1

Dans le cadre du test de conformité, les hypotheses de test sont les suivantes :

1. Le systeme sous test peut étre modélisé par un IOSTS qu’on note IMPL. Ies données manipulées
par cet IOSTS sont des valeurs de ensemble M sous-jacent au modeéle M de X. Ces valeurs peuvent

toutes étre dénotées par un terme clos sur 2.

2. IMPL estun IOSTS controlable, Cest-a-dire qu’il posséde les deux propriétés suivantes : la propriété
de suites bornées d’actions internes, qui assure que le systeme ne peut pas boucler indéfiniment par
des actions non observables, et celle d’absence de deadlock interne, qui assure qu’on peut toujours
obsetver, grice a une émission, la fin d’une exécution interne. Il est facile d’observer que si un TOSTS
possede la premiere de ces deux propriétés, son enrichissement par la quiescence possede également
la seconde. On considére donc que le systéme sous test peut étre modélisé par un IOSTS possédant

la propriété de suites bornées d’actions internes et enrichi par la quiescence.

3. Le systeme sous test est complet en entrée : en tout état, il accepte de recevoir n’'importe quelle valeur

sur n’importe quel canal.

Ces hypothéses sont formalisées de la facon suivante.

DEFINITION VIITA4 — Modéle du systéme sous test.

Un modéle du systéme sous test est un TOSTS noté IMPL sur une signature {25 qui est I'enrichissement par

la quiescence d’un TOSTS G sur 2 tel que G a les propriétés suivantes :

— suites bornées d’actions internes : il existe un entier naturel N tel que pour tout ch € CF(G), pour
toute exécution 71 ... Ty, de ch, pour tout ¢, j, 1 < i < 7 < m, tels que pour tout k, 2 < k < j,
act(ry) =T,onaj—1 < N ;

— complétude en entrée : pour toute trace tr € Traces(G), pour tout act € Act () de la forme c?
ouc?a, tr. act € Traces(G).

Sous ces hypotheses de test, 1l est alors possible de définir la notion de correction d’un systéme
représenté pat un IOSTS par rapport a sa spécification elle-méme sous la forme d’un IOSTS. Cette telation
de correction est appelée conformité. Intuitivement, un systeme est conforme a sa spécification st 'exécution
par le systeme d’une trace de la spécification (entichie par la quiescence) déclenche une émission autorisée
par la spécification. I.a définition suivante est une adaptation au cadre des TOSTS de la relation zoco définie

par Jan Tretmans [Tre92].
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DEFINITION VIIL15 — Conformite.

Soit = (3, V, C) une TOSTS-signature. Soient IMPL un modéle du systéme sous test sur {15 et S un
TOSTS sur Q. IMPL est conforme 2 S si et seulement si pour toute trace tr € Traces(Ss) N Traces(IMPL),
1l existe actpg € Actpg(Q2) U {d!} de la forme ¢!t ou ¢! telle que tr. actpr € Traces(IMPL), alors
tr. actp € Traces(Ss).

Selon cette définition, une spécification peut étre partielle sur les entrées : tous les comportements sont
autorisés a 'implantation aprés une réception qui n’aurait pas été spécifiée. Cela correspond a la notion
habituelle de correction selon laquelle un systeme fait au moins ce qu’il est censé faire mais peut également
en faire plus. La figure suivante, due a Thierry Jéron [Jér01], llustre les différents aspects de la relation de
conformité. Les implantations IMPL 1 et IMPL 2 sont conformes a la spécification : les sorties de IMPL 1
aptés la réception sur le canal a sont incluses dans celles de SPEC et les entrées de la spécification en Iétat
initial sont incluses dans celles de IMPL 2. Au contraite, les implantations IMPL 3 et IMPL 4 ne sont pas
conformes a la spécification : la sortie sur le canal 2 apres la réception sur le canal a n’est pas autorisée par

la spécification ainsi que le blocage apres I'’émission sur le canal .
IMPL1 IMPI2
o!

ol £2

Z' a?

w7 N

a? Choix d’implantation Spécification partielle

a/ \y' IMPL3 IMPLA4

Qal ) oL

2!

Z' a? Z' a?
z!
D Oa D
Sortie interdite Blocage interdit

4.3 Modélisation de la relation de conformité dans notre cadre

De facon a pouvoir comparer les notions de correction et de conformité, il nous faut nous placer dans un
formalisme unique, c’est-a-dire associer des spécifications logiques aux TOSTS ou associer des modeles sous
la forme d’TOSTS aux spécifications modales. Nous choisissons ici de mener la comparaison en décrivant le

modele des TOSTS a T'aide d’une spécification exprimée en logique modale. Tl s’avere en effet tres difficile
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de poser des restrictions sur les spécifications modales de facon a ce que les modeles qui leur sont associés
soient des IOSTS. Il est méme impossible de caractériser une classe de modéles qui seraient uniquement des
IOSTS, une spécification axiomatique admettant nécessairement parmi ses modéles des modeles infinis.

Une facon simple de comparer les deux approches est alors de montrer que deux IOSTS vérifiant la
relation de conformité sont des modéles d’une méme spécification modale : si on note SPEC I'TOSTS de
la spécification, celui de 'implantation étant noté IMPL, si on note Sp la spécification modale associée a
SPEC, alots on veut montrer que si IMPL est conforme a SPEC, alots IMPL et SPEC' sont tous deux
des modéles de Sp.

11 nous faut pour cela capturer la relation de conformité dans la spécification modale que nous allons
associer 2 SPEC. Plusieurs aspects de cette relation sont alors a prendte en compte : 'observabilité d’une
part, les branchements et le non déterminisme en sortie d’autre part. Dans le cadre des IOSTS, la notion de

déterminisme est la sutvante [Rus06].

DEFINTTION VII1.16 — Déterminisme.
Soient Q = (X, V, C) une I0STS-signature et G = (Q, go, T, Id) un TOSTS sur . On dit que G est
déterministe si et seulement si :
— il ne contient pas d’actions internes 7 ;
— il admet au plus un état initial : la fonction d’mitialisation est totale et les termes qu’elle associe aux
variables d’état sont clos.
— pour tout ¢ € Q, pour toute paire de transitions distinctes (g, ©1, act1,<1,q1) et (g, 2, acta, s2, q2)

étiquetées par une action sur le méme canal ¢, la conjonction des gardes 1 A 2 n’est pas satisfiable.

EXEMPLE VII1.5 — Non déterminisme.
Te systéme reptésenté ici permet d’envoyer un message au moins min fois et au plus Maz fois, ou
min et Maz sont des constantes telles que 0 < min < Maz. 1l est non déterministe car les deux gardes

r < Mazx et r > min peuvent étre satisfaites pour une méme valeur de 7.

r>min—1

r:=0 Msg! Fait!
q0 Q1 q2 q3
r < Max — 1
Msg!
r:=r+1

&

La relation de conformité est fondée sur la comparaison des sorties possibles du systeme sous test,
apres une trace issue de la spécification, avec les sorties prévues par cette spécification. I.a comparaison ne
portant que sur les actions observables, émissions et réceptions, la spécification modale ne doit également
porter que sur les communications avec I'extérieur. 11 est alors inutile de spécifier les changements internes
de I'état tels que les substitutions de variables d’état. ID’autre part, les sorties observées apres une trace

de la spécification doivent étre incluses dans les sorties attendues, tandis que les entrées peuvent étre plus
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nombreuses. Il est donc nécessaire de prendre en compte le fait qu'une implantation conforme 2 SPEC peut
valider les mémes axiomes que SPEC tout en ayant moins de sorties et plus d’entrées. De plus, si SPEC
est non déterministe, il nous faut prendre en compte le fait qu'une implantation qui lui est conforme peut
résoudre ce non déterminisme tout en n’ayant pas simplement sélectionné une branche mais en en ayant
combiné plusieurs. Nous allons voir par la suite de quelle facon nous allons procéder pour construire une

spécification prenant en compte ces différents aspects.

EXEMPLE VII1.6 — Résolution du non déterminisme.

Dans I'TOSTS suivant, Moy est une opération de Nat X Nat dans Nat qui donne la moyenne de deux
entiers, arrondie a Pentier supérieur. Cet IOSTS est bien conforme a celui de Pexemple VIIL5, puisqu’il
envoie le message exactement Moy (min, Maz) fois, si 0 < min < Maz. Cependant, il ne contient aucune

des deux transitions de la spécification.

r = Moy(min, Maxz)
r:=0 Msg ! Fait
q0 q1 q2 q3

r < Moy(min, Max)
Msg!
ri=r+1

&

11 nous faut tout d’abotd fixer le langage que nous allons utiliser pour décrire un IOSTS donné. La
signature modale qui va étre associée a un IOSTS doit permettre d’écrire des propriétés sur cet IOSTS, aussi
bien en termes de données que de dynamique. La partie données de I'TOSTS est déja spécifiée en logique
du premier ordre dans 'IOSTS-méme. Spécifier la partie dynamique requiert la définition d’une sorte non
observable représentant état ainsi que des observateurs et des prédicats sur cette sorte. Nous posons donc
une sotte non observable nommée Etat sur laquelle nous allons définir comme observateurs les émissions et
les réceptions ainsi que les variables d’état. I.es communications avec I'environnement sont définies comme
étant des observateurs de sorte non observable puisqu’elles permettent de faire évoluer le systeme d’un
état vers un autre. On aura alors, dans le cas de 'TOSTS de 'exemple VIII.3, deux observateurs de sorte
non observable : Début? : Etat x Nat — Etat cortespondant a la réception d’une valeur de sorte Nat
sur le canal D ébut, Msg! : Etat x Nat — Etat cortespondant a Iémission d’une valeur de sorte Nat
sur le canal Msg et Stop! : Etat — Etat correspondant a 'émission d’un signal sur le canal Stop. Les
variables d’état, quant a elles, sont des observateurs de sorte observable, qui permettent d’observer une
caractéristique de I’état. Pour le méme IOSTS, la variable d’état x devient un observateur de sorte observable
Nat, z : Etat — Nat. On se donne de plus un observateur de sorte observable assoctant a chaque état
son nom dans Pensemble d’états Q, état : Etat — Q. Cet observateur permet de patler d’un état avec
son historique sans avoir besoin de préciser celui-ci. On décrit ainsi de facon précise les comportements
possibles de chaque état de P'TOSTS.

T.e systeme sous test n’étant observable qu’au travers de ses émissions et de ses réceptions, il suffit de

spécifier les communications. Pour observer une communication, on a besoin d’un prédicat sur I’état cible
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de la transition indiquant que la communication a effectivement eu lieu. On se donne alors des prédicats
sur la sorte Etat permettant de vérifier que la réception ou I'émission sur un certain canal d’une valeur
donnée a eu lieu. Pour spécifier 'TOSTS de exemple VIIL.3, on auta alots trois prédicats, un pour chaque
action de communication : Recu_Début = Etat x Nat permet d’assuter quune valeur de sorte Nat a bien
été recue sur le canal Début, Emis _Msg : Etat x Nat assure qu’une valeur de sotte Nat a été envoyée
sur le canal Msg et Emis _Stop : Etat assute qu'un signal a été émis sur le canal Stop. Chaque action de
communication sera alors représentée par une formule modale spécifiant le fait qu’apres une cette action, le
résultat de cette action est observé. Par exemple, on écrira { Débuf?x) Recu Début(x) de facon a exprimer
le fait quaprés 'action Débuf?x, une réception a eu lieu sur le canal D ébut et la valeur recue est celle de .
De méme, on écrira ( Stop!) Emis _Stop pour assurer qu'apres I'action Stop!, un signal a bien été émis sur
le canal Stop.

Spécifier un IOSTS en logique modale revient alors a associer, a chaque état de 'IOSTS, 'ensemble des
émissions et des réceptions qui sont possibles depuis cet état. Pour que IMPL soit également un modéle de
la spécification modale, plusieurs aspects de la relation de conformité sont a prendre en compte : en un état
accessible par une trace de SPEC, IMPL peut admettre moins de sorties que SPEC, mais doit en avoir au
moins une, et ne peut pas en admettre plus que celles qui sont spécifiées ; en ce méme état, il peut admettre
plus d’entrées puisque la spécification peut étre partielle, mais il doit admettre au moins les entrées spécifiées.
Cet état doit alors valider la disjonction des sorties d'une part et la conjonction des entrées d’autre part. On

va associer a chaque état ¢ un axiome de la forme :

état = q = \/ wi = (e; N\ état = ¢q;) | A /\ i = (ri A\ état = ¢;)

e; émission T réception

ou les (g, @i, €i, Gi, i) sont transitions étiquetées par des émissions et les (q, ¥;, Ti, Gi, ;) sont les transitions
étiquetées par des réceptions. La spécification de 'IOSTS de I'exemple VIIL.3 aura alors deux axiomes, un
associé a qo et Pautre a g1. Celui associé a gg dit qu’en cet état, 1l est possible de recevoir une valeur sur le

canal D ébut, sans condition :
état = qo = (D ébut?x)(Recu _Début(x) A état = q1)

L’axiome associé a g1 spécifie que deux émissions sont possibles en cet état : 'émission de la valeur de x sur

le canal Msg si « est strictement positif, 'émission d’un signal sur le canal Stop si = est nul.
état =q1 = (z > 0= ( Msg\z)(Emis _Msg(x) A état = Q1))
V(z=0= ( Stop!)(Emis _Stop A état = 3))

De plus, on doit regrouper les émissions qui ont lieu sur un méme canal de facon, en particuliet, 2 prendre en
compte le non déterminisme. Revenons a 'exemple VIIL.5 et a son implantation possible de I'exemple VIIL.6.
Pour assurer que ces deux IOSTS valident le méme axiome en I’état q1, il ne faut pas distinguer les transitions

portant une émission sur le méme canal Msg. On éctita alors :

état = qy = (r < Maz V r > min = ( Msg)(Emis Msg A état = qy)
V ( Msg!)(Emis _Msg A état = q2)>

De maniere générale, on associe une spécification modale a un TOSTS de la facon sutvante.
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DEFINITION VIIL17 — Spécification modale d’un 10STS.

Soient Q = (X, V, C) une IOSTS-signature avec X = (5, F, R) et G = (Q, go, T, ¢) un TOSTS sur 2.
On note ¥ = (Sg, Fi, Rg) la signature modale ot :

— Sg = Sops LT avec Spps = S et T' contient 'unique sorte non observable Etat ;

- Fg = Fops L Fy, , avec Fops = F et Fip, , Tensemble des observateurs de la sorte Etat défini pat:
Fy,, = {c?: Etat — Etat | c € C}

U{c! : Etat — Etat | c € C'}
U{c? : Etat xs — Etat |ce C’}
U{c! : Etat xs — Etat | c € C\}
U{z: Etat —» s |z € V,}

U{ état : Etat — Q}

— Rg = Rops 1 R, , avec Rops = Ret Ry, , I'ensemble des prédicats sur la sorte Etat défini pat:

Ry,., = {Recu_c: Etat | c€ C!}
U{Emis _c: Etat | c € C'}
U{Recu_c: Etat xs | c € C}
U{Emis_c: Etat xs | ce C'}

1.a spécification modale de G, notée Spg, est le couple (X, Azg) ot Az est Pensemble de formules construit
comme suit.

Pour tout état ¢ € Q, on note !
tri,...,trypg, ... PN, BT, L ETQ
les transitions sortantes de g, avec
1,y ey Ty ooy BT, = T
et

Ukt 1s ooy Tl s ooy Tk yay o o5 TRy, = BTN

Pour tout 4, 1 < i < @, la transition #r; est le quintuplet (g, i, acti, Si, g;), avec :
— pout tout i, 1 <4 < m, pour tout j, ki1 < j < ki, act; = ¢;! (ko = 0) ;
— pout tout i, m < i < n, pour tout j, ki1 < j < k;, act; = ¢;'t; ;
— pour tout i, N < i < P, act; est de la forme ¢;7
— pour tout 2, P < i < Q, act; est de la forme ¢;7z;,

[ . .
Voir le schéma page suivante.
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On associe alors a Iétat ¢ la formule suivante :

état = q = ( ( \/ ;= (ci!)(E’mz's _¢i A\ état = q]-)>

1<i<m ki 1<j<ki

V; ( \/ pj = \/ <ci!tj>(Emis _ci(tj) A état = qj)>>
m<i<n  k;_1<j<k; ki—1<j<k;

A /\ (goi = (¢;7)(Recu_c; N état = q1)>
N<i<P

A /\ <<pZ = (¢;7x;)(Recu _c(x;) A état = qz)>
P<i<Q

émissions sut Cq

qk,
Tk1+1 gmissions sur o
Ak,

4Q

réceptions ¢’z .. émissions c!

|
I
|
I
|
I
|
I
I
|
I
|

qP'H‘\.q/' aMm L . :q

P~ [\ . T au+1 !

I

|

I

|

I

|

I

|

I

|

I

\>
dM+1
émissions sur Cp,41

Ak i1
Akpyi+1

réceptions c? émissions ¢t

émissions sut Cm+2

qkm+2

Au vu de la construction de Spg, il est simple de vérifier que G est un modele de cette spécification.

Nous donnons par la suite quelques exemples qui illustrent chacun des aspects de la construction.

EXEMPLE VIIL7 — Compte a rebours.
On récapitule ici 'exemple développé au cours du texte précédant la définition VITT.17.

spec REBOURS =
type Nat ::= 0| s(Nat)
cotype Etat
op _— _: Nat x Nat — Nat



4. Comparaison avec le test de conformité 161

end

obs Début? : Etat x Nat — Etat
Msg! : Etat x Nat — Etat
Stop! : Etat — Etat
z : Etat — Nat
état : Etat — Q
preds =: Nat x Nat
> : Nat x Nat
predobs Recu _Début : Etat x Nat
Emis _Msg : Etat x Nat
Emis _Stop : Etat
o état = qo = ( Début?x)(Recu Début(x) A état = q1)
e état=q1 = (z>0=> ( Msg'z)(Emis _Msg(z) A état = 1))
V(z=0= ( Stop!)(Emis Stop A état = q2))

EXEMPLE VII1.8 — No#u déterminisme.

La spécification modale associée a P'TOSTS de 'exemple VIIL5 est la suivante. Les constantes »zn et

Max sont déclarées dans la partie fixe de la signature. Comme on I'a précisé plus haut, on regroupe les

émissions qui ont lieu sur le méme canal de fagon a prendre en compte le non déterminisme.
spec MESSAGESNONDET =

end

type Nat ::= 0| s(Nat)
cotype Etat
ops _+ _: Nat x Nat — Nat
min : — Nat
Max : — Nat
obs Msg! : Etat — Etat
Fait! : Etat — Etat
r: Etat — Nat
état : Etat — Q
preds < : Nat x Nat
> : Nat X Nat
predobs Emis _Msg : Etat
Emis _Fait : Etat
o état =q1 = ((r < Maz V r > min)
= (Msg!)(E'mis _Msg A état = q1) V (Msg!)(E'mis _Msg A état = QZ)>
o état = qo = ( Fait!)(Emis _Fait A état = ¢3)

<&
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EXEMPLE VII1.9 — _Autorisation de retrait.

On spécifie ici un systeme dont le but est de donner I'autorisation au client d’une banque de retirer une
somme d’argent donnée. Pour donner cette autorisation, le systeme procede a différentes vérifications. Le
retrait n’est pas accepté si le montant demandé = est supérieur au montant m disponible sur le compte du
client. Lorsque le montant est disponible, l'autorisation de retrait est accordée directement si le client dispose
de plus de 1000 euros sur son compte. 5’1l dispose de moins de 1000 euros, il n’a le droit de retirer que des

sommes inférieures a 50 euros.

z<mAm< 1000 Az > 50
Auto! false

x>m
Auto! false

Q ——————> Q1

~_

z<mAm > 1000
Auto! true
m:i=m—=z

z<mAm< 1000z < 50
Auto! true
m:i=m—=z

De la méme maniére que dans les exemples précédents, on se donne une sorte non observable Etat sur
laquelle on déclare les observateurs V érif? et Auto! de sorte non observable et les observateurs = et m de
sorte observable. On déclare de plus deux prédicats sur la sorte Etat permettant d’assurer que la réception
sur le canal V érif et 'émission sur le canal Auto ont bien eu lieu. On associe un axiome a chacun des deux
états de 'TOSTS. En qo, on spécifie la réception d’une valeur sur le canal Vérif. En q1, on regroupe les
émissions ayant lieu sur le méme canal, c’est-a-dire ici toutes les émissions sur le canal Auto. Cet axiome
peut paraitre trivial, mais il est impossible de faire mieux a un niveau syntaxique. En effet, reconnaitre que
true est différent de false ne peut se faire qu’a un niveau sémantique, lorsqu'on a décidé d’'un modeéle
pour interpréter les données. Avec cette distinction, il serait possible de séparer les conditions qui menent a

I'émission de true de celles qui ménent a 'émission de false.

spec AUTORISATION =
s(Nat)

Bool ::= true | false

types Nat ::=0

cotype Etat
op _— _: Nat x Nat — Nat
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obs Vérif?: Etat x Nat — Etat
Auto! : Etat x Bool — Etat
z : Etat — Nat
m : Etat — Nat
état : Etat — Q

preds < : Nat x Nat

<: Nat x Nat
> : Nat X Nat
> : Nat x Nat

predobs Recu _V érif : Etat x Nat
Emis _Auto : Etat x Bool
o état = qo = ( Vériflx)(Recu _Vérif (x) A état = q1)
e état=q = (z>mV (z <mAm <1000 Az > 50)
V(e <mAm>1000) V (z <m Am < 1000 Az < 50))
= ((Auto! true)(Emis _Auto(true) A état = qo)
V ( Auto! false)(Emis _Auto(false) A état = qo))

end

<&

Etant donnée la méthode que nous avons suivie pour associet une spécification modale a un IOSTS,
il est maintenant tres simple de vérifier quun TOSTS conforme a celui-ci est également un modele la
spécification obtenue. Pour s’en donner I'intuition, considérons de nouveau 'TOSTS non déterministe de
I'exemple VITL5, que nous noterons SPEC), et son implantation possible donnée a 'exemple VIILG, que
nous noterons IMPL. Dans ce deuxiéme systéme, un message est émis tant que la valeur de  est infétieure ou
égale 2 la moyenne des constantes min et Max. Cette condition implique la condition r < Maz V r > min
du premier axiome de Spgpgc- De plus, 'émission d’un signal sut le canal Msg est bien possible dans cet
état et les états cibles des deux transitions possibles sont les états g1 et 2. Le systeme modélisé par IMPL

valide donc le premier axiome de Sp gpp- Le deuxiéme axiome est trivialement vérifié.

4.4 Objectifs de test

Dans Tapproche du test de conformité, Pensemble des comportements a tester sur le systeme est
I'ensemble des comportements représentés par la spécification de ce systeme enrichie par la quiescence.
Cet ensemble étant la plupart du temps infini, il est nécessaire de sélectionner un nombre fini de ces
comportements considéré comme représentatifs [J[JR705]. Un objectif de test, dans ce cadre, sert a identifier
un certain nombre de chemins de la spécification enrichie par la quiescence. Chaque chemin est considéré
comme une classe de traces.

11 existe plusieurs méthodes pour écrire des objectifs de test. s peuvent par exemple étre sélectionnées

manuellement [J[JR7.05] ou a 'aide de techniques d’exécution symboliques [Tou06, GI.LRT06]. Dans ce dernier
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cas, un objectif de test est un arbre enraciné en qg, dont les transitions sont étiquetées uniquement par des
actions de communication et dont les feuilles sont étiquetées par les différents verdicts possibles : pass si le
chemin menant a cette feuille est le comportement 4 tester ; fail sile chemin menant a cette feuille ne doit pas
se trouver dans 'implantation ; inconc sile chemin menant a cette feuille est accepté par la spécification mais
ne correspond pas au comportement que I'on voulait tester. On veut par exemple tester un systeme a partir
de la spécification donnée a 'exemple VIIL.3. Un systeme implantant cette spécification est censé compter a
rebours a partir de la valeur qui lui aura été donnée en entrée. Un exemple simple de comportement qu’on
peut vouloir tester est celui par exemple qui consiste a recevoir la valeur 1 sur le canal D ébut, puis a I'émettre
sur le canal Msg et enfin a émettre un signal sur le canal Stop. Ce comportement est représenté par I'objectif

de test sutvant.

d! _eo
e14 "~
62\\(5!
\ \\565 !
Msg!l '\ Stop! fail
\
A
,63 €4 £ail

Msglz,” \ Stop!
/
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€6 er
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St on ne donne aucune valeur en entrée au systéme, il est autorisé par la spécification a étre quiescent, mais ce
n’est pas le comportement que 'on voulait tester, d’ot le verdict inconclusif. S’1l est quiescent apres avoir recu
la valeur 1, il échoue au test puisqu’il ne peut étre quiescent en cet état que si la valeur recue est strictement
négative. De méme, il ne peut pas émettre sur le canal Stop en cet état puisque la valeur recue n’est pas nulle.
Apres avoir émis la valeur 1, il doit émettre un signal sur le canal Stop. Aucun autre comportement n’est
autorisé.

I.e verdict inconclusif permet en particulier de gérer le non déterminisme de la spécification en prévoyant
tous les branchements autotisés méme si ce ne sont pas ceux visés par 'objectif de test. Si on voulait écrire

ce méme objectif de test dans notre cadre modal, on obtiendrait la formule suivante :
( Début?1) ( Msg'1) ( Stop!) Emis _Stop

On remarque que le verdict inconclusif n'existe pas dans notre cadre, un objectif de test sous la forme
d’une formule représentant exactement ce qu’on veut tester. Si le systéme sous test « dévie » de cet objectif,
parce quil est non déterministe par exemple, il est impossible de dite a partir de cette formule unique st le
comportement observé correspond ou non a celui prévu par la spécification. Pour représenter un objectif de
test tel que celui décrit par Parbre ci-dessus, il faudrait un ensemble de formules qui représenteraient chacune
un chemin de Tobjectif, ce qui revient a n’avoir que des objectifs de test sous la forme de chemins. On
perd de fait la structure d’arbre, c’est-a-dire la possibilité d’évaluer une exécution qui dévierait de I'objectif.

Drautre part, perdre la structure d’arbre empéche de gérer de facon efficace le non déterminisme. Fn effet,
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en cas de non déterminisme, il nous faut soumettre le méme test plusieurs fois pour arriver jusqu’au bout du

chemin visé et pouvoir conclure.

4.5 Bilan

Nous avons, au couts de cette section, tenté de rapprocher les cadres de test du test de conformité et du
test a pattir de spécifications axiomatiques. Nous avons pris le parti d’associer a un IOSTS une spécification
exprimée en logique modale afin qu’un TOSTS qui soit conforme a celui-ci soit également un modele de cette
spécification modale. Par cette traduction, nous constatons que notre approche est plus abstraite, et donc
également moins fine, que celle du test de conformité. En effet, des IOSTS qui sont différenciés parla relation
de conformité comme étant la spécification et 'implantation sont, dans notre cadre, deux implantations d’'une
méme spécification. La relation de conformité permet donc de différencier des comportements que notre
notion de correction confond. Ceci est en patrtie da a la présence du « ou» logique dans les axiomes de
la spécification modale. En effet, pour valider une disjonction de formules, 1l suffit de valider une de ces
formules. Lorsque la disjonction est validée, 1l est impossible de dire a priori quelle(s) sous-formule(s) a (ont)
été validée(s). Dans le cas des axiomes spécifiant un IOSTS, les sous-formules de la disjonction teptrésentent
des transitions, il est donc impossible de dire quelle(s) transition(s) a (ont) été prise(s) lorsque la disjonction
est validée.

T.a facon dont nous avons abordé la comparaison des deux approches, par I'association d’une spécification
modale 2 un TOSTS, n’est quune des pistes possibles pour cette étude. Elle pourrait également étre menée a
un autre niveau, pas nécessairement de facon formelle. Il serait par exemple certainement tres fructueux de
mener une étude de cas selon ces deux approches du test. 11 serait possible, de cette maniere, de constater
dans la pratique la différence d’expressivité des deux langages ainsi que la facilité d’écriture des objectifs
de test et de la décision des verdicts. On peut penser que les objectifs de test exprimés sous la forme de
formules logiques seraient plus proches de I'idée qu’on aurait des propriétés a tester, tandis que les tests issus
des TOSTS seraient plus simples a conctétiser, étant eux-mémes exécutables.

De facon plus générale, Pabstraction des spécifications axiomatiques constitue leur principal avantage.
Un systéme peut étre testé a partir d'une méme spécification axiomatique initiale a toutes les étapes de la
conception. En effet, les propriétés décrites par une telle spécification sont suffisamment abstraites pour que
toutes les implantations de cette spécification, quel que soit leur niveau de détail, les vérifient. D’autre part,
'avantage majeur de I'approche a base de systémes de transitions est d’étre plus proche de 'implantation, ces
modeles étant eux-mémes exécutables. Les tests sous forme de chemins étant plus proches des exécutions
réelles du systéme sous test, la concrétisation des tests en est simplifiée, ainsi que le probleme de 'oracle.

Cette étude comparative n’est bien entendu qu'une ébauche préliminaire a un travail plus approfondi de

mise en relation point a point des notions sur lesquelles reposent la théorie du test.
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CONCLUSION

OUS avons proposé, sur la base de la théorie du test définie pour des systemes décrits a 'aide
de spécifications axiomatiques, des extensions des résultats d’exhaustivité et de la méthode de
sélection par dépliage des axiomes. Nous avons ainsi proposé une approche nouvelle au test de

systemes dynamiques.

La sélection de tests a ét¢ initialement étudiée de le cadre des spécifications équationnelles conditionnelles
positives. Bien que la propriété d’exhaustivité ait été reconnue comme primordiale pour débuter la phase de
sélection, elle n’avait pas été étudiée de facon approfondie dans les premiers travaux sur la sélection. Nous
avons alors, dans chacun des formalismes logiques auxquels nous nous sommes intéressés, effectué deux
taches. Nous avons d’une part étudié les conditions nécessaires a imposer a la spécification et au systéme
sous test pour obtenir I'exhaustivité du jeu de tests composé des conséquences sémantiques observables de
la spécification. Nous avons d’autre part adapté et étendu la procédure de sélection par dépliage des axiomes
a ces formalismes et montré sa correction et sa complétude. Dans les deux cadres généraux des spécifications
du premier ordre sans quantificateurs et des spécifications modales du premier ordre sans quantificateurs,
nous avons montré que les conditions nécessaires a Pexhausitivité du jeu de test visé étaient mineures car
faciles a assurer dans la pratique, ce qui assure une généralisation satisfaisante de la sélection dans ce cadre.

L’approche habituellement suivie pour tester des systémes dynamiques est celle du test de conformité,
ou le systéme sous test est spécifié a 'aide d’un automate ou d’un systéme de transitions. Ces formalismes
de spécification permettent une description synthétique de la dynamique d’un systeme. Cependant, étant
elle-méme exécutable, cette description est assez proche de I'implantation. I.’approche que nous proposons,
fondée sur les formalismes axiomatiques, permet alors de gagner en abstraction dans la spécification des
systemes. I.’étude du rapprochement de notre cadre de test avec celui du test de conformité que nous avons
menée au chapitre VIT montre que le processus global de test profite également de cette abstraction. Nous
avons également constaté que des objectifs de test plus abstraits sont aussi moins précis, en particulier en ce
qui concerne les différents verdicts qu’on peut vouloir leur associer. Contrairement au test de conformité,
nous ne sommes pas capable d’accepter partiellement un comportement déviant de 'objectif de test. D’autre
part, nous avons évoqué la difficulté, dans notre cadre, de générer des cas de test a partir de nos objectifs de
test lorsque la spécification n’est pas exécutable. Un compromis entre I'abstraction des propriétés a tester et
la facilité de leur soumission serait alors a étudier.

Ce travail ouvre également la voie vers d’autres petspectives.

Dans le processus de test d’'un systeme, I'étape suivant la définition de critéres de sélection est la

génération d’un jeu de tests effectif a soumettre au systeme. Dans notre cadre, la génération consiste a
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appliquer I’hypothese d'uniformité aux jeux de test contraints obtenus par dépliage d’'un objectif de test
initial. 11 s’agit en fait, pour chacun des objectifs de test contraints, de résoudre les contraintes qui lui
sont associées afin de calculer un ou plusieurs cas de test correspondant a cet objectif. La résolution de
ces contraintes peut s’avérer délicate. En effet, méme dans le cas simple des spécifications conditionnelles
positives, elle est impossible si I'égalité n’est pas décidable, c’est-a-dire s1 on ne dispose pas d'un moyen
effectif pour résoudre les équations. Pour assurer la possibilité de résoudre ces contraintes, une solution
consiste a imposer que les spécifications considérées soient exécutables, C’est-a-dire qu’elles correspondent
directement a un programme. C’est la condition imposée dans I'outil LOFT [Mar95] pour lequel la méthode
de sélection par dépliage a été implantée : les axiomes conditionnels positifs doivent pouvoir étre transformés
en regles de réécriture telles que le systeme de réécriture obtenu soit confluent et réducteur [AABLMO5].

Dansle cas des spécifications du premier ordre sans quantificateurs, une condition similaire de décidabilité
des spécifications est nécessaire pour résoudre les contraintes associées aux jeux de tests. Cependant, assurer
cette condition est bien plus complexe que dans le cas conditionnel positif. Il en est de méme dans le cadre
des logiques modales. 11 serait alors intéressant d’étudier les conditions a imposer aux spécifications pour
assurer qu’elles permettent de résoudre les contraintes générées par le dépliage.

Le travail présenté ici est une premiere étape vers la définition d’un cadre formel de sélection de tests pour
les langages de spécification CASI. et COCASI.. En effet, la logique sous-jacente au langage de spécification
algébrique CAST. est la logique du premier ordre et celle sous-jacente a son extension coalgébrique COCASI.
est la logique modale du premier ordre que nous avons présentée. I.e prolongement de ce travail en vue de
prendre en compte les caractéristiques particulieres de chacun de ces langages pourrait s’établir comme suit :

— 1l s’agirait dans un premier temps de traiter le prédicat d’égalité de facon spécifique. En effet, dans
les logiques que nous avons présentées, I'égalité est définie comme un prédicat quelconque ce qui fait
perdre Pavantage de ses propriétés en tant que relation de congruence. Il faudrait alors spécialiser
les calculs des séquents pour chacune de ces logiques en ajoutant des regles d’inférence dédiée au
traitement de Iégalité. I.a procédure de sélection en serait alors plus efficace ;

— dans un deuxieme temps, il faudrait prendre en compte I'existence de sous-sortes et de fonctions
partielles dans CASI. et COCASL [GM92, CMR99]. Cela nécessiterait de traiter la relation de sous-
sortes ainsi que le prédicat de définissabilité et 'égalité existentielle. I égalité existentielle est vérifiée
par deux termes seulement s’ils sont définis et qu’ils sont interprétés par la méme valeut, contrairement
a Iégalité forte (le cas habituel) qui est vérifiée soit parce que les termes ne sont pas définis, soit patce
qu’ils sont définis et interprétés par la méme valeur ;

— 4 un niveau plus général, les langages CASL et COCASL incluent des primitives de structuration de
spécifications. Il est possible de renommer, de réduire ou d’entichir une spécification, par exemple, ou
de faire 'union de plusieurs spécifications. Le test d’intégration, c’est-a-dire le test de la composition
de plusieurs modules ou unités de programme, releve d’une problématique différente de celle du test
unitaire ou on ne teste qu'un module. I1 s’agit, a partir de modules déja testés, de dégager les propriétés
qui sont nées de la composition de ces modules mais qui n'apparaissaient pas dans les modules
individuels. Tl faudrait alors étudier le test d’intégration au travers des primitives de structuration de
CASTL et COCAST,, afin de proposer des solutions au test de la composition de modules spécifiés dans ces

langages. Pour ce faire, nous pourtions nous inspirer des travaux de Patricia Machado [Mac00, MS02].



ANNEXES







ANNEXE A

Notions de théorie des catégories

1 Catégories

DEFINITION A.1 — Catégorie.

Une catégorie C consiste en une classe C,, notée également |C|, d’objets A, B, C. . . et une classe Gy, de
morphismes ou fleches f, g, h. .. entre ces objets, munie des opérations suivantes :

—dom : Gy = Go s

— codom : Cm — Co ;

- Id: ¢ — Gn,
associant a chaque fleche sa source (domaine), tespectivement sa cible (codomaine), et a tout objet A sa fleche
identité 1d 4. De plus, il existe une opération partielle o de cwmpoasition de fleches. T.a composition de f et g est
définie dés que codom(f) = dom(g). T.e résultat est un morphisme g o f avec dom(g o f) = dom(f)
et codom(g o f) = codom(g). Les conditions suivantes doivent étre vérifiées lorsque la composition est
définie :

— (hog)of=ho(gof);

— Idaof = fetg=golda.

Pour tout couple d’objets (A4, B), on note Hom (A, B) 'ensemble des fleches entre A et B dans C.

On définit maintenant la notion de foncteur. Intuitivement, un foncteur est un morphisme de catégories.

DEFINITION A.2 — Foncteur.
Soient C et D deux catégoties. Un fonctenr F : C — D estla donnée d’un couple (Fo,, Frn) d’applications
tel que :
— Fo i Co — Do, appelée fonction objet, associe a tout objet C' € C, un objet F(C) € D, ;
— Fm i Cm — D, appelée fonction fléche, associe a tout morphisme f : C — C' € G, une fleche
F(f): F(C)— F(C') € Dy,

vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. fm(ldc) = Id]—'o(C) ;
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2. Fm(go f) = Fm(g) o Fm(f) (sig o f est défini dans C).

Dans la suite, on ne précisera les indices , et ,, que lorsque ce sera nécessaire.

2 Constructions sur les catégories

DEFINITION A.3 — Sous-catégorie.
Soit C une catégorie. Une sous-catégorie D de C est une catégorie telle que :
— tous les objets et tous les morphismes de D sont des objets et des flechesde C: D, € Gy et Dy, € Gy 5

— les domaines et les codomaines d’une fleche de D sont les mémes que dans C : pour tout f € Dy,

domo(f) = domc(f) et codomap(f) = codome(f) ;
pout tout objet A € D, Id4 € Dy, ot Idy est I'identité de A dans C ;
— pouttout f: A — B,g: B — C € Dy, la composition (dans C) g o f appattient 2 D, et est la

composition dans D.

Lorsquune sous-catégorie préserve toutes les fleches de la catégorie dont elle est issue, on dit qu’elle est

pleine. Cette notion est a rapprocher de celle de sous-graphe.

DEFINITION A.4 — Sous-catégorie pleine.
Soient C et D deux catégories telles que D est une sous-catégorie de C. D est une sous-catégorie

pleine de C si les fleches entre deux objets A et B de D sont exactement les fleches entre A et B :
VA, B € D,, Homp(A, B) = Hom(A, B).

A partir d’une catégorie C, il est possible de construire une catégorie notée C°P en inversant toutes les

fleches. Cette catégorie est appelée catégorie duale de C.

DEFINITION A.5 — Catégorie duale.
Soit C une catégorie. La catégotie duale de C est la catégorie C°P définie par :
— G =Coet G = G s
- pourtoutf:A—)BECm,f:B—>A€C7?1p;
— pourtouth =go f € Cn,h = fog€ Git.

3 Propriétés des morphismes

DEFINITION A.6 — Morphisme inverse.
Soit C une catégotie. Soient f : A — Betg: B — A deux morphismes de C tels que f o g = Idp et

go f =1d4. On dit alots que g est un snverse de f et, bien siit, que f est un inverse de g.

DEFINITION A.7 — Isomorphisme.
Soit C une catégorie, et soient A et B deux objets de C. un motrphisme f : A — B est un isomorphisme

§'il admet un inverse. Dans ce cas, A et B sont dits Zsomorphes.
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Une fonction f : A — B dans Set est injective si pour tout z,y € A, si x # y alors f(z) # f(y).
Un monomorphisme est un type particulier de morphisme dans une catégorie qui généralise la notion de
fonction injective. En particulier, unmonomorphisme dans la catégorie des ensembles est exactement une
fonction injective. Si f est une fleche d’une catégotie quelconque, la définition est la méme, 2 un changement

res, la notion d’élément n’avant plus de sens dans ce contexte.
bl J

DEFINITION A.8 — Monomorphisme.
Soit C une catégorie. Un morphisme f : A — B de C est un monomotrphisme si pour tout objet Z
dans C et pour tous morphismes g, h : Z — A dans C,si g # h,alors f o g # f o h.

Un épimorphisme dans une catégorie est un monomorphisme dans la catégorie duale. On a donc la

définition suivante :

DEFINITION A.9 — FEpimorphisme.
Soit C une catégotie. Un morphisme f : A — B de C est un épimorphisme si pout tout objet Z dans
C et pour tous morphismes g,h : B — Z dans C,sigo f # ho f,alors g = h.

Les épimorphismes dans la catégorie des ensembles sont les fonctions surjectives. On s’attend alots
a ce quun isomorphisme soit a la fois un monomorphisme et un épimorphisme. Cependant, ce n’est pas

directement vrai avec les définitions précédentes, une condition supplémentaire est nécessaire.

Un morphisme f : A — B dans une catégorie est un isomorphisme §’il a un inverse g : B — A qui
satisfait les deux équations f o g = Idp et g o f = Id 4. Lorsque seule la premiére équation est satisfaite, f

est dit étre un inverse a gauche de g et réciproquement, g est dit étre un inverse a droite de f.
DEFINITION A0 — Morphisme scindant.

Soit C une catégorie. Soient f : A — Betg: B — A deux morphismes de C tels que g soit un inverse
a droite de f. Alots f est appelé épimorphisme scindant et g est appelé monomorphisme scindant.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION A.1. Soit C une catégorie. Un morphisme f © A — B dans C est un isomorphisme si et senlement si il
est d la fois un épimorphisme scindant et un monomorphisme, ou bien, il est a la fois un épimorphisme et un mononorphisme

scindant.

4 'Théorie des ensembles et catégories

4.1 Produit cartésien

Soient X et Y deux ensembles. ILe produit cartésien de X etY est défini par :

XxY=A{(z,y)|lreXetyecY}
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On a les fonctions de projection suivantes :

T: XxY — X . XxY —= Y
(z,y) = = (z,y) = y

Solent Z unensembleet f : Z — X etg: Z — Y deux fonctions. Il existe une unique fonction « paire »

(f,9): Z - X xYtellequemo(f,g) = fetn' o(f, g) = g,cestadire (f,g)(z) = (f(2),9(z)) pour
toutz € Z.Onremarqueque (m, ') = id : X XY — X XY etque (f, g)oh = (foh,goh) : W — X XY
onh: W — Z.
D’opération produit cartésien ne s’applique pas qu’aux ensembles mais aussi aux fonctions. Sotent deux
fonctions f : X — X'etg:Y — Y. Le produit cartésien de f et g est défini par' :
fxg: XxY — X' xY'
(z,y) = (f(2),9(y))

On remarque que f X g peut étre décrit en termes de projections et de fonction paire comme suit :

(A1)

fxg={(fom gon'). On peut vérifier que :
idx x idy =idxxy et (foh)x (gok)=(f xg)o(hxk)

Le produit cartésien X est donc fonctorie/ : 1l ne s’applique pas que sur les ensembles mais aussi sur les
fonctions, et il préserve identité et la composition. I.’opération produit X est un foncteur de Set X Set — Set
(ou Set X Set désigne la catégorie produit).

T.e produit cartésien d’ensembles est en fait une instance de la notion générale de produit dans une

catégorie.

DEFINITION A.11 — Produit.

Soit C une catégorie. Le produit de deux objets X, Y € C est un nouvel objet X x Y € ( avec deux
morphismes de projection T : X X Y — X etmy : X XY — Y qui sont universels : pour toute paite
d’applications f : Z — X et g : Z — Y dans C, il existe un unique morphisme (f,g) : Z — X x Y dans

C tel que le diagramme suivant commute.

X L xxy—=2 Y
A
N>:/
Z

T.e produit de deux objets peut ne pas exister dans une catégorie, mais s’il existe, 1l est unique a
isomorphisme ptes, cest-a-dire que s’il existe un autre objet X ®Y avec des projections X 2oxey By
vérifiant la propriété d’universalité, alors il existe un unique isomorphisme X X Y = XY qui commute
avec les projections.

On a défini le produit de deux objet X et Y. On note X le produit d’un objets X avec lui-méme n
fois. On peut généraliser la notion de produit a une collection d’objets (X;);cr indexés par un ensemble 1
quelconque, on le note [ [;c; Xi. e produit X™ est alors le produit [ [, ;,, X; de n copies de X.

On s’intéresse en particulier au produst vide, indexé par I'ensemble vide 0: I'objet final.

1 . . L. , . P .
Par abus de notation, on utilise le symbole X pour désigner 'opération sur les ensembles ainsi que sur les fonctions.
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DEFINITION A.12 — Obyet terminal.
Un objet final dans une catégotie C est un objet, usuellement noté 1 € C, tel que pout tout objet X € C,
il existe un unique morphisme !x : X — 1 € C.

Quand une catégorie posséde le produit binaite X et un objet final 1, on dit que la catégorie posséde les
produits finis : pout toute liste d’objets X1, ..., X, on peut faite le produit X1 x ... x X,.
Une catégorie peut ne pas avoir d’objet final, mais la catégotie Set des ensembles en a un. N'importe

quel ensemble a un élément est un objet final de Set.

4.2 Somme

Soient X et Y deux ensembles. La somme (ou coproduit, ou encote union disjointe) de X et Y est définie
pat:
X+Y ={0,z)|ze X}U{(Ly) [yeY}

On a les coprojections suivantes :

k: X — X+4Y ¥:Y - X+4Y
z = (0,7) y = (Ly)

On a également une opération de « cotupling» : si f : X — Z et g : Y — Z sont deux fonctions,
il existe une unique fonction [f,g] : X +Y — Z telle que [f,g] ok = f et [f,g] o K = g, Cest-a-dire
[f,g](u) = f(u) siu = (0,z) et [f,g](u) = g(u) st u = (1,y). On remarque que [k, k'] = id et que
holf,gl =[hof hogl

On étend la définition de la somme aux fonctions de la maniére suivante. Si f : X — X'etg: Y — Y’

sont deux fonctions, on définit la somme de f et g pat” :

[ 0.5@) siu=(0.2)
ol )_{ (g)) siu=(Ly) "

On peut aussi définir f + g en termes de coprojections et cotupling : f + g = [k o f, K’ o g]. On peut
vérifier que :

idx+idy:idx+y et (foh)+(90kz):(f+g)0(h+k’)

La somme a donc également la propriété de fonctorialité. L' opération + est donc un foncteur de Set X Set —
Set, tout comme le produit.

I.a somme sur les ensembles est une instance de la notion générale de somme dans une catégorie.

DEFINITION A.13 — Somme.
T.a somme de deux objets X,Y € (C est un nouvel objet X +Y € ( avec deux morphismes de
coptojections K1 : X = X +Y et ko : Y — X +Y qui sont universels : pour toute paire d’applications

“Par un abus de notation similaire au précédent, on note + la somme d’ensembles et de fonctions.
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f:X = Zetg:Y — Z, il existe un unique morphisme [f,g] : X +Y — Z tel que le diagramme
suivant commute.

K1 K2

X+Y
|
\ [M

11y a également une notion de somme vide.

X Y

|
v
A

DEFINITION A.14 — Olyet initial.
Un objet /nitial O dans une catégotie C est un objet tel que pour tout objet X € (C, il existe un unique
morphisme !y : 0 = X € C.

Comme pour les produits, on dit quune catégorie possede les sommes finis st elle possede les sommes
+ et un objet initial. Dans ce cas, on peut faire les sommes X + ... + X, de toute liste finie d’objets Xj.

Dans Set, objet mitial est Pensemble vide 0.

4.3 Espace de fonctions

Ftant donnés deux ensembles X et Y, on considére Pensemble
YX = {f | f est une fonction totale X — Y}

Cet ensemble est appelé espace de fonctions ou bien exposant de X et Y. Comme le produit et le
somme, il est muni de certaines opérations de base. I y a une fonction d’évaluation ev : Y¥xX >Y qui
a une paire (f, z) associe le résultat f(z) de f appliquée a . On a également une fonction d’abstraction :
pour toute fonction f : Z x X — Y, ily a une fonction A(f) : Z — yX qui a tout z € Z associe la
fonction  — f(z,x) qui elle-méme associe a tout x € X f(z,z) € Y.

On va monttet que I'opération exposant est un foncteur de Set°P X Set — Set.

Pour deux fonctions k : X — U € Set®P et h : ' Y — V € Set, on veut définir une fonction
RE : YX = VU Comme k : X — U est un morphisme de Set°P, cela signifie qu'en réalité, c’est la
fonction k : U — X. On peut alots définir h* sur une fonction f € YX comme

W'(f)=hofok (A3)

qui est bien une fonction de VY. On doit maintenant montrer que Iidentité et la composition sont conservées.
. id ) . , . . . .
Ona (idy™*)(f) = idy o f oidx = f. Pour la préservation de la composition, on doit se souvenir que la

composition dans une catégorie « duale » est inversée.

(h? o BY')(f) = h5(hio fok)
= hgohjofokioh
= ((h2 o hy)k=R))(f)

On donne maintenant la définition catégorielle de 'exposant.
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DEFINITION A.15 — Espace de fonctions.
Soit C une catégotie possédant le produit x. L’exposant de deux objets X,Y € ( est un nouvel objet
YX € Cavecun motphisme d’évaluation ev : YXXX 5 Y tel que pour toute application f : Zx X — Y

dans C, il existe un unique morphisme d’abstraction A(f) : Z — Y X tel que le diagramme suivant commute.

YX x X —= Y

A(f)xidx |
I f

ZxY

4.4 Ensemble des parties

Etant donné un ensemble X, on définit par
P(X) = {U|U C X}

Iensemble des parties de X. Cette opération est aussi fonctotielle. Poutr une fonction f : X — Y, la
fonction P(f) : P(X) — P(Y) est donnée par ce quon appelle I'image directe : pout tout U C X

PUHU) = {f(z)|zeU}

(A4)
= {yeY|FzeX, f(z)=yNzeU}

On note 'ensemble des parties finies de X par Pp(X) ={U | U C X AU fini}.

4.5 Monoide

Ftant donné un ensemble X, on définit par
X" ={r1...2p, |V1<i<n,z; C X}

I'ensemble des mots sur X . Cette opération est aussi fonctorielle. Pour une fonction f : X — Y, la fonction
f* est définie par
ff: X* - Y*
(A.5)

5 Limites et colimites

T.es notions de produit, somme, objet initial et terminal qui viennent d’étre présentées sont en fait des

cas particuliers des notions de limites et colimites.

DEFINITION A.16 — Flche universelle.

SiS: D — Cestun foncteur et C € |C| est un objet de C, une flche universelle de C' vers S est la donnée
d’une paire (R, u), o R € |D| est un objet de D et u € C(C, S(R)) est une fleche de C, telle que pour
toute autre paire (D, f) ou D € |D| et f € C(C,S(D))), 1l existe une unique fleche f' € D(R, D) de D
telle que S(f') ou = f.
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La définition précédente signifie en fait que chaque fleche f vers S se factorise de facon unique au

travers de la fleche universelle 4 comme indiqué sur le diagramme ci-dessous.

BV

On a défini la notion de fleche univetselle d'un objet C' vers un foncteur S : D — (. Le concept dual

<_____

est également utile. Une fléche universelle de S vers C' est une paire (R, v) ot R est un objet R € D et
v est une fleche v : S(R) — C de codomaine C telle que pour toute autre paire (D, f), ou D € D et
f: S(D) — C,1lexiste une unique fleche f' : D — R telle que f = v o S(f’), comme dans le diagramme
commutatif sutvant :

D

I

I
Al
fI
I
‘V

Les projections 1 : AX B — Aetmy : AX B — B d’un produit dans C sont des exemples de fleches
universelles. En effet, étant donnés un objet C € C et deux fleches f : C' — Aetg: C — B, il existe un

unique h : C — A x Btelque mi o h = f etma 0o h = g. (w1, m2) est donc une « paire universelle ». Pour
en faire une fleche universelle, on introduit le foncteur diagonal A : ¢ — € x C défini par A(C) = (C, C).
Alors la paire f, g précédente devient une fleche (f, g) : A(C) — (A, B) dans C X C, et (1, T2) est une
fleche universelle de A vers Pobjet (A, B).

DEFINITION A.17 — Céne, limite.

Soit un diagramme D dont les objets sont une famille (D;);cr et les fleches une famille (fi)rex. Un
cne sut D est un objet L muni de morphismes m; : L — D; pour chaque ¢ € I, tel que pour chaque fleche
fk: : D; —)Dj,fkoﬂ'i = ;.

Un cone (L, (m;)icr) est appelée une limite faible de D si pour tout autre cone (L', ());er) sur D il
existe un morphisme 7 : L' — L tel que 7er‘ = m; o T pout tout ¢ € 1.7 est appelé morphisme médiatenr.

L = (L,(m;)ic1) est appelé la lmite de D si L est une limite faible et si le morphisme médiateur

7 : L' = L est toujours unique. Les morphismes 7; sont appelés morphismes canoniques.
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Les colimites sont définies comme étant les duales des limites, c’est-a-dire que le concept est le méme
avec toutes les fleches inversées. Plus précisément, un cocine S = (S, (Ei)ie]) a des fleches ¢; : D; — S.
S est une whmite faible si pour tout autre cocone S’ il existe un morphisme médiateur o : S — S’ tel que

o oe; = el S estla colimite de D si pour tout autre cocone S’ le morphisme médiateur o est unique.

D, Tk D.

T.es limites et colimites, si elles existent, sont uniques a isomorphisme pres. Dans la catégorie Set, toutes
les limites et colimites possibles existent. Set est dite compléte et cocomplete pour cette raison.
Les limites sur un type particulier de diagramme jouent souvent un role important, on leur donne alors

des noms spécifiques, indiqués dans la tableau suivant.

type du diagramme | limite colimite
vide objet terminal  objet initial
sans fleche produit somme
source pushout
puits pullback

fleches paralléles égaliseur coégaliseur

On considere des types de diagrammes particuliers. Un diagramme consistant en une collection de
fleches, toutes de méme domaine, est appelé une source. Son dual, un puits, est une collection de fleches de
codomaine commun. Une source peut aussi étre considérée comme un cone sut un diagramme sans fleche,

et un puits comme un cocone.
° °
source °o— >0 puits °

N\
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ANNEXE B

Normalisation d’arbres de preuve

Nous présentons ici brievement des résultats généraux que nous avons établis sur la normalisation
d’arbres de preuve. Cette présentation est un résumé d’un rapport de recherche plus complet [ABLO7], dans
lequel une série d’exemples bien connus sont donnés. Nous ne donnerons pas ici d’exemples, la thése en
comportant déja quelques uns !.

Nous présentons ici un cadre général dans lequel des résultats de normalisation d’arbres de preuve,
comme le résultat de logicalité en raisonnement équationnel ou I’élimination des coupures en calcul des
séquents ou en déduction naturelle par exemple, peuvent étre unifiés et généralisés. Ce cadre permet de
donner des conditions simples a vérifier et suffisantes pour assurer ces résultats de normalisation. De plus,
ces conditions étant purement syntaxiques, elles peuvent étre implantées. Elles cotrespondent aux proptiétés
que doivent vérifier certaines combinaisons élémentaires de regles d’inférence pour assurer que le processus

de transformation d’arbres de preuve global termine.

Dans de nombreuses situations en logique, pour faciliter 'usage d’un systéme logique, pour obtenir des
résultats de consistance des systemes de preuve, ou encore pour prouver automatiquement des théorémes,
des stratégies de recherche de preuves sont utilisées. Ces stratégies permettent de limiter 'espace de recherche
des preuves a une certaine classe d’arbres ayant une structure spécifique, dans le but de réduire la complexité
de la recherche ou méme simplement de la rendre réalisable. Différentes stratégies ont été définies dans des
contextes variés. Par exemple,

— le résultat de logicalité, qui établit la correspondance entre la dérivabilité et la convertibilité en réécriture
pour de nombreuses logiques équationnelles (sous-équationnelle [vO04|, sans sortes |Bir35], multi-
sorte, conditionnelle [Kap84|, partielle [ABDO2], ez.) ;

— le résultat d’élimination des coupures qui montre que la régle de coupure est redondante pour le calcul
des séquents et le calcul de la déduction naturelle de plusieurs logiques (logique du premier ordre
classique [Gen35], logique du premier ordre intuitionniste [Kle52], quelques logiques modales [Wal90],
logique linéaire [Gir87], déduction modulo [DW99], ez.) ;

'Ces résultats sont en effet utilisés dans les preuves de complétude de la méthode de sélection par dépliage des axiomes que

nous présentons dans différents formalismes au cours de cette these.
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— la propriété de confluence des systémes de réécriture qui établit que la dérivabilité peut étre prouvée
par des «vallées » pour plusieurs logiques dans lesquelles les relations sont transitives (logique équation-
nelle [D]90, BN98], logique des préordres [L.A9G, Str96], logiques des relations spéciales [Sch98]) % ;

— en utilisant isomorphisme de Cutry-Howard, les résultats de normalisation en A-calcul typé débutés
par D. Prawitz [Pra65].

Dans tous ces cas, la principale difficulté est de montrer que la dérivabilité pleine (c’est-a-dire sans
stratégie de preuve particuliere) coincide avec la dérivabilité restreinte a une classe donnée de preuves (C’est-
a-dire munie d’une stratégie spécifique). I.a correction d’une stratégie particuliere de recherche de preuves,
C’est-a-dire le fait que la dérivabilité restreinte est incluse dans la dérivabilité pleine, est évidente, car les
preuves résultant de I'application de cette stratégie sont des instances particulieres des preuves menées sans
stratégie. L.a complétude, qui exprime l'inclusion inverse, est bien plus difficile a assurer. En effet, il faut
montrer que pour tout théoréme dont l'arbre de preuve appartient a la classe générale, il existe un arbre
de preuve de ce théoreme dans la classe restreinte, c’est-a-dire construit selon la stratégie considérée. Dans
la plupart des systemes logiques, la complétude est une conséquence d’un résultat plus fort qui consiste a
définir des transformations simples pour réécrire des combinaisons élémentaires de régles d’inférence et a
montrer que la transformation d’arbres de preuve globale induite par ces transformations est normalisante.
Par exemple, en ce qui concerne le résultat de logicalité en logique équationnelle classique, les transformations
consistent a distribuer la regle de substitution et de contexte sur la régle de transitivité, et a éliminer toutes
les regles sous la réflexivité. Pour I'élimination des coupures en calcul des séquents, les transformations
consistent a éliminer la regle de coupure sous les axiomes et a la faire remonter sur les autres régles, pour
pouvoir 'éliminer une fois aux feuilles.

La définition de ces transformations élémentaires est généralement fastidieuse mais facile. La difficulté
est de montrer que la transformation d’arbres de preuve globale induite est normalisante. Par exemple,
prouvet le résultat d’élimination des coupures demande d’utiliser des inductions emboitées, car il n’est pas
évident que le processus qui consiste a remonter la régle de coupure sur les autres régles termine [Gal80].
A chaque fois, ces résultats de normalisation d’arbres de preuve sont établis pour chaque systeme logique
sous-jacent de facon ad-hoc.

Les résultats que nous présentons ici permettent d’unifier et de généraliser la méthode de normalisation
d’arbres de preuve utilisée en calcul des séquents, en déduction naturelle, dans le raisonnement équationnel ou
en réécriture de termes, dans un cadre abstrait de systemes logiques quelconques. L’abstraction est obtenue
en étudiant la normalisation d’arbres de preuve dans le cadre abstrait des systémes formels, ce qui permet

d’établir des résultats indépendamment du systeme logique.

1 Préliminaires

On considére ici qu'un systéme formel est réduit 2 un couple (F, R), I'alphabet A de la définition 1.18

du chapitre I n’étant d’aucune utilité.

Notations

2 . . , . o . P

Drautre part, dans le cadre équationnel, G. Dowek a montré que la confluence d’'un systeme de réécriture peut étre définie
comme la propriété d’élimination des coupures d’un systeme de preuve associé a ce systeme de réécriture : la déduction modulo
asymétrique [Dow03].
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1. Etant donné un arbre de preuve 7, on note LM(7) (respectivement L£S(7)) le multi-ensemble ?
(respectivement I'ensemble #) des feuilles de 7. Nous utiliserons la notation {{ a1, as, . . ., an J} pour

désigner un multi-ensemble.
2. Un arbre de preuve 7 de conclusion ¢ est noté 7 : .

3. Onéctit m = (71, ..., T, @), avec n € N, Parbre de preuve dont la derniére instance de régle est
D1y, P
4

n . . .
L et tel que pour tout 4, 1 < 7 < n, ; est le sous-arbre de 7 de conclusion ;.

En utilisant la numérotation standard des nceuds d’un arbre par des mots sur 'ensemble des entiers

naturels, on peut faire référence a la position d’une formule dans un arbre.

DEFINITION B.1 — Position dans un arbre.

Soit 7 un atbre de preuve. Une position dans 7 est un mot w sur N qui reptésente le chemin de la racine

de 7 au sous-arbre dont la conclusion apparait a cette position. Ce sous-arbre est noté My

4

w

DEFINTTION B.2 — Contexte.

Soit 7 un atbre de preuve. Soit w € N* une position dans 7. I’arbre 7 dans lequel la position w est

laissée vacante, noté m|[.]w, est appelée un contexte.

Si 7 est un arbre de preuve de méme conclusion que |, m[n'] est larbre de preuve obtenu a partir

de 7 en remplacant le sous-atbre ) pat 7.

Dans LM (), toutes les feuilles de 7 sont considérées. Nous avons alors un multi-ensemble car plusieurs occurrences de la
méme formule peuvent apparaitre dans 7.

41 N . s
Tci, lorsqu'une formule ¢ de 7 posséde plusieurs occurrences, une seulement est considérée dans LS ().
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7[Jw 77’

DEFINITION B.3 — Composition.
Soient 7 et 7' : ¢ deux arbres de preuve et w la position d’une feuille dans 7 telle que m, = ¢. Onnote

alors 7 -, 7', au lieu de 7[7']y,, la composition de m et 7' a la position w.

2 Procédure de transformation d’arbres de preuve

Dans tous les calculs logiques pour lesquels des stratégies de recherche de preuves ont été appliquées,
la complétude de la dérivabilité restreinte par rapport a la dérivabilité pleine est obtenue en définissant des
procédures de transformation d’arbres de preuve normalisantes fondées sur des transformations d’arbres de
preuve élémentaires. J.orsqu’on étudie la plupart de ces procédures, on peut observer quelles consistent a
remplacer, dans les preuves, des schémas élémentaires, que nous appellerons arbres de preuve élémentaires,
de la forme (Ll, ceeyln, <p)L ou chaque ¢; (1 < ¢ < n) est soit une instance de régle dans R, soit une formule
de F, par des arbres de preuve en forme normale (c’est-a-dire des arbres auquel on ne peut plus appliquer de
transformation). Ces schémas élémentaires déctivent des situations critiques qui ne respectent pas la stratégie
car certaines des instances de régle ¢; (1 < 4 < n) ne devraient pas se trouver au-dessus de ¢. Par exemple,
parmi les transformations sur lesquelles repose le résultat de logicalité en logique équationnelle’, on trouve

la regle de transformation suivante :

t — tl/ t” — tl t — tl/ tl/ — tl
—Suh. ———————
t=t o(t) =o(t") a(t"y =a(t)

Une présentation compléte de ce résultat se trouve dans le rapport de recherche [ABT.07].
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Un autre exemple, tiré du résultat d’élimination des coupures en calcul des séquents, est le suivante 6.

LA L' A '~ Aoy’ . LA ' Ay’
V-gauche ——  — V-droit Cut
Lypve' A I b A" pve! LI AA NI AN
Cut ~ Cut
T R AN T K AN

Dans le résultat d’élimination des coupures pour la déduction naturelle, se trouve la regle de transformation

sutvante :
'y 'y
- A-intro
r A
LAk A-elim ~ 'k
| N

DEFINITION B4 — Arbre de prenve élémentaire.
Soit § = (F, R) un systéeme formel. Un arbre de preuve élémentaire est un arbre de preuve de la forme

(t1y .- tn, @), tel que pour tout i, 1 < i < m, soit 1; € F soit il existe 7 € R avec t; € T.

DEFINITION B.5 — Procédure de transformation.
Soit S = (F, R) un systéeme formel. Une procédure de transformation (d'arbres de prenve) pour S est une
relation binaire sur les arbres de preuve ~ telle que pour tout 7 ~~ 7’ :

— 7 est un arbre de preuve élémentaire ;

7' est un arbre de preuve en forme normale ;
LS(n') C LS(7) ;

/ A :
— met 7 sont de méme conclusion.

On note ~~g, la cloture de ~» par contexte d’arbre de preuve et composition aux feuilles.

En utilisant la terminologie habituelle en réécriture, la relation ~» est fortement normalisante (ou termine) si

toute suite de réductions est finie, et fazblement normalisante st toute preuve admet une forme normale.

La normalisation de la procédure de transformation globale obtenue par Papplication répétée des régles
de transformation ne peut pas étre assurée sans conditions supplémentaires. De plus, des exemples connus de
procédures de transformation rentrent dans le cadre de la définition B.5 mais sont faiblement normalisantes,
tandis que d’autres sont fortement normalisantes (voir la section suivante). De facon a prendre en compte la
plus grande famille de procédures de transformation, dans la section suivante, nous étudierons les conditions
a poser sur les regles de transformations élémentaires, qui soient faciles a vérifier, et cependant suffisamment

puissantes pour assurer la normalisation.

3 Théoréme de normalisation forte

Une idée simple mais puissante sur laquelle repose la plupart des méthodes permettant de prouver
la terminaison, tel que lordre récursif sur les chemins (RPO), consiste a comparer les termes des regles

de réécriture en comparant tout d’abord le symbole de leur racine, puis récursivement, en comparant les

SVoir le rapport de recherche [ABT.07] et [GT.T'89] pour une présentation compléte de ce résultat.
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collections de leurs sous-termes immédiats. Par conséquent, nous commencons pat supposet un otrdre bien
fondé sur les éléments atomiques des arbres de preuve, c’est-a-dire les instances de régles. Ainsi, étant donnée

une procédure de transformation ~>, on dispose d’un ordre bien fondé < sur U r. Cet ordre est souvent

reR
simple a définir pour la plupart des instances de regles. En effet, il est évident d’imposer que chaque instance

¢ d’une régle qui ne doit pas se trouver sous des instances ¢’ d’autres régles dans les arbres de preuve ait un
poids plus faible pour cet ordre que ¢'. Parfois, cet ordre est défini de fagon plus ad-hoc pour des instances
d’une méme régle d’'inférence. Par exemple, dans la preuve de terminaison du résultat d’élimination des

coupures, cet ordre est défini de la facon suivante” :
va@ e {v,—,3}, Cut > @-droit, @-gauche, Taut

et

'~ Ay T, o1 o A Cut - Ty ~ Az, o T, 2 |~ Af
[, T b A, A To,T) v Ag, A

Cut & [pa| < |e1]

ot || est la profondeur de la formule définie par supg (1 + |@k|) siles @; sont les sous-formules directes
de ¢.

Dans la plupart des exemples de résultats de normalisation forte, les procédures de normalisation ~
consistent plus ou moins a distribuer certaines regles au-dessus d’autres de fagon a respecter la stratégie
de recherche de preuves (voir par exemple le cas présenté plus haut de la regle S%b. sur la regle Trans.). Ta

condition 1 généralise cette notion de distributivité.

CONDITION 1. Pour tout (L1, . . ., Ln,©), ~> T et pour fout sous-arbre (7r'1, cey T ) deT

.o fz'cbaqueﬂgeFUUr
réeR
vt sinon

2. Sived abors feay i Yo Qo B o étend = aux multi-ensembles sur F'J U T.
reR

On remarque que la condition 1 est un cas particulier de 'otdre récursif sur les chemins qui peut étre
facilement implanté et donc automatiquement vérifié, étant donné un ordre bien fondé sur les instances de

regles. On a alors le résultat sutvant :
THREOREME B.1. Toute procédure de transformation ~ qui vérifie la condition 1 est fortement normalisante.

Prenve. En utilisant des termes de preuve pour représenter les preuves, avec un ordre récursif sur les chemins
>"P? pour ordonner les preuves induit par P'ordre bien-fondé > sur les instances de régles, on montre que
~s C >"P2 Soit (i1, .., ln, @), ~ T une régle de transformation. Par induction sur 7, montrons que
(L1yeeytn, @), >"P0 7.

"Une présentation compléte du calcul de Gentzen pour la logique du premier ordre classique se trouve au chapitre TI.
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Cas de base. 7 estla formule . D’apres la définition B.5, LS(7) € LS((¢1,- - -, tn, @), ). Par conséquent,

comme les ordres de réduction ont la propriété de sous-terme, on conclut que (L1, . . - , L, ), >"P° .
Cas général. 7 est de la forme (1, ..., Ty, ). Deux cas doivent alors étre considérés :
1. ¢ > . Par hypothése d’induction, pour tout i, 1 < 7 < n, (t1,...,ln, @), >"° m;, et donc
d’aprés 1a définition de RPO, on a (i1, ..., ln, ), >"P° .
2. ¢ ~ /. Par la condition 1.1, chaque ; est dans F'U U r (1 <4 < n). Par la condition 1.2,
reR

onaf{er, ...t} > {dh, .l Yetdone { e, e TP {0, 0, ) Parla

définition de RPO, on conclut alors que (1, - . ., tn, @), >"P° .
O

4 Théoréme de normalisation faible

Cependant, des problemes peuvent advenir avec des regles de transformation de la forme

(L1y e eyl @)y~ T
telles qu’il existe un sous-arbre 7' = (¢}, ..., i, ¢"), de w avec L;- € FU UreR r pour tout 7,1 < 5 < m,
satisfaisant :
—u~

— LM(¢j) = LM((t1,- - -5 tny 0)0)-
En effet, de telles régles de transformation peuvent empécher d’utiliser les techniques standard comme RPO
pour prouver la terminaison, donc d’obtenir un résultat de normalisation forte.

Un exemple d’une telle regle de transformation est la regle R1 définie dans la procédure d’élimination

des coupures dans le calcul des séquents LK qui considere la regle de coupure suivante :

I'= A = A
I'=A

Cut

Fn effet, avec une telle régle de coupure, la régle d’affaiblissement doit étre exprimée de facon explicite de

facon a permettre la transformation suivante :

Fi=A1,p Tl p=AY
—— Weak. ——————— Weak.
FliAl,gD @R ht F17F112>A1,A’1,Ap Fl,rll,gD:>A1,A’1 Cut
— (@Rig u
=Al0 T ,e=A] 'y i=A1,A]
R1 Cut  ~ @Right
=58 I=A)

La seule mesure qui décroisse avec une telle régle est le nombre d’occurrences des regles @Left et @Right
(Cest-a-dire des regles qui n'appartiennent pas a I'ensemble Elim de la définition B.G ci-dessous) qui
apparaissent au-dessus de la régle de coupure dans la partie droite de la régle. Par conséquent, en appliquant
une stratégie qui élimine, dans les arbres de preuve, les arbres de preuve maximaux (voir la définition de
maximalité ci-dessous) qui sont les plus proches des feuilles, ce type de mesure sera suffisant pour obtenir

un résultat de normalisation fatble.
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DEFINITION B.6 — Enserble Elim.

Soit ~+ une procédure de transformation. On définit 'ensemble Elim de la facon suivante :
Elim ={¢|3(t1,.. . tn, ), ~ 7}

I’ensemble E'lim contient alors les instances de régles qu’il faut faire temonter ou éliminer pour respectet
la stratégie choisie. Pour la procédure d’élimination des couputes, Elim contient alors toutes les instances
des regles Cut, Weak et Sub.

Nous résumons maintenant cette discussion par la condition suivante exprimée dans notre cadre abstrait :

CONDITION 2. Pour toute régle de transformation (L1, ey ln, 30) LT
1. Hexistei, 1 < i < n, te que 1;¢ Elim.
2. LM(m) CLM((t1y- -y tn, @).)-
3. Pour tout instance de régle J apparaissant dans T, L = !

4. SiT estde la forme (1, ..., Tom, )y alors toute instance de régle différente de U appartient a Elim.

De nouveau, la condition 2 étant purement syntaxique, elle peut étre automatiquement vérifiable étant
donnée une procédure de transformation et un ordre bien-fondé sur les instances de regles.

Nous en arrivons maintenant au théoréme principal.
THROREME B.2. Toute procédure de transformation ~ qui vérifie la condition 2 est faiblement normalisante.
Pour les besoins de la preuve, nous introduisons les quelques définitions suivantes.

DEFINITION B.7 — Arbre de prenve maxinal.
Soit ~> une procédure de transformation. Un arbre de preuve m = (71, ..., Tp, @), est maximal pour

~ si et seulement si pour tout 2, 1 < 7 < n, m; est en forme normale, mais T ne Pest pas.

DEFINITION B.8 — Longuenr d'une preuve.
Soit 1 = (71, ..., T, @), une preuve. La lnguenr de T, notée ||, est inductivement définie comme
suit :
— si @ est une feuille, alors || =0 ;
— siles m; pour tout 4, 1 < 4 < n, sont les sous-arbres directs de m, alors ), |m;| si ¢ € Elim et
Zi || 4+ 1 sinon.

Ainsi, la longueur d’une preuve 7 est le nombre d’instances de regles apparaissant dans 7 qui n’appar-

tiennent pas a Elim.

DEFINITION B.9 — Rang d'une instance de régle dans une preuve.
Tout ensemble bien-fondé étant isomorphe a un unique ordinal, on note d : (UreR r, j) — a,ou
est un ordinal, cet isomorphisme. Soit 7 une preuve et soit 7' = (71, ..., T, ®), un sous-arbre de preuve

de 7 avec 1 € Elim. Alors, le rang de ¢ dans 7, noté Tk (1) est défini comme étant d(1) + |7'|.
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Le rang de ¢ est donc le nombre d’instances de régles qui n’appartiennent pas a Elim et apparaissent

au-dessus de ¢ dans 7.

DEFINITION B.10 — Mesure d’une prenve.

Soit T une preuve. La mesure de m, notée mes(7), est définie comme étant ) ,, 1k (1) ol L couvre toutes

les instances de regles d’inférence de 7 qui appartiennent a Elim.

On peut maintenant procéder a la preuve.

Preuve. La preuve de ce théoreme est une généralisation de la preuve de Tait [Tai89].

Le théoteéme va étre prouvé en montrant que 'application de toute régle de transformation n’augmente
pas la mesure des preuves. Deux étapes vont étre nécessaires. Nous allons tout d’abord montrer que pour tout
arbre de preuve maximal 7 transformé en T par une régle de transformation satisfait mes(7) < mes(m).
Ensuite, nous allons montrer que ce résultat peut étre étendu a toute preuve en suivant la stratégie qui

consiste a réduire les sous-arbres maximaux.

Soit m = (m1,...,Tpn,®), un artbre de preuve maximal tel que chaque m; est de la forme
(Tiys - ,mni,goi)” (1 < i < n). Soit (t1,...,tn, @), ~ 7 une régle de transformation. Cette régle
transforme m en T = (T1,..., 7o, ). Comme 7 est un arbre de preuve maximal, pour tout sous-arbre
de preuve 7’ = (7], ..., 71';)', @), de T tel que Pinstance de regle (" € E'lim, " apparait dans 7. Par la

condition 2.4, aucune instance de régle de | J,cp7 \ Elim wa été introduite dans " au dessus de ¢”. De
plus, par la condition 2.1, il existe au moins une occurtence d’une instance de régle de (J,cp 7\ Elim qui
n’apparait plus dans 7"’ et par la condition 2.2, les autres occurrences de telles instances de régles étaient déja
dans 7. Par conséquent, on peut conclure que || < |7| — 1. Enfin, par la condition 2.3,ona¢ = . Ona

donc d(J") + |7"| < d(v) + || — 1.

Maintenant, soit 7 une preuve qui n'est pas en forme normale et qui est maximale. Soit 7’ =
(7}, ..., 7, @), un sous-arbre de preuve de m qui n’est pas maximal et tel que ¢/ € Elim. Toute regle
de transformation qui peut s’appliquer a 7 est appliquée soit 2 un sous-atbre de preuve maximal 7" de 7
mais pas a 7', soit 2 un sous-arbre de preuve de 7’. Dans le premier cas, 7k () = 7k#(:') ou T est la
preuve obtenue a partir de ™ en appliquant la reégle de transformation en question. Dans le second cas, par
la condition 2.1 et 2.4, la regle de transformation a au moins éliminé une occurrence d’une instance de regle

de UreR r\ Elim etena ajouté au plus une. On a donc que 7k, (¢') > rk#(1").

On peut alors conclure que dans les deux cas ci-dessus (le cas dans lequel 7 est maximal et celui dans

lequel 7 n’est pas en forme normale et n’est pas maximal) mes (7T) > mes (f) |

Dans les procédures d’élimination des coupures pour le calcul des séquents dont les regles structurelles
sont explicites (c’est-a-dire qu'on dispose des regles de contraction et d’affaiblissement et que les séquents
sont définis comme des listes plutdt que comme des ensembles de formules), il est connu que des suites
infinies de réduction sont possibles. Fn effet, dans un arbre de preuve, lorsque des instances de la regle de

contraction se trouvent au-dessus d’une instance de la regle de coupure, on a la transformation suivante :
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'y, A
' YWeak.
Lo, pF A Lo, A TokFA
Tora ™ pioa T ok A RN
R2 i P2 Cut e i ? Cut
A A

On remarque qu’aucune des conditions 1 et 2 n’est vérifiée par R2. Ceciest dfi au fait que le séquent I' - ¢, A
et la regle Cut sont dupliqués, et au fait que Contr. < Cut.

Pour ce calcul des séquents, des procédures d’élimination des coupures normalisantes ont été déve-
loppées. La premiere preuve de normalisation forte a été donnée par Dragalin en 1979 [D1a88|. Plus
récemment, d’autres preuves de normalisation forte de procédures d’élimination des coupures ont été don-
nées dans [IB99, Her95, UBO1]. Tous ces résultats forts sont obtenus soit en cachant les contractions dans
les regles d’introduction ou dans la régle de coupure, soit en transformant la régle de coupure de facon a
empécher que des instances de la régle de contraction puissent appataitre au-dessus d’instances de la regle de
coupure. Cette derniere méthode est celle qui a été suivie par E. Tahhan Bittar dans [TB99]. Dans ce travail,

la regle de coupure, appelée Mix, est définie de la facon suivante :

" FA ' m A

Mix
LT A A
ou la notation ™ signifie @, ..., . Pour ce calcul, la regle R2 définie plus haut devient la regle suivante :
———
n fois
Dok A
Lora O iy Lo, pFA  T'FoA
4 1) Mix — PP ') Mix
LT EA A LT A A

Fn utilisant Pordre de précédence
V@ € {V,—, 3, Contr., Weak.}, Mix > (@-droit,@-gauche, Taut

on montre facilement que la procédure d’élimination des coupures satisfait la condition 1. Bien entendu, en

considérant une regle Mix de la forme

" F A k™ A
r+A

Mix

on n’obtient quun résultat de normalisation faible.
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