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1. F.L. Liu, M. Farza, M. M’Saad and H. Hammouri (2007) “High Gain Observer based

on coupled structures”, Conference on Systems and Control (CSC ’2007), May 16-18,

Marrakech, Morocco.

2. F.L. Liu, M. Farza, and M. M’Saad (2006) “Observateur à entrées inconnues pour
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6

et ses propositions m’ont permis de mener cette thèse jusqu’à la fin. Cette thèse n’aurait
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2.1.3 Observabilité des systèmes mono-sortie bilinéaires . . . . . . . . . . 20
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]a, b[ intervalle ouvert de de R d’extrémités a et b

t variable temporelle

[a, b[ intervalle semi-fermé de R d’extrémités a et b

ẋ(t) =
dx

dt
dérivée temporelle de l’état x

Cω ensembles des fonctions continûment différentiables ω fois dans IRn

X > 0 (≥ 0) X définie positive (semi définie positive)

X < 0 (≤ 0) X définie négative (semi définie négative)
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Chapitre 1

Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse porte essentiellement sur la synthèse d’ob-

servateurs à entrées inconnues pour une classe de systèmes non linéaires. Une partie de ce

travail est aussi dédiée à la synthèse d’observateurs pour une classe de systèmes qui, à notre

connaissance, inclut toutes les classes de systèmes uniformément observables considérés

dans la littérature pour la synthèse d’observateurs.

Durant les trois dernières décennies, plusieurs travaux ont été consacrés à la synthèse

d’observateurs pour les systèmes linéaires à entrées inconnues ([MH74, Joh75, WDD75,

Bha78, KVR80, YW88, HM92, GS91, DZX94]). D’une manière générale, les solutions

apportées à ce problème peuvent être classées en trois catégories ou approches. Dans la

première approche, certaines hypothèses relatives à la structure des entrées inconnues sont

considérées et un observateur approprié est alors proposé (cf. par exemple [MH74, Joh75]).

Dans la deuxième approche, les algorithmes proposés consistent à introduire des change-

ments de coordonnées qui permettent de générer un système dynamique indépendant des

entrées inconnues. Le système ainsi généré est ensuite exploité pour la synthèse d’obser-

vateurs (classiques) permettant l’estimation des états non mesurés de ce système (cf. par

exemple [WDD75, KVR80, YW88, HM92, GS91, DZX94]). Dans la troisième approche,

les solutions proposées consistent à estimer simultanément les états non mesurés et les

entrées inconnues. L’inconvénient majeur de la première approche réside dans les hy-

pothèses faites sur la structure des entrées inconnues. De telles hypothèses nécessitent la

disponibilité d’une certaine connaissance sur la nature des entrées inconnues qui pourrait

ne pas être disponible. Dans la deuxième approche, les algorithmes proposés ne fournissent

aucune estimation ni information sur les entrées inconnues. Dans un travail relativement

récent [CT98] entrant dans le cadre de la troisième approche, l’auteur utilise des tech-

niques LMI pour calculer le gain d’observation. Toutefois, des conditions assez fortes sur

la variation de l’erreur d’estimation ont été supposées pour assurer sa convergence. Dans

un article plus récent [XS03], les auteurs ont proposé un observateur d’ordre réduit pour

estimer simultanément l’état et les entrées inconnues lorsque celles-ci varient lentement

en fonction du temps. D’autres travaux concernant la synthèse d’observateurs pour des

classes particulières de systèmes non linéaires sont décrits dans ([XS01, BDR02, FMR04]).
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Notre contribution en termes de synthèse d’observateurs à entrées inconnues se situe dans

le cadre de la troisième approche. Il s’agit de faire la synthèse d’un observateur de type

grand gain pour l’estimation conjointe de l’état non mesuré et des entrées inconnues

pour des classes de systèmes non linéaires multi-sorties uniformément observables. La

synthèse de cet observateur ne suppose, ni adopte aucun modèle mathématique pour les

entrées inconnues. Plus précisément, notre objectif consiste à estimer touts les états non

mesurés sans l’adoption d’aucune hypothèse relative aux entrées inconnues. Pour l’estima-

tion conjointe de ces entrées avec tous les états non mesurées, nous supposons simplement

que la dérivée première par rapport au temps de chacune de ces entrées est bornée.

En ce qui concerne la synthèse d’observateurs standards (avec entrées connues) pour

les systèmes non linéaires multi-sorties, notons qu’en dépit d’une activité de recherche

intense et continue (cf. par exemple [BH91, CMG93, FMR04, GB81, GHO92, GK94,

HF03, HP99, KI83, KR85, Nij81, XW89]), ce problème reste encore ouvert. D’une manière

générale, on peut répartir sur cinq classes les différentes approches de synthèse d’obser-

vateurs pour les systèmes non linéaires. La première est basée sur le filtre de Kalman et

a suscité beaucoup d’intérêt pendant longtemps. Ceci est essentiellement dû à une sim-

plicité relative dans sa mise en oeuvre même pour des systèmes de taille importante. De

plus, ce filtre constitue souvent le point de départ pour la synthèse d’observateurs pour

de tels systèmes. Toutefois, dans la plupart des cas, on manque de preuve de conver-

gence du filtre. La deuxième approche est basée sur la linéarisation de l’erreur. Elle

consiste à considérer des transformations appropriées qui mettent le système à étudier

sous une forme où les non linéarités ne dépendent que des entrées et des sorties (cf. par

exemple [HP99, KI83, KR85, Gua02, XW89]). Dans les premiers travaux relatifs à cette

approche, une difficulté essentielle réside dans la recherche de la transformation appro-

priée qui nécessite la résolution de systèmes d’Equations à Dérivées Partielles (EDP).

Plus récemment, cette difficulté est surmontée par la proposition d’algorithmes construc-

tifs qui permettent de transformer le système original sous la forme appropriée sans avoir

à résoudre de systèmes EDP [SGS03]. La troisième approche est basée sur des techniques

LMI. Les systèmes considérés sont composés d’une partie linéaire constante qui sert à

calculer le gain d’observation et d’une partie non linéaire qui est supposée être globa-

lement lipschitzienne. Le calcul du gain se fait simultanément avec la recherche de la

plus grande valeur de la constante de Lipschitz pour laquelle la synthèse de l’observa-

teur est possible. Cette méthode ne tient pas compte la structure de la non linéarité,

ce qui réduit parfois considérablement l’ensemble des solutions [Raj98]. La quatrième

approche utilise des outils de l’algèbre différentiel. Elle consiste à exprimer les états

non mesurées en fonction des sorties, des entrées et de leurs dérivées (par rapport au

temps) successives, ces dérivées étant calculées par des différentiateurs numériques (cf.
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par exemple [DF91b, DF91a, FJSR08]). La cinquième et dernière approche se base sur

des formes canoniques observables. La première contribution qui entre dans le cadre de

cette approche est celle de [GHO92] où les auteurs donnent une condition nécessaire et

suffisante pour caractériser les systèmes mono-sorties uniformément observables et elle

consiste en l’existence d’une transformation qui mette le système sous la forme triangu-

laire. Cette forme canonique est ensuite exploitée pour la synthèse d’un observateur à

grand gain sous certaines conditions, notamment le caractère global Lipschitz des non

linéarités. On notera que le gain de l’observateur proposé est issu de la résolution d’une

équation algébrique de Lyapunov et son expression a été donnée. La généralisation de ce

résultat aux systèmes multi-sorties a fait l’objet de plusieurs travaux dont notamment

[BFH98, DBG92, FMR04, GK94, HF03, HBS00, HYJ01, RZ94].

Notre contribution en terme de synthèse d’observateurs standards consiste à proposer

un observateur de type grand gain pour une classe de systèmes qui inclut, à notre

connaissance, toutes les classes de systèmes uniformément observables considérés dans

la littérature pour la synthèse d’observateurs.

Ce mémoire est composé de huit chapitres dont l’introduction et la conclusion.

Quelques définitions inhérentes à l’observation des systèmes non linéaires et quelques

résultats concernant la synthèse d’observateurs pour les systèmes uniformément obser-

vables mono-sortie sont rapportés au chapitre 2.

Dans le chapitre 3, nous rappelons quelques résultats concernant la synthèse d’observa-

teurs de type grand gain pour des classes particulières de systèmes non linéaires multi-

sorties uniformément observables. Plus précisément, nous présentons deux formes cano-

niques observables différentes auxquelles nous nous référeront au dernier chapitre pour

la présentation de notre contribution relative à la présentation d’une forme canonique

observable incluant ces deux formes. Nous présentons aussi dans ce chapitre une classe de

systèmes non linéaires uniformément observables qui peut se mettre sous l’une des deux

formes présentées précédemment. Nous nous sommes basés sur cette dernière classe pour

la synthèse d’observateurs à entrées inconnues.

Le quatrième chapitre est dédié à notre première contribution qui consiste en la synthèse

d’observateurs à entrées inconnues pour une classe de systèmes non linéaires dont l’ex-

pression des sorties ne dépend pas des entrées inconnues. Avant de présenter l’approche

proposée, des rappels sur la synthèse de tels observateurs dans le cas linéaire sont rap-

portés.
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Le chapitre 5 concerne aussi la synthèse d’observateurs à entrées inconnues mais cette

fois-ci et contrairement au chapitre précédent, les expressions des sorties sont supposées

dépendre des entrées inconnues.

Au chapitre 6, nous présentons la nouvelle forme canonique observable ainsi que la

synthèse de l’observateur associé.

Au chapitre 7, l’approche proposée pour la synthèse des observateurs à entrées inconnues

est appliquée aux réacteurs biochimiques pour l’estimation des vitesses de réactions et des

concentrations en composés.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et les perspectives de recherche dans le

contexte des résultats obtenus.



Chapitre 2

Notions d’observabilité

Dans ce qui suit, la classe des problèmes considérés concerne les procédés qui admettent

un modèle dynamique écrit sous la forme suivante :

Σ







dx

dt
= f(u, x)

y(t) = h(x(t))
(2.1)

où l’état x(t) ∈ V une variété analytique (Cω, l’entrée u ∈ U ⊂ IRµ ; la sortie y ∈ IRp.

Pour tout u ∈ U , fu(x) = f(u, ·) dénote un champ de vecteur Cω sur M et la fonction

h = (h1, . . . , hp) est aussi Cω. La variable t représente le temps.

Ces systèmes constituent une représentation du comportement du procédé. Pour une

entrée donnée, les trajectoires au cours du temps des variables d’états dépendent de leurs

conditions initiales. Par la suite, étant donné t0 un instant initial, T > 0 un horizon tem-

porel (éventuellement infini) et u(t, t0) une entrée, on note x(t, x(t0), u(t)) la trajectoire

du système lorsqu’elle existe de manière unique pour tout temps t ∈ [t0, t0 +T [ (Problème

de Cauchy).

2.1 Observabilité

L’observabilité d’un système exprime la possibilité de reconstruire l’état initial x(t0) à

partir de la seule connaissance des sorties y(t, t0) et des entrées u(t, t0) pendant un inter-

valle de temps suffisamment long contenu dans [t0, t0 + T [.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler certaines définitions inhérentes à l’observabilté des

systèmes non linéaires, que l’on peut retrouver dans [HK77, BCDT+93].
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2.1.1 Quelques définitions

La notion d’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions ini-

tiales distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales.

Définition 2.1. (Distinguabilité - Indistinguabilité) : Deux états initiaux x0, x1 ∈ V tel

que x0 6= x1 sont dits distinguables dans V si ∃t ≥ 0 et ∃u : [0, t] → U une entrée admis-

sible telle que les trajectoires des sorties issues respectivement de x0 et x1 restent dans V
pendant la durée [0, t] et vérifient y(t, x0, u(t)) 6= y(t, x1, u(t)). Dans ce cas, on dira que u

distingue x0 et x1 dans V. Réciproquement, deux états initiaux x0, x1 ∈ V tel que x0 6= x1

sont dits indistinguables si ∀t ≥ 0 et ∀u : [0, t] → U pour lesquels les trajectoires issues

de x0, x1 restent dans V on a : y(t, x0, u(t)) = y(t, x1, u(t)).

Il est maintenant possible de donner une définition de l’observabilité d’un système en un

point, et par extension, de définir un système observable.

Définition 2.2. (Observabilité) : Un système est observable en x0 ∈ V si tout autre état

x1 6= x0 est distinguable de x0 dans V. Un système est observable s’il est observable en

tout point x0 ∈ V.

Pour les systèmes linéaires stationnaires

{

ẋ = Ax+Bu

y = Cx x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp
(2.2)

l’observabilité est caractérisée par la fameuse condition du rang : le système (2.2) est

observable si et seulement si la matrice













C

CA
...

CAn−1













est de rang plein (= n).

La distinguabilté est un concept global. Il arrive souvent que pour engendrer deux trajec-

toires à partir de x0 et x1, on ait besoin de s’éloigner suffisamment de x0 et x1. Les deux

définitions qui suivent sont de nature locale.

Définition 2.3. (observabilité locale) : On dit que le système Σ est localement observable

en x0 si pour tout voisinage ouvert Vx0
de x0, l’ensemble des points qui sont indistinguables

de x0 dans Vx0
via les trajectoires dans Vx0

est le point x0 lui-même.
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Lorsqu’il s’agit de distinguer x0 de ses voisins, on peut affaiblir la notion d’observabilité

locale. Dans cette optique, on a :

Définition 2.4. (observabilité locale faible) : On dit que le système Σ est localement

faiblement observable en x0 s’il existe un voisinage ouvert Vx0
de x0 tel que pour tout

voisinage ouvert V ′
x0

⊂ Vx0
, l’ensemble des points qui sont indistinguables de x0 dans V ′

x0

via les trajectoires dans V ′
x0

est le point x0 lui-même.

Un système est donc localement faiblement observable si tout état x0 peut être instan-

tanément distingué de ses voisins en utilisant les trajectoires qui restent dans un voisinage

de x0.

Dans le but de traduire cette propriété d’observabilité par une condition de rang comme

dans le cas des systèmes linéaires, nous sommes amenés à définir l’espace d’observation.

Définition 2.5. (Espace d’observation) : L’espace d’observation du système Σ est le plus

petit sous-espace vectoriel, O, de fonctions de V à valeurs dans l’espace de sortie qui

contienne h1, . . . , hp, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie par rapport à tous les

champs de vecteurs du type fu(x) = f(u, x), u ∈ U , fixé.

Définition 2.6. (Observabilité au sens du rang) : Soit dO l’espace des différentielles

des éléments de O. Désignons par dO(x0) l’évaluation de dO en x0. Le système Σ est

localement faiblement observable en x0 si

dim dO(x0) = n (2.3)

La condition (2.3) est appelée condition du rang. Si cette condition est satisfaite pour

tout x0 ∈ V, on dit que le système Σ est observable au sens du rang.

Le théorème précédent donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Le

théorème suivant donne une condition nécessaire :

Théorème 2.1. : Supposons que le système Σ est localement faiblement observable. Alors

la condition (2.3) est vérifiée presque partout dans V, c’est-à-dire, dim dO(x) = n en tout

point x appartenant à un ouvert V ′ dense dans V.

On remarque que les définitions d’observabilité données précédemment n’impliquent pas

que toute entrée distingue des couples de points de V. En pratique, on aimerait se placer
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dans le cas où l’entrée u étant fixée, tout couple d’états distincts donne lieu à des sorties

différentes. En effet, ce n’est que dans ce cas que l’on peut reconnâıtre l’état initial du

système à partir des informations antérieures sur l’entrée et la sortie. Ceci nous conduit

au concept des entrées universelles et des systèmes qui sont observables au sens du rang

pour toutes les entrées appliquées.

2.1.2 U-uniforme observabilité

Lorsqu’une entrée distingue tous les couples d’état initiaux sur V, celle-ci est dite univer-

selle.

Définition 2.7. (Entrée universelle) : Une entrée u : [0, T ] → U admissible est dite

universelle pour le système Σ sur [0, T ] si, pour tout couple d’états initiaux distincts x0 et

x1, il existe au moins un temps t ∈ [0, T ] tel que y(t, x0, u(t)) 6= y(t, x1, u(t)). Une entrée

non universelle est dite singulière.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singulière parmi l’ensemble des entrées admissibles U , alors

tout couple d’états initiaux sont distinguables. Cette propriété est appelée la U -uniforme

observabilité.

Définition 2.8. (U-uniforme observabilité) : Un système dont toutes les entrées admis-

sibles à valeur dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.

Dans le cas où l’ensemble de toutes les entrées à valeurs bornées dans IRm sont univer-

selles, ce système sera dit IRm-uniformément observable (et l’on dira par la suite seulement

uniformément observable).

Le problème de la caractérisation des systèmes uniformément observables dans le cas

mono-sortie a été abordé par Williamson [Wil77] pour les systèmes bilinéaires et par

Gauthier et Bornard [GB81] pour les systèmes affines en la commande. Ces résultats

peuvent se résumer par les deux théorèmes des paragraphes suivants. Dans le cas multi-

sorties, certaines conditions suffisantes de structure seront données plus loin.

2.1.3 Observabilité des systèmes mono-sortie bilinéaires

Théorème 2.2. : Considérons le système bilinéaire :

{

ẋ = Ax+ uBx+ Fu

y = Cx
(2.4)
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où x ∈ IRn, u ∈ IR, y ∈ IR ; A,B, F, C sont des matrices de dimensions appropriées.

Une condition nécessaire et suffisante pour que le système (2.4) soit uniformément obser-

vable est qu’il puisse être transformé par un changement de coordonnées z = Tx, en :

{

ż = Āz + uB̄z + F̄u

y = C̄z
(2.5)

où Ā = TAT−1 =















0 1 0 0
... 1 0

0
. . . 1

a1 . . . . . . an















, B̄ = TBT−1 =















b̄11 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
... 0

b̄n1 . . . . . . b̄nn















,

F̄ = TF , C̄ = CT−1 = [1, 0, . . . , 0].

2.1.4 Observabilité des systèmes mono-sortie affines en la com-

mande

Considérons le système affine en la commande :

Σ0

{

ẋ = f(x) +G(x)u

y(t) = h(x(t))
(2.6)

où x ∈ IRn, u = (u1, . . . , um) ∈ IRm et y ∈ IR.

Le résultat suivant, dû à J.P. Gauthier et G. Bornard [GB81], donne une condition

nécessaire et suffisante pour que le système Σ0 soit uniformément observable.

Théorème 2.3. : Le système (2.6) est IRm-uniformément observable, si et seulement

si, il existe un système de coordonnées locales sur IRn tel que (2.6) soit presque partout

localement de la forme

Γ0

{

ż = Az + ψ(z) + Φ(z)u

y(t) = Cz
(2.7)

où A =















0 1 0 0
... 1 0

0
. . . 1

0 . . . 0 0















, ψ(z) =













0
...

0

ψn(z)













, C = [1, 0, . . . , 0] ;

Φ(z) = [Φ1(z) Φ2(z) . . . ,Φm(z)] où chaque vecteur colonne, Φk(z) =









Φk
1(z)
...

Φk
n(z)









de la
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matrice Φ(z) est triangulaire par rapport à z, c’est-à-dire Φk
i (z)

∆
= Φk

i (z1, z2, . . . , zi) pour

k = 1, . . . , m ; i = 1, . . . , n.

Nous proposons maintenant de rappeler quelques définitions relatives à l’observation des

systèmes affines en l’état qui sont un cas particulier des systèmes non-linéaires présentés

précédemment. La motivation derrière la mise en avant de ces systèmes réside dans deux

faits :

• les modèles physiques de plusieurs procédés (notamment les procédés biochimiques, le

moteur asynchrone) se présentent sous cette forme.

• la synthèse de l’observateur pour ces systèmes est basée sur la partie affine en l’état.

2.1.5 Observabilité des systèmes affines en l’état

Un système affine en l’état est de la forme :

L
{

ẋ = A(u)x+B(u)

y = Cx
(2.8)

où x ∈ IRn est l’état du système, u ∈ U sont les entrées appartenant à un borélien et

y ∈ IRp sont les signaux de sortie. Les matrices A(u) et B(u) sont mesurables en u, res-

pectivement de dimension n× n et n× 1. C est une matrice p× n constante.

On appelle matrice de transition du système L la matrice n× n inversible solution de :







dφu(t, t0)

dt
= A(u)φu(t, t0)

φ(t0, t0) = I
(2.9)

I étant la matrice identité.

Posons φu(t0, t) = φ−1
u (t, t0). Il s’ensuit que pour tout t1, t2 et t3, on vérifie :

φu(t1, t2)φu(t2, t3) = φu(t1, t3)

Comme la sortie y(t, x(t0), u) de L est de la forme :

y(t, x(t0), u) = C(t)φ(t, t0)x(t0) +

∫ t

τ=t0

C(t)φ(t, τ)B(u(τ))dτ

on peut montrer facilement que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) u est universelle sur [0, T ] pour le système L.

ii) u est universelle sur [0, T ] pour le système homogène :
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L
{

ẋ = A(u)x

y = Cx

iii) Si la sortie du système homogène est nulle sur [0, T ], alors la condition initiale x est

nulle.

iv) le Grammien d’observabilité de L i.e.

G(u, t0, t0 + T ) =

∫ t0+T

t0

φT
u (t, t0)C

TCφu(t, t0)dt

est symétrique défini positif.

La définition de la complète uniforme observabilité du système L fait recours à la notion

d’entrée régulièrement persistante que nous rappelons ici.

Définition 2.9. (entrée régulièrement persistante) : Une entrée u ∈ U est dite régulèrement

persistante si le Grammien d’observabilité du système L vérifie :

∃t0 ≥ 0; ∃T > 0; ∃α1; ∃α2 > 0; ∀t ≥ t0 : α1I ≤
∫ t+T

t

φT
u (τ, t)CTCφu(τ, t)dτ ≤ α2I

Nous donnons maintenant la définition suivante :

Définition 2.10. (Système complètement uniformément observable) : Lorsque toutes les

entrées u ∈ U sont régulièrement presistantes, le système L est dit complètement uni-

formément observable.

Nous allons maintenant nous intéresser à la synthèse d’observateurs. Dans ce qui suit,

nous allons rappeler ce que c’est un observateur puis présenter quelques résultats sur

la synthèse d’observateurs. L’observateur de Luenberger et le filtre de Kalman seront

tout d’abord présentés. Ensuite, on s’intéressera à certaines classes de systèmes non-

linéaires uniformément observables pour lesquelles nous présenterons des observateurs de

type grand gain.

2.2 Observateurs

Un observateur ou reconstructeur d’état est un système dynamique qui permet d’obtenir

une estimation de la valeur courante de l’état non mesuré d’un système à partir des in-

formations antérieures sur les entrées et la sortie de ce dernier.

Considérons le système dynamique suivant :
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O
{

ż = f̄(z, u, y)

x̂ = h̄(z)
(2.10)

où z ∈ M une variété différentiable telle que h̄ : M −→ V soit une submersion, V étant

l’ouvert de IRn constituant l’espace d’état de Σ ; u et y sont respectivement les entrées et

les sorties de Σ.

Définition 2.11. (Observateur) : (i) Le système O est un observateur asymptotique local

s’il existe x0 ∈ V et un voisinage Vx0
de x0 tel que :

lim
t→∞

‖x̂(t) − x(t)‖ = 0

pour toute condition initiale x(0) ∈ Vx0
et z(0) ∈ h̄−1(Vx0

).

(ii) Le système O est un observateur global si

lim
t→∞

‖x̂(t) − x(t)‖ = 0

pour toute condition initiale x(0) ∈ V et z(0) ∈M .

(iii) Dans les deux cas ci-dessus, O est dit observateur exponentiel si :

∃λ, µ > 0 tel que ‖x̂(t) − x(t)‖ ≤ µe−λt‖x̂(0) − x(0)‖

La structure d’observateur la plus utilisée est :

O
{

ẋ = f(x̂, u) −G(g)(h(x̂) − y)

ġ = ϕ(x̂, u, y, g)
(2.11)

G(g) est appelé gain d’observation et G(g)(h(x̂) − y) est le terme de correction.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques résultats existants sur la synthèse

d’observateurs.

2.2.1 Systèmes linéaires stationnaires : observateur de Luenber-

ger

Soit le système linéaire stationnaire suivant.

{

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(2.12)
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où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp et A, B, C sont des matrices constantes de dimensions

appropriées.

Le système suivant :

˙̂x = Ax̂+Bu−K(Cx̂− y) (2.13)

où la matrice K est choisie telle que les valeurs propres de A−KC sont à parties réelles

négatives, est un observateur exponentiel pour le système (2.12), communément appelé

par le nom de son auteur i.e. observateur de Lunenberger .

2.2.2 Systèmes linéaires temps variant : Filtre de Kalman

Soit le système linéaire temps variant suivant :

{

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t)
(2.14)

où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp, les matrices A,B et C étant de dimensions appropriées.

Pour les systèmes linéaires temps variant de la forme (2.14), il existe des observateurs de

type Kalman. La synthèse de ces observateurs supposent que les entrées sont régulièrement

persistantes. Les observateurs de Kalman prennent les deux formes suivantes selon que

l’on utilise une équation dynamique de Lyapunov (2.15) ou de Riccati (2.16) pour le gain.











˙̂x(t) = A(t)x̂+B(t)u(t) − S−1(t)CT (t)(C(t)x̂− y(t))

Ṡ(t) = −θS(t) − AT (t)S(t) − S(t)A(t) + CT (t)C(t)

S(0) = S0

(2.15)











˙̂x(t) = A(t)x̂+B(t)u(t) − S−1(t)CT (t)(C(t)x̂− y(t))

Ṡ(t) = −SQS − AT (t)S(t) − S(t)A(t) + CT (t)C(t)

S(0) = S0

(2.16)

θ > 0 et S0, Q0 étant définies positives.

La convergence de ces observateurs est garantie sous l’hypothèse de l’uniforme complète

observabilité du système. Dans ce type de synthèse, il faut assurer non seulement la sta-

bilité de l’équation d’erreur, mais aussi celle de la matrice de gain S. Celle-ci doit être

symétrique définie positive et bornée pour tout t.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler la synthèse d’observateurs à grand gain pour cer-

taines classes de systèmes uniformément observables.
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2.2.3 Systèmes mono-sortie affines en la commande

Soit le système non-linéaire suivant :

{

ẋ = f(u, x) = f(x) +G(x)u

y = h(x)
(2.17)

où x ∈ IRn, y ∈ IR, u ∈ IRµ, G(x) une matrice n×m.

Dans [GHO92], les auteurs ont démontré que si le système (2.17) est uniformément ob-

servable, alors il peut se transformer via le changement de variable

z = Φ(x) = [h(x), Lf (h)(x), . . . , L
n−1
f (h)(x)]T (2.18)

sous la forme canonique d’observabilité suivante :

{

ż = Az + ϕ(z) + Ψ(z)u

y = Cz
(2.19)

où

• A est la matrice anti-décalage, c’est-à-dire

A =















0 1 0 0
... 1 0

0
. . . 1

0 . . . 0 0















(2.20)

• C est la matrice d’observation ayant la structure particulière suivante :

C = [1, 0, . . . , 0] (2.21)

• la matrice Ψ(z) = [Ψ1(z) Ψ2(z) . . . Ψm(z)] est telle que chacun de ses vecteurs colonnes

Ψk(z), k = 1, . . . , m a une structure triangulaire par rapport à z, c’est-à-dire

Ψk(z) =













Ψk
1(z1)

Ψk
2(z1, z2)

...

Ψk
n(z)













(2.22)

Les auteurs ont ensuite utilisé la forme (2.19) pour faire la synthèse de l’observateur

exponentiel, de type grand gain, suivant :

˙̂z = Aẑ + ϕ(ẑ) + Ψ(ẑ)u− θ∆−1
θ S−1CT (Cẑ − y) (2.23)
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où

• θ > 0 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S est l’unique solution de l’equation algébrique de Lyapunov suivante :

S + ATS + SA = CTC (2.24)

• ∆θ est la matrice diagonale suivante :

∆θ = diag

(

1,
1

θ
, . . . ,

1

θn−1

)

(2.25)

Pour la synthèse de l’observateur, les hypothèses suivantes doivent être vérifiées :

(H1) Les fonctions ϕ(z) et ψi(z) sont globalement Lipschitz par rapport à z.

(H2) Les entrées ui sont mesurables et bornées dans IR.

Notons que la solution S de l’équation (2.24) peut s’exprimer comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)C
j−1
i+j−2 pour 1 ≤ i, j ≤ n

où Cp
n est le symbole désignant la binômiale, c’est-à-dire Cp

n =
n!

(n− p)!p!
.

De même, le terme S−1CT intervenant dans le gain d’observation peut s’exprimer aussi

comme suit :

S−1CT =













C1
n

C2
n

...

Cn
n













(2.26)

Notons que l’estimation x̂ de l’état x de (2.17), peut s’obtenir par x̂ = Φ−1(ẑ). Parfois,

la fonction Φ−1 ne peut pas être exprimée en fonction de z et un autre moyen pour

contourner cette difficulté consiste à exprimer l’équation de l’observateur directement

dans les coordonnées originales en x. En effet, en tenant compte du fait que

dz

dt
=
∂Φ(x)

∂x

dx

dt

l’équation de l’observateur dans les coordonnées originales s’écrit comme suit :

˙̂x = f(x̂) +G(x̂)u− θ

(

∂Φ(x̂)

∂x

)−1

∆−1
θ S−1CT (h(x̂) − y)
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Notons ici la similitude de cet observateur avec le modèle original i.e. le système (2.17).

En effet, cet observateur est une copie du modèle, plus un terme correctif qui est explici-

tement donné. De plus, son réglage se fait à travers le choix d’un seul paramètre, i.e. θ.

Le résultat présenté reste valable même pour des systèmes avec des non linéarités non

affines en la commande [GK94, HF03].

2.2.4 Systèmes mono-sortie non affines en la commande

Soit le système non-linéaire de la forme triangulaire suivante :



































ẋ1 = f1(x1, x2, u)

ẋ2 = f2(x1, x2, x3, u)
...

ẋn = fn(x, u)

y = x1

(2.27)

où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IR.

Le système (2.27) peut se mettre sous la forme condensée suivante :

{

ẋ = f(x, u)

y = Cx
(2.28)

où C = [1, . . . , 0].

On considère les hypothèses suivantes :

(H1’) ∃α > 0, β > 0 telle que :

α ≤ ∂fi

∂xi+1
(u, x1, . . . , xi+1) ≤ β; ∀(x, u). (2.29)

(H2’) les fonctions fi, i = 1, . . . , n sont globales Lipschitz.

Soit maintenant le système dynamique suivant :

˙̂x = f(x̂, u) − ∆θK(Cx̂− y) (2.30)

où ∆θ = diag(θ, θ2, . . . , θn), K =













k1

...

kn−1

kn













est un vecteur constant choisi de telle manière
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que l’inégalité de stabilité suivante soit verifiée :

(A(t) −KC)TS + S(A(t) −KC) ≤ −ηIn. (2.31)

où η > 0, S est une matrice constante de dimension (n × n), In est la matrice identité

de dimension (n× n), A(t) =















0 a1(t) 0 0
... a2(t) 0

0
. . . an−1(t)

0 . . . 0 0















où les ai(t) sont données

par :

ai(t) =
∂fi

∂xi+1
(u, x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n− 1

Le résultat suivant est dû à J.P. Gauthier et I. Kupka [GK94] :

Théorème 2.4. Sous les trois hypothèses (H1’) et (H2’), le système (2.30) est un obser-

vateur exponentiel pour le système (2.27).

Remarquons que la synthèse de l’observateur (2.30), dont le gain est constant, ne nécessite

pas le connaissance des ai(t) mais utilise simplement le fait que ces variables sont bornées.
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Chapitre 3

SNL MIMO uniformément observables

Dans ce chapitre, nous présentons deux formes observables caractérisant des classes de

systèmes non linéaires multi-sorties uniformément observables. Nous nous référeront à

ces deux formes, que l’on appellera respectivement première forme et deuxième forme,

au chapitre 6 dans lequel nous proposerons une nouvelle forme observable incluant ces

deux formes. Ensuite, nous présenterons une classe particulière de systèmes non linéaires

multi-sorties uniformément observables qui peut se mettre à l’aide d’une transformation

appropriée qui sera aussi présentée sous la première forme canonique présentée. Cette

classe particulière sera considérée dans toute la partie qui traite de la synthèse des obser-

vateurs à entrées inconnues, c’est-à-dire dans les chapitres 4 et 5.

La première forme canonique a été proposée par [HF03]. Le système considéré se compose

de plusieurs blocs dont chacun est associé à une composante vectorielle de l’état. La

caractéristique principale de ce système réside dans le fait que le premier bloc est associé

à toutes les sorties et que les non linéarités du système ont une structure triangulaire,

c’est-à-dire la non linéarité d’un bloc ne dépend que des variables propres du bloc ou de

celles des blocs supérieurs. Cette forme peut être interprétée comme une généralisation

de la forme canonique caractérisant les systèmes mono-sortie uniformément observables

[GB81, GHO92, GK94] .

La deuxième forme canonique a été proposée par [Shi00, HYJ01]. Le système considéré

se compose d’un nombre de blocs égal au nombre de sorties et chacun est associé à une

composante vectorielle de l’état. La caractéristique principle de ce système réside dans le

fait que la première variable de chaque bloc est une sortie du système. Pour cette forme

aussi, les non linéarités du système ont une structure triangulaire.

Chacune de ces formes ne caractérisent que certaines classes de systèmes non linéaires

multi-sorties uniformément observables. En effet, il existe des classes de systèmes uni-

formément observables qui peuvent se mettre sous les deux formes, d’autres classes qui

peuvent se mettre sous l’une des deux formes sans se mettre sous l’autre forme et enfin

des classes de systèmes uniformément observables qui ne peuvent se mettre ni sous la

première, ni la deuxième forme.
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Nous proposons maintenant de présenter les deux formes canoniques ainsi que la classe

particulière de systèmes non linéaires uniformément observables.

3.1 Première forme canonique

On considère les systèmes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :
{

ẋ = Ax+ ϕ(u, x)

y = Cx = x1
(3.1)

où l’état x =













x1

x2

...

xq













∈ IRn, xk ∈ IRp, k = 1, . . . , q, n = qp, la sortie y ∈ IRp, l’entrée

u ∈ IRµ et ϕ(u, x) a une structure triangulaire par rapport à x, c’est-à-dire

ϕ(u, x) =













ϕ1(u, x1)

ϕ2(u, x1, x2)
...

ϕq(u, x)













;

La matrice A de dimension n× n est la matrice anti-décalage par bloc :

A =















0p Ip 0p 0p

... Ip 0p

0p
. . . Ip

0p . . . 0p 0p















(3.2)

La matrice d’observation C a la structure particulière suivante :

C = [Ip 0p . . . 0p] (3.3)

On remarque que la structure de ce système multi-sortie étend directement celle du

système mono-sortie (2.17) dans le sens où toutes les quantités scalaires sont remplacées

maintenant par des vecteurs de dimension p. Le système (3.1) est ainsi formé par un en-

semble de blocs, chacun de ses blocs décrivant la dynamique de la composante vectorielle

xk, k = 1, . . . , q et toutes les sorties sont rassemblées au sein du premier bloc x1.

Pour la synthèse de l’observateur, les hypothèses suivantes sont adoptées :

(H1) la fonction ϕ(u, x) est globalement Lipschitz par rapport à x, localement uni-

formément en u.
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(H2) L’entrée u est bornée.

Rappelons que l’hypothèse (H1) est classique et elle est généralement adoptée lors de la

synthèse d’observateurs de type grand gain (se référer par exemple à [GHO92, HF03]).

Cette hypothèse est bien sûr restrictive par son caractère global. Toutefois, en pratique, la

trajectoire du système (physique) reste généralement confinée dans un domaine compact

borné Ω ∈ IRn sur lequel les non linéarités sont lipschitziennes. Dans ce cas, ils suffit de

les étendre sur tout IRn par une fonction globalement lipschitziennes. On pourra se référer

par exemple à ([HYJ01, FMR04]) où ces problèmes sont traités.

Dans la suite de ce mémoire, on adoptera des hypothèses similaires à (H1) tout en gardant

en mémoire la remarque formulée précédemment.

Un observateur à grand gain pour le système (3.1) est le système dynamique suivant :

˙̂x = Ax̂+ ϕ(u, x̂) − θ∆−1
θ S−1CT (Cẑ − y) (3.4)

où

• θ > 0 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S est l’unique solution de l’equation algébrique de Lyapunov suivante :

S + ATS + SA = CTC (3.5)

• ∆θ est la matrice diagonale par bloc suivante :

∆θ = diag

(

Ip,
1

θ
Ip, . . . ,

1

θq−1
Ip

)

(3.6)

Il est clair que l’observateur (3.4) est la simple généralisation de l’observateur (2.23) au

cas multi-sorties. De manière similaire au cas mono-sortie, la solution S de l’équation

(3.5) ainsi que le vecteur S−1CT peuvent s’exprimer comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)C
j−1
i+j−2Ip pour 1 ≤ i, j ≤ n (3.7)

S−1CT =













C1
q Ip

C2
q Ip
...

Cq
q Ip













(3.8)

où Ip est la matrice identité p× p.
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3.2 Deuxième forme canonique

On considère le système dynamique suivant :



































































ẋ1 = A1x
1 + ϕ1(u, x1, y2, . . . , yp)

ẋ2 = A2x
2 + ϕ2(u, x1, x2, y3, . . . , yp)

...

ẋp = Apx
p + ϕp(u, x)

y1 = C1x
1 = x1

1

y2 = C2x
2 = x2

1
...

yp = Cpx
p = x

p
1

(3.9)

où l’état x =













x1

x2

...

xp













∈ IRn, xk =













xk
1

xk
2
...

xk
λk













∈ IRλk , xk
i ∈ IR, k = 1, . . . , p, i = 1, . . . , λk,

n =

p
∑

k=1

λk, la sortie y =













y1

y2

...

yp













∈ IRp, yi ∈ IR, l’entrée u ∈ IRµ et ϕk a la structure

suivante

ϕk(u, x) =













ϕk
1(u, x

1, . . . , xk−1, xk
1, yk+1, . . . , yp)

ϕk
2(u, x

1, . . . , xk−1, xk
1, x

k
2, yk+1, . . . , yp)

...

ϕk
λk

(u, x1, . . . , xk, yk+1, . . . , yp)













;

Chaque matrice Ak est une matrice anti-décalage λk ×λk et chaque matrice d’observation

Ck est une matrice ligne avec λk colones nulles, exceptée la première qui est égale à 1

(Ck = [1 0 . . . 0]).

Sous l’hypothèse classique que chacune des fonction ϕk est globalement lipschitzienne par

rapport à x uniformément en u, les auteurs dans [HYJ01] ont proposé l’observateur à

grand gain suivant :























˙̂x1 = A1x̂
1 + ϕ1(u, x̂1, y2, . . . , yp) − θ1∆

−1
1 (θ)S−1

1 CT
1 C1(x̂

1 − x1)

ẋ2 = A2x̂
2 + ϕ2(u, x̂1, x̂2, y3, . . . , yp) − θ2∆

−1
2 (θ)S−1

2 CT
2 C2(x̂

2 − x2)
...

ẋp = Apx̂
p + ϕp(u, x̂) − θp∆

−1
p (θ)S−1

p CT
p Cp(x̂

p − xp)

(3.10)

pour k = 1, . . . , p.
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• Sk est l’unique matrice symétrique définie positive λk × λk solution de l’équation

algébrique de Lyapunov suivante :

Sk + AT
k Sk + SkAk = CT

k Ck

• ∆k(θ) est la matrice diagonale λk × λk suivante :

∆k(θ) = diag

(

1,
1

θ
, . . . ,

1

θλk−1

)

• θ1, . . . , θp sont les paramètres de réglage de l’observateur dont le choix doit satisfaire :

θ1 ≥ 1 et pour k = 2, . . . , p, θk ≥ θλk−1
k−1 .

3.3 Classe particulière de SNL MIMO uniformément

observable

Nous allons présenter maintenant une classe particulière de systèmes non linéaires uni-

formément observables qui peut se mettre à l’aide d’une transformation appropriée sous

la première forme canonique présentée ci-dessus. Toutefois, ceci n’est plus vraie lorsque

certaines entrées du système ne sont pas connues. C’est pourquoi nous introduisons cette

forme particulière d’observabilité sur laquelle nous nous sommes appuyés dans les cha-

pitres suivants pour la synthèse d’observateurs à entrées inconnues.

Soit la classe de systèmes non linéaires MIMO suivante :
{

ẋ = f(u, x)

y = f 0(u, x1)
(3.11)

Avec

x =













x1

x2

...

xq













; f(u, x) =



















f 1(u, x1, x2)

f 2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)



















;

avec x ∈ IRn le vecteur d’état, xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et p = n0 ≥ n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq,
q
∑

k=1

nk = n ; l’entrée u(t) ∈ U l’ensemble des fonctions absolument continues à dérivées

bornées de IR+ dans U un compact de IRµ ; f(u, x) ∈ IRn où fk(u, x) ∈ IRnk et f 0(u, x1) ∈
IRn0. L’hypothèse suivante est adoptée :

(H1) Pour 0 ≤ k ≤ q − 1 ; la fonction xk+1 7→ fk(u, x1, . . . , xk, xk+1) de IRnk+1 dans IRnk

est injective. De plus, on suppose que ∃α, β > 0 tels que pour tout k ∈ {0, . . . , q − 1},
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∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U ,

0 < α2Ink+1
≤
(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)T
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2Ink+1

où Ink+1
est la matrice identité (nk+1) × (nk+1) .

Cette classe de systèmes a été considérée par [HF03] pour la caractérisation d’une classe

des systèmes uniformément observables. Les auteurs ont proposé un observateur à grand

gain dont la synthèse a été effectuée en deux étapes. Dans la première étape, les au-

teurs ont introduit un changement de coordonnées qui a ramené le système (3.11) sous

la première forme canonique (3.1). La synthèse de l’observateur dans les nouvelles coor-

données est immédiate (c’est l’observateur (3.4)) puis les équations de l’observateur dans

les coordonnées originales sont données en considérant la pseudo-inverse de la matrice

jacobienne. Ce système a ensuite été reconsidéré par ([FMS05]) où les auteurs ont pro-

posé une version légèrement modifié de l’observateur présenté dans ([HF03]). En effet,

la nouvelle version ne nécessite pas l’inversion de toute la matrice jacobienne mais que

des termes diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner la

transformation qui permet de transformer le système (3.11) sous la première forme cano-

nique ainsi que les équations de l’observateur modifié dans les nouvelles coordonnées et

les coordonnées originales.

Considérons le changement de coordonnées suivant :

Φ : IRn −→ IRn0q

x =













x1

x2

...

xq













−→ z = Φ(u, x) =













z1

z2

...

zq













avec























































z1 = f 0(u, x1)

z2 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)f 1(u, x1, x2)

z3 =
∂f 0

∂x1
(u, x1)

∂f 1

∂x2
(u, x1, x2)f 2(u, x1, x2, x3)

...

zq =

(

q−2
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q−1(u, x)

(3.12)

où zk ∈ IRn0, k = 1, . . . , q.
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D’après l’hypothèse (H1), l’application Φ est injective ; soit Φc sa fonction réciproque.

Avant d’écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :

• Soit Λ(u, x) la matrice diagonale en blocs suivante :

Λ(u, x) = diag

(

∂f 0

∂x1
(u, x),

∂f 0

∂x1
(u, x)

∂f 1

∂x2
(u, x), . . . ,

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

(3.13)

D’après l’hypothèse (H1), Λ(u, x) est inversible à gauche. On désignera dans la suite par

Λ+(u, x) son inverse à gauche. On peut facilement vérifier que :

Λ(u, x)f(u, x) = Az +G(u, x) ou encore

f(u, x) = Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x) (3.14)

où A est une matrice carrée n0q × n0q et G(u, x) ∈ IRn0q et ils sont donnés par :

A =



















0 In0
0 0

...
. . . In0

0
. . .

. . . 0

0
. . . In0

0 . . . 0 0



















et G(u, x) =























0
...

0

(

q−1
∏

k=0

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

f q(u, x)























Nous pouvons maintenant générer l’expression de la dérivée par rapport au temps de z :

ż(t) =
∂Φ

∂x
(u, x)ẋ(t) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Λ(u, x)f(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

f(u, x) +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Az +G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

(

Λ+(u, x)Az + Λ+(u, x)G(u, x)
)

+
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

d’après (3.14).

Notant que la matrice

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

est triangulaire inférieure avec des zéros

sur toute sa diagonale. Puisque Λ+(u, x) est diagonale et que les ((q − 1)n0) premières

composantes de G(u, x) sont nulles, on a :

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)G(u, x) = 0 (3.15)

Par conséquent, la dynamique de z peut être récrite comme suit :

ż(t) = Az +G(u, x) +

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)Az +
∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)
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Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

Θ(u, z)
∆
=

(

∂Φ

∂x
(u, x) − Λ(u, x)

)

Λ+(u, x)

=

(

∂Φ

∂x
(u,Φc(z)) − Λ(u,Φc(z))

)

Λ+(u,Φc(z))

ϕ(u, z)
∆
= Θ(u, z)Az +G(u, x) +

∂Φ

∂u
(u, x)u̇(t)

= Θ(u, z)Az +G(u,Φc(z)) +
∂Φ

∂u
(u,Φc(z))u̇(t)

(3.16)

Compte tenu du fait que Θ(u, z) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la diagonale

principale, on peut vérifier que la fonction ϕ(u, z) possède une structure triangulaire.

En utilisant les notations adoptées, le système (3.11) peut être écrit dans les nouvelles

coordonnées en z comme suit :
{

ż = Az + ϕ(u, z)

y = Cz
(3.17)

où

C = [In0
, 0n0

, . . . , 0n0
]

est une matrice n0 × n0q avec 0n0
la matrice nulle de dimension n0 × n0 .

IL est clair que le système (3.17) est sous la forme canonique (3.1). De ce fait, l’observateur

(3.4) peut être synthétisé pour ce système (sous l’hypothèse technique portant sur le ca-

ractère Lipschitz de la fonction ϕ). Toutefois, comme nous l’avons signalé précédemment,

l’équation d’un tel observateur dans les coordonnées originales en x, nécessite l’inversion

de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion, un nouvel observateur a

été proposé. Les équations de cet observateur s’écrivent dans les nouvelles coordonnées

comme suit :

˙̂z(t) = Aẑ + ϕ(u, ẑ) − θ∆−1
θ S−1CTC(ẑ − z)

− ∂Φ

∂x
(u,Φc(ẑ))

(

Λ+(u,Φc(ẑ)) −
(

∂Φ

∂x
(u,Φc(ẑ))

)+
)

θ∆−1
θ S−1CTC(ẑ − z)

(3.18)

où ẑ =













ẑ1

ẑ2

...

ẑq













∈ IRn0q avec ẑk ∈ IRn0 , k = 1, . . . , q.
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Maintenant, il est clair que l’observateur (3.18) s’écrit dans les coordonnées originales x

comme suit :

˙̂x = f(u, x̂) − θΛ+(u, x̂)∆−1
θ S−1CT (f 0(u, x̂1) − f 0(u, x1)) (3.19)

où x̂ =













x̂1

x̂2

...

x̂q













∈ IRn avec x̂k ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et x est le vecteur des trajectoires du

système (3.11).

On remarque que l’observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas l’inversion

de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés au sein de la

matrice Λ.
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Chapitre 4

Observateurs à Entrées Inconnues (OEI)

Dans ce chapitre, nous présentons la synthèse d’observateurs de type grand gain pour la

classe de systèmes non linéaires uniformément observables (3.11) à laquelle nous avons

ajouté des entrées inconnues. Les observateurs proposés permettent d’estimer conjoin-

tement tout l’état du système ainsi que toutes les entrées inconnues sous des condi-

tions suffisantes qui seront données. Leur synthèse ne suppose, ni adopte aucun modèle

mathématique pour les entrées inconnues. Nous supposons simplement que la dérivée

première par rapport au temps de chacune des entrées inconnues est bornée.

Avant de présenter la classe des systèmes non linéaires qui fera l’objet de notre étude,

nous proposons de rappeler les conditions nécessaires et suffisantes pour la synthèse d’un

observateur à entrées inconnues pour les systèmes linéaires. Ceci nous permettra de mieux

appréhender les conditions suffisantes que nous adopterons pour la synthèse des observa-

teurs proposés.

Notons les conditions nécessaires et suffisantes qui seront rappelées pour les systèmes

linéaires portent sur la synthèse d’un observateur permettant l’estimation des états (via un

observateur d’ordre plein ou réduit) sans aucune connaissance sur les entrées inconnues.

Ces conditions peuvent être relâchées si certaines hypothèses sur ces entrées, telles la

bornitude de leurs dérivées par rapport au temps, sont adoptées. Nous reviendrons sur ce

point plus loin dans ce chapitre.

4.1 Rappels sur la synthèse d’OEI pour les systèmes

linéaires

On considère le système linéaire temps invariant suivant :

Σ

{

ẋ = Ax+Bu+Gv

y = Cx
(4.1)
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où l’état x ∈ IRn, l’entrée connue u ∈ IRµ, l’entrée inconnue v ∈ IRm, la sortie y ∈ IRp, A,

B, G et C sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées et la matrice

G est supposée être de rang plein en colonnes, c’est-à-dire

Rang(G) = m (4.2)

Sans nuire à la généralité, on suppose que la matrice C a la structure suivante :

C = [Ip 0 . . . 0] (4.3)

De même, on posera

G =

(

G1

G2

)

(4.4)

où G1 ∈ IRp×m et G2 ∈ IR(n−p)×m. Remarquons qu’avec cette notation, nous avons

G1 = CG (4.5)

Un observateur à entrées inconnues existe pour ce système si et seulement si les deux

conditions de rang suivantes sont satisfaites : (cf e.g. [YW88, GS91, DZX94]) :

Rang(CG) = m (4.6)

Rang

(

sIn − A G

C 0

)

= n +m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (4.7)

Nous proposons dans ce qui suit de donner quelques développements permettant de mon-

trer comment ces conditions sont obtenues. Ces développements nous serviront surtout

à apporter quelques compléments sur la synthèse de l’observateur lorsque le nombre

d’entrées inconnues est égale au nombre de sorties.

Les résultats que nous allons présenter sont décrits dans [YW88, DZX94]. Nous allons les

reprendre avec plus de détails ici dans le cas où la matrice C a la structure particulière

(mais non restrictive) (4.3).

L’objectif consiste à synthétiser un observateur qui s’écrit sous la forme suivante :

Σ

{

ż = Nz + Ly +Du

x̂ = z −Ey
(4.8)

où l’état de l’observateur z ∈ Rn, x̂ ∈ IRn est l’estimé de l’état du système x, N ∈ IRn×n,

L ∈ IRn×p, D ∈ IRn×µ et E ∈ IRn×p sont des matrices qu’il faut choisir de sorte que

l’erreur d’observation e = x̂− x converge asymptotiquement vers 0.
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Pour ce faire, posons

P = In + EC (4.9)

L’erreur d’observation s’écrit alors

e = x̂− x

= z − Ey − x

= z − (In + EC)x

= z − Px

Il s’ensuit

ė = ż − P ẋ

= Nz + Ly +Du− PAx− PBu− PGv

= N(e+ Px) + LCx− PAx− (PB −D)u− PGv

= Ne + (NP − PA+ LC)x− (PB −D)u− PGv (4.10)

Si les matrices N , L, D et E sont choisies de sorte que les conditions suivantes sont

satisfaites

N est matrice de Hurwitz (4.11)

PG = (In + EC)G = 0 (4.12)

D = PB = (In + EC)B (4.13)

LC − PA = −NP (4.14)

alors l’équation (4.10) devient

ė = Ne (4.15)

et l’erreur ’observation converge asymptotiquement vers 0.

Il s’agit maintenant d’étudier sous quelles conditions le choix de matrices N , L et E

vérifiant (4.11), (4.12) et (4.14) est possible. Remarquons que la matrice D est déterminée

à partir de E par la relation (4.13).

L’équation (4.14) peur se récrire comme suit

0 = NP + LC − PA

= N(In + EC) + LC − PA =⇒
N = PA− LC −NEC

= PA− (L+NE)C

= PA−KC (4.16)
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avec

K = L+NE (4.17)

Remplaçons N par son expression (4.16) dans l’équation (4.17), on obtient

K = L+ (PA−KC)E

ou de manière équivalente

L = K − (PA−KC)E

= K(Ip + CE) − PAE (4.18)

La dynamique de l’observateur (4.8) devient alors :

ż = (PA−KC)z + Ly +Du (4.19)

où les matrices P (ou de manière équivalente la matrice E), K, L et D sont données par

les équations (4.12), (4.17), (4.18) et (4.13). Le problème de synthèse de l’observateur

consiste donc à trouver une matrice E satisfaisant (4.12) et un vecteur K de sorte que la

matrice PA−KC soit une matrice de Hurwitz. C’est un problème similaire à celui de la

synthèse d’observateurs classiques. Les valeurs propres de la matrice PA−KC peuvent

être choisies arbitrairement si et seulement si la paire (PA,C) est observable. Sinon, un

vecteur K tel que l’erreur d’observation (4.15) converge asymptotiquement vers 0, existe

si et seulement si la paire (PA,C) est détectable.

Nous allons maintenant discuter les conditions sous lesquelles la matrice E (ou de manière

équivalente la matrice P ) existe.

En tenant compte des structures particulières considérées pour les matrices C et G

(équations (4.3) et (4.4)), l’équation (4.12) devient

EG1 = −G (4.20)

La solution de l’équation (4.20) dépend du rang de la matrice G1 = CG. Remarquons

que comme C est de rang plain avec RangC = p et RangG = m, nous avons RangG1 =

min(p,m). Deux cas sont à considérer :

1. Rang(G1) = p < m.

2. Rang(G1) = m ≤ p.
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Cas 1 : Rang(G1) = p < m

Dans ce cas, il n’y a pas de solution pour la matrice E. En effet, l’égalité (4.20) ne peut

pas avoir lieu puisque d’une part, nous avons :

Rang(EG1) ≤ Rang(G1) < m

et d’autre part, nous avons

Rang(−G) = Rang(G) = m

Comme deux matrices égales ont trivialement le même rang, l’équation en E (4.20) n’ad-

met pas de solution.

Cas 2 : Rang(G1) = m ≤ p

La solution générale de (4.20) est

E = −GG+
1 + Y (Ip −G1G

+
1 ) (4.21)

où G+
1 est l’inverse à gauche de G1 et Y ∈ IRn×p est une matrice arbitraire. La matrice P

peut alors s’exprimer comme suit :

P = In + EC

= In −GG+
1 C + Y (Ip −G1G

+
1 )C

= In + Y C −GG+
1 C − Y G1G

+
1 C

= In + Y C −GG+
1 C − Y CGG+

1 C

= In + Y C − (In + Y C)GG+
1 C

= (In + Y C)(In −GG+
1 C) (4.22)

Remarquons que rang maximal de la matrice, n − m, est obtenu lorsque la matrice

(In + Y C) est non singulière [DZX94].

Nous pouvons maintenant résumer les résultats obtenus par le théorème suivant ([DZX94]) :

Théorème 4.1. Un observateur de type (4.19) existe pour le système (4.1) si et seulement

si :

1) Rang(CG) = Rang (G1) = m

2) Rang

[

sIn − PA

C

]

= n ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0
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Nous donnons maintenant un deuxième théorème qui montre que les résultats du théorème

(4.1) correspondent aux conditions généralement adoptées pour la synthèse de l’observa-

teur (4.19) [DZX94] :

Théorème 4.2. On suppose que Rang(CG) = RangG1 = m et que RangP = n − m.

Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1) La paire (PA,C) est détectable (observable) ;

2) Rang

[

sP − PA

C

]

= n ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (∀s ∈ C) ;

3) Rang

[

sIn − PA

C

]

= n ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 ;

4) Rang

[

sIn −A G

C 0

]

= n+m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (∀s ∈ C) ;

Nous allons maintenant examiner de plus près le cas m = p, c’est-à-dire lorsque le nombre

de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues. Ce cas a été discuté dans [YW88] et

abordé dans [DZX94]. Nous donnerons dans ce cas des conditions très simples pour la

synthèse de l’observateur et nous apporterons plus de précisions sur le choix des pôles de

l’observateur, lorsque celui-ci existe.

Cas particulier : Rang(G1) = m et p = m

Nous allons chercher directement les matrices N , L et E satisfaisant les conditions (4.11),

(4.12) et (4.14).

Remarquons qu’en multipliant à droite par G chacun des membres de l’égalité (4.14) et

compte tenu de l’égalité (4.12), on obtient

LCG = PAG

ou de manière équivalente, en tenant compte des structures de C et G,

LG1 = PAG (4.23)

qui devient alors la nouvelle équation fixant le choix de L.

Comme m = p et la matrice G1 est carrée et est inversible. A partir de (4.20) et (4.23),

on obtient :

E = −GG−1
1

L = PAGG−1
1
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Il reste maintenant à étudier le choix de la matrice N . En remarquant que :

LC − PA = PAGG−1
1 C − PA

= PA(GG−1
1 C − In)

= −PA(EC + In) (4.24)

= −PAP (4.25)

l’équation (4.14) devient

PAP = NP (4.26)

Compte tenu des structures particulières de C et G, la matrice

P = In −GG−1
1 C

a la topologie suivante

P =

[

Im 0

0 In−m

]

−
[

Im 0

G2G
−1
1 0

]

=

[

0 0

−G2G
−1
1 In−m

]

En considérant maintenant les partitions suivantes de A et N :

A =

[

A11 A12

A21 A22

]

; N =

[

N11 N12

N21 N22

]

oùA11, N11 ∈ IRm×m,A12, N12 ∈ IRm×(n−m),A21, N21 ∈ IR(n−m)×m et A22, N22 ∈ IR(n−m)×(n−m),

nous obtenons

PAP =

[

0 0

−(A22 −G2G
−1
1 A12)G2G

−1
1 A22 −G2G

−1
1 A12

]

NP =

[

−N12G2G
−1
1 N12

−N22G2G
−1
1 N22

]

L’égalité (4.26) devient impose donc les relations suivantes :

N12 = 0

N22 = A22 −G2G
−1
1 A12 (4.27)

On remarque que la matrice N12 et N22 sont imposées par les relations (4.27). Il s’en-

suit qu’une condition nécessaire pour que la matrice N soit Hurwitz est que la matrice

A22 − G2G
−1
1 A12 le soit aussi. La synthèse de l’observateur n’est donc possible que si

cette matrice est Hurwitz. Dans ce cas, seuls m pôles de l’observateur peuvent être choi-

sis arbitrairement à travers le choix de la matrice N11 (on peut prendre N21 = 0). Les
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autres pôles de l’observateur sont égaux aux valeurs propres de la matrice A22−G2G
−1
1 A12.

Dans ce qui suit nous allons considérer une classe de systèmes non linéaires et nous allons

proposer certaines conditions suffisantes qui permettent soit simplement d’estimer tous

les états du système sans aucune connaissance sur les entrées inconnues, soit d’estimer

conjointement tous les états du système et toutes les entrées inconnues sous l’hypothèse

additionnelle que la dérivée première par rapport au temps de chacune des entrées incon-

nues est bornée.

4.2 Classe des systèmes non linéaires considérée

Soit la classe de systèmes non linéaires multi-entrées/multi-sorties suivante :

{

ẋ = f(u, x) +G(u, s)v

y = C̄x = x1
(4.28)

où l’état du système x =

(

x1

X

)

∈ IRn, x1 ∈ IRp est la sortie du système, X ∈ IRn−p est

la partie de x comportant tous les états non mesurés ; l’entrée connue u(t) ∈ U l’ensemble

des fonctions absolument continues à dérivées bornées de IR+ dans U un compact de IRν ;

v ∈ IRm est l’entrée inconnue avec m ≤ p ; f(u, x) =

(

f 1(u, x)

fX(u, x)

)

∈ IRn, f 1(u, x) ∈ IRp,

fX(u, x) ∈ IRn−p et G(u, s) =

(

G1(u, s)

GX(u, s)

)

est une matrice de dimension n × m où

G1(u, s) et GX(u, s) sont respectivement de dimension p ×m et (n − p) ×m matrices ;

s(t) est un signal connu borné dont la dérivée première par rapport au temps est aussi

bornée ; finalement C̄ = [Ip, 0p×(n−p)].

4.3 Procédure de synthèse d’observateur

Pour la synthèse d’observateur, nous adoptons les hypothèses suivantes :

(H1) La matrice G1(u, s(t)) est de rang plein en colonnes pour tout u ∈ U et pour tout

t ≥ 0.

(H2) La dérivée par rapport au temps de l’entrée inconnue v(t) est une fonction complètement

inconnue, ε(t), qui est uniformément bornée, c’est-à-dire, sup
t≥0

‖ε(t)‖ ≤ βε où βε > 0

est un réel inconnu strictement positif.
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Sans nuire à la généralité, on suppose que la matrice G1 se décompose comme suit (ce qui

est toujours possible en réordonnant les sorties) :

G1(u, s) =

(

G1
1(u, s)

G1
2(u, s)

)

(4.29)

où G1
1(u, s) est une sous-matrice de G1 de dimension m0 ×m avec m ≤ m0 ≤ p et qui est

de rang plein. D’après l’hypothèse (H1), nous avons :,

Rang(C̄G(u, s)) = Rang(G1(u, s)) = Rang(G1
1(u, s)) = m, ∀ u ∈ U, ∀ t ≥ 0

De plus, pour éviter la dégénérescence de la matrice G1
1, on suppose qu’il existe deux réels

αG, βG > 0 tel que ∀u ∈ U, ∀t ≥ 0, on a :

0 < α2
GIm ≤ (G1

1(u, s))
T (G1

1(u, s)) ≤ β2
GIm

Nous allons noter par m1 la plus petite valeur possible de m0 qui représente le nombre

de lignes de la matrice G1
1. Notons que lorsque la matrice G est constante, nous avons

toujoursm0 = m1 = m. Ceci n’est plus vrai lorsque cette matrice dépend du temps comme

le montre l’exemple suivant : G(t) =

(

cos(t)

sin(t)

)

. Le rang de cette matrice (colonne) est

égal à 1 pour tout t ≥ 0, i.e. m = 1, et la seule sous-matrice de G(t) qui soit de rang plein

est la matrice elle-même, c’est-à-dire m0 = 2.

Remarques 4.1.

(i) Il est clair que la condition de rang de l’hypothèse (H1) est identique à la condition

(4.6) adoptée dans le cas des systèmes linéaires. Nous énoncerons plus loin, en temps

utile, une autre condition qui sera similaire à la deuxième condition (4.7).

(ii) La bornitude des dérivées par rapport au temps des entrées inconnues, stipulée par

l’hypothèse (H2), n’est nécessaire que si l’on souhaite estimer ces entrées inconnues. Si

l’objectif consiste simplement en l’estimation des états mesurés sans celle des entrées in-

connues, cette hypothèse n’est pas nécessaire et elle peut être supprimée. Cet aspect sera

détaillé plus loin.

Soit maintenant

x1 =

(

x1
1

x1
2

)

; x1
1 ∈ IRm1 , x1

2 ∈ IRp−m1 ; f 1(u, x) =

(

f 1
1 (u, x)

f 1
2 (u, x)

)

(4.30)

les partitions respectives x1 et de f 1(u, x) induites par celles de G1(u, s) sous la forme

(4.29). Bien sûr, les variables x1
2 et f 1

2 n’ont de sens que si m1 < p puisque pour m1 = p,
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G1
1(u, s), x

1
1 et f 1

1 (u, x) se confondent respectivement avec G1(u, s), x1 et f 1(u, x).

En notant par (.)+ l’inverse à gauche de (.), posons























Υ1
2(u, s) = G1

2(u, s)(G
1
1(u, s))

+

Υ2
X(u, s) = GX(u, s)(G1

1(u, s))
+

Υ2(u, s) =

(

Υ2
1(u, s)

Υ2
X(u, s)

) (4.31)

et considérons le changement de coordonnées suivant,

Ψ : IRn+m → IRn+m













x1
1

v

x1
2

X













7→













x̄1
1

x̄1
2

x̄2
1

X̄













= T (u, s)













x1
1

v

x1
2

X













(4.32)

où x̄1 =

(

x̄1
1

x̄1
2

)

∈ IRm1+m avec x̄1
1 ∈ IRm, x̄2

1 ∈ IRm ; x̄2
1 ∈ IRp−m1 , X̄ ∈ IRn−p et T (u, s)

est une matrice carrée (n+m) × (m+ n) définie comme suit

T (u, s) =













Im1
0 0 0

0 Im 0 0

−Υ2
1(u, s) 0 Ip−m1

0

−Υ2
X(u, s) 0 0 In−p













=







Im1
0 0

0 Im 0

−Υ2(u, s) 0 In−m1






(4.33)

Il est clair que T (u, s) est inversible pour tout t ≥ 0 et on a,

T−1(u, s) =













Im1
0 0 0

0 Im 0 0

Υ2
1(u, s) 0 Ip−m1

0

Υ2
X(u, s) 0 0 In−p













=







Im1
0 0

0 Im 0

Υ2(u, s) 0 In−m1






(4.34)

Le changement de coordonné (4.32) transforme le système (4.28) sous la forme suivante

{

˙̄x1 = f̄ 1(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, X̄) + Ḡ(u, s)x̄1 + ε̄(t)

y1 = h̄1(x̄
1) , x̄1

1

(4.35)











˙̄x2
1 = f̄ 2

1 (u, s, x̄1
1, x̄

2
1, X̄) + Υ̇2

1(u, s)x̄
1
1

˙̄X = f̄X̄(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, X̄) + Υ̇2

X̄
(u, s)x̄1

1

y2 = h̄2(u, s, x̄
1, x̄2) , x̄2

1 + Υ2
1(u, s)x̄

1
1

(4.36)
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avec

f̄ 1(u, x̄1
1, x̄

2
1, X̄) ,

(

f 1
1 (u, x)

0

)

Ḡ(u, s) ,

(

0 f 1
1 (u, x)

0 0

)

ε̄(t) ,

(

0

ε(t)

)

f̄ 2
1 (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, X̄) , f 1

2 (u, x) − Υ2
1(u, s)f

1
1 (u, x)

f̄X̄(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, X̄) , fX(u, x) − Υ2

X(u, s)f 1
1 (u, x)

Υ̇2
1(u, s) , −

(

d

dt
G1

2(u, s)(G
1
1(u, s))

+

)

Υ̇2
X(u, s) , −

(

d

dt
GX(u, s)(G1

1(u, s))
+

)

Notons que le sous-système (4.36) ne dépend pas de l’entrée inconnue v = x̄1
2 qui est

traitée comme une variable d’état du sous-système (4.35). De plus, le seul état du sous-

système (4.35) qui intervient dans le deuxième sous-système (4.36) est la sortie y1 = x̄1
1.

Par conséquent, si l’objectif consiste simplement à estimer l’état non mesuré X, le sous-

système (4.35) peut être ignoré et la synthèse d’un observateur réalisant cet objectif peut

s’effectuer en se basant sur le sous-système (4.36) où la sortie y1 sera traitée comme un si-

gnal connu. Dans ce cas, l’hypothèse (H2) n’est plus nécessaire puisque le système (4.36)

ne dépend pas de l’entrée inconnue. Néanmoins, lorsque l’objectif consiste à estimer simul-

tanément l’état non mesuré X avec l’entrée inconnue v, cette hypothèse devient nécessaire

et c’est ce que nous allons supposer dans la suite.

Maintenant, comme la matrice G1
1(u, s) est de rang plein, le sous-système (4.35) est ob-

servable. Par contre, la structure du sous-système (4.36) est très générale et on ne peut

pas conclure, en l’absence d’autres hypothèses, quant à son observabilité.

Dans la suite, nous allons considérer deux cas. Le premier correspond au cas où m1 < p

et le second à celui lorsque m1 = p. Nous savons que pour les systèmes linéaires, la

synthèse d’un observateur avec des pôles choisis de manière arbitraire n’est possible que

lorsque le nombre de sorties est strictement supérieur au nombre d’entrées inconnues. De

ce fait, nous allons considérer dans le cas où m1 < p une structure particulière de systèmes

non linéaires pour laquelle nous proposerons un observateur de type grand gain avec des

pôles choisis de manière arbitraire. Dans le deuxième cas, une condition de détectabilité

permettant la synthèse d’observateur sera proposée.
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4.3.1 Synthèse d’observateur avec m ≤ m1 < p

On suppose que la fonction f(u, x) a la structure suivante

f(u, x) =



















f 1(u, x1, x2)

f 2(u, x1, x2, x3)
...

f q−1(u, x)

f q(u, x)



















avec x =













x1

x2

...

xq













(4.37)

où xk ∈ IRnk , k = 1, . . . , q et p = n1 ≥ n2 ≥ . . . ≥ nq,

q
∑

k=1

nk = n ; cette partition de

f induit la structure suivante pour G, G(u, s) =













G1(u, s)

G2(u, s)

· · ·
Gq(u, s)













où chaque sous-matrice

Gk(u, s) est de dimension nk ×m.

Les fonctions fk(u, x1, x2, . . . , xk+1) sont supposées satisfaire les hypothèses suivantes :

(H3) Pour 1 ≤ k ≤ q − 1, l’application xk+1 7→ fk(u, x1, x2, . . . , xk, xk+1) de IRnk+1

dans IRnk est injective. De plus, on suppose que ∃αf , βf > 0 tels que pour tout

k ∈ {1, . . . , q − 1}, ∀x ∈ IRn, ∀u ∈ U ,

α2
fInk+1

≤ ∂fk

∂xk+1

T

(u, x)
∂fk

∂xk+1
(u, x) ≤ β2

fInk+1

(H4) La condition de rang suivante est satisfaite :

Rang

(

∂f 1

∂x2
(u, x1, x2) G1(u, s)

)

∆
= Rang







∂f 1
1

∂x2
(u, x1, x2) G1

1(u, s)

∂f 1
2

∂x2
(u, x1, x2) G1

2(u, s)







= n2 +m, pour tout (x, u) ∈ IRn × U et t ≥ 0

(4.38)

On remarque que la classe de systèmes considérée est similaire à la classe de systèmes

uniformément observable (3.11) introduite par ([HF03]). L’hypothèse (H3) est la même

que celle considérée par les auteurs et elle permet de conclure quant à l’uniforme obser-

vabilité du système en l’absence d’entrées inconnues. Quant à l’hypothèse (H4), elle est

à rapprocher de la condition (4.7) considérée dans le cas des systèmes linéaires. Remar-

quons que comme la matrice







∂f 1
1

∂x2
(u, x1, x2) G1

1(u, s)

∂f 1
2

∂x2
(u, x1, x2) G1

2(u, s)






comporte p lignes et n2 + m
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colonnes, l’hopthèse (H4) implique que p ≥ n2 +m.

Avec la structure spécifique de f , les variables X et Υ2
X(u, x) s’expriment comme suit :

X =













x2

x3

...

xq













et Υ2
X(u, s) =













Υ2
2(u, s)

Υ2
3(u, s)

...

Υ2
q(u, s)













où Υ2
k(u, s) = Gk(u, s)(G1

1(u, s))
+ est une

nk × n1 matrice, k = 2, . . . , q.

De même, nous avons X̄ =













x̄2
2

x̄2
3
...

x̄2
q













avec

x̄2
k = xk − Υ2

k(u, s)x̄
1
1, k = 2, . . . , q (4.39)

Ainsi, les sous-systèmes (4.35) et (4.36) prennent maintenant la forme suivante

{

˙̄x1 = f̄ 1(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2) + Ḡ(u, s)x̄1 + ε̄(t)

y1 = h̄1(x̄
1) , C̄1x̄

1
(4.40)

{

˙̄x2 = f̄ 2(u, s, x̄1
1, x̄

2) + Υ̇2(u, s)x̄1
1

y2 = h̄2(u, s, x̄
1, x̄2) , C̄2x̄

2 + Υ2
1(u, s)C̄1x̄

1
(4.41)

où

x̄2 =

(

x̄2
1

X̄

)

=













x̄2
1

x̄2
2
...

x̄2
q













; f̄ 2(u, s, x̄1
1, x̄

2) =



















f̄ 2
1 (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, x̄

2
2)

...

f̄ 2
k (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, . . . , x̄

2
k+1)

...

f̄ 2
k (u, s, x̄1

1, x̄
2)



















f̄ 2
1 (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, x̄

2
2) , f 1

2 (u, x1, x2) − Υ2
1(u, s)f

1
1 (u, x1, x2)

f̄ 2
k (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, . . . , x̄

2
k+1) , fk(u, x1, . . . , xk+1) − Υ2

k(u, s)f
1
1 (u, x1, x2) (4.42)

Ḡ(u, s) ,

(

0 G1
1(u, s)

0 0

)

C̄1 ,

(

Im1
0m1×m

0m×m1
0m×m

)

(4.43)

C̄2 ,

(

Ip−m1
0(p−m1)×(n−p)

0(n−p)×(p−m1) 0(n−p)×(n−p)

)

(4.44)
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où Im1
et 0i×j désignent respectivement la matrice identité m1×m1 et la matrice nulle i×j.

On propose maintenant de faire la synthèse d’un observateur pour les systèmes (4.40) et

(4.41) afin d’estimer x̄1 et x̄2. Les équations de l’observateur seront tout d’abord données

dans les coordonnées en x̄, ensuite dans celles des coordonnées originales en x.

Pour la synthèse de l’observateur, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.1. Sous les hypothèses (H1) à (H4), nous avons

∀(x, u) ∈ IRn × U ; ∀t ≥ 0,

Rang

(

∂f̄ 2
k

∂x̄2
k+1

(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, . . . , x̄

2
k+1)

)

= nk+1 pour k = 1, . . . , q − 1 (4.45)

Preuve de Lemme (4.1).

D’après l’hypothèse (H3), nous avons

Rang

(

∂fk

∂xk+1
(u, x)

)

= nk+1 ∀(x, u) ∈ IRn × U, k = 1, . . . , q − 1 (4.46)

En combinant (4.46) avec les expressions (4.39) et (4.42), on obtient pour k = 2, . . . , q−1 :

Rang

(

∂f̄ 2
k

∂x̄2
k+1

(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2, . . . , x̄

2
k+1)

)

= nk+1 (4.47)

Maintenant, nous allons montrer (4.47) pour k = 1. Pour ce faire, posons

P (t) =

(

Im1
0

−Υ2
1(u, s) Ip−m1

)

∆
=

(

Im1
0

−G1
2(u, s) (G1

1(u, s))
+

Ip−m1

)

(4.48)

Comme RangP (t) = p pour tout t ≥ 0 et comme p ≥ n2 +m (selon (H4)), on a

n2 +m = Rang









P (t) ·









∂f 1
1

∂x2
2

(u, x1
1, x

2
1, x

2
2) G1

1(u, s)

∂f 1
2

∂x2
2

(u, x2
2, x

2
1, x

2
2) G1

2(u, s)

















= Rang









∂f 1
1

∂x2
2

(u, x1
1, x

2
1, x

2
2) G1

1(u, s)

∂f̄ 2
1

∂x2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2) 0









= Rang

(

∂f̄ 2
1

∂x2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2)

)

+m
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d’où

Rang

(

∂f̄ 2
1

∂x2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2)

)

= n2

Ceci termine la démonstration du lemme (4.45).

Nous allons maintenant introduire un changement de coordonnées qui va mettre chacun

des systèmes (4.40) et (4.41) sous la forme observable (3.1). On notera que le changement

de coordonnées qui sera introduit est similaire à celui considéré par ([HF03]) qui a été

rappelé au chapitre précédent.

Avant de présenter le changement de coordonnées, nous introduisons les variables sui-

vantes :

Λ1(u, s) = diag(Im1
, G1

1(u, s)) (4.49)

Λ2(u, s, x̄
1
1, x̄

2) = diag

(

Ip−m1
,
∂f̄ 2

1

∂x̄2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2),
∂f̄ 2

1

∂x̄2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2)
∂f̄ 2

2

∂x̄2
3

(u, s, x̄1
1, x̄

2), · · · ,

· · · ,
q−1
∏

k=1

∂f̄ 2
k

∂x̄2
k+1

(u, s, x̄1
1, x̄

2)

)

(4.50)

On notera que d’après les hypothèses (H1), (H3) et lemme (4.1), les matrices Λ1 et Λ2

sont inversibles à gauche.

Soient maintenant les changements de coordonnées suivants :

• Φ1 : IRm1+m 7→ IR2m1

x̄1 =

(

x̄1
1

x̄1
2

)

7→ z1 =

(

z1
1

z1
2

)

= Φ1(u, s, x̄
1) , Λ1(u, s)x̄

1 =

(

x̄1
1

G1
1(u, s)

)

où z1
k ∈ IRm1 , k = 1, 2.

• Φ2 : IRn−m1 7→ IRq(p−m1)

x̄2 =













x̄2
1

x̄2
2
...

x̄2
q













7→ z2 =













z2
1

z2
2
...

z2
q













= Φ2(u, s, x̄
1
1, x̄

2)

où z2
k ∈ IRp−m1 , k = 1, . . . , q − 1, a l’expression suivante :
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Σ



















































z2
1 = x̄2

1

z2
2 = f̄ 2

1 (u, s, x̄1
1, x̄

2)

z2
3 =

∂f̄ 2
1

∂x̄2
2

(u, s, x̄1
1, x̄

2)f̄ 2
2 (u, s, x̄1

1, x̄
2)

...

z2
q =

q−2
∏

k=1

∂f̄ 2
k

∂x̄2
k+1

(u, s, x̄1
1, x̄

2)f̄ 2
q−1(u, x)

Comme Λ1 est de rang plein, Φ1 est injective. Il en est de même pour Φ2 compte tenu

de l’hypothèse (H3). Dans la suite, on notera Φc
1(z

1) et Φc
2(z

2) les fonctions réciproques

respectives de Φ1 et Φ2. Avant de décrire les dynamiques de z1 et z2, nous notons les

identités suivantes :

Λ1(u, s)Ḡ(u, s) = A1Λ1(u, s)

Λ2(u, s, y1, x̄
2)f̄ 2(u, s, x̄1

1, x̄
2) = A2z

2 + b2(u, s, x̄1
1, x̄

2) (4.51)

où A1 =

[

0 Im1

0 0

]

et A2 =















0 Ip−m1
0 0

... Ip−m1

0
. . . Ip−m1

0 . . . 0 0















(4.52)

sont des matrices carrées de dimensions respectives 2m1 × 2m1 et q(p−m1)× q(p−m1) ;

b2(u, s, y1, x̄
2) =



















0
...

0
(

q−1
∏

k=1

∂f̄ 2
k

∂x̄2
k+1

(u, s, x̄1
1, x̄

2)

)

f̄ 2
q (u, s, x̄1

1, x̄
2)



















∈ IRq(p−m1) (4.53)

Comme les matrices Λ1(u, s) et Λ2(u, s, x̄
1
1, x̄

2) sont inversibles à gauche, les identités (4.51)

peuvent s’écrire comme suit :

Ḡ(u, s) = Λ+
1 (u, s)A1Λ1(u, s)

f̄ 2(u, s, x̄1
1, x̄

2) = Λ+
2 (u, s, x̄1

1, x̄
2)(A2z

2 + b2(u, s, x̄1
1, x̄

2)) (4.54)

En utilisant les identités (4.51) et (4.54), les dynamiques de z1 et z2 peuvent s’écrire

comme suit :

• Pour z1 :

ż1(t) =
∂Φ1

∂x̄1
(u, s, x̄1) ˙̄x1(t) +

∂Φ1

∂u
(u, s, x̄1)u̇(t) +

∂Φ1

∂s
(u, s, x̄1)ṡ(t) (4.55)

= Λ1(u, s)(Ḡ(u, s)x̄1 + f̄ 1(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2) + ε̄(t)) +

∂Φ1

∂u
(u, s, x̄1)u̇(t) +

∂Φ1

∂s
(u, s, x̄1)ṡ(t)

= A1z
1 + Λ1(u, s)f̄

1(u, s, x̄1
1, x̄

2
1, x̄

2
2) + Λ1(u, s)ε̄(t) +

∂Φ1

∂u
(u, s, x̄1)u̇(t) +

∂Φ1

∂s
(u, s, x̄1)ṡ(t)
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• Pour z2 :

ż2(t) =
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) ˙̄x2(t) +
∂Φ2

∂u
(u, s, y1, x̄

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, x̄

2)ṡ(t)

+
∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, x̄

2)ẏ1(t)

= Λ2(u, s, y1, x̄
2)(f̄ 2(u, s, y1, x̄

2) + Υ̇2(u, s)x̄1
1)

+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

(f̄ 2(u, s, y1, x̄
2) + Υ̇2(u, s)x̄1

1)

+
∂Φ2

∂u
(u, s, y1, x̄

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, x̄

2)ṡ(t) +
∂Φ2

∂y1

(u, s, y1, x̄
2)ẏ1(t)

= A2z
2 + b2(u, s, y1, x̄

2) + Λ2(u, s, y1, x̄
2)Υ̇2(u, s)x̄1

1

+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

(Λ+
2 (u, s, y1, x̄

2)(A2z
2 + b2(u, s, y1, x̄

2))

+ Υ̇2(u, s)x̄1
1) +

∂Φ2

∂u
(u, s, y1, x̄

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, x̄

2)ṡ(t) +
∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, x̄

2)ẏ1(t)

= A2z
2 + b2(u, s, y1, x̄

2) + Λ2(u, s, y1, x̄
2)Υ̇2(u, s)x̄1

1

+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

(Λ+
2 (u, s, y1, x̄

2)A2z
2 + Υ̇2(u, s)x̄1

1)

+
∂Φ2

∂u
(u, s, y1, x̄

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, x̄

2)ṡ(t) +
∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, x̄

2)ẏ1(t) (4.56)

Notons que la dernière égalité dans le système d’équation (4.56) résulte du fait que

la matrice

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

(Λ+
2 (u, s, y1, x̄

2) est triangulaire inférieure

avec des zéros sur la diagonale et qu’il n’y a que la dernière composante du vecteur

b2(u, s, y1, x̄
2) qui est non nulle (cf. equation (4.53)).

Pour alléger les écritures, nous allons adopter les notations suivantes :

ψ1(u, s, z1, z2) , Λ1(u, s)f̄
1(u, s, x̄1

1, x̄
2
1, x̄

2
2) +

∂Φ1

∂u
(u, s, x̄1)u̇(t) +

∂Φ1

∂s
(u, s, x̄1)ṡ(t)

ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2) , b2(u, s, y1, x̄
2) + Λ2(u, s, y1, x̄

2)Υ̇2(u, s)x̄1
1

+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

(Λ+
2 (u, s, y1, x̄

2)A2z
2 + Υ̇2(u, s)x̄1

1)

+
∂Φ2

∂u
(u, s, y1, x̄

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, x̄

2)ṡ(t) +
∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, x̄

2)ẏ1(t)

Compte tenu de la structure de Φ1, il est clair que la fonction ψ1(u, s, z1, z2) est triangu-

laire par rapport à z1, c’est-à-dire que l’on a : ψ1(u, s, z1, z2) =

(

ψ1
1(u, s, z

1, z2)

ψ1
2(u, s, z

1, z2)

)

avec

ψ1
1(u, s, z

1, z2), ψ1
1(u, s, z

1, z2) ∈ IRm1 . De même, compte tenu de la structure de Ψ2 et en

notant que la matrice

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2) − Λ2(u, s, y1, x̄
2)

)

Λ+
2 (u, s, y1, x̄

2)A2

est triangulaire inférieure, on peut vérifier que la fonction ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2) est triangulaire
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par rapport à z2, c’est-à-dire que l’on a ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2) =

























ψ2
1(u, s, y1, z

1
1 , z

2
1)

ψ2
2(u, s, y1, z

1
1 , z

2
1 , z

2
2)

...

ψ2
k(u, s, y1, z

1
1 , z

2
1 , . . . , z

2
k)

...

ψ2
q (u, s, y1, z

1
1 , z

2)

























avec ψ2
k(u, s, y1, z

1
1 , z

2
1 , . . . , z

2
k) ∈ IRp−m1, k = 1, . . . , q.

Avec les identités et notations introduites, les systèmes (4.40) et (4.41) s’écrivent respec-

tivement dans les nouvelles coordonnées en z comme suit :
{

ż1 = A1z
1 + ψ1(u, s, z1, z2) + Λ1(u, s)ε̄(t)

y1 = h1(z
1) = C1z

1 = z1
1

(4.57)

et
{

ż2 = A2z
2 + ψ2(u, s, y1, z

1
1 , z

2)

y2 = h2(z
1, z2) = C2z

2 + Υ1
2C1z

1
(4.58)

avec z =

(

z1

z2

)

et

C1 =
[

Im1
0
]

; C1 =
[

Ip−m1
0p−m1

. . . 0p−m1

]

(4.59)

sont deux matrices rectangulaires de dimensions respectives m1 ×2m1 et (p−m1)× q(p−
m1).

Nous allons maintenant proposer un observateur de type grand gain pour l’estimation

simultanée des états des systèmes (4.57) et (4.58).

L’hypothèse (classique) suivante est adoptée pour la synthèse de l’observateur :

(H5) La fonction ψ1(u, s, z
1, z2) (resp.ψ2(u, s, y1, z

1
1 , z

2)) est lispchitzienne en z1 et z2

(resp. en z1
1 et z2) localement uniformément en u et s (resp. en u, s et y1).

Avant de donner l’équation de l’observateur, nous introduisons les variables suivantes :

• Soient θ1, θ2 > 0 deux nombres réels et soient ∆1(θ1) et ∆2(θ2) deux matrices diagonales

par blocs définies comme suit :

∆1(θ1) = diag

(

Im1

1

θ1
Im1

)

∆2(θ2) = diag

(

Ip−m1

1

θ2
Im1

. . .
1

θ
q−1
2

Im1

)

(4.60)

• Pour i = 1, 2, soit Si la solution de l’équation algébrique de Lyapunov suivante :

Si + AT
i Si + SiAi − CT

i Ci = 0 (4.61)
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où les Ai et Ci sont respectivement données par les équations (4.52) et (4.59), i = 1, 2.

D’après les rappels du chapitre 3, les matrices S1 et S2 sont symétriques définies positives

et on a :

S−1
1 CT

1 =

[

2Im1

Im1

]

et S−1
2 CT

2 =













C1
q Ip−m1

C2
q Ip−m1

...

Cq
q Ip−m1













avec Ci
j =

j!

i!(j − i)!
(4.62)

Soit maintenant le système dynamique suivant :

˙̂z1 = A1ẑ
1 + ψ1(u, s, ẑ1, ẑ2) − θ1∆

−1
1 (θ1)S

−1
1 CT

1 (h1(ẑ
1) − y1)

˙̂z2 = A2ẑ
2 + ψ2(u, s, y1, ẑ

1
1 , ẑ

2) − θ2∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h2(ẑ
1, ẑ2) − y2)

+
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))
(

f̄ 2(u, s, ẑ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) − f̄ 2(u, s, z1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)(ẑ1
1 − z1

1)
)

− ∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))
(

Λ+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2)) −
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

)+
)

θ2∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h2(ẑ
1, ẑ2) − y2)

(4.63)

avec ẑ =

(

ẑ1

ẑ2

)

∈ IR2m1+q(p−m1) ; ẑ1 =

(

ẑ1
1

ẑ1
2

)

∈ IR2m1 , ẑ1
i ∈ IRm1 , i = 1, 2 ; ẑ2 =













ẑ2
1

ẑ2
2
...

ẑ
q
2













∈ IRq(p−m1), avec ẑ2
k ∈ IRp−m1 , k = 1, . . . , q et enfin θ1, θ2 > 0 sont deux nombres

réels.

Nous énonçons le théorème suivant :

Théorème 4.3. Supposons que les systèmes (4.55) et (4.56) satisfont les hypothèses

(H1)-(H5). Alors,

∃θ1,0 > 0; ∃θ2,0 > 0; ∀θ1 > θ1,0; ∀θ2 > θ2,0; ∃λ > 0; ∃µ(θ1, θ2) > 0; ∃M(θ1, θ2) ≥ 0;

∀u ∈ U ; ∀ẑ1(0) ∈ IR2m1 ; ∀ẑ2(0) ∈ IRq(p−m1); on a :

‖ẑ(t) − z(t)‖ ≤ λθ1e
−µ(θ1,θ2)t‖ẑ(0) − z(0)‖ +M(θ1, θ2)βε

où z(t) est la trajectoire inconnue de (4.55) et (4.56) associée à l’entrée u, ẑ(t) est une

trajectoire quelconque du système (4.63) associée à l’entrée u et aux sorties y1 et y2 et βε

est la borne supérieure de ‖ε‖ donnée à l’hypothèse (H5). De plus, on a :

lim
θ1,θ2→∞

µ(θ1, θ2) = +∞ et lim
θ1,θ2→∞

M(θ1, θ2) = 0
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Remarque 4.1. Théorème (4.3) stipule que pour des entrées inconnues constantes (i.e.

ε(t) = 0), l’erreur asymptotique d’estimation converge vers zéro de manière exponentielle.

Dans le cas où ‖ε(t)‖ 6= 0 mais est bornée par βε, cette erreur reste dans une boule dont

le rayon est d’autant plus petit que βε. de plus, ce rayon peut peut être rendu aussi petit

que désiré par le choix de valeurs suffisamment grandes de θ1 et θ2.

Preuve du Théorème (4.3) :

Avant de présenter la preuve de ce théorème, nous pouvons remarquer que les équations

de l’observateur (4.63) et en particulier la dynamique de ẑ2 sont assez complexes. De plus

et d’après les rappels sur les observateurs présentés au chapitre 3, l’expression de cette

dynamique aurait pu être beaucoup plus simple en omettant tous les termes qui font

intervenir la jacobienne de Ψ2. Toutefois, les équations de l’observateur ainsi obtenues

seront beaucoup plus complexes dans les coordonnées originales en x̄ puisqu’elles feront

intervenir l’inverse de la jacobienne. Ainsi, l’objectif recherché derrière l’ajout de tous les

termes contenant la jacobienne de Ψ2 dans la dynamique de l’observateur, consiste à ob-

tenir un observateur dont les équations seront très simples à établir dans les coordonnées

originales en x̄. cet aspect sera détaillé dans le preuve du théorème.

Posons e(t) =

[

e1(t)

e2(t)

]

avec ei(t) = zi(t) − zi(t), i = 1, 2 et notons par ei
j(t) la jième

composante de ei. Avant de générer les dynamiques des erreurs d’observation, notons

que :

h1(ẑ
1) − y1 = C1ẑ

1 − z1
1

= C1(ẑ
1 − z1)

= C1e
1

h2(ẑ
1, ẑ2) − y2 = C2ẑ

2 + Υ2
1(u, s)C1ẑ

1 − y2

= C2(ẑ
2 − z2) + Υ2

1(u, s)C1(ẑ
1 − z1)

= C2e
2 + Υ2

1(u, s)C1e
1 (4.64)

Nous avons

ė1 = (A1 − θ1∆
−1
1 (θ1)S

−1
1 CT

1 C1)e
1 + (ψ1(u, s, ẑ1, ẑ2) − ψ1(u, s, z1, z2)) − Λ1(u, s)ε̄(t)

ė2 = (A2 − θ2∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 C2)e
2 + (ψ2(u, s, y1, ẑ

1
1 , ẑ

2) − ψ2(u, s, y1, ẑ
1
1, z

2))

− θ2∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 Υ2
1(u, s)C1e

1 +
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2)

(

∂f̄ 2

∂x̄1
1

(u, s, ξ1
1, ˆ̄x

2)C1e
1 + Υ̇2(u, s)C1e

1

)

− θ2
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

Λ+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2)) −
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

)+
)

∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (C2e
2 + Υ2

1(u, s)C1e
1) (4.65)
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où ξ ∈ IRm1 par application du théorème de la valeur moyenne.

Maintenant, pour i = 1, 2, on peut facilement vérifier les identités suivantes :

∆i(θi)Ai∆
−1
i (θi) = θiAi et Ci∆i(θi) = Ci (4.66)

Posons ē1 = ∆1(θ1)e
1 et ē2 = ∆2(θ2)e

2. On obtient :

˙̄e1 = θ1(A1 − S−1
1 CT

1 C1)ē
1 + ∆1(θ1)(ψ

1(u, s, ẑ1, ẑ2) − ψ1(u, s, z1, z2)) − ∆1(θ1)Λ1(u, s)ε̄(t)

˙̄e2 = θ2(A2 − S−1
2 CT

2 C2)ē
2 + ∆2(θ2)(ψ

2(u, s, y1, ẑ
1
1 , ẑ

2) − ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2))

− θ2S
−1
2 CT

2 Υ2
1C1ē

1 + ∆2(θ2)
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, x̄

2)

(

∂f̄ 2

∂x̄1
1

(u, s, ξ1
1, ˆ̄x

2)C1ē
1 + Υ̇2(u, s)C1ē

1

)

− θ2∆2(θ2)Γ(u, s, y1, ẑ
2)∆−1

2 (θ2)S
−1
2 CT

2 (C2ē
2 + Υ2

1(u, s)C1ē
1) (4.67)

où Γ(u, s, y1, ẑ
2) ,

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

Λ+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2)) −
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

)+
)

.

On notera que la matrice Γ(u, s, y1, ẑ
2) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la dia-

gonale. De plus, compte tenu de la condition de Lipschitz sur Φ2 (Hypothèse (H5)) et de

l’hypothèse (H1), cette matrice est bornée.

Considérons maintenant les fonctions quadratiques suivantes : Vi(ē
i) = ēi

T
Siē

i, i = 1, 2.

et posons V (ē) = V1(ē
1) + V2(ē

2). D’une part, nous avons :

˙̄V1 = 2ē1
T
S1 ˙̄e1

= −θ1V1 − ē1
T
CT

1 C1ē
1 + 2ē1

T
S1∆1(θ1)(ψ1(u, s, ẑ

1, ẑ2) − ψ1(u, s, z
1, z2))

−2ē1
T
S1∆1(θ1)Λ1(u, s)ε̄(t)

≤ −θ1V1 + 2‖ē1‖‖S1‖(‖∆1(θ1)(ψ
1(u, s, ẑ1, ẑ2)) − ψ1(u, s, z1, z2)‖

+‖∆1(θ1)Λ1(u, s)ε̄(t)‖) (4.68)

La dernière égalité dans (4.68) résulte de l’équation (4.61).

Maintenant, comme la fonction ψ1 est lipschitzienne, qu’elle est triangulaire par rapport

à z1 et qu’elle ne dépende pas de z2
k pour k > 2, on peut montrer que pour θ1, θ2 ≥ 1,

nous avons :

‖∆1(θ1)(ψ
1(u, s, ẑ1, ẑ2) − (ψ1(u, s, z1, z2)))‖ ≤ k1‖ē1‖ + k2‖e2‖

≤ k1‖ē1‖ + k2θ2‖ē2‖ (4.69)

où k1, k2 > 0 sont des constantes indépendantes de θ1 et θ2. De même, on peut montrer

que l’on a :

‖∆1(θ1)Λ1(u, s)ε̄(t)‖ = ‖G
1
1(u, s)ε(t)

θ1
‖ ≤ βGβε

θ1
(4.70)
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où βG et βε sont donnés par les hypothèses (H1) et (H2).

En combinant (4.68) avec (4.69) et (4.70), on obtient :

V̇1 ≤ −(θ1 − c1)V1 + c2θ2
√

V1

√

V2 +
c3βε

θ1

√

V1 (4.71)

où c1 =
2k1‖S1‖
λmin(S1)

, c2 =
2k2‖S1‖

√

λmin(S1)λmin(S2)
, c3 =

2βG‖S1‖
√

λmin(S1)
, λmin(.) étant la plus petite

valeur propre de (·).

D’autre part, nous avons

V̇2 = 2ē2TS2 ˙̄e2

= −θ2V2 − ē2TCT
2 C2ē

2 + 2ē2TS2∆2(θ2)(ψ
2(u, s, y1, ẑ

1
1 , ẑ

2) − ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2))

− 2θ2ē
2TCT

2 Υ2
1(u, s)C1ē

1

+ 2ē2TS2∆2(θ2)
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

∂f̄ 2

∂x̄1
1

(u, s, ξ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)

)

C1ē
1

− 2ē2TS2θ2∆2(θ2)Γ(u, s, y1, z
2)∆2(θ2)

−1S−1
2 CT

2 (C2ē
2 + Υ2

1(u, s)C1ē
1)

≤ −θ2V2 + 2‖ē2‖‖S2‖‖∆2(θ2)(ψ
2(u, s, y1, ẑ

1
1 , ẑ

2) − ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2))‖
+ 2θ2‖ē2‖‖CT

2 Υ2
1(u, s)C1‖‖ē1‖

+ 2‖ē2‖‖S2‖‖∆2(θ2)
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

∂f̄ 2

∂x̄1
1

(u, s, ξ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)

)

C1‖‖ē1‖

+ 2‖ē2‖‖S2‖‖θ2∆2(θ2)Γ(u, s, y1, z
2)∆−1

2 (θ2)‖(‖S−1
2 CT

2 C2‖‖ē2| + ‖S−1
2 CT

2 Υ2
1(u, s)C1‖‖ē1‖)

(4.72)

Comme la fonction ϕ2 est lipschitzienne par rapport à z1
1 et z2 et qu’elle est triangulaire

par rapport à z2, on peut montrer que pour θ1, θ2 ≥ 1, nous avons :

‖∆2(θ2)(ψ
2(u, s, y1, ẑ

1
1, ẑ

2) − ψ2(u, s, y1, z
1
1 , z

2))‖ ≤ k
′

1‖e11‖ + k
′

2‖ē2‖
= k

′

1‖ē11‖ + k
′

2‖ē2‖
≤ k

′

1‖ē1‖ + k
′

2‖ē2‖ (4.73)

où k
′

1, k
′

2 sont des constantes indépendantes de θ1 et θ2.

De même, comme les fonctions
∂Φ2

∂x̄2
et
∂f̄ 2

∂x̄1
1

sont bornées (f̄ 2 et Φ2 étant lipschitziennes)

ainsi que u̇ et ṡ, on peut monter que pour θ2 ≥ 1, on a :

‖∆2(θ2)
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

∂f̄ 2

∂x̄1
1

(u, s, ξ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)C1

)

‖ ≤ k
′

3 (4.74)

où k
′

3 est une constante ne dépendant pas de θ1, ni de θ2.
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Par ailleurs, comme Υ2
1(u, s) est bornée, nous avons :

‖CT
2 Υ2

1(u, s)C1‖ ≤ k
′

4 (4.75)

où k
′

4 est une constante ne dépendant pas de θ1, ni de θ2.

Enfin, comme Γ(u, s, y1, ẑ
2) est triangulaire avec des zéros sur la diagonale principale et

qu’elle est bornée, nous avons,

‖θ2∆2(θ2)Γ(u, s, y1, ẑ
2)∆−1

2 (θ2)‖ ≤ k
′

5 (4.76)

où k
′

5 est une constante ne dépendant pas de θ1 et θ2.

En combinant (4.72) avec (4.73),(4.74), (4.75) et (4.76), on obtient pour θ2 ≥ 1 :

V̇2 ≤ −(θ2 − c4)V2 + c5
√

V1

√

V2 (4.77)

où c4 et c5 sont des constantes positives ne dépendant pas de θ1, ni de θ2.

Combinons (4.71) et (4.77) et prenons θ2 ≥ 1, on obtient :

V̇ ≤ −(θ1 − c1)V1 − (θ2 − c4)V2 + cθ
q−1
2

√

V1V2 +
c3βε

θ1

√

V1 (4.78)

où c = c2 + c5.

Pour θ1 > c1, θ2 > c4, on définit V ⋆
1 = (θ1 − c1)V1, V

⋆
2 = (θ2 − c4)V2 et V ⋆ = V ⋆

1 + V ⋆
2 . On

obtient :

V̇ ≤ −V ⋆
1 − V ⋆

2 + 2
cθ2

√

(θ1 − c1)(θ2 − c4)

√

V ⋆
1

√

V ⋆
2 +

c3

θ1
βε

√

V1

≤ −(V ⋆
1 + V ⋆

2 ) +
cθ2

√

(θ1 − c1)(θ2 − c4)
(
√

V ⋆
1 +

√

V ⋆
2 ) +

c3

θ1
βε

√

V1

= −(1 − cθ2
√

(θ1 − c1)(θ2 − c4)
)
√
V ⋆ +

c3

θ1
βε

√

V1 (4.79)

Maintenant, pour θ2 fixé, choisissons θ1 tel que

θ1 > max

(

θ2, θ2 − c4 + c1, c1 +
c2θ

2(q−1)
2

(θ2 − c4)

)

(4.80)

En choisissant θ1 comme en (4.80), on a :

η = 1 − cθ
q−1
2

√

(θ1 − c1)(θ2 − c4)
> 0

et

(θ2 − c4)V ≤ V ⋆ ≤ (θ1 − c1)V
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L’inégalité (4.79) devient :

V̇ ≤ −ηV ⋆ +
c3

θ1
βε

√

V1 ≤ −η(θ2 − c4)V +
c3

θ1
βε

√
V

D’où

d

dt

(

√

V (ē(t))
)

≤ −η
2
(θ2 − c4)

√

V (ē(t)) +
c3

2θ1
βε (4.81)

On en déduit,

√

V (ē(t)) ≤ exp
[

−η
2
(θ2 − c4)t

]

√

V (ē(0)) +
c3

θ1η(θ2 − c4)

[

1 − exp
[

−η
2
(θ2 − c4)t

]]

βε

≤ exp
[

−η
2
(θ2 − c4)t

]

√

V (ē(0)) +
c3

θ1η(θ2 − c4)
βε (4.82)

Il en découle,

‖ē(t)‖ ≤
√

λ2

λ1
exp

[

−η
2
(θ2 − c4)t

]

‖ē(0)‖ +
c3

θ1η
√
λ1(θ2 − c4)

βε (4.83)

où λ1 = min(λmin(S1), λmin(S2)) et λ2 = max(λmax(S1), λmax(S2)).

Maintenant, compte tenu du choix de θ2 (cf.(4.80)), on a :

‖ē(t)‖ ≤ ‖e(t)‖ ≤ θ1‖ē(t)‖ (4.84)

Il en résulte,

‖e(t)‖ ≤ θ1

√

λ2

λ1

exp
[

−η
2
(θ2 − c4)t

]

‖e(0)‖ +
c3

η
√
λ1(θ2 − c4)

βε (4.85)

Finalement, les paramètres λ, µ(θ1, θ2) et M(θ1, θ2) du théorème sont donnés par :

λ =

√

λ2

λ1
; µ(θ1, θ2) = −η

2
(θ2 − c4); M(θ1, θ2) =

c3

η
√
λ1(θ2 − c4)

Ceci finit la preuve du théorème 4.3.

Nous allons maintenant donner les équations de l’observateur dans les coordonnées en x̄

avant de les générer dans les coordonnées originales en x.

Nous commençons par traiter l’équation de ẑ1 puis celle de ẑ2.

Comme Φ1 est injective, alors pour chaque ẑ1 ∈ IR2m1 , il existe x̄1 ∈ IRm1+m tel que :

Φ1(u, s, ˆ̄x
1) = z1

En dérivant par rapport au temps chaque terme de cette égalité, on obtient :

∂Φ1

∂u
(u, s, ˆ̄x1)u̇(t) +

∂Φ1

∂s
(u, s, ˆ̄x1)ṡ(t) +

∂Φ1

∂ ˆ̄x1
˙̄̂x1 = ˙̂z1
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D’où,

˙̄̂x1 =

(

∂Φ1

∂x̄1
(u, s, ˆ̄x1)

)+(

˙̂z1 − ∂Φ1

∂u
(u, s, ˆ̄x1)u̇(t) − ∂Φ1

∂s
(u, s, ˆ̄x1)ṡ(t)

)

= f̄ 1
1 (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2
1, ˆ̄x

2
2) + Ḡ(u, s)ˆ̄x1

2 +

(

∂Φ1

∂x̄1
(u, s, ˆ̄x1)

)+

(−θ1∆−1
1 (θ1)S

−1
1 CT

1 (C1ẑ
1 − y))

= f̄ 1
1 (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2
1, ˆ̄x

2
2) + Ḡ(u, s)ˆ̄x1

2 − θ1Λ
−1
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (C̄1 ˆ̄x
1 − y1) (4.86)

Nous procédons de la même façon pour ẑ2. En effet, comme Φ2 est injective, alors pour

chaque ẑ2 ∈ IRqp−m1, il existe ˆ̄x2 ∈ IRn−m1 tel que :

Φ2(u, s, y1, ˆ̄x
2) = ẑ2

En dérivant par rapport au temps chaque terme de cette égalité, on obtient :

∂Φ2

∂u
(u, s, y1, ˆ̄x

2)u̇(t) +
∂Φ2

∂s
(u, s, y1, ˆ̄x

2)ṡ(t) +
∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, ˆ̄x

2)ẏ1(t) +
∂Φ2

∂ ˆ̄x2
˙̄̂x2 = ˙̂z2

d’où,

˙̄̂x2 =

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, ˆ̄x

2)

)+(

˙̂z2 − ∂Φ2

∂u
(u, s, y1, ˆ̄x

2)u̇(t) − ∂Φ2

∂s
(u, s, y1, ˆ̄x

2)ṡ(t)

− ∂Φ2

∂y1
(u, s, y1, ˆ̄x

2)ẏ1(t)

)

= f̄ 2(u, s, y1, ˆ̄x
2) + Υ̇2(u, s)x̄1

1 +

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, ˆ̄x

2)

)+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))
(

f̄ 2(u, s, ẑ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) − f̄ 2(u, s, z1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)(ẑ1
1 − z1

1)
)

)

+

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, ˆ̄x

2)

)+
(

−θ2∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h(ẑ1, ẑ2) − y2)
)

−
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, ˆ̄x

2)

)+
∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

(

Λ+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2)) −
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

)+
)

θ2∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h(ẑ1, ẑ2) − y2)

= f̄ 2(u, s, y1, ˆ̄x
2) + Υ̇2(u, s)x̄1

1 +
(

f̄ 2(u, s, ẑ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) − f̄ 2(u, s, z1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)(ẑ1
1 − z1

1)
)

− θ2

(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1, ˆ̄x

2)

)+

∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h(ẑ1, ẑ2) − y2)

− θ2

(

Λ+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2)) −
(

∂Φ2

∂x̄2
(u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))

)+
)

∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h(ẑ1, ẑ2) − y2)

= f̄ 2(u, s, y1, ˆ̄x
2) + Υ̇2(u, s)x̄1

1 +
(

f̄ 2(u, s, ẑ1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) − f̄ 2(u, s, z1
1,Φ

c
2(ẑ

2)) + Υ̇2(u, s)(ẑ1
1 − z1

1)
)

− θ2Λ
+
2 (u, s, y1,Φ

c
2(ẑ

2))∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (h(ẑ1, ẑ2) − y2) (4.87)
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Maintenant, à partir des expressions de Φ1(u, s, x̄
1) et Φ2(u, s, x̄

1
1, x̄

2), nous avons direc-

tement les égalités suivantes :

y1 = z1
1

ẑ1
1 = x̄1

1

ẑ2
1 = x̄2

1

h(ẑ1, ẑ2) = C2ẑ
2 + Υ2

1(u, s)C1ẑ
1

= ẑ2
1 + Υ2

1(u, s)ẑ
1
1

= x̄2
1 + Υ2

1(u, s)x̄
1
1 (4.88)

D’autre part, nous avons par définition Φc
2(ẑ

2) = ˆ̄x2. Ainsi, en tenant compte de ces

égalités, l’équation (4.87) devient

˙̄̂x2 = f̄ 2(u, s, x̄1
1, ˆ̄x

2) + Υ̇2(u, s)x̄1
1 +

(

f̄ 2(u, s, x̂1
1, x̂

2) − f̄ 2(u, s, x̄1
1, x̂

2) + Υ̇2(u, s)(ˆ̄x1
1 − x̄1

1)
)

− θ2Λ
+
2 (u, s, y1, ˆ̄x

2)∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (ˆ̄x2
1 + Υ2

1(u, s)ˆ̄x
1
1 − y2)

= f̄ 2(u, s, ˆ̄x1
1, ˆ̄x

2) + Υ̇2(u, s)ˆ̄x1
1 − θ2Λ

+
2 (u, s, y1, ˆ̄x

2)∆−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (ˆ̄x2
1 + Υ2

1(u, s)ˆ̄x
1
1 − y2)

Pour résumer, les équations de l’observateur (4.63) s’écrivent dans les coordonnées en x̄

sous la forme suivante :











˙̄̂x1 = f̄ 1(u, s, ˆ̄x1
1, ˆ̄x

2
1, ˆ̄x

2
2) + Ḡ(u, s)ˆ̄x1

2 − θ1Λ
−1
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (C̄1 ˆ̄x
1 − y1)

˙̄̂x2 = f̄ 2(u, s, ˆ̄x1
1, ˆ̄x

2) + Υ̇2(u, s)ˆ̄x1
1 − θ2Λ

+
2 (u, s, x̄1

1, ˆ̄x
2)∆−1

2 (θ2)S
−1
2 CT

2

(ˆ̄x2
1 + Υ2

1(u, s)ˆ̄x
1
1 − y2)

(4.89)

où ˆ̄x =

(

ˆ̄x1

ˆ̄x2

)

∈ IRn+m, ˆ̄x1 =

(

ˆ̄x1
1

ˆ̄x1
2

)

∈ IRm1+m, ˆ̄x1
1 ∈ IRm1 , ˆ̄x1

2 ∈ IRm, ˆ̄x2 =









ˆ̄x2
1
...

ˆ̄x2
q









∈

IRn−m1 , ˆ̄x2
1 ∈ IRn−m1 , ˆ̄x2

k ∈ IRnk , k = 2, . . . , q ; f̄ 1(u, s, ˆ̄x1
1, ˆ̄x

2
1, ˆ̄x

2
2) =

(

f̄ 1
1 (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2
1, ˆ̄x

2
2)

0

)

;

Ḡ(u, s) =

(

0 G1(u, s)

0 0

)

; f̄ 2(u, s, ˆ̄x1
1, ˆ̄x

2) =













f̄ 2
1 (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2
2)

f̄ 2
2 (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2
2, ˆ̄x

2
3)

...

f̄ 2
q (u, s, ˆ̄x1

1, ˆ̄x
2)













.

4.3.1.1 Equations de l’observateur dans les coordonnées originales

L’objectif consiste à écrire le système (4.89) dans les coordonnées originales x. Pour ce

faire, nous allons tout d’abord exprimer les termes de la matrice Λ+
2 (u, s, x̄1

1, ˆ̄x
2) dans ces
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coordonnées. Nous avons :

f̄ 2
k (u, s, x̄1

1, x̄
2
1, . . . , x̄

2
k+1) = fk(u, x1

1, x
1
2, x

2, . . . , xk+1) − Υ2
k(u, s)f

1
1 (u, x1

1, x
1
2, x

2)

= fk(u, x̄1
1, x̄

2
1 + Υ2

1(u, s)x̄
1
1, x̄

2
2 + Υ2

2(u, s)x̄
1
1, . . . , x̄

2
k+1 + Υ2

k+1(u, s)x̄
1
1)

−Υ2
k(u, s)f

1
1 (u, x̄1

1, x̄
2
1 + Υ2

1(u, s)x̄
1
1, x̄

2
2 + Υ2

2(u, s)x̄
1
1) (4.90)

En utilisant la relation liant les exprimant les corrdonnées en x̄ en fonction de celles en x

(4.39), on déduit

f̄ 2
k (u, s, x̄1

1, ˆ̄x
2
1, . . . , ˆ̄x

2
k+1) = fk(u, x̄1

1, ˆ̄x
2
1 + Υ(u, s)x̄1

1, ˆ̄x
2
2 + Υ2

2(u, s)x̄
1
1, . . . , ˆ̄x

2
k+1 + Υ2

k+1(u, s)x̄
1
1)

−Υ2
k(u, s)f

1
1 (u, x1

1, ˆ̄x
2
1 + Υ2

1(u, s)x̄
1
1, ˆ̄x

2
2 + Υ(u, s)x̄1

1)

= fk(u, x1
1, x̂

1
2 − Υ2

1(u, s)e
1
1, x̂

2 − Υ2
2(u, s)e

1
1, . . . , x̂

k+1 − Υ2
k+1(u, s)e

1
1)

−Υ2
k(u, s)f

1
1 (u, x1

1, x̂
1
2 − Υ2

1(u, s)e
1
1, x̂

2 − Υ2
2(u, s)e

1
1)

= fk(u, x1
1, x̃

1
2, x̃

2, . . . , x̃k+1) − Υ2
k(u, s)f

1
1 (u, x1

1, x̃
1
2, x̃

2) (4.91)

où

x̃1
2 = x̂1

2 − Υ2
1(u, s)e

1
1

x̃k = x̂k − Υ2
k(u, s)e

1
1 pour k = 2, . . . , q

e11 = ˆ̄x1
1 − x̄1

1 (4.92)

De façon similaire, nous pouvons obtenir l’équation suivante :

f̄ 2
1 (u, s, x̄1

1, ˆ̄x
2
1, ˆ̄x

2
2) = f 1

2 (u, x1
1, x̃

1
2, x̃

2) − Υ2
1(u, s)f

1
1 (u, x1

1, x̃
1
2, x̃

2) (4.93)

Par ailleurs, nous avons

∂f̄ 2
1

∂x̄2
2

(u, s, x̄1
1, ˆ̄x

2
1, ˆ̄x

2
2) =

∂f 1
2

∂x2
(u, x1

1, x̃
1
2, x̃

2) − Υ2
1(u, s)

∂f 1
1

∂x2
(u, x1

1, x̃
1
2, x̃

2)

, F 1(u, s, x1
1, x̃)

∂f̄ 2
k

∂x̄2
2

(u, s, x̄1
1, ˆ̄x

2
1, ˆ̄x

2
2, . . . , ˆ̄x

2
k+1) =

∂fk

∂xk+1
(u, x1

1, x̃
1
2, x̃

2, . . . , x̃k+1)

, F k(u, s, x1
1, x̃) pour k = 2, . . . , q − 1. (4.94)

où les composantes du vecteur x̃ =













x̃1
2

x̃2

...

x̃q













sont données par le système (4.92).
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Compte tenu des calculs précédents, il en ressort

Λ2(u, s, x̄
1
1, ˆ̄x

2) , Λ2(u, s, x
1
1, x̃)

= diag

(

Ip−m1
, F 1(u, s, x1

1, x̃), F
1(u, s, x1

1, x̃)F
2(u, s, x1

1, x̃), . . . ,

q−1
∏

k=1

F k(u, s, x1
1, x̃)

)

(4.95)

Finalement, à partir des expressions de T−1(u, s), S−1
1 CT

1 , ∆1(θ1) et Λ1(u, s) données par

les équations (4.34), (4.62), (4.60) et (4.49), on peut déduire

Λ+
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 =

(

2Im1

θ1(G
1
1(u, s))

−1

)

(4.96)

et

T−1(u, s)

(

θ1Λ
+
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (x̂1
1 − x1

1)

θ2Λ
+
2 (u, s, x1

1, x̃)∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (x̂1
2 − x1

2)

)

=
(

θ1Λ
+
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (x̂1
1 − x1

1)

2θ1Υ
2(u, s)(x̂1

1 − x1
1) + θ2Λ

+
2 (u, s, x1

1, x̃)∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (x̂1
2 − x1

2)

)

(4.97)

En utilisant les différentes égalités précédentes, on peut déduire que les équations de

l’observateur (4.89) s’écrivent dans les coordonnées originales en x comme suit,































































(

˙̂x1
1

˙̂v

)

=

(

f 1
1 (u, x̂1

1, x̂
1
2, x̂

2)

0

)

+

(

G1
1(u, s)

0

)

v̂

−θ1Λ+
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (x̂1
1 − x1

1)












˙̂x1
2

˙̂x2

...
˙̂xq













=













f 1
2 (u, x̂1

1, x̂
1
2, x̂

2)

f 2(u, x̂1, x̂2, x̂3)
...

f q(u, x̂)













+













G1
2(u, s)

G2(u, s)
...

Gq(u, s)













v̂ − 2θ1Υ
2(u, s)(x̂1

1 − x1
1)

−θ2Λ+
2 (u, s, x1

1, x̃)∆
−1
2 (θ2)S

−1
2 CT

2 (x̂1
2 − x1

2)

(4.98)

Afin d’écrire les équations d’observateur (4.98) sous une forme plus condensée, nous in-

troduisons les notations suivantes

Λ(u, s, x1
1, x̃) = diag(Im1

,Λ2(u, s, x
1
1, x̃))

∆(θ2) = diag(0m1
,∆−1

2 (θ2));

D(u, s) =

[

Im1

Υ2(u, s)

]

; K =

[

0m1

S−1
2 CT

2

]

(4.99)
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Avec ces nouvelles notations, l’observateur (4.98) peut s’écrire dans les coordonnées ori-

ginales en x sous la forme condensée suivante,

{

˙̂x = f(u, x̂) +G(u, s)v̂ − θ2Λ
+(u, s, x1

1, x̃)∆(θ2)K(x̂1
2 − x1

2) − 2θ1D(u, s)(x̂1
1 − x1

1)
˙̂v = −θ2

1(G1(u, s))
+(x̂1

1 − x1
1)

(4.100)

où x̂ =









x̂1

...

x̂q









∈ IRk, xk ∈ IRnk et x1 =

[

x̂1
1

x̂1
2

]

avec x1
1 ∈ IRm1 et x1

2 ∈ IRp−m1 ; v̂ ∈ IRm.

Ecrit sous cette forme, on remarque que l’observateur (4.100) est relativement simple. En

effet, il consiste en une copie du système (4.28) avec un terme correctif dont l’expression

est donnée.

4.3.2 Synthèse d’observateur avec m1 = p

Nous allons reprendre la synthèse à partir du modèle (4.35) -(4.36). Comme nous l’avons

mentionné précédemment, x1
1 et G1

1(u, s) cöıncident maintenant respectivement avec x1 et

G1(u, s) et les variables x̄2
1 et Υ2

1(u, s) sont à omettre du système (4.35) - (4.36) qui prend

alors la forme suivante
{

˙̄x1 = f̄ 1(u, x̄1
1, X̄) + Ḡ1(u, s)x̄1 + ε̄(t)

y = x̄1
(4.101)

˙̄X = f̄X̄(u, s, x̄1
1, X̄) + Υ̇2

X(u, s)x̄1
1 (4.102)

où x̄1 =

(

x̄1
1

x̄1
2

)

, x̄1
1 = x1, x̄1

2 = v ; f̄ 1(u, x̄1
1, X̄) ,

(

f 1(u, x)

0

)

, Ḡ1(u, s) ,

(

0 G1(u, s)

0 0

)

,

et X̄ et f̄X̄ sont définies comme suit :

X̄ = X − Υ2
X(u, s)x1

f̄X̄(u, s, x̄1
1, X̄) = fX(u, x) − Υ2

X(u, s)f 1(u, x)

où la matrice Υ2
X(u, s) est donnée par (4.31).

Comme dans le cas où m1 < p, le système (4.101) est observable puisque G1(u, s) est de

rang plein. En revanche, le système (4.102) ne possède pas de sortie. Nous avons donc

besoin de la condition de détectabilité suivante pour la synthèse d’un observateur. En

effet, en plus des hypothèses (H1) et (H2), nous adoptons l’hypothèse suivante

(H3
′

) Il existe une matrice Symétrique Définie Positive P (t) tel que :

(i) ∃ α1, α2 > 0 ; ∀t ≥ 0 :

α1In−p ≤ P (t) ≤ α2In−p (4.103)
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(ii) ∃α3 > 0 ; ∀u ∈ U ; ∀x1 ∈ IRp ; ∀ξ ∈ IRn−p :

Ṗ (t) + P (t)

(

∂fX

∂X
(u, x1, ξ) − Υ2

X(u, s)
∂f 1

∂X
(u, x1, ξ)

)

+

(

∂fX

∂X
(u, x1, ξ) − Υ2

X(u, s)
∂f 1

∂X
(u, x1, ξ)

)T

P (t) ≤ −α3In−p (4.104)

Notons que, la condition (4.104) est intentionnellement donnée dans les coordonnées ori-

ginales en x, ce qui simplifie sa vérification dans ce système de coordonnées à partir du

système (4.28). Elle peut s’écrire dans le système de coordonnées x̄ comme suit

(ii) ∃α3 > 0 ; ∀u ∈ U ; ∀x̄1
1 ∈ IRp ; ∀ξ ∈ IRn−p :

Ṗ (t) + P (t)

(

∂f̄X̄

∂X̄
(u, x̄1

1, ξ)

)

+

(

∂f̄X̄

∂X̄
(u, x̄1

1, ξ)

)T

P (t) ≤ −α3In−p (4.105)

L’observateur que nous proposons pour les systèmes (4.101)-(4.102) se présente comme

suit
{

˙̄x1 = f̄ 1(u, x̄1
1,

ˆ̄X) + Ḡ1(u, s)ˆ̄x1 − θ1Λ
+
1 (u, s)∆−1

1 (θ1)S
−1
1 CT

1 (ˆ̄x1
1 − x̄1

1)
˙̄̂
X = f̄X̄(u, s, x̄1

1,
ˆ̄X) + Υ̇2

X(u, s)x̄1
1

(4.106)

où ˆ̄x1 =

(

ˆ̄x1
1

ˆ̄x1
2

)

∈ IRp+m, ˆ̄x1
1 ∈ IRp, ˆ̄x1

2 ∈ IRm ; ˆ̄X ∈ IRn−p, ∆1 et S1 sont respectivement

donnés par (4.60) et (4.61) avec θ1 > 0 un nombre réel et

Λ1(u, s) = diag(Ip, G
1(u, s)) (4.107)

Nous énonçons maintenant le théorème suivant

Théorème 4.4. Supposons que les systèmes (4.101)-(4.102) satisfont les hypothèses (H1),

(H2) et (H3′), alors,

(i) ∃σ > 0 ; ∀u ∈ U ; ∀ê2(0) ∈ IRn−m ; on a : ‖e2(t)‖ ≤ σexp(−α3t)‖e2(0)‖
(ii) ∃θ1,0 > 0 ; ; ∃λ1 > 0 ; ∃λ2 > 0 ; ∀θ1 > θ1,0 ; ∃µ(θ1) > 0 ; ∃M(θ1) > 0 ; ∀u ∈ U ;

∀e1(0) ∈ IRp+m ; ∀e2(0) ∈ IRn−m ; on a,

‖e1(t)‖ ≤ λ1θ1exp(−µ(θ1)t)‖e1(0)‖ + λ2exp(−α3t)‖e2(0)‖ +M(θ1)βε

où e1(t) = ˆ̄x1(t) − x̄1(t) et e2(t) = ˆ̄X(t) − X̄(t) où x̄1(t) et X̄ sont les trajectoires

inconnues des systèmes (4.101), (4.102) associées à l’entrée u et à la sortie y et
(

ˆ̄x1(t)
ˆ̄X(t)

)

sont des trajectoires quelconques du système (4.106) ; βε est la borne de

‖ε(t)‖ donnée dans l’hypothèse (H2) et α3 est donné par hypothèse (H3′). De plus,

on a lim
θ1→∞

M(θ1) = 0
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Remarques 4.2. 1) Comme pour le Théorème 4.3 énoncé pour le cas m1 < p, le

Théorème 4.4 stipule que pour des entrées inconnues constantes (i.e. ε(t) = 0), l’erreur

asymptotique d’estimation converge vers zéro de manière exponentielle. Dans le cas où

‖ε(t)‖ 6= 0 mais est bornée par βε, cette erreur reste dans une boule dont le rayon est

d’autant plus petit que βε. De plus, ce rayon peut peut être rendu aussi petit que désiré

par le choix de valeurs suffisamment grandes de θ1.

2) Si la matrice G(u, s) est constante, l’implantation d’observateur (4.106) ne nécessite

pas le calcul de la dérivée de l’entrée u ni celle de la sortie y. Nous pouvons donc implanter

directement cet observateur sans revenir aux coordonnées originales. Les estimés x̂ et v̂

des variables originales x et v peuvent être obtenues à partir de l’inverse de la matrice T

donnée par (4.34) et nous aurons donc

v̂ = ˆ̄x1
2

X̂ = ˆ̄X + Υ2
X(u, s)ˆ̄x1

1

Preuve de Théorème 4.4 :

Cette preuve est très similaire à celle du théorème (4.3). En effet, considérons le change-

ment de coordonnées suivant,

• Φ1 : IRp+m → IR2p

x̄1 =

(

x̄1
1

x̄1
2

)

7→ z1 =

(

z1
1

z1
2

)

= Φ1(u, s, x̄
1) , Λ1(u, s)x̄

1 =

(

x̄1
1

G1(u, s)x̄1
2

)

avec

z1
k ∈ IRp, k = 1, 2 et Λ1(u, s) est donné par (4.107).

Ce changement de coordonnées transforme les systèmes (4.101) - (4.102) sous la forme

suivante











ż1 = A1z
1 + ψ1(u, s, z1, X̄) + Λ1(u, s)ε̄(t)

y = C1z
1 = z1

1

˙̄X = f̄X̄(u, s, z1
1, X̄) + Υ̇2

X(u, s)z1
1

(4.108)

En procédant comme dans le cas où m1 < p, on peut montrer que l’observateur (4.106)

peut s’écrire dans les nouvelles coordonnées en z sous la forme suivante

{

˙̂z1 = A1ẑ
1 + ψ1(u, s, ẑ1, ˆ̄X) − θ1∆

−1
1 (θ1)S

−1
1 CT

1 (ẑ1
1 − z1

1)
˙̄̂
X = f̄X̄(u, s, z1

1,
ˆ̄X) + Υ̇2

X(u, s)z1
1

(4.109)
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où ẑ1 =

[

ẑ1
1

ẑ1
2

]

∈ IR2p ; ẑ1
i ∈ IRp, i = 1, 2 ; ˆ̄x2 ∈ IRn−p.

Il suffit donc de démontrer le théorème en considérant l’erreur d’observation associée aux

variables du système (4.108) et de l’observateur (4.109).

Posons ensuite les notations suivante,

e1 = ẑ1 − z1, ē1 = ∆1(θ1)e
1, e2 = ē2 = ˆ̄X − X̄ ; e =

(

e1

e2

)

, V1(ē
1) = ē1

T
S1ē1, V2(ē

2) =

ē2
T
P (t)ē2 ; où P (t) est donnée par l’hypothèse (H3′) et soit V (ē1, ē2) = V1(ē

1) + V2(ē
2)

la fonction de Lyapunov candiadate.

Par application du Théorème de la valeur moyenne, nous avons

˙̄e2 =
∂f̄X̄

∂X̄
(u, s, z1

1, ξ
2)ē2 (4.110)

Par l’hypothèse (H3′), nous obtenons

V̇2 ≤ −α3V2 (4.111)

ou de manière équivalente

‖e2(t)‖ ≤ σexp(−α3

2
t)‖e2(0)‖ (4.112)

où σ =
α2

α1
.

D’autre part, en procédant comme dans la preuve du théorème (4.3), nous pouvons établir

l’inégalité suivante

V̇1 ≤ −(θ1 − c1)V1 + c2
√

V1

√

V2 +
c3βε

θ1

√

V1 (4.113)

où c1, c2, c3 > 0 sont des nombres réels qui ne dependent pas de θ1.

On en déduit

√

V1 ≤ exp

[

−(θ1 − c1)t

2

]

√

V (ē1(0)) +
c2σ

(θ1 − c1 − α3)
(

exp(−α3t

2
) − exp(−(θ1 − c1)t

2
)

)

‖e2(0)‖

+
c3

θ1(θ1 − c1)
βε

(

1 − exp(−(θ1 − c1)

2
)

)
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Choisissons maintenant θ1 > 1 + c1 + α3, on obtient

√

V1 ≤ exp

[

−(θ1 − c1)t

2

]

√

V1(ē1(0)) + c2σexp(−
α3t

2
)‖e2(0)‖ + +

c3

θ1(θ1 − c1)
βε

Nous utilisons maintenant le fait que

‖ē1(t)‖ ≤ ‖e1(t)‖ ≤ θ1‖ē1(t)‖

On obtient

‖e1(t)‖ ≤ λmax(S1)

λmin(S1)
θ1exp

[

−(θ1 − c1)t

2

]

‖e1(0)‖+θ1
c2σ

λmin(S1)
exp(−α3t

2
)‖e2(0)‖+ c3

λmin(S1)(θ1 − c1)
βε

Les paramètres σ, θ1,0, λ1, λ2 et µ(θ1) et M1(θ1) du théorème sont donnés par :

σ =
α2

α1
; θ1,0 = 1 + c1 + α3, λ1 =

λmax(S1)

λmin(S1)
, λ2 =

c2σ

λmin(S1)

µ(θ1) =
(θ1 − c1)t

2
, M1(θ1) =

c3

λmin(S1)(θ1 − c1)

Ceci termine la preuve du Théorème 4.4.

Nous allons maintenant générer les équations de l’observateur (4.106) dans les coordonnées

originales en x.

4.3.2.1 Equations de l’observateur dans les coordonnées originales

Lorsque la matrice G n’est pas constante, l’implantation de l’observateur (4.106) nécessite

le calcul des dérivées par rapport au temps de l’entrée u et de la sortie y. Pour éviter

un tel calcul, nous allons générer les équations de cet observateur dans les coordonnées

originales en x.

Posons D(u, s) =

[

Ip

Υ2
X(u, s)

]

. En procédant comme dans le casm1 < p, on peut montrer

que l’observateur (4.106) peut s’écrire dans les coordonnées originales en x sous la forme

condensée suivante

{

˙̂x = f(u, x̂1, X̃) +G(u, s)v̂ − 2θ1D(u, s)(x̂1 − x1)
˙̂v = −θ2

1(G
1(u, s))+(x̂1 − x1)

(4.114)

où x̂ =

[

x̂1

X̂

]

∈ IRn, x̂1 ∈ IRp, X̂ ∈ IRn−p, X̃ = X̂ − Υ2
X(u, s)(x̂1 − x1) et v̂ ∈ IRm.
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4.4 Exemple

Dans ce paragraphe, nous allons d’illustrer l’approche proposée en simulation à travers un

exemple satisfaisant les hypothèses (H1) à (H4) et où le nombre d’entrées inconnues est

strictement inférieur aux nombres de sorties. Le dernier chapitre est entièrement consacrée

à l’utilisation des observateurs à entrées inconnues dans les procédés biochimiques où le

nombre d’entrées inconnues est souvent égal aux nombre de sorties.

On considère le système dynamique suivant :











































ẋ1 = (a− x3)x4 − x3v(t) − x1

ẋ2 = x3x4 + (a− x3)v(t) − x2

ẋ3 = x4(1 + x2
4) − x3

3 − 10sin(t)v(t)

ẋ4 = x5 − x3
4 − 2cos(t)v(t)

ẋ5 = 5sin(2t)v(t)

y = [x1 x2 x3]
T

(4.115)

où x = [x1 x2 x3 x4 x5]
T ∈ IR5 avec xi ∈ IR, v(t) est l’entrée inconnue et a est un nombre

réel quelconque non nul. Pour simplifier, aucune entrée connue n’est considérée.

Dans cet exemple, nous avons p = 3 et m = 1. La matrice G1 est :

G1 =







−x3

a− x3

−10sin(t)







On remarque que la plus petite sous-matrice de G1 qui soit de rang égal à 1 pour tout

t ≥ 0 est la matrice suivante :

G1
1 =

(

−x3

a− x3

)

(4.116)

Ce qui induit les partitions suivantes de x, f et G :



4.4. EXEMPLE 75

x =







x1

x2

x3






; x1 =

(

x1
1

x1
2

)

; x1
1 =

(

x1

x2

)

; x1
2 = x3; x

2 = x2; x
3 = x5

f(x) =







f 1(x1, x2)

f 2(x)

f 3(x)






; f 1(x1, x2) =

(

f 1
1 (x1, x2)

f 1
2 (x1, x2)

)

f 1
1 (x1, x2) =

(

(a− x3)x4 − x1

x3x4 − x2

)

; f 1
2 (x1, x2) = x4(1 + x2

4) − x3
3; f

2(x) = x5 − x3
4, f

3(x) = 0

G =













G1
1

G1
2

G2

G3













; G1
2(s(t)) = −10sin(t); G2(s(t)) = −2cos(t); G3(s(t)) = 5sin(2t)

Ainsi x1 ∈ IRn1, x2 ∈ IRn2 et x3 ∈ IRn3 avec n1 = 3 et n2 = n3 = 1.

L’hypothèse (H1) étant vérifiée et l’entrée inconnue est supposée satisfaire l’hypothèse

(H2), il reste à vérifier les hypothèses (H3) et (H4). Nous commençons par vérifier (H3),

ensuite (H4).

• Vérification de (H3) : Nous avons :

Rang
∂f 1

∂x2
(u, x)

∆
= Rang

∂f 1

∂x4
(u, x)

= Rang







(a− x3)

x3

1 + 3x2
4







= 1 ∀x3, x4 ∈ IR

= n2

Rang
∂f 2

∂x3
(u, x)

∆
= Rang

∂f 2

∂x5
(u, x)

= 1

= n3

L’hypothèse (H3) est donc satisfaite.
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• Vérification de (H4) : Nous avons :

Rang

(

∂f 1

∂x2
(u, x1, x2) G1(u, s)

)

= Rang







a− x3 −x3

x3 a− x3

1 + 3x2
4 −10sin(t)







= Rang

(

a− x3 −x3

x3 a− x3

)

= 2

= n2 +m

L’hypothèse (H4) étant également satisfaite, on peut utiliser un observateur de type

(4.100) pour l’estimation des états non mesurés x4 et x5 ainsi que l’entrée inconnue v. Les

équations de cet observateur sont :



























































































































˙̂x1 = (a− x̂3)x̂4 − x̂3v̂(t) − x̂1 − 2θ(x̂1 − x1)
˙̂x2 = x̂3x̂4 + (a− x̂3)v̂(t) − x̂2 − 2θ(x̂2 − x2)
˙̂x3 = x̂4(1 + x̂2

4) − x̂3
3 − 10sin(t)v̂(t)

− 3θ2(x̂3 − x3) +
20θ1sin(t)

(a− x3)2 + x2
3

(−x3(x̂1 − x1) + (a− x3)(x̂2 − x2))

˙̂x4 = x̂5 − x̂3
4 − 2cos(t)v̂(t) − 3

θ2
2

1 + 3x̃2
4

(x̂3 − x3)

+
4θ1cos(t)

(a− x3)2 + x2
3

(−x3(x̂1 − x1) + (a− x3)(x̂2 − x2))

˙̂x5 = 5sin(2t)v̂(t) − θ2
2

1 + 3x̃2
4

(x̂3 − x3)

− 10θ1sin(2t)

(a− x3)2 + x2
3

(−x3(x̂1 − x1) + (a− x3)(x̂2 − x2))

˙̂v(t) = − θ2

(a− x3)2 + x2
3

(−x3(x̂1 − x1) + (a− x3)(x̂2 − x2))

x̃4 = x̂4 −
4cos(t)

(a− x3)2 + x2
3

(−x3(x̂1 − x1) + (a− x3)(x̂2 − x2))

4.4.1 Résultats de simulation

Les performances de l’observateur ont été testées en simulation dans l’environnement

Matlab-Simulink. Pour se rapprocher du cas réel, un bruit additif centré de type gaussien

d’écart-type 10−2 a été ajouté à chacune des sorties x1, x2 et x3 (cf. figure 4.1). De plus,

l’expression suivante pour l’entrée inconnue v(t) a été considérée lors de la simulation du

modèle (4.115) :

v(t) = 5sin(5t) (4.117)

Notons que cette expression est inconnue par l’observateur.
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La valeur du paramètre a utilisée en simulation est 0.5 et les conditions initiales du modèle

et de l’observateur sont les suivantes :

x1(0) = x̂1(0) = 1; x2(0) = x̂2(0) = 1; x3(0) = x̂3(0) = 1

x4(0) = 2; x5(0) = 10; x̂4(0) = 0; x̂5(0) = 0; v̂(0) = −1

Enfin les valeurs des paramètres de synthèse θ1 et θ2 sont respectivement 100 et 15.

0 1 2 3 4 5
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8
x

1
 

temps 0 1 2 3 4 5

−4

−2

0

2

4

6

8

10

12
x

2
 

temps 

0 1 2 3 4 5
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

x
3
 

temps 

Fig. 4.1 – Mesures bruitées de x1, x2 et x3
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Fig. 4.2 – Estimation de x4, x5 et v

Les résultats d’estimation sont présentés dans la figure 4.2 où les estimations de x4, x5 et

v sont comparées avec leurs vraies valeurs (issues de la simulation du modèle). On note

la bonne qualité d’estimation aussi bien pour les états que pour l’entrée inconnue. Rap-

pelons que l’expression de cette dernière (équation (4.117)) est inconnue par l’observateur.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur de type grand gain permettant l’es-

timation conjointe de tout l’état et de toutes les entrées inconnues pour une classe de

systèmes non linéaires multi-sorties. La synthèse de cet observateur s’est effectuée sous

certaines conditions suffisantes qui découlent directement des conditions nécessaires et

suffisantes bien établies pour les systèmes linéaires. D’ailleurs, nous sommes revenus sur

ces conditions nécessaires et suffisantes pour en donner une reformulation plus précise

lorsque le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues.
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Notons que les conditions proposées peuvent être relâchées si l’on se permette de calculer

les dérivées par rapport au temps des sorties et/ou des entrées connues pour exprimer les

variables non mesurées (que ce soit l’état ou l’entrée inconnue) ([BFF07]). On peut aussi

les relâcher si la synthèse d’un observateur de l’état sans l’adoption d’aucune hypothèse

sur l’entrée inconnue n’est plus fixée comme objectif ([FMR04]). Dans notre travail, ces

conditions ont été adoptées pour faire la synthèse d’observateurs en l’absence ou non

d’hypothèse(s) sur les entrées inconnues, et en n’utilisant aucune dérivée d’entrée connue

ou de sortie pour l’estimation des variables.

Les performances de l’observateur proposé ont été illustrées en simulation à travers un

exemple académique lorsque le nombre de sorties est supérieur au nombre d’entrées in-

connues. Les performances des observateurs proposés lorsque le nombre de sorties est égal

au nombre d’entrées inconnues seront illustrées au chapitre 6 à travers deux exemples

traitant d’un bioréacteur et d’un réacteur chimique.

On notera que pour la classe de système considérée, les expressions des sorties du système

sont indépendantes des entrées inconnues. Le cas où ces expressions dépendent des entrées

inconnues est traité au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Observateurs avec entrées inconnues
affectant la sortie

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à la synthèse d’observateurs à entrées incon-

nues lorsque celles-ci interviennent dans l’expression de la sortie.

Ce problème a été abordé dans plusieurs travaux où les systèmes non linéaires considérés

se composent d’une partie linéaire exploitée pour la synthèse du gain de l’observateur

et d’une partie non linéaire satisfaisant certaines hypothèses plus ou moins restrictives

[LH99, BDR02, HT04].

Avant de présenter la classe de systèmes non linéaires qui sera considérée ainsi que les

observateurs proposés, nous proposons comme au chapitre précédent, de rappeler les

conditions nécessaires et suffisantes pour la synthèse de tel observateur pour les systèmes

linéaires. Nous rappelons que ces conditions sont données pour que la synthèse puisse se

faire sans aucune connaissance sur les entrées inconnues.

5.2 Rappels sur la synthèse pour les systèmes linéaires

On considère le système linéaire temps invariant suivant :

Σ

{

ẋ = Ax+Gv

y = Cx+Dv
(5.1)

où l’état x ∈ IRn, l’entrée connue u ∈ IRµ, l’entrée inconnue v ∈ IRm, la sortie y ∈ IRp, A,

G, D et C sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées et la matrice

D est supposée être de rang plein en colonnes, c’est-à-dire

Rang(D) = m (5.2)

On remarque que, comme les entrées connues n’interviennent pas dans la synthèse de

l’observateur, seules les entrées inconnues sont considérées par le système (5.1).
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Un observateur à entrées inconnues existe pour ce système si et seulement si ce système

est à minimum de phase (cf e.g. [BDR02]), i.e.

Rang

(

sIn −A −G
C D

)

= n +Rang

(

G

D

)

= n+m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.3)

Nous proposons dans ce qui suit de donner quelques développements permettant de mon-

trer comment ces conditions sont obtenues. Ces développements nous serviront surtout à

apporter quelques compléments sur la synthèse de l’observateur dans les deux cas : le cas

où le nombre d’entrées inconnues est égal au nombre de sorties et le cas où il y a plus de

sorties que d’entrées inconnues.

Dans ce qui suit la matrice d’observation C est simplement supposée être de rang plein

en lignes sans être nécessairement sous la forme particulière (4.3).

Nous commençons par traiter le cas où le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées

inconnues, i.e. p = m. Dans ce cas la matrice D est carrée et est inversible. Nous traiterons

ensuite le cas où il y a plus de sorties que d’entrées inconnues.

• Cas 1 : m = p :

L’objectif consiste à synthétiser un observateur qui s’écrit sous la forme suivante :

Σ

{

ż = Nz + Ly

x̂ = z − Ey
(5.4)

où l’état de l’observateur z ∈ Rn, x̂ ∈ IRn est l’estimé de l’état du système x, N ∈ IRn×n,

L ∈ IRn×m et E ∈ IRn×m sont des matrices qu’il faut choisir de sorte que l’erreur d’obser-

vation e = x̂− x converge asymptotiquement vers 0.

Pour ce faire, posons

P = In + EC (5.5)

L’erreur d’observation s’écrit alors

e = x̂− x

= z − Ey − x

= z − E(Cx+Dv) − x

= z − (In + EC)x− EDv

= z − Px−EDv
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Comme la synthèse de l’observateur doit se faire sans l’adoption d’hypothèse sur l’entrée

inconnue v, en particulier cette entrée peut ne pas être dérivable, une condition nécessaire

à l’existence de l’observateur est :

ED = 0 (5.6)

L’unique solution de l’équation (5.6) est E = 0 et la matrice P est alors égale à la matrice

identité n× n, In.

Il s’ensuit

ė = ż − ẋ

= Nz + Ly − Ax−Gv

= N(e+ x) + L(Cx+Dv) − Ax−Gv

= Ne + (N − A+ LC)x+ (LD −G)v (5.7)

Si les matrices N et L sont choisies de sorte que les conditions suivantes sont satisfaites

N − A+ LC = 0 (5.8)

LD −G = 0 (5.9)

alors l’équation (4.10) devient

ė = Ne

L’erreur d’observation qui est la solution du système (5.10) converge asymptotiquement

vers zero si et seulement si la matrice N est une matrice Hurwitz. Mais l’expression de la

matrice est imposée par les equations (5.8) et (5.9). En effet, à partir de ces équations, la

matrice N peut s’exprimer comme suit :

N = A−GD−1C (5.10)

Nous résumons ce résultat au sein du théorème suivant,

Théorème 5.1. On suppose que p = m. Le système (5.1) admet un observateur si et

seulement si la matrice N = A− GD−1C est stable et les pôles de l’observateur sont les

valeurs propres de cette matrice.

Il est bien connu que les pôles de la matrice N donnée par (5.10) sont les zéros du

système (5.1). Le théorème 5.1 stipule donc qu’une condition nécessaire et suffisante pour

la synthèse d’un observateur pour le système (5.1) est qu’il soit à minimum de phase,

c’est-à-dire que tous ses zéros soient stables. Les pôles de l’observateur sont égaux à ces

zéros.

Nous énonçons maintenant le théorème suivant :
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Théorème 5.2. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) La matrice N = A−GD−1C est stable.

2) Rang

(

sIn − A −G
C D

)

= n+m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0.

Preuve du Théorème 5.2 : posons

M =

(

In 0

−D−1C Im

)

(5.11)

Nous avons :

• Rang(M) = n+m

•
(

sIn −A −G
C D

)

.M =

(

sIn −N −G
0 D

)

.

On en déduit que

Rang

(

sIn −N −G
0 D

)

= n+m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.12)

Mais nous avons aussi :

Rang

(

sIn −N −G
0 D

)

= Rang(sIn −N) +RangD

= Rang(sIn −N) +m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.13)

d’où

Rang(sIn −N) = n ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.14)

c’est-à-dire que la matrice N est stable.

ceci termine la preuve du théorème 5.2.

• Cas 2 : m < p :

On suppose que la matrice D s’écrit sous la forme suivante :

D =

(

D1

D2

)

(5.15)

où D1 est une matrice carrée inversible d’ordre m et D2 est une matrice (p − m) × m.

Notons que ceci est toujours possible modulo un réarrangement des sorties puisque la

matrice D est de rang plein, m. Soit maintenant

C =

(

C1

C2

)

(5.16)
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la partition de la matrice C issue de celle de D sous la forme (5.15).

Nous effectuons maintenant le changement de sorties suivant :

ȳ1 = y1

= C1x+D1v (5.17)

ȳ2 = y2 −D2D
−1
1 y1

= C2x+D2v −D2D
−1
1 (C1x+D1v)

=
(

C2 −D2D
−1
1 C1

)

x (5.18)

Il est clair que l’entrée inconnue, v, peut s’exprimer en fonction de la sortie y et de x

comme suit

v = D−1
1 (ȳ1 − C1x) (5.19)

On remarque que l’objectif cherché derrière le changement de sorties opéré consiste générer

une nouvelle sortie, ȳ2, dont l’expression ne dépend pas de l’entrée inconnue.

En utilisant l’expression de v et en utilisant les nouvelles sorties ȳ1 et ȳ2, nous pouvons

générer à partir du système (5.1) le système dynamique suivant

Σ̄

{

ẋ = (A−GD−1
1 C1)x+GD−1

1 y1

ȳ2 =
(

C2 −D2D
−1
1 C1

)

x
(5.20)

Nous énonçons maintenant le résultat suivant :

Théorème 5.3. Le système (5.20) est détectable si et seulement si le système (5.1) est

à minimum de phase.

Preuve du théorème 5.3 : Posons

Q =







In GD−1
1 0

0 Im 0

0 −D2D
−1
1 Im−p







=







In GD−1
1 0

0 Im 0

0 0 Im−p






.







In 0 0

0 Im 0

0 −D2D
−1
1 Im−p







Nous avons donc RangQ = n+ p. Comme m < p, Si l’on suppose que le système (5.1) est

à minimum de phase., on obtient

Rang

(

Q ·
(

sIn − A −G
C D

))

= n+m ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.21)
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Or, nous avons

Rang

(

Q ·
(

sIn −A −G
C D

))

= Rang













In GD−1
1 0

0 Im 0

0 −D2D
−1
1 Im−p






.







sIn −A −G
C1 D1

C2 D2













= Rang







sIn −A +GD−1
1 C1 0

C1 D1

C2 −D2D
−1
1 C1 0







= Rang

(

sIn −A+GD−1
1 C1

C2 −D2D
−1
1 C1

)

+ RangD1

= Rang

(

sIn −A+GD−1
1 C1

C2 −D2D
−1
1 C1

)

+m (5.22)

Combinant (5.21) et (5.22), on déduit

Rang

(

sIn − A+GD−1
1 C1

C2 −D2D
−1
1 C1

)

= n ∀s ∈ C,Re(s) ≥ 0 (5.23)

c’est-à-dire que la paire (A−GD−1
1 C1, C2 −D2D

−1
1 C1) est détectable.

Ceci termine la preuve du Théorème 5.3.

Il est clair que si l’égalité (5.22) est vérifiée pour tous les complexes s ∈ C, il en sera de

même pour l’égalité (5.22) et la paire (A−GD−1
1 C1, C2 −D2D

−1
1 C1) est alors observable.

Dans ce qui suit nous allons considérer une classe de systèmes non linéaires et nous allons

proposer certaines conditions suffisantes qui permettent la synthèse d’un observateur.

5.3 Classe des systèmes non linéaires considérée

Soit une classe de MIMO systèmes non linéaires considérée,

{

ẋ = f(u, s, x, v)

y = h(u, x) +W (u, s)v
(5.24)

où les états x =

(

x1

X

)

∈ IRn, x1 ∈ IRp, X ∈ IRn−p, l’entrée connue u(t) ∈ U l’ensemble

des fonctions absolument continues à dérivées bornées de IR+ dans U un compact de IRµ ;

la sortie y ∈ IRp ; v ∈ IRm avec m ≤ p est l’entrée inconnue du système ; f(u, s, x, v) =
(

f 1(u, s, x, v)

fX(u, s, x, v)

)

∈ IRn avec f 1(u, s, x, v) ∈ IRp, fX(u, s, x, v) ∈ IRn−p ; le signal s(t) est
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un signal connu dérivable et dont la dérivée est bornée et W (u, s) est une matrice p×m

qui peut s’écrire comme suit

W (u, s) =

(

W1(u, s)

W2(u, s)

)

(5.25)

où W1(u, s),W2(u, s) sont des matrices de dimensions respectives m0 ×m et (p−m0)×m
et la matrice W1(u, s) est de rang plain, c’est-à-dire :

∀u ∈ U, ∀t ≥ 0 : Rang(W1(u, s)) = m (5.26)

Notre objectif consiste à synthétiser un observateur permettant d’estimer simultanément

les états x et les entrées inconnues v. Comme nous le verrons plus loin et de manière

similaire au cas linéaire, la synthèse de l’observateur se fera en considérant deux situations

selon que m1 = p ou m1 < p.

5.4 Synthèse de l’observateur

Soit

h(u, x) =

(

h1(u, x)

h2(u, x)

)

la partition de h(u, x) induite par celle de W (u, s) sous la forme (5.25).

Nous considérons le changement de coordonnées suivant :

T : IRn+m → IRn+m, ξ =

(

x

v

)

7→ T (ξ) = ξ̄ =

(

x̄ = x

v̄ = h1(u, x) +W1(u, s)v

)

(5.27)

Cette transformation T met le système (5.24) sous la forme suivante











˙̄x = f(u, s, x̄,W+
1 (y1 − h1(u, x̄)))

˙̄v = ˙̄y1

y2 = h2(u, x̄) −W2(u, s)W
+
1 (u, s)h1(u, x̄) +W2(u, s)W

+
1 (u, s)y1

(5.28)

Il est clair que la deuxième équation de (5.28) est inutilisable pour la synthèse de l’obser-

vateur qui est alors écartée pour obtenir le système suivant

{

˙̄x = f(u, s, x̄,W+
1 (y1 − h1(u, x̄)))

y2 = h2(u, x̄) −W2(u, s)W
+
1 (u, s)h1(u, x̄) +W2(u, s)W

+
1 (u, s)y1

(5.29)

Nous allons maintenant considérer deux situations selon que m1 < p ou m1 = p.
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5.4.1 Synthèse de l’observateur avec m1 < p

Le problème initial de synthèse d’observateur à entrées inconnues est ramené à celui de la

synthèse d’un observateur standard pour le système non linéaire (sans entrées inconnues)

suivant :
{

˙̄x = f̄(u, s, y1, x̄)

ȳ = f 0(y1, x̄)
(5.30)

où x̄ est l’état du système, (sT , uT , yT
1 ) sont les entrées connues du système, ȳ est la sortie

avec f̄(u, s, y1, x̄) , f(u, s, x̄,W+
1 (y1−h1(u, x̄)) et f 0(y1, , x̄) = h2(u, x̄)−W2(u, s)W

+
1 (u, s)h1(u, x̄)+

W2(u, s)W
+
1 (u, s)y1.

Il est bien connu que ce problème reste ouvert malgré la multitude de résultats disponibles

(cf. par exemple [HYJ01, HF03, BH02]). Notons que dès que l’état x̄ est estimé, une

estimation de l’entrée inconnue devient disponible à partir de l’équation suivante,

v̂(t) = W+
1 (u, s)(y1 − h1(u, x̂)) (5.31)

où x̂ est l’estimé de x.

5.4.2 Synthèse d’observateur avec m1 = p

Dans ce cas, la matrice W1 s’identifie avec la matrice W . Le système devient,

˙̄x = f̄(u, s, y, x̄) (5.32)

où f̄(u, s, y, x̄) , f(u, s, x̄,W+(u, s)(y−h(u, x̄))). Pour la synthèse de l’observateur, nous

adoptons l’hypothèse suivante :

(H1) Il existe une matrice P (t) telle que :

(i) ∃α1, α2 > 0 ; ∀t ≥ 0 :

α1In ≤ P (t) ≤ α2In

(ii) ∃α3 > 0 ; ∀x ∈ IRn ; ∀u ∈ U ; ∀t ≥ 0 :

Ṗ (t) + P (t)
∂f̄

∂x̄
(u, s, y, x̄) + (

∂f̄

∂x̄
(u, s, y, x̄))TP (t) ≤ −α3In

En procédant comme au chapitre précédent, sous la condition de détectabilité(H1), on

peut facilement montrer que le système dynamique suivant

˙̄̂x = f̄(u, s, y, ˆ̄x)

où ˆ̄x ∈ IRn est un observateur pour le système (5.32).

Cet observateur peut s’écrire dans les coordonnées originales en x comme suit :



5.5. EXEMPLES 89

˙̂x = f(u, s, x̂,W+(y − h(u, x̂))) (5.33)

où x̂ ∈ IRn.

Comme dans le cas précédent, les entrées inconnues peuvent être reconstruites à partir de

l’équation( 5.31).

Remarque 5.1. La condition (ii) de l’hypothèse (H1) peut être formulée dans les coor-

données originales en x comme suit :

Ṗ (t) + P (t)
(

∂f

∂x
(u, s, x,W+(u, s)(y − h(u, x))) − ∂f

∂v
(u, s, x,W+(u, s)(y − h(u, x))W+(u, s))

∂h

∂x
(u, x)

)

+
(

∂f

∂x
(u, s, x,W+(u, s)(y − h(u, x))) − ∂f

∂v
(u, s, x,W+(u, s)(y − h(u, x))W+(u, s))

∂h

∂x
(u, x)

)T

P (t) ≤ −α3In

5.5 Exemples

Deux exemples sont donnés dans cette section et chacun d’eux correspond à l’une des

deux situatuions examinées précédemment. Le premier correspond au cas ou m1 = m = p

et le second correspond au cas où m = m1 < p = 2.

5.5.1 Exemple pour le cas m1 = p

On considère le système chaotique de Lorentz affecté par une entrée inconnue v et qui

s’écrit comme suit [LH99] :











ẋ = f(x, v)
∆
= Ax+Bv + g(x, v)

y = x1 + v

(5.34)

où les états x =







x1

x2

x3






∈ IR3, l’entrée inconnue v ∈ IR.

Les matrices A,B et la fonction g(x, v) sont définies comme suit

A =









−10 10 0

28 −1 0

0 0 −8

3









, B =







30

28

0






, g(x, v) =







0

−(x1 + v)x3

(x1 + v)x2






.
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Il est clair que le système (5.34) est sous la forme (5.24).

La matrice de sortie du système est C =
[

1 0 0
]

et nous avons W = 1.

Puisque l’on a Rang(W ) = m = m1 = p = 1, on doit vérifier la condition (H1) pour la

synthèse de l’observateur.

Nous avons

(

∂f

∂x
(x, v) − ∂f

∂v
(x, v)W−1C

)

=









−40 10 0

0 −1 −y
0 y −8

3









= Ã(y)

Il s’ensuit

Ã(y) + ÃT (y) = −









80 −10 0

−10 2 0

0 0
16

3









≤ −α3I3

où α3 = 41 −
√

1621 > 0.

La condition (H1) est donc vérifiée et la matrice P est constante dans ce cas et elle est

égale à la matrice identité 3 × 3.

Le système (5.34) admet donc un observateur de type (5.33) qui s’écrit dans ce cas comme

suit :
{

˙̂x = Ax̂+Bv̂ + g(x̂, y − x̂1)

v̂ = y − x̂1

(5.35)

où x̂ =







x̂1

x̂2

x̂3






∈ IR3 et v̂ ∈ IR.

L’entrée inconnue v est exprimée comme suit lors de la simulation,

v = 0.5 sin(60πt) (5.36)

le modèle (5.34) et l’observateur (5.35) ont été simulés en considérant les conditions ini-

tiales suivantes :
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x1(0) = 0.5, x2(0) = 0.5, x3(0) = 0.5, x̂1(0) = 0, x̂2(0) = −1, x̂3(0) = −1, v̂(0) = 0.5
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Fig. 5.1 – Mesures bruitées de la sortie

0 0.5 1 1.5 2

−10

−5

0

5

10

15

20

x
1
 

temps 

SIMULE 

ESTIME 

0 0.5 1 1.5 2
−15

−10

−5

0

5

10

15

20

25

30
x

2
 

temps 

SIMULE 

ESTIME 

0 0.5 1 1.5 2

−10

0

10

20

30

40

50

x
3
 

temps 

SIMULE 

ESTIME 

Fig. 5.2 – Estimation de x1, x2 et x3
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Fig. 5.3 – Estimation de l’entrée inconnue v

Avant d’être utilisée par l’observateur, la sortie y a été bruitée par un bruit blanc centré

de variance égale à 0.01 (cf. figure 5.1). Les résultats de simulation sont donnés dans

les figures 5.2 et 5.3. Dans la première figure 5.2, les estimés des états x̂1, x̂2, x̂3 délivrés

par l’observateur (5.35) sont comparés à leurs vraies valeurs issues de la simulation du

modèle (5.34). Dans la figure 5.3, l’estimation de l’entrée inconnue v̂ est comparée à son

évolution donnée par l’expression (5.36). On rappelle que cette expression est inconnue par

l’observateur. Les résultats ainsi obtenus montrent clairement que les états non mesurés

ainsi que l’entrée inconnue sont ”bien” estimés par l’observateur proposé.

5.5.2 Exemple pour le cas m1 < p

On considère le système dynamique suivant,























ẋ1 = (2 + sin(x1))x2 − 2x1 + v

ẋ2 = −x3
2 − v

y1 = x1 − v

y2 = x3
1 + v

(5.37)

où l’état du système x =

(

x1

x2

)

∈ IR2 et l’entrée inconnue v ∈ IR.

Le système (5.24) est maintenant sous la forme 5.37 et nous avons W =

(

W1

W2

)

avec

W1 = −1,W2 = 1. Nous avons donc Rang(W ) = m = m1 = 1 < p = 2.

L’approche proposée consiste à utiliser y1 pour exprimer v qui est ensuite remplacé dans

l’équation du modèle et dans celle de y2 par cette expression. Ces manipulations donnent

lieu au système suivant :
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









ẋ1 = (2 + sin(x1))x2 − x1 − y1

ẋ2 = −x3
2 + y1 − x1

y2 = x3
1 + x1 − y1

(5.38)

Ce système appartient à la classe de systèmes uniformément observables (3.11) présentée

au chapitre 3 et l’on peut donc synthétiser un observateur de type (3.19) qui s’écrit dans

ce cas sous la forme suivante :















˙̂x1 = (2 + sin(x̂1))x̂2 − x̂1 − y1 −
2θ

1 + 3x̂2
1

(x̂3
1 + x̂1 − y1 − y2)

˙̂x2 = −x̂3
2 + y1 − x̂1 −

θ2

(2 + sin(x̂1))(1 + 3x̂2)
(x̂3

1 + x̂1 − y1 − y2)
(5.39)

L’estimée de l’entrée inconnue v̂ se déduit à celle de x̂ par

v̂ = x̂1 − y1 (5.40)

Pour la simulation, l’expression suivante de v (inconnue par l’observateur) a été choisie :

v = 5 sin(5πt) (5.41)

le modèle (5.38) et l’observateur (5.39) ont été simulés en considérant les conditions ini-

tiales suivantes :

x1(0) = 1.5, x2(0) = 1.5, x̂1(0) = −3, x̂2(0) = 0
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Fig. 5.4 – Mesures bruitées de y1 et y2
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Fig. 5.5 – Estimation de x1, x2 et v

Avant d’être utilisée par l’observateur, chacune des sorties y1 et y2 a été bruitée par un

bruit blanc centré de variance égale à 0.3 (cf. figure 5.4). Les estimées des états x1, x2

ainsi que celle de l’entrée inconnue v sont présentées dans les figures . On note encore la

bonne qualité des estimations délivrées par l’observateur.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthodologie pour la synthèse d’observateurs

à entrées inconnues pour les systèmes non linéaires affectés par des entrées inconnues à la

fois au niveau de la dynamique de l’état qu’au niveau de la sortie. Deux situations ont été

considérées selon que le nombre d’entrées inconnues est égal ou est strictement inférieur

au nombre de sorties. Dans chaque cas, un observateur approprié a été proposé sous des

conditions suffisantes qui découlent directement des conditions nécessaires et suffisantes

bien établies pour les systèmes linéaires. D’ailleurs, comme au chapitre précédent, nous

sommes revenus sur ces conditions nécessaires et suffisantes pour en donner une reformu-

lation plus précise lorsque le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues.
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Deux exemples ont été données et ils ont permis d’illustrer les bonnes performances des

observateurs proposés dans les deux cas traités.
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Chapitre 6

Nouvelle forme canonique observable
pour les SNL MIMO

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle forme canonique observable pour les

systèmes non linéaires multi-sorties uniformément observables qui inclut les deux formes

observables (3.1) et (3.9) présentées au chapitre 3. Nous proposons ensuite la synthèse

d’un observateur à partir de cette forme. Pour la synthèse de l’observateur, nous nous

sommes inspirés du travail de [BH02]) où les auteurs ont considéré une classe assez générale

de systèmes non linéaires satisfaisant certaines propriétés structurelles sous lesquelles ils

ont proposé un observateur. La classe considérée est un ensemble de sous systèmes non

linéaires couplés, chacun de ses sous systèmes étant triangulaire par rapport à ses propres

variables mais le couplage entre deux systèmes n’est pas forcément triangulaire mais sa-

tisfait à des contraintes spécifiques garantissant l’uniforme observabilité du système.

Nous proposons de rappeler la classe de systèmes ainsi que l’observateur associé proposés

par [BH02]), ensuite nous présenterons la forme observable incluant les formes (3.1) et

(3.9) et nous détaillerons la synthèse de l’observateur proposé.

6.1 Classe de systèmes uniformément observables avec

un couplage non triangulaire

Dans [BH02], les auteurs ont considéré la classe suivante de systèmes MIMO :

{

ẋ = Ax+ ϕ(u, x)

y = Cx
(6.1)
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où l’état x =













x1

x2

...

xp













∈ IRn, avec xk =













xk
1

xk
2
...

xk
nk













∈ IRnk ,

xk
i ∈ IR, i = 1, . . . , nk, k = 1, . . . , p,

p
∑

k=1

nk = n ; la sortie du système y =













y1

y2

...

yp













∈ IRp

avec yk ∈ IR, k = 1, . . . , p ; A =









A1

. . .

Ap









, Ak =













0 1 0
...

. . .

0 . . . 0 1

0 . . . 0 0













, C =









C1

. . .

Cp









, Ck =
[

1 0 . . . 0
]

, la fonction non linéaire ϕ(u, x) =













ϕ1(u, x)

ϕ2(u, x)
...

ϕq(u, x)













∈

IRn, ϕk(u, x) =













ϕk
1(u, x)

ϕk
2(u, x)

...

ϕk
λk

(u, x)













∈ IRnk avec ϕk
i (u, x) ∈ IR, k = 1, . . . , p.

Les deux hypothèses suivantes sont adoptées :

(H1) Il existe deux ensembles d’entiers {σ1, . . . , σp}, {δ1, . . . , δp}, avec δk > 0, k = 1, . . . , p

tels que :

Pour k, l = 1, . . . , p ; i = 1, . . . , nk et j = 2, . . . , nl, on a :

Si
∂ϕk

i

∂xl
j

(u, x) 6= 0 pour un certain j ≥ 2 alors σk
i +

δk

2
> σl

j −
δl

2

où σk
i = σk + (i− 1)δk.

(H2) La fonction ϕ est globalement lipschitzienne en x, localement uniformément en u.

On remarque que l’hypothèse (H1) implique en particulier que chaque bloc est triangulaire

par rapport à ses propres variables, c’est-à-dire que l’on a :

∂ϕk
i

∂xk
j

(u, x) ≡ 0 pour j ≥ i+ 1 et 1 ≤ i ≤ nk − 1
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Les auteurs proposent ensuite le système dynamique suivant :

˙̂x = Ax̂+ ϕ(u, x̂) − S−1
Θ CT (Cx̂− y) (6.2)

avec :

i)

x̂k
1 = yk pour k = 1, . . . , p (injection de sortie)

x̂k
i = x̂k

i pour i 6= 1

ii) u et y sont respectivement l’entrée et la sortie connues du système (6.1).

iii) SΘ = diag (Sθδ1 , Sθδ2 , . . . , Sθδp ) est une matrice diagonale par blocs où chaque matrice

Sθδk , k = 1, . . . , p, est la solution unique de :

θδkSθδk + AT
k Sθδk + SθδkAk = CT

k Ck

Le théorème suivant est donné dans [BH02] :

Théorème 6.1. Sous les hypothèses (H1) et (H2), nous avons :

∀M > 0; ∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0; ∃λθ > 0; ∃µθ > 0 tel que ‖x̂(t) − x(t)‖ ≤ λθe
−µθt‖x̂(0) − x(0)‖

pour toute entrée admissible u telle que Essup‖u(t)‖ ≤M . De plus, lim
θ→+∞

µθ = +∞. En

d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le système (6.2) est un observateur

exponentiel pour le système (6.1).

Comme le soulignent les auteurs, l’approche qu’ils proposent souffre de deux inconvénients :

1) Le premier réside dans le fait que l’existence des deux ensembles d’entiers stipulé par

l’hypothèse (H1) dépend du système de coordonnées.

2) L’autre inconvénient qui n’est pas indépendant du premier réside dans le calcul d’un

système de coordonnées dans lequel l’hypothèse (H1) est vérifiée.

Notons que pour la recherche des deux ensembles d’entiers de l’hypothèse (H1), les au-

teurs proposent une procédure se basant sur la résolution de systèmes linéaires.

Dans [BH02], les auteurs ont discuté de l’existence des deux ensembles d’entiers en adop-

tant une approche par graphe. En se basant sur cette approche, ils ont donnés une in-

terprétation aux entiers cherchés. Ils ont en particulier exhibé à travers quelques exemples
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certaines classes de systèmes non linéaires uniformément observables qui ne satisfont pas

l’hypothèse (H1).

Dans ce qui suit, nous allons introduire une classe de systèmes uniformément observables

qui inclut les systèmes (3.1) et (3.9) pour laquelle nous allons proposer un observateur.

Toutefois, pour mieux appréhender cette classe de systèmes et en particulier mieux situer

l’apport de ce travail par rapport à la forme (6.1) proposée par [BH02], nous proposions

de présenter un exemple de systèmes uniformément observables, tiré de [BH02], pour

lesquelles les deux ensembles d’indices n’existent pas et qui se met sous la forme (3.1) à

l’aide de la transformation (3.12). En effet, considérons le systèmes suivant :







































































ẋ1
1 = x1

2 + u1x
2
2 = x1

2 + ϕ1
1(u, x)

ẋ1
2 = x1

3 = x1
3 + ϕ1

2(u, x)

ẋ1
3 = u1x

2
4 + u2 = ϕ1

3(u, x)

ẋ2
1 = x2

2 = x2
2 + ϕ2

1(u, x)

ẋ2
2 = x2

3 + u1x
1
3 = x2

3 + ϕ2
2(u, x)

ẋ2
3 = x2

4 = x2
4 + ϕ2

3(u, x)

ẋ2
4 = u3 = ϕ2

4(u, x)

y1 = x1
1

y2 = x2
1

(6.3)

Pour cet exemple, l’hypothèse (H1) n’est pas satisfaite. En effet, supposons, qu’il existe

deux ensembles d’entiers {σ1, σ2} et {δ1, δ2} satisfaisant (H1). Nous avons alors :

∂ϕ1
1

∂x2
2

(u, x) 6= 0 =⇒ σ1
1 +

δ1

2
> σ2

2 −
δ2

2
=⇒ σ1 − σ2 >

1

2
(δ2 − δ1) (6.4)

∂ϕ1
3

∂x2
4

(u, x) 6= 0 =⇒ σ1
3 +

δ1

2
> σ2

4 −
δ2

2
=⇒ σ1 − σ2 >

5

2
(δ2 − δ1) (6.5)

∂ϕ2
2

∂x1
3

(u, x) 6= 0 =⇒ σ2
2 +

δ2

2
> σ1

3 −
δ1

2
=⇒ σ2 − σ1 >

3

2
(δ1 − δ2) (6.6)

Il est clair que les conditions (6.4), (6.5) et (6.6) sont incompatibles et l’hypothèse (H1)

n’est donc pas satisfaite pour cet exemple.

Par ailleurs, le système (6.3) peut se mettre sous la forme (3.11) en le récrivant comme
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suit






























































ẋ1 =

(

1 u1

0 1

)

x2 = f1(u, x
2)

ẋ2 =

(

1 0

u1 1

)

x3 = f2(u, x
3)

ẋ3 =

(

0 u1

0 1

)

x4 +

(

u2

0

)

= f3(u, x
4)

ẋ4 = u3 = f4(u, x)

y = x1

avec x1 =

(

x1
1

x2
1

)

, x2 =

(

x1
2

x2
2

)

, x3 =

(

x1
3

x2
3

)

, x4 = x2
4.

Ce système peut se mettre donc à l’aide la transformation (3.12) sous la première forme

canonique (3.1) pour la quelle l’observateur de type grand gain (3.4) a été proposé.

6.2 Nouvelle forme canonique observable

Soit la classe de systèmes suivante :

{

ẋ = Ax+ ϕ(u, x)

y = Cx
(6.7)

où l’état x =













x1

x2

...

xq













∈ IRn, avec xk =













xk
1

xk
2
...

xk
λk













∈ IRnk , xk
i ∈ IRpk , i = 1, . . . , λk,

k = 1, . . . , q,

q
∑

k=1

nk = n ; la sortie du système y =













y1

y2

...

yq













∈ IRp avec yk ∈ IRpk ,

k = 1, . . . , q

et

q
∑

k=1

pk = p ; A =









A1

. . .

Aq









, Ak =













0 Ipk
0

...
. . .

0 . . . 0 Ipk

0 . . . 0 0













, C =









C1

. . .

Cq









,

Ck =
[

Ipk
0 . . . 0

]

; ϕ(u, x) =













ϕ1(u, x)

ϕ2(u, x)
...

ϕq(u, x)













∈ IRn ; ϕk(u, x) =













ϕk
1(u, x)

ϕk
2(u, x)

...

ϕk
λk

(u, x)













∈
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IRnk où chaque fonction ϕk
i (u, x) ∈ IRpk , k = 1, . . . , q, possède la structure suivante :

• pour 1 ≤ i ≤ λk − 1 :

ϕk
i (u, x) = ϕk

i (u, x
1, x2, . . . , xk−1; xk

1, . . . , x
k
i ; x

k+1
1 , xk+2

1 , . . . , x
q
1) (6.8)

• pour i = λk :

ϕk
λk

(u, x) = ϕk
λk

(u, x1, x2, . . . , xq) (6.9)

Remarques 6.1.

1. Notons que la classe de systèmes considérée (6.7) peut s’interpréter comme une généralisation

de celle présentée par la deuxième forme canonique (3.9) et cette généralisation se fait

dans deux sens. Premièrement, la sortie xk
1 de chaque sous-système k du système (6.7)

n’est pas un scalaire comme dans (3.9) mais appartient à IRpk . La deuxième généralisation

est liée à la structure de la fonction ϕk
λk

(u, x) qui dépend ici de tout l’état x. Dans (3.9),

cette fonction a la même structure que ϕk
λk

(u, x) pour i 6= λk, c’est-à-dire qu’elle ne dépend

pas des variables appartenant aux blocs inférieurs.

2. Il est clair que le système (6.7) inclut la classe de systèmes représentée par la première

forme canonique (3.1) puisque cette dernière se déduit de (6.7) en prenant q = 1, c’est-

à-dire en considérant toutes les sorties au sein d’un même bloc.

3.On notera aussi qu’au sein d’un bloc k, les sous-composantes xk
i ont toutes la même

dimension pk et que nk = λkpk. Ceci ne devrait pas être interprétée comme étant une

limitation. En effet, le problème aurait pu se formuler autrement en prenant xk
i ∈ IRpk

i

avec pk = pk
1 ≥ pk

2 ≥ . . . ≥ pk
λk

et

λk
∑

i=1

pk
i = nk. On peut alors montrer qu’un tel système

peut se mettre à l’aide de la transformation (3.12) introduite au chapitre 2 sous la forme

du système (6.7), c’est-à-dire avec des sous blocs xk
i ayant tous la même dimension pk.

Pour la clarté de l’exposé, nous avons préféré partir directement du système (6.7).

6.3 Synthèse de l’observateur

Comme dans tous les travaux traitant de la synthèse d’observateurs à grand gain (se

référer par exemple à [BH91, GHO92, HF03, FMR04]), nous avons besoin de l’hypothèse

suivante :

(H1) ϕ(u, x) est une fonction globalement Lipschitzienne en x, localement uniformément

en u.
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Avant de donner les équations de l’observateur, nous allons introduire quelques notations

et résultats préliminaires :

• Soit ∆k(θ) une matrice diagonale définie par :

∆k(θ) =

















Ipk

1

θδk
Ipk

. . .
1

θδk(λk−1)
Ipk

















(6.10)

où θ > 0 est un réel et les δk sont des réels positifs définis comme suit :










δk =

q
∏

i=k+1

(λi − 1) pour 1 ≤ k ≤ q − 1;

δq = 1

(6.11)

• Soit Sk la solution unique de l’équation algébrique de Lyapunov suivante :

Sk + AT
k Sk + SkAk = CT

k Ck (6.12)

L’expression de Sk est rappelée au chapitre 3 où il a aussi été rappelé que nous avons en

particulier

S−1
k CT

k =













C1
nk
Ipk

C2
nk
Ipk

...

Cnk
nk
Ipk













Soit maintenant le système dynamique décrit par les q blocs suivants :

˙̂xk = Akx̂
k + ϕ(u, x̂k) − θδk∆−1

k (θ)S−1
k CT

k (Ckx̂
k − yk) (6.13)

pour k = 1, . . . , q avec

• x̂ =













x̂1

x̂2

...

x̂q













∈ IRn, x̂k =













x̂k
1

x̂k
2
...

x̂k
λk













∈ IRnk , x̂k
i ∈ IRpk , i = 1, . . . , λk, k = 1, . . . , q.

• x̂k
1 = xk

1 (injection de sortie) pour k = 1, . . . , q.

• x̂k
j = x̂k

j si j 6= 1.

• ek
1 = x̂k

1 − xk
1.

• u et y sont respectivement l’entrée et la sortie connues du système (6.7).

Nous énonçons le théorème suivant :
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Théorème 6.2. Supposons que système (6.7) satisfait l’hypothèse (H1), alors :

∀M > 0; ∃θ0 > 0; ∀θ ≥ θ0; ∃λθ > 0; ∃µθ > 0 tel que ‖x̂(t) − x(t)‖ ≤ λθe
−µθt‖x̂(0) − x(0)‖

pour toute entrée admissible u telle que Essup‖u(t)‖ ≤M . De plus, lim
θ→+∞

µθ = +∞. En

d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le système (6.13) est un observateur

exponentiel pour le système (6.7).

Démonstration de Théorème (6.2) :

Soit e(t) = x̂(t)−x(t) l’erreur d’estimation et soit ek(t) la kième composante de e(t) . Pour

alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambigüıté, nous omettrons dans la suite la

variable temps t. Nous avons :

ėk = Ake
k + ϕk(u, x̂) − ϕk(u, x) − θδk∆−1

k (θ)S−1
k CT

k Cke
k
1 (6.14)

où u est une commande admissible telle que ‖u‖∞ ≤M , M > 0 est une constante donnée.

Avant de donner la fonction de Lyapunov, nous avons besoin de la matrice diagonale

suivante,

Λk(θ) =













1

θσk
1

Ipk

. . .
1

θ
σk

λk

Ipk













(6.15)

où

σk
i = σk

1 + (i− 1)δk; i = 1, · · · , λk; k = 1, · · · , q; (6.16)

et les σk
1 , k = 1, . . . , q sont des réels qui seront spécifiés ultérieurement.

Les identités suivantes peuvent être vérifiées par un simple calcul :

• Λk(θ) = θ−σk
1 ∆k(θ)

• Λk(θ)AkΛ
−1
k (θ) = θδkAk

• CkΛ
−1
k (θ) = θσk

1Ck

• Ck∆
−1
k (θ) = Ck

Posons ēk = Λk(θ)e
k pour k = 1, · · · , q. A partir de l’équation (6.14) et des identités

précédentes, nous obtenons :

˙̄ek = Λk(θ)AkΛk(θ)
−1ēk + Λk(θ)(ϕ

k(u, x̂) − ϕk(u, x)) − θδkΛk(θ)∆
−1
k (θ)S−1

k CT
k Ckθ

σk
1 ēk

1

= θδkAkē
k − θδkS−1

k CT
k Ckē

k
1 + Λk(θ)(ϕ

k(u, x̂) − ϕk(u, x)) (6.17)



6.3. SYNTHÈSE DE L’OBSERVATEUR 105

Soit maintenant la fonction de Lyapunov candidate

V (ē) = ēTSē =

q
∑

k=1

Vk(ē
k)

où Vk(ē
k) = ēkT

S1kē
k et S est la matrice diagonale par blocs : S = diag(S11, · · · , S1q).

Nous avons :

V̇k = ˙̄ekT

Skē
k + ēkT

Sk ˙̄ek

= 2θδk ēkT

SkAkē
k − 2θδk ēkT

CT
k Ckē

k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x)) (6.18)

Nous utilisons maintenant l’équation (6.12) pour exprimer ēkT

SkAkē
k. L’équation (6.18)

devient alors :

V̇k = −θδk ēkT

Skē
k − θδk ēkT

CT
k Ckē

k + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x))

≤ −θδkVk + 2ēkT

SkΛk(θ)(ϕ
k(u, x̂) − ϕk(u, x))

≤ −θδkVk + 2‖Skē
k‖‖Λk(θ)(ϕ

k(u, x̂) − ϕk(u, x))‖

≤ −θδkVk + 2
√

λk
maxVk

λk
∑

i=1

1

θσk
i

‖ϕk
i (u, x̂) − ϕk

i (u, x)‖

où λk
max est la plus grande valeur propre de Sk.

Il s’ensuit

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρk

√

λk
maxVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i ‖ēl
j‖

où ρk=sup{
∥

∥

∥

∥

∥

∂ϕk
i

∂xl
j

(u, x)

∥

∥

∥

∥

∥

; x ∈ IRn et ‖u‖∞ ≤ M} et χk,i
l,j est un entier qui est tel que

χ
k,i
l,j = 0 si

∂ϕk
i

∂xl
j

(u, x) ≡ 0 et χk,i
l,j = 1 sinon.

Maintenant, on a :

V̇k ≤ −θδkVk + 2ρk

√

λk
maxVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i ‖ēl‖

≤ −θδkVk + 2ρk

√

λk
maxVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i

√
Vl

√

λl
min

où λl
min est la plus petite valeur propre de Sl.

Ainsi,

V̇k ≤ −(
√
θδkVk)

2+2ρkµS

√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

χ
k,i
l,j θ

σl
j−σk

i −
δk
2
−

δl
2

√

θδlVl
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où µS =

√

λmax(S)

λmin(S)
.

Pour la suite de la démonstration, nous allons procéder comme suit. Nous allons supposer

dans un premier temps que les σk
1 , k = 1, . . . , q peuvent être choisis de sorte que la

condition suivante suivante soit satisfaite :

si χk,i
l,j = 1 alors σl

j − σk
i − δk

2
− δl

2
≤ −ε < 0 (6.19)

Ensuite, nous montrerons qu’un tel choix est possible et nous donnerons un ensemble de

réels σk
1 et ε > 0 qui vérifient la condition (6.19).

Supposons donc que les σk
1 vérifient (6.19) et que θ ≥ 1. On obtient :

V̇k ≤ −(
√

θδkVk)
2 + 2ρkµS

√

θδkVk

λk
∑

i=1

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

θ−ε
√

θδlVl

≤ −(
√

θδkVk)
2 + 2λkρkµSθ

−ε
√

θδkVk

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

√

θδlVl

Maintenant, posons V ∗
k = θδkVk pour k = 1, · · · , q et V ∗ =

q
∑

k=1

V ∗
k . Notons que θV ≤

V ∗ ≤ θδ1V , où δ1 est donné par (6.11).

Nous avons :

V̇k ≤ −V ∗
k + 2λkρkµSθ

−ε
√

V ∗
k

q
∑

l=1

λl
∑

j=1

√

V ∗
l

≤ −V ∗
k + 2λknρkµSθ

−ε
√

V ∗
k

√
V ∗

≤ −V ∗
k + 2λknρkµSθ

−εV ∗

Il s’ensuit :

V̇ ≤ −V ∗ + 2n2ρµSθ
−εV ∗

≤ −(1 − 2n2ρµSθ
−ε)V ∗

où ρ=max{ρk, 1 ≤ k ≤ q}.

Finalement,

V̇ ≤ −θ(1 − 2n2ρµSθ
−ε)V

Soit maintenant θ0 un réel tel que 1 − 2n2ρµSθ
−ε
0 > 0. Nous avons :

∀θ ≥ θ0; ē(t)
TSē(t) ≤ exp(−µθt)ē(0)TSē(0)
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où µθ = θ(1 − 2n2ρµSθ
−ε).

Or,

‖ē(t)‖2 ≤ µ2
Sexp(−µθt)‖ē(0)‖2

Par conséquent

‖e(t)‖ ≤ λθexp(−
µθt

2
)‖e(0)‖2

où λθ = θ
σ

q
λq (θ)µS.

Pour terminer la preuve du théorème, il nous reste à exhiber un ensemble de σk
1 , k =

1, . . . , q et un réel ε > 0 vérifiant la condition (6.19). Pour ce faire, nous allons revenir sur

les couplages définis par (6.8) et (6.9) et faire le lien entre ces couplages et la valeur de

χ
k,i
l,j . Un examen simple de ces couplages montre que lorsque χk,i

l,j = 1, k, l ∈ {1, . . . , q} et

j ∈ {2, . . . , λl}, nous sommes forcément dans l’une des trois situations suivantes :

– k > l et i prend n’importe quelle valeur dans {1, . . . , λk} (un bloc peut contenir les

variables de tous les blocs qui le précèdent).

– k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j (structure triangulaire de chaque bloc).

– k < l et i = λk (le dernier sous bloc de chaque bloc peut dépendre de toutes les

variables).

Maintenant, pour k = 1, . . . , q, nous définissons les σk
1 comme suit :

σk
1 = (λ1 −

1

2
)δ1 − (λk −

1

2
)δk + (1 − 1

2k−1
) (6.20)

Avec un tel choix des σk
1 , nous avons :

σl
j − σk

i − δk

2
− δl

2
= σl

1 − σk
1 + (j − 3

2
)δl − (i− 1

2
)δk

= (λk −
1

2
)δk − (λl −

1

2
)δl + (j − 3

2
)δl − (i− 1

2
)δk − (

1

2l−1
− 1

2k−1
)

= (λk − i)δk + (j − λl − 1)δl − (
1

2l−1
− 1

2k−1
) (6.21)

Pour vérifier la condition (6.19), il suffit de considérer les trois situations précédentes.

Nous avons :

• k > l et i est quelconque dans {1, . . . , λk} :

D’après l’équation (6.21), on obtient :

σl
j − σk

i − δk

2
− δl

2
≤ (λk − 1)δk − δl − (

1

2l−1
− 1

2k−1
)

= δk−1 − δl − (
1

2l−1
− 1

2k−1
) (6.22)

Maintenant, à partir de l’expression de δk (équation (6.11)) et comme k − 1 ≥ l, on a

δk−1 − δl ≤ 0 (6.23)
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D’un autre côté, on a :

(
1

2l−1
− 1

2k−1
) =

1

2k−1
(

1

2l−k
− 1) =

1

2k−1
(2k−l − 1)

≥ 1

2k−1
(2 − 1) pour k ≥ l + 1

=
1

2k−1
(6.24)

En combinant les inégalités (6.22), (6.23) et (6.24), on obtient :

σl
j − σk

i − δk

2
− δl

2
≤ − 1

2k−1
≤ − 1

2q−1
(6.25)

• k = l et i ∈ {1, . . . , λk} avec i ≥ j :

L’équation (6.21) devient :

σl
j − σk

i − δk

2
− δl

2
= (j − i− 1)δk ≤ −δk ≤ −δq ≤ − 1

2q−1
(6.26)

• k < l et i = λk :

L’équation (6.21) devient :

σl
j − σk

i − δk

2
− δl

2
= (j − λl − 1)δl − (

1

2l−1
− 1

2k−1
)

≤ −δl + (
1

2k−1
− 1

2l−1
)

≤ −δl + (1 − 1

2q−1
)

= − 1

2q−1
(6.27)

Maintenant, il suffit de prendre ε =
1

2q−1
. Ceci termine la preuve du théorème.

Nous remarquons que l’observateur (6.13) a la même structure que celle de l’observateur

(6.2). Toutefois, les expressions des δk sont maintenant données par l’équation (6.11). De

même, les expressions des entiers σk
1 sont données par l’équation (6.11). Cette equation

reflète bien le fait que chaque σk
1 peut être interprété comme un indicateur du couplage

du bloc k avec le premier bloc. Ainsi, nous avons σ1
1 = 0.

6.4 Exemple

Les performances de l’observateur proposé sont illustrées en simulation dans ce paragraphe

à travers l’exemple suivant :
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





































































































ż1 = z3 − 0.01u1tanh(z1z2z5) − z1

ż2 = z4 − 0.01u2tanh(z1z2z5) − z2

ż3 = −z3
3 −

u1z6

1 + (z1z2z3z4z5z6z7)2

ż4 = −z4 +
u2z7

2 + tanh(z1z2z3z4z5z6z7)

ż5 = z6 + 0.01z1z2z3z4z5u1

ż6 = z7 − z6 + (1 − z2
1)z2z5 +

u1

1 + (z3z4)2
+
tanh(u2)

1 + z2
6

ż7 = −z7 + (1 − z2)
2z1z5 +

tanh(u1)

1 + (z6z7)2
+

u2

1 + (z3z4)2

y =







z1

z2

z5







(6.28)

Il est clair que le système (6.28) est sous la forme (6.7) avec :

x1 =

(

x1
1

x1
2

)

, x1
1 =

(

z1

z2

)

, x1
2 =

(

z3

z4

)

x2 =







x2
1

x2
2

x2
3






, x2

1 = z5, x
2
2 = z6, x

2
3 = z7

y =

(

y1

y2

)

, y1 =

(

z1

z2

)

, y2 = z5

(6.29)

Nous avons ainsi λ1 = 2 et λ2 = 3.

On notera que le système (6.28) n’appartient pas à la classe de systèmes représentée par

la forme (3.1), ni à celle représentée par (3.9).

Un observateur de type (6.13) a été synthétisé pour l’estimation des trajectoires de ce

système. Les équations de cet observateur s’écrivent comme suit :
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Les équations de cet observateur à grand gain se présentent comme suit :















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




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


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


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
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









































˙̂z1
˙̂z2
˙̂z3
˙̂z4













=













ẑ3

ẑ4

0

0













+



















−0.01u1 tanh(z1z2z5) − z1

−0.01u2 tanh(z1z2z5) − z2

−ẑ3
3 −

u1ẑ6

1 + (z1z2ẑ3ẑ4z5ẑ6ẑ7)
2

−ẑ4 +
u2ẑ7

2 + tanh(z1z2ẑ3ẑ4z5ẑ6ẑ7)



















−













2θδ1 0

0 2θδ1

θ2δ1 0

0 θ2δ1













(

ẑ1 − z1

ẑ2 − z2

)







˙̂z5
˙̂z6
˙̂z7






=







ẑ6

ẑ7

0






+













0.01z1z2ẑ3ẑ4z5u1

−ẑ6 + (1 − z2
1)z2z5 +

u1

1 + (ẑ3ẑ4)2
+

tanh(u2)

1 + ẑ2
6

−ẑ7 + (1 − z2)
2z1z5 +

tanh(u1)

1 + (ẑ6ẑ7)2
+

u2

1 + (ẑ3ẑ4)2













−







3θ

3θ2

θ3






(ẑ5 − z5)

où δ1 = (λ2 − 1) = 2 conformément à (6.11).

La simulation a été effectuée avec les conditions initiales suivante :

zi(0) = 1, ẑi(0) = −1, i = 1, . . . , 7

La valeur de paramètre θ utilisée au cours de la simulation est égale à
√

5. Les résultats

obtenus sont représentés sur les figures (6.1), (6.2) et (6.3) et ils montrent que les trajec-

toires estimées convergent rapidement vers leurs vraies valeurs issues de la simulation du

modèle.
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Fig. 6.1 – Comparaison des états estimés et simulés pour zi, i = 1, 2
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Fig. 6.2 – Comparaison des états estimés et simulés pour zi, i = 3, 4
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Fig. 6.3 – Comparaison des états estimés et simulés pour zi, i = 5, . . . , 7

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exhibé une forme canonique observable pour les systèmes

non linéaires uniformément observables qui inclut toutes les formes existantes. Nous tra-

vaillons maintenant pour donner une condition suffisante, portant sur les couplages entre

les différents blocs, pour qu’un système uniformément observable puisse se mettre sous la

forme proposée.
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Chapitre 7

Application aux réacteurs biochimiques

Il est bien connu de nos jours qu’une difficulté essentielle concernant les procédés (bio)chimiques

réside dans le manque, dans la plupart des cas, d’une instrumentation robuste et peu

coûteuse adaptée à la supervision en ligne. Par exemple, à l’heure actuelle, il y a peu

de capteurs capables de fournir en temps réel des mesures directes fiables des variables

biologiques ou biochimiques nécessaires à la mise en oeuvre de stratégies de commande

automatique performantes. Les variables principales, c’est-à-dire les concentrations en bio-

masse, substrat ou produit doivent le plus souvent être déterminées par des analyses en

laboratoire, dont la durée et le coût limitent forcément la fréquence des mesures.

Pour pallier ces problèmes, plusieurs auteurs ont proposé des techniques permettant

d’avoir des estimations en ligne, non seulement des concentrations en composés, mais

aussi celles des vitesses de réactions qui constituent elles aussi de très bons indicateurs

sur le fonctionnement du procédé. Les avantages qui résident derrière l’estimation des

vitesses de réactions sont multiples. En effet, une telle estimation épargne l’utilisateur du

choix d’une loi pour la vitesse à modéliser ainsi que des études d’identifiabilité et d’iden-

tification des coefficients apparaissant dans la loi ainsi choisie. De plus, l’estimation ainsi

obtenue peut être utilisée a posteriori pour la recherche de corrélations possibles entre

la vitesse de réaction et les différents autres paramètres tels que les concentrations en

composés, la température, le pH, etc.

Plusieurs méthodes ont été rapportées dans la littérature pour l’estimation des concen-

trations en composés ainsi que celle des vitesses (ou chaleurs) de réactions à partir de

la mesure de certaines concentrations. On peut citer notamment les travaux décrits dans

[BVR89, PB89a, PB89b, SS92, SS32] pour l’estimation des paramètres dans les réacteurs

chimiques et ceux de [WS84, STSS89, BD90, FBH98] pour l’estimation des concentrations

et des vitesses de réactions dans les bioréacteurs.

Nous proposons dans ce travail une approche systématique pour la synthèse d’observa-

teurs pour l’estimation d’états et de paramètres dans les réacteurs biochimiques. Cette

approche est basée sur l’utilisation des observateurs à entrées inconnues présentés au cha-
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pitre 4. L’idée derrière l’utilisation de ces observateurs consiste à considérer les vitesses de

réactions comme des entrées inconnues que l’on cherchera alors à estimer conjointement

avec l’état du système, c’est-à-dire les concentrations en composés, avec la température

dans le cas des réacteurs chimiques.

Dans ce qui suit, nous allons introduire un modèle dynamique de bilan unifié pour le

bioréacteur et le réacteur chimique. Nous nous appuierons ensuite sur ce modèle pour

montrer comment l’on peut appliquer les résultats du chapitre 4 pour la synthèse d’ob-

servateurs à entrées inconnues pour les réacteurs biochimiques.

7.1 Modèle du réacteur biochimique

Le modèle dynamique associé à un bioréacteur est généralement un ensemble d’équations

de bilan de matière associées aux composés impliqués dans l’ensemble des réactions ayant

lieu au sein du réacteur. Pour le réacteur chimique, le même bilan de matière est considéré

et le modèle dynamique du réacteur est obtenu en augmentant ce modèle par une équation

de bilan d’énergie. Dans plusieurs applications, en particulier celles ne faisant pas in-

tervenir des composés en phase gazeuse, l’équation de bilan d’énergie se résume à une

équation décrivant la dynamique de la température au sein du réacteur. Ainsi, le modèle

dynamique d’une grande classe de réacteurs biologiques et chimiques parfaitement agités,

tenant compte éventuellement des phénomènes de recyclage et/ou d’accumulation, peut

s’écrire comme suit :

ṪR = − 1

ρRcpR

∆HT r(t) −Q+ dTR
(TRin − TR) (7.1)

Ċ = Y r(C, t) −DCC + F −G (7.2)

où

C = (C, . . . , CN)T : vecteur des concentrations en composés ∈ IRN (g.l−1)

F = (F1, . . . , FN)T : vecteur des débits massiques d’alimentation ∈ IRN (g.l−1.s−1)

G = (G1, . . . , GN)T : vecteur des débits massique de sortie sous forme gazeuse (pour les

bioréacteurs) ∈ IRN (g.l−1.s−1)

Y : matrice des coefficients de rendement (stoechiométriques) N ×M

r = (r1, . . . , rM)T : vecteur des vitesses de réactions ∈ IRM (g.l−1.s−1)

DC : matrice des taux de dilution relative aux composés ∈ IRN × IRN (s−1)

TR : température à l’intérieur du réacteur chimique ∈ IR (K)

dTR
: taux de dilution global relatif aux composés ajoutés ∈ IR (s−1)

∆HT = (∆H1, . . . ,∆HM) : vecteur des enthalpies de réactions ∈ IRM (kJ.g−1)

TRin : température à l’entrée du réacteur ∈ IR (K)
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ρR : densité du milieu réactionnel ∈ IR (g.l−1)

cpR : chaleur spécifique du milieu réactionnel ∈ IR (kJ.g−1.K−1)

Q : flux de chaleur normalisé ∈ IR (K.s−1).

Rappelons que pour le réacteur chimique, tous les composés sont supposés être en phase

liquide et le vecteur G est donc nul dans ce cas.

Le modèle général (7.1)-(7.2) peut s’écrire sous la forme condensée suivante :

ξ̇ = Kr −Dξ +W (7.3)

où ξ
∆
=

(

TR

C

)

K
∆
=





−∆HT

ρRcpR

Y



 W =

(

dTR
TRin −Q

F

)

et D
∆
=













dTR
0 . . . 0

0
... DC

0













pour les réacteurs chimiques

et ξ
∆
= C K

∆
= Y W

∆
= F −G D

∆
= DC pour les bioréacteurs

Notre objectif consiste à synthétiser des observateurs pour l’estimation en ligne des vi-

tesses de réactions ainsi que des concentrations non mesurées et ce à partir de la mesure

de quelques concentrations. Pour ce faire, nous supposons que les conditions (réalistes)

suivantes sont satisfaites :

(C1) K, D et W sont connus (mesurés ou fixés par l’utilisateur). De plus, la température

TR est mesurée lorsque le réacteur chimique est considéré.

(C2) Si l’on considère la partition suivante de l’état ξ =

(

ξ1

ξ2

)

où ξ1 désigne l’état

mesuré et ξ2 représente l’état non mesuré et si l’on note par K =

(

K1

K2

)

la partition

de K issue de cette partition de ξ , alors nous avons rang(K1) = rang(K) = M .

Dans la plupart des cas, le nombre de mesures est très limité. Nous allons adopter dans

la suite comme nombre de mesures le plus petit nombre satisfaisant la condition (C2),

c’est-à-dire M et le nombre de mesures disponibles est donc égal au nombre de réactions.

Notons que les conditions (C1) et (C2) sont raisonnables et elles ont toujours été adoptées

dans la plupart des travaux traitant de l’observation des réacteurs biochimiques (cf. par

exemple [BO86, BD90, FHJL99]).

Comme le nombre de mesures est égal au nombre d’entrées inconnues, nous devons discu-

ter les hypothèses (H1), (H2) et (H3′) pour justifier l’application des observateurs proposés
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au chapitre 4 aux réacteurs biochimiques.

Avant de discuter ces hypothèses, nous récrivons le modèle (7.3) en considérant la partition

de l’état

ξ =

(

ξ1

ξ2

)

(7.4)

faisant apparâıtre les états mesurés, ξ1, d’une part et ceux non mesurés, ξ2 de l’autre.

Pour ce faire, on distingue la partition suivante de la matrice D issue de celle de ξ sous

la forme (7.4) :

D(t) =

(

D11(t) D12(t)

D21(t) D22(t)

)

(7.5)

Le modèle (7.3) peut alors s’écrire comme suit

ξ̇1 = K1r −D11ξ
1 −D12ξ

2 +W 1

ξ̇2 = K2r −D21ξ
1 −D22ξ

2 +W 2 (7.6)

où W =

(

W 1

W 2

)

est la partition de W issue de celle de ξ sous la forme (7.4).

L’hypothèse (H1) requiert que RangK1 = M , ce qui est stipulée par la condition (C2) et

l’hypothèse (H1) est donc satisfaite.

L’hypothèse (H2) stipule la bornitude de la dérivée par rapport au temps des entrées

inconnues. Ici, les entrées inconnues sont les vitesses de réactions et cette hypothèse est

aussi satisfaite par des considérations physiques.

Comme l’hypothèse (H1) est satisfaite, nous pouvons considérer le changement de coor-

données (4.32) qui revient dans ce cas à considérer la transformation suivante :

ξ̄1 = ξ1

ξ̄2 = ξ2 −K2K1−1

ξ1 (7.7)

Ce changement de variables est le même que celui proposé par [BD90] pour le bioréacteur

lorsque la matriceD(t) est scalaire puis il a été généralisé dans le cas matriciel par [Che92].

Il a aussi été considéré par [Doc03].
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Le système (7.6) s’écrit dans les nouvelles coordonnées comme suit :

˙̄ξ1 = K1r −D11ξ̄
1 −D12

(

ξ̄2 +K2K1−1

ξ̄1
)

+W 1

˙̄ξ2 = −D21ξ̄
1 −D22ξ2 +W 2 −K2K1−1 (−D11ξ̄

1 −D12ξ
2 +W 1

)

= −
(

D22 −K2K1−1

D12

)

ξ2 − (D21ξ̄
1 −K2K1−1

D11)ξ̄
1 +W 2 −K2K1−1

W 1

= −
(

D22 −K2K1−1

D12

)(

ξ̄2 +K2K1−1

ξ̄1
)

− (D21ξ̄
1 −K1−1

D11)ξ̄
1 +W 2 −K2K1−1

W 1

= −
(

D22 −K2K1−1

D12

)

ξ̄2 +W 2 −K2K1−1

W 1

− (D21ξ̄
1 −K1−1

D11 +D22 −K2K1−1

D12)ξ̄
1 (7.8)

Revenons maintenant à l’hypothèse (H3′). Elle se traduit dans ce cas par la condition

suivante :

– (C) La matrice F (t)
∆
= −D22(t) +K2 (K1)

−1
D12(t) est stable pour tout t ≥ 0

On notera à partir du système (7.8) que cette condition est nécessaire pour la stabilité de

ce système. On pourra se référer à [Che92] où des conditions nécessaires et nécessaire et

suffisantes portant sur les termes de la matrice F (t) sont données pour que la condition

(C) soit satisfaite.

Les hypothèses (H1), (H2) et (H3′) étant vérifiés, un observateur de type (4.106) peut être

synthétisé pour l’estimation de r et ξ2 à partir de ξ1. Comme la matrice K est constante,

nous donnons l’équation de l’observateur dans les coordonnées en ξ̄. Les variables origi-

nales ξ1 et ξ2 peuvent ensuite être directement déduites à partir de (7.7).

Les équations de l’observateur sont :



















































˙̄̂
ξ1 = K1r −D11ξ̄

1 −D12

(

ξ̄2 +K2K1−1

ξ̄1
)

+W 1 − 2θ( ˆ̄ξ1 − ξ̄1)

˙̂r = −θ2K1−1

( ˆ̄ξ1 − ξ̄1)
˙̄̂
ξ2 = −

(

D22 −K2K1−1

D12

)

ˆ̄ξ2 +W 2 −K2K1−1

W 1

− (D21ξ̄
1 −K1−1

D11 +D22 −K2K1−1

D12)ξ̄
1

ξ̂1 = ˆ̄ξ1

ξ̂2 = ˆ̄ξ2 +K2K1−1

ξ̂1

où θ > 0 est le seul paramètre de réglage de l’observateur.

7.2 Exemples

Dans ce paragraphe, nous allons considérer deux exemples. Le premier est relatif à un

bioréacteur et le second est dédié à un réacteur chimique. Dans chaque cas, nous allons
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faire la synthèse d’un observateur de type (7.9) pour l’estimation des vitesses de réactions

et des concentrations au sein de ces réacteurs.

7.2.1 Exemple 1 : bioréacteur

Nous considérons une culture microbienne simple dans laquelle une biomasse x2 se développe

en consommant un substrat x1 au sein d’un réacteur infiniment mélangé. Pour simplifier

et sans perte de généralité, nous négligeons les phénomènes de maintenance et de mor-

talité qui accompagnent généralement le processus de croissance (si considérés, de tels

phénomènes peuvent être associés à des vitesses de réactions que l’on cherchera à esti-

mer). On suppose que le réacteur fonctionne en mode continu avec un taux de dilution

D(t) et une concentration d’alimentation en substrat sin(t). Dans cet exemple, nous re-

marquons que le taux de dilution est un scalaire.

Un modèle dynamique du procédé ainsi décrit peut s’écrire comme suit
{

ẋ1(t) = D(t)(sin(t) − x1(t)) − kr(t)

ẋ2(t) = −D(t)x2(t) + r(t)
(7.9)

où x1(t) et x2(t) désignent respectivement les concentrations du substrat et de la biomasse ;

r(t) est la vitesse de réaction ; k est le coefficient du rendement. L’objectif consiste à

estimer la concentration du biomass x2(t) et la vitesse de réaction r(t) à partir de la

mesure x1(t). Pour ce faire, on fait appel à un observateur du type (7.9) qui s’écrit dans

ce cas sous la forme suivante :






























˙̂x1(t) = D(t)(sin(t) − x̂1) − kr̂(t) − 2θ(x̂1(t) − x1(t))

˙̂r(t) =
θ2

k
(x̂1(t) − x1(t))

˙̄̂x2(t) = −D(t)(ˆ̄x2 −
sin

k
)

x̂2(t) = ˆ̄x2 −
x̂1

k

(7.10)

où x̂1, x̂2 et r̂ désignent respectivement les estimée de x1, x2 et r.

Remarquons ici, que la condition portant sur le taux de dilution D est satisfaite si ce

signal est à excitation persistante.

7.2.1.1 Résultats de simulation

Pour simuler le modèle du procédé (7.9) afin de générer des pseudo-mesures du substrat,

nous devrons expliciter la vitesse de réaction r(t) pour laquelle nous avons choisi l’expres-

sion suivante

r(t) =
µmaxx1

Ks + x1
x2 (7.11)
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où µmax, Ks sont deux constantes.

L’observateur (7.10) a été simulé en utilisant comme mesures de substrat la trajectoire de

x1 issue de la simulation du modèle (7.9). Pour se rapprocher du cas réel, un bruit additif

centré de type gaussien de variance égale à 10−3 a été ajouté à ces mesures avant d’être

utilisées par l’observateur (cf. figure 7.1).
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Fig. 7.1 – Mesures bruitées du substrat x1

Durant la simulation, le taux de dilution D(t) est supposé variant dans le temps et son

évolution est représentée dans la figure 7.2. La concentration d’alimentation en substrat

a été prise constante. Les valeurs des paramètres utilisées au cours de la simulation sont :

µmax = 0.33h−1; Ks = 5g.l−1; k = 20; sin = 20g.l−1.
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Fig. 7.2 – Evolution du taux de dilution D(t)
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Fig. 7.3 – Estimation de la biomasse x2 et de la vitesse de réaction r

Les résultats d’estimation sont reportés dans la figure 7.3 où chacune des variables x2 et

r, issue de la simulation du modèle, est comparée avec son estimation délivrée par l’ob-

servateur (7.10). La valeur du paramètre de réglage de l’observateur θ a été fixée à 5.

Les résultats obtenus montrent les bonnes performances de l’observateur aussi bien au

niveau du suivi des variations de la vitesse de réaction qu’au niveau de son comportement

vis-à-vis des bruits de mesure.

7.2.2 Exemple 2 : réacteur chimique

On considère un réacteur chimique continu à double enveloppe où se déroule la réaction

suivante :

A→ B → C

On suppose que le réactant A est ajouté de manière continue avec un taux de dilution D

(scalaire dans ce cas) et une concentration d’alimentation Ain. Le modèle mathématique

de bilan du procédé s’écrit comme suit :













ṪR

ĊA

ĊB

ĊC













=















− △H1

ρRcpR

− △H2

ρRcpR

−1 0

1 −1

0 1















(

r1

r2

)

−D













TR

CA

CB

CC













+













DTRin −Q

DCAin

0

0













(7.12)



7.2. EXEMPLES 121

où r1, r2 sont les vitesses de réactions (g.l−1.s−1), CA, CB et CC (g.l−1) représentent

respectivement les concentrations des produits A, B, C ; △H1 et △H2 sont les enthalpies

de réactions (kJ.g−1) ; TRin est la température à l’entrée du réacteur (K) ; ρR est la

densité du milieu réactionnel (g.l−1) ; cpR est la chaleur spécifique du milieu réactionnel

(kJ.g−1.K−1) ; Le terme Q désigne un flux de chaleur normalisée (K.s−1) et il peut être

exprimé comme suit,

Q =
UA(TR − Tj)

ρRcpRVR

(7.13)

où U (W.m−2.K−1) est le coefficient global de transfert de chaleur entre la paroi de la

double enveloppe et le réacteur ; A (m2) est la surface globale d’échange thermique de

la double enveloppe ; Tj (K) est la température du fluide caloporteur et VR (m3) est le

volume du réacteur.

Il est clair qu’il suffit que l’une des trois concentrations CA, CB ou CC soit mesurée pour

que la condition (C2) soit satisfaite. En effet, nous allons supposer que les mesures de CA

et TR sont disponibles en ligne et notre objectif consistera à estimer en ligne, à partir de

ces mesures, les vitesses de réactions r1 et r2 ainsi que les concentrations CB et CC . Pour

ce faire, on fait appel à un observateur du type (7.9) qui s’écrit dans ce cas sous la forme

suivante :

( ˙̂
TR

˙̂
CA

)

=





− △H1

ρRcpR

− △H2

ρRcpR

−1 0





(

r̂1

r̂2

)

−D

(

T̂R

ĈA

)

+

(

DTRin −Q

DCAin

)

−2θ

(

(T̂R − TR)

(ĈA − CA)

)

(

˙̂r1
˙̂r2

)

= −θ2





− △H1

ρRcpR

− △H2

ρRcpR

−1 0





−1
(

(T̂R − TR)

(ĈA − CA)

)





˙̄̂
CB

˙̄̂
CC



 = −D
(

ˆ̄CB

ˆ̄CC

)

−D

(

1 −1

0 1

)





− △H1

ρRcpR

− △H2

ρRcpR

−1 0





−1
(

DTRin −Q

DCAin

)

(

ĈB

ĈC

)

=

(

ˆ̄CB

ˆ̄CC

)

+

(

1 −1

0 1

)





− △H1

ρRcpR

− △H2

ρRcpR

−1 0





−1
(

T̂R

ĈA

)

Comme pour l’exemple du bioréacteur, la condition portant sur le taux de dilution D est

satisfaite si ce signal est à excitation persistante.
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7.2.2.1 Résultats de simulation

Pour simuler le modèle du procédé (7.12) afin de générer des pseudo-mesures de TR et

CA, nous devrons expliciter les vitesses de réactions r1 et r2 pour lesquelles nous avons

choisi les expressions suivantes







r1 = k01C
2
Ae

−
E1

RTR

r2 = k02CBe
−

E2
RTR

(7.14)

où k0j , Ej(j = 1, 2) et R sont constantes.

L’observateur (7.14) a été simulé en utilisant comme mesures de TR et CA les trajectoires

de ces variables issues de la simulation du modèle (7.12). Pour se rapprocher du cas réel,

des bruits additifs centrés de type gaussien de variances respectives 10−2 et 10−5 ont été

ajoutés respectivement aux mesures de TR et CA avant d’être utilisées par l’observateur

(cf. figures 7.5).

Durant la simulation, le coefficient U a été supposé variant dans le temps et son évolution

est représentée dans la figure (7.4). Le taux de dilution D est pris constant égal à

(D = 0.02s−1). Les valeurs des paramètres utilisées dans la simulation sont :

k01 = 4l.mol−1, k02 = 172.2s−1, E1 = 2.09104J.mol−1, E2 = 4.18104J.mol−1,

△H1 = −4.18104J.mol−1, △H2 = −8.36104J.mol−1, Tj = 350.5K, TRin = 350K,

R = 8.3143J.mol−1.K−1, CAin = 10mol.m−3, A = 170m2, ρR = 1000kg.m−3,

cpR = 1kJ.kg−1.K−1, VR = 10m3.
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Fig. 7.4 – Evolution du coefficient U
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Fig. 7.5 – Mesures bruitées de TR et CA
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Fig. 7.6 – Estimation de r1 et de r2

Les résultats d’estimation sont reportés dans les figure (7.6) et (7.7) où chacune des va-

riables CB, CC, r1 et r2, issue de la simulation du modèle, est comparée avec son estimation

délivrée par l’observateur (7.14). La valeur du paramètre de réglage de l’observateur θ a

été fixée à 2.
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Fig. 7.7 – Estimation de CB et de CC
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Comme dans l’exemple du bioréacteur, les résultats obtenus montrent les bonnes perfor-

mances de l’observateur tant au niveau du suivi des variations des vitesses de réactions

qu’au niveau de son comportement vis-à-vis des bruits de mesure. Nous rappelons bien sûr

que les expressions des vitesses de réactions (7.14), introduites pour générer les pseudo-

mesures de TR et CA ne sont pas connues par l’observateur.

7.3 Conclusion

Nous avons reformulé dans ce chapitre le problème d’observation dans les réacteurs biochi-

miques en termes de synthèse d’observateurs à entrées inconnus. Pour ce faire, les vitesses

de réactions ont été comme étant des entrées inconnues que l’on cherche à estimer conjoin-

tement avec les états du système qui est composé des concentrations en composés avec la

température à l’intérieur du réacteur dans le cas des réacteurs chimiques. Pour la synthèse

des observateurs, nous sommes appuyés sur les résultats présentés au chapitre 4. Les per-

formances des observateurs ainsi obtenus ont été illustrés à travers deux exemples traitant

respectivement d’un bioréacteur et d’un réacteur chimique.



Chapitre 8

Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté une synthèse d’observateurs pour une classe de

systèmes non linéaires à entrées connues. Pour ce faire, nous avons d’abord rappelé la

condition nécessaire et suffisante pour que la synthèse de tels observateurs soit possible

dans le cas linéaire. Nous nous sommes focalisés dans le cas linéaire sur la situation où

le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues et nous avons donné des

conditions plus précises que celles déjà connues pour la synthèse de l’observateur. Pour

les systèmes non linéaires, la synthèse de l’observateur s’est effectuée à partir d’une forme

canonique observable et des conditions suffisantes pour la synthèse de tels observateurs

ont été établies. Ces conditions ont été formulées de sorte que les observateurs proposés

permettent :

- d’estimer conjointement tous les états du système et les entrées inconnues lorsqu’on

adopte l’hypothèse qui stipule la bornitude de la dynamique de ces entrées.

- d’estimer tous les états non mesurés du système, en l’absence de toute hypothèse

portant sur les entrées inconnues .

Notons que les conditions proposées peuvent être relâchées dans certains cas. Dans notre

travail, ces conditions ont été adoptées pour faire la synthèse d’observateurs en l’absence

ou non d’hypothèse(s) sur les entrées inconnues, et en n’utilisant aucune dérivée d’entrée

connue ou de sortie pour l’estimation des variables.

La procédure de synthèse des observateurs à entrées inconnues a été adoptée pour refor-

muler le problème d’observation dans les réacteurs biochimiques. Cette reformulation a

été possible en considérant les vitesses de réaction comme des entrées inconnues que l’on

cherche à estimer conjointement avec l’état du procédé, en l’occurrence, les concentrations

en composés avec la température dans le cas du réacteur chimique.

Nous avons aussi présenté dans ce travail une forme canonique pour une classe de systèmes

uniformément observable. En nous appuyant sur cette forme, nous avons proposé la
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synthèse d’un observateur de type grand gain dont le gain ne nécessite la résolution

d’aucun système et dont l’expression a été donnée. Le réglage de ce gain se fait à l’aide

d’un seul paramètre de synthèse.

Nous travaillons actuellement pour donner une condition suffisante, portant sur les cou-

plages entre les différents blocs, pour qu’un système uniformément observable puisse se

mettre sous la nouvelle forme canonique proposée. Plus précisément, nous montrerons que

tout système uniformément observable satisfaisant à une condition de structure que l’on

donnera peut se mettre à l’aide d’une transformation appropriée, qui sera aussi donnée,

sous la forme canonique proposée.

En ce qui concerne la synthèse d’observateurs inconnues, nous comptons exploiter les

résultats présentés dans cette thèse pour les étendre à l’ensemble des systèmes uni-

formément observables et nous nous appuierons sur la forme observable présentée pour la

synthèse d’observateurs appropriés.
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