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CHAPITRE 1

Introduction

Le travail présenté dans ce mémoire de these porte essentiellement sur la synthese d’ob-
servateurs a entrées inconnues pour une classe de systemes non linéaires. Une partie de ce
travail est aussi dédiée a la synthese d’observateurs pour une classe de systemes qui, a notre
connaissance, inclut toutes les classes de systéemes uniformément observables considérés

dans la littérature pour la synthese d’observateurs.

Durant les trois dernieres décennies, plusieurs travaux ont été consacrés a la synthese
d’observateurs pour les systemes linéaires a entrées inconnues ([MH74, Joh75, WDDT75,
Bha78, KVRS0, YW&8, HM92, GS91, DZX94]). D'une maniere générale, les solutions
apportées a ce probleme peuvent étre classées en trois catégories ou approches. Dans la
premiere approche, certaines hypotheses relatives a la structure des entrées inconnues sont
considérées et un observateur approprié est alors proposé (cf. par exemple [MH74, Joh75]).
Dans la deuxieme approche, les algorithmes proposés consistent a introduire des change-
ments de coordonnées qui permettent de générer un systeme dynamique indépendant des
entrées inconnues. Le systeme ainsi généré est ensuite exploité pour la synthese d’obser-
vateurs (classiques) permettant I'estimation des états non mesurés de ce systeme (cf. par
exemple [WDD75, KVR80, YW88, HM92, G591, DZX94]). Dans la troisieme approche,
les solutions proposées consistent a estimer simultanément les états non mesurés et les
entrées inconnues. L’inconvénient majeur de la premiere approche réside dans les hy-
potheses faites sur la structure des entrées inconnues. De telles hypotheses nécessitent la
disponibilité d’une certaine connaissance sur la nature des entrées inconnues qui pourrait
ne pas étre disponible. Dans la deuxieme approche, les algorithmes proposés ne fournissent
aucune estimation ni information sur les entrées inconnues. Dans un travail relativement
récent [C'T98] entrant dans le cadre de la troisitme approche, auteur utilise des tech-
niques LMI pour calculer le gain d’observation. Toutefois, des conditions assez fortes sur
la variation de I'erreur d’estimation ont été supposées pour assurer sa convergence. Dans
un article plus récent [X503], les auteurs ont proposé un observateur d’ordre réduit pour
estimer simultanément 1’état et les entrées inconnues lorsque celles-ci varient lentement
en fonction du temps. D’autres travaux concernant la synthese d’observateurs pour des

classes particulieres de systemes non linéaires sont décrits dans ([XS01, BDR02, FNRO4]).
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Notre contribution en termes de synthese d’observateurs a entrées inconnues se situe dans
le cadre de la troisieme approche. Il s’agit de faire la synthese d’un observateur de type
grand gain pour l'estimation conjointe de 1’état non mesuré et des entrées inconnues
pour des classes de systemes non linéaires multi-sorties uniformément observables. La
synthese de cet observateur ne suppose, ni adopte aucun modele mathématique pour les
entrées inconnues. Plus précisément, notre objectif consiste a estimer touts les états non
mesurés sans l'adoption d’aucune hypothese relative aux entrées inconnues. Pour I'estima-
tion conjointe de ces entrées avec tous les états non mesurées, nous supposons simplement

que la dérivée premiere par rapport au temps de chacune de ces entrées est bornée.

En ce qui concerne la synthese d’observateurs standards (avec entrées connues) pour
les systemes non linéaires multi-sorties, notons qu’en dépit d'une activité de recherche
intense et continue (cf. par exemple [BHO1, CMG93, FMRO4, GBI, GHO92, GK9,
HE03, HP99, KI83, KR&5, Nij81, X W89]), ce probleme reste encore ouvert. D’une maniere
générale, on peut répartir sur cinq classes les différentes approches de synthese d’obser-
vateurs pour les systemes non linéaires. La premiere est basée sur le filtre de Kalman et
a suscité beaucoup d’intérét pendant longtemps. Ceci est essentiellement diu a une sim-
plicité relative dans sa mise en oeuvre méme pour des systemes de taille importante. De
plus, ce filtre constitue souvent le point de départ pour la synthese d’observateurs pour
de tels systemes. Toutefois, dans la plupart des cas, on manque de preuve de conver-
gence du filtre. La deuxieme approche est basée sur la linéarisation de l'erreur. Elle
consiste a considérer des transformations appropriées qui mettent le systeme a étudier
sous une forme ou les non linéarités ne dépendent que des entrées et des sorties (cf. par
exemple [HP99, KI&3, KR&5, Gual2, XW&9]). Dans les premiers travaux relatifs a cette
approche, une difficulté essentielle réside dans la recherche de la transformation appro-
priée qui nécessite la résolution de systemes d’Equations a Dérivées Partielles (EDP).
Plus récemment, cette difficulté est surmontée par la proposition d’algorithmes construc-
tifs qui permettent de transformer le systeme original sous la forme appropriée sans avoir
a résoudre de systemes EDP [SGS03]. La troisieme approche est basée sur des techniques
LMI. Les systemes considérés sont composés d’une partie linéaire constante qui sert a
calculer le gain d’observation et d'une partie non linéaire qui est supposée étre globa-
lement lipschitzienne. Le calcul du gain se fait simultanément avec la recherche de la
plus grande valeur de la constante de Lipschitz pour laquelle la synthese de 'observa-
teur est possible. Cette méthode ne tient pas compte la structure de la non linéarité,
ce qui réduit parfois considérablement l’ensemble des solutions [Raj98]. La quatrieme
approche utilise des outils de l'algebre différentiel. Elle consiste a exprimer les états
non mesurées en fonction des sorties, des entrées et de leurs dérivées (par rapport au

temps) successives, ces dérivées étant calculées par des différentiateurs numériques (cf.
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par exemple [DFOIh, DE9la, FIJSR08]). La cinquieme et derniére approche se base sur
des formes canoniques observables. La premiere contribution qui entre dans le cadre de
suffisante pour caractériser les systemes mono-sorties uniformément observables et elle
consiste en l'existence d’une transformation qui mette le systeme sous la forme triangu-
laire. Cette forme canonique est ensuite exploitée pour la synthese d’un observateur a
grand gain sous certaines conditions, notamment le caractere global Lipschitz des non
linéarités. On notera que le gain de I'observateur proposé est issu de la résolution d’une
équation algébrique de Lyapunov et son expression a été donnée. La généralisation de ce
résultat aux systemes multi-sorties a fait 'objet de plusieurs travaux dont notamment
[BFH98, DBG92, FMR04, GK94, HF03, HBS00, HYJ01, RZ94].

Notre contribution en terme de synthese d’observateurs standards consiste a proposer
un observateur de type grand gain pour une classe de systemes qui inclut, a notre
connaissance, toutes les classes de systemes uniformément observables considérés dans

la littérature pour la synthese d’observateurs.

Ce mémoire est composé de huit chapitres dont 'introduction et la conclusion.

Quelques définitions inhérentes a l'observation des systemes non linéaires et quelques
résultats concernant la synthese d’observateurs pour les systemes uniformément obser-

vables mono-sortie sont rapportés au chapitre 2.

Dans le chapitre 3, nous rappelons quelques résultats concernant la synthese d’observa-
teurs de type grand gain pour des classes particulieres de systéemes non linéaires multi-
sorties uniformément observables. Plus précisément, nous présentons deux formes cano-
niques observables différentes auxquelles nous nous référeront au dernier chapitre pour
la présentation de notre contribution relative a la présentation d’une forme canonique
observable incluant ces deux formes. Nous présentons aussi dans ce chapitre une classe de
systemes non linéaires uniformément observables qui peut se mettre sous I'une des deux
formes présentées précédemment. Nous nous sommes basés sur cette derniere classe pour

la synthese d’observateurs a entrées inconnues.

Le quatrieme chapitre est dédié a notre premiere contribution qui consiste en la synthese
d’observateurs a entrées inconnues pour une classe de systemes non linéaires dont 'ex-
pression des sorties ne dépend pas des entrées inconnues. Avant de présenter 'approche
proposée, des rappels sur la synthese de tels observateurs dans le cas linéaire sont rap-

portés.
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Le chapitre 5 concerne aussi la synthese d’observateurs a entrées inconnues mais cette
fois-ci et contrairement au chapitre précédent, les expressions des sorties sont supposées

dépendre des entrées inconnues.

Au chapitre 6, nous présentons la nouvelle forme canonique observable ainsi que la

synthese de 'observateur associé.

Au chapitre 7, 'approche proposée pour la synthese des observateurs a entrées inconnues
est appliquée aux réacteurs biochimiques pour I’estimation des vitesses de réactions et des

concentrations en composés.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion et les perspectives de recherche dans le

contexte des résultats obtenus.



CHAPITRE 2

Notions d’observabilité

Dans ce qui suit, la classe des problemes considérés concerne les procédés qui admettent

un modele dynamique écrit sous la forme suivante :

(2.1)

ou 'état x(t) € V une variété analytique (C¥, l'entrée u € U C IR*; la sortie y € IRP.
Pour tout u € U, f,(z) = f(u,-) dénote un champ de vecteur C¥ sur M et la fonction

h = (hy,...,h,) est aussi C¥. La variable ¢ représente le temps.

Ces systemes constituent une représentation du comportement du procédé. Pour une
entrée donnée, les trajectoires au cours du temps des variables d’états dépendent de leurs
conditions initiales. Par la suite, étant donné ¢, un instant initial, 7" > 0 un horizon tem-
porel (éventuellement infini) et u(t,tg) une entrée, on note x(t, z(ty), u(t)) la trajectoire
du systeme lorsqu’elle existe de maniere unique pour tout temps ¢ € [ty, to+1'[ (Probleme
de Cauchy).

2.1 Observabilité

L’observabilité d'un systéme exprime la possibilité de reconstruire 1’état initial z(¢y) a
partir de la seule connaissance des sorties y(t, %) et des entrées u(t, ty) pendant un inter-

valle de temps suffisamment long contenu dans [to, to + T7[.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler certaines définitions inhérentes a I’observabilté des

systémes non linéaires, que I'on peut retrouver dans [HIK77, BCDTT93].
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2.1.1 Quelques définitions

La notion d’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions ini-

tiales distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions initiales.

Définition 2.1. (Distinguabilité - Indistinguabilité) : Deuz états initiaux xo,x1 € V tel
que xg # x1 sont dits distinguables dansV si 3t > 0 et Ju : [0,t] — U une entrée admis-
sible telle que les trajectoires des sorties issues respectivement de xy et xy restent dans V
pendant la durée [0,t] et vérifient y(t, o, u(t)) # y(t, z1,u(t)). Dans ce cas, on dira que u
distingue xo et x1 dans V. Réciproquement, deux états initiauz xo, x1 € V tel que xg # 1
sont dits indistinguables si ¥Vt > 0 et Yu : [0,t] — U pour lesquels les trajectoires issues

de g, x1 restent dans V on a : y(t,xo,u(t)) = y(t, z1, u(t)).

Il est maintenant possible de donner une définition de ’observabilité d’'un systeme en un

point, et par extension, de définir un systeme observable.

Définition 2.2. (Observabilité) : Un systéme est observable en xq € V si tout autre état
x1 # xg est distinguable de xo dans V. Un systéeme est observable s’il est observable en

tout point xq € V.

Pour les systemes linéaires stationnaires

= Ax + Bu
(2.2)
y=Cx reR" uelR" yelRP
I'observabilité est caractérisée par la fameuse condition du rang : le systeme (2.2) est
C
. : : CA :
observable si et seulement si la matrice . est de rang plein (= n).
C An—l

La distinguabilté est un concept global. Il arrive souvent que pour engendrer deux trajec-
toires a partir de xg et x1, on ait besoin de s’éloigner suffisamment de xy et x;. Les deux

définitions qui suivent sont de nature locale.

Définition 2.3. (observabilité locale) : On dit que le systéme X est localement observable
en xo st pour tout voisinage ouvert V,,, de xq, l'ensemble des points qui sont indistinguables

de xo dans Vi, via les trajectoires dans Vy, est le point xq lui-meéme.



2.1. OBSERVABILITE 19

Lorsqu’il s’agit de distinguer xq de ses voisins, on peut affaiblir la notion d’observabilité

locale. Dans cette optique, on a :

Définition 2.4. (observabilité locale faible) : On dit que le systéme ¥ est localement
faiblement observable en xq s’il exviste un voisinage ouvert V., de xy tel que pour tout
voisinage ouvert V, C V,,, l'ensemble des points qui sont indistinguables de xo dans V

via les trajectoires dans V,,  est le point zg lui-méme.

Un systeme est donc localement faiblement observable si tout état zy peut étre instan-
tanément distingué de ses voisins en utilisant les trajectoires qui restent dans un voisinage

de xg.

Dans le but de traduire cette propriété d’observabilité par une condition de rang comme

dans le cas des systemes linéaires, nous sommes amenés a définir I’espace d’observation.

Définition 2.5. (Espace d’observation) : L’espace d’observation du systéme 3 est le plus
petit sous-espace vectoriel, O, de fonctions de V a valeurs dans ’espace de sortie qui
contienne hy, ..., hy, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie par rapport a tous les

champs de vecteurs du type f.(x) = f(u,x), u € U, fixé.

Définition 2.6. (Observabilité au sens du rang) : Soit dO [espace des différentielles
des éléments de O. Désignons par dO(xy) 'évaluation de dO en xy. Le systéme ¥ est

localement faiblement observable en xqy si

dim dO(zg) =n (2.3)

La condition (2.3) est appelée condition du rang. Si cette condition est satisfaite pour

tout z¢ € V, on dit que le systeme Y est observable au sens du rang.

Le théoreme précédent donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Le

théoréme suivant donne une condition nécessaire :

Théoreme 2.1. : Supposons que le systéme 3. est localement faiblement observable. Alors
la condition (2.3) est vérifiée presque partout dansV, c’est-a-dire, dim dO(x) = n en tout

point x appartenant a un ouvert V' dense dans V.

On remarque que les définitions d’observabilité données précédemment n’impliquent pas

que toute entrée distingue des couples de points de V. En pratique, on aimerait se placer
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dans le cas ou 'entrée u étant fixée, tout couple d’états distincts donne lieu a des sorties
différentes. En effet, ce n’est que dans ce cas que l'on peut reconnaitre I’état initial du
systeme a partir des informations antérieures sur I’entrée et la sortie. Ceci nous conduit
au concept des entrées universelles et des systemes qui sont observables au sens du rang

pour toutes les entrées appliquées.

2.1.2 U-uniforme observabilité

Lorsqu’une entrée distingue tous les couples d’état initiaux sur V, celle-ci est dite univer-

selle.

Définition 2.7. (Entrée universelle) : Une entrée u : [0,T] — U admissible est dite
universelle pour le systéme % sur [0,T] si, pour tout couple d’états initiauz distincts xo et
x1, il existe au moins un temps t € [0,T] tel que y(t, xo, u(t)) # y(t,x1,u(t)). Une entrée

non universelle est dite singuliere.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singuliere parmi I’ensemble des entrées admissibles U, alors
tout couple d’états initiaux sont distinguables. Cette propriété est appelée la U-uniforme

observabilité.

Définition 2.8. (U-uniforme observabilité) : Un systéme dont toutes les entrées admis-
sibles a valeur dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.

Dans le cas ou l'ensemble de toutes les entrées a valeurs bornées dans IR™ sont univer-
selles, ce systeme sera dit IR™ -uniformément observable (et l’on dira par la suite seulement

uniformément observable).

Le probleme de la caractérisation des systemes uniformément observables dans le cas
mono-sortie a été abordé par Williamson [Wil77] pour les systeémes bilinéaires et par
Gauthier et Bornard [GB81] pour les systemes affines en la commande. Ces résultats
peuvent se résumer par les deux théoremes des paragraphes suivants. Dans le cas multi-

sorties, certaines conditions suffisantes de structure seront données plus loin.

2.1.3 Observabilité des systemes mono-sortie bilinéaires

Théoréeme 2.2. : Considérons le systéme bilinéaire :

{izAz%—qu%—Fu (2.4)

y=Cx
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our € IR, uelR, ye IR; A, B, F,C sont des matrices de dimensions appropriées.
Une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme (2.4) soit uniformément obser-

vable est qu’il puisse étre transformé par un changement de coordonnées z =Tz, en :

i = Az +uBz+ Fu (25)
y=Cz '
[0 1 0 0] [ by 0 0 ]
B : 1 0 _
ot A = TAT! = ,B=TBT'=| ° ,
0 ] : 0
aq (07% Bnl Brm

2.1.4 Observabilité des systemes mono-sortie affines en la com-

mande
Considérons le systeme affine en la commande :
. { &= f(z) + G(z)u
0
y(t) = h(z(t))

outz €R", u=(u,...,u,) € R™etyelR.

Le résultat suivant, di a J.P. Gauthier et G. Bornard [GB81], donne une condition

nécessaire et suffisante pour que le systeme Xy soit uniformément observable.

Théoréme 2.3. : Le systéme (2.6) est IR™-uniformément observable, si et seulement
si, il existe un systéeme de coordonnées locales sur IR" tel que (2.6) soil presque partout

localement de la forme

N { 2= Az +1(2) + (2)u 2
y(t) = Cz
(001 0 0| 0
on A — L% we=| 7 | e=no,.. . 0
0 1 0
[0 .. 0 0 L ¥n(2) |
o(2)
P(2) = [PL(2) P(2) ...,®™(2)] ou chaque vecteur colonne, ®*(z) = : de la
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matrice ®(z2) est triangulaire par rapport a z, c’est-a-dire ®F(2) 2 (21, 29,...,2) pour

k=1,....m;i1=1,...,n.

Nous proposons maintenant de rappeler quelques définitions relatives a I’observation des
systemes affines en 1’état qui sont un cas particulier des systémes non-linéaires présentés
précédemment. La motivation derriere la mise en avant de ces systemes réside dans deux

faits :

e les modeles physiques de plusieurs procédés (notamment les procédés biochimiques, le
moteur asynchrone) se présentent sous cette forme.

e la synthese de 'observateur pour ces systemes est basée sur la partie affine en 1’état.

2.1.5 Observabilité des systemes affines en I’état

Un systeme affine en ’état est de la forme :

£{¢:Awm+3m) 28)
y=Cuzx

ou x € IR" est I'état du systeme, u € U sont les entrées appartenant a un borélien et
y € IR” sont les signaux de sortie. Les matrices A(u) et B(u) sont mesurables en u, res-

pectivement de dimension n X n et n x 1. C' est une matrice p X n constante.

On appelle matrice de transition du systeme L la matrice n x n inversible solution de :

d¢u(t7 tO) _
e = Au)u(t to) (2.9)

¢(t07 tO) =1

I étant la matrice identité.

Posons ¢, (to,t) = ¢, (t, o). Il s’ensuit que pour tout ¢, ty et t3, on vérifie :

Gu(ts, t2)Pu(ta, ts3) = Pulty, t3)

Comme la sortie y(t, z(to),u) de L est de la forme :

t

y(t, 2(to),u) = C(OS(t, to)r(te) + / C()b(t, 7)B(u(r))dr

T=to

on peut montrer facilement que les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) u est universelle sur [0, 7] pour le systeme L.

ii) u est universelle sur [0, 7] pour le systeme homogene :



2.2. OBSERVATEURS 23

D4
K (u)x
y=Cux
iii) Si la sortie du systeme homogene est nulle sur [0, 77, alors la condition initiale x est
nulle.

iv) le Grammien d’observabilité de L i.e.

to+T
G(u,to, to+T) = / L (t, 1) CT Oy (t, to)dt

to

est symétrique défini positif.

La définition de la complete uniforme observabilité du systeme L fait recours a la notion

d’entrée régulierement persistante que nous rappelons ici.

Définition 2.9. (entrée réqulicrement persistante) : Une entréeuw € U est dite réqulérement

persistante si le Grammaien d’observabilité du systeme L vérifie :
t+T
dtg > 0; 3T > 0;Jag; Jan > O:VE >ty ol < / OL (7, )CTChy (1, t)dr < ol
t

Nous donnons maintenant la définition suivante :

Définition 2.10. (Systéme complétement uniformément observable) : Lorsque toutes les
entrées u € U sont régulierement presistantes, le systeme L est dit complétement uni-

formément observable.

Nous allons maintenant nous intéresser a la synthese d’observateurs. Dans ce qui suit,
nous allons rappeler ce que c’est un observateur puis présenter quelques résultats sur
la synthese d’observateurs. L’observateur de Luenberger et le filtre de Kalman seront
tout d’abord présentés. Ensuite, on s’intéressera a certaines classes de systémes non-
linéaires uniformément observables pour lesquelles nous présenterons des observateurs de

type grand gain.

2.2 Observateurs

Un observateur ou reconstructeur d’état est un systeme dynamique qui permet d’obtenir
une estimation de la valeur courante de I’état non mesuré d’un systeme a partir des in-

formations antérieures sur les entrées et la sortie de ce dernier.

Considérons le systeme dynamique suivant :
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(z,u,y)

O{Z;:
T =h(z)

oll z € M une variété différentiable telle que h : M — V soit une submersion, V étant

(2.10)

N

louvert de IR" constituant I'espace d’état de X ; u et y sont respectivement les entrées et

les sorties de X.

Définition 2.11. (Observateur) : (i) Le systéeme O est un observateur asymptotique local

s’il existe xo € V et un voisinage V,, de xo tel que :

lim [|&(t) — o(t)]| = 0

t—o0

pour toute condition initiale £(0) € V,, et 2(0) € h=1(Vy,).

(ii) Le systeme O est un observateur global si

lim [2(#) — z(#)[| = 0

t—o00

pour toute condition initiale x(0) € V et z(0) € M.

(i1i) Dans les deux cas ci-dessus, O est dit observateur exponentiel si :

I\ 1> 0 tel que [|@(t) — w(t)]] < pe™[2(0) — x(0)]]

La structure d’observateur la plus utilisée est :

. — A _ h ol _
9=¢(@,u,y,9)
G(g) est appelé gain d’observation et G(g)(h(Z) — y) est le terme de correction.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques résultats existants sur la synthese

d’observateurs.

2.2.1 Systeémes linéaires stationnaires : observateur de Luenber-

ger

Soit le systeme linéaire stationnaire suivant.

= Ax+ B
{ T T+ bu (2.12)

y="Cux
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ouzxr € R", u e R, y € IR’ et A, B, C sont des matrices constantes de dimensions

appropriées.
Le systeme suivant :
& = Ai + Bu— K(Ci —y) (2.13)

ol la matrice K est choisie telle que les valeurs propres de A — K C' sont a parties réelles
négatives, est un observateur exponentiel pour le systeme (2.12), communément appelé

par le nom de son auteur i.e. observateur de Lunenberger .

2.2.2 Systemes linéaires temps variant : Filtre de Kalman

Soit le systeme linéaire temps variant suivant :

{ﬂo A)z(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t)

oux € IR", u € IR*, y € IR, les matrices A, B et C' étant de dimensions appropriées.

(2.14)

Pour les systémes linéaires temps variant de la forme (2.14), il existe des observateurs de
type Kalman. La synthese de ces observateurs supposent que les entrées sont régulierement
persistantes. Les observateurs de Kalman prennent les deux formes suivantes selon que

I'on utilise une équation dynamique de Lyapunov (2.15) ou de Riccati (2.16) pour le gain.

(&(t) = A()d + B(Hu(t) — STHH)CT(®)(C()d — y(t))
S(t) = —0S5(t) — AT(t)S(t) — S(t)A(t) + CT(t)C(t) (2.15)
\ S(O) = 5o

(&(t) = A(t)E + B(t)u(t) — STHOCT()(C ()2 — y(t))
S(t) = —=SQS — AT(t)S(t) — S(t)A(t) + CT(t)C(t) (2.16)
\ S(O) = 5o

0 > 0 et Sy, Qy étant définies positives.

La convergence de ces observateurs est garantie sous I’hypothese de I'uniforme complete
observabilité du systeme. Dans ce type de synthese, il faut assurer non seulement la sta-
bilité de I’équation d’erreur, mais aussi celle de la matrice de gain S. Celle-ci doit étre

symétrique définie positive et bornée pour tout ¢.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler la synthese d’observateurs a grand gain pour cer-

taines classes de systemes uniformément observables.
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2.2.3 Systemes mono-sortie affines en la commande

Soit le systeme non-linéaire suivant :

)= hi) (2.17)

ounx € R", y € IR, u € R¥, G(x) une matrice n x m.

{ = flu,x) = f(z) + G(x)u

servable, alors il peut se transformer via le changement de variable
2= ®(x) = [h(x), Ly(h) (@), ..., L~ () ()] (2.18)

sous la forme canonique d’observabilité suivante :

Z=Az4 p(2) + ¥Y(2)u (2.19)
y=0Cz
ol
e A est la matrice anti-décalage, c’est-a-dire
(0010 0]
1 0
A= (2.20)
1
0 0
e (' est la matrice d’observation ayant la structure particuliere suivante :
C =[1,0,...,0] (2.21)
e la matrice U(z) = [U!(z) ¥?(z) ... U™(z)] est telle que chacun de ses vecteurs colonnes
U*(2), k =1,...,m a une structure triangulaire par rapport & z, c’est-a-dire
Wi (21)
Uk (2, 2
Uk (z) = o ! 2) (2.22)
U(2)

Les auteurs ont ensuite utilisé la forme (2.19) pour faire la synthese de I'observateur

exponentiel, de type grand gain, suivant :

F= A2+ p(3) + U (E)u — 0A;TSTIOT(C: —y) (2.23)
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ou

e 0 > 0 est le parametre de réglage de I'observateur.

e S est I'unique solution de I'equation algébrique de Lyapunov suivante :
S+ATS+SA=C"TC (2.24)

e Ay est la matrice diagonale suivante :

: 1 1
Ag —d'la,g (1,5,,@) (225)

Pour la synthese de 'observateur, les hypotheses suivantes doivent étre vérifiées :

(H1) Les fonctions ¢(z) et ¥;(z) sont globalement Lipschitz par rapport a z.

(H2) Les entrées u; sont mesurables et bornées dans IR.

Notons que la solution S de I’équation (2.24) peut s’exprimer comme suit :

S(i,j) = (=) CIL, powr 1<i,j<n

n!

ou C? est le symbole désignant la binomiale, c’est-a-dire C? = CE
n — p)lp!

De méme, le terme S~'C7T intervenant dans le gain d’observation peut s’exprimer aussi

comme suit :

Cl
C2
sTtet=| " (2.26)

CTL

n

Notons que Pestimation # de 1'état = de (2.17), peut s’obtenir par & = ®~!(2). Parfois,
la fonction ®~! ne peut pas étre exprimée en fonction de z et un autre moyen pour
contourner cette difficulté consiste a exprimer 1’équation de l'observateur directement

dans les coordonnées originales en x. En effet, en tenant compte du fait que

dz  0®(z)dx

dt ~  Or dt

I’équation de 'observateur dans les coordonnées originales s’écrit comme suit :

0P ()
ox

T = f(%)+G(@)u—0 ( )_1 AGtSTICT (h(E) — y)
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Notons ici la similitude de cet observateur avec le modele original i.e. le systeme (2.17).
En effet, cet observateur est une copie du modele, plus un terme correctif qui est explici-

tement donné. De plus, son réglage se fait a travers le choix d'un seul parametre, i.e. 6.

Le résultat présenté reste valable méme pour des systemes avec des non linéarités non

affines en la commande [GIK94, HF03].

2.2.4 Systemes mono-sortie non affines en la commande

Soit le systeme non-linéaire de la forme triangulaire suivante :

( .
T = f1(931,932>u)

1’2 = fg(l’l,l’g,xg,u)
(2.27)
Tn = fn(zvu)

=X
\y 1

oux € R", uelRM yelR.

Le systéme (2.27) peut se mettre sous la forme condensée suivante :

{izf@ﬂ) (2.28)

y=Cu
onC'=[1,...,0].

On considere les hypotheses suivantes :

(H1") 3o > 0,5 > 0 telle que :

a < Of; (u, 21, ..., xiq) < B;V(x,u). (2.29)
0T

(H2") les fonctions f;,i = 1,...,n sont globales Lipschitz.

Soit maintenant le systéeme dynamique suivant :

T = f(z,u) — AgK(CT —y) (2.30)
k]
ot Ag = diag(0,0%,...,0"), K = L : est un vecteur constant choisi de telle maniere
n—1
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que 'inégalité de stabilité suivante soit verifiée :

(A(t) — KO)'S + S(A(t) — KC) < —nl,. (2.31)
o7 > 0, S est une matrice constante de dimension (n x n), I, est la matrice identité
0 aq (t) 0 0
: t 0
de dimension (n x n), A(t) = az(?) ou les a;(t) sont données
’ an_l(t)
0 0
par : - -
Ofi .
az(t) = axi_l (u7$17' e axi+1)>z = 1a RN 1

Le résultat suivant est di a J.P. Gauthier et I. Kupka [GIK91] :

Théoréme 2.4. Sous les trois hypothéses (H1’) et (H2’), le systéme (2.30) est un obser-
vateur exponentiel pour le systeme (2.27).
Remarquons que la synthese de 'observateur (2.30), dont le gain est constant, ne nécessite

pas le connaissance des a;(t) mais utilise simplement le fait que ces variables sont bornées.



30

CHAPITRE 2. NOTIONS D’OBSERVABILITE



CHAPITRE 3

SNL MIMO uniformément observables

Dans ce chapitre, nous présentons deux formes observables caractérisant des classes de
systemes non linéaires multi-sorties uniformément observables. Nous nous référeront a
ces deux formes, que 1'on appellera respectivement premiere forme et deuxieme forme,
au chapitre 6 dans lequel nous proposerons une nouvelle forme observable incluant ces
deux formes. Ensuite, nous présenterons une classe particuliere de systemes non linéaires
multi-sorties uniformément observables qui peut se mettre a l'aide d’une transformation
appropriée qui sera aussi présentée sous la premiere forme canonique présentée. Cette
classe particuliere sera considérée dans toute la partie qui traite de la synthese des obser-

vateurs a entrées inconnues, c’est-a-dire dans les chapitres 4 et 5.

La premiere forme canonique a été proposée par [HF03]. Le systeme considéré se compose
de plusieurs blocs dont chacun est associé a une composante vectorielle de 1’état. La
caractéristique principale de ce systeme réside dans le fait que le premier bloc est associé
a toutes les sorties et que les non linéarités du systeme ont une structure triangulaire,
c’est-a-dire la non linéarité d’'un bloc ne dépend que des variables propres du bloc ou de
celles des blocs supérieurs. Cette forme peut étre interprétée comme une généralisation
de la forme canonique caractérisant les systemes mono-sortie uniformément observables
[GB81, GHO92, GK94] .

La deuxieme forme canonique a été proposée par [Shi00, HYJO1]. Le systeme considéré
se compose d'un nombre de blocs égal au nombre de sorties et chacun est associé a une
composante vectorielle de 1’état. La caractéristique principle de ce systeme réside dans le
fait que la premiere variable de chaque bloc est une sortie du systeme. Pour cette forme

aussi, les non linéarités du systeme ont une structure triangulaire.

Chacune de ces formes ne caractérisent que certaines classes de systemes non linéaires
multi-sorties uniformément observables. En effet, il existe des classes de systemes uni-
formément observables qui peuvent se mettre sous les deux formes, d’autres classes qui
peuvent se mettre sous I'une des deux formes sans se mettre sous l'autre forme et enfin
des classes de systemes uniformément observables qui ne peuvent se mettre ni sous la

premiere, ni la deuxieme forme.
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Nous proposons maintenant de présenter les deux formes canoniques ainsi que la classe

particuliere de systemes non linéaires uniformément observables.

3.1 Premiere forme canonique

On considere les systemes qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

&= Ax + p(u, ) (3.1)
y=Cx=xa'
2
22
ou l'état = = . eR", 2 € R?, k=1,...,q, n = qp, la sortie y € IR?, 'entrée
xq

u € IR¥ et ¢(u, x) a une structure triangulaire par rapport a z, c’est-a-dire

o' (u, z")
©*(u, z', 2?)
o(u,x) = : ;
4 (u, )

La matrice A de dimension n X n est la matrice anti-décalage par bloc :

Op IP OP Op
I
A= P O (3.2)
0p R
0, ... 0, 0,

C=1,0,..0, (3.3)

On remarque que la structure de ce systeme multi-sortie étend directement celle du
systéme mono-sortie (2.17) dans le sens ou toutes les quantités scalaires sont remplacées
maintenant par des vecteurs de dimension p. Le systéme (3.1) est ainsi formé par un en-
semble de blocs, chacun de ses blocs décrivant la dynamique de la composante vectorielle

2F k=1,..., q et toutes les sorties sont rassemblées au sein du premier bloc z!.
Pour la synthese de I'observateur, les hypotheses suivantes sont adoptées :

(H1) la fonction ¢(u,z) est globalement Lipschitz par rapport a z, localement uni-

formément en wu.
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(H2) L’entrée u est bornée.

Rappelons que 'hypothese (H1) est classique et elle est généralement adoptée lors de la
synthese d’observateurs de type grand gain (se référer par exemple a [GHO92, HE03]).
Cette hypothese est bien str restrictive par son caractere global. Toutefois, en pratique, la
trajectoire du systeme (physique) reste généralement confinée dans un domaine compact
borné 2 € IR"™ sur lequel les non linéarités sont lipschitziennes. Dans ce cas, ils suffit de
les étendre sur tout IR" par une fonction globalement lipschitziennes. On pourra se référer

par exemple a ([HYJOI, FMRO4]) ou ces problemes sont traités.

Dans la suite de ce mémoire, on adoptera des hypotheses similaires a (H1) tout en gardant

en mémoire la remarque formulée précédemment.
Un observateur a grand gain pour le systeme (3.1) est le systéeme dynamique suivant :

T = Az + p(u, &) — 0A;1SICT(C2 —y) (3.4)

ol
e 0 > 0 est le parametre de réglage de I'observateur.

e S est 'unique solution de 'equation algébrique de Lyapunov suivante :
S+ATS+SA=CTC (3.5)

e Ay est la matrice diagonale par bloc suivante :

. 1 1
Ag = dlag (Ip, 511)7 ooy Wlp) (36)

I1 est clair que l'observateur (3.4) est la simple généralisation de 1'observateur (2.23) au
cas multi-sorties. De maniere similaire au cas mono-sortie, la solution S de 1’équation

(3.5) ainsi que le vecteur S~*C7T peuvent s’exprimer comme suit :

S(i,j) = (=1)"CIT L1, pour 1 <i,j<n (3.7)
L,
21

s—tot = ar (3.8)
o1,

ou [, est la matrice identité p x p.
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3.2 Deuxieme forme canonique
On considere le systeme dynamique suivant :

p

it = Ayt + o (w2t g, L y)

i? = A21’2 + <p2(u,atl,x2,y3, s >yp)

P = ApaP + ¢P(u, v)

(3.9)
yy = Crat = 2}
Yo = Cox? = 23
_ _ P
| U = Cp?’ = 1)
1 k
. z? W | - |
ou l'état x = ) e R" 2" = ] eR™ azf eR k=1,...,p,i=1,..., A,
k
xP Ty,
U
P
. Y2 P , , w k
n = Z)\k, la sortie y = } € IR?, y; € IR, l'entrée u € IR” et ¢" a la structure
k=1
Yp
suivante
k k—1 .k
QOl(U,ZIfl,...,LU lvxlvyk-i-lv"wyp)
k @g(uvxlv'"7xk_17x11€7x12€7yk+17'"7yp>
(p (u7x> - . )
k k
QO)\k(U,fIfl,...,LU 7yk+17"'7yp)

Chaque matrice A;, est une matrice anti-décalage A\, X A\; et chaque matrice d’observation
C) est une matrice ligne avec A\ colones nulles, exceptée la premiere qui est égale a 1
(Cr,=1[10 ... 0]).

Sous '’hypothese classique que chacune des fonction ¢* est globalement lipschitzienne par
rapport a x uniformément en wu, les auteurs dans [[HYJO1] ont proposé 'observateur a

grand gain suivant :

B= AE N w3y, ) — OATH(O)STICTCL (! — o)

@ = Agi® + @ (u, 1,3, ys, ., yp) — 02A57(0)55 1 CF O (3 — a?) (3.10)
&P = Api? + ¢ (u, 1) — 0,0,7(0) S, CF Cy(P — a?)

pour k=1,...,p.
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e S; est l'unique matrice symétrique définie positive A\ X A, solution de l’équation

algébrique de Lyapunov suivante :
Sk + AL Sk + Sp Ay, = CL Oy,

e A (0) est la matrice diagonale A\, x \j suivante :

: 1 1
Ak(@) = d’lCLg (1, 5, ooy W)

e 0,...,0, sont les parametres de réglage de 'observateur dont le choix doit satisfaire :
0y >1etpourk=2,...,p, 0, > 9,;\5;1.

3.3 Classe particuliere de SNL MIMO uniformément

observable

Nous allons présenter maintenant une classe particuliere de systemes non linéaires uni-
formément observables qui peut se mettre a ’aide d’une transformation appropriée sous
la premiere forme canonique présentée ci-dessus. Toutefois, ceci n’est plus vraie lorsque
certaines entrées du systeme ne sont pas connues. C’est pourquoi nous introduisons cette
forme particuliere d’observabilité sur laquelle nous nous sommes appuyés dans les cha-
pitres suivants pour la synthese d’observateurs a entrées inconnues.

Soit la classe de systemes non linéaires MIMO suivante :

{ y:fo(u,xl) (3.11)
Avec

. fHu,at, 2?)

v F2(u, 7', 22, 2%)

x? Y

Tr = ) f<u7 JI) = : ’

B £ )

[ u, x)

avec z € IR" le vecteur d’état, z* € R™, k=1,...,qet p=mng > ny > ny > ... > n,,

q
an = n; lentrée u(t) € U l'ensemble des fonctions absolument continues a dérivées
k=1
bornées de IR* dans U un compact de IR*; f(u,x) € IR™ ot f*(u,z) € R™ et fO(u,z!) €

IR™. L’hypothese suivante est adoptée :

(H1) Pour 0 < k < ¢ — 1; la fonction 2**! +— fF(u, 2!, ... 2F 2F*1) de IR™+ dans IR™
est injective. De plus, on suppose que Jda, 5 > 0 tels que pour tout k € {0,...,q — 1},
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Ve eR", YueU,

of* YL
0< 0‘2["k+1 = (&L’kﬂ (u,x)) Ork+1 (u, ) < 52[nk+1

ol I, ., est la matrice identité (ngy1) X (npg1) -

Cette classe de systémes a été considérée par [[HI'03] pour la caractérisation d’une classe
des systemes uniformément observables. Les auteurs ont proposé un observateur a grand
gain dont la synthese a été effectuée en deux étapes. Dans la premiere étape, les au-
teurs ont introduit un changement de coordonnées qui a ramené le systeme (3.11) sous
la premiere forme canonique (3.1). La synthese de I'observateur dans les nouvelles coor-
données est immédiate (c’est 'observateur (3.4)) puis les équations de I'observateur dans
les coordonnées originales sont données en considérant la pseudo-inverse de la matrice
jacobienne. Ce systeme a ensuite été reconsidéré par ([F'MS05]) ou les auteurs ont pro-
posé une version légerement modifié de 1'observateur présenté dans ([IHF03]). En effet,
la nouvelle version ne nécessite pas 'inversion de toute la matrice jacobienne mais que
des termes diagonaux de cette matrice. Nous proposons dans ce qui suit de donner la
transformation qui permet de transformer le systeme (3.11) sous la premiere forme cano-
nique ainsi que les équations de I'observateur modifié dans les nouvelles coordonnées et

les coordonnées originales.

Considérons le changement de coordonnées suivant :

¢ :R" — R"™1
21 2!
22 22
T = — 2z =d(u,x) =
21 21
avec
)
Zl = f(](u’xl)
0
&= %(“>fvl)fl(u>$l>f’32)
of° 1 Of! 12y e20, o1 .2 3
2 = %(ual’ )?(U,ZIZ’ y L )f (uVI T X ) (312)
q—2
ofk -
o — ( W(u,x)) f7 (u, z)
\ k=0

ouzFeR™, k=1,...,q.
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D’apres 'hypothese (H1), I'application ® est injective; soit ®¢ sa fonction réciproque.
Avant d’écrire la dynamique de z, nous introduisons les notations suivantes :

e Soit A(u,x) la matrice diagonale en blocs suivante :

-1

af H

af°

afk
ggf(uvx)

Oxk+1

afo

A(u,z) = diag <%(u,x), (u,x ) (3.13)

D’apres 'hypothese (H1), A(u, x) est inversible a gauche. On désignera dans la suite par

AT (u, ) son inverse a gauche. On peut facilement vérifier que :

Au,z)f(u,x) =
flu,z) =

Az 4+ G(u,x) ou encore

A (u, 2)Az + A (u, )G (u, ) (3.14)

ou A est une matrice carrée nogg X noq et G(u,z) € IR™? et ils sont donnés par :

[0 I, O 0 | 0
R S O
A= 1|0 ' 0 et G(u,x) =
0 . [no qg—1 8fk .
| 0 ... 0 0 | W(“J) [ (u, )
k=0
Nous pouvons maintenant générer l'expression de la dérivée par rapport au temps de z :
. 0P ) 0P .
() = S (w)ilt) + o ( 2)id)

= Au,z)f(u,x)+ (a(u,z) — A(u,:):)) flu,z) +

= Az+G(u,z) + (g—i(u, x) — A(u,:c)) (A" (u, ) Az + At (u, 2)G(u, z)) +

d’apres (3.14).

Notant que la matrice

0P

—x(u, x) — Au, x)

A
ou

w, z)u(t)

i
ou

u, z)u(t)

est triangulaire inférieure avec des zéros

sur toute sa diagonale. Puisque AT (u,x) est diagonale et que les ((¢ — 1)ng) premieres

composantes de G(u, x) sont nulles, on a :

0P
e (u,z) — A(u, x)

(&

) A*(u, 2)G(u, ) = 0

Par conséquent, la dynamique de z peut étre récrite comme suit :

At =

Az + G(u,x) + (

0P

Ei;(uvx)__A(uv

x)) At (u,r)Az + 8—(I)(u, x)u(t)

ou

(3.1

5)
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Pour alléger les écritures, on adoptera les notations suivantes dans la suite :

1>

O(u, 2) (gi (u,z) — A(u,x)) A*(u, z)

= (G ) ~ A # ) ) A, 87(2)
plu,2) 2 O(u,2)Az + Clur) + O, il
)+

= O(u,2)Az + G(u, d(2) g (u, ®(2))u(t)
(3.16)

Compte tenu du fait que O(u, 2) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la diagonale
principale, on peut vérifier que la fonction ¢(u, z) possede une structure triangulaire.
En utilisant les notations adoptées, le systeme (3.11) peut étre écrit dans les nouvelles

coordonnées en z comme suit :

{ z=Az+ p(u, 2) (3.17)

y=0Cz

ou
C = Iy, 00y - - -, O

est une matrice ny X ngq avec 0,, la matrice nulle de dimension ny X ng .

IL est clair que le systeme (3.17) est sous la forme canonique (3.1). De ce fait, 'observateur
(3.4) peut étre synthétisé pour ce systeme (sous 'hypothese technique portant sur le ca-
ractere Lipschitz de la fonction ). Toutefois, comme nous ’avons signalé précédemment,
I’équation d’un tel observateur dans les coordonnées originales en x, nécessite I'inversion
de toute la matrice jacobienne. Pour contourner cette inversion, un nouvel observateur a
été proposé. Les équations de cet observateur s’écrivent dans les nouvelles coordonnées

comme suit :

) = Az+o(u,2)—0A;1S7ICTC(2 - 2)

0P ) ob . NN ia )
— w9 (2)) <A+<u, o2 - (Grin#) )mgls 1O - 2)
(3.18)
R
22
ou z = c IR™ avec 2K cIR™, k=1,...,q
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Maintenant, il est clair que I'observateur (3.18) s’écrit dans les coordonnées originales x

comme suit :

&= f(u, @) = 0T (u, 2)A5 S THOT(f0(w,0) = f0(u, a)) (3.19)
F T
i2
ouzr = ] € R" avec ¥ € IR™, k = 1,...,q et = est le vecteur des trajectoires du
44

systeme (3.11).

On remarque que l'observateur dans les coordonnées originales ne nécessite pas I'inversion
de toute la matrice jacobienne mais que de ses termes diagonaux rassemblés au sein de la

matrice A.
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CHAPITRE 4

Observateurs a Entrées Inconnues (OEI)

Dans ce chapitre, nous présentons la synthese d’observateurs de type grand gain pour la
classe de systemes non linéaires uniformément observables (3.11) a laquelle nous avons
ajouté des entrées inconnues. Les observateurs proposés permettent d’estimer conjoin-
tement tout I'état du systeme ainsi que toutes les entrées inconnues sous des condi-
tions suffisantes qui seront données. Leur synthese ne suppose, ni adopte aucun modele
mathématique pour les entrées inconnues. Nous supposons simplement que la dérivée

premiere par rapport au temps de chacune des entrées inconnues est bornée.

Avant de présenter la classe des systemes non linéaires qui fera 1’objet de notre étude,
nous proposons de rappeler les conditions nécessaires et suffisantes pour la synthese d'un
observateur a entrées inconnues pour les systemes linéaires. Ceci nous permettra de mieux
appréhender les conditions suffisantes que nous adopterons pour la synthese des observa-

teurs proposés.

Notons les conditions nécessaires et suffisantes qui seront rappelées pour les systemes
linéaires portent sur la synthese d’un observateur permettant l’estimation des états (via un
observateur d’ordre plein ou réduit) sans aucune connaissance sur les entrées inconnues.
Ces conditions peuvent étre relachées si certaines hypotheses sur ces entrées, telles la
bornitude de leurs dérivées par rapport au temps, sont adoptées. Nous reviendrons sur ce

point plus loin dans ce chapitre.

4.1 Rappels sur la synthese d’OEI pour les systemes
linéaires

On considere le systeme linéaire temps invariant suivant :

r=A B
Z{x z + Bu + Gv (41)

y=Cx
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ou I'état x € IR", 'entrée connue u € IR¥, 'entrée inconnue v € IR™, la sortie y € IR?, A,
B, G et C sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées et la matrice

G est supposée étre de rang plein en colonnes, c¢’est-a-dire
Rang(G) =m (4.2)
Sans nuire a la généralité, on suppose que la matrice C' a la structure suivante :

C=IL,0...0] (4.3)

G= ( g: ) (4.4)

olt G; € RP*™ et Gy € R"P*™ Remarquons qu’avec cette notation, nous avons

De méme, on posera

G, =CG (4.5)

Un observateur a entrées inconnues existe pour ce systeme si et seulement si les deux

conditions de rang suivantes sont satisfaites : (cf e.g. [Y W88, GS91, DZX91]) :

Rang(CG) = m (4.6)
I,-A G
Rang ( ° o 0 ) = n+m VseC,Re(s)>0 (4.7)

Nous proposons dans ce qui suit de donner quelques développements permettant de mon-
trer comment ces conditions sont obtenues. Ces développements nous serviront surtout
a apporter quelques compléments sur la synthese de 1'observateur lorsque le nombre

d’entrées inconnues est égale au nombre de sorties.

Les résultats que nous allons présenter sont décrits dans [Y' W88, DZX94]. Nous allons les
reprendre avec plus de détails ici dans le cas ou la matrice C' a la structure particuliere

(mais non restrictive) (4.3).
L’objectif consiste a synthétiser un observateur qui s’écrit sous la forme suivante :

o = Nz+Ly+D
Z{z 2+ Ly + Du (48)

z— Ey

=>
Il

ol I’état de l'observateur z € R", & € IR" est l'estimé de 1’état du systeme z, N € IR™*",
L € RV, D e R et E € IR"™P sont des matrices qu’il faut choisir de sorte que

I’erreur d’observation e = £ — x converge asymptotiquement vers 0.
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Pour ce faire, posons

P=1I,+EC (4.9)
L’erreur d’observation s’écrit alors
e = T—x
= z—Fy—=x
= z— (I, + ECQ)x
= 22— Px

Il s’ensuit
e = z—Pz
= Nz+ Ly+ Du— PAx — PBu — PGv
= N(e+ Px)+ LCx — PAx — (PB — D)u — PGv
= Ne+ (NP —-PA+ LC)xr — (PB— D)u— PGv (4.10)

Si les matrices N, L, D et E sont choisies de sorte que les conditions suivantes sont

satisfaites

N est matrice de Hurwitz ( )
PG =(I,+ EC)G =0 (4.12)
D=PB=(I,+EC)B (4.13)
LC—PA=—-NP (4.14)

alors 'équation (4.10) devient
¢ = Ne (4.15)

et 'erreur 'observation converge asymptotiquement vers 0.

Il s’agit maintenant d’étudier sous quelles conditions le choix de matrices N, L et F
vérifiant (4.11), (4.12) et (4.14) est possible. Remarquons que la matrice D est déterminée
a partir de E par la relation (4.13).

L’équation (4.14) peur se récrire comme suit

0 = NP+ LC—PA
= N(I,+ EC) + LC — PA =>

N = PA-LC-NEC
— PA—(L+NE)C
— PA-KC (4.16)
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avec
K=L+NE (4.17)
Remplagons N par son expression (4.16) dans 'équation (4.17), on obtient
K = L+ (PA-KQO)E
ou de maniere équivalente

L = K—(PA-KC)E
= K(I,+CE)— PAE (4.18)

La dynamique de I'observateur (4.8) devient alors :
2= (PA—KC)z+ Ly+ Du (4.19)

ou les matrices P (ou de maniére équivalente la matrice E), K, L et D sont données par
les équations (4.12), (4.17), (4.18) et (4.13). Le probleme de synthese de I'observateur
consiste donc a trouver une matrice E satisfaisant (4.12) et un vecteur K de sorte que la
matrice PA — K (' soit une matrice de Hurwitz. C’est un probleme similaire a celui de la
synthese d’observateurs classiques. Les valeurs propres de la matrice PA — KC' peuvent
étre choisies arbitrairement si et seulement si la paire (PA, C') est observable. Sinon, un
vecteur K tel que l'erreur d’observation (4.15) converge asymptotiquement vers 0, existe

si et seulement si la paire (PA, C') est détectable.

Nous allons maintenant discuter les conditions sous lesquelles la matrice E' (ou de maniére

équivalente la matrice P) existe.

En tenant compte des structures particulieres considérées pour les matrices C' et G
(équations (4.3) et (4.4)), I'équation (4.12) devient

EG, = -G (4.20)

La solution de 1’équation (4.20) dépend du rang de la matrice G; = C'G. Remarquons
que comme C' est de rang plain avec RangC' = p et RangG = m, nous avons RangG; =
min(p, m). Deux cas sont a considérer :

1. Rang(Gy) =p < m.

2. Rang(G1) = m < p.
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Cas 1 : Rang(Gy) =p <m

Dans ce cas, il n’y a pas de solution pour la matrice E. En effet, I’égalité (4.20) ne peut

pas avoir lieu puisque d’une part, nous avons :

Rang(EG1) < Rang(G1) <m

et d’autre part, nous avons

Rang(—G) = Rang(G) =m

Comme deux matrices égales ont trivialement le méme rang, I’équation en £ (4.20) n’ad-

met pas de solution.

Cas 2 : Rang(G1) =m <p

La solution générale de (4.20) est
FE=-GGf +Y(I, — G1GY) (4.21)

ol G est l'inverse a gauche de G et Y € IR"*” est une matrice arbitraire. La matrice P

peut alors s’exprimer comme suit :

P = I,+EC
= I,—GG{C+Y(I,— G,G})C
= I,+YC —GG{C - YGGC
= I,+YC—GG{C - YCGG}C
= I, +YC — (I, + YO)GGIC
= (I, +YO)(I, - GG{O) (4.22)

Remarquons que rang maximal de la matrice, n — m, est obtenu lorsque la matrice
(I, + YC) est non singuliere [D7ZX94].

Nous pouvons maintenant résumer les résultats obtenus par le théoreme suivant ([DZX94]) :

Théoréme 4.1. Un observateur de type (4.19) existe pour le systéme (4.1) si et seulement
St :
1) Rang(CG) = Rang (G1) =m

sl, — PA

2) Rang [ o =n VseC,Re(s) >0
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Nous donnons maintenant un deuxieme théoreme qui montre que les résultats du théoreme
(4.1) correspondent aux conditions généralement adoptées pour la synthese de I'observa-
teur (4.19) [DZX94] :

Théoréme 4.2. On suppose que Rang(CG) = RangGy = m et que RangP = n — m.
Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1) La paire (PA,C) est détectable (observable);

P—PA
2) Rang § o =n VseC,Re(s) >0 (VseC);
[ 51, — PA
3) Rang ° o =n VseC,Re(s)>0;
(S, —A G
4) Rang ° o 0 =n+m VseC,Re(s)>0 (VseC);

Nous allons maintenant examiner de plus pres le cas m = p, c’est-a-dire lorsque le nombre
de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues. Ce cas a été discuté dans [YWES] et
abordé dans [D7X94]. Nous donnerons dans ce cas des conditions tres simples pour la
synthese de 1'observateur et nous apporterons plus de précisions sur le choix des poles de

I'observateur, lorsque celui-ci existe.

Cas particulier : Rang(G1) =m et p=m

Nous allons chercher directement les matrices N, L et E satisfaisant les conditions (4.11),
(4.12) et (4.14).

Remarquons qu’en multipliant & droite par G' chacun des membres de 1'égalité (4.14) et

compte tenu de I'égalité (4.12), on obtient
LCG = PAG
ou de maniere équivalente, en tenant compte des structures de C' et G,
LG, = PAG (4.23)

qui devient alors la nouvelle équation fixant le choix de L.

Comme m = p et la matrice G est carrée et est inversible. A partir de (4.20) et (4.23),

on obtient :

E = —-GGy!
L = PAGGT!
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Il reste maintenant a étudier le choix de la matrice N. En remarquant que :

LC — PA = PAGG;'C —PA
= PA(GG{'C -1,)

= —PA(EC +1,) (4.24)
— —PAP (4.25)

I'équation (4.14) devient
PAP = NP (4.26)

Compte tenu des structures particulieres de C' et GG, la matrice
pP=1I,-GG{'C

a la topologie suivante
(I, 0
P = —
0 In—m ]

0 0
| —GyG Ty

I, 0
I GGt 0

En considérant maintenant les partitions suivantes de A et N :

Ny N
LN = 11 Nio
Ny Nao
olt Ayy, Nyj € R™™ Ay, Npp € R™ ) Ay Ny € IRIVT™XM g Agg, Nog € TRIT-mX (=)

nous obtenons

All A12
A21 A22

A—

0 0
i —(Agg — GgGl_lAlg)GQGl_l Agy — G2G1_1A12

NP — -—N12G2Gi Nio
_—N22G2G1 Noo

PAP =

L’égalité (4.26) devient impose donc les relations suivantes :

N12 - 0
Nog = Agp — GGyl A (4.27)

On remarque que la matrice Ny et Noo sont imposées par les relations (4.27). Il s’en-
suit qu’une condition nécessaire pour que la matrice N soit Hurwitz est que la matrice
Agy — G2G1_1A12 le soit aussi. La synthese de l'observateur n’est donc possible que si
cette matrice est Hurwitz. Dans ce cas, seuls m poles de 'observateur peuvent étre choi-

sis arbitrairement a travers le choix de la matrice Ni; (on peut prendre Ny; = 0). Les



48 CHAPITRE 4. OBSERVATEURS A ENTREES INCONNUES (OEI)

autres poles de I'observateur sont égaux aux valeurs propres de la matrice Asy—Go Gl_lAlg.

Dans ce qui suit nous allons considérer une classe de systemes non linéaires et nous allons
proposer certaines conditions suffisantes qui permettent soit simplement d’estimer tous
les états du systeme sans aucune connaissance sur les entrées inconnues, soit d’estimer
conjointement tous les états du systeme et toutes les entrées inconnues sous I'hypothese
additionnelle que la dérivée premiere par rapport au temps de chacune des entrées incon-

nues est bornée.

4.2 Classe des systemes non linéaires considérée

Soit la classe de systémes non linéaires multi-entrées/multi-sorties suivante :

; (4.28)

&t = flu,z)+G(u,s)v
y = Cr=x

1

x
ou I’état du systeme x = ( ) € IR", 2! € IR? est la sortie du systéme, X € IR" 7 est

la partie de  comportant tous les états non mesurés; l'entrée connue u(t) € U 1'ensemble
des fonctions absolument continues & dérivées bornées de IR™ dans U un compact de IR”;

v € IR™ est 'entrée inconnue avec m < p; f(u,x) = ( /i (u, ) ) e R", fY(u,z) € R?,
fX<u7 $)

G (u, s)

Gx(u,s)

G(u, s) et Gx(u,s) sont respectivement de dimension p x m et (n — p) x m matrices;

fx(u,z) € R"P et G(u,s) = (

) est une matrice de dimension n X m ou

s(t) est un signal connu borné dont la dérivée premiére par rapport au temps est aussi

bornée ; finalement C' = [I,, Opx(n—p))-

4.3 Procédure de synthese d’observateur

Pour la synthese d’observateur, nous adoptons les hypotheses suivantes :

(H1) La matrice G'(u, s(t)) est de rang plein en colonnes pour tout u € U et pour tout
t>0.

(H2) La dérivée par rapport au temps de I’entrée inconnue v(t) est une fonction compléetement

inconnue, £(t), qui est uniformément bornée, c’est-a-dire, sup ||e(t)|| < 5. ou [. > 0
>0

est un réel inconnu strictement positif.
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Sans nuire a la généralité, on suppose que la matrice G! se décompose comme suit (ce qui

est toujours possible en réordonnant les sorties) :

Gl(u, s) = ( Gilu, s) ) (4.29)

olt G1(u,s) est une sous-matrice de G' de dimension mgy x m avec m < mqy < p et qui est

de rang plein. D’apres 'hypothese (H1), nous avons :,
Rang(CG(u, s)) = Rang(G*(u, s)) = Rang(Gi(u,s)) =m, YVu €U, Yt>0

De plus, pour éviter la dégénérescence de la matrice G}, on suppose qu’il existe deux réels
ag, Ba > 0 tel que Vu € U,Vt >0, 0on a :

0 < aglm < (Gilu, )" (Gi(u, 8)) < Belm

Nous allons noter par m; la plus petite valeur possible de my qui représente le nombre
de lignes de la matrice G}. Notons que lorsque la matrice G est constante, nous avons
toujours mg = my; = m. Ceci n’est plus vrai lorsque cette matrice dépend du temps comme
cos(t)
sin(t)
égal a 1 pour tout £ > 0, i.e. m = 1, et la seule sous-matrice de G(t) qui soit de rang plein

le montre 'exemple suivant : G(t) = ( ) Le rang de cette matrice (colonne) est

est la matrice elle-méme, c’est-a-dire mg = 2.

Remarques 4.1.
(i) 1l est clair que la condition de rang de ’hypothése (H1) est identique a la condition
(4.6) adoptée dans le cas des systémes linéaires. Nous énoncerons plus loin, en temps

utile, une autre condition qui sera similaire a la deuxiéme condition (4.7).

(i1) La bornitude des dérivées par rapport au temps des entrées inconnues, stipulée par
Uhypothése (H2), n'est nécessaire que si l'on souhaite estimer ces entrées inconnues. Si
Pobjectif consiste simplement en 'estimation des états mesurés sans celle des entrées in-
connues, cette hypothese n’est pas nécessaire et elle peut étre supprimée. Cet aspect sera

détaillé plus loin.

Soit maintenant

ot = ( ii ) L2t e R™,oh € RP™; fl(u,z) = ( ;izg ) (4.30)

les partitions respectives x! et de f!(u,x) induites par celles de G*(u, s) sous la forme

(4.29). Bien siir, les variables z} et fi n'ont de sens que si m; < p puisque pour m; = p,
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Gi(u, s), ¥ et fi(u,z) se confondent respectivement avec G'(u, s), z' et f!(u,z).

En notant par (.)T Uinverse a gauche de (.), posons

Ti(u,s) = Gy(u,s)(Gi(u,s))*
T3 (u,s) = Gx(u,s)(Gl(u,s))"

(4.31)
Y%(u,s) = ( Z’Z)

et considérons le changement de coordonnées suivant,

TR RTT

Ty Ty Ty
-1
Ul s gfg = T(u,s) Ul (4.32)
) Ty 4
X X X

T
oilx1:< 1>€Rm1+mavecx%€]Rm P2eR™; 2 eRF™, X e R"? et T(u,s)

est une matrice carrée (n 4+ m) X (m + n) définie comme suit

I, 0 0 0 ; .
0 I, O 0 "
T(u,s) = ) = 0 I, 0 (4.33)
—Yi(u,s) 0 Iy O Yus) 0 1
—Y%(u,s) 0 0 Iy 7 S

Il est clair que T'(u, s) est inversible pour tout ¢ > 0 et on a,

In, 0

T u,s) = = 0 I, 0 4.34
(u:5) Yiu,s) 0 Iy, O (4.54)
Y3 (u,s) 0 I,

Y% (u,s) 0 0 I,

Le changement de coordonné (4.32) transforme le systeme (4.28) sous la forme suivante

{ o= fYu,s, 7,73 X) + Glu, s)T + (1) (4.35)

Yy = Bl(fl)éi’i

j% = fl(u S II,LE‘I,X)—FTQ(U S) %
X - fX(u>S>zlax1>X) +T§Z(u S)j (436>
Ya = E2(u757j17f2) é{f’%—l—T%(lM ‘9) Ty
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avec

[|>
=
=
8
S~—

|
>
[a]
=r
=
& N———
~
N——

[I>
o

e(t) )

filu,s 7,77, X) fa(u, ) = Ti(u, ) fi (u, )
f7 (uvsvi%vj%vj() £ fX(uvx) - T%((uv S)fll(uvx)

T 2 - (GO 9(Els))

>

>

>

T2 (0, 5) 2 —(%wa,sxaﬁu,w)

Notons que le sous-systeme (4.36) ne dépend pas de 'entrée inconnue v = T3 qui est
traitée comme une variable d’état du sous-systeme (4.35). De plus, le seul état du sous-
systéme (4.35) qui intervient dans le deuxieme sous-systeme (4.36) est la sortie y; = 1.
Par conséquent, si I'objectif consiste simplement a estimer ’état non mesuré X, le sous-
systeme (4.35) peut étre ignoré et la synthése d’un observateur réalisant cet objectif peut
s’effectuer en se basant sur le sous-systeme (4.36) ou la sortie y; sera traitée comme un si-
gnal connu. Dans ce cas, I'hypothese (H2) n’est plus nécessaire puisque le systeme (4.36)
ne dépend pas de I'entrée inconnue. Néanmoins, lorsque ’objectif consiste a estimer simul-
tanément 1’état non mesuré X avec ’entrée inconnue v, cette hypothese devient nécessaire

et c’est ce que nous allons supposer dans la suite.

Maintenant, comme la matrice G7(u, s) est de rang plein, le sous-systeme (4.35) est ob-
servable. Par contre, la structure du sous-systeme (4.36) est tres générale et on ne peut

pas conclure, en ’absence d’autres hypotheses, quant a son observabilité.

Dans la suite, nous allons considérer deux cas. Le premier correspond au cas ou m; < p
et le second a celui lorsque m; = p. Nous savons que pour les systemes linéaires, la
synthese d'un observateur avec des poles choisis de maniere arbitraire n’est possible que
lorsque le nombre de sorties est strictement supérieur au nombre d’entrées inconnues. De
ce fait, nous allons considérer dans le cas ot m; < p une structure particuliere de systemes
non linéaires pour laquelle nous proposerons un observateur de type grand gain avec des
poles choisis de maniere arbitraire. Dans le deuxiéeme cas, une condition de détectabilité

permettant la synthese d’observateur sera proposée.
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4.3.1 Syntheése d’observateur avec m < m; < p

On suppose que la fonction f(u,z) a la structure suivante

fiu, ot 2?)

F2(u, 2,22, 1%) ;
flu,x) = : avec ¥ = :17 (4.37)
P y
f(u, z)

q
otah €e R™, k=1,....,qet p=mny >ny > ... > mn,, an:n; cette partition de
k=1
G (u, s)
o . G*(u, s) . .
f induit la structure suivante pour G, G(u,s) = ou chaque sous-matrice
G(u, s)
G*(u, s) est de dimension ny x m.

k+1)

Les fonctions f*(u,z',22,... sont supposées satisfaire les hypotheses suivantes :

(H3) Pour 1 < k < ¢ — 1, application ¢! — f*(u, 2t 2%,... 2% 2*+1) de IR™+
dans IR" est injective. De plus, on suppose que Jay, 3y > 0 tels que pour tout
ke{l,...,q—1},Ve € R", Yu e U,

oft " ok
a?flnk+1 < GRS (%@W(ua@ < /6]2”[7%“

(H4) La condition de rang suivante est satisfaite :

1 ““L(u,z', 2%) Gl(u,s)
Rang( gi(u,xl,ﬁ) Gl(u,s)) S Rang gﬁ 1

z? —2(U,.§L’1,IL’2) G%(uv 8)
4
= ng+m, pour tout (r,u) EIR"xUett>0
(4.38)

On remarque que la classe de systemes considérée est similaire a la classe de systemes
uniformément observable (3.11) introduite par ([[TF03]). L’hypothese (H3) est la méme
que celle considérée par les auteurs et elle permet de conclure quant a I'uniforme obser-
vabilité du systeme en I’absence d’entrées inconnues. Quant a ’hypothese (H4), elle est

a rapprocher de la condition (4.7) considérée dans le cas des systemes linéaires. Remar-
o 1
ey i) |
quons que comme la matrice axl comporte p lignes et ny +m
f 1,2 1
(U,LIZ‘ y ) G2(u7 S)

ox?
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colonnes, I'hopthese (H4) implique que p > ng + m.

Avec la structure spécifique de f, les variables X et T% (u,z) s’expriment comme suit :

x? Y2(u, s)
3 TZ(u, s) .
X=1|  |etT%(us) = ‘ ot T2(u,s) = G*(u,s)(G}(u,s))T est une
x4 T2 (u, s)
ng X nq matrice, k =2,...,q.
7
-
. S E
De méme, nous avons X = ) avec
7
T =" —Ti(u,s)z}, k=2,....q (4.39)

Ainsi, les sous-systemes (4.35) et (4.36) prennent maintenant la forme suivante

io= fl s,fil 71, 75) + G(u, 5)7" + £(t) (4.40)
yo= @t =0t

i’z = f2(u’5’j’i,i’2)—|—’r2(u,5)i} (4 41)
v = ha(u,s,7",7%) 2 Co7® + Ti(u, 5)C1 7" |

ou

fi(u, s, 71, 7%, 73)

_9 2
92 Ty L2 72 1 =2 7 1 - _
z :<X): ' s [ (w8, 1, 77) = | fR(u, s, 7,75, T)

Z _

! fR(u, 5,71, 7%)
filu,s,71,3%,73) £ fy(u,2',2%) = Ti(u, s) fi (u, 2, 2°)
. 0 Gl(u,
G(u,s) = 1(1,5)
0 0
= Im 0m1 m
o ' ) (4.43)
Omxml Omxm
C, 2 lp-m Ogp-mi)xn-p) ) (4.44)

Otn—p)x(p=m1)  On—p)x(n—p)
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ou I,,, et 0;,; désignent respectivement la matrice identité m; xm, et la matrice nulle 7 x j.

On propose maintenant de faire la syntheése d’un observateur pour les systemes (4.40) et
(4.41) afin d’estimer Z' et z2. Les équations de I'observateur seront tout d’abord données

dans les coordonnées en , ensuite dans celles des coordonnées originales en .

Pour la synthese de I'observateur, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 4.1. Sous les hypothéses (H1) a (H4), nous avons
V(z,u) € IR" x U;Vt > 0,

872
Rang( Ji (u,s,zi,zf,...,xiﬂ)) = ngy pour k=1,...,q—1 (4.45)
7% 14

Preuve de Lemme (4.1).

D’apres 'hypothese (H3), nous avons
of* _ n _
Rang 5 W) ) =me V(zw) e R"xU k=1,...,g-1 (4.46)
En combinant (4.46) avec les expressions (4.39) et (4.42), on obtient pour k =2,...,¢—1:
72

of o N
Rang (axik 1 (u, s, $i, x%, :Eg, . ,xiﬂ)) = Mgt (4.47)
+

Maintenant, nous allons montrer (4.47) pour k = 1. Pour ce faire, posons

Pl = (—TI;ELU s) If) )

( L . 0 ) (4.48)
_G% (uv S) (G% (u7 5)) I;D—ml

Comme RangP(t) = p pour tout t > 0 et comme p > ny +m (selon (H4)), on a

8fl(
013
af2 2 .2 2

(U Lo, T, $2) G%(u> S)

1>

u xluxlvxg) G%(U, S)

ny+m = Rang | P(t)-

02 a2
gfgw,xi,x%,a:%) Gi(us)
= Rang of?
a 12(U S xivxlu']‘é) 0

Of?
= Rang (8;% (u,s xl,xl,xQ)) +m



4.3. PROCEDURE DE SYNTHESE D’OBSERVATEUR 55
d’on

Rang (gfz (u,s ji,f%,:@%)) = ngy
Ceci termine la démonstration du lemme (4.45).

Nous allons maintenant introduire un changement de coordonnées qui va mettre chacun
des systemes (4.40) et (4.41) sous la forme observable (3.1). On notera que le changement
de coordonnées qui sera introduit est similaire a celui considéré par ([HI'03]) qui a été

rappelé au chapitre précédent.

Avant de présenter le changement de coordonnées, nous introduisons les variables sui-

vantes :
M) = diag(Ln,Gl(u, 5)) (4.49)
A2(u757f%af2) = dzag p—m1> ale( 71 72) afl ( 71 72)af22 (u S xlﬁfz)a"' )
073 03 o3
q—1 )
" H (?g‘k u S xlv ) (450>
k=1 axk-ﬁ-l

On notera que d’apres les hypotheses (H1), (H3) et lemme (4.1), les matrices A; et Ay

sont inversibles a gauche.

Soient maintenant les changements de coordonnées suivants :

ot 2 e R™ k=1, 2.

e &y : IR"™™ 1 RYP™)

2 2
Ty 21
—2 2
T z

_ 2 2

72 = ‘ — 22 = . = Py (u, s, 77, 2)
—2 2
'IQ Zq

olt 22 € RP™™ k=1,...,q — 1, a I'expression suivante :
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(22 = &
2 = fiu,s, 7], 7%

of? . 1 -

)3 = st st
q—2 7
Of? oy

= a_Tk(u,s,xi,xQ) qz_l(u,:c)
L k=1 xk-i—l

Comme A; est de rang plein, ®; est injective. Il en est de méme pour ®, compte tenu
de I'hypothese (H3). Dans la suite, on notera ®§(z!) et ®5(2?2) les fonctions réciproques
respectives de ®; et ®,. Avant de décrire les dynamiques de z' et 2%, nous notons les

identités suivantes :

A (u,8)G(u,s) = AAi(u,s)

No(u, s,y1,22) f2(u, s, 77,72 = Agz® +b*(u, s, 71, 77) (4.51)
0 Iy, O 0
0 In : Iy m
ot A = Ploet Ay = P (4.52)
0 0 oI,
p—m
0 0

sont des matrices carrées de dimensions respectives 2m; X 2my et q(p —my) X q(p —my);

0

0 (u, s, 1,7°) = 0 e IRIP=™) (4.53)

H afk (u, s,77,7%) f2(u s,71,7°)
k=1 8xk+1

Comme les matrices Ay (u, s) et Ao(u, s, 71, %) sont inversibles a gauche, les identités (4.51)

peuvent s’écrire comme suit :

G(u,s) = Af(u,s)A1A(u,s)
Pu,s,71,7%) = AJ(u,s,71,7°)(A2” + b (u, s, 77, 7%)) (4.54)

En utilisant les identités (4.51) et (4.54), les dynamiques de z!' et z? peuvent s’écrire

comme suit :
e Pour 2! :
. 0D, NS 00, _ 0D, e
1 _ Y= 1\ 21 O 1 o1 1
() = s TN + (5, 7)) + S (s, 7)5(0) (4.55)
A —1 7l -1 =2 =2 - 0(131 —1\, 8<I>1 —1\ ¢
= Al(uv 8)(G(u7 8)']" + f (U,S,SL’I,ZL’I,LE‘2) +€(t)) + %(u S, & )U(t) + E(uusax )S(t)

= Azt +A(u,s)fH(u, s, 21, 77, 73) + Aq(u, s)E(t) + %( s, 71 )u(t) + @(u, s,71)5(t)
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e Pour 22 :
. 0P, . 0P, o 0P, o
Zz(t) = O72 (U S, Y1, T 2).]}'2(t) + %(Uﬂ S, Y1, x2>u(t) + E(Uﬂ S, Y1, xz)s(t)
00,
+ o —(u, s, y1, 741 (t)

= Mo(u,s,y1, 7)) (fP(u, 5,91, 7) + Y*(u, 5)7})
- <?9(D22 (5,1, )_A2(“7Svylaf’52)) (f*(u, 5,91, 8%) + T*(u, 5)7})

0D, , 0P, oy 0P,
t 5 —(u, 8, y1,7°)u(t) + a—(u,s,yl,a: )$(t) + i
1

= A222+b2(u, S, Y1, T )+A2(U S, Y1, T )T2(U 5) T

0P,
b (G5 = Aol ) ) (A (0,50, 2) (A 4 (0, 5,00,7%)

0P ) 0P ~ 0P,
8—u2(u’ s, Y1, T)U(t) + a—;(u, s, Y1, T°)5(t) + —(u s, y1, T2 (1)

ayl
= A2 4+ 0% (u, 5,41, 7)) + Ao(u, 5,91, 22) T (u, 5)7}

19
+ ( 2(u $,Y1, T )—Ag(u,s,yl,xQ)) (A5 (u, 8,91, T )Agz +T2(u s)x%)

—(u, 8, y1, T3 (t)

+ Y2(u,s)z}) +

a 2
0D, 0D, 00,
+ au (U, S, Y1, T )u(t) + 88 (u7 S, Y1, T )S(t) a N (U S ylv )yl(t) (456>

Notons que la derniere égalité dans le systeme d’équation (4.56) résulte du fait que

. 0P,
la matrice o 2(

avec des zéros sur la diagonale et qu’il n’y a que la derniere composante du vecteur

u, 8,91, 2°) — No(u, 5,91, %) | (A (u, s, y1, %) est triangulaire inférieure

b*(u, s,y1,72) qui est non nulle (cf. equation (4.53)).

Pour alléger les écritures, nous allons adopter les notations suivantes :

P
wl(u>$>zl>z2) é Al(u>$)f1(u S x%axlax2)+b(

0u )i
wz(uv S7yluz%7z2) = b2(u S yluj )+A2(u757y17j ) ( ) %

0P
+ < 2(u 5,91, %) — Ao (u, s,yl,f2)) (A (u,s,y1,7%) Agz +T2(u s)Z1)

(0 + 22 5, 7)5(0)

072
0P, o 0P, o 0P,
+ 5 —(u, 8, y1,z°)u(t) + g(u,s,yl,x )8(t) + —= o (u, s, y1, 7)1 (t)

Compte tenu de la structure de @y, il est clair que la fonction ¥!(u, s, 21, 2?) est triangu-
1.2
u,s, 2tz
laire par rapport a z!, c’est-a-dire que l'on a : ¥!(u, s, 21, 2?) = v ) avec
¢% (u7 S? Zl’ 22)
Pi(u, s, 21, 22), pi(u, s, 21, 2%) € IR”™. De méme, compte tenu de la structure de ¥, et en

notant que la matrice
0Py _ _
(a Q(U $,Y1,T ) _AQ(u>$>yl>$2)) A;(uvsaylax2)A2

est triangulaire inférieure, on peut vérifier que la fonction ¥?(u, s, 31, 21, 22) est triangulaire
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¢%(U= S, Y1, Z%v Z%)

¢§(U, S, Y1, Z%, 2%7 Z%)

par rapport a 2%, c’est-a-dire que 'on a ¥?(u, s, y1, 21, 2%) = , L ,
wk(uv S, Y1, 215215 -+ - Zk)

¢§(U, S, Y1, Z%? Z2)
avec V2(u, 8,91, 21,28, ..., 22) e RPT™ k=1,...,q.
Avec les identités et notations introduites, les systemes (4.40) et (4.41) s’écrivent respec-

tivement dans les nouvelles coordonnées en z comme suit :

o= A (s, 2t 2%) + A (u, )E(t) (4.57)
yi = h(zh) =Ciz' = 2| |
et
,2'2 = A222 + w2(u7 S, Y1, Z%’ 22) (458)
Yo = ho(2',2%) = Co2® + 150121
!
avec z = ( ) ) et
z
C, = |: I, O ] ; O = [ Ipomy Opemy oo Opomy ] (459)

sont deux matrices rectangulaires de dimensions respectives m; x 2my et (p—my) X q(p —
ml).
Nous allons maintenant proposer un observateur de type grand gain pour l’estimation

simultanée des états des systémes (4.57) et (4.58).

L’hypothese (classique) suivante est adoptée pour la synthese de 'observateur :
(H5) La fonction ¥ (u, s, 21, 2?) (resp.v?(u, s, 41, 21, 22)) est lispchitzienne en z! et 22

(resp. en z{ et 2?) localement uniformément en u et s (resp. en u, s et y;).

Avant de donner I’équation de I'observateur, nous introduisons les variables suivantes :

e Soient #1, 65 > 0 deux nombres réels et soient A;(6;) et Ag(6s) deux matrices diagonales

par blocs définies comme suit :

1
AMQ=:ww(mlam»

1 1
Aally) — m@(lfm T @:Au) (4.60)
2

e Pour 7 = 1, 2, soit 5; la solution de I’équation algébrique de Lyapunov suivante :

S+ ATS, + S;A; — CTCy = 0 (4.61)
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ou les A; et C; sont respectivement données par les équations (4.52) et (4.59), i =1,2.

D’apres les rappels du chapitre 3, les matrices S; et Sy sont symétriques définies positives

et on a :
C;[p—ml
21 C?I,_ , 1]
—1 T _ mi —1~T _ g p—mi i J:
Sl Cl = [ - ] et 52 02 = avec C] = m (462)
Cily iy
Soit maintenant le systeme dynamique suivant :
2= A 49 (w5, 2 2% = 6IAT(00)STCT (i (21) — )
22 = A% (u, s,y 21, ) — 02051 (05) 851 CF (ha(2,22) — yo)
0P R orn . )
b2 (s, 5(5) (Pl 2L B5) — Plu, s, B5() + T2w,5) (31— 2D)
0P )
(s, B5(2))
+ c(22 0P, c(22 i 1T
A2 (u>$>ylaq)2(z )) - W(u>s>yl>®2(z )) QQA (92)5 C (hQ( )_y2)
(4.63)

2

51 51
z z
~ _ ~ 1 ~ . ~
avec z = ( . ) e RZmtalp—m). 21— ( ) c R*™ 2zl ¢ R™,i=1,2; 2> =

z Z5
52
~1
4
) e RIP™™) | avec 2Z2eRP™  k=1,...,q et enfin 6y, 6, > 0 sont deux nombres
29
<2
réels.

Nous énoncons le théoreme suivant :

Théoréeme 4.3. Supposons que les systemes (4.55) et (4.56) satisfont les hypotheses
(H1)-(H5). Alors,

39170 > 07 39270 > O, V@l > 91,0; V92 > 92,0; x> 07 3/11(91,92) > 07 3M(91,92) > O,
Yu € U;V#(0) € IR¥™:V2%(0) € IRYP=™); on, g :
12() = 2(8)]| < ABre™#O002|2(0) — 2(0)]| + M (61, 62) 8-

ot z(t) est la trajectoire inconnue de (4.55) et (4.56) associée a entrée u, Z(t) est une
trajectoire quelconque du systeme (4.63) associée a l'entrée u et aux sorties y; et ys et [
est la borne supérieure de ||| donnée a l'hypothése (H5). De plus, on a :

lim (6, 05) = +oo et lim M(6;, 05) =0

01,02— 00 61,00— 00
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Remarque 4.1. Théoréme (4.3) stipule que pour des entrées inconnues constantes (i.e.
e(t) = 0), Uerreur asymptotique d’estimation converge vers zéro de maniéere exponentielle.
Dans le cas ou ||e(t)|| # 0 mais est bornée par (., cette erreur reste dans une boule dont
le rayon est d’autant plus petit que (.. de plus, ce rayon peut peut étre rendu aussi petit

que désiré par le choix de valeurs suffisamment grandes de 0, et 0.

Preuve du Théoréme (4.3) :

Avant de présenter la preuve de ce théoreme, nous pouvons remarquer que les équations
de l'observateur (4.63) et en particulier la dynamique de 22 sont assez complexes. De plus
et d’apres les rappels sur les observateurs présentés au chapitre 3, I'expression de cette
dynamique aurait pu étre beaucoup plus simple en omettant tous les termes qui font
intervenir la jacobienne de W,. Toutefois, les équations de 'observateur ainsi obtenues
seront beaucoup plus complexes dans les coordonnées originales en T puisqu’elles feront
intervenir 'inverse de la jacobienne. Ainsi, 'objectif recherché derriere ’ajout de tous les
termes contenant la jacobienne de W, dans la dynamique de 1’observateur, consiste a ob-
tenir un observateur dont les équations seront tres simples a établir dans les coordonnées

originales en Z. cet aspect sera détaillé dans le preuve du théoreme.

e'(t)
e*(t)
composante de e’. Avant de générer les dynamiques des erreurs d’observation, notons

Posons e(t) = [ ] avec €'(t) = z'(t) — 2'(t), © = 1,2 et notons par e (t) la j*m

que :
hl(ﬁl) — U = 0121 — Z%
= 01(2 — Zl)
= 0161
hg(él, 22) — Yz = 0222 + T%(U, S)Clél — Y2

= (32 =2+ T%(u, s)Cy (3 — 2

= Cye® + Ti(u,s)Cie! (4.64)
Nous avons

¢l = (A; — O, AT (91)51_10{Cl)el + (¢ (u s, 312 ) @bl(u s, 21,22)) — Ay (u, s)&(t)
é2 = <A2 — 92A2_ (‘92)52_10;02)62 + ( S yl,zl, w (u, S,y172%722))

— 0 (02) S5 CT Y (u, 5)Chel +g

0% s, 95(7) (A+<u S B5(E) - ( 5,1, 25(7)) )

A51(92)52_102T(Cge2 + Tf(u, 8)0161)

“(u,
®, 2 1 22
— (u, 8,91, 7° —us§ )Cret + T (u, s)Che!

(4.65)
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ou & € IR™ par application du théoreme de la valeur moyenne.

Maintenant, pour ¢ = 1,2, on peut facilement vérifier les identités suivantes :
A(0)AATH0:) = 0;A; et C;A(0:) = C; (4.66)
Posons €' = A;(0;)e! et &2 = Ay(6;)e?. On obtient :

e' = 60i(A = STICTCE + A (0) (W (u, 5,2, 2%) — M (u, 8, 21, 2%)) — Aq(61) s (u, 8)E(t)
é2 - 92(A2 - 52_1027102)62 + A2(92)(¢2(U7 S, Y1, 2%7 A2) w2(u7 S, Y1, Z%a 22))

2 .
— 6,5, CFri0 ! ‘I-Ag(eg)?;[)z (u, 5,91, %) ( of —(u, s, &1, 2°)Che" + T2 (u, S)C’lel)

— 92A2(92)F(u, S, Y1, 22)A2 (‘92)52 10;(026 + Tl(u, S)Clél) (467)

52) A& 0P, 22 + c(22 0P, c(22 i
OUP(U S,Y1, 2 ) OT a9 (u S ylaq) ( )) A2 (%57?/1,(1)2(2 )) - W(u>s>yl>®2(z )) :

On notera que la matrice I'(u, s, y1, 2%) est triangulaire inférieure avec des zéros sur la dia-
gonale. De plus, compte tenu de la condition de Lipschitz sur ®, (Hypothese (H5)) et de
I'hypothese (H1), cette matrice est bornée.

Considérons maintenant les fonctions quadratiques suivantes : V;(é') = e?iTSiéi, 1=1,2.

et posons V(€) = Vi(e') + V,(€?). D’une part, nous avons :

Vi o= 2el! §pé!
= 0V, — e CTCrE" + 2e Sy A (0:) (¥ (u, 5, 21, 5%) — i (u, s, 21, 22))
2617 1AL () Ay (u, 8)E(E)
—0: Vi 4 2[|E[[| S ([[AL(01) (& (u, 5, 21, 22)) = 9t (u, 5, 2, 22|
| Ay (61) Ay (u, $)E(8)]]) (4.68)

IN

La derniere égalité dans (4.68) résulte de I’équation (4.61).

Maintenant, comme la fonction 1! est lipschitzienne, qu’elle est triangulaire par rapport
a 2! et quelle ne dépende pas de 27 pour k > 2, on peut montrer que pour 6y,0, > 1,

nous avons :

1AL (00) (" (u, 5, 2%, 2%) = (¥ (u, 5, 2", 2))) |

IA

killet|| + ko €
kil|et|| + kB2 /€| (4.69)

IN

ou k1, ke > 0 sont des constantes indépendantes de 0, et 6. De méme, on peut montrer

que l'on a :

[A1(61) Ay (u, s)e(®)]] = |l

(4.70)
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ou (¢ et (. sont donnés par les hypotheses (H1) et (H2).
En combinant (4.68) avec (4.69) et (4.70), on obtient :

Vi < —(0; —c))Vi + b/ Vi/ Vo + CZﬁE\/% (4.71)

2k |51 2k || 51 206|151

ounec = ————,C = , 3 = —————, \in(.) étant la plus petite

valeur propre de (-).

D’autre part, nous avons

% = 262T52é2
= —0oVa — &7 CYCoe” + 28° 5o Mo (02) (V7 (u, 5, y1, 21, 2°) — ©*(u, 8,1, 21, 2°))
— 29262TC2TT2(U S)Clé

+ SQAQ(QQ)(;(I); (u, s, y1, P5(2%)) (afl (u, s, &, ®5(2%)) + T (u, s)) Cé*

262T52¢92A2(¢92) (u, S,Y1, % )Ag(eg) 152 1C2T(Cgé2 + T%(u, S)Clél)

< =0,V + 2] 8|12l | A2 (02) (W2 (u, 5,91, 21, 2%) — % (u, 5,41, 21, 2%))|
+ 20,1 (|1C3 T3 (u, s)Cu [l
9 0P, er ooy [(OF 22 2 1
+ 20721l A2(02) 55 (u, 5,51, P2(27)) a7l —(u, 5,61, D5(2%)) + T (u, s) | Cufl[le"]]
+ 21811 S2l[|6222(6)T (Uv8791,22)A51(92)||(||52 15 Colllle®] + 11551 G5 Y 3w, s)Chll[le )

(4.72)

Comme la fonction ¢? est lipschitzienne par rapport a 2] et 2% et qu’elle est triangulaire

par rapport a z2, on peut montrer que pour 6;,60y > 1, nous avons :
||A2(92)(¢2(u7 5, Y1, 2%7 22) - ¢2(u7 S, Y1, Z%? Zz))” < k, ||€i|| + k/ ||é2||

Fallet ] + ko€
< killed kel (4.73)

ot ki, ky sont des constantes indépendantes de 6; et 6.

0P of? =
De méme, comme les fonctions ——2 et o sont bornées (f? et ®, étant lipschitziennes)

or? 0z

ainsi que u et $, on peut monter que pour ¢, > 1, on a :

£2
18a(60) 522 000,052 (G (0,050 + T )| < 5 (07)

ou k;} est une constante ne dépendant pas de 6y, ni de 6,.
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Par ailleurs, comme Y?(u, s) est bornée, nous avons :
[C2Ti )l <k (4.75)

ot kj est une constante ne dépendant pas de 6, ni de 6.

Enfin, comme T'(u, s, y;, 2?) est triangulaire avec des zéros sur la diagonale principale et

qu’elle est bornée, nous avons,
16225 (02)T (u, 5, 91, 2%) 85 (62) | < ke (4.76)

ol ké est une constante ne dépendant pas de 6; et 0,.
En combinant (4.72) avec (4.73),(4.74), (4.75) et (4.76), on obtient pour 6, > 1 :

Vo < (0 —ca)Vatesv/Viv/Va (4.77)
ol ¢4 et ¢35 sont des constantes positives ne dépendant pas de 6, ni de 6.
Combinons (4.71) et (4.77) et prenons 6, > 1, on obtient :

1% < =01 —c))Vi— (0 — ) Vo + Cﬁg_lm% + CZ;ﬁs \/Vl (4.78)
1

ol ¢ = ¢y + C5.

Pour 0; > ¢y, 05 > ¢4, on définit V¥ = (6; — c)Vh, ViF = (02 — cy) Vo et V* =V + V5. On
obtient :

) cly C3
V < —VF-V}i+2 VIV 4+ — 6/ V,
o ! 2 \/(91 — Cl)(92 — 04) ! 2 91/6 !

* * 0‘92 * * %
< - +V2>+¢(91_Cl)(92_04)(\/ﬁ+ Vi) + g8V

- TEe = )

Maintenant, pour #, fixé, choisissons #; tel que

0292@—1)
91 > max 92, 92 —C4 + C1,C1 + 2 (480)
(02 — c4)

En choisissant #; comme en (4.80), on a :

q—1
cty

—1_
! V(01— 1) (02 — 1)

>0

et
(92 — C4)V S V* S (91 — Cl)V



64 CHAPITRE 4. OBSERVATEURS A ENTREES INCONNUES (OEI)
L’inégalité (4.79) devient :

VoS Vo VSl — eV 4 ANV
D’ou

C3

7 (WVEmD) < 50— c)VVED) + 55

8. (4.81)

On en déduit,

C3

Vie(t)) < ewp [—3(92 — 04)15} V(e(0)) + 01102 —ca) [1 — exp [—3(92 — 04)15H Be
< eap |50 — et VVTEO)) + gt (4.82)

Il en découle,

[N

el < \fFen [-Lo— o]l + s sy

ou )\1 = mm()\mm(Sl), )\mm(SQ)) et )\2 = max()\max(Sl), Amam(Sg)).
Maintenant, compte tenu du choix de 0y (cf.(4.80)), on a :

le@l < lle@)] < 6rlle(®)ll (4.84)

Il en résulte,

C3

e < 0uy/R2ean [Lio, oy O+ s )

Finalement, les parametres A, p(61,65) et M(6;,605) du théoreme sont donnés par :

C3

Ao Ui
A=/ wl(b1,00) = —=(02 —ca); M(01,0;) = ————
>\17 :u( 1 2) 2( 2 04)7 (17 2) 7]\/)\_1(92_04)

Ceci finit la preuve du théoreme 4.3.

Nous allons maintenant donner les équations de 'observateur dans les coordonnées en

avant de les générer dans les coordonnées originales en x.
Nous commencons par traiter ’équation de 2! puis celle de 22.

Comme ®; est injective, alors pour chaque 2! € IR*™ | il existe z' € IR™ ™™ tel que :
P (u, s, 2") = 2!

En dérivant par rapport au temps chaque terme de cette égalité, on obtient :

00, 0P, 0P, A1

A1
— — — T =3
ou 0s ox!

(u, s, 21)a(t) + (u,s,21)5(t) +
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D’ou,

: oL A0\ oL . O .

A1 o1 1 i1 9% aly .oy 9F1 a1

r = (8:21 (u, s, )) ( 5 (u, s,z )u(t) 95 u, s,z )S( ))
_ BL32 52 4 G, )i 4 (28 ) 0L ATH0)STICT (O 2
- fl (u7 Saxlvxlvlé)_'_ (u7 S)LE‘2+ ﬁ(uv S, T ) (_ 1 ( 1) 1 1( 17 _y))
= fi(u,s,x7,2%,235) + G(u, s)xy — A7 (u, s)ATHO,) SO (Crzt — 1) (4.86)

Nous procédons de la méme facon pour 22. En effet, comme ®, est injective, alors pour

chaque 22 € R?~™ il existe 22 € IR"™™ tel que :
N
q)Q(uv S, Y1, ) =z

En dérivant par rapport au temps chaque terme de cette égalité, on obtient :

0D,

0%, 0D,
ou u, 8,9, %

B)ilt) + 5 (s,

#2)3(t) + ai)fw 5,0, 3

~ ~ ~

)yl(t) + —Ai’ = 2’2

d'ot,

: 0D, 0\ (2 0P oy 0Dy a2
= (0 2(u S, Y1, T 2)) <z2—%(u,s,y1,:ﬂ2)u(t)—§(u s, 91, 2°)5(1)

_ gjl (u, s,y1, T )yl(t))

. o 0P, i
= f(u,s,y1,7) + Y (u, s)T] + (8 >(u, 91, 2))

(2‘2 (15,90, 95(2%)) (P(u, 5.2, @5(2) = P, 5.2, @5(2%) + T, )31 z%)))

0P, o\ s
b (G ) (007085 CHAE ) - )

0P o\ 0P ) ) 0P . *
- (Frtws ) G 562 (A;<u,s,y1,<1>;<z2>> (G s 352 )
00571 (02) S5 C3 (h(2', 22) — )
= P B T 7 (P, 2 852)  Plus, 2 852) + T2 ) - =)

0P, 29 - -1 WIS S
- (G ) A7) TG ) -

- 0 (Am,s,yl,@;(%)) (G s 252 )A (62)S7 ' CE(h(E, 2) - o)

= Py 8+ T2 5)7t + (Plu, s 2 B5(2) = Pl 23, 95(2) + T2u, ) (31 = 21))
S (50, ()AL (02)S, CT (M, ) — ) (487)
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Maintenant, & partir des expressions de ®;(u, s, 7') et ®y(u, s, Z1, 7?), nous avons direc-

tement les égalités suivantes :

n o= 2
S |
21 = I
22 =2
g1 T I

h(2h,2%) = Cy2* +T3(u,s)C 3!
= 2+ Ti(u, )%
= 72+ Y3(u, 8)7; (4.88)

D’autre part, nous avons par définition ®5(2?) = 7?. Ainsi, en tenant compte de ces

égalités, 1'équation (4.87) devient

= s, 8+ T 0)ad + (Plus @l 8%) = Plus et ?) + T2 )@ - al))
— OoAF (u, 5,91, 32NN (02) S5 CT (32 + T2 (u, 8)3 — ys)

a1
= Ja(u S xlv )+T2( )Il - 92/\ (u, 8,91, )A (92)52 1Cz (Il +T2(U S)ﬂ Y2)

Pour résumer, les équations de 'observateur (4.63) s’écrivent dans les coordonnées en

sous la forme suivante :

o= fYu,s, 1,22 52) + G(u, 8)zh — O AT (u, s)ATHO)STIOT (Ot — )
2 = fu,s, 70, 7%) + T2(u, 8)7 — 0,05 (u, s, T}, 72)A;H(6,) S5 CT (4.89)
(23 + T3 (u, 5)T1 — y2)
. 3
. ! . vl R
oui’:<£2>€]R"+m,i’1:<Ai)E]Rmﬁm,le]le,x%E]Rm,iZ— : c
z
z;

£l 21 22 22
— 2 — 2 r 21 22 2 fl (uv S7x17x17x2)
RY™ 22 e R"™ 12 e R™, k=2,...,q; f'(u,s, 21,73, 73) = ( ;

S
——
8
[}
SN—
Il

_ 0 Gt _ f2(u, s,z 22, 22
(O (375) ) : fg(%s, f3( 1, T3, T3)

4.3.1.1 Equations de I’observateur dans les coordonnées originales

L’objectif consiste a écrire le systeme (4.89) dans les coordonnées originales x. Pour ce

faire, nous allons tout d’abord exprimer les termes de la matrice A3 (u, s, 71, #?) dans ces
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coordonnées. Nous avons :

-f_k?(u7 87 i’%,j%’.. xl%—i—l) = fk(u7x%7x;7x27"'7xk+l> _Tz(u7 S)fll(u7 x%7x§7x2>
= fk(u, :Ei, :Ef + T%(u, s)ii, 5:3 + Tg(u, s):ﬁ, o ,iiﬂ + T%H(u, s):i’%)
—Y3(u, ) f (u, 7}, T3 + Ti(u, s)71, T3 + T3(u, 5)7;) (4.90)

En utilisant la relation liant les exprimant les corrdonnées en Z en fonction de celles en x
(4.39), on déduit

.fl?(uu S, ij%u i%v s 73%%4-1) = fk(u l‘i’i‘% + T(U S>jivi%g + Tg(uv S)EL s 7'%16-‘1-1 + T2+1(Ua S)jb
—Yi(u, ) ff (u, 2y, 37 + Ti(u, $)77, 75 + T (u, S)fi)
= fk(u x%,% Tz(u s)el,x — T2(u 8)61,..., TkH(u s)el)
— T3 (u, 8) fi (u, 27, &5 — Ti(u, s)e, &% — T3 (u, s)e;)
- fk(u>$i>jé>j2a"'>jk+l) _Ti(u S) (U $1,$2,l’2) (491)
ou
Iy = iy —Ti(u,s)e]
i = ﬁk—Tz(u,s)ei pour k=2,...,q
e% = x% —:El (4.92)

De fagon similaire, nous pouvons obtenir ’équation suivante :

Par ailleurs, nous avons

Of 122 22 ofy Lozl 22 2 ofi 1 ~1 =2
——(u, s,xy,T7,T5) = u, Ty, To, T U, Ty, Ty, T
S ah 88 = S (] £ - T s) (. ad. 2.3
£ Flu,s, ], 7)
afp Fl 22 22 22 afr 121 =2 ~k+1
82( S, 1,1’1,I2,...,$k+1) = 8l’k+1(u $1,$2,$,...,I+>
L FFu,s,xl, %) pour k=2,...,q— 1. (4.94)
75
j‘2
ol les composantes du vecteur = ] sont données par le systeme (4.92).
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Compte tenu des calculs précédents, il en ressort

A2(u7 S, "Z&a ‘%2) = A2(u> S, lﬁ? j)

= diag (Ip_ml,Fl(u, s,11,7), F'(u, 8,21, %) F*(u, s, v, T), HFk u, s, 17, T )

Finalement, & partir des expressions de T~ (u, s), S;*CT, A1(6;) et Aj(u, s) données par
les équations (4.34), (4.62), (4.60) et (4.49), on peut déduire

+ -1 -1~ T __ 2]m1
AT (u, $)AT(01)S, Cp = (91(G%(u,s))_1> (4.96)

et

T—l(u s) 6)1A (u, )Al_l(e )ST 1CT(I1 ZE%)
’ 0215 (u, 5,21, 7) A5 1 (62) S5 CF (25 — x3)

( DA (0, AT (005 O (3 —al) ) (497
20,72 (u, s)(21 — x1) + 6’2A+( s, w1, B) AL (05) S5, CF (&) — 2d)

En utilisant les différentes égalités précédentes, on peut déduire que les équations de

I'observateur (4.89) s’écrivent dans les coordonnées originales en x comme suit,

(@) _ ( fiwahahe®) ) | Gilws) )
b 0 0

—0 AT (u, $)ATH(6,)STICT (3 — 2

) f3(u, 2, 25, 2°) Gh(u, ) (198)

2 f2(u, 31,22, G*(uys) | : |
= . [0 s (@] — )

s fo(u, ) G(u, 5)

—0203 (u, 5,21, 2) Ay (62) S5 ' CF (&) — 23)

\

Afin d’écrire les équations d’observateur (4.98) sous une forme plus condensée, nous in-

troduisons les notations suivantes

Mu,s,2y,8) = diag(Ln,, Mao(u, 5,27, T))
A(QQ) = dzag(0m1>A2l( ))a
I,

1 (u, s)

Oy
Syter

D(u,s) = = (4.99)

(4.95)
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Avec ces nouvelles notations, 1'observateur (4.98) peut s’écrire dans les coordonnées ori-

ginales en x sous la forme condensée suivante,

T = f(u, &)+ G(u, )0 — At (u, s, 2}, B)A(03) K (25 — ) — 20, D(u, s) (& —93]1&1 100)
0= —01(Gi(u, 5))" (] — 1) '
Zi'l
-1
ouz=| : EIRk,xkEIR”keta?:[ﬁ]avecx%GIleetx%EIRp_ml;@EIRm.
P
7

Ecrit sous cette forme, on remarque que I'observateur (4.100) est relativement simple. En
effet, il consiste en une copie du systéme (4.28) avec un terme correctif dont I’expression

est donnée.

4.3.2 Synthese d’observateur avec m; = p

Nous allons reprendre la synthese a partir du modele (4.35) -(4.36). Comme nous 'avons
mentionné précédemment, xi et G}(u, s) coincident maintenant respectivement avec z! et
G (u, s) et les variables 77 et Y?(u, s) sont & omettre du systéme (4.35) - (4.36) qui prend

alors la forme suivante

=1 7l 1
{ o= ]jl(u 71 X)) + GYu, s)7t + &(t) (4.101)
y = T
X = fx(u, 5,75, X) + T2 (u, s)7 (4.102)
T ; - ! . 0 G
onz! = ﬁ T =2t By =v; flu, 71, X) £ fH{u2) G (u, s) = (u,5)
7 0 0 0

et X et fg sont définies comme suit :

>
Il

X — Y3 (u,s)zt
fX(quvi%’X) = fX(uvx)_T?X(uas)fl(u>$)

ol la matrice Y% (u, s) est donnée par (4.31).

Comme dans le cas olt m; < p, le systéme (4.101) est observable puisque G*(u, s) est de
rang plein. En revanche, le systeme (4.102) ne possede pas de sortie. Nous avons donc
besoin de la condition de détectabilité suivante pour la synthese d'un observateur. En

effet, en plus des hypotheses (H1) et (H2), nous adoptons I’hypotheése suivante
(H3) 11 existe une matrice Symétrique Définie Positive P(t) tel que :

(i)E'Oél,Oé2>O;thOI
< P(t) < asl, (4.103)
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(i) Jas > 0;Vue U; Vol e RP; VE € RV P :

P+ Plo) (Gt € = Tl ) et ©)) +

X (1), 41 1?2 of TP < —asl,_, (4.104
X 0, 6) = M) S (w,2,6) ) P) < —agly (4.104)
Notons que, la condition (4.104) est intentionnellement donnée dans les coordonnées ori-
ginales en x, ce qui simplifie sa vérification dans ce systeme de coordonnées a partir du

systeme (4.28). Elle peut s’écrire dans le systeme de coordonnées & comme suit

(i) Jag > 0; Vu e U; Vi e RP; VE € R"P -

Ofx

P(t) + P(t) (a—X

1 g, 1 ! _
(u,z7,€) | + 9% (u,z7,€) | P(t) < —asl,—,  (4.105)

L’observateur que nous proposons pour les systemes (4.101)-(4.102) se présente comme

suit
{f-zf%‘ﬂbAGw&?—%Mw@A<M&%Hﬂ D 106)
X = fe(u,sz, X)+ T%(u,s)z}
oun z! = ( i e R, 2l e RP, 2} € R™; X e IR"?, Ay et S; sont respectivement
2

donnés par (4.60) et (4.61) avec #; > 0 un nombre réel et
Ay (u, 8) = diag(1,, G'(u, s)) (4.107)
Nous énoncons maintenant le théoreme suivant
Théoréme 4.4. Supposons que les systemes (4.101)-(4.102) satisfont les hypothéses (H1 ),
(H2) et (H% ), alors,
(i) Jo > 0; Yu e U;Ve*(0) € IR"™™; on a : ||e2(t)]| < oexp(—aszt)||e*(0)||

(ZZ) 39170 > 0;; E')\l > O,’ E')\g > 0,’ ‘v’91 > 9170 ; El,u(91) > 0; EIM(@l) > 0; Yu € U,'
Vel(0) € IRPT™ ; Ve?(0) € IR™™™ ; on a,

le* ()]l < Mbrexp(—u(01)t)][e"(0)]| + Asexp(—ast)|le* (0)]] + M (61)65:

ot el(t) = 3\ (t) — T\ () et €2(t) = X(t) — X(t) ot T'(t) et X sont les trajectoires
inconnues des systémes (4.101), (4.102) associées a l'entrée u et a la sortie y et
( :;(Et; sont des trajectoires quelconques du systéme (4.106); . est la borne de
|e(t)|| donnée dans Uhypothese (H2) et o est donné par hypothése (H3'). De plus,
on a lim M(6,) =0

1—>OO
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Remarques 4.2. 1) Comme pour le Théoréme 4.3 énoncé pour le cas my < p, le
Théoréme /4.4 stipule que pour des entrées inconnues constantes (i.e. €(t) = 0), l'erreur
asymptotique d’estimation converge vers zéro de maniére exponentielle. Dans le cas ot
lle(®)]] # 0 mais est bornée par (., cette erreur reste dans une boule dont le rayon est
d’autant plus petit que (.. De plus, ce rayon peut peut étre rendu aussi petit que désiré

par le choiz de valeurs suffisamment grandes de 6.

2) Si la matrice G(u, s) est constante, l’implantation d’observateur (/.106) ne nécessite
pas le calcul de la dérivée de ['entrée u ni celle de la sortie y. Nous pouvons donc implanter
directement cet observateur sans revenir auxr coordonnées originales. Les estimés T et v
des variables originales x et v peuvent étre obtenues a partir de ['inverse de la matrice T’

donnée par (4.34) et nous aurons donc

Preuve de Théoréme 4.4 :

Cette preuve est tres similaire a celle du théoreme (4.3). En effet, considérons le change-

ment de coordonnées suivant,

po (H) e = () e 2 Mo "
r = =z = = u,S, T = u,s)r = avec
z} 2 T Y G (u, 5)7}

2zt €RP, k=1,2 et Ay(u, s) est donné par (4.107).

Ce changement de coordonnées transforme les systemes (4.101) - (4.102) sous la forme

suivante

o= At +Yl(u, s, 2t X)) 4 A (u, 5)E(2)
y = Ciz' =2 (4.108)
X = Felus,oh X) + T 5)2!

En procédant comme dans le cas ot m; < p, on peut montrer que I'observateur (4.106)

peut s’écrire dans les nouvelles coordonnées en z sous la forme suivante

(4.109)

><:I>-
I

o= A (a5, 2 X) — AT (0)STOT (2 - 2)
fx(u,s, 21, )ﬁ() + T?X(u, s)z]
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21
z A
o 2! = [ ! ] eR¥”; 2 eRP,i=1,2; 7 € R".

Il suffit donc de démontrer le théoréme en considérant ’erreur d’observation associée aux
variables du systeme (4.108) et de l'observateur (4.109).

Posons ensuite les notations suivante,

A _ 1 p—
el=2 et =A0)e,el=2=X-X;e= ( ‘ ), Vi(el) = et Sié, Va(e?) =

2" P(t)ey; ot P(t) est donnée par Uhypothese (FI3') et soit V (&, %) = Vi(&') + Va(&?)

la fonction de Lyapunov candiadate.

Par application du Théoreme de la valeur moyenne, nous avons

2 _ 0fx

&=>% (u, s, 21,£%)é? (4.110)

Par I'hypothese (H3'), nous obtenons

Va < —asVh (4.111)

ou de maniere équivalente

le*@)l < Uexp(—%t)ﬂez(())ll (4.112)

N Qg
ounoc=—.
an
D’autre part, en procédant comme dans la preuve du théoreme (4.3), nous pouvons établir

I'inégalité suivante

Vl S —(91 — Cl)Vl +CQ\/ Vl Vz + 03955 Y\ ‘/1 (4.113)
1

ol ¢y, ¢, c3 > 0 sont des nombres réels qui ne dependent pas de 6.
On en déduit

VVi < exp {—7(91_2001 V(él(O))+—(91 @9

—C —043)

(cant=5") = can =250 ) o)

* 91(9103— o0 (1 - wp(_@))
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Choisissons maintenant 6; > 1 + ¢; + a3, on obtient

ot c
—ZEO)] + +5 .

VI < e | OS] RO + caveann 7t — e

2

Nous utilisons maintenant le fait que

It @l < lle* @l < e1lle* @)l

On obtient

)\max(Sl) [ (91 — Cl)t:| CoO0 Oégt C3
61 | < ————=bex —_—— 61 0)||[4+0) ————=—exp(——— 62 0)||+ e
le" @) < AR 5 le”(0)] o (5 p(==)le*(0)] Amm(Sl)(el—cl)ﬁ

Les parametres o, 019, A1, A2 et pu(61) et My(61) du théoreme sont donnés par :

Qs max(Sl) €20
_ 2.9 M=+ =175
o == b +o+as, A Amin(51) 72 Amin(S1)
(91 — Cl)t 3
0,) = —, M(6,) =
p(0) = S M (0) = et

Ceci termine la preuve du Théoreme 4.4.

Nous allons maintenant générer les équations de I'observateur (4.106) dans les coordonnées

originales en .

4.3.2.1 Equations de ’observateur dans les coordonnées originales

Lorsque la matrice G n’est pas constante, 'implantation de I'observateur (4.106) nécessite
le calcul des dérivées par rapport au temps de 'entrée u et de la sortie y. Pour éviter
un tel calcul, nous allons générer les équations de cet observateur dans les coordonnées
originales en .

[p
1% (u, s)
que l'observateur (4.106) peut s’écrire dans les coordonnées originales en z sous la forme

Posons D(u, s) = ] . En procédant comme dans le cas m; < p, on peut montrer

condensée suivante

{

-1
ou = [xA ] eR" ' eR, X e R"P, X =X — T%(u,s) (2! — ') et o € R™.
X

flu, &', X) + G(u, s)0 — 20, D(u, s)(i' — z')
—01(G (u, 5))* (2" —2?)

S
|

(4.114)

e
|
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4.4 Exemple

Dans ce paragraphe, nous allons d’illustrer I’approche proposée en simulation a travers un
exemple satisfaisant les hypotheses (H1) a (H4) et ou le nombre d’entrées inconnues est
strictement inférieur aux nombres de sorties. Le dernier chapitre est entierement consacrée
a l'utilisation des observateurs a entrées inconnues dans les procédés biochimiques ou le

nombre d’entrées inconnues est souvent égal aux nombre de sorties.

On considere le systeme dynamique suivant :

1 = (a—a3)rs —230(t) — 11
To = w3w4+ (@ — x3)0(t) — 29
i3 = x4(1+23) — 23 — 10sin(t)v(t) (4115)
iy = x5 — 25— 2cos(t)v(t)
5 = bsin(2t)v(t)
Yy = [21 @2 933]T

ol ¥ = [1; Ty 73 14 5]7 € IR avec z; € IR, v(t) est entrée inconnue et a est un nombre

réel quelconque non nul. Pour simplifier, aucune entrée connue n’est considérée.

Dans cet exemple, nous avons p = 3 et m = 1. La matrice G* est :

Gl = a — T3
—10sin(t)

On remarque que la plus petite sous-matrice de G! qui soit de rang égal & 1 pour tout

t > 0 est la matrice suivante :

Gl = < o ) (4.116)
a — X3

Ce qui induit les partitions suivantes de x, f et G :
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fl(xlvx2) 1 1 1.2
o) = | P@ | e - ( . )
() ’
(CL — LU3).§L’4 — T

praty = () ) a0 = s =
344 T L2

G
G = gi L GL(s(t)) = —10sin(t); G2(s(t)) = —2cos(t); G3(s(t)) = Hsin(2t)
G3

Ainsi 2! € IR™, 22 € IR™ et 23 € IR™ avec nq = 3 et ny = ng = 1.

L’hypothese (H1) étant vérifiée et I'entrée inconnue est supposée satisfaire I’hypothese
(H2), il reste & vérifier les hypotheses (H3) et (H4). Nous commengons par vérifier (H3),
ensuite (H4).

e Vérification de (H3) : Nous avons :

Ranga—:j;(u, x) 2 Rangg—Z(u, x)
(a — x3)
= Rang T3
1+ 323
= 1Vxs, x4 € R
= ny
Ranga—iz(u, x) 2 Rangg—f:(u, x)
=1
= ng

L’hypothese (H3) est donc satisfaite.
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e Vérification de (H4) : Nous avons :

a — I3 —XT3
(u, 2", 2%) Gi(u,s) ) = Rang T3 a— I3
1+ 322 —10sin(t)
_ Rang a — T —XI3 )

T3 a — I3

oft
oxr?

Rang (

= 2

= No+m

L’hypothese (H4) étant également satisfaite, on peut utiliser un observateur de type
(4.100) pour P'estimation des états non mesurés x, et x5 ainsi que I'entrée inconnue v. Les

équations de cet observateur sont :

;

Zlé'l = (a,—i’g)lill —Zi'g’f}(t) —[i’l —29(!2’1 —[L’l)
i’g = i’gi‘4 + (CL - Lf‘g)@(t) - 2%2 - 29(2%2 — LUQ)
Ty = 24(14 &%) — 23 — 10sin(t)o(t)
. 200, sin(t) . A
— 392(1’3 — 1'3) + m(-l’g(l’l — Zlfl) + (a — 1'3)(1’2 — [L’g))
Ty = d5— a5 —2cos(t)o(t) — 3T23ﬁ(i3 — x3)
46, cos(t
+ - ;3)2(_3 2 (_xg;(:cl — 1) + (@ — x3) (T2 — x2))
. )
.fi’5 = 5sm(2t)®(t) - 72~2(A3 - Ig)
1+ 323
100, sin(2t )
_ (a — ;3)2i+ )Ig (—;Ug(.ﬁ(fl — LUl) + (CL — Ig)(l’g — 1’2))
@(t) = —m(—l’g(i’l — .f(fl) + (a — .flfg)(i‘Q — .CL’Q))
R R 4cos(t . R
i = e i )+ (- ) - )

4.4.1 Résultats de simulation

Les performances de l'observateur ont été testées en simulation dans l’environnement
Matlab-Simulink. Pour se rapprocher du cas réel, un bruit additif centré de type gaussien
d’écart-type 1072 a été ajouté a chacune des sorties x1, x5 et x3 (cf. figure 4.1). De plus,
'expression suivante pour 'entrée inconnue v(t) a été considérée lors de la simulation du
modele (4.115) :

v(t) = bsin(5t) (4.117)

Notons que cette expression est inconnue par 1’observateur.
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La valeur du parametre a utilisée en simulation est 0.5 et les conditions initiales du modele

et de l'observateur sont les suivantes :

Enfin les valeurs des parametres de synthese 6 et 6, sont respectivement 100 et 15.

3
temps

F1G. 4.1 — Mesures bruitées de x1, x5 et x3



78 CHAPITRE 4. OBSERVATEURS A ENTREES INCONNUES (OEI)

SIMULE
SIMULE

2 2 3
temps temps

SIMULE

temps

Fi1G. 4.2 — Estimation de x4, x5 et v

Les résultats d’estimation sont présentés dans la figure 4.2 ou les estimations de x4, x5 et
v sont comparées avec leurs vraies valeurs (issues de la simulation du modele). On note
la bonne qualité d’estimation aussi bien pour les états que pour I'entrée inconnue. Rap-

pelons que I'expression de cette derniere (équation (4.117)) est inconnue par 1'observateur.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un observateur de type grand gain permettant 1’es-
timation conjointe de tout 'état et de toutes les entrées inconnues pour une classe de
systemes non linéaires multi-sorties. La synthese de cet observateur s’est effectuée sous
certaines conditions suffisantes qui découlent directement des conditions nécessaires et
suffisantes bien établies pour les systemes linéaires. D’ailleurs, nous sommes revenus sur
ces conditions nécessaires et suffisantes pour en donner une reformulation plus précise

lorsque le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues.
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Notons que les conditions proposées peuvent étre relachées si I’on se permette de calculer
les dérivées par rapport au temps des sorties et/ou des entrées connues pour exprimer les
variables non mesurées (que ce soit I’état ou l'entrée inconnue) ([BFF07]). On peut aussi
les relacher si la synthese d'un observateur de 1’état sans ’adoption d’aucune hypothese
sur l'entrée inconnue n’est plus fixée comme objectif ([FNR04]). Dans notre travail, ces
conditions ont été adoptées pour faire la synthese d’observateurs en 1’absence ou non
d’hypothese(s) sur les entrées inconnues, et en n’utilisant aucune dérivée d’entrée connue

ou de sortie pour I'estimation des variables.

Les performances de 1'observateur proposé ont été illustrées en simulation a travers un
exemple académique lorsque le nombre de sorties est supérieur au nombre d’entrées in-
connues. Les performances des observateurs proposés lorsque le nombre de sorties est égal
au nombre d’entrées inconnues seront illustrées au chapitre 6 a travers deux exemples

traitant d’un bioréacteur et d’un réacteur chimique.

On notera que pour la classe de systeme considérée, les expressions des sorties du systeme
sont indépendantes des entrées inconnues. Le cas ol ces expressions dépendent des entrées

inconnues est traité au chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

Observateurs avec entrées inconnues
affectant la sortie

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a la synthese d’observateurs a entrées incon-

nues lorsque celles-ci interviennent dans l’expression de la sortie.

Ce probleme a été abordé dans plusieurs travaux ot les systemes non linéaires considérés
se composent d’une partie linéaire exploitée pour la synthese du gain de 'observateur
et d’une partie non linéaire satisfaisant certaines hypotheses plus ou moins restrictives
[LH99, BDR02, HT04].

Avant de présenter la classe de systemes non linéaires qui sera considérée ainsi que les
observateurs proposés, nous proposons comme au chapitre précédent, de rappeler les
conditions nécessaires et suffisantes pour la synthese de tel observateur pour les systemes
linéaires. Nous rappelons que ces conditions sont données pour que la synthese puisse se

faire sans aucune connaissance sur les entrées inconnues.

5.2 Rappels sur la synthese pour les systéemes linéaires

On considere le systeme linéaire temps invariant suivant :

T =Ar+ Gu

N (5.1)
y=Cx+ Dv

ou l'état x € IR", I'entrée connue u € IR¥, 'entrée inconnue v € IR™, la sortie y € IRP, A,

G, D et C sont des matrices constantes connues de dimensions appropriées et la matrice

D est supposée étre de rang plein en colonnes, c¢’est-a-dire
Rang(D) =m (5.2)

On remarque que, comme les entrées connues n’interviennent pas dans la synthese de

I'observateur, seules les entrées inconnues sont considérées par le systeme (5.1).
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Un observateur a entrées inconnues existe pour ce systeme si et seulement si ce systeme
est & minimum de phase (cf e.g. [BDR02]), i.e.

I,-A -G G
Rang ° = n+ Rang =n+m VseC,Re(s)>0(53)
C D D

Nous proposons dans ce qui suit de donner quelques développements permettant de mon-
trer comment ces conditions sont obtenues. Ces développements nous serviront surtout a
apporter quelques compléments sur la synthese de 'observateur dans les deux cas : le cas
ou le nombre d’entrées inconnues est égal au nombre de sorties et le cas ou il y a plus de

sorties que d’entrées inconnues.

Dans ce qui suit la matrice d’observation C' est simplement supposée étre de rang plein

en lignes sans étre nécessairement sous la forme particuliere (4.3).

Nous commencons par traiter le cas ou le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées
inconnues, i.e. p = m. Dans ce cas la matrice D est carrée et est inversible. Nous traiterons
ensuite le cas ou il y a plus de sorties que d’entrées inconnues.

eCasl:m=p:

L’objectif consiste a synthétiser un observateur qui s’écrit sous la forme suivante :

(5.4)

=>
Il

S z=Nz+ Ly
z— Ey

ol I’état de l'observateur z € R", & € IR" est l'estimé de 1’état du systeme xz, N € IR™*",
LeR"™™ et E € IR™™ sont des matrices qu’il faut choisir de sorte que I'erreur d’obser-

vation e = & — x converge asymptotiquement vers 0.

Pour ce faire, posons

P=1,+EC (5.5)
L’erreur d’observation s’écrit alors
e = T —x
= z—Fby—=x

= z—E(Cx+ Dv)—z
= z— (I, + EC)xr — EDv
= z—Px—FEDv
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Comme la synthese de I'observateur doit se faire sans I'adoption d’hypothese sur I'entrée
inconnue v, en particulier cette entrée peut ne pas étre dérivable, une condition nécessaire

a existence de 'observateur est :
ED =0 (5.6)

L’unique solution de I’équation (5.6) est £ = 0 et la matrice P est alors égale a la matrice
identité n x n, I,,.
Il s’ensuit
€ = -2
= Nz+ Ly— Az — Gv
= N(e+z)+ L(Cz + Dv) — Az — Gu
= Ne+(N—-—A+LC)x+ (LD —G)v (5.7)

Si les matrices N et L sont choisies de sorte que les conditions suivantes sont satisfaites

N—A+LC = 0 (5.8)
LD-G = 0 (5.9)
alors 'équation (4.10) devient
¢ = Ne

L’erreur d’observation qui est la solution du systéme (5.10) converge asymptotiquement
vers zero si et seulement si la matrice N est une matrice Hurwitz. Mais 1’expression de la
matrice est imposée par les equations (5.8) et (5.9). En effet, a partir de ces équations, la

matrice N peut s’exprimer comme suit :

N=A-GD'C (5.10)
Nous résumons ce résultat au sein du théoreme suivant,

Théoréme 5.1. On suppose que p = m. Le systéme (5.1) admet un observateur si et
seulement si la matrice N = A — GD~'C' est stable et les poles de 'observateur sont les

valeurs propres de cette matrice.

II est bien connu que les poles de la matrice N donnée par (5.10) sont les zéros du
systeme (5.1). Le théoréme 5.1 stipule donc qu'une condition nécessaire et suffisante pour
la synthése d’un observateur pour le systeme (5.1) est qu’il soit & minimum de phase,
c’est-a-dire que tous ses zéros soient stables. Les poles de 1'observateur sont égaux a ces

7éros.

Nous énoncons maintenant le théoreme suivant :
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Théoreme 5.2. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1) La matrice N = A — GD™'C est stable.

I,—A -G
2) Rang ( °

) =n+m Vs € C,Re(s) > 0.
C D

Preuve du Théoréme 5.2 : posons

L, 0
M = 5.11
< -D7\C I, ) o0

Nous avons :
e Rang(M) =n+m

. sl,— A -G A= sl,— N -G .
C D

On en déduit que

I, - N -G
Rang(s 0 D ) = n+mVseC,Re(s) >0 (5.12)

Mais nous avons aussi :
I,— N -G
Rang ( ° ) = Rang(sl, — N) + RangD
0 D
= Rang(sl, — N)+m VseC,Re(s) >0 (5.13)
d’ou
Rang(sl, — N)=n Vs e C,Re(s) >0 (5.14)

¢’est-a-dire que la matrice N est stable.

ceci termine la preuve du théoreme 5.2.

eCas2:m<p:

On suppose que la matrice D s’écrit sous la forme suivante :

Dy
D= ( b, ) (5.15)

ou D; est une matrice carrée inversible d’ordre m et Dy est une matrice (p —m) x m.
Notons que ceci est toujours possible modulo un réarrangement des sorties puisque la

matrice D est de rang plein, m. Soit maintenant

C = ( g: ) (5.16)
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la partition de la matrice C issue de celle de D sous la forme (5.15).

Nous effectuons maintenant le changement de sorties suivant :

Yy = W
= Clilf—i—DlU (517)

o = yo—DyDi My
= CQZL' + DQU — Dng_l(Cll' + Dlv)
= (Co—DyD7'Ch) (5.18)

Il est clair que 'entrée inconnue, v, peut s’exprimer en fonction de la sortie y et de x

comme suit

v = Dl_l(gl - C'lx) (519)

On remarque que I'objectif cherché derriere le changement de sorties opéré consiste générer

une nouvelle sortie, 7, dont I'expression ne dépend pas de I'entrée inconnue.

En utilisant 1'expression de v et en utilisant les nouvelles sorties 7; et 7, nous pouvons

générer a partir du systéme (5.1) le systeme dynamique suivant

. { i = (A—GD{'Cy)x + GDrly, (5.20)

y_g = (Cg — DnglCl) T

Nous énoncons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 5.3. Le systéme (5.20) est détectable si et seulement si le systeme (5.1) est

a minimum de phase.

Preuve du théoréme 5.3 : Posons

I, GD! 0

Q = 0 I, 0
0 —DyDi' Iy
I, GD' 0 I, 0 0
= 0 I, 0 | o I 0
0 0 I, 0 —DyDi' I,

Nous avons donc Rang(@ = n + p. Comme m < p, Si I'on suppose que le systeme (5.1) est

a minimum de phase., on obtient

I,—A -G
Rang(@-(s o 5 )) = n+m VseC,Re(s) >0 (5.21)
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Or, nous avons

I,—A -G
Rang <Q- < ° o D Rang

)) -

= Rang

= Rang
= Rang

Combinant (5.21) et (5.22), on déduit

Rang (

sl, — A+GD;*C,
Cy — Dy DOy

I, GD;! 0
0 I 0

0 —DyDi' Iy

sl, — A+ GD;'C,

Gy
Cy — Dy DOy
sl, — A+GD;'Cy
Cy — Dy DOy
sl, — A+ GD;*C,
Cy — Dy Dy Oy

=n Vs € C,Re(s)

sl, — A -G
C D,
Cs D,
0
Dy
0
) + RangD,
) +m (5.22)
>0 (5.23)

c’est-a-dire que la paire (A — GD;'Cy, Cy — Dy D' C)) est détectable.

Ceci termine la preuve du Théoreme 5.3.

Il est clair que si I'égalité (5.22) est vérifiée pour tous les complexes s € C, il en sera de
méme pour 1'égalité (5.22) et la paire (A — GD;'Cy, Cy — DD CY) est alors observable.

Dans ce qui suit nous allons considérer une classe de systemes non linéaires et nous allons

proposer certaines conditions suffisantes qui permettent la synthese d’un observateur.

5.3 Classe des systemes non linéaires considérée

Soit une classe de MIMO systemes non linéaires considérée,

T =

y =

\ Vd xl
ou les états x = (

f(u,s,z,v)
h(u, x) + W (u, s)v

(5.24)

) € R", 2! € R?, X € R"P, I'entrée connue u(t) € U 1'ensemble

des fonctions absolument continues & dérivées bornées de IR™ dans U un compact de IR*;

la sortie y € IR?;
( fHu, s, 2,v)

fx(u, s, x,v)

v € IR™ avec m < p est 'entrée inconnue du systeme; f(u,s,z,v) =

) € R" avec fY(u,s,z,v) € R?, fx(u,s,z,v) € R"P; le signal s(t) est
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un signal connu dérivable et dont la dérivée est bornée et W (u, s) est une matrice p x m

qui peut s’écrire comme suit

W(u, s) = ( Wilu, ) ) (5.25)

ou Wi(u, s), Wa(u, s) sont des matrices de dimensions respectives mg x m et (p —mg) X m

et la matrice Wi (u, s) est de rang plain, c’est-a-dire :
Vu e U, Vt>0:Rang(Wi(u,s)) =m (5.26)

Notre objectif consiste a synthétiser un observateur permettant d’estimer simultanément
les états = et les entrées inconnues v. Comme nous le verrons plus loin et de maniere
similaire au cas linéaire, la synthese de I'observateur se fera en considérant deux situations

selon que m; = p ou my < p.

5.4 Synthese de ’observateur

Soit

la partition de h(u,x) induite par celle de W (u, s) sous la forme (5.25).

Nous considérons le changement de coordonnées suivant :

T:R"™™ — IR"™, ¢ = ( “Z ) —T(E)=€= ( b Z):le(u o ) (5.27)

Cette transformation 7" met le systeme (5.24) sous la forme suivante

S8

= f(uv 5,1, Wl—i_(yl - hl(“? j)))
_ g (5.28)
Yo = ha(u, ) — Walu, s)Wi"(u, $)ha(u, @) + Walu, s)Wi (u, s)y

-

Il est clair que la deuxieme équation de (5.28) est inutilisable pour la synthese de 1'obser-

vateur qui est alors écartée pour obtenir le systeme suivant

{ = f(u,s,z, Wiy —hi(u, 2))) (5.29)

Y2 = h?(uv :Z') - WQ(”? S)Wl—i—(u> S)hl(uv :Z') + WQ(uv S)Wl—i_(uv S)yl

Nous allons maintenant considérer deux situations selon que m; < p ou m; = p.
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5.4.1 Synthese de I’observateur avec m; < p

Le probleme initial de synthese d’observateur a entrées inconnues est ramené a celui de la
synthese d’un observateur standard pour le systeme non linéaire (sans entrées inconnues)

suivant :

S8
|

{ : f(U,S,yl,i’) (530)

fo(yla ‘f)

N

ot T est Iétat du systeme, (s, u”, yl) sont les entrées connues du systéme, 7 est la sortie

avec f(u, s,y1,7) = flu,s,z, W, (y1—h1(u, 7)) et fO(y1,,7) = hou, 7)—Wo(u, )W (u, 8)hy (u, T)+
Wo(u, s)Wi (u, s)y;.

I1 est bien connu que ce probleme reste ouvert malgré la multitude de résultats disponibles

(cf. par exemple [HYJO1, HF03, BHO02]). Notons que des que l'état T est estimé, une

estimation de ’entrée inconnue devient disponible a partir de I’équation suivante,
o(t) = Wi (u, s) (1 — ha(u, 7)) (5.31)

ou Z est 'estimé de z.

5.4.2 Synthese d’observateur avec m; = p

Dans ce cas, la matrice W, s’identifie avec la matrice W. Le systeme devient,
T = f(u,s,y,7) (5.32)

ot f(u,s,y,7) = f(u,s,7, W¥(u,s)(y— h(u,))). Pour la synthése de 'observateur, nous

adoptons I'hypothese suivante :

(H1) 11 existe une matrice P(t) telle que :

(i) Jag, a0 > 0; VE >0 :
Oélln S P(t) S OéQ]n

(ii) Jaz > 0; Ve e R";Yu e U; Vt > 0 :

: of of

P(t) + P(t)ﬁ(u,s,y,i’) + (%(u>s>y>i))TP(t) < —Oégln

En procédant comme au chapitre précédent, sous la condition de détectabilité(H1), on

peut facilement montrer que le systeme dynamique suivant

"'%:-fi(u787y7:’%>

ot € IR" est un observateur pour le systeme (5.32).

Cet observateur peut s’écrire dans les coordonnées originales en x comme suit :
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flu,s, 2, WH(y — h(u, 1)) (5.33)

>
Il

ou z € IR".

Comme dans le cas précédent, les entrées inconnues peuvent étre reconstruites a partir de
I’équation( 5.31).

Remarque 5.1. La condition (ii) de ['hypothese (H1) peut étre formulée dans les coor-

données originales en x comme suit :

P(t) + P(t)
(%u, 8,2, W (u, 8)(y — h(u, 2))) — %(u, s, x, WH(u,s)(y — h(u,z))W*(u, s>>%(u, x)) +
<g_£(u> 5, T, W+(u> S)(y - h(”, 1’))) - g—i(u, S, 2, W+(U, s)(y - h(u, :L'))W'l'(u, 5))%('% 1'))

P(t) S —Oégln

5.5 Exemples

Deux exemples sont donnés dans cette section et chacun d’eux correspond a l'une des
deux situatuions examinées précédemment. Le premier correspond au cas ou m; =m = p

et le second correspond au cas oum =m; < p = 2.

5.5.1 Exemple pour le cas m; =p

On considere le systeme chaotique de Lorentz affecté par une entrée inconnue v et qui

t = f(z,v)
2 Ax+ Buv+ g(z,v) (5.34)
y = 11+0
T
ot les états = | o | € IR?, entrée inconnue v € IR.
T3

Les matrices A, B et la fonction g(x,v) sont définies comme suit

—10 10 O 30 0
A= 28 —1 08 ) B = 28 ) g(ZE, U) = _(Il + U)Ig
0 0 —= 0 (x1 +v)xs
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Il est clair que le systeme (5.34) est sous la forme (5.24).
La matrice de sortie du systeme est C' = [ 100 ] et nous avons W = 1.

Puisque l'on a Rang(W) = m = my; = p = 1, on doit vérifier la condition (H1) pour la

synthese de 1'observateur.

Nous avons
—40 10 0
of of -1 0 1 i
(S - Lamwe 0 v | =
Vo3
1l s’ensuit
0 —-10 0
A+ AT(y)=—| —10 2 0 | <—ayI;
0 0 E
3

ou oz = 41 — /1621 > 0.
La condition (H1) est donc vérifiée et la matrice P est constante dans ce cas et elle est

égale a la matrice identité 3 x 3.

Le systeme (5.34) admet donc un observateur de type (5.33) qui s’écrit dans ce cas comme

suit :
& = A+ Bi+g(dy—i
{ : : 9(Z,y — 1) (5.35)
vo=Yy—n
T
ond=| 2, | €eR*et v clR.
T3
L’entrée inconnue v est exprimée comme suit lors de la simulation,
v = 0.5sin(607t) (5.36)

le modele (5.34) et I'observateur (5.35) ont été simulés en considérant les conditions ini-

tiales suivantes :
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1‘1(0) = 05, IL‘Q(O) = 05, 1'3(0) = 05, i’l(O) = O, i‘Q(O) = —1, Ii‘g(O) = —1, 0

-15 : :
9] 0.5 1 15 2
temps

Fi1G. 5.1 — Mesures bruitées de la sortie

201

151

SIMULE
1op SIMULE

Ve

ESTIME

-15
0

0.5 1 15 2
temps

ESTIME

o] 0.5 15 2

1
temps

Fi1G. 5.2 — Estimation de z, x5 et x3

91
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15

o ESTIME

_il SIMULE

-15

1 15 2
temps

Fic. 5.3 — Estimation de entrée inconnue v

Avant d’étre utilisée par I'observateur, la sortie y a été bruitée par un bruit blanc centré
de variance égale a 0.01 (cf. figure 5.1). Les résultats de simulation sont donnés dans
les figures 5.2 et 5.3. Dans la premiere figure 5.2, les estimés des états o1, To, T3 délivrés
par l'observateur (5.35) sont comparés a leurs vraies valeurs issues de la simulation du
modele (5.34). Dans la figure 5.3, l'estimation de l’entrée inconnue 0 est comparée a son
évolution donnée par I'expression (5.36). On rappelle que cette expression est inconnue par
I'observateur. Les résultats ainsi obtenus montrent clairement que les états non mesurés

ainsi que l'entrée inconnue sont ”bien” estimés par 1’observateur proposé.

5.5.2 Exemple pour le cas m; < p

On considere le systeme dynamique suivant,

jfl = (2 + Sil’l(l‘l))l’g — 2LU1 +v

2 = —ap v (5.37)
o= T1—v

Yo = T340

xy

ou l'état du systeme x = (
L2

) € IR? et l'entrée inconnue v € IR.

Le systeme (5.24) est maintenant sous la forme 5.37 et nous avons W = ( ' ) avec
2

Wy = —1,Wy = 1. Nous avons donc Rang(W)=m=m;=1<p=2.

L’approche proposée consiste a utiliser y; pour exprimer v qui est ensuite remplacé dans
I’équation du modele et dans celle de y5 par cette expression. Ces manipulations donnent

lieu au systeme suivant :



5.5. EXEMPLES 93

.jfl = (2 + Sin(l’1>>$2 — 1 — Y1
iy = —a3+y -7 (5.38)
Yo = Ti+T1 -

Ce systéme appartient a la classe de systémes uniformément observables (3.11) présentée
au chapitre 3 et 'on peut donc synthétiser un observateur de type (3.19) qui s’écrit dans

ce cas sous la forme suivante :

: e 20 5 .
T1 = (2+4sin(2))T — 1 —y1 — ﬁ(aﬁ’ + 31— y1 — o)
1+ 317
. 3 6)2 5 (539)
Ty = —ITo54+y1 — 21 — 4+ T— 1y —
2 2 T Y1 1 (2 + sin(21))(1 + 39:02)( 1 1= Y1 — Y2)
L’estimée de 'entrée inconnue v se déduit a celle de = par

Pour la simulation, ’expression suivante de v (inconnue par 1'observateur) a été choisie :
v = Hsin(5mt) (5.41)

le modele (5.38) et I'observateur (5.39) ont été simulés en considérant les conditions ini-

tiales suivantes :

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

10001

0.5 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3
temps temps

F1G. 5.4 — Mesures bruitées de y; et
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SIMULE

b
ESTIME

15
temps

Fic. 5.5 — Estimation de xq, x5 et v

Avant d’étre utilisée par 'observateur, chacune des sorties y; et y, a été bruitée par un
bruit blanc centré de variance égale a 0.3 (cf. figure 5.4). Les estimées des états z1, xo
ainsi que celle de I'entrée inconnue v sont présentées dans les figures . On note encore la

bonne qualité des estimations délivrées par ’observateur.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthodologie pour la synthese d’observateurs
a entrées inconnues pour les systemes non linéaires affectés par des entrées inconnues a la
fois au niveau de la dynamique de I’état qu’au niveau de la sortie. Deux situations ont été
considérées selon que le nombre d’entrées inconnues est égal ou est strictement inférieur
au nombre de sorties. Dans chaque cas, un observateur approprié a été proposé sous des
conditions suffisantes qui découlent directement des conditions nécessaires et suffisantes
bien établies pour les systemes linéaires. D’ailleurs, comme au chapitre précédent, nous
sommes revenus sur ces conditions nécessaires et suffisantes pour en donner une reformu-

lation plus précise lorsque le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues.
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Deux exemples ont été données et ils ont permis d’illustrer les bonnes performances des

observateurs proposés dans les deux cas traités.
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CHAPITRE 6

Nouvelle forme canonique observable
pour les SNL MIMO

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle forme canonique observable pour les
systemes non linéaires multi-sorties uniformément observables qui inclut les deux formes
observables (3.1) et (3.9) présentées au chapitre 3. Nous proposons ensuite la synthese
d’un observateur a partir de cette forme. Pour la synthese de 1’observateur, nous nous
sommes inspirés du travail de [BH02]) ou les auteurs ont considéré une classe assez générale
de systemes non linéaires satisfaisant certaines propriétés structurelles sous lesquelles ils
ont proposé un observateur. La classe considérée est un ensemble de sous systemes non
linéaires couplés, chacun de ses sous systemes étant triangulaire par rapport a ses propres
variables mais le couplage entre deux systemes n’est pas forcément triangulaire mais sa-
tisfait a des contraintes spécifiques garantissant 'uniforme observabilité du systeme.

Nous proposons de rappeler la classe de systemes ainsi que 'observateur associé proposés
par [BHO02]), ensuite nous présenterons la forme observable incluant les formes (3.1) et

(3.9) et nous détaillerons la synthese de 1'observateur proposé.

6.1 Classe de systemes uniformément observables avec

un couplage non triangulaire

Dans [BH02], les auteurs ont considéré la classe suivante de systemes MIMO :

{ &= Ax + p(u, ) (6.1)

y=Czx
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! ok
x? ak
ou 'état x = . € R", avec z* = . c R,
k
P T,
Y1
. . . Y
:BfE]R,z:l,...,nk,kzl,...,p,an:n;lasortledusystemey: .2 € IR?
k=1 :
Yp
0 1 0
Aq '
avec yp € R, &k = 1,...,p; A = , A = ' , C =
A 0O ... 0 1
! I 0 0|
o
Ch
,Ch=11 0 ... O] la fonction non linéaire ¢(u, ) €
Cp
ei(u,x
o5 (u,
R", ©*(u, z) . € R™ avec F(u,x) € R, k=1,...,p.

Les deux hypotheses suivantes sont adoptées :

(H1) Il existe deux ensembles d’entiers {oy,...,0,}, {01,...,0,},avec o > 0,k =1,...,p

tels que :
Pour k,l=1,...,p; i=1,....npet j=2,...,n;,0on a:
k
7

.0
Si 5L

Ok J
(u, ) # 0 pour un certain j > 2 alors of + 5 >0 2l

l
J

ot of =0y, + (i — 1)0%.
(H2) La fonction ¢ est globalement lipschitzienne en x, localement uniformément en w.

On remarque que 'hypothese (H1) implique en particulier que chaque bloc est triangulaire

par rapport a ses propres variables, c¢’est-a-dire que 1'on a :

Iy B o _
W(u,x):OpouwzHlet1§z§nk—1

J
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Les auteurs proposent ensuite le systeme dynamique suivant :

T =Ad +o(u, z) — Sg'CT(Ci — y) (6.2)
avec :
i)
¥ = gy, pour k=1,...,p (injection de sortie)
= ¥ pour i#1

ii) u et y sont respectivement l'entrée et la sortie connues du systeme (6.1).

iii) Se = diag (Sgs,, Sgsa, - - -, Sgsp ) est une matrice diagonale par blocs ou chaque matrice

Sgsr, K =1,...,p, est la solution unique de :
0% Sgs, + AL Sys, + Sye, A, = CFCy,
Le théoreme suivant est donné dans [BH02] :
Théoréme 6.1. Sous les hypotheses (H1) et (H2), nous avons :
VM > 0;300 > 0;V0 > 0; INg > 0; g > 0 tel que ||2(t) — 2(t)|| < e || 2(0) — z(0)]]

pour toute entrée admissible u telle que Essupl||u(t)]| < M. De plus, ehrf fy = +00. En
d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le systeme (6.2) est un observateur

exponentiel pour le systéme (6.1).

Comme le soulignent les auteurs, ’approche qu’ils proposent souffre de deux inconvénients :

1) Le premier réside dans le fait que 'existence des deux ensembles d’entiers stipulé par

I'hypothese (H1) dépend du systeme de coordonnées.

2) L’autre inconvénient qui n’est pas indépendant du premier réside dans le calcul d'un

systeme de coordonnées dans lequel 'hypothese (H1) est vérifiée.

Notons que pour la recherche des deux ensembles d’entiers de I'hypothese (H1), les au-

teurs proposent une procédure se basant sur la résolution de systemes linéaires.

Dans [BH02], les auteurs ont discuté de I'existence des deux ensembles d’entiers en adop-
tant une approche par graphe. En se basant sur cette approche, ils ont donnés une in-

terprétation aux entiers cherchés. Ils ont en particulier exhibé a travers quelques exemples
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certaines classes de systemes non linéaires uniformément observables qui ne satisfont pas
I'hypothese (HI).

Dans ce qui suit, nous allons introduire une classe de systemes uniformément observables
qui inclut les systemes (3.1) et (3.9) pour laquelle nous allons proposer un observateur.
Toutefois, pour mieux appréhender cette classe de systemes et en particulier mieux situer
I'apport de ce travail par rapport a la forme (6.1) proposée par [3H02], nous proposions
de présenter un exemple de systemes uniformément observables, tiré de [BHO02], pour
lesquelles les deux ensembles d’indices n’existent pas et qui se met sous la forme (3.1) a

'aide de la transformation (3.12). En effet, considérons le systemes suivant :

it = 2 +wrd = 2l + ol (u, )

ty = a3 = 73 + y(u, 7)

i = il + uy = @li(u, )

@t = x5 = 23 + ¢i(u, 7)

i3 =2k +url = 22 + p3(u, x) (6.3)
@3 = 2] = 2 + ¢3(u, v)

% = uz = pi(u, x)

Y = 93%

2
L Yo = I3

Pour cet exemple, I'hypothese (H1) n’est pas satisfaite. En effet, supposons, qu'il existe

deux ensembles d’entiers {0y, 09} et {4, o} satisfaisant (H1). Nous avons alors :

Opi R Lis s )
8—9:§(u’x)7é0 = atg5 >4 = 01—02>§(2— 1) (6.4)
Dl ) 5
a—ig(uax)%o - U?l,+§1>02_§2 - 0'1—0'2>§(52—51) (65)
i3 0 ) 3
8—2(”7:(:) #0 = 0’3 + 52 > 0'31) - 51 = 09— 01 > 5((51 - 52) (66)

Il est clair que les conditions (6.4), (6.5) et (6.6) sont incompatibles et ’hypothese (H1)

n’est donc pas satisfaite pour cet exemple.

Par ailleurs, le systeme (6.3) peut se mettre sous la forme (3.11) en le récrivant comme
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suit
)
1 Uy
il = 22 = fi(u, 2?
01 fi(u, z?)
1 0
jjz = x3 = f2(u,x3)
U1 1
i3 = 0w [ = f3(u, z%)
0 1 0 o
it = uz = fau, )
\ = xl

Ce systéme peut se mettre donc a 'aide la transformation (3.12) sous la premiere forme

canonique (3.1) pour la quelle 'observateur de type grand gain (3.4) a été proposé.

6.2 Nouvelle forme canonique observable

Soit la classe de systemes suivante :

&= Ax + p(u, ) 67)
y=Cux
x! ak
2 k
<14 € n k L2 n k P
ou l'état x = ) € IR", avec 2" = ] e R"™, xf € RPF 0 = 1,..., A\,
xd x’ik
Y1
! Y2
k=1,...,q, an:n; la sortie du systeme y = } € IR? avec y, € IRPx,
k=1 :
Yq
k=1,....,q
0 I 0 -
. Ay o C
et > pp=p; A= CAp= | ‘ ,C = :
k=1 0 . 0 I,
A Cq
0 . 0 O -
o' (u, ) e (u,
2 k
P, x Yo,
= [ 0 0 ]iswa = | T em gt = | P | e
k
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IR™ ol chaque fonction ¥ (u,x) € RP* k= 1,...,q, possede la structure suivante :

epour 1 <i< )\p—1:
k ok 1.2 k—1. k k. k+1 _k+2 q
Of(u, ) = i (u, e,z ey ey e x) (6.8)

e pour ¢ = \; :

@ﬁk (u,z) = go'f\k (u, 2", 27, ..., 29) (6.9)

Remarques 6.1.

1. Notons que la classe de systémes considérée (6.7) peut s’interpréter comme une généralisation
de celle présentée par la deurieme forme canonique (5.9) et cette généralisation se fait
dans deux sens. Premicrement, la sortie x¥ de chaque sous-systéme k du systéme (6.7)
n’est pas un scalaire comme dans (3.9) mais appartient a IRP*. La deuziéeme généralisation
est liée a la structure de la fonction ©f (u,x) qui dépend ici de tout Uétat x. Dans (3.9),
cette fonction a la méme structure que @’ik (u, z) pouri # g, ¢’est-a-dire qu’elle ne dépend

pas des variables appartenant aux blocs inférieurs.

2. 1l est clair que le systéme (6.7) inclut la classe de systémes représentée par la premiere
forme canonique (3.1) puisque cette derniére se déduit de (6.7) en prenant ¢ = 1, c’est-

a-dire en considérant toutes les sorties au sein d’un méme bloc.

3.0n notera aussi qu’au sein d’un bloc k, les sous-composantes x¥% ont toutes la méme
dimension pp et que np = \ppg. Ceci ne devrait pas étre interprétée comme étant une

limitation. En effet, le probléme aurait pu se formuler autrement en prenant z¥ € IRV
Ak

avec pp = p¥ > ph > ... > p’ik et pr =nyg. On peut alors montrer qu’un tel systeme
i=1

peut se mettre a l'aide de la transformation (5.12) introduite au chapitre 2 sous la forme

du systeme (6.7), c’est-a-dire avec des sous blocs x¥ ayant tous la méme dimension py.

Pour la clarté de 'exposé, nous avons préféré partir directement du systeme (6.7).

6.3 Synthese de 'observateur

Comme dans tous les travaux traitant de la synthese d’observateurs a grand gain (se
référer par exemple a [BHO1, GHO92, HIF03, FMRO4]), nous avons besoin de I’hypothese
suivante :

(H1) ¢(u, x) est une fonction globalement Lipschitzienne en x, localement uniformément

en u.
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Avant de donner les équations de 'observateur, nous allons introduire quelques notations

et résultats préliminaires :

e Soit Ag(f) une matrice diagonale définie par :

I

Pk
_Ik
AL(0) = 0% " ) (6.10)

1
Gk (Ax—1) Iy, J

ou # > 0 est un réel et les d; sont des réels positifs définis comme suit :

q

0 = H()‘i_l) pour 1<k<gqg-—1;

i=k+1 (6.11)
0, =1
e Soit S la solution unique de I’équation algébrique de Lyapunov suivante :
Sy + A{Sk + SLAL = C’kTCk (6.12)

L’expression de Sy est rappelée au chapitre 3 ou il a aussi été rappelé que nous avons en

particulier

C?%,k ]pk
spcp = |
Gt I,

Soit maintenant le systeme dynamique décrit par les ¢ blocs suivants :

aF = At 4+ po(u, #) — 0% A (0)S L (Cri® — i) (6.13)
pour k=1,...,q avec
2! ik
. &’ - 5 S .
° 1= ) e R", 2" = ) elR™ 27 eRP* i=1,....\;, k=1,...,q.
1 i’ik
o i¥ = 2 (injection de sortie) pour k = 1,...,q.

~k Ak oo
o i =1a7sij#L
o cf =aF —ah.

e u et y sont respectivement 'entrée et la sortie connues du systeme (6.7).

Nous énoncons le théoreme suivant :
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Théoréme 6.2. Supposons que systéme (6.7) satisfait I’hypothése (H1), alors :
VM > 0;300 > 0;Y0 > 0p; g > 0; g > 0 tel que ||2(t) — z(t)]| < Nge || 2(0) — 2(0) ||

pour toute entrée admissible u telle que Essupl||u(t)|| < M. De plus, elim fy = +00. En
——+00

d’autres termes, en considérant des entrées bornées, le systeme (6.13) est un observateur
exponentiel pour le systeme (6.7).

Démonstration de Théoréme (6.2) :

Soit e(t) = () —x(t) Verreur d’estimation et soit e*(¢) la k™ composante de e(t) . Pour

alléger les expressions et tant qu’il n’y a pas d’ambiguité, nous omettrons dans la suite la

variable temps t. Nous avons :
e’ = Apef + P (u, 2) — o (u, ) — 0% AN 0)S, OF Orel (6.14)

ou u est une commande admissible telle que ||ul[oc < M, M > 0 est une constante donnée.

Avant de donner la fonction de Lyapunov, nous avons besoin de la matrice diagonale

suivante,
-1 -
Mlpk
Ax(0) = (6.15)
1
I
L Qgik o i
ol
of=of+(i—Dh =1 Agk=1- g (6.16)
et les of, k =1,... ¢ sont des réels qui seront spécifiés ultérieurement.

Les identités suivantes peuvent étre vérifiées par un simple calcul :

A(0) = 077 AL(0)

[ ]

o M(O)AN(D) = 0% A,
o CpAN(0) = 0710y,

. C.ATN0) =G,

Posons & = Ag(f)e* pour k = 1,---,q. A partir de I'équation (6.14) et des identités

précédentes, nous obtenons :

&8 = A(0)AAR(O)7'E" + A(0)(F (u, 2) — oF(u, x)) — 96’“Ak(9)A,;1(H)SglC,?CkQ"Ifé'f
= 0 A — 0 S CTCvel + A(0) (0" (u, ) — o™ (u, 1)) (6.17)
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Soit maintenant la fonction de Lyapunov candidate

Viey=e"Se=> Vi(e"

ot Vi.(e%) = e*" Sy.ek et S est la matrice diagonale par blocs : S = diag(Si1,- -, S1g)-
Nous avons :
Vi = & S+ e

200" S Age® — 200" CTCre® + 28" SpA(0) (0" (u, &) — ©F (u, 2)) (6.18)

Nous utilisons maintenant I'équation (6.12) pour exprimer & Sj,Aye*. L’équation (6.18)

devient alors :

Vi = —0%e" Spe* — 0%t Ol Cre® + 28 Sehi(0)(0" (u, &) — " (u, )
—07 Vi, + 28" SpA(0) (" (u, &) — " (u, 7))
< —95kvk+2!|5kékr|!|Ak< ) (9" (u, &) — " (u,2))]|

IN

IN

—0°%Vy + 2 makaz k||902 u, &) — ¢f (u, )|

ot Ak est la plus grande valeur propre de Sk.

Il s’ensuit

q
Vi < =0 Vi + 2ppy makaZZZXl _l”
=1 j=1

=1

k
Pi

(u, )

ou pr=sup{ ;x € R™ et ||ulloo < M} et xfj est un entier qui est tel que

ox'.

l
J

le - 8 l L(u,z) =0 et Xz = 1 sinon.

Maintenant, on a:

q
v, < eékvk+2pk\Wamvkzzzx’“eo e

i=1 I= 1 j=1
q
AR V=D 9 9P VTR
i=1 =1 j=1 min

ott AL . est la plus petite valeur propre de S;.

Ainsi,

q
Vi < —~(VOWV}) +2Pkl£5\/mzzzx“9" R i IRV,

i=1 [=1 j=1
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ol g =

Pour la suite de la démonstration, nous allons procéder comme suit. Nous allons supposer
dans un premier temps que les of, k = 1,...,q peuvent étre choisis de sorte que la

condition suivante suivante soit satisfaite :

. )
si Xﬁ’;zl alors Ué-—af—g—é <—e<0 (6.19)

Ensuite, nous montrerons qu’un tel choix est possible et nous donnerons un ensemble de
réels of et € > 0 qui vérifient la condition (6.19).

Supposons donc que les of vérifient (6.19) et que # > 1. On obtient :

A @ N
Vi < —(V0%Vi)2 + 2pppus/ 0%V, Z Z Z 6=\ 00V,
i=1 1=1 j=1
q N

< —(VORVR)? 4 20 prpis® N 0%V, Z Z V0V,

=1 j=1

q

Maintenant, posons V;* = 0%V, pour k = 1,--- ,qg et V* = ZV,:. Notons que 0V <
k=1

V* <02V, ot §; est donné par (6.11).

Nous avons :
) q N
N S W VAT B VAT
=1 j=1
S _Vk* + 2>\knpk,u59_€\/ Vk* VA%
< =V 2Nmpppstd VT
Il s’ensuit :

<.
A\

—V* 4+ 2n%pushV*
< —(1—2n%push—c)V*

ou p=max{p;, 1 <k < q}.

Finalement,

Vo< =01 —2n%pusd )V

Soit maintenant  un réel tel que 1 — 2n?pug,° > 0. Nous avons :

VO > 6y; e(t)T Se(t) < exp(—puqt)e(0)"Se(0)
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ot g = 0(1 — 2n2push=*).
Or,

le®)[* < pgexp(—pat)||E(0)||?
Par conséquent

le@®) < Aeefcp(—%t)||6(0)||2

ott Ag = 07 (0) ps.

Pour terminer la preuve du théoréme, il nous reste & exhiber un ensemble de oF, k =
1,...,q et un réel € > 0 vérifiant la condition (6.19). Pour ce faire, nous allons revenir sur
les couplages définis par (6.8) et (6.9) et faire le lien entre ces couplages et la valeur de
xf; Un examen simple de ces couplages montre que lorsque Xﬁ’; =1,k1 €{1,...,q} et

Jj €42,..., N}, nous sommes forcément dans 'une des trois situations suivantes :

— k >l et i prend n’importe quelle valeur dans {1,..., At} (un bloc peut contenir les
variables de tous les blocs qui le précedent).
—k=letie{l,...,\} avec ¢ > j (structure triangulaire de chaque bloc).

— k < leti = X\ (le dernier sous bloc de chaque bloc peut dépendre de toutes les

variables).
Maintenant, pour k = 1,...,q, nous définissons les o comme suit :
1 1
oy =\ — )0 = (=)o + (1 = =) (6.20)
Avec un tel choix des o, nous avons :
o O 3 1
Ué-—df—;—azall—af—l—(j—§)5l—(z—§)5k
1 1 3 1 1 1
=M — =)0 — (N — =)0, — =)0 — (i — =)0 — (=— — =—
(Ao = 5)0k = (N = )+ (7 = 5)0 = (0 = 5)0 = (5= — 51
. . 1 1
=M =)0+ — N —1)0 — (F - F) (6.21)

Pour vérifier la condition (6.19), il suffit de considérer les trois situations précédentes.

Nous avons :

e k>l et iest quelconque dans {1,..., Ay} :
D’apres 1’équation (6.21), on obtient :
o O 1 1

U;—Uf—g—g < ()‘k_l)ék—él_(ﬁ_ﬁ)
1 1
= Op—1— 0 — (F - %) (6.22)

Maintenant, a partir de I'expression de J; (équation (6.11)) et comme k— 1> [, on a

Sp1— 6, <0 (6.23)
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D’un autre coté, on a :

1 1 1 1 1

_ _ k1
(21—1 o 2k—1) - 2k—1(2l—k —-1) = %(2 —1)
1
> W(Q_l) pour k>1+1
1
En combinant les inégalités (6.22), (6.23) et (6.24), on obtient :
o0 0, 1 1
k k 1
O'J—O'i —5—5 = —F ~ _211—1 (625)
ek=letic{l,...;\}aveci>j:
L’équation (6.21) devient :
op O . 1
ol — f_g_az(j_z—mkg—ak T (6.26)
ok <leti=M\:
L’équation (6.21) devient :
o 0, 1 1
Ik % 0 .
0j=0i =5 —5 = U-A-Da~ (57~ 5=)
1 1
S —51 + (% - F)
1
< =4+ (1 — 2q—1)
1
= o (6.27)

1
Maintenant, il suffit de prendre ¢ = St Ceci termine la preuve du théoreme.

Nous remarquons que 1'observateur (6.13) a la méme structure que celle de I'observateur
(6.2). Toutefois, les expressions des d; sont maintenant données par I’équation (6.11). De
méme, les expressions des entiers of sont données par I'équation (6.11). Cette equation
reflete bien le fait que chaque of peut étre interprété comme un indicateur du couplage

du bloc k avec le premier bloc. Ainsi, nous avons o] = 0.

6.4 Exemple

Les performances de ’observateur proposé sont illustrées en simulation dans ce paragraphe

a travers ’exemple suivant :



6.4. EXEMPLE

2
29
Z3
24
25
26

27

z3 — 0.01lustanh(z2225) — 1

24 — 0.01ugtanh(z12025) — 22
U126
3

1+ (21222324252627)2
U227
—z4 +

2 + tanh(z1 2023242526 27)
2 + 0.0121 2923242517

Uy tanh(usg)
— 1 — 22
=2t (1= 2)%% + 1+ (2324)2 * 1+ 22
tanh(uy) Us

—zr 4 (1 — 29)%2125 +
7 2) 1% 1+ (2627)% | 1+ (2324)2

Xy

— 2 _ 2 __ 2 _
2
E

Nous avons ainsi \; = 2 et Ay = 3.

109

(6.28)

(6.29)

On notera que le systeme (6.28) n’appartient pas a la classe de systémes représentée par

la forme (3.1), ni a celle représentée par (3.9).

Un observateur de type (6.13) a été synthétisé pour Iestimation des trajectoires de ce

systeme. Les équations de cet observateur s’écrivent comme suit :
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Les équations de cet observateur a grand gain se présentent comme suit :

( —0.01u; tanh(zy2925) — 21

fl fg —0.01ug tanh(z12925) — 29
?2 _ 24 n _23 B U126
Z3 0 P14 (nzebstazsiein)
2 0 —Z4 + u2z7A —
2 + tanh(z1 2923242526 27)
20000
0 20% 2 -z
9261 0 ZA’Q — 29
0 6

0.0121222?32425[61

% %6 u tanh(uy)
R A —Z 1— 22 !
= & |+ St=z)ast st T
3 tanh(uy) u
z1 0 —Zr 4 (1 — 29)%2125 + AT &
T (=) 1+ (2627)2 1+ (33%)?
30
- 392 (25 — 2’5)
93

\

ol 01 = (A2 — 1) = 2 conformément a (6.11).
La simulation a été effectuée avec les conditions initiales suivante :

La valeur de parametre 6 utilisée au cours de la simulation est égale a /5. Les résultats
obtenus sont représentés sur les figures (6.1), (6.2) et (6.3) et ils montrent que les trajec-

toires estimées convergent rapidement vers leurs vraies valeurs issues de la simulation du

modele.

15

Estimation z Estimation z

. / 1 ] / 2

15

1

051
05

0

sl Simulation
Simulation

-05F
1k

“15 L L
5 10 15

F1G. 6.1 — Comparaison des états estimés et simulés pour z;, i = 1,2
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CONCLUSION
25 T T 3 T T
2fh 23 7 257““‘\ Z4 )
1.55 Estimation B o | Estimation |
i 1.5:— “ 4
1 7 (-
l A4
05} 7
0.5
of q
[
Simulation
“osr -05 \
Simulation
-1k ik 4
15 s 10 15 15 B 1 15
Fi1G. 6.2 — Comparaison des états estimés et simulés pour z;, ¢+ = 3,4
14 T T 4 T
12 bl 3k 26 4
100 i s Estimation
A | i
1
ok J
Of
o
Simulation o
2 7
oi/‘\ -
Estimation
L -3

F1G. 6.3 — Comparaison des états estimés

5 10 15

\

Y

-8

Esti
2f

imation

Simulation

6.5 Conclusion

et simulés pour z;, i =5, ...

15
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Dans ce chapitre, nous avons exhibé une forme canonique observable pour les systemes

non linéaires uniformément observables qui inclut toutes les formes existantes. Nous tra-

vaillons maintenant pour donner une condition suffisante, portant sur les couplages entre

les différents blocs, pour qu’un systeme uniformément observable puisse se mettre sous la

forme proposée.
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CHAPITRE 7

Application aux réacteurs biochimiques

Il est bien connu de nos jours qu’une difficulté essentielle concernant les procédés (bio)chimiques
réside dans le manque, dans la plupart des cas, d'une instrumentation robuste et peu
colteuse adaptée a la supervision en ligne. Par exemple, a I'heure actuelle, il y a peu
de capteurs capables de fournir en temps réel des mesures directes fiables des variables
biologiques ou biochimiques nécessaires a la mise en oeuvre de stratégies de commande
automatique performantes. Les variables principales, ¢’est-a-dire les concentrations en bio-
masse, substrat ou produit doivent le plus souvent étre déterminées par des analyses en

laboratoire, dont la durée et le cout limitent forcément la fréquence des mesures.

Pour pallier ces problemes, plusieurs auteurs ont proposé des techniques permettant
d’avoir des estimations en ligne, non seulement des concentrations en composés, mais
aussi celles des vitesses de réactions qui constituent elles aussi de tres bons indicateurs
sur le fonctionnement du procédé. Les avantages qui résident derriere 'estimation des
vitesses de réactions sont multiples. En effet, une telle estimation épargne 'utilisateur du
choix d’une loi pour la vitesse a modéliser ainsi que des études d’identifiabilité et d’iden-
tification des coefficients apparaissant dans la loi ainsi choisie. De plus, ’estimation ainsi
obtenue peut étre utilisée a posteriori pour la recherche de corrélations possibles entre
la vitesse de réaction et les différents autres parametres tels que les concentrations en

composeés, la température, le pH, etc.

Plusieurs méthodes ont été rapportées dans la littérature pour 'estimation des concen-
trations en composés ainsi que celle des vitesses (ou chaleurs) de réactions a partir de
la mesure de certaines concentrations. On peut citer notamment les travaux décrits dans
[BVRE9, PB89a, PB89b, 5592, 5532] pour l'estimation des parametres dans les réacteurs
chimiques et ceux de [W584, STS589, BDI0, FBHI8] pour estimation des concentrations

et des vitesses de réactions dans les bioréacteurs.

Nous proposons dans ce travail une approche systématique pour la synthese d’observa-
teurs pour 'estimation d’états et de parametres dans les réacteurs biochimiques. Cette

approche est basée sur I'utilisation des observateurs a entrées inconnues présentés au cha-
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pitre 4. L’idée derriere 1'utilisation de ces observateurs consiste a considérer les vitesses de
réactions comme des entrées inconnues que 1’on cherchera alors a estimer conjointement
avec ’état du systeme, c’est-a-dire les concentrations en composés, avec la température

dans le cas des réacteurs chimiques.

Dans ce qui suit, nous allons introduire un modele dynamique de bilan unifié pour le
bioréacteur et le réacteur chimique. Nous nous appuierons ensuite sur ce modele pour
montrer comment 1'on peut appliquer les résultats du chapitre 4 pour la synthese d’ob-

servateurs a entrées inconnues pour les réacteurs biochimiques.

7.1 Modele du réacteur biochimique

Le modele dynamique associé a un bioréacteur est généralement un ensemble d’équations
de bilan de matiere associées aux composés impliqués dans ’ensemble des réactions ayant
lieu au sein du réacteur. Pour le réacteur chimique, le méme bilan de matiere est considéré
et le modele dynamique du réacteur est obtenu en augmentant ce modele par une équation
de bilan d’énergie. Dans plusieurs applications, en particulier celles ne faisant pas in-
tervenir des composés en phase gazeuse, I’équation de bilan d’énergie se résume a une
équation décrivant la dynamique de la température au sein du réacteur. Ainsi, le modele
dynamique d’une grande classe de réacteurs biologiques et chimiques parfaitement agités,
tenant compte éventuellement des phénomenes de recyclage et/ou d’accumulation, peut

s’écrire comme suit :

Tp = —— AH"Y() - Q+ dry(Trin — Tr) (7.1)
PRCpR
C = Yr(Ct)—DsC+F -G (7.2)
ol
C = (C,...,Cxy)" : vecteur des concentrations en composés € IRY (g.1")
F = (F,...,Fx)T : vecteur des débits massiques d’alimentation € IR" (g.I='.s7)
G = (Gyq,...,GN)T : vecteur des débits massique de sortie sous forme gazeuse (pour les

bioréacteurs) € RY (g.17'.s71)

Y : matrice des coefficients de rendement (stoechiométriques) N x M

r = (ry,...,ra)7 : vecteur des vitesses de réactions € IRM (g.17'.s7!)

D¢ : matrice des taux de dilution relative aux composés € R x RY (s71)
Tg : température a l'intérieur du réacteur chimique € IR (K)

dr,, : taux de dilution global relatif aux composés ajoutés € IR (s71)

AHT = (AHy,...,AHy) : vecteur des enthalpies de réactions € R (k.J.g~")

Trin : température a l'entrée du réacteur € IR (K)
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pr : densité du milieu réactionnel € IR (g.171)
cpr : chaleur spécifique du milieu réactionnel € R (kJ.g~'. K1)
Q : flux de chaleur normalisé¢ € IR (K.s71).

Rappelons que pour le réacteur chimique, tous les composés sont supposés étre en phase

liquide et le vecteur G est donc nul dans ce cas.

Le modele général (7.1)-(7.2) peut s’écrire sous la forme condensée suivante :

E=Kr—DE+W (7.3)
T — AHT dr, T Q
ol é. é R K é PRCoR W = TrL Rin
C v F
dp, 0 ... 0
Al 0 .
et D= ] pour les réacteurs chimiques
0

et & =@ K2Y WaF-Q D2 D¢ pour les bioréacteurs

Notre objectif consiste a synthétiser des observateurs pour l'estimation en ligne des vi-
tesses de réactions ainsi que des concentrations non mesurées et ce a partir de la mesure
de quelques concentrations. Pour ce faire, nous supposons que les conditions (réalistes)
suivantes sont satisfaites :

(C1) K, D et W sont connus (mesurés ou fixés par I'utilisateur). De plus, la température
Tr est mesurée lorsque le réacteur chimique est considéré.
(C2) Si l'on considere la partition suivante de 1’état & = ( 5; ) ou &' désigne I'état

1
mesuré et &2 représente I’état non mesuré et si 'on note par K = ( e ) la partition

de K issue de cette partition de £ , alors nous avons rang(K*') = rang(K) = M.

Dans la plupart des cas, le nombre de mesures est tres limité. Nous allons adopter dans
la suite comme nombre de mesures le plus petit nombre satisfaisant la condition (C2),
c’est-a-dire M et le nombre de mesures disponibles est donc égal au nombre de réactions.
Notons que les conditions (C'1) et (C2) sont raisonnables et elles ont toujours été adoptées
dans la plupart des travaux traitant de I'observation des réacteurs biochimiques (cf. par
exemple [BOSG, BDIO, FHLILII]).

Comme le nombre de mesures est égal au nombre d’entrées inconnues, nous devons discu-

ter les hypotheses (H1), (H2) et (H3') pour justifier 'application des observateurs proposés
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au chapitre 4 aux réacteurs biochimiques.

Avant de discuter ces hypotheses, nous récrivons le modele (7.3) en considérant la partition

de 1’état
1
(%) )

faisant apparaitre les états mesurés, &', d'une part et ceux non mesurés, 2 de l'autre.
Pour ce faire, on distingue la partition suivante de la matrice D issue de celle de £ sous
la forme (7.4) :

B Dll(t) Dlg(t)
o~ (220 20 -

Le modele (7.3) peut alors s’écrire comme suit
' =K'r — D& — D&+ W!
2 = K?r — Dy&' — Dyp&® + W? (7.6)

Wl
on W = < - ) est la partition de W issue de celle de £ sous la forme (7.4).

L’hypothese (H1) requiert que RangK' = M, ce qui est stipulée par la condition (C2) et
I'hypothese (H1) est donc satisfaite.

L’hypothese (H2) stipule la bornitude de la dérivée par rapport au temps des entrées
inconnues. Ici, les entrées inconnues sont les vitesses de réactions et cette hypothese est

aussi satisfaite par des considérations physiques.

Comme I'hypothese (H1) est satisfaite, nous pouvons considérer le changement de coor-

données (4.32) qui revient dans ce cas a considérer la transformation suivante :

gl — 51
52 _ 52_K2K1*1€1 (7‘7)

Ce changement de variables est le méme que celui proposé par [BD90] pour le bioréacteur
lorsque la matrice D(t) est scalaire puis il a été généralisé dans le cas matriciel par [Che92].

Il a aussi été considéré par [Doc03].
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Le systeme (7.6) s’écrit dans les nouvelles coordonnées comme suit :
& = K'r—Dné — Dy (5—2 + K2K171§1> + W
€ = —Dyé' — Dp&+W? -~ K°K'" (D€' — D€ + W)
- <D22 . K2K1”D12) €2 (Dyé' — K2KY ' Di)E + W2 — K2RV W
S <D22 _ K2K1’1D12) (»52 + K2K1’1§1) (D€ — KV D)E W - KK W
= — (Do - KK D) €+ WP - KK
— (Dn& — K" Dy + Dy — K2K171D12)§1 (7.8)

Revenons maintenant a I’hypothese (H3'). Elle se traduit dans ce cas par la condition
suivante :

~ (C) La matrice F(t) £ —Day(t) + K2 (K1) ™" Dys(t) est stable pour tout ¢ > 0
On notera a partir du systéme (7.8) que cette condition est nécessaire pour la stabilité de
ce systeme. On pourra se référer a [Che92] ou des conditions nécessaires et nécessaire et
suffisantes portant sur les termes de la matrice F'(¢) sont données pour que la condition
(C) soit satisfaite.

Les hypotheses (H1), (H2) et (H3") étant vérifiés, un observateur de type (4.106) peut étre
synthétisé pour I'estimation de 7 et €2 & partir de £'. Comme la matrice K est constante,
nous donnons 1'équation de I'observateur dans les coordonnées en &. Les variables origi-

nales &1 et €2 peuvent ensuite étre directement déduites & partir de (7.7).

Les équations de 'observateur sont :

& — Kir— Duél — Dy (52 + K?Kl*lél) S 20(E — €Y
o= eRTE -8
52 - <D22 . K2K1*1D12> 52 + w2 — K2K171W1
— (Dn€' — K" "Dy + Dy — K*K'" Dyp)€!
£ = gl
\ £2 = §2+K2K1*1§1

ou 0 > 0 est le seul parametre de réglage de 1’observateur.

7.2 Exemples

Dans ce paragraphe, nous allons considérer deux exemples. Le premier est relatif a un

bioréacteur et le second est dédié a un réacteur chimique. Dans chaque cas, nous allons
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faire la synthese d'un observateur de type (7.9) pour l'estimation des vitesses de réactions

et des concentrations au sein de ces réacteurs.

7.2.1 Exemple 1 : bioréacteur

Nous considérons une culture microbienne simple dans laquelle une biomasse x5 se développe
en consommant un substrat x; au sein d’un réacteur infiniment mélangé. Pour simplifier
et sans perte de généralité, nous négligeons les phénomenes de maintenance et de mor-
talité qui accompagnent généralement le processus de croissance (si considérés, de tels
phénomenes peuvent etre associés a des vitesses de réactions que 1’on cherchera a esti-
mer). On suppose que le réacteur fonctionne en mode continu avec un taux de dilution
D(t) et une concentration d’alimentation en substrat s;,(t). Dans cet exemple, nous re-

marquons que le taux de dilution est un scalaire.

Un modele dynamique du procédé ainsi décrit peut s’écrire comme suit

{ i(t) = D(t)(sin(t) —a1(t)) — kr (D)

. (7.9)
is(t) = —D(t)aa(t) +1(t)

ou xq(t) et xo(t) désignent respectivement les concentrations du substrat et de la biomasse ;
r(t) est la vitesse de réaction; k est le coefficient du rendement. L’objectif consiste a
estimer la concentration du biomass z5(t) et la vitesse de réaction r(t) a partir de la
mesure 1 (t). Pour ce faire, on fait appel a un observateur du type (7.9) qui s’écrit dans

ce cas sous la forme suivante :

(1) = D) —20) = hi(e) = 208:(0) — 2:(0)

O = )~ ) -
nt) = -DW)(E-77) |
Io(t) = f2—ﬂ

\

k

ou Iy, Ty et 7 désignent respectivement les estimée de x1, x5 et 7.

Remarquons ici, que la condition portant sur le taux de dilution D est satisfaite si ce

signal est a excitation persistante.

7.2.1.1 Résultats de simulation

Pour simuler le modele du procédé (7.9) afin de générer des pseudo-mesures du substrat,
nous devrons expliciter la vitesse de réaction r(t) pour laquelle nous avons choisi 'expres-

sion suivante

mamx
r(t) = L T (7.11)
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Ol lmaz, K sont deux constantes.

L’observateur (7.10) a été simulé en utilisant comme mesures de substrat la trajectoire de
x7 issue de la simulation du modele (7.9). Pour se rapprocher du cas réel, un bruit additif
centré de type gaussien de variance égale & 1073 a été ajouté a ces mesures avant d’étre

utilisées par I'observateur (cf. figure 7.1).

x, (@17

SIMULE

1r ESTIME

0 20 40 60 80 100 120
temps (h)

F1G. 7.1 — Mesures bruitées du substrat x;

Durant la simulation, le taux de dilution D(t) est supposé variant dans le temps et son
évolution est représentée dans la figure 7.2. La concentration d’alimentation en substrat

a été prise constante. Les valeurs des parametres utilisées au cours de la simulation sont :

ez = 0.3307 1 K, =5¢g.07" k =20; s;, = 20g.07".

D (™

0.2

0.1

L
100 120

temps (h)

F1a. 7.2 — Evolution du taux de dilution D(t)
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X, (@™ r(hY

0.1y
|

0.0901
\
1.8t |

\
160

ESTIME

\
\
N
\

14

1.2r

0.8f
SIMULE

0.6

0.4

0.2
0

20 40 60 80 100 120 A 20 20

60 80 100 120
temps (h) temps (h)

F1G. 7.3 — Estimation de la biomasse x5 et de la vitesse de réaction r

Les résultats d’estimation sont reportés dans la figure 7.3 ot chacune des variables x4 et
r, issue de la simulation du modele, est comparée avec son estimation délivrée par 1'ob-

servateur (7.10). La valeur du parametre de réglage de I'observateur 6 a été fixée a 5.

Les résultats obtenus montrent les bonnes performances de 1’observateur aussi bien au
niveau du suivi des variations de la vitesse de réaction qu’au niveau de son comportement

vis-a-vis des bruits de mesure.

7.2.2 Exemple 2 : réacteur chimique

On considere un réacteur chimique continu a double enveloppe ou se déroule la réaction
suivante :

A—B—C

On suppose que le réactant A est ajouté de maniere continue avec un taux de dilution D
(scalaire dans ce cas) et une concentration d’alimentation A;,. Le modeéle mathématique

de bilan du procédé s’écrit comme suit :

. AHy A H,
Ty - -
. PRCpR PRCpR
Ca | _ -1 0 "
Cg -1 T2
Ce 0 1
TR DTRzn - Q
C DC pin,
—p| " |+ 4 (7.12)
Cp 0

Ce 0
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olt 71, ro sont les vitesses de réactions (g.l7'.s71), C4, Cp et Co (g.17"') représentent
respectivement les concentrations des produits A, B, C'; AH; et AH, sont les enthalpies
de réactions (kJ.g71); Trin est la température a l'entrée du réacteur (K); pr est la
densité du milieu réactionnel (g.I7'); ¢,r est la chaleur spécifique du milieu réactionnel
(kJ.g . K™'); Le terme @ désigne un flux de chaleur normalisée (K.s7!) et il peut étre

exprimé comme suit,

_ UA(Tw = T5)

7.13
PRCpRVR (7.13)

ot U (W.m™2. K1) est le coefficient global de transfert de chaleur entre la paroi de la
double enveloppe et le réacteur; A (m?) est la surface globale d’échange thermique de
la double enveloppe; T; (K) est la température du fluide caloporteur et Vi (m?) est le

volume du réacteur.

Il est clair qu’il suffit que I'une des trois concentrations C'y, Cg ou C¢ soit mesurée pour
que la condition (C2) soit satisfaite. En effet, nous allons supposer que les mesures de C4
et Tr sont disponibles en ligne et notre objectif consistera a estimer en ligne, a partir de
ces mesures, les vitesses de réactions r; et ro ainsi que les concentrations Cg et Co. Pour

ce faire, on fait appel a un observateur du type (7.9) qui s’écrit dans ce cas sous la forme

suivante :
T _LE, A ; T DT — Q
N = PRCpR  PRCpR 7:1 ) A fum
Ca 1 0 7o Ca DC pin,
—26 @R ~ T&)
(Ca—Ca)
A - AHl . AHQ -1 (j" T )
tl = —4? PRCpR PRCpR H .
7 . 0 (Ca—Ca)
& C 1 -1 _AH A, T DThin — Q
iB = —-D P PRCpR PRCpR fn
. Co 0 1 _1 0 DCain

S AH, AH, -1 o
CB 1 -1 - - TR
~ + PRCpR PRCpR N
CC O 1 _1 0 CA

Comme pour 'exemple du bioréacteur, la condition portant sur le taux de dilution D est

RS

S

~_
I

satisfaite si ce signal est a excitation persistante.
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7.2.2.1 Résultats de simulation

Pour simuler le modele du procédé (7.12) afin de générer des pseudo-mesures de Ty et
C4, nous devrons expliciter les vitesses de réactions r; et ry pour lesquelles nous avons

choisi les expressions suivantes

_ b
r = k‘mC’ie RTR

_ Bo
ro = kopCpe Tr

(7.14)

ou ko, Ej(j =1,2) et R sont constantes.

L’observateur (7.14) a été simulé en utilisant comme mesures de Tg et Cy les trajectoires
de ces variables issues de la simulation du modele (7.12). Pour se rapprocher du cas réel,
des bruits additifs centrés de type gaussien de variances respectives 1072 et 107> ont été
ajoutés respectivement aux mesures de T et C4 avant d’étre utilisées par 'observateur
(cf. figures 7.5).

Durant la simulation, le coefficient U a été supposé variant dans le temps et son évolution
est représentée dans la figure (7.4). Le taux de dilution D est pris constant égal a
(D =0.02s71). Les valeurs des parametres utilisées dans la simulation sont :

kor = 4l.mol™", ko = 172.257 %, E; = 2.0910*J.mol~!, Ey = 4.1810*J.mol !,

AHy = —4.1810*J.mol ™, AH, = —8.3610*J.mol™!, T; = 350.5K, Tk, = 350K,

R =8.3143Jmol "K', Cusn = 10mol.m=3, A = 170m?, pr = 1000kg.m=3,

cpr = 1kJ kg V. K™, Vi = 10m3.

U (w.m 2K}

25
[¢]

50 100 150 200 250 300
temps (s)

Fi1G. 7.4 — Evolution du coefficient U
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To (K) C, (mol.m™3)

4.5

0 50 100 150 200 250 300 ~o 50 100 150 200 250 300
temps (s) temps (s)

Fi1Gc. 7.5 — Mesures bruitées de Tr et C4

= -1,
ACE) r, ™
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0.22 \ 1
0.06¢ ESTIME ]
0.2 ESTIME
SIMULE e
0.04+ fi 1
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0.16 0.02f Y,
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0.12
-0.021 1
0.1
0.08 > L - - -0.04 » - - -
0 50 100 200 250 300 0 50 100 00 250 300

150 150 2
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Fi1G. 7.6 — Estimation de r; et de 79

Les résultats d’estimation sont reportés dans les figure (7.6) et (7.7) ou chacune des va-
riables C'g, Ca, 11 et 1o, issue de la simulation du modele, est comparée avec son estimation
délivrée par I'observateur (7.14). La valeur du parametre de réglage de I'observateur 6 a
été fixée a 2.

-3 -3,
CB (mol.m™) Cc(mol.m )

6.5

0.9r g 1

SIMULE

5.5F
SIMULE

4.5F

0.2r ESTIME

35 . . . . . 01 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
temps (s) temps (s)

Fic. 7.7 — Estimation de Cp et de C¢
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Comme dans 'exemple du bioréacteur, les résultats obtenus montrent les bonnes perfor-
mances de l'observateur tant au niveau du suivi des variations des vitesses de réactions
qu’au niveau de son comportement vis-a-vis des bruits de mesure. Nous rappelons bien str
que les expressions des vitesses de réactions (7.14), introduites pour générer les pseudo-

mesures de Tg et C'4 ne sont pas connues par I'observateur.

7.3 Conclusion

Nous avons reformulé dans ce chapitre le probleme d’observation dans les réacteurs biochi-
miques en termes de synthese d’observateurs a entrées inconnus. Pour ce faire, les vitesses
de réactions ont été comme étant des entrées inconnues que 1’on cherche a estimer conjoin-
tement avec les états du systeme qui est composé des concentrations en composés avec la
température a l'intérieur du réacteur dans le cas des réacteurs chimiques. Pour la synthese
des observateurs, nous sommes appuyés sur les résultats présentés au chapitre 4. Les per-
formances des observateurs ainsi obtenus ont été illustrés a travers deux exemples traitant

respectivement d’un bioréacteur et d’un réacteur chimique.
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons présenté une synthese d’observateurs pour une classe de
systemes non linéaires a entrées connues. Pour ce faire, nous avons d’abord rappelé la
condition nécessaire et suffisante pour que la synthese de tels observateurs soit possible
dans le cas linéaire. Nous nous sommes focalisés dans le cas linéaire sur la situation ou
le nombre de sorties est égal au nombre d’entrées inconnues et nous avons donné des
conditions plus précises que celles déja connues pour la synthese de 1'observateur. Pour
les systemes non linéaires, la synthese de 'observateur s’est effectuée a partir d’une forme
canonique observable et des conditions suffisantes pour la synthese de tels observateurs
ont été établies. Ces conditions ont été formulées de sorte que les observateurs proposés

permettent :

- d’estimer conjointement tous les états du systeme et les entrées inconnues lorsqu’on

adopte I’hypothese qui stipule la bornitude de la dynamique de ces entrées.

- d’estimer tous les états non mesurés du systeme, en ’absence de toute hypothese

portant sur les entrées inconnues .

Notons que les conditions proposées peuvent étre relachées dans certains cas. Dans notre
travail, ces conditions ont été adoptées pour faire la synthese d’observateurs en ’absence
ou non d’hypothese(s) sur les entrées inconnues, et en n’utilisant aucune dérivée d’entrée

connue ou de sortie pour l'estimation des variables.

La procédure de synthese des observateurs a entrées inconnues a été adoptée pour refor-
muler le probleme d’observation dans les réacteurs biochimiques. Cette reformulation a
été possible en considérant les vitesses de réaction comme des entrées inconnues que l'on
cherche a estimer conjointement avec I’état du procédé, en I'occurrence, les concentrations

en composés avec la température dans le cas du réacteur chimique.

Nous avons aussi présenté dans ce travail une forme canonique pour une classe de systemes

uniformément observable. En nous appuyant sur cette forme, nous avons proposé la
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synthese d’un observateur de type grand gain dont le gain ne nécessite la résolution
d’aucun systeme et dont 'expression a été donnée. Le réglage de ce gain se fait a l'aide

d’un seul parametre de synthese.

Nous travaillons actuellement pour donner une condition suffisante, portant sur les cou-
plages entre les différents blocs, pour qu’'un systeme uniformément observable puisse se
mettre sous la nouvelle forme canonique proposée. Plus précisément, nous montrerons que
tout systeme uniformément observable satisfaisant a une condition de structure que 1'on
donnera peut se mettre a 'aide d’une transformation appropriée, qui sera aussi donnée,

sous la forme canonique proposée.

En ce qui concerne la synthese d’observateurs inconnues, nous comptons exploiter les
résultats présentés dans cette these pour les étendre a l'ensemble des systemes uni-
formément observables et nous nous appuierons sur la forme observable présentée pour la

synthese d’observateurs appropriés.
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