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Groupe de Recherche en Informatique, Image et Instrumentation de Caen — UMR 6072



���������
	���
��������������������������������! #"�����$



���������	��
�������
����

�#��"�������"�� �!���
������"� �� ���! �	  �� "���� � �# ���"��!��� ��
�"!�#"������ ��� 	�"� %$ ���'&���� ����� "����(��"��� �" ��" �#�� �� � ����
��#" �*),+-& 	.����� 	  ���"

� �� #�!" ��������	 � ��" �/" ��"��!
#� "�� � ���.0�� �#$1��� ��� "��(� ��"�� �!����� �����2" �3��� � �# ���"���	�	�"���� �4� ��"���" � ����	�"!����� ��� � ���� ��
 �" ������$
5 � ��"�������+ �6$ ���87���" ��9:���4�#�! #"��-" ��� �/� �<;���"������������ ����� ��� ��
��.������������
���
#��5 "� #�! #
�9�� �=$�� ��	�	�"!��� �!��7 ����� �� ���	 ����9�� �
$�� ��� ����"�
��(� ������� ���!�����>��"���� ����� 	�"� %$ � ��$.�#���!� "������ " �������%� �����?"2� � �# ���" �#� � � 	 �!�3"2� @ ��"��/�  #�A"��!"���������� "�" � ���.0�� �#$
�# :B��!���DC  ������%E�� � � ��� ��� � ��������
���� � ���1"F9:���  #�#� �#� � � 	 �!���G"H� @���"����!��� " ��	�	  �"����(��"��="����������.0�� �#$��#���!��� "������ " �����
�%�������2" ��� "���� ��"!9:������9:�2� ������ #����I ��� ����� � �," ��� �  �� ��� ����� � � ���>����9��J� �������A�  �����"  #���.����$
�K� " ��"L"NM �!
# �E�� ��9:��� ����� � � 	 �!��"H� @���"��/"������ �!��$O��"!PN" �/� � ���10�����$
������9:����������" � ���������'9:���	��� � ��" ��� � ��� � ��� 	 �������! #��"Q� � P � � 0(����R � �TS�"Q0��,� � ������� ����� � �K9:��� 	 ��"���� � ��� ���'��� �
I  �� "����U" � �� ��'7�"����QS �� ���� ���!��� ����� �����V9:������$J�#� �!� "�������"�� �!� �%�������-"H� � �� #�!"���������	 � �#"H� @���"��#" ��� �����/$O��"!PW"��#� �
���10�����$
M ������"Q��������� ��"�������� "��(� � ����"!�������!"�����"Q� ���%7  �" � �� ���"�� 	� ���" ������" ���� �� 	X����� � � ��� � � �!�(��"�" ��� 	  ����87����!�!� �#$
� ������ ����80 
�� ����" �37.��"������2�." � ��"�� � �����Y�Q� ��� 	�"� � � ��� 	� ���" ������" �� �������� �
����� � ���89:����� ���� �" ��� $
� ��� 	 ��"�� ������9:���J�A�  ���� �� ��6$  �� "����� �� ��� �Z� ��"���� � ���������!�1" ��� $
[����\0�����	  ���" �� �� �  �� ����� � �%�]9:�� ����V" �!���
� � �4� ���  �� ���/9��J� ���!��� ���>����� ��	�	  �"���� "�$
C �� ������V" ��� ��
����K" ��9:� ����"��3�  #��� �� �" ��" ����� �� ������ ����� � ���.9:��� �F���!�37��!��� ����
���$
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����������� �"!$#
%'& �(�")+*-,�./�0��) &

1 $ 1 M-� ���QI  �"!� � ���! #�

��  �
#"���	����V9:����$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1
1 $ 1 $ 1 2 �J� ��� � ����9:��� �Y� ���QI  #" � � ���! #�

��  #
�" ��	����V9:���-3 $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1
1 $ 1 $ 4 M ������ ���" ������"H� ���QI  #" � � ���! #�

��  #
�" ��	����V9:����$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 4

1 $ 4 M-� �#� ��0��65 �4� �!�.I  �"!�������� �� 
��� �
�" ��	 ���89:��� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 4
1 $ 7 M ��	�"� �$ ����& ���!����� "������ "��K�� �
#"���	����V9�� � $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 8
1 $ 9 : "�� � ���!� � � 	�"� �7��8��� � ���89:���3" ��"���� ����"�� ��� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ;

< =?>A@�>CBEDGF HI@KJ�> LML

����������� �"!$#
N !PORQS� &�T � T !AOU*WVX�Y.Z.\[POR]^Q_VX� &�` )a�"bc���0��) &CTed ) T �"��������fg,�! #�h

1 $ 1 M � I  �"!�'����� ���! #� � � ������
���� � � �!��"�� ���!��$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 7
1 $ 1 $ 1 &,�'7���
��ai �!�3" ��� ����� ������
�� � $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 7
1 $ 1 $ 4 C  ���	��!��S � �!�3"2� ��S 	 "��������! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 9

1 $ 4 M ����������
���
#��� ����� ��� ��� $�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 8
1 $ 4�$ 1 j  �� ������ ���� ����� ���," ��� �!������">I �#����� ����� ��� ���!��� $�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10k
1 $ 4�$ 4 &,7 ��� � � ��" ���� �����"����!����� ��	 � �������!� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10l
1 $ 4�$ 7 2 � � ��������	���� ��� 
��  #
�" ��	����V9:����� "�����������"e3 $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10m
1 $ 4�$ 9 ) �onX��"���� ����"H� ��	 	�" ������� ���! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Zq
1 $ 4�$ 8 5 " ������� �� �� � 	�� ��������� $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Zq
1 $ 4�$ k r ��� �������V9:���/" ��� "����������� �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4 1
1 $ 4�$s; r  �� �ut  �7Q$ ��� � $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Z7
1 $ 4�$ l v 	X� " � ������" � �! #
��V9:����� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4/9
1 $ 4�$ m w ����� ������ ��2���� ��.I � � �� �� ����������S ��� ��� � � � $�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4\8
1 $ 4�$ 1 q C ������������� ����" �������'7���
��ai �!��� $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4\8
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� �����K�I�(� !��
� & ! bc) * d Q��SO(�Y�(��) & *�!PORQS� &�T � T !AO��+��O0,-!AQ�O ���

4 $ 1 M ���  Q"Q0��!��" ���  ����� #���4�15 $ ������� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p4 m
4 $ 1 $ 1 �  Q"Q� ������������ ���"H� � �����\� ��
�� ���," � ���F" ������"���	 ���� �� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p4 m
4 $ 1 $s4 M ����������
#��
����U" ��"�������"��!	 ���! #� $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Zq
4 $ 1 $ 7 ��� ��� ���! #� � ����"��3����� �\� ��
�� �������F" ������"��!	����� �� $�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7 1
4 $ 1 $ 9 M ��������
���
#� � ���>����� $ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7\4

4 $s4 R����!������� ���! #�A".�A�� Q"Q0��!� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $ 1 )������ "���	 ���! #��"! �������  ��#" 
���" � ���� �� � 	�� ��������� $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $s4 & 	�	���"�� ���! #��"������%��7���
��Yi � ��� $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $ 7 R����!������� ���! #� �>��"�� � ��� �.�(�����  ���	������ $ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7P;

� �����K�I�(� ! h
N V�$ & �aQ&%+O0!('g�K���0���YQS!()R,��YQ����(���0�&�e! * #

7�$ 1 2 ���KI ���!� �4� �������8P ��� � 	 �����������/9�������� � � ��������3 $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9 1
7�$s4 M ����" � n?� "�� ������� ����� �����V9:������"2� ��� ���8P � � � 	�� ���������/9:� ����� � � ���!�#� $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9P4

7�$s4 $ 1 M � �� �	  ��� �
���� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9\7
7�$s4 $s4 )���"���� ���! #� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8Z4
7�$s4 $ 7 )���� ��������� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8/7
7�$s4 $ 9 M ��"����  ���� "������ ����$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8 l
7�$s4 $s8 M ��� ��
���� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ k 9

<�< + H�,.- >0/21\D J#3WD54EJ76./98;:WJY@=<?>!@�AB4 D C;D

� �����K�I�(� !c#
E ) & .Z�(��) &�& !Abc! & �U*-! QuVo� & �0!P� ` �Y.\! Fg#

1 $ 1 R ���/�� Q" ��"�� ������ ���"Q���� Z"���"H� ��������"��#� ���� �� $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4
1 $ 1 $ 1 �]���!����	������ ��������"�	�"!��� � ���! #� � $ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4
1 $ 1 $s4 � �\�� Q"������!� �HG����JI j ���("Q7����LK r �(� �������V9:���NM $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4

1 $s4O������ ���" � ��"�������������" � � ��" t ��	 ������"�� ������ �� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; 9
1 $s4 $ 1 &�7 ��� ������" � �  �����" ��������� � 	 ����������� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; 9
1 $s4 $s4 M ����" �onX��"����#� ������	���� � ��" ����� 
��  �
#"���	������ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/8
1 $s4 $ 7 5 "!���������! #� ��	 � �������!� $ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/8
1 $s4 $ 9 r  ����_t  �7Q$ � ��� $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; k

1 $ 7 ������ ���" � ��"��Y� ���'7���
��ai �!�3"2� ��	�	�"!������� ���! #� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; l
� �



1 $ 9 M ����
#�!�������������#� ��" � � ��� � $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ; m
1 $ 9�$ 1 C ��� ��
� �"����������� ��N" ����
�������������� ��� ��"�� � ��� � $�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ; m
1 $ 9�$ 4 �� Z".������"��!� �/" ��� ����	 ��� � � $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l 7
1 $ 9�$ 7 &�"6$ ������� �����  �� � � 	 �!��� ���!� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l 8

1 $ 8 2 ������������	���� ��� 
��  #
�" ��	����V9:����� "�����������"e3 $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 1 :  �	  ��� �
#�!��$�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 4 ) ��"���� ���� �� $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 7 ) ��� � ��� � � $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;
1 $ 8�$ 9 � ���� ���� "��(��� ��� $�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;
1 $ 8�$ 8 � ��
���� $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;

����������� �"!(�
N Vo� & �YQ&%+O0! O(���Y�(���aQ�! *�� & ORQuV�$ & � d O(!P� � !A,-��� d ) T �"���K�-�Sfg,-! � #

4�$ 1 2 �����!��� ��"6$ ������� �����  �� � � 	 �!��� ���!� "������ ����"e3 $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ma1
4�$ 1 $ 1 M �F"  ��.7 �!�3I  #� � ���! #�A"Q� 
#"���	����3"H� ��"<$ ��� � � � � $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m 4

4�$ 4 )D� 	 � �1" ��� � ����������� " t ����	���� ��� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m ;
4�$ 7 M-� ��� ���8P � �/"H� ����� �  ��#" 
���" � ���� �� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m

4�$ 7 $ 1 M �/�� Z".0 ��� m t ��������"����������� �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m
4�$ 7 $ 4 M ���  �7Q$ ��� ���� ���	�����S ��� $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m
4�$ 7 $ 7 )D���  ���	  #��� ���! #�
� � "����� ���	  #��� ���! #� $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 q 1

4�$ 9 M ����
#�!�������������#� ��" � � ��� � $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 qP8
4�$ 9�$ 1 M ��� 
#�!�������������#� ���>� "��!���  �7Q$ � �������\��	������ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 qP8
4�$ 9�$ 4 M ��� 
#�!�������������#� ���>� "��!���  �7Q$ � ������ ���	��!��S ��� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 q k
4�$ 9�$ 7 )D� 	 � � "���� � ����"���� 	  #��� ���! #� ���>� "��4� ��S ����	�����	  ����#� tYE� ���� $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z1 7
4�$ 9�$ 9 �� ����#����� ����"H� ��� 	� #�!�����%���� �� "�"2� ��� �/E  �� � $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z1 9
4�$ 9�$ 8 M ����I  #� � ���! #� �

trpt � cpte(x, y, z)
$ $�$�$�$�$ $�$ $�$ $�$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$ 1\1(k

4�$ 8 �]� ���� Q"  #�! #
����/" ���4� �������8P ��� � 	 ����������� $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10l
4�$ 8�$ 1 C  ���	� �� �!���� ���" ���  �7Q$ ��� � $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10l
4�$ 8�$ 4 C �  ��\S*" ��� "����������� �� � $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m
4�$ 8�$ 7 )D��"���� ���! #� ��" ����I  �� ������ �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m
4�$ 8�$ 9 )D����� "!���!� ������ ��]" ����"Q� 	 � �1" ��� � ��� $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m

����������� �"! h
� d �aQ���O0���0��) & � &-` ) � bC���(�Sfg,-! ##� h

7 $ 1 M � � � �<; ���3" � ��" ���!���(� ����� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4Z7
7 $ 1 $ 1 M-� ��������"��#� ���� ��A7��8�� Z" ����� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9
7 $ 1 $ 4 M ���>���!��� ���� ���" ���Y� ���QI  #" � � ���! #�

��  #
�" ��	����V9:��� $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9

7 $ 4 &�"�� ���!����� �!��"���"����  ���"�� " ����������� ���! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9
7 $ 7 C �#��"H� �������!���������� �� $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4 k
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C ��"���	�	� #" ��" �����10�����"�� ��� ���D� �
��"�� � ���!�H" � "���� ����"�� ���K"������ �Y� � ���%7  �" � ���� ��A"H� ���*�� 6P#� �*"2� �#� ��0���5 �Y� �!�QI  #" � �/t
���� �� 
��  #
�" ��	����V9:��� G �!� 	�"� �$ ���'&��#�!����� "����(��"'�K�  #
�" ��	����V9:����$��� �� � �� ��F��� ����� "� ���� 	 ��"'".��" ����" �Y� ���QI  #" � � ���! #�

��� �
#"���	����V9�� � 	.����� �� �� � ����"�"� �� �K9:��� ������ ����������3�� 6P#� � �3"H� �������("�� " 5 �������������QI  �"!� � ���� �� ������ �� � ����"�"� ���� � �
9:����	�"� �	  #��� �!��	�"� %$ � ��& ��� ��� ��"��#����",�K�� �
�" ��	 ���89:��� �� ��F� ���  ����#� ���!� ���#��� " I ��� ��"H� �#� ��0���$Q+ �#" � �� �� � ��� �!��� "� ����
�� ���"�� ��"�� � ���!�H" ��"���� ����"�� � ����� ��� ���]" ������	�"� %$ � ��$

����� � � 
�

!#"/�=�%$3��
&"'
('�)*"�'/�+$-,/.*
1032A�

C ������� ���������� �� � � ��� �  ���	� �� ��"'" �N"����QS 	 ��" ���!��� $	) ��� ����� � 	�"������80 "�� 	 ��"������ �� �� � ���!�� �� � " ��	� #�1" "�� 5 ���
9:����� ���� �� I 2 �2� ��� � ����9:��� �4� �!�.I  �"!�������� �� 
��  #
�" ��	�� �89:���-3 M�� �!� "Q� 	 � �1" �%�F��� ���#"Q� � ��	�	  �"�� � ��������"� ����V9:���A9:���
��� � ��� �54���"��#$2) ��� �/����� �����  ��1"�� 	���"������ �  �� ���  �� � ����� � "�������� "� �� �U$O� � ���(� ����� �%� �>� 	�	� #" �/���!��� ��"� �� �89:����� �� �� �
����"�"� ����U9:�����!����� �� ������������� ���" ������"2� ���QI  �"!� � ���! #�

��  �
#"���	����V9:���D9:�2�  ��AP ��"� ������#$

L76uL86uL 9 4 HID51\>;: D AB4 D F'H�@�-=<L8MJ?> @�> @ 8 - :;/98;:WJY@=<?>!@�AB4 D
@
w ����S ��� ��� 	��\��� ������" �J".��" ���!���� �����" � �4� ���QI  �"!� � ���� ���
��  #
�" ��	����V9:����$��  ���� ������ �� �J� �����!����� " ��� �����U" �U� ���! ��� $BA � ���DC $

MG� ���QI  �"!� � ���� �� 
��  #
�" ��	�� �89:��� ���NI  #" �������
���� �" � ����� "����QS �  �� � � 	 � � G ���FE��HGL�JILKNMOI����NE5P0�RQ1S�� � � �1T�� � �UKVIBKNMWI����YXE5P#�RQ&S�� $HR ����� 	������ 
��  #
�" ��	�� �89:��� "�� 	�"!����� �����'����� 	 ��" ���!� " � �Y� ��� 	������ ���K"�� n?� "�� �����,I ���!���[Z 	��ZP ���89:������� �  � �����QSH�
	  ���� ���89:������� � ����$ \/9:��� �� �����PW@���"��  �7�� ��"�������$?)������/��� ����	 ��� � 
��� �
�" ��	 ���89:��� �� ���� ��"� ����# �� �/"��������#��� �!����
��  Zt

�" ��	 ���89:����� $�R ��� �������!� � 
��  #
�" ��	����V9:����	��(� ��@ ��"��#���  �7Q$ ���'� ��� � "���� �]Z �����
�������!���J�����
"� �� �����2�����*�� �������
������
��� ��$^\  �� �\�F� � �!� "��!���_Z �������!��
���� �%� "���� ����������� � �� ���"!7��K" � ���������%�2����� ��$^\!I $�$ $��4� ����	 ��� � 
��� �
#"���	����V9�� � "�� 	 " ��� ���#���
���
�� #������S ��� 	 � "!� � � � ����� " � � ��"��#� � ��"������ "��Y� ���\�(� ����� ��� 9:����� ���� �� $�$ $0M`A � ���DC � I �Y� ���\�(� ����� � � 9�� ��� ���� �� M ���������
�Y� ���#��� �!� 
��  #
�" ��	����V9:����$�R �  �7Q$ � � ��� ��������� �����!� ��"��������������(� ����� 5'� � ����	 �#��� 
��  �
#"���	����V9:���,"  #���.��$.C ��������� �����!� �

��� �
#"���	����V9�� � 	 ��� �W5��  #� �� ���" @ ��"�� �Y� ����	 ��� � 
��  #
�" ��	����V9:���-"H� �%����"���� � ����� �!����$%M ��"Q�� ����	 �#���ba � �����!� � ��� 	�"!����� �����
�� �� � ����I  �"!� ���  �������� �����ca��� #�#��� �Z�2� ��� �  ��������Z�
	  ���� ���#����� ��� �H@ ��"��������� #�#��� � ������"2� ��� ��"���� ���#��� �!����$

5 "�� �� #� �D��� ��S �(��	��!� G �!� ��" ����� 	  �"��D� ��"��!���8� � � �W+G��"� �	 � 	 �����3@ ��"���� � ����	 �#��� 
��  #
�" ��	����V9:����$X) ��� � ��� �
����	 �#��� �� ���� ��"� ����# �� ��" ��� � �����!� ��� 
��  #
�" ��	�� �89:�����!G�������" ��� ��	  �"���� ��"��!���8� ����� � ��� � ����� � � �]� " � �!� " �����1� ��� ���
� ��"-"Q�V�  #"!" $ZC � ����������" � � ��� � ����� �!��� 	 ����� 5��� ����#������@ ��"����:� � �� ��F������������	 �#��� 
��� �
�" ��	 ���89:����"���� � ���(9:��� �
�� �� � ��"� ����# �� ��" ������ #�!����" ��� � � �!
�� ���! #� ���Z" ����	� #" � ���."�����E  #������"2� �#� � �������1"�������� ��� ��$

M ��� �������!� ��� 
��� �
#"���	����V9�� ���(��" ��� 	  #� � ����"���� ����� ����	 �#��� 
��  #
�" ��	����V9:����� � ����"������!������� ��� " ��� "�� ��� ���� ���� ��	 � �������!���
� ����"������!������$:C ��� "����������� �� � ��	 � �������!��� �� ����=I  �� ������ �� " ���Y� ��� 	�������
��  #
�" ��	����V9:��� �� ���� �V"Q� "!��$�IJ)��(�QS�	� #" � � �! #�!���Y� � �
" � �Y� �%� ��"�� M��2� �%��" � 	 ��� �����F@(� � � ��
�� � "���� ���! #� ��� �� ��/9:��� �Y�  �� ��� � �!� � �-"������ �Y� ��� 	 �#��� 
��  #
�" ��	����V9:��� "Q����" ����� 	  �"��
� ��"�� ���\��� � �#+G� "� #	��  �� ���d�  #" � ���1" ����$ZCD� ��� ��"� �� � 5 �����U".��" ���!���� ���� � � 5 � ����" ���.S��  ����� �����������	 ��� � ��� � �����!� �

��� �
#"���	����V9�� ��� � ��� �
��� ������� �  ���	 ���3"���� "����������� �� � ��	 � �������!��� ������"�� ����� ���#��� �!���(�Q9�� ���  �� �UI � "� ���� "!��I ��"���� ��� 	 ��"
��� � ���!���#$

1
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)������ ��� � ����� ��� ���! #� �  �� � ���!�� ���� �
	#� ��� "-"�� " ��	� #�1" "�� 5 ���'9�� ��� ���� �� �>� �!� ��������G�9:��� ������� �� ���� ����� �  ���"�� ���="H� ����t
I  #" � ������ �� 
��� �
�" ��	 ���89:����3FR ��� 	���"�������������"�� �!�#" � �Y� ���QI  �"!� � ���! #� 
��  #
�" ��	����V9:��� ��� ��" �N" ����	� �� ��"�"H� � ��� �� ���" ���
"2� ���QI  �"!� � ���! #� 9:��� �8��� ��� � ��	 ������" 9:��� G ���A7 �#� �F" � "  �� �.� ����� 	 ��������������$HM ���37��������3" � "  �� �.� ������	 �������������DI  �� �'t
���! #�������#� �>��" �!���F@(� ��	�"���� � �!	 �,9:��� �����=7��������G" �D"  ����1� ��� "����������� ��������!�����BG#�!��� ���QI  �"!� � ���! #� � �  #��� � �� �LK�� ��� �  �� �
I  #" ���/" ������7�������$.) ��� � �!����7 ��������" ��"� ����.����� ��" ��"�� ���! #����� �������(� �!��� ���%7 �!������ ������!������� ��� �� �� ������" ���4� ���QI  �"!� � ���� ��
���!	 � �"t �Z�.�F� "��89:���#$�)���� � �!���G7 �#� ���-" �K"  �� �.� ��� ��	 � �������!�����:" ��� ����7������ ��	X������" 9:����� �  �������� ��� � ����" � �4� ���QI  �"!� � ���� ��
��	 ������������$	+ �!��������� "������#� 5 � �� �LK���"�" �
�4� �!�.I  �"!�������� �� "�� ��� ���!�#� 5�����	  #���!���� �� 
��  �
#"���	����V9:��� ���U5����]I  �"!���*" ���
"�� n � "�� ��������� �����!� ��� 
��  #
�" ��	�� �89:�����-A v 	 � m\m C $2R ��� 7 �����F" � "� ����.������"�� 	�"!����� ��������� ����	 ��� � 
��� �
#"���	����V9�� ��� ���!���
�  �������� ����" ��� � ����� �!��� 
��  #
�" ��	�� �89:����� $�) ���  #	 ��"�������� "�� � 	 �������%�QS 	 � "!����� ��� ����" � ������������� " �!��� "�� ��� ���! #� � ��	 �������������
9:�2� � ����"�� ����� ��������������� �������!� ��� � ����"�� � ���!��� $

+ �N" � �  �" �-" ���G7 �#� ���-" �K"  ����1� ��� � 	�� �����������(���� �� � ���!��� "� ����=�������%� ��"����� �� "�� ��"H� ���QI  #" � � ���! #� G#����� � ����"���	 4����
"��A"  #���.������$	M ���F"  ���.�����#� ������M P �  #�#�F" � 	��\��� ��� 	��8� ���� ���"�������� � �F" ��� � �!���F"  ���.��� ��� � ����S � �������F" ���
7�����������
#��� � ��� ���#���89:����� 	�"!��� ���
	 � "!� � � ��� ���A� ��� ��	�	�"� � � � " � 	��\��� ��� 	��8� � " ��� "���� �
��� "���� ����"�� ����"�� �����
"� ���.��� ������$%) �UI ��
� #� 
�� �.��"����!� �!��� � ����"�� 		4�� �	"���"� ����.����� ������ ���� 	���� ��	 ������" 9:�����K5���� 
��� �
#"���	�������$b�������.�� ���� �
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relation(A,B)=traverse

relation(B,C) = sur

relation(A,C)= proche

Paris

Seine
ville de moins de 5000 habitants

La ville est sur la Seine et proche de Paris

Génération de microtextes

Analyse linguistique Analyse spatiale

A :ville (nb_hab < 5000)

C : ville (nom = "Paris")

B : fleuve (nom = "seine")
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" ��� "� �� �="����QS �OP 	����G"H� �!������">I �#����G#��� ������
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�������� � � "����!�������� �� � �� �� ���  ��������#��� "� �� ��"��'�� �����"�� " ����� �(E "���	��ot
" �(� ����� 5 �Y� ���8"��'"H� ��S ����	��������!��� �� ��'7�"���� �������%�'7 �!
��Yi �!����	  �"�������� �>� "���� � ��� ���F@(� � " � ��� "��(9:�.@�����$ 5  ���"������
���#��� " I ��� ��� 
�" ��	�� �89:����� �  �� � �� �� ����	 	.����� "� �� � � ��"��!����"�� � �����H" �VA j � ��qZ7 C�9:���H� � �1"��!��" �(�QS#I ��� �����!����"H� ��������">I �#�����

�" ��	 ���89:�����HG ��������">I �#��� ���� #���89:��� ��� ������� " I ��� � 	 ��"'�F��� ��	��� #"��#".� ����7��!���%� �� #�!" � ��� ��� � t 5/t " ��"�� ��� ����� 5 ����9:��� �����
��	 	 ��"������ ��� �� ���"���	�"� �$ ���D&���� ����� "����(��",�K�  #
�" ��	�� �89:���#$Q5  ���"�� � �#����� �'" � � ����I ��� �����!���,"H� �!����� " I ����������� �� ���	 ��"��
����� 	�"� �7��80�������"H� ���'7���
��ai �!�39:�2� � ������� 	  #��� ����$
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�" ��	�� �89:��� 	  �� " ��	 ������" � "
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��  #
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	�"� �7��80������D9:����	  #��� ��� ����� 
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���� � ��� ��"�� ���!� 	���" ���!�3@ ��"�� ��� �� 6P���� ��" 0����!���!��� ���TI 	  �� "���� �Z�.� ����� �� �� �����#����S 	 "��8��� "/��� 7 ���� ����
� � �!�.I  �"!�������� �� $�+ ��� �����/"���� �A" � �  ��'7 "��(�QS "  �� ���!����� $��������.�� #�!� �(��"������ ��� ����� 	�"!��� ���A"H� ��� 7 ���� ���� ���
���QI  �"!� � ���� �� 
��� �
�" ��	 ���89:�������.����������� � �������Y� ��S 	�"������ �� �� "�� �  �����" ��������������	 � �������!����� ���
������
���� ��� � � "����!��� 	�"!����� �����
" �(�QSA"Q��I �%� � � $

M � 	�"�������� "��� #� ����"���� �Y� ���'7���
��Yi � �F9:�2� � ���!� ���������������
A " 	?" �V" C l ;bC $ �  �� � ����"�"� ����,"���� �3��� ��S ����	���� 9:�2� �����
"��(9:�.@���� 	  �"������#���>��"39:� � ��"��  �7Q$ � �����>� ��� 5 	  #��� "3" � �� ��'7�"����.S 	�"� �7 �\0(� ���,"H� �%��7���
��Yi � �#$ 5 �8� � 	�"!������� ����� ���(�
" ���G" � � �����!� ��� ��	�	 ��"���������� ��� 	  �� " ��"� ����#� " 5/9:��� ���  �7Q$ ��� �	I ���!� " ��I � "�� � � ����� ��� "!����"  �� �.��$�M � � ���� #�1" 	 "� �7��\0(���
��� � ��� "�� � ��� � �!�A9:��� 	��(� �F� 	�"� ����#� "�� ���
	 � " �� ������ 	� ���" ".����"���"��*�����
�  ��#"�
���" � ���! #� � 	 ����������� 5��Y� ���V" �A"�� ���
������
���� � � �!��"����!��� A ) � � m ;�C $
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5 "�� �� #� � �Y� ��S ����	����D"H� ��� 	X0 "��," ��I �����!���!����" � � �����!�������W5�) ������� �!���!����	�" � ���89:� ����� ��� 	 @�� ��� � � "������80 "����:"  ���� �����
� �.I ������� �� ���� ���� #����"���� ��� � ��9:���2".�����!"���� ��7��!��� "���� � 	 ����� ����� ���!����$ C ��� ��"�� �!0 "�����" ��� � ���������� ��
	� ���"�"� ���� ��� ��S 	�"��\����"
	 ��"���� 	���" �����
G
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� P��WE � � ������� �5�������#T I ��I ��� 	 � �BGWGL�����H��� � T 	&M � 
H� � �RM#T IBKNMWI�� �WE5P#�RQ&S��
M ���  �7Q$ � ��� 	�" ��� �������-" ��� � ��� � ��� "�� 9:�.@���� �� ����!��� ( � � ��� "���� ����"�� �1� ��������� � ( ��������� ��� KNGWM����� �� ����GNM � ��� I ����� � �L�YS X

( � � ��� $ w ������� �� ����D9:���'9:� ����"�������� � 	 � �1" ����� ��� � ��� 	���" ����� �� #�#���!�������� ���7�"���"H� ���'7���
��ai �!����$ r � �  ���	�"!� ����� � �� ��
���������� �� � ����������������	�" �������%7���� �>��"���� � "�����������7������ ���3"H� ������"��(9:�.@ ��� �2� ��� � 	 ��������� � 	  #��� "�" ����	�"� �7��80������ $
�  #��� � �!��� �%��7���
��Yi � ����9:�����  �� � 	  ����# �� � "�� ��� �#� " G

� �.�7��� ��� ( ���L�1KL�*E ����S T � � � ( �������.�7�.� �
r � ��
��!�ut �!��" � ��� �������!�  �� " � �Y� ���� �����9�� ����� � ��"�� �#� " �>��� 	 ��"F����� "���� �\0�"���3 r P �#� �6S �V9�� ����� ��� �!���F" ���QS � ��� �� ����
��� ��������
����%7�������$�R������������!����" � ��� " � � ��	 ��"U��� � "��!� �80 "�� ��� � 	��\��� �  ��F�'� �N9:�2� � ���D���� #�!����" � ��� " � � ��	 ��"-������"��!� �80 "���$
CD� ��� ������� ���29:������ ������ �Z�.� ����� �(� �� ���� �\0���� "��� �� � �Y� ���'7���
��Yi � �#$

�/�7�.� 	 � � � �YT�� �
	�� 
 M�� T � 	���	�� � 
 � 	�� � �L�YS ( � � ���.�.�7� �
r � ��
��!�ut �!�G" � ���
� ���!���  �� " ���4� ���  ����-3 � �� ����#�����2� �>P �����%S �V9:���������#���!���/" ���.S � �#���� ���� � � � ������
#����7��!��� $ � 	�"��� �"��
��� ����" ���/� ���!�����>��	  ���"���� � � ( ������� �%� "���� ��	��8� �O4������!� � �.�7�UE�� �L���#T�� �H
VM � T�� 	���	�� � 
 � 	���� �L�YS ( � � ���.�.�7� � $5�  �� �
�Z�.� ���!� � �� �� �� #	 ����"��� ���� 	  ���"���� � �!���!� � ��"��� �� � � �# �� ��	��8� ���Y� � �%7��!� � " � "�� ��	 ������" � "3" ���K" ��� � ��� � ��� � ����"��'" ���
� ���!�����,9��J� ���#��"��3��� ���������!� ����� ���/���  �����$ C � 	 � � "�������"���� � ����	 � "!�����,"H� �����>� "���"�9:����� � � �� ��\S ��� �=$O� � ����$

�/�7�.��� ��� �RKL� ��GL��� ���1X G�� �.�7� �
r � ��
��!�ut �!�=" ����� � ���!�����2" � �Y� ���� ����  ��W"�� ���
"���� �\0�"��-3 + � �� #"�� ������I  ���� �!��� ��"� ������������  #��������� ������
����%7������ �>P �����%S �ot
9:���(��� ����$ w ��I �%� � ��� �# ���",9:��� ����� "� �� ����� �������� �� ���!��� "�� ���!�����K" ����� ���!������� ����"�� ���!����� 	� ���"���� �#� " �4� �%��7��!
��Yi � ��$ + �
 �7 ��� "�� ���������������'7���
��Yi � ���39�� � ��	�	 ��"���������� ���K"���� �3������"��(9:�.@ ��� � � ������
������ ��� ��"�� ������� �� ���� �� 6P� #� �D7��!��� 9:�����
	  �� " ��� 	��8��	 ��" � �." ������ �� � ����������������� � ��"��!��"� �� ���������  #��� �1��������������"���� 	� ���",9:�2� � ���!�����  #�!���#����� ��� ����$

L86uL76�� � 8 > < F_D�� @ >#/�B HID�� <EJaD5101 @ 8 -
5 "����� �� � �4� ��S ����	����N" � �4�  �"�
#��������� ������"�"2� ��� � �� ���"���� ��P ������� ����$ w � �  ���� ��� ���  �"�
#��� ����� "/��� � �� ���"������ � ���!
#���

������"��N" ���.S � �!��������$�MG� �!�����.� " ����"�� " � ��� �  ���" � �#"� ��!��@���"�� �  �� � ���!� �.�#"�� "� �� ����� 5]" �(�QS �# �������$H5  ���"'"���� " ������ �� �
��	  �"������������ �����!�����.� " ����"�� "  #� �������>��"�� " ���#��"�� 10l q
����4Z4Zq K ���! ��F0���"���� � � 	 ������� " 	 ��"���� �� #�!� �/"����QS �� ��F����� �
"���	��\����" � 7ZqZq�� $:5  ���"�" ��� " ������ �� ��" ����	� #� �  #"�����
 ����� �!�����.��"����!"��K"� ��!� ��"�� �#� " � ��"U&��!���4
� #� 5���� t 	 ��"��  ���" � $ZM ���
"����QS �  �� ��� ����"  #�!�#� ����@���"��KI "���� � ����� � � " ��" � �� ���" � ��� ��� ��� �E5F" ��"���������"��3&��!���4
� #� ��� �Y� ��"�"��!��� �#$

5 ��"����!�80 ������� ���M5��4� �!�����.� " ����"���" �������� ���" � ���������-" ���QS � �!���!���G"  #�!�#� ��� �%� ��� �Q@ ��"�� "����!�8� ��� 	 ��"G� ����� ��"�� � ���!�1� " ����"��
	 � "!������������� ���!��� �����QS,$  ���"���������� �������  #"�
��������������(��"�� ��� ��	 ��� � � ������" � 	�"!����� ����� ���F".� 	 ��" �G" ����� "����1" "��65 �4� ��"�"���������$�� �� ��" ��"� �� ��9:��� ��� ��� ����� �!�����.��"����!"��," ���!�������� �� $:5  ���"�" ��� " �����  #� �-"H� � ���� ���7�"������ ���(� ����� ���� #�1" �!�����.� " ����"��K"  ��!�
@ ��"��/����� "� �� ��� 5 9:� ����"�� �# �������$

) �FI �$
  �� 5 ��� 9:��� �Y� �!�����.� " ����"��F"�� �!�������  #� � ���� ��!� 	 �#����"� �	 �! #��
1� �  �� ���� ��������!��� "��� �� �K����� �  ��#"�
���" � ���! #�
" ��� ������9:�����!���
�Y� � ���!�.��"����!"��*"�� ��� �� ���"����#I ��� � ��� "Q� �� �� " 	  �� " "�� ����� "���� � �!������"���".� 	 ��" �R5 ��� �������!�]"H� ��"�"���������$
M-� �!�����.��"����!"��/" ���!�������� ��2� �8���4� "  ��!��@���"�� ����	��\����" �!"������ 	� ������87��!�#$

�
����� 1 $ 1 � R ��� "� Q9:������" ����� ���.���%� � "��<P# �� "�� 	�"!����� ��� ����� ������ #�#" 
�� "������� ��
��	 ������������"���� � � " � �.� � 	� ���" ��� �  ���" ���
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C ��� �  �����" ����������� 	��(�������#�=I �#�����!�(��� ��� � ��"!��� �.��� " 	���"G��� � "� Q9:�����G9:����"���� ����� �8��	��������  �� � �Y� � �� ���� "�� 	 " ��� ���#�!�

5/� ����� ��� ������� ��" ��� " 
���"�� 1 $ 1 $:C ����"� Z9:����� "�� 	�"!����� �������4� �\� ��
��,9:��� �Y�  �"�
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#"���	����V9:��������� �����39:�����.9:��� �V9:�����  #� ���������� �� �ut

�8� ��
#�
x
"�� 	 " ��� ���#� ������" ���QS  �7Q$ � ���

a
� �

b
G

int0(x) =< x :
� � ��� ( ��	 � � E �1S � 
=E?M � � �

>�� �� � 	� ����� #� ���%� ����� 	�"�� �1" "�� � � �� #� ���8"Q��"������� �� �� �� 	��8� ����� �� �� �ut �8� ��
#�
S3

������������� �� �� ���8� ��
#���# ���� �����
9:������ �� � �� ��F��� "� ����

S3.1

	� ���" �����U" � n?� "�� ������� " Z �� ���" " 
���"��E4 $ 1 qB\�$H�  �� � 	  ����# �� � ���� �" �M5 �� �� ������� ��	�	����V9�� � "
��������"� �����I  �� ������ �� ��"  �!����� "�	�" � �������� ��
� ��" � ��� ������ �� ��� ����� �� ����_t �\� ��
�� G
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������� � ��� � � �������RMYT 	YS 
 M 	������

int1(S3.1) =< S3.1 :
� �&T�������� � �5�BG �;�UMWE?M � MOI��RQ&S���� TN� E�� �L���=E � � E�� �

>
int2(S3.1) =< S3.1 :

� �&T�������� � �5�BG �;
VK���� �RQ1S�� � E�� �L���=E �OK�� 	��
>

int3(S3.1) =< S3.1 :
� �&T�������� � �5�BG � M�� ���&T�� �����RMYT � E�� �L��� �J� � � � �

>

�  �� � �  �� � ������ ����=9�� � �!� � ������
#����� ��� ��	 	� #" �!� 5 �  �\� ��
#������	�	�"� � �.� �!� � ���#���!��"-"Q� ������$ r ��� �!�����KI  �� ������ ��
int2

�
	  �"�������� � ��"���� �F����"��V9:������� "� ����.�3��� "!��� ���!��� ��" �on?� "�� ����$

Sentier

lac

Sentier

lac

S3 ↔ S3.1

�
����� 4�$ 1 q � R������\� ��
����� ������!���/" �
S3

5  ���"���� �����>I ����"�� �  � ���!������������� "(� ���HI �%�1"�"���� � � �� #�����!"
int0(S1)

�
int1(S2)

� �
int3(S3.1)

�  �� �  �7 ����� �1"�"� #� � ���� �" �
����� ��"� ���� 	���" ������� � ���>�����!����� G

< S1, < S1 :
���BG � � S � 	�������

��� ( ��	�����E��&S � 
 E5M�� � ��� �

int0(x), mat(x) >
< S2, < S2 :

� �&T�������� � � S � 	���� � 
H� �;�UMWE?M � MWI��RQ&S�����E�� �L����E�� ��� �
int1(x), mat(x) >

< S3.1, < S3.1 :
� �&T�������� � �2�HG��;
 K���� �RQ1S���� E � � ���=E �WK � 	���� �

int3(x), mat(x) >

�  �� � 	� ����� #� � �� ���� � � ����"�9��J� ���!����� �� ���� �� �� ����� 	NS#� � ����" �� ���� � �# �� �GI ���!���!���U7  ���� � �  ��\S $ �,�����1�  #�!�����Q"  �%� ��"����
� �� #�TS ����" ����� ���/��� � 	  #�����\7������ ��� �! �%��" ����� ��� 	 ��� �  ��1".��� � 5 ��"� #��� 	 ��"��#� ��� 	NS#� � $�)��������4� ��S �(� 	 �!��� �� ���� � �� #� �
"  #���.� ��"� �����I  #� � ���! #� �D"2� ������� "�	�"!��� � ���� �� ���3��� �# ���� ��� ��
#� � ����"�� " ���QS��8� ��
#����� � ����
#�����#� �!� " ���>� � � � �K"2� ��� �F"��
������I  #� � ���! #� ��$?C ��� � �  �� �,I ���!�

4× 4 × 4 × 3 = 192
�� ��'7���� ������ �� ��	  #�����\7������D" � 	 ��"��#� ��� � ���>�����!������$X5 ��" ��� �����

�� ��'7���� ������ �� ����� � � �(���!����� �����>I ���!���  � �����!����� ���(��"�$.M ���>���!��� ���! #�A" � ��� �� ��'7���� ������ ��
�  �"�"���� ����� � $ ��$ ��� � � ����� ���! #�A"��
���#I  #� � ���! #�W"  �!������"�	 " � ��� ���! #� ���/" � �  �\� ��
#� �  �"�"���� ����� 	  ���"�� � ��9:��� 	�� "��#� � ����� ��� ���!��� �� �"�"�����	� #�1" �%�QS "��!�#� " �
	�"� �7��80�������"  ���'7���
��Yi � ����9�� ���  �� ��� �# �� �����!�1" �8����$
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���5��!����� "�	�" � ����"�$6M ��� �%��7��!
��Yi � ��� "H� ���#��� ������ ��J���� ��.I � � �� ��  �� ������S ��� ��� � � �
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M ��� �� #�TSA" � ������ ���" ���/"H� �!�.I  �"!�������� �� ����� �3I ��� ��9:�2� �����3I  #��� ����	���" ����� � ���>� � ���!���� #� � ��"!��� ����$5�� �� ��	  �� �� ����
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�� �� ��	� ����� #� �D"���� ������
�� � "/" ���.S �OP�	 ���/"2� ��� ���8P � � G � � �#T ��� � ���H� E�� � ��� ���
Q1S��#T�� � � � � � ( ��� ��� � �#T ��� � ���H� E�� � ��� ���
Q1S��#X
� � � � � � ( � $2C  ��F��� �  #� �� �� �Y� ���1" �V9:����� �4� �������8P ��� ��	 � �������!��9:� ���#��� � � ���!�#��� ������	.�����'" ���,9:� ������� �!����$ w � 	 �������(� ��
���"
" �'9:� �������!� �����%7 �� ��8����� G�� ��� GWP�� 
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���cS#����� ��� P �NG�� ��������� ���9���J�WM#S#� ��	���� � � � � ��� � M 
H����������� �� ��]" �'9:� �������!� ���
"�� ��� ����������G � ���J���WEBE5M�� � 	 � �
�cS#��	��HGL���H	 � � 	 �&S
*VE ���OGL��� � � � ���L� 	��
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��$ r � 	�"���� ����	 ����� I  �� ������ �� ��� ��" � "����1" "��
" ���������>��"���� � ���on "!� ��� $GC ��������� ��"���� 	��(�������#��	  �"���� "�� ��"�� � �������  �7.$ ���  �� 7���� � �>� " 	��8� ���!�(��" �  �7Q$ ��� ��� 	 ��"
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� P��WE � � ��� ��� � T � 
 M 	HK�� � ��� � �RM#T 	 � �����YTLI �1I � �)( � �cS���� �
��S ����	���� G � �2� � ���NE � T�� ���NGNM#S ( ���&T��
� ���JP��NG�� � �����
	 ����� 	&M � ��� ��$?MG� �������8P ��� ��	 � �������!�'9:� ���!�!�����������������!����� � � � ��� " t
� � � " 5N9:� ���!��" � "K���  �7Q$ � �� �� ��� � � ������7��!� "H�  �7Q$ � ����	 ��"K��� �� ������ 	�� ��	 � ������� G �9���JGNP ��
=E ��� � I�� �#T 	 � � � �2���
���NE � T � � �WGNMYS ( ���1T�� ���H
VM � � �RK
	�� ��� 	&M��������  �� �9��� ���HG ����� �OMYS ( � &cS0� � � �#S T	M���	 	 � � � ( � � ������$

r ��" �� �� � ����� ��S ����	������U9:������ ���� � �� #� � � ���!����� ���2$O� �!9��J� �����Y�����1� �����!�U9:����� ���! #�#"H� � �����������8P ����9:� �����!��� ���!�#��$�R����
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��� �/7����%� �  ���	
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)������ ��� � � ��	��!��"�� � ���!� ���#� �� �� � �����! #� �G"  #� �����!�1" ��� " ����� 	�"��!� � �!	�������� ����� �����V9:�����-"H� ��� ���8P � � ��	 ������������9�������� � �"t
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���� 5 �!����� "�	�" � ����"
�� �� � ��� �,"  �� �.� 	 ��" �� �� 
�" ��	�� �K"H� ��"6$ ������� ��������� ��� � � 	  #���>0 " �D� � $ r ���� �� �Y� ��� �����'7 �!������" ���>�.��� 5 �������8� ��
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��� ��� ���! #� )D��"���� ���! #�

DC(x, y) ¬C(x, y)
P (x, y) ∀z[C(z, x)→ C(z, y]
PP (x, y) P (x, y) ∧ ¬P (y, x)
EQ(x, y) P (x, y) ∧ P (y, x)
O(x, y) ∃z[P (z, x) ∧ P (z, y)]
DR(x, y) ¬O(x, y)
PO(x, y) O(x, y) ∧ ¬P (x, y) ∧ ¬P (y, x)
EC(x, y) C(x, y) ∧ ¬O(x, y)
TPP (x, y) PP (x, y) ∧ ∃z[EC(z, x) ∧ EC(z, y)]
NTPP (x, y) PP (x, y) ∧ ¬∃z[EC(z, x) ∧ EC(z, y)]

: "� ����U"Q��" ���!���� �� � � ��	�	��8�������#� ����"���� ��	�	 ��"�������� �����(� I ��� � 	 ��"��  �I M Z
P
\ �5I ��� � 	�"� �	 � " 	 ��" �  %I M Z

PP
\ ��� I ���

"�������"������,I "� �� M Z
DR
\ $Z+ ���!��� �����  �"�"���� 	  �� " � ��� 	 �#� 5 " ��� �  ��#" 
���"������� �� �-�����V9:������� ����� ���!����� �� #"�"�����	  ��1" ����� 5

"�������� � �(�'7�������"�� ��� �.�(���#� 	 ��"!��� �!��� �Z��� �,9:�����  �� ��� �# �� � "���	�"!����� ��� ��� $
C �/�� Q"Q0��!��" ����	� �� � � � �  ���	��8����� ���,"H� ����� � �%7�����" � �� ���	� �� �!���� �� ����� ���29�� ��"H� � � 
�" ��	����3"H� ��"<$ �#����� ���#$1M �

� �%7�����" � �  ���	  #��� ���! #� 	���" ��� � " � "������� �� ��� " �>��" ����� ��"��!	 �!� ���	"H�  �7Q$ ��� � $#�� ��� #� �
R1(a, b)

�!�UI ���!�=9�� � ���," ��� 	  #���!���� ��
"���" �(�QS  �7.$ �����

a
���

b
�� #"�"�����	  ��1" � 5���� "�� ��� ���! #���� #	� #�! #
��V9�� �

R1

� �#���
R1 ∈ {DC, EQ, PO, EC, TPP, TPP i,

t
NTPP, NTPPi}

$ r  #� � ��"� ����� �7Q$ � ���
a, b

���
c
� ����"����QS "����������� �� �

R1

���
R2

$ r �
R1(a, b) ∨ R2(b, c)

���! #"���� �
� �%7�������� 	���" ������" ��".������" ������� "����  �� ����� "�� ��� ���� ����

R3

	  #��� �87������ � ����"��
a
� �

c
$

M � 
�" ��	���� ��� � �� ���� ��" ���!���>��"���� 	�"��!� � �!	 �3"Q� I�� � �L����

�1T���GWMYT�� � T?S $Z5 ��" ��S �(� 	 �!� 	  ���" 	 �#����� "�" � ��� �  ��#" 
���t
" � ���! #�

DC
5 ��� �� #�#" 
�� "������� ��

PO
������I ���������#� 
�������� ��"

a
� �

b
�Y� ��� ��� " ���Y� ��� ��"������!��� 	������ ��"� #�#� �1��������������"������ ���

	���" ��� �� #�#" 
�� "������� ��
EC

$	�  �� � � �� #� � ���� �" ��� �(��������� ���," �(�QS ��" @ �����
DC −EC

���
EC − PO

��� 	 �#��"H� ��"!@����
DC − PO

$1R � ��� � 
#"���	����/"H� ��"<$ �#��� ����� ��� � ��	�	 � �8� I�� �WE5P��
	 � ��	 &��HGL�1T	GL�VGNM#T	GL�UE � S���� � ��$
C �K�� Q"Q0 �����#��"!0�� �� #���Z�2�Z" � n � "�� ������� �Z���!� �  ��#"�
���" � ���! #� � $ w ��������"� Q"Q���!� ��� �  ����� ��*"H� ��"<$ ��� � � � � �  �� � � 	 �!��� ���!���

I  #�1"Q��� �>��"���� 
�������������� ����$ CD� ��� ����� ��"!0���7  �� ��S �(� 	 �!�/" �3I  #� � ���! #�A"H� ���#��� "�	�"!���������� �� � ����"��/" ���.S  �7Q$ � ����� ��" I �"t
� �89:����� $

N ! bc)+*�[AQ�!����������	��

�����
���������

C �F�� Q"Q0 ��� �A���!� 	�"� #	� ��>� 	 ��" ���6SW��$H+ 
#� ���� �I � "VA + ��[ m 91�J+ 
�� m 7Q�2+ 
�� l\m �2+ 
#� m 9�7H�2+�C�" jKm 91��C r + m 9YC $
r  �� 	�"���� � �!	 � ��� � �����>� �!� ������G.9:��� �����39:������ ��!� ���'I  �"!���D���  �7Q$ ��� � � 	  #��� �(" ��" ��"� #��� 	 ��" ���!�����Z��� ����� � "�������" �Z�����
I "� ������\0�"�� ����� � ��S � � "�������"�$Z5  ���"����  �7.$ ���

A
�� �� � �!��� �� ���� "� �� � "�����	���� ���!�#����� ���

A◦
�
∂A

���
A−

$
5 �\� � 	�"!��� ��� ����� ��� ���%S�+ 
#� ���  %I � "�"Q��"���� � ����� ��"� ���� 	 ��" ���!��� 	  ���" ���3E� ������������!��
�� ����� ��� 	  ������ A +U[ m qYC Z �� ���"

"�
���"�� 7�$ 9L\ $.) �/� �����80 "�� �!�.I  �"!� ���!��������� 	 ��"����������� �����"Q��"����!��� �� ��F� ��� ���!� G
���������������� !�#"
�%$'&��(� G �� �� ������� 	 ��" ���!����� �!�.� ��"���� � ��� �� ����� ���"�" ����� E  �� �
�*)'�,+
�(� G ��� ��" �����/" � �����!��
�� �
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���������2� � 	�� � K�� �&T�� ����� �NGNP T��RQ1S���� 	�� �#TN� � � ��� � E ����������� Q&S���� � � ����� ( �
��� &�� ��� G���� 	� #�!��� �8���2�F@����

��� � &���� ��� � �#"
� $'& �(� G��!����"��#���/" ������E� ����
��) � + �(� G�� ����" ���QS ��S ��"!�����!� ���
��� &�� ��� G���� 	� #�!��� �8���2�F@����JZ ����I "� #�����80 "������ � �  ��QI  #�1"Q����� �������4� �!���!� "��!�(��"N\

���	� ��� �	���� !�#"
� $'& �(� G �� �� � �!� "���� ���/"Q� 	������
��) � + �(� G��� ���� �!��"���� ���3"Q� 	������
��� &�� ��� G �� �� ������"���� ���3".� 	 �����

frontière extèrieurintérieur

�
�����e7 $ 9 � M ��� ��"� ���� 	 ��"��������-Z �!��� ��"������ "(�ZI "� ������80 "���� ��S��!� "��!�(��"c\ 	  �� " ��� E� ������ ��� ���!
#��� ��� ����	� #�!����$

M � "�� ��� ���! #� � 	�� ���������#9:�2� � ����"������!������� ���F" ���QS  �7.$ �����
A

� �
B

� ������ �" �/@ ��"�� � ���������\��� � � �  �������� � � ����� ����t
����"����������� �� � � ����"�� ������" �onX��"����#������	 ��"�������� �� ���� � �V" ���� �� �� �� $?C ��� �!������"����������� �� �(��� �V" ���� �� �� ��J����� "� ���������"��!�����
"���� �������'������"���� � ��	�	 � �8� �'������"���� ��"H� �!������"����������� �� ��$ w ��P � ��"� #��� �OP 	 ���D"H�  �7Q$ ��� � $ �  ��������!�1" �� �� � �!��� "�� ��� ���� ����
� ����"�� �����  �7Q$ � ���,"����QS 5#" �(�QS $ �  �� ������"� �� ��"  #� � k "�� ��� ���! #� � 	  #��� �87������ Z

3 + 2 + 1
\ G1E� ���� tYE� ������.E  #���'t ���!
#�����

E  #���'t 	  ����#� � �!��
�� �'t �!��
������ �!��
�� �'t 	� #�!���(� 	  ������ut 	� #�!����$
R � ����� " ���! #� A + jKmY1 C ��� ����� ����	 �#���� �� 	�����" ���Y� ��S � � "�������"�� ����� ���������������#��" � �4� �!���!� "��!�(��"����," ����� I "� ������80 "��

" ���  �7Q$ � ����$XC � ���!� t � �2"  �� ��� �!����� 5F" ����������"���� ���
2× 2

G

M =

(

A◦ ∩ B◦ A◦ ∩ ∂B
∂A ∩ B◦ ∂A ∩ ∂B

)

M �/�� Q"Q0��!�������� ��F�������� �" �U�� Q"Q0��!� 9Zt ������� " ����� ���! #� ��$�+ ����"���" �(�QS*E� ����������3�� Q"Q0 ������� � � ��	��%7����/" ��"����!������" �����
�F@��������� �� " 
���" � ���! #� ��9�� ���!�3�� Q"Q0 ��� � �!��
�	
Z �# ���"B" 
���"�� 7�$s8H\�$

2 � ���1" �� �� � �Y� ��	�	����V9��  �� � 5 "����QS ���!
#�����(��"������
R1

� �� �� �
"�� ��"� ����# �� � �!��� �  ��#"�
���" � ���! #� � ��	 � �������!���*"��
& ����� �JA & ��� la1 C Z �� #�!"9" 
���"��M7�$ k \�$��� �� � � �� ���� �!���J�F@������2� � ��"��������29:��� 	  ���" �!��� "�� ��� ���� ����HE  #���'t E  #���M5��Y� ��S � � 	 ���! #�
" � 0FM�( ��� ���WE 2-9:��� � ��� �2��������������"����������� ��#I "� ������\0�"�� t4I "� ������80 "���� �V" ��$

+ ����"���������E� ���� � �G��� 	� #�!��� �%���������!
#�������G� � 	  ������ ��� ������"���"����QS 	� #�!����� ������ Q"Q0 ����"����\0���� "���� 	 �����������(� �����
��"� ����(� ��"� ���� ����" ���.S �� #�#" 
���"������� �� � Z �� ���" " 
�� "�� 7�$ ;Y\�$

C � �  Q"Q0��!� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� ��	 �����3@ ��"���� �����1"Q� � � 	 "���� ��������������� I  ������ � �� ���	 ��� �Y� ��S � ��"�������" A + r � C $?5  ���"
" �(�QS  �7Q$ � ���

A
���

B
�#�� �� � ���!���1" "� �� � �� �� 	����D"���� ��������"����������� �� �(��� �8"����  �� �� #�2�����#��"����!�(��"�� �!���!� "��!�(��"(��I "� #�����80 "��

��� ��S � ��"������ "�$�� ����	������ �D" ���G� � ��"��������
2× 2

�� �� � �%� "� #� �G"  #� �," ���-� ����"���� ���
3× 3

$�M �,�� Q"Q0 ���E9Zt ��������"����������� �� �
" ������� ��� ���3�  Q"Q0��!� m t ��������"����������� �� �?G

M =





A◦ ∩ B◦ A◦ ∩ ∂B A◦ ∩ B−

∂A ∩ B◦ ∂A ∩ ∂B ∂A ∩ B−

A− ∩B◦ A− ∩ ∂B A− ∩ B−





2 � ���1" �  �� ������"��!"� �� ��" ����� � ��"���������� �� �� ����� "���"� #� �����
1
�! #"��!9:�2� ���HP �F��� ����������"����������� ��2�Q���

0
� ���� #� $

+ ��� ��9�� � �� #� ����"�� ������"�� ��� ���! #�
���#��"���"����QS " ��
��� �� �(� ������ Z".0 ��� m t �!������"����������� �� � � � 	���" ��� ��	 ���," ��"����!������"
" ��"�� ��� ���! #� � �>��	 	��\�(��� �������!"���� A + jKmY1 C $

5  ���" ��� "�� ��� ���� �� ����
���� t ���!
#������� �
� � 	�����
 ���#��"������
R2

�#���D�� Q"Q0��!� m t �!������"����������� �� � 	���" ��� ��" � "����!������" � �!� 
��ut
�����19 "�� ��� ���! #� ��� ��	�	��8����� ��� ����"������ ���#9:��� 	  �"�������� �� ���7�"�� �� ������W5

25 + 8 = 33
"�� ��� ���! #� �3A + 
#� m 9#� C $25 "�� �� #� �
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) ( 1 1
q q
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	 � � &1M � T�� GNM#T�� ��� T � � T � ��	�� �NQ1S�� �
BA

B

A

A

B A B

( q q
q 1

) ( 1 1q 1
) ( 1 q

1 1
) ( 1 1

1 1
)



�L��� GNM ( ���L� GNM ( �����L	 � � M ( ��� � �WE
�
�����e7�$s8 � M �K�� Q"Q0��!� 9Zt ������� " ����� ���! #� � �����������Z���!���� #�#" 
�� "������� �� �UE  #���'t E  #����$

A B A B A B A=B

( q q
q q

) ( 1 1q q
) ( 1 q

1 q
) ( 1 q

q 1
)

	 � � &1M � T�� GNM#T�� � � T�� � T��L��	 � �NQ1S�� �
BA BA BA BA

( q q
q 1

) ( 1 1q 1
) ( 1 q

1 1
) ( 1 1

1 q
)



�L��� GWM�( ���L� GWM�( �����L	 � � M ( ��� ���NE
�
�����a7 $ k � M �,�� Q"Q0 ��� 9Zt ��������"����������� �� � � � ����� �Z���!� �  ��#" 
���" � ���� ���� ���!
#���'t �!��
�� ���-" ��� � �4� ����	 �#��� 5'�����3" �8� ��� ���! #� $

( 1 q
1 q

) ( q 1q 1
) ( q q

q q
)

( 1 q
1 q

) ( q 1q 1
) ( q q

q q
)

( 1 1
1 1

) ( q q
q q

)

�
����� 7�$ ; � M ��� "�� ��� ���� ����UE� ���� t 	  ������(� ���!
#���'t 	  ����#��� � 	� #�!���ut 	  ����#�,".�*�� Q"Q0 ��� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� � $
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Z �B\ Z 7	\
�
����� 7�$ l � )��(�QS �� �� " 
���" � ���! #� � " �onX��"���� ���8� ��� 	 ��" ���]�  Q"Q0��!� m t �!������"����������� �� �F� ����� 	 ��� 	���" ������ Q"Q0 ��� 9/t
���#��� " � ��� ���! #� �

	 ��"���S ����	���� �!����" ���QS �� �� " 
���" � ���! #� ��" � ��� " 
���"�� 7 $ l $Q& �#�����!�3�� Q"Q0 ��� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� � � �����  ��#" 
���" � ���� ���� � �
�� �����	 ����" �on?� "�� � � �\������� ��"���� � � ��"������ ��� � �� ��6$  �� "�� G

( 1 q
1 q

)

.

M �]�� Q"Q0��!� 9Zt ��������"����������� �� ����� "�� �80 �#��"  ���� 	 ���#"�� " �onX��"���� ����� � ����"�������� �� #�#" 
���"������� �� ��$G&�� �  �����" ����"���� ���
�� Q"Q0 ��� m t ���#��� " � ��� ���! #� ����� �
� ��	 �%7 �!��" � �!���N" �onX��"���� ����� " � � ���N"����QS �� #�#" 
�� "������� �� � "  #��� ���#�A" ���QS � � ��"��������
" �onX��"����������-Z ����"�
���"�� 7�$ m �� �����"�������� ��"�� ����� t ��"� #��� �  ��#" 
���" � ���� ����W\!G

Z �B\




1 q q
1 q q
1 1 1





Z 7 \




1 q 1
1 q 1
1 1 1





) � ��� � @(��� I ��
� �� �!� �� Q"Q0 ��� m t �!������"����������� �� �
"�� �80 ��� " �\SPt ���(�QI �  ��#" 
���" � ���� ���� 	  ���" ��� "�� ��� ���! #� E� ���� t
���!
#��� A r + � m\l � �]+ m 9#C�Z �# ���" " 
���"��?7�$ 1Z1 \ � �X5  
6 ���*�� Q"Q0��!� 9/t �!������"����������� �� � �2� � � "�� �80 �#�*9:���  #�.E �#$�5 "����� �� �
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���X����������
���� 	 ���.0���"��D7����%� �  ���	N" ��� �-�����,E� ������#	 "� #	� #" ���! #����� ��������� ���W5 ��� � �����!���D" � ���'E  #��� Z �# ���";" 
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OTS
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�2�����>��"�� �4� � �� ���
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#���VZ

ILC
\ $
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int(i) = d
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int1(S3)=<S3: Sentier, Lac, topologique, na passe pas par>
int2(S3)=<S3: Sentier, Lac, métrique, passe loin de>

int0(S3)=<S3: Sentier, Lac, vide, peu importe>

int3(S3)=<S3: Sentier, Lac, orientation, passe à l’est de>

S3

S3.1

S1

S2

Sentier

lac

int0(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, vide, peu importe>
int1(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, toipologique, passe par>
int2(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, topologique, passe par>
int3(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, orientation, passe du nord au sud>

int0(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, vide, peu importe>
int1(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, topologique, disjoint>
int2(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, métrique, loin>
int3(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, orientation, au nord>

int2(S3.1)=<S3.1: Sentier, Lac, métrique, prés de>

Puy  de Dome
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>

int2(S) =< S :
���%��	�����
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>

R � 	�"������!��" � �� #�TS 	 ��� ����� 	  �"���� "���"!7��!��" ����"��(� �������>��"��Y� ������� "�	�"!��� � ���� ��
int1spatiale(x)

� �� �� � ����"� �� � ���! #"������
� � �!� "������!���������� ��(G

12� $?����
 	����+�!3�� * ��� 3��#�!3�� � 3��%�!30/
MG� � ���!������� ������" � � �� #�!" ���� �" �#9:��� � � �2� ��� �
	���� � �W9:�2� �!� �� ���� ��� ��� ��	 ������" � "
���]" ��� ��� " � "*����� �� Q" ��"�� ������ �� $
M ��� " ���.S �%����"���� I  ���� ���� ���� "H� ��������"�	�"!��� � ���! #� ��� "� ����F� �����!��� � ����$ r ��"� #��� ���! #"�� 	�"� �	  #� � ��� 	 ��" ������"� �����S �����������
� � �!� "������!���������� �� � � ����� ��������� G

12� $?����
 	����+�!3��2
 ���!3&*%����������������	����!�"*%�!3�� � 3��%�!30/
12� $?����
 	����+�!3�� * ��� 3��#�"�>��� *+*%�!3	� � 3��%�!30/

��� � �� ������!" � ��� � � "����!������� ������� �����  ��1"���� ���%��" � ����� � �H�� Q" ��"1������� ��� � "������������ ���! #� 	  ���"� �7 �������!"�G
12� $?����
 	����+�!3�� * ��� 3��#�"�>��� *+*%�!3	� � 3��%�!30/

C ��� ��S ����	���� 	  �"������ � �>��"U��� 	 "� �7��\0(���," � � �  ��\SF" � �4� ����	 ��� � 
��� �
�" ��	 ���89:���65 "�� ��� � �!"�$�M � ��� �.��� �/���� Q9:� ���!�
�� �� ���������#� 	 ������� 5 ��� I  ���� $XCD� ��� � ����� ������ ���	��8�������#� ��"�� �!�/"Q� ����S������ � �#��������	 " ������� �� �� �>� "���� �  �����" ����������	� ��>���
	 ��"�����I  ���� ���� ��]"H� ���#��� "�	�"!���������� ��A9�� � � 	���" ������" ��" ���  ��1" "�� ����	�"� �7��80����#$

L76��*6�� � J / : @�1 @ 8 - 1 < @�>#@u@ F_D
MG� ��S �(� 	 �!�/9:������ �� � � �� #� ��� ��������� �/��� ���!����� �8���J"2� ����� ���!������������� "�� ��� " � � ���#� �� �� ������� �������#����9:��� �  ���	 � ��� ���

C ����� ��"  �� � �]" ���.S
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SE,Pt = MSE,Pt

 ��
y

M ′′

SE,P t

M ′
SE,Pt ∈ gl � saut(MSE,Pt)

 ��
M ′

SE,Pt ∈ gl � direct(MSE,Pt)
Z m \

� �
M ′

E,Pt = ME,Pt

 ��
y

M ′′

E,P t

M ′
E,Pt ∈ gl � saut(ME,Pt)

 ��
M ′

E,Pt ∈ gl � direct(ME,Pt)
Z 1 qB\

� �
M ′

NE,Pt = MNE,Pt

 ��
y

M ′′

NE,P t

M ′
NE,Pt ∈ gl � saut(MNE,Pt)

 ��
M ′

NE,Pt ∈ gl � direct(MNE,Pt)
Z 1Z1 \

� �
M ′

P,Pt 6= MP,Pt

 ��
M ′

Z,Pt 6= MZ,Pt

 ��
M ′

C,Pt 6= MC,Pt

 ��
M ′

N,Pt 6= N
 ��

M ′
NO,Pt 6= NO

 ��
M ′

O,Pt 6= O
 ��

M ′
SO,Pt 6= SO

 ��
M ′

S,Pt 6= S
 ��

M ′
SE,Pt 6= SE

 ��
M ′

E,Pt 6= E
 ��

M ′
NE,Pt 6= MNE,Pt
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#�!����� �(� ������� � �8��	�������	  #��� �87�������� ��" �� �� �� �� 	 ��" ���!�/" ������ �� " 
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C � � ���K"Q��" ���!���� �� �J� ��� ��7���� � �+4�" 	 ��� �>� � ���������#$:R�� 	�"�������� " ��"��X"  #� ��@���"���I ���!� 	  ���" � �� #�����!" � ����"�� ����� 
����������'t
�����#� �U"��!"�������� � � ����� ����� ����$�5 "����� �� � ��� �� #�#" 
�� "������� ��

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$:) ���.S�
#�!����� �(� �������

���8� 	 �!���
	 ��� ��� ���AP @ ��"���I ��� � ���
r1 → r2

	  ���"
E

� �
r3 → r2

	� ���"
SE

��"  #��� ���#� ����� ��� ��� �  ��#" 
���" � ���� ��
(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r2, r2, r3)

$ M � 	  ������ ��� � �!� � � ���� �" ���>� " ���]I "� #�#���\0�"��#"�����" �(�QS � ��� ���(��" �
E

���
SE

$
C � � ��� 	  #���!���� �� 	���"�"���	�	  �"�� �%�.S � ��� ���(��" � � �
�� �� � �!���!� "������ � 	 ����$7�  �� ��� ��� " � �� ���� 5 � �!� ����"��!� 	  ����#�#"���� �
�Y� �!��� ��"������ "-"H� ��� � ��� ������" 	  �� " �\� ��� ����"��\71��� "G� ���� �"��!������� ���! #� 	���" " ��	�	  �"��W5 ���3E  �� ����� ��� ��� 	  #��� ���! #� I 5�� ��� � ��� M
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int001((r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r2, r2, r3)) = ∅
R�� 
�������� �(��� ��� � ��"��F"  #� ��	�"� #	� ��>� ��� ��� 	  #��� ���! #�

p
5 ����9:�����!��� �!� ��7� �� ���!������"���" � �!��� ��"� ������� #�1" �!���� �� � G

int100(p) 6= ∅
int010(p) 6= ∅
int001(p) 6= ∅

)������ ����� �#��� �  �� ��" ��"� �� ��9:��� ����	� �� �!���� �� ��� � I2"Q��" �����NM#$
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�� ������\��	  #��� �87��������� #	� #�! #
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(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
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�� �� � � n ��� �!�� �� � ��� 
#�!�������������#��� �8��	����
r3 → r1

� ��" �!� �����#��"���� �  �� �  �7 ��� �� #� � ��� �� �� " 
���" � ���! #�
(r3, r3, r1,

t
r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
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MP,Pt

����� � �
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MZ,Pt

$�+ ���!� ���*"  ��!� 	 ����@���"���"�� �����:� ��$ �� �� ��������"� Q"Q����"� #� �/"  ����F��������"� ������\0(� �FI  #� � ���! #� 9�� �-" �!� � �
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C
�  #��� �� ���	 �����87�������$J& 	�	 � �� ���� ��� � ���

I  ���� ���� ��
tt � cptes(C)

G
tt � cptes(C) = V RAI

� � � ��� �(���!�(��� ��� � �
C

��� ����� � �  ��#"�
���" � ���! #� �� #	� #�! #
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	  #��� �87���� ������ ��

tt � cptes(C) = FAUX
$#�  ���� ��� "�"� �� � 	��8� � �! #�!���� ��F� ����� �  �� � ��"!����"��U����� ��� ���!��I  ���� ���� �� $Y�  ����

	  ����# �� �����! #"�� �6$  �� ����"������ �� #����" �����#����� ��	�	 �\�(� ����������"�� ���QS l �� #����" �����#����� 	�"!�����(" ���#����� G

∧ tt � cptes((M ′
P,Pt, M

′
Z,Pt, M

′
C,Pt, M

′
N,Pt, M

′
NO,Pt,

M ′
O,Pt, M

′
SO,Pt, M

′
S,Pt, M

′
SE,Pt, M

′
E,Pt, M

′
NE,Pt)) (12)

& ����� ��� I  ���� ���� ��
tt � cptes
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���" � ���� ���� "����� ���"��.� ��� 	 ��"
��� I  �� ������ ��
gl � complexe
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���"������� ��

(r3,
t

r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
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MP,Pt : r3 → r1

� � ��"
MZ,Pt :

r3 → r2
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ga
pa

p

pab
gb

�
�����g4 $s4Z8 � �  �� ���\�����!�����1� �!� �/" ��� 
�������� �(��� ����� � ����"��3�����/E� ���������� ��I "� ������\0�"���������� �/E  �� � � �#���,I "� #�����80 "���$

��� ��"����(�Z" �K"����QS  �7Q$ ��� � ���\��	������
a
���

b
$ZM ��� " "�� ��� ���! #���� #	� #�! #
��V9�� � ��� " ���� ��!� �

Mba

$ r  ��!�
c
��� ��"� #�����\0(���� �7.$ ���

���8� 	 �!� ����� ��"H� � � �%����"��  �7.$ ��� �  ���	�����S ��$ r  ��!�
(Ma,c, Mb,c)

�����K" �(�QS "����������� �� �D9��J� ���#��"�� ����� ��� "�����	 ��� ���!�#����� ���
�Y�  �7Q$ � �

c
� �����

a
� �

b
$ r �

a
���

b
�� �����" ���QS
 �7Q$ � ��� �%�QS I "� ������\0�"����U� �#� 9:�.�����(�����! #"�� ��� ��� ��S ��� ���3" �(�QS 
�������������� ��� �

���8� 	 �!��� 	�"� Q"Q���������#�'"����QS ����� ���
y

Mo,a
M ′

a,c

���
y

o,b
M ′

b,c

��� ���'9:���
y

Mo,a
M ′

a,c ∈ gl � saut(Ma,c)
���

y

Mo,b
M ′

b,c ∈

gl � saut(Mb,c)
� ������" ���.S

�������������� ��� � 	 ��� ��� �������KI ����"������\����� � ���.�(��� ��� � �;G

trpt � cptes(Mba, Mo,a, Mo,b) = V RAI
∧ trpt � cptes(Mb,a, M

′
a,c, M

′
b,c) = V RAI

r �
a
��� �����  �7Q$ ����5/I "� #�����80 "���� ���!9��1� � � �

b
� �  �7Q$ � � � �#����I "� ������80 "�� � ��� �87������ ���� �" � �(� ������S ��� ���K" ���QS 
#�!�������������#� �

���8� 	 �!��� 	 "� Q"Q������������� �
���%� � ����"��
y

Mo,a
M ′

a,c

������� 
#�!����� �(� ����� ����"��
M ′

b,c

��������9:���
y

Mo,a
M ′

a,c ∈ gl � saut(Ma,c)� �
M ′

b,c ∈ gl � direct(Mb,c)
� � ����" �(�QS

#�!����� �(� ������� 	 �����#� ��� � �KI ����"�� ���8�'���!�����.����� ������� G

trpt � cptes(Mb,a, Mo,a, Mb,c) = V RAI
∧ trpt � cptes(Mb,a, Mo,a, M

′
b,c) = V RAI

∧ trpt � cptes(Mb,a, M
′
a,c, M

′
b,c) = V RAI

C ��� 	�"� �7 �\0(� ����" � ���8�'���!�����.� �!� �  #������� �A"  �� �.��� � ��" �4� ��S ����	����N"H� ��� 	  ������ ���F" �N" �(�QS E� ������ $ w ��� �2� �8� t
	 �!�V9:��� ����"  #� �=9:��� ��"� ����  �7Q$ ��� � $�M ��� ��� "�� " � � ���! #� � �.��� ���������!"���� ��� I  ���� ���! #"�� 
#"
	#��� 5 ����I  #� � ���! #�

trpt � cptes(x, y, z)9:��� 	 "����1"F$O� � ���(� ����� ��� �  ���	 ��� ��"� ����  �7Q$ � ����$ �� �� � ���!�� �� �D� ��������� ���������  ��F��� � � � " 5 
�� �.��"����!��� ��"���� ����� � �
	 "���� ������� � �� ���	 ���

n
 �7Q$ � ����$

gn

temps

espace

t1 t2 t3 t4

g1

g2

g3

g4

g5

g6

g7

gn−2

gn−1

�
�����g4 $s4 k�� M ��� �8�'���!�����.� �!� ��"���� 
�������������� ��� � � ����"��
n
 �7.$ ������$

r  ���� ���
n

#�!�������������#� �

g1, g2, g3 . . . gn

�����1" �V"������ 	� ���"U@ ��"���� n ��� � �1��� � �8�'���!�����.�������#��$:M ����� "!����
�������������� ���
��� " ���%� ��� �Z� ���!�����>��"���� � �!��� �#��"2� ��� "Q��	��������(��� ��� �Z���Y� ��������������� �����  �7Q$ ��� �="���� � ������" � 	� �� �!���� ���� �����!������������$ 2 ��� �������
�  ��1"�� ���! #� ��I �%� � t ��� ��� "�� " ��" 	� ���"��(� �#��� ��"�� "�9�� ������� "�� ��SZ����� ���! #� �����\����� � ���.�������� ��!� 	� ������87��!��� 3

r ��" ��� " 
�� "��E4�$ 4 k �
n

�������������� ��� �  ����-���!� "�� 	�"!����� ��� ���="������ ��� ������	 � �� �� � I  #" ����" �,7 ���1"���$ r � ���37 ���1"�� ���

�  ���	  �"�����9:�2� � ����� �(���!� �Z� ��� ����" � 
�"����(� �%� ��� �=����
�������� �(��� ��� �Z���Y����� � ���!� � ���� ���	� #" ����" �(�QS ��� ��� � ����
�������������� ���
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��� � ���2���=I�� � �L����
H�1T���� 	 �����1T �
" ��"���� � ������� ���!� � ���� �� 	  �"���� ��"� #���(� ��� ��� �2��� ���%����$��� �� � 	� ����� #� � ���� �" � 
����.� " ������� ��" �  ���"�� " �����  #�����������#� 	�"!�����(" �����
���3" ��"�� 9��J� ���	I �%� ����� "���" � " ���
�� ��1� "�� � � ���� #	� #�! #
��V9�� �'" � �� �� ��� ��� �  ��#" 
���" � ���� �� ���QS �!� � ���������

t2, t3
Z �Y� ��� � �����#�

t1
�  �"�"���� 	  �� "������ 5 ������ #�#" 
�� "������� �� �!� � �������!��� ������ #�#" 
�� "������� �� P ��� � �.��� ���������!"������ ��� �  �"�"���� ����� �Y� ��� � �������

t4�� #"�"�����	  ��1" 5 ������ #�#" 
�� "������� ��J"�� ����� �!� ��� �,".�O$u5 ����"���"1� \�$
+ � 	 �����������A" � 7  �7Q$ � ��� 5

n
 �7Q$ � ���(� �  �� �
	 ������ �� �A" � ��� I  �� ������ ��

trpt � cptes(x, y, z)
5 ��� I  �� ������ ��

tt � cptes(c)
$L�� �� � ������ �� �U� �����#��� � ����� �� #�!" �!��� �!��� � ��9:��� ��S ��� ��� ��� ������"�� ������" ���QS I  #� � ���! #� ��$L�� �� ��� �# Q9�� � "� �� �

���� �" ��" ��� 	 "� �7��\0(������" ��"Q��	����1"���� ���  ��]"H� ���1"Q� 	 � � "���� � ��" ��� 	  #���!���� �� � ���#��"�� �����  �7Q$ ��� � $

��6�� 6�� � /9< D5-EBE@ - : D51 B D21 <�8 10@ > @ 8 -!1 104 J F'H�D��6D > < F_D <�8 @ - > ��� 8 - D
�  �� � ���!�� �� � 	� �� ��"������ �  ��1" �!���� ���� ��" �������� �� " 
���" � ���! #� � � ����"��������� �7Q$ ��� � ���\��	������D"H� � �  �7Q$ � ���� ���	�����S �JG

�� ���� ���
o1, o2 . . . on

�
n
 �7Q$ ��� � ���\��	������ �  ���	� ��������-���#�F@����� �7Q$ � � �  ���	�����S ��$ r  ��!�

d
���

n + ieme
 �7Q$ ����� �8��	����

����� � "2� ��� ��� ��"��  �7Q$ � � �� ���	�����S �#$Y�  ��� �� �
Mx,y

������"�� ��� ���� �����	 � �������!� � ����"���" �(�QS  �7.$ ����� � �8��	��!���
x
���

y
$ r  #�!���#�

�������� #�1" �!���� �� �
S
G

trpt � cptes(Mo2,o1
, Mo1,d, Mo2,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Mo3,o1
, Mo1,d, Mo3,d) = V RAI$$$

∧ trpt � cptes(Mon,o1
, Mo1,d, Mon,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Mo3,o2
, Mo2,d, Mo3,d) = V RAI$$$

∧ trpt � cptes(Mon,o2
, Mo2,d, Mon,d) = V RAI$$$

∧ trpt � cptes(Mon,on−1
, Mon−1,d, Mon,d) = V RAI

���� �" �
d

"  #� � �%� ������	  ����# ���" ������"� �������" � �8�'� � � ���.�(� ������"���� �
�!���
n
�� #�#" 
���"������� �� �

Mo1,d, Mo2,d . . . Mon,d

$�  �� ���� �� ����"� #� ���������  ��1" �!���� ���� � T 	HKUE��&TN	��#T GL�(	 � � E5M �L� � �RM#T�� $ r �����!����� �� �����"���� 	 ����� � ��� ���� �" ��� ��� I  #� � ���! #�
tt � cpte((Mo1,d, Mo2,d, . . .Mon,d))

	��(� ����� �  ��������#��� "�" � ��� "���" � " �������� �� " � ���! #� �
S
	  ���"������>��"�� "���� �� ���	 � ��� t

7����!�!� ��"�� �� �������� �������� �� " 
���" � ���! #� ��$
2 ��� ��� 	������ � t � t ��� � � ����� �� �� " � ���! #� �/"H� �!� "Q� 	 � �1" ��� � �#" ����	  #���!���� �� � ��� �� �����	 �#� " �(��������� 3 w � � ��	 ��� � 9�� �

�� �� � �<P� �������"� ����� �7Q$ � ��� ���\��	������
oi

�
oj

���
ok

��	�	 ��" ��� � ����� 5*��� �F@����� �7.$ ������ ���	�����S ���X� �  �7Q$ ����� �8��	����
d����� �A"2� ��� ��� ��"��  �7Q$ � ���� ���	�����S ����������9:���

trpt � cptes(Moi,oj
, Moi,d, Moj ,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Moj ,ok
, Moj ,d, Mok,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Moi,ok
, Moi,d, Mok,d) = V RAI

� ������9:��� ����� ��"� ���� �  ��#" 
���" � ���� ����
Moi,d

�
Moj ,d

���
Mok,d

��� 	.��������� ��� 	�����@���"�� ��"� ���������� � �8�'� � � ���.�(� ������$<R � ��� �
I ���!� "!� ��0 ����"  ����������,".� 	 � �1"���� ��� � ����"���� � "������������ 	� �� �!���� ���� G#� � "������!����� 	  #��� ���! #� � �# ���� � � �8��	����89:����"U"H� �%� ��"���� $
C ����"Q� 	 � � "���� � ����"  ��������#� ���! #"���@���"�� "�� ��� ��� ����$ r � " �� ���"�� ��S ����	������ 	� #�!��� tYE� ������2P �/t � t ���U"����'".� 	 � �1"���� ����� 3
v 7 ��� "��� #� � �!�������#��"��D" �����/E  #������� 5� 
6 ����"��O$  #�!
#��� ��� ����� � ��� ���(��" � � ��"!"��!� ���QS
Z&" 
�� "�� 4�$ 4P;Y\�$ 2 ��� 	� ����� #� �_t �� �� �
" ��"���"2� ��� 	  ������

p
9�� ��� ��"���� � 5 ��� I  ���� �>� " ���WI "� ������80 "��]"Q� ����� ������"

N
� � �>��" ���WI "� ������80 "���".� ���������(��"

S
3

MG� ���#��� " � ��� ���! #� " ���3I "� ������80 "����/" � � ���/" �(�QS ���������(��"�� �2� � �����#�'9:�2� ��� 	  ����#� �
p
��� " ���!����� ��� � � ��" ���AI "� #�����80 "��F" �

�� �� � �!�����%� ��"���� � ��� ���(��" �?G
NO

�
O

�
SO

�
SE

�
E

� �
NE

$.)�� 	��8� ��� ��� ��� �!������"����������� ��A" ���UI "� ������80 "�����" � �� �� � �!���
����� ������" ����� ���!� � ���#��"���� ��������� ����"��/" ����� E  �� ���

p
��� ���!� ����"  #� � �%� �����2"���� ��� �3� @(��� ��� ����"��#$�  �� � ������ �����"  �� �3" ��".��" ����"�" �(�QSA"Q��	����1"���� ����� $1R�����	�"������80 "��K"Q��	����1"���� ��� ��	 ������" ��9:��� ���H��� 	� #�!�������

��� �!��� � ��" ��� I "� #�#���\0�"��/" ��" ���QS � ��� ������" ��9:��� � � �  #�#� 	���� �14���� 5 �14����������� �" � �!� � � ���!� ��� ��� ��� � � ��" ��� I "� ������80 "��
" � �� ������������ ��� ������" � $XM �
� ���� �� " �'"Q��	����1"�������� ��	X������" �F9:��� ����� ��	� #�!��� � � � �!� ��� �>� " ��� I "� ������80 "��'" � �� �� �������
����� ������" �(� ���� �" ����� ��� � �!� � �'"������ ��� �����#��"���"�� ���#E  �� ��$ �� �� ���� ���� "� �� ��9:��� �����D" ���.S�"Q��	����1"���� ����� 	 �����#� ��� ���
"�� 
�"� �� 	���" ��� � ��� � �(������$Y�  �� � �6$  �� ����"� #� � �%� �����Q����� ��"� ������\0(� ��"Q��	����1"�������� �� #� ����"��������	� � 	  ������M5 �4� ��S � ��"������ "
" � �� �� ����� �!����E  #����� G ��� 	  ����#� � � ��"� ������ ���! #"�� "��>$ ��� � �!�#"����\�����#� �! #�!� " �
����E� �������"  #� � 5 �Y� ��S � ��"�������"�" � ���
	X� "��!	��1� "��!�#$
������	
	�����
���������� 
�	�������
���������
���� 	�!#"$
�%&��	'	�����
��(���

N −NO,NO−O,O−SO,SO−S,S−SE,SE−E,E −NE
��


NE −N )
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� P��WE � � ��� ��� � � �#TN� � � ��� � E �����������
	��YT � ��� �]T�� K������.( �&S#���=KNMOI����NE5P0�RQ1S��

�
����� 4�$ 4P; � M � � � ����"��/" ������E� ���� � � �!��	  ��������  ��F�'� ��"���� l � ��� ������" ��� ��"!" ��� ���QS $

�� �� � �� �����"� #� � � ��� "Q��	����1"���������� �� �� � ����I  #" ����"H� �\��	�������� ���! #� � $#�� ��� #� �
c
� �

d
����� �� #�6$  ���� ���� ����	"�� � ����� � ��� G

c→ MC,x = r1 ∧MN,x = MNO,x = MO,x = MSO,x = MS,x = MSE,x = ME,x = MNE,x = r2

d→ MP,x = MZ,x = MC,x = r3

&��! #"�� �  �� ��� �# �� � ������"Q��	����1"������������>����� ��������� G

d1 MN,x = r2 ∧MO, x = r2⇒ c
d2 MN,x = r2 ∧MSO, x = r2⇒ c$$$

d5 MN,x = r2 ∧ME , x = r2⇒ c$$$

d20 MSE, x = r2 ∧MNE, x = r2⇒ c
d21 MN,x = r2 ∧MNO,x = r2 ∧MO,x = r2 ∧MSO,x = r2∧

MS,x = r2 ∧MSE,x = r2 ∧ME,x = r2 ∧MNE,x = r2 ⇒ d

&��!��� �Y�������<P������ "����!����� �����G"Q��	����1"���� ���������  �� � 	  �� �� ���� �� ���� �V"Q� "�� "G9:��� �(� �!���J� P�� 	 ���="��,"Q� 	 � � "���� � � � 	X��� � " � �
������"��K" ��� 	� �� �!���� �� �(� �%� ��� ��9:�2� � ���!��� �  #�#� ���1"Q� 	 � � "���������� $QM �/I  ���� ���� ��

tte � cpte(c)
� � "  ���� �  �� ����� ����" 5 ����"���" ��"

9:��� �� �� ����� ������".� 	 � �1"���� �������  #��� "�����	 ��� �!� ����� 	.� ��� 5 ��� "�� " ��"�9�� ���������� �� " � ���! #� �
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Z�B:ZTR�OIS A��UG�L �.OIS�M
ZTR�OIS�L
int100(AnalyseCp(A, B)), int010(AnalyseCp(A, B))
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int001(AnalyseCp(A, B))LTGY`@OIS�Z J�c�L�S�R�G�L BIR�S�L"R_]�H�G J�
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Z@L�A�M OIH�L S�OIPXPXGY`@OIS�L M
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 G�L"Z [�BIL�\ BIF�O�`@LWR�F �6BEH�Z S�OEZ@GY` F�G�L

J�c�[�G�S�J�BES�M
G�L�\ES�O�H�L F�G�L S�O�PXP G�`TO�S�L
d1, d2 . . . dx

A ( OIH�L ]�H�GYF�F�G��.O�`TPXGbS�OIZTGY` MYG�L J�cY[�GYS�J�BIS�M
G�LQZ � `Tc�M
c�J�GYPXPXGYS�Z�\
S�O�H�L F�G�LUB��_R�O�S�L S�OIZTc�G�L [�OIH�`UF�G M�BIL [�`TO�[�`TG BIH [�`@OID�F��YPXG � OIS�G�+ [�OIR�S�Z�\�S�OIH�L �IO�H�F�R�O�S�L G�
_[�`TR�PXGY`UJ�G�L MYOIS�ZT`�BER�S�ZTG�L
ZTG�F�F�G�L ]�H�G��P[ LTRCH�S [�OIR�S�Z LTGQZ@`TO�H��IG L"H�`WF^B)�.`@OIS�ZTR��Y`@GQJ�GXJ�G�H�
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LTG LTR�ZTH�G LTH�`bF^B��.`TO�S�Z@R ��`TG J�G Z@OIH�LdF�G�LbLTG�M
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Mx1,y1
= ri ∧ . . . ∧Mxn,yn

= rj =⇒ Mu1,v1
= rk ∧ . . . ∧Mum,vm

= rla B)�.OI`@PXGQH�Z@R�F�R�LTcYG [�OIH�` ]�H�BEF�R�L�GY`WH�S�G P'B:ZT`@R^M
G �
Mx,y = ri
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G�L
Mo,o′

GYZ
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G�L �

elt2,1(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,1(Mo,o′′) = 1
elt2,2(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,2(Mo,o′′) = 1
elt2,3(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,3(Mo,o′′) = 1
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Z [�O�R�S�ZQJ�G'F^BcL�VIH�`TGad�A , \ S�OIH�L LTOIPXPXG�L

BEF�OI`�L M�BE[�BID�F�G J�G M�BEF^M
H�F�GY`WJ�G�L VIF�R�L@LTGYPXGYS�Z@L J�G LTGYS�LWJ�G�[�H�R^L
AnalyseCp(A, B)

A ��
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c�G�L
[�BE` J�G S�OIH&�IGYF�F�G PXBEZT`@R�MYG�L

M ′
ai,bj

A � [�`#��L J�c�[�F^BIM
G�PXGYS�Z S�OIH�L F�G�L BI[�[�GYF�F�G�`TO�S�Lb`@G�LT[�G�M�ZTR��IG�PXGYS�Z
A′

G
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A�M O�H�L
S�OEZTG�`TO�S�LbBEF�OI`�LNF"
 BES�BEF�,_LTG M
OIPX[�F�G'
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�

AnalyseCp(A′, B′) = (M ′
ap,br

, . . . , M ′
ap,bs

,AAA
M ′

aq ,bt
, . . . , M ′

aq,bu
)
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Z O�`TR�GYS�Z@BEZTR�OIS A�� F�S�O�H�L �6BEF�F^BER�Z BEF�OI`�L H�SXPXO�J��YF�G
J�
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