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Groupe de Recherche en Informatique, Image et Instrumentation de Caen — UMR 6072



���������
	�����������������������������������! #"�����$



���������	��
�����������

�#��"�������"�� �!���
������"� �� ���! �	  �� "���� � �# ���"��!��� ���"!�#"������ ��� 	�"� %$ ���'&���� ����� "����(��"��� �" ��" �#�� �� � ������#" �*),+-& 	.����� 	  ���"

� �� #�!" ��������	 � ��" �/" ��"��!#� "�� � ���.0�� �#$1��� ��� "��(� ��"�� �!����� �����2" �3��� � �# ���"���	�	�"���� �4� ��"���" � ����	�"!����� ��� � ���� ��
 �" ������$
5 � ��"�������+ �6$ ���87���" ��9:���4�#�! #"��-" ��� �/� �<;���"������������ ����� ��� ����.���������������#��5 "� #�! #�9�� �=$�� ��	�	�"!��� �!��7 ����� �� ���	 ����9�� �
$�� ��� ����"���(� ������� ���!�����>��"���� ����� 	�"� %$ � ��$.�#���!� "������ " �������%� �����?"2� � �# ���" �#� � � 	 �!�3"2� @ ��"��/�  #�A"��!"���������� "�" � ���.0�� �#$
�# :B��!���DC  ������%E�� � � ��� ��� � ������������ � ���1"F9:���  #�#� �#� � � 	 �!���G"H� @���"����!��� " ��	�	  �"����(��"��="����������.0�� �#$��#���!��� "������ " �����
�%�������2" ��� "���� ��"!9:������9:�2� ������ #����I ��� ����� � �," ��� �  �� ��� ����� � � ���>����9��J� �������A�  �����"  #���.����$
�K� " ��"L"NM �!# �E�� ��9:��� ����� � � 	 �!��"H� @���"��/"������ �!��$O��"!PN" �/� � ���10�����$
������9:����������" � ���������'9:���	��� � ��" ��� � ��� � ��� 	 �������! #��"Q� � P � � 0(����R � �TS�"Q0��,� � ������� ����� � �K9:��� 	 ��"���� � ��� ���'��� �
I  �� "����U" � �� ��'7�"����QS �� ���� ���!��� ����� �����V9:������$J�#� �!� "�������"�� �!� �%�������-"H� � �� #�!"���������	 � �#"H� @���"��#" ��� �����/$O��"!PW"��#� �
���10�����$
M ������"Q��������� ��"�������� "��(� � ����"!�������!"�����"Q� ���%7  �" � �� ���"�� 	� ���" ������" ���� �� 	X����� � � ��� � � �!�(��"�" ��� 	  ����87����!�!� �#$
� ������ ����80 �� ����" �37.��"������2�." � ��"�� � �����Y�Q� ��� 	�"� � � ��� 	� ���" ������" �� �������� �
����� � ���89:����� ���� �" ��� $
� ��� 	 ��"�� ������9:���J�A�  ���� �� ��6$  �� "����� �� ��� �Z� ��"���� � ���������!�1" ��� $
[����\0�����	  ���" �� �� �  �� ����� � �%�]9:�� ����V" �!���
� � �4� ���  �� ���/9��J� ���!��� ���>����� ��	�	  �"���� "�$
C �� ������V" ��� ������K" ��9:� ����"��3�  #��� �� �" ��" ����� �� ������ ����� � ���.9:��� �F���!�37��!��� �������$
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1 $ 1 M-� ���QI  �"!� � ���! #�
��  �#"���	����V9:����$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1
1 $ 1 $ 1 2 �J� ��� � ����9:��� �Y� ���QI  #" � � ���! #�
��  #�" ��	����V9:���-3 $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1
1 $ 1 $ 4 M ������ ���" ������"H� ���QI  #" � � ���! #�
��  #�" ��	����V9:����$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 4

1 $ 4 M-� �#� ��0��65 �4� �!�.I  �"!�������� �� ��� ��" ��	 ���89:��� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 4
1 $ 7 M ��	�"� �$ ����& ���!����� "������ "��K�� �#"���	����V9�� � $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 8
1 $ 9 : "�� � ���!� � � 	�"� �7��8��� � ���89:���3" ��"���� ����"�� ��� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ;

< =?>A@�>CBEDGF HI@KJ�> LML

����������� �"!$#
N !PORQS� &�T � T !AOU*WVX�Y.Z.\[POR]^Q_VX� &�` )a�"bc���0��) &CTed ) T �"��������fg,�! #�h

1 $ 1 M � I  �"!�'����� ���! #� � � ���������� � � �!��"�� ���!��$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 7
1 $ 1 $ 1 &,�'7�����ai �!�3" ��� ����� �������� � $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 7
1 $ 1 $ 4 C  ���	��!��S � �!�3"2� ��S 	 "��������! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 9

1 $ 4 M �������������#��� ����� ��� ��� $�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 8
1 $ 4�$ 1 j  �� ������ ���� ����� ���," ��� �!������">I �#����� ����� ��� ���!��� $�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10k
1 $ 4�$ 4 &,7 ��� � � ��" ���� �����"����!����� ��	 � �������!� $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10l
1 $ 4�$ 7 2 � � ��������	���� ��� ��  #�" ��	����V9:����� "�����������"e3 $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 10m
1 $ 4�$ 9 ) �onX��"���� ����"H� ��	 	�" ������� ���! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Zq
1 $ 4�$ 8 5 " ������� �� �� � 	�� ��������� $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Zq
1 $ 4�$ k r ��� �������V9:���/" ��� "����������� �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4 1
1 $ 4�$s; r  �� �ut  �7Q$ ��� � $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4Z7
1 $ 4�$ l v 	X� " � ������" � �! #��V9:����� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4/9
1 $ 4�$ m w ����� ������ ��2���� ��.I � � �� �� ����������S ��� ��� � � � $�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4\8
1 $ 4�$ 1 q C ������������� ����" �������'7�����ai �!��� $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$p4\8
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4 $ 1 M ���  Q"Q0��!��" ���  ����� #���4�15 $ ������� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p4 m
4 $ 1 $ 1 �  Q"Q� ������������ ���"H� � �����\� ���� ���," � ���F" ������"���	 ���� �� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p4 m
4 $ 1 $s4 M ����������#������U" ��"�������"��!	 ���! #� $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Zq
4 $ 1 $ 7 ��� ��� ���! #� � ����"��3����� �\� ���� �������F" ������"��!	����� �� $�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7 1
4 $ 1 $ 9 M �����������#� � ���>����� $ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7\4

4 $s4 R����!������� ���! #�A".�A�� Q"Q0��!� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $ 1 )������ "���	 ���! #��"! �������  ��#" ���" � ���� �� � 	�� ��������� $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $s4 & 	�	���"�� ���! #��"������%��7�����Yi � ��� $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7Z7
4 $s4 $ 7 R����!������� ���! #� �>��"�� � ��� �.�(�����  ���	������ $ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�7P;

� �����K�I�(� ! h
N V�$ & �aQ&%+O0!('g�K���0���YQS!()R,��YQ����(���0�&�e! * #

7�$ 1 2 ���KI ���!� �4� �������8P ��� � 	 �����������/9�������� � � ��������3 $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9 1
7�$s4 M ����" � n?� "�� ������� ����� �����V9:������"2� ��� ���8P � � � 	�� ���������/9:� ����� � � ���!�#� $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9P4

7�$s4 $ 1 M � �� �	  ��� ����� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ 9\7
7�$s4 $s4 )���"���� ���! #� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8Z4
7�$s4 $ 7 )���� ��������� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8/7
7�$s4 $ 9 M ��"����  ���� "������ ����$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $p8 l
7�$s4 $s8 M ��� ������ $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ k 9

<�< + H�,.- >0/21\D J#3WD54EJ76./98;:WJY@=<?>!@�AB4 D C;D

� �����K�I�(� !c#
E ) & .Z�(��) &�& !Abc! & �U*-! QuVo� & �0!P� ` �Y.\! Fg#

1 $ 1 R ���/�� Q" ��"�� ������ ���"Q���� Z"���"H� ��������"��#� ���� �� $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4
1 $ 1 $ 1 �]���!����	������ ��������"�	�"!��� � ���! #� � $ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4
1 $ 1 $s4 � �\�� Q"������!� �HG����JI j ���("Q7����LK r �(� �������V9:���NM $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/4

1 $s4O������ ���" � ��"�������������" � � ��" t ��	 ������"�� ������ �� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; 9
1 $s4 $ 1 &�7 ��� ������" � �  �����" ��������� � 	 ����������� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; 9
1 $s4 $s4 M ����" �onX��"����#� ������	���� � ��" ����� ��  �#"���	������ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/8
1 $s4 $ 7 5 "!���������! #� ��	 � �������!� $ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ;/8
1 $s4 $ 9 r  ����_t  �7Q$ � ��� $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; k

1 $ 7 ������ ���" � ��"��Y� ���'7�����ai �!�3"2� ��	�	�"!������� ���! #� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $ ; l
� �



1 $ 9 M ����#�!�������������#� ��" � � ��� � $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ; m
1 $ 9�$ 1 C ��� ��� �"����������� ��N" ������������������ ��� ��"�� � ��� � $�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ; m
1 $ 9�$ 4 �� Z".������"��!� �/" ��� ����	 ��� � � $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l 7
1 $ 9�$ 7 &�"6$ ������� �����  �� � � 	 �!��� ���!� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l 8

1 $ 8 2 ������������	���� ��� ��  #�" ��	����V9:����� "�����������"e3 $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 1 :  �	  ��� �#�!��$�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 4 ) ��"���� ���� �� $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l\k
1 $ 8�$ 7 ) ��� � ��� � � $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;
1 $ 8�$ 9 � ���� ���� "��(��� ��� $�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;
1 $ 8�$ 8 � ������ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ l ;

����������� �"!(�
N Vo� & �YQ&%+O0! O(���Y�(���aQ�! *�� & ORQuV�$ & � d O(!P� � !A,-��� d ) T �"���K�-�Sfg,-! � #

4�$ 1 2 �����!��� ��"6$ ������� �����  �� � � 	 �!��� ���!� "������ ����"e3 $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ ma1
4�$ 1 $ 1 M �F"  ��.7 �!�3I  #� � ���! #�A"Q� #"���	����3"H� ��"<$ ��� � � � � $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m 4

4�$ 4 )D� 	 � �1" ��� � ����������� " t ����	���� ��� $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m ;
4�$ 7 M-� ��� ���8P � �/"H� ����� �  ��#" ���" � ���� �� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m

4�$ 7 $ 1 M �/�� Z".0 ��� m t ��������"����������� �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m
4�$ 7 $ 4 M ���  �7Q$ ��� ���� ���	�����S ��� $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ m\m
4�$ 7 $ 7 )D���  ���	  #��� ���! #�
� � "����� ���	  #��� ���! #� $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 q 1

4�$ 9 M ����#�!�������������#� ��" � � ��� � $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 qP8
4�$ 9�$ 1 M ��� #�!�������������#� ���>� "��!���  �7Q$ � �������\��	������ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 qP8
4�$ 9�$ 4 M ��� #�!�������������#� ���>� "��!���  �7Q$ � ������ ���	��!��S ��� $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 q k
4�$ 9�$ 7 )D� 	 � � "���� � ����"���� 	  #��� ���! #� ���>� "��4� ��S ����	�����	  ����#� tYE� ���� $�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z1 7
4�$ 9�$ 9 �� ����#����� ����"H� ��� 	� #�!�����%���� �� "�"2� ��� �/E  �� � $ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z1 9
4�$ 9�$ 8 M ����I  #� � ���! #� �

trpt � cpte(x, y, z)
$ $�$�$�$�$ $�$ $�$ $�$�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$ 1\1(k

4�$ 8 �]� ���� Q"  #�! #����/" ���4� �������8P ��� � 	 ����������� $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10l
4�$ 8�$ 1 C  ���	� �� �!���� ���" ���  �7Q$ ��� � $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10l
4�$ 8�$ 4 C �  ��\S*" ��� "����������� �� � $ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m
4�$ 8�$ 7 )D��"���� ���! #� ��" ����I  �� ������ �� � $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m
4�$ 8�$ 9 )D����� "!���!� ������ ��]" ����"Q� 	 � �1" ��� � ��� $�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1Z10m

����������� �"! h
� d �aQ���O0���0��) & � &-` ) � bC���(�Sfg,-! ##� h

7 $ 1 M � � � �<; ���3" � ��" ���!���(� ����� $ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4Z7
7 $ 1 $ 1 M-� ��������"��#� ���� ��A7��8�� Z" ����� $�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9
7 $ 1 $ 4 M ���>���!��� ���� ���" ���Y� ���QI  #" � � ���! #�
��  #�" ��	����V9:��� $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9

7 $ 4 &�"�� ���!����� �!��"���"����  ���"�� " ����������� ���! #� $ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4/9
7 $ 7 C �#��"H� �������!���������� �� $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ $�$�$ $�$ $�$ $�$�$�$�$ $�$ $�$�$ $�$ $�$�$�$ 1 4 k
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C ��"���	�	� #" ��" �����10�����"�� ��� ���D� �
��"�� � ���!�H" � "���� ����"�� ���K"������ �Y� � ���%7  �" � ���� ��A"H� ���*�� 6P#� �*"2� �#� ��0���5 �Y� �!�QI  #" � �/t
���� �� ��  #�" ��	����V9:��� G �!� 	�"� �$ ���'&��#�!����� "����(��"'�K�  #�" ��	����V9:����$��� �� � �� ��F��� ����� "� ���� 	 ��"'".��" ����" �Y� ���QI  #" � � ���! #�
��� �#"���	����V9�� � 	.����� �� �� � ����"�"� �� �K9:��� ������ ����������3�� 6P#� � �3"H� �������("�� " 5 �������������QI  �"!� � ���� �� ������ �� � ����"�"� ���� � �
9:����	�"� �	  #��� �!��	�"� %$ � ��& ��� ��� ��"��#����",�K�� ��" ��	 ���89:��� �� ��F� ���  ����#� ���!� ���#��� " I ��� ��"H� �#� ��0���$Q+ �#" � �� �� � ��� �!��� "� ����
�� ���"�� ��"�� � ���!�H" ��"���� ����"�� � ����� ��� ���]" ������	�"� %$ � ��$

����� � � 
�!#"/�=�%$3��
&"'('�)*"�'/�+$-,/.*
1032A�

C ������� ���������� �� � � ��� �  ���	� �� ��"'" �N"����QS 	 ��" ���!��� $	) ��� ����� � 	�"������80 "�� 	 ��"������ �� �� � ���!�� �� � " ��	� #�1" "�� 5 ���
9:����� ���� �� I 2 �2� ��� � ����9:��� �4� �!�.I  �"!�������� �� ��  #�" ��	�� �89:���-3 M�� �!� "Q� 	 � �1" �%�F��� ���#"Q� � ��	�	  �"�� � ��������"� ����V9:���A9:���
��� � ��� �54���"��#$2) ��� �/����� �����  ��1"�� 	���"������ �  �� ���  �� � ����� � "�������� "� �� �U$O� � ���(� ����� �%� �>� 	�	� #" �/���!��� ��"� �� �89:����� �� �� �
����"�"� ����U9:�����!����� �� ������������� ���" ������"2� ���QI  �"!� � ���! #�
��  �#"���	����V9:���D9:�2�  ��AP ��"� ������#$

L76uL86uL 9 4 HID51\>;: D AB4 D F'H�@�-=<L8MJ?> @�> @ 8 - :;/98;:WJY@=<?>!@�AB4 D@
w ����S ��� ��� 	��\��� ������" �J".��" ���!���� �����" � �4� ���QI  �"!� � ���� �����  #�" ��	����V9:����$��  ���� ������ �� �J� �����!����� " ��� �����U" �U� ���! ��� $BA � ���DC $

MG� ���QI  �"!� � ���� �� ��  #�" ��	�� �89:��� ���NI  #" �������
���� �" � ����� "����QS �  �� � � 	 � � G ���FE��HGL�JILKNMOI����NE5P0�RQ1S�� � � �1T�� � �UKVIBKNMWI����YXE5P#�RQ&S�� $HR ����� 	������ ��  #�" ��	�� �89:��� "�� 	�"!����� �����'����� 	 ��" ���!� " � �Y� ��� 	������ ���K"�� n?� "�� �����,I ���!���[Z 	��ZP ���89:������� �  � �����QSH�
	  ���� ���89:������� � ����$ \/9:��� �� �����PW@���"��  �7�� ��"�������$?)������/��� ����	 ��� � ��� ��" ��	 ���89:��� �� ���� ��"� ����# �� �/"��������#��� �!������  Zt
�" ��	 ���89:����� $�R ��� �������!� � ��  #�" ��	����V9:����	��(� ��@ ��"��#���  �7Q$ ���'� ��� � "���� �]Z �����
�������!���J�����
"� �� �����2�����*�� �������������
��� ��$^\  �� �\�F� � �!� "��!���_Z �������!������ �%� "���� ����������� � �� ���"!7��K" � ���������%�2����� ��$^\!I $�$ $��4� ����	 ��� � ��� �#"���	����V9�� � "�� 	 " ��� ���#���
���
�� #������S ��� 	 � "!� � � � ����� " � � ��"��#� � ��"������ "��Y� ���\�(� ����� ��� 9:����� ���� �� $�$ $0M`A � ���DC � I �Y� ���\�(� ����� � � 9�� ��� ���� �� M ���������
�Y� ���#��� �!� ��  #�" ��	����V9:����$�R �  �7Q$ � � ��� ��������� �����!� ��"��������������(� ����� 5'� � ����	 �#��� ��  �#"���	����V9:���,"  #���.��$.C ��������� �����!� �
��� �#"���	����V9�� � 	 ��� �W5��  #� �� ���" @ ��"�� �Y� ����	 ��� � ��  #�" ��	����V9:���-"H� �%����"���� � ����� �!����$%M ��"Q�� ����	 �#���ba � �����!� � ��� 	�"!����� �����
�� �� � ����I  �"!� ���  �������� �����ca��� #�#��� �Z�2� ��� �  ��������Z�
	  ���� ���#����� ��� �H@ ��"��������� #�#��� � ������"2� ��� ��"���� ���#��� �!����$

5 "�� �� #� �D��� ��S �(��	��!� G �!� ��" ����� 	  �"��D� ��"��!���8� � � �W+G��"� �	 � 	 �����3@ ��"���� � ����	 �#��� ��  #�" ��	����V9:����$X) ��� � ��� �
����	 �#��� �� ���� ��"� ����# �� ��" ��� � �����!� ��� ��  #�" ��	�� �89:�����!G�������" ��� ��	  �"���� ��"��!���8� ����� � ��� � ����� � � �]� " � �!� " �����1� ��� ���
� ��"-"Q�V�  #"!" $ZC � ����������" � � ��� � ����� �!��� 	 ����� 5��� ����#������@ ��"����:� � �� ��F������������	 �#��� ��� ��" ��	 ���89:����"���� � ���(9:��� �
�� �� � ��"� ����# �� ��" ������ #�!����" ��� � � �!�� ���! #� ���Z" ����	� #" � ���."�����E  #������"2� �#� � �������1"�������� ��� ��$

M ��� �������!� ��� ��� �#"���	����V9�� ���(��" ��� 	  #� � ����"���� ����� ����	 �#��� ��  #�" ��	����V9:����� � ����"������!������� ��� " ��� "�� ��� ���� ���� ��	 � �������!���
� ����"������!������$:C ��� "����������� �� � ��	 � �������!��� �� ����=I  �� ������ �� " ���Y� ��� 	���������  #�" ��	����V9:��� �� ���� �V"Q� "!��$�IJ)��(�QS�	� #" � � �! #�!���Y� � �
" � �Y� �%� ��"�� M��2� �%��" � 	 ��� �����F@(� � � ���� � "���� ���! #� ��� �� ��/9:��� �Y�  �� ��� � �!� � �-"������ �Y� ��� 	 �#��� ��  #�" ��	����V9:��� "Q����" ����� 	  �"��
� ��"�� ���\��� � �#+G� "� #	��  �� ���d�  #" � ���1" ����$ZCD� ��� ��"� �� � 5 �����U".��" ���!���� ���� � � 5 � ����" ���.S��  ����� �����������	 ��� � ��� � �����!� �
��� �#"���	����V9�� ��� � ��� �
��� ������� �  ���	 ���3"���� "����������� �� � ��	 � �������!��� ������"�� ����� ���#��� �!���(�Q9�� ���  �� �UI � "� ���� "!��I ��"���� ��� 	 ��"
��� � ���!���#$
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)������ ��� � ����� ��� ���! #� �  �� � ���!�� ���� �
	#� ��� "-"�� " ��	� #�1" "�� 5 ���'9�� ��� ���� �� �>� �!� ��������G�9:��� ������� �� ���� ����� �  ���"�� ���="H� ����t
I  #" � ������ �� ��� ��" ��	 ���89:����3FR ��� 	���"�������������"�� �!�#" � �Y� ���QI  �"!� � ���! #� ��  #�" ��	����V9:��� ��� ��" �N" ����	� �� ��"�"H� � ��� �� ���" ���
"2� ���QI  �"!� � ���! #� 9:��� �8��� ��� � ��	 ������" 9:��� G ���A7 �#� �F" � "  �� �.� ����� 	 ��������������$HM ���37��������3" � "  �� �.� ������	 �������������DI  �� �'t
���! #�������#� �>��" �!���F@(� ��	�"���� � �!	 �,9:��� �����=7��������G" �D"  ����1� ��� "����������� ��������!�����BG#�!��� ���QI  �"!� � ���! #� � �  #��� � �� �LK�� ��� �  �� �
I  #" ���/" ������7�������$.) ��� � �!����7 ��������" ��"� ����.����� ��" ��"�� ���! #����� �������(� �!��� ���%7 �!������ ������!������� ��� �� �� ������" ���4� ���QI  �"!� � ���� ��
���!	 � �"t �Z�.�F� "��89:���#$�)���� � �!���G7 �#� ���-" �K"  �� �.� ��� ��	 � �������!�����:" ��� ����7������ ��	X������" 9:����� �  �������� ��� � ����" � �4� ���QI  �"!� � ���� ��
��	 ������������$	+ �!��������� "������#� 5 � �� �LK���"�" �
�4� �!�.I  �"!�������� �� "�� ��� ���!�#� 5�����	  #���!���� �� ��  �#"���	����V9:��� ���U5����]I  �"!���*" ���
"�� n � "�� ��������� �����!� ��� ��  #�" ��	�� �89:�����-A v 	 � m\m C $2R ��� 7 �����F" � "� ����.������"�� 	�"!����� ��������� ����	 ��� � ��� �#"���	����V9�� ��� ���!���
�  �������� ����" ��� � ����� �!��� ��  #�" ��	�� �89:����� $�) ���  #	 ��"�������� "�� � 	 �������%�QS 	 � "!����� ��� ����" � ������������� " �!��� "�� ��� ���! #� � ��	 �������������
9:�2� � ����"�� ����� ��������������� �������!� ��� � ����"�� � ���!��� $

+ �N" � �  �" �-" ���G7 �#� ���-" �K"  ����1� ��� � 	�� �����������(���� �� � ���!��� "� ����=�������%� ��"����� �� "�� ��"H� ���QI  #" � � ���! #� G#����� � ����"���	 4����
"��A"  #���.������$	M ���F"  ���.�����#� ������M P �  #�#�F" � 	��\��� ��� 	��8� ���� ���"�������� � �F" ��� � �!���F"  ���.��� ��� � ����S � �������F" ���
7�����������#��� � ��� ���#���89:����� 	�"!��� ���
	 � "!� � � ��� ���A� ��� ��	�	�"� � � � " � 	��\��� ��� 	��8� � " ��� "���� �
��� "���� ����"�� ����"�� �����
"� ���.��� ������$%) �UI ��� #� �� �.��"����!� �!��� � ����"�� 		4�� �	"���"� ����.����� ������ ���� 	���� ��	 ������" 9:�����K5���� ��� �#"���	�������$b�������.�� ���� �
"���� 	 "� �$ ����� ������� ��� 5�� ���%7  �"�� "2" ��� ���#��"���	 4���� 	 "� #	�"����g5�����"  �� �������=�����V9:����$ M ����	 ��������������� ���! #�K"���� �2� ��"  �� �������
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relation(A,B)=traverse

relation(B,C) = sur

relation(A,C)= proche

Paris

Seine
ville de moins de 5000 habitants

La ville est sur la Seine et proche de Paris

Génération de microtextes

Analyse linguistique Analyse spatiale

A :ville (nb_hab < 5000)

C : ville (nom = "Paris")

B : fleuve (nom = "seine")
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C � � � ��	��!��"���� �#@���"�� �  �� ����� " � 5 �Y� � � �1"���" ������ 6P���� ��"H� ������0��E5 �4� ���QI  �"!� � ���� �� ��  #�" ��	����V9:����$5�� �� ��PA� � ��t
" ��� "� �� �="����QS �OP 	����G"H� �!������">I �#����G#��� ���������� � � �!��"�� ���!��� � �!��� ���#��� " I ��� ��� �" ��	 ���89:����� $65  ���" � � �#��������"2� ���#��"������!�����
�� �� ���� �����"�� "� �� � ����� 	�"� �7 �\0(� ����9:��� 	� �� ���#� ����� "��  Q" ��"��DI  #" ������� ���� �� "�����	���� ���\I $

+ � � �'9:��� �� ������ "������������!������">I �#����� � � �������������� � � "����!�������� �� � �� �� ���  ��������#��� "� �� ��"��'�� �����"�� " ����� �(E "���	��ot
" �(� ����� 5 �Y� ���8"��'"H� ��S ����	��������!��� �� ��'7�"���� �������%�'7 �!��Yi �!����	  �"�������� �>� "���� � ��� ���F@(� � " � ��� "��(9:�.@�����$ 5  ���"������
���#��� " I ��� ��� �" ��	�� �89:����� �  �� � �� �� ����	 	.����� "� �� � � ��"��!����"�� � �����H" �VA j � ��qZ7 C�9:���H� � �1"��!��" �(�QS#I ��� �����!����"H� ��������">I �#�����
�" ��	 ���89:�����HG ��������">I �#��� ���� #���89:��� ��� ������� " I ��� � 	 ��"'�F��� ��	��� #"��#".� ����7��!���%� �� #�!" � ��� ��� � t 5/t " ��"�� ��� ����� 5 ����9:��� �����
��	 	 ��"������ ��� �� ���"���	�"� �$ ���D&���� ����� "����(��",�K�  #�" ��	�� �89:���#$Q5  ���"�� � �#����� �'" � � ����I ��� �����!���,"H� �!����� " I ����������� �� ���	 ��"��
����� 	�"� �7��80�������"H� ���'7�����ai �!�39:�2� � ������� 	  #��� ����$

&�� ��� "!� �]" ��� ��� � ��	 � ��"�� �� �� � �%��"� ���� ���� �" � "�� ��� ���*� � ��� "������!� �� ��'7�"��]"H� ���'7�����ai �!��� 	�"!����� ������� "���� �
����� ������� " I ��� ����	 ��"#�F��� ��	��� #"��]"Q� � �%7�������� �  ���"�$-&�	�"!0�� ��� ���8P � ��� �� �� � � ���#����� "� ���� � ��� ���'7�����ai �!����� � "����QS
� ��� ��� �"������(��	 "� �7��\0(������" �
�cS#�cX � E5KNG��  GL� � �RM#T�� �,"H� �WEHEN�OKNG��������RMYT $
����� � $%!#"/� � 2 �&$/��
&"� �� �&$�'�2A� d$3� 2N� ��� ���

+ �
�!����"� Q"Q� ������ ��2���� ���� � �# �� �G"�� ��9:������ ���"���	�"� %$ � � � ��� � 5 "!��������� ��"-����� �!����� " I ����� �" ��	�� �89:��� 	  �� " ��	 ������" � "
������" ��� ��� " � � � ���QI  �"!� � ���! #� ��  #�" ��	����V9:����$ C � � ��� � ��� ���! #� � � � �# ���"��� ��F��� "W4�����" ���� �����"���"��!��� �� ��'7�"����QS
	�"� �7��80������D9:����	  #��� ��� ����� ���� � � �!��"����!��� 	� ���" �4� ��S 	�"������ �� ��W"H� � ����"�� 9��1@�������	 � �������!�#$2C ���� ���� � ����	�"� �7��80������
9:���Q$O� � ����" ���#� �  ���"���� �� ��\S*"H� ��������������">I �#�����2� �������!��������� 	 ����� � � �(���H�� Z"���"H� ��������"��#� ���� �� $

M � ���������� � ��� ��"�� ���!� 	���" ���!�3@ ��"�� ��� �� 6P���� ��" 0����!���!��� ���TI 	  �� "���� �Z�.� ����� �� �� �����#����S 	 "��8��� "/��� 7 ���� ����
� � �!�.I  �"!�������� �� $�+ ��� �����/"���� �A" � �  ��'7 "��(�QS "  �� ���!����� $��������.�� #�!� �(��"������ ��� ����� 	�"!��� ���A"H� ��� 7 ���� ���� ���
���QI  �"!� � ���� �� ��� ��" ��	 ���89:�������.����������� � �������Y� ��S 	�"������ �� �� "�� �  �����" ��������������	 � �������!����� ���
���������� ��� � � "����!��� 	�"!����� �����
" �(�QSA"Q��I �%� � � $

M � 	�"�������� "��� #� ����"���� �Y� ���'7�����Yi � �F9:�2� � ���!� ���������������A " 	?" �V" C l ;bC $ �  �� � ����"�"� ����,"���� �3��� ��S ����	���� 9:�2� �����
"��(9:�.@���� 	  �"������#���>��"39:� � ��"��  �7Q$ � �����>� ��� 5 	  #��� "3" � �� ��'7�"����.S 	�"� �7 �\0(� ���,"H� �%��7�����Yi � �#$ 5 �8� � 	�"!������� ����� ���(�
" ���G" � � �����!� ��� ��	�	 ��"���������� ��� 	  �� " ��"� ����#� " 5/9:��� ���  �7Q$ ��� �	I ���!� " ��I � "�� � � ����� ��� "!����"  �� �.��$�M � � ���� #�1" 	 "� �7��\0(���
��� � ��� "�� � ��� � �!�A9:��� 	��(� �F� 	�"� ����#� "�� ���
	 � " �� ������ 	� ���" ".����"���"��*�����
�  ��#"����" � ���! #� � 	 ����������� 5��Y� ���V" �A"�� ���
���������� � � �!��"����!��� A ) � � m ;�C $
L76uL86uL , >��?@ : 4�� >0/�B @ -!1 F_@ Fu@ - : 4ED

5 "�� �� #� � �Y� ��S ����	����D"H� ��� 	X0 "��," ��I �����!���!����" � � �����!�������W5�) ������� �!���!����	�" � ���89:� ����� ��� 	 @�� ��� � � "������80 "����:"  ���� �����
� �.I ������� �� ���� ���� #����"���� ��� � ��9:���2".�����!"���� ��7��!��� "���� � 	 ����� ����� ���!����$ C ��� ��"�� �!0 "�����" ��� � ���������� ��
	� ���"�"� ���� ��� ��S 	�"��\����"
	 ��"���� 	���" �����
G

���#�[GWP����OGNP �[S TN�,( � � ���H	��  M�� T � 	�� � ����VP � ��� � �#T���� �����#T�� �#S VM � T��-S T � KNGNM � � � � ����( ���L�1K ��E ����S T � � � ( ���������
	 � � � �#T�� ��	��  M�� T � 	�� 	�� �  	������ �YS ( � � � ����� � ��� �RKL� ��GL��� ���1X G�� E�� �-S TN���OMYS#� ��T �����RMYT � � �7� �
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� P��WE � � ������� �5�������#T I ��I ��� 	 � �BGWGL�����H��� � T 	&M � H� � �RM#T IBKNMWI�� �WE5P#�RQ&S��
M ���  �7Q$ � ��� 	�" ��� �������-" ��� � ��� � ��� "�� 9:�.@���� �� ����!��� ( � � ��� "���� ����"�� �1� ��������� � ( ��������� ��� KNGWM����� �� ����GNM � ��� I ����� � �L�YS X

( � � ��� $ w ������� �� ����D9:���'9:� ����"�������� � 	 � �1" ����� ��� � ��� 	���" ����� �� #�#���!�������� ���7�"���"H� ���'7�����ai �!����$ r � �  ���	�"!� ����� � �� ��
���������� �� � ����������������	�" �������%7���� �>��"���� � "�����������7������ ���3"H� ������"��(9:�.@ ��� �2� ��� � 	 ��������� � 	  #��� "�" ����	�"� �7��80������ $
�  #��� � �!��� �%��7�����Yi � ����9:�����  �� � 	  ����# �� � "�� ��� �#� " G

� �.�7��� ��� ( ���L�1KL�*E ����S T � � � ( �������.�7�.� �
r � ����!�ut �!��" � ��� �������!�  �� " � �Y� ���� �����9�� ����� � ��"�� �#� " �>��� 	 ��"F����� "���� �\0�"���3 r P �#� �6S �V9�� ����� ��� �!���F" ���QS � ��� �� ����
��� ������������%7�������$�R������������!����" � ��� " � � ��	 ��"U��� � "��!� �80 "�� ��� � 	��\��� �  ��F�'� �N9:�2� � ���D���� #�!����" � ��� " � � ��	 ��"-������"��!� �80 "���$
CD� ��� ������� ���29:������ ������ �Z�.� ����� �(� �� ���� �\0���� "��� �� � �Y� ���'7�����Yi � �#$

�/�7�.� 	 � � � �YT�� �
	��  M�� T � 	���	�� �  � 	�� � �L�YS ( � � ���.�.�7� �
r � ����!�ut �!�G" � ���
� ���!���  �� " ���4� ���  ����-3 � �� ����#�����2� �>P �����%S �V9:���������#���!���/" ���.S � �#���� ���� � � � ������#����7��!��� $ � 	�"��� �"��
��� ����" ���/� ���!�����>��	  ���"���� � � ( ������� �%� "���� ��	��8� �O4������!� � �.�7�UE�� �L���#T�� �HVM � T�� 	���	�� �  � 	���� �L�YS ( � � ���.�.�7� � $5�  �� �
�Z�.� ���!� � �� �� �� #	 ����"��� ���� 	  ���"���� � �!���!� � ��"��� �� � � �# �� ��	��8� ���Y� � �%7��!� � " � "�� ��	 ������" � "3" ���K" ��� � ��� � ��� � ����"��'" ���
� ���!�����,9��J� ���#��"��3��� ���������!� ����� ���/���  �����$ C � 	 � � "�������"���� � ����	 � "!�����,"H� �����>� "���"�9:����� � � �� ��\S ��� �=$O� � ����$

�/�7�.��� ��� �RKL� ��GL��� ���1X G�� �.�7� �
r � ����!�ut �!�=" ����� � ���!�����2" � �Y� ���� ����  ��W"�� ���
"���� �\0�"��-3 + � �� #"�� ������I  ���� �!��� ��"� ������������  #��������� ����������%7������ �>P �����%S �ot
9:���(��� ����$ w ��I �%� � ��� �# ���",9:��� ����� "� �� ����� �������� �� ���!��� "�� ���!�����K" ����� ���!������� ����"�� ���!����� 	� ���"���� �#� " �4� �%��7��!��Yi � ��$ + �
 �7 ��� "�� ���������������'7�����Yi � ���39�� � ��	�	 ��"���������� ���K"���� �3������"��(9:�.@ ��� � � ������������ ��� ��"�� ������� �� ���� �� 6P� #� �D7��!��� 9:�����
	  �� " ��� 	��8��	 ��" � �." ������ �� � ����������������� � ��"��!��"� �� ���������  #��� �1��������������"���� 	� ���",9:�2� � ���!�����  #�!���#����� ��� ����$

L86uL76�� � 8 > < F_D�� @ >#/�B HID�� <EJaD5101 @ 8 -
5 "����� �� � �4� ��S ����	����N" � �4�  �"�#��������� ������"�"2� ��� � �� ���"���� ��P ������� ����$ w � �  ���� ��� ���  �"�#��� ����� "/��� � �� ���"������ � ���!#���

������"��N" ���.S � �!��������$�MG� �!�����.� " ����"�� " � ��� �  ���" � �#"� ��!��@���"�� �  �� � ���!� �.�#"�� "� �� ����� 5]" �(�QS �# �������$H5  ���"'"���� " ������ �� �
��	  �"������������ �����!�����.� " ����"�� "  #� �������>��"�� " ���#��"�� 10l q
����4Z4Zq K ���! ��F0���"���� � � 	 ������� " 	 ��"���� �� #�!� �/"����QS �� ��F����� �
"���	��\����" � 7ZqZq�� $:5  ���"�" ��� " ������ �� ��" ����	� #� �  #"����� ����� �!�����.��"����!"��K"� ��!� ��"�� �#� " � ��"U&��!���4� #� 5���� t 	 ��"��  ���" � $ZM ���
"����QS �  �� ��� ����"  #�!�#� ����@���"��KI "���� � ����� � � " ��" � �� ���" � ��� ��� ��� �E5F" ��"���������"��3&��!���4� #� ��� �Y� ��"�"��!��� �#$

5 ��"����!�80 ������� ���M5��4� �!�����.� " ����"���" �������� ���" � ���������-" ���QS � �!���!���G"  #�!�#� ��� �%� ��� �Q@ ��"�� "����!�8� ��� 	 ��"G� ����� ��"�� � ���!�1� " ����"��
	 � "!������������� ���!��� �����QS,$  ���"���������� �������  #"���������������(��"�� ��� ��	 ��� � � ������" � 	�"!����� ����� ���F".� 	 ��" �G" ����� "����1" "��65 �4� ��"�"���������$�� �� ��" ��"� �� ��9:��� ��� ��� ����� �!�����.��"����!"��," ���!�������� �� $:5  ���"�" ��� " �����  #� �-"H� � ���� ���7�"������ ���(� ����� ���� #�1" �!�����.� " ����"��K"  ��!�
@ ��"��/����� "� �� ��� 5 9:� ����"�� �# �������$

) �FI �$  �� 5 ��� 9:��� �Y� �!�����.� " ����"��F"�� �!�������  #� � ���� ��!� 	 �#����"� �	 �! #��1� �  �� ���� ��������!��� "��� �� �K����� �  ��#"����" � ���! #�
" ��� ������9:�����!���
�Y� � ���!�.��"����!"��*"�� ��� �� ���"����#I ��� � ��� "Q� �� �� " 	  �� " "�� ����� "���� � �!������"���".� 	 ��" �R5 ��� �������!�]"H� ��"�"���������$
M-� �!�����.��"����!"��/" ���!�������� ��2� �8���4� "  ��!��@���"�� ����	��\����" �!"������ 	� ������87��!�#$

������ 1 $ 1 � R ��� "� Q9:������" ����� ���.���%� � "��<P# �� "�� 	�"!����� ��� ����� ������ #�#" �� "������� ��
��	 ������������"���� � � " � �.� � 	� ���" ��� �  ���" ���
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�$����� �5��� ���#T I ��I ���)( � �cS���� �
C ��� �  �����" ����������� 	��(�������#�=I �#�����!�(��� ��� � ��"!��� �.��� " 	���"G��� � "� Q9:�����G9:����"���� ����� �8��	��������  �� � �Y� � �� ���� "�� 	 " ��� ���#�!�

5/� ����� ��� ������� ��" ��� " ���"�� 1 $ 1 $:C ����"� Z9:����� "�� 	�"!����� �������4� �\� ����,9:��� �Y�  �"�#��� ����� ������" ��"�� ��� �� �� "�����$ 2 �2� ��� ��� �ut �!�
" � �� �� ��S 	�"������ �� ��
� � �������� ����� � � "����!���-3

5 ��" ��S ����	���������� �� ��8� ���� ���	  ���"-"�����	� �� ��"-"H� ��� �!�����.� " ����"���"�� �!�������� ���	��8� � �  ���"��-9:��� �Y� �!�����.� " ����"���" ����� �� �� "����
��� ��" �/" ����	  #��� "�" ����"� ���� � ���!������I  #" � ��������� ��"������ ������Z& ��� �4  ��A��������������" � ����� �� ��F����� � $Q) � 	��\����� �Y� �!�����.��"����!"��
" � ��� �� ���"����]"  ��!�N@ ��"�� �#������E������:� ���QSH� �%� �  �����" ����"��]" � �Y� � ���!�.��"����!"��]" ������������ �� 9:���,"  #� �*@���"�� �!� 	��\���#" "� ��!�
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intobjet(S2) =< S2 : Grenoble, ville, point >
intobjet(S3) =< S3 : N45, route, ligne >

� ! ` � # # R���� H� �UK�� ����� � ��� � �RM#T
mat(x)

"H� �����#" ����� "���	 ���� ��
d
��� " �A�����FI  ���� ���� �� " � �Y� � � ������7��!� " ���� �� �����������

�  ���7��!�������  #� ��" ��� � PZ�'7  ������ � ����"��\71�.�����#� " ����� ������#�����	 ����� ��" ���;G

mat : 2d → PL

des Ecrins
Massif

PL1 DL PL2

Ecrins, Massif Alpin, zone

S1 I1 S1.1

Matérialisation Mat1Interprétation Int_objet

$

������W4�$ 4 � MG� �!������"�	 " � ��� ���! #� "H� � ��� �8� ���� Z ����� � ��"����b\ 	.����� ���]� ��� � "������������ ���! #� " � �����!���'t ��� 	� ���"  �7 �������!" " �
�  ����#���%�A�������8� ��#����� �.��� �����������#������� ��"����#$

�� �� � �  �����"� #� �K9�� � ��� �� �� 	  #���!���� ��W"����/" �(�QS�I  ���� ���� ����
int

���
mat

Z
int ◦mat

\ �2� ��� � 	 �#�,I  #"�������� ��� ���
I  #� � ���! #� ��	 �&T���� �UK $ r � 	 ��"���S �(� 	 �!���� �� �K����� ��"����������� ���� �  ���#��� "�	�"!���������� �� "��

S1

�
i(S1) = � ��� $�������� ��� $�	�
��	��� 
������ ��$���� ����� ��� ��� � �8��	� ������87��!�3"H� � ��"Q�(".���!"�� 5 �� ��������%�
��� 	� #" ���! #�*" � � ��" ���

S1

$Q+ � "���� ��� � ��� �� ���� 	� ���"�"��� �� �
�  �� � � �# ���"G�����,I  �� ������ ��N" �D� � � ��"����������������� �� 9:��� " ����������������� �� �� � ����������������� 	�" ��� ���������U"������ � ��� $���� ��� ��� $�	�
�� ��� 
������ ��$���� ����� 	 ��" ��� ��� �.�(� � Z �# ���" " ���"��64 $s4H\ $�C � � ���B"����"��U"Q����"�� � � ��� " ���.S'��� ��	 ��� � � � � ����� ������� $<R ��� �8� ���� ��� �
�  �� � ��"!���!����#"
	#��� 5F��� 	�"��(���!��",M ����#����K5 ����� ��" ���

PL1

$XR ����" ����� "���	 ���! #�
��� ��I ��� ���'" � ��� � �����\� ��#���%���� 6P�� �
"2� ��� ����� #��#� " �N" ����� "���	 ���� ��

DL
$ C �������#" ����� "���	 ���! #� ��� � � � � ���!��� � � �!� "������!���>��� �" 	�� � 5���� �����  ��1" M ���������

5 ����� ��" ���
PL2

���
PL1

��� ����" 0���" � n?� "�� ���," �
PL2

$

�*6uL76�� + D Fu@=-!:M@=:MD 3 @�104 D F
� �����#��� � �����K9:��� �  �� ��� �� #� �,"Q��" ���	����� �\� ����

i
� ���N" ������"��!	����� ��

d
����� ���	9:��� �!���D" �(�QS]I  ���� ���� ����D"H� ���#��� " t

	 " � ��� ���! #�
int

���," �/� � �!� "������!����� ���� ��
mat

� �� �� �������! #� � 	  ����# ���"�".��" ����" ���
���#T I ��I ��( � �NS���� $
� ! ` � # � R � � E5P0� � ����( � �cS���� ��� ��� " ����� ��"��!	������ � i

$
d
$ � int

$
mat

����$

� ! ` � #�h R � ���YTLI �1I ��( � �cS���� ��� " �'� � ��� �����'7 �!�/" ��	�� "��#� ��� � ���>� � ���!��� $

� ! ` � #0* R � � E5P0� � ����( � �cS���� ��� ��� " � 	�� � � P 	NS#� � � � ����������������� ��� ���
i = mat(d)

$

� ! ` � # � R � � E5P0� � ����( � �cS���� ��� ��� " � 	NS#� � ��� �������������������#�����
d = int(i)

$

� ! ` � #�� R � � E5P0� � ����( � �cS���� ��� ��� " �/GWM�=EN����� � � � � ��� �(��������� ������� � ���!����� � 	NS#� � ����	�� � � P 	NS#� � $
�� �� � ���!�� �� � ���!�8� � ��"�� " ������"Q��" ���!���� �� �(� �� ��6$  ���" � �>��" �Y� ��S �(��	��!�3" ����� " ���"�� 4 $s4 $ �  �� � 	� ����� #� � ���! #"�� �� #� � �ot

".� "�� "���� 	 ��"��#� � � ���>�����!�����>� �!� ��������G

� S1

$
I1

$ � Intobjet

$
Mat1

���

C � � ����	���" ����� ��� � � �(���!�(��� ��� 	NS#� � � ��"
Intobjet(S1) = I1

� �����
Mat(I1) 6= S1

$ �  �� � 	  �� �� ���� �\� �������� "U�����
��� ��"��KI  �� ������ ��]"H� �!����� "�	�" � �������� ��

Int2
�����!����9:���

Int2(S1.1) = Iobjet

� ���! #"�� ��� 	���" ����� � ���>�����!��� � ���!� ���#���
G

7P4



������� � ��� � � �������RMYT 	YS  M 	������

des Ecrins
MassifEcrins, Massif Alpin, zone

S1.1

Mat1

Int2

I1

$

������g4�$ 7 � R � ��S �(� 	 �!�/" ��	�� "��#� ��� ��� ��� ����� �� ���	��80����

� S1.1

$
I1

$ � Int2
$
Mat1

���

��� " ���!� 	NS#� � ��� 	���� � P 	NS#� � � ��� ��� � t 5/t "��!"�� GNM�=EN����� �dZ �� #�!" " ���"�� 4�$ 7L\ $ C ����� �� �� ���%�F0���� 5 ���F" � "����80 "��/"Q��" � � ���! #� $

� ! ` � ##F r � �� �� ����� ����� 	���" ������� � ��� ��� ������� �� ���� ��� �!� �����F��� ����� #��#� � ��� ����� �� ���� �� �� 	 �\0 �����(� ���� �" � ��� ������#����
� ��� ����� � ��"�� �8��� �%�������H" � �[GNM�=EN����� $
� � � � ��
���
�� $/��
&"� �d2 �%" � �����

�����!������� �����J9:��� �  �� � � �� ����H���/�� Q"Q0 ���GI  #" ��� �:"H� ����������#���� � ���>�����4���� ���� ������ �� � �Y� ��	�	����V9�� � " ���QS �!������">I �#�����
	 ��"U�F��� ��	��  �"��K"Q� ����7��!���%�
�� ���"�$Z)���� � ����� �!������">I �#���������4� �8������ 	�"����1" ���'I  �"!� �3"H� ���
��� �.�(���1� �4� �!����� "�	�" � �������� ��
"  #� �-"Q����"��!"�� �!��� "�� ��� ���� ���� � 	 �������������G9:�2� � ����"�� ����� ��������� �!���  �7Q$ � ��� ���#��"����(�QS $:CD� ��� � ����9:������ �� �=� � �1" ��� "� ����="���� �
��� 	�"������\0�"�� � ��� ���� �� $ )���� � ��� � ���� �� " � ����� ���! #� �� ���� ����"�"� ������� ��F��� �����!�����%��7�����Yi � ��� ��	�	���" ��������� ���,"���� ��� �
�� ��������%�AI  �"!� ������� ����$XC ���," �(�QSA� ����	������  ��	 	.����� "� ������>� "�����"����������� �����	 � �������!�����#��"���" ���QS  �7.$ ����� � �(��������� ����$
R � ��� �.��� � �2� ��������� 	���� �� ��6$  ���" � �!�8��� �!� 5�"����QS  �7Q$ ��� ��� �  �� � ����"�"� ���� ���! #"�� �� ��F� �����UI ���!"�� 	� ���" ��" ���!��� "�	 �\� �
" ��" �(�QS  �7Q$ ��� � $

��6��*6uL � D51 : J�@ <E>#@ 8 -�B���4?- D :N8 -�� : 4 Ja@-> @ 8 - 1 < @�>#@u@ F_D
�  �� � ���!�� ������:"���� �-��� 	�"�������� " ������	 �(���� �� � ���#�!� "������ ��"W5����'" ����� "���	 ���! #�#" ����� �� #�#" ���"������� �� ��	 � �������!� ������"��

" �(�QS� �7Q$ � ����$?+ � "2� ��� ��"���������" �������� �� �������! #� ��	�"� #	� �� ��",��� E ����� ���cT G �����HG��UK�� � � � �RQ&S���	  �� " ����" ����� � "���� ��"���� � ���
"�� ��� ���� ��J� �!� �� #��� � G

�	��
����� � � � �� � � $23��$-��� �� � � � $23���$-��� �� ,�� ��"� � � � �2� � $<� � � �!� � � $ � �!"��� ��� ��� � �

MG� �V" � ������"����#� � � �V" ���#��� "�� "3�������  �� �ut �8� ���� �� ���	  #� � � " � "����QS� �7Q$ ��� � $HM � � ��� ��� "�� ���*"�������"��!	 ���! #��� � "�� 	 " � t
��� ������" �!���-" �(�QS�� �����!� ��� ��� �#"���	����V9�� ��� 	�"!����� ������� �>� " ��� �  �� �_t �8������#$ r ���!� �  ����	 ��� � ��  #�" ��	����V9:��� "�� ��� �Z� 	  ���"
�  ���#��� "�	�"!���������� ��
��� � � " � ��� "�� ��� ���� �� ��	 � �������!��	�"� �	�"�� 5 � �����#� 	 ����� ��  #�" ��	����V9:����$

M �W" ������"���	 ���� �� � � ��� "�����" �%� �����U7���� � 5 "���	�" ��� ������� "���� �� ������ 	�����	 � ��������9�� � ��� " ���>���!�����F"2� ��� �*I  #� � ���! #�
"H� �!����� "�	�" � �������� �� �<P������ �V" ���#��� " � � ��� �� #�#" �� "������� �� � ��" ��� �� �� �ut �\� ��#��$X5 "�� �� #� ���4� ��S ����	���� " ����� " ���"��R4 $ 9 $
+ � � ��� � " ���"��/� ��� �  �� �ut �8� ����

S
G����!����"���	�"!����� ����� 5���� I  ����������� #� ����	 ����	 � ������� ������� � �� #�#" �� "������� �� $Z5  ���"

��� �>P � � 0���� ����������I  #� � ���! #� ��"  �!����� "�	�" � �������� ��2� �5 ��� ������� �� #�#" ���"������� �� $Z5  �� "��  � �����!����� ���(��" �5 ��� ����� �� ������ 	��
��	 � �������.9��? ��� �HI+5��  ����	�"�� � M#$%M � �� #� ����	 � �� �� ������� �� �� " ���" � ���! #� �# ����=@���"���"�� 	�"!����� ��� ��� �  �� � ���K�F@�����I  #" ����$

r �:�����-I  �� ������ ��'"  �!����� "�	�" � �������� �� ��� � ����	 ��7��!�U" � "����  ���� �6;���"��=� ��� �  ��#" ���" � ���� ��  �6���� � �4	������%����� �	"���� $  ������
"  ������I  �"!@��(� � ����� "����� ���"���� " � ���*"�������"��!	 ���! #�

< S : fort, chteau, disjoint >
$ r �=� � � ���!������� ������" �
� ���!@��������

� �4	���������" ��� $  #�!���	"! �����-I  �"!@�� ���� �� � ��� "�� 	 " ��� ���#��� "� �� � �%� ��� �#	 ��" ���D" ������"���	 ���� ��
< S : fort, chteau, disjoint >

$

��6��*6�� , <?<E@KJ�@_>#@ 8 -�B D51C@+>��?@ : 4�� >0/21
C ��� � ��	��!��"�� � ���#��"� Q"Q� � � ������ ����� ��#" �=E5P#��� ��� ( � �cS���� ��� � �#��������� � ��" ����� ��"���� ���89:����� 	NS#� � � 	�� � � P 	NS#� � � � GNM  E ����� ��$

� �Y� ���V" �'" � ���/I  #" � �������>��� �� �� �����!�� ���� "�� 	�"!����� ������" �����,9:� ����"����OP 	����,"H� �%��7�����Yi � �����������]� � �V" � � � ��"���� � �����
���#��� " I ��� ��� 	 ��"��F� ����	 �� �"��/"Q� ���%7 �!���%� �� ���"�G

� �%�'7 �!��Yi �!�K".��� 5 �����
�cS#�cX � E5KNG��  GL� � �RM#T
� �%�'7 �!��Yi �!�K".��� 5 �����
� E5KNG��  GL� � �RM#T(� T	GL��� � ��� T �
� �%�'7 �!��Yi �!�K".��� 5 ������G�������� � T G ��� � � � T �

7\7



� P��WE � � ��� ��� � T �  M 	HK�� � ��� � �RM#T 	 � �����YTLI �1I � �)( � �cS���� �

<S : foret, chateau, topologique, disjoint>

S

chateau

configuration

co
nc

ep
t

Foret

� �����g4 $ 9 �
S
G��Y� �8" ��������"�������"  � ��� �� #�#" �� "������� �� 	  �� "��!��� P � � 0(��������"H� ������ #� ����	 ��	� ���"��  � ����������� ������"�$

� �%��7�����Yi � �/"H� �cT�� �1T�� �RM#T��8GNMYT
	NS0� �RM#T M#S � T �'* � � � �1T	GL���
R�����	���" ����������� ��� ���!� ��� � �� ���	� ��>���3"�� ��"� #����� ���%��	 �(�:� ���H� 
��I ���.��� � 	����&G�� � E � �RM#T 	 � � H�1I � �������]"  ��.7������

"��*I  #� � ���! #� �(� � T�� ��� E �WK�� � � �RM#T � � H� �UK�� ��� � � ��� � �RM#T G
< i, d, < int, mat >>

$ M � �� ���� ��" � ������ �� "H� � ��� "�� 9��1@����
� � �� #� ����� ����"U5 �  �� � ��"!����"��A����� 	���" ����� ����� ��� ���!��� � �����!� � � ��" �!��� ���!�]9:����� � @���"�� �� #� � ��"!��� ��� 	 ��" " �(�QS �������(��"��(�
�Y� � �����!����� ���(��" ��� ��� � P � �!0���� Z �� ���"�" ���"�� 4 $s8H\�$_�  �� � 	 ��"��!��"� #� ������ �" ��" � � �  /t �� #� � ��" ��� ���� �� � $2&,� ����� " ����" ���.S
�#� ������" ���J� �
� 	�"��! #"�� �� #��� ����������� ���'"�� � ��� ��� 	�� "��#� �������!��� ��� ���  �� �ut\$ �#��� ����� �%�QS��#� ���� ����," � �4� � ���!������� ������"����/"Q�
� P � �!0�����$

)������ ��� � ��� �� Zt �  �� � ��"!� � ���! #�2��9:����� � �  �� � ��"!����"��G9:�� #�03�C  ��F��� ����"  #� �J@ ��"�� ��� 	���" ����� ����� ��� ���!� 	� ���" ��� �����>I ����"��
�Y� � �����!����� ���(��" G=I � �!� 3]I ��� ���QI �����03 �� ���	��80����-3 �� �� � ���!�� �����" ��	� #�1" "�� 5 � ���#9:����� ���! #� �����H".S ��" ����� � �,��� 7.� � 5
��� ��� ���1" "������ ���'I ��� #�A" � �Y� ��� ��� ���1" "���$1R�� ��� �.�(��� ��� ��	�"� �	  #� � " ���"�� 4 $s8 $

M � � P � �!0�������� � ���� �� ��2�#	�"� #�" �%�F�F������� 	 ��" � �����U"H� �ZP�	  ����.0������ �>� " ���3I �$  ��N"��,� � �!� "������!��� ��" ����� "�� ��� ���! #� �
��	 ��������������$	C ��� �ZP 	� ����.0�� ������ #��������"�� ��"� ����#� "/"���� �����AI �$� #� "� ���� �!� � P � �!0���� ���#��� "�	�"!������"��*��� ��� �.��� ��$�C ���
�ZP 	  ����10������ � ��" ���F� � � ��"����������������� �� �� ����,"  #� ���� #"�"�����	  ��1" "�� 5F�����3I  ���� ���� ���"��/����� ��"������������ ���! #� "��� ��" ��� �����
� P � �!0���������"  #� � ".SQ� � "������ ��� 	���" ����� ����� ��� ���!�/Z �# ���" " ���"�� 4 $s8 $ �B\�$X5  ���"���� 	 ��" � � �Y� � �����!����� ���(��"�	  #���>0 " �F�����
"�������"��!	 ���! #�2� �  �� ��I  �"!���*��� ��� �������=" � ����9��J� ��� �  ���� ��� ���
��	 ������" � "�$=M ��7.� � ��� � "  �� �A9:��� ��� 	���" ����� � ���>�����!���
�  �������� � ��� ���������F" ������"���	 ���� �� 	.����� 9:��� �%� ��� ����� �����F9:��� ��� � �� ���� ��� �!� � 	 ��" �Y� � ���!������������� "(� ��� ��� �/"  ���� �Y� �������!���������(��"
9:��� � � ".S ��"���� " ����� "���	 ���! #�A"���� � ��� 	 ��"��#� � Z �# ���"B" �� "�� 4 $s8 $ 7 \�$

5  ���" ��" ��� � ����� ��"�������"�������"��!	 ���! #�
��� � P � �!0������ �Y� �������!���������(��"�	 ������� 	 ��" �4� �!����� "!� � " ������"��3"H� ��� ��� �.�(��� $.& �#���
����	�"� �	�"��DI  �� ������ ��]" �3� � � ��"����������������� ��2� 	 ��� ��@ ��"��/" � n?� "�� ������" � �����!����"Q� �>P � � 0(� ��� �!� � � "!�����!��� ��"��������8������

i
�

��"� #�����80������ �8����� ���U"������ 	�� "��#� ��� ���>�����!����Z �# ���" " ���"�� 4�$ 8�$ � \ $�R�����I  ���� � ����� �1��� �3" ����� ���.�����!� �>P � � 0������ �/" ���� ���"
��������"�	�"!����� " � ��� ��� �8������#$ w � � �F"  �� �/"�� �� #�!"�"�����	� �� ��"�"H� �����/I  #� � ���! #��"2� ������� "�	�"!��� � ���� ��

int
9:��� � ��"�� �!��"�� "����!��"

���\�(��� ���K" � ��� 	���" ����� � ��� ��� �����dZ �# ���" " ���"�� 4 $s8 $ "?\ $ + � "!��� �.�F�����4� �\� ����
i
�������N" ������"��!	����� ��

d
�� ���� ��	�	  �"�� � ���

	���" �4� � ���!������� ������" � ���'I  ���� ���� ��A"H� �!������"�	 " � ��� ���! #�
int

��������I  #� � ���! #�*" �K� � �!� "������!���������� ��
mat

�  #��� ��	�	� #" �!� ��� 	 ��"
��� � P � � 0(����$Q5  ���"�	 �\� �," � ������"�� ���� ������� ���� "� �� � ��� 	���" ������� ���>� � ���!������� ��� G

< iutil, dutil, < intsys, matsys >>

)������ �!�������  �6 �� �� � � �� ���� �Y� � #���!�!� �
intsys(iutil) = dutil

� �%� ��� �ut 5"t " �!"�� �! #"��!9:��� ��� 	 ��"��#� � � ���>�����!��� ��� �
	NS#� �T� ���� �" � ���!��� ��� " � �  �� ���V"Q� "!� � �  ��F��� ��� �����>I �������������
������ �� � �� ��F� ��"� #� � � ��������� ������ �!�

F
$=M ��� 	 "� �7��\0(�����

"2� ���'7�����Yi � ��� � �������" ���#��9:����� �������3� ������ �!���2� ��� � 	���� �����>� " ����$ �  ���� ���!�� �� ��� ����������� ����� �# ���" 	  �� " � ������� ���D" ���
9:� ����"����%�'7 �!��Yi �!��� ���A9:�� #� � ���!�/��� ��������� ��� ���/� ������ �!��$

C  ��F� ���4� #� � 	 ��" ����� 	�"� �7��80������2"�� � ��"ut ��	 ������"�� ������ �� $ C ��� ���'7�����Yi � ��� � � ����� ���2���!� �#���� ���8� ���g5 ����9:����� ���! #�HG
�1E�� � �� � � �&T�����H�����H	 �VGL� � � E?KNG��  G �����RMYT � � � � �1Q1S���� ����� � T�� K������ ���1T��B��� S#� � � � ��� � �&S#� � � $?)'�  6]� ��	�"� �7��80����'" � � �� ��\S
9:��� �� �� � ��" ��"Q����"� �� ����� � 	���"��4� ��S ��� ��� � � ��" � 	��8� � ����� "��DI  ���� ���� ����D"H� ���#��� "�	�"!���������� �� $?M  #"��!9:��� ��� � P � �!0���� 	����#���
���NI  �� ������ ��W"2� ������� "�	�"!��� � ���� ��W"���� � ��� 	�� "��#� ������� � �A" ���� ���" � �  ���� ��" ������"�� 	��8� ���!�(��"��DI  #� � ���! #� ��������� �������� �� 	����
"�� ��� " ��� � ��� � ���=" � ��� �� �	  ��� �#�!�  �� " � �Y�  #"���� ���������� ��2� � ����$GM � �>��" t � 	X��� � "���� ���! #� "�� � �!�����U5 ��� 	�"� �7��80����]" �

7Z9



������� � ��� � � �������RMYT 	YS  M 	������

< ? , ? , <  ?  , mat >> < ? , d , <  ?  , mat >>

Z �L\ Z 7 \

< i , d , <  ?  , mat >> < i , d , < int , mat >

Z ��\ Z4"?\
������ 4�$ 8 � M � �  /t �� #� � ��" ��� ���� ��*"H� � ��� 	���" ����� � ���>�����!����	 ��" �Y� � ���!������������� "���������� ��� �������3"��������������!������">I �#����	 ��"
�F��� ��	��� #"��/"Q� � �%7��������
�� #�!"

7P8



� P��WE � � ��� ��� � T �  M 	HK�� � ��� � �RM#T 	 � �����YTLI �1I � �)( � �cS���� �
".������" ����� � ���! #� GU9:�����!����I  #� � ���! #� "H� �!������"�	 " � ��� ���! #� � �� ������!" 3��%� ��� �ut 5"t " ��"�� G�9:��� ������I  ���� ���� �� "2� ������� "�	�"!��� � ���� ��
�  �� ��� "������Y� ��#�����!� �

F
3

w � ��� 	 �����'9��J� ��� ����� �'I  #� � ���! #�W"H� �!����� "�	�" � �������� ������ �  �� ��� "���� �Y� � #���!�!� �
F
$HMG� �%��7��!��Yi � ��".���R5N��� � ��	 �����ot

" � � ���! #� �!� � � "������!������ �� � ����� �!��� ���! #"�� 5�"  ������ "�" � �4� �8������#$2MG� �\� ��#�F��������� ��� � � "������������ ������� ���!#��� "��F9:�2� ��� ���
� � 	��\����I ���!�� ���" ��	�	����89:����" ���]I  ���� ���� �� � ��" �4� �8������N"�� �Y� � ���!������������� "'� ����� � ��"������
��� ��"�� �8� ����#$=CD� ��� �ut 5"t " ��"��
� ������#� "

iutil

	 ��" ����� �%� ��"�� �8� ��#��$_�� �� � �� ��F����� ��� �� #"��FI �#���?5]��� 	 "� �7��\0(���N" �*".������" ����� � ���! #�.G	9:�����!���
�8� ��#�3"� ��!� "��(� 	 ���#��� "

Iutil

$
2 �J� ��� ��� �ut ��� "�� �Y� ���'7�����ai �!� �cT�� �1T�� �RM#T���GNM#T 	NS0� �RM#T MYS � T �'* � � � �1T	GL��3#C ��� ��� �%�'7 �!��Yi �!� �  �"�"���� 	  ��1" ��� �����

 �6 �4� � ����������� ������"���� ��� �1"�"Q��� P � �!0����/" ����I  #� � ���! #��� ���!�!� ����9:�2� ��� �2� � 	 ����$?�� �� ��	  �� �� ���� "���	�" ��� ������� "�� � � ��� 	���"
� ��� 	���" ����� � ���>� � ���!� "  #�#�����*"�������"��!	 ���! #� �� ��!� �����!��� 9�� �F9:�����!��� 9:��� �  #� �����NI  #� � ���! #� "2� ������� "�	�"!��� � ���� �� � �� ������!�
� �D9:��� �����'9:��� �  #� � �4� �\� ���� � �� #�����!��� ����	 ��"��#� ��� ���>� � ���!����� �  #� � 	 �#� 	NS#� � $N��� 	 "����� �� � �Y� ��S ����	���� ���!� ����� � �8����"H� ���
�������!���������(��"/" ����� ��� ���#� �>� " �Y� ��������">I �#���F" �����>PZ��7� #�!������  �#"���	����V9:����������� � ��� �1" �����D��� � ������� "�	�"!��� � ���� �� � ��� �����
9:��� �����!����" � ��� 	 ��"��=" � �Y� �!������">I �#���#$ r � ��� ��� ���-I  #� � ���! #��"H� ���#��� "�	�"!���������� �� �J� ��� � � ��	 �%7������69:�����!����9:��� �� ��!� �Y� �8� ��#���
"���"����� �� � �<;���"��D� � � PZ�'7  ���� ��  #�" ��	�� �89:���������! #"�� �Y� ��#�����!� �

F
� � ��� " �D$ �%� ����� ����"���"1����$

Sisteron

������ 4�$ k � R � ��� �.�(��� Z
S
\ 	� ���� �����K"  #������"����!�(� 5N" �on?� "�� ����������" �����OI  #" � � ���! #� � � ����� ����� �������� �� "�� ���,"2� ���QI  �" t

� ������ �� $

w � "���� ��� �Y� �%�'7 �!��Yi �!�N"Q���?5���� �
���87����
��� � � "����������#$_�  �� � �����! #� ��� 	�� ����"�" �A�� �����"�� " 9�� �
��� � ���
�%��7�����Yi � �
�J� ������� "�� �!����� 	����/"���� ����� �� #� � ��"!� � ���! #�W" �����
	 ��"��#� � � ��� �����!��������9:�2� ���!��� � � ��� �!��� �%� " � � 5.� �� �" �!9��J� ��� ��� ��#� �/" �
"!������	X� "�� " " � �Y� �!�QI  #" � ������ �� $<+ ���!� � � ������ ���� �" �J" �UI  �"!���?G6"H� �%��7��!��Yi � � ���!��� � � ��" ��� �>I  �"!��� � � � �� ��\S $ v 7�� ��"��# �� �
�Y� ��S ����	�����" � ���?" ���"��64 $ k � ��� ��� �.�(���K"H� ��� � �����!����� ���(��" � ����"�� � ����� ����� "� �� ����� 	 ����������� 	 ��" r ��� ����"� #� $<+ �F����� � �����
"����14�� � �!��� ���'7�����ai �!���-"���� ��" t ��	 ������"�� ������ �� � ��" � � 	X��� � " � � ���! #� ��� ����" � ��������������" ������"���	 ���� ��#9:��� 	 ��� ��@���"��,I ���!���
"�� ��� ��� �.��� � � ��"���� ��G

< S : route, Sisteron, topologique, passe par >
C ������"� ���� �!����� "�	�" � �������� �� ��"�����	���� �������37 �!��� ��� ��� �1��� � ��� ���F".�����!"�" � �Y� � �����!����� ���(��"�$2MG� �%�'7 �!��Yi �!� ��	�	 ��"��6;��

�� �" �!9�� � �� �� �  �7 ��� "��� #� ���!���#" �(�QS �� �� "�� ���#"H� ���QI  �"!� � ���� �� "�� 	�"!����� ���!� ��� � ��" ��� " ���"�� 4 $ ;Z� �Y� � ����� � 	 ����������� �
"�� ��� � ���#����� 	� �� �!���� ��W" ��� "� �� ������� �K" �����������!����� �4� �%����"���� �  �� ��I  #" ����"�� �" ��	 ����� "����!��� ����������� �!�������  #� � "� ������80 "����
������"��," ��� � �!���!��� $:+ �  �7 ��� "�� ����� �!���-"  #���.� ��� ��	 � �������!��� � ��" ��� " ���"���Z �B\��#�� �� � �  �� � ������ #� �G9:�2� �!� P��'" ���QS�"� �� �����
��� �����>I ����������������������������� �� ���!�R;/8�� ������� � ���� �������� l 8.� � �����K9:�2� ���!����� ��� 	 ������� ��� 	 �#��	 " �������>�(� ����� 	 ��" r ��� ��� "� ��
� �����,$O� � ��� 5 �� �� �#$=C ��� "� �� ����� �� �� � ��� �1" " ����� ���'7 �!���C5��Y� �������!���������(��"(� 	  ���"������#� � ��� �� �� � ��" ���!�� #� � ����"��(9:�.@ ���
�  ��QI  #" �F�(� �����65 �Y� ��������"�	�"!��� � ���! #�A9:��� �� �� ��� � � �� #� �UI ���!��������� "� �� ��� ��� � ��"�� 	 �#� ��"� ������ ��$

C � � ��� � "�"�����" � ��� ����"Q��"  ��.7 �!� � ��� �J9:��� �  �� � 	� ����� #� � �#� �� #"!"�� " �%� ��� "!��� � E � � ��� E�� ��� $ �� �� � �\� ���#� �� #"!"� �� �
�����D�������  ��#" ���" � ���� �� � 	�� ��������� �8� 	 �!�V9:� ����� �%� �� ���� �F��� 	  ������N"H� �!������"����������� �� � ����"�� ��� "� �� ��� ��� r ��� ����"� #� $
M-� �������!���������(��" �<P�������" ����� ���.�#� ��� "� �� ��� ��� �  �"L" �R5���� ��� "!��� ��� ��� � � 	��\��� ����"������� ��� ��� � � 	 ��� " ���!���!��� "� �� �����
	����������#��	�"!0���"�� r ��� ����"� #� $

v 7�� ��"��# �� �F� ����������� ����� ��� � ���� #�1" � �� ���" ����"2� ���QI  �"!� � ���! #�2�]Z 7 \ ����� �" ��	 ����$ r ��"
� ���" ��	�� � �!����� �N7���� �
"�� 	 " ��� ���#�!� �A����� "� �� ��� ���!�������K$O� � 9:�2� 5 r ��� ��� "� ��2� �F@���� � � � � �2� ��� � 	 �#� �'n ��� ���!�#����� ��� ��� ��������	 � �������!�(� ������$
M � "���	�" ��� ������� ���! #�*" � � ��� ���#��� �!��� ��  �#"���	����V9:����� ��� ����"���	 � �������QSN� ����#����"Q��"  ������!� ��$ C �������3I  #���ut � �4����� �� �� �
��"���� �� �� � ��� "��(9:�.@���� �  ��QI  #" �F�������#�K5 �Y� ��������"�	�"!��� � ���! #�'9:��� �� �� � � � � �# �� �HI ���!����� ��� � � ���� ���������;/8 ��� ���]�������� �� ���!�
l 8 � ��"� #�#��7���� �
��"� �� ��� ��� $

r � �  �� ����� ������ �� � �  ���	 ���F9:���F"Q� ��� �.��� �
���/" � ��� �  ���" ����"2� ���QI  �"!� � ���! #� � 	�� ��������� �  �� ���� �� � ��"� ����# �� �
���! #"����'n �����������������#�KI ��� ��5N��� 	�"� �7 �\0(� � "H� �%�'7 �!��Yi �!� GXI �%���ut �!� �� #� � �V"Q��"���"���S��#� ���(��� ��� ������"�� ��� ���� �����	 �������������
	 " �������>����� �>� " ������� �1��� �  ��*7 �!���NI ��� �ut �!� �  �� ���V"Q� "�� " ��� � ��� "�� ��� ���! #�
��	 � �������!�3" �KI �$  �� 	 �\� � ����"����� � �%���� �"��������#�
����� "� �� ����� 	����������#� 	�" ���'" � r ��� ��� "� �� $=C �������
���'7�����ai �!� "���� �!���#�U5���� 	  #��� " ��� 9:����� ���! #�.G	I �%� � t ��� �  �� ���V"Q� "�� "
7 k
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Nice

Grenoble

Sisteron

Gap

Marseille

Aix Pce

Sisteron
Gap

Aix Pce

Marseille
Nice

Grenoble

Z �B\ Z 7	\
������e4�$s; � ) ���QS �  ���"�� ����"  �!�QI  #" � ������ ��2�Z����� �� �� "�� � ��	 �����������3Z �B\ �1��� �" ��	���� Z 7	\ $

��� ��� �.��� � �� �� ���A����� "�� 9:�.@����
	  �"������#� � ��"���� � 	�� ���������!� �  �� 	  �"������#� � ��"��!��"  �� ���!����" ��� #"���	������ 3 r �����
��� �.��� � 	  �"���� � ��" ������	 � �������!�!� ��� ���! #"���$ � ��"� ����#� " ��� "!� 	  �� ���#"���� ����� �
�� ���" ���#"H� ���QI  �"!� � ���� �� ��	 � �������!�#$ r � ���
��� �.��� ��	  �"������>��" ���D"  ������!� �," ��� �" ��	 �����(��$ � ��"� ����#� " ����"!� 	  ���� �," ��� ��" ��� �� ���" �����G"H� �!�QI  #" � ������ �� �� �� �GI  �"!���
" � #"���	�����$2)��  6 �!� �  �� 9:��� �  �� � � �# �� �3"  #���.� 5 ��� � ��� �%��7��!��Yi � � G G�������� � T G ��� � � � T � $�)��������!���/" ���.S � �#���
�Y� ������� "�	�"!��� � ���� ���9:��� ��� ��I ���!����"���� �����  �"�"���� ����G

< S : route, Sisteron, topologique, passe par >

��6��*6�� � >#@ F @�1\@�> @ 8 - 104 J.4!- 1 :�>!/ > @ :N8 > < FuDg>
��� � 9:�2� �������� �� ���� ���� �  �� ����� �  ���������� �]"H� ��	�	����V9�� � " �� ���"��A�� Q"Q0��!��� ��"#" ��� ��� �.�(� ������ �� 	  �"�������� "����QS

 �7.$ ������$2+ n �����������(� �����(� ���3E ����� ���cT;GL� ���BG��UK�� � �L� �RQ1S�� ��� �/I ��� � 	  ���"�"Q��� "���"������ "����������� �� �>��"'����� 	 ���!"�� "H�  �7Q$ ��� � $
M ��	 ��"��#� ��� ���>� � ���!������� � ��"�� ���#�,"�� ��� E�� � � ���cT G �����HG��UK�� � � � �RQ&S������ �#"� �� ��� � ����� �%� �����4� �(� ��	�	����V9�� � "�� ��"���� � 	 ����"��
 �7.$ ������$ ����� ��"�� ���!�(��� ���(�Z��� ��� �1��� � 	 ��� ����� �  ���	� #" ��� "�"�� � ����������#$B�  �� � �����! #� ��"  ����D"  #������"U��� ��	 "� ��� "Q��"��
	  ���" � ���!������� " ����� E�� � � ���cT �*G �����HG��UK�� � � � �RQ&S���� � � ����� 	�� "��#� ��� � ���>�����!����� � ��"=" ��� ��� �.��� ���(� ����� � ���8� �!����� ��" �!� �� ��'7�"��
"H�  �7Q$ � ����$

5 "�� �� #� ���4� ��S �(� 	 �!� "H� ��� � �����!����� ���(��" � ����"�� � �������� �� ���!����� ��������� " � 	����������#� 5 �� ��!� "2� ��� ����� ���/��� � ���������
5G�.P*" �K)]4����#$ r � "��(9:�.@ ��� �  �������� ��� ��"� ����  �7Q$ ��� � $ w � � � �# ����� ���" ��S 	�"��8��� "�9:�����!� � ��������� " 	 ����� � 5 �  ��!�K"H� ���
���#�
����9:��� ��� ��� �����!��" 	������ ��	 ��" ���35G�.PN" �/)]4�������������� ��� �  �� ����� "�" � ��� "�� ��� ���! #� � ����"����!�35G�1PN" �/) 4������ ���!� ������$
j  #" �����!������� ��� ������� ��9:�2� ��� ��� ��� ���  ���� ����������� � ��� ������" ������"��!	����� �� � �# �����@ ��"��HG

< S1 :
� �HG�� � S � 	�� �3M H� � ( ��	���� E��&S �  E?M � � �

>
< S2 :

� �&T�������� � � S � 	 ���3M H���;� MNE5M�� MOI��RQ1S�� � E�� �L���=E ���
>

< S3 :
� �&T�������� � �2�HG��  K�� � �RQ&S���� E � �L���*E � � � 	��

>

+ � " ����� ��� ���#� �� �� ��� �.��� �1���Y� �������!���������(��" � �K"  #� � �8��	������ � ������� ��� IH��� "���"��NM���"� #��� 	���" ������� � ��� �����!����� �� #����� �������
������" ������"���	 ���� �� �(� ��� �� �� 	 �\0 ����� 	1�����!9:��� �%� ��� � 5 ���F� ��� � �!���/" � ����� �  ���	��8����� "�G

< S1, < S1 :
���HG�� � S � 	 � �3M H��� ( ��	 � � E �1S � =E?M � � �

>, ?, mat(x) >
< S2, < S2 :

�N�1T�� ����� � ��S � 	�������
���;� MNE5M�� MWI��RQ1S�� � E � �L���*E�� �
>, ?, mat(x) >

< S3, < S3 :
�N�1T�� ����� � �2�HG��;VK�� � �RQ&S���� E�� �L����EN�OK�� 	 �

>, ?, mat(x) >

M �DI  #� � ���! #�
mat(x)

� �������G"Q�>$u5 	  #� � � 	 ��" �!��� P � � 0(����" ��� � � � ��9:��� 	 ��"��#� � � ��� �����!����$%M � ��� �.�(� � �  �"�"���� 	  ��1" �����
��� � "�� 	�"!����� ��� �?" ���"�� 4�$ l ���  �� � �  � �# �� � �� �� �F�

S
$

7A;



� P��WE � � ��� ��� � T �  M 	HK�� � ��� � �RM#T 	 � �����YTLI �1I � �)( � �cS���� �

Sentier

Puy  de Dome

lac

������g4�$ l � R � ��� �.��� �
S

9�� ����� � P � � 0(����� � ���#��� "�	�"!������"�$

M � � P � � 0(����� �\���Y� ��� �� #� � 9�� � ���
��� �.��� ��$ r ��	�"������80 "��#��� ��	 � � � �  �� ����� ����" 5�"Q���� �� 	  #��� " �!�
��� �.�(� � � �
�� ����_t ��� �1��� ����$�5 "����� �� � ��� ��� �.��� �

S
� �!� � � @ ��"��3".���� ���	� ��>��� � �� �� �ut �8� ��#����$L�� �� � "�����"� ����� #� �U"� �� ������� ��"� ����

�� ����_t �\� ������
S1, S2

���
S2

�� #"�"�����	  ��1"������ �%�.S ��"� ���� 	���" ������� � ��� ��� ������� ��� "��!����� 	 ��" �  � ���!������������� "�Z �� #�!" " ���"�� 4�$ m \ $

Puy  de Dome

lac

Sentier

Puy  de Dome

Sentier

lac

S1 S2 S3

������g4�$ m�� M ��� ��"� ������  �� �_t �8��������
S1, S2

� �
S3

��S ��" ���!������" �
S

M ���>P � � 0(� � � � ���! #"�� � ����"�� � � " 5 �� ���	��\� ����" ����� ��"� ���� 	���" ��������� ���>�����!������$ w �,"� ��!� 	� ���" � � ��� ��"� ����#� "��!���
I  #� � ���! #� ��"  ������� "�	�"!��� � ���� ���� � �����G7  �� ����� �  �� �ut �8� ������ 5����#��� "�	�"!������"�$QC  �� ���V"Q� "� �� �=9:��� �!���>P � � 0(� �D" ����	  #���," �
��"� #���/I  �� ������ �� ��"2� ������� "�	�"!��� � ���� ��

int1(x), int2(x)
���

int3(x)
"����!��� ����� "���� 	 �����������(� ����� �!��� ����	���� � ��9:��� �� �� �

�  ��F��� "� �� � I �� �	  ��� �#�89:��� M��9IH�F����"��V9:���NM�� � � I � ��"!"��!� ����M#"  #��� ������������" ����� "���	 ���! #� ���>� �!� ��������� G

int1(S1) =< S1 :
�2�HG�� � S �J	�� � � H� �;�UMWE?M � MWI��RQ&S����B	�� � &1M�� T��

>
int1(S2) =< S2 :

�N�1T�� ����� � � S � 	�������
���;�UMWE?M � MWI��RQ1S�����E�� �L����E�� �
>

int1(S3) =< S3 :
�N�1T�� ����� � �5�BG �;�UMWE?M � MWI��RQ&S���� TN��E�� �L����E�� � E�� �

>

int2(S1) =< S1 :
�2�HG�� � S �J	�� � � H� �;VK�� � �RQ1S�� �;� M�� T

>
int2(S2) =< S2 :

�N�1T�� ����� � � S � 	�������
���;�UMWE?M � MWI��RQ1S�����E�� �L����E�� �
>

int2(S3) =< S3 :
�N�1T�� ����� � �5�BG �;VK�� � �RQ1S�� � E�� �L��� � M � T 	��

>

int3(S1) =< S1 :
�2�HG�� � S �J	�� � � H� � M�� ���&T�� �����RMYT � �YS T	M � 	

>
int3(S2) =< S2 :

�N�1T�� ����� � � S � 	�������
��� M � ���1T�� � � �RM#T�� E�� �L����	YS/T	M � 	 �#S �cS�	
>

int3(S3) =< S3 :
�N�1T�� ����� � �5�BG � M�� ���&T�� �����RMYT � E�� �L��� �H� � � � �

>
���!��� �29:���/"H� �����KI  ���� ���� ��

int0(x)
��� "����!��� ����� ��� ����� ����	 ��� ����  �#"���	����V9:��������� �����39:�����.9:��� �V9:�����  #� ���������� �� �ut

�8� ��#�
x
"�� 	 " ��� ���#� ������" ���QS  �7Q$ � ���

a
� �

b
G

int0(x) =< x :
� � ��� ( ��	 � � E �1S � =E?M � � �

>�� �� � 	� ����� #� ���%� ����� 	�"�� �1" "�� � � �� #� ���8"Q��"������� �� �� �� 	��8� ����� �� �� �ut �8� ��#�
S3

������������� �� �� ���8� ��#���# ���� �����
9:������ �� � �� ��F��� "� ����

S3.1

	� ���" �����U" � n?� "�� ������� " Z �� ���" " ���"��E4 $ 1 qB\�$H�  �� � 	  ����# �� � ���� �" �M5 �� �� ������� ��	�	����V9�� � "
��������"� �����I  �� ������ �� ��"  �!����� "�	�" � �������� ��
� ��" � ��� ������ �� ��� ����� �� ����_t �\� ���� G
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int1(S3.1) =< S3.1 :
� �&T�������� � �5�BG �;�UMWE?M � MOI��RQ&S���� TN� E�� �L���=E � � E�� �

>
int2(S3.1) =< S3.1 :

� �&T�������� � �5�BG �;VK���� �RQ1S�� � E�� �L���=E �OK�� 	��
>

int3(S3.1) =< S3.1 :
� �&T�������� � �5�BG � M�� ���&T�� �����RMYT � E�� �L��� �J� � � � �

>

�  �� � �  �� � ������ ����=9�� � �!� � ������#����� ��� ��	 	� #" �!� 5 �  �\� ��#������	�	�"� � �.� �!� � ���#���!��"-"Q� ������$ r ��� �!�����KI  �� ������ ��
int2

�
	  �"�������� � ��"���� �F����"��V9:������� "� ����.�3��� "!��� ���!��� ��" �on?� "�� ����$

Sentier

lac

Sentier

lac

S3 ↔ S3.1

������ 4�$ 1 q � R������\� ������� ������!���/" �
S3

5  ���"���� �����>I ����"�� �  � ���!������������� "(� ���HI �%�1"�"���� � � �� #�����!"
int0(S1)

�
int1(S2)

� �
int3(S3.1)

�  �� �  �7 ����� �1"�"� #� � ���� �" �
����� ��"� ���� 	���" ������� � ���>�����!����� G

< S1, < S1 :
���BG � � S � 	�������
��� ( ��	�����E��&S �  E5M�� � ��� �

int0(x), mat(x) >
< S2, < S2 :
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PP (x, y) P (x, y) ∧ ¬P (y, x)
EQ(x, y) P (x, y) ∧ P (y, x)
O(x, y) ∃z[P (z, x) ∧ P (z, y)]
DR(x, y) ¬O(x, y)
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5 ��� �� #�#" �� "������� ��

PO
������I ���������#� �������� ��"

a
� �

b
�Y� ��� ��� " ���Y� ��� ��"������!��� 	������ ��"� #�#� �1��������������"������ ���

	���" ��� �� #�#" �� "������� ��
EC

$	�  �� � � �� #� � ���� �" ��� �(��������� ���," �(�QS ��" @ �����
DC −EC

���
EC − PO

��� 	 �#��"H� ��"!@����
DC − PO

$1R � ��� � #"���	����/"H� ��"<$ �#��� ����� ��� � ��	�	 � �8� I�� �WE5P��
	 � ��	 &��HGL�1T	GL�VGNM#T	GL�UE � S���� � ��$
C �K�� Q"Q0 �����#��"!0�� �� #���Z�2�Z" � n � "�� ������� �Z���!� �  ��#"����" � ���! #� � $ w ��������"� Q"Q���!� ��� �  ����� ��*"H� ��"<$ ��� � � � � �  �� � � 	 �!��� ���!���

I  #�1"Q��� �>��"���� �������������� ����$ CD� ��� ����� ��"!0���7  �� ��S �(� 	 �!�/" �3I  #� � ���! #�A"H� ���#��� "�	�"!���������� �� � ����"��/" ���.S  �7Q$ � ����� ��" I �"t
� �89:����� $

N ! bc)+*�[AQ�!����������	��
��������������

C �F�� Q"Q0 ��� �A���!� 	�"� #	� ��>� 	 ��" ���6SW��$H+ #� ���� �I � "VA + ��[ m 91�J+ �� m 7Q�2+ �� l\m �2+ #� m 9�7H�2+�C�" jKm 91��C r + m 9YC $
r  �� 	�"���� � �!	 � ��� � �����>� �!� ������G.9:��� �����39:������ ��!� ���'I  �"!���D���  �7Q$ ��� � � 	  #��� �(" ��" ��"� #��� 	 ��" ���!�����Z��� ����� � "�������" �Z�����
I "� ������\0�"�� ����� � ��S � � "�������"�$Z5  ���"����  �7.$ ���

A
�� �� � �!��� �� ���� "� �� � "�����	���� ���!�#����� ���

A◦
�
∂A

���
A−

$
5 �\� � 	�"!��� ��� ����� ��� ���%S�+ #� ���  %I � "�"Q��"���� � ����� ��"� ���� 	 ��" ���!��� 	  ���" ���3E� ������������!���� ����� ��� 	  ������ A +U[ m qYC Z �� ���"

"����"�� 7�$ 9L\ $.) �/� �����80 "�� �!�.I  �"!� ���!��������� 	 ��"����������� �����"Q��"����!��� �� ��F� ��� ���!� G
���������������� !�#"
�%$'&��(� G �� �� ������� 	 ��" ���!����� �!�.� ��"���� � ��� �� ����� ���"�" ����� E  �� �
�*)'�,+�(� G ��� ��" �����/" � �����!���� �
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���������2� � 	�� � K�� �&T�� ����� �NGNP T��RQ1S���� 	�� �#TN� � � ��� � E ����������� Q&S���� � � ����� ( �
��� &�� ��� G���� 	� #�!��� �8���2�F@����

��� � &���� ��� � �#"
� $'& �(� G��!����"��#���/" ������E� ����
��) � + �(� G�� ����" ���QS ��S ��"!�����!� ���
��� &�� ��� G���� 	� #�!��� �8���2�F@����JZ ����I "� #�����80 "������ � �  ��QI  #�1"Q����� �������4� �!���!� "��!�(��"N\

���	� ��� �	���� !�#"
� $'& �(� G �� �� � �!� "���� ���/"Q� 	������
��) � + �(� G��� ���� �!��"���� ���3"Q� 	������
��� &�� ��� G �� �� ������"���� ���3".� 	 �����

frontière extèrieurintérieur

������e7 $ 9 � M ��� ��"� ���� 	 ��"��������-Z �!��� ��"������ "(�ZI "� ������80 "���� ��S��!� "��!�(��"c\ 	  �� " ��� E� ������ ��� ���!#��� ��� ����	� #�!����$

M � "�� ��� ���! #� � 	�� ���������#9:�2� � ����"������!������� ���F" ���QS  �7.$ �����
A

� �
B

� ������ �" �/@ ��"�� � ���������\��� � � �  �������� � � ����� ����t
����"����������� �� � � ����"�� ������" �onX��"����#������	 ��"�������� �� ���� � �V" ���� �� �� �� $?C ��� �!������"����������� �� �(��� �V" ���� �� �� ��J����� "� ���������"��!�����
"���� �������'������"���� � ��	�	 � �8� �'������"���� ��"H� �!������"����������� �� ��$ w ��P � ��"� #��� �OP 	 ���D"H�  �7Q$ ��� � $ �  ��������!�1" �� �� � �!��� "�� ��� ���� ����
� ����"�� �����  �7Q$ � ���,"����QS 5#" �(�QS $ �  �� ������"� �� ��"  #� � k "�� ��� ���! #� � 	  #��� �87������ Z

3 + 2 + 1
\ G1E� ���� tYE� ������.E  #���'t ���!#�����

E  #���'t 	  ����#� � �!���� �'t �!�������� �!���� �'t 	� #�!���(� 	  ������ut 	� #�!����$
R � ����� " ���! #� A + jKmY1 C ��� ����� ����	 �#���� �� 	�����" ���Y� ��S � � "�������"�� ����� ���������������#��" � �4� �!���!� "��!�(��"����," ����� I "� ������80 "��

" ���  �7Q$ � ����$XC � ���!� t � �2"  �� ��� �!����� 5F" ����������"���� ���
2× 2

G

M =

(

A◦ ∩ B◦ A◦ ∩ ∂B
∂A ∩ B◦ ∂A ∩ ∂B

)

M �/�� Q"Q0��!�������� ��F�������� �" �U�� Q"Q0��!� 9Zt ������� " ����� ���! #� ��$�+ ����"���" �(�QS*E� ����������3�� Q"Q0 ������� � � ��	��%7����/" ��"����!������" �����
�F@��������� �� " ���" � ���! #� ��9�� ���!�3�� Q"Q0 ��� � �!��
�	Z �# ���"B" ���"�� 7�$s8H\�$

2 � ���1" �� �� � �Y� ��	�	����V9��  �� � 5 "����QS ���!#�����(��"������
R1

� �� �� �
"�� ��"� ����# �� � �!��� �  ��#"����" � ���! #� � ��	 � �������!���*"��
& ����� �JA & ��� la1 C Z �� #�!"9" ���"��M7�$ k \�$��� �� � � �� ���� �!���J�F@������2� � ��"��������29:��� 	  ���" �!��� "�� ��� ���� ����HE  #���'t E  #���M5��Y� ��S � � 	 ���! #�
" � 0FM�( ��� ���WE 2-9:��� � ��� �2��������������"����������� ��#I "� ������\0�"�� t4I "� ������80 "���� �V" ��$

+ ����"���������E� ���� � �G��� 	� #�!��� �%���������!#�������G� � 	  ������ ��� ������"���"����QS 	� #�!����� ������ Q"Q0 ����"����\0���� "���� 	 �����������(� �����
��"� ����(� ��"� ���� ����" ���.S �� #�#" ���"������� �� � Z �� ���" " �� "�� 7�$ ;Y\�$

C � �  Q"Q0��!� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� ��	 �����3@ ��"���� �����1"Q� � � 	 "���� ��������������� I  ������ � �� ���	 ��� �Y� ��S � ��"�������" A + r � C $?5  ���"
" �(�QS  �7Q$ � ���

A
���

B
�#�� �� � ���!���1" "� �� � �� �� 	����D"���� ��������"����������� �� �(��� �8"����  �� �� #�2�����#��"����!�(��"�� �!���!� "��!�(��"(��I "� #�����80 "��

��� ��S � ��"������ "�$�� ����	������ �D" ���G� � ��"��������
2× 2

�� �� � �%� "� #� �G"  #� �," ���-� ����"���� ���
3× 3

$�M �,�� Q"Q0 ���E9Zt ��������"����������� �� �
" ������� ��� ���3�  Q"Q0��!� m t ��������"����������� �� �?G

M =





A◦ ∩ B◦ A◦ ∩ ∂B A◦ ∩ B−

∂A ∩ B◦ ∂A ∩ ∂B ∂A ∩ B−

A− ∩B◦ A− ∩ ∂B A− ∩ B−





2 � ���1" �  �� ������"��!"� �� ��" ����� � ��"���������� �� �� ����� "���"� #� �����
1
�! #"��!9:�2� ���HP �F��� ����������"����������� ��2�Q���

0
� ���� #� $

+ ��� ��9�� � �� #� ����"�� ������"�� ��� ���! #�
���#��"���"����QS " ����� �� �(� ������ Z".0 ��� m t �!������"����������� �� � � � 	���" ��� ��	 ���," ��"����!������"
" ��"�� ��� ���! #� � �>��	 	��\�(��� �������!"���� A + jKmY1 C $

5  ���" ��� "�� ��� ���� �� �������� t ���!#������� �
� � 	����� ���#��"������
R2

�#���D�� Q"Q0��!� m t �!������"����������� �� � 	���" ��� ��" � "����!������" � �!� ��ut
�����19 "�� ��� ���! #� ��� ��	�	��8����� ��� ����"������ ���#9:��� 	  �"�������� �� ���7�"�� �� ������W5

25 + 8 = 33
"�� ��� ���! #� �3A + #� m 9#� C $25 "�� �� #� �
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� P��WE � � ������� � � �]T ��� � ��� �YE�� � ��� ������S�� � � � � � � ( �

A B

B

A

A

B A=B

( q q
q q

) ( 1 1
q q

) ( 1 q
1 q

) ( 1 q
q 1

)

	 � � &1M � T�� GNM#T�� ��� T � � T � ��	�� �NQ1S�� �
BA

B

A

A

B A B

( q q
q 1

) ( 1 1q 1
) ( 1 q

1 1
) ( 1 1

1 1
)


�L��� GNM ( ���L� GNM ( �����L	 � � M ( ��� � �WE
������e7�$s8 � M �K�� Q"Q0��!� 9Zt ������� " ����� ���! #� � �����������Z���!���� #�#" �� "������� �� �UE  #���'t E  #����$

A B A B A B A=B

( q q
q q

) ( 1 1q q
) ( 1 q

1 q
) ( 1 q

q 1
)

	 � � &1M � T�� GNM#T�� � � T�� � T��L��	 � �NQ1S�� �
BA BA BA BA

( q q
q 1

) ( 1 1q 1
) ( 1 q

1 1
) ( 1 1

1 q
)


�L��� GWM�( ���L� GWM�( �����L	 � � M ( ��� ���NE
������a7 $ k � M �,�� Q"Q0 ��� 9Zt ��������"����������� �� � � � ����� �Z���!� �  ��#" ���" � ���� ���� ���!#���'t �!���� ���-" ��� � �4� ����	 �#��� 5'�����3" �8� ��� ���! #� $

( 1 q
1 q

) ( q 1q 1
) ( q q

q q
)

( 1 q
1 q

) ( q 1q 1
) ( q q

q q
)

( 1 1
1 1

) ( q q
q q

)

������ 7�$ ; � M ��� "�� ��� ���� ����UE� ���� t 	  ������(� ���!#���'t 	  ����#��� � 	� #�!���ut 	  ����#�,".�*�� Q"Q0 ��� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� � $
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���������2� � 	�� � K�� �&T�� ����� �NGNP T��RQ1S���� 	�� �#TN� � � ��� � E ����������� Q&S���� � � ����� ( �

Z �B\ Z 7	\
������ 7�$ l � )��(�QS �� �� " ���" � ���! #� � " �onX��"���� ���8� ��� 	 ��" ���]�  Q"Q0��!� m t �!������"����������� �� �F� ����� 	 ��� 	���" ������ Q"Q0 ��� 9/t
���#��� " � ��� ���! #� �

	 ��"���S ����	���� �!����" ���QS �� �� " ���" � ���! #� ��" � ��� " ���"�� 7 $ l $Q& �#�����!�3�� Q"Q0 ��� 9/t ���#��� " � ��� ���! #� � � �����  ��#" ���" � ���� ���� � �
�� �����	 ����" �on?� "�� � � �\������� ��"���� � � ��"������ ��� � �� ��6$  �� "�� G

( 1 q
1 q

)

.

M �]�� Q"Q0��!� 9Zt ��������"����������� �� ����� "�� �80 �#��"  ���� 	 ���#"�� " �onX��"���� ����� � ����"�������� �� #�#" ���"������� �� ��$G&�� �  �����" ����"���� ���
�� Q"Q0 ��� m t ���#��� " � ��� ���! #� ����� �
� ��	 �%7 �!��" � �!���N" �onX��"���� ����� " � � ���N"����QS �� #�#" �� "������� �� � "  #��� ���#�A" ���QS � � ��"��������
" �onX��"����������-Z ����"����"�� 7�$ m �� �����"�������� ��"�� ����� t ��"� #��� �  ��#" ���" � ���� ����W\!G

Z �B\




1 q q
1 q q
1 1 1





Z 7 \




1 q 1
1 q 1
1 1 1





) � ��� � @(��� I ��� �� �!� �� Q"Q0 ��� m t �!������"����������� �� �
"�� �80 ��� " �\SPt ���(�QI �  ��#" ���" � ���� ���� 	  ���" ��� "�� ��� ���! #� E� ���� t
���!#��� A r + � m\l � �]+ m 9#C�Z �# ���" " ���"��?7�$ 1Z1 \ � �X5  6 ���*�� Q"Q0��!� 9/t �!������"����������� �� � �2� � � "�� �80 �#�*9:���  #�.E �#$�5 "����� �� �
	 ��"���S ����	������!����" ���.S �� #�#" ���"������� �� ��" ������" �� "�� 7�$ 1 q $.M �3�� Z".0 ��� 9/t �!������"����������� �� � � � �!�(��"��#���� ����� "�5 �� ��������
����� ����"���� ��G

( q 1q 1
)

M �3�� Q"Q0 ��� m t ���#��� " � ��� ���! #� ��� �8���Y���!����" ��� ���!������ " � ����������"��#���� ����� " � ������� � ��"����������>� �!� ��������� G

Z �B\




q 1 q
q 1 q
1 1 1





Z 7 \




q 1 1q 1 q
1 1 1





M ��� �  Q"Q0��!���U9 ��� m �!������"����������� �� ���(� ��	�	����89:�������R5 ��"� #��� �OP 	���� "H�  �7Q$ � ��� G ��� E� ������ ��� ���!#��� ��� ��� 	  �������$
C  ������ "�� ���#� ��� �� #	� #�! #���� �!��� "�� �80 �#� ��� ��� ����"�#� �� ���7�"���"�� �� #�#" �� "������� �� ��$ 5  ���" ����� "����������� �� �FE� ���� tYE� ������
E  #���'t 	  ����#� � �!���� �'t 	� #�!������� 	  ����#� t 	  ������(� �����  Q"Q0��!� 9Zt ��������"����������� �� � �>� � ��$G5  ���"�������"�� ��� ���! #� � E  �� �'t �!������ ���
���!#���'t �!���� � �� ���� � �# �� ���:�W9�� � ���'�� Q"Q0 ��� m t ��������"����������� �� � �(� � ��0 "��/� ���!��� 	  �� "K" �on?� "�� � � �!��"K" ��� �  ��#"����" � ���! #� �
	  ���� ���������� Q9:��� "�" ������ ������ 	�������������E/" �onX��"����#� � $

���%S���$1+ #� ���  %I � " 	�"� �	  #����" ���QS�I ��� �����" � �  �� � ��"!����"���"���� #"���	�������"H� ��"<$ �#��� �����JA + � m 8��Q�X+-& : m 4#C $XR ���
	�"������80 "�� ����"����! #����� ��	 	.����� � ��" ���(	�� � � �YT	GL�
�UMWE?M � MWI��RQ1S������#��"�� �!�����  ��#"����" � ���! #� �-A +-& : m 4#C $ w � �!����"� Q"Q���!� 	  ���"
���������������  ����� ��#"��D" �onX��"���� ��� � ����"�� ����� �!������"����������� �� � � �8" ��� � � �� #� � �8" ��� ��� �!��� 	 "� �$ ��������� "���� 	 �����������������#� �>��"
����� � �����!��"��6q ��� 1 � � � � ��	�	 �!�V9:� ������" ����� � � ������ �� � ��" �������� ��(G

q
−
q
= 01

−
1
= 0q

−
1
= −11

−
q
= 1

r ��"3" ���D� ����"���� ��� m t �!������"����������� �� �����*" ��� � ��� � � ���#��"�� " ���.S �� �� " ���" � ���! #� �
cA

���
cB

"�� 	 " ��� ���#�!� � "�����	 ��� ��� t
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∑

i=0

j≤3
∑
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int(i) = d
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int1(S3)=<S3: Sentier, Lac, topologique, na passe pas par>
int2(S3)=<S3: Sentier, Lac, métrique, passe loin de>

int0(S3)=<S3: Sentier, Lac, vide, peu importe>

int3(S3)=<S3: Sentier, Lac, orientation, passe à l’est de>

S3

S3.1

S1

S2

Sentier

lac

int0(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, vide, peu importe>
int1(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, toipologique, passe par>
int2(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, topologique, passe par>
int3(S2)=<S2: Sentier, Puy de Dome, orientation, passe du nord au sud>

int0(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, vide, peu importe>
int1(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, topologique, disjoint>
int2(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, métrique, loin>
int3(S1)=<S1: Lac, Puy de Dome, orientation, au nord>

int2(S3.1)=<S3.1: Sentier, Lac, métrique, prés de>

Puy  de Dome
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M �����#� �������N"  #� � ��� � ��� ��� ��"� �������" �!���/I  #� � ���! #� �'"H� ���#��� "�	�"!���������� �� ��� �����>I ��������������� ���'����� ���!��� ���!�(��� ��� � � �������"
"H� �\� �����$

w �XP � ���� �" � �����
4 + 4 + 4 + 1 = 11

I ��� ����U" �on?� "�� �������U"  �!����� "�	�" � ����" ��� ��� �.��� � � ��" �  ��S ����	����[Z&" �� "�� 1 $s4H\ $
5  ���" � n ��� � � � " �!�F7  �� � �� ��\SH� �  �� � ������ �� �D�� �����"�� " 5 �Y� � �����!����� ���(��" �!���/" �onX��"����#�����3" ����� "���	 ���� �����"!��� ���!�������/" ���
�'� � ���!	�������I  �� ������ �� ��"H� ���#��� "�	�"!���������� �� $Z5  �� "������� �� �ut �8� ��#�

S1

	 ��" ��S ����	������ �� �� �������� �� � �8���2"  #����� " 5�� �� #������"
� ����"�� ������9:� � ��"��/" ����� "���	 ���! #� � G

< S1 :
���HG�� � S � 	 � � � H��� ( ��	 � ��E �1S � =E?M � � �

>
< S1 :

���HG�� � S � 	 � � � H��� � MNE5M�� MWI��RQ1S�� �B	 � � &1M � T��
>

< S1 :
���HG�� � S � 	 � � � H���  K�� � �RQ&S����;� M � T

>
< S1 :

���HG�� � S � 	 � � � H��� M � ���1T�� � � �RM#T�� �#S/T	M���	
>

C ���U" ������"���	 ���� �� � ��� �� ����U9:���D" ��� �� #� ����	 ��� ����"�� ��������$�5  �� " �����G�� #�#��"���" 5��Y� � �����!����� ���(��" ��� I �%� � �!�(��"�"� �������"G�����
I  �"!��� ����� �87�����$.M ��� ��" � � �%�QS#" � A v &DM�� q\4:�1� r q\4Q� v &,M-qZ7 C  #�#���� �����"!���4� �!���!� "!@���"H� � �����!����� "���� ������������ � �!��"����!����$
)���� ����� 	�"� %$ ��� � �%� ��� ��"  ���� �!�H��RG��WM � �+* � � A v &,M	� q\4Z� v &DM qZ7 C	9�� � �����������3I  #� � ���! #� $XCD� ��� ��������	���" ����� �� �� " ���
9:��� ��� � I  �"!�F� ��� ����� ����� ��"� ���� � � �%��	 � �  �� &�� ��� �  ���&�� ����� 	 &�� � ��� � ��" � ���K"�������"��!	 ���! #� $<5  ���" ��� �� ���� �8� ��#�

S1

���4� � ���!������� ������"��#� "�"���� ������ �" � �!��������� "� �����S������ G

�����
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12�"���%$.�!3��4���
�>���?*�*��8�'�%)9*%�:,.-����0/

;/7



� P��WE � � ������� / MYT	G����RMYT?T ��H�&T�� 	�� ��� � T�� ����	��HGL�
w � 	  ���"�"�� ���! #"���� �  ���� ��" ��� 	�"������!��"'������"� �����S ����� �>���!��� ���� �� � ����� ���!� ��� ��� 	�"������80 "��N" ������"���	 ���� �� 9:��� ���!���'t �F@����
�  �"�"���� 	  �� " 5 ��� I  #� � ���! #�

int0(x)
� ��" �  �8� ����

S1

�  ��A�  Q" ��"1����$XC ��� �� #�TS �8��	����89:����"�� ��� 	 ��"��#� � � ���>�����!���/9:���
��� ��7 �!��� 	NS#� � G

< S1, < S1 :
���HG�� � S �J	 ��� � H��� ( ��	 � � E��1S � =E?M � � �

>, int0(x), mat(x) >

) �����F� @(���DI ��� #�2� �  � ����������� ������"�	 � "!����� ��"�� ��� �� #� � ��" ��� ���� ��A" ���," ���QS �%� ��"���� 	���" ������� � ��� ��� ������� G

< S2, < S2 :
���&T�������� � � S �J	�� � � H� �;�UMWE?M � MWI��RQ&S�����E�� �L����E�� �

>, int1(x), mat(x) >
< S3.1, < S3.1 :

���&T�������� �;���HG�� VK�� � �RQ1S�� � E�� �L���=E ����� 	��
>, int2(x), mat(x) >

�� �� � ������ �� �J" �G�� �����"�� " ��� ��" ���G�� Q"Q0 ���=I  �"!��� �Y� �� ��F� ����� �� ���"�� ��������"��#� ���� ��37��8�� Q"������ �80 ��� ����� �%��7��!��Yi � ����$�� �� �����!�� ����U� ���!������� ����� "���	�"�� �1" "��,� � 5���� �!��� ��S ����	������ � ��" �!��� 9:������� �  �� � � � �! #� � "����!����� ����� ���'7�����Yi � ��� ���
�� #�#��"���" �� �� �����#����� 7��\�� Q"����!�!� � ��"���� ��� � ��� 	�"� �7 �\0(� ��� $

� �
� �����_"�2*� �_2N� ����� � $�� �A� �_2N���1��, )��U
���� $3��
&"�

M ����9:� � ��"��������U" � � ��" t ��	 ������"�� ������ ��#9:��� �� �� � � �� #� �=����� ���#� � �V" � � � �D"���� � ��� � � ��	��!��"�� 	�"!�����(" ����� 	� #" ��� ���
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"2� ���#��"����(�QS
� ��"��� ���"����  ����#� ���!� ���#��� " I ��� ��$
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	#� ��� "� �����" �A� � � ��"��
� � �����V" ��� ���
��� �� ���	��8�������#� ��"�� �!� � ����"�� ��� ��� �.�(� � ��� �!� ����S ����$-C �������
� P �����.0�� � ��".�O$u5�� � �=I ��� ���-"������2����	�"!�����(" ����� ��" � � ���!��" � ���10����=A v &,M-qZ7 C 	� #" � ����� 	�"!��� ��� ����� ��� � ��" ��� $O� � ����"�� ������ ��
".�NI ���("Q7 �#�LK �>�(� �������V9:����$ �  �� � �����! #� � ��� � "���I ����"�� �!�K�F@�������" � � ���!�Y� � �8��	��!��"1�3� ������� ��� � �
"����������� ��
� �#������ ���"��
� � �1"�� ���.�� �"��89:���#"��������������#��� � ��� ��������$2+ � �  �� � �\� ���� �� �� ������!����"� Q"Q����"� �� �����! #"�� ��� �� ����! #� " �dI�� � �L����H�&T�� 	 �
���1T � �1"Q�>$u5 �!����"� Q"Q���!����	 ��"��!����"�� � �����2" �VA v &DM q\7 CY���1��������������"�� 5 ������ Q" ��"�� ������ ���" ����� ����"� �����S ����� $

L86���6uL , �?1PD5-]: D B D�:N8 - >AJa@=@�- >AD 1 <E@�> @_@ F_D
M � 	 "� �7��\0(��� "H� �%7�� ��� ���F" � �� #�#��"����!����� 	  �"������>��" ��� � ���K"H� ��� � �����!����� ���(��"������  ���� ��� � ������	���� � 	X��� � "�� "/" �

�  �����" ��������� ���#��"��]" �(�QS  �7Q$ � ����$-MG� ��S ����	�����"  #���.����� � "�� 	�"!����� ���!� "����"�� 1 $ 7�$ w � ��� ��#� �N"H� ��� � ���!������������� "N9:���
� � � " � ���3��� � ���#���!��" ��" � ����"��������-��� �3I  �"!@������ 	 �#��������� 5��� �� �/"H� ��� ���#��$
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$

������ 1 $ 7 � &�7 ��� �����  �� 	�"!����� � � �K"�� �� �����"����!�������

r ��" �� ���"�� �!������">I �#��� �!� ���#� � �*@���"��D$O�����E �OM GWP��#" � ��� I  �"!@�� � ���������������� #�#��"����!����� ����� ��"�� 	 ������� � �.����$HM �
� ��� � "������������ ���! #� 	�"�� �1"�"������� �" � ����I  #" ���/"Q������� "� �����S ��� � ����� ������G

12�(3 ����� 	�������� � � ���!3 �(�����7������� ���  ��3!3 ���8$!���
	&*�� ���%$
12�"���%$ �!3��  �!� $����"*%�"�����7�������

M-� �������!���������(��" � � � ��"����1" "����� ���	 ���K" � ��� �  �����" ����������9:��� ��� � � 	� ��>����� ����"�� �!� ���#� ��� ���/I  �"!@���$L������� �� ��������!�������
	����(���!� � �F�� Q" ��" � "���� ����� ��"������������ ���! #�*" �3I ��� #�?5�� ��	�	�"��\����" ��������� �  �����" ����������G

12�(3 ����� 	�������� � � ���!3 �(�����7������� ���  ��3!3 ���8$!���
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������� �?���UM#S#� �cS#� ��� � GL� � 	 � �cS#�cX � E?KWG��  GL�����RMYT
r ��" ����� ��S ����	������#����� ��" t ��	X������"���� ���� �� "Q� ��� �.�(����� �� �� "Q���!� 5 ��	 ������" � " �����  �����" ��������� E �WM�GNP � � 5� 6 ��� ����� �

�� #����" �����#��� �2� � ����� � �� �� � ���!� ����$1)���� ������� ������� " I ��� ��	 ��"��F� ����	 �� �"���"Q� ����7������%� �� #�!"��������������89:��� �L� "��!��� �2� ����" ���!�
������� ��� � �V" � ����� ��� � ��� �� #�#��"����!������$1��" 	���� 5����F� � �!� "������!���������� ��2� � ��� ��� �� #����" �����#������	.�]@���"��/����� �����]� � �8"�� � � �
����� ��	�	 "��8�F� � 	 ��"��Y� � �����!����� ���(��"�$

w ��� ��� �2� ��� � 	 ��� ��� �  ��������:� "H� ��� ����� "� �����S���� 9�� � � �!����� �Y� ���'7�����ai �!��$2MG� ��S ��� ��� � � � �F@����#"Q� ����� "� �����S ���
	  �"�������� � ��" �!���D" �(�QS  �7Q$ � ���KM ��� ��� j  �"!@����8��	����89:� ��� �K����� �  �����" �������������#��"�� �!���D" �(�QS  �7Q$ � �������! #"��D9:�2� ��� �J� ���
I ���������!� 	 �#� $ �  �� � � �# �� �U"  ������ ���!����� ����� �� ���	��8�������#� ��"�� �!�D"H� ���#�� Q" �39:������S 	��!�V9:��������9:���?���:�1� 0�"��D����� 5������
����� �� #�#��"����!������� 	� ���" " ���  ��1" "�� ��� 	 "� �7��\0(����$6M �D� � � ��"����������������� �� �� �� ��I  #" ����" �U������"� �����S �����	"� ���������� �����>I �������� ��
	  ���" � � �OP�	 �/" ��	�"� �7��80����#$

L76��*6�� + D51CB?@ � /+JaD5- >#1c@=1 < D :e> 1 B DGF_@ : /98;:MJY@=< >!@_D
5  ���" � � 	�"� �7��80��������4� ��S �(� 	 �!�G9:��� �  �� � � �# �� � ��� ���8P �>� � �����!� �����\� ��"H� ���/� ���!������� ������"�9�� �#� ����"�� ��� ����� ���%��	�����#�

"���� � �!� �� �"L"�" ��� �  #�������$ r ��" �� ���"�� ���#��� " I ��� � ��� 	��(� � ���! #"�� �� #� � ��"!���!"��-� � ��� �.��� ����� �.9:��� �����\���Q" � ��� " ���"�� 1 $ 9 $

Vosges
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$

������ 1 $ 9 � C  �� �����#� ����" ��� �!� "������ " ��� 	  #���!���� ���"Q� � �%��	������	 ��"�"���	�	� #" � 5 ��� "!� #�! #�*" ��� �  #������ 3
+ �W� �����!���������K" �on?� "�� ��������I  #� � ���! #� �D"2� ������� "�	�"!��� � ���� ��J� ��� � P � � 0(��� 	 ��� �  �7 ��� ����"��!����"!��� ���!��� � ��� ����� ������� G+Z

S"�� 	�"!����� ��������� �� ����_t �\� ����3"Q� � �%��	���������,"���� �  #������W\?G
int1(S) =< S :

���%��	�����1� �  �� #���(� �� #	� #�! #��V9�� ���Q" �(" ��� �
>

int2(S) =< S :
���%��	�����1� �  �� #���(�Q�F����"��V9�� ����� ��"��!�/7  �"L"

>
int3(S) =< S :

���%��	�����1� �  �� #���(�  �"��!������� ���! #�2�Q"������ �!���� #"!"
>

R � 	�"������!��" � �� #�TS 	 ��� ����� 	  �"���� "���"!7��!��" ����"��(� �������>��"��Y� ������� "�	�"!��� � ���� ��
int1spatiale(x)

� �� �� � ����"� �� � ���! #"������
� � �!� "������!���������� ��(G

12� $?���� 	����+�!3�� * ��� 3��#�!3�� � 3��%�!30/
MG� � ���!������� ������" � � �� #�!" ���� �" �#9:��� � � �2� ��� �
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���]" ��� ��� " � "*����� �� Q" ��"�� ������ �� $
M ��� " ���.S �%����"���� I  ���� ���� ���� "H� ��������"�	�"!��� � ���! #� ��� "� ����F� �����!��� � ����$ r ��"� #��� ���! #"�� 	�"� �	  #� � ��� 	 ��" ������"� �����S �����������
� � �!� "������!���������� �� � � ����� ��������� G
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int2(S) =< S :
( �DIHT	M ��� � � � �#S �;VK�� � �RQ1S�� �;� M�� T

>
int2(S1) =< S :

( �DIHT	M�������� � �YS � VK�� � �RQ&S���� E �WM�GNP �
>

int2(S2) =< S :
( �DIHT	M�������� � �YS � VK�� � �RQ&S����;� ��� � � M�� T

>
M-� �������!���������(��"��%� "�� ���� �" � �!� � �� #�TS ������"���������� ����"� �����S ����� G
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� ��� TN� � � � � � � � VK�� � �RQ&S����;� ��� ( ���L���

>
int1(S2) =< S2 :

P � � ��� � � � � � � � �UMWE?M � MOI��RQ&S����B	 �L	��#T��
>
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>
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)���� ����� 	  #��� ���! #� � �� �� � �  �� �����/"���� � ��� �  ��#" ���" � ���� ��

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$J5  ���"

MP,Pt��� ��S ��� ���#��� �������������� ���
r1 ↔ r3

� � �N9:��� �  �� � �%� �� �"������ 5 	 �#����� " "������ ������ #�#" �� "������� �� " � ����	  #���!���� ��	� G

(r1, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$<+ �#" �J�<"�� 	.����� ��� 	� �� �!���� �� �.��	� ���"

MZ,Pt

�!� ��S ��� ���-��� �������� �(��� ���
r2 ↔ r39:��� �� �� ���%���� �"���� � 5 	 ����� ��"�"���� � ������ #�#" ���"������� ��A" � ��� 	  #��� ���! #� � G

(r1, r2, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$

)���� � ��� � ��S �(��	��!���#����� #�!�������������#� � ����	  �"�������� ��� 	 ��� �>� " ����� � ��� ������" � ����"L" ��� �%�QSH�#�� �� � ���!�� �� �-� �����#��� � �����
�� �� �,P ���#�!� "������ ��"�$ v 7 ��� "��� ���� 5 ��� � ��� " � �!� �������� �(��� ��� �

↔
� � �>��" ���J" �� "���4�$ 1 ; $	�  ���� 	  ����# �� � 5 �� ��������%�

"Q���� ���	  #��� " ����� �  ��#" ���" � ���� ���� ���\��	��������� �"�"�����	� #�1"������ �%�QS 	  #���!���� �� � � ��� � �F" ����� " ���"�� 4�$ 4Zq�$
M � 	� �� �!���� �� � �  �"�"���� 	  �� "$5 ��� �  ��#"����" � ���! #�

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
� ��� 	� �� �!���� �� � � 5 ���

�� #�#" ���"������� ��
(r1, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3, r3)

$1+ ����"���������" �(�QSH� ��"� ���� �������������� ��� ���>��"������  �7Q$ � ��� ���\��	������

1 qA;



� P��WE � � ��� ��� � � �#TN� � � ��� � E �����������
	��YT � ��� �]T�� K������.( �&S#���=KNMOI����NE5P0�RQ1S��
 #���G��� ��� n ��� �!�.��� ���8�'���!�����.����� ����$%5  ���"

MP,Pt

�� ���� �  ��F� ��� 	 ����� ���=" �������� #�#" �� "������� ��
r3

5������  ��#"����" � ���! #�
r1

� 	� ���"
E

�  �� � �  �� ������	 ����� ����" � �����  ��#"����" � ���! #�
r1

5 ��� �� #�#" �� "������� ��
r3

� � 	  ���"
SE

�� �� � �  ��F� ���
	������>�3" �

r3

5
r1

$ C ��� ��"� ���� �������� �(��� ����� �� ���� �� ��6$  ���" � �����>� ��" ��� �" ��	������ � ��"������  �7.$ ����� ���\��	�������$.)���� � ���������
������I "� #�#���\0�"�����" �

E
� �," �

SE
�  #�#������� #" ������$

5 "����� �� �	���������� #�1" ��S ����	������ �� ��6$  ���"��2" ���"���4�$ 4Zq.���!� �������������� ��� �
↔
� � $<)������ ��� 	� �� �!���� ����.� �� �� � �� ��F�����

" ��� � ��� �� #�#" ���"������� ��
(r1, r1, r1, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)

� � � I ���������#� �!� �������������� ���
r1 → r2

�>��"
E

� � ���
#�!����� �(� �����

r3 → r2

��� ��" �� �� � �!��� �%� ��"���� � ��� ���(��" ��� �� �� � 	 ������ �� � ����"�� ��� �  ��#"����" � ���! #�
(r1, r1, r1, r2, r2, r2, r2,

t
r2, r2, r2, r2)

�� #"�"�����	  ��1"������W5 ��� 	  #��� ���! #� � � $:)������ � ������� �!���GI "� ������80 "����U" ��� ����������� "�� � ��"!" ��� ���QS � ���� ���� 	����
����  �"!� ����$�� ��� �� �

gl � complexe(X)
�����AI  ���� ���� �� 9:����"����� ���"����
�Y� � � ������7��!��" ��� �� �� " ���" � ���! #� � �  ���	�����S �����#� �����_t

���87��!����" � 	1��������� � �  ��#"����" � ���! #� �� �� 	 �!��S �
X
$Q& �#��� �!����I  �� ������ �� ��" ���������������� �����>� " �����  �7Q$ ��� � ���8� 	 �!����� �� �� �

	  �� �� �����"Q��"����!"��!����I  �� ������ �� �," ���������������� ������� ��" �����  �7Q$ � ������ ���	��!��S ��� �  ��F��� �>���!��$ r  ��!������� �  ��#"����" � ���! #�
�  ���	�����S �

C = (MP,Pt, MZ,Pt, MC,Pt, MN,Pt, MNO,Pt, MO,Pt, MSO,Pt, MS,Pt, MSE,Pt, ME,Pt)
�����!����9:���

gl � complexe(C) = V
$ r  ��!����� �
�� #�#" ���"������� �� �� ���	��!��S �

C ′ = (M ′
P,Pt, M

′
Z,Pt, M

′
C,Pt, (M

′
N,Pt, M

′
NO,Pt,

t
M ′

O,Pt, M
′
SO,Pt, M

′
S,Pt, M

′
SE,Pt, M

′
E,Pt, M

′
NE,Pt)

�����!���#9:���
C ′ ∈ V

$J& �� �" ��� � ����� ���#9:��� �  �� ���  ���� �������� �� �
� ��"�������#�!����� �(� ��������" � ��� � ��� ��"������ �  ��#" ���" � ���� ���� �  ���	�����S ��� �� �� � 	  ����# �� ��" ��"��39:���
G

M ′
P,Pt = MP,Pt

 ��
y

M ′′

,P tP
M ′

P,Pt ∈ gl � saut(MP,Pt)
 ��

M ′
P,Pt ∈ gl � direct(MP,Pt)

Z 1 \
� �

M ′
Z,Pt = MZ,Pt

 ��
M ′

Z,Pt ∈ gl � direct(MZ,Pt)
ZS4H\

� �
M ′

C,Pt = MC,Pt

 ��
y

M ′′

C,P t

M ′
C,Pt ∈ gl � saut(MC,Pt)

 ��
M ′

C,Pt ∈ gl � direct(MC,Pt)
Z�7B\

� �
M ′

N,Pt = MN,Pt

 ��
y

M ′′

N,P t

M ′
N,Pt ∈ gl � saut(MN,Pt)

 ��
M ′

N,Pt ∈ gl � direct(MN,Pt)
ZI9L\

� �
M ′

NO,Pt = MNO,Pt

 ��
y

M ′′

NO,P t

M ′
NO,Pt ∈ gl � saut(MNO,Pt)

 ��
M ′

NO,Pt ∈ gl � direct(MNO,Pt)
ZS8H\

� �
M ′

O,Pt = MO,Pt

 ��
y

M ′′

O,P t

M ′
O,Pt ∈ gl � saut(MO,Pt)

 ��
M ′

O,Pt ∈ gl � direct(MO,Pt)
Z k \

� �
M ′

SO,Pt = MSO,Pt

 ��
y

M ′′

SO,P t

M ′
SO,Pt ∈ gl � saut(MSO,Pt)

 ��
M ′

SO,Pt ∈ gl � direct(MSO,Pt)
Z ;Y\

� �
M ′

S,Pt = MS,Pt

 ��
y

M ′′

S,P t

M ′
S,Pt ∈ gl � saut(MS,Pt)

 ��
M ′

S,Pt ∈ gl � direct(MS,Pt)
Z l \

� �
M ′

SE,Pt = MSE,Pt

 ��
y

M ′′

SE,P t

M ′
SE,Pt ∈ gl � saut(MSE,Pt)

 ��
M ′

SE,Pt ∈ gl � direct(MSE,Pt)
Z m \

� �
M ′

E,Pt = ME,Pt

 ��
y

M ′′

E,P t

M ′
E,Pt ∈ gl � saut(ME,Pt)

 ��
M ′

E,Pt ∈ gl � direct(ME,Pt)
Z 1 qB\

� �
M ′

NE,Pt = MNE,Pt

 ��
y

M ′′

NE,P t

M ′
NE,Pt ∈ gl � saut(MNE,Pt)

 ��
M ′

NE,Pt ∈ gl � direct(MNE,Pt)
Z 1Z1 \

� �
M ′

P,Pt 6= MP,Pt

 ��
M ′

Z,Pt 6= MZ,Pt

 ��
M ′

C,Pt 6= MC,Pt

 ��
M ′

N,Pt 6= N
 ��

M ′
NO,Pt 6= NO

 ��
M ′

O,Pt 6= O
 ��

M ′
SO,Pt 6= SO

 ��
M ′

S,Pt 6= S
 ��

M ′
SE,Pt 6= SE

 ��
M ′

E,Pt 6= E
 ��

M ′
NE,Pt 6= MNE,Pt

Z 1 4H\
&,� ��"��������#��" �!�(���Y� � � ������7��!� " � �� �� � �!���
#�!����� �(� ������� �� ���	�����S ��� ��� � ��� ���8� "���� � �4� � ��� �(�'7���� "�� �� �� ����� �!���
�  ���7��!�������  #� ��" ����#�!����� �(� ������� � �8��	�������	  #��� �87�������� ��" �� �� �� �� 	 ��" ���!�/" ������ �� " ���" � ���! #� � � �8��	�������$

C � � ���K"Q��" ���!���� �� �J� ��� ��7���� � �+4�" 	 ��� �>� � ���������#$:R�� 	�"�������� " ��"��X"  #� ��@���"���I ���!� 	  ���" � �� #�����!" � ����"�� ����� ����������'t
�����#� �U"��!"�������� � � ����� ����� ����$�5 "����� �� � ��� �� #�#" �� "������� ��

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$:) ���.S�#�!����� �(� �������

���8� 	 �!���
	 ��� ��� ���AP @ ��"���I ��� � ���
r1 → r2

	  ���"
E

� �
r3 → r2

	� ���"
SE

��"  #��� ���#� ����� ��� ��� �  ��#" ���" � ���� ��
(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r2, r2, r3)

$ M � 	  ������ ��� � �!� � � ���� �" ���>� " ���]I "� #�#���\0�"��#"�����" �(�QS � ��� ���(��" �
E

���
SE

$
C � � ��� 	  #���!���� �� 	���"�"���	�	  �"�� �%�.S � ��� ���(��" � � �
�� �� � �!���!� "������ � 	 ����$7�  �� ��� ��� " � �� ���� 5 � �!� ����"��!� 	  ����#�#"���� �
�Y� �!��� ��"������ "-"H� ��� � ��� ������" 	  �� " �\� ��� ����"��\71��� "G� ���� �"��!������� ���! #� 	���" " ��	�	  �"��W5 ���3E  �� ����� ��� ��� 	  #��� ���! #� I 5�� ��� � ��� M
� ��"�" �(�QS ����� ������" � ��� �� ������� �� � ��� ��� 	���� ������ �� � �� �� " "��� ����U9:������� #�!�������������#� ��� �  #� ��	 �#� 	�"� #	� ��>�#$Z5  ���" ���
	�����	�"� �	  #��� "�� � #�!�������������#� ����� ��� �K"  #� � �.��� ���������!"��'" � ��� �# ���"D9:��� ��� 	  #���!���� �� 5 ����9:��� ���!� �!� ��7� �� ���!��� � �� �� �
����� ��"�������� 	 ����$Q5  ���"���� ��� �# ���" ��� � � ����" ��"���#��"!" ��" ������I  �� ������ �� ��"H� ���#��� "�	�"!���������� ��2� �����;G

int001((r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r2, r2, r3)) = ∅
R�� �������� �(��� ��� � ��"��F"  #� ��	�"� #	� ��>� ��� ��� 	  #��� ���! #�

p
5 ����9:�����!��� �!� ��7� �� ���!������"���" � �!��� ��"� ������� #�1" �!���� �� � G

int100(p) 6= ∅
int010(p) 6= ∅
int001(p) 6= ∅

)������ ����� �#��� �  �� ��" ��"� �� ��9:��� ����	� �� �!���� �� ��� � I2"Q��" �����NM#$

1 q l



��� � ���2���=I�� � �L����H�1T���� 	 �����1T �
R � �,I  #��� ��� 	�"�������� " ��"��?I ���!� 	���"!� � �� �� ����� �!��� �� ���7���� �����  #� � 	� ������\7 �!����"�� #�!�������������#� � � �8��	��!����� ��� 	 �\��	���"��

�� ������\��	  #��� �87��������� #	� #�! #��V9:������� ����$?)������ ��� � �#� �� ����/" �!"� ����K9:��� ��� �� #�#" �� "������� �� �  ���	�����S ��	�" ��� ������� " ���
�� #�#" ���"������� �� � ��� �� ���	 � ���\7�������$.5 ��"���S ����	�����" � 	.� ���������� #�#" �� "������� ��

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
� � �

�� �� � � n ��� �!�� �� � ��� #�!�������������#��� �8��	����
r3 → r1

� ��" �!� �����#��"���� �  �� �  �7 ��� �� #� � ��� �� �� " ���" � ���! #�
(r3, r3, r1,

t
r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)

���������"������,9:������� 	  ����#� ��� �E5 ��� I  #���,"���� � �!� � � ����"������ � ��" ���� �" ��" � ����	 ��"���	��.��"�����$
C ������� �� #�#" �� "������� �� ��� �U7 �!��� � ����� �1"Q�
�\��	  #��� �87���� ����" ��� �  ��#"����" � ���! #�

C
��� � ��� �� ���	 � ���\7���� � �����

MP,Pt

����� � �
9:�2� � �����

MZ,Pt

$�+ ���!� ���*"  ��!� 	 ����@���"���"�� �����:� ��$ �� �� ��������"� Q"Q����"� #� �/"  ����F��������"� ������\0(� �FI  #� � ���! #� 9�� �-" �!� � �
 �� �  �� �� #� �� �������� �!��� �� #�#" ���"������� �� �3"H� �����
�� �� " ���" � ���! #� �  ���	�����S �

C
�  #��� �� ���	 �����87�������$J& 	�	 � �� ���� ��� � ���

I  ���� ���� ��
tt � cptes(C)

G
tt � cptes(C) = V RAI

� � � ��� �(���!�(��� ��� � �
C

��� ����� � �  ��#"����" � ���! #� �� #	� #�! #��V9:������� ���
	  #��� �87���� ������ ��

tt � cptes(C) = FAUX
$#�  ���� ��� "�"� �� � 	��8� � �! #�!���� ��F� ����� �  �� � ��"!����"��U����� ��� ���!��I  ���� ���� �� $Y�  ����

	  ����# �� �����! #"�� �6$  �� ����"������ �� #����" �����#����� ��	�	 �\�(� ����������"�� ���QS l �� #����" �����#����� 	�"!�����(" ���#����� G

∧ tt � cptes((M ′
P,Pt, M

′
Z,Pt, M

′
C,Pt, M

′
N,Pt, M

′
NO,Pt,

M ′
O,Pt, M

′
SO,Pt, M

′
S,Pt, M

′
SE,Pt, M

′
E,Pt, M

′
NE,Pt)) (12)

& ����� ��� I  ���� ���� ��
tt � cptes

� ����� �  ��#" ���" � ���� ���� "����� ���"��.� ��� 	 ��"
��� I  �� ������ ��
gl � complexe

�� ���� �� ��������
�� #	� #�! #��V9:������� ��� 	� ������\7 �!��� $�C ��� �  �����" ����������� �  #��� ���!����� � � � �����#�����e3-5 "����� �� �K5��� ����#����� ������ #�#" ���"������� ��

(r3,
t

r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
�� �"�"�����	� #�1"������ 5 ��� 	� �� �!���� �� � � ��"����J" ���"��U4�$ 1 ; $ �  �� ��	� ����� #� ���'n ��� �!��� "

� ��"�� ���!��" ���.S �������� �(��� ����� � �8��	��!�����>��"�����	X� "��!	 �.� "��!� ��� � ��"���� E  �� �(G � ��"
MP,Pt : r3 → r1

� � ��"
MZ,Pt :

r3 → r2

$*�  �� �  �7 ��� �� #� �
��� �� #�#" �� "������� ��
(r1, r1, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)

$DC � � ��� �  ��#" ���" � ���� �� ��� �
�� #	� #�! #��V9:������� ����	� ������87��!� 	.� ���!9:��� �%� ��� � � � ���!� �  �"�"���� 	  ��1" ����� 5 ��� 	  #���!���� �� � � ��" ��� "����"�� 4�$ 1 ; $=& ����� � �
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	��(� ����� �  ��������#��� "�" � ��� "���" � " �������� �� " � ���! #� �
S
	  ���"������>��"�� "���� �� ���	 � ��� t

7����!�!� ��"�� �� �������� �������� �� " ���" � ���! #� ��$
2 ��� ��� 	������ � t � t ��� � � ����� �� �� " � ���! #� �/"H� �!� "Q� 	 � �1" ��� � �#" ����	  #���!���� �� � ��� �� �����	 �#� " �(��������� 3 w � � ��	 ��� � 9�� �

�� �� � �<P� �������"� ����� �7Q$ � ��� ���\��	������
oi

�
oj

���
ok

��	�	 ��" ��� � ����� 5*��� �F@����� �7.$ ������ ���	�����S ���X� �  �7Q$ ����� �8��	����
d����� �A"2� ��� ��� ��"��  �7Q$ � ���� ���	�����S ����������9:���

trpt � cptes(Moi,oj
, Moi,d, Moj ,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Moj ,ok
, Moj ,d, Mok,d) = V RAI

∧ trpt � cptes(Moi,ok
, Moi,d, Mok,d) = V RAI

� ������9:��� ����� ��"� ���� �  ��#" ���" � ���� ����
Moi,d

�
Moj ,d

���
Mok,d

��� 	.��������� ��� 	�����@���"�� ��"� ���������� � �8�'� � � ���.�(� ������$<R � ��� �
I ���!� "!� ��0 ����"  ����������,".� 	 � �1"���� ��� � ����"���� � "������������ 	� �� �!���� ���� G#� � "������!����� 	  #��� ���! #� � �# ���� � � �8��	����89:����"U"H� �%� ��"���� $
C ����"Q� 	 � � "���� � ����"  ��������#� ���! #"���@���"�� "�� ��� ��� ����$ r � " �� ���"�� ��S ����	������ 	� #�!��� tYE� ������2P �/t � t ���U"����'".� 	 � �1"���� ����� 3
v 7 ��� "��� #� � �!�������#��"��D" �����/E  #������� 5� 6 ����"��O$  #�!#��� ��� ����� � ��� ���(��" � � ��"!"��!� ���QSZ&" �� "�� 4�$ 4P;Y\�$ 2 ��� 	� ����� #� �_t �� �� �
" ��"���"2� ��� 	  ������

p
9�� ��� ��"���� � 5 ��� I  ���� �>� " ���WI "� ������80 "��]"Q� ����� ������"

N
� � �>��" ���WI "� ������80 "���".� ���������(��"

S
3

MG� ���#��� " � ��� ���! #� " ���3I "� ������80 "����/" � � ���/" �(�QS ���������(��"�� �2� � �����#�'9:�2� ��� 	  ����#� �
p
��� " ���!����� ��� � � ��" ���AI "� #�����80 "��F" �

�� �� � �!�����%� ��"���� � ��� ���(��" �?G
NO

�
O

�
SO

�
SE

�
E

� �
NE

$.)�� 	��8� ��� ��� ��� �!������"����������� ��A" ���UI "� ������80 "�����" � �� �� � �!���
����� ������" ����� ���!� � ���#��"���� ��������� ����"��/" ����� E  �� ���

p
��� ���!� ����"  #� � �%� �����2"���� ��� �3� @(��� ��� ����"��#$�  �� � ������ �����"  �� �3" ��".��" ����"�" �(�QSA"Q��	����1"���� ����� $1R�����	�"������80 "��K"Q��	����1"���� ��� ��	 ������" ��9:��� ���H��� 	� #�!�������

��� �!��� � ��" ��� I "� #�#���\0�"��/" ��" ���QS � ��� ������" ��9:��� � � �  #�#� 	���� �14���� 5 �14����������� �" � �!� � � ���!� ��� ��� ��� � � ��" ��� I "� ������80 "��
" � �� ������������ ��� ������" � $XM �
� ���� �� " �'"Q��	����1"�������� ��	X������" �F9:��� ����� ��	� #�!��� � � � �!� ��� �>� " ��� I "� ������80 "��'" � �� �� �������
����� ������" �(� ���� �" ����� ��� � �!� � �'"������ ��� �����#��"���"�� ���#E  �� ��$ �� �� ���� ���� "� �� ��9:��� �����D" ���.S�"Q��	����1"���� ����� 	 �����#� ��� ���
"�� �"� �� 	���" ��� � ��� � �(������$Y�  �� � �6$  �� ����"� #� � �%� �����Q����� ��"� ������\0(� ��"Q��	����1"�������� �� #� ����"��������	� � 	  ������M5 �4� ��S � ��"������ "
" � �� �� ����� �!����E  #����� G ��� 	  ����#� � � ��"� ������ ���! #"�� "��>$ ��� � �!�#"����\�����#� �! #�!� " �
����E� �������"  #� � 5 �Y� ��S � ��"�������"�" � ���
	X� "��!	��1� "��!�#$
������	
	��������������� �	�������������������� 	�!#"$�%&��	'	�������(���

N −NO,NO−O,O−SO,SO−S,S−SE,SE−E,E −NE
��

NE −N )
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� P��WE � � ��� ��� � � �#TN� � � ��� � E �����������
	��YT � ��� �]T�� K������.( �&S#���=KNMOI����NE5P0�RQ1S��

������ 4�$ 4P; � M � � � ����"��/" ������E� ���� � � �!��	  ��������  ��F�'� ��"���� l � ��� ������" ��� ��"!" ��� ���QS $

�� �� � �� �����"� #� � � ��� "Q��	����1"���������� �� �� � ����I  #" ����"H� �\��	�������� ���! #� � $#�� ��� #� �
c
� �

d
����� �� #�6$  ���� ���� ����	"�� � ����� � ��� G

c→ MC,x = r1 ∧MN,x = MNO,x = MO,x = MSO,x = MS,x = MSE,x = ME,x = MNE,x = r2

d→ MP,x = MZ,x = MC,x = r3

&��! #"�� �  �� ��� �# �� � ������"Q��	����1"������������>����� ��������� G

d1 MN,x = r2 ∧MO, x = r2⇒ c
d2 MN,x = r2 ∧MSO, x = r2⇒ c$$$

d5 MN,x = r2 ∧ME , x = r2⇒ c$$$

d20 MSE, x = r2 ∧MNE, x = r2⇒ c
d21 MN,x = r2 ∧MNO,x = r2 ∧MO,x = r2 ∧MSO,x = r2∧

MS,x = r2 ∧MSE,x = r2 ∧ME,x = r2 ∧MNE,x = r2 ⇒ d

&��!��� �Y�������<P������ "����!����� �����G"Q��	����1"���� ���������  �� � 	  �� �� ���� �� ���� �V"Q� "�� "G9:��� �(� �!���J� P�� 	 ���="��,"Q� 	 � � "���� � � � 	X��� � " � �
������"��K" ��� 	� �� �!���� �� �(� �%� ��� ��9:�2� � ���!��� �  #�#� ���1"Q� 	 � � "���������� $QM �/I  ���� ���� ��

tte � cpte(c)
� � "  ���� �  �� ����� ����" 5 ����"���" ��"

9:��� �� �� ����� ������".� 	 � �1"���� �������  #��� "�����	 ��� �!� ����� 	.� ��� 5 ��� "�� " ��"�9�� ���������� �� " � ���! #� �
S
�!� �� ���� �%� ����� G

` ) & .Z�(�S) &
tt � cpte((MP,Pt, MZ,Pt, MC,Pt, MN,Pt, MNO,Pt, MO,Pt, MSO,Pt, MS,Pt, MSE,Pt, ME,Pt, MNE,Pt))

G
O(� �� �� ������������"Q��	����1"������������� �����"�����	���� � ����� �YQS)a�"O
O(� �� �� ����� ����� �  ��1" �!���� ����

S
�� �����"���� 	 ����� ����� �YQS)a�"O

�"!P�()e, � & !\�
V RAI� !P�0) ,-� & !P�

FAUX

�*6��=6�� � 8 4 3WD > D5- > B H�4!- <�8 @�- >C@ 46>#8 4 J B H�4!-ED � 8 - D
&�	�	����89:�� #� ��� �����#��� � ����� ���39:��� � �!���#��"H� @���"��K" � � � ��"���� ��S �(��	��!�#$ v 7 � ��"��# �� � �!������7��!���%�A" � ����"����"�� 4�$ 4 l $

)������ � � � �%7��������2� �� �� � � �� #� � "�� 	  �"�� � �� �������� ����� �� #�#" �� "������� �� � �� ���	�����S ��� �  ���	 � ���\7 �!��� �� �	  ��� ���V9:���������#� �("Q� t
"����!��������� �#� ���������87��!��� 	 ��"�" ��� �  ���7��!�������  #� �H" � �������������� ��� � � �8��	������2" ��	.����� ������ �� " ���" � ���! #� �����!���������

(r3, r3, r3, r3, r3,
t

r3, r3, r3, r3, r1, r3)
$X+ � � ���!������	  ���"�� � ����������" �����  ��#" ���" � ���� ������� ���	�����S ��� ��"� ������ �������  �� � � �� ���� �� ��!� � � �!���

�  ��1"�� ���! #� �3"H� ���1"Q��	����1"���� ��� " ��� #�!����� �(� �������D�������!������"�����	���� �!� ����$ �  �� � � �# �� �D��� �� �� ���=" � 1(l �� #�#" �� "������� �� �
�  ���	�����S ���(��	 ��" ��� � � ���!���_t ��� ���������������#� 8 "�����	���� ��� ��� �!��� �� #�1" �!���� �� �-Z �!��� �� #�#" ���"������� �� � �Z�.�F� "� ��!� ��� 1 �Y7.�a91�a8
� � k \�$

C ��� 8 �  ��#"����" � ���! #� � �� ���	�����S ��� "�� 	 " ��� ���#��� ����"  �� � ����� 8 �� #�����!� ����" � �����  ��#" ���" � ���� �� �!���!���������
(r3, r3, r3

t
r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)

$%+ ������� 	�"� � �!������� ���=" � �������������� ����� ���\��	������ 	  �"�������� � ��" ����	 ��" ���!�
P
	  �� " �!� 	�"�������� "

#�!����� �(� �����(��9:��� �  �� � �  ��F��� "� �� �
ga

���>��" ��� 	 ��" ���!�
E
� �

NE
	  ���" ��� �����  ��1"��������������� ��� ��9:��� �� �� � �� �� ����"� #� �

gb

���>� " ��� 	 ��"������
SE

���
E

	  �� " ������"� ���� �80������:9:������ ���� �  ��F��� "� �� �
gc

� � ��" ����� 	 ��"��������
P

�
E

� �
NE

	  ���" ���
9:� ����"��\0(����� �� �������� �  ��F��� "� �� �

gab

� � � " �2� �>� " ������	 ��" ���!���
P

�
SE

� �
E

	� ���" �!� �����19:���\0(��� #�!�������������#�39:���
�  �� � �  ��F��� "� �� �

gac

$:C ���W8��������������� ��� � �  #��� �����\� � ��"!��� �>��" ��� " ���"��E4 $s4 m $Y�� �� � "�� ��"� ����# �� � "  #� ������� 	  �"����� ��
".� #"���	����/9:��� �� ������ ���� ���� 	 "� #	� ��>���%� � � ��	�� ��"�� 	�"!�����(" ������$�� �� � 	  �� �� ���� " ��	 � ��� "���� �F@����� �	X� " � ���! #� � ��" � � �#������" ��� 	  �����������S � � "�������" ��5 ��� 	 ��"���	��.��"�����" � ���FE  �� ��$�� �� �  �7���� �  �� � ���! #"�� �!� �" ��	�����"�� ���H" ���"���4�$ 7\q�$ ��$1) � 	.� ��� �!��� 	  ��������,9:��� �� ���� �� ��6$  �� "�� 5 �4� ��S � ��"������ "D" � ���
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��� � ���2���=I�� � �L����H�1T���� 	 �����1T �

����������	�
��������� �����������������
(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3) ������������ "!#%$&���'$&��$(#%$)!�*&+ ,.-0/
(y

r2

r1, id, id, id, id, id, id, id, id, id, id) #%����#%+�1 V RAI ,32/
(y

r2

r1, r2, id, id, id, id, id, id, id, id, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX ,65�/
(id, id, id, id, id, id, id, id, id, y

r2

r3,
y

r2

r1) #%����#%+�1 V RAI ,.70/
(id, id, id, id, id, id, id, id, y

r2

r1,
y

r2

r3, id) #%����#%+�1 V RAI ,98:/
(y

r2
r1, id, id, id, id, id, id, id, id,

y

r2
r3,

y

r2
r1) #%����#%+�1 V RAI ,6;�/

(y

r2

r1, id, id, id, id, id, id, id, y

r2

r1,
y

r2

r3, id) #%����#%+�1 V RAI ,.<0/
(y

r2

r1, id, id, id, id, id, id, y

r2

r1, id, y

r2

r3, id) trpt 4 cptes(MS,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,6=�/
(y

r2

r1, id, id, id, id, id, y

r2

r1, id, id, y

r2

r3, id) trpt 4 cptes(MSO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,.>0/
(y

r2
r1, id, id, id, id,

y

r2
r1, id, id, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,.?0/

(y

r2
r1, id, id, id,

y

r2
r1, id, id, id, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MNO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32�-�/

(y

r2
r1, id, id,

y

r2
r1, id, id, id, id, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MN,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32�2�/

(y

r2
r1, r2, id, id, id, id, id, id, id,

y

r2
r3,

y

r2
r1) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX ,325�/

(y

r2
r1, r2, id, id, id, id, id, id,

y

r2
r1,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX ,32�7�/

(y

r2
r1, r2, id, id, id, id, id,

y

r2
r1, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX

+@# trpt 4 cptes(MS,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32�80/
(y

r2
r1, r2, id, id, id, id,

y

r2
r1, id, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX

+@# trpt 4 cptes(MSO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32;�/
(y

r2

r1, r2, id, id, id, y

r2

r1, id, id, id, y

r2

r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX

trpt 4 cptes(MO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32�<�/
(y

r2

r1, r2, id, id, y

r2

r1, id, id, id, id, y

r2

r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX

+@# trpt 4 cptes(MNO,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32=�/
(y

r2
r1, r2, id,

y

r2
r1, id, id, id, id, id,

y

r2
r3, id) trpt 4 cptes(MP,Pt, MZ,Pt, r6) = FAUX

+@# trpt 4 cptes(MN,Pt, ME,Pt, r2) = FAUX ,32�>�/
������e4�As4 l � :CBED�F�G�BIHKJ�G�LNMO�PQD�R�S�BIR�LTOIS�LUJ�GWVIF�R�L@L"G�PXGYS�Z@LUL"R�PX[�F�G�LY\�Z@OI[�OIF�OIVIR^]�H�GYPXG�S�ZU[�O�LTLTR�D�F�G�LY\_J�GY[�H�R�LNF^BQMYOIS#"Yt
VIH�`@BEZTR�OIS

(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)
A

ga
gab

gb

gc

gac

������ 4�As4 m �Ka G�LbMR�S�]'V�F�R^LTLTGYPXG�S�Z�LbMYBIF�MYH�F�c�LbJ�GY[�H�R�LdF^B'MO�S#"�V�H�`@BEZTR�OIS
(r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r3, r1, r3)

A
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� P��WE � � ��� ��� � � �#TN� � � ��� � E �����������
	��YT � ��� �]T�� K������.( �&S#���=KNMOI����NE5P0�RQ1S��
� OIS�G�\ P'BER^LWJ�BES�L F^B [�c�`TR�[���c�`TR�G MYGZTZTG��.OIR^LY\ S�OIH�L [�OIH���OIS�L G'n�G�MZTH�G�` J�G�L V�F�R^L@L"G�P G�S�Z@L L"R�PXR�F^BER�`@G�L�A��UGYZ"Z@G��.O�R�L MYR
S�OIH�L [�O�H��IO�S�L	�6BER�`@G H�S'VIF�R^LTLTGYPXGYS�ZUJ�G F�B [�BE`TZTR�G

MZ,Pt

\�BEF�F�BIS�Z J�G F�BQMOIS "�VIH�`�B:Z@R�O�S
r3

��GY`�L
r2

A a G�L V�F�R^L@L"G�P G�S�Z@L
LTH�` F�G�L LTG�MZTGYH�`@L MYBI`@J�R�S�BIH�
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LTGYS�Z@GYS�ZNJ�G�L `@GYF^B:Z@R�O�S�L LT[�BEZTR^BEF�G�L G�S�ZT`@G S� R�PX[�OI`TZTGW]�H�GYF�Z ,�[�G J� O�D��%GZ�LYA � H�ZT`@GYPXGYS�ZNJ�R)Z�\_MYGZTZTG �.O�S�M�Z@R�O�S S� G�L"ZN[�BIL
[�`TO�[�`TG 5 F" G'
�GYPX[�F�G � OIS�G t [�OIR�S�Z J�G F^B L"G�M�ZTR�OIS'[�`Tc�Mc�J�GYS�ZTG�\IBEH MYOIS�ZT`�BER�`TGdG�F�F�Gb[�G�H�ZNL  BE[�[�F�R^]�H�GY`W5 Z@OIH�L F�G�L BEH�ZT`@G�L
Z ,_[�G�L J�GQ`@GYF^B:Z@R�O�S�LYA/� BIS�L F^B'L"G�M�Z@R�O�S L"H�R��:BES�ZTGQS�OIH�L BEF�F�O�S�L MYOIS�ZTR�S_H�GY`E5XS�OIH�L ZTGYS�R�`WL"H�` F�GQ[�F�BIS VIc�S�cY`�BEF A5� O�H�L
BIF�F�OIS�LbJ�c�"�S�R�` H�S�G P cYZ#��O�J�O�F�O�VIR�G J�G F" BES�BEF�,_LTG L"[�BEZTR^BEF�GI\�R�S�J�c�[�G�S�J�BEPXPXGYS�Z J�G�LdOID��%GYZ@LbG�S ]�H�G�L%Z@R�O�S A

�V��� � )�� .d" �" �&"�'���� ��� � � $��d$ � �
	���	 ,$���&$ ���

� OIH�L��IG�S�OIS�L J�G J�OIS�S�GY`WH�S�G PXcZ#��O_J�G J� BES�BEF�,_LTGQLT[�B:Z@R�BIF�G GZWH�S BIF�V�OI`@R)Z���PXG [�O�H�` MOIS�L%Z@`TH�R�`@GQH�S V�`@BI[���G
J� B�J��"BIMYGYS�MYGQMO�S�MG�[�ZTH�G�F LTH�` H�S G�
�GYPX[�F�G [�`@c�MR^L��GYS�ZT`@G H�S�G � OIS�GQGZ H�S [�OIR�S�Z�A � F�B � OIS�G S�OIH�L B��IO�S�LbB��%O�H�ZTc
J� BIH�ZT`@G�LbO�D��%GZ�L LTR�PX[�F�G�L�\�F�G [�O�R�S�Z�� cZ@c F^BER^LTLTcWZTGYFC]�H�GYF A?� O�H�L BIF�F�OIS�LdP'BIR�S�ZTG�S�BES�Z c�F�BID�O�`TG�`bH�S�G PXcZ���O�J�OIF�OIV�R�G
V�cYS�c�`@BIF�GX[�OIH�`QG���G�M�Z@H�GY`QF" BES�BIF ,�LTG'L"[�BEZTR^BEF�GXGYS�ZT`@G J�GYH�
 OID��%GZ@L�A a G�L J�G�H�
 O�D��%GZ�L GYS ]�H�G�L%Z@R�O�S [�OIH�`T`@OIS�Z$�ZT`@G
BIH�L@L"R D�R�GYS J�G�L � O�S�G�L�\�J�G�L F�R�VIS�G�LdOIH J�G�Ld[�OIR�S�Z@L�A
�*6���6�� ��� >�� �������������! #"$�%� ��� "&�'�

( OIR�GYS�ZUJ�G�H�
 O�D��%GZ�L LTR�PX[�F�G�L S�OIPXPXc�L
a0

GZ
b0

]�H�R�[�G�H��IG�S�ZNM���BIMYH�S BEH�L@LTR�D�R�GYS)�YZT`@G H�S�G � OIS�G�\IH�S�G F�R�VIS�G OIHH�S [�O�R�S�Z�A a B [�`@GYPXR ��`TG cYZ@BE[�G MO�S�LTR�L"ZTG�\)�XM���OIR^L"R�` J� BEH�Z@`TG�LdOID��%GYZ@LbLTR�PX[�F�G�L ]�H�R��IO�S�Z MYOIPX[�O�L"G�`
a0

GZ
b0

A?� O�H�L
*+*-,
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F�G�L S�OIPXPXGY`@OIS�LQ`@G�LT[�G�M�Z@R ��GYPXGYS�Z

a1, a2 . . . an

GYZ
b1, b2 . . . bm

A7� OIH�L S�OIPXPXGY`@OIS�LXMGYZ"Z@G cYZ@BE[�G �=GWM��=E?M��������RM#T
�	
��[M	����
����[GNM�� E���
+* 
���A a G S�O�PQD�`@G J�G MG�LdS�OIH&�IG�BIH�
KO�D��%GZ�L L"R�PX[�F�G�Lb[�GYH�Z c �IG�S�Z@H�GYF�F�GYPXGYS�Z �Z@`TG S_H�F Z

n = 0
O�H

m = 0
\�A�! S�G �.O�R�L MYG�L O�D��%GZ�L L"R�PX[�F�G�L B��%O�H�ZTc�L �

a0

GZ
b0

\ES�O�H�L L"O�PXP G�L GYSX[�`@c�LTGYS�MYGbJ�G J�GYH�
 OID��%GZ@L MOIPX[�F�G'
�G�L
]�H�G S�O�H�LdS�OIPXPXGY`@OIS�LU`@G�LT[�G�M�Z@R ��GYPXGYS�Z

A
GZ

B
GZ ]�H�G S�OIH�Ld`@GY[�`@c�LTGYS�Z@GY`@OIS�LU[�BE` J�GYH�
KF�R^L%Z@G�L�

A = (a0, a1, a2 . . . an)
B = (b0, b1, b2 . . . bm)

��6��*6�� �#" ��� �  "$�%$'"'&)(��'�����#�
* R�GYS�Z G�S�L"H�R)Z@G F� cZ@BI[�G J� BIS�BEF�,�L"G LT[�B:Z@R�BIF�G GYS�Z@`TG

A
GZ

B
]�H�R LTOIS�Z J�G�H�
 OID��%GZ@LKMOIPX[�F�G'
�G�LYA �UGYZ"ZTG BIS�B�+

F�,_LTG LT[�B:Z@R�BIF�G LTGY`�B F" BES�BEF�,_LTG MO�PX[�F�G�
�G'GZQS�O�H�L F^B S�OIZTGY`@OIS�L
AnalyseCp(A, B)

A-, MGYZ"ZTGKcZ@BI[�G�\ R�F �:B �6BIF�F�OIR�`
M���O�R�LTR�` ]�H�GYF^L OID��%GZ@L L"R�PX[�F�G�L J�G

A
��OIS�Z �Z@`TG BES�BIF ,�LTc�LbB��IG�M ]�H�GYF^L O�D��%GZ�L LTR�PX[�F�G�L J�G

B
A a  BES�BIF ,�LTG MO�P [�F�G�
_G.

AnalyseCp(x, y) / G�S�ZT`@G F�G�L J�GYH�
 O�D��%GZ�L MO�P [�F�G�
_G�L
A

GZ
B

LTG S�OEZTG�`@B BEF�OI`�L L"O�H�L F^B �.O�`TPXG'J� H�S�G'F�R�L"ZTG J�G
P'B:Z@`TR^MG MYBI`@B�M�Z@cY`@R�L@BES�ZUF�G�Ld`@GYF^B:Z@R�O�S�LbLT[�B:Z@R�BIF�G�LUG�S�ZT`@GWO�D��%GZ�LbL"R�PX[�F�G�L�

AnalyseCp(A, B) = (Map,br
, . . . , Map,bs

,AAA
Maq ,bt

, . . . , Maq ,bu
)

� �IG�M
0 ≤ p, q ≤ n

GYZ
0 ≤ r, s, t, u ≤ m

A �UGZ"Z@G cZ�BE[�GI\�]�H�R MYOIS�LTR^L%Z@G � M���OIR^L"R�` ]�H�GYF^LdOID��%GYZ@L LTR�P [�F�G�L J�G
A

GZ
BBES�BEF�,_LTGY`dG�S�Z@`TG G�H�
 LTGY`�B S�OIPXPXcYG
�1032�4��657�8
��:9;
���������4�<��>=�
�9�����<�
�<?�@
���A

ACB � B � �EDGF ��� �'�������% "��IH ���KJ �'�����#�
! S�G��.OIR^L F�G�L `@GYF^B:ZTR�OIS�L [�G�`"Z@R�S�G�S�ZTG�LUM���OIR^LTR�G�LY\:R�F�G�L"Z [�O�L@L"R�D�F�G J�G J�O�S�S�GY` F�G�L J�c�L�S�R)Z@R�O�S�L J�G�L	�.OIS�M�ZTR�OIS�L J� R�S�ZTG�`)+

[�`@cZ�B:ZTR�OIS A��UG�L �.OIS�MZTR�OIS�L
int100(AnalyseCp(A, B)), int010(AnalyseCp(A, B))

GYZ
int001(AnalyseCp(A, B))LTGY`@OIS�Z J�c�L�S�R�G�L BIR�S�L"R_]�H�G J� c���GYS�ZTH�G�F�F�G�L��.OIS�MZTR�OIS�L ZTG�S�BES�Z MYOIPX[�Z@GUJ�GU[�F�H�L"R�GYH�`�L B�L"[�G�MZ@L�A�M OIH�L S�OIPXPXGY`@OIS�L MGYZ"ZTG

cZ�BE[�GN�	O P<Q������4�<R�	
��PS�4�<�0�����4�<?��UT ��<?�@
�9�=�9;O��V������4�<�A
ACB � B � �ED ��"U$?W ���K(��'�����! #"$�  D � "$�# K( �KJ "$�

� OIH�` G ��G�M�ZTH�GY` J�G�L VIF�R�L@L"G�PXGYS�Z@L J�G'LTGYS�L R�F	�6BEH�ZQJ� BID�O�`@J L� BIL@L"H�`TG�`W]�H�GXF^B#034�<���������4�<X�UT ��<��	O@=�
�<��8��<�03
7�	
��
=?4���������4�<�� G�L%Z D�R�GYS `@G�LT[�G�M�Z@cYG'[�OIH�`

A
GZ [�OIH�`

B
A%�WBES�L F�G�LQMYBIL O8Y GYF�F�G'S�GKF" G�L"Z [�BIL�\ BIF�O�`@LWR�F �6BEH�Z S�OEZ@GY` F�G�L

J�c�[�G�S�J�BES�MG�L�\ES�O�H�L F�G�L S�O�PXP G�`TO�S�L
d1, d2 . . . dx

A ( OIH�L ]�H�GYF�F�G��.O�`TPXGbS�OIZTGY` MYG�L J�cY[�GYS�J�BIS�MG�LQZ � `Tc�Mc�J�GYPXPXGYS�Z�\
S�O�H�L F�G�LUB��_R�O�S�L S�OIZTc�G�L [�OIH�`UF�G M�BIL [�`TO�[�`TG BIH [�`@OID�F��YPXG � OIS�G�+ [�OIR�S�Z�\�S�OIH�L �IO�H�F�R�O�S�L G�
_[�`TR�PXGY`UJ�G�L MYOIS�ZT`�BER�S�ZTG�L
ZTG�F�F�G�L ]�H�G��P[ LTRCH�S [�OIR�S�Z LTGQZ@`TO�H��IG L"H�`WF^B)�.`@OIS�ZTR��Y`@GQJ�GXJ�G�H�
 L"G�M�Z@GYH�`�L ]�H�R S�G LTOIS�Z [�BILWM�\EZ@G � M�\IZTGI\ BIF�O�`@L R�F
LTG LTR�ZTH�G LTH�`bF^B��.`TO�S�Z@R ��`TG J�G Z@OIH�LdF�G�LbLTG�MZTGYH�`@LdGYZ J�BES�LdF�G MG�S�ZT`@G J�G F�B � O�S�GG]IA/�UG�Ld`#��VIF�G�LbL  c�S�OISQ^YBER�GYS�ZbL"O�H�LdF^B
�.OI`@PXG
�

Mx1,y1
= ri ∧ . . . ∧Mxn,yn

= rj =⇒ Mu1,v1
= rk ∧ . . . ∧Mum,vm

= rla B)�.OI`@PXGQH�Z@R�F�R�LTcYG [�OIH�` ]�H�BEF�R�L�GY`WH�S�G P'B:ZT`@R^MG �
Mx,y = ri

\ LT[�c�MR�L�G F�G�L`_KcYF�cYPXGYS�Z@L J�G F^BKP'B:Z@`TR^MG�A�M OIH�L
BEF�F�OIS�L O�[�ZTG�` [�OIH�` H�S�GKJ�c�L�S�R�ZTR�OIS [�F�H�LQLTOIH�[�F�G�\ [�F�H�L V�cYS�c�`@BIF�G�\ [�G�`TPXGYZ"Z@BIS�Z J�GK]�H�BIF�R�L�GY` L"c�[�BE`@cYPXGYS�ZQM���B�]�H�G
cYF�cYPXG�S�ZCJ�G F^BdPXBEZT`@R�MYG GZCJ�G F�H�R�B�LTLTO�MR�GY` H�S c�F�c�P G�S�Z MO�`T`@G�LT[�O�S�J�BIS�Z J�BIS�L H�S�G BEH�Z@`TG P'BEZT`@R�MYGIA�M OIH�L `TGYZTR�GYS�J�`@OIS�L
[�OIH�` MYGYF^BXF�B S�OIZ@B:Z@R�O�S J�c ���XH�Z@R�F�R�LTcYG [�OIH�`��6BER�`TG `@c'�.c�`TG�S�MG �XH�S cYF�cYPXGYS�Z LTR)Z@H�c � F�B

ieme
F�R�VIS�G GZ

jeme
MOIF�OIS�S�G

J� H�S�G P'B:Z@`TR^MG
M

�
elti,j(M)

A � R�S�L"R \ cYZ@BES�ZKJ�O�S�S�c�G�L'J�G�H�
 P'B:Z@`TR^MG�L
Mo,o′

GYZ
Mo,o′′

\ [�OIH�`'G�
_[�`TR�PXGY`'H�S�G
MO�S�ZT`�BER�S�Z@G Z@GYF�F�G ]�H�G
��]�H�G�F ]�H�G L"O�R)ZbF^B [�BE`TZTR�G

p
J�GWF� OID��%GYZ

o
\�LTR

p
R�S�Z@GY`�L"G�M�Z@GWF^B��.`TO�S�ZTR��Y`@GWJ�G F� OID��%GYZ

o′
BEF�OI`�L

pR�S�Z@GY`�L"G�M�Z@G BIH�L@L"R F� R�S�ZTc�`TR�GYH�` J�GWF� OID��%GYZ
o′′

S�OIH�Ldc �IO�]�H�GY`@OIS�LUF�G�LNZ@`TO�R�LbJ�cY[�GYS�J�BIS�MG�L �

elt2,1(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,1(Mo,o′′) = 1
elt2,2(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,2(Mo,o′′) = 1
elt2,3(Mo,o′) = 1 =⇒ elt1,3(Mo,o′′) = 1

M O�H�LdS�O�P PXG�`TO�S�LbMGYZ"ZTG cYZ@BI[�Ga�	O��@
�9��b��<�������4�<#�8
����	O@=?
�<��	��<�03
���A
, F� BIR�J�G J�G�L J�R ��cY`@GYS�Z@L V�`@BI[���G�LWJ� B�J��"BIMYGYS�MYG'GYS�ZT`@G � O�S�GI\ F�R�V�S�G'GZ [�O�R�S�ZQJ�G'F^BcL�VIH�`TGad�A , \ S�OIH�L LTOIPXPXG�L

BEF�OI`�L M�BE[�BID�F�G J�G M�BEF^MH�F�GY`WJ�G�L VIF�R�L@LTGYPXGYS�Z@L J�G LTGYS�LWJ�G�[�H�R^L
AnalyseCp(A, B)

A �� G�L"Z)+ ��+ J�R�`TG�\�LTGYF�OIS F�GQPXO�J��YF�G
* * _
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J�H P O�H��IG�PXGYS�Z�\�J�cY[�F^BIMYGY`bOIH J�c��.OI`@PXGY`

A
GYZ

B
F" H�S [�BI`b`@BI[�[�O�`"Z#� F� BIH�ZT`@GIA �UGQJ�cY[�F�B�MGYPXG�S�Zb[�`@GYS�J F�B��.O�`TPXG

J�G S�OIH���GYF�F�G�LdMOIS�L�VIH�`�B:Z@R�O�S�LdL"[�B:ZTR^BEF�G�LNG�S�Z@`TG
A

GYZ
B
\�M� G�L"Z)+ ��+ J�R�`TGW]�H�G F�G�LdP'B:ZT`@R^MG�L

Mai,bj

LTGY`@OIS�Zd`TG�PX[�F�B�Mc�G�L
[�BE` J�G S�OIH&�IGYF�F�G PXBEZT`@R�MYG�L

M ′
ai,bj

A � [�`#��L J�c�[�F^BIMG�PXGYS�Z S�OIH�L F�G�L BI[�[�GYF�F�G�`TO�S�Lb`@G�LT[�G�M�ZTR��IG�PXGYS�Z
A′

GZ
B′

A�M O�H�L
S�OEZTG�`TO�S�LbBEF�OI`�LNF" BES�BEF�,_LTG MOIPX[�F�G'
�G LTOIH�LdF^B��.OI`@P G
�

AnalyseCp(A′, B′) = (M ′
ap,br

, . . . , M ′
ap,bs

,AAA
M ′

aq ,bt
, . . . , M ′

aq,bu
)

! S VIF�R^LTLTGYPXGYS�Z L  G ��G�M�ZTH�G J�OIS�MbGYS'`@GYPX[�F^B	^�BES�Z MGY`TZ@BIR�S�G�L P'B:Z@`TR^MG�L [�BE`UJ�G�L PXBEZT`@R�MYG�L-��OIR^L"R�S�G�L J�BES�L F�G�L VI`�BE[&��G�L
J� B�J��"BIMYGYS�MYG J�G�L O�D��%GZ�L L"R�PX[�F�G�L MYOI`@`TG�L"[�OIS�J�BES�Z�A �UG�L S�OIH���GYF�F�G�L P'B:ZT`@R^MG�L LTOIS�Z ZT`@OIH&�IcYG�L L"O�R)Z [�BI` H�SXVIF�R^LTLTGYPXGYS�Z
J�R�`@G�MZ LTOIR�Z [�BE` H�S LTBIH�Z�ACM O�H�L B���OIS�L �_H [�`@c�MYc�J�G�PXP G�S�Z MO�P PXG�S�Z �IcY`@R�L�GY` F^B MYO ��c�`TG�S�MG Z@OI[�OIF�OIVIR^]�H�G J�H
V�F�R^L@L"G�P G�S�Z BIH�
 R�S�L%Z�BES�Z@L ]�H�GXS�O�H�L B��IO�S�LWS�OIPXPXc�L

t2, t3
GZ

t4
.
t4

cYZ@BES�Z F^B [�O�LTR�ZTR�OIS L�S�BEF�G / A%�UGZTZTG��.OIS�MZTR�OIS
L  BE[�[�GYF�F�G

tt � cpte(c)
\ GYF�F�GXG�L"ZQJ�c�L�S�R�G'R�S�J�cY[�GYS�J�BIPXP G�S�Z J�G�LQJ�R ��cY`@GYS�Z�L M���OIR 
 ]�H�R �_R�GYS�S�G�S�ZQJ� �YZT`@G �6BER�Z@L�\ GYF�F�G

S* G�L%Z �.O�S�M�Z@R�O�S ]�H�G J�G�L J�c�[�G�S�J�BES�MG�Lb]�H�R \)�XMGYZ"Z@G cZ@BI[�G�\�OIS�Z cZ@c J�c�L�S�R�G�LYA

��� ��������	$� � �

� �:BES�Z J� G�S�Z@BEPXG�` MYG'M���BE[�R�ZT`@GI\�S�O�H�L MO�S�S�BER^L@L"R�OIS�L F�G�L BILT[�G�M�Z�L V�cYO�VI`�BE[���R^]�H�G�L ]�H�G S�OIH�L LTOIH���BIR)Z@R�O�S�L��IOIR�`
Z@`@BIR)Z@GY` [�BI` F" � S�Z@c�LTGY`��IGYH�`��Wc�OIV�`@BI[���R^]�H�G#�:Z@OI[�OIF�OIVIR�GI\0PXcZ@`TR^]�H�GdGZ O�`TR�GYS�Z@BEZTR�OIS A�� F�S�O�H�L �6BEF�F^BER�Z BEF�OI`�L H�SXPXO�J��YF�G
J� BIS�BEF�,�L"G LT[�B:Z@R�BIF�G MYBI[�BED�F�G J�G F�G�LXZ@`@BIR)Z@GY`�A �UG M���BE[�R�ZT`@G J�c�MY`TR�Z [�`@c�MYR�LTcYPXGYS�Z MG PXO�J���F�G�\ GYF�F�G L  G�L%Z �6BIR)Z@G GYS
J�GYH�
KcYZ@BI[�G�LYA�M OIH�LdB��IO�S�LNMOIPXPXGYS�Mc [�BE`bJ�c�L�S�R�`bF�GW[�`@R�S�MR�[�G LTH�`bF�G�]�H�GYF�S�O�H�LbL"O�H���BIR)Z@R�O�S�L �.O�S�J�G�`bF" BIJ��"B�MG�S�MG
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