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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

The following problem arises immediately. If € is a positive
quantity, to find a polynomial of the form

f@)=a2"4+a12" '+ +a,

where the a’s are integers, such that the absolute value of the
product of those roots of f which lie outside the unit circle, lies
between 1 and 1 + €.

Cette question, posée par D. H. Lehmer en 1933 dans |Leh33|, est encore
ouverte aujourd’hui. Elle est connue sous le nom de probléme de Lehmer.

1.1. La dimension 1
1.1.1. Mesure de Mahler

Afin de pouvoir reformuler ce probléme, nous devons définir la mesure de
Mahler d’un polynéme.

Définition 1.1. — Soit F' un polyndme non nul & coefficients complexes. No-
tons

d
F(X)=aq [[(X — ).
=1

On appelle mesure de Mahler de F' le nombre réel

d
M(F) = |ag] | [ max{1, |o}.
=1
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Remarquons que la mesure de Mahler est multiplicative : si F} et F5 sont des
polynomes non nuls a coefficients complexes, on a M(FyFy) = M (Fy)M (Fy).
Intéressons-nous aux polynomes & coefficients entiers; si F' € Z[X] \ {0} alors
M(F) > 1 et nous avons la proposition suivante :

Proposition 1.2 (Kronecker). — Soit F' un polynéme irréductible & coeffi-
cients entiers. Alors M(F) =1 si et seulement si F(X) = £X ou F est un
polynome cyclotomique.

Il est donc naturel de se demander si, parmi les polyndmes & coefficients
entiers, la mesure de Mahler peut prendre des valeurs arbitrairement proches
de 1 : c’est la question de D. H. Lehmer dans [Leh33|. Dans cet article, il
fournit le polynome

X0 x9 X7 x6_ x5 _ x4 X34 X+1

dont la mesure de Mahler vaut environ 1,17628; cette valeur reste aujourd’hui
la plus petite mesure de Mahler (strictement plus grande que 1) connue (parmi
les polynomes a coefficients entiers). Ce fait, puis d’autres résultats que nous
citerons dans la suite, suggére que la question de Lehmer admet une réponse
négative. C’est pourquoi la conjecture s’énonce de la fagon suivante :

Conjecture 1.3 (Lehmer). — [l existe une constante c strictement positive
telle que pour tout polynéme F o coefficients entiers, irréductible, différent de
+X et non cyclotomique, on a

M(F)>1+e.

Il peut étre utile, pour traiter ce probléme, d’utiliser la notion de hauteur.

1.1.2. Hauteur d’un nombre algébrique

La notion de hauteur joue un role essentiel en approximation diophantienne.
D’une part, c’est un outil qui permet de controler la « taille » des nombres algé-
briques et qui, par suite, permet de montrer des résultats de finitude. D’autre
part, les hauteurs possédent des propriétés subtiles qui les rendent intrinse-
quement intéressantes. Nous commencons par en rappeler la définition et les
premiéres propriétés (on pourra se référer au chapitre 1 de [BG06| pour plus
de détails).

Soit K un corps de nombres. On note Mg lensemble des places de K,
c’est-a-dire I’ensemble des valeurs absolues sur K, a équivalence prés. On note
K, (resp. Q) le complété de K (resp. Q) par rapport a v. Pour chaque place
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de K, on choisit un représentant normalisé de la fagon suivante : si v est
archimeédienne alors v prolonge la valeur absolue usuelle sur Q (|a|, = a pour
tout a rationnel positif) ; si v est ultramétrique et v divise p, alors v prolonge la
valeur absolue p-adique usuelle sur Q (|p|, = p~!). De cette facon, nous avons
la formule du produit :

voe K\{0}, ] falffed =1
veEMK

ou encore sous sa forme logarithmique :

Vaoe K\{0}, > [Ky,:Qlog(lef,) = 0.
vEME
Remarquons que le produit et la somme précédents sont en réalité finis, étant
donné l'égalité |a|, = 1 pour presque toute place v. Nous pouvons maintenant
donner la définition de la hauteur d’un nombre algébrique :

Définition 1.4. — Soient o un nombre algébrique et K un corps de nombres
le contenant. On appelle hauteur de Weil (logarithmique) de a le nombre réel

= L{v:(@v] ogmax{l, |«
Moy = 32 gy losmaL ol

On montre facilement que cette définition ne dépend pas du corps K. La hau-
teur posséde les propriétés multiplicatives suivantes, pour « et G des nombres
algébriques non nuls :

~ h(aB) < h(a) + h(B) avec égalité si o ou (3 est une racine de 1'unité;

~ h(a!) = |l|h(a) pour tout I € Z.

Par ailleurs, la hauteur d’un nombre algébrique « est liée & la mesure de
Mabhler. En effet, si F,, est le polynéme minimal de « sur Z, on a

hia) = log M(Fa)

[Q(c) : Q]

Ainsi le théoréme de Kronecker se traduit en termes de hauteur : soit o un
nombre algébrique non nul, alors h(«) = 0 si et seulement si v est une racine de
I'unité. Ainsi, de la méme fagon que pour la mesure de Mahler, il est naturel de
s’intéresser & minorer les valeurs prises par la hauteur. Remarquons néanmoins
qu’obtenir une minoration absolue strictement positive pour tous les nombres
algébriques non nuls qui ne sont pas racine de 'unité est impossible. En effet,
il suffit de considérer pour tout entier naturel d le nombre algébrique a = 21/¢
dont la hauteur vaut

h(21/d) _ 1022;
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elle est donc arbitrairement petite si d est suffisamment grand. Cependant, on
peut traduire la conjecture de Lehmer de la fagon suivante :

Conjecture 1.5 (Lehmer). — Il existe une constante c strictement positive
telle que pour tout nombre algébriqgue non nul o qui n’est pas une racine de
lunité, on a

M) 2 ayrar

1.1.3. Les résultats

Dans la direction de la conjecture de Lehmer, le meilleur résultat incondi-
tionnel & ce jour est un théoréme di a Dobrowolski [Dob79]|, qui affirme que
la conjecture de Lehmer est vraie « & un € pres » :

Théoréme 1.6 (Dobrowolski). — Il existe une constante c strictement po-
sitive telle que pour tout nombre algébrique non nul o qui n’est pas une racine
de l'unité,

ho) > —C <1oglog<3[@(a) : @]))3_
[Q(er) : Q] \ 1log(3[Q(cr) : Q))

De plus, dans certains cas, cette conjecture est vraie. Sous certaines hy-

potheéses, il existe méme des résultats bien plus forts que celui prédit par la

conjecture de Lehmer. Remarquons tout d’abord que si « n’est pas un entier

algébrique, alors 0w 2
0g

"2 g a
Citons ensuite le résultat de C. Smyth [Smy71]. Un nombre algébrique non
nul est dit réciproque si 'ensemble de ses conjugués (sur Q) est stable par
I'application  — z~!. En d’autres termes, cela signifie que son polynome
minimal sur Z est réciproque, ¢’est-a-dire invariant par P’application F'(X) —
Xdee(F) p(X=1). C. Smyth montre alors

Théoréme 1.7 (Smyth). — Soit a un nombre algébrique non nul non réci-
proque. Alors
log 6
ha) > ————,
[Q(a) : Q]

ou 6 désigne la racine réelle du polynome X2 — X — 1.

Remarquons que cette minoration est optimale car on a égalité lorsque o =
0. Pour montrer la conjecture de Lehmer, il suffit donc de s’intéresser aux
entiers algébriques réciproques.
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De plus, sous certaines propriétés arithmétiques, il existe des minorations
bien plus fortes, indépendantes du degré de a.. Par exemple, A. Schinzel montre
dans [Sch73| le résultat suivant.

Théoréme 1.8 (Schinzel). — Soit K un corps totalement réel ou une ex-
tension quadratique imaginaire d’un tel corps. Soit o € K* tel que |a| # 1.

Alors
1 1
h(a) > glog +2\/5.

Dans [AmNu07|, F. Amoroso et F. A. E. Nuccio montrent que l’on ne peut
faire I’économie de ’hypothése || # 1. Néanmoins, dans le cas des extensions

abéliennes de Q (qui entrent dans le cadre de ce théoréme) nous avons le
théoréme suivant, issu de [AmDvO00].

Théoréme 1.9 (Amoroso-Dvornicich). — Soit L une extension abélienne
de Q. Soit o € L* et supposons que o n’est pas une racine de l'unité. Alors
log 5
h(a) > .
(@) 2 =3

Cette minoration admet une généralisation non triviale aux extensions abé-
liennes d’un corps de nombres K quelconque, la hauteur n’étant plus minorée
par une constante (absolue) mais par un réel ne dépendant que du corps de
base K : c’est un résultat de F. Amoroso et U. Zannier. Il s’agit en fait d’'un
cas particulier du théoréme suivant.

Théoréme 1.10 (Amoroso-Zannier). — Soit K un corps de nombres. Il
existe un nombre réel strictement positif ¢(K) ne dépendant que de K tel que
pour toute extension abélienne IL de K et pour tout nombre algébrigue non nul
a qui n’est pas une racine de ['unité, on a

oK) (loglog(s[L(a) : L)\ ¥
h(a) > [L(a) : L] < log(2[L(«) : L)) > '

Dans le cas ou K = Q, ce théoréme est un analogue du théoréme d’E. Do-

browolski ou le corps Q est remplacé par une extension abélienne. Il conduit
ainsi a faire la conjecture suivante.

Congecture 1.11. — 1l existe une constante ¢ strictement positive telle que
pour tout nombre algébrique non nul o qui n’est pas une racine de l’'unité,
c
h(ar) =

[Q*(e) : Q2P

ot Q* désigne lextension abélienne mazimale de Q.
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C’est la conjecture de Lehmer dite « relative ». Plus généralement, le pro-
bléme qui consiste & minorer la hauteur d’un nombre algébrique en fonction
de son degré sur une extension abélienne est appelé probléme de Lehmer
relatif .

A propos du théoréme 1.10, il est naturel de se demander comment varie le
réel ¢(K) en fonction de K. Une conjecture optimiste consisterait & suggérer
que ¢(K) est inversement proportionnel au degré [K : Q], ce qui conduirait a
la généralisation suivante de la conjecture de Lehmer :

(K2 () - K*P][KC: Q)

h(a) >

avec ¢ une constante (absolue) et K2 I’extension abélienne maximale de K.
Malheureusement, cette inégalité est fausse comme le montre ’exemple suivant.
Soient m un entier naturel non nul et n le produit des m premiers nombres
premiers. Soit K le corps engendré par les racines n-iémes de 'unité. Alors
[K : Q] = ¢(n) et par le choix de n, on a

n > c[K : Q]loglog[K : Q],

oil ¢ est un réel strictement positif. Considérons maintenant o = 2/". Alors
a € K* donc [K?P(a) : K*P] =1 et

_ log2 cl_l log 2
n T [K?(a): K2P|[K : Q]loglog[K : Q]

h(«)

Ceci implique donc que ¢(K) est au moins en ([K : Q]loglog[K : Q])~!. Avec
F. Amoroso, nous montrons dans [AmDe07| qu’en supposant I’hypothése de
Riemann généralisée (GRH), nous pouvons prendre

C

(IK : Q](log(3|Ak])))*’

ou Ak est le discriminant de K. Plus exactement nous obtenons les théorémes
suivants.

o(K) =

Théoréme 1.12. — On suppose GRH. Soient K un corps de nombres, d son
degré et Ax son discriminant. Soit o un nombre algébrigue non nul qui n'est
pas une racine de ['unité. Alors pour toute extension abélienne I de K, on a

c . log log(5D)* log log(5D)?
h(a) > =m ) ,
D d®log(2dD)?log(2D)?’ Ad?log(2D)
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ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(a) : L] et A =
(log(3]Ak|))? max((log log(16|Ak|))?, (log(3d))*). En particulier, on a

c log log(5D)*
>
M) 2 5 5T Tog (20 D)2 log 2D)E

ot 0 = log(3|Ak|).

Nous avons besoin, dans la démonstration de ce théoréme, d’une estimation
du terme reste dans le théoréme des idéaux premiers de K. Sous GRH, un
résultat de J. C. Lagarias et A. M. Odlyzko (voir le théoréme 1.1 de [LO77])
fournit une trés bonne estimation de ce reste. Sans GRH, les estimations de ce
reste sont nettement moins bonnes (voir les théorémes 1.3 et 1.4 de [LO77])
et ne permettent pas de trouver une dépendance polynomiale en Ag. Nous
utilisons alors une estimation due & Friedlander (voir [Fri80]), qui donne une
version moins précise du théoréme des idéaux premiers, avec en contrepartie
une meilleure dépendance en Ag.

Théoreme 1.13. — Soient K un corps de nombres, d son degré et A son
discriminant. Soit a un nombre algébrique non nul qui n’est pas une racine de
Vunité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a

(29(d)Ag) ¢ loglog(5D)?

i) 2 D log(2D)?

ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(«) : L] et g(d) =
1 57l existe une tour d’extensions

Q=K¢cKyC---CK,, =K,

avec K;/K;_1 galoisienne pour i =1,...,m, et g(d) = d! sinon.

Remarquons que nous améliorons nettement (avec ou sans GRH) ’exposant
dans le terme en « log » par rapport au théoréme 1.10. Par ailleurs, comme dans
|[AmZa00], les constantes qui interviennent dans les énonceés sont effectivement
calculables. Ces deux théorémes font 'objet du chapitre 2 de la thése. Nous
soulevons alors la question suivante : peut-on se passer de la dépendance en le
discriminant de K dans ¢(K)? En d’autres termes : la hauteur d’un nombre
algébrique non nul qui n’est pas une racine de 'unité et qui appartient & une
extension abélienne de K peut-elle étre minorée en fonction uniquement du
degré de K sur Q7
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1.2. La dimension supérieure
1.2.1. Le tore

A cause des propriétés multiplicatives de la hauteur, il est souvent utile de
considérer ’ensemble des nombres algébriques non nuls en tant que groupe
multiplicatif G, (Q) = Q*. Le paragraphe précédent traitait de la minoration
de la hauteur dans G, = G. . Ce type de probléme posséde une généralisation
en dimension supérieure, c’est-a-dire dans G}, (n € N*), le groupe multiplicatif
(ou tore) de dimension n.

Définition 1.14. — Soit n un entier naturel non nul. Le tore G}, est 'ouvert
de Zariski de ’espace affine A™ défini par

1Ty, #0
muni de la structure de groupe multiplicatif
\V/(m, y) € (G&)27 Y = ($1y17 o 7$nyn)

dont ’élément neutre est (1,...,1).

Soit m € N*. Nous noterons [m] le morphisme de multiplication par m donné
par

Ve e Gy, [m]x= (21", - ,x").

Le noyau de ce morphisme, que nous noterons ker[m], est constitué des points
de m-torsion. Dans le cas de G” (Q), il s’agit de 'ensemble des points dont les
coordonnées sont des racines m-iémes de 'unité. Un sous-groupe algébrique de
GI! est un sous-groupe qui est fermé (dans GI) pour la topologie de Zariski
et un sous-tore de G}, est un sous-groupe algébrique qui est géométriquement
irréductible. Un sous-tore de G}, est isomorphe (en tant que groupe algébrique)
a GJ, pour un certain entier » < n (voir le corollaire 3.2.8 de [BG06]). Si V
est un sous-ensemble algébrique de G}, et o un point de G

aV le translaté de V par v :

n

m, 11ous noterons

aV ={ax,xcV},

et si m € N* nous noterons [m|V I'image de V par le morphisme de multipli-
cation par m :

[m|V ={x™ x eV}
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Nous appellerons wvariété de torsion une réunion de translatés de sous-tores
propres) par des points de torsion.

Afin de définir la hauteur d’un point de G}, il est nécessaire de considérer
un plongement dans un certain espace projectif. La hauteur d’un point de G},
sera alors la hauteur projective de son image par ce plongement. Dans toute

la suite, nous considérerons le plongement naturel

L G» — P,

m
a=(ag,...,on) — (lrag:...:ap).

La hauteur correspondante est alors donnée par

Définition 1.15. — Soient a = (aq,...,ap) € G2 (Q) et K un corps de
nombres contenant ajq,...,a,. On appelle hauteur de Weil (logarithmique) de
a le nombre réel

K, :Q,
hla) = Z % log max{1, |a1|y, - - |an|v}-
vEM K

Comume en dimension 1, la hauteur posséde des propriétés intéressantes, com-
patibles avec la structure de groupe du tore. Citons tout d’abord la généralisa-
tion du théoréme de Kronecker : un point « est de hauteur nulle si et seulement
si c’est un point de torsion, c’est-a-dire si ses coordonnées sont des racines de
l'unité. De plus, si m un entier naturel, alors h(a™) = mh(a). Si m est un
entier négatif, nous n’avons plus 1’égalité mais simplement h(a™) < n|m|h(a).
Enfin, pour tout (a, 3) € (G2 (Q))?,

h(aB) < h(a) + h(B),

ce qui implique en particulier que pour tout point de torsion ¢, on a

h(Ca) = h(a).

1.2.2. Le probléme de Lehmer pour les points

Pour minorer la hauteur d’un point en dimension supérieure, le degré n’est
pas le bon invariant & considérer. Il en existe un plus fin, qui tient compte de
I’aspect géométrique du probléme : 'indice d’obstruction.

(W Nous dirons qu’un sous-ensemble algébrique de G, est « propre » s’il est strictement inclus
dans Gyy,.
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Définition 1.16. — Soient o € G" (Q) et K un sous-corps de Q. On appelle
indice d’obstruction de « relativement a K (ou sur K) et on note wg () le
plus petit degré® d’une hypersurface de G” (Q) définie sur K contenant .

Remarquons tout d’abord que 'indice d’obstruction est bien une généralisa-
tion du degré, dans la mesure ot wg () = [K(a) : K] pour tout a € G,,(Q).
Plus généralement, en dimension supérieure, un argument d’algebre linéaire

fournit la majoration

Vo e G (Q), wi(a)<n[K(a): K]V
Dans [AmDa99|, F. Amoroso et S. David proposent une conjecture géné-
ralisant la conjecture de Lehmer :

Congecture 1.17. — Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre
réel strictement positif c(n) tel que, pour tout a € G (Q) a coordonnées mul-
tiplicativement indépendantes, on a

o) > )
e 2 wo(er)

Rappelons que ag, ..., a, sont dits multiplicativement indépendants si
n
V(ay,...,a,) € Z", Ha?i =1 = (a1,...,a,)=(0,...,0).
i=1

Cette hypothése est absolument essentielle comme le montre I’exemple suivant.
Soient d un entier naturel non nul et ag = (2'/¢,...,21/4) € G (Q). Alors, si
n>2 ona
log 2

7
de sorte qu’il est impossible de minorer la hauteur de oy en fonction uni-
quement de son indice d’obstruction sur Q. Ainsi, il est impossible d’obtenir
une telle minoration pour tous les points de G}, qui ne sont pas de torsion.

wo(og) =1 et h(oyg) =

Néanmoins, ’hypothése « ¢ est & coordonnées multiplicativement indépen-
dante » est équivalente & « a n’appartient a aucun translaté de sous-tore propre
par un point de torsion » ; dans le cas ou il existe un translaté de sous-tore
propre par un point de torsion qui contient «, le probléme peut alors se rame-
ner, par paramétrage du sous-tore, au probléme de Lehmer dans GJ, o 7 est
la dimension du sous-tore.

@ Le plongement G, — P, ayant été fixé, on entend par degré d’une sous-variété de G% le
degré de son adhérence de Zariski dans P,,.
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F. Amoroso et S. David montrent dans [AmDa99| que cette conjecture est
vraie « a un € pres ».

Théoréme 1.18 (Amoroso-David). — Pour tout entier naturel non nul n,

il existe un nombre réel strictement positif c(n) tel que, pour tout o € G (Q)
a coordonnées multiplicativement indépendantes, on a

ha) > ) 1og (Bug(a)) ),
wo(a)

avec k(n) = 2n(n+ 1)!I" — 1.

Par analogie avec la dimension 1, on peut également énoncer le probleme de
Lehmer relatif en dimension supérieure pour les points :

Congecture 1.19. — Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre
réel strictement positif c(n) tel que, pour tout a € G%(Q) & coordonnées mul-
tiplicativement indépendantes, on a

h(a) > c(n)

wgab (@)
F. Amoroso et S. David obtiennent dans [AmDa04| un résultat « semi-
relatif ».

Théoréme 1.20 (Amoroso-David). — Soit n un entier naturel non nul.
Posons

kn)=2nn+1)" =1 et pn)=2nn+1)"+n+1)"1 -2

Il existe un nombre réel strictement positif c(n) tel que la propriété suivante
s01t vraie.

Soient o € G (Q) et K une extension cyclotomique de Q. Si
h(a) < C(n)_le(a)—l (log(3[K . @]wK(a)))—n(n) :

alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur K et contenant o telle
que
(deg B)Y/°dm(B) < ¢(n)wi () (log(3[K : Q]wK(a)))“(") .

Remarquons que ce théoréme est un peu plus précis que le précédent dans
la mesure ot il fournit une borne sur le degré de la variété de torsion contenant
a dans le cas ou la hauteur de « est petite. Cependant, une telle minoration
n’est pas satisfaisante si le degré [K : Q] est pathologiquement grand par
rapport a wg(a) (plus précisément si [K : Q] > exp(wk(a))). Il est donc
souhaitable d’avoir un énoncé ne faisant pas intervenir ce degré. Pour obtenir
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un tel théoréme, nous sommes contraint de faire une hypothése technique sur
ac:

Hypotheése (HaL) : Soient o € G}, et L une extension abélienne de Q. Alors
pour tout sous-tore H de G}, pour tout entier naturel I, pour tout nombre
premier p ramifié dans 1L et pour tout conjugué(3) a de o, on a

(1.1) (aa™' ¢ H—= (aa 1) ¢ H.

En d’autres termes, cette hypothése affirme que si ! et &! sont indépen-
dants modulo H alors il en est de méme pour leurs puissances p-iémes. En
réalité, nous utilisons une version plus faible de cette hypothése. En particu-
lier, I’assertion (1.1) n’est supposée que pour des sous-tores H, des entiers [ et
des premiers p dont nous controlons degrés et valeurs (en fonction de wr,(ex)).
De plus, ceci ne vaut que pour certains conjugués & de oc. Nous pouvons main-
tenant énoncer notre résultat.

Théoréme 1.21. — Soit n un entier naturel non nul. Posons
k(n) = (2(n+1)2(n+1N" et p(n) = 2x(n).

Il existe un nombre réel strictement positif c¢(n) ne dépendant que de n et
effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.

Soit o € G}, et soit L une extension abélienne de Q. Supposons que l’hypo-
these (Ha,) soit satisfaite. Si

h(a) < e(n) twp(a)™t (log(3wL(a))_“("),

alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur IL et contenant o telle
que

(deg B)Y/tmB) < c(n)wr, (a) (log (3w (er) ™).

La démonstration de ce théoréme sera effectuée au chapitre 4. Bien entendu,
il serait souhaitable par la suite d’obtenir un énoncé du méme type en se
passant de I'hypothese (Ha,1).

®)On dit que & = (a1, . . ., &x) est un conjugué de o = (v, . .., ay) 8'il existe 7 € Gal(Q/Q)
tel que pour tout 7 € [1,n] de o, on a Ta; = .
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1.2.3. Le probléme de Lehmer pour les variétés

Il est également possible de définir la hauteur d’une sous-variété d’un tore.
Dans [Phi91|, P. Philippon définit, via les formes de Chow, la notion de hauteur
normalisée pour les sous-variétés d’un tore. L’idée est de fixer, dans un premier
temps, une hauteur locale (via une norme) puis globale pour les polynomes, et
de définir la hauteur h d’une variété projective comme la hauteur d’une de ses
formes de Chow. On obtient alors, via le plongement de G} dans un espace
projectif, la hauteur normalisée h par un procédé limite & la Néron-Tate :

; . h({m]V) deg(V)

V) = mlgnoo mdeg([m]V)

Dans le cas ou V est un point de G}, on peut montrer que sa hauteur norma-
lisée coincide avec la hauteur de Weil définie précédemment.

L. Szpiro a également introduit le minimum essentiel de V, noté *%(V),
comme la borne inférieure des nombres réels § > 0 tels que ’ensemble des
points P € V(Q) de hauteur normalisée majorée par  soit Zariski-dense dans
V. Si V est Q-irréductible, on dispose alors de la relation suivante, montrée
dans |Zha95a| et |Zha95b]| :

V) (V)

@)+ Ddea) =4V = Gy

Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable
suivante, montré encore par S. Zhang (voir [Zha92]) : 4**(V) = 0 (et donc
h(V) = 0) si et seulement si V est une variété de torsion.

Il est donc naturel de chercher & minorer le minimum essentiel (ou la hauteur
normalisée) d’une variété qui n’est pas de torsion.

Une telle minoration va dépendre des caractéristiques géométriques de la
variété, par exemple son degré. Cependant, si 'on n’impose aucune condition
géométrique sur la variété, il faudra également tenir compte de son corps de
définition. En effet, soit H un sous-groupe de G} et soit o4 une suite de points
non de torsion dont la hauteur tend vers 0 (par exemple ag = (217, ... 21/4)),
Alors les variétés Vg = agH ont toutes méme degré deg(H) mais la suite de
leurs minima essentiels 1°%(Vy) < h(ag) converge vers 0.

Comme pour les points, le bon invariant & considérer est l'indice d’obstruc-
tion :

Définition 1.22. — Soient V un sous-ensemble algébrique de G}}, et K un
sous-corps de Q. On appelle indice d’obstruction de V relativement & K (ou
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sur K) et on note wi (V) le plus petit degré d’une hypersurface de G}, définie
sur K contenant V.

Si V est une variété®, nous avons, comme pour les points une relation
entre wi (V') et son degré (voir le corollaire 2 et l'exemple 1 du chapitre 1 de
[Cha88]) :

wi (V) < n(deg V)!/".

Nous pouvons alors énoncer la généralisation du probléme de Lehmer en
dimension supérieure.

Congecture 1.23. — Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre
réel strictement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété V de G} qui n’est
contenue dans aucune sous-variété de torsion, on a

[)/CSS(V) Z C(n) .

Dans [AmDa01]|, F. Amoroso et S. David montrent que le théoréme 1.18
(pour les points) implique que cette conjecture est vraie « & un & prés » :

Théoréme 1.2 (Amoroso-David). — Pour tout entier naturel non nul n,
il existe un nombre réel strictement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété
V' de G}, qui n’est contenue dans aucune sous-variété de torsion, on a

c(n)
wo(V)

(V) 2 (log(3wg (V) ™",

avec k(n) = 2n(n+ 1)I" — 1.

Bien entendu il est possible de faire une conjecture pour le probléme de
Lehmer relatif pour les sous-variétés des tores :

Conjecture 1.25. — Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre
réel strictement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété V de G, qui n’est
contenue dans aucune sous-variété de torsion, on a

~ eSS c(n)
a2 wgab (V)

' Nous utiliserons la terminologie « variété » pour désigner un ensemble algébrique irréduc-
tible sur son corps de définition.
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A la maniére de [AmDa01|, un résultat du méme type que le théoréme
1.21 sans ’hypothése (Hq,1) permettrait de démontrer que cette conjecture
est vraie « & un € prés ». Néanmoins, si V' est une hypersurface, nous pouvons
montrer directement ce résultat.

Théoréme 1.26. — Pour tout entier naturel non nul n, il existe des nombres
réels strictement positifs c(n) et k(n) tels que, pour toute hypersurface V de
G qui n’est contenue dans aucune sous-variété de torsion, on a

~ eSS C(n) —R(Nn

) 2 2 Qo (Begn (V)

Nous donnons une démonstration directe de ce résultat et nous montrons

qu’il peut également se déduire d’une minoration de type géométrique (pro-
bléme de Bogomolov) et du théoréme 1.10.

Enfin, signalons qu’il existe des conjectures et des résultats analogues dans
le cadre des variétés abéliennes. Le lecteur pourra se référer a [Rat04| pour
un panorama sur le probléme de Lehmer abélien.

1.3. Contenu de la thése
1.3.1. Plan de la thése

La theése se divise en deux parties. La premiére partie est consacrée au pro-
bléme de Lehmer relatif en dimension 1. Elle ne contient qu’un seul chapitre
consacré a la démonstration des théoremes 1.12 et 1.13; il s’agit de la repro-
duction, a quelques modifications pres, de 'article [AmDe07|. La deuxiéme
partie, qui concerne le probléme de Lehmer relatif en dimension supérieure, est
constituée de deux chapitres. Le premier est consacré aux hypersurfaces et a
la démonstration du théoréme 1.26; il s’agit, 14 aussi, & peu de chose prés de
[Del05]. Enfin, dans le dernier chapitre, nous démontrons le théoréme 1.21.

Les chapitres 2, 3 et 4 sont ainsi logiquement indépendants les uns des
autres. De plus chaque chapitre posséde ses propres introduction et rappel de
notations, ce qui le rend lisible hors de son contexte.

1.3.2. Techniques utilisées et schémas des preuves

Les démonstrations dans le cadre du probléme de Lehmer relatif s’inspirent
de la preuve du théoréme d’E. Dobrowolski. Celle-ci suit le schéma classique
d’une preuve de transcendance. Il s’agit en premier lieu de construire, & ’aide
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d’un lemme de Siegel, une fonction auxiliaire, c’est-a-dire un polynéme dont
nous controlons degré et hauteur et qui s’annule avec forte multiplicité en .
Puis a l’aide de propriétés métriques, on montre que si la hauteur de « est
« petite », cette fonction auxiliaire s’annule en de nombreuses puissances de a.
Un choix judicieux de paramétres permet alors d’aboutir & une contradiction.
Dans le cadre du probléme de Lehmer classique, la propriété métrique utilisée
est le petit théoréme de Fermat, c’est-a-dire le fait qu'un entier et sa puissance
p-iéme, pour un nombre premier p, sont p-adiquement proches. Dans le cadre
du probléme de Lehmer relatif, nous ne travaillons plus sur Q mais sur une
extension abélienne L. Afin de ne pas faire intervenir le degré de L, il est né-
cessaire d’utiliser des propriétés métriques non plus sur Z mais sur "anneau
des entiers de L. Si p est un nombre premier et ¢, le morphisme de Frobenius
associé a p, on utilise le fait que pour toute place v divisant p, l'entier ¢,(a) est
v-adiquement proche de a? pour tout a € O. Cependant, plus la ramification
de p est grande, plus cette propriété métrique est « faible ». Dans [AmZa00],
les auteurs proposent alors une approche différente : ils construisent une fonc-
tion auxiliaire s’annulant avec forte multiplicité sur I’ensemble des conjugués de
aP au-dessus de L, puis ils montrent que si la hauteur de « est « petite », cette
fonction s’annule sur les conjugués de o au-dessus d'un certain sous-corps E
de L. Ce corps E est en fait le corps fixé par un sous-groupe de ramification de
p dans L dont le cardinal est d’autant plus grand que l'indice de ramification
de p dans L est grand ; les propriétés métriques utilisées sont données par des
congruences du groupe de ramification. Ainsi, si le degré de [L : E] est assez
grand (donc si l'indice de ramification de p dans LL est assez grand), on montre
que la fonction auxiliaire posséde « trop » de zéros et on aboutit & une contra-
diction. Avec un bon choix de parameétres, on effectue alors une dichotomie.
Si 'ensemble des premiers considérés sont majoritairement « peu » ramifiés,
la démonstration est semblable & celle du théoréme d’E. Dobrowolski (avec le
morphisme de Frobenius) ; sinon, on conclut avec 'argument alternatif.

Dans le chapitre 2, nous raffinons ce raisonnement en séparant la preuve
en trois cas. Nous traitons le cas de « grande ramification » & part, en mon-
trant qu’il ne peut y avoir de premier « trés » ramifié si la hauteur de « est
« petite ». Puis nous séparons le cas « petite ramification » en deux parties,
suivant qu’une majorité de premiers est ramifiée ou pas. Par ailleurs, bien qu’il
elit été possible d’utiliser le schéma précédent avec construction de fonctions
auxiliaires nécessitant des lemmes de Siegel, nous donnons une preuve plus
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élémentaire, a 'aide de déterminants de type Vandermonde. Le principe reste
toutefois le méme, & savoir utiliser des propriétés métriques adéquates.

Dans le chapitre 3, nous adaptons la preuve de [AmZa00| au cas des hy-
persurfaces. Mises & part les difficultés inhérentes a la dimension supérieure, le
schéma de la preuve est identique.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous adaptons ce raisonnement au cas des
points en dimension supérieure. Nous effectuons une dichotomie et traitons
le cas de « petite ramification » en nous inspirant de l'article [AmDa99| qui
généralise le théoréme d’E. Dobrowolski a la dimension supérieure. Pour le cas
de « grande ramification », nous utilisons un argument de déterminant qui a
l’avantage de se passer d’'un lemme de Siegel. Nous combinons alors ces deux
résultats pour montrer que si la hauteur de a est « petite », il existe soit un
multiple o de a pour lequel l'indice d’obstruction wy (ad) sur L est patholo-
giquement petit, soit un multiple o' de a pour lequel I'indice d’obstruction
wE(al,) sur un sous-corps strict E de I est du méme ordre de grandeur que
wL(a). Comme dans [AmDa99] et [AmDa04], cette proposition ne suffit pas
pour conclure : il faut utiliser un argument de descente.






PARTIE 1

LE PROBLEME DE LEHMER
RELATIF EN DIMENSION 1






CHAPITRE 2

UNE MINORATION RELATIVE EXPLICITE

Ce chapitre est la reproduction fidéle de l'article |AmDe07], a 'exception
de quelques modifications mineures (dont les principales sont signalées par des
notes de bas de page).

2.1. Introduction

Soit a un nombre algébrique non nul de degré D qui n’est pas une racine de
I'unité. Le probléme de Lehmer consiste a montrer qu’il existe une constante
absolue ¢ > 0, telle que

C
>
ho) =+,

ou h(a) désigne la hauteur de Weil logarithmique. Ce probléme est encore
ouvert et le meilleur résultat dans cette direction est un théoréme de E. Do-
browolski (voir [Dob79|) qui montre 'existence d’une constante strictement

C (loglog3D 3
> (228
ha) 2 D< log 3D >

Cependant, si 'on se place dans des cas particuliers, on peut obtenir de
meilleures minorations. En effet, le premier auteur et R. Dvornicich ont

positive C' telle que

montré (voir [AmDvO00]) que si « appartient a une extension abélienne de Q,
on a

log 5
h(a) > 282
12
Par la suite, le premier auteur et U. Zannier ont proposé une version relative du
probléme de Lehmer, généralisant le résultat précédent, en remplacant le degré
de a sur Q dans la conjecture par le degré « non abélien » de « sur un corps de

nombres K, c’est-a-dire le degré de «a sur une extension abélienne de K. Ils ont
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ainsi montré dans [AmZa00| un analogue du théoréme de Dobrowolski dans
le cas relatif :

Théoréme 2.1. — Soit K un corps de nombres. Il existe une constante c¢(K)
strictement positive ne dépendant que de K telle que la proposition suivante
soit vraie. Pour tout nombre algébrigue non nul o qui n’est pas une racine de
l"unité et pour toute extension abélienne I de K, on a

¢(K) (loglog5D\ "
. >
1) M) 2 =p < log2D )

ot D = [L(a) : L].

Le but de ce qui suit est double. D’une part, il s’agit d’améliorer ’expo-
sant du terme en « log »grace & une nouvelle preuve. D’autre part, il s’agit
d’expliciter la dépendance en K de la constante ¢(K). Cette constante dépend
d’une part du degré d = [K : Q] (car nous utiliserons dans l’extrapolation une
congruence modulo un idéal premier P de l'anneau des entiers Ok de K) et
d’autre part d’une estimation du terme reste dans le théoréme des idéaux pre-
miers dans K, qui dépend du discriminant® Ag du corps K. Si I'on suppose
I’hypothése de Riemann généralisée (GRH), un résultat de Odlyzko et Lagarias
(voir [LO77, Theorem 1.1|) fournit une trés bonne estimation de ce reste et
permet de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2. — On suppose GRH. Soit o un nombre algébrigue non nul
qui n’est pas une racine de ['unité. Alors pour toute extension abélienne L de
K, on a

h(a) > L log log(5D)* log log(5D)?
- D d®log(2dD)?log(2D)?’ \d?log(2D) )’
ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(a) : L] et®
A = (log(3|Ak|))? max((log log(16|Ak|))?, (log(3d))*). En particulier, on a
c log log(5D)*

>
M) 2 5 5T Tog (20 D)2 log 2D)2

ot 0 = log(3|Ak]).

(WEtant donné que le symbole A va représenter un déterminant dans la suite, nous avons
ajouté K en indice lorsqu’il s’agit du discriminant du corps K, afin de ne pas provoquer de
confusion.
) Nous avons ajouteé ici des constantes dans les « log » afin que A et § soient bien définis et
non nuls.
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Sans GRH, les estimations du reste dans le théoréme des idéaux premiers
sont nettement moins bonnes (voir les théorémes 1.3 et 1.4 de [LO77]) et ne
permettent pas de trouver une dépendance polynomiale en Ag. Nous utili-
serons alors une estimation due a Friedlander (voir |[Fri80|), qui donne une
version moins précise du théoréme des idéaux premiers, avec en contrepartie
une meilleure dépendance en Ag.

Théoréme 2.3. — Soit a un nombre algébrique non nul qui n’est pas une
racine de l'unité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a®

(29(d)Ax) ¢ loglog(5D)?
i) 2 D log(2D)*

ot ¢ est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(«) : L] et g(d) =

1 s%l existe une tour d’extensions
Q=KycK; c---CcK, =K,

avec K; /K;_1 galoisienne pour i = 1,...,m, et g(d) = d! sinon.

On peut se demander s’il est possible d’éviter la dépendance en le discri-
minant dans le résultat qui précéde. On pourrait également conjecturer la
généralisation suivante du probléme de Lehmer :

c
h(a) > Da-

Or cette inégalité est fausse comme ’exemple suivant le montre. Soit z > 1 et

soit n = n(z) le produit de tous les premiers p < z. Soit K le corps engendré

par les racines n-iémes de l'unité; alors d = [K : Q] = ¢(n) et n > dloglogd.

Enfin, soient a = 21/" et . = K(a), extension abélienne de K; en particulier

D =1. On a alors
_ log2 1

h(a) = < .
(@) === < Dalogloz )
La démonstration du théoréme 2.1 repose sur une dichotomie. Un ensemble

A de premiers de Ok étant fixé, on distingue deux cas, selon qu’une majorité
d’éléments de A est « peu » ou « trés » ramifiée dans 'extension abélienne L
de K (tout ceci étant clairement quantifié & I’aide de paramétres). Ici, nous
traitons le cas de « grande ramification » a part, en montrant qu’il ne peut y
avoir de premier « trés » ramifié si la hauteur de « est petite. De plus nous
séparons de nouveau le cas « petite ramification » en deux parties, suivant
qu’une majorité de premiers est ramifiée ou pas. Enfin, la preuve du théoréme

®)Nous avons ajouté ici un 2 afin que le théoréme reste vrai quand K = Q.
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2.1 suit le schéma d’une preuve de transcendance avec construction de fonctions
auxiliaires nécessitant un lemme de Siegel absolu obtenu grace a un résultat de
Zhang. Ici, bien qu’il elit été possible d’utiliser les mémes outils, nous donnons
une preuve plus élémentaire, & ’aide de déterminants de type Vandermonde.

Dans un premier temps nous donnons les notations et réductions que
nous utiliserons par la suite. La plupart d’entre elles sont issues de l’article
[AmZa00]|. Puis nous montrons les résultats préliminaires qui nous serviront
a minorer la hauteur de o dans la derniére partie.

2.2. Notations

Dans toute la suite nous fixons Q une cloture algébrique de Q, que nous
plongeons dans C. Nous noterons cg, ¢, co ... des constantes strictement po-
sitives et absolues. Nous fixons également un corps de nombres K et posons
d (resp. Ag) le degré (resp. le discriminant) de K sur Q; rappelons qu’on a
I'inégalité log |Ak| > cod. Sauf mention explicite du contraire, lorsque 1’on no-
tera P un idéal premier de Ok, on désignera par p le premier rationnel sous
P, c’est-a-dire tel que (p) = P N Q. Soit P l'ensemble des idéaux premiers P
de Ok tels que l'indice de ramification et le degré d’inertie de P sur p soient
égaux a 1 (e(Plp) = f(Plp) = 1).

Soient @ un nombre algébrique non nul qui n’est pas racine de l'unité, L
une extension abélienne de K et D = [L(a) : L]. Nous nous proposons de
montrer I'inégalité h(a) > f(d, Ak, D), ou D — f(d, Ak, D) est décroissante.
Par invariance de la hauteur de Weil par multiplication par des racines de
I'unité, nous pouvons faire exactement les mémes hypothéses de minimalité
et réductions que dans |[AmZa00| (voir (2.3),(2.4),...,(2.8) de op. cit.). Ainsi,
nous pourrons utiliser le lemme 3.2 de [AmZa00| (voir Proposition 2.4) et
supposer que pour tout n € N*, nous avons L(a™) = L(«).

Par abus de notation, nous identifierons les éléments de Gal(L/K) et les
plongements L. < Q qui fixent K. Chacun de ces éléments posséde exacte-
ment D prolongements distincts & L(«). Ainsi, si S est un sous-ensemble de
Gal(L/K), l’ensemble

S={r:L(a) = Q,7, € S}

est de cardinal D|S|. Enfin nous désignerons par F' la cloture galoisienne de
L(a) sur K.

Pour P € P, nous noterons ep (resp. Gp) l'indice (resp. le groupe) de ra-
mification de P dans L (qui ne dépendent pas du premier de Or, au-dessus de
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P car L/K est abélienne). Nous désignerons par ®p € Gal(L/K) "automor-
phisme de Frobenius associé & P. Par abus de notation, nous noterons encore
P la valuation de K associée a P.

2.3. Résultats préliminaires
2.3.1. Congruences

Nous rappelons tout d’abord le lemme 3.2 de [AmZa00]| :

Proposition 2.4. — Soit P € P. 1l existe un sous-groupe Hp de Gp vérifiant
les trois propriétés suivantes :
- |Hp| = min{ep, p} ; )
— pour tout 0 € Hp, pour tout entier v € I et pour toute valuation v de Q
au-dessus de P, on a

(2:2) VP —oPly <p7
— pour tout T € Gal(Q/Q) prolongement d’un élément de Hp \ {Id}, on a
Tal # aP.
Nous aurons besoin du lemme d’approximation suivant :

Lemme 2.5. — Soient k un corps de nombres, % un ensemble fini de places
ultramétriques de k et v € k. Alors il existe B € Oy tel que By € Oy et
|Bl, = max{1, |y],} ! pour toute place v € 3.

Démonstration. — Fixons une place archimédienne quelconque vy et notons >
I’ensemble fini

S={veM;|vtocoet |y, >1}UX.
Pour toute place v € %, on pose 6, =~ ! si |y|, > 1 et 6, = 1 sinon. D’aprés
le théoreme de [CF67, chap II, 15, page 67] il existe un élément 3 € k tel que
|3 — 0,y < max{1,|y|[,}~" pour tout v € X,
1Bl <1 siv&i‘u{vo}.
En utilisant I'inégalité ultramétrique, on en déduit :
18]y = max{1,|y],}~' pour tout v € X,
|ﬁ|v§1 SiUQiU{Uo}.

En particulier, pour toute place finie v de k on a ||, <1 et |57], < 1 donc
et B sont des entiers de k. O
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Ce dernier lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.6. — Soit 7 : L(a) — Q. Soient P € P, v une place de F
au-dessus de P et f (resp. g) le polynome minimal de o (resp. oF ) sur L.
Alors

- st TIL € Hp,

Vo € Hp, |g7(ra”)], < p~' max{1, |ral,}?” [T max{1,|pal,}";

p|L=0

- si 7L € Gp,

[f(ra)ly < p~ P max{1, |ral,}” [ max{1,|pal,} ;
pL=1d

—siT = 5! etep=1
|L P i

|f(ra?)|y < p~ ' max{1, |ral,}?P ] max{1,|pal,}.
piL.=1d

Démonstration. — Nous pouvons appliquer le lemme 2.5 & o et ¥ ’ensemble
des places de F' au-dessus de P. Ainsi, il existe § € Op tel que fa € Op
et |78|, = max{l,|ral,}~" pour tout 7 € Gal(F/K). Notons 71,...,7p les
D morphismes de L(a) dans Q qui prolongent linclusion L < Q et b =
[12,7:6 € O. Alors bf(X) = Z]?:O apX* € O [X] et par le petit théoréme
de Fermat :

bf (X)) = ]| (76X — 7i(B))”

—

s
I
—_

(0P XP — 7(Ba)?)  mod pOp[X]

A

-
Il
—

D
= pr(Xp —1;al).
i=1

Or [L(aP) : L] = [L(a) : L] = D donc g(X) = [[2, (X — 7aP) et finalement
(2.3) (bf (X))’ =P g(XP) mod pOL[X].

Examinons maintenant les différents cas.
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Si 7, € Hp, on a pour tout o € Hp, d’aprés la proposition 2.4 et le petit
théoréme de Fermat

D p
(0717 (X)" = (Z a%X’“)
k=0
D

D
= Z(ag)pka = Z(a%)pka =" f7(X))? mod POL[X].
k=0 k=0

En combinant ceci avec la congruence (2.3), on obtient
(2.4) (b7)Pg”(XP) = (b7)"fT(X)”  mod POF[X],
ce qui donne, en évaluant en Ta,

|(67)Pg7 (raP)|, < p~ ' max{l, |ral, }7,
soit encore

|97 (ra?)ly < p~ ' max{L, ral,}PP ] max{L|pal,}".

plL=0

Si 7L € Gp, on a

D D
V(X)) =Y ;X" =) apXF =bf(X) mod QO
k=0 k=0

ou @ est l'idéal de Op, défini par Q°? = PQOr. En évaluant la congruence
précédente en T on obtient

bf(ra)ls < p~°P max{1,|7al,}",

soit

[f(ra)l < p~ Ve max{1, |ral,}P [] max{1,|pal.}.
piL=1d

Enfin, si 7p, = <I>]_31, d’apres (2.3), on a

07 f7(X))P = (b")7g7(X") mod POL[X].
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De plus, la caractérisation de 'automorphisme de Frobenius et le petit théo-
réme de Fermat donnent

D p

(b F7(X))P = (Z a%X’“)

k=0

D D
= (ap)PX* =3 ", X* = bf(XP) mod POL[X].

k=0 k=0
En évaluant cette congruence en 7, on obtient
bf (ra?)], < p~' max{L, |ral, }*P

et

|f(ra?)|y < p~tmax{1, |ral, }?P ] max{1,|pal,}.
pL=Id

2.3.2. Déterminant de Vandermonde généralisé

Pour montrer les théorémes 2.2 et 2.3 nous utiliserons des déterminants de
Vandermonde généralisés :

Lemme 2.7. — Soient T1,...,T, des entiers positifs et L = Th + -+ + T,..
Soit A((X;, Ti)1<i<r) € Z[ X1, ..., X;| le déterminant de la matrice L x L

M= (M My ... M,),

ot pour tout 1 < j <r, M; est le bloc de taille L x T suivant :

1 0 0
X; 1 0
X3 2X; 0
M= | : . :
XETU (- XET L ()XY
XU (L= nXFT? L ()X

Alors
A((Xs, Ti)i<i<r) = H(XZ- . O
i>j

Démonstration. — Voir |[Mér99|. O
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Lemme 2.8. — Soient v1,...,7, des nombres algébriques, T1,...,T, des en-
tiers positifs et A = A((vi, Ti)1<i<r). Si k est un corps contenant 1, ...,y et
v une place de k, alors

— si v est archimédienne™ |

T
Al, < L2 T Hmax{l, il FTHED,
i=1
- st v est ultramétrique,
T
1], < T mas{L, [yl )70,
i=1
ou L=Ty+---+1T,.

Démonstration. — Soit v une place archimédienne de F'. D’apres l'inégalité
d’Hadamard, on a

r T; L E—1 2
Al < T (52 1) et
i=1j5=1k=1
< [III ( ) max{L, |, 24
i=1j=1 J
< LX) TTmax{1, |l 270

i=1
T
T .2 A —
< 122 i T HmaX{Lh’i’v}ﬂl(L 1)
i=1

Soit v une place ultramétrique; en utilisant le lemme 2.7 et 'inégalité

[ = Yjlo < max{1, [yilo} max{1, |},
on obtient directement la deuxiéme majoration du lemme. U
2.4. Démonstration du théoréme 2.2

Nous fixons deux paramétres :

log(2dD)? log(2D) log(2D)
N — 3 3 E — - = 7
¢ max <d loglog(5D)? A et C’dlog log(5D) |’

D Nous corrigeons ici une erreur de [AmDe07] : il faut supprimer le facteur % de 'exposant
de L. Ceci modifie quelque peu la suite, mais aucunement le résultat final.
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o C' > 0 est une constante absolue que 'on supposera « assez grande » (en
d’autres termes, les inégalités que nous serons amenés & écrire seront vraies
asymptotiquement en C'). Nous noterons A I’ensemble des éléments de P dont
la norme sur Q est comprise entre VN et N. Pour montrer le théoréme nous
procédons en trois étapes : dans un premier temps nous supposerons qu’il
existe un premier P € A tel que le groupe Hp défini a la proposition 2.4
soit de cardinal supérieur & F'; puis nous étudierons le cas ou la majorité des
éléments de A ont un indice de ramification dans I compris entre 2 et E ; nous
conclurons avec le cas ou la majorité des éléments de A ne sont pas ramifiés
dans L.

Nous aurons besoin dans la suite de certaines estimations qui font ’objet
du lemme suivant :

Lemme 2.9. — On a les inégalités
(2.5) log N > loglog(5D)
et
log log(5D)? 5/9 9
2.6 —2 O L N > O 2 log(N D).
(26) Flog(zp) | = " loelND)
Démonstration. — L’inégalité (2.5) est claire. Montrons (2.6). Compte tenu

du choix de N et de la majoration
log(ND) < 3(log C) max{log(2dD),log A},
il suffit de montrer qu’il existe ¢; > 0 tel que

Moglog(5D)?
max <].Og(2dD)2, W

Cette assertion est claire si log A\ < 6log(2dD). Supposons donc A > (2dD)S;
on a alors

) > ey max(log(2dD)?, (log A)?).

Mloglog(5D)? - 8D*\/2loglog(5D)?

> ¢ (log V)2
Blog(2D) = log (2D) = c1(log A)

Nous aurons également besoin d’estimer le cardinal de A.

Lemme 2.10. — Si l'on suppose GRH,

N

Al > .
| |_210gN
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Démonstration. — Compte tenu de la définition de A et du choix de N, le
théoreme 1.1 de [LO77| donne
2N
#{P C Ok tel que Ng/q(P) < N} > Soe N

Par ailleurs,
#{P C Ok tel que Ngg(P) < VN} < dn(V'N),

ou 7(x) est le nombre de premiers rationnels inférieurs a x. Soit P un idéal
premier de Ok ; si e(Plp) > 1, alors p divise Ag. Comme il y a au plus d
premiers au-dessus de p, on a
dlog | Ak]|

log2
De plus, si P est tel que f(P[p) > 1, alors Ng/q(P) > p?. D’ou :

#{P C Ok tel que f(Plp) > 1 et Ny/o(P) < N} < dn(V'N).

#{P C Ok tel que e(P|p) > 1} <

On a donc, en utilisant la majoration de Chebichev 7(z) < cox/logz et l'in-
égalite N > Cd3,

2N 200dV'N  dlog|Ag|  2cpdv'N N

Al = - > :
3log N log N log 2 log N 2log N
O
Quitte & remplacer A par un sous-ensemble, on peut donc supposer
N
<A< :
2log N log N

2.4.1. Cas o1 il existe un premier ayant grande ramification

Supposons tout d’abord qu’il existe un premier P € A tel que ep > E. Le
groupe Hp défini & la proposition 2.4 est alors de cardinal supérieur & E, car
p > V/N > E. Considérons un sous-ensemble de S C H p de cardinal F et
notons S I’ensemble des DE morphismes de L(a) dans Q qui prolongent les
éléments de S. On définit

A=A((ra”,1), ) -

Ce déterminant est de taille L = DFE et n’est pas nul d’aprés la derniére
assertion de la proposition 2.4.

Nous allons appliquer la formule du produit & A afin de minorer la hauteur
de a. Etudions |A|, pour chaque place v € Mp.
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Lemme 2.11. — Soit v une place de F. Alors

- 51 v|oo,
ALy < LF T max{1,|ral,}"*Y,
€S
- siv oo,
Aly < [ max{1, |ral, P51,
TesS
- siv|P,
ALy < p~HED2 TT max{1, [ral, }PED.
TeS
Démonstration. — Les deux premiéres inégalités sont données par le lemme

2.8. Supposons que v divise P. Soient o € Hp et g le polyndme minimal de of
sur L. Etant donné que [L(a?) : L] = [L(a) : L] = D, on a

o"(X) = [ (X = par).
ey

Ainsi, d’aprés le lemme 2.7,

AL* =T | II l9°en)l, I Ira? = pa?l,

5 s PIL=TIL
res | o€ L=T)
o';éTUL PFET

Fixons 7 € S'; d’aprés la proposition 2.6, le premier produit de la parenthése
est majoré de la facon suivante :

[T 197(a?)l, < p"Fmax{1, [ral,}PPED [T max{1, |pal,}?.

o€esS peS
OETIL PILFTIL

Nous majorons le deuxiéme produit de maniére usuelle :
H |ra? — paP|, < max{l,|raP|,}P! H max{1, |pa®|,}.
PIL=TIL PIL=TIL
PFET p#AT
Ce qui nous donne en regroupant :
|A|v2 < p LE-D H max{1, |Toz|v}2p(L_1).
€S
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La formule du produit appliquée & A nous donne alors

L(E-1)
0<2LlogL — —a logp +2p(L — 1) Zh(Toz)
TES
d’ou
EF-1
( ) logp < 2log L + 2p(L — 1)h(cv).
Or,
E-1 FElog N
( )logp—2logLZ o8 —2log D —2log B
d 4d
> log(2D).

On en déduit :

2.7 h(a) >

1 3
> 0g(2D) > e loglog(5D) log log(5D) ‘
2DNFE D

d*log(2dD)? log(2D)’ d

2.4.2. Les éléments de A sont peu ramifiés

Nous supposons maintenant que pour tout P € A, on a ep < E. Nous
séparons la preuve en deux cas, suivant qu'une majorité de premiers est ramifiée
ou non.
2.4.2.1. Une magorité est ramifiée. — Posons Ay = {P € A |2 <ep < E}.
Supposons dans un premier temps

N
4log N°
On définit alors S = Upep, Gp et pour tout 0 € S

Ao)={P e A |oe€Gp}.

|A1| >

Considérons le déterminant A = A((ra, T, ),) ot T parcourt 'ensemble S et

N .
T = [Cdlog(ND)} si 7, = 1d,

_ | Cdlog(2D) . _
1 = |:loglog 5D) ZPEA ] SLTL = 0.

Ce déterminant est de taille L = 3 __<Tr = D) 4T, et n’est pas nul car
les Ta, 7 € S, sont deux a deux distincts. Remarquons aussi

2log L < cqlog(N D).
Etudions |A|, pour chaque place v € Mp.
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Lemme 2.12. — Soit v une place de F. Alors

- 51 v|oo,

Ay < LPEoesTe T] max{1, [ral,} 747D,
TS
- siv oo,
ALy < ] max{1, |ral,} "D,
TeS
~ si v|P avec P € Ay,
— PTid T _
|A|v <p 2P ceGp\{1d} 1o H max{l, |TOé|v}TT(L 1)‘
TeS

Démonstration. — Les deux premiéres inégalités sont encore données par le

lemme 2.8. Soit P € A et supposons que v divise P. Fixons 7 € S ; si L € Gp,
on a la majoration suivante :

H |TO[ — pa|T7—Tp S max{l, |Ta|U}TT Zp#TTp H max{l, |pa|v}TTTp-
pES 0€S
pF#T p#T

Supposons maintenant 7, = o € Gp\{Id}, on a alors

H |Ta - pa|T-er = A; B,

peS
pFET
ou
T, T, T.T
A= I Ira—pali™ = |f(za)li™
piL=1d
et
B, = H |Tar — pa]vTTp.
pL#1d
PF#T

La proposition 2.6 nous fournit la majoration suivante pour A; :

_T T1q
A <p B max{1, |ral, P11 H max{1, |pa, 7T,
pL=Id

et nous avons la majoration usuelle pour B; :

Tr X ppp1a Tp
B- <max{L|ral,}  e#r [ max{1,|pal,} 7.

Pmﬁﬂd
p#T
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Donc en faisant le produit pour 7 parcourant S, on obtient

_Tq T,
’A‘v2 <p ep ZTULEGP\{M} H max{l, ’TCM‘}2TT Zp#‘rTf

TeS
_DTq T
<p r 2oeap\fay To HmaX{MTQ‘}ﬂT(L—l)’
TES
ce qui achéve la preuve du lemme. O

Le déterminant A n’étant pas nul, on peut lui appliquer la formule du pro-
duit ; le lemme précédent donne alors

DTyq
H paer Yocap\(1ay To < L2DZUeST§H(Q)2L(L—1)‘
PeAy

En posant A\, = %, I'inégalité précédente devient

2
(2.8) IOngN > % :—; <2 (Z Ai) log L + 2 (Z )\U> Dh(a).

PeA1 oeGp\{1d} oS oeS
Avec I’égalité suivante :
I D VDO
ep’
PeA oeGp\{1d} o€S\{Id} PeA(o)
on peut réécrire l'inégalite (2.8) :
2
(2.9) ( 3 )\UAU> — eylog(ND) < 2(2 )\U> Dh(a),
ceS\{Id} oeS
ou

log N 1
Ay =— > — | —erolog(ND).

En utilisant la majoration

202%d? log(N D) log(2D) Z 1

2.1 L < 1
(2.10) Ao < N loglog(5D)

e
PeAo) ¥
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valable pour o # Id et les inégalités (2.5) et (2.6) du lemme 2.9, on a

2 72 2
A > log N 2¢4C%d”log(ND)* log(2D) Z 1
2d N loglog(5D)

e
Per(o) T

L par 1/E,

ep

log N S loglog(5D)log N
7~ 4dFE ~ 8Cd?log(2D)

[N :
d’ou, en minorant - pey (o

(2.11) A

Remarquons que

> z——z

oeS\{Id} peA(o PeAy

donc

(2.12) |A1| < Z Z <

oceS\{1d} PEA(c

En utilisant la minoration

C%d%log(N D) log(2D) Z 1

Ag =
2N loglog(5D) Perts) P
et (2.12) on obtient
C?d?1og(N D) log(2
Z As 2 2N loglog(5D) Z Z
oeS\{1d} oeS\{1d} PeA(o

- C%d?log(N D) log(2D) N
2N loglog(5D) 8log N

C%d%log(ND)log(2D)
16loglog(5D)log N
Ainsi, (2.11) donne
(2.13) ( 3 AC,A0> — ¢4log(ND) > log(ND).

ceS\{1d}
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Enfin, en utilisant encore (2.10) et (2.12), on obtient

Z no<14 2C2%d% log(N D) log(2D) Z Z

ies Nloglog(5D) seoia) PEA(U
(2.14) o4 20%dlog(ND)log(2D) = N
- Nloglog(5D) log N
4C%d? log(N D) log(2D)
log log(5D)log N

En injectant (2.13) et (2.14) dans (2.9) et en utilisant (2.5), on a alors

cs(log N)%loglog(5D)? _ cgloglog(5D)%
2.1 h > >
(2.15) (%) 2 DT log(ND)log(2D)? = Ddilog(2D)?

37

2.4.2.2. Une majorité n’est pas ramifiée. — Posons Ay = {P € A |ep = 1}.

Supposons maintenant
N

~ 4log N’

[Ag| >

Pour tout P € Az, on note ®p le morphisme de Frobenius associé a P, c’est-

a-dire le morphisme vérifiant

Vye Oy, ®py=+" mod POL.

Notons I' I'ensemble des premiers rationnels p tels qu’il existe P € Ay au-
dessus de p. Pour p € I', on définit ¥, = {<I>131 | P € Ay, P|p}. Notons éga-
lement 71,...,7p les D plongements distincts de L(a) dans Q qui prolongent

I'inclusion L < Q. Considérons le déterminant
A = A((ria, T)i<i<p, (07, 1) yep 7 e, )

ou

T:{Wu\rm]

Ce déterminant est de taille L = D(T'+ 3 - [5,|) < D(T' + [A2]). On a

log L < ¢7log(ND).
Etudions |A|, pour chaque place v € Mp.

Lemme 2.13. — Soit v une place de F. Alors
- 51 v|oo,

IA], < 1, D(T?+|Az]) H maX{l,‘Tia‘v}T(L_l) H H maX{l,’Tpa’v}p(L_l),

1<i<D pel 7,5,
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- siv oo,

Al < [T max{t,|mal )"V T max(1, ol 70,

1<i<D PEl 1e5,

- 51 0|Q avec Q € Ag,

Al <q % [ max{1,ral " @D T TT max{1, lnal, &,

1<i<D PEL 1 €5,

ol q désigne le premier rationnel sous Q.

Démonstration. — Les deux premiéres inégalités sont encore données par le
lemme 2.8. Soient Q € Ay et 791,...,7Q,p les D prolongements de @él a
L(a). Siv|Q, on a

|A[,* < AjAs A3 Ay,

avec

D D
2
A = H H |Tic — TjOé|Z
i=1 j=1
i
Ay = H |Tpa — 70,

Tp Efp, TrESy
(p,mp)#(r,7r)

D
Ag = H H|TZ‘O£—TpOépg;
i=1

pel, TpESp

(rroi)#(a20")
D D

Ar = 1T 1me — @0y

i=1j=1

En majorant grossiérement chacun des facteurs de Ay, As et As, on obtient

2(D—
Ay < [ max{1|mal, P70,
1<i<D

As < H max{1, |Tpa|v}2p(D|A2|_1),

pel, Tpeip
As < H max{1, |r;cl, 22T 1A21=1) H max{1, 7,af |, }PT.
1<i<D pel’, 7pETp

(rrop)#(27g")



2.4 — DEMONSTRATION DU THEOREME 2.2 39

Enfin, si on note encore f le polynoéme minimal de « sur L., d’apreés la propo-
sition 2.6 :

d
Ar= [T 1 (rg i)y

J=1

< q P max{1, |rg jal, }7°7 H max{1, |ral,}".
1<i<D

11 suffit alors de multiplier ces quatre inégalités pour terminer la démonstration
du lemme. O

Le déterminant A n’est pas nul car les ;a0 et 7,0?, p € I', 7, € ip, sont
deux a deux distincts. On peut donc appliquer & A la formule du produit ; le
lemme précédent donne alors

H pDT < 1.2D( T2—HA2|)H(a)2D(L_1)(T+ZPeA2p)7

PcAs
soit
(2.16) Z logp < 2(T% + [As)log L + 2(T + [A2|)(T + Y p)Dh(a).
P€A2 PeAs
Or
TlogN N N?
— Z log X > .
4log N — 16C%d?log(N D)
PEAQ

Par ailleurs, en utilisant (2.6), on déduit

N
T? + Ay log L < T2+ —— | log(ND
(1% + M log L < cr (724 20 ) log(VD)

<c Al + N log(ND)
=T\ Cid2log(ND)? " loglog(5D) ) °®

N2
<
~ (C%/2d%1og(N D)
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et

e Es (s 3) (550

PeAs

o _AN?
~ (log N)*'
Finalement, en utilisant (2.5), on obtient
h(a) > cs(log N)? > cg loglog(5D)?
#DN log(ND) = @&DN log(2D)

donc, par le choix de N,

Clo .
(2.17) h(a) > - min <

log log(5D)* log log(5D)?
d®log(2dD)?log(2D)?’ Ad?log(2D) )

2.4.3. Conclusion de la preuve du théoréme 2.2

Les inégalités (2.7), (2.15) et (2.17) donnent

1. < loglog(5D)>3 loglog(5D) loglog(5D)*

C1
hia) > L
(@) = 5 min | o SaD)Tlog@D)  dr AT log(2D)F

log log(5D)* log log(5D)?
d®log(2dD)?log(2D)?’ \d?1log(2D)

LI, log log(5D)* log log(5D)?
- D d®log(2dD)?log(2D)?’ \d*log(2D) |’

2.5. Démonstration du théoréme 2.3

La preuve du théoréme 2.3 est trés similaire & celle du 2.2. Choisissons
Cdlog(2D)
- [loglog(5D)]
et posons cette fois
A%log(2D)3
" Tloglog(5D) ’
ou A = 2¢(d)|Ak|. On a l'encadrement

(2.18) loglog(bD) <log N < ¢;3C Aloglog(5D).
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Nous noterons encore A ’ensemble des éléments de P dont la norme sur Q
est comprise entre v/N et N. Le résultat principal de [Fri80| déja cité dans
I'introduction montre

A™PN

(log N)?’

ol p est une constante positive. D’otl1, en utilisant les mémes arguments que

#{P C Ok tel que Ng/g(P) < N} >

ceux du lemme 2.10,

APN  2c1dV'N  dlog|Ak] 2c1d\/ﬁ> A=PN

A= (log N)? logN  log2  logN = 2(logN)?
Quitte a remplacer A par un sous-ensemble, on peut donc supposer
A™PN A™PN
2og 2 = M= Tog

L’argument du sous-paragraphe 2.4.1 montre que s’il existe un premier P €
A tel que ep > E, alors

log(2D) _ A= loglog(5D)?
2.1 h > >
(2.19) ()2 5PNE Z "D log2D)

Supposons maintenant que pour tout P € A on ait ep < E. Comme dans
le sous-paragraphe 2.4.2.1, posons Ay = {P € A | 2 < ep < E} et supposons
dans un premier temps

Ar] > A™PN
U= 4log )2

Reprenons les notations de ce sous-paragraphe, en choisissant

_ [ Cc3Ad%10g(2D)? . .
Tia = [ log log(5D) SLTL = Id,

T, =

_ | Cdlog(2D) . _

I, = |:loglog 5D) ZPEA ] S1 7L, = 0.

Rappelons l'inégalité (2.9) :
2200 (X MAs) - eilog(ND) < 2(ZAU)2Dh(a),

ces\{1d} oes

ou

log N 1
Ay, = E — | - .
b 2d o c4Ao log(N D)
PeA(o)
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En utilisant la majoration

(2.21) \ 2loglog(5D) Z 1

7 = C2Adlog(2D) » ep

eA(o)
valable pour o # Id, et ’encadrement (2.18), on a :

A > <10gN 20410g(ND)loglog(5D)> Z 1

2d C2Adlog(2D) pixi) ©F

loglog(5D) 1
DD
4d PeA(o)

d’ou, en minorant ZPEA(U) % par 1/E,

log log(5D)?

(2.22) Ao— = Wg@m.

En utilisant la minoration

\s loglog(5D)) Z 1

7= 2C2Adlog(2D ep’

PeA(o)
I'inégalité (2.18) et la relation (2.12), on obtient
log log(5D) A™PN

g Ao > X
(o3 2 2
es\(id) 2C%Adlog(2D)  4(log N)

log log(5D) " A®=rlog(2D)3

~ 2C?Adlog(2D) = 4c¢3,C%A%loglog(5D)3

A9 3log(2D)?
~ 8c2,C4dloglog(5D)?

Ainsi, (2.22) donne

C—p-3
Z Asds 2 . 64c? ?f{(ng)
oceS\{1d} 13

et, en utilisant (2.18),

(2.23) ( 3 /\0A0> — ¢4log(ND) > log(2D).
oeS\{1d}
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Enfin, en utilisant encore (2.21), (2.12) et (2.18), on obtient

C 2
Z A< 2loglog(5D) N < 4A% log(2D)

(2.24) log(2D)  (log N)? ~ Tloglog(5D)*

c€eS
En injectant (2.23) et (2.24) dans (2.9), on a alors

A=“15]oglog(5D)*

(2.25) h(a) > Dlog(2D)?

Posons maintenant Ay = {P € A |ep = 1} et supposons

APN

As| > .
[As] 2 4log N

Choisissons

_ [C3A%dlog(2D)?
| loglog(5D)2

et reprenons les notations du sous-paragraphe 2.4.2.2. Réécrivons, pour la com-
modité du lecteur, 'inégalité (2.16) :

T
= ) logp < (T + |Ag|)log L+ 2(T + |[A2)(T + Y p)Dh(a).
d

PeAs PeA,

—p 2 \C—p+1 5
% Z log p > Tlog N A™PN S c16C A log(2D)

x 2 = 1
oyt 2d 4(log N) log log(5D)

Par ailleurs,

A™PN
(T2 + |A2|) 10gL S (6rd <T2 + W) lOg(ND)

(CGA4d2 log(2D)*  A®~Plog(2D)?
< ar

Alog(2D
loglog(5D)* log log(5D)3 >C °B(30)

c1sCAY~PH log(2D)?
log log(5D)%
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et

N N?
T+ T+ 3 7)< (7+ Gore) (7 Gogy)

4N3

= Tlog N’
4A3%log(2D)?
loglog(5D)7
Finalement, on a
A=191oglog(5D)>3
log(2D)*
Le théoréme 2.3 découle des inégalités (2.19), (2.25) et (2.26).

(2.26) h(a) >



PARTIE 11

LE PROBLEME DE LEHMER
RELATIF EN DIMENSION
SUPERIEURE






CHAPITRE 3

CAS DES HYPERSURFACES

Nous abordons dans ce chapitre le probléme de Lehmer « relatif » pour les
sous-variétés algébriques d’un tore multiplicatif. Généralisant un théoréme de
F. Amoroso et U. Zannier, nous montrons que la hauteur normalisée d’une
hypersurface qui n’est pas de torsion est minorée en fonction de son indice
d’obstruction sur Q?P, l'extension abélienne maximale de Q. La minoration
ainsi obtenue correspond & un € prés a la conjecture la plus précise que 1’on
peut formuler dans ce cadre.

3.1. Introduction

Nous nous proposons ici de poursuivre I’étude des minorations de la hauteur
normalisée des sous-variétés d’un tore amorcée par F. Amoroso et S. David dans
[AmDa99|, |[AmDa00|, [AmDa03| et [AmDa04|. Soit n un entier naturel
non nul. Nous considérons le plongement « naturel » de G}, dans PP,,. La hauteur
(normalisée) d'un point o = (v, ..., a,) € G est donc la hauteur de Weil lo-
garithmique et absolue (avec la norme du sup aux places archimédiennes) (o)
du point projectif (1 : aj :...: ay). P. Philippon ([Phi91],[Phi94|,[Phi95])

définit la hauteur normalisée d’une sous-variété V de G} par :

h(m]V) deg(V)

V)= lim = e GnlV)

)

ou h(V) (respectivement deg(V')) est la hauteur projective (respectivement le
degré) de l’adhérence de Zariski de V' dans PP,,. L. Szpiro a également intro-
duit le minimum essentiel de V', noté °(V'), comme la borne inférieure des

nombres réels 6 > 0 tels que l'ensemble des points P € V(Q) de hauteur nor-
malisée majorée par @ soit Zariski-dense dans V. Si V est Q-irréductible, on
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dispose alors de la relation suivante, montrée dans [Zha95a| et [Zha95b| :

h(V) AeSS(V) < h(V)
(dim(V) 4+ 1) deg(V) H ~ deg(V)’
Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable
suivante, montrée encore par S. Zhang (voir [Zha92|) : 4*%(V) = 0 (donc
h(V) = 0) si et seulement si V est une variété de torsion, c’est-a-dire une
réunion de translatés de sous-tores de Gy par des points de torsion.

IN

Il est donc naturel de chercher & minorer le minimum essentiel (ou la hauteur
normalisée) d’une variété qui n’est pas de torsion.

Une telle minoration va dépendre des caractéristiques géométriques de la
variété, par exemple son degré. Cependant, si 'on n’impose aucune condition
géométrique sur la variété, il faudra également tenir compte de son corps de
définition. En effet, soit H un sous-groupe de G, et soit (a;);>0 une suite de
points qui ne sont pas de torsion et dont la hauteur tend vers 0 (par exemple
a; = (2Y7,...,21/%)). Alors les variétés V; = a;H ont toutes méme degré
deg(H) mais la suite de leurs minima essentiels i°*(V;) < h(a;) converge vers

e

Le probléme consistant & trouver les meilleures bornes inférieures pour le
minimum essentiel des sous-variétés de G}, est une généralisation d’une célébre
question de D. H. Lehmer : existe-t-il une constante ¢ > 0 telle que pour
tout nombre algébrique « de degré d qui n’est pas une racine de I'unité on ait
h(a) > ¢/d? Sil’on ne suppose rien de plus sur «, c’est la meilleure minoration
possible, étant donné que h(2'/%) = (log 2)/d. Dans cette direction, le meilleur
résultat & ce jour est un résultat de E. Dobrowolski [Dob79] :

Théoréme 3.1. — 1l existe une constante ¢ > 0 tel que pour tout mombre
algébrique o de degré d qui n’est pas une racine de ['unité :

¢ (loglog(3d)\*
h(a)28< log(3d) > '

Cependant F. Amoroso et U. Zannier ont montré dans [AmZa00| que 1'on
a le méme type de minoration en remplacant le degré total de « (c’est-a-dire
[Q(c) : Q]) par le degré « non abélien » de a (c’est-a-dire [Q*P(a) : Q*P] ott Q2P
désigne l'extension abélienne maximale de Q) : c’est le probléme de Lehmer
« relatif ». Notre but est de généraliser ce résultat en dimension supérieure.

Dans les problémes de minoration en dimension supérieure, 'invariant le
plus fin qui puisse tenir compte de la nature « arithmétique » d’une variété est
I'indice d’obstruction. Quelques notations sont nécessaires avant d’introduire
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cet invariant. Nous fixons donc Q une cloture algébrique de Q et nous noterons
G™, pour G” (Q). Soit V une sous-variéte™ de G?, et soit K un sous-corps de Q.
Nous utiliserons les notations suivantes : Q(V') désignera le corps de définition
de V, K(V) le corps K- Q(V) et Vk la variété définie par

Vk = U oV.
o€Gal(Q/K)

Remarquons que l'on a deg Vk = [K(V) : K] deg V.

Définition 3.2. — Soient Z C G} un ensemble algébrique et K un sous-
corps de Q. On appelle indice d’obstruction de Z relativement & K (ou sur K)
et on note wg (Z) le plus petit degré d’une hypersurface de G}, définie sur K
contenant Z.

En particulier, si V' est une hypersurface de G}, wg (V) = [K(V) : K] deg V.

F. Amoroso et S. David énoncent alors une conjecture généralisant le pro-
bleme de Lehmer en dimension supérieure et obtiennent dans cette direction
le résultat suivant, analogue du théoréme de E. Dobrowolski en dimension su-
périeure :

Théoréme 3.3. — Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété
géométriquement irréductible de G}, de codimension k qui n’est contenue dans
aucune sous-variété de torsion. Alors

~ €SS C(n)
A=) 2 wo(W)

log (3w (W)) ™),

ot c¢(n) et A\(k) sont des nombres réels strictement positifs ne dépendant res-
pectivement que de n et k.

Nous pouvons ainsi énoncer la conjecture « relative » analogue :

Congecture 3.4. — Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-
variété géométriquement irréductible de G}, qui n’est contenue dans aucune
sous-variété de torsion. Soit I une extension abélienne de Q. Alors

/’)/ESS( ) c(n)

ot c(n) est un nombre réel strictement positif ne dépendant que de n.

(U Nous appelons variété un ensemble algébrique irréductible sur son corps de définition.
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Dans cette direction, en « combinant » les techniques de [AmDa00| et
[AmZa00|, nous obtenons le résultat suivant concernant les variétés de co-
dimension 1 :

Théoréme 3.5. — Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersur-
face géométriquement irréductible de G}, qui n’est pas de torsion. Soit L une
extension abélienne de Q. Alors

ASS(W) > c(n) log 2wy, (W) 1\ ~UF6(+D)
~ wr(W) \ loglog 5wy, (W)

ot c¢(n) est un nombre réel strictement positif ne dépendant que de n.

Y

Remarquons également que pour les hypersurfaces, on peut attaquer ce pro-
bléme d’un point de vue différent. En effet, dans [AmDa03|, F. Amoroso et
S. David obtiennent, en introduisant des hypothéses supplémentaires, une mi-
noration uniquement de « nature géométrique ».

Théoréme 3.6. — Soit n un entier naturel non nul. Soit L une extension
abélienne de Q. Soit W une sous-variété géométriquement irréductible de G},
de codimension k qui n’est contenue dans aucun translaté de sous-tore. Alors

~ess c(n) —X(k)
p=w) = log(3wg (W)™,
wg(W) N
ot c(n) et A\(k) sont des nombres réels strictement positifs ne dépendant res-
pectivement que de n et k.

Ce résultat, appliqué aux hypersurfaces, nous indique que si W est une
hypersurface géométriquement irréductible qui n’est pas le translaté d’un sous-
tore alors

~ess C(TL) —81
1 o W) > lo d W .
(3 ) ( ) = dee W g(3 €g )

Pour obtenir un résultat du méme type que le théoréme 3.5, il suffit donc de
ne s’intéresser qu’aux hypersurfaces qui sont des translatés de sous-tores par
des points d’ordre infini. Mais dans ce cas on peut facilement se ramener au
cas du théoréme principal de [AmZa00| et obtenir :

Théoréme 3.7. — Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurface
géométriquement irréductible de G} qui est le translaté d’un sous-tore par un
point d’ordre infini. Alors pour toute extension abélienne L de Q, on a

¢ [ JoxCILOV) L) )7
W) = n - wL(W) <loglog(5[L(W) : L])) ’
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ot c est une constante strictement positive.

Démonstration. — Soient H un sous-tore géométriquement irréductible de co-
dimension 1 et a un point d’ordre infini tels que W = aH. En tant que
sous-tore de G} de codimension 1, H est donné par une équation du type
XA =1avec A € Z". Sionpose = (ju1,...,un) € N avec p; = max(0, —\;)
et @ = a™ € Q, alors le polynome F(X) = X*(X* — a) est une équation de
W et il est clair que L(W) = L(«). D’une part, W est une hypersurface donc
on a h(W) = h(F). D’autre part, un simple changement de variables dans les
calculs de la mesure de Mahler de F nous donne h(F) = h(X — a) = h(a)
(pour les liens entre la hauteur normalisée des hypersurfaces et la mesure de
Mabhler de leurs équations, voir par exemple, |Phi91, section 2, partie B|).
Ainsi en appliquant le théoréme de [AmZa00], on obtient

A ¢ ( log2L(w) L) )7
h(W) > [L(W) :L] <1og10g(5[L(W) 3L])> ‘

On conclut alors en utilisant 'inégalité de Zhang. O

En utilisant l'inégalité (3.1) et le théoréme 3.7 on peut donc obtenir un
résultat du méme type que le théoréme 3.5 avec une constante absolue comme
exposant du terme en « log ». Cependant, cette approche du probléme ne
fonctionne plus en codimension supérieure.

L’objet de ce chapitre est donc de donner une démonstration directe du
théoréme 3.5.

3.2. Notations et résultats préliminaires

Soit m un entier naturel non nul. Soient =, y € G} et soit m € N*. On

notera
wy = (11, Tnyn) b [mlx = (a1, 2)).
On désignera par ker[m] le noyau du morphisme de multiplication par m dans
GJ, c’est-a-dire ’ensemble des points dont les coordonnées sont des racines
m-iémes de 'unité. Si V' est une sous-variété de G7,, on notera Gy son stabi-
lisateur :
Gy={zecGp, aV=Vi= [y 'V
yeV

et GQ, la composante neutre de Gy . Le stabilisateur de V' posséde les propriétés
suivantes :

dim(Gy) < dim(V) et deg(Gy) < deg(V)HmV)+L,
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Par ailleurs, si W est une sous-variété stricte et géométriqguement irréductible
de G7, le degré de son image par le morphisme de multiplication par m vérifie
mdim(W) deg(W) mdim(W)—dim Gw deg(W)

deg([mIW) = e TmGnT [ker[m] N (Gw /GY)]

ot 'on a encore noté ker[m] le noyau de la multiplication par m dans G, /GY,.
On pourra trouver une démonstration de ces résultats dans [AmDa99] et
[Hin88|. Enfin, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.8. — Soit W une sous-variété de G, géométriquement irréductible.
Soient K un corps de nombres, p un nombre premier et ;, une racine primitive
p-ieme de unité. Alors l’extension

K([p|W, Cp) C K(W, Cp)

est abélienne de degré une puissance de p. De plus, si K(W, () = K([p]W, (),
il existe ¢ € ker[p] tel que K(CW) = K([p]W).

Démonstration. — Soit 7 € Gal(Q/K([p]W, (,)). Montrons que K(W,(,) est
globalement stable sous I’action de 7. Pour cela, il suffit de montrer que 7(W)
est définie sur K(W, (,). On a

[plr(W) = 7([p]W) = [PIW.

Il existe donc £ € ker[p] tel que 7(W) = &EW et 7(W) est définie sur K(W, ().
L’extension K([p|W, (,) € K(W,(,) est donc galoisienne. D’autre part, si l’on
considére ’application

¢ Gal(K(W, ) /K(PIW. ) — )/ pinc

T — &

on vérifie aisément que ¢ est bien définie et que c’est un morphisme injectif.

Ainsi Gal(K(W, ¢p)/K([p]W,(p)) est isomorphe & son image par ¢ donc est

abélien. La premiére partie du lemme est donc démontrée, passons a la seconde.
Remarquons d’abord que, par hypothése,

K([pIWw) € K(W) € K(W, () = K([p]W, ).

Si K(W) = K([p]W) le résultat est trivial. Supposons donc que K([p]W) C
0

K(W). Soit o un générateur du groupe cyclique

G = Gal(K([p|W, () /K([p]W))
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et notons & un de ses prolongements & Q. Comme & fixe K([p|W) et a fortiori
Q([p]W), on a

[plo(W) = 6([p]W) = [p]W.
Il existe donc & € ker[p] tel que (W) = EW.

Montrons que o(&) # &. Si € = (1,...,1) alors 6(W) = W et Q(W) est
stable sous 'action de G; on en déduit que K(W) = K([p]W). Par ailleurs, si
£€#(1,...,1) et 0€ = &, alors K(&) = K((p) est stable sous 'action de G; il
s’en suit que G est réduit a lidentité et K([p]W) = K([p]W,(p); a fortiori on
a encore K(W) = K([p]W). Dans les deux cas, on obtient une contradiction
avec ’hypothese K(W) #£ K([p]W).

On a donc o(€) = €, avec A € Z et A # 1 mod p. Soit u une solution de
la congruence

A=1u+1=0 modp
et soit { =&“. On a
G(CW) = o(C)5(W) = MW = ¢W,

ce qui montre que Q(¢W) (donc K(¢W)) est stable sous l'action de G, et ainsi
K(¢W) C K([p]W). D’autre part, [p|((W) = [p]W, donc ces deux corps sont
égaux, ce qui acheve la démonstration. O

3.3. Réductions

Soit I une extension abélienne de Q. D’apreés le théoréme de Kronecker-
Weber, L est contenu dans une extension cyclotomique de Q. Soit m € N*
minimal tel que L. € Q((y,). Si p est un nombre premier, on note ey(LL) son
indice de ramification dans L et €,(L) la puissance maximale de p divisant m.
On définit également

éL)= Y. (GL)-1).

p premier

Remarquons que si ' C L sont deux extensions abéliennes de Q alors é(L') <
e(L).

Pour démontrer le théoréme 3.5, on raisonne par ’absurde. Supposons donc
qu'il existe I une extension abélienne de Q et W une hypersurface géomé-
triquement irréductible de G}, non de torsion telles que le théoréme 3.5 soit
faux :

log 2w () > —(146(n+1))

(3.2) A (W) < ) <loglog5wL(W)

wL(W)
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Nous pouvons supposer de plus que le degré § = [L(W) : L] est minimal
dans (3.2) : pour toute hypersurface géométriquement irréductible W’ qui n’est
pas de torsion et telle qu’il existe une extension abélienne L.” de Q vérifiant
[L'(W'):L'] <4, on a

(3.3) A (W) >

c(n) log 2wy, (W) ) ~UF60+D)
wr (W) (log log 5er(W’)> '
Remarquons ensuite que la fonction

Ly < log(2(deg W)t) >1+6("+1)

log log(5(deg W)t)

est croissante sur [1;4+o00[. De plus, pour tout ¢ € (G)tors , o1 a deg(CW) =
deg(W) et a®*(¢W) = u®5(W). En particulier, (3.2) et (3.3) impliquent que
pour tout ¢ € (G )sors €t toute extension abélienne L' de @, on a

(3.4) IL/(¢W) : L] > 6.

Enfin, soit A I'ensemble des extensions abéliennes " de Q telles qu’il existe
¢ € (G)tors vérifiant [L'(CW) : L] = 4. Posons
€ = miné(LL).
LeA

Quitte a remplacer W par (W pour un certain ¢ € (G}})iors €t L par L' € A,
nous pouvons supposer que IL vérifie les deux conditions suivantes :

(3.5) IL(W): L] =6,

(3.6) &(L) = é.

De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme
L(W)
N
L
\ /

LNnQW)

Q
Etant donné que L. N Q(W) est une extension abélienne de Q et que

e(LNQ(W)) <é(L) =e,

QW)
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on a (L NQ(W)) = é. Cela nous permet de supposer, quitte a remplacer L
par LN Q(W), que L. C Q(W), c’est-a-dire
(3.7 QW) = L(W).

Remarquons enfin que I'on peut également supposer

(3.8) V¢ € (Ghiors,  QEW) C QW) = Q(CW) = Q(W).

En effet, s’il existe ¢ tel que Q(¢W) € Q(W), nous avons L(¢W) C L(W), ce
qui implique nécessairement (par 3.4) L(¢W) = L(W) = Q(W). Nous avons

ainsi le diagramme
QW)
T
L \

QW)
/
LNQ(¢W)

Q

Par le méme argument, nous pouvons donc remplacer W par (W et L par
L N Q(¢W). Nous pouvons itérer ce procédé, jusqu’a obtenir (3.8) (nombre
d’itérations fini car le degré décroit strictement a chaque étape).

Ainsi, nous considérons désormais une hypersurface géométriquement irré-
ductible W qui n’est pas de torsion et une extension abélienne I de Q contenue
dans Q(W) qui satisfont (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) et (3.8).

Notation. Soit m € N*. Dans toute la suite, nous noterons V,, la variété
définie par
(3.9) V= |J [mlo(W)=[m]WL.

o€Gal(Q/L)

On définit également un ensemble de premiers « exceptionnels » :

Eexc(‘/l) = {p premiers, p | |GV1/G9/1 |}’

et on note P son complémentaire dans ’ensemble des nombres premiers. Enfin,
nous noterons s la dimension du stabilisateur de W.

Lemme 3.9. — Soit p € P. Alors
i) p ne divise pas |Gw /G|,
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i6) L(p]W) = L(W),
iti) deg(V}) = p" 1 "Swp (W),

Démonstration. — i) On montre facilement que Gy C Gy, et G, = G?,l.
Ainsi Gy /GY; est un sous-groupe de le/G?/1 et p ne divise pas |Gw /GY|.

i1) Il suffit de montrer que L([p]W, () = L(W, () : le lemme 3.8 nous indique
alors lexistence de ¢ € ker([p]) tel que L(¢W') = L([p]W). Les hypotheses (3.4)
et (3.5) faites sur W nous donnent ainsi :

5= [LW) L] > [LpIW) : L] = [L(CW) - 1] > &

On en déduit L([p]W) = L(W).

Considérons l'extension abélienne

L([p]W,¢p) € L(W, ).
Supposons qu'il existe un élément o # Id dans Gal(L(W,¢,)/L([p]W,(p)) et
notons & un de ses prolongements 4 Q. On a
[ploW = G[p|W = [p]W
donc il existe & € ker[p] différent de (1,...,1) vérifiant (W) = E€W. Pour
T € Gal(Q/L), il existe | € Z tel que que 7€ = &L, Puisque o(£) = £ on a
Er(W) =7(E'W) = (T 05" )(W).

Donc & € Gy, . Mais comme G?,l = G?/V et 0 #1Id,ona & & G?/l. On en déduit
que p divise |Gy, / G?,ll, ce qui contredit I’hypothése p € P. On a donc bien
L([p]W, () = L(W,(p) et le point (ii) est établi.

i11) Le point précédent nous assure que [p|W et W ont le méme nombre
[L(W) : L] de conjugués au-dessus de L. D’ou

deg(Vp) = [L(W) : L] deg([p]W).

Or, d’apres (i), | ker[p] N Gw /GY),| = 1. Donc deg([p]W) = p"~'=*deg W, et

la preuve du lemme est achevée.
O

3.4. Lemmes pour ’extrapolation

Lemme 3.10. — Soit p un nombre premier. Soit (my ---m,)*") la décom-
position de (p) dans Oy. Alors il existe un élément ®, du groupe de Galois
Gal(L/Q) tel que pour tout entier algébrique v € L, on a

Y—-®,y=0 modmy - m,.
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Démonstration. — Voir le lemme 3.1 de |[AmZa00|. O

Lemme 3.11. — Soit p € P. Alors il existe un sous-groupe H, de Gal(L/Q)
d’ordre

|Hp| > min{e, (L), p}

tel que, pour tout entier algébrique v € L et pour tout o € Hy, on a
(3.10) Y —ov? =0 mod pOL.
et, pour tout prolongement T € Gal(Q/Q) de o € Hy\{1d},

TPIW # [pIW.

Démonstration. — Si p n’est pas ramifié dans LL alors e,(L) =1 et H, = {Id},
auquel cas le lemme est trivial. Si p est ramifié dans I alors p est également
ramifié dans Q(G), donc p|m. Notons G, le groupe Gal(Q((m)/Q(Cmyp)) qui
est cyclique d’ordre p si p?|m, d’ordre p— 1 sinon. Par minimalité de m, L n’est
pas stable sous ’action de G, donc G, induit par restriction un sous-groupe
non trivial H, de Gal(L/Q). Si p?|m, alors nécessairement |H,| = p. Si p? { m,
alors |H,| divise (p — 1) et |[Hj| > e,(IL) car p n’est pas ramifi¢ dans Q(Cp/p)-

Soit 4 € L un entier algébrique. En particulier, v est un entier de Q((y,),
donc s’écrit v = f((n), avec f € Z[X]. Soit o € Hp. Cet automorphisme est la
restriction & I d’un certain ¢ € Gj,. Comme Q(,,/,,) est stable par I'action de
7, on a 6(¢h) = ¢h. On obtient ainsi, & I'aide du petit théoréme de Fermat :

7" =6 f(Cm)? =0 f(Ch) = F(Gh) =~" mod pZ[(pn].

Ce qui, par restriction a IL, nous donne (3.10).

Enfin, soient 0 € H,\{Id} et 7 € Gal(Q/Q) un prolongement de o. Sup-
posons que T[p|]W = [p]W. Ceci équivaut a dire que Q([p]I¥) est stable sous
'action de 7. Notons E le sous-corps de L fixé par 0. On a alors Q([p|]/W)NL C E
donc E([p]W)NL = E. Par un argument galoisien, les « cotés » opposés du
diagramme suivant ont méme degré :
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On en déduit
[L([pIW) : E([pIW)] = [L : E].
De plus, par le lemme 3.9 et I’égalité (3.7), on a
(3.11) L([p]W) = L(W) = Q(W).
Ainsi [Q(W) : E([p]W)] = [L : E]. D'une part, comme E C LL (sinon o = Id),
on a [L : E] > 1. D’autre part, comme l'extension L/E est galoisienne,
(3.12) [L: E] = |Gal(L/E)| = ordre(o) < |Hp| < p.
On a donc 'encadrement
(3.13) 2 < [QW) : E([p]W)] <p.

Nous allons montrer que ce degré est exactement p. Pour cela considérons
une racine primitive p-iéme de l'unité, notons-la ¢,, et les extensions cycliques

QW, ¢p)/QW), E([pIW; () /E([PIW) et Q([pIW, ¢p)/Q([p]W) dont le degre

divise p — 1. Remarquons que ’on a (voir (3.11))

Q([pIW, ¢p) S E([p]W, () € L([pIW, ¢p) = L(W, () = Q(W, ().

Par ailleurs, par le lemme 3.8, I'extension Q(W, (,,)/Q([p]W, (p) est abélienne de
degré une puissance de p. Il en est donc de méme pour ’extension intermédiaire

Q(W, () /E([p]W, (). Supposons que Q(W, () = E([p]W,(p). On a
E([p]W, Cp) CEW, Cp) C LW, Cp) =Q(W, Cp)

donc E(W,(p) = E([p]W,(p). Le lemme 3.8 implique alors l'existence d’un
¢ € ker[p] tel que E(CW) = E([p]W). Ainsi :

Q(EW) C E(CW) = E([p]W) C L([p]W) = L(W) = Q(W).
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L’hypothese (3.8) faite sur W implique que ces six corps sont égaux ; en parti-
culier Q(W) = E([p]W), ce qui est impossible d’apres (3.13). Donc [Q(W, () :
E([p]W, ()] = p®, avec a > 1. Ainsi p divise

[QW, ¢) : E([pW)] = [Q(W, ¢p) : QUM)JIQ(W) : E([p]W))].

Or [Q(W,¢p) = Q(W)] divise p — 1 donc, par le lemme de Gauss, p divise
[Q(W) : E([p]W)]. L’encadrement (3.13) implique alors

QW) : E([p]W)] = p.

On a ainsi montré que [L : E] = [Q(W) : E([p]W)] = p. On déduit alors de
(3.12) que le cardinal de H,, est p. Il en est donc de méme pour G,. Notons ¢
la quantité é,(IL) et fixons une racine primitive g-ieme de l'unité ¢, = 7(nm/ 2
Comme L({;) € Q((m), le groupe de Galois G induit par restriction un sous-
groupe non trivial de Gal(LL(¢;)/Q), qui est nécessairement cyclique d’ordre p.
Notons F le corps fixé par ce sous-groupe et p un générateur de Gal(L((,)/F).

Alors E CF et

(3.14) pCq = <~qu
ou C~p est une racine primitive p-iéme de 1'unité.

Nous allons montrer qu’il existe ¢ € (GJ})tors tel que F(CW) C F([p]W).
Nous pouvons supposer que F([p]W) C F(WW), sinon notre affirmation est tri-
viale; donc F([p]W) C L(W,(,). De plus, par un argument galoisien, on a

[L([pIW, ) = F([p]W)] qui divise [L(¢g) = F] = p. Or L([p]W, () = L(W, (),
donc

LW, ¢q) - F([pIW)] = [L([p]W, ¢g) : F([p]W)] = p.
En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restriction

r: Gal(L(W, &) /F([p)W)) — Gal(L(C,)/F)

est un isomorphisme de groupes. Soit p un générateur de Gal(IL(W, {,)/F([p]W))

tel que pjc,) = p- 1l existe alors & = (;‘,’1, e ;‘,3‘") € ker[p] tel que

pW = EW
et, par (3.14),
ﬁCq = Cqu-
-, Cg ), alors on a

Si on pose ¢ = (¢, 1, ..

PICW) = B()AW) = (™ ¢ ™., g *m)EW = ¢W.
Ainsi (W est stable sous l'action de Gal(L(W,(,)/F([p]W)) donc F({W) C
F([pIW).
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On en déduit
F(CW) < F] < [F([p]W) : F] < [E([p]W) : E] = &

Or, comme F C Q(Gy,/p), on a é(F) < &(L). On vient ainsi de contredire
I'hypotheése (3.6) faite sur W, ce qui achéve la démonstration du lemme. [

3.5. Comnstruction de la fonction auxiliaire

Soit S un sous-espace vectoriel de Q' de dimension d. On définit la hauteur
he de S comme le fait W. Schmidt (voir [Sch96, chap 1, §8]) par

[Fv : Qv]
ha(S) = ——logl|lxi1 N--- Az
2( ) 21): [FQ] g” 1 d||U7L2 ’
ol &1,...,xy est une base de S sur un corps de nombres F quelconque sur
lequel S est rationnel, et || - ||, 1, est la norme du sup si v est ultramétrique,

la norme euclidienne sinon. Pour € Q!, nous noterons hz(z) la hauteur du
sous-espace engendré par .

Nous énoncons maintenant un théoréme permettant de construire une fonc-
tion auxiliaire dont le degré et la hauteur sont controlés.

Théoréme 3.12. — Soit V une hypersurface de G}, de degré Q. Soient L et T
deuzx entiers naturels non nuls tels que L > QT'. Alors, pour tout € strictement
positif, il existe un polynome non nul F € Q[X1,--- , X, a coefficients entiers
algébriques, de degré inférieur ou égal a L, identiquement nul sur V' a un ordre
supérieur ou égal a T tel que
N 1 L+n
ho(F) < r((T +n)log(L+ 1)+ L(a*™(V) + 6)) t3 log < " >
avee (L+n) - (L—QT-‘m)
n n

(L—QT—i—n)
n

et o, par définition, la hauteur d’un polynome est la hauteur de la famille de

T =

ses coefficients.

Démonstration. — Nous noterons encore V' 1’adhérence de Zariski de V' dans
P,. Soit P € Q[Xy,--- , X,,], homogéne, générateur de I'idéal associé¢ & V (on
a deg P = ). L’ensemble E des polynomes homogénes de Q[Xo,--- , X,]
de degré L identiquement nuls & un ordre supérieur ou égal & 1" sur V est
constitué des polynomes G.PT, ot G € Q[Xy,--- , X,,] est homogéne de degré

L—QT. Siony ajoute le polynéme nul, c’est un Q-espace vectoriel de dimension
(L—QT+n)
o :
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La démonstration est alors exactement celle du théoréme 2.2 de [AmDa03]
ou l'on a substitue F U {0} a [BD]y et H(PD);L) a (L;LL") - (L_%TJF").
Nous obtenons ainsi un polynéme F & coefficients algébriques qui satisfait les
propriétés voulues. Quitte & multiplier F' par un entier algébrique (ce qui ne
modifie en rien sa hauteur), on peut supposer que F' est & coefficients entiers

algébriques, ce qui donne le résultat souhaité. ]

Corollaire 3.13. — Soit V' une hypersurface de G}, de degré S, qui n’est pas
de torsion. Sotent L et T deux entiers naturels non nuls tels que L > 2QT.
Alors il existe un polynéme non nul F € Q[X1,---, X,] & coefficients entiers
algébriques, de degré inférieur ou égal a L, nul sur V a un ordre supérieur ou
égal a T tel que

2”+IQT
ha(F) < = <(T +n)log(L +1) + 21;@655(1/)) + g log(L + 1).

Démonstration. — Comme V n’est pas de torsion, il suffit d’appliquer le théo-
réme précédent avec e = °5(V), d’utiliser I'inégalité (L;t”) < (L+1)" et de
remarquer que si L > 2Q7T, on a
(L—i—n) _ (L—QT—i—n) on+1O)T

<

n n
—Q =
(L T+n) L

n

3.6. Extrapolation

Nous utiliserons & plusieurs reprises un lemme d’approximation qui permet
d’exhiber un « dénominateur commun » local :

Lemme 3.14. — Soient K un corps de nombres, vy une place ultramétrique
de K et v1,...,7v, des éléments de K. Alors il existe un élément B € Ok tel

que 5’}/17 v 75’)% € OK et ’/B‘Uo = max{l, ’71‘1107 EE) "Yn‘vo}_l'

Démonstration. — Fixons une place archimédienne quelconque v et notons X
I’ensemble fini

Y={veMy|vtooet max{|vi|v,---|Vnlv} > 1} U{vo}.

Pour toute place v € ¥, notons 6, ! celui des éléments de v, ...,7, de valeur
absolue maximale en v (si v = vy et si max{|Vi|vg,- -, |[nlvo} < 1, on pose
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0, = 1). D’apres le théoreme de |CF67, chap. II, 15, page 67|, il existe un
élément (€ K tel que

18 = Oulo < max{l, y1fe, ..., [alo} ™" pour tout v € X,
By <1 siv g L U{o}.

En utilisant 'inégalité ultramétrique, on en déduit

18], = max{1,|Vilv,-- -, |[¥nlo} "t pour tout v € ¥,
1Ble <1 siv g XU {0}

En particulier, pour toute place finie v de K on a |3], < 1 (donc 8 € Ok)

et pour tout ¢ € [1,n], |B7ily < 1 (donc B7; € Ok). Enfin, on a bien |3|,, =

max{1, [1|vg, - - - [Ynlvoo } ! car vy € . Le lemme est donc établi. O

Proposition 3.15. — Soit p un nombre premier et soient 11 et L1 deux en-
tiers naturels non nuls. Supposons qu’il existe un polynéme non nul Fy a coef-
ficients entiers algébriques, de degré au plus L1, identiquement nul sur Vi avec
multiplicité supérieure ou égale a Ti. Soit v une valuation sur Q qui prolonge
la valuation p-adique. Alors, pour tout o € W et pour tout T qui prolonge @),
on a

|[FT (e?)]y < p_Tl/ep(]L) max {1, |1y, -, ’an‘v}le .

Démonstration. — Si pOp, = (71 - wr)eP(L), notons @ l'idéal mq - - - m,.. Soient
a € W et 7 € Gal(Q/Q) un prolongement de ®,. D’aprés le lemme 3.14, il
existe une équation réduite f € OL[X] de V; telle que |f7], = 1.
Par le petit théoréme de Fermat et le lemme 3.10, on a
S(X)P = fT(XP)  mod QOL[X].

En utilisant de nouveau le lemme 3.14, il existe n € Og(q) tel que

nat, .., nay € Ogay et |nfy, = max {1, [aily,. .., |Oén|v}_1 .
On a alors
P98 £7(aP)|, = [P f ()P — ppdesl) £7(aP)|, < p~ /e,
Donc
7)o < p7Her® max {1 oo, . o] }P4ED

Comme Fj est a coefficients entiers algébriques et |f7|, = 1, nous avons la
factorisation Fy = q- f1* avec |¢7|, < 1. Ainsi

|FT (aP)]y, < p~ /M) max {1, |aq ]y, - . . , o] }PFL.
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Dans le cas ou la ramification est « grande », l’étape d’extrapolation est
différente. Nous devons au préalable établir un lemme technique.

Notation. Soit n € N* et f un polyndéme. Nous noterons f, le polynome dont
les coefficients sont obtenus en élevant ceux de f a la puissance n.

Lemme 3.16. — Soient p un nombre premier, K un corps de nombres et Ok
son anneau d’entiers. Soient f € Og[X] et ¢ € ker[p|. Alors H‘;’;é f(¢'X) €
OK[X] et

p—1
[17(¢X) = f,(X?) mod pOx[X].
j=0
Démonstration. — Soit (, une racine primitive p-iéme de l'unité. Il existe
(a1,...,an) € N tels que ¢ = ((5*,...,¢5™). On peut alors écrire le produit
H?;é (¢/ X)) comme un résultant :
p—1
[T (X)) =Resy (F(Y¥ Xy,...,Y " X,,), YP = 1).
§=0

Ceci implique que ce produit est un polynome & coefficients dans Ok. De plus,
modulo pOk|[X], on a

p—1
[[£¢X) = Resy (Y Xy,..., Y X,), (Y = 1)P)
7=0
= f(X)
= fp(X?),
ce qui nous donne la congruence annoncée. U

Lemme 3.17. — Soient p € P, v une place de Or au-dessus de p et T €
Gal(Q/Q) tel que T, € Hy. Il existe alors un polynome g € OL[X] tel que
— g est une équation réduite de V),
n ‘gT’v =1,
— il existe t € N* tel que g(X?) = f(pt)(Xpt) mod pOL[X], ou f € OL[X]
est une équation réduite de V7.

Démonstration. — Considérons ’ensemble algébrique

(3.15) = U cn=Jm,

¢eker[p] ¢eH
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ol H est le groupe quotient

2 — (ker[p} frerly) ﬂle) .

(Remarquons que pour ¢ € H la variété (Vi est bien définie car celle-ci ne
dépend pas, par construction de H, du représentant de ¢ choisi dans ker[p].)
Dans le dernier membre de la suite d’égalités (3.15), la réunion est constituée
d’hypersurfaces n’ayant aucune composante irréductible commune. En effet,
d’une part la réunion est faite modulo le stabilisateur de V7, ce qui nous assure
que pour deux éléments distincts ¢ et 5 de H, on a {V; # fVl ; d’autre part,
pour tout plongement o : L(W) — Q qui fixe L, on a Gow) € Gy, dong,
de méme, Co(W) # Co(W). Enfin, si l'on suppose Dexistence de o et & deux
plongements distincts de (W) dans Q tels que oL = o, = Id et pour lesquels
on a Co(W) = Ca(W) (avee ¢, € € ker[p]), ceci implique, par multiplication
par p, que o([p]W) = &([p]W), ce qui est impossible car L(W) = L([p]W)
(voir lemme 3.9).

Soit f € Op[X] une équation réduite de V; telle que |f7], = 1 (voir propo-
sition 3.15) ; on pose

nx) =[] £¢x),
CeEH

ou l'on choisit pour chaque facteur du produit un représentant de la classe
d’équivalence. Alors, d’aprés ce qui précéde, le polynome h est une équation
réduite pour [p]~1V},. En effet, soient s la dimension du stabilisateur de V; et
¢1, -+ €y, une base d’un supplémentaire de ker[p] N Gy, dans ker[p]. Posons

hX) = 11 FCH - G X).
(a1,....an—s)E(Z/pZ)"—s

Grace au lemme 3.16 et par récurrence, on a

—Ss

(3.16) heOLX] et h(X)=fms(XP"") mod pOL[X].

Par ailleurs, on a également

[T 7cx)eox7),

¢ekerp]

et pour tout ¢ € ker[p),

I FEex)=(rcx).

¢€ker[p]NGy,
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On en déduit h(X)P" € OL[XP]. Comme h n’est pas un monome (h définit
une sous-variété de GJ), on a également h € Op[XP]. On définit alors g par

9(X") = h(X).

Ainsi, g est a coefficients dans Or, et est une équation réduite de V,; par
construction, ayant choisi f tel que |f7|, = 1, on a également |g”|, = 1; enfin,
comme s < n — 2, la congruence (3.16) nous assure la derniére assertion du
lemme. O

Proposition 3.18. — Soit p € P et soient Ts et Lo deur entiers naturels
non nuls. Supposons qu’il existe un polynome non nul Fs a coefficients entiers
algébriques, de degré au plus Lo, identiquement nul sur V), avec multiplicité
supérieure ou égale a Ty. Soit v une valuation de Q qui prolonge la valuation
p-adique. Alors, pour tout o € W et pour tout T qui prolonge un élément H,p,
on a

|75 (@)]y < p~ ™ max {1, |ar]y, -, ol 72

Démonstration. — Soient a € W et T € Gal(Q/Q) tel que 7y, € Hp. On suit
alors exactement le méme raisonnement que dans la preuve de la proposition
3.15, en substituant le polynéme g construit dans le lemme 3.17 & f, Iidéal (p)
a @, et en remarquant

g(X?) = (f) (tXpt) mod pOL[X]| (lemme 3.17)
= fpt(X’: ) mod pOpr[X]| (lemme 3.11)
f(X)P mod pOy, [ X].

3.7. Démonstration du théoréme 3.5

La démonstration suit le schéma classique d’une preuve de transcendance :
nous counstruisons tout d’abord une fonction auxiliaire s’annulant avec forte
multiplicité sur une certaine variété (étape d’interpolation); puis nous en dé-
duisons "annulation de cette fonction sur une variété de « grand » degré (étape
d’extrapolation) pour aboutir & une contradiction.

Dans toute la suite, nous noterons c;, ¢ € N, des nombres réels strictement
positifs ne dépendant (éventuellement) que de n. Nous noterons également C'
un nombre réel strictement positif ne dépendant que de n et suffisamment
grand pour que les inégalités ci-dessous soient vraies. Enfin, pour alléger les
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notations, on pose

log(2
Ay) - 1o8en(V)
log log (5w, (W))
Nous fixons maintenant deux parameétres :
N = C°A(W)5log(2wL(W))
et  E = CPAW)2
Soit A I’ensemble de nombres premiers p € P tels que N/2 < p < N. Le

lemme suivant nous renseigne sur le cardinal de A.

Lemme 3.19. — On a

N
|A| 2 C1 .
log C' - log log (5w, (W))
Démonstration. — Par le théoréme des nombres premiers, il existe ca > 0 tel

que l'ensemble des nombres premiers compris entre N/2 et N soit de cardinal

supérieur a
N

> .
= log N — “ log C - log log(5wr,(W))
Par ailleurs, il y a au plus log(|Gv, / G?/l |)/ log 2 premiers qui divisent |Gy, / G?/1|

et 'on a
|Gy, /GY, | < deg(Gvy) < deg(V1)" = wi(W)™.

Nous pouvons ainsi majorer le cardinal de Fex. (V1) :

< .
’Eexc(‘/l) = 10g2 lngL(W)

n

Il existe donc un réel ¢; strictement positif tel que le lemme soit vrai. O

Notons maintenant A; l'ensemble des premiers p € A tels que e,(L) < E et
As son complémentaire dans A. Nous distinguons alors deux cas.

3.7.1. Une majorité de premiers de A sont « peu » ramifiés.

Supposons en effet
> e N
= 2 1og C - loglog (5w (W)’

Nous introduisons alors les deux nouveaux parameétres suivants :

Ly = [CPwL,(W)AW)®] et Ty = [C*'A(W)Y].

|A4

L’étape d’interpolation consiste en la construction d’une fonction auxiliaire
de petite hauteur s’annulant avec forte multiplicité sur Vi :
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Proposition 3.20. — 1l existe un polynome non nul Fy a coefficients entiers
algébriques de degré inférieur ou égal & L1, nul & un ordre supérieur ou égal a
Ty sur Vi et tel que

(3.17) ha(F1) < cqlog C - log(2wr,(W)).
Démonstration. — Remarquons tout d’abord que l'on a
A% (V1) = (W) et deg(Vh) = wp(W).

Ainsi Ly > 2deg(V1)T;. Le corollaire 3.13 nous indique alors 'existence d’un

polyndme non nul F; & coefficients entiers algébriques, de degré inférieur ou

égal a L1, s’annulant sur V; avec multiplicité supérieure ou égale a 17, tel que

2l (W)Ty
1

ha(Fy) < (T3 + ) log(Ly + 1) + 2Ly (W) ) + 2 log(L1 +1).

Gréce au choix des parameétres et a la majoration (3.2) de (W), on a

ho(F1) < c5logC -log(2wr (W) + cClwr (W)A(W)3 4 (W)

IN

¢5log C - log (2w (W) + c6Cle(n) A(W)?60+1),
Si ¢(n) < C~*log C, on a alors
ha(F1) < cqlog C - log(2wr,(W)).
U

La fonction auxiliaire ainsi construite s’annule alors sur des conjugués de
multiples de W :

Proposition 3.21. — Avec les notations précédentes, le polyndme Fy est
identiquement nul sur 7 1[p|W pour tout p € Ay et tout 7 € Gal(Q/Q) qui
prolonge ®,,.

Démonstration. — Supposons qu'il existe un premier p € Ay et un automor-
phisme 7 € Gal(Q/Q) qui prolonge ®, tel que FY ne soit pas identiquement
nul sur [p]W. Alors il existe a € W de hauteur inférieure a 21°%(W) tel que
FT(aP) # 0. Soit F un corps contenant les coefficients de FY et a. Soit v une
place de F. Alors, par la proposition 3.15,

siv|p, [F(@)|, < p” S max(l,[aily, ..., |anl, 5.

Par ailleurs, on a les majorations usuelles :
siv]oo, |FT(a?)ly < [F{lo(L1+1)"max{l,|alo, ..., |anfo}P™,

sivfoo, |Fy(aP), < max{l,|aily,..., \an]v}le.
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La formule du produit donne alors

_ . (P
0 = F:Q UEZMF[FU : Q] log | FY (&)l
< —%long—leh(a)+h(F1)+n10g(L+1)-

En utilisant le fait que e, (L) < E puis les inégalités (3.17) (en remarquant que
h(F1) < ho(F1)) et (3.2), on obtient

T; N
0 < —log o +2NLip™ (W) + ho(Fy) + nlog(L +1)

< —erClog (2w (W) + 2¢sCH wr, (W) A (W) log (2w, (W) 55 (W)
+cglog C - log (2w, (W)) + cg log C' - log(2wr, (W))
< —e10Clog(2wL(W)) + esC T e(n) A(W) =50+ Tog (2wy (W)).
Si c(n) < cg'c1pC™%, on aboutit alors & une contradiction. O

On déduit de cette proposition que Fj s’annule sur

v=U U b

pEAL TL([p]W)—Q
T‘]L:@p

Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.9, si p € A1, on a

Il existe donc exactement § morphismes distincts 7 : L([p]W) — Q qui pro-
longent ®,. De plus, le lemme 2.3 de [AmDa99| assure que si p # ¢ et si 7
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et 7o sont deux éléments de Gal(Q/Q), alors 71 ([p]W) # m2([g]W). D’ot :

degVi = > ddeg([pIW)

pEA
fd Z pn_l_s5degW
pEA 1
N\" ¢
> |Arfwn (W) (5)
Nn_s
> w
= ‘n log C - log 10g(5wJL(W))wL( )
N
> w
= clllog C - log 10g(5w]L(W))wL( :
>
il cll lOg CLl,

ce qui constitue une contradiction (pour C assez grand) puisque F} est nul sur

Vi et deg F1 < Lj.

3.7.2. Une majorité de premiers de A sont « trés » ramifiés.
Supposons maintenant

Ay > & N .
2 log C - loglog(5wr,(W))

Nous introduisons alors les deux nouveaux parameétres
Ly = [c9<n—s>+2wL(W)A(W)6<n—s>+2} et Tp = [CA(W)]

et nous considérons ’ensemble algébrique U, réunion d’hypersurfaces :
v=Jv.
pEA2
Du lemme 3.9, on déduit

Nn—S

< n—1—s <
degU < [Az| N (W) < ez log C' - log log 5wy, (W)

wL(W)

et

°°(U) = max g*([p|Wr) < N (W).
pEA2

Comme dans le cas précédent, nous avons la proposition suivante :
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Proposition 3.22. — 1l existe un polynome non nul Fs a coefficients entiers
algébriques de degré inférieur ou égal & Lo, nul & un ordre supérieur ou égal a
Ty sur U et tel que

(3.18) hg(Fg) < C13 log C- 10g(2w1L(W)).

Démonstration. — On a Lo > 215 degU. D’aprés le corollaire 3.13, il existe

donc un polynéme non nul F» & coefficients entiers algébriques, de degré infé-

rieur ou égal & Lo, s’annulant sur U avec multiplicité supérieure ou égale a 15,

tel que

2n+1T2 deg U
Ly

Grace aux choix des parameétres et a la majoration (3.2) de 4*5(W), on a

ho(Fy) < cialogC -log(2wr(W))
—1—615Cl+9(n+1_s)wL(W)A(W)1+6(n_s+1)ﬂoss(W)

ha(F) < <(T2 +n)log(La+1) + 2L2Nﬂ°SS(W)) + g log(Ly +1).

< cpglog C - log(2wp (W) 4 e15C M +9)¢(p),
Si ¢(n) < C~0+9(=s+t1)) 10 O on a alors

ho(Fy) < c131og C - log(2wr,(W)).

Passons maintenant a 1’extrapolation.

Proposition 3.23. — Avec les notations précédentes, le polyndme Fo est
identiquement nul sur T[p]W pour tout p € As et tout T € Gal(Q/Q) tel que
TIL S Hp.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un premier p € Ay et un automor-
phisme 7 € Gal(Q/Q) qui prolonge un élément de H, tel que Fj ne soit pas
identiquement nul sur [p]IV. Alors il existe @ € W de hauteur inférieure a
20°5(W) tel que FJ (aP) # 0. Soit F un corps contenant les coefficients de Fy
et . Soit v une place de F. Alors, par la proposition 3.18,

siv|p, |Fy(aP), < p T2 max{1, |ag|y, ..., ]an\v}pLQ.

La formule du produit donne alors
1

0 - MU§WF[FU:QU]IOg|F{(aZD)|U

< —Tylogp+ pLah(ax) + h(Fy) + nlog(L + 1).
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En utilisant les inégalités (3.18) et (3.2), on obtient

N
0 < —Tylog 5 2N Lofi®** (W) 4 ha(Fs) +nlog(L + 1)
< —a7Clog(2wr(W))

71

+C18w]L(W)C2+9("_S+1)A(W)1+6("_s+1) log log (5wy (W) 1 (W)

IN

—c17C 1og (2w, (W) + c15C* 0D e(n) log log (5wy, (W),
ce qui constitue une contradiction dés que ¢(n) < ¢1g~ ey O~ 19 +),

On déduit de cette proposition que F, s’annule sur U, o

v=J [p|W.

pEA2 T:L([p]W)—Q
TULEHP

O

Soient p € Ay et 0 € Hp,. Comme dans le cas précédent, il existe exactement

§ morphismes distincts 7 : L([p]W) — Q qui prolongent o. De plus, la derniére
assertion du lemme 3.11 assure que si & € Hy\{o} et si 7 et 7 € Gal(Q/Q)
sont tels que 7, = o et T, = & , alors 7([p|W) # T([p]W). Associant cela
au fait que si p # q et si 7, T € Gal(Q/Q), alors 71 ([p|]W) # T2([g]W), on

obtient ~
degU = > 0|H,|deg([p]W)
pEA2

= wr(W) Z |Hp[p" "%
pEA2
Enfin remarquons que le cardinal de H, vérifie

|H,p| > max(p, ep(L)) > max(N/2,E) > E.
On a alors
2
> Nn_S
= Wlog C - log log(5wr (W)

B N n—1—s
degU > wL(W)\Ag\E< )

Ewr, (W)

> L
Z €20 IOgC 2

ce qui est de nouveau une contradiction et achéve la preuve du théoréme.






CHAPITRE 4

CAS DES POINTS

4.1. Introduction

Nous nous proposons dans ce chapitre de poursuivre I’étude du probléeme de
Lehmer dans un tore, amorcée par F. Amoroso et S. David dans [AmDa99|
et |AmDa04|. Soit n un entier naturel non nul. Nous considérons le plonge-
ment « naturel » de G}, dans P,. La hauteur (normalisée) d’un point a@ =
(a1,...,a,) € G est donc la hauteur de Weil logarithmique et absolue
(avec la norme du sup aux places archimédiennes) h(a) du point projectif
(1:aq:...: ay). Cette hauteur est nulle si seulement si a est un point de
torsion, c’est-a-dire un point dont les coordonnées sont des racines de 'unité.
Le probléeme de Lehmer consiste & déterminer la minoration optimale de la
hauteur h(a) si a n’est pas de torsion.

Dans le cas n = 1, le probléme de Lehmer « classique » est le suivant :

Conjecture 4.1. — Il existe un nombre réel c strictement positif tel que pour
tout o € G (Q) qui n’est pas une racine de l'unité, on a
c
ha) > ———.
[Q(a) : Q]

Si 'on ne suppose rien de plus sur «a, c¢’est la meilleure minoration possible
étant donné que h(2Y/4) = (log2)/d. Dans cette direction, le meilleur résultat
a ce jour est la minoration de E. Dobrowolski :

) ¢ log(3[Q(a) : @) \?
h(a) = [Q(a) : Q] <10g log(3[Q(«) : QD) 7

ou ¢ est un réel strictement positif. Par la suite F. Amoroso et U. Zannier

montrent dans |[AmZa00| que I’on a le méme type de minoration en remplacant
le degré total [Q(«) : Q] de « par le degré « non abélien » de «, c’est-a-dire
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[Q% () : Q%], ou Q% désigne I’extension abélienne maximale de Q : c’est le
probléme de Lehmer « relatif ».

Par ailleurs, dans [AmDa99|, F. Amoroso et S. David énoncent une conjec-
ture qui est 'analogue en dimension supérieure du probléme de Lehmer. L’inva-
riant & considérer en dimension supérieure n’est plus le degré, mais une notion
plus géométrique : l'indice d’obstruction.

Définition 4.2. — Soient a € G (Q) et K un sous-corps de Q. On appelle
indice d’obstruction de « relativement a K (ou sur K) et on note wi () le
plus petit degré(!) d’une hypersurface de G, définie sur K contenant c.

La conjecture peut alors se formuler ainsi :

Congecture 4.3. — Soit n un entier naturel non nul. Il existe un nombre réel

c(n) tel que pour tout o € G (Q) @ coordonnées multiplicativement indépen-
dantes, on a

o) > )
o) 2 wo(e)

La version « relative » de cette conjecture correspond a celle ot 'on remplace
wg(a) par wgas (). Notons que I'on ne peut, dans cette conjecture, faire Iéco-
nomie de ’hypothése d’indépendance multiplicative des coordonnées de « : il
suffit de considérer le point ag = (21/¢,...,2Y/4) d € N*, dont la hauteur peut
étre arbitrairement petite et qui vérifie wg(ay) = wgas(aq) = 1. Rappelons
également que faire cette hypothése équivaut & supposer que o n’appartient a
aucune sous-variété de torsion, c’est-a-dire une réunion de translatés de sous-
tores par des points de torsion. Dans [AmDa99|, F. Amoroso et S. David
montrent ’analogue du résultat de E. Dobrowolski, puis dans |[AmDa04], une
version « semi-relative » :

Théoréme 4.4. — Pour tout entier naturel non nul, il existe des nombres
réels strictement positifs c(n), k(n) et p(n) ne dépendant que de n et effecti-
vement calculables tels que la propriété suivante soit vraie.

Soient L une estension cyclotomique de Q et o un point de G2, (Q). Si

h(a) < c(n)_le(a)_l(log(?)[]L . Q]W]L(a)))—f-;(n)7

MLe plongement de Gj;, dans P, ayant été fixé, on entend par degré d’une sous-variété de
Gn le degré de son adhérence de Zariski dans Ps,.
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alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur IL et contenant o telle
que

(deg B)Y/0dm(B) < ¢(n)wy, (a) (log(3[L : Qlwr(ax)))H™.

Le but de ce qui suit est d’obtenir une minoration similaire en supprimant
la dépendance en le degré L, qui n’est pas satisfaisante si le degré [L : Q] est
pathologiquement grand par rapport a wy, () (c’est-a-dire si [L : Q] n’est pas
polynomial en wr,(a)). Pour obtenir un tel théoréme, nous sommes contraints
de faire une hypothése technique sur o € G}, et L extension abélienne de Q,
dont voici I’énoncé :

Hypotheése (Ha) : Pour tout sous-tore H de G}, pour tout entier naturel
I, pour tout nombre premier p ramifié dans L et pour tout conjugué(z) a de «,
on a

(4.1) (@a™)' ¢ H—= (aa )" ¢ H.

En d’autres termes, cette hypothése affirme que si o et & sont indépendants
modulo H alors il en va de méme pour leurs puissances p-iémes. En réalité, nous
utilisons une version plus faible de cette hypothése. En particulier, ’assertion
(4.1) n’est requise que pour des sous-tores H, des entiers [ et des premiers
p dont nous controlons degrés et valeurs (en fonction de wr(a)). Nous avons
énonceé ici une version plus forte dans un souci de concision et de clarté. La
version plus faible que nous utiliserons sera donnée au paragraphe 5. Nous
pouvons maintenant énoncer notre résultat :

Théoréeme 4.5. — Soit n un entier naturel non nul. Posons
k(n) = (2(n+1)2n+ 1" et u(n) = 2x(n).

Il existe un nombre réel strictement positif c¢(n) ne dépendant que de n et
effectivement calculable tel que la propriété suivante soit vraie.

Soit o € G}, et soit L une extension abélienne de Q. Supposons que U’hypo-
these (Ha,) soit satisfaite. Si

ha) < c(7z)_1w]1‘(oz)_1 (log(3wL(a)))_“(”) ,

) On dit que & = (A, . . ., &x) est un conjugué de o = (v, . .., ay) 8'il existe 7 € Gal(Q/Q)
tel que pour tout ¢ € [1,n], on a Ta; = &;.
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alors il existe une sous-variété de torsion B définie sur IL et contenant o telle
que

(deg B)l/COdim(B) < e(n)wr(ax) (log(SwL(a)))“(") .

Les constantes k(n) et u(n) sont en fait légérement meilleures mais leur
expression a été simplifiée, & nouveau dans un but de clarté.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous précisons
tout d’abord les notations que nous utiliserons et montrons quelques lemmes
préliminaires. Puis nous passons, dans le paragraphe 3, & la preuve du théoréme
4.5, dont le schéma s’inspire naturellement de celle du théoréme 4.4 (schéma
classique d’une preuve de transcendance), avec cependant des différences no-
toires. A la différence de [AmDa04], nous devons prendre en compte les pre-
miers qui sont ramifiés dans L, ce qui nous oblige & effectuer une dichotomie
entre les premiers « peu » et « trés » ramifiés, & la maniére de [AmZa00]. Pour
les premiers peu ramifiés, la transcendance est semblable a celle de |[AmDa04],
mis & part le fait que nous devrons utiliser un théoréme de Siegel « absolu »,
afin d’éviter toute dépendance en LL. La suite de la transcendance s’en trouve
alors modifiée. En ce qui concerne les premiers trés ramifiés, nous utiliserons
un argument de déterminant, qui s’inspire de [AmDe07] et de [Amo07]| et qui
a 'avantage d’éviter l'utilisation d’'un lemme de Siegel. Nous combinons alors
ces deux résultats pour montrer que si la hauteur de « est petite (en fonction
de wr(a)), il existe soit un multiple o de a pour lequel I'indice d’obstruction
wr,(al) sur L est pathologiquement petit, soit un multiple a!" de a pour lequel
I’indice d’obstruction WL, (al/) sur un sous-corps strict L) de L est du méme
ordre de grandeur que wy, (). Comme dans [AmDa99] et [AmDa04|, cette
proposition ne suffit pas pour conclure; il nous faut utiliser un argument de
descente, que cette dichotomie rend particuliérement technique (paragraphe
4). Enfin, en supposant 'hypothése (Hq,1), nous démontrons le théoréme 4.5
dans le paragraphe 5.

4.2. Notations et préliminaires

Nous fixons Q, une cloture algébrique de Q, que nous plongeons dans C.
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4.2.1. Géométrie

Soit n un entier naturel non nul. Dans toute la suite nous fixons le plonge-
ment naturel

L G» — P,

m
a=(ag,...,an) — (lrag:...:ap).

Ainsi, les sous-ensembles algébriques de G} peuvent étre vus comme des en-
sembles algébriques de P, en considérant leur adhérence de Zariski dans P,.
Nous dirons qu'un ensemble algébrique (ou fermé de Zariski) est défini sur un
corps K C Q s'il est stable sous I'action de Gal(Q/K). En d’autres termes,
cela signifie que son idéal de définition peut étre engendré par des polyndomes
a coefficients dans le corps K. Le corps de définition d'un ensemble algébrique
sera le plus petit sous-corps de Q sur lequel il est défini. Une variété dési-
gnera un ensemble algébrique irréductible sur son corps de définition. Nous
dirons qu’une variété est géométriquement wrréductible si elle est irréductible
sur Q. Nous rappelons la définition de indice d’obstruction d’un ensemble
algébrique :

Définition 4.6. — Soient Z C GJ! un ensemble algébrique et K un sous-
corps de Q. On appelle indice d’obstruction de Z relativement & K (ou sur K)
et on note wg (Z) le plus petit degré d’une hypersurface de G}, définie sur K
contenant 7.

Soient K un sous-corps de Q et Z un ensemble algébrique. Nous noterons
Z i Vensemble algébrique constitué des conjugués de Z au-dessus du corps K :

Zx= |J oz
o€Gal(Q/K)

Il est clair que wg(Z) = wi(Zk).

Si Z est un ensemble algébrique de G, plongé dans P, alors Z ¢ {X, = 0}.
Nous travaillerons donc dans la carte affine correspondante pour définir la
multiplicité d’annulation d’un polynoéme sur Z. Pour A € N”, nous noterons
Ox Dopérateur différentiel

1 (oM O
"= ax M omo(axﬁu)’

oit Al = A\i!--- 2,1 On dit que P € Q[X] s’annule avec multiplicité T sur Z si
Ox(P) est identiquement nul sur Z pour tout A tel que |A| < T —1.
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Soient L et T deux entiers naturels non nuls. Nous désignerons par
Ex(Z,T, L) le sous-espace vectoriel de K[X] constitué des polynémes s’annu-
lant sur Z avec multiplicité supérieure ou égale & T et de degré inférieur ou
égal a L. Il est clair que Ex(Z,T,L) = Ex(Zk, T, L).

Nous noterons

L
(27,0 = (77 < ding (x(2.7,1)
n
la valeur en L de la fonction de Hilbert de Z avec multiplicité T sur K.

Soit V une variété. Nous noterons Gy son stabilisateur, c’est-a-dire le sous-

groupe algébrique de G}, défini par
Gy ={xzeG}, zV=V}= ﬂ x 1V
xeV

et G?/ la composante neutre de celui-ci (c’est-a-dire la composante géomeé-
triquement irréductible contenant (1,...,1)). Nous disposons des propriétés
suivantes :

— pour toute composante géométriquement irréductible W de V on a

GY% = GY et Gw C Gy ;

— toutes les composantes géométriquement irréductibles de V' ont le méme
stabilisateur ;
— la dimension du stabilisateur satisfait 'inégalité

(4.2) dim(Gy) < dim(V) ;
— si V est géométriquement irréductible, alors

(4.3) V est un translaté de sous-tore <= dim(Gy) = dim(V).

Soient V' une variété et K son corps de définition. Nous aurons besoin par
la suite de travailler avec de « bons » entiers associés a V', c’est-a-dire des
entiers [ pour lesquels le degré de V' a « un bon comportement » lorsqu’on
applique & V' le morphisme de multiplication par [. Soit W une composante
géométriquement irréductible de V. Nous définissons un ensemble d’entiers
exceptionnels associés a V :

BuceV) = {l€Z, 3re Gal(Q/K),W #7W et [|W = r[]W}
U {l € Z, 1 premier a |Gy /G |}.

Etant donné que le groupe de Galois Gal(Q/K) agit transitivement sur I’en-
semble des composantes géométriquement irréductibles de V' et que toutes ces
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composantes ont le méme stabilisateur, on vérifie aisément que cette définition
ne dépend pas du choix de W' ; son intérét réside dans la proposition suivante :
Proposition 4.7. — Soient V une sous-variété de G et [, I' deuz entiers.
1. Sil & Eexe(V) alors on a
deg([l]V) > deg(V).

2. Sil &€ Eexe(V) et V n’est pas une réunion de translatés de sous-tores alors
on a

deg([l]V) > I deg(V).
3. Sil g€ Eexc(V) et ! & Eexc([1]V) alors ll! € Eexe(V).
4. Nous disposons de la majoration

dimV +1
log 2

Démonstration. — Il est clair que, par la définition de Eexe(V), sil & Eoxc(V)
alors la variété [[]V posseéde autant de composantes géométriquement irréduc-

| Eexc (V) N {p premier}| < log deg (V).

tibles que V. De plus, pour chacune de ces composantes W, on dispose, grace
au lemme 6 de [Hin88|, de 'égalité

ldim(W) ldim(W)—dim(GW)
= Tkl 7 G| 2B ) = Tl A (G G0 )]
ou l'on a encore noté [I] le morphisme de multiplication dans le tore quo-
tient G2 /GY,. Or, sil & Eexe(V) alors [ est premier a |(Gw /G| et ker[l] N
(Gw /GYy) est trivial. Ainsi, on a

deg([JW) = (W) =dim(Gw) qog(W).

On obtient alors facilement 1 et 2 & I’aide des propriétés (4.2) et (4.3). Pour
les points 3 et 4, on procéde comme dans la proposition 2.4 de [AmDa99]| en
remplacant Q par le corps de définition de la variété V. U

deg([lJW) deg(W),

Voici maintenant deux lemmes concernant les indices d’obstruction d’une
variété.
Lemme 4.8. — Soit K un sous-corps de Q et Z un ensemble algébrique. Sup-
posons qu’il existe un polynome f non nul tel que
fe 5Q(ZK,T, L).
Alors il existe un polyndme g non nul tel que

g€ 5K(ZK7T7L)
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En particulier wi(Z) = wg(Zk).

Démonstration. — Comme f n’est pas nul, nous pouvons supposer que 'un de
ses coefficients est égal & 1. Soit F une extension galoisienne de Q contenant K
et les coefficients de f. Le polynéme f étant identiquement nul avec multiplicité
T sur tous les conjugués de Z au-dessus de K, il en est de méme pour les
polynémes f?, ou o € Gal(F/K). Donc le polynéme
g= >
o€Gal(F/K)

est lui aussi identiquement nul avec multiplicité 7" sur Zx. De plus son degré
est inférieur ou égal & celui de f et il n’est pas nul car 'un de ses coefficients
est égal a [F : K|. Enfin, par construction, il est a coefficients dans K, d’on

9 € Ex(Zk, T, L).

Remarquons que l'on a
wK(Z) = wK(ZK) 2 WQ(ZK)-

Soit f € Q[X] un polynome identiquement nul sur Zx de degré wg(ZK). Par
ce qui précede, il existe un polynome non nul g € Ex(Zk,1,wy(ZK)), donc
wi(ZK) < wg(ZK) et finalement

wK(Z) = wQ(ZK).

O

Lemme 4.9. — Soient K un sous-corps de Q, W un ensemble algébrique et
Z une variété de Gl,. On suppose que Z contient tous les conjugués de W
au-dessus de K. Alors

WK(W) < n(deg Z)l/codimZ.

Démonstration. — Par hypothése Z contient Wx donc wg(Wk) < wg(Z) et
par le lemme 4.8 on a wi (W) = wg(Wk). Or par un résultat de M. Chardin
(voir le corollaire 2 du chapitre 1 et I'exemple 1 de [Cha88]), on a wg(Z) <
n(deg Z)l/codimZ' O

Enfin, nous noterons ker[p] ’ensemble des points de p-torsion, c¢’est-a-dire
I’ensemble des points dont les coordonnées sont des racines p-iémes de 'unité,
ce qui correspond au noyau du morphisme d’élévation a la puissance p dans
Gp. Si V est une sous-variété de G}, nous noterons

ker[p] -V = U ¢V.

¢Eker|[p]
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4.2.2. Arithmétique

Soit F un corps de nombres; nous noterons Op (resp. Mp) son anneau
d’entiers (resp. 'ensemble de ses places).

Soient p un nombre premier et A un anneau; nous désignerons par \/pA
I'idéal de A constitué des éléments dont la puissance p-iéme appartient a I'idéal
engendré par p :

VpA={y€eA|~epA}.

Soient L une extension abélienne de Q et p un nombre premier. Nous note-
rons ep(IL) 'indice de ramification de p dans L et ¢, € Gal(LL/Q) le morphisme
de Frobenius défini dans le lemme suivant :

Lemme 4.10. — Soit (7 - - ﬂr)el’(ﬂ‘) la décomposition de p dans Or,. Alors il
existe un élément ¢, du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que pour tout entier
algébrique v € L, on a

(4.4) opy =" mod -7,
Démonstration. — Voir le lemme 3.1 de [AmZa00|. O

Par abus de notation, nous poserons ¢; = Id et ey (L) = 1.

Supposons maintenant que le premier p est ramifié dans L. Par le théoréme
de Kronecker-Weber, le corps L est inclus dans une extension cyclotomique;
soit m € N* minimal tel que L. C Q({y), ont ¢, désigne une racine primitive
m-iéme de l'unité. Alors p est ramifié dans Q((,,) donc p divise m. Nous posons

L) = Q(Cm/p) NL.

Si p? divise m, alors [LL : L] = p par minimalité de m. Sinon [ : L] > e,(L)
car p n’est pas ramifié dans L,). Nous avons ainsi

(4.5) [L : L] > min (p, e,(L)) .
Par ailleurs nous avons la congruence suivante :

Lemme 4.11. — Soient L une extension abélienne et p un nombre premier
ramifié dans L. Alors pour tout o € Gal(IL/L,)) et tout v € O, on a

(4.6) oy=~ mod \/pOL.

Démonstration. — Soit m le plus petit entier tel que L C Q((,), ou (p, est
une racine primitive m-iéme de I'unité. Alors Op, C Og(c,,) = Z[(m] et pour
tout v € O, il existe P € Z[X] tel que v = P((y,). Par définition, L,y =
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Q(Cmyp) NI, donc tout o € Gal(LL/L,)) est la restriction & I d’'un élément &
de Gal(Q(¢m)/Q(Cmyp))- Ainsi, par le petit théoréme de Fermat,

07" =677 = (P((m))" = P(6() = P((7) = (P(Gm))” =1"  mod pZ[Gn].

et finalement

oy=~ mod \/pOL.

Nous utiliserons & plusieurs reprises le lemme d’approximation suivant :

Lemme 4.12. — Soient K un corps de nombres, vy une place ultramétrique
de K et v1,...,7, des éléments de K. Alors il existe un élément 8 € O tel

que 5’}/17 v 75’)% € OK et ’/B‘Uo = max{l, ‘71”!)()7 ceey ”Yn‘vo}_l'

Démonstration. — Fixons une place archimédienne quelconque v et notons >
I’ensemble fini :

Y={veMg|vtooet max{l,|yi|v, -, |Ynlo} > 1} U{vo}.

Pour toute place v € ¥, notons 6, ! celui des éléments de v, ...,~, de valeur
absolue maximale en v (si v = vy et si max{|Vi|vg,- -, |[Vnlvo} < 1, on pose
0y, = 1). D’apreés le théoréeme de [CF67, chap II, 15, p. 67] il existe un élément
8 € K tel que

18 = Oulo < max{l, y1fe, ..., [alo} ™" pour tout v € X,
By <1 siv g L U{o}.

En utilisant 'inégalité ultramétrique, on en déduit

|Bly = max{1, |v1|v,-- -, |7n|v}_1 pour tout v € X,
1Ble <1 siv g X U{0}.

En particulier, pour toute place finie v de K on a |3], < 1 (donc 8 € Ok)
et pour tout i € [1,n], |67, <1 (donc Bv; € Ok). Enfin, on a bien |3|,, =
max{1, [1|vg, - - - [Ynlvo } ! car vy € . Le lemme est donc établi. O

4.2.3. Hauteur

La hauteur considérée est la hauteur de Weil logarithmique et absolue, dont
nous rappelons rapidement la définition. Soient @ € P", (xg : 1 @ -+ : xp)
un choix de coordonnées homogénes pour x, F un corps de nombres contenant
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xo,Z1,...,Z, et v une place de F normalisée de facon usuelle (a savoir : si v|p

alors |p|, = p~! et |2|, = 2 si v|oo). On pose

”mHU = max{]a;o\v, R ‘xn‘v}

Alors la hauteur de « est le réel positif défini par

[FU:Q’U]
ha)= S Bt ol
2

La hauteur d’un point a de G?(Q) est alors la hauteur du point projectif
correspondant :

h(a) = h(i(x)).

Enfin, si F' est un polynome, on note h(F') (resp. |F||,) la hauteur (resp. la
norme v) de la famille ses coefficients.

4.3. Transcendance

Afin d’obtenir une minoration indépendante du degré de I'extension abé-
lienne IL sur Q, nous devons considérer pour la transcendance tous les premiers
de L, ramifiés ou non, a la différence de [AmDa04|. Nous allons donc effectuer
une dichotomie, selon qu’un premier sera « peu » ou « trés » ramifié dans L
(cela sera clairement quantifié par des parameétres dans la suite). La transcen-
dance est alors tres distincte dans les deux cas. Nous traitons d’abord le cas
de grande ramification, puis celui de petite ramification et énongons dans un
troisiéme temps un théoréme qui synthétise les deux cas et permet d’aborder
la descente au paragraphe suivant.

4.3.1. Transcendance dans le cas de grande ramification

Nous allons montrer que si la hauteur de a est suffisamment petite et s’il
existe un premier p ramifié dans une extension abélienne IL alors I’indice d’obs-
truction wr,, () de o sur le sous-corps L,y de L est du méme ordre que
celui de a sur L. Pour cela, nous utiliserons la congruence donnée dans le
lemme 4.11 et le fait que si ¢ est un point de p-torsion alors (o et a sont
proches v-adiquement pour toute valuation v divisant p. Puis nous exploite-
rons ces propriétés métriques dans un déterminant bien choisi afin de minorer
la hauteur de a en fonction de certaines valeurs de fonctions de Hilbert. Enfin,
en supposant que la hauteur de a est petite, nous en déduirons la non-nullité
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des espaces vectoriels correspondants, ce qui nous permettra de construire une
variété dont le degré réalise wr, , (o).

Nous utilisons tout d’abord la congruence établie dans le lemme 4.11 pour
établir le lemme suivant, qui va permettre d’extrapoler par la suite.

Lemme 4.13. — Soient o € G}, L une extension abélienne de Q et p un
premier ramifié dans L. Soient F € Eg({a}L, T, L) et v une place de Q divisant
p. Alors pour tout conjugué & de o au-dessus de L, pour tout 7 € Gal(Q/L,))
et pour tout ¢ € ker[p] on a

[FT(Ca)ly < p~ TPIFT | ]le(@)] -

La démonstration de ce lemme s’inspire de la preuve alternative de U. Zan-
nier ([Zan01|) pour généraliser le lemme clé de E. Dobrowolski en dimension
supérieure (théoréme 3.1 de [AmDa99|), et contourner le fait que dans ce cas
les anneaux de polyndémes ne sont plus principaux.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que, grace au lemme 4.12, quitte
a diviser le polynome F par || F" ||, puis a le multiplier par un entier algébrique,
on peut supposer que F est a coefficients entiers algébriques et ||F7||, = 1. Par
symeétrie, il suffit d’effectuer la démonstration pour & = . Nous supposerons
de plus, dans un premier temps, que « est a coordonnées entiéres.

Soit [F une extension galoisienne de Q contenant le corps L, les coefficients
de F', les coordonnées de v et les racines p-iémes de 'unité. Soit O, (resp.
O, ) I'anneau des entiers du complété de F (resp. L) par rapport a v. D’aprés
[Ser68, Prop. 12, p. 66|, O, est monogene sur O, : il existe § € O, tel que
Or, = OL,[d]. En particulier, pour tout i € [1,n], il existe a; € O, [X] tel que

a; = a;i(0).

Considérons maintenant 7 € Gal(Q/Ly); il induit un élément de
Gal(F,/L,), ) que nous noterons encore 7. La congruence (4.6) se prolonge a

OL,
(4.7) Vye Oy, ty=v mod \/pOL,.

Pour tout ¢ € [1,n], posons

de sorte que

(4.8) Bi =a; mod 1/pOf,.



4.3 — TRANSCENDANCE 85

Remarquons que 95 (F') € Op[X]. Nous allons montrer que pour tout poly-
nome H € Op[X]| nul en {a}r, avec multiplicité au moins ¢, on a

(4.9) H™(8)=0 mod (’{/@)t.

Soit A € O, [X] le polynéme minimal de ¢ sur L, et soit s la plus grande
puissance de A divisant G = H(aq,...,a,); montrons que s > t. La dérivée
G®) n’est pas divisible par A. Or le polynome G®) appartient a I'idéal engendreé
par

{c%\(H)(al,...,an) Al < s}

donc il existe un n-uplet A € N™ avec |A| < s tel que Ox(H) (a1, ..., a,) ne soit
pas divisible par A. Cela signifie qu’il existe o € Gal(F,/L,) tel que

ONH)(S,...,a%) = Ox(H)(a1(67), ..., an(87)) # 0.

Puisque H est nul en {a}y, avec multiplicité au moins ¢, on en déduit [A| > ¢
donc s > t. Ainsi, on vient de montrer que A divise H(ay,...,a,) dans F,[X]
donc dans O, [X]. On peut alors écrire

H(a](X),...,d (X)) = RT(X)(AT(X)), Re O, [X].

rn

En évaluant en § dans cette équation et en tenant compte du fait que, par
(4.7),
AT(8) = A(0) =0 mod +/pOk,,
on obtient (4.9).
Sil'on applique (4.9) & H = Ox(F) et t = T—|A|, pour un n-uplet quelconque
A vérifiant |[A| < T, on obtient

(4.10) ANF)(B) =0 mod (i’/pom)

Enfin, par la formule de Taylor, on a

F7(Ca) = ) (Ca— B Ox(F)(B),

|AI=0

T—|A|

ot (Ca — B) = [, (G — Bi)Y. Or, pour tout & racine p-ieme de I'unite,
ona¢=1 mod {/pOp,. D'oil, avec (4.8), (Ca— B)* =0 mod (\p/p(’)lpv)w.
On en déduit avec (4.10)

F"(a) =0 mod (\p/pOFU)T

et le lemme est ainsi démontré sous '’hypothése que oy, . . ., a;, soient des entiers
algébriques.
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Dans le cas géneral, on se rameéne, comme dans [AmDa99| et [AmDa04| au
cas précédent en utilisant le lemme 4.12. Ce dernier affirme qu'il existe 8 € Op

tel que
faq,...,0a, € O
et
6], = max{1, |1y, .-, |an]o} L.

Le polyndme

~ X1 X
F(Xo,....X :XLF<—... —") Op[X
( 0 ) n) 0 X07 ’XO € IF[ ]
est nul & un ordre supérieur ou égal & T en (0,6aq,...,0a,) € O{FLH et ses

conjugués au-dessus de L. On en déduit
|F7(0,Ci0an, . .., Guba)]y < p~T7P,
par la premiére partie de la preuve. De plus, on a
[F7(0. G0, ..., Guban) o = [0 F7 (Sl
= |[FT(¢a) |y max{L, |aily, ..., |on|o} L.
Le lemme est ainsi complétement démontré. O

Nous pouvons maintenant minorer la hauteur de a.

Proposition 4.14. — Soient o € G, et L une extension abélienne de Q.
Soient L, T deux entiers naturels non nuls et p un premier ramifié dans L.

Alors

Hy {aty, T, L Tl
ha)> [1- oo, T, L) (fp—%log(L—i—l).
Hy <ker[p] Aad,. L, L) p
Démonstration. — Considérons la matrice de terme général B?’ ou B3; par-

court l'ensemble des points de ker[p] - {a}r, et Ay I'ensemble des multi-
indices de longueur inférieure ou égale & L. Le rang de cette matrice est
r = Hg (ker[p] - {a}r,, 1,L). Nous pouvons donc en extraire une matrice

de taille r x r inversible : choisissons 3;,...,3, et Aq,..., A, tels que
A.
M = (ﬂij)lgi,jgr
soit de déterminant non nul. Alors I’espace vectoriel
£g({aL, T, L) N Vect {X"l, . ,X"*}

est de dimension supérieure ou égale a ro = r — Hg ({a}p, T, L). Si 79 < 0,
alors la proposition est triviale, par positivité de la hauteur. Sinon, il existe
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ro polynomes linéairement indépendants Gy = Z;Zl Ik, X A1 <k <)
s’annulant sur {a}y avec multiplicité supérieure ou égale a 7. Soit v une
place de Q divisant p. Alors, quitte & faire des combinaisons linéaires et a

réordonner Aj,...,A,, on peut supposer de plus (grace au lemme 4.12) que,
pour k=1,...,rg, les polynomes
T
Gy = Z g X
ji=k

sont & coefficients entiers algébriques et

—1 sij=k
(4.11) |9k.jlv
<1 sijel[k+1,r].

Par des opérations élémentaires sur les colonnes de M, on peut se ra-
mener & une matrice M dont les rg premiéres colonnes sont de la forme
(GL(BY),---,Gr(B,), k € [1,70]. Par la condition (4.11), on a |det(M)|, =
| det(M)],. Comme G}, € Eo{atr, T, L), le lemme 4.13 implique

GECa)lw < p TP max{L, iy, ol }*

pour tout 7 € Gal(Q/Ly,)), tout ¢ € ker[p] et toute place v' divisant p. Pour
tout ¢ € [1,r] nous fixons 7; € Gal(Q/Ly,)) et ¢; € ker[p] tel que 3; = 7(; ).
Alors

Gl = 1Gk(m(Ca)l,
= 167 (¢a)l,,
< p P max{L ol 1.l 1, 1
< p P max{1,|B;1l,- -, Binlv}’

En développant det(M) suivant les ro premiéres colonnes, on a finalement

| det(M)|, = [det(M)], < p~"T/P [ [ max{L, |Bi1lo-- -, |Binlo}":
=1

La formule précédente est valable pour toute place v divisant p. Si v est une
autre place finie, l'inégalité ultramétrique donne

’ det(M)‘U < Hmax{l, ‘52',1’1)7 ey ’Bi,n’v}L'

i=1
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Enfin, si v est une place archimédienne, l'inégalité de Hadamard fournit la
majoration

1/2
r r /

P
[det(M)l, < [T 18717
1

i=1 \j=
s

< H (r max{1, |G 1|y ..., \@m‘v}%)lp

i=1

T
< P T max{1, 1Bilo- - [Binlo}"
i=1
En appliquant la formule du produit a det(M) (qui n’est pas nul), on obtient

1 < pro T/ 2 exp(Lh(8B)))
i=1
S p—ToT/pT‘T/2 exp(Lrh(a))

et finalement, en utilisant l'inégalité r < (L;LL") <(L+1)™,

roTlogp n
h > — — —log(L+1
(@) > =P o log(L+ 1)
ce qui achéve la preuve de la proposition. ]
Proposition 4.15. — 1l existe un nombre réel strictement positif co ne dé-

pendant que de n tel que la propriété suivante soit vraie. Soient o € G, L
une extension abélienne de Q et p un premier ramifié dans L. Si

h(a) < 60—110&

alors
wi(,, (@) < cowr (a) log(3wr (ev)).
Démonstration. — Afin d’alléger les notations, nous posons w = wy, (). Nous

noterons C un réel strictement positif ne dépendant que de n que nous sup-
poserons suffisamment grand pour que les inégalités suivantes soient vérifiées.
Nous noterons également ¢}, ¢, et ¢ des réels strictement positifs ne dépendant
que de n.

Nous fixons deux paramétres :

T = [Cplog(3w)] et L= (2n+1)wT.

On a alors
log(L 4 1) < ¢ (log C)(log p)(log(3w))
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et
log(L +1) ,log C'logp
< ¢y .
L C  pw
Supposons
1 logp
h < — .
(@) < 5 >
Alors la proposition 4.14 implique
Hy {a}L, T, L L
1— gah ) < (h(a) + % log(L + 1)) TZIJ
Hy (kerlp] - {ah,). 1, 1) ogp
o log C
R
C
oL
5
Ainsi,

Hy (ker[p] At L, L) < 2Hg ({a}L, T, L).
Or, si Py est un polynéme non nul s’annulant sur {a}y, de degré minimal w,
alors P- Py appartient & £g({a}L, T, L) pour tout P € Q[X] de degré inférieur
ou égal & L — wT'; donc
L+n L—wl'+n
HQ({O[}]L,T,L)§< n >—< n >

En remarquant

L4+n\[(L—wl+n\" _ ﬁ L+j
n n - L—uWwl+)

on a ainsi
L+n
H@ (ker[p] : {a}]L(p)a 17L) < < n )7
ce qui signifie qu’il existe un polynéome F' non nul tel que
Feé&g <ker[p] Hatr, 1,L> .

Par le lemme 4.8, on peut supposer que F' est a coeflicients dans L,).

Soit X I’ensemble algébrique défini dans G} par les équations F/(¢X) = 0 on
¢ parcourt ker[p]. Le polynome I étant identiquement nul sur ker[p]-{a}r,, il
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existe une composante Ly)-irréductible V' de X qui contient {ec}r, . De plus,
X est stable sous l'action de ker[p], donc ker[p] - V' C X. Ainsi ker[p] - V est
incomplétement défini par des polynomes de degré L et la proposition 3.3 de
[Phi86| implique
deg(ker[p]V) < LeodimV,

Or, par le lemme 2.1 de [DP99], si W est une variété géométriquement irré-
ductible, on a

deg([p)~'W) = pt™W deg(W).
Etant donné qu’une variété géométriquement irréductible ne peut pas étre
composante de l'image réciproque par [p] de deux variétés géométriquement
irréductibles distinctes, on a la méme égalité pour les variétés. En appliquant
ceci a [p]V, on a finalement

deg(ker[p]V) = deg([p] ' [p]V) = pU™" deg([p]V)).
D’ou

codimV )
deg([p]V) < <E> < ((2n + 1)Cwlog(3w))cdmV

et, par le lemme 4.9 appliqué a L, o et [p]V,
wi(,, (@) < n(2n + 1)Cwlog(3w).

On pose alors ¢g = n(2n + 1)C et la proposition est démontrée. ]

4.3.2. Transcendance dans le cas de petite ramification

La transcendance dans le cas de petite ramification est plus classique : uti-
lisation d’un lemme de Siegel pour la construction d’une fonction auxiliaire,
extrapolation et lemme de zéros.

4.8.2.1. Construction de la fonction auziliaire. — Nous allons maintenant
construire une fonction auxiliaire, c’est-a-dire un polynéme dont on controle
la hauteur et le degré et qui s’annule avec forte multiplicité en {a}r. Dans
|[AmDa04]|, les auteurs utilisent pour cela un lemme de Siegel di & E. Bom-
bieri et J. D. Vaaler, qui fournit un polynéme & coefficients dans L. Cependant,
un tel lemme fait apparaitre le discriminant du corps L dans la borne sur la
hauteur du polynome, ce que nous souhaitons éviter ici. Afin de contourner ce
probléme, il nous faut utiliser un lemme de Siegel « absolu ». Nous utiliserons
une version due & S. David et P. Philippon (voir [DP99]) obtenue & ’aide du
théoréme plus général de S. Zhang sur les minima successifs d'une variété al-
gébrique (voir [Zha95b]). Cette version est un raffinement du lemme de Siegel
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absolu de D. Roy et J. Thunder (voir [RT96|). Si le polynome obtenu a une
hauteur majorée indépendamment du corps L, nous perdons cependant tout
contréle sur le corps contenant ses coefficients. Un argument similaire & celui
de la preuve du lemme 4.8 permet néanmoins de surmonter cet inconvénient.
Rappelons, pour commencer, les notations.

Soit S € QN1 un Q-espace vectoriel de dimension d. On définit la hauteur
Ly de S comme le fait Schmidt au paragraphe 8 du chapitre 1 de [Sch96] par

la formule
F,:Q
hr,(S) = Z M log |lx1 A+ A x|y,
oo F:Q
F
ou (¢, ,xq) est une base de S, F un corps de nombres contenant les coor-
données des x; et || - ||, est la norme du sup si v est ultramétrique et la norme

euclidienne sinon. Si S est la droite vectorielle engendrée par € QN+, on
notera hr,(x) = hr,(95).
Enoncons maintenant le lemme.

Lemme 4.16. — Soient S € QNT! un Q-espace vectoriel et € un nombre réel
strictement positif. Alors, il existe un vecteur non nul x € S tel que
hr,(S) 1 .
hr,(x) < di12nS +3 log(dim(S)) +e.
Démonstration. — Voir le lemme 4.7 de [DP99] ainsi que la remarque qui le
suit. U

Nous pouvons maintenant construire la fonction auxiliaire dont nous aurons

besoin.
Théoréeme 4.17. — Soient I une extension abélienne de Q, o un point de
Gp et L, T deux entiers naturels non nuls tels que

Tlog(L+1)

2nwp, ()T < L et h(a) < T

Alors il eriste F € Eg({a}L, T, L) tel que

18n? T?log(L+1) 1 L
WEF) < 8n wL(a)L og(L + )+§log< —I—n>‘

Démonstration. — Notons o, . . ., oy les conjugués de a au-dessus de L. Pour
i€[1,d] et A€ N" |[A| <T, on pose

() A Sy (B 1T (M
v = (0017 ey =2 () 1)
A MEN™ |u|<L A li[1 Aj

J]=
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En identifiant Q[ X<y, & @(Lin), les Y, ,x sont des générateurs du sous-espace
vectoriel Eg({a}L, T, L)*, dont la dimension est Hg({a}r,T, L). En utilisant

I'inégalité
u
> (3)
|pI<L
- - 231 Hn
DY <A1> <An>

pn1=0 tn=0
ﬁ L+1

. A+
=1

+1

(]
N
> T
N——
[N}
IN

IN

IN

IN

on a la majoration

A

e Allo.zo < (L + 1)),

ou v est une place archimédienne et || - ||,,r, désigne la norme euclidienne
associée a v. Ainsi, la hauteur Lo des y,, 5 est majorée :

hi, (yah}\) < (T +mn)log(L+ 1)+ Lh(a).
On en déduit (voir le paragraphe 8 du chapitre 1 de [Sch96]|)
hi,(Eg{adL, T.L) = hi,(Eg({a}e. T, L)")
< dim(Eg({at, T, L)) maxhy, (ya, »)

< Hg({a}L,T,L) (T +n)log(L + 1) + Lh(ev)) .

Remarquons que dim(Eg({a}y, T, L)) est strictement positif. En effet, si Py €
L[X] est un polynome non nul s’annulant en a de degré minimal wy, (), alors
pour tout P € Q[X] de degré inférieur ou égal & L—wy,(a)T, le polynéme P- P
appartient & Eg({a}yr, T, L). Donc, en utilisant ’hypothese 2nTwy (a) < L,
L— T
dim(eg((at, ) = (M)
n

(4.12) - 2n — DwL(a)T +n

o n

> 0.
Nous appliquons maintenant le lemme de Siegel absolu (lemme 4.16) avec

("2")

dim(€g({a}, T, L))

11
e=—lo
5 108
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Ce dernier assure alors l'existence d’un élément non nul F' € Ey({a}y, T, L)
de hauteur

Ho({ahL, T, L) (T + n)log(L + 1) + Lh(cv))
dim(&g({a}L, T, L))

_|_% log(dim(&g({a}r, T, L)) + €

hLz (F) <

HQ({a}L7 T, L)
dim(Eg({a}r, T, L))

(T +n)log(L + 1)+ Lh(cx))

1 L
+—log< +n>.
2 n

Nous allons maintenant majorer la quantité
H@({a}ﬂn T, L)
dim(Eg({a}r, T, L)
En utilisant ’hypothése 2nTwy () < L et la premiére inégalité de (4.12), on
a

Ho({a}o, T,L) (“3") —dim(&g({a}v, T, L))
dim(&g({ajr, T, L)) dim(&g({a}r, T, L))

(L—i—n) _ (L—w]L (a)T+n)

- (L_WL(;LX)T-i_n)

En appliquant 'inégalité des accroissements finis &  +— (z 4+ 1)™ — 1 entre 0

et H%L(a), on obtient finalement

Ho({aj, T, L) i 2Twr, (o) \" ! 27wy ()
dm(Eg({aln T.0) <1+ T ) i)

IN

n—1
. <1 N l) 2Twr, ()
n L

2T
e 2Lwr(e)

<
- L

L’hypothéese sur h(a), le fait que 2T +n < 3nT et l'inégalité h(F) < hr,(F)
permettent alors de conclure. ]
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4.3.2.2. Eztrapolation. —

Lemme 4.18. — Soient o € G}, L une extension abélienne de Q et p un
nombre premier. Soient ' € Eg({a}y, T, L) et v une place de Q divisant p.
Alors pour tout morphisme 7 € Gal(Q/Q) tel que T, = ¢y, et tout conjugué &
de a au-dessus de 1L, on a

|F7(&P)], < p~ /@ F7 | ||e(&)|[BE.
La démonstration de ce lemme est semblable & celle du lemme 4.13 :

Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme 4.13, nous pouvons sup-
poser que F est a coefficients entiers algébriques, que l'on a ||F7||, = 1 et que
« est & coordonnées entiéres.

Soit F une extension galoisienne de Q contenant le corps L, les coefficients
de F', les coordonnées de a et les racines p-iémes de l'unité. Soit O, (resp.
OL,) 'anneau des entiers du complété de F (resp. L) par rapport a v. D’aprés
[Ser68, Prop. 12, p. 66], O, est monogeéne sur O, : il existe 0 € O, tel que
Or, = OL,[d]. En particulier, pour tout ¢ € [1,n], il existe a; € O, [X] tel que

a; = al(é)

Considérons maintenant 7 € Gal(Q/Q) tel que 7, = ¢j ; il induit un élément
de Gal(F,/Q,) que nous noterons encore 7. La congruence (4.4) se prolonge a

OL, :

(4.13) Vye O, 7™ =1 mod QO0,,

o Q est l'idéal de O, tel que Q) = pOp. Pour tout i € [1,n], posons
B = a7 (o)

de sorte que

(4.14) Bi =of mod QUp,.

Remarquons que 95 (F') € Op[X]. Nous allons montrer que pour tout poly-
nome H € Op[X]| nul en {a}r, avec multiplicité au moins ¢, on a

(4.15) H™(8)=0 mod (QO,)".

Soit A € O, [X] le polynéme minimal de ¢ sur L, et soit s la plus grande
puissance de A divisant G = H(aq,...,a,); montrons que s > t. La dérivée
G) n’est pas divisible par A. Or le polynome G(®) appartient a I'idéal engendré
par

{OA(H)(al,...,an) LA < s}
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donc il existe un n-uplet A € N™ avec |A| < s tel que Ox(H) (a1, ..., a,) ne soit
pas divisible par A. Cela signifie qu’il existe o € Gal(F,/L,) tel que
NH)(F, .., ap) = OA(H)(a1(87), - -, an(67)) # 0.
Puisque H est nul en {a}y, avec multiplicité au moins ¢, on en déduit |A| > ¢
donc s > t. Ainsi, on vient de montrer que A divise H(aq,...,a,) dans F,[X]
donc dans O, [X]. On peut alors écrire
H™(a](X),...,ap(X)) = RT(X)(AT(X))", R € Op,[X].

En évaluant en 0P dans cette équation et en tenant compte du fait que, par
(4.13),
AT(0P) = (A(5))P =0 mod QOF,,
on obtient (4.15).
Si l'on applique (4.15) & H = Ox(F) et t =T — ||, pour un n-uplet quel-
conque A vérifiant |A| < T', on obtient
(4.16) INF)(B)=0 mod (QOp ) .
Enfin, par la formule de Taylor, on a
FT(a?) = ) (a” — B)*OA(F)7(B),
|AI>0
o (a? — B)* = [[L (¥ — B)*. Dou, avec (4.14), (a? — B)* = 0
mod (Q(’)FU)W. On en déduit avec (4.16)
F(a?) =0 mod (QO, )"

et le lemme est ainsi démontré. O

Lemme 4.19. — Soient o € G}, L une extension abélienne de Q, L, T deux
entiers naturels non nuls, E un réel strictement positif et p un nombre premier
dont lindice de ramification dans L est inférieur a E. Soit F' € Eg({a}r, T, L).
Supposons

1T logp 1T logp
. < - < - .
(4.17) h(a)_4 Tpl t h(F)_4 =
On pose
T -1 14_(n+1)Elog(L+1) _1><T
! logp

et on suppose Ty > 1. Alors pour tout prolongement 7, de ¢, a Q, le polynome
F™ appartient a Eg({a?}L, [17,1®), L).

®)Gi ¢ est un réel, nous notons [x] 'entier qui lui est immédiatement supérieur.
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Démonstration. — Soit F une extension galoisienne de Q contenant L, les co-
efficients de F' et les coordonnées de ac. Soient A € N™ tel que [A| =T* < T et v
une place de F. Comme F' € Eg({a}, T, L), on a Ox(F) € Eg({e}r, T-T7, L).
Le lemme 4.18 affirme que pour tout prolongement 7, de ¢, a Q, on a

OAE) ™ ()]s < p~ T BN (E) o]o(e) 1

< p VO E | le(a) |15

si v est une place divisant p. D’autre part, on déduit de l'inégalité

= (6)< (00) - (110) o

|u|<L

et de l'inégalité ultramétrique les majorations

) 1E o) |2 si vt oo,
OA(F)™ ()], -~ o
(L+ )T HE (@) |2 sio | oo.

Ainsi, si OA(F)™(aP) # 0, les inégalités ci-dessus et la formule du produit

donnent
*

0<(T* +n)log(L+1)+ h(F)+ pLh(a) — % log p.

P
Avec les hypothéses (4.17) et l'inégalité T* +n < (n + 1)T*, on obtient la
minoration
1)Elog(L+1)\ "
logp

On procéde de méme pour les conjugués de a au-dessus de L, ce qui achéve la
preuve. ]

En utilisant r fois le lemme 4.19, on obtient :

Lemme 4.20. — Soient oo € G}, et L une extension abélienne de Q. Soient L,
T et r trois entiers naturels non nuls, E un réel strictement positif et p1,...,pr
des nombres premiers dont lindice de ramification dans IL est inférieur a E.
Pour s € [0,r], on pose

_2_8TH 1+ (n+1)Elog(L+ 1)\~
log p;

et on suppose T > 1. Soit I' € Eg({a}w, T, L). Supposons

17, _1 minlog p; 17T, 1m1nlogp,
. <L - esr < -
(4.18) h(a) < 1 . et h(F) 1 5
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Alors pour tous T, ..., Tp,, respectivement prolongements a Q de Gpis-e s Ppys
le polynome FT1Ter appartient a Eg({aP Priy,, [T,],L).

Démonstration. — On montre ce lemme par récurrence sur 7. Le cas 7 = 1
correspond au lemme 4.19. Supposons donc r > 2. Soient L et T' deux entiers
naturels non nuls, £ un réel strictement positif, p1, ..., p, des nombres premiers
dont 'indice de ramication dans L est inférieur & £ et F' € Eg({atr, T, L) tels
que les conditions (4.18) soient satisfaites. En particulier, on a

ha) < lTr_2 min log p; et h(F) < lTr_2 min log p; .
4ELp1”’pr—1 4 E
Par hypothese de récurrence, pour tous 7p,,...,7p,_,, respectivement prolon-

gements & Q de Op1y- -5 Pp,_, le polynome F est tel que
F™1 o1 ¢ g@({apl"'prfl}b [TT_1—|,L).

Or h(F™1 " ™r—1) = h(F') et h(aP*"Pr=1) = p; - - p,_1h(ex), d’ou

h(aplmprfl) < Tr—llogpr’ < (Tr—1~| Ingr.
- FEp.L — Ep,.L

On applique alors le lemme 4.19 en remplacant respectivement T, p, {a}r, et F
par [T,—1],pr, {aPr"Pr=1}p et F™P17"Pr—1 pour conclure. O

4.8.2.3. Lemme de zéros. — Soient a € G, L une extension abélienne et L,
Nj, j € [1,n], des entiers naturels non nuls. Pour tout j € [1,n], on note P;
un ensemble contenant 1 et des nombres premiers inférieurs & N; et pour tout
entier p dans I'un des P}, on fixe 0, € Gal(LL/Q).

Théoreme 4.21. — Soit G un polynome non nul tel que GP1"7Pn appartient
a &L({aP Prip, 1, L) pour tout (p1,...,pn) € P1 X -+ X Py. Alors il existe un
entier v € [1,n], une sous-variété algébrique propre V de Gl définie sur L de
codimension inférieure ou égale 4 v et (Pp41,...,Dn) € Pry1 X -+ X Py, tels que

Pri1-Pn
o € 0py - 0pyV

et

(4.19) deg < (Ny -~ Nr_lL)COdim(V) _

(-

“Bq|

S
<
A\

pEPr
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Démonstration. — A la maniére de [AmDa99|, on définit une suite d’idéaux
Jiy- -y Tnt1 de Q[X] en posant

J = (G(X)),
J2 = (G (XP), p1 € P1),
T3 (Gr17P2 (XP1P2) | (p1,p2) € P1 X Pa),

jn—l—l — (Gapl...o-pn (Xp1...pn)’ (pl’ . ’pn) c ’]Dl X o0 X ’Pn)

Pour tout r € [1,n + 1], on note X, l’ensemble algébrique défini par J,. On
a [p|Xr+1 C 0pX, pour tout p € P,. Notons Y, la réunion des composantes
L-irréductibles V' de X, pour lesquelles il existe (py,...,pn) € Pr X -+ X Py
tel que

ol P cog, ooy V.

Par hypothése sur G, on a Y, # (). De plus, pour tout r € [1,n] et pour tout
p 6 PT;

(420) [p]Y;«+1 C O'pY;«.

En particulier, comme 1 € P,, on a les inclusions Y41 C 01Y,, C --- C oY1}
par le principe des tiroirs, il existe alors un indice [ € [1,n] pour lequel Y; et
Y;+1 ont la méme dimension. Soient r le plus grand indice pour lequel cette
propriété est vérifiée et d la dimension correspondante; ainsi n —d < r. Soit
V une composante L-irréductible de dimension d de Y,y1. Posons

w=J o, V.

pEP:
Par la propriété (4.20), on a

W CY,.
Ainsi, ’'ensemble algébrique équidimensionnel W est incomplétement défini par
des polynomes de degré au plus Ny --- N,_1L; la proposition 3.3 de [Phi86|
implique alors

deg(W) < (Ny -+ Ny_q L)©mV)

ce qui achéve la démonstration du théoréme. ]

4.3.3. Théoréme clé

Le but de cette derniére partie est d’établir un théoréme qui résume 1’étape
de transcendance. Soient @ € G} et L une extension abélienne de Q. Pour
alléger les notations, nous posons w = wr, (a). Nous désignerons par C un réel
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strictement positif, ne dépendant que de n et suffisamment grand pour que
les inégalités que nous considérerons soient vraies. Nous noterons également
c1,Ca,. .., des réels strictement positifs (effectivement calculables) ne dépen-
dant que de n. Soient p et & des nombres réels positifs tels que

(1+8)1+p) <@+n)((n+1)! = 1)1 +2n?) +1)".
Nous fixons les paramétres suivants(® :

cont1/2 (log (3w))n+1)

T = —_—
0 (loglog(16w))™ |’

L=wl? et FE = (Cplog(3w))°.

Pour tout j € [1,n], nous posons
N; = (Co 10g(3w))2n(1+p)(1+5)j.j!
et définissons I’ensemble suivant :
Pj = {1} U {p premier, N; /2 < p < N;}.
Remarquons que Zgzli il = (j+ 1)! — 1 et que cela implique
(4.21) N N; = (Cy 10g(3w))2N(1+p)(1+5)((j+1)5—1)_

Par ailleurs,
log(3w) < log(L + 1) < ¢;1(log Cp) log(3w).
La proposition qui suit résume ’étape de transcendance dans le cas de petite
ramification.
Proposition 4.22. — Supposons
(4.22) ha) < (w(C’o log(3w))2"(5+1)(P+1)((n+1)!—1)+2n(5+1)—1>_1
et

n
Vpe [ JPj ) <E.
j=1
Il existe alors un polynome non nul F € Q[X] de degré inférieur ou égal a L tel
que pour tout (p1,...,pn) € Py X -+ X Py, et pour tous Tpis---»Tp, Prolongeant
a Q les morphismes ¢p, , ..., ¢p, , le polynome F™1-Trn est nul sur {aP' Pr}y.

D Nous posons « loglog(16w) » afin d’assurer que cette quantité est toujours plus grande
que 1, quelle que soit la valeur de w.
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Démonstration. — On a
2nwT  2n <1
L T
et, avec I’hypotheése (4.22),
L 6n+1/2 5
- h < wlTh(a) < 1 n(+)p, 1

de sorte que les hypothéses du théoréme 4.17 sont vérifiées. On en déduit
Pexistence de I € Eg({a}L, T, L) tel que

18n2wT?log(L +1) 1 L <L + n>

< Z
h(F) < i3 + 5 og

< ea(log Cp) log(3w).

Nous allons montrer, grace au lemme 4.20, que ce polyndéme F' convient.
Pour cela, vérifions que les hypothéses de ce lemme sont satisfaites. Soit
(q1,---,qn) € Py X -+ X P, et supposons gj,,...,q;, premiers et ¢; = 1 pour

J € {j1,....jr}. Pour i € [1,7], notons p; = g¢j,; on a
log p; > c¢3loglog(16w).

Considérons la quantité T,_1 définie dans le lemme 4.20; on a

_ ,_ (n+1)Elog(L + 1
0g Pj

Elog(L +1)
< 71
- H <loglog 16w) >
< cC_(6"+1/2)(10g10g(16w))n C4(log Co) (log (3w)) "+ \ "~
- (log(3))"0+0 \ ™ loglog(16w)
< ¢ (log C)" ™! loglog(16w)
= 5

C0(5+1/2) (log(3w))(0+1)
Ainsi,
AEL(F) < . (Colog(3w))’(log Co)(log(3w))
T,_1minlogp; — 6 log log(16w)
(log Cp)"~ 1 loglog(16w)
Cé&+1/2) (log(3w))(0+1)

(log Cp)™
ol
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Par ailleurs, par hypothése sur h(a) et en utilisant (4.21) avec j = n, on a

Ni -+~ Nyh(a) < w™H(Cplog(3w))~3r@+1-1)

D’ou
AELpi--pr o v 4wET?Nj, -+ Nj, he)
T,_1 min log p; — T,-1(loglog(16w))
025n+5+1 1 3 2n(6+1)+(5
< crw—Y (log(3w)) Tr__llNl---Nnh(a)
(loglog(16w))2n+1
_ G (log Co) (log (Bw)) 2O+
= (log log(16w))2n
x (Cplog(3w))~n@+H=1)
n—1
< (log Cp)
an—g/z
< 1.
Le lemme 4.20 assure alors que pour tous 7,,,...,7p, prolongeant respecti-
vement ¢p,, ..., ¢p,, le polynome F7p17pr est nul sur {a”* P}y, & un ordre

supérieur ou égal a T, avec

log log(16w)
T, > coT
= @ H <Elog L+ 1))

(5n+1/2 (log(Sw)) n(d+1) log log(16w) "
= (e )

- (loglog(16w))™ \ C§(log Cp)(log (3w
(71/2
> cp—2—
(log Co)™

> 1.
Ainsi, nous avons montré que pour tout (q1,...,¢q,) € Py x---x P, et pour tous
Tqis-- -5 Tq, Prolongeant respectivement ¢g,, ..., @q,, le polynome F7a1-Tan est
nul sur {a? 9"}y, O

Afin de pouvoir maintenant tirer parti du lemme de zéros, nous devons ex-
clure des ensembles P; les premiers exceptionnels associés a une variété V. Nous
remarquons que leur quantité est négligeable, au vu du choix des paramétres.

Lemme 4.23. — Soient L une extension abélienne de Q et V une variété
définie sur 1L telle que

(4.23) log deg(V) < (Cp log(3w))?n e+ (p+1)-1
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Pour tout j € [1,n], il existe alors un sous-ensemble P;j(V) C P; dont le
cardinal satisfait l’inégalité
(Co 10g(3w))2n(p+1)(6+1)j~j!

(log Cp) log log(16w)
et tel que 1 € Pj(V) et p1---pn & Eexc(V) pour tout (p1,...,pn) € P1(V) x
<X P (V).

[P;(V)] > cnn

Démonstration. — La démonstration est en tout point identique & celle du
lemme 5.2 de [AmDa99| en remplacant Q par L. O

Nous pouvons maintenant énoncer et montrer le théoréme clé.

Théoreme 4.24. — Soit V une sous-variété de Gl définie sur L et L-
wréductible telle que

log(deg V) < (Cplog(3w))?@TD+D=1,
Supposons

(424) h(Ot) < <W(C() log(3w))2n(5+1)(0+1)((n+1)!—1)+2n(6+1)—1)—1 .

Supposons de plus qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B définie sur 1L
et contenant un conjugué de o telle que
(4.25) (deg B)Y/<odim(B) < 4y log(3w)) O+ D+ D n+1)!
Alors l'une des deux propriétés suivantes est vraie :
1. Il existe un premier p € Eex.(V) tel que
E<p<N,
qui est ramifié dans L avec
ep(L) > E
et tel que
(4.26) wi(,, (@) < cowr (a) log(3wr (v)).
2. 1l existe un entier | € Eexc(V') tel que
[ < (Cplog(3w)) 21+ P+ (n+1)-1)
et

(4.27) wi(ad) < wi(e)

~ O (Colog (3w () 21+
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Démonstration. — Considérons la réunion
PV) = JPi(v).
j=1

Nous allons distinguer deux cas. Supposons dans un premier temps qu’il existe
un premier p € P(V) tel que e,(IL) > E. Soit ¢g le réel strictement positif de
la proposition 4.15; on a

Pw
logp

co h(ex) < co(Colog(3w)) ¢,

avec

e = 200+ D(p+)((n+1)!=1)+2n(5 +1) —1—2n(p+1)(§ + 1)n.n!
= 2n(p+ 10+ 1)(n!=1)+2n(0+1)—1
> 0.

pw
logp

Ainsi, la proposition 4.15 s’applique et nous obtenons la premiére assertion de

o h(a) < 1.

la conclusion alternative (en remarquant que N, > p > N1/2 > E).

Supposons maintenant que pour tout p € P(V), e,(L) < E. Soit F le po-
lyndéme de degré inférieur ou égal & L fourni par la proposition 4.22. On a
Fp1Ten? qui est nul sur {aP!"P*}, pour tout (p1,...,pn) € Pr X -+ X Py et
pour tous 7p,,...,Tp, prolongeant a Q les morphismes Opis-- -y Pp,. Quitte &
multiplier /' par un nombre algébrique, on peut supposer qu'un de ses coeffi-
cients est égal & 1. Si F désigne une extension galoisienne de L contenant les
coefficients de F', alors le polynéme

G= > F°

oe€Gal(F/L)

est non nul et satisfait les hypothéses du lemme de zéros (théoréme 4.21) ap-
pliqué aux ensembles d’entiers P;(V') définis dans le lemme précédent (lemme
4.23) et aux morphismes ¢, correspondants. Le lemme de zéros nous fournit
donc un indice r et une sous-variété Z de G}, définie sur L, de codimension
inférieure ou égale & r, contenant un conjugué d’une certaine puissance o,

avec | € Fexc(V) (par le lemme 4.23) et

I<Npi1---Np <Np--- N, =(Co 1og(3w))2n(5+1)(p+1)((n+1)!—1)’
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pour laquelle I'inégalité (4.19) est satisfaite. Cette inégalité donne en particulier

(car 1 € Pr(V)) :

deg(Z)l/codim(Z) < LNy N, 4
< LNy - Ny
< wC36n+1(10g(3w))2n(5+1)

(428) X(C(] log(3w))2n(6+1)(p+1)(n!—1)

w(Cp log(3w)) >0+ D(p+1)(ni=1)+1)

< w(Cylog(3w))?@HDp+nt

Une composante L-irréductible B de [I]7'Z contient un conjugué de {a}y et
son degré satisfait 'inégalité

deg(B)l/codim(B)

IN

l deg(Z)l/codim(Z)

IN

Nyy1---NpLNy--- Ny
< w(Cplog(3w))2 O+ (n+1)

Par hypothese, la variété B (donc Z) n’est pas de torsion. Par ailleurs, I'inéga-
lité (4.28) montre en particulier que

log(deg(Z)) < c131log(Co) log(3w).

Soit @ = Pr(V) \ FEexc(Z); la proposition 4.7 et I'inégalité ci-dessus assurent
que |Eexc(Z)| est négligeable devant la minoration de |P;(V')| fournie par le
lemme 4.23, de sorte que

(Co 10g(3w))2"(P+1)(5+1)7’-r!

4.2 >
(429) 19l 2 c1a (log Cp) log log(16w)

Comme Z n’est pas de torsion, le lemme 2.3, point (i) de [AmDa99] montre
que les variétés lel[p]Z et Tq_l[q]Z pour (p,q) € P.(V),p # ¢, n’ont pas de
composantes communes (ce qui revient a dire qu’elles sont distinctes). Par
ailleurs, Q@ N Eex.(Z) = 0 donc pour p € Q, deg TZ,_l[p]Z > deg Z. On obtient
alors, grace a I'inégalité (4.19) du lemme de zéros (théoréme 4.21),

1Qldeg(Z) <deg | | 7, '[P1Z | < (LNy--- Npoy)®@t™2,
pEPr(V)
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Ainsi, en utilisant l'inégalité codimZ < r, on obtient la majoration suivante
pour le degré de Z :

deg(Z)l/codim(Z) < LNj--- NT_1|Q|—1/T‘
En utilisant la relation (4.21) et la minoration (4.29) de |Q|, on a

i log (3w))2n(0+1)
1/codim(Z) < 25n+1( g
deg(2) < cswCy (log Iog(162) )%

% (Cp log (3w))2n@+D(p+1)(r!=1)
(log Cp) log log(16w))*/"
Cp log(3w))2n(+1)(p+1)r!

< e15wCy  (log Co) (Cp log (3w)) 207

“

Or il existe 7 € Gal(Q/Q) tel que 7Z contienne {a'}y,. En appliquant le lemme
49 a L, aet 7Z, on obtient

l 1/codim(7Z)
wr(a') < ndeg(rZ2) < ,
03/2(6’0 log(3w))2n(6+1)p

ce qui correspond & la deuxiéme assertion de la conclusion alternative du théo-

w

réme. O

4.4. Descente

Nous fixons o € G} et L extension abélienne de Q. Si nous pouvions assu-
rer dans le théoréme clé (théoréme 4.24) que nous sommes dans la deuxiéme
conclusion avec [ = 1, le théoréeme 4.5 s’en déduirait immédiatement (méme
sans ’hypothése Hq1,). Plus généralement, si nous sommes dans la deuxiéme
conclusion du 4.24, alors il existe un entier ! n’appartenant pas a I’ensemble
exceptionnel d’une certaine variété V tel que

wp(a)) < wi(a).

Soient Vj une hypersurface L-irréductible contenant o telle que degV; =
wr(al) et V/ une composante L-irréductible de [[] 71V} contenant cv. Alors

wp(a) < degV/
et deg([]lV}) = degVi = wi(a').

Si nous pouvions assurer, a priori, que | n’est pas dans Eex(V]'), le théoréme
4.5 serait alors démontré dans la mesure ot 'on aurait

wi(@) < deg V] < deg([)V)) < wi(a)
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donc une contradiction. Malheureusement, cette condition est difficile & assurer
car la variété V) est construite aprés la donnée de .

Nous devons donc utiliser un argument de descente qui consiste & montrer,
a ’aide d’un bon choix de paramétres, que ’on ne peut appliquer plus de n
fois de suite le théoréme 4.24 si la hauteur de a est petite.

Nous commengons par introduire les parameétres suivants, pour ¢ € [1,n] :
vi = (1+n)((n+ 1! =1)(1+2n%) +1)"7%
P, = (Co(log Cp)log(3wy(ax)))?minm;
L; = (Cy(logCy) lOg(3w]L(a)))QnI/i((rH_l)!_l);

b = nll+2n((n+1)!-1) Z vi |
j=i+1
E;, = __Co log (3w (e)) § ;
K3 - (log 00)2 g L )

1
5‘2 = n *
C01/2 (Co(log Cy)—2 log(3wL(a)))2”(("+1)!_1) 2jit1 Vi

Remarquons que, pour tout i € [1,n], un calcul simple donne

(4.30) v; = (51' +1)+ ((Tl + 1) — 1) Zn: vj.
J=i+1

En effet, en posant v = (((n + 1)! — 1)(1 + 2n2) + 1), on obtient

vi— (G +1) = ((n+1!'=1) > v

j=i+1
n n
=vi—n|l+2n(n+ 1)1 -1) > v | —1—((n+DI=1) Y v
j=i+1 j=i+1
n
=vi—n—1—((n+DI=1)En°+1)) > vy
J=i+1
. n .
=(14n) (" —1=(y-1) > 4
j=i+1

= 0.
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Remarquons également les égalités suivantes que nous utiliserons plusieurs fois
dans la suite :

(4.31) Ly -+ Ly = (Co(log Cp) log (3w, (e))) 2+ D!=D Kz v
et
(4.32) Liy1 -+ Ly = (Co(log Cp) log (3w (ar) )2+ DI=1) Xl a v
Si nous appliquions plusieurs fois de suite le théoréme 4.24, nous pourrions

construire une suite de variétés possédant des propriétés particuliéres, ce qui
motive la définition suivante.

Définition 4.25. — On note W l'ensemble des quadruplets (k,I,V,L) ou
ke [0,n],l = (li,...,l;) est un k-uplet d’entiers, V- = (Vj,..., V) est un
(k+1)-uplet de sous-variétés propres de G} et L = (Lo, ...,Lg) est un (k+1)-
uplet d’extensions abéliennes de Q tels que :

(ag) Lo est un sous-corps de L tel que wr, () = wi(a);

(bg) Vo est définie sur Ly et est Lo-irréductible;

(
(do) Vo contient {a}r, et pour tout K C Ly on a {a}x ¢ Vo;
(eo) degVp < (L1 -+ Ly (e)) 4™

puis pour tout 7 entre 1 et & :

co) Lo est le plus petit sous-corps de L sur lequel Vj est définie;

1. Soit l'indice ¢ est de type I :

(a
(b) E; <l; < Py,

(C l gEexc( i— );
(d

) 1; est un premier ramifié dans LL;_; tel que e, (L;—1) > E;;
)
)
) Vi
e) LL; est le plus petit sous-corps de (]Li_l)(l y sur lequel V; est définie;
) Vi
)
)
) w

est définie sur (Lj—1)(, et est (Li—1),)-irréductible;

f
g

(
( contient {a!t"}y. et pour tout K C L; on a {a!t"li}y ¢ Vi
[li]Vier C Vi

h) degV; < (Li+1 . ..anLi(all---li))codimw :

() (@) < o (1) log(3wx, -, (o 1).

2. Soit l'indice ¢ est de type II :

(
(

(a) Il; est un entier;
(b) i < Lij;
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¢
d

e

li ¢ Eexc(‘/i—l) )
V; est définie sur IL;_; et est LL;_j-irréductible ;

T~

LL; est le plus petit sous-corps de IL;_1 sur lequel V; est définie;

f) V; contient {1}y, et pour tout K C L; on a {a"ti}x ¢ Vi;
g) [li]Vi-1 C Vi

h) degV; < (Li—i-l . ..anLi(all“'li))COdlm‘/i ;

(i) W]Li(all"'li) < 52“4)]141-,1((1[1"'11'*1),

—~
~— — O~ ' ' N~

o~

Si un indice est & la fois de type I et II, nous dirons qu’il est de type II.

Si (k,l,V,L) € W, nous noterons 71 I’ensemble des indices de type I dans
(k,l1,V,L) et ryy 'ensemble des indices de type II (on a alors |ri| + |ryp| = k).

Remarquons que cette définition implique en particulier que le n-uplet L =
(Lo, ...,Lg) est en fait une tour descendante d’extensions abéliennes incluses
dans LL :

Lo 2 2 L.

Dans la descente, nous appliquerons le théoréme 4.24 & une certaine puis-
sance o'tk de a, issue d’un élément de W. Pour vérifier les hypothéses du
théoréme 4.24, il nous faut des informations concernant l'indice d’obstruction
de® ol Or, le point ol étant issu d’un élément de W, nous pouvons
comparer son indice d’obstruction & celui de « :

Lemme 4.26. — Soit (k,1,V,L) € W. Alors, pour tout j € [0,k], on a

(4.33) i, (1) < ergun (@) (log (3w (a)) 1T
et
1 ol
(4.34) {log Co)2 log (3w () < log (3w, (&1l)) < e7log(3wr ().
Démonstration. — L’inégalité (4.33) est immédiate, aprés avoir noté que pour

tout ¢ € [1,75] :
— si 'indice 7 est de type I alors

WL, (allmli) < COWL,;_, (allmliil) ]‘Og(3wﬂui71 (allmliil)) )

®)Notons, a ce propos, qu’il y a une légére erreur dans [AmDa99] et [AmDa04] : les auteurs
ne vérifient pas exactement les hypothéses de la proposition qui résume la transcendance
(proposition 5.3 dans [AmDa99]| et proposition 2.8 dans [AmDa04]) ; cependant, cela n’a
pas de conséquence sur le résultat final, excepté au niveau de la constante ¢(n). Voir les notes
de bas de pages (6), (7) et (8) pour plus de précisions.
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— si 'indice ¢ est de type Il alors
wLi(allmli) < €iwLi,1(al1"'lifl) < wLiil(all'”lifl).
On en déduit la deuxiéme inégalité de (4.34). De plus, comme L; C Lo, on a
wi(@) = wig(a) < b - Ly (@) <1y - L, (@)
et ainsi, par le choix des paramétres,
log(3wy(ar)) < c15(log Co) log(3wy, (a™1)) < (log Cp)? log (3w, (1)),
O

Introduisons maintenant deux définitions :

Définition 4.27. — On note Wy le sous-ensemble de W défini de la facon
suivante :

Wo={(k,l,V,L) e W, dim V) <dimVj < --- <dimV}}.

Définition 4.28. — On introduit un ordre total sur les suites finies d’entiers.
Soient (v) = (vi)o<i<k et (V') = (v})o<i<k deux telles suites. On pose (v) <
(V') st (Vi)o<i<min(k,k’) < (V;)o<i<min(k,k) POUr lordre lexicographique ou si

(vi)o<i<min(k,k’) = (Vf)o<i<min(k,k') €6 & > K.
La définition précédente permet de munir W d’un préordre total (relation
réflexive, transitive et compléte) en posant
(4.35) (k,1,V,L) < (K,U',)V' L") si (dimV;)o<i<r = (dim V] )o<;<p-
Nous passons maintenant a la descente proprement dite : le théoréme suivant
permet de construire un élément de W qui n’est pas dans W.

Théoréeme 4.29. — Supposons qu’il n’existe pas de sous-variété de torsion B
définie sur I contenant o telle que
(4.36)

deg(B)/<0dim(B) < oy (ar) (Cy(log Co) log (3wy, (ax))) 2™ (MHD iy vitn=1
et

n -1
J

h(a) < wi(a) ™! ((Co(log Co) log (3w, (ax))) (D=1 ':1Vj+2n(51+1)—1)
Alors il existe (k,1,V,L) € W\ Wj.

Le schéma de la preuve est le suivant. Nous montrons dans un premier
temps que I’ensemble Wy n’est pas vide et que I'on peut en extraire un élément
minimal pour l'ordre introduit sur W (voir (4.35)). Puis & partir de cet élément,
nous construisons une nouvelle suite de sous-variétés, a 'aide du théoreme 4.24.
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Nous montrons ensuite que cette suite de sous-variétés est en fait un élément
de W qui est strictement inférieur (pour lordre (4.35)) a l’élément minimal
initial. Nous en déduisons qu’il n’appartient pas & W,.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que ’ensemble Wy n’est pas vide.
Soit Vp une hypersurface définie sur L contenant e et de degré minimal wr ().
Soit Ly son corps de définition. Nous pouvons supposer, quitte a changer le
couple (Vp, L), que pour tout sous-corps K C Lo, on a wg () > wr, (). Alors
le quadruplet (0,0, Vp,Lo) appartient a Wy. En effet, les conditions (ag), (bo)
et (co) sont vérifiées par construction. Supposons qu'il existe K C Lg tel que
{a}x C Vp;soit f € Lo[X] une équation de Vp. Par le lemme 4.8, il existe un
polyndme g non nul, & coefficients dans K, de degré inférieur ou égal & celui
de f tel que g(a) = 0; donc wi () < wr (), contradiction. L’hypothése (dg)
est donc vérifiee. Enfin ’hypothése (eg) est ici trivialement veérifice. Donc W
n’est pas vide.

Par ailleurs, ’ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et n — 1,
de longueur au plus n et strictement croissantes (au sens usuel) est fini (de
cardinal inférieur a 2" — 1). Ainsi, il existe un élément minimal (k,l,V, L)
dans Wy pour lordre introduit précédemment, c’est-a-dire satisfaisant

V(lﬁ,, l,, V,, L/) S W(), (dlm ‘/i)OSiSk = (dlm ‘/;/)Ogigk"

Nous allons appliquer le théoréme 4.24 a o/t & la sous-variété Vj et a
Ly avec § = d41 et p tel que (p+ 1)(6 + 1) = vk11. Remarquons que dans ce
cas, le parameétre E qui apparait dans ce théoréme satisfait, grace a 'inégalité
(4.34),

E > <C0 log(3wr, (ahmlk))y
4.37 Co "
(4.37) > (m log(3wL(a))>
> Epp.

Veérifions que les hypothéses du théoréme 4.24 sont satisfaites. On a
h(a ) =1 - Ih(a)
et, par l'inégalité (4.33),

wr, (@) < erpwr (@) (log (3w (@),
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Donc par 'hypotheése faite sur la hauteur de «,

R ), (@) < - (e ergwr(a) (log (3w ()

< ha)w(a Hl 16 log (3w (o H l;
1ETT 1ETIL
< ha)w(a H P; (c16log(3wr (a H L;
1ETT 1ETIL
k
< o) HLi
i=1
< (Co(log Cp) log(3wr,(e)))~°

avec

e = 2((n+1)!=1)) v+2n(0+1) -1
j=1

k
—2n((n+1)! —1) Z

2n((n+1)!=1) Y vj+2n(6 +1) -1
j=k+1
2n((n + 1)l = Dy +2n(0p41 + 1) — 1

v

> 2n((n+ D! —=1)(p+1)(0ps1 + 1) +2n(ppq +1) — 1.

D’ou® | par I'inégalite (4.34),
h(a ), (@) < (Colog (3w, (@ '*))) .

De plus, il n’existe pas de sous-variété de torsion B définie sur L et conte-
nant o't qui satisfait la majoration (4.25). En effet, si tel était le cas, il exis-
terait B’, sous-variété de torsion, composante Ly-irréductible de [I1 - --1x] "' B
contenant « (en particulier B’ serait définie sur Lg). Mais dans ce cas, avec les

) Cest ici que s’est glissée Perreur dans [AmDa99)| (resp. [AmDa04]) : les auteurs ont une
majoration en fonction de §(cx) (resp. wx) a la place de 6(a’t"'*) (resp. [K : Quux ('t %)).
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inégalités (4.33), (4.34) et (4.31), on aurait

: / . 1/codim(B’)
deg(B/)l/codlm(B ) — ((ll o lk)COdlm(B) deg(B))

IN

Ll . Lk deg(B)l/COdim(B)

IN

Ly - Lywp, (@75%)(Co log(3wr,, (@h1k))) 2w (n+1)!
< cpl -+ Ly (@) (log (3w (a))" !
x (Co(log Cp) log (3w (ax)))2re+1(n+1)!

wi(a)(Cp(log Cp) log (3w (ax))) 2 (M Xz vitn—1

IA

ce qui contredirait ’hypothese (4.36).
Considérons la variété V. On a

Lo codimVy,
deg V), < <Lk+1 - L”ka (a L k))

I

ce qui entraine(”) par le choix des paramétres et Vinégalité (4.34)
logdeg Vi, < ci9(log Cp) log(3wy, (ot %))
< Cy log(3ka(al1“'lk)),

de sorte que toutes les hypothéses du théoréme 4.24 sont maintenant vérifiées.

Dans les deux cas de sa conclusion alternative, ce théoréme fournit un entier
que l'on note lj41. Si nous sommes dans le premier cas (resp. deuxiéme cas) de
la conclusion, nous notons Z une hypersurface définie sur (Lk)(lkﬂ) (resp. Ly)

contenant a/1+1 de degré minimal : deg(Z) = W(Ly) (v let1) (resp.

(Ig41)
deg Z = wy, (a1"+1)). On note Ly le plus petit sousfcorps de (Lk)(lkﬂ)
(resp. Ly) sur lequel Z est définie. Par définition, on a {a!*+1}, = C Z.
Supposons maintenant qu’il existe K C Lgyq tel que {1} 5 C Z; soit
f € Ligy1[X] une équation de Z. Par le lemme 4.8, il existe un polynéme g
non nul & coefficients dans K, de degré inférieur ou égal & celui de f et tel
que g(alt+1) = 0. Ainsi, quitte & remplacer Z par I'hypersurface définie
par g et Ly, 1 par K, nous pouvons de plus supposer que si K C Ly, alors

(b} ¢ 2.

(M Méme remarque que la note (6).
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Nous allons maintenant montrer qu’il existe un entier &’ € [0,k + 1] et une
sous-variété 7, définie sur Ly et Ly/-irréductible tels que :

1. deg(Zk/) < lk’—l—l cee lk+1ka+1 (all"'lkﬂ) deg(Vk/) ;
2. [lp)Vi—1 C Zpr
3. codim(Zy) = codim(Vys) + 1,
4. Ly est le corps de définition de Zjs (en d’autres termes Zp n’est pas
défini sur un sous-corps strict de L) ;
d. {all'”lk’ }]Lk’ C Zyr et si K C Ly alors {allmlk’}K 7 Zy.
en posant les conventions codim(Vi41) = 0, deg(Viy1) =1 et Vo1 = {a}r,.
Remarquons que cela impliquera notamment

(4.38) (dlm(Vo), R ,dim(Vk/_l), dim(Zk/)) < (dlm(VO), R ,dim(Vk)).

Nous distinguons deux cas.
Supposons dans un premier temps qu'il existe ¢ € [0, k] tel que

liv1 - be]Vi € Z.

Soit k' le plus petit entier vérifiant cette propriété. Considérons ’ensemble
algébrique équidimensionnel ViN[lg o1 ... lpy1) 1 Z ; la variété Vi et Pensemble
algébrique [lp4q ... lpy1)”tZ étant définis respectivement sur Ly et Ly C
Ly, leur intersection est elle aussi définie sur L. Soit Z; une des composantes
Ly-irréductibles de Vi N [lgry1 - .. Iy 1] "' Z contenant [Ip/]Vjs_1. La propriété
1 est alors assurée par 'inégalité de Bézout :

deg(Z) < deg([lys1- . ls1] ' Z) deg(Viv)

= lk’+1 . lk+1WLk+1 (OlllmlkJrl) deg(Vk/)

A

De plus on a [lk/]Vk/_l C Vi par hypothése et [lk’]vk’—l C [lk’—i-l ... lk+1]_1Z
par minimalité de k', donc [l]Vi_1 C Zp (propriété 2). De plus, on a
codim(Zy) = codim(Vjs) + 1 (propriété 3) par construction. Supposons main-
tenant que Zj soit définie sur K C Lj. Alors {a/v" Y C Zp et par suite
on avait nécessairement {a!'"%}x C Vis, ce qui contredit 'hypothése (f)
dans la définition de W. Donc Ly est le corps de définition de Zjs (propriété
4). Enfin, la propriété 5 est assurée par le méme argument.

Supposons dans un deuxiéme temps que Vi € [0,k], [lix1...lk1]Vi C Z.
Posons alors k' = k + 1 et Z,,1 = Z. Les propriétés 1,2,3,4 et 5 sont alors
trivialement vérifiées par la définition de Zx41 et les remarques qui la suivent.
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Nous allons maintenant montrer
(k‘/, (ll, .. ,lk/), (Vl, .. ,Vk/_l, Zk/), (]Ll, ... ,Lk/)) cw

en distinguant 3 cas.

Cas 1. Si k' = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 1 du théoréme
4.24, nous allons montrer que k£ + 1 est un indice de type 1. En effet l;11 est
alors un premier ramifi¢ dans Ly tel que e;, | (Lx) > Ejy1 (en utilisant (4.37)),
ce qui assure la condition (a). De plus, lx11 &€ Fexc(Vi) et, en utilisant encore
(4.34) et (4.37), on obtient

Err1i < ey < (C’o10g(3ka(all'”lk)))2"(1+5)(p+1)n.n!

< (e17Cy log(3wy () erinn!

< Py

Donc les conditions (b) et (c) sont satisfaites. De méme, grace a l'inégalité
(4.26), la condition (i) est vérifiée :

ka+1(a1 ) = ka(lkH)(al k1)

< cowr, (ozl1 lk) log (3wr,, (all"'lk ).

La variété Zjy1 est définie sur Ly (condition (d)) et vérifie les propriétés 2,
4 et 5 qui correspondent respectivement aux conditions (g), (e) et (f). Enfin,
la condition (h) est assurée :

deg(Zk-f—l) = WLy, (allmlk+1 )

Donc l'indice k 4 1 est de type I et
(k‘ +1, (ll, ce ,lk+1), (Vl, ce ,Vk,Zk+1), (Ll, ce ,Lk+1)) eWw.

Cas 2. Si k' = k + 1 et que nous sommes dans la conclusion 2 du théoréme
4.24, nous allons montrer que k + 1 est un indice de type II. En effet, [x 41 est
alors un entier tel que® (en utilisant (4.34)),

lk+1 < (CO 10g(3W]Lk (all"'lk )))2n(1+5)(p+1)((n+1)!—1)

N

(c17Co log (3w (a))) 2k ((n+D1=1)

< Lgg

®) Meéme remarque que la note (6).
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et lkr1 € Eexc(Vk) de sorte que les conditions (a), (b) et (c) sont satisfaites.
De méme, a l'aide des inégalités (4.27) et (4.34), la condition (i) est vérifiée :

Wi, (@) = (@l
< o (ot 1)
T 0y (Colog (3w, (adhlk)) 2Bk s t)p
T Cy/*(Collog Co)~2 log (3w (ax))) e+ 1p
< ka(allmlk)

C%(Co(log Co)—2 log(3ur (ar))) 2" D= D )i vs

< epprwn, (@),
En effet, grace a ’égalité (4.30) on a

n
(n+D)!=1) > vy = vga — (g1 +1)
j=k+2
= (0k+1+1)p.
Enfin, les conditions (d), (e), (f), (g) et (h) sont assurées de la méme facon que
dans le cas précédent. Donc l'indice k + 1 est de type II et

(k +1, (ll, . ,lk+1), (Vl, .. ,Vk,Zk_H), (Ll,. .. ,Lk+1)) cw.

Cas 3. Si k' < k + 1, on vérifie aisément que, par hypothese sur (k,l, V', L)
et grace aux propriétés 2, 4 et 5 de Zis, nous sommes dans l'un des deux cas
de la définition 4.25, sauf éventuellement pour les conditions (h). Posons 6 =1
si nous sommes dans la premiére conclusion du théoréme 4.24 et # = 0 sinon.
On a alors

WLy (@) <, (@) (co log (Buwr, (o 14))) 7.

Donc, en utilisant la relation sur le degré de Zjs (propriété 1) et linégalité
(4.34)

deg(Zk/)

IN

lk’+1 . lk+10de+1 (OlllmlkJrl) deg(Vk/)

leri - Derwr, (@75 (co log (3w, (a7 1#)))? deg (Vi ).

IN

< pgr o ppiwn, (@) (coer7 log (3w (e))? deg(Vi ).
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De plus, par un argument similaire & celui de la démonstration du lemme 4.26,
on montre

wr, (@) < C20ka,(all"'lk’)(log(3ka,(all"'lk’)))‘”n[[klﬂ’k]”
et de nouveau avec l'inégalité (4.34)
ka(all"'l’“) < cmek,(all"'lk’)(log(3wL(a))|”n[[k/+1’kﬂ‘.
D’ow, en posant Ay = deg(Zx) (w]Lk,(all'”lk’) deg(Vk/))_l, on a

Ap < ealiga -l (log(Bwr (@) FLEN () e1 7 Tog (Bwr () ))?

< g1 (cocrr log(3wr (e H ca1l; log (3w (e H l;
i=k/+1 i=k/+1
i€y i€y
k k
< L [ L [ Wi
i=k/4+1 i=k/4+1
PETT TETTT
k+1
< e
i=k'+1

Enfin, la relation sur la codimension de Zy (propriété 3) et la majoration du
degré de Vjs (condition (h) de la définition 4.25) donnent

deg(Zk/) < Lk’—i—l ce Lk-i-lw]Lk, (all'”lk’) (Lk/+1 . an]Lk, (all'"lk’)

)codim(Zk/)

IA

Y

(Lk’—i—l -+ Lpwy,, (all“‘lk’)

ce qui montre que la condition (h) est vérifiée. Nous avons donc montré de

nouveau
(k/, (ll, e ,lk/), (Vl, ey Vk’—ly Zk/), (Ll, e ,]Lk/)) cw.

Comme la suite des dimensions (dim(Vp),...,dim(Vy—1),dim(Zy/)) est

strictement inférieure a la suite (dim(Vp),...,dim(V%)) (voir la remarque

(4.38)) et comme cette derniére est minimale parmi les éléments de W, on en
déduit

(k’,, (ll, - ,lk/), (Vl, ey Vk’—b Zk/), (]Ll, - ,Lk/)) ew \ W(],

ce qui achéve la preuve du théoréme.
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4.5. Démonstration du théoréme 4.5

Soient L une extension abélienne de Q et a € G%(Q). On fait ’hypothése
suivante :

Hypothése (ﬂaJLvCo log Cp) © Soient H un sous-tore, [ un entier, p un nombre
premier ramifié dans L tels que

( (degH)l/codimH < wL(a)
« (C’o(log CO) log(3wL(a)))2n((n+l)!—1) Z?:I l/j-‘r'l’L—l;

(Co(1og Co) log (3w (ax))) (D= =i v,

IN

p < (CollogCo)log(3uwr. (@) ™,

Si & est un conjugué de a tel que ((&)a™1)! ¢ H alors ((&)a™ )P ¢ H.

Sous (He,L,cp log Cp ), DOUs allons montrer que si les hypothéses du théoreme
4.29 sont satisfaites, nous aboutissons & une contradiction.

Appliquons donc le théoréme 4.29 & «. Soient (k,I,V,L) € W\ W, et
i € [1,k] tel que V; et V;_; soient de méme dimension. On a [[;]V;_1 C V; avec
li € Eexe(Vi—1). Nous allons distinguer trois cas.

Par la proposition 4.7, si ¢ est de type I et que V;_1 n’est pas une réunion
de translatés de sous-tores, on a

deg ([li]Vi—1) > l;deg Vi1,

car l; € Foxc(Vi—1). Or [I;]Vi—1 C V; et ces deux variétés ont méme dimension
donc

deg ([li]Vi-1) < deg(V3).

Mais V;_1 contient ot ti-1 d’on

WL, , (al1n,li71) <n deg(Vi_l)l/COdim(VFl),
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En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.25 on obtient

W]Ll-,l(all"'li*l) < n(li_l deg(vi))l/codim(vi)
< nE YLy Lywp, (@h)
< nE Y"Ligy - Lowy, | (abh)
xcolog(3wr, (el ti-1))
< CocnnEi_l/"LiJr1 o Lo, (@1171) log (3w (a)).

D’ou

1 < cocrmn(Colog(3w)) " /man(m =D T vy

n

X(].Og 00)26,'/71"1‘271((71-‘1-1)!—1) Zj:i+1 vj 10g(3W]L(a))
< CoC17n(Co)_1(10g 00)25i/n+2n((n+1)!—1) Y1V )

On aboutit alors & une contradiction.

Supposons maintenant que ¢ est de type I et que V;_1 est une réunion de
translatés de sous-tores; écrivons

T

Viiq = U . (all.,,zi,lH) _ U ag,.,zHH’

TGG&](@/]Lifl) k=1

ou H est un sous-tore de G}, et les o, k € [1,r], sont des conjugués de a
au-dessus de IL;_1 tels que a?lmli’l et a22”'li’1 sont distincts modulo H dés que
k1 # ko (en d’autres termes, (akla;;)llmliﬂ ¢ H). Comme l; & Eexe(Vi_1),

on a
deg ([l;]Vi—1) > deg Vi

qui est en fait une égalité ici car V; est une réunion de translatés de sous-tores
et

LiVie = U aﬁg"'“H,
k=1

ou la réunion est disjointe (en particulier [[;]JH = H). De plus V; étant définie
sur L; et V;_q sur L;_1, on a o([l;]Vi—1) C V; pour tout o € Gal(L;_1/L;).
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Donc

degV; > deg U evio)
o€Gal(L;_1/L;)
Par ailleurs, pour tout o € Gal(LL;—1/LL;) \ {Id}, les variétés o(V;—1) et V;_1
n’ont pas de composante (géométriquement irréductible) commune car L;_;
est le corps de définition de V;_; (voir ’hypothése (e) de la définition 4.25).

Donc si on note
'S8

TIyooely
o(Viiy) = U a,, 'H,
k=1
on a (akl,gla,;;@)ll“'lifl ¢ H dés que (ky,01) # (k2,02). Les conditions (b)
et (h) de la définition 4.25 nous placent alors dans le cadre de I'hypotheése

(Ha,L,Colog ¢y )- Ainsi, nous avons

(akl,ala;;;,gz)ll"'li ¢ H désque (k1,01) # (k2,02).

En d’autres termes : pour tout o € Gal(LL;_1/L;) \ {Id}, les variétés o([l;]Vi—1)
et [[;]V;—1 n’ont pas de composante (géométriquement irréductible) commune.
Ainsi, on a, avec (4.5),

degV; > [Lj—1 : L;]deg({l;]Vi-1)

V

> min(ey, (Li—1),1;) deg(Vi—1)
> Ejdeg(Vi—1).
Mais V;_1 contient all'“lifl, d’ou
wr, (e l1) < n deg(V;_)Y/eodim(Vi-1),

En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.25 on obtient

wry (@) < (B deg(vy)

< nE;l/nLi+1 e L”w]Li (all"'li)

Comme dans le cas précédent, ceci constitue une contradiction.

Enfin, si ¢ est de type II, on a
deg ([l;]Vi—1) > deg Vi1,
car l; & FEoxc(Vi—1). Or [I;]Vi—1 C V; et ces deux variétés ont méme dimension

donc
deg ([li]Vi-1) < deg(V;).
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Mais V;_1 contient all"'lifl, d’ou
W]Li,l(all'”lifl) < ndeg(‘/i_l)l/codim(vifl).
En combinant ces inégalités avec celles de la définition 4.25 on obtient

wLifl(all".lifl) < n(deg(v*i))l/codim(vi)

A

nLiq--- anLi(all"'li)

< nLjty - Lpgiwr, (all"'lifl).
D’ou
1< n(logoo)ﬁn((n—l-l)!—l) i VjC(]_l/z,

ce qui constitue une nouvelle contradiction.

Ainsi les hypothéses du théoréme 4.29 ne sont jamais satisfaites (sous

(Hea,L,Colog Co))- Nous avons donc montré le théoreme suivant :

Théoréme 4.30. — Pour tout entier naturel n non nul, il existe un nombre
réel strictement positif ¢(n) ne dépendant que de n et effectivement calculable
tel que la propriété suivante soit vraie. Soit o € G}, et soit L une extension
abélienne de Q. Supposons que Uhypothése (ﬂa,hg(n)) soit satisfaite. Si

ha) < w]L(a)_l (¢(n) log(3wL(a))_’%(") )

alors il existe une sous-variété de torsion B contenant o définie sur L telle

que
(deg B)"/*m() < wy () (é(n) log (3w (@)™,
avec
Fn) = 2n((n+1)!—1) f:yj +2n(0; +1)—1;
j=1

n
a(n) = 2n(n+1)!2uj+n—1.
j=1
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D’une part, 'hypothése (Hq) implique I'hypotheése (Heqp ). D’autre
part, par (4.30),

k(n) = 2n((n+ 1) =1y +2n1y — 1

= 2n(n+ D1 +n) ((n+1)! = DA +203) +1)"" =1

n—1

IN

2(n +1)%*(n+ 1! ((n+ 1)12(n + 1)?)

(2(n+1)*(n+1))"

IN

et
n
a(n) = 2n(n+1)!21/j+n— 1
j=1
n
< dn((n+1)!-1)) v
j=1

< 2(2n+1)2*n+1N".

Ainsi, le théoréme 4.5 est démontré.
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Titre : Autour du probleme de Lehmer relatif dans un tore

Résumé de la these

Le probléeme de Lehmer consiste a minorer la hauteur de Weil d’un nombre algébrique en fonction
de son degré sur Q. Si la question originelle de Lehmer reste aujourd’hui sans réponse, la conjecture
optimale correspondante a été démontrée a un epsilon pres. Par ailleurs, ce probleme admet plusieurs
généralisations. D’une part, on peut formuler le méme type de conjecture en remplagant le corps des
rationnels par une extension abélienne d’un corps de nombres. D’autre part, on peut généraliser ces
énoncés en dimension supérieure. Il s’agit alors de minorer la hauteur normalisée d’un point ou d’une
sous-variété d’un tore ; dans ce cas, on substitue au degré un invariant plus fin : I'indice d’obstruction. Il
est ensuite naturel de chercher & combiner ces deux généralisations : c’est le probleme de Lehmer relatif
dans un tore.

Dans cette these, nous considérons tout d’abord le probleme de Lehmer relatif unidimensionnel.
Nous donnons une minoration pour la hauteur d’'un nombre algébrique en fonction de son dégré sur
une extension abélienne d’un corps de nombres. Il s’agit d’'une amélioration d’un théoreme d’Amoroso
et Zannier, obtenue a 'aide d’une démonstration techniquement plus simple. De plus, nous explicitons
la dépendance de la borne inférieure en le corps de base. Puis nous abordons le probleme de Lehmer
relatif en dimension supérieure et minorons la hauteur d’une hypersurface en fonction de son indice
d’obstruction sur une extension abélienne de Q. Enfin, nous obtenons un résultat analogue pour un
point, sous réserve que celui-ci satisfasse une hypothese technique. Nous montrons ainsi les conjectures
les plus fines a un epsilon pres.

Title : On the relative Lehmer problem

Thesis summary

Lehmer’s problem consists in finding lower bounds for the Weil height of an algebraic number in
terms of its degree over Q. Even if there is still no answer to Lehmer’s original question, the sharpest
corresponding conjecture has been proved up to an epsilon. Besides, there are several generalizations of
this problem. On one hand, one can formulate the same kind of conjecture replacing the field of rationals
by an abelian extension of a number field. On the other hand, one can generalize these statements in
higher dimension. The point is to find lower bounds for the normalized height of a point or a subvariety
of a torus; in this case, we substitute to the degree a more precise invariant : the obstruction index. It
is then natural to try to combine these two generalizations : this is the relative Lehmer problem in a
torus.

In this thesis, we first consider the one dimensional relative Lehmer problem. We give a lower bound
for the height of an algebraic number in terms of its degree over an abelian extension of a number field.
This is an improvement of a theorem of Amoroso and Zannier, obtained through a technically simpler
proof. Furthermore, we precise the dependence of the lower bound on the ground field. Then, we focus
on the relative Lehmer problem in higher dimension and find a lower bound for the normalized height
of a hypersurface in terms of its obstruction index over an abelian extension of Q. Finally, we obtain
an analogous result for a point, provided a technical hypothesis is satisfied. Thus we show the sharpest
conjectures up to an epsilon.
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