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CHAPITRE 1INTRODUCTION
The following problem arises immediately. If ε is a positivequantity, to �nd a polynomial of the form

f(x) = xr + a1x
r−1 + · · · + arwhere the a's are integers, suh that the absolute value of theprodut of those roots of f whih lie outside the unit irle, liesbetween 1 and 1 + ε.Cette question, posée par D. H. Lehmer en 1933 dans [Leh33℄, est enoreouverte aujourd'hui. Elle est onnue sous le nom de problème de Lehmer.1.1. La dimension 11.1.1. Mesure de MahlerA�n de pouvoir reformuler e problème, nous devons dé�nir la mesure deMahler d'un polyn�me.Dé�nition 1.1. � Soit F un polyn�me non nul à oe�ients omplexes. No-tons

F (X) = ad

d
∏

i=1

(X − αi).On appelle mesure de Mahler de F le nombre réel
M(F ) = |ad|

d
∏

i=1

max{1, |αi|}.



2 Chapitre 1 � IntrodutionRemarquons que la mesure de Mahler est multipliative : si F1 et F2 sont despolyn�mes non nuls à oe�ients omplexes, on a M(F1F2) = M(F1)M(F2).Intéressons-nous aux polyn�mes à oe�ients entiers ; si F ∈ Z[X] \ {0} alors
M(F ) ≥ 1 et nous avons la proposition suivante :Proposition 1.2 (Kroneker). � Soit F un polyn�me irrédutible à oe�-ients entiers. Alors M(F ) = 1 si et seulement si F (X) = ±X ou F est unpolyn�me ylotomique.Il est don naturel de se demander si, parmi les polyn�mes à oe�ientsentiers, la mesure de Mahler peut prendre des valeurs arbitrairement prohesde 1 : 'est la question de D. H. Lehmer dans [Leh33℄. Dans et artile, ilfournit le polyn�me

X10 + X9 − X7 − X6 − X5 − X4 − X3 + X + 1dont la mesure de Mahler vaut environ 1,17628 ; ette valeur reste aujourd'huila plus petite mesure de Mahler (stritement plus grande que 1) onnue (parmiles polyn�mes à oe�ients entiers). Ce fait, puis d'autres résultats que nousiterons dans la suite, suggère que la question de Lehmer admet une réponsenégative. C'est pourquoi la onjeture s'énone de la façon suivante :Conjeture 1.3 (Lehmer). � Il existe une onstante c stritement positivetelle que pour tout polyn�me F à oe�ients entiers, irrédutible, di�érent de
±X et non ylotomique, on a

M(F ) ≥ 1 + c.Il peut être utile, pour traiter e problème, d'utiliser la notion de hauteur.1.1.2. Hauteur d'un nombre algébriqueLa notion de hauteur joue un r�le essentiel en approximation diophantienne.D'une part, 'est un outil qui permet de ontr�ler la � taille � des nombres algé-briques et qui, par suite, permet de montrer des résultats de �nitude. D'autrepart, les hauteurs possèdent des propriétés subtiles qui les rendent intrinsè-quement intéressantes. Nous ommençons par en rappeler la dé�nition et lespremières propriétés (on pourra se référer au hapitre 1 de [BG06℄ pour plusde détails).Soit K un orps de nombres. On note MK l'ensemble des plaes de K,'est-à-dire l'ensemble des valeurs absolues sur K, à équivalene près. On note
Kv (resp. Qv) le omplété de K (resp. Q) par rapport à v. Pour haque plae



1.1 � La dimension 1 3de K, on hoisit un représentant normalisé de la façon suivante : si v estarhimédienne alors v prolonge la valeur absolue usuelle sur Q (|a|v = a pourtout a rationnel positif) ; si v est ultramétrique et v divise p, alors v prolonge lavaleur absolue p-adique usuelle sur Q (|p|v = p−1). De ette façon, nous avonsla formule du produit :
∀α ∈ K \ {0},

∏

v∈MK

|α|[Kv:Qv]
v = 1ou enore sous sa forme logarithmique :

∀α ∈ K \ {0},
∑

v∈MK

[Kv : Qv] log(|α|v) = 0.Remarquons que le produit et la somme préédents sont en réalité �nis, étantdonné l'égalité |α|v = 1 pour presque toute plae v. Nous pouvons maintenantdonner la dé�nition de la hauteur d'un nombre algébrique :Dé�nition 1.4. � Soient α un nombre algébrique et K un orps de nombresle ontenant. On appelle hauteur de Weil (logarithmique) de α le nombre réel
h(α) =

∑

v∈MK

[Kv : Qv]

[K : Q]
log max{1, |α|v}.On montre failement que ette dé�nition ne dépend pas du orps K. La hau-teur possède les propriétés multipliatives suivantes, pour α et β des nombresalgébriques non nuls :� h(αβ) ≤ h(α) + h(β) ave égalité si α ou β est une raine de l'unité ;� h(αl) = |l|h(α) pour tout l ∈ Z.Par ailleurs, la hauteur d'un nombre algébrique α est liée à la mesure deMahler. En e�et, si Fα est le polyn�me minimal de α sur Z, on a

h(α) =
log M(Fα)

[Q(α) : Q]
.Ainsi le théorème de Kroneker se traduit en termes de hauteur : soit α unnombre algébrique non nul, alors h(α) = 0 si et seulement si α est une raine del'unité. Ainsi, de la même façon que pour la mesure de Mahler, il est naturel des'intéresser à minorer les valeurs prises par la hauteur. Remarquons néanmoinsqu'obtenir une minoration absolue stritement positive pour tous les nombresalgébriques non nuls qui ne sont pas raine de l'unité est impossible. En e�et,il su�t de onsidérer pour tout entier naturel d le nombre algébrique α = 21/ddont la hauteur vaut

h(21/d) =
log 2

d
;



4 Chapitre 1 � Introdutionelle est don arbitrairement petite si d est su�samment grand. Cependant, onpeut traduire la onjeture de Lehmer de la façon suivante :Conjeture 1.5 (Lehmer). � Il existe une onstante c stritement positivetelle que pour tout nombre algébrique non nul α qui n'est pas une raine del'unité, on a
h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]
.1.1.3. Les résultatsDans la diretion de la onjeture de Lehmer, le meilleur résultat inondi-tionnel à e jour est un théorème dû à Dobrowolski [Dob79℄, qui a�rme quela onjeture de Lehmer est vraie � à un ε près � :Théorème 1.6 (Dobrowolski). � Il existe une onstante c stritement po-sitive telle que pour tout nombre algébrique non nul α qui n'est pas une rainede l'unité,

h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]

(

log log(3[Q(α) : Q])

log(3[Q(α) : Q])

)3

.De plus, dans ertains as, ette onjeture est vraie. Sous ertaines hy-pothèses, il existe même des résultats bien plus forts que elui prédit par laonjeture de Lehmer. Remarquons tout d'abord que si α n'est pas un entieralgébrique, alors
h(α) ≥ log 2

[Q(α) : Q]
.Citons ensuite le résultat de C. Smyth [Smy71℄. Un nombre algébrique nonnul est dit réiproque si l'ensemble de ses onjugués (sur Q) est stable parl'appliation x 7→ x−1. En d'autres termes, ela signi�e que son polyn�meminimal sur Z est réiproque, 'est-à-dire invariant par l'appliation F (X) 7→

Xdeg(F )F (X−1). C. Smyth montre alorsThéorème 1.7 (Smyth). � Soit α un nombre algébrique non nul non réi-proque. Alors
h(α) ≥ log θ

[Q(α) : Q]
,où θ désigne la raine réelle du polyn�me X3 − X − 1.Remarquons que ette minoration est optimale ar on a égalité lorsque α =

θ. Pour montrer la onjeture de Lehmer, il su�t don de s'intéresser auxentiers algébriques réiproques.



1.1 � La dimension 1 5De plus, sous ertaines propriétés arithmétiques, il existe des minorationsbien plus fortes, indépendantes du degré de α. Par exemple, A. Shinzel montredans [Sh73℄ le résultat suivant.Théorème 1.8 (Shinzel). � Soit K un orps totalement réel ou une ex-tension quadratique imaginaire d'un tel orps. Soit α ∈ K∗ tel que |α| 6= 1.Alors
h(α) ≥ 1

2
log

1 +
√

5

2
.Dans [AmNu07℄, F. Amoroso et F. A. E. Nuio montrent que l'on ne peutfaire l'éonomie de l'hypothèse |α| 6= 1. Néanmoins, dans le as des extensionsabéliennes de Q (qui entrent dans le adre de e théorème) nous avons lethéorème suivant, issu de [AmDv00℄.Théorème 1.9 (Amoroso-Dvorniih). � Soit L une extension abéliennede Q. Soit α ∈ L∗ et supposons que α n'est pas une raine de l'unité. Alors

h(α) ≥ log 5

12
.Cette minoration admet une généralisation non triviale aux extensions abé-liennes d'un orps de nombres K quelonque, la hauteur n'étant plus minoréepar une onstante (absolue) mais par un réel ne dépendant que du orps debase K : 'est un résultat de F. Amoroso et U. Zannier. Il s'agit en fait d'unas partiulier du théorème suivant.Théorème 1.10 (Amoroso-Zannier). � Soit K un orps de nombres. Ilexiste un nombre réel stritement positif c(K) ne dépendant que de K tel quepour toute extension abélienne L de K et pour tout nombre algébrique non nul

α qui n'est pas une raine de l'unité, on a
h(α) ≥ c(K)

[L(α) : L]

(

log log(5[L(α) : L])

log(2[L(α) : L])

)13

.Dans le as où K = Q, e théorème est un analogue du théorème d'E. Do-browolski où le orps Q est remplaé par une extension abélienne. Il onduitainsi à faire la onjeture suivante.Conjeture 1.11. � Il existe une onstante c stritement positive telle quepour tout nombre algébrique non nul α qui n'est pas une raine de l'unité,
h(α) ≥ c

[Qab(α) : Qab]
,où Qab désigne l'extension abélienne maximale de Q.



6 Chapitre 1 � IntrodutionC'est la onjeture de Lehmer dite � relative �. Plus généralement, le pro-blème qui onsiste à minorer la hauteur d'un nombre algébrique en fontionde son degré sur une extension abélienne est appelé problème de Lehmerrelatif .À propos du théorème 1.10, il est naturel de se demander omment varie leréel c(K) en fontion de K. Une onjeture optimiste onsisterait à suggérerque c(K) est inversement proportionnel au degré [K : Q], e qui onduirait àla généralisation suivante de la onjeture de Lehmer :
h(α) ≥ c

[Kab(α) : Kab][K : Q]
,ave c une onstante (absolue) et Kab l'extension abélienne maximale de K.Malheureusement, ette inégalité est fausse omme le montre l'exemple suivant.Soient m un entier naturel non nul et n le produit des m premiers nombrespremiers. Soit K le orps engendré par les raines n-ièmes de l'unité. Alors

[K : Q] = φ(n) et par le hoix de n, on a
n ≥ c1[K : Q] log log[K : Q],où c1 est un réel stritement positif. Considérons maintenant α = 21/n. Alors

α ∈ Kab don [Kab(α) : Kab] = 1 et
h(α) =

log 2

n
≤ c−1

1 log 2

[Kab(α) : Kab][K : Q] log log[K : Q]
.Cei implique don que c(K) est au moins en ([K : Q] log log[K : Q])−1. AveF. Amoroso, nous montrons dans [AmDe07℄ qu'en supposant l'hypothèse deRiemann généralisée (GRH), nous pouvons prendre

c(K) =
c

([K : Q](log(3|∆K |)))3 ,où ∆K est le disriminant de K. Plus exatement nous obtenons les théorèmessuivants.Théorème 1.12. � On suppose GRH. Soient K un orps de nombres, d sondegré et ∆K son disriminant. Soit α un nombre algébrique non nul qui n'estpas une raine de l'unité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a
h(α) ≥ c

D
min

(

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

,



1.1 � La dimension 1 7où c est une onstante (absolue) stritement positive, D = [L(α) : L] et λ =

(log(3|∆K |))2 max((log log(16|∆K |))2, (log(3d))4). En partiulier, on a
h(α) ≥ c

D

log log(5D)4

d3δ2 log(2δD)2 log(2D)2
,où δ = log(3|∆K |).Nous avons besoin, dans la démonstration de e théorème, d'une estimationdu terme reste dans le théorème des idéaux premiers de K. Sous GRH, unrésultat de J. C. Lagarias et A. M. Odlyzko (voir le théorème 1.1 de [LO77℄)fournit une très bonne estimation de e reste. Sans GRH, les estimations de ereste sont nettement moins bonnes (voir les théorèmes 1.3 et 1.4 de [LO77℄)et ne permettent pas de trouver une dépendane polynomiale en ∆K . Nousutilisons alors une estimation due à Friedlander (voir [Fri80℄), qui donne uneversion moins préise du théorème des idéaux premiers, ave en ontrepartieune meilleure dépendane en ∆K .Théorème 1.13. � Soient K un orps de nombres, d son degré et ∆K sondisriminant. Soit α un nombre algébrique non nul qui n'est pas une raine del'unité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a

h(α) ≥ (2g(d)∆K )−c

D

log log(5D)3

log(2D)4où c est une onstante (absolue) stritement positive, D = [L(α) : L] et g(d) =

1 s'il existe une tour d'extensions
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K,ave Ki/Ki−1 galoisienne pour i = 1, . . . ,m, et g(d) = d! sinon.Remarquons que nous améliorons nettement (ave ou sans GRH) l'exposantdans le terme en � log � par rapport au théorème 1.10. Par ailleurs, omme dans[AmZa00℄, les onstantes qui interviennent dans les énonés sont e�etivementalulables. Ces deux théorèmes font l'objet du hapitre 2 de la thèse. Noussoulevons alors la question suivante : peut-on se passer de la dépendane en ledisriminant de K dans c(K) ? En d'autres termes : la hauteur d'un nombrealgébrique non nul qui n'est pas une raine de l'unité et qui appartient à uneextension abélienne de K peut-elle être minorée en fontion uniquement dudegré de K sur Q ?



8 Chapitre 1 � Introdution1.2. La dimension supérieure1.2.1. Le toreÀ ause des propriétés multipliatives de la hauteur, il est souvent utile deonsidérer l'ensemble des nombres algébriques non nuls en tant que groupemultipliatif Gm(Q̄) = Q̄×. Le paragraphe préédent traitait de la minorationde la hauteur dans Gm = G1
m. Ce type de problème possède une généralisationen dimension supérieure, 'est-à-dire dans Gn

m (n ∈ N∗), le groupe multipliatif(ou tore) de dimension n.Dé�nition 1.14. � Soit n un entier naturel non nul. Le tore Gn
m est l'ouvertde Zariski de l'espae a�ne An dé�ni par

x1 · · · xn 6= 0muni de la struture de groupe multipliatif
∀(x,y) ∈ (Gn

m)2, xy = (x1y1, · · · , xnyn)dont l'élément neutre est (1, . . . , 1).Soit m ∈ N∗. Nous noterons [m] le morphisme de multipliation par m donnépar
∀x ∈ Gn

m, [m]x = (xm
1 , · · · , xm

n ).Le noyau de e morphisme, que nous noterons ker[m], est onstitué des pointsde m-torsion. Dans le as de Gn
m(Q̄), il s'agit de l'ensemble des points dont lesoordonnées sont des raines m-ièmes de l'unité. Un sous-groupe algébrique de

Gn
m est un sous-groupe qui est fermé (dans Gn

m) pour la topologie de Zariskiet un sous-tore de Gn
m est un sous-groupe algébrique qui est géométriquementirrédutible. Un sous-tore de Gn

m est isomorphe (en tant que groupe algébrique)à Gr
m pour un ertain entier r ≤ n (voir le orollaire 3.2.8 de [BG06℄). Si Vest un sous-ensemble algébrique de Gn

m et α un point de Gn
m, nous noterons

αV le translaté de V par α :
αV = {αx,x ∈ V },et si m ∈ N∗, nous noterons [m]V l'image de V par le morphisme de multipli-ation par m :
[m]V = {xm,x ∈ V }.



1.2 � La dimension supérieure 9Nous appellerons variété de torsion une réunion de translatés de sous-torespropres(1) par des points de torsion.A�n de dé�nir la hauteur d'un point de Gn
m, il est néessaire de onsidérerun plongement dans un ertain espae projetif. La hauteur d'un point de Gn

msera alors la hauteur projetive de son image par e plongement. Dans toutela suite, nous onsidérerons le plongement naturel
ι : Gn

m →֒ Pn

α = (α1, . . . , αn) 7→ (1 : α1 : . . . : αn).La hauteur orrespondante est alors donnée parDé�nition 1.15. � Soient α = (α1, . . . , αn) ∈ Gn
m(Q̄) et K un orps denombres ontenant α1, . . . , αn. On appelle hauteur de Weil (logarithmique) de

α le nombre réel
h(α) =

∑

v∈MK

[Kv : Qv]

[K : Q]
log max{1, |α1|v, . . . |αn|v}.Comme en dimension 1, la hauteur possède des propriétés intéressantes, om-patibles ave la struture de groupe du tore. Citons tout d'abord la généralisa-tion du théorème de Kroneker : un point α est de hauteur nulle si et seulementsi 'est un point de torsion, 'est-à-dire si ses oordonnées sont des raines del'unité. De plus, si m un entier naturel, alors h(αm) = mh(α). Si m est unentier négatif, nous n'avons plus l'égalité mais simplement h(αm) ≤ n|m|h(α).En�n, pour tout (α,β) ∈ (Gn

m(Q̄))2,
h(αβ) ≤ h(α) + h(β),e qui implique en partiulier que pour tout point de torsion ζ, on a

h(ζα) = h(α).1.2.2. Le problème de Lehmer pour les pointsPour minorer la hauteur d'un point en dimension supérieure, le degré n'estpas le bon invariant à onsidérer. Il en existe un plus �n, qui tient ompte del'aspet géométrique du problème : l'indie d'obstrution.
(1)Nous dirons qu'un sous-ensemble algébrique de Gn

m est � propre � s'il est stritement inlusdans Gn
m.



10 Chapitre 1 � IntrodutionDé�nition 1.16. � Soient α ∈ Gn
m(Q̄) et K un sous-orps de Q̄. On appelleindie d'obstrution de α relativement à K (ou sur K) et on note ωK(α) leplus petit degré(2) d'une hypersurfae de Gn

m(Q̄) dé�nie sur K ontenant α.Remarquons tout d'abord que l'indie d'obstrution est bien une généralisa-tion du degré, dans la mesure où ωK(α) = [K(α) : K] pour tout α ∈ Gm(Q̄).Plus généralement, en dimension supérieure, un argument d'algèbre linéairefournit la majoration
∀α ∈ Gn

m(Q̄), ωK(α) ≤ n[K(α) : K]1/n.Dans [AmDa99℄, F. Amoroso et S. David proposent une onjeture géné-ralisant la onjeture de Lehmer :Conjeture 1.17. � Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombreréel stritement positif c(n) tel que, pour tout α ∈ Gn
m(Q̄) à oordonnées mul-tipliativement indépendantes, on a

h(α) ≥ c(n)

ωQ(α)
.Rappelons que α1, . . . , αn sont dits multipliativement indépendants si

∀(a1, . . . , an) ∈ Zn,
n
∏

i=1

αai

i = 1 =⇒ (a1, . . . , an) = (0, . . . , 0).Cette hypothèse est absolument essentielle omme le montre l'exemple suivant.Soient d un entier naturel non nul et αd = (21/d, . . . , 21/d) ∈ Gn
m(Q̄). Alors, si

n ≥ 2, on a
ωQ(αd) = 1 et h(αd) =

log 2

d
.de sorte qu'il est impossible de minorer la hauteur de αd en fontion uni-quement de son indie d'obstrution sur Q. Ainsi, il est impossible d'obtenirune telle minoration pour tous les points de Gn

m qui ne sont pas de torsion.Néanmoins, l'hypothèse � α est à oordonnées multipliativement indépen-dante � est équivalente à �α n'appartient à auun translaté de sous-tore proprepar un point de torsion � ; dans le as où il existe un translaté de sous-torepropre par un point de torsion qui ontient α, le problème peut alors se rame-ner, par paramétrage du sous-tore, au problème de Lehmer dans Gr
m où r estla dimension du sous-tore.

(2)Le plongement Gn
m →֒ Pn ayant été �xé, on entend par degré d'une sous-variété de Gn

m ledegré de son adhérene de Zariski dans Pn.



1.2 � La dimension supérieure 11F. Amoroso et S. David montrent dans [AmDa99℄ que ette onjeture estvraie � à un ε près �.Théorème 1.18 (Amoroso-David). � Pour tout entier naturel non nul n,il existe un nombre réel stritement positif c(n) tel que, pour tout α ∈ Gn
m(Q̄)à oordonnées multipliativement indépendantes, on a

h(α) ≥ c(n)

ωQ(α)
log(3ωQ(α))−κ(n),ave κ(n) = 2n(n + 1)!n − 1.Par analogie ave la dimension 1, on peut également énoner le problème deLehmer relatif en dimension supérieure pour les points :Conjeture 1.19. � Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombreréel stritement positif c(n) tel que, pour tout α ∈ Gn

m(Q̄) à oordonnées mul-tipliativement indépendantes, on a
h(α) ≥ c(n)

ωQab(α)
.F. Amoroso et S. David obtiennent dans [AmDa04℄ un résultat � semi-relatif �.Théorème 1.20 (Amoroso-David). � Soit n un entier naturel non nul.Posons

κ(n) = 2n(n + 1)!n − 1 et µ(n) = 2n(n + 1)!n + (n + 1)!n−1 − 2.Il existe un nombre réel stritement positif c(n) tel que la propriété suivantesoit vraie.Soient α ∈ Gn
m(Q̄) et K une extension ylotomique de Q. Si

h(α) < c(n)−1ωK(α)−1 (log(3[K : Q]ωK(α)))−κ(n) ,alors il existe une sous-variété de torsion B dé�nie sur K et ontenant α telleque
(deg B)1/codim(B) ≤ c(n)ωK(α) (log(3[K : Q]ωK(α)))µ(n) .Remarquons que e théorème est un peu plus préis que le préédent dansla mesure où il fournit une borne sur le degré de la variété de torsion ontenant

α dans le as où la hauteur de α est petite. Cependant, une telle minorationn'est pas satisfaisante si le degré [K : Q] est pathologiquement grand parrapport à ωK(α) (plus préisément si [K : Q] ≫ exp(ωK(α))). Il est donsouhaitable d'avoir un énoné ne faisant pas intervenir e degré. Pour obtenir



12 Chapitre 1 � Introdutionun tel théorème, nous sommes ontraint de faire une hypothèse tehnique sur
α :Hypothèse (Hα,L) : Soient α ∈ Gn

m et L une extension abélienne de Q. Alorspour tout sous-tore H de Gn
m, pour tout entier naturel l, pour tout nombrepremier p rami�é dans L et pour tout onjugué(3) α̃ de α, on a(1.1) (α̃α−1)l 6∈ H =⇒ (α̃α−1)lp 6∈ H.En d'autres termes, ette hypothèse a�rme que si αl et α̃l sont indépen-dants modulo H alors il en est de même pour leurs puissanes p-ièmes. Enréalité, nous utilisons une version plus faible de ette hypothèse. En partiu-lier, l'assertion (1.1) n'est supposée que pour des sous-tores H, des entiers l etdes premiers p dont nous ontr�lons degrés et valeurs (en fontion de ωL(α)).De plus, ei ne vaut que pour ertains onjugués α̃ de α. Nous pouvons main-tenant énoner notre résultat.Théorème 1.21. � Soit n un entier naturel non nul. Posons

κ(n) =
(

2(n + 1)2(n + 1)!
)n et µ(n) = 2κ(n).Il existe un nombre réel stritement positif c(n) ne dépendant que de n ete�etivement alulable tel que la propriété suivante soit vraie.Soit α ∈ Gn

m et soit L une extension abélienne de Q. Supposons que l'hypo-thèse (Hα,L) soit satisfaite. Si
h(α) ≤ c(n)−1ωL(α)−1(log(3ωL(α))−κ(n),alors il existe une sous-variété de torsion B dé�nie sur L et ontenant α telleque

(deg B)1/codim(B) ≤ c(n)ωL(α)(log(3ωL(α))µ(n).La démonstration de e théorème sera e�etuée au hapitre 4. Bien entendu,il serait souhaitable par la suite d'obtenir un énoné du même type en sepassant de l'hypothèse (Hα,L).
(3)On dit que α̃ = (α̃1, . . . , α̃n) est un onjugué de α = (α1, . . . , αn) s'il existe τ ∈ Gal(Q̄/Q)tel que pour tout i ∈ [[1, n]] de α, on a ταi = αi.



1.2 � La dimension supérieure 131.2.3. Le problème de Lehmer pour les variétésIl est également possible de dé�nir la hauteur d'une sous-variété d'un tore.Dans [Phi91℄, P. Philippon dé�nit, via les formes de Chow, la notion de hauteurnormalisée pour les sous-variétés d'un tore. L'idée est de �xer, dans un premiertemps, une hauteur loale (via une norme) puis globale pour les polyn�mes, etde dé�nir la hauteur h d'une variété projetive omme la hauteur d'une de sesformes de Chow. On obtient alors, via le plongement de Gn
m dans un espaeprojetif, la hauteur normalisée ĥ par un proédé limite à la Néron-Tate :

ĥ(V ) = lim
m→∞

h([m]V ) deg(V )

m deg([m]V )
.Dans le as où V est un point de Gn

m, on peut montrer que sa hauteur norma-lisée oïnide ave la hauteur de Weil dé�nie préédemment.L. Szpiro a également introduit le minimum essentiel de V , noté µ̂ess(V ),omme la borne inférieure des nombres réels θ > 0 tels que l'ensemble despoints P ∈ V (Q̄) de hauteur normalisée majorée par θ soit Zariski-dense dans
V . Si V est Q̄-irrédutible, on dispose alors de la relation suivante, montréedans [Zha95a℄ et [Zha95b℄ :

ĥ(V )

(dim(V ) + 1) deg(V )
≤ µ̂ess(V ) ≤ ĥ(V )

deg(V )
.Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquablesuivante, montré enore par S. Zhang (voir [Zha92℄) : µ̂ess(V ) = 0 (et don

ĥ(V ) = 0) si et seulement si V est une variété de torsion.Il est don naturel de herher à minorer le minimum essentiel (ou la hauteurnormalisée) d'une variété qui n'est pas de torsion.Une telle minoration va dépendre des aratéristiques géométriques de lavariété, par exemple son degré. Cependant, si l'on n'impose auune onditiongéométrique sur la variété, il faudra également tenir ompte de son orps dedé�nition. En e�et, soit H un sous-groupe de Gn
m et soit αd une suite de pointsnon de torsion dont la hauteur tend vers 0 (par exemple αd = (21/d, . . . , 21/d)).Alors les variétés Vd = αdH ont toutes même degré deg(H) mais la suite deleurs minima essentiels µ̂ess(Vd) ≤ h(αd) onverge vers 0.Comme pour les points, le bon invariant à onsidérer est l'indie d'obstru-tion :Dé�nition 1.22. � Soient V un sous-ensemble algébrique de Gn

m et K unsous-orps de Q̄. On appelle indie d'obstrution de V relativement à K (ou



14 Chapitre 1 � Introdutionsur K) et on note ωK(V ) le plus petit degré d'une hypersurfae de Gn
m dé�niesur K ontenant V .Si V est une variété(4), nous avons, omme pour les points une relationentre ωK(V ) et son degré (voir le orollaire 2 et l'exemple 1 du hapitre 1 de[Cha88℄) :

ωK(V ) ≤ n(deg V )1/n.Nous pouvons alors énoner la généralisation du problème de Lehmer endimension supérieure.Conjeture 1.23. � Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombreréel stritement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété V de Gn
m qui n'estontenue dans auune sous-variété de torsion, on a

µ̂ess(V ) ≥ c(n)

ωQ(V )
.Dans [AmDa01℄, F. Amoroso et S. David montrent que le théorème 1.18(pour les points) implique que ette onjeture est vraie � à un ε près � :Théorème 1.24 (Amoroso-David). � Pour tout entier naturel non nul n,il existe un nombre réel stritement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété

V de Gn
m qui n'est ontenue dans auune sous-variété de torsion, on a

µ̂ess(V ) ≥ c(n)

ωQ(V )
(log(3ωQ(V )))−κ(n),ave κ(n) = 2n(n + 1)!n − 1.Bien entendu il est possible de faire une onjeture pour le problème deLehmer relatif pour les sous-variétés des tores :Conjeture 1.25. � Pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombreréel stritement positif c(n) tel que, pour toute sous-variété V de Gn

m qui n'estontenue dans auune sous-variété de torsion, on a
µ̂ess(V ) ≥ c(n)

ωQab(V )
.

(4)Nous utiliserons la terminologie � variété � pour désigner un ensemble algébrique irrédu-tible sur son orps de dé�nition.



1.3 � Contenu de la thèse 15À la manière de [AmDa01℄, un résultat du même type que le théorème1.21 sans l'hypothèse (Hα,L) permettrait de démontrer que ette onjetureest vraie � à un ε près �. Néanmoins, si V est une hypersurfae, nous pouvonsmontrer diretement e résultat.Théorème 1.26. � Pour tout entier naturel non nul n, il existe des nombresréels stritement positifs c(n) et κ(n) tels que, pour toute hypersurfae V de
Gn

m qui n'est ontenue dans auune sous-variété de torsion, on a
µ̂ess(V ) ≥ c(n)

ωQab(V )
(log(3ωQab(V )))−κ(n).Nous donnons une démonstration direte de e résultat et nous montronsqu'il peut également se déduire d'une minoration de type géométrique (pro-blème de Bogomolov) et du théorème 1.10.En�n, signalons qu'il existe des onjetures et des résultats analogues dansle adre des variétés abéliennes. Le leteur pourra se référer à [Rat04℄ pourun panorama sur le problème de Lehmer abélien.1.3. Contenu de la thèse1.3.1. Plan de la thèseLa thèse se divise en deux parties. La première partie est onsarée au pro-blème de Lehmer relatif en dimension 1. Elle ne ontient qu'un seul hapitreonsaré à la démonstration des théorèmes 1.12 et 1.13 ; il s'agit de la repro-dution, à quelques modi�ations près, de l'artile [AmDe07℄. La deuxièmepartie, qui onerne le problème de Lehmer relatif en dimension supérieure, estonstituée de deux hapitres. Le premier est onsaré aux hypersurfaes et àla démonstration du théorème 1.26 ; il s'agit, là aussi, à peu de hose près de[Del05℄. En�n, dans le dernier hapitre, nous démontrons le théorème 1.21.Les hapitres 2, 3 et 4 sont ainsi logiquement indépendants les uns desautres. De plus haque hapitre possède ses propres introdution et rappel denotations, e qui le rend lisible hors de son ontexte.1.3.2. Tehniques utilisées et shémas des preuvesLes démonstrations dans le adre du problème de Lehmer relatif s'inspirentde la preuve du théorème d'E. Dobrowolski. Celle-i suit le shéma lassiqued'une preuve de transendane. Il s'agit en premier lieu de onstruire, à l'aide



16 Chapitre 1 � Introdutiond'un lemme de Siegel, une fontion auxiliaire, 'est-à-dire un polyn�me dontnous ontr�lons degré et hauteur et qui s'annule ave forte multipliité en α.Puis à l'aide de propriétés métriques, on montre que si la hauteur de α est� petite �, ette fontion auxiliaire s'annule en de nombreuses puissanes de α.Un hoix judiieux de paramètres permet alors d'aboutir à une ontradition.Dans le adre du problème de Lehmer lassique, la propriété métrique utiliséeest le petit théorème de Fermat, 'est-à-dire le fait qu'un entier et sa puissane
p-ième, pour un nombre premier p, sont p-adiquement prohes. Dans le adredu problème de Lehmer relatif, nous ne travaillons plus sur Q mais sur uneextension abélienne L. A�n de ne pas faire intervenir le degré de L, il est né-essaire d'utiliser des propriétés métriques non plus sur Z mais sur l'anneaudes entiers de L. Si p est un nombre premier et φp le morphisme de Frobeniusassoié à p, on utilise le fait que pour toute plae v divisant p, l'entier φp(a) est
v-adiquement prohe de ap pour tout a ∈ OL. Cependant, plus la rami�ationde p est grande, plus ette propriété métrique est � faible �. Dans [AmZa00℄,les auteurs proposent alors une approhe di�érente : ils onstruisent une fon-tion auxiliaire s'annulant ave forte multipliité sur l'ensemble des onjugués de
αp au-dessus de L, puis ils montrent que si la hauteur de α est � petite �, ettefontion s'annule sur les onjugués de αp au-dessus d'un ertain sous-orps Ede L. Ce orps E est en fait le orps �xé par un sous-groupe de rami�ation de
p dans L dont le ardinal est d'autant plus grand que l'indie de rami�ationde p dans L est grand ; les propriétés métriques utilisées sont données par desongruenes du groupe de rami�ation. Ainsi, si le degré de [L : E] est assezgrand (don si l'indie de rami�ation de p dans L est assez grand), on montreque la fontion auxiliaire possède � trop � de zéros et on aboutit à une ontra-dition. Ave un bon hoix de paramètres, on e�etue alors une dihotomie.Si l'ensemble des premiers onsidérés sont majoritairement � peu � rami�és,la démonstration est semblable à elle du théorème d'E. Dobrowolski (ave lemorphisme de Frobenius) ; sinon, on onlut ave l'argument alternatif.Dans le hapitre 2, nous ra�nons e raisonnement en séparant la preuveen trois as. Nous traitons le as de � grande rami�ation � à part, en mon-trant qu'il ne peut y avoir de premier � très � rami�é si la hauteur de α est� petite �. Puis nous séparons le as � petite rami�ation � en deux parties,suivant qu'une majorité de premiers est rami�ée ou pas. Par ailleurs, bien qu'ileût été possible d'utiliser le shéma préédent ave onstrution de fontionsauxiliaires néessitant des lemmes de Siegel, nous donnons une preuve plus



1.3 � Contenu de la thèse 17élémentaire, à l'aide de déterminants de type Vandermonde. Le prinipe restetoutefois le même, à savoir utiliser des propriétés métriques adéquates.Dans le hapitre 3, nous adaptons la preuve de [AmZa00℄ au as des hy-persurfaes. Mises à part les di�ultés inhérentes à la dimension supérieure, leshéma de la preuve est identique.En�n, dans le dernier hapitre, nous adaptons e raisonnement au as despoints en dimension supérieure. Nous e�etuons une dihotomie et traitonsle as de � petite rami�ation � en nous inspirant de l'artile [AmDa99℄ quigénéralise le théorème d'E. Dobrowolski à la dimension supérieure. Pour le asde � grande rami�ation �, nous utilisons un argument de déterminant qui al'avantage de se passer d'un lemme de Siegel. Nous ombinons alors es deuxrésultats pour montrer que si la hauteur de α est � petite �, il existe soit unmultiple αl de α pour lequel l'indie d'obstrution ωL(αl) sur L est patholo-giquement petit, soit un multiple αl′ de α pour lequel l'indie d'obstrution
ωE(αl′) sur un sous-orps strit E de L est du même ordre de grandeur que
ωL(α). Comme dans [AmDa99℄ et [AmDa04℄, ette proposition ne su�t paspour onlure : il faut utiliser un argument de desente.





PARTIE I
LE PROBLÈME DE LEHMERRELATIF EN DIMENSION 1





CHAPITRE 2UNE MINORATION RELATIVE EXPLICITE
Ce hapitre est la reprodution �dèle de l'artile [AmDe07℄, à l'exeptionde quelques modi�ations mineures (dont les prinipales sont signalées par desnotes de bas de page). 2.1. IntrodutionSoit α un nombre algébrique non nul de degré D qui n'est pas une raine del'unité. Le problème de Lehmer onsiste à montrer qu'il existe une onstanteabsolue c > 0, telle que

h(α) ≥ c

D
,où h(α) désigne la hauteur de Weil logarithmique. Ce problème est enoreouvert et le meilleur résultat dans ette diretion est un théorème de E. Do-browolski (voir [Dob79℄) qui montre l'existene d'une onstante stritementpositive C telle que

h(α) ≥ C

D

(

log log 3D

log 3D

)3

.Cependant, si l'on se plae dans des as partiuliers, on peut obtenir demeilleures minorations. En e�et, le premier auteur et R. Dvorniih ontmontré (voir [AmDv00℄) que si α appartient à une extension abélienne de Q,on a
h(α) ≥ log 5

12
.Par la suite, le premier auteur et U. Zannier ont proposé une version relative duproblème de Lehmer, généralisant le résultat préédent, en remplaçant le degréde α sur Q dans la onjeture par le degré � non abélien � de α sur un orps denombres K, 'est-à-dire le degré de α sur une extension abélienne de K. Ils ont



22 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteainsi montré dans [AmZa00℄ un analogue du théorème de Dobrowolski dansle as relatif :Théorème 2.1. � Soit K un orps de nombres. Il existe une onstante c(K)stritement positive ne dépendant que de K telle que la proposition suivantesoit vraie. Pour tout nombre algébrique non nul α qui n'est pas une raine del'unité et pour toute extension abélienne L de K, on a(2.1) h(α) ≥ c(K)

D

(

log log 5D

log 2D

)13

,où D = [L(α) : L].Le but de e qui suit est double. D'une part, il s'agit d'améliorer l'expo-sant du terme en � log �grâe à une nouvelle preuve. D'autre part, il s'agitd'expliiter la dépendane en K de la onstante c(K). Cette onstante dépendd'une part du degré d = [K : Q] (ar nous utiliserons dans l'extrapolation uneongruene modulo un idéal premier P de l'anneau des entiers OK de K) etd'autre part d'une estimation du terme reste dans le théorème des idéaux pre-miers dans K, qui dépend du disriminant(1) ∆K du orps K. Si l'on supposel'hypothèse de Riemann généralisée (GRH), un résultat de Odlyzko et Lagarias(voir [LO77, Theorem 1.1℄) fournit une très bonne estimation de e reste etpermet de montrer le résultat suivant :Théorème 2.2. � On suppose GRH. Soit α un nombre algébrique non nulqui n'est pas une raine de l'unité. Alors pour toute extension abélienne L de
K, on a

h(α) ≥ c

D
min

(

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

,où c est une onstante (absolue) stritement positive, D = [L(α) : L] et(2)
λ = (log(3|∆K|))2 max((log log(16|∆K|))2, (log(3d))4). En partiulier, on a

h(α) ≥ c

D

log log(5D)4

d3δ2 log(2δD)2 log(2D)2
,où δ = log(3|∆K|).

(1)Étant donné que le symbole ∆ va représenter un déterminant dans la suite, nous avonsajouté K en indie lorsqu'il s'agit du disriminant du orps K, a�n de ne pas provoquer deonfusion.
(2)Nous avons ajouté ii des onstantes dans les � log � a�n que λ et δ soient bien dé�nis etnon nuls.



2.1 � Introdution 23Sans GRH, les estimations du reste dans le théorème des idéaux premierssont nettement moins bonnes (voir les théorèmes 1.3 et 1.4 de [LO77℄) et nepermettent pas de trouver une dépendane polynomiale en ∆K. Nous utili-serons alors une estimation due à Friedlander (voir [Fri80℄), qui donne uneversion moins préise du théorème des idéaux premiers, ave en ontrepartieune meilleure dépendane en ∆K.Théorème 2.3. � Soit α un nombre algébrique non nul qui n'est pas uneraine de l'unité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a(3)

h(α) ≥ (2g(d)∆K)−c

D

log log(5D)3

log(2D)4
,où c est une onstante (absolue) stritement positive, D = [L(α) : L] et g(d) =

1 s'il existe une tour d'extensions
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K,ave Ki/Ki−1 galoisienne pour i = 1, . . . ,m, et g(d) = d! sinon.On peut se demander s'il est possible d'éviter la dépendane en le disri-minant dans le résultat qui préède. On pourrait également onjeturer lagénéralisation suivante du problème de Lehmer :

h(α) ≥ c

Dd
.Or ette inégalité est fausse omme l'exemple suivant le montre. Soit x > 1 etsoit n = n(x) le produit de tous les premiers p ≤ x. Soit K le orps engendrépar les raines n-ièmes de l'unité ; alors d = [K : Q] = φ(n) et n ≫ d log log d.En�n, soient α = 21/n et L = K(α), extension abélienne de K ; en partiulier

D = 1. On a alors
h(α) =

log 2

n
≪ 1

Dd(log log d)
.La démonstration du théorème 2.1 repose sur une dihotomie. Un ensemble

Λ de premiers de OK étant �xé, on distingue deux as, selon qu'une majoritéd'éléments de Λ est � peu � ou � très � rami�ée dans l'extension abélienne Lde K (tout ei étant lairement quanti�é à l'aide de paramètres). Ii, noustraitons le as de � grande rami�ation � à part, en montrant qu'il ne peut yavoir de premier � très � rami�é si la hauteur de α est petite. De plus nousséparons de nouveau le as � petite rami�ation � en deux parties, suivantqu'une majorité de premiers est rami�ée ou pas. En�n, la preuve du théorème
(3)Nous avons ajouté ii un 2 a�n que le théorème reste vrai quand K = Q.



24 Chapitre 2 � Une minoration relative expliite2.1 suit le shéma d'une preuve de transendane ave onstrution de fontionsauxiliaires néessitant un lemme de Siegel absolu obtenu grâe à un résultat deZhang. Ii, bien qu'il eût été possible d'utiliser les mêmes outils, nous donnonsune preuve plus élémentaire, à l'aide de déterminants de type Vandermonde.Dans un premier temps nous donnons les notations et rédutions quenous utiliserons par la suite. La plupart d'entre elles sont issues de l'artile[AmZa00℄. Puis nous montrons les résultats préliminaires qui nous servirontà minorer la hauteur de α dans la dernière partie.2.2. NotationsDans toute la suite nous �xons Q̄ une l�ture algébrique de Q, que nousplongeons dans C. Nous noterons c0, c1, c2 . . . des onstantes stritement po-sitives et absolues. Nous �xons également un orps de nombres K et posons
d (resp. ∆K) le degré (resp. le disriminant) de K sur Q ; rappelons qu'on al'inégalité log |∆K| ≥ c0d. Sauf mention expliite du ontraire, lorsque l'on no-tera P un idéal premier de OK, on désignera par p le premier rationnel sous
P , 'est-à-dire tel que (p) = P ∩ Q. Soit P l'ensemble des idéaux premiers Pde OK tels que l'indie de rami�ation et le degré d'inertie de P sur p soientégaux à 1 (e(P |p) = f(P |p) = 1).Soient α un nombre algébrique non nul qui n'est pas raine de l'unité, Lune extension abélienne de K et D = [L(α) : L]. Nous nous proposons demontrer l'inégalité h(α) ≥ f(d,∆K,D), où D 7→ f(d,∆K,D) est déroissante.Par invariane de la hauteur de Weil par multipliation par des raines del'unité, nous pouvons faire exatement les mêmes hypothèses de minimalitéet rédutions que dans [AmZa00℄ (voir (2.3),(2.4),...,(2.8) de op. it.). Ainsi,nous pourrons utiliser le lemme 3.2 de [AmZa00℄ (voir Proposition 2.4) etsupposer que pour tout n ∈ N∗, nous avons L(αn) = L(α).Par abus de notation, nous identi�erons les éléments de Gal(L/K) et lesplongements L →֒ Q̄ qui �xent K. Chaun de es éléments possède exate-ment D prolongements distints à L(α). Ainsi, si S est un sous-ensemble de
Gal(L/K), l'ensemble

S = {τ : L(α) →֒ Q̄, τ|L ∈ S}est de ardinal D|S|. En�n nous désignerons par F la l�ture galoisienne de
L(α) sur K.Pour P ∈ P, nous noterons eP (resp. GP ) l'indie (resp. le groupe) de ra-mi�ation de P dans L (qui ne dépendent pas du premier de OL au-dessus de



2.3 � Résultats préliminaires 25
P ar L/K est abélienne). Nous désignerons par ΦP ∈ Gal(L/K) l'automor-phisme de Frobenius assoié à P . Par abus de notation, nous noterons enore
P la valuation de K assoiée à P .2.3. Résultats préliminaires2.3.1. CongruenesNous rappelons tout d'abord le lemme 3.2 de [AmZa00℄ :Proposition 2.4. � Soit P ∈ P. Il existe un sous-groupe HP de GP véri�antles trois propriétés suivantes :� |HP | ≥ min{eP , p} ;� pour tout σ ∈ HP , pour tout entier γ ∈ L et pour toute valuation v de Q̄au-dessus de P , on a(2.2) |γp − σγp|v ≤ p−1;� pour tout τ ∈ Gal(Q̄/Q) prolongement d'un élément de HP \ {Id}, on a

ταp 6= αp.Nous aurons besoin du lemme d'approximation suivant :Lemme 2.5. � Soient k un orps de nombres, Σ un ensemble �ni de plaesultramétriques de k et γ ∈ k. Alors il existe β ∈ Ok tel que βγ ∈ Ok et
|β|v = max{1, |γ|v}−1 pour toute plae v ∈ Σ.Démonstration. � Fixons une plae arhimédienne quelonque v0 et notons Σ̃l'ensemble �ni

Σ̃ = {v ∈ Mk | v ∤ ∞ et |γ|v > 1} ∪ Σ.Pour toute plae v ∈ Σ̃, on pose θv = γ−1 si |γ|v ≥ 1 et θv = 1 sinon. D'aprèsle théorème de [CF67, hap II, 15, page 67℄ il existe un élément β ∈ k tel que
{

|β − θv|v < max{1, |γ|v}−1 pour tout v ∈ Σ̃,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ̃ ∪ {v0}.En utilisant l'inégalité ultramétrique, on en déduit :
{

|β|v = max{1, |γ|v}−1 pour tout v ∈ Σ̃,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ̃ ∪ {v0}.En partiulier, pour toute plae �nie v de k on a |β|v ≤ 1 et |βγ|v ≤ 1 don βet βγ sont des entiers de k.



26 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteCe dernier lemme nous permet de montrer la proposition suivante :Proposition 2.6. � Soit τ : L(α) →֒ Q̄. Soient P ∈ P, v une plae de Fau-dessus de P et f (resp. g) le polyn�me minimal de α (resp. αp) sur L.Alors� si τ|L ∈ HP ,
∀σ ∈ HP , |gσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD

∏

ρ|L=σ

max{1, |ρα|v}p ;� si τ|L ∈ GP ,
|f(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D

∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v} ;� si τ|L = Φ−1
P et eP = 1,

|f(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD
∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}.Démonstration. � Nous pouvons appliquer le lemme 2.5 à α et Σ l'ensembledes plaes de F au-dessus de P . Ainsi, il existe β ∈ OF tel que βα ∈ OFet |τβ|v = max{1, |τα|v}−1 pour tout τ ∈ Gal(F/K). Notons τ1, . . . , τD les
D morphismes de L(α) dans Q̄ qui prolongent l'inlusion L →֒ Q̄ et b =
∏D

i=1 τiβ ∈ OL. Alors bf(X) =
∑D

k=0 akX
k ∈ OL[X] et par le petit théorèmede Fermat :

(bf(X))p =

D
∏

i=1

(τiβX − τi(βα))p

≡
D
∏

i=1

(τiβ
pXp − τi(βα)p) mod pOF [X]

= bp
D
∏

i=1

(Xp − τiα
p) .Or [L(αp) : L] = [L(α) : L] = D don g(X) =

∏D
i=1 (X − τiα

p) et �nalement(2.3) (bf(X))p ≡ bpg(Xp) mod pOL[X].Examinons maintenant les di�érents as.



2.3 � Résultats préliminaires 27Si τ|L ∈ HP , on a pour tout σ ∈ HP , d'après la proposition 2.4 et le petitthéorème de Fermat
(bσfσ(X))p =

(

D
∑

k=0

aσ
kXk

)p

≡
D
∑

k=0

(aσ
k)pXkp ≡

D
∑

k=0

(aτ
k)

pXkp ≡ (bτf τ (X))p mod POL[X].En ombinant ei ave la ongruene (2.3), on obtient(2.4) (bσ)pgσ(Xp) ≡ (bτ )pf τ (X)p mod POF [X],e qui donne, en évaluant en τα,
|(bσ)pgσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD,soit enore

|gσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD
∏

ρ|L=σ

max{1, |ρα|v}p.Si τ|L ∈ GP , on a
bτf τ (X) =

D
∑

k=0

aτ
kX

k ≡
D
∑

k=0

akX
k ≡ bf(X) mod QOL,où Q est l'idéal de OL dé�ni par QeP = POL. En évaluant la ongruenepréédente en τα on obtient

|bf(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D,soit
|f(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D

∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}.En�n, si τ|L = Φ−1
P , d'après (2.3), on a

(bτf τ (X))p ≡ (bp)τgτ (Xp) mod POL[X].



28 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteDe plus, la aratérisation de l'automorphisme de Frobenius et le petit théo-rème de Fermat donnent
(bτf τ (X))p =

(

D
∑

k=0

aτ
kX

k

)p

≡
D
∑

k=0

(aτ
k)pXkp ≡

D
∑

k=0

akX
kp ≡ bf(Xp) mod POL[X].En évaluant ette ongruene en τα, on obtient

|bf(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pDet
|f(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD

∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}.2.3.2. Déterminant de Vandermonde généraliséPour montrer les théorèmes 2.2 et 2.3 nous utiliserons des déterminants deVandermonde généralisés :Lemme 2.7. � Soient T1, . . . , Tr des entiers positifs et L = T1 + · · · + Tr.Soit ∆((Xi, Ti)1≤i≤r) ∈ Z[X1, . . . ,Xr] le déterminant de la matrie L × L

M = (M1 M2 . . . Mr),où pour tout 1 ≤ j ≤ r, Mj est le blo de taille L × Tj suivant :
Mj =





























1 0 . . . 0

Xj 1 . . . 0

X2
j 2Xj . . . 0... ... . . . ...

Xµ−1
j (µ − 1)Xµ−2

j . . .
(

µ−1
Tj−1

)

X
µ−Tj

j... ... . . . ...
XL−1

j (L − 1)XL−2
j . . .

(L−1
Tj−1

)

X
L−Tj

j





























.

Alors
∆((Xi, Ti)1≤i≤r) =

∏

i>j

(Xi − Xj)
TiTj .Démonstration. � Voir [Mér99℄.



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 29Lemme 2.8. � Soient γ1, . . . , γr des nombres algébriques, T1, . . . , Tr des en-tiers positifs et ∆ = ∆((γi, Ti)1≤i≤r). Si k est un orps ontenant γ1, . . . , γr et
v une plae de k, alors� si v est arhimédienne(4),

|∆|v ≤ L
Pr

i=1 Ti
2

r
∏

i=1

max{1, |γi|v}Ti(L−1),� si v est ultramétrique,
|∆|v ≤

r
∏

i=1

max{1, |γi|v}Ti(L−1),où L = T1 + · · · + Tr.Démonstration. � Soit v une plae arhimédienne de F . D'après l'inégalitéd'Hadamard, on a
|∆|v2 ≤

r
∏

i=1

Ti
∏

j=1

L
∑

k=1

(

k − 1

j − 1

)2

max{1, |γi|v}2(k−1)

≤
r
∏

i=1

Ti
∏

j=1

(

L

j

)2

max{1, |γi|v}2(L−1)

≤ L
Pr

i=1 Ti(Ti+1)
r
∏

i=1

max{1, |γi|v}2Ti(L−1)

≤ L2
Pr

i=1 Ti
2

r
∏

i=1

max{1, |γi|v}2Ti(L−1).Soit v une plae ultramétrique ; en utilisant le lemme 2.7 et l'inégalité
|γi − γj|v ≤ max{1, |γi|v}max{1, |γj |v},on obtient diretement la deuxième majoration du lemme.2.4. Démonstration du théorème 2.2Nous �xons deux paramètres :

N = C3 max

(

d3 log(2dD)2 log(2D)

log log(5D)2
, λ

) et E =

[

Cd
log(2D)

log log(5D)

]

,

(4)Nous orrigeons ii une erreur de [AmDe07℄ : il faut supprimer le fateur 1
2
de l'exposantde L. Cei modi�e quelque peu la suite, mais auunement le résultat �nal.



30 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteoù C > 0 est une onstante absolue que l'on supposera � assez grande � (end'autres termes, les inégalités que nous serons amenés à érire seront vraiesasymptotiquement en C). Nous noterons Λ l'ensemble des éléments de P dontla norme sur Q est omprise entre √
N et N . Pour montrer le théorème nousproédons en trois étapes : dans un premier temps nous supposerons qu'ilexiste un premier P ∈ Λ tel que le groupe HP dé�ni à la proposition 2.4soit de ardinal supérieur à E ; puis nous étudierons le as où la majorité deséléments de Λ ont un indie de rami�ation dans L ompris entre 2 et E ; nousonlurons ave le as où la majorité des éléments de Λ ne sont pas rami�ésdans L.Nous aurons besoin dans la suite de ertaines estimations qui font l'objetdu lemme suivant :Lemme 2.9. � On a les inégalités(2.5) log N ≥ log log(5D)et(2.6) log log(5D)2

d3 log(2D)
N ≥ C5/2 log(ND)2.Démonstration. � L'inégalité (2.5) est laire. Montrons (2.6). Compte tenudu hoix de N et de la majoration

log(ND) ≤ 3(log C)max{log(2dD), log λ},il su�t de montrer qu'il existe c1 > 0 tel que
max

(

log(2dD)2,
λ log log(5D)2

d3 log(2D)

)

≥ c1 max(log(2dD)2, (log λ)2).Cette assertion est laire si log λ ≤ 6 log(2dD). Supposons don λ > (2dD)6 ;on a alors
λ log log(5D)2

d3 log(2D)
≥ 8D3λ1/2 log log(5D)2

log(2D)
≥ c1(log λ)2.Nous aurons également besoin d'estimer le ardinal de Λ.Lemme 2.10. � Si l'on suppose GRH,

|Λ| ≥ N

2 log N
.



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 31Démonstration. � Compte tenu de la dé�nition de λ et du hoix de N , lethéorème 1.1 de [LO77℄ donne
#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤ N} ≥ 2N

3 log N
.Par ailleurs,

#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤
√

N} ≤ dπ(
√

N),où π(x) est le nombre de premiers rationnels inférieurs à x. Soit P un idéalpremier de OK ; si e(P |p) > 1, alors p divise ∆K. Comme il y a au plus dpremiers au-dessus de p, on a
#{P ⊆ OK tel que e(P |p) > 1} ≤ d log |∆K|

log 2
.De plus, si P est tel que f(P |p) > 1, alors NK/Q(P ) ≥ p2. D'où :

#{P ⊆ OK tel que f(P |p) > 1 et NK/Q(P ) ≤ N} ≤ dπ(
√

N).On a don, en utilisant la majoration de Chebihev π(x) ≤ c2x/ log x et l'in-égalité N ≥ Cd3,
|Λ| ≥ 2N

3 log N
− 2c2d

√
N

log N
− d log |∆K|

log 2
− 2c2d

√
N

log N
≥ N

2 log N
.Quitte à remplaer Λ par un sous-ensemble, on peut don supposer

N

2 log N
≤ |Λ| ≤ N

log N
.2.4.1. Cas où il existe un premier ayant grande rami�ationSupposons tout d'abord qu'il existe un premier P ∈ Λ tel que eP ≥ E. Legroupe HP dé�ni à la proposition 2.4 est alors de ardinal supérieur à E, ar

p ≥
√

N ≥ E. Considérons un sous-ensemble de S ⊆ HP de ardinal E etnotons S l'ensemble des DE morphismes de L(α) dans Q̄ qui prolongent leséléments de S. On dé�nit
∆ = ∆

(

(ταp, 1)τ∈S

)

.Ce déterminant est de taille L = DE et n'est pas nul d'après la dernièreassertion de la proposition 2.4.Nous allons appliquer la formule du produit à ∆ a�n de minorer la hauteurde α. Étudions |∆|v pour haque plae v ∈ MF .



32 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteLemme 2.11. � Soit v une plae de F . Alors� si v|∞,
|∆|v ≤ LL

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1),� si v ∤ ∞,
|∆|v ≤

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1),� si v|P ,
|∆|v ≤ p−L(E−1)/2

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1).Démonstration. � Les deux premières inégalités sont données par le lemme2.8. Supposons que v divise P . Soient σ ∈ HP et g le polyn�me minimal de αpsur L. Étant donné que [L(αp) : L] = [L(α) : L] = D, on a
gσ(X) =

∏

ρ∈Hp
ρ|L=σ

(X − ραp) .Ainsi, d'après le lemme 2.7,
|∆|v2 =

∏

τ∈S









∏

σ∈S
σ 6=τ|L

|gσ(ταp)|v
∏

ρ|L=τ|L
ρ 6=τ

|ταp − ραp|v









.Fixons τ ∈ S ; d'après la proposition 2.6, le premier produit de la parenthèseest majoré de la façon suivante :
∏

σ∈S
σ 6=τ|L

|gσ(ταp)|v ≤ pE−1 max{1, |τα|v}pD(E−1)
∏

ρ∈S
ρ|L 6=τ|L

max{1, |ρα|v}p.Nous majorons le deuxième produit de manière usuelle :
∏

ρ|L=τ|L
ρ 6=τ

|ταp − ραp|v ≤ max{1, |ταp|v}D−1
∏

ρ|L=τ|L
ρ 6=τ

max{1, |ραp|v}.Ce qui nous donne en regroupant :
|∆|v2 ≤ p−L(E−1)

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}2p(L−1).



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 33La formule du produit appliquée à ∆ nous donne alors
0 ≤ 2L log L − L(E − 1)

d
log p + 2p(L − 1)

∑

τ∈S

h(τα)d'où
(E − 1)

d
log p ≤ 2 log L + 2p(L − 1)h(α).Or,

(E − 1)

d
log p − 2 log L ≥ E log N

4d
− 2 log D − 2 log E

≥ log(2D).On en déduit :(2.7) h(α) ≥ log(2D)

2DNE
≥ c3

D
min

(

log log(5D)3

d4 log(2dD)2 log(2D)
,
log log(5D)

λd

)

.2.4.2. Les éléments de Λ sont peu rami�ésNous supposons maintenant que pour tout P ∈ Λ, on a eP ≤ E. Nousséparons la preuve en deux as, suivant qu'une majorité de premiers est rami�éeou non.2.4.2.1. Une majorité est rami�ée. � Posons Λ1 = {P ∈ Λ | 2 ≤ eP ≤ E}.Supposons dans un premier temps
|Λ1| ≥

N

4 log N
.On dé�nit alors S = ∪P∈Λ1GP et pour tout σ ∈ S

Λ(σ) = {P ∈ Λ1 | σ ∈ GP }.Considérons le déterminant ∆ = ∆((τα, Tτ )τ ) où τ parourt l'ensemble S et
Tτ =















TId =
[

N
Cd log(ND)

] si τ|L = Id,

Tσ =
[

Cd log(2D)
log log(5D)

∑

P∈Λ(σ)
1

eP

] si τ|L = σ.Ce déterminant est de taille L =
∑

τ∈S Tτ = D
∑

σ∈S Tσ et n'est pas nul arles τα, τ ∈ S, sont deux à deux distints. Remarquons aussi
2 log L ≤ c4 log(ND).Étudions |∆|v pour haque plae v ∈ MF .



34 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteLemme 2.12. � Soit v une plae de F . Alors� si v|∞,
|∆|v ≤ LD

P

σ∈S T 2
σ

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1),� si v ∤ ∞,
|∆|v ≤

∏

τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1),� si v|P ave P ∈ Λ1,
|∆|v ≤ p

−
DTId
2eP

P

σ∈GP \{Id} Tσ
∏

τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1).Démonstration. � Les deux premières inégalités sont enore données par lelemme 2.8. Soit P ∈ Λ1 et supposons que v divise P . Fixons τ ∈ S ; si τ|L 6∈ GP ,on a la majoration suivante :
∏

ρ∈S
ρ 6=τ

|τα − ρα|Tτ Tρ ≤ max{1, |τα|v}Tτ

P

ρ 6=τ Tρ
∏

ρ∈S
ρ 6=τ

max{1, |ρα|v}Tτ Tρ .Supposons maintenant τ|L = σ ∈ GP \{Id}, on a alors
∏

ρ∈S
ρ 6=τ

|τα − ρα|Tτ Tρ = AτBτ ,où
Aτ =

∏

ρ|L=Id

|τα − ρα|Tτ Tρ
v = |f(τα)|Tτ Tρ

vet
Bτ =

∏

ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

|τα − ρα|Tτ Tρ
v .La proposition 2.6 nous fournit la majoration suivante pour Aτ :

Aτ ≤ p
−

Tτ TId
eP max{1, |τα|v}DTτ TId

∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}Tτ Tρ ,et nous avons la majoration usuelle pour Bτ :
Bτ ≤ max{1, |τα|v}

Tτ
P

ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

Tρ
∏

ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

max{1, |ρα|v}Tτ Tρ .



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 35Don en faisant le produit pour τ parourant S, on obtient
|∆|v2 ≤ p

−
TId
eP

P

τ|L∈GP \{Id} Tτ
∏

τ∈S

max{1, |τα|}2Tτ

P

ρ 6=τ Tτ

≤ p
−

DTId
eP

P

σ∈GP \{Id} Tσ
∏

τ∈S

max{1, |τα|}2Tτ (L−1),e qui ahève la preuve du lemme.Le déterminant ∆ n'étant pas nul, on peut lui appliquer la formule du pro-duit ; le lemme préédent donne alors
∏

P∈Λ1

p
DTId
d·eP

P

σ∈GP \{Id} Tσ ≤ L2D
P

σ∈S T 2
σ H(α)2L(L−1).En posant λσ = Tσ

TId
, l'inégalité préédente devient(2.8) log N

2d

∑

P∈Λ1

∑

σ∈GP \{Id}

λσ

eP
≤ 2

(

∑

σ∈S

λ2
σ

)

log L + 2

(

∑

σ∈S

λσ

)2

Dh(α).Ave l'égalité suivante :
∑

P∈Λ1

∑

σ∈GP \{Id}

λσ

eP
=

∑

σ∈S\{Id}

∑

P∈Λ(σ)

λσ

eP
,on peut réérire l'inégalité (2.8) :(2.9) (

∑

σ∈S\{Id}

λσAσ

)

− c4 log(ND) ≤ 2
(

∑

σ∈S

λσ

)2
Dh(α),où

Aσ =
log N

2d





∑

P∈Λ(σ)

1

eP



− c4λσ log(ND).En utilisant la majoration(2.10) λσ ≤ 2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)

∑

P∈Λ(σ)

1

eP



36 Chapitre 2 � Une minoration relative expliitevalable pour σ 6= Id et les inégalités (2.5) et (2.6) du lemme 2.9, on a
Aσ ≥

(

log N

2d
− 2c4C

2d2 log(ND)2 log(2D)

N log log(5D)

)

∑

P∈Λ(σ)

1

eP

≥ log N

4d

∑

P∈Λ(σ)

1

eP
,d'où, en minorant ∑P∈Λ(σ)

1
eP

par 1/E,(2.11) Aσ ≥ log N

4dE
≥ log log(5D) log N

8Cd2 log(2D)
.Remarquons que

∑

σ∈S\{Id}

∑

p∈Λ(σ)

1

eP
=
∑

P∈Λ1

eP − 1

ePdon(2.12) 1

2
|Λ1| ≤

∑

σ∈S\{Id}

∑

P∈Λ(σ)

1

eP
≤ |Λ1|.En utilisant la minoration

λσ ≥ C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)

∑

P∈Λ(σ)

1

ePet (2.12) on obtient
∑

σ∈S\{Id}

λσ ≥ C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)

∑

σ∈S\{Id}

∑

P∈Λ(σ)

1

eP

≥ C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)
× N

8 log N

≥ C2d2 log(ND) log(2D)

16 log log(5D) log N
.Ainsi, (2.11) donne(2.13) (

∑

σ∈S\{Id}

λσAσ

)

− c4 log(ND) ≥ log(ND).



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 37En�n, en utilisant enore (2.10) et (2.12), on obtient
(2.14) ∑

σ∈S

λσ ≤ 1 +
2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)

∑

σ∈S\{Id}

∑

P∈Λ(σ)

1

eP

≤ 1 +
2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)
× N

log N

≤ 4C2d2 log(ND) log(2D)

log log(5D) log N
.En injetant (2.13) et (2.14) dans (2.9) et en utilisant (2.5), on a alors(2.15) h(α) ≥ c5(log N)2 log log(5D)2

Dd4 log(ND) log(2D)2
≥ c6 log log(5D)4

Dd4 log(2D)3
.2.4.2.2. Une majorité n'est pas rami�ée. � Posons Λ2 = {P ∈ Λ |eP = 1}.Supposons maintenant

|Λ2| ≥
N

4 log N
.Pour tout P ∈ Λ2, on note ΦP le morphisme de Frobenius assoié à P , 'est-à-dire le morphisme véri�ant

∀γ ∈ OL, ΦP γ ≡ γp mod POL.Notons Γ l'ensemble des premiers rationnels p tels qu'il existe P ∈ Λ2 au-dessus de p. Pour p ∈ Γ, on dé�nit Σp = {Φ−1
P | P ∈ Λ2, P |p}. Notons éga-lement τ1, . . . , τD les D plongements distints de L(α) dans Q̄ qui prolongentl'inlusion L →֒ Q̄. Considérons le déterminant

∆ = ∆((τiα, T )1≤i≤D, (τpα
p, 1)p∈Γ,τp∈Σp

),où
T =

[

N

C2d log(ND)

]

.Ce déterminant est de taille L = D(T +
∑

p∈Γ |Σp|) ≤ D(T + |Λ2|). On a
log L ≤ c7 log(ND).Étudions |∆|v pour haque plae v ∈ MF .Lemme 2.13. � Soit v une plae de F . Alors� si v|∞,

|∆|v ≤ LD(T 2+|Λ2|)
∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}T (L−1)
∏

p∈Γ

∏

τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1),



38 Chapitre 2 � Une minoration relative expliite� si v ∤ ∞,
|∆|v ≤

∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}T (L−1)
∏

p∈Γ

∏

τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1),� si v|Q ave Q ∈ Λ2,
|∆|v ≤ q−

DT
2

∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}T (L−1)
∏

p∈Γ

∏

τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1),où q désigne le premier rationnel sous Q.Démonstration. � Les deux premières inégalités sont enore données par lelemme 2.8. Soient Q ∈ Λ2 et τQ,1, . . . , τQ,D les D prolongements de Φ−1
Q à

L(α). Si v|Q, on a
|∆|v2 ≤ A1A2A3A4,ave



























































































A1 =

D
∏

i=1

D
∏

j=1
j 6=i

|τiα − τjα|T
2

v

A2 =
∏

τp∈Σp, τr∈Σr
(p,τp) 6=(r,τr)

|τpα
p − τrα

r|v

A3 =
∏

p∈Γ, τp∈Σp

(p,τp|L) 6=(q,Φ−1
Q )

D
∏

i=1

|τiα − τpα
p|Tv

A4 =

D
∏

i=1

D
∏

j=1

|τiα − τQ,jα
q|TvEn majorant grossièrement haun des fateurs de A1, A2 et A3, on obtient

A1 ≤
∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}2T 2(D−1),

A2 ≤
∏

p∈Γ, τp∈Σp

max{1, |τpα|v}2p(D|Λ2|−1),

A3 ≤
∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}2DT (|Λ2|−1)
∏

p∈Γ, τp∈Σp

(p,τp|L)6=(q,Φ−1
Q )

max{1, τpα
p|v}DT .



2.4 � Démonstration du théorème 2.2 39En�n, si on note enore f le polyn�me minimal de α sur L, d'après la propo-sition 2.6 :
A4 =

d
∏

j=1

|f(τQ,jα
q)|Tv

≤ q−DT max{1, |τQ,jα|v}qDT
∏

1≤i≤D

max{1, |τiα|v}T .Il su�t alors de multiplier es quatre inégalités pour terminer la démonstrationdu lemme.Le déterminant ∆ n'est pas nul ar les τiα et τpα
p, p ∈ Γ, τp ∈ Σp, sontdeux à deux distints. On peut don appliquer à ∆ la formule du produit ; lelemme préédent donne alors

∏

P∈Λ2

p
DT
d ≤ L2D(T 2+|Λ2|)H(α)2D(L−1)(T+

P

P∈Λ2
p),soit(2.16) T

d

∑

P∈Λ2

log p ≤ 2(T 2 + |Λ2|) log L + 2(T + |Λ2|)(T +
∑

P∈Λ2

p)Dh(α).Or
T

d

∑

P∈Λ2

log p ≥ T log N

2d
× N

4 log N
≥ N2

16C2d2 log(ND)
.Par ailleurs, en utilisant (2.6), on déduit

(T 2 + |Λ2|) log L ≤ c7

(

T 2 +
N

log N

)

log(ND)

≤ c7

(

N2

C4d2 log(ND)2
+

N

log log(5D)

)

log(ND)

≤ N2

C5/2d2 log(ND)



40 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteet
(T + |Λ2|)(T +

∑

P∈Λ2

p) ≤
(

T +
N

log N

)(

T +
N2

log N

)

≤ 4N3

(log N)2
.Finalement, en utilisant (2.5), on obtient

h(α) ≥ c8(log N)2

d2DN log(ND)
≥ c9 log log(5D)2

d2DN log(2D)don, par le hoix de N ,(2.17) h(α) ≥ c10

D
min

(

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

.2.4.3. Conlusion de la preuve du théorème 2.2Les inégalités (2.7), (2.15) et (2.17) donnent
h(α) ≥ c11

D
min

(

log log(5D)3

d4 log(2dD)2 log(2D)
,
log log(5D)

dλ
,
log log(5D)4

d4 log(2D)3
,

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

≥ c12

D
min

(

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

.2.5. Démonstration du théorème 2.3La preuve du théorème 2.3 est très similaire à elle du 2.2. Choisissons
E =

[

Cd log(2D)

log log(5D)

]et posons ette fois
N =

AC log(2D)3

log log(5D)
,où A = 2g(d)|∆K|. On a l'enadrement(2.18) log log(5D) ≤ log N ≤ c13CA log log(5D).



2.5 � Démonstration du théorème 2.3 41Nous noterons enore Λ l'ensemble des éléments de P dont la norme sur Qest omprise entre √
N et N . Le résultat prinipal de [Fri80℄ déjà ité dansl'introdution montre

#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤ N} ≥ A−ρN

(log N)2
,où ρ est une onstante positive. D'où, en utilisant les mêmes arguments queeux du lemme 2.10,

|Λ| ≥ A−ρN

(log N)2
− 2c1d

√
N

log N
− d log |∆K|

log 2
− 2c1d

√
N

log N
≥ A−ρN

2(log N)2
.Quitte à remplaer Λ par un sous-ensemble, on peut don supposer

A−ρN

2(log N)2
≤ |Λ| ≤ A−ρN

(log N)2
.L'argument du sous-paragraphe 2.4.1 montre que s'il existe un premier P ∈

Λ tel que eP ≥ E, alors(2.19) h(α) ≥ log(2D)

2DNE
≥ A−c14

D

log log(5D)2

log(2D)3
.Supposons maintenant que pour tout P ∈ Λ on ait eP ≤ E. Comme dansle sous-paragraphe 2.4.2.1, posons Λ1 = {P ∈ Λ | 2 ≤ eP ≤ E} et supposonsdans un premier temps

|Λ1| ≥
A−ρN

4(log N)2
.Reprenons les notations de e sous-paragraphe, en hoisissant

Tτ =















TId =
[

C3Ad2 log(2D)2

log log(5D)2

] si τ|L = Id,

Tσ =
[

Cd log(2D)
log log(5D)

∑

P∈Λ(σ)
1

eP

] si τ|L = σ.Rappelons l'inégalité (2.9) :(2.20) (

∑

σ∈S\{Id}

λσAσ

)

− c4 log(ND) ≤ 2
(

∑

σ∈S

λσ

)2
Dh(α),où

Aσ =
log N

2d





∑

P∈Λ(σ)

1

eP



− c4λσ log(ND).



42 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteEn utilisant la majoration(2.21) λσ ≤ 2 log log(5D)

C2Ad log(2D)

∑

P∈Λ(σ)

1

ePvalable pour σ 6= Id, et l'enadrement (2.18), on a :
Aσ ≥

(

log N

2d
− 2c4 log(ND) log log(5D)

C2Ad log(2D)

)

∑

P∈Λ(σ)

1

eP

≥ log log(5D)

4d

∑

P∈Λ(σ)

1

eP
,d'où, en minorant ∑P∈Λ(σ)

1
eP

par 1/E,(2.22) Aσ ≥ log log(5D)2

8d2 log(2D)
.En utilisant la minoration

λσ ≥ log log(5D)

2C2Ad log(2D)

∑

P∈Λ(σ)

1

eP
,l'inégalité (2.18) et la relation (2.12), on obtient

∑

σ∈S\{Id}

λσ ≥ log log(5D)

2C2Ad log(2D)
× A−ρN

4(log N)2

≥ log log(5D)

2C2Ad log(2D)
× AC−ρ log(2D)3

4c2
13C

2A2 log log(5D)3

=
AC−ρ−3 log(2D)2

8c2
13C

4d log log(5D)2
.Ainsi, (2.22) donne

∑

σ∈S\{Id}

Aσλσ ≥ AC−ρ−3 log(2D)

64c2
13C

4d3et, en utilisant (2.18),(2.23) (

∑

σ∈S\{Id}

λσAσ

)

− c4 log(ND) ≥ log(2D).



2.5 � Démonstration du théorème 2.3 43En�n, en utilisant enore (2.21), (2.12) et (2.18), on obtient(2.24) ∑

σ∈S

λσ ≤ 1 +
2 log log(5D)

log(2D)
× N

(log N)2
≤ 4AC log(2D)2

log log(5D)2
.En injetant (2.23) et (2.24) dans (2.9), on a alors(2.25) h(α) ≥ A−c15 log log(5D)4

D log(2D)3
.Posons maintenant Λ2 = {P ∈ Λ |eP = 1} et supposons

|Λ2| ≥
A−ρN

4 log N
.Choisissons

T =

[

C3A2d log(2D)2

log log(5D)2

]et reprenons les notations du sous-paragraphe 2.4.2.2. Réérivons, pour la om-modité du leteur, l'inégalité (2.16) :
T

d

∑

P∈Λ2

log p ≤ (T 2 + |Λ2|) log L + 2(T + |Λ2|)(T +
∑

P∈Λ2

p)Dh(α).Or
T

d

∑

P∈Λ2

log p ≥ T log N

2d
× A−ρN

4(log N)2
≥ c16C

2AC−ρ+1 log(2D)5

log log(5D)4
.Par ailleurs,

(T 2 + |Λ2|) log L ≤ c7

(

T 2 +
A−ρN

(log N)2

)

log(ND)

≤ c17

(

C6A4d2 log(2D)4

log log(5D)4
+

AC−ρ log(2D)3

log log(5D)3

)

CA log(2D)

≤ c18CAC−ρ+1 log(2D)5

log log(5D)4



44 Chapitre 2 � Une minoration relative expliiteet
(T + |Λ2|)(T +

∑

P∈Λ2

p) ≤
(

T +
N

(log N)2

)(

T +
N2

(log N)2

)

≤ 4N3

(log N)4

≤ 4A3C log(2D)9

log log(5D)7
.Finalement, on a(2.26) h(α) ≥ A−c19 log log(5D)3

log(2D)4
.Le théorème 2.3 déoule des inégalités (2.19), (2.25) et (2.26).



PARTIE II
LE PROBLÈME DE LEHMERRELATIF EN DIMENSIONSUPÉRIEURE





CHAPITRE 3CAS DES HYPERSURFACES
Nous abordons dans e hapitre le problème de Lehmer � relatif � pour lessous-variétés algébriques d'un tore multipliatif. Généralisant un théorème deF. Amoroso et U. Zannier, nous montrons que la hauteur normalisée d'unehypersurfae qui n'est pas de torsion est minorée en fontion de son indied'obstrution sur Qab, l'extension abélienne maximale de Q. La minorationainsi obtenue orrespond à un ε près à la onjeture la plus préise que l'onpeut formuler dans e adre.3.1. IntrodutionNous nous proposons ii de poursuivre l'étude des minorations de la hauteurnormalisée des sous-variétés d'un tore amorée par F. Amoroso et S. David dans[AmDa99℄, [AmDa00℄, [AmDa03℄ et [AmDa04℄. Soit n un entier naturelnon nul. Nous onsidérons le plongement � naturel � de Gn

m dans Pn. La hauteur(normalisée) d'un point α = (α1, . . . , αn) ∈ Gn
m est don la hauteur de Weil lo-garithmique et absolue (ave la norme du sup aux plaes arhimédiennes) ĥ(α)du point projetif (1 : α1 : . . . : αn). P. Philippon ([Phi91℄,[Phi94℄,[Phi95℄)dé�nit la hauteur normalisée d'une sous-variété V de Gn

m par :
ĥ(V ) = lim

m→+∞

h([m]V ) deg(V )

m deg([m]V )
,où h(V ) (respetivement deg(V )) est la hauteur projetive (respetivement ledegré) de l'adhérene de Zariski de V dans Pn. L. Szpiro a également intro-duit le minimum essentiel de V , noté µ̂ess(V ), omme la borne inférieure desnombres réels θ > 0 tels que l'ensemble des points P ∈ V (Q̄) de hauteur nor-malisée majorée par θ soit Zariski-dense dans V . Si V est Q̄-irrédutible, on



48 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesdispose alors de la relation suivante, montrée dans [Zha95a℄ et [Zha95b℄ :
ĥ(V )

(dim(V ) + 1) deg(V )
≤ µ̂ess(V ) ≤ ĥ(V )

deg(V )
.Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquablesuivante, montrée enore par S. Zhang (voir [Zha92℄) : µ̂ess(V ) = 0 (don

ĥ(V ) = 0) si et seulement si V est une variété de torsion, 'est-à-dire uneréunion de translatés de sous-tores de Gn
m par des points de torsion.Il est don naturel de herher à minorer le minimum essentiel (ou la hauteurnormalisée) d'une variété qui n'est pas de torsion.Une telle minoration va dépendre des aratéristiques géométriques de lavariété, par exemple son degré. Cependant, si l'on n'impose auune onditiongéométrique sur la variété, il faudra également tenir ompte de son orps dedé�nition. En e�et, soit H un sous-groupe de Gn

m et soit (αi)i≥0 une suite depoints qui ne sont pas de torsion et dont la hauteur tend vers 0 (par exemple
αi = (21/i, . . . , 21/i)). Alors les variétés Vi = αiH ont toutes même degré
deg(H) mais la suite de leurs minima essentiels µ̂ess(Vi) ≤ h(αi) onverge vers
0. Le problème onsistant à trouver les meilleures bornes inférieures pour leminimum essentiel des sous-variétés de Gn

m est une généralisation d'une élèbrequestion de D. H. Lehmer : existe-t-il une onstante c > 0 telle que pourtout nombre algébrique α de degré d qui n'est pas une raine de l'unité on ait
h(α) ≥ c/d ? Si l'on ne suppose rien de plus sur α, 'est la meilleure minorationpossible, étant donné que h(21/d) = (log 2)/d. Dans ette diretion, le meilleurrésultat à e jour est un résultat de E. Dobrowolski [Dob79℄ :Théorème 3.1. � Il existe une onstante c > 0 tel que pour tout nombrealgébrique α de degré d qui n'est pas une raine de l'unité :

h(α) ≥ c

d

(

log log(3d)

log(3d)

)3

.Cependant F. Amoroso et U. Zannier ont montré dans [AmZa00℄ que l'ona le même type de minoration en remplaçant le degré total de α ('est-à-dire
[Q(α) : Q]) par le degré � non abélien � de α ('est-à-dire [Qab(α) : Qab] où Qabdésigne l'extension abélienne maximale de Q) : 'est le problème de Lehmer� relatif �. Notre but est de généraliser e résultat en dimension supérieure.Dans les problèmes de minoration en dimension supérieure, l'invariant leplus �n qui puisse tenir ompte de la nature � arithmétique � d'une variété estl'indie d'obstrution. Quelques notations sont néessaires avant d'introduire



3.1 � Introdution 49et invariant. Nous �xons don Q̄ une l�ture algébrique de Q et nous noterons
Gn

m pour Gn
m(Q̄). Soit V une sous-variété(1) de Gn

m et soit K un sous-orps de Q̄.Nous utiliserons les notations suivantes : Q(V ) désignera le orps de dé�nitionde V , K(V ) le orps K · Q(V ) et VK la variété dé�nie par
VK =

⋃

σ∈Gal(Q̄/K)

σV.Remarquons que l'on a deg VK = [K(V ) : K] deg V .Dé�nition 3.2. � Soient Z ⊂ Gn
m un ensemble algébrique et K un sous-orps de Q̄. On appelle indie d'obstrution de Z relativement à K (ou sur K)et on note ωK(Z) le plus petit degré d'une hypersurfae de Gn

m dé�nie sur Kontenant Z.En partiulier, si V est une hypersurfae de Gn
m, ωK(V ) = [K(V ) : K] deg V.F. Amoroso et S. David énonent alors une onjeture généralisant le pro-blème de Lehmer en dimension supérieure et obtiennent dans ette diretionle résultat suivant, analogue du théorème de E. Dobrowolski en dimension su-périeure :Théorème 3.3. � Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variétégéométriquement irrédutible de Gn

m de odimension k qui n'est ontenue dansauune sous-variété de torsion. Alors
µ̂ess(W ) ≥ c(n)

ωQ(W )
log(3ωQ(W ))−λ(k),où c(n) et λ(k) sont des nombres réels stritement positifs ne dépendant res-petivement que de n et k.Nous pouvons ainsi énoner la onjeture � relative � analogue :Conjeture 3.4. � Soit n un entier naturel non nul. Soit W une sous-variété géométriquement irrédutible de Gn

m qui n'est ontenue dans auunesous-variété de torsion. Soit L une extension abélienne de Q. Alors
µ̂ess(W ) ≥ c(n)

ωL(W )
,où c(n) est un nombre réel stritement positif ne dépendant que de n.

(1)Nous appelons variété un ensemble algébrique irrédutible sur son orps de dé�nition.



50 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesDans ette diretion, en � ombinant � les tehniques de [AmDa00℄ et[AmZa00℄, nous obtenons le résultat suivant onernant les variétés de o-dimension 1 :Théorème 3.5. � Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersur-fae géométriquement irrédutible de Gn
m qui n'est pas de torsion. Soit L uneextension abélienne de Q. Alors

µ̂ess(W ) ≥ c(n)

ωL(W )

(

log 2ωL(W )

log log 5ωL(W )

)−(1+6(n+1))

,où c(n) est un nombre réel stritement positif ne dépendant que de n.Remarquons également que pour les hypersurfaes, on peut attaquer e pro-blème d'un point de vue di�érent. En e�et, dans [AmDa03℄, F. Amoroso etS. David obtiennent, en introduisant des hypothèses supplémentaires, une mi-noration uniquement de � nature géométrique �.Théorème 3.6. � Soit n un entier naturel non nul. Soit L une extensionabélienne de Q. Soit W une sous-variété géométriquement irrédutible de Gn
mde odimension k qui n'est ontenue dans auun translaté de sous-tore. Alors

µ̂ess(W ) ≥ c(n)

ωQ̄(W )
log(3ωQ̄(W ))−λ(k),où c(n) et λ(k) sont des nombres réels stritement positifs ne dépendant res-petivement que de n et k.Ce résultat, appliqué aux hypersurfaes, nous indique que si W est unehypersurfae géométriquement irrédutible qui n'est pas le translaté d'un sous-tore alors(3.1) µ̂ess(W ) ≥ c(n)

deg W
log(3 deg W )−81.Pour obtenir un résultat du même type que le théorème 3.5, il su�t don dene s'intéresser qu'aux hypersurfaes qui sont des translatés de sous-tores pardes points d'ordre in�ni. Mais dans e as on peut failement se ramener auas du théorème prinipal de [AmZa00℄ et obtenir :Théorème 3.7. � Soit n un entier naturel non nul. Soit W une hypersurfaegéométriquement irrédutible de Gn

m qui est le translaté d'un sous-tore par unpoint d'ordre in�ni. Alors pour toute extension abélienne L de Q, on a
µ̂ess(W ) ≥ c

n · ωL(W )

(

log(2[L(W ) : L])

log log(5[L(W ) : L])

)−13

,



3.2 � Notations et résultats préliminaires 51où c est une onstante stritement positive.Démonstration. � Soient H un sous-tore géométriquement irrédutible de o-dimension 1 et α un point d'ordre in�ni tels que W = αH. En tant quesous-tore de Gn
m de odimension 1, H est donné par une équation du type

Xλ = 1 ave λ ∈ Zn. Si on pose µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Nn ave µi = max(0,−λi)et α = αλ ∈ Q̄, alors le polyn�me F (X) = Xµ(Xλ − α) est une équation de
W et il est lair que L(W ) = L(α). D'une part, W est une hypersurfae donon a ĥ(W ) = ĥ(F ). D'autre part, un simple hangement de variables dans lesaluls de la mesure de Mahler de F nous donne ĥ(F ) = ĥ(X − α) = ĥ(α)(pour les liens entre la hauteur normalisée des hypersurfaes et la mesure deMahler de leurs équations, voir par exemple, [Phi91, setion 2, partie B℄).Ainsi en appliquant le théorème de [AmZa00℄, on obtient

ĥ(W ) ≥ c

[L(W ) : L]

(

log(2[L(W ) : L])

log log(5[L(W ) : L])

)−13

.On onlut alors en utilisant l'inégalité de Zhang.En utilisant l'inégalité (3.1) et le théorème 3.7 on peut don obtenir unrésultat du même type que le théorème 3.5 ave une onstante absolue ommeexposant du terme en � log �. Cependant, ette approhe du problème nefontionne plus en odimension supérieure.L'objet de e hapitre est don de donner une démonstration direte duthéorème 3.5. 3.2. Notations et résultats préliminairesSoit n un entier naturel non nul. Soient x, y ∈ Gn
m et soit m ∈ N∗. Onnotera

xy = (x1y1, · · · , xnyn) et [m]x = (xm
1 , · · · , xm

n ).On désignera par ker[m] le noyau du morphisme de multipliation par m dans
Gn

m, 'est-à-dire l'ensemble des points dont les oordonnées sont des raines
m-ièmes de l'unité. Si V est une sous-variété de Gn

m, on notera GV son stabi-lisateur :
GV = {x ∈ Gn

m, xV = V } =
⋂

y∈V

y−1Vet G0
V la omposante neutre de GV . Le stabilisateur de V possède les propriétéssuivantes :

dim(GV ) ≤ dim(V ) et deg(GV ) ≤ deg(V )dim(V )+1.



52 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesPar ailleurs, si W est une sous-variété strite et géométriquement irrédutiblede Gn
m, le degré de son image par le morphisme de multipliation par m véri�e

deg([m]W ) =
mdim(W ) deg(W )

| ker[m] ∩ GW | =
mdim(W )−dim GW deg(W )

| ker[m] ∩ (GW /G0
W )| ,où l'on a enore noté ker[m] le noyau de la multipliation par m dans Gn

m/G0
W .On pourra trouver une démonstration de es résultats dans [AmDa99℄ et[Hin88℄. En�n, nous aurons besoin du lemme suivant :Lemme 3.8. � Soit W une sous-variété de Gn

m géométriquement irrédutible.Soient K un orps de nombres, p un nombre premier et ζp une raine primitive
p-ième de l'unité. Alors l'extension

K([p]W, ζp) ⊆ K(W, ζp)est abélienne de degré une puissane de p. De plus, si K(W, ζp) = K([p]W, ζp),il existe ζ ∈ ker[p] tel que K(ζW ) = K([p]W ).Démonstration. � Soit τ ∈ Gal(Q̄/K([p]W, ζp)). Montrons que K(W, ζp) estglobalement stable sous l'ation de τ . Pour ela, il su�t de montrer que τ(W )est dé�nie sur K(W, ζp). On a
[p]τ(W ) = τ([p]W ) = [p]W.Il existe don ξ ∈ ker[p] tel que τ(W ) = ξW et τ(W ) est dé�nie sur K(W, ζp).L'extension K([p]W, ζp) ⊆ K(W, ζp) est don galoisienne. D'autre part, si l'ononsidère l'appliation

φ : Gal(K(W, ζp)/K([p]W, ζp)) −→ ker[p]/ker[p]∩GW

τ 7−→ ξ̄on véri�e aisément que φ est bien dé�nie et que 'est un morphisme injetif.Ainsi Gal(K(W, ζp)/K([p]W, ζp)) est isomorphe à son image par φ don estabélien. La première partie du lemme est don démontrée, passons à la seonde.Remarquons d'abord que, par hypothèse,
K([p]W ) ⊆ K(W ) ⊆ K(W, ζp) = K([p]W, ζp).Si K(W ) = K([p]W ) le résultat est trivial. Supposons don que K([p]W ) (

K(W ). Soit σ un générateur du groupe ylique
G = Gal(K([p]W, ζp)/K([p]W ))



3.3 � Rédutions 53et notons σ̃ un de ses prolongements à Q̄. Comme σ̃ �xe K([p]W ) et a fortiori
Q([p]W ), on a

[p]σ̃(W ) = σ̃([p]W ) = [p]W.Il existe don ξ ∈ ker[p] tel que σ̃(W ) = ξW .Montrons que σ(ξ) 6= ξ. Si ξ = (1, . . . , 1) alors σ̃(W ) = W et Q(W ) eststable sous l'ation de G ; on en déduit que K(W ) = K([p]W ). Par ailleurs, si
ξ 6= (1, . . . , 1) et σξ = ξ, alors K(ξ) = K(ζp) est stable sous l'ation de G ; ils'en suit que G est réduit à l'identité et K([p]W ) = K([p]W, ζp) ; a fortiori ona enore K(W ) = K([p]W ). Dans les deux as, on obtient une ontraditionave l'hypothèse K(W ) 6= K([p]W ).On a don σ(ξ) = ξλ, ave λ ∈ Z et λ 6≡ 1 mod p. Soit u une solution dela ongruene

(λ − 1)u + 1 ≡ 0 mod pet soit ζ = ξu. On ã
σ(ζW ) = σ(ζ)σ̃(W ) = ξλu+1W = ζW,e qui montre que Q(ζW ) (don K(ζW )) est stable sous l'ation de G, et ainsi

K(ζW ) ⊆ K([p]W ). D'autre part, [p](ζW ) = [p]W , don es deux orps sontégaux, e qui ahève la démonstration.3.3. RédutionsSoit L une extension abélienne de Q. D'après le théorème de Kroneker-Weber, L est ontenu dans une extension ylotomique de Q. Soit m ∈ N∗minimal tel que L ⊆ Q(ζm). Si p est un nombre premier, on note ep(L) sonindie de rami�ation dans L et ẽp(L) la puissane maximale de p divisant m.On dé�nit également
ẽ(L) =

∑

p premier (ẽp(L) − 1).Remarquons que si L′ ⊆ L sont deux extensions abéliennes de Q alors ẽ(L′) ≤
ẽ(L).Pour démontrer le théorème 3.5, on raisonne par l'absurde. Supposons donqu'il existe L une extension abélienne de Q et W une hypersurfae géomé-triquement irrédutible de Gn

m non de torsion telles que le théorème 3.5 soitfaux :(3.2) µ̂ess(W ) <
c(n)

ωL(W )

(

log 2ωL(W )

log log 5ωL(W )

)−(1+6(n+1))

.



54 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesNous pouvons supposer de plus que le degré δ = [L(W ) : L] est minimaldans (3.2) : pour toute hypersurfae géométriquement irrédutible W ′ qui n'estpas de torsion et telle qu'il existe une extension abélienne L′ de Q véri�ant
[L′(W ′) : L′] < δ, on a(3.3) µ̂ess(W ′) ≥ c(n)

ωL′(W ′)

(

log 2ωL′(W ′)

log log 5ωL′(W ′)

)−(1+6(n+1))

.Remarquons ensuite que la fontion
t 7→ t

(

log(2(deg W )t)

log log(5(deg W )t)

)1+6(n+1)est roissante sur [1;+∞[. De plus, pour tout ζ ∈ (Gn
m)tors , on a deg(ζW ) =

deg(W ) et µ̂ess(ζW ) = µ̂ess(W ). En partiulier, (3.2) et (3.3) impliquent quepour tout ζ ∈ (Gn
m)tors et toute extension abélienne L′ de Q, on a(3.4) [L′(ζW ) : L′] ≥ δ.En�n, soit A l'ensemble des extensions abéliennes L′ de Q telles qu'il existe

ζ ∈ (Gn
m)tors véri�ant [L′(ζW ) : L′] = δ. Posons

ẽ = min
L∈A

ẽ(L).Quitte à remplaer W par ζW pour un ertain ζ ∈ (Gn
m)tors et L par L′ ∈ A,nous pouvons supposer que L véri�e les deux onditions suivantes :(3.5) [L(W ) : L] = δ,(3.6) ẽ(L) = ẽ.De plus, par un argument galoisien, nous avons le diagramme

L(W )

δ

vvvvvvvvvv

LLLLLLLLLL

L

HHHHHHHHHH Q(W )

δ

rrrrrrrrrr

L ∩ Q(W )

QÉtant donné que L ∩ Q(W ) est une extension abélienne de Q et que
ẽ(L ∩ Q(W )) ≤ ẽ(L) = ẽ,



3.3 � Rédutions 55on a ẽ(L ∩ Q(W )) = ẽ. Cela nous permet de supposer, quitte à remplaer Lpar L ∩ Q(W ), que L ⊆ Q(W ), 'est-à-dire(3.7) Q(W ) = L(W ).Remarquons en�n que l'on peut également supposer(3.8) ∀ζ ∈ (Gn
m)tors, Q(ζW ) ⊆ Q(W ) ⇒ Q(ζW ) = Q(W ).En e�et, s'il existe ζ tel que Q(ζW ) ( Q(W ), nous avons L(ζW ) ⊆ L(W ), equi implique néessairement (par 3.4) L(ζW ) = L(W ) = Q(W ). Nous avonsainsi le diagramme

Q(W )

δ

uu
uu

uu
uu

uu
u

MMMMMMMMMMM

L

II
II

II
II

II
I Q(ζW )

δ

qqqqqqqqqqq

L ∩ Q(ζW )

QPar le même argument, nous pouvons don remplaer W par ζW et L par
L ∩ Q(ζW ). Nous pouvons itérer e proédé, jusqu'à obtenir (3.8) (nombred'itérations �ni ar le degré déroît stritement à haque étape).Ainsi, nous onsidérons désormais une hypersurfae géométriquement irré-dutible W qui n'est pas de torsion et une extension abélienne L de Q ontenuedans Q(W ) qui satisfont (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6), (3.7) et (3.8).Notation. Soit m ∈ N∗. Dans toute la suite, nous noterons Vm la variétédé�nie par(3.9) Vm =

⋃

σ∈Gal(Q̄/L)

[m]σ(W ) = [m]WL.On dé�nit également un ensemble de premiers � exeptionnels � :
Eexc(V1) = {p premiers, p | |GV1/G

0
V1
|},et on note P son omplémentaire dans l'ensemble des nombres premiers. En�n,nous noterons s la dimension du stabilisateur de W .Lemme 3.9. � Soit p ∈ P. Alorsi) p ne divise pas |GW /G0

W |,



56 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesii) L([p]W ) = L(W ),iii) deg(Vp) = pn−1−sωL(W ).Démonstration. � i) On montre failement que GW ⊆ GV1 et G0
W = G0

V1
.Ainsi GW /G0

W est un sous-groupe de GV1/G
0
V1

et p ne divise pas |GW /G0
W |.

ii) Il su�t de montrer que L([p]W, ζp) = L(W, ζp) : le lemme 3.8 nous indiquealors l'existene de ζ ∈ ker([p]) tel que L(ζW ) = L([p]W ). Les hypothèses (3.4)et (3.5) faites sur W nous donnent ainsi :
δ = [L(W ) : L] ≥ [L([p]W ) : L] = [L(ζW ) : L] ≥ δ.On en déduit L([p]W ) = L(W ).Considérons l'extension abélienne

L([p]W, ζp) ⊆ L(W, ζp).Supposons qu'il existe un élément σ 6= Id dans Gal(L(W, ζp)/L([p]W, ζp)) etnotons σ̃ un de ses prolongements à Q̄. On a
[p]σ̃W = σ̃[p]W = [p]Wdon il existe ξ ∈ ker[p] di�érent de (1, . . . , 1) véri�ant σ̃(W ) = ξW . Pour

τ ∈ Gal(Q̄/L), il existe l ∈ Z tel que que τ−1ξ = ξl. Puisque σ(ξ) = ξ on a
ξτ(W ) = τ(ξlW ) = (τ ◦ σ̃l)(W ).Don ξ ∈ GV1 . Mais omme G0

V1
= G0

W et σ 6= Id, on a ξ 6∈ G0
V1
. On en déduitque p divise |GV1/G

0
V1
|, e qui ontredit l'hypothèse p ∈ P. On a don bien

L([p]W, ζp) = L(W, ζp) et le point (ii) est établi.
iii) Le point préédent nous assure que [p]W et W ont le même nombre

[L(W ) : L] de onjugués au-dessus de L. D'où
deg(Vp) = [L(W ) : L] deg([p]W ).Or, d'après (i), | ker[p] ∩ GW /G0

W | = 1. Don deg([p]W ) = pn−1−s deg W , etla preuve du lemme est ahevée.3.4. Lemmes pour l'extrapolationLemme 3.10. � Soit p un nombre premier. Soit (π1 · · · πr)
ep(L) la déom-position de (p) dans OL. Alors il existe un élément Φp du groupe de GaloisGal(L/Q) tel que pour tout entier algébrique γ ∈ L, on a

γp − Φpγ ≡ 0 mod π1 · · · πr.



3.4 � Lemmes pour l'extrapolation 57Démonstration. � Voir le lemme 3.1 de [AmZa00℄.Lemme 3.11. � Soit p ∈ P. Alors il existe un sous-groupe Hp de Gal(L/Q)d'ordre
|Hp| ≥ min{ep(L), p}tel que, pour tout entier algébrique γ ∈ L et pour tout σ ∈ Hp, on a(3.10) γp − σγp ≡ 0 mod pOL.et, pour tout prolongement τ ∈ Gal(Q̄/Q) de σ ∈ Hp\{Id},

τ [p]W 6= [p]W.Démonstration. � Si p n'est pas rami�é dans L alors ep(L) = 1 et Hp = {Id},auquel as le lemme est trivial. Si p est rami�é dans L alors p est égalementrami�é dans Q(ζm), don p|m. Notons Gp le groupe Gal(Q(ζm)/Q(ζm/p)) quiest ylique d'ordre p si p2|m, d'ordre p−1 sinon. Par minimalité de m, L n'estpas stable sous l'ation de Gp don Gp induit par restrition un sous-groupenon trivial Hp de Gal(L/Q). Si p2|m, alors néessairement |Hp| = p. Si p2 ∤ m,alors |Hp| divise (p − 1) et |Hp| ≥ ep(L) ar p n'est pas rami�é dans Q(ζm/p).Soit γ ∈ L un entier algébrique. En partiulier, γ est un entier de Q(ζm),don s'érit γ = f(ζm), ave f ∈ Z[X]. Soit σ ∈ Hp. Cet automorphisme est larestrition à L d'un ertain σ̃ ∈ Gp. Comme Q(ζm/p) est stable par l'ation de
σ̃, on a σ̃(ζp

m) = ζp
m. On obtient ainsi, à l'aide du petit théorème de Fermat :

σ̃γp = σ̃f(ζm)p ≡ σ̃f(ζp
m) = f(ζp

m) ≡ γp mod pZ[ζm].Ce qui, par restrition à L, nous donne (3.10).En�n, soient σ ∈ Hp\{Id} et τ ∈ Gal(Q̄/Q) un prolongement de σ. Sup-posons que τ [p]W = [p]W . Cei équivaut à dire que Q([p]W ) est stable sousl'ation de τ . Notons E le sous-orps de L �xé par σ. On a alors Q([p]W )∩L ⊆ Edon E([p]W ) ∩ L = E. Par un argument galoisien, les � �tés � opposés dudiagramme suivant ont même degré :



58 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaes
L([p]W )

ppppppppppppp

QQQQQQQQQQQQ

L

NNNNNNNNNNNNN E([p]W )

mmmmmmmmmmmm

(E =)L ∩ E([p]W )

QOn en déduit
[L([p]W ) : E([p]W )] = [L : E].De plus, par le lemme 3.9 et l'égalité (3.7), on a(3.11) L([p]W ) = L(W ) = Q(W ).Ainsi [Q(W ) : E([p]W )] = [L : E]. D'une part, omme E ( L (sinon σ = Id),on a [L : E] > 1. D'autre part, omme l'extension L/E est galoisienne,(3.12) [L : E] = |Gal(L/E)| = ordre(σ) ≤ |Hp| ≤ p.On a don l'enadrement(3.13) 2 ≤ [Q(W ) : E([p]W )] ≤ p.Nous allons montrer que e degré est exatement p. Pour ela onsidéronsune raine primitive p-ième de l'unité, notons-la ζp, et les extensions yliques

Q(W, ζp)/Q(W ), E([p]W, ζp)/E([p]W ) et Q([p]W, ζp)/Q([p]W ) dont le degrédivise p − 1. Remarquons que l'on a (voir (3.11))
Q([p]W, ζp) ⊆ E([p]W, ζp) ⊆ L([p]W, ζp) = L(W, ζp) = Q(W, ζp).Par ailleurs, par le lemme 3.8, l'extension Q(W, ζp)/Q([p]W, ζp) est abélienne dedegré une puissane de p. Il en est don de même pour l'extension intermédiaire

Q(W, ζp)/E([p]W, ζp). Supposons que Q(W, ζp) = E([p]W, ζp). On a
E([p]W, ζp) ⊆ E(W, ζp) ⊆ L(W, ζp) = Q(W, ζp)don E(W, ζp) = E([p]W, ζp). Le lemme 3.8 implique alors l'existene d'un

ζ ∈ ker[p] tel que E(ζW ) = E([p]W ). Ainsi :
Q(ζW ) ⊆ E(ζW ) = E([p]W ) ⊆ L([p]W ) = L(W ) = Q(W ).



3.4 � Lemmes pour l'extrapolation 59L'hypothèse (3.8) faite sur W implique que es six orps sont égaux ; en parti-ulier Q(W ) = E([p]W ), e qui est impossible d'après (3.13). Don [Q(W, ζp) :

E([p]W, ζp)] = pα, ave α ≥ 1. Ainsi p divise
[Q(W, ζp) : E([p]W )] = [Q(W, ζp) : Q(W )][Q(W ) : E([p]W )].Or [Q(W, ζp) : Q(W )] divise p − 1 don, par le lemme de Gauss, p divise

[Q(W ) : E([p]W )]. L'enadrement (3.13) implique alors
[Q(W ) : E([p]W )] = p.On a ainsi montré que [L : E] = [Q(W ) : E([p]W )] = p. On déduit alors de(3.12) que le ardinal de Hp est p. Il en est don de même pour Gp. Notons qla quantité ẽp(L) et �xons une raine primitive q-ième de l'unité ζq = ζ

(m/q)
m .Comme L(ζq) ⊆ Q(ζm), le groupe de Galois Gp induit par restrition un sous-groupe non trivial de Gal(L(ζq)/Q), qui est néessairement ylique d'ordre p.Notons F le orps �xé par e sous-groupe et ρ un générateur de Gal(L(ζq)/F).Alors E ⊆ F et(3.14) ρζq = ζ̃pζqoù ζ̃p est une raine primitive p-ième de l'unité.Nous allons montrer qu'il existe ζ ∈ (Gn

m)tors tel que F(ζW ) ⊆ F([p]W ).Nous pouvons supposer que F([p]W ) ( F(W ), sinon notre a�rmation est tri-viale ; don F([p]W ) ( L(W, ζq). De plus, par un argument galoisien, on a
[L([p]W, ζq) : F([p]W )] qui divise [L(ζq) : F] = p. Or L([p]W, ζq) = L(W, ζq),don

[L(W, ζq) : F([p]W )] = [L([p]W, ζq) : F([p]W )] = p.En utilisant de nouveau un argument galoisien, on obtient que la restrition
r : Gal(L(W, ζq)/F([p]W )) → Gal(L(ζq)/F)est un isomorphisme de groupes. Soit ρ̃ un générateur de Gal(L(W, ζq)/F([p]W ))tel que ρ̃|L(ζq) = ρ. Il existe alors ξ = (ζ̃α1

p , . . . , ζ̃αn
p ) ∈ ker[p] tel que

ρ̃W = ξWet, par (3.14),
ρ̃ζq = ζ̃pζq.Si on pose ζ = (ζ−α1

q , . . . , ζ−αn
q ), alors on a

ρ̃(ζW ) = ρ̃(ζ)ρ̃(W ) = (ζ̃−α1
p ζ−α1

q , . . . , ζ̃−αn
p ζ−αn

q )ξW = ζW.Ainsi ζW est stable sous l'ation de Gal(L(W, ζq)/F([p]W )) don F(ζW ) ⊆
F([p]W ).



60 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesOn en déduit
[F(ζW ) : F] ≤ [F([p]W ) : F] ≤ [E([p]W ) : E] = δ.Or, omme F ⊆ Q(ζm/p), on a ẽ(F) < ẽ(L). On vient ainsi de ontredirel'hypothèse (3.6) faite sur W , e qui ahève la démonstration du lemme.3.5. Constrution de la fontion auxiliaireSoit S un sous-espae vetoriel de Q̄l de dimension d. On dé�nit la hauteur

h2 de S omme le fait W. Shmidt (voir [Sh96, hap 1, �8℄) par
h2(S) =

∑

v

[Fv : Qv]

[F : Q]
log ||x1 ∧ · · · ∧ xd||v,L2 ,où x1, . . . ,xd est une base de S sur un orps de nombres F quelonque surlequel S est rationnel, et || · ||v,L2 est la norme du sup si v est ultramétrique,la norme eulidienne sinon. Pour x ∈ Q̄l, nous noterons h2(x) la hauteur dusous-espae engendré par x.Nous énonçons maintenant un théorème permettant de onstruire une fon-tion auxiliaire dont le degré et la hauteur sont ontr�lés.Théorème 3.12. � Soit V une hypersurfae de Gn

m de degré Ω. Soient L et Tdeux entiers naturels non nuls tels que L ≥ ΩT . Alors, pour tout ε stritementpositif, il existe un polyn�me non nul F ∈ Q̄[X1, · · · ,Xn] à oe�ients entiersalgébriques, de degré inférieur ou égal à L, identiquement nul sur V à un ordresupérieur ou égal à T tel que
h2(F ) ≤ r

(

(T + n) log(L + 1) + L(µ̂ess(V ) + ε)
)

+
1

2
log

(

L + n

n

)ave
r =

(L+n
n

)

−
(L−ΩT+n

n

)

(L−ΩT+n
n

)et où, par dé�nition, la hauteur d'un polyn�me est la hauteur de la famille deses oe�ients.Démonstration. � Nous noterons enore V l'adhérene de Zariski de V dans
Pn. Soit P ∈ Q̄[X0, · · · ,Xn], homogène, générateur de l'idéal assoié à V (ona deg P = Ω). L'ensemble E des polyn�mes homogènes de Q̄[X0, · · · ,Xn]de degré L identiquement nuls à un ordre supérieur ou égal à T sur V estonstitué des polyn�mes G.P T , où G ∈ Q̄[X0, · · · ,Xn] est homogène de degré
L−ΩT . Si on y ajoute le polyn�me nul, 'est un Q̄-espae vetoriel de dimension
(L−ΩT+n

n

).



3.6 � Extrapolation 61La démonstration est alors exatement elle du théorème 2.2 de [AmDa03℄où l'on a substitué E ∪ {0} à [P(T )]L et H(P(T );L) à (L+n
n

)

−
(L−ΩT+n

n

)

.Nous obtenons ainsi un polyn�me F à oe�ients algébriques qui satisfait lespropriétés voulues. Quitte à multiplier F par un entier algébrique (e qui nemodi�e en rien sa hauteur), on peut supposer que F est à oe�ients entiersalgébriques, e qui donne le résultat souhaité.Corollaire 3.13. � Soit V une hypersurfae de Gn
m de degré Ω, qui n'est pasde torsion. Soient L et T deux entiers naturels non nuls tels que L ≥ 2ΩT .Alors il existe un polyn�me non nul F ∈ Q̄[X1, · · · ,Xn] à oe�ients entiersalgébriques, de degré inférieur ou égal à L, nul sur V à un ordre supérieur ouégal à T tel que

h2(F ) ≤ 2n+1ΩT

L

(

(T + n) log(L + 1) + 2Lµ̂ess(V )
)

+
n

2
log(L + 1).Démonstration. � Comme V n'est pas de torsion, il su�t d'appliquer le théo-rème préédent ave ε = µ̂ess(V ), d'utiliser l'inégalité (L+n

n

)

≤ (L + 1)n et deremarquer que si L ≥ 2ΩT , on a
(

L+n
n

)

−
(

L−ΩT+n
n

)

(

L−ΩT+n
n

) ≤ 2n+1ΩT

L
.

3.6. ExtrapolationNous utiliserons à plusieurs reprises un lemme d'approximation qui permetd'exhiber un � dénominateur ommun � loal :Lemme 3.14. � Soient K un orps de nombres, v0 une plae ultramétriquede K et γ1, . . . , γn des éléments de K. Alors il existe un élément β ∈ OK telque βγ1, . . . , βγn ∈ OK et |β|v0 = max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1.Démonstration. � Fixons une plae arhimédienne quelonque ṽ et notons Σl'ensemble �ni
Σ = {v ∈ Mk | v ∤ ∞ et max{|γ1|v, . . . , |γn|v} > 1} ∪ {v0}.Pour toute plae v ∈ Σ, notons θ−1

v elui des éléments de γ1, . . . , γn de valeurabsolue maximale en v (si v = v0 et si max{|γ1|v0 , . . . , |γn|v0} < 1, on pose



62 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaes
θv0 = 1). D'après le théorème de [CF67, hap. II, 15, page 67℄, il existe unélément β ∈ K tel que

{

|β − θv|v < max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.En utilisant l'inégalité ultramétrique, on en déduit
{

|β|v = max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.En partiulier, pour toute plae �nie v de K on a |β|v ≤ 1 (don β ∈ OK)et pour tout i ∈ [[1, n]], |βγi|v ≤ 1 (don βγi ∈ OK). En�n, on a bien |β|v0 =

max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1 ar v0 ∈ Σ. Le lemme est don établi.Proposition 3.15. � Soit p un nombre premier et soient T1 et L1 deux en-tiers naturels non nuls. Supposons qu'il existe un polyn�me non nul F1 à oef-�ients entiers algébriques, de degré au plus L1, identiquement nul sur V1 avemultipliité supérieure ou égale à T1. Soit v une valuation sur Q̄ qui prolongela valuation p-adique. Alors, pour tout α ∈ W et pour tout τ qui prolonge Φp,on a
|F τ

1 (αp)|v ≤ p−T1/ep(L) max {1, |α1|v, · · · , |αn|v}pL1 .Démonstration. � Si pOL = (π1 · · · πr)
ep(L), notons Q l'idéal π1 · · · πr. Soient

α ∈ W et τ ∈ Gal(Q̄/Q) un prolongement de Φp. D'après le lemme 3.14, ilexiste une équation réduite f ∈ OL[X ] de V1 telle que |f τ |v = 1.Par le petit théorème de Fermat et le lemme 3.10, on a
f(X)p ≡ f τ (Xp) mod QOL[X].En utilisant de nouveau le lemme 3.14, il existe η ∈ OQ(α) tel que

ηα1, . . . , ηαn ∈ OQ(α) et |η|v = max {1, |α1|v , . . . , |αn|v}−1 .On a alors
|ηp deg(f)f τ (αp)|v = |ηp deg(f)f(α)p − ηp deg(f)f τ (αp)|v ≤ p−1/ep(L).Don

|f τ (αp)|v ≤ p−1/ep(L) max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}p deg(f) .Comme F1 est à oe�ients entiers algébriques et |f τ |v = 1, nous avons lafatorisation F1 = q · fT1 ave |qτ |v ≤ 1. Ainsi
|F τ

1 (αp)|v ≤ p−T1/ep(L) max {1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL1 .



3.6 � Extrapolation 63Dans le as où la rami�ation est � grande �, l'étape d'extrapolation estdi�érente. Nous devons au préalable établir un lemme tehnique.Notation. Soit n ∈ N∗ et f un polyn�me. Nous noterons fn le polyn�me dontles oe�ients sont obtenus en élevant eux de f à la puissane n.Lemme 3.16. � Soient p un nombre premier, K un orps de nombres et OKson anneau d'entiers. Soient f ∈ OK[X] et ζ ∈ ker[p]. Alors ∏p−1
j=0 f(ζjX) ∈

OK[X] et
p−1
∏

j=0

f(ζjX) ≡ fp(X
p) mod pOK[X].Démonstration. � Soit ζp une raine primitive p-ième de l'unité. Il existe

(a1, . . . , an) ∈ Nn tels que ζ = (ζa1
p , . . . , ζan

p ). On peut alors érire le produit
∏p−1

j=0 f(ζjX) omme un résultant :
p−1
∏

j=0

f(ζjX) = ResY (f(Y a1X1, . . . , Y
anXn), Y p − 1).Cei implique que e produit est un polyn�me à oe�ients dans OK. De plus,modulo pOK[X], on a

p−1
∏

j=0

f(ζjX) ≡ ResY (f(Y a1X1, . . . , Y
anXn), (Y − 1)p)

≡ f(X)p

≡ fp(X
p) ,e qui nous donne la ongruene annonée.Lemme 3.17. � Soient p ∈ P, v une plae de OL au-dessus de p et τ ∈

Gal(Q̄/Q) tel que τ|L ∈ Hp. Il existe alors un polyn�me g ∈ OL[X ] tel que� g est une équation réduite de Vp,� |gτ |v = 1,� il existe t ∈ N∗ tel que g(Xp) ≡ f(pt)(X
pt

) mod pOL[X ], où f ∈ OL[X]est une équation réduite de V1.Démonstration. � Considérons l'ensemble algébrique(3.15) [p]−1Vp =
⋃

ζ∈ker[p]

ζV1 =
⋃

ζ∈H

ζV1 ,



64 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesoù H est le groupe quotient
H =

(

ker[p]/ker[p]∩GV1

)

.(Remarquons que pour ζ ∈ H la variété ζV1 est bien dé�nie ar elle-i nedépend pas, par onstrution de H, du représentant de ζ hoisi dans ker[p].)Dans le dernier membre de la suite d'égalités (3.15), la réunion est onstituéed'hypersurfaes n'ayant auune omposante irrédutible ommune. En e�et,d'une part la réunion est faite modulo le stabilisateur de V1, e qui nous assureque pour deux éléments distints ζ et ζ̃ de H, on a ζV1 6= ζ̃V1 ; d'autre part,pour tout plongement σ : L(W ) →֒ Q̄ qui �xe L, on a Gσ(W ) ⊆ GV1 don,de même, ζσ(W ) 6= ζ̃σ(W ). En�n, si l'on suppose l'existene de σ et σ̃ deuxplongements distints de L(W ) dans Q̄ tels que σ|L = σ̃|L = Id et pour lesquelson a ζσ(W ) = ζ̃σ̃(W ) (ave ζ, ζ̃ ∈ ker[p]), ei implique, par multipliationpar p, que σ([p]W ) = σ̃([p]W ), e qui est impossible ar L(W ) = L([p]W )(voir lemme 3.9).Soit f ∈ OL[X ] une équation réduite de V1 telle que |f τ |v = 1 (voir propo-sition 3.15) ; on pose
h(X) =

∏

ζ∈H

f(ζX),où l'on hoisit pour haque fateur du produit un représentant de la lassed'équivalene. Alors, d'après e qui préède, le polyn�me h est une équationréduite pour [p]−1Vp. En e�et, soient s la dimension du stabilisateur de V1 et
ζ1, · · · , ζn−s une base d'un supplémentaire de ker[p]∩GV1 dans ker[p]. Posons

h(X) =
∏

(a1,...,an−s)∈(Z/pZ)n−s

f(ζa1
1 · · · ζan−s

n−s X).Grâe au lemme 3.16 et par réurrene, on a(3.16) h ∈ OL[X ] et h(X) ≡ fpn−s(Xpn−s

) mod pOL[X].Par ailleurs, on a également
∏

ζ∈ker[p]

f(ζX) ∈ OL[Xp],et pour tout ζ̃ ∈ ker[p],
∏

ζ∈ker[p]∩GV1

f(ζ̃ζX) = (f(ζ̃X))p
s

.



3.7 � Démonstration du théorème 3.5 65On en déduit h(X)p
s ∈ OL[Xp]. Comme h n'est pas un mon�me (h dé�nitune sous-variété de Gn
m), on a également h ∈ OL[Xp]. On dé�nit alors g par

g(Xp) = h(X).Ainsi, g est à oe�ients dans OL et est une équation réduite de Vp ; paronstrution, ayant hoisi f tel que |f τ |v = 1, on a également |gτ |v = 1 ; en�n,omme s ≤ n − 2, la ongruene (3.16) nous assure la dernière assertion dulemme.Proposition 3.18. � Soit p ∈ P et soient T2 et L2 deux entiers naturelsnon nuls. Supposons qu'il existe un polyn�me non nul F2 à oe�ients entiersalgébriques, de degré au plus L2, identiquement nul sur Vp ave multipliitésupérieure ou égale à T2. Soit v une valuation de Q̄ qui prolonge la valuation
p-adique. Alors, pour tout α ∈ W et pour tout τ qui prolonge un élément Hp,on a

|F τ
2 (αp)|v ≤ p−T2 max {1, |α1|v, · · · , |αn|v}pL2 .Démonstration. � Soient α ∈ W et τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τ|L ∈ Hp. On suitalors exatement le même raisonnement que dans la preuve de la proposition3.15, en substituant le polyn�me g onstruit dans le lemme 3.17 à f , l'idéal (p)à Q, et en remarquant

gτ (Xp) ≡
(

fpt

)τ
(Xpt

) mod pOL[X] (lemme 3.17)
≡ fpt(Xpt

) mod pOL[X] (lemme 3.11)
≡ f(X)p

t

mod pOL[X].3.7. Démonstration du théorème 3.5La démonstration suit le shéma lassique d'une preuve de transendane :nous onstruisons tout d'abord une fontion auxiliaire s'annulant ave fortemultipliité sur une ertaine variété (étape d'interpolation) ; puis nous en dé-duisons l'annulation de ette fontion sur une variété de � grand � degré (étaped'extrapolation) pour aboutir à une ontradition.Dans toute la suite, nous noterons ci, i ∈ N, des nombres réels stritementpositifs ne dépendant (éventuellement) que de n. Nous noterons également Cun nombre réel stritement positif ne dépendant que de n et su�sammentgrand pour que les inégalités i-dessous soient vraies. En�n, pour alléger les



66 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesnotations, on pose
∆(W ) =

log(2ωL(W ))

log log(5ωL(W ))
.Nous �xons maintenant deux paramètres :

N = C9∆(W )5 log(2ωL(W ))et E = C3∆(W )2.Soit Λ l'ensemble de nombres premiers p ∈ P tels que N/2 ≤ p ≤ N . Lelemme suivant nous renseigne sur le ardinal de Λ.Lemme 3.19. � On a
|Λ| ≥ c1

N

log C · log log(5ωL(W ))
.Démonstration. � Par le théorème des nombres premiers, il existe c2 > 0 telque l'ensemble des nombres premiers ompris entre N/2 et N soit de ardinalsupérieur à

c2
N

log N
≥ c3

N

log C · log log(5ωL(W ))
.Par ailleurs, il y a au plus log(|GV1/G

0
V1
|)/ log 2 premiers qui divisent |GV1/G

0
V1
|et l'on a

|GV1/G
0
V1
| ≤ deg(GV1) ≤ deg(V1)

n = ωL(W )n.Nous pouvons ainsi majorer le ardinal de Eexc(V1) :
|Eexc(V1)| ≤

n

log 2
log ωL(W ).Il existe don un réel c1 stritement positif tel que le lemme soit vrai.Notons maintenant Λ1 l'ensemble des premiers p ∈ Λ tels que ep(L) ≤ E et

Λ2 son omplémentaire dans Λ. Nous distinguons alors deux as.3.7.1. Une majorité de premiers de Λ sont � peu � rami�és.Supposons en e�et
|Λ1| ≥

c1

2

N

log C · log log(5ωL(W ))
.Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres suivants :

L1 =
[

C8ωL(W )∆(W )6
] et T1 =

[

C4∆(W )3
]

.L'étape d'interpolation onsiste en la onstrution d'une fontion auxiliairede petite hauteur s'annulant ave forte multipliité sur V1 :



3.7 � Démonstration du théorème 3.5 67Proposition 3.20. � Il existe un polyn�me non nul F1 à oe�ients entiersalgébriques de degré inférieur ou égal à L1, nul à un ordre supérieur ou égal à
T1 sur V1 et tel que(3.17) h2(F1) ≤ c4 log C · log(2ωL(W )).Démonstration. � Remarquons tout d'abord que l'on a

µ̂ess(V1) = µ̂ess(W ) et deg(V1) = ωL(W ).Ainsi L1 ≥ 2 deg(V1)T1. Le orollaire 3.13 nous indique alors l'existene d'unpolyn�me non nul F1 à oe�ients entiers algébriques, de degré inférieur ouégal à L1, s'annulant sur V1 ave multipliité supérieure ou égale à T1, tel que
h2(F1) ≤

2n+1ωL(W )T1

L1

(

(T1 + n) log(L1 + 1) + 2L1µ̂
ess(W )

)

+
n

2
log(L1 + 1).Grâe au hoix des paramètres et à la majoration (3.2) de µ̂ess(W ), on a

h2(F1) ≤ c5 log C · log(2ωL(W )) + c6C
4ωL(W )∆(W )3µ̂ess(W )

≤ c5 log C · log(2ωL(W )) + c6C
4c(n)∆(W )2−6(n+1).Si c(n) ≤ C−4 log C, on a alors

h2(F1) ≤ c4 log C · log(2ωL(W )).La fontion auxiliaire ainsi onstruite s'annule alors sur des onjugués demultiples de W :Proposition 3.21. � Ave les notations préédentes, le polyn�me F1 estidentiquement nul sur τ−1[p]W pour tout p ∈ Λ1 et tout τ ∈ Gal(Q̄/Q) quiprolonge Φp.Démonstration. � Supposons qu'il existe un premier p ∈ Λ1 et un automor-phisme τ ∈ Gal(Q̄/Q) qui prolonge Φp tel que F τ
1 ne soit pas identiquementnul sur [p]W . Alors il existe α ∈ W de hauteur inférieure à 2µ̂ess(W ) tel que

F τ
1 (αp) 6= 0. Soit F un orps ontenant les oe�ients de F τ

1 et α. Soit v uneplae de F. Alors, par la proposition 3.15,si v | p, |F τ
1 (αp)|v ≤ p−T1/ep(L) max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL1 .Par ailleurs, on a les majorations usuelles :si v | ∞, |F τ

1 (αp)|v ≤ |F τ
1 |v(L1 + 1)n max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL1,si v ∤ ∞, |F τ

1 (αp)|v ≤ max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}pL1 .



68 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesLa formule du produit donne alors
0 =

1

[F : Q]

∑

v∈MF

[Fv : Qv] log |F τ
1 (αp)|v

≤ − T1

ep(L)
log p + pL1h(α) + h(F1) + n log(L + 1).En utilisant le fait que ep(L) ≤ E puis les inégalités (3.17) (en remarquant que

h(F1) ≤ h2(F1)) et (3.2), on obtient
0 ≤ −T1

E
log

N

2
+ 2NL1µ̂

ess(W ) + h2(F1) + n log(L + 1)

≤ −c7C log(2ωL(W )) + 2c8C
17ωL(W )∆(W )11 log(2ωL(W ))µ̂ess(W )

+c6 log C · log(2ωL(W )) + c9 log C · log(2ωL(W ))

≤ −c10C log(2ωL(W )) + c8C
17c(n)∆(W )11−6(n+1) log(2ωL(W )).Si c(n) < c−1

8 c10C
−16, on aboutit alors à une ontradition.On déduit de ette proposition que F1 s'annule sur

Ṽ1 =
⋃

p∈Λ1

⋃

τ :L([p]W )→֒Q̄

τ|L=Φp

τ−1[p]W.Par ailleurs, d'après le lemme 3.9, si p ∈ Λ1, on a
[L([p]W ) : L] = [L(W ) : L] = δ.Il existe don exatement δ morphismes distints τ : L([p]W ) →֒ Q̄ qui pro-longent Φp. De plus, le lemme 2.3 de [AmDa99℄ assure que si p 6= q et si τ1



3.7 � Démonstration du théorème 3.5 69et τ2 sont deux éléments de Gal(Q̄/Q), alors τ1([p]W ) 6= τ2([q]W ). D'où :
deg Ṽ1 =

∑

p∈Λ1

δ deg([p]W )

=
∑

p∈Λ1

pn−1−sδ deg W

≥ |Λ1|ωL(W )

(

N

2

)n−1−s

≥ c11
Nn−s

log C · log log(5ωL(W ))
ωL(W )

≥ c11
N

log C · log log(5ωL(W ))
ωL(W )

≥ c11
C

log C
L1,e qui onstitue une ontradition (pour C assez grand) puisque F1 est nul sur

Ṽ1 et deg F1 ≤ L1.3.7.2. Une majorité de premiers de Λ sont � très � rami�és.Supposons maintenant
|Λ2| ≥

c1

2

N

log C · log log(5ωL(W ))
.Nous introduisons alors les deux nouveaux paramètres

L2 =
[

C9(n−s)+2ωL(W )∆(W )6(n−s)+2
] et T2 = [C∆(W )]et nous onsidérons l'ensemble algébrique U , réunion d'hypersurfaes :

U =
⋃

p∈Λ2

Vp .Du lemme 3.9, on déduit
deg U ≤ |Λ2|Nn−1−sωL(W ) ≤ c12

Nn−s

log C · log log 5ωL(W )
ωL(W )et

µ̂ess(U) = max
p∈Λ2

µ̂ess([p]WL) ≤ Nµ̂ess(W ).Comme dans le as préédent, nous avons la proposition suivante :



70 Chapitre 3 � Cas des hypersurfaesProposition 3.22. � Il existe un polyn�me non nul F2 à oe�ients entiersalgébriques de degré inférieur ou égal à L2, nul à un ordre supérieur ou égal à
T2 sur U et tel que(3.18) h2(F2) ≤ c13 log C · log(2ωL(W )).Démonstration. � On a L2 ≥ 2T2 deg U . D'après le orollaire 3.13, il existedon un polyn�me non nul F2 à oe�ients entiers algébriques, de degré infé-rieur ou égal à L2, s'annulant sur U ave multipliité supérieure ou égale à T2,tel que
h2(F2) ≤

2n+1T2 deg U

L2

(

(T2 +n) log(L2 +1)+2L2Nµ̂ess(W )
)

+
n

2
log(L2 +1).Grâe aux hoix des paramètres et à la majoration (3.2) de µ̂ess(W ), on a

h2(F2) ≤ c14 log C · log(2ωL(W ))

+c15C
1+9(n+1−s)ωL(W )∆(W )1+6(n−s+1)µ̂ess(W )

≤ c14 log C · log(2ωL(W )) + c15C
1+9(n+s)c(n).Si c(n) ≤ C−(1+9(n−s+1)) log C, on a alors

h2(F2) ≤ c13 log C · log(2ωL(W )).Passons maintenant à l'extrapolation.Proposition 3.23. � Ave les notations préédentes, le polyn�me F2 estidentiquement nul sur τ [p]W pour tout p ∈ Λ2 et tout τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que
τ|L ∈ Hp.Démonstration. � Supposons qu'il existe un premier p ∈ Λ2 et un automor-phisme τ ∈ Gal(Q̄/Q) qui prolonge un élément de Hp tel que F τ

2 ne soit pasidentiquement nul sur [p]W . Alors il existe α ∈ W de hauteur inférieure à
2µ̂ess(W ) tel que F τ

2 (αp) 6= 0. Soit F un orps ontenant les oe�ients de F τ
2et α. Soit v une plae de F. Alors, par la proposition 3.18,si v | p, |F τ

2 (αp)|v ≤ p−T2 max{1, |α2|v, . . . , |αn|v}pL2 .La formule du produit donne alors
0 =

1

[F : Q]

∑

v∈MF

[Fv : Qv] log |F τ
2 (αp)|v

≤ −T2 log p + pL2h(α) + h(F2) + n log(L + 1).



3.7 � Démonstration du théorème 3.5 71En utilisant les inégalités (3.18) et (3.2), on obtient
0 ≤ −T2 log

N

2
+ 2NL2µ̂

ess(W ) + h2(F2) + n log(L + 1)

≤ −c17C log(2ωL(W ))

+c18ωL(W )C2+9(n−s+1)∆(W )1+6(n−s+1) log log(5ωL(W ))µ̂ess(W )

≤ −c17C log(2ωL(W )) + c18C
2+9(n+1)c(n) log log(5ωL(W )),e qui onstitue une ontradition dès que c(n) < c18

−1c17C
−(1+9(n+1)).On déduit de ette proposition que F2 s'annule sur Ũ , où

Ũ =
⋃

p∈Λ2

⋃

τ :L([p]W )→֒Q̄

τ|L∈Hp

τ [p]W.Soient p ∈ Λ2 et σ ∈ Hp. Comme dans le as préédent, il existe exatement
δ morphismes distints τ : L([p]W ) →֒ Q̄ qui prolongent σ. De plus, la dernièreassertion du lemme 3.11 assure que si σ̃ ∈ Hp\{σ} et si τ et τ̃ ∈ Gal(Q̄/Q)sont tels que τ|L = σ et τ̃|L = σ̃ , alors τ([p]W ) 6= τ̃([p]W ). Assoiant elaau fait que si p 6= q et si τ1, τ2 ∈ Gal(Q̄/Q), alors τ1([p]W ) 6= τ2([q]W ), onobtient

deg Ũ =
∑

p∈Λ2

δ|Hp|deg([p]W )

= ωL(W )
∑

p∈Λ2

|Hp|pn−1−s.En�n remarquons que le ardinal de Hp véri�e
|Hp| ≥ max(p, ep(L)) ≥ max(N/2, E) ≥ E.On a alors

deg Ũ ≥ ωL(W )|Λ2|E
(

N

2

)n−1−s

≥ c19
Nn−s

log C · log log(5ωL(W ))
EωL(W )

≥ c20
C

log C
L2,e qui est de nouveau une ontradition et ahève la preuve du théorème.





CHAPITRE 4CAS DES POINTS
4.1. IntrodutionNous nous proposons dans e hapitre de poursuivre l'étude du problème deLehmer dans un tore, amorée par F. Amoroso et S. David dans [AmDa99℄et [AmDa04℄. Soit n un entier naturel non nul. Nous onsidérons le plonge-ment � naturel � de Gn

m dans Pn. La hauteur (normalisée) d'un point α =

(α1, . . . , αn) ∈ Gn
m est don la hauteur de Weil logarithmique et absolue(ave la norme du sup aux plaes arhimédiennes) h(α) du point projetif

(1 : α1 : . . . : αn). Cette hauteur est nulle si seulement si α est un point detorsion, 'est-à-dire un point dont les oordonnées sont des raines de l'unité.Le problème de Lehmer onsiste à déterminer la minoration optimale de lahauteur h(α) si α n'est pas de torsion.Dans le as n = 1, le problème de Lehmer � lassique � est le suivant :Conjeture 4.1. � Il existe un nombre réel c stritement positif tel que pourtout α ∈ Gm(Q̄) qui n'est pas une raine de l'unité, on a
h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]
.Si l'on ne suppose rien de plus sur α, 'est la meilleure minoration possibleétant donné que h(21/d) = (log 2)/d. Dans ette diretion, le meilleur résultatà e jour est la minoration de E. Dobrowolski :

h(α) ≥ c

[Q(α) : Q]

(

log(3[Q(α) : Q])

log log(3[Q(α) : Q])

)3

,où c est un réel stritement positif. Par la suite F. Amoroso et U. Zanniermontrent dans [AmZa00℄ que l'on a le même type de minoration en remplaçantle degré total [Q(α) : Q] de α par le degré � non abélien � de α, 'est-à-dire



74 Chapitre 4 � Cas des points
[Qab(α) : Qab], où Qab désigne l'extension abélienne maximale de Q : 'est leproblème de Lehmer � relatif �.Par ailleurs, dans [AmDa99℄, F. Amoroso et S. David énonent une onje-ture qui est l'analogue en dimension supérieure du problème de Lehmer. L'inva-riant à onsidérer en dimension supérieure n'est plus le degré, mais une notionplus géométrique : l'indie d'obstrution.Dé�nition 4.2. � Soient α ∈ Gn

m(Q̄) et K un sous-orps de Q̄. On appelleindie d'obstrution de α relativement à K (ou sur K) et on note ωK(α) leplus petit degré(1) d'une hypersurfae de Gn
m dé�nie sur K ontenant α.La onjeture peut alors se formuler ainsi :Conjeture 4.3. � Soit n un entier naturel non nul. Il existe un nombre réel

c(n) tel que pour tout α ∈ Gn
m(Q̄) à oordonnées multipliativement indépen-dantes, on a

h(α) ≥ c(n)

ωQ(α)
.La version � relative � de ette onjeture orrespond à elle où l'on remplae

ωQ(α) par ωQab(α). Notons que l'on ne peut, dans ette onjeture, faire l'éo-nomie de l'hypothèse d'indépendane multipliative des oordonnées de α : ilsu�t de onsidérer le point αd = (21/d, . . . , 21/d), d ∈ N∗, dont la hauteur peutêtre arbitrairement petite et qui véri�e ωQ(αd) = ωQab(αd) = 1. Rappelonségalement que faire ette hypothèse équivaut à supposer que α n'appartient àauune sous-variété de torsion, 'est-à-dire une réunion de translatés de sous-tores par des points de torsion. Dans [AmDa99℄, F. Amoroso et S. Davidmontrent l'analogue du résultat de E. Dobrowolski, puis dans [AmDa04℄, uneversion � semi-relative � :Théorème 4.4. � Pour tout entier naturel non nul, il existe des nombresréels stritement positifs c(n), κ(n) et µ(n) ne dépendant que de n et e�eti-vement alulables tels que la propriété suivante soit vraie.Soient L une extension ylotomique de Q et α un point de Gn
m(Q̄). Si

h(α) ≤ c(n)−1ωL(α)−1(log(3[L : Q]ωL(α)))−κ(n),

(1)Le plongement de Gn
m dans Pn ayant été �xé, on entend par degré d'une sous-variété de

Gn
m le degré de son adhérene de Zariski dans Pn.



4.1 � Introdution 75alors il existe une sous-variété de torsion B dé�nie sur L et ontenant α telleque
(deg B)1/codim(B) ≤ c(n)ωL(α)(log(3[L : Q]ωL(α)))µ(n).Le but de e qui suit est d'obtenir une minoration similaire en supprimantla dépendane en le degré L, qui n'est pas satisfaisante si le degré [L : Q] estpathologiquement grand par rapport à ωL(α) ('est-à-dire si [L : Q] n'est paspolynomial en ωL(α)). Pour obtenir un tel théorème, nous sommes ontraintsde faire une hypothèse tehnique sur α ∈ Gn

m et L extension abélienne de Q,dont voii l'énoné :Hypothèse (Hα,L) : Pour tout sous-tore H de Gn
m, pour tout entier naturel

l, pour tout nombre premier p rami�é dans L et pour tout onjugué(2) α̃ de α,on a(4.1) (α̃α−1)l 6∈ H =⇒ (α̃α−1)lp 6∈ H.En d'autres termes, ette hypothèse a�rme que si αl et α̃l sont indépendantsmodulo H alors il en va de même pour leurs puissanes p-ièmes. En réalité, nousutilisons une version plus faible de ette hypothèse. En partiulier, l'assertion(4.1) n'est requise que pour des sous-tores H, des entiers l et des premiers
p dont nous ontr�lons degrés et valeurs (en fontion de ωL(α)). Nous avonsénoné ii une version plus forte dans un soui de onision et de larté. Laversion plus faible que nous utiliserons sera donnée au paragraphe 5. Nouspouvons maintenant énoner notre résultat :Théorème 4.5. � Soit n un entier naturel non nul. Posons

κ(n) =
(

2(n + 1)2(n + 1)!
)n et µ(n) = 2κ(n).Il existe un nombre réel stritement positif c(n) ne dépendant que de n ete�etivement alulable tel que la propriété suivante soit vraie.Soit α ∈ Gn

m et soit L une extension abélienne de Q. Supposons que l'hypo-thèse (Hα,L) soit satisfaite. Si
h(α) ≤ c(n)−1ωL(α)−1(log(3ωL(α)))−κ(n),

(2)On dit que α̃ = (α̃1, . . . , α̃n) est un onjugué de α = (α1, . . . , αn) s'il existe τ ∈ Gal(Q̄/Q)tel que pour tout i ∈ [[1, n]], on a ταi = α̃i.



76 Chapitre 4 � Cas des pointsalors il existe une sous-variété de torsion B dé�nie sur L et ontenant α telleque
(deg B)1/codim(B) ≤ c(n)ωL(α)(log(3ωL(α)))µ(n).Les onstantes κ(n) et µ(n) sont en fait légèrement meilleures mais leurexpression a été simpli�ée, à nouveau dans un but de larté.Le plan de e hapitre est le suivant. Dans le paragraphe 2, nous préisonstout d'abord les notations que nous utiliserons et montrons quelques lemmespréliminaires. Puis nous passons, dans le paragraphe 3, à la preuve du théorème4.5, dont le shéma s'inspire naturellement de elle du théorème 4.4 (shémalassique d'une preuve de transendane), ave ependant des di�érenes no-toires. À la di�érene de [AmDa04℄, nous devons prendre en ompte les pre-miers qui sont rami�és dans L, e qui nous oblige à e�etuer une dihotomieentre les premiers � peu � et � très � rami�és, à la manière de [AmZa00℄. Pourles premiers peu rami�és, la transendane est semblable à elle de [AmDa04℄,mis à part le fait que nous devrons utiliser un théorème de Siegel � absolu �,a�n d'éviter toute dépendane en L. La suite de la transendane s'en trouvealors modi�ée. En e qui onerne les premiers très rami�és, nous utiliseronsun argument de déterminant, qui s'inspire de [AmDe07℄ et de [Amo07℄ et quia l'avantage d'éviter l'utilisation d'un lemme de Siegel. Nous ombinons alorses deux résultats pour montrer que si la hauteur de α est petite (en fontionde ωL(α)), il existe soit un multiple αl de α pour lequel l'indie d'obstrution

ωL(αl) sur L est pathologiquement petit, soit un multiple αl′ de α pour lequell'indie d'obstrution ωL(l′)
(αl′) sur un sous-orps strit L(l′) de L est du mêmeordre de grandeur que ωL(α). Comme dans [AmDa99℄ et [AmDa04℄, etteproposition ne su�t pas pour onlure ; il nous faut utiliser un argument dedesente, que ette dihotomie rend partiulièrement tehnique (paragraphe4). En�n, en supposant l'hypothèse (Hα,L), nous démontrons le théorème 4.5dans le paragraphe 5.4.2. Notations et préliminairesNous �xons Q̄, une l�ture algébrique de Q, que nous plongeons dans C.



4.2 � Notations et préliminaires 774.2.1. GéométrieSoit n un entier naturel non nul. Dans toute la suite nous �xons le plonge-ment naturel
ι : Gn

m →֒ Pn

α = (α1, . . . , αn) 7→ (1 : α1 : . . . : αn).Ainsi, les sous-ensembles algébriques de Gn
m peuvent être vus omme des en-sembles algébriques de Pn en onsidérant leur adhérene de Zariski dans Pn.Nous dirons qu'un ensemble algébrique (ou fermé de Zariski) est dé�ni sur unorps K ⊆ Q̄ s'il est stable sous l'ation de Gal(Q̄/K). En d'autres termes,ela signi�e que son idéal de dé�nition peut être engendré par des polyn�mesà oe�ients dans le orps K. Le orps de dé�nition d'un ensemble algébriquesera le plus petit sous-orps de Q̄ sur lequel il est dé�ni. Une variété dési-gnera un ensemble algébrique irrédutible sur son orps de dé�nition. Nousdirons qu'une variété est géométriquement irrédutible si elle est irrédutiblesur Q̄. Nous rappelons la dé�nition de l'indie d'obstrution d'un ensemblealgébrique :Dé�nition 4.6. � Soient Z ⊂ Gn

m un ensemble algébrique et K un sous-orps de Q̄. On appelle indie d'obstrution de Z relativement à K (ou sur K)et on note ωK(Z) le plus petit degré d'une hypersurfae de Gn
m dé�nie sur Kontenant Z.Soient K un sous-orps de Q̄ et Z un ensemble algébrique. Nous noterons

ZK l'ensemble algébrique onstitué des onjugués de Z au-dessus du orps K :
ZK =

⋃

σ∈Gal(Q̄/K)

σZ.Il est lair que ωK(Z) = ωK(ZK).Si Z est un ensemble algébrique de Gn
m plongé dans Pn alors Z 6⊂ {X0 = 0}.Nous travaillerons don dans la arte a�ne orrespondante pour dé�nir lamultipliité d'annulation d'un polyn�me sur Z. Pour λ ∈ Nn, nous noterons

∂λ l'opérateur di�érentiel
∂λ =

1

λ!

(

∂λ1

∂Xλ1
1

)

◦ · · · ◦
(

∂λn

∂Xλn
n

)

,où λ! = λ1! · · · λn!. On dit que P ∈ Q̄[X] s'annule ave multipliité T sur Z si
∂λ(P ) est identiquement nul sur Z pour tout λ tel que |λ| ≤ T − 1.



78 Chapitre 4 � Cas des pointsSoient L et T deux entiers naturels non nuls. Nous désignerons par
EK(Z, T,L) le sous-espae vetoriel de K[X] onstitué des polyn�mes s'annu-lant sur Z ave multipliité supérieure ou égale à T et de degré inférieur ouégal à L. Il est lair que EK(Z, T,L) = EK(ZK , T, L).Nous noterons

HK(Z, T,L) =

(

L + n

n

)

− dimK (EK(Z, T,L))la valeur en L de la fontion de Hilbert de Z ave multipliité T sur K.Soit V une variété. Nous noterons GV son stabilisateur, 'est-à-dire le sous-groupe algébrique de Gn
m dé�ni par

GV = {x ∈ Gn
m, xV = V } =

⋂

x∈V

x−1Vet G0
V la omposante neutre de elui-i ('est-à-dire la omposante géomé-triquement irrédutible ontenant (1, . . . , 1)). Nous disposons des propriétéssuivantes :� pour toute omposante géométriquement irrédutible W de V on a

G0
W = G0

V et GW ⊆ GV ;� toutes les omposantes géométriquement irrédutibles de V ont le mêmestabilisateur ;� la dimension du stabilisateur satisfait l'inégalité(4.2) dim(GV ) ≤ dim(V ) ;� si V est géométriquement irrédutible, alors(4.3) V est un translaté de sous-tore ⇐⇒ dim(GV ) = dim(V ).Soient V une variété et K son orps de dé�nition. Nous aurons besoin parla suite de travailler ave de � bons � entiers assoiés à V , 'est-à-dire desentiers l pour lesquels le degré de V a � un bon omportement � lorsqu'onapplique à V le morphisme de multipliation par l. Soit W une omposantegéométriquement irrédutible de V . Nous dé�nissons un ensemble d'entiersexeptionnels assoiés à V :
Eexc(V ) = {l ∈ Z, ∃τ ∈ Gal(Q̄/K),W 6= τW et [l]W = τ [l]W}

∪ {l ∈ Z, l premier à |GW /G0
W |}.Étant donné que le groupe de Galois Gal(Q̄/K) agit transitivement sur l'en-semble des omposantes géométriquement irrédutibles de V et que toutes es



4.2 � Notations et préliminaires 79omposantes ont le même stabilisateur, on véri�e aisément que ette dé�nitionne dépend pas du hoix de W ; son intérêt réside dans la proposition suivante :Proposition 4.7. � Soient V une sous-variété de Gn
m et l, l′ deux entiers.1. Si l 6∈ Eexc(V ) alors on a

deg([l]V ) ≥ deg(V ).2. Si l 6∈ Eexc(V ) et V n'est pas une réunion de translatés de sous-tores alorson a
deg([l]V ) ≥ l deg(V ).3. Si l 6∈ Eexc(V ) et l′ 6∈ Eexc([l]V ) alors ll′ 6∈ Eexc(V ).4. Nous disposons de la majoration

|Eexc(V ) ∩ {p premier}| ≤ dim V + 1

log 2
log deg(V ).Démonstration. � Il est lair que, par la dé�nition de Eexc(V ), si l 6∈ Eexc(V )alors la variété [l]V possède autant de omposantes géométriquement irrédu-tibles que V . De plus, pour haune de es omposantes W , on dispose, grâeau lemme 6 de [Hin88℄, de l'égalité

deg([l]W ) =
ldim(W )

| ker[l] ∩ GW | deg(W ) =
ldim(W )−dim(GW )

| ker[l] ∩ (GW /G0
W )| deg(W ),où l'on a enore noté [l] le morphisme de multipliation dans le tore quo-tient Gn

m/G0
W . Or, si l 6∈ Eexc(V ) alors l est premier à |(GW /G0

W )| et ker[l] ∩
(GW /G0

W ) est trivial. Ainsi, on a
deg([l]W ) = ldim(W )−dim(GW ) deg(W ).On obtient alors failement 1 et 2 à l'aide des propriétés (4.2) et (4.3). Pourles points 3 et 4, on proède omme dans la proposition 2.4 de [AmDa99℄ enremplaçant Q par le orps de dé�nition de la variété V .Voii maintenant deux lemmes onernant les indies d'obstrution d'unevariété.Lemme 4.8. � Soit K un sous-orps de Q̄ et Z un ensemble algébrique. Sup-posons qu'il existe un polyn�me f non nul tel que

f ∈ EQ̄(ZK , T, L).Alors il existe un polyn�me g non nul tel que
g ∈ EK(ZK , T, L).



80 Chapitre 4 � Cas des pointsEn partiulier ωK(Z) = ωQ̄(ZK).Démonstration. � Comme f n'est pas nul, nous pouvons supposer que l'un deses oe�ients est égal à 1. Soit F une extension galoisienne de Q ontenant Ket les oe�ients de f . Le polyn�me f étant identiquement nul ave multipliité
T sur tous les onjugués de Z au-dessus de K, il en est de même pour lespolyn�mes fσ, où σ ∈ Gal(F/K). Don le polyn�me

g =
∑

σ∈Gal(F/K)

fσest lui aussi identiquement nul ave multipliité T sur ZK . De plus son degréest inférieur ou égal à elui de f et il n'est pas nul ar l'un de ses oe�ientsest égal à [F : K]. En�n, par onstrution, il est à oe�ients dans K, d'où
g ∈ EK(ZK , T, L).Remarquons que l'on a

ωK(Z) = ωK(ZK) ≥ ωQ̄(ZK).Soit f ∈ Q̄[X] un polyn�me identiquement nul sur ZK de degré ωQ̄(ZK). Pare qui préède, il existe un polyn�me non nul g ∈ EK(ZK , 1, ωQ̄(ZK)), don
ωK(ZK) ≤ ωQ̄(ZK) et �nalement

ωK(Z) = ωQ̄(ZK).Lemme 4.9. � Soient K un sous-orps de Q̄, W un ensemble algébrique et
Z une variété de Gn

m. On suppose que Z ontient tous les onjugués de Wau-dessus de K. Alors
ωK(W ) ≤ n(deg Z)1/codimZ .Démonstration. � Par hypothèse Z ontient WK don ωQ̄(WK) ≤ ωQ̄(Z) etpar le lemme 4.8 on a ωK(W ) = ωQ̄(WK). Or par un résultat de M. Chardin(voir le orollaire 2 du hapitre 1 et l'exemple 1 de [Cha88℄), on a ωQ̄(Z) ≤

n(deg Z)1/codimZ .En�n, nous noterons ker[p] l'ensemble des points de p-torsion, 'est-à-direl'ensemble des points dont les oordonnées sont des raines p-ièmes de l'unité,e qui orrespond au noyau du morphisme d'élévation à la puissane p dans
Gn

m. Si V est une sous-variété de Gn
m, nous noterons

ker[p] · V =
⋃

ζ∈ker[p]

ζV.



4.2 � Notations et préliminaires 814.2.2. ArithmétiqueSoit F un orps de nombres ; nous noterons OF (resp. MF) son anneaud'entiers (resp. l'ensemble de ses plaes).Soient p un nombre premier et A un anneau ; nous désignerons par p√
pAl'idéal de A onstitué des éléments dont la puissane p-ième appartient à l'idéalengendré par p :

p√

pA = {γ ∈ A | γp ∈ pA}.Soient L une extension abélienne de Q et p un nombre premier. Nous note-rons ep(L) l'indie de rami�ation de p dans L et φp ∈ Gal(L/Q) le morphismede Frobenius dé�ni dans le lemme suivant :Lemme 4.10. � Soit (π1 · · · πr)
ep(L) la déomposition de p dans OL. Alors ilexiste un élément φp du groupe de Galois Gal(L/Q) tel que pour tout entieralgébrique γ ∈ L, on a(4.4) φpγ ≡ γp mod π1 · · · πr.Démonstration. � Voir le lemme 3.1 de [AmZa00℄.Par abus de notation, nous poserons φ1 = Id et e1(L) = 1.Supposons maintenant que le premier p est rami�é dans L. Par le théorèmede Kroneker-Weber, le orps L est inlus dans une extension ylotomique ;soit m ∈ N∗ minimal tel que L ⊂ Q(ζm), où ζm désigne une raine primitive

m-ième de l'unité. Alors p est rami�é dans Q(ζm) don p divise m. Nous posons
L(p) = Q(ζm/p) ∩ L.Si p2 divise m, alors [L : L(p)] = p par minimalité de m. Sinon [L : L(p)] ≥ ep(L)ar p n'est pas rami�é dans L(p). Nous avons ainsi(4.5) [L : L(p)] ≥ min (p, ep(L)) .Par ailleurs nous avons la ongruene suivante :Lemme 4.11. � Soient L une extension abélienne et p un nombre premierrami�é dans L. Alors pour tout σ ∈ Gal(L/L(p)) et tout γ ∈ OL on a(4.6) σγ ≡ γ mod

p√

pOL.Démonstration. � Soit m le plus petit entier tel que L ⊂ Q(ζm), où ζm estune raine primitive m-ième de l'unité. Alors OL ⊂ OQ(ζm) = Z[ζm] et pourtout γ ∈ OL, il existe P ∈ Z[X] tel que γ = P (ζm). Par dé�nition, L(p) =
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Q(ζm/p) ∩ L, don tout σ ∈ Gal(L/L(p)) est la restrition à L d'un élément σ̃de Gal(Q(ζm)/Q(ζm/p)). Ainsi, par le petit théorème de Fermat,
σγp = σ̃γp = σ̃(P (ζm))p ≡ P (σ̃ζp

m) = P (ζp
m) ≡ (P (ζm))p = γp mod pZ[ζm].et �nalement

σγ ≡ γ mod
p√

pOL.Nous utiliserons à plusieurs reprises le lemme d'approximation suivant :Lemme 4.12. � Soient K un orps de nombres, v0 une plae ultramétriquede K et γ1, . . . , γn des éléments de K. Alors il existe un élément β ∈ OK telque βγ1, . . . , βγn ∈ OK et |β|v0 = max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1.Démonstration. � Fixons une plae arhimédienne quelonque ṽ et notons Σl'ensemble �ni :
Σ = {v ∈ Mk | v ∤ ∞ et max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v} > 1} ∪ {v0}.Pour toute plae v ∈ Σ, notons θ−1

v elui des éléments de γ1, . . . , γn de valeurabsolue maximale en v (si v = v0 et si max{|γ1|v0 , . . . , |γn|v0} < 1, on pose
θv0 = 1). D'après le théorème de [CF67, hap II, 15, p. 67℄ il existe un élément
β ∈ K tel que

{

|β − θv|v < max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.En utilisant l'inégalité ultramétrique, on en déduit
{

|β|v = max{1, |γ1|v, . . . , |γn|v}−1 pour tout v ∈ Σ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ ∪ {ṽ}.En partiulier, pour toute plae �nie v de K on a |β|v ≤ 1 (don β ∈ OK)et pour tout i ∈ [[1, n]], |βγi|v ≤ 1 (don βγi ∈ OK). En�n, on a bien |β|v0 =

max{1, |γ1|v0 , . . . , |γn|v0}−1 ar v0 ∈ Σ. Le lemme est don établi.4.2.3. HauteurLa hauteur onsidérée est la hauteur de Weil logarithmique et absolue, dontnous rappelons rapidement la dé�nition. Soient x ∈ Pn, (x0 : x1 : · · · : xn)un hoix de oordonnées homogènes pour x, F un orps de nombres ontenant
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x0, x1, . . . , xn et v une plae de F normalisée de façon usuelle (à savoir : si v|palors |p|v = p−1 et |2|v = 2 si v|∞). On pose

‖x‖v = max{|x0|v, . . . , |xn|v}.Alors la hauteur de x est le réel positif dé�ni par
h(x) =

∑

v∈MF

[Fv : Qv]

[F : Q]
log ‖x‖v.La hauteur d'un point α de Gn

m(Q̄) est alors la hauteur du point projetiforrespondant :
h(α) = h(ι(α)).En�n, si F est un polyn�me, on note h(F ) (resp. ‖F‖v) la hauteur (resp. lanorme v) de la famille ses oe�ients.4.3. TransendaneA�n d'obtenir une minoration indépendante du degré de l'extension abé-lienne L sur Q, nous devons onsidérer pour la transendane tous les premiersde L, rami�és ou non, à la di�érene de [AmDa04℄. Nous allons don e�etuerune dihotomie, selon qu'un premier sera � peu � ou � très � rami�é dans L(ela sera lairement quanti�é par des paramètres dans la suite). La transen-dane est alors très distinte dans les deux as. Nous traitons d'abord le asde grande rami�ation, puis elui de petite rami�ation et énonçons dans untroisième temps un théorème qui synthétise les deux as et permet d'aborderla desente au paragraphe suivant.4.3.1. Transendane dans le as de grande rami�ationNous allons montrer que si la hauteur de α est su�samment petite et s'ilexiste un premier p rami�é dans une extension abélienne L alors l'indie d'obs-trution ωL(p)

(αp) de αp sur le sous-orps L(p) de L est du même ordre queelui de α sur L. Pour ela, nous utiliserons la ongruene donnée dans lelemme 4.11 et le fait que si ζ est un point de p-torsion alors ζα et α sontprohes v-adiquement pour toute valuation v divisant p. Puis nous exploite-rons es propriétés métriques dans un déterminant bien hoisi a�n de minorerla hauteur de α en fontion de ertaines valeurs de fontions de Hilbert. En�n,en supposant que la hauteur de α est petite, nous en déduirons la non-nullité



84 Chapitre 4 � Cas des pointsdes espaes vetoriels orrespondants, e qui nous permettra de onstruire unevariété dont le degré réalise ωL(p)
(αp).Nous utilisons tout d'abord la ongruene établie dans le lemme 4.11 pourétablir le lemme suivant, qui va permettre d'extrapoler par la suite.Lemme 4.13. � Soient α ∈ Gn
m, L une extension abélienne de Q et p unpremier rami�é dans L. Soient F ∈ EQ̄({α}L, T, L) et v une plae de Q̄ divisant

p. Alors pour tout onjugué α̃ de α au-dessus de L, pour tout τ ∈ Gal(Q̄/L(p))et pour tout ζ ∈ ker[p] on a
|F τ (ζα̃)|v ≤ p−T/p‖F τ‖v‖ι(α̃)‖L

v .La démonstration de e lemme s'inspire de la preuve alternative de U. Zan-nier ([Zan01℄) pour généraliser le lemme lé de E. Dobrowolski en dimensionsupérieure (théorème 3.1 de [AmDa99℄), et ontourner le fait que dans e asles anneaux de polyn�mes ne sont plus prinipaux.Démonstration. � Remarquons tout d'abord que, grâe au lemme 4.12, quitteà diviser le polyn�me F par ‖F τ‖v puis à le multiplier par un entier algébrique,on peut supposer que F est à oe�ients entiers algébriques et ‖F τ‖v = 1. Parsymétrie, il su�t d'e�etuer la démonstration pour α̃ = α. Nous supposeronsde plus, dans un premier temps, que α est à oordonnées entières.Soit F une extension galoisienne de Q ontenant le orps L, les oe�ientsde F , les oordonnées de α et les raines p-ièmes de l'unité. Soit OFv (resp.
OLv ) l'anneau des entiers du omplété de F (resp. L) par rapport à v. D'après[Ser68, Prop. 12, p. 66℄, OFv est monogène sur OLv : il existe δ ∈ OFv tel que
OFv = OLv [δ]. En partiulier, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe ai ∈ OLv [X] tel que

αi = ai(δ).Considérons maintenant τ ∈ Gal(Q̄/L(p)) ; il induit un élément de
Gal(Fv/L(p)v

) que nous noterons enore τ . La ongruene (4.6) se prolonge à
OLv :(4.7) ∀γ ∈ OLv , τγ ≡ γ mod

p√

pOLv .Pour tout i ∈ [[1, n]], posons
βi = aτ

i (δ)de sorte que(4.8) βi ≡ αi mod
p
√

pOFv .



4.3 � Transendane 85Remarquons que ∂λ(F ) ∈ OF[X ]. Nous allons montrer que pour tout poly-n�me H ∈ OF[X ] nul en {α}L ave multipliité au moins t, on a(4.9) Hτ (β) ≡ 0 mod
(

p
√

pOFv

)t
.Soit ∆ ∈ OLv [X] le polyn�me minimal de δ sur Lv et soit s la plus grandepuissane de ∆ divisant G = H(a1, . . . , an) ; montrons que s ≥ t. La dérivée

G(s) n'est pas divisible par ∆. Or le polyn�me G(s) appartient à l'idéal engendrépar
{

∂λ(H)(a1, . . . , an) , |λ| ≤ s
}don il existe un n-uplet λ ∈ Nn ave |λ| ≤ s tel que ∂λ(H)(a1, . . . , an) ne soitpas divisible par ∆. Cela signi�e qu'il existe σ ∈ Gal(Fv/Lv) tel que

∂λ(H)(ασ
1 , . . . , ασ

n) = ∂λ(H)(a1(δ
σ), . . . , an(δσ)) 6= 0.Puisque H est nul en {α}L ave multipliité au moins t, on en déduit |λ| ≥ tdon s ≥ t. Ainsi, on vient de montrer que ∆t divise H(a1, . . . , an) dans Fv[X]don dans OFv [X]. On peut alors érire

Hτ (aτ
1(X), . . . , aτ

n(X)) = Rτ (X)(∆τ (X))t, R ∈ OFv [X].En évaluant en δ dans ette équation et en tenant ompte du fait que, par(4.7),
∆τ (δ) ≡ ∆(δ) ≡ 0 mod

p√

pOFv ,on obtient (4.9).Si l'on applique (4.9) à H = ∂λ(F ) et t = T−|λ|, pour un n-uplet quelonque
λ véri�ant |λ| ≤ T , on obtient(4.10) ∂λ(F )τ (β) ≡ 0 mod

(

p√

pOFv

)T−|λ|
.En�n, par la formule de Taylor, on a

F τ (ζα) =
∑

|λ|≥0

(ζα − β)λ∂λ(F )τ (β),où (ζα − β)λ =
∏n

i=1(ζiαi − βi)
λi . Or, pour tout ξ raine p-ième de l'unité,on a ξ ≡ 1 mod

p
√

pOFv . D'où, ave (4.8), (ζα− β)λ ≡ 0 mod
( p
√

pOFv

)|λ|.On en déduit ave (4.10)
F τ (ζα) ≡ 0 mod

(

p√

pOFv

)Tet le lemme est ainsi démontré sous l'hypothèse que α1, . . . , αn soient des entiersalgébriques.



86 Chapitre 4 � Cas des pointsDans le as géneral, on se ramène, omme dans [AmDa99℄ et [AmDa04℄ auas préédent en utilisant le lemme 4.12. Ce dernier a�rme qu'il existe θ ∈ OFtel que






θα1, . . . , θαn ∈ OFet
|θ|v = max{1, |α1|v , . . . , |αn|v}−1.Le polyn�me

F̃ (X0, . . . ,Xn) = XL
0 F
(X1

X0
, . . . ,

Xn

X0

)

∈ OF[X ]est nul à un ordre supérieur ou égal à T en (θ, θα1, . . . , θαn) ∈ On+1
F et sesonjugués au-dessus de L. On en déduit

|F̃ τ (θ, ζ1θα1, . . . , ζnθαn)|v ≤ p−T/p,par la première partie de la preuve. De plus, on a
|F̃ τ (θ, ζ1θα1, . . . , ζnθαn)|v = |θ|Lv |F τ (ζα)|v

= |F τ (ζα)|v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}−L.Le lemme est ainsi omplètement démontré.Nous pouvons maintenant minorer la hauteur de α.Proposition 4.14. � Soient α ∈ Gn
m et L une extension abélienne de Q.Soient L, T deux entiers naturels non nuls et p un premier rami�é dans L.Alors

h(α) ≥



1 − HQ̄ ({α}L, T, L)

HQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

)





T log p

pL
− n

2L
log(L + 1).Démonstration. � Considérons la matrie de terme général β

λl

k où βk par-ourt l'ensemble des points de ker[p] · {α}L(p)
et λl l'ensemble des multi-indies de longueur inférieure ou égale à L. Le rang de ette matrie est

r = HQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

). Nous pouvons don en extraire une matriede taille r × r inversible : hoisissons β1, . . . ,βr et λ1, . . . ,λr tels que
M = (β

λj

i )1≤i,j≤rsoit de déterminant non nul. Alors l'espae vetoriel
EQ̄({α}L, T, L) ∩ Vect

{

Xλ1, · · · ,Xλr

}est de dimension supérieure ou égale à r0 = r − HQ̄ ({α}L, T, L). Si r0 ≤ 0,alors la proposition est triviale, par positivité de la hauteur. Sinon, il existe
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r0 polyn�mes linéairement indépendants Gk =

∑r
j=1 gk,jX

λj (1 ≤ k ≤ r0)s'annulant sur {α}L ave multipliité supérieure ou égale à T . Soit v uneplae de Q̄ divisant p. Alors, quitte à faire des ombinaisons linéaires et àréordonner λ1, . . . ,λr, on peut supposer de plus (grâe au lemme 4.12) que,pour k = 1, . . . , r0, les polyn�mes
Gk =

r
∑

j=k

gk,jX
λjsont à oe�ients entiers algébriques et(4.11) |gk,j|v







= 1 si j = k;

≤ 1 si j ∈ [[k + 1, r]].Par des opérations élémentaires sur les olonnes de M , on peut se ra-mener à une matrie M̃ dont les r0 premières olonnes sont de la forme
(Gk(β1), . . . , Gk(βr))

t, k ∈ [[1, r0]]. Par la ondition (4.11), on a |det(M)|v =

|det(M̃)|v . Comme Gk ∈ EQ̄({α}L, T, L), le lemme 4.13 implique
|Gτ

k(ζα)|v′ ≤ p−T/p max{1, |α1|v′ , . . . , |αn|v′}Lpour tout τ ∈ Gal(Q̄/L(p)), tout ζ ∈ ker[p] et toute plae v′ divisant p. Pourtout i ∈ [[1, r]] nous �xons τi ∈ Gal(Q̄/L(p)) et ζi ∈ ker[p] tel que βi = τi(ζiα).Alors
|Gk(βi)|v = |Gk(τi(ζiα))|v

= |Gτ−1
i

k (ζα)|τ−1
i v

≤ p−T/p max{1, |α1|τ−1
i v, . . . , |αn|τ−1

i v}L

≤ p−T/p max{1, |βi,1|v, . . . , |βi,n|v}L.En développant det(M̃) suivant les r0 premières olonnes, on a �nalement
|det(M)|v = |det(M̃)|v ≤ p−r0T/p

r
∏

i=1

max{1, |βi,1|v. . . . , |βi,n|v}L.La formule préédente est valable pour toute plae v divisant p. Si v est uneautre plae �nie, l'inégalité ultramétrique donne
|det(M)|v ≤

r
∏

i=1

max{1, |βi,1|v, . . . , |βi,n|v}L.



88 Chapitre 4 � Cas des pointsEn�n, si v est une plae arhimédienne, l'inégalité de Hadamard fournit lamajoration
|det(M)|v ≤

r
∏

i=1





r
∑

j=1

|βλj

i |2v





1/2

≤
r
∏

i=1

(

r max{1, |βi,1|v . . . . , |βi,n|v}2L
)1/2

≤ rr/2
r
∏

i=1

max{1, |βi,1|v. . . . , |βi,n|v}L.En appliquant la formule du produit à det(M) (qui n'est pas nul), on obtient
1 ≤ p−r0T/prr/2

r
∏

i=1

exp(Lh(βi))

≤ p−r0T/prr/2 exp(Lrh(α))et �nalement, en utilisant l'inégalité r ≤
(L+n

n

)

≤ (L + 1)n,
h(α) ≥ r0

r

T log p

pL
− n

2L
log(L + 1),e qui ahève la preuve de la proposition.Proposition 4.15. � Il existe un nombre réel stritement positif c0 ne dé-pendant que de n tel que la propriété suivante soit vraie. Soient α ∈ Gn

m, Lune extension abélienne de Q et p un premier rami�é dans L. Si
h(α) ≤ c0

−1 log p

pωL(α)
,alors

ωL(p)
(αp) ≤ c0ωL(α) log(3ωL(α)).Démonstration. � A�n d'alléger les notations, nous posons ω = ωL(α). Nousnoterons C un réel stritement positif ne dépendant que de n que nous sup-poserons su�samment grand pour que les inégalités suivantes soient véri�ées.Nous noterons également c′1, c′2 et c′3 des réels stritement positifs ne dépendantque de n.Nous �xons deux paramètres :

T = [Cp log(3ω)] et L = (2n + 1)ωT.On a alors
log(L + 1) ≤ c′1(log C)(log p)(log(3ω))
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log(L + 1)

L
≤ c′2

log C

C

log p

pω
.Supposons

h(α) ≤ 1

C

log p

pω
.Alors la proposition 4.14 implique

1 − HQ̄ ({α}L, T, L)

HQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

) ≤
(

h(α) +
n

2L
log(L + 1)

) pL

T log p

≤ c′3
log C

C

<
1

2
.Ainsi,

HQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

)

< 2HQ̄ ({α}L, T, L).Or, si P0 est un polyn�me non nul s'annulant sur {α}L de degré minimal ω,alors P ·P T
0 appartient à EQ̄({α}L, T, L) pour tout P ∈ Q̄[X] de degré inférieurou égal à L − ωT ; don

HQ̄ ({α}L, T, L) ≤
(

L + n

n

)

−
(

L − ωT + n

n

)

.En remarquant
(

L + n

n

)(

L − ωT + n

n

)−1

=
n
∏

j=1

L + j

L − ωT + j

≤
(

1 +
ωT

L − ωT

)n

≤
(

1 +
1

2n

)n

≤ √
e < 2,on a ainsi

HQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

)

<

(

L + n

n

)

,e qui signi�e qu'il existe un polyn�me F non nul tel que
F ∈ EQ̄

(

ker[p] · {α}L(p)
, 1, L

)

.Par le lemme 4.8, on peut supposer que F est à oe�ients dans L(p).Soit X l'ensemble algébrique dé�ni dans Gn
m par les équations F (ζX) = 0 où

ζ parourt ker[p]. Le polyn�me F étant identiquement nul sur ker[p]·{α}L(p)
, il



90 Chapitre 4 � Cas des pointsexiste une omposante L(p)-irrédutible V de X qui ontient {α}L(p)
. De plus,

X est stable sous l'ation de ker[p], don ker[p] · V ⊂ X. Ainsi ker[p] · V estinomplètement dé�ni par des polyn�mes de degré L et la proposition 3.3 de[Phi86℄ implique
deg(ker[p]V ) ≤ LcodimV .Or, par le lemme 2.1 de [DP99℄, si W est une variété géométriquement irré-dutible, on a

deg([p]−1W ) = pcodimW deg(W ).Étant donné qu'une variété géométriquement irrédutible ne peut pas êtreomposante de l'image réiproque par [p] de deux variétés géométriquementirrédutibles distintes, on a la même égalité pour les variétés. En appliquantei à [p]V , on a �nalement
deg(ker[p]V ) = deg([p]−1[p]V ) = pcodimV deg([p]V ).D'où

deg([p]V ) ≤
(

L

p

)codimV

≤ ((2n + 1)Cω log(3ω))codimVet, par le lemme 4.9 appliqué à L(p), αp et [p]V ,
ωL(p)

(αp) ≤ n(2n + 1)Cω log(3ω).On pose alors c0 = n(2n + 1)C et la proposition est démontrée.4.3.2. Transendane dans le as de petite rami�ationLa transendane dans le as de petite rami�ation est plus lassique : uti-lisation d'un lemme de Siegel pour la onstrution d'une fontion auxiliaire,extrapolation et lemme de zéros.4.3.2.1. Constrution de la fontion auxiliaire. � Nous allons maintenantonstruire une fontion auxiliaire, 'est-à-dire un polyn�me dont on ontr�lela hauteur et le degré et qui s'annule ave forte multipliité en {α}L. Dans[AmDa04℄, les auteurs utilisent pour ela un lemme de Siegel dû à E. Bom-bieri et J. D. Vaaler, qui fournit un polyn�me à oe�ients dans L. Cependant,un tel lemme fait apparaître le disriminant du orps L dans la borne sur lahauteur du polyn�me, e que nous souhaitons éviter ii. A�n de ontourner eproblème, il nous faut utiliser un lemme de Siegel � absolu �. Nous utiliseronsune version due à S. David et P. Philippon (voir [DP99℄) obtenue à l'aide duthéorème plus général de S. Zhang sur les minima suessifs d'une variété al-gébrique (voir [Zha95b℄). Cette version est un ra�nement du lemme de Siegel



4.3 � Transendane 91absolu de D. Roy et J. Thunder (voir [RT96℄). Si le polyn�me obtenu a unehauteur majorée indépendamment du orps L, nous perdons ependant toutontr�le sur le orps ontenant ses oe�ients. Un argument similaire à eluide la preuve du lemme 4.8 permet néanmoins de surmonter et inonvénient.Rappelons, pour ommener, les notations.Soit S ⊂ Q̄N+1 un Q̄-espae vetoriel de dimension d. On dé�nit la hauteur
L2 de S omme le fait Shmidt au paragraphe 8 du hapitre 1 de [Sh96℄ parla formule

hL2(S) =
∑

v∈MF

[Fv : Qv]

[F : Q]
log ‖x1 ∧ · · · ∧ xd‖v,où (x1, · · · ,xd) est une base de S, F un orps de nombres ontenant les oor-données des xi et ‖ · ‖v est la norme du sup si v est ultramétrique et la normeeulidienne sinon. Si S est la droite vetorielle engendrée par x ∈ Q̄N+1, onnotera hL2(x) = hL2(S).Énonçons maintenant le lemme.Lemme 4.16. � Soient S ⊂ Q̄N+1 un Q̄-espae vetoriel et ε un nombre réelstritement positif. Alors, il existe un veteur non nul x ∈ S tel que

hL2(x) ≤ hL2(S)

dim S
+

1

2
log(dim(S)) + ε.Démonstration. � Voir le lemme 4.7 de [DP99℄ ainsi que la remarque qui lesuit.Nous pouvons maintenant onstruire la fontion auxiliaire dont nous auronsbesoin.Théorème 4.17. � Soient L une extension abélienne de Q, α un point de

Gn
m et L, T deux entiers naturels non nuls tels que

2nωL(α)T ≤ L et h(α) ≤ T log(L + 1)

L
.Alors il existe F ∈ EQ̄({α}L, T, L) tel que

h(F ) ≤ 18n2ωL(α)T 2 log(L + 1)

L
+

1

2
log

(

L + n

n

)

.Démonstration. � Notons α1, . . . ,αd les onjugués de α au-dessus de L. Pour
i ∈ [[1, d]] et λ ∈ Nn, |λ| ≤ T , on pose

yαi,λ =

((

µ

λ

)

α
µ−λ
i

)

µ∈Nn,|µ|≤L

∈ Q̄(L+n
n ), où (µ

λ

)

=

n
∏

j=1

(

µj

λj

)

.



92 Chapitre 4 � Cas des pointsEn identi�ant Q̄[X]≤L à Q̄(L+n
n ), les yαi,λ sont des générateurs du sous-espaevetoriel EQ̄({α}L, T, L)⊥, dont la dimension est HQ̄({α}L, T, L). En utilisantl'inégalité





∑

|µ|≤L

(

µ

λ

)2




1/2

≤
∑

|µ|≤L

(

µ

λ

)

≤
L
∑

µ1=0

· · ·
L
∑

µn=0

(

µ1

λ1

)

· · ·
(

µn

λn

)

≤
n
∏

i=1

(

L + 1

λi + 1

)

≤ (L + 1)T+n,on a la majoration
‖yαi,λ‖v,L2 ≤ (L + 1)T+n‖ι(αi)‖L

v ,où v est une plae arhimédienne et ‖ · ‖v,L2 désigne la norme eulidienneassoiée à v. Ainsi, la hauteur L2 des yαi,λ est majorée :
hL2(yαi,λ) ≤ (T + n) log(L + 1) + Lh(α).On en déduit (voir le paragraphe 8 du hapitre 1 de [Sh96℄)

hL2(EQ̄({α}L, T, L)) = hL2(EQ̄({α}L, T, L)⊥)

≤ dim(EQ̄({α}L, T, L)⊥)max hL2(yαi,λ)

≤ HQ̄({α}L, T, L) ((T + n) log(L + 1) + Lh(α)) .Remarquons que dim(EQ̄({α}L, T, L)) est stritement positif. En e�et, si P0 ∈
L[X] est un polyn�me non nul s'annulant en α de degré minimal ωL(α), alorspour tout P ∈ Q̄[X] de degré inférieur ou égal à L−ωL(α)T , le polyn�me P ·P T

0appartient à EQ̄({α}L, T, L). Don, en utilisant l'hypothèse 2nTωL(α) ≤ L,(4.12) dim(EQ̄({α}L, T, L)) ≥
(

L − ωL(α)T + n

n

)

≥
(

(2n − 1)ωL(α)T + n

n

)

> 0.Nous appliquons maintenant le lemme de Siegel absolu (lemme 4.16) ave
ε =

1

2
log

(

L+n
n

)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
.



4.3 � Transendane 93Ce dernier assure alors l'existene d'un élément non nul F ∈ EQ̄({α}L, T, L)de hauteur
hL2(F ) ≤ HQ̄({α}L, T, L) ((T + n) log(L + 1) + Lh(α))

dim(EQ̄({α}L, T, L))

+
1

2
log(dim(EQ̄({α}L, T, L))) + ε

≤
HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
((T + n) log(L + 1) + Lh(α))

+
1

2
log

(

L + n

n

)

.Nous allons maintenant majorer la quantité
HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L)
.En utilisant l'hypothèse 2nTωL(α) ≤ L et la première inégalité de (4.12), ona

HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
=

(L+n
n

)

− dim(EQ̄({α}L, T, L))

dim(EQ̄({α}L, T, L))

≤
(

L+n
n

)

−
(

L−ωL(α)T+n
n

)

(L−ωL(α)T+n
n

)

≤
n
∏

j=1

(

1 +
TωL(α)

L − TωL(α) + j

)

− 1

≤
(

1 +
2TωL(α)

L

)n

− 1.En appliquant l'inégalité des aroissements �nis à x 7→ (x + 1)n − 1 entre 0et 2TωL(α)
L , on obtient �nalement

HQ̄({α}L, T, L)

dim(EQ̄({α}L, T, L))
≤ n

(

1 +
2TωL(α)

L

)n−1 2TωL(α)

L

≤ n

(

1 +
1

n

)n−1 2TωL(α)

L

≤ ne
2TωL(α)

L
.L'hypothèse sur h(α), le fait que 2T + n ≤ 3nT et l'inégalité h(F ) ≤ hL2(F )permettent alors de onlure.



94 Chapitre 4 � Cas des points4.3.2.2. Extrapolation. �Lemme 4.18. � Soient α ∈ Gn
m, L une extension abélienne de Q et p unnombre premier. Soient F ∈ EQ̄({α}L, T, L) et v une plae de Q̄ divisant p.Alors pour tout morphisme τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τ|L = φp et tout onjugué α̃de α au-dessus de L, on a

|F τ (α̃p)|v ≤ p−T/ep(L)‖F τ‖v‖ι(α̃)‖pL
v .La démonstration de e lemme est semblable à elle du lemme 4.13 :Démonstration. � Comme dans la preuve du lemme 4.13, nous pouvons sup-poser que F est à oe�ients entiers algébriques, que l'on a ‖F τ‖v = 1 et que

α est à oordonnées entières.Soit F une extension galoisienne de Q ontenant le orps L, les oe�ientsde F , les oordonnées de α et les raines p-ièmes de l'unité. Soit OFv (resp.
OLv ) l'anneau des entiers du omplété de F (resp. L) par rapport à v. D'après[Ser68, Prop. 12, p. 66℄, OFv est monogène sur OLv : il existe δ ∈ OFv tel que
OFv = OLv [δ]. En partiulier, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe ai ∈ OLv [X] tel que

αi = ai(δ).Considérons maintenant τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τ|L = φp ; il induit un élémentde Gal(Fv/Qv) que nous noterons enore τ . La ongruene (4.4) se prolonge à
OLv :(4.13) ∀γ ∈ OLv , τγ ≡ γp mod QOLv ,où Q est l'idéal de OL tel que Qep(L) = pOL. Pour tout i ∈ [[1, n]], posons

βi = aτ
i (δ

p)de sorte que(4.14) βi ≡ αp
i mod QOFv .Remarquons que ∂λ(F ) ∈ OF[X ]. Nous allons montrer que pour tout poly-n�me H ∈ OF[X ] nul en {α}L ave multipliité au moins t, on a(4.15) Hτ (β) ≡ 0 mod (QOFv)

t .Soit ∆ ∈ OLv [X] le polyn�me minimal de δ sur Lv et soit s la plus grandepuissane de ∆ divisant G = H(a1, . . . , an) ; montrons que s ≥ t. La dérivée
G(s) n'est pas divisible par ∆. Or le polyn�me G(s) appartient à l'idéal engendrépar

{

∂λ(H)(a1, . . . , an) , |λ| ≤ s
}



4.3 � Transendane 95don il existe un n-uplet λ ∈ Nn ave |λ| ≤ s tel que ∂λ(H)(a1, . . . , an) ne soitpas divisible par ∆. Cela signi�e qu'il existe σ ∈ Gal(Fv/Lv) tel que
∂λ(H)(ασ

1 , . . . , ασ
n) = ∂λ(H)(a1(δ

σ), . . . , an(δσ)) 6= 0.Puisque H est nul en {α}L ave multipliité au moins t, on en déduit |λ| ≥ tdon s ≥ t. Ainsi, on vient de montrer que ∆t divise H(a1, . . . , an) dans Fv[X]don dans OFv [X]. On peut alors érire
Hτ (aτ

1(X), . . . , aτ
n(X)) = Rτ (X)(∆τ (X))t, R ∈ OFv [X].En évaluant en δp dans ette équation et en tenant ompte du fait que, par(4.13),

∆τ (δp) ≡ (∆(δ))p ≡ 0 mod QOFv ,on obtient (4.15).Si l'on applique (4.15) à H = ∂λ(F ) et t = T − |λ|, pour un n-uplet quel-onque λ véri�ant |λ| ≤ T , on obtient(4.16) ∂λ(F )τ (β) ≡ 0 mod (QOFv)
T−|λ| .En�n, par la formule de Taylor, on a

F τ (αp) =
∑

|λ|≥0

(αp − β)λ∂λ(F )τ (β),où (αp − β)λ =
∏n

i=1(α
p
i − βi)

λi . D'où, ave (4.14), (αp − β)λ ≡ 0

mod (QOFv)
|λ|. On en déduit ave (4.16)

F τ (αp) ≡ 0 mod (QOFv )Tet le lemme est ainsi démontré.Lemme 4.19. � Soient α ∈ Gn
m, L une extension abélienne de Q, L, T deuxentiers naturels non nuls, E un réel stritement positif et p un nombre premierdont l'indie de rami�ation dans L est inférieur à E. Soit F ∈ EQ̄({α}L, T, L).Supposons(4.17) h(α) ≤ 1

4

T log p

EpL
et h(F ) ≤ 1

4

T log p

E
.On pose

T1 = 2−1

(

1 +
(n + 1)E log(L + 1)

log p

)−1

× Tet on suppose T1 ≥ 1. Alors pour tout prolongement τp de φp à Q̄, le polyn�me
F τp appartient à EQ̄({αp}L, ⌈T1⌉(3), L).
(3)Si x est un réel, nous notons ⌈x⌉ l'entier qui lui est immédiatement supérieur.



96 Chapitre 4 � Cas des pointsDémonstration. � Soit F une extension galoisienne de Q ontenant L, les o-e�ients de F et les oordonnées de α. Soient λ ∈ Nn tel que |λ| = T ∗ < T et vune plae de F. Comme F ∈ EQ̄({α}L, T, L), on a ∂λ(F ) ∈ EQ̄({α}L, T−T ∗, L).Le lemme 4.18 a�rme que pour tout prolongement τp de φp à Q̄, on a
|∂λ(F )τp(αp)|v ≤ p−(T−T ∗)/ep(L)‖∂λ(F )τp‖v‖ι(α)‖pL

v

≤ p−(T−T ∗)/ep(L)‖F τp‖v‖ι(α)‖pL
vsi v est une plae divisant p. D'autre part, on déduit de l'inégalité

∑

|µ|≤L

(

µ

λ

)

≤
(

L + 1

λ1 + 1

)

· · ·
(

L + 1

λn + 1

)

≤ (L + 1)|λ|+net de l'inégalité ultramétrique les majorations
|∂λ(F )τp(αp)|v ≤







‖F τp‖v‖ι(α)‖pL
v si v ∤ ∞,

(L + 1)T
∗+n‖F τp‖v‖ι(α)‖pL

v si v | ∞.Ainsi, si ∂λ(F )τp(αp) 6= 0, les inégalités i-dessus et la formule du produitdonnent
0 ≤ (T ∗ + n) log(L + 1) + h(F ) + pLh(α) − T − T ∗

ep(L)
log p.Ave les hypothèses (4.17) et l'inégalité T ∗ + n ≤ (n + 1)T ∗, on obtient laminoration

T ∗ ≥ 2−1

(

1 +
(n + 1)E log(L + 1)

log p

)−1

× T = T1.On proède de même pour les onjugués de α au-dessus de L, e qui ahève lapreuve.En utilisant r fois le lemme 4.19, on obtient :Lemme 4.20. � Soient α ∈ Gn
m et L une extension abélienne de Q. Soient L,

T et r trois entiers naturels non nuls, E un réel stritement positif et p1, . . . , prdes nombres premiers dont l'indie de rami�ation dans L est inférieur à E.Pour s ∈ [[0, r]], on pose
Ts = 2−sT

s
∏

j=1

(

1 +
(n + 1)E log(L + 1)

log pj

)−1et on suppose Tr ≥ 1. Soit F ∈ EQ̄({α}L, T, L). Supposons
h(α) ≤ 1

4

Tr−1 min log pi

EL p1 · · · pr
et h(F ) ≤ 1

4

Tr−1 min log pi

E
.(4.18)



4.3 � Transendane 97Alors pour tous τp1, . . . , τpr , respetivement prolongements à Q̄ de φp1 , . . . , φpr ,le polyn�me F τp1 ···τpr appartient à EQ̄({αp1···pr}L, ⌈Tr⌉, L).Démonstration. � On montre e lemme par réurrene sur r. Le as r = 1orrespond au lemme 4.19. Supposons don r ≥ 2. Soient L et T deux entiersnaturels non nuls, E un réel stritement positif, p1, . . . , pr des nombres premiersdont l'indie de ramiation dans L est inférieur à E et F ∈ EQ̄({α}L, T, L) telsque les onditions (4.18) soient satisfaites. En partiulier, on a
h(α) ≤ 1

4

Tr−2 min log pi

EL p1 · · · pr−1
et h(F ) ≤ 1

4

Tr−2 min log pi

E
.Par hypothèse de réurrene, pour tous τp1, . . . , τpr−1 , respetivement prolon-gements à Q̄ de φp1 , . . . , φpr−1 le polyn�me F est tel que

F τp1 ···τpr−1 ∈ EQ̄({αp1···pr−1}L, ⌈Tr−1⌉, L).Or h(F τp1 ···τpr−1 ) = h(F ) et h(αp1···pr−1) = p1 · · · pr−1h(α), d'où
h(αp1···pr−1) ≤ Tr−1 log pr

EprL
≤ ⌈Tr−1⌉ log pr

EprL
.On applique alors le lemme 4.19 en remplaçant respetivement T, p, {α}L et Fpar ⌈Tr−1⌉, pr, {αp1···pr−1}L et F τp1 ···τpr−1 pour onlure.4.3.2.3. Lemme de zéros. � Soient α ∈ Gn

m, L une extension abélienne et L,
Nj, j ∈ [[1, n]], des entiers naturels non nuls. Pour tout j ∈ [[1, n]], on note Pjun ensemble ontenant 1 et des nombres premiers inférieurs à Nj et pour toutentier p dans l'un des Pj , on �xe σp ∈ Gal(L/Q).Théorème 4.21. � Soit G un polyn�me non nul tel que Gσp1 ···σpn appartientà EL({αp1···pn}L, 1, L) pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 ×· · · ×Pn. Alors il existe unentier r ∈ [[1, n]], une sous-variété algébrique propre V de Gn

m dé�nie sur L deodimension inférieure ou égale à r et (pr+1, . . . , pn) ∈ Pr+1×· · ·×Pn tels que
αpr+1···pn ∈ σpn · · · σpr+1Vet

deg





⋃

p∈Pr

σ−1
p [p]V



 ≤ (N1 · · ·Nr−1L)codim(V ) .(4.19)



98 Chapitre 4 � Cas des pointsDémonstration. � À la manière de [AmDa99℄, on dé�nit une suite d'idéaux
J1, . . . ,Jn+1 de Q̄[X ] en posant

J1 = (G(X)),

J2 = (Gσp1 (Xp1), p1 ∈ P1),

J3 = (Gσp1σp2 (Xp1p2), (p1, p2) ∈ P1 × P2),...
Jn+1 = (Gσp1 ···σpn (Xp1···pn), (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn).Pour tout r ∈ [[1, n + 1]], on note Xr l'ensemble algébrique dé�ni par Jr. Ona [p]Xr+1 ⊂ σpXr pour tout p ∈ Pr. Notons Yr la réunion des omposantes

L-irrédutibles V de Xr pour lesquelles il existe (pr, . . . , pn) ∈ Pr × · · · × Pntel que
αpr···pn ∈ σpn · · · σprV.Par hypothèse sur G, on a Yr 6= ∅. De plus, pour tout r ∈ [[1, n]] et pour tout

p ∈ Pr,
[p]Yr+1 ⊂ σpYr.(4.20)En partiulier, omme 1 ∈ Pr, on a les inlusions Yn+1 ⊂ σ1Yn ⊂ · · · ⊂ σn

1 Y1 ;par le prinipe des tiroirs, il existe alors un indie l ∈ [[1, n]] pour lequel Yl et
Yl+1 ont la même dimension. Soient r le plus grand indie pour lequel ettepropriété est véri�ée et d la dimension orrespondante ; ainsi n − d ≤ r. Soit
V une omposante L-irrédutible de dimension d de Yr+1. Posons

W =
⋃

p∈Pr

σ−1
p [p]V.Par la propriété (4.20), on a

W ⊂ Yr.Ainsi, l'ensemble algébrique équidimensionnel W est inomplètement dé�ni pardes polyn�mes de degré au plus N1 · · ·Nr−1L ; la proposition 3.3 de [Phi86℄implique alors
deg(W ) ≤ (N1 · · ·Nr−1L)codim(V ) ,e qui ahève la démonstration du théorème.4.3.3. Théorème léLe but de ette dernière partie est d'établir un théorème qui résume l'étapede transendane. Soient α ∈ Gn

m et L une extension abélienne de Q. Pouralléger les notations, nous posons ω = ωL(α). Nous désignerons par C0 un réel



4.3 � Transendane 99stritement positif, ne dépendant que de n et su�samment grand pour queles inégalités que nous onsidérerons soient vraies. Nous noterons également
c1, c2, . . . , des réels stritement positifs (e�etivement alulables) ne dépen-dant que de n. Soient ρ et δ des nombres réels positifs tels que

(1 + δ)(1 + ρ) ≤ (1 + n)
(

((n + 1)! − 1)(1 + 2n2) + 1
)n

.Nous �xons les paramètres suivants(4) :
T =

[

C
δn+1/2
0

(log(3ω))n(δ+1)

(log log(16ω))n

]

, L = ωT 2 et E = (C0 log(3ω))δ .Pour tout j ∈ [[1, n]], nous posons
Nj = (C0 log(3ω))2n(1+ρ)(1+δ)j.j!et dé�nissons l'ensemble suivant :

Pj = {1} ∪ {p premier, Nj/2 ≤ p ≤ Nj}.Remarquons que ∑j
i=1 i · i! = (j + 1)! − 1 et que ela implique(4.21) N1 · · ·Nj = (C0 log(3ω))2n(1+ρ)(1+δ)((j+1)!−1) .Par ailleurs,

log(3ω) ≤ log(L + 1) ≤ c1(log C0) log(3ω).La proposition qui suit résume l'étape de transendane dans le as de petiterami�ation.Proposition 4.22. � Supposons(4.22) h(α) ≤
(

ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1)+2n(δ+1)−1
)−1et

∀p ∈
n
⋃

j=1

Pj, ep(L) ≤ E.Il existe alors un polyn�me non nul F ∈ Q̄[X ] de degré inférieur ou égal à L telque pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 ×· · ·×Pn et pour tous τp1, . . . , τpn prolongeantà Q̄ les morphismes φp1, . . . , φpn , le polyn�me F τp1 ...τpn est nul sur {αp1···pn}L.
(4)Nous posons � log log(16ω) � a�n d'assurer que ette quantité est toujours plus grandeque 1, quelle que soit la valeur de ω.



100 Chapitre 4 � Cas des pointsDémonstration. � On a
2nωT

L
=

2n

T
< 1et, ave l'hypothèse (4.22),

L

T log(L + 1)
h(α) ≤ ωTh(α) ≤ ωC

δn+1/2
0 (log(3ω))n(δ+1)h(α) < 1,de sorte que les hypothèses du théorème 4.17 sont véri�ées. On en déduitl'existene de F ∈ EQ̄({α}L, T, L) tel que

h(F ) ≤ 18n2ωT 2 log(L + 1)

L
+

1

2
log

(

L + n

n

)

≤ c2(log C0) log(3ω).Nous allons montrer, grâe au lemme 4.20, que e polyn�me F onvient.Pour ela, véri�ons que les hypothèses de e lemme sont satisfaites. Soit
(q1, . . . , qn) ∈ P1 × · · · × Pn et supposons qj1, . . . , qjr premiers et qj = 1 pour
j 6∈ {j1, . . . , jr}. Pour i ∈ [[1, r]], notons pi = qji

; on a
log pi ≥ c3 log log(16ω).Considérons la quantité Tr−1 dé�nie dans le lemme 4.20 ; on a

T−1
r−1 = 2r−1T−1

r−1
∏

j=1

(

1 +
(n + 1)E log(L + 1)

log pj

)

≤ c4T
−1

r−1
∏

j=1

(

E log(L + 1)

log log(16ω)

)

≤ c5C
−(δn+1/2)
0

(log log(16ω))n

(log(3ω))n(δ+1)

(

Cδ
0(log C0)(log(3ω))δ+1

log log(16ω)

)n−1

≤ c5
(log C0)

n−1

C
(δ+1/2)
0

log log(16ω)

(log(3ω))(δ+1)
.Ainsi,

4Eh(F )

Tr−1 min log pi
≤ c6

(C0 log(3ω))δ(log C0)(log(3ω))

log log(16ω)

×(log C0)
n−1

C
(δ+1/2)
0

log log(16ω)

(log(3ω))(δ+1)

≤ c6
(log C0)

n

C
1/2
0

< 1.



4.3 � Transendane 101Par ailleurs, par hypothèse sur h(α) et en utilisant (4.21) ave j = n, on a
N1 · · ·Nnh(α) ≤ ω−1(C0 log(3ω))−(2n(δ+1)−1) .D'où

4ELp1 · · · pr

Tr−1 min log pi
h(α) ≤ 4ωET 2Nj1 · · ·Njr

Tr−1(log log(16ω))
h(α)

≤ c7ω
C2δn+δ+1

0 (log(3ω))2n(δ+1)+δ

(log log(16ω))2n+1
T−1

r−1N1 · · ·Nnh(α)

≤ c8
C

2δn+1/2
0 (log C0)

n−1(log(3ω))2n(δ+1)−1

(log log(16ω))2n

×(C0 log(3ω))−(2n(δ+1)−1)

≤ c8
(log C0)

n−1

C
2n−3/2
0

< 1.Le lemme 4.20 assure alors que pour tous τp1, . . . , τpr prolongeant respeti-vement φp1, . . . , φpr , le polyn�me F τp1 ...τpr est nul sur {αp1···pr}L à un ordresupérieur ou égal à Tr, ave
Tr ≥ c9T

r
∏

j=1

(

log log(16ω)

E log(L + 1)

)

≥ c10C
(δn+1/2)
0

(log(3ω))n(δ+1)

(log log(16ω))n

(

log log(16ω)

Cδ
0(log C0)(log(3ω))δ+1

)n

≥ c10
C

1/2
0

(log C0)n

≥ 1.Ainsi, nous avons montré que pour tout (q1, . . . , qn) ∈ P1×· · ·×Pn et pour tous
τq1, . . . , τqn prolongeant respetivement φq1 , . . . , φqn , le polyn�me F τq1 ...τqn estnul sur {αq1···qn}L.A�n de pouvoir maintenant tirer parti du lemme de zéros, nous devons ex-lure des ensembles Pj les premiers exeptionnels assoiés à une variété V . Nousremarquons que leur quantité est négligeable, au vu du hoix des paramètres.Lemme 4.23. � Soient L une extension abélienne de Q et V une variétédé�nie sur L telle que

log deg(V ) ≤ (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)−1 .(4.23)



102 Chapitre 4 � Cas des pointsPour tout j ∈ [[1, n]], il existe alors un sous-ensemble Pj(V ) ⊂ Pj dont leardinal satisfait l'inégalité
|Pj(V )| ≥ c11

(C0 log(3ω))2n(ρ+1)(δ+1)j·j!

(log C0) log log(16ω)
.et tel que 1 ∈ Pj(V ) et p1 · · · pn 6∈ Eexc(V ) pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1(V ) ×

· · · × Pn(V ).Démonstration. � La démonstration est en tout point identique à elle dulemme 5.2 de [AmDa99℄ en remplaçant Q par L.Nous pouvons maintenant énoner et montrer le théorème lé.Théorème 4.24. � Soit V une sous-variété de Gn
m dé�nie sur L et L-irrédutible telle que

log(deg V ) ≤ (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)−1 .Supposons
h(α) ≤

(

ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1)+2n(δ+1)−1
)−1

.(4.24)Supposons de plus qu'il n'existe pas de sous-variété de torsion B dé�nie sur Let ontenant un onjugué de α telle que
(deg B)1/codim(B) ≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n+1)! .(4.25)Alors l'une des deux propriétés suivantes est vraie :1. Il existe un premier p 6∈ Eexc(V ) tel que

E ≤ p ≤ Nnqui est rami�é dans L ave
ep(L) ≥ Eet tel que(4.26) ωL(p)

(αp) ≤ c0ωL(α) log(3ωL(α)).2. Il existe un entier l 6∈ Eexc(V ) tel que
l ≤ (C0 log(3ω))2n(1+δ)(ρ+1)((n+1)!−1)et(4.27) ωL(αl) ≤ ωL(α)

C
1/2
0 (C0 log(3ωL(α)))2n(1+δ)ρ

.



4.3 � Transendane 103Démonstration. � Considérons la réunion
P(V ) =

n
⋃

j=1

Pj(V ).Nous allons distinguer deux as. Supposons dans un premier temps qu'il existeun premier p ∈ P(V ) tel que ep(L) ≥ E. Soit c0 le réel stritement positif dela proposition 4.15 ; on a
c0

pω

log p
h(α) ≤ c0(C0 log(3ω))−e,ave

e = 2n(δ + 1)(ρ + 1)((n + 1)! − 1) + 2n(δ + 1) − 1 − 2n(ρ + 1)(δ + 1)n.n!

= 2n(ρ + 1)(δ + 1)(n! − 1) + 2n(δ + 1) − 1

> 0.D'où
c0

pω

log p
h(α) < 1.Ainsi, la proposition 4.15 s'applique et nous obtenons la première assertion dela onlusion alternative (en remarquant que Nn ≥ p ≥ N1/2 ≥ E).Supposons maintenant que pour tout p ∈ P(V ), ep(L) ≤ E. Soit F le po-lyn�me de degré inférieur ou égal à L fourni par la proposition 4.22. On a

F τp1 ...τpnσ qui est nul sur {αp1···pn}L pour tout (p1, . . . , pn) ∈ P1 × · · · × Pn etpour tous τp1, . . . , τpn prolongeant à Q̄ les morphismes φp1 , . . . , φpn . Quitte àmultiplier F par un nombre algébrique, on peut supposer qu'un de ses oe�-ients est égal à 1. Si F désigne une extension galoisienne de L ontenant lesoe�ients de F , alors le polyn�me
G =

∑

σ∈Gal(F/L)

F σest non nul et satisfait les hypothèses du lemme de zéros (théorème 4.21) ap-pliqué aux ensembles d'entiers Pj(V ) dé�nis dans le lemme préédent (lemme4.23) et aux morphismes φp orrespondants. Le lemme de zéros nous fournitdon un indie r et une sous-variété Z de Gn
m dé�nie sur L, de odimensioninférieure ou égale à r, ontenant un onjugué d'une ertaine puissane αl,ave l 6∈ Eexc(V ) (par le lemme 4.23) et

l ≤ Nr+1 · · ·Nn ≤ N1 · · ·Nn = (C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)((n+1)!−1) ,



104 Chapitre 4 � Cas des pointspour laquelle l'inégalité (4.19) est satisfaite. Cette inégalité donne en partiulier(ar 1 ∈ Pr(V )) :
(4.28) deg(Z)1/codim(Z) ≤ LN1 · · ·Nr−1

≤ LN1 · · ·Nn−1

≤ ωC2δn+1
0 (log(3ω))2n(δ+1)

×(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n!−1)

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)((ρ+1)(n!−1)+1)

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)n! .Une omposante L-irrédutible B de [l]−1Z ontient un onjugué de {α}L etson degré satisfait l'inégalité
deg(B)1/codim(B) ≤ l deg(Z)1/codim(Z)

≤ Nr+1 · · ·NnLN1 · · ·Nr−1

≤ ω(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(n+1)! .Par hypothèse, la variété B (don Z) n'est pas de torsion. Par ailleurs, l'inéga-lité (4.28) montre en partiulier que
log(deg(Z)) ≤ c13 log(C0) log(3ω).Soit Q = Pr(V ) \ Eexc(Z) ; la proposition 4.7 et l'inégalité i-dessus assurentque |Eexc(Z)| est négligeable devant la minoration de |Pj(V )| fournie par lelemme 4.23, de sorte que(4.29) |Q| ≥ c14

(C0 log(3ω))2n(ρ+1)(δ+1)r·r!

(log C0) log log(16ω)
.Comme Z n'est pas de torsion, le lemme 2.3, point (i) de [AmDa99℄ montreque les variétés τ−1

p [p]Z et τ−1
q [q]Z pour (p, q) ∈ Pr(V ), p 6= q, n'ont pas deomposantes ommunes (e qui revient à dire qu'elles sont distintes). Parailleurs, Q ∩ Eexc(Z) = ∅ don pour p ∈ Q, deg τ−1

p [p]Z ≥ deg Z. On obtientalors, grâe à l'inégalité (4.19) du lemme de zéros (théorème 4.21),
|Q|deg(Z) ≤ deg





⋃

p∈Pr(V )

τ−1
p [p]Z



 ≤ (LN1 · · ·Nr−1)
codimZ .



4.4 � Desente 105Ainsi, en utilisant l'inégalité codimZ ≤ r, on obtient la majoration suivantepour le degré de Z :
deg(Z)1/codim(Z) ≤ LN1 · · ·Nr−1|Q|−1/r.En utilisant la relation (4.21) et la minoration (4.29) de |Q|, on a

deg(Z)1/codim(Z) ≤ c15ωC2δn+1
0

(log(3ω))2n(δ+1)

(log log(16ω))2n

×(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)(r!−1)

× ((log C0) log log(16ω))1/r

(C0 log(3ω))2n(δ+1)(ρ+1)r!

≤ c15ωC−1
0 (log C0) (C0 log(3ω))−2n(δ+1)ρ .Or il existe τ ∈ Gal(Q̄/Q) tel que τZ ontienne {αl}L. En appliquant le lemme4.9 à L, α et τZ, on obtient

ωL(αl) ≤ n deg(τZ)1/codim(τZ) ≤ ω

C
1/2
0 (C0 log(3ω))2n(δ+1)ρ

,e qui orrespond à la deuxième assertion de la onlusion alternative du théo-rème. 4.4. DesenteNous �xons α ∈ Gn
m et L extension abélienne de Q. Si nous pouvions assu-rer dans le théorème lé (théorème 4.24) que nous sommes dans la deuxièmeonlusion ave l = 1, le théorème 4.5 s'en déduirait immédiatement (mêmesans l'hypothèse Hα,L). Plus généralement, si nous sommes dans la deuxièmeonlusion du 4.24, alors il existe un entier l n'appartenant pas à l'ensembleexeptionnel d'une ertaine variété V tel que

ωL(αl) < ωL(α).Soient Vl une hypersurfae L-irrédutible ontenant αl telle que deg Vl =

ωL(αl) et V ′
l une omposante L-irrédutible de [l]−1Vl ontenant α. Alors

ωL(α) ≤ deg V ′
let deg([l]V ′

l ) = deg Vl = ωL(αl).Si nous pouvions assurer, a priori, que l n'est pas dans Eexc(V
′
l ), le théorème4.5 serait alors démontré dans la mesure où l'on aurait

ωL(α) ≤ deg V ′
l ≤ deg([l]V ′

l ) ≤ ωL(αl)



106 Chapitre 4 � Cas des pointsdon une ontradition. Malheureusement, ette ondition est di�ile à assurerar la variété V ′
l est onstruite après la donnée de l.Nous devons don utiliser un argument de desente qui onsiste à montrer,à l'aide d'un bon hoix de paramètres, que l'on ne peut appliquer plus de nfois de suite le théorème 4.24 si la hauteur de α est petite.Nous ommençons par introduire les paramètres suivants, pour i ∈ [[1, n]] :

νi = (1 + n)(((n + 1)! − 1)(1 + 2n2) + 1)n−i;

Pi = (C0(log C0) log(3ωL(α)))2nνinn!;

Li = (C0(log C0) log(3ωL(α)))2nνi((n+1)!−1);

δi = n



1 + 2n((n + 1)! − 1)

n
∑

j=i+1

νj



 ;

Ei =

(

C0

(log C0)2
log(3ωL(α))

)δi

;

εi =
1

C
1/2
0 (C0(log C0)−2 log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)

Pn
j=i+1 νj

.Remarquons que, pour tout i ∈ [[1, n]], un alul simple donne(4.30) νi = (δi + 1) + ((n + 1)! − 1)
n
∑

j=i+1

νj.En e�et, en posant γ = (((n + 1)! − 1)(1 + 2n2) + 1), on obtient
νi − (δi + 1) − ((n + 1)! − 1)

n
∑

j=i+1

νj

= νi − n



1 + 2n((n + 1)! − 1)

n
∑

j=i+1

νj



− 1 − ((n + 1)! − 1)

n
∑

j=i+1

νj

= νi − n − 1 −
(

((n + 1)! − 1)(2n2 + 1)
)

n
∑

j=i+1

νj

= (1 + n)



γn−i − 1 − (γ − 1)
n
∑

j=i+1

γn−j





= 0.



4.4 � Desente 107Remarquons également les égalités suivantes que nous utiliserons plusieurs foisdans la suite :(4.31) L1 · · ·Lk = (C0(log C0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
Pk

i=1 νiet(4.32) Lk+1 · · ·Ln = (C0(log C0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
Pn

i=k+1 νi .Si nous appliquions plusieurs fois de suite le théorème 4.24, nous pourrionsonstruire une suite de variétés possèdant des propriétés partiulières, e quimotive la dé�nition suivante.Dé�nition 4.25. � On note W l'ensemble des quadruplets (k, l,V ,L) où
k ∈ [[0, n]], l = (l1, . . . , lk) est un k-uplet d'entiers, V = (V0, . . . , Vk) est un
(k+1)-uplet de sous-variétés propres de Gn

m et L = (L0, . . . , Lk) est un (k+1)-uplet d'extensions abéliennes de Q tels que :
(a0) L0 est un sous-orps de L tel que ωL0(α) = ωL(α) ;
(b0) V0 est dé�nie sur L0 et est L0-irrédutible ;
(c0) L0 est le plus petit sous-orps de L sur lequel V0 est dé�nie ;
(d0) V0 ontient {α}L0 et pour tout K ( L0 on a {α}K 6⊂ V0 ;
(e0) deg V0 ≤ (L1 · · ·LnωL(α))codimV0 ;puis pour tout i entre 1 et k :1. Soit l'indie i est de type I :(a) li est un premier rami�é dans Li−1 tel que eli(Li−1) ≥ Ei ;(b) Ei ≤ li ≤ Pi ;() li 6∈ Eexc(Vi−1) ;(d) Vi est dé�nie sur (Li−1)(li) et est (Li−1)(li)-irrédutible ;(e) Li est le plus petit sous-orps de (Li−1)(li) sur lequel Vi est dé�nie ;(f) Vi ontient {αl1···li}Li

et pour tout K ( Li on a {αl1···li}K 6⊂ Vi ;(g) [li]Vi−1 ⊂ Vi ;(h) deg Vi ≤
(

Li+1 · · ·LnωLi
(αl1···li)

)codimVi ;(i) ωLi
(αl1···li) ≤ c0ωLi−1(α

l1···li−1) log(3ωLi−1(α
l1···li−1)).2. Soit l'indie i est de type II :(a) li est un entier ;(b) li ≤ Li ;



108 Chapitre 4 � Cas des points() li 6∈ Eexc(Vi−1) ;(d) Vi est dé�nie sur Li−1 et est Li−1-irrédutible ;(e) Li est le plus petit sous-orps de Li−1 sur lequel Vi est dé�nie ;(f) Vi ontient {αl1···li}Li
et pour tout K ( Li on a {αl1···li}K 6⊂ Vi ;(g) [li]Vi−1 ⊂ Vi ;(h) deg Vi ≤

(

Li+1 · · ·LnωLi
(αl1···li)

)codimVi ;(i) ωLi
(αl1···li) ≤ εiωLi−1(α

l1···li−1).Si un indie est à la fois de type I et II, nous dirons qu'il est de type II.Si (k, l,V ,L) ∈ W, nous noterons rI l'ensemble des indies de type I dans
(k, l,V ,L) et rII l'ensemble des indies de type II (on a alors |rI| + |rII| = k).Remarquons que ette dé�nition implique en partiulier que le n-uplet L =

(L0, . . . , Lk) est en fait une tour desendante d'extensions abéliennes inlusesdans L :
L0 ⊇ · · · ⊇ Lk.Dans la desente, nous appliquerons le théorème 4.24 à une ertaine puis-sane αl1···lk de α, issue d'un élément de W. Pour véri�er les hypothèses duthéorème 4.24, il nous faut des informations onernant l'indie d'obstrutionde(5) αl1···lk . Or, le point αl1···lk étant issu d'un élément de W, nous pouvonsomparer son indie d'obstrution à elui de α :Lemme 4.26. � Soit (k, l,V ,L) ∈ W. Alors, pour tout j ∈ [[0, k]], on a(4.33) ωLj

(αl1···lj ) ≤ c16ωL(α) (log(3ωL(α)))|rI∩[[1,j]]|et(4.34) 1

(log C0)2
log(3ωL(α)) ≤ log(3ωLj

(αl1···lj )) ≤ c17 log(3ωL(α)).Démonstration. � L'inégalité (4.33) est immédiate, après avoir noté que pourtout i ∈ [[1, j]] :� si l'indie i est de type I alors
ωLi

(αl1···li) ≤ c0ωLi−1(α
l1···li−1) log(3ωLi−1(α

l1···li−1)) ;

(5)Notons, à e propos, qu'il y a une légère erreur dans [AmDa99℄ et [AmDa04℄ : les auteursne véri�ent pas exatement les hypothèses de la proposition qui résume la transendane(proposition 5.3 dans [AmDa99℄ et proposition 2.8 dans [AmDa04℄) ; ependant, ela n'apas de onséquene sur le résultat �nal, exepté au niveau de la onstante c(n). Voir les notesde bas de pages (6), (7) et (8) pour plus de préisions.



4.4 � Desente 109� si l'indie i est de type II alors
ωLi

(αl1···li) ≤ εiωLi−1(α
l1···li−1) ≤ ωLi−1(α

l1···li−1).On en déduit la deuxième inégalité de (4.34). De plus, omme Lj ⊆ L0, on a
ωL(α) = ωL0(α) ≤ l1 · · · ljωL0(α

l1···lj ) ≤ l1 · · · ljωLj
(αl1···lj )et ainsi, par le hoix des paramètres,

log(3ωL(α)) ≤ c18(log C0) log(3ωLj
(αl1···lj )) ≤ (log C0)

2 log(3ωLj
(αl1···lj )).Introduisons maintenant deux dé�nitions :Dé�nition 4.27. � On note W0 le sous-ensemble de W dé�ni de la façonsuivante :

W0 = {(k, l,V ,L) ∈ W, dimV0 < dim V1 < · · · < dimVk} .Dé�nition 4.28. � On introduit un ordre total sur les suites �nies d'entiers.Soient (v) = (vi)0≤i≤k et (v′) = (v′i)0≤i≤k′ deux telles suites. On pose (v) �
(v′) si (vi)0≤i≤min(k,k′) < (v′i)0≤i≤min(k,k′) pour l'ordre lexiographique ou si
(vi)0≤i≤min(k,k′) = (v′i)0≤i≤min(k,k′) et k ≥ k′.La dé�nition préédente permet de munir W d'un préordre total (relationré�exive, transitive et omplète) en posant(4.35) (k, l,V ,L) � (k′, l′,V ′,L′) si (dim Vi)0≤i≤k � (dim V ′

i )0≤i≤k′ .Nous passons maintenant à la desente proprement dite : le théorème suivantpermet de onstruire un élément de W qui n'est pas dans W0.Théorème 4.29. � Supposons qu'il n'existe pas de sous-variété de torsion Bdé�nie sur L ontenant α telle que(4.36)
deg(B)1/codim(B) ≤ ωL(α) (C0(log C0) log(3ωL(α)))2n·(n+1)!

Pn
j=1 νj+n−1et

h(α) < ωL(α)−1
(

(C0(log C0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
Pn

j=1 νj+2n(δ1+1)−1
)−1

.Alors il existe (k, l,V ,L) ∈ W \W0.Le shéma de la preuve est le suivant. Nous montrons dans un premiertemps que l'ensemble W0 n'est pas vide et que l'on peut en extraire un élémentminimal pour l'ordre introduit surW (voir (4.35)). Puis à partir de et élément,nous onstruisons une nouvelle suite de sous-variétés, à l'aide du théorème 4.24.



110 Chapitre 4 � Cas des pointsNous montrons ensuite que ette suite de sous-variétés est en fait un élémentde W qui est stritement inférieur (pour l'ordre (4.35)) à l'élément minimalinitial. Nous en déduisons qu'il n'appartient pas à W0.Démonstration. � Montrons tout d'abord que l'ensemble W0 n'est pas vide.Soit V0 une hypersurfae dé�nie sur L ontenant α et de degré minimal ωL(α).Soit L0 son orps de dé�nition. Nous pouvons supposer, quitte à hanger leouple (V0, L0), que pour tout sous-orps K ( L0, on a ωK(α) > ωL(α). Alorsle quadruplet (0, ∅, V0, L0) appartient à W0. En e�et, les onditions (a0), (b0)et (c0) sont véri�ées par onstrution. Supposons qu'il existe K ( L0 tel que
{α}K ⊂ V0 ; soit f ∈ L0[X ] une équation de V0. Par le lemme 4.8, il existe unpolyn�me g non nul, à oe�ients dans K, de degré inférieur ou égal à eluide f tel que g(α) = 0 ; don ωK(α) ≤ ωL(α), ontradition. L'hypothèse (d0)est don véri�ée. En�n l'hypothèse (e0) est ii trivialement véri�ée. Don W0n'est pas vide.Par ailleurs, l'ensemble des suites �nies d'entiers ompris entre 0 et n − 1,de longueur au plus n et stritement roissantes (au sens usuel) est �ni (deardinal inférieur à 2n − 1). Ainsi, il existe un élément minimal (k, l,V ,L)dans W0 pour l'ordre introduit préédemment, 'est-à-dire satisfaisant

∀(k′, l′,V ′,L′) ∈ W0, (dim Vi)0≤i≤k � (dim V ′
i )0≤i≤k′ .Nous allons appliquer le théorème 4.24 à αl1···lk , à la sous-variété Vk et à

Lk ave δ = δk+1 et ρ tel que (ρ + 1)(δ + 1) = νk+1. Remarquons que dans eas, le paramètre E qui apparaît dans e théorème satisfait, grâe à l'inégalité(4.34),(4.37) E ≥
(

C0 log(3ωLk
(αl1···lk))

)δ

≥
(

C0

(log C0)2
log(3ωL(α))

)δk+1

≥ Ek+1.Véri�ons que les hypothèses du théorème 4.24 sont satisfaites. On a
h(αl1···lk) = l1 · · · lkh(α)et, par l'inégalité (4.33),

ωLk
(αl1···lk) ≤ c16ωL(α)(log(3ωL(α)))|rI|.



4.4 � Desente 111Don par l'hypothèse faite sur la hauteur de α,
h(αl1···lk)ωLk

(αl1···lk) ≤ l1 · · · lkh(α)c16ωL(α)(log(3ωL(α)))|rI|

≤ h(α)ωL(α)





∏

i∈rI

li (c16 log(3ωL(α)))





∏

i∈rII

li

≤ h(α)ωL(α)





∏

i∈rI

Pi (c16 log(3ωL(α)))





∏

i∈rII

Li

≤ h(α)ωL(α)

k
∏

i=1

Li

≤ (C0(log C0) log(3ωL(α)))−eave
e = 2n((n + 1)! − 1)

n
∑

j=1

νj + 2n(δ1 + 1) − 1

−2n((n + 1)! − 1)
k
∑

j=1

νj

= 2n((n + 1)! − 1)

n
∑

j=k+1

νj + 2n(δ1 + 1) − 1

≥ 2n((n + 1)! − 1)νk+1 + 2n(δk+1 + 1) − 1

≥ 2n((n + 1)! − 1)(ρ + 1)(δk+1 + 1) + 2n(δk+1 + 1) − 1.D'où(6), par l'inégalité (4.34),
h(αl1···lk)ωLk

(αl1···lk) ≤ (C0 log(3ωLk
(αl1···lk)))−e.De plus, il n'existe pas de sous-variété de torsion B dé�nie sur Lk et onte-nant αl1···lk qui satisfait la majoration (4.25). En e�et, si tel était le as, il exis-terait B′, sous-variété de torsion, omposante Lk-irrédutible de [l1 · · · lk]−1Bontenant α (en partiulier B′ serait dé�nie sur L0). Mais dans e as, ave les

(6)C'est ii que s'est glissée l'erreur dans [AmDa99℄ (resp. [AmDa04℄) : les auteurs ont unemajoration en fontion de δ(α) (resp. w∗) à la plae de δ(αl1···lk ) (resp. [K : Q]wK(αl1···lk )).



112 Chapitre 4 � Cas des pointsinégalités (4.33), (4.34) et (4.31), on aurait
deg(B′)1/codim(B′) =

(

(l1 . . . lk)
codim(B) deg(B)

)1/codim(B′)

≤ L1 · · ·Lk deg(B)1/codim(B)

≤ L1 · · ·LkωLk
(αl1···lk)(C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))2nνk+1(n+1)!

≤ c16L1 · · ·LkωL(α)(log(3ωL(α)))n−1

×(C0(log C0) log(3ωL(α)))2nνk+1(n+1)!

≤ ωL(α)(C0(log C0) log(3ωL(α)))2n·(n+1)!
Pn

j=1 νj+n−1,e qui ontredirait l'hypothèse (4.36).Considérons la variété Vk. On a
deg Vk ≤

(

Lk+1 · · ·LnωLk
(αl1···lk)

)codimVk

,e qui entraîne(7) par le hoix des paramètres et l'inégalité (4.34)
log deg Vk ≤ c19(log C0) log(3ωLk

(αl1···lk))

≤ C0 log(3ωLk
(αl1···lk)),de sorte que toutes les hypothèses du théorème 4.24 sont maintenant véri�ées.Dans les deux as de sa onlusion alternative, e théorème fournit un entierque l'on note lk+1. Si nous sommes dans le premier as (resp. deuxième as) dela onlusion, nous notons Z une hypersurfae dé�nie sur (Lk)(lk+1)

(resp. Lk)ontenant αl1···lk+1 de degré minimal : deg(Z) = ω(Lk)(lk+1)
(αl1···lk+1) (resp.

deg Z = ωLk
(αl1···lk+1)). On note Lk+1 le plus petit sous-orps de (Lk)(lk+1)(resp. Lk) sur lequel Z est dé�nie. Par dé�nition, on a {αl1···lk+1}Lk+1

⊂ Z.Supposons maintenant qu'il existe K ( Lk+1 tel que {αl1···lk+1}K ⊂ Z ; soit
f ∈ Lk+1[X] une équation de Z. Par le lemme 4.8, il existe un polyn�me gnon nul à oe�ients dans K, de degré inférieur ou égal à elui de f et telque g(αl1···lk+1) = 0. Ainsi, quitte à remplaer Z par l'hypersurfae dé�niepar g et Lk+1 par K, nous pouvons de plus supposer que si K ( Lk+1 alors
{αl1···lk+1}K 6⊂ Z.
(7)Même remarque que la note (6).



4.4 � Desente 113Nous allons maintenant montrer qu'il existe un entier k′ ∈ [[0, k + 1]] et unesous-variété Zk′ dé�nie sur Lk′ et Lk′-irrédutible tels que :1. deg(Zk′) ≤ lk′+1 · · · lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′) ;2. [lk′ ]Vk′−1 ⊂ Zk′ ;3. codim(Zk′) = codim(Vk′) + 1 ;4. Lk′ est le orps de dé�nition de Zk′ (en d'autres termes Zk′ n'est pasdé�ni sur un sous-orps strit de Lk′) ;5. {αl1···lk′}Lk′

⊂ Zk′ et si K ( Lk′ alors {αl1···lk′}K 6⊂ Zk′ .en posant les onventions codim(Vk+1) = 0, deg(Vk+1) = 1 et V−1 = {α}L0 .Remarquons que ela impliquera notamment(4.38) (dim(V0), . . . ,dim(Vk′−1),dim(Zk′)) ≺ (dim(V0), . . . ,dim(Vk)).Nous distinguons deux as.Supposons dans un premier temps qu'il existe i ∈ [[0, k]] tel que
[li+1 . . . lk+1]Vi 6⊂ Z.Soit k′ le plus petit entier véri�ant ette propriété. Considérons l'ensemblealgébrique équidimensionnel Vk′∩[lk′+1 . . . lk+1]

−1Z ; la variété Vk′ et l'ensemblealgébrique [lk′+1 . . . lk+1]
−1Z étant dé�nis respetivement sur Lk′ et Lk+1 ⊂

Lk′ , leur intersetion est elle aussi dé�nie sur Lk′ . Soit Zk′ une des omposantes
Lk′-irrédutibles de Vk′ ∩ [lk′+1 . . . lk+1]

−1Z ontenant [lk′ ]Vk′−1. La propriété1 est alors assurée par l'inégalité de Bézout :
deg(Zk′) ≤ deg([lk′+1 . . . lk+1]

−1Z) deg(Vk′)

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′).De plus on a [lk′ ]Vk′−1 ⊂ Vk′ par hypothèse et [lk′ ]Vk′−1 ⊂ [lk′+1 . . . lk+1]

−1Zpar minimalité de k′, don [lk′ ]Vk′−1 ⊂ Zk′ (propriété 2). De plus, on a
codim(Zk′) = codim(Vk′) + 1 (propriété 3) par onstrution. Supposons main-tenant que Zk′ soit dé�nie sur K ( Lk′ . Alors {αl1···lk′}K ⊂ Zk′ et par suiteon avait néessairement {αl1···lk′}K ⊂ Vk′ , e qui ontredit l'hypothèse (f)dans la dé�nition de W. Don Lk′ est le orps de dé�nition de Zk′ (propriété4). En�n, la propriété 5 est assurée par le même argument.Supposons dans un deuxième temps que ∀i ∈ [[0, k]], [li+1 . . . lk+1]Vi ⊂ Z.Posons alors k′ = k + 1 et Zk+1 = Z. Les propriétés 1,2,3,4 et 5 sont alorstrivialement véri�ées par la dé�nition de Zk+1 et les remarques qui la suivent.



114 Chapitre 4 � Cas des pointsNous allons maintenant montrer
(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . , Lk′)) ∈ Wen distinguant 3 as.Cas 1. Si k′ = k + 1 et que nous sommes dans la onlusion 1 du théorème4.24, nous allons montrer que k + 1 est un indie de type I. En e�et lk+1 estalors un premier rami�é dans Lk tel que elk+1

(Lk) ≥ Ek+1 (en utilisant (4.37)),e qui assure la ondition (a). De plus, lk+1 6∈ Eexc(Vk) et, en utilisant enore(4.34) et (4.37), on obtient
Ek+1 ≤ lk+1 ≤ (C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))2n(1+δ)(ρ+1)n.n!

≤ (c17C0 log(3ωL(α)))2nνk+1n.n!

≤ Pk+1.Don les onditions (b) et () sont satisfaites. De même, grâe à l'inégalité(4.26), la ondition (i) est véri�ée :
ωLk+1

(αl1···lk+1) = ωLk(lk+1)
(αl1···lk+1)

≤ c0ωLk
(αl1···lk) log(3ωLk

(αl1···lk)).La variété Zk+1 est dé�nie sur Lk+1 (ondition (d)) et véri�e les propriétés 2,4 et 5 qui orrespondent respetivement aux onditions (g), (e) et (f). En�n,la ondition (h) est assurée :
deg(Zk+1) = ωLk+1

(αl1···lk+1).Don l'indie k + 1 est de type I et
(k + 1, (l1, . . . , lk+1), (V1, . . . , Vk, Zk+1), (L1, . . . , Lk+1)) ∈ W.Cas 2. Si k′ = k + 1 et que nous sommes dans la onlusion 2 du théorème4.24, nous allons montrer que k + 1 est un indie de type II. En e�et, lk+1 estalors un entier tel que(8) (en utilisant (4.34)),

lk+1 ≤ (C0 log(3ωLk
(αl1···lk)))2n(1+δ)(ρ+1)((n+1)!−1)

≤ (c17C0 log(3ωL(α)))2nνk+1((n+1)!−1)

≤ Lk+1

(8)Même remarque que la note (6).



4.4 � Desente 115et lk+1 6∈ Eexc(Vk) de sorte que les onditions (a), (b) et () sont satisfaites.De même, à l'aide des inégalités (4.27) et (4.34), la ondition (i) est véri�ée :
ωLk+1

(αl1···lk+1) = ωLk
(αl1···lk+1)

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0 log(3ωLk

(αl1···lk)))2n(δk+1+1)ρ

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0(log C0)−2 log(3ωL(α)))2n(δk+1+1)ρ

≤ ωLk
(αl1···lk)

C
1/2
0 (C0(log C0)−2 log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)

Pn
j=k+2 νj

≤ εk+1ωLk
(αl1···lk).En e�et, grâe à l'égalité (4.30) on a

((n + 1)! − 1)
n
∑

j=k+2

νj = νk+1 − (δk+1 + 1)

= (δk+1 + 1)ρ.En�n, les onditions (d), (e), (f), (g) et (h) sont assurées de la même façon quedans le as préédent. Don l'indie k + 1 est de type II et
(k + 1, (l1, . . . , lk+1), (V1, . . . , Vk, Zk+1), (L1, . . . , Lk+1)) ∈ W.Cas 3. Si k′ < k + 1, on véri�e aisément que, par hypothèse sur (k, l,V ,L)et grâe aux propriétés 2, 4 et 5 de Zk′ , nous sommes dans l'un des deux asde la dé�nition 4.25, sauf éventuellement pour les onditions (h). Posons θ = 1si nous sommes dans la première onlusion du théorème 4.24 et θ = 0 sinon.On a alors

ωLk+1
(αl1···lk+1) ≤ ωLk

(αl1···lk)(c0 log(3ωLk
(αl1···lk)))θ.Don, en utilisant la relation sur le degré de Zk′ (propriété 1) et l'inégalité(4.34)

deg(Zk′) ≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk+1
(αl1···lk+1) deg(Vk′)

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk
(αl1···lk)(c0 log(3ωLk

(αl1···lk)))θ deg(Vk′).

≤ lk′+1 . . . lk+1ωLk
(αl1···lk)(c0c17 log(3ωL(α)))θ deg(Vk′).



116 Chapitre 4 � Cas des pointsDe plus, par un argument similaire à elui de la démonstration du lemme 4.26,on montre
ωLk

(αl1···lk) ≤ c20ωLk′
(αl1···lk′ )(log(3ωLk′

(αl1···lk′ )))|rI∩[[k′+1,k]]|et de nouveau ave l'inégalité (4.34)
ωLk

(αl1···lk) ≤ c21ωLk′
(αl1···lk′ )(log(3ωL(α))|rI∩[[k′+1,k]]|.D'où, en posant Ak′ = deg(Zk′)
(

ωLk′
(αl1···lk′ ) deg(Vk′)

)−1, on a
Ak′ ≤ c21lk′+1 . . . lk+1(log(3ωL(α))|rI∩[[k′+1,k]]|(c0c17 log(3ωL(α)))θ

≤ lk+1(c0c17 log(3ωL(α)))θ
k
∏

i=k′+1
i∈rI

c21li log(3ωL(α))

k
∏

i=k′+1
i∈rII

li

≤ Lk+1

k
∏

i=k′+1
i∈rI

Li

k
∏

i=k′+1
i∈rII

Li

≤
k+1
∏

i=k′+1

Li.En�n, la relation sur la odimension de Zk′ (propriété 3) et la majoration dudegré de Vk′ (ondition (h) de la dé�nition 4.25) donnent
deg(Zk′) ≤ Lk′+1 · · ·Lk+1ωLk′

(αl1···lk′ )
(

Lk′+1 · · ·LnωLk′
(αl1···lk′ )

)codim(Vk′ )

≤
(

Lk′+1 · · ·LnωLk′
(αl1···lk′ )

)codim(Zk′ )
,e qui montre que la ondition (h) est véri�ée. Nous avons don montré denouveau

(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . , Lk′)) ∈ W.Comme la suite des dimensions (dim(V0), . . . ,dim(Vk′−1),dim(Zk′)) eststritement inférieure à la suite (dim(V0), . . . ,dim(Vk)) (voir la remarque(4.38)) et omme ette dernière est minimale parmi les éléments de W0, on endéduit
(k′, (l1, . . . , lk′), (V1, . . . , Vk′−1, Zk′), (L1, . . . , Lk′)) ∈ W \W0,e qui ahève la preuve du théorème.



4.5 � Démonstration du théorème 4.5 1174.5. Démonstration du théorème 4.5Soient L une extension abélienne de Q et α ∈ Gn
m(Q̄). On fait l'hypothèsesuivante :Hypothèse (H̃α,L,C0 log C0) : Soient H un sous-tore, l un entier, p un nombrepremier rami�é dans L tels que



































(deg H)1/codimH ≤ ωL(α)

×(C0(log C0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
Pn

j=1 νj+n−1;

l ≤ (C0(log C0) log(3ωL(α)))2n((n+1)!−1)
Pn−1

j=1 νj ;

p ≤ (C0(log C0) log(3ωL(α)))2n2ν1n!;Si α̃ est un onjugué de α tel que ((α̃)α−1)l 6∈ H alors ((α̃)α−1)pl 6∈ H.Sous (H̃α,L,C0 log C0), nous allons montrer que si les hypothèses du théorème4.29 sont satisfaites, nous aboutissons à une ontradition.Appliquons don le théorème 4.29 à α. Soient (k, l,V ,L) ∈ W \ W0 et
i ∈ [[1, k]] tel que Vi et Vi−1 soient de même dimension. On a [li]Vi−1 ⊂ Vi ave
li 6∈ Eexc(Vi−1). Nous allons distinguer trois as.Par la proposition 4.7, si i est de type I et que Vi−1 n'est pas une réunionde translatés de sous-tores, on a

deg ([li]Vi−1) ≥ li deg Vi−1,ar li 6∈ Eexc(Vi−1). Or [li]Vi−1 ⊂ Vi et es deux variétés ont même dimensiondon
deg ([li]Vi−1) ≤ deg(Vi).Mais Vi−1 ontient αl1···li−1 d'où

ωLi−1(α
l1···li−1) ≤ n deg(Vi−1)

1/codim(Vi−1).



118 Chapitre 4 � Cas des pointsEn ombinant es inégalités ave elles de la dé�nition 4.25 on obtient
ωLi−1(α

l1···li−1) ≤ n
(

l−1
i deg(Vi)

)1/codim(Vi)

≤ nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi

(αl1···li)

≤ nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi−1(α

l1···li−1)

×c0 log(3ωLi−1(α
l1···li−1))

≤ c0c17nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi−1(α

l1···li−1) log(3ωL(α)).D'où
1 ≤ c0c17n(C0 log(3ω))−δi/n+2n((n+1)!−1)

Pn
j=i+1 νj

×(log C0)
2δi/n+2n((n+1)!−1)

Pn
j=i+1 νj log(3ωL(α))

≤ c0c17n(C0)
−1(log C0)

2δi/n+2n((n+1)!−1)
Pn

j=i+1 νj .On aboutit alors à une ontradition.Supposons maintenant que i est de type I et que Vi−1 est une réunion detranslatés de sous-tores ; érivons
Vi−1 =

⋃

τ∈Gal(Q̄/Li−1)

τ
(

αl1···li−1H
)

=

r
⋃

k=1

α
l1···li−1

k H,où H est un sous-tore de Gn
m et les αk, k ∈ [[1, r]], sont des onjugués de αau-dessus de Li−1 tels que α
l1···li−1

k1
et α

l1···li−1

k2
sont distints modulo H dès que

k1 6= k2 (en d'autres termes, (αk1α
−1
k2

)l1···li−1 6∈ H). Comme li 6∈ Eexc(Vi−1),on a
deg ([li]Vi−1) ≥ deg Vi−1qui est en fait une égalité ii ar Vi est une réunion de translatés de sous-toreset
[li]Vi−1 =

r
⋃

k=1

αl1···li
k H,où la réunion est disjointe (en partiulier [li]H = H). De plus Vi étant dé�niesur Li et Vi−1 sur Li−1, on a σ([li]Vi−1) ⊂ Vi pour tout σ ∈ Gal(Li−1/Li).
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deg Vi ≥ deg





⋃

σ∈Gal(Li−1/Li)

σ([li]Vi−1)



 .Par ailleurs, pour tout σ ∈ Gal(Li−1/Li) \ {Id}, les variétés σ(Vi−1) et Vi−1n'ont pas de omposante (géométriquement irrédutible) ommune ar Li−1est le orps de dé�nition de Vi−1 (voir l'hypothèse (e) de la dé�nition 4.25).Don si on note
σ(Vi−1) =

r
⋃

k=1

α
l1···li−1

k,σ H,on a (αk1,σ1α
−1
k2,σ2

)l1···li−1 6∈ H dès que (k1, σ1) 6= (k2, σ2). Les onditions (b)et (h) de la dé�nition 4.25 nous plaent alors dans le adre de l'hypothèse(H̃α,L,C0 log C0). Ainsi, nous avons
(αk1,σ1α

−1
k2,σ2

)l1···li 6∈ H dès que (k1, σ1) 6= (k2, σ2).En d'autres termes : pour tout σ ∈ Gal(Li−1/Li)\{Id}, les variétés σ([li]Vi−1)et [li]Vi−1 n'ont pas de omposante (géométriquement irrédutible) ommune.Ainsi, on a, ave (4.5),
deg Vi ≥ [Li−1 : Li] deg([li]Vi−1)

≥ min(eli(Li−1), li) deg(Vi−1)

≥ Ei deg(Vi−1).Mais Vi−1 ontient αl1···li−1 , d'où
ωLi−1(α

l1···li−1) ≤ n deg(Vi−1)
1/codim(Vi−1).En ombinant es inégalités ave elles de la dé�nition 4.25 on obtient

ωLi−1(α
l1···li−1) ≤ n

(

E−1
i deg(Vi)

)1/codim(Vi)

≤ nE
−1/n
i Li+1 · · ·LnωLi

(αl1···li)Comme dans le as préédent, ei onstitue une ontradition.En�n, si i est de type II, on a
deg ([li]Vi−1) ≥ deg Vi−1,ar li 6∈ Eexc(Vi−1). Or [li]Vi−1 ⊂ Vi et es deux variétés ont même dimensiondon
deg ([li]Vi−1) ≤ deg(Vi).



120 Chapitre 4 � Cas des pointsMais Vi−1 ontient αl1···li−1 , d'où
ωLi−1(α

l1···li−1) ≤ n deg(Vi−1)
1/codim(Vi−1).En ombinant es inégalités ave elles de la dé�nition 4.25 on obtient

ωLi−1(α
l1···li−1) ≤ n (deg(Vi))

1/codim(Vi)

≤ nLi+1 · · ·LnωLi
(αl1···li)

≤ nLi+1 · · ·LnεiωLi−1(α
l1···li−1).D'où

1 ≤ n(log C0)
6n((n+1)!−1)

Pn
j=i+1 νjC

−1/2
0 ,e qui onstitue une nouvelle ontradition.Ainsi les hypothèses du théorème 4.29 ne sont jamais satisfaites (sous(H̃α,L,C0 log C0)). Nous avons don montré le théorème suivant :Théorème 4.30. � Pour tout entier naturel n non nul, il existe un nombreréel stritement positif c̃(n) ne dépendant que de n et e�etivement alulabletel que la propriété suivante soit vraie. Soit α ∈ Gn

m et soit L une extensionabélienne de Q. Supposons que l'hypothèse (H̃α,L,c̃(n)) soit satisfaite. Si
h(α) ≤ ωL(α)−1(c̃(n) log(3ωL(α))−κ̃(n),alors il existe une sous-variété de torsion B ontenant α dé�nie sur L telleque

(deg B)1/codim(B) ≤ ωL(α)(c̃(n) log(3ωL(α))µ̃(n),ave






















κ̃(n) = 2n((n + 1)! − 1)
n
∑

j=1

νj + 2n(δ1 + 1) − 1 ;

µ̃(n) = 2n(n + 1)!

n
∑

j=1

νj + n − 1.



4.5 � Démonstration du théorème 4.5 121D'une part, l'hypothèse (Hα,L) implique l'hypothèse (H̃α,L,c̃(n)). D'autrepart, par (4.30),
κ̃(n) = 2n((n + 1)! − 1)ν1 + 2nν1 − 1

= 2n(n + 1)!(1 + n)
(

((n + 1)! − 1)(1 + 2n2) + 1
)n−1 − 1

≤ 2(n + 1)2(n + 1)!
(

(n + 1)!2(n + 1)2
)n−1

≤
(

2(n + 1)2(n + 1)!
)net

µ̃(n) = 2n(n + 1)!

n
∑

j=1

νj + n − 1

≤ 4n((n + 1)! − 1)

n
∑

j=1

νj

≤ 2
(

2(n + 1)2(n + 1)!
)n

.Ainsi, le théorème 4.5 est démontré.
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Titre : Autour du problème de Lehmer relatif dans un tore

Résumé de la thèse

Le problème de Lehmer consiste à minorer la hauteur de Weil d’un nombre algébrique en fonction
de son degré sur Q. Si la question originelle de Lehmer reste aujourd’hui sans réponse, la conjecture
optimale correspondante a été démontrée à un epsilon près. Par ailleurs, ce problème admet plusieurs
généralisations. D’une part, on peut formuler le même type de conjecture en remplaçant le corps des
rationnels par une extension abélienne d’un corps de nombres. D’autre part, on peut généraliser ces
énoncés en dimension supérieure. Il s’agit alors de minorer la hauteur normalisée d’un point ou d’une
sous-variété d’un tore ; dans ce cas, on substitue au degré un invariant plus fin : l’indice d’obstruction. Il
est ensuite naturel de chercher à combiner ces deux généralisations : c’est le problème de Lehmer relatif
dans un tore.

Dans cette thèse, nous considérons tout d’abord le problème de Lehmer relatif unidimensionnel.
Nous donnons une minoration pour la hauteur d’un nombre algébrique en fonction de son dégré sur
une extension abélienne d’un corps de nombres. Il s’agit d’une amélioration d’un théorème d’Amoroso
et Zannier, obtenue à l’aide d’une démonstration techniquement plus simple. De plus, nous explicitons
la dépendance de la borne inférieure en le corps de base. Puis nous abordons le problème de Lehmer
relatif en dimension supérieure et minorons la hauteur d’une hypersurface en fonction de son indice
d’obstruction sur une extension abélienne de Q. Enfin, nous obtenons un résultat analogue pour un
point, sous réserve que celui-ci satisfasse une hypothèse technique. Nous montrons ainsi les conjectures
les plus fines à un epsilon près.

Title : On the relative Lehmer problem

Thesis summary

Lehmer’s problem consists in finding lower bounds for the Weil height of an algebraic number in
terms of its degree over Q. Even if there is still no answer to Lehmer’s original question, the sharpest
corresponding conjecture has been proved up to an epsilon. Besides, there are several generalizations of
this problem. On one hand, one can formulate the same kind of conjecture replacing the field of rationals
by an abelian extension of a number field. On the other hand, one can generalize these statements in
higher dimension. The point is to find lower bounds for the normalized height of a point or a subvariety
of a torus ; in this case, we substitute to the degree a more precise invariant : the obstruction index. It
is then natural to try to combine these two generalizations : this is the relative Lehmer problem in a
torus.

In this thesis, we first consider the one dimensional relative Lehmer problem. We give a lower bound
for the height of an algebraic number in terms of its degree over an abelian extension of a number field.
This is an improvement of a theorem of Amoroso and Zannier, obtained through a technically simpler
proof. Furthermore, we precise the dependence of the lower bound on the ground field. Then, we focus
on the relative Lehmer problem in higher dimension and find a lower bound for the normalized height
of a hypersurface in terms of its obstruction index over an abelian extension of Q. Finally, we obtain
an analogous result for a point, provided a technical hypothesis is satisfied. Thus we show the sharpest
conjectures up to an epsilon.
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