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Introduction

1 Le contexte

Notre travail se situe dans le cadre de I'analyse non lieéair les variétés. Un des
célébres problémes du domaine est le probleme de Yamab&r@mte de la maniére
suivante : sur une variété riemannienne compacte de diomwenst 3, montrer qu'il
existe un changement de métriqgue conforme qui rend la cordralaire constante.
Cette question géométrique revient & montrer I'existeriovaelsolutionu € C*(M)
strictement positive de I'équation de Yamabe

Agu + Scaju= uns (Ev)

n-2
4n-1)
oUAg = —V'V; estle laplacien riemannien de la variét&eta), sa courbure scalaire. Le
probléme de Yamabe est aujourd’hui complétement résade.dénéralise au probleme
de courbure scalaire prescrite qui s'étudie avec les mémiis et s'énonce comme
Suit : sur une variété riemannienne compacte de dimemsio8, quelles fonctions sont
les courbures scalaires d’'une métrique confornge?&ela se traduit par la recherche
des fonctionsf € C*(M) pour lesquelles il existe € C*(M) strictement positive
solution de I'équation

H+2
Agu + Scaju = furz.

n-2
4n-1)
Ce type d’équationsliées a des probléemes géométriquesitoadurellement a I'étude
analytique de solutions positives d’équations du type

Agu+au = fu*™! (Es)

ola € R*™, f € CO(M) et oll on note 2= % Dans cette thése, I'équatiokd) est
appelée équation de Sobolev par opposition a I'équatiorotlel8v Poincaré présentée
ci-dessous. Ce nom vient du fait que I'étude de I'existeresautions pour ce type
d’équations est fortement liée, par la méthode variatidena I'étude des meilleures
constantes dans 'inégalité fonctionnelle donnée paridicoité de I'inclusion de I'es-
pace de SoboleMZ(M) dans I'espacé? (M), oti H?(M) est I'ensemble des fonctions
deL?(M) dont le gradient est aussi da§M). Cette inégalité s'écrit :

JA>0,3B > 0,Yu € HZ(M),

Uiz < A(IIVul3 + Bilull3) (1)
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On définit alors la notion de premiére meilleure constante pette inégalité par
inf{A> 0/ 3B > 0, (Iag) est vraie pour touti € HZ(M)}.

Aubin [1] et Talenti [40] montrent que la premiére meillew@nstante de 'inégalité

(1ag) est égal a
4

Cn(n-2)wd"

Hebey-Vaugon [28] montrent ensuite gkigest éfectivement atteinte sur toute variété
riemanienne compacte de dimension 3. On a alors Yu e Hf(M),

n

U3, < K (IIVUl3 + Bo(M, g)llulf3) (")

ou Bo(M,g) est la seconde meilleure constante dahg)( c’est-a-dire la borne
inférieure dedB > 0 pour lesquelslfg) est vraie ave@ = K, pour toutu € Hf(M).
Linégalité (1) est appelée inégalité de Sobolev optimale.

Ces notions importantes ayant été présentées, on congigénéenant I'inégalité
fonctionnelle qui joue un rdéle important dans cette thesec&mnbinant par exemple
I'inégalité de Poincaré et I'inégalité{g), on obtient :

JA > 0,3C > 0, Yu € H2(M),

a3, < A(IVullZ + Cllul?) (Iac)

ol par rapport al@g), la normeL! remplace la normé? dans le second membre. De
la méme maniére que l'inégalitéag) est liée a I'équationKs), nous montrons que
l'inégalité (1ac) est liée a des solutions positives de I'équation suivante :

Agu + aZ|lully = fu?~? (=%))

olla € R**, f € CO(M) etX e L®(M) vérifie uZ = u. Dans notre travail, cette équation
(Eq 1) est appelée équation de Sobolev Poincaré. Soulignonatgsytarités de cette
équation qui montrent I'intérét de son étude.

Tout d’abord comme pour I'équation de Sobolev, I'équatiBp () est de type cri-
tique dans le sens ou I'exposaritdu second membre est la valeur critique quant a la
compacité de I'inclusion dei?(M) dansLP(M). En efet, inclusionHZ(M) c LP(M)
est continue poup € [1, 2*] et le théoréme de Rellich-Kondrakoffiame qu’elle est
compacte seulement popre [1, 2[. La compacité donne directement par la méthode
variationnelle I'existence de solutions non triviales pdas équations sous-critiques,
c’est-a-dire ou I'exposant du second membre est strictemérieura 2 — 1 = ﬂ%g
La recherche de solutions non triviales dans le cas critagtidbeaucoup plus délicate.
Ce probléeme a déja été rencontré pour I'équation de Yamalsepour les équations
plus générales) : il se résout en faisant converger une suite de solutiofgLditions
sous-critiques vers une solution de I'équation critiquelue. Nous adaptons ce raison-
nement pour I'équation de Sobolev Poincaré et nous obtdagneposition suivante :



Proposition 0.1. Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien n
3,a > Oet f e CO(M) telle quesupf > 0. Si

B i IVUll3 + allull? - 1
@ = . 22 22K’
{ueH2(M), [}, flul2* dvg>0} (fM f|U|2 dVg) (supf)??'K,

alors il existe une solution,ue C*#(M) positive non identiquement nulle (&, ). De
plus, cette solution est globalement minimisante dansris &

IIVUallg + OZIIUQIIE
i 2/2 "
(fM flu,|? dvg)

Dans cette proposition apparait la valé(y de la meilleure premiére constante
de (as) qui, comme le montrent facilement Druet-Hebey-Vaugor,[&4t aussi la
meilleure premiére constante de I'inégalitgd). Ils montrent de plus I'inégalité sui-
vante, appelée inégalité de Sobolev Poincaré :

Ve > 0,3C,(M, g) > 0,Yu € HZ(M),

U3, < (Ko + &) (IIVUl3 + Co(M, g) Ilull?). (IsP)

CependankK,, en tant que premiéere meilleure constante kdg)( n'est pas toujours
atteinte, autrement dit I'inégalitd dp) n'est pas vraie pout = 0 sur toute variété
riemannienne compacte de dimensios 3, ce qui est par contre le cas pour I'inégalité
de Sobolev. Lorsqud4p) est vraie avee = 0,0na:Yue Hf(M),

lluli3. < Ka (II9Ull3 + Co(M, g)lIul}), (Igh
ouCp(M, g) est la seconde meilleure constante ide), c’est-a-dire la borne inférieure
desC > 0 pour lesquelslfc) est vraie ave@d = K,. L'inégalité (IgF;f) est appelée
inégalité optimale de Sobolev Poincaré. Druet-Hebey-¥aud 4] montrent que sa
validité est fortementféectée par la dimensiam> 3 et la géométrie de la variété par
l'intermeédiaire de sa courbure scalaire noBea);. Ils montrent en ffet que (gf;}) est
valide dans les cas suivants = 3;n >4 etScal, < 0;ne {4,5} etScaj<0;n> 6,
Scal, < 0 et (M, g) est conformément plate. En revanche, elle est fausse @¥sxd
etsupScal, > 0.

Cette diférence importante entre I'inégalité de Sobolev et celle agofev Poin-
caré se retrouve lorsqu’on s'intéresse a I'existence dgisols pour les équations asso-
ciées a ces inégalités par la méthode variationnelle. Orinmen éfet qu’une premiére
différence entre ces deux équations est que I'équation de Sdbmilecaré est trés sen-
sible a la dimension et a la géométrie de la variété, ce qustpas du tout le cas pour
I’équation de Sobolev. Nous montrons les deux résultatesggpsuivants en corollaire
des conditions de validité deg@f) données ci-dessus :



Proposition 0.2. a) Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensinrdn
dont la courbure scalaire verifie S gab- 0, alors pour toute € R*™* et pour toute
fonction fe C?(M) de maximum strictement positif atteint enexM vérifiant
(n—4)Agf(x0) = O, il existe une solution positive & I'équatidi, ) qui de plus est
globalement minimisante.

b) Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension 8 sur laquelle
I'inégalité de Sobolev Poincaré optime(ll%‘;f) est vérifiée (ce qui implique que
(n-3)Scaj, < 0), alors dés quer > Co(M, g), il n'existe pas de solutions a I'équation
(Eq.1) qui soient globalement minimisantes.

Une deuxiéme particularité de notre équation concernalifation éventuelle de
ses solutions positives. Soit une solutiore Hf(M) positive non triviale de &, )
alors, contrairement a I'’équation de Sobolev ou par le jp@a@u maximum toute
solution positive non nulle est strictement positive, ioi Ile peut pasfirmer que
u est strictement positive. Il n'est donc pas incohérent de ajgparaitre la fonction
¥ € L*(M). Elle vaut 1 sufu > 0} et 0 surM \ supp uou supp uest le support de.
On ne connait pas la valeur 8esur supp un {u = 0}, ensemble dont on ne connait
pas la mesure. Cette fonction provient du fait que la ndrfe’est diférentiable dans
aucune direction et peut étre considérée "formellementirne la diférentielle de
cette norme.

Enfin, une derniere particularité de notre équation coredanrégularité de ses
solutions : les théorémes de régularité montrentfégt seulement qu’une solution de
I'équation de Sobolev Poincar&( ) appartient &C#(M) alors qu'une solution de
I'équation de SobolevHs) appartient &°(M).

L'objet principal de cette thése est I'étude de I'équation & Sobolev Poincaré
(Eq 1) et plus particulierement de I'ensemble de ses solutions pages noté :

St = {u € Hf(M), u est solution positive non triviale de(E(,,f)}.

Notre étude est structurée par la notion d’énergie d’'une saltion définie par :
Yue S, s, &) = f flu® dvg.
M

Nous faisons tout d’abord une étude dynamique de I'’équationle Sobolev Poin-
caré : pour f fixée, on considere une suitéu,),-o de solutions positives d€E, ;) et
notre but est de décrire le comportement asymptotique déu,) suivant son "niveau
d’énergie" lorsque a converge versyg €]0, +o0]. Nous montrons ensuite des résul-
tats de multiplicité de niveaux d’énergies pour des solutins positives d’'une équa-
tion de type Sobolev Poincaré en présence d’'isométries. N&sultats sur I'équa-
tion de Sobolev Poincaré sont présentés dans la section 2\auiite.

De plus, au cours de notre travail, nous avons été amené a éiadla question de
multiplicité des niveaux d’énergies pour une équation de tge Sobolev en présence
d’'isométries. Nous avons pu généraliser des résultats etasts et notre travail a
ce propos est présenté dans la section 3.



2 Les résultats concernant I'équation de Sobolev Poin-
care

a) Etude asymptotique

Dans la premiére partie de notre thése, nous étudions le aempent asymp-
totique d'une suite|,) de solutions positives deE( ;) dont I'énergie est bornée
lorsquea converge vergg €]0, +oo] et quef reste fixe. Nous adaptons a I'équation de
Sobolev PoincaréH, 1) les résultats déja connus sur le comportement asymp#tiqu
d’'une suite de solutions positives de I'’équation de SobdEy), voir notamment
Druet-Hebey-Robert [13], Hebey [26] et [24] qui se démamitigrace aux techniques
désormais classiques de méthode variationnelle, de chraargead’échelle et de phé-
nomeéne de concentration. Ces techniques s'adaptent atiégude Sobolev Poincaré
dans leur déroulement global. Cependant, d&&minces apparaissent a cause de la
présence de la norme! qui est non dférentiable et qui apporte une inhomogénéité
des fonctionnelles utilisées par changement de métrigufane. Cela nous oblige a
modifier certaines approches et donc certaines hypothesssésultats obtenus sont
parfois trés diftérents du cas de I'équation de Sobolev comme on I'a d’adleldja
remarqué en ce qui concerne I'existence de solutions glali@ht minimisantes.

Dans le chapitrel, nous montrons queauf) converge lorsquer — g €]0, +]
faiblement danst(M) vers une fonctionuy € Hf(M), fortement dand.}(M) et
presque partout vers cette méme limite Le but de cette premiére partie estfiilaer
la description de cette convergence. Le comportement abtEpend du niveau
d’énergie de la suite, c’est pourquoi nous structuronsenétude en augmentant au
fur et & mesure la valeur de cette énergie jusqu’a arriveisaédergies arbitrairement
grandes.

Dans le chapitr€, nous commencons par le cas simple ou I'énergie de la sdite es
majorée pamin = (Kn supfz/z*)_n/z. On montre que si linL.e, E(Ua) < Emin alors la
convergence deal) versup est forte danﬁf(M) alors que si lig_,q, E(Uy) = Emin ON
sait seulement que la convergencewg yersuo est faible dan$i?(M). En particulier,
la suite (1, — Ug) ne tend pas nécessairement vers 0 en ndrfnalors qu’elle tend
vers 0 presque partout. Dans ce cas, un phénomene de caticendr lieu : la masse
L% de la suite §, — ug) se regroupe lorsque tend versag autour d’'un point de
concentration. On montre que ce point de concentrationrégtia et situé en un point
de maximum def. La valeurEnn est donc I'énergie minimale permettant I'existence
d’'un phénoméne de concentration. L'étude de ce phénomérmmkeentration en
énergie minimale est détaillée dans la fin de ce second chapit

Dans le chapitr&, nous passons au cas général ou I'énergie de la suite dosslut
(u,) est bornée de facon arbitraire. Nous montrons que la déositign dite Hf ob-
tenue initialement par Struwe [39] pour une suite de sohgtidune EDP euclidienne,
est valable pour notre suite de solutions :



Théoreme 0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensign
Soientag > 0, f € C°(M) telle quesup, f > 0 et(u,) une suite de solutions positives
de (E,.r) d’énergie bornée. Alors il existegue S, ¢ U {0}, k € N suites de points
(x,).i € {1..k}, convergeant chacune & sous suite prés vgrs M quande — ao

et k suites de réels strictement posifif§) tendant ver® quande — ao tels que, a
extraction de sous suites preés:

K
Uy = Ug + Z f(x)?% B, + R,
i1

ouVi e {1..k}, f(x) > 0, ol [IRsllyz — O quanda — ao et ouvi e {1.k},(B) est
une bulle positive, c’est-a-dire une suite de fonctions gpsut compact dans B(6)
définie par :

==
Va > 0, ¥x € By (9), BX)=|—""—— .

(2 dg(X,, x)2
o + Sl

On montre alors facilement que I'énergie se décompose dataare suivante :

k
E(Ug) = E(Uo) + K2 > £ ()2 + o(2).
i=1

Enfin, on montre une estimée ponctuell#C > 0,¥x e M,

n-2

2

(min d0,29) * 1uu(x) - U3 < C.

Il est intéressant de remarquer que la suite-{ upg) se concentre mais que la situation
est un peu dférente du cas de I'énergie minimale ot on rappelle que peaUE(M),

il existe un unigue point de concentration situé en un marindie f. Ici, en énergie
quelconque il peut y avoir plusieurs points de concentmadibon montre seulement
(voir 'appendice A) que sf € C1(M) ce sont des points critiques de

Dans le chapitrd, nous cherchons a obtenir des solutions de grande énermgge da
le cas particulier de I'équation de Sobolev Poincaré a1, a savoir

Agu+ el = u? (E,)

ola € R*™ etX € L*(M) vérifie uX = u. Pour cela, nous utilisons la notion de fonction
énergieS, introduite par Hebey [24] et qui pour I'équatioB) est définie suR** par

Ya > 0, Em(a) = inf &(u).
{Uesa,li
On s'intéresse a la régularité de cette fonction et & son oo@ment en l'infini.
Comme pour les questions d’existence de solutions, deuatigins diférentes se pro-
duisent alors suivant la géométrie de la variété :



Théoréme 0.2.Soit(M, g) une variété riemanienne compacte de dimensiorn

a) Si sup Scal > 0, alors la fonction énergi&n, : R*™* — R* associee {E,) est
lipschitzienne, croissante et majorée pafKsur R**. De plus&y, est dérivable sur
tout intervalle7 c R** sur lequel pour toutr € 7, il existe une unique solution
globalement minimisante,ude (E,) et on a

, n
Vael, &l(a)= E||ua||§.

b) Si la variété est localement conformément plate avec undaaiscalaire négative
dont le Hessien est non dégénéré en tout point ou elle e, mldirs la fonctionnéner—
gie & associée {E,) est croissante suR™, lipschitzienne et majorée par,K sur
10, Co(M, g)][. Elle est de plus semi-continue inférieurement sur un vagerde l'infini
et de limite infinie lorsque tend vers+oo. (En particulier toute suite de solutions a
une énergie qui tend versx lorsquea — +0.)

b) Multiplicité

La suite de notre travail est motivée par la recherche d'etesnde multiplicité
de niveaux d’énergie pour des solutions positives de I'égnale Sobolev Poincaré
(Eq.1). Le principe est le suivant : grace a l'introduction de graaigésométries de la
variété, on obtient plusieurs solutions chacune invagigrar un groupe d’isométries
et on cherche des conditions pour que ces solutions aienémgies diérentes.
Ce raisonnement est utilisé par Hebey-Vaugon [29] pouruldign de Sobolev
(Es) dans le cas particulier des problemes de Yamabe et de Nirgrdt dans le
cas particulier ou les groupes d’isométries sont finis etmggtent de définir une
variété quotient globale. D’une part, nous adaptons ce@maisment a I'équation de
Sobolev Poincaré et d’autre part nous étendons les résakaHebey-Vaugon [29] a
une palette plus large d’équations de type Sobolev et paugdsupes d’'isométries
n'ayant pas forcément d'orbite finie et ne permettant pagotos le passage au
quotient global. Les travaux de Faget [17] et [18] sur l'iefice d'un groupés
d’'isométries de la variété sur I'inégalité de Sobolev semdint de départ permettant
cette généralisation. Nos résultats a ce propos sont expgasé la sectioBci-dessous.

La recherche de multiplicité de solutions positives poeéqliation de Sobolev
Poincaré E, ;) est traitée dans la troisieme partie de notre thése. Nawlodts tout
d’abord dans le chapitré I'influence d’un groupeG d’'isométries sur l'inégalité de
Sobolev Poincaré. On note> 0 la dimension minimale des-orbites,A > 0 le vo-
lume minimal de<G-orbites de dimensiok et HiG(M) les fonctions dd—lf(M) qui
sont invariantes par le grougg. D’une part, on rappelle que le fait d’'imposer des
invariances par isométries permet d’augmenter la valedtedposant critique pour
I'inclusion de HiG(M) dansLP(M) : Hebey-Vaugon [30] montrent erffet que pour

n—k > 2,HZ(M) est inclus de maniére compacte dargM) pour p € [1, 20X

et que linclusionH2 (M) c L#(M) ou 2 = 25X est seulement continue. On a
2% > 2* avec inégalité stricte dés qke> 0 c’est-a-dire dés que le grou@n’en-
gendre pas d’orbites finies. Précisons d'autre part qu’equceoncerne I'action d’'un
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groupe d’isométrie$s, nous dirons qu’elle "permet le passage au quotient" si soute
les G-orbites sont principales car alors, voir par exemple Brefi) et Gallot-Hullin-
Lafontaine [20], on peut munir I'espace topologigMéG d’une structure de variété
riemanienne de sorte que le triplat( M, M/G) soit une fibration riemannienne.

Sur l'influence d’un groupe d’isométrigs sur I'inégalité de Sobolev Poincaré, nous
montrons facilement I inégalité suivante :

Ve > 0,3C,c(M,g) > 0,Yu e H? 1c(M),

Knk + &
Ul < ”A% (VU + Ce.a(M, 9) I1ull2) (S0

n-k

ol Xot est la meilleure premiére constante et du=2 25X Linégalité (S,) est

appelee inégalité de Sobolev Poincaré en présence d'iseméi cette inégalité est
associée par la méthode variationnelle I'équation suaaqnie nous appelons équation
de Sobolev Poincaré en présence d’'isométries :

Agu+ aZlully = fu? L, (Ef )

ou la solutionu € Hf(M) est positive et invariante par I'action du grou@eet ou
a>0,feCy(M) et e L*(M) vérifieus = u.

Nous donnons un cas ou la premiére meilleure constantégg)a dst d@fectivement
atteinte :

Théoréme 0.3.Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiardn
G un sous-groupe de IsgM), k > 0 la dimension minimale des orbites et-AQ le

volume minimum des orbites de dimension k. On suppose-gie-r2. Si I’ hypothése
(H?F) énoncée ci-dessous est vraie alors il existe Gtel que pour tout e H2 1c(M),

Kn-
U2, < AL; (IVull3 + C |lul?) 1)
n-k

(H7P) : pour toute orbite G de dimension minimale k et de volume minimal A, il
existe un sous-groupe d’'isométries&o > O tels que :

i) Sur Oy s = {x € M/dy(x, Oy,) < 6}, les G’-orbites sont principales.

i) VX € Oy, Of cOf et & = OF := Oy,

iii) VX € Oxs A =v0lgOy, < volyOF.

iv) Sur la variété a bord @ ;/G’, I Inegallte de Sobolev Poincaé2?) est valable.

Lorsque l'inégalité (1) est vraie, on définit la seconde faaile constante
Cos(M, g) comme la borne inférieure d€s> 0 tel que (1) est vraie. On a alors

U2, < =% (IVull3 + Coc(M. ) lUlf5). (o

L
Linégalité (IGO’“) est appelée inégalité de Sobolev Poincaré optimale eremqeés
d’'isométries. Dans I'hypothése technlquHS(P) la conditioni) permet de passer
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au quotient au voisinage de chaque orbite de dimension ralaiknet de volume
minimal A. Grace aiv), on écrit l'inégalité de Sobolev Poincaré optimaléf)) sur
chaque variété quotient et enfin les conditioh&tiii) permettent de "remonter"” cette
inégalité sur la variété initial® pour finalement obtenirlf’;’pt). La démonstration
de cette inégalité optimale nécessite une étude précise gieométrie des orbites et
se raméne & montrer I'impossibilité d’'un phénoméne de aunagon pour une suite
de solutiongs-invariantes de I'équatiorE(i’l). Précisons que cette fois-ci, 'ensemble
vers lequel se concentre la suite de solutiGAgivariantes est une unig@orbite qui
est de dimension minimale> 0 et de volume minimaA > 0.

Dans le chapitr@, nous obtenons des résultats de multiplicité pour I'équnadie

Sobolev Poincaré en présence d'un groGpd#isométries :
Agu +aZull; = fu? L. (E" )

ol € R™, f € COM),Z e L*(M) vérifieus = uet 2 = 208 ouk > Oestla
dimension minimale deG-orbites. Notons que danEf(’f), ona?>2*sik> 0.
Nos résultats sont tout d’abord donnés sous la forme gésualante : nous supposons
acquise I'existence de deux solutions positives pour Edign (Efy,f) chacune étant in-
variante par un groupe d’'isométries et nous obtenons darthémrémes techniques
7.1 et 7.2 des conditions générales assurant que les éndegées deux solutions sont
différentes. Pour écrire ces conditions, on se sert notammerihégalités de Sobo-
lev Poincaré, en présence ou non d’isométries. Nous somamsaints d'utiliser les
formes non optimales de ces inégalités car sinon la conilitgtibntre les conditions
d’existence et celles de multiplicité ne peut étre garaftada est di en particulier au
peu de renseignements dont nous disposons sur les deuxigeileEsires constantes
Co(M, g) etCo (M, g). A cette raison technique s’ajoute le fait que demander la val
dité de la forme optimale de I'inégalité de Sobolev Poin@ar@résence ou non d’iso-
métries a des conséquences trés lourdes sur la géométaevdeadté qui empéchent
souvent, comme on I'a vu par exemple dans la propositionddhtenir facilement
I'existence de solutions.
Une maniére intéressante de reformuler le théoréme 7.1ayuigt d’obtenir pourf
bien choisie tout un intervalle de multiplicité pour le pagtre réely est la suivante :

Théoreme 0.4.Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensign 3
Soient G et G, deux sous-groupes de |sgil) tels que les @ et Gy-orbites aient la
méme dimension minimalexkO vérifiant -k > 2 et soit A > 0le volume minimal des

2
Gi-orbites de dimension. On suppose queA< Ay. Soit0 < & < Kyk ((ﬁ—i)”’k - 1),
alors pour touta €]0, C, g,], il existe une constant&., > O nulle si et seulement si

a = C,, telle que si une fonction € CgluGz(M) strictement positive vérifie

supf
P >
f fdy
et s'il existe deux solutions a I’équatidEfi’f), 'une G;-minimisante et -invariante

et 'autre G,-minimisante et -invariante alors les énergies de ces delitisns sont
différentes.

E,a
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La constante\., dépend des paramétresy, G1, G2, M, g et d’'un réelr €]0, 1]
assez petit. Sa valeur explicite est donnée par (7.4) damikgsection 7.1.1.
En ajoutant des conditions d’existence de solutions, ofeonbtes résultats com-
plets de multiplicité pour plusieurs variétés. On nd®,(,) la sphére standard de
dimensionp > 0 et V9, gy) une variété riemanienne compacte de dimension0.
Nos exemples sont les suivants : la sphére standdtch() et la variété produit
(S*(t) x S™*, hy x hy_1) oU on fait agir des groupes finis permettant le passage au
quotient; la variété $(t) x S® x V"4, hy x hs x gy) avec miy Scal, > -6 ou les
deux groupes d’isométries utilisés permettent le passaggiatient avec des orbites
de dimension constante égale a 1 et enfin la variétéx(S™ gy x h,_i) ou les
groupes d’isométries utilisés ont des orbites de dimensioimale égale & > 1 et
ne permettent pas le passage au quotient et oy &aal, > —(n - 2k)(n — 2k - 1).
Pour les énoncés précis de ces résultats, on renvoie aulat@®7.1, 7.2 et 7.3.

Le théoréme 7.2 est obtenu par le méme raisonnement globsd¢mieation des
énergies que pour le théoreme 7.1, lfigtience entre ces deux théorémes étant d’ordre
technigue. Son intérét est qu'il donne un intervalle de iplidité pour le paramétre
pour toutes les fonctions:

Théoréeme 0.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensign
Soient G et G, deux sous-groupes de Isg(i) tels que les G- et G,—orbites
aient la méme dimension minimale X 0 vérifiant n— k > 4 et soit A > 0O le
volume minimal des &orbites de dimension.kOn suppose que : A< Ay. Soient

2
g€ ]O, Knk ((ﬁ—i)”’k - 1)[ f € CZ c,(M) une fonction strictement positive @t> 0
verifiant :

a < CE,GZ

2 2
n-k n-k

AN

Kok +&  Knxk

inf2 f

n+2-k

a > C&G2 —[ ] ok

(supf) 7= (vg £ f dyg) ™
Alors s'il existe deux solutions, l'une;Gl'autre Gy-invariante a I’équation(Eg’f),
alors les énergies de ces solutions sopfedéntes.

Les exemples pour lesquels on peut garantir la compaélgtitre I'existence et la
multiplicité sont alors les mémes que ceux présentés painéleréme 0.4 ci-dessus.
On renvoie aux corollaires 7.4, 7.5 et 7.6 pour leurs énoncéamplets.

Soulignons de plus que ces deux théoremes se compléeterdascaypothéses de la
premiére version demande a la fonctibre présenter d'assez fortes variations alors
que la deuxiéme version donne un intervalle de multiplidigutant plus étendu quie

est proche d’'une constante.

Nos résultats, bien que précis, restent malgré tout noncitgsl car la valeur de la
constant€, ¢, n'est pas connue. La situation esfféiente pour la question voisine de
multiplicité pour des équations du type Sobolev sur laguetius nous sommes aussi
penchés durant notre travail. Nous obtenons des résultgtessants et originaux de
part leur précision et leur caractere explicite que I'oradlis dans la section suivante.
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3 Résultats paralléles : mutiplicité pour I'équation de So-
bolev en présence d’isométries

Dans la deuxiéme partie de notre thése, nous généralissngdaltats de mul-
tiplicité d’'Hebey-Vaugon [29] pour les équations de Yamatede Nirenberg en
utilisant les travaux de Faget [17] et [18] sur l'influencain’groupeG (fini ou non)
d’'isométries de la variété sur I'inégalité de Sobolev. Etientre en particulier que
sous une hypothésé), I'inégalité de Sobolev optimale en présence d'isométest
valable :¥u € Hf (M)

Kn—k

Il UIIZgnz;k% < — (IIVull% + Boc(M, g) ||u||§) (lg,opt)

7R

ou les valeurs des deux constantes sont optimales, préeté donnée a la premiére

constantefzc et ot 'hypothése®t;) regroupe les trois premiéres conditicijidi) et
An-K

i) de I'hypothésex—{fp) énoncée ci-dessus.
Nos résultats de multiplicité d’énergies concernent alesssolutions positives de

Agu+au = fuZ1 (EY)
avec 2 = 28X oiik > 0 est la dimension minimale d&sorbites.
L'intérét et I'originalité de nos résultats viennent du faile I'équation Eé) est de type
critique : on a en fet rappelé que2est la valeur de > 1 pour laquelle I'inclusion
HiG(M) c LP(M) est continue mais pas compacte. On précise que de nombreux
exemples de multiplicité ont été obtenus lorsque I'expbsiansecond membre de
I'équation est sous-critique, c’est-a-dire correspondn& inclusion compacte de
Hf(M) (ou HiG(M)) dansLP(M), la compacité de ces inclusions étant fondamentale
dans les démonstrations.

Dans le chapitrés, comme pour le cas de I'équation de Sobolev Poincaré, nous
supposons tout d’abord acquise I'existence de deux sokipositives pour I'équation
(E‘é) chacune étant invariante par un groupe d'isométries es mdaienons dans les
théorémes techniques 5.1 et 5.2 des conditions général@saatque les énergies de
ces deux solutions sontftiérentes. Pour écrire ces conditions, on utilise les inégali
tés de Sobolev en présence ou non d’isométries et optimalasio En se contentant
des formes non optimales des inégalités, des résultatsypdivites et comparables a
ceux obtenus pour I'équation de Sobolev Poincaré pourréiea énoncés. Mais ici,
en utilisant les formes optimales, on trouve des exemplda oampatibilité entre les
conditions d’existence et de multiplicité est assurée. Risit pour cela des variétés
et des groupes d’'isométries pour lesquels on dispose deigeresnents stisamment
précis sur les deuxiémes meilleures constaBg¥/, g) et (ou) Bog(M, g). De plus,
soulignons qu'imposer la validité des formes optimalesrpesiinégalités de Sobolev
n'est pas tres contraignant pour la variété : éatdorsqu’il n'y a pas d’'isométries, on
a vu que la forme optimale est toujours vraie et en préseriserdétries, I'hypothese
(H1) est peu contraignante et vérifiée dans de nombreux exemples
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Lorsque la compatibilité est assurée, nos exemples depticitié prennent alors une
forme explicite et mettent en évidence des fonctibesun intervalle pour le paramétre
a sur lesquels il existe deux (et parfois plus) solutiorfBédentes pour I'équationEé).
En application du théoréme 5.1, nous obtenons un résultagénéralise celui ob-
tenu par Hebey-Vaugon [29] dans le cas particulier de I'éqoale Nirenberg (qui est
Iéquation Es) aveca = 2%2) :

Théoréme 0.6.Sur la sphere standar(8", h,) de dimension impaire & 2p+ 1 > 5,
on considére deux sous-groupes finis d'isométriget35, qui opéerent librement de
cardinaux respectifs Aet A tels quel < A; < A, et une fonction fe CgluGz(S“)
positive dont les dérivées en un poigtexM ou elle est maximale sont nulles jusqu’a
I'ordre n — 3. Si f vérifie de plus
2 -1
HE
A

n _4_
supf | (g rén-4))((n-2p )™ AT
£ dy %% 4n-2))\n(n—4)) n(n-2)
alors I'équation

admet deux solutions positives distinctes, l'une invagapar G;, I'autre par G,
lorsquea appartient a I'intervalle :

n’(n—4) n(n-2)

4n-2)" 4

Nous obtenons avec le théoréme 5.1 d'autres résultats déplicite sur la
variété 8(t) x S™% h; x hy_1) avec des groupes finis permettant le passage au
quotient ainsi que sur la variét&{(a) x S?(b) x S"3, h; x h, x h,_3) mais avec des
groupes d’isométries ne permettant plus le passage aleqtidtes énoncés sont expli-
cites mais assez techniques, on ne les cite pas ici et oniesaawocorollaires 5.6 et 5.7.

Apu+au= furt

Comme pour la multiplicité pour I'équation de Sobolev Pairg; les deux théo-
remes 5.1 et 5.2 se démontrent avec le méme raisonnemeat,dpdiférence étant
purementtechnique. Les avantages de chacune des vemttssmémes que dans le
cas de Sobolev Poincaré : la premiére version demarfdéeavarier stiisament alors
que la seconde donne un intervalle de multiplicité peufautant plus étendu que
est proche d’une constante.

Pour cette raison, nous donnons les exemples concernahedeete 5.2 aved
constante égale a Le premier généralise le résultat obtenu par Hebey-Vaugéh [
pour I'équation de Yamabe sur la varié®é(t) x S (qui est I'équation Es) avec
f=1ete = 02y,

Théoréme 0.7.Sur la variété produitS*(t) x S, hy x hy_1) ol n> 3, (Si(t), hy) est

le cercle standard de rayortt 0 et o0(S"™2, h,_;) est la sphére standard de dimension
n-1, on considére les deux sous-groupes d'isométries &; X Ign-1 et G = Ry Xl g1

ou R et R sont deux sous-groupes finis de @'ordres respectifs Aet A tels que
AL <Ay Si

t>

Aown, ( n )“/2
271-(1.)”_1 n—2
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alors I'équation

Apyxh, U+ aU = u? -t

admet trois solutions positives d’énergieg@ientes siv appartient a l'intervalle :

max (n-2y + A (A2 - A ) n(n - 2)e;" AY"n(n - 2)w;" - (n-2)?

4 42 4(2rtwn_1)2/" T 4(2ntwn-)? | 4

Une des solutions est invariante pag,&ine autre par G et la derniére est la solution
— n-2
constantal, = a7 .

Citons aussi le résultat suivant a cause de la simplicitédé&soncé et du fait qu'il
utilise la fibration de Hopf sug® :

Théoréme 0.8.Sur la variété produif{S*(t) x S2, h; x hs) ot (S(t), hy) est le cercle
standard de rayon t~ 0 et o0 (S8, hs) est la sphére standard de dimensignon
considére les deux sous-groupes d’isométries

Gi=lgpx{(0,0)/ceSA2) et G =0@2)xls.

Alors I'équation
ApyxhsU+ U = 1P

admet deux solutions positives d’énergies distinctegjlorsr appartient a l'inter-

valle :
3 3
4123’ 4|"

L'une des solutions est invariante par le groupg Gautre par Go.

Dans ces deux derniers résultats les groupes permetteaséage au quotient, on
renvoie au corollaire 5.11 pour un exemple s&f(f) x S, h; x h,_1) oul les groupes
ne le permettent pas.
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Premiere partie

Etude asymptotique d’'une suite
de solutions positives de
I’égquation de Sobolev Poincaré
structurée par I'énergie
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Chapitre 1

Inégalité et équation de Sobolev
Poincaré

1.1 Linégalité de Sobolev Poincaré

Rappels sur I'inégalité de Sobolev

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiar8. On note

2 = % L'espace de Soboler(M) est inclus dans les espade¥M) pour p €

[1,2%] et le théoreme de Rellich-Kondrakoffiame que I'inclusion est compacte pour
p € [1,2'[ ce qui donne l'inégalité Ve > 0, 3B, > 0, Yu € HZ(M),
U3 < &llVull3 + Bellull3,

Pourp € [1, 2], la compacité permet d’obtenir directement par la méthaatétion-
nelle des solutions pour des équations dites "sous-ceititide la forme :

Agu+hu= fuPt

ouh et f sont deux fonctions continues sM. Dans le cas ol est égal a I'exposant
critique 2, I'inclusion H2(M) c L? (M) est seulement continue et donne l'inégalité :
JA>0,3B > 0,Yu € HZ(M),

Uiz < A(IIVul3 + Biluli3). (1)

ou la premiére constant® ne peut plus étre rendue arbitrairement petite. L'existenc
de solutions pour des équations dites "critiques"

Agu+hu= fu?t (Es)

est alors beaucoup pludiitile & obtenir que pour le cas sous-critique. L'équatieg)(
est appelée dans la suite équation de Sobolev. On auraitpaugarler d’équation de
type courbure scalaire prescrite ou encore de type Yamalseana choisi ce nom par
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opposition a I'équation de Sobolev Poincaré présentéehalss

Les études concernant cette derniére équation ont renduweiiatla question des
constantes optimales dans 'inégalitg £) : quelle est la borne inférieure dés> 0
pour lesquels il exist® > 0 tel que () est vraie pour toutl € Hf(M) ? Cette borne
inférieure est-elle atteinte ? Ou, si I'on s'intéresse @t la deuxiéeme constante :
guelle est la borne inférieure d&s> 0 pour lesquels il existé > 0 tel que (ap) est
vraie pour touts € HZ(M) ? On parle de "programme A" et de "programme B" : dans
[12], Druet-Hebey regroupentles résultats actuels carargrce "programme AB" pour
I'inégalité de Sobolev.

Cette optimisation des inégalités fonctionnelles est yetdargement traité ces der-
niers temps : pour I'inégalité de Nash, voir par exemple Btdebey-Vaugon [15] et
Humbert [32] et [33]; pour I'inégalité de Sobolev logaritlyue ainsi que I'inégalité
de Garigliardo-Nirenberg, voir Brouttelande [7] et [8] ; wd'inégalité issue du cas
d’exception des inclusions de Sobolev, voir Faget [19].

Revenons a I'inégalité £g) : lorsque la priorité est donnée a la premiére constante, on
sait depuis Aubin[1], Talenti [40] que la meilleure prengi@onstante, c’est-a-dire la
borne inférieure de#é > 0 pour lesquels il exist® > 0 tel que (ag) est vraie pour
toutu e Hf(M), estK, = W, olUwp est le volume de la sphére unité standaid
Cette valeur est aussi la meilleure constante dans l'iitégdé Sobolev euclidienne.
Ainsi,

Ve > 0,AB4(M, g) > 0, Yu € HZ(M),

Iull3. < (K + &) (IVUll3 + Bo(M, g) llull3) (Is)

En fait, Hebey-Vaugon [28] ont montré que §) est valable pous = 0 sur toute variété
riemannienne compacte de dimensios 3. La premiére constante étant optimisée, on
minimise alors la seconde en définissant :

Bo(M. ) = inf {B > 0/(Iag) est vraie aved = K, pour toute fonctions € HZ(M)},

Bo(M, g) est appelé seconde meilleure constante dans l'inégali&tolev eton a :
Yu e HZ(M),
Ul < Kn (IIVUll3 + Bo(M. g) [lull3) . (1"

Le seul exemple de variété compacte ou la valeur de la seepailleure constante est
connue est la sphere standa®,(h;,) pour laquelle

n(n-2)
4

Bo(S", hy) = .
Pour les autres variétés compactes, des minorations dedade meilleure constante
Bo(M, g) sont obtenues grace a des fonctions tests utilisées tﬁhs Des techniques
plus élaborées permettent dans certains cas d’obtenir diggations deéBy(M, g). Les
résultats dont nous nous servirons dans la suite, notamdaers le chapitre 5 sont
présentés dans la sous-section 5.1.e) de ce méme chapitre.

19



L'inégalité de Sobolev Poincaré

Sur une variété riemanniennkl(g) de dimensiom > 3, on considére l'inégalité
suivante 3A > 0,3C > 0, Yu € H¥(M),

iz < A(IIvVul + Clluli?) (Iac)

Comparativement a I'inégalité de Sobolev, la noirheui apparait au second membre,
remplace la normé&2. Quelques études sur cette inégalité ont déja été faiteagmot
ment par Druet-Hebey-Vaugon [14], Druet-Hebey [11] et He[#8]. La premiere
meilleure constante, c’est-a-dire la borne inférieure ets A > 0 tels qu'il existe

C > 0 de sorte quelfc) est vraie pour touti € Hf(M) estK, et donc est identique a
celle de l'inégalité de Sobolev, précisément :

Ve > 0,3C,(M, g) > 0,Yu € HZ(M),

U3, < (Kn + &) (IIVUlI3 + Co(M, g)IIullZ) . (IsP)
ouK, = n(nTA)wz/”' La question se pose alors de savoir si I'on peut preadsed dans
(Isp), en d’autres termes, est-ce g@g tend vers une limite finie lorsquetend vers

07? Lorsque la réponse est positive, on définit comme powdatité de Sobolev une
deuxiéme meilleure constante par :

Co(M, g) = inf {C > 0/(Iac) est vraie ave@ = K, pour toute fonctioru € Hf(M)},
etalorsYu € HZ(M),
lluli3. < Kn (I9Ull3 + Co(M, g)IIull?) . (Igh

C’estici qu'apparait une grandeffirence entre I'inégalité de Sobolev optimale et celle
de Sobolev Poincaré optimale : cette derniére n’'est pasuosijérifiée et sa validité
dépend fortement de la géométrie de la variété. Hebey peedans [25] les résultats
obtenus dans Druet-Hebey-Vaugon [14], Hebey [23] et DHmdtey [11] pour cette
inégalité ; on les regroupe dans le théoréme suivant :

Théoréme A (voir Hebey [25]). Soit(M, g) une variété Riemannienne compacte de
dimension re= 3 de courbure scalaire S CQIL’inégaIité(lg‘;}) est vraie si:

ayn=3;

b)n>4etSca} <0;

cjn=4ou5etSca} <0;

d)n > 6, Scal, < 0 et(M, g) est conformément plate.

De plus, lorsque S cgk 0 et n> 4, il existe des fonctions extrémales pQL@’;‘).

En revanche, I'inégalité est fausse pourr des quenaxy S cal, > 0 et, dans ce cas,

le comportement de(poure — O est donné par :

_ (-4)(n+2) (n-4)(n+2)

C(n) (maxS ca!,)&zzs 20-2) +o(s‘ 20-2) ) sin>5

{ C(4) (maxScal)?|Inef + o(|Inel) sin=4
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Remarque 1. D'aprés Hebey-Vaugon [28], 'inégalité de Sobolev optim@f™) est
aussi valable sur une variété riemannienne compacte avetdmdimension r> 3
pour tout ue Ifli(M) ou Ifli(M) est I'espace de Sobolev complété@eM) (qui est
I'ensemble des fonctions¢M) a support compact dans MOM) pour la norme

||u||2=f|Vu|2 dvg+fu2 dvg.
M M

De la méme maniére, les conditions de validité de l'inédaljitimale de Sobolev Poin-
caré données dans le théoreme A précédent sont aussi vatalrlane variété rieman-
nienne compacte a bord : sous ces conditions on a la valida't(égif) guelle que soit

ue F2(M).

La deuxieme meilleure constanteCy(M, g) :

Faisons maintenant quelques remarques a propos de la saoeiltbure constante
Co(M, g), lorsqu’elle existe, c'est-a-dire lorsque l'inégalité 8obolev Poincaré opti-
male agf;}) estvraie. La constan@y(M, g) dépend de la géométrie de la variété comme
c’est déja le cas pour la seconde meilleure constBg(®, g) de I'inégalité de Sobo-
lev. On le voit notamment dans la minoration suivante, éaognt obtenue en testant la
fonction 1e HZ(M) dans (2%) :

_m2
Co(M,9) > Kitvg ™, (1.1)

ou vy = volg(M). On verifie de plus facilement que dans le cas d'égali€M, g) =

ne2\—1
(Kn vg' ) , les constantes sont des fonctions extrémale$§$b.(L’inégalité (1.1) est

malheureusement le seul renseignement dont nous dispasd@sg M, g). Cependant,
la minoration (1.1) n’a rien d'optimale : la proposition gainte montre qu’il existe
"beaucoup" de variétés pour lesquelles I'inégalité (1st stricte.

Proposition 1.1. SoientM, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n-1> 2etpourt> 0, M; = S1(t) x M munie de la métrique produit g h; x g une
variété de dimension n sur laquelle I'inégalité de Sobolew€aré optimale(lg';f) est

vraie. Alors, il existed > O tel que pour tout €]0, to[, en notanty, = voly (M;), on a

_m2
CO(Mt,gt) > KEl Vg, "

Démonstration de la proposition 1.1
SoitG un sous groupe fini d8 (2) de cardinak € N*. Le groupeG x Idy agit surM;
etona:

Vt>0, M/(Gx Idy) = (SIt)/G) x (M/Idy) = sl(ﬁ) % M = Mk

De plus, comme les orbites sont toutes principales (voindifn 5.1 ou Gallot-Hulin-
Lafontaine [20]) il existe suM;,k une structure de variété et une unique métrigue
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induite parg pour laqueller; : M; — My est une submersion riemannienne.
On suppose, par I'absurde, qu'il existe une suifeténdant vers 0 pour laquelle

2
Yk e N, Co(gy) < Kﬁlvgtkn

Linégalité de Sobolev Poincaré optimale sur la variéti (g; ) donne VU € Hf(Mtk),

!,

2

Z 2
|0|2*dvgth < Kj [f |Vgtkﬂ|2dvgtk + Co(ay,) [f |H|dv9kJ ]
My, My,
1 2
K f Vg U°dv, +—[f |ﬁ|dv]
n[ " e O Kn(Zﬂ'thgtk)Tz M, e

k

%

IA

On peut considérevl;, comme une variété quotieM; = My, /G. On réécrit les
inégalités précédentes en "remontant” Blyt, et en utilisant les formules de passage
suivante ¥ € H2(My,), en notant = {i o

f udy, =Kk U dvg,
Mg, My,

2 ~2 ~2
f Vg, Ul dvg,, = f Vg, U2 o dvg, =k f Vg, G2 dvg, .
Mg, M My

On obtient :vu € Hf 5 (M),
ke

2
2
> uldy,
. K (kat | gktk)
2 n 2 K
[f ul dvgk'k] < K2/n |ng!ku| dvgktk + 2
Mkik Mktk

KKn(2rtvg, ) ™

et

Enfin commaeu est invariante paBGy

(2rkt)? ( f, luidvg)’

2

2 * z Kn 2
(erktk)zz* (f ul? dv) < - 27rktkf [Vqul“dvy + —
" g k2/n " g g kKn(Zﬂthgtk)T

C\F m2 2
(j';l |ul? dvg) < Kn(27rtk)2/”j';||Vgu|2dvg+vgtk" (j';l |u|dvg)

Ce qui en passant a la limite pdir co donne Vu € Hf(M),

2% n+2 2
(f |u|2*dvg) <vg " (f |u|dvg)
M k M

ce qui est impossible pournon constante. La proposition 1.1 est ainsi démontrée.

e
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Malheureusement l'inégalité (1.1) est actuellement lalesénformation dont
nous disposons s@y(M, g). La présence de la normé dans (g’;}) a la place de la
normeL? de (2™) rend beaucoup plus fiicile I'obtention d’autres minorations de
Co(M, g) en testant des fonctions dans I'inégalité';b. Cela provient du fait que le
terme provenant de la nornié n’apparait plus dans les calculs au premier ordre des
développements limités comme c’est le cas pour le termeepavt de la norme?.
D’autre part, la technique donnant des majoration8BglgM, g) ne s’adapte pas au
cas de l'inégalité de Sobolev Poincaré. Son principe esttrdidluire des partitions
de l'unité et des développements limités de la métrique darégalité de Sobolev
euclidienne pour aboutir a une inégalité du types) car les termes perturbateurs sont
tous du méme ordre que la normé. Cette technique ne permet pas de récupérer
une normel?! et est donc inficace pour l'inégalité de Sobolev Poincaré. Ces
différences peuvent sembler trés techniques mais sont edisertis elles sont a I'ori-
gine de nombreux "échecs" pour le cas des équations et itésga#d Sobolev Poincaré.

1.2 Léquation de Sobolev Poincaré

Soienta > 0 et f € C°(M) une fonction dont le maximum est strictement positif.
On considére la fonctionnellg définie suer(M) par :

2
lo(u) = j':/l [Vul? dvg + a(fM |ul dvg)

que I'on cherche a minimiser sur
A={ue Hf(M),f flu? dvg = 1.
M
Ce probléme de minimisation est identique a celui posé esidérant la fonctionnelle

1o (U)
)2/2* ’

Q) =—"""""—54
(fM flul2 dvg

sur
At ={ue Hf(M),f flu® dvg > 0}.
M

On note alors
Ha = Inf 1o(U) = inf Q.(u)

et on donne la définition suivante

Définition 1.1. Une fonction ue Hf(M) de (E, ;) est globalement minimisante (ou
plus simplement minimisante lorsqu’il n'y a pas d’ambigyisi elle vérifie

Qu() = pia = Jnf Qu(¥).
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Un intérét de la fonctionnell®, par rapport al, est qu'elle est homogeéne,
autrement dit YA € R*,Yu € A", Q,(Au) = Q,(u).
Il est important de remarquer que les fonctionneljest Q, ne sont pas diérentiables
partout sutA ou A* car la normel! qui intervient dand,, n’est diférentiable dans
aucune direction. Ces fonctionnelles ne sont pas non plasiantes par changement
de métrique conforme contrairement a ce qui se passe pdiarnesonnelles associées
aux équations de Sobolev.

Les méthodes variationnelles classiques, notamment taéhée des multiplica-
teurs de Lagrange, permettent de relier ce type de probléammidimisation sous
contraintes a I'existence de solutions pour des EDP assacié
Deux dfficultés nous empéchent ici de suivre directement le raisoanéclassique.
D’une part, la présence de I'exposant critiquesnpéche d’obtenir par raisonnement
direct I'existence de I'élément réalisant la borne inféree; ce probleme a bien sir
déja été rencontré pour les équations a exposant critiqiygpeeSobolev Es) et, his-
toriguement, est apparu dans le probléme de Yamabe. D’pattedans notre cas, les
fonctionnelles, et Q, ne sont pas diérentiables a cause de la norine Ces deux
difficultés sont surmontées dans la démonstration de la prapo&i? en travaillant
d’abord avec des équations doublement sous-critiques emplace I'exposant cri-
tigue 2 par un exposant sous critique< 2* et la normel.! par une norme.% avec
8y > 1 qui est alors diérentiable. Le théoréme des multiplicateurs de Lagrarge-s’
plique alors des qu'il existe un minimiseur pauret montre I'existence d’une solution
faible pour une équation sous-critique. On passe alordriglg — 2* etdy; — 1 dans
cette équation. L'équation critique vérifiée par un minienisu est alors de la forme
(voir la démonstration de la proposition 1.2J¢ € Hf(M),

fVquodvg+af|u| dvy f2¢dvg:f flul® ~2ugp dvg (1.2)
M M M M

ouf e COM), @ > 0 etX e L*(M) est telle quau = = u. Les théorémes de régularité
montrent quaus € C#(M). Lorsqueu vérifie (1.2), on dira que est solution faible de
I'équation

Agu + aZ|ully = flul? 2u. (Eor)
L'équation €, ;) est appelée dans notre travail équation de Sobolev P@ncar

Remarque 2. L'apparition de cette fonctioB est tout a fait spécifique a cette étude : la
situation est en et diférente pour I'équation de Sobolev ou le principe du maximum
permet d'gfirmer que toute solution positive est strictement positoigle principe du
maximum ne s’applique pas a cause du terme perturbateurejpermet pas d’écrire
I'équation sous la forme Aqu = uG(u). Cependant, comme la fonctionnellgu)

et 'ensembleA sont invariants lorsque I'on change u éuj, les solutions de (1.2)
obtenues par minimisation peuvent étre choisies positivesulles mais ne seront en
générale pas strictement positives. Il n’est donc pas iécatt de voir la fonctiorE
apparaitre. C’est une conséquence de la ngfédintiablité de la norme1L: elle est
en gfet obtenue comme limite de lgférentielle de la norme % lorsqued, tend vers

1. On peut donc la considérer comme lafféientielle formelle" de la normelL
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L'objet principal de cette thése est I'étude des solutionsgsitives de I'équation
critique de Sobolev PoincaréE, ¢), ensemble qui, poura > 0 et f € CO(M) fixés,
est noté :

Su.t = {ue HZ(M), u est solution positive de(E, 1)},

et d’apres les théorémes de régularité,
Sa.t = {ue C¥(M), uest solution positive de(E, 1)} .

Une remarque évidente sur I'équation de Sobolev Poincarguésne solutioru
non triviale de E, ;) vérifie nécessairement

f flu? dvy > 0.
M

En efet, en prenanp = udans (1.2), on obtienth flu® dvg = VUl + allulf > O.
Ainsi S, ¢ c A" et une condition nécessaire a I'existence de solutions (&) est

supf > 0. (1.3)
M

Dans la section suivante, on montre le lien étroit qui exésitee inégalité et équa-
tion de Sobolev Poincaré : la premiere meilleure constipieue notamment un réle
essentiel dans le probléme d’existence de solutions. Qertliexistence de solutions
positives de g, ;) globalement minimisantes.

1.3 La premiere meilleure constanteK, : un lien entre
inégalité et équation de Sobolev Poincaré

Un premier lien apparait rapidement entre le probléme tiariael qui introduit
I'équation de Sobolev Poincaré et I'inégalité §) du méme nom. En testant des fonc-
tions particuliéres dans la fonctionne(g, nous montrons dans le lemme 1.2 que :

Ya > 0, 0<y € ——5>-
He = suphz K,
Cette majoration est fondamentale lors de I'étude d’eristale solutions pouk, ),
le cas d'égalitéu, = W apparait comme un cas critique, le cas d’'inégalité
stricte est traité dans la proposition suivante :

Proposition 1.2. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien
Soientr > 0 et f € C%(M) une fonction dont le maximum est strictement positif. Si

1
GUpNPE Ky -

alors il existe y € CY#(M) positive , non identiquement nulle et il exi&ee L*(M)
vérifiant0 < ¥, < lety, X, = U, telles que

u'é'}? Qu(U) i= o <

2-1
@

AgUy + luglli X, = fu

et u, est une globalement minimisante au sens QUG = uo = iNfyea+ Qu(V).
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Cette situation est la méme que pour les équations de Sobellevest démontrée
pour la premiére fois par Aubin [3]. Dans le cas de Sobolen&aié, Druet-Hebey-
Vaugon la démontrent podr= 1 dans [14].

Ce résultat, bien que simple a obtenir, est fondamental cad donne une ré-
ponse positive a la question d’existence de solutions poyE, ;) dans le cas ou
Uo < W L'obtention de solutions pour le casy, > W n‘est pas
réglée directement par cette méthode variationnelle. Ceprlant, dans ce cas, on
s’inspire de cette technique pour apporter une réponse partlle dans la proposi-
tion 6.2 ou on impose aux solutions des invariances par isoinnies.

Démonstration de la proposition 1.2

Equation sous-critique : la présence de I'exposant = % critique dans le

membre de gauche d&(;) ne permet pas d’obtenir directement I'existence de so-
lutions par la méthode variationnelle du fait de la non coaitgade I'inclusion de
Hf(M) c L% (M). Comme pour le probléme de Yamabe, on passe alors par das équ
tions sous-critiques ou I'exposant du second membre vérifig2, 2*[. De plus, une
difficulté spécifique liée a notre équation est la ndfédentiabilité de la normé?!

et donc de la fonctionnellg,. Pour régler ce probléme, on travaille d’abord avec une
normeL% ol164 €]1,2[ & la place de la norme!. On adopte les notations suivantes :
Yu e H2(M), Yq €]2, 2°[, Y6q €]1, 2[, Ya > 0,

&
lg(u) = f |Vu|2 dvg+0/(f |ulfa dvg)
M M

Aq = {ue Hf(M),f flu® dvy = 1}
M
Ha = uieny]:q lq(u)

L'inclusion Hf(M) c L9(M) est compacte, la méthode variationnelle classique donne
alors I'existence deg € Aq positive, non identiquement nulle, telle glygug) = uq et
qui est solution faible de I'équation sous-critique :

21
0q _ _
AgUq + a(j';l Uy dvg) U™ = g FUdt (Eg)

c’est-a-dire quelq vérifie : Vo € H2(M)

2-1
f VugVe dvg + a(f ug? dvg) ’ f Ug ™ dvg = ,uqf fultpdy  (1.5)
M M M M

Remarquons au passage gge> 0 puisquely est positive non identiquement nulle.

Passage a I'équation critique :dans (1.5), on fait tendrg < 2" vers 2 ety > 1
vers 1, en s'assurant que tous les termes convergent.
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Montrons que
lim supuq < pe. (1.6)
g—2*

Par définition de,, on a Ve > 0, Ju, € A, lo(Up) < pto + €.
Pour g proche de 2 fM flug|9 dvy est non nul cau, € A. On pose alors/, =

W, de telle facon que, € Ay, d'ol :
m TIUEl™ OVg

lq(Ug
g < lg(Ve) = L )2/q'

(g Flusla dvg

Or Iirr21 fﬂuglq dyy = 1letVu e Hf(M), Iir‘r21 [q(u) = I,(u). Le passage a la limite
q—2* q—2f

dans l'inégalité précédente donne alors limgypuq < lo(Us) < po + &. Cela étant
vrai pour toute > 0, (1.6) est vraie.

En particulier la suite(y) est bornée, donc a extraction de sous-suite pres, elleogav
vers une limite notég vérifiant

O<u:= Iin; Hq < He. a.7)
g2

Montrons que la suite (ug) est bornée danst(M) . commeuy est une solution
minimisante defy), et que fiq) est une suite bornée, on a

Osf|qu|2dvg+a(f uquvg)qsc
M M

ouC > 0 est indépendant dg Ainsi ||qu||2 < C et (ug) est bornée danis’(M). Or
HZ c L2 c L%, la premiere inclusion étant compacte, donc

Ve>0,3C, >0, |ugll, < ellVugll, + Cellglly,

(ug) est alors bornée dans(M) et finalement danisi2(M). Par réflexivité de42(M) et
par le théoreme de Rellich-Kondrakov, il existe une sotitesaujours notéel) qui
converge faiblement dar‘rif(M), fortement dang.?(M), et presque partout vers une
fonctionu, € H2(M) qui est positive car legg le sont. Or commé, €]1, 2[, on a

2-0g

5 26
Yq< 2, lIUg = Ually, < Vg™ llug = Uall,
et donc en passant a la limite— 2* etd; — 1*, on obtient

lim Ug — U =0.
lm g = el

On obtient ainsi les deux limites

lim VugVe dyy = Vu, Vo dv; lim b0 dv, = L, dv;
q—»2*fM UgVe dvy fMu pdyy et q—>2*,eq—>1f,v|ung fMudg

Pour les deux termes restant de 1.5, on utilise le lemmeiglessuivant :
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Lemme 1.1. Soit p> 1, si(fy) est une suite bornée dan8 &t si elle converge presque
partout vers une fonction f, alorsd LP et i — f dans LP.

Linclusion continueH#(M) c L? implique que (g) est bornée danis® . La suite
(ul™) est alors bornée dams™ donc dand 7 cars%; < % Comme de plusif ™)
converge presque partout vers 2, le lemme 1.1 montre que

-1 _ 21 5
Ug u;, ~dansLz=

ce qui entraine, puisqt(d';zf—il)l =L%> Hf et quef est continue
Vg € HA(M), lim f fud e dvng fu o dvg.
g—2* M M

Reste a étudier la convergence du terfﬂwg“_lga dvyy spécifique a I'équation de Sobo-
lev Poincaré. Commaug) converge presque partout vexs> 0 et quedy — 1 converge

vers Q (uzq_l) converge presque partout vers une fonctigrtelle que 0< ¥, < 1 et
U,Ze = U,. SOitp > 1, pourf, proche de 1, par l'inégalité de Holder, on a

(6g-1)p

_ 2 _ (6g-1p
fM ud P dyy < (fM ug dvg) v; 7 <C, (1.8)

la suite(uﬁq_l) est donc bornée dans pourp > 1. Le lemme 1.1 implique alors que

Oq—
Ug

lim f Ut dvg = f o dvg.
q—)2 M M

En faisant tendre vers 2 etf, vers 1 dans (1.5), avec les limites que 'on vient de
montrer,u, est solution faible positive (éventuellement nulle) dglétion :

SRR ¥, dansLP.

En particulier,

AgUa + UgllnZe = pfuf (1.9)
ouX, € L®(M) vérifie u,z, = u,. Les théorémes de régularité montrent gesst
dansC#(M). L'équation (1.9) implique alors quE,(X) = 0 six € M \ supp u.
CommeX,(X) = 1 siu,(X) > 0, la fonctionX,, reste indéterminée seulement sur
{u=0} N supp y, ensemble dont on ne connait pas la mesure.

Montrons que u, n'est pas la fonction nulle : c’est ici gu’intervient de maniére
fondamentale la majoration stricte (1.4)de Grace a I'inégalité de Holder et celle de
Sobolev Poincarél §p) : Ve > 0,dC, > 0,

Nlo

: 2 2.2 !
1:(f fug dvg) < (supf)ivg ’ (f ug dvg)
M M
2 2-2
< (supf)ivg (Ko + &) (IIVugll3 + Cellugl?)
< (supf)ivg T (Kn+#) (g + Cellugli?)
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Puis, en faisant tendgvers 2,
1< (supf)# (Kn + &) (1 + Clluall?)

Orpar (1.4) et (1.7), il existe > O tel queu <
onadonc:

1 PN
G KT Poure fixé a cette valeur,

1< 1+ Dgllualf3,

ouD, = Bg(supf)z%«(Kn +¢&) > 0. Ainsi ||ua||§ # 0, etdonay, # 0. En particulier, cela
implique par (1.7) et (1.9) que > 0.

Montrons que u, € A et quel,(u,) = 4 = u, : tout d’abord grace a la conver-
gence faible dew,) danst(M) et au fait qualy est minimisante poyfg :

2* = < i i = i i = i i =
/,sz fu, dvg =1.(U) < |Ir(;fl)l2[1f lo(Ug) |Ir(;rl)I2I;1f Iq(ug) Ilgyzrgf Hq = [
Commeu > 0, on en déduit quq fu2 dyy < 1. Pour I'inégalité inverse :

Ua

,U S/J(Y S I(Y 1/2¢ = I”(u”) 2/2* = :u(f fu(z; dVQ)Z/n’
(fy FU2 dvg) (g FUB" dvg) M

et commeu > 0, on en déduit|,, fu2 dvy > 1 etdoncf, fu2 dy; = 1, c’est-a-dire
U, € A. Cela implique d’'une part que, < l,(u,) et d’autre part, grace a @), que
lo(Uy) = u, d'ol u, < p, ce qui avec (1.7) montre bien que= y,. Ainsi u, est
une solution faible positive non identiquement nulle deuiationAu, + a||Ull1Ze =
te fUZ 71, autrement dit Yo € HZ(M),

f VU, Ve dVg + a|Uall2 f 20 = fo f fui 2¢
M M M
fflua|2*dvg=1
M

en particulied ,(u,) = ue. Pour avoir une solution dée(, ¢) il suffit alors de considérer

et en plus

n-2
la fonction positive non identiquement nulle* u, qui vérifie bien E, ) et qui est
minimisante au sens de la définition 1.1 car

Qoo™ Ua) = 1o (Us) = .

Cela achéve la démonstration de la propositiond.2.

De la proposition 1.2 se déduisent des corollaires donremtdnditions sfisantes
sura > 0 etf € C°(M) pour assurer I'existence de solutions pog f) :

29



Corollaire 1.1. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien3
Soientx > O et f € C(M) telle que |, f dvy > 0. Si

2
Jy fdvg)®
M g
[ supf J s (1.10)

Knvg

ou vy = volg(M), alors I'équation(E,,r) admet une solution globalement minimisante
positive non nulle.

Ce corollaire est obtenu immédiatement en remarquant queriatante positive
-1/ . . . . .
(ff dvg) / appartient @A et en se ramenant a la condition (1.4) de la proposition
2.

Une autre condition dtisante d’existence est obtenue en testant dans la fonction-
nelle Q, des fonctions classiques particulieres (celles qui réalifégalité dans I'in-
égalité euclidienne optimale de Sobolev) :

Lemme 1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension A.
Soienta > O et f € C?(M) réalisant son maximum ery x M. On considére la famille
de fonctions définies par

Ve>0,¥YxeM,  uy (X (e + 122 — (g +6%)' 2 sur B, (6)

= 0sur M\ By,(9)

ou r = dy(x, Xo) etd > 0 strictement plus petit que le rayon d’injectivité de Mors :
1 [1 N (Agf(xo) Scal(xo)) €
Kn (supf)# 21(Xo) n-4

1 : [1+ S cal(xo)
Ky (supf)# 8

Qu(Ue)

IN

) ~+ 0(8)} sin>5(1.11)

elne+o(elng)| sin=4 (1.12)

Il suit facilement du lemme 1.2 qu& > 0,Vn > 4,

1

0<p < (supf)—Z/ZKn (2.13)

Remarque 3. Cela étant dit, (1.13) reste vraie méme en dimen8idfour le montrer,
on raisonne par I'absurde. Soita 3, si (1.13) est fausse alofe > 0, Yu € A,

()2 uphek, (f flu dVQ) '

Or l,(u) < [, IVU? dvg + avy [, u? dvy. Soit alors ue A telle que supp & By,(5) ot
By, (0) est choisie telle quedn €]1,1 + g[, VX € By, (0),

(1+ &) %% > n(supf)??.
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Pourunteluyona

N
(f uj? dvg) < —”(f |Vul? dvg+avgf u? dvg)
M nm \JIm M

ce qui est impossible comme> 1 car K, est la premiere meilleure constante de
l'inégalité de Sobolev.

Remarque 4. Pour la fonctionnelle Q associée a I'équation de Sobolev Poincaré, une
différence importante apparait par rapport au cas classiquéeétpiation de Sobolev :
I'influence du terme perturbateur||u||{ et donc du paramétre n’intervient plus au
premier ordre du développement limité de la fonctionnelbenme c’est le cas pour la
fonctionnelle associée a I'équation de Sobolev.

Démonstration du lemme 1.2
Les techniques de calcul permettant de démontrer ce lemmelésormais classiques.
On utilise deux développements lus dans la carte expotiergiex, ; le premier utilise
le fait quef atteint son maximum exy et le second résulte du développementde Cartan
la métriqueg

f(x)

f(Xo) + % 3 F(x0) XX + r270(1)

dyy

(1 - % Ricg(Xo)ij X x) + r2+”O(1)) dx

ou0<p<1 Dou

f fuZ dyg f(Xo) u? dx
M Bo(d)

(1 i T (%0) — 1 Ricg(X%0)ij f(xo))f uZ x'x) dx
2 6 Bo(9)

+

+ f u?r?* O(1) dx
Bo(9)
En utilisant principalement des changements de variabtesérifie que, poun > 4,

. _1(n-=-2
f u? dx > @1\~ 4) 1; )|2/28-”/2(1+o(1))
Bo(6) n

\%

f Wxxidx > 226l g8 (1 4 o(1))
Bo(s) 2n

ou |g = fo+°°(1 + t)7P t9 dt. Or comme on travaille dans la carte exponentielle, on a
gl (x0) = ¢ etdoncs'!9;j f(x0) = —Asf(x0) = —Agf(X0) et/ Rigy(Xo)ij = S cay(Xo).
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On obtient ainsi :

f fuz dvy > (n=2)wny f(xo) 112 &3
M 2n

[1_ & (Scab(xo)+Af(x0)

— 6 2f(Xo))+O(8)} sin>4

(n - 2)a)n_1
2n
Des calculs similaires donnent

n — 2)%wn- 0
fIVUEIZdVg - %Iﬂﬂgl_?
M

n+2
( ~6n(n- 4)

f(xo) IM? &2 [L+o(elng)] sin=4

S caf(xo)e + 0(8)) sin>4

2 2 — n
(' ) Wn-1 81_5
n Sca XO

on slns+0(s|ns)) sin=4

et

f lug| dvg = O(1)
M

de sorte que®~* [, |us| dvg = o(g) sin > 4 et [, [us| dvy = o(gIn&) sin = 4.

. o . _ -2 )
Finalement, grace a la relatiodf25e=2 /2 = & (R Irﬂ‘/z)(n ™ " on obtient
I'expression suivante pou®,(u.) :

1 1+8(Af(xo) _ Scaj(x)
K f(x0)%?% 2nf(xg) n(n-4)

1 S caly(Xo)
Ks f(x0)?/% [ 8

Qu(us) < )+ O(e)] sin>4

eglne+o(elng)| sin=4

Le lemme est démontré et si on fait tendreers Q on obtient alorg,, < W
c’est-a-dire (1.13) ce qui montre flirmation faite apres le lemme.

Le lemme 1.2 et la proposition 1.2 impliquent alors le caiod :

Corollaire 1.2. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien
Soiente > 0 et f € C?(M) une fonction dont le maximum est atteint gnexM et
strictement positif. Si
(n—4) Agf(xo)
2 f(xo)

alors I'équation (E, ;) admet une solution globalement minimisante positive non
identiguement nulle. En particulier :

< Scal(xo) (1.14)
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a) Si Sca} > 0 sur M, alors pour toutr > 0 et pour toute fonction & C2(M) telle
quesupf = f(xg) > 0et(n-4) Ayf(X) = 0, 'équation(E, ;) admet une solution
globalement minimisante positive non identiquement nulle

b) Si maxy Sca}y > 0, alors pour toute > 0, I'équation (E, 1) admet une solution
globalement minimisante positive non identiquement nulle

Remarque 5. Comme f atteint son maximum eg) &n aAgf(xo) > 0, en rappelant
qu’on utilise le laplacien des géomeétre,(= —V'V;). Ainsi, (1.14) n’est réalisable que
lorsque S cgf(xo) > 0. Mais dans ce cas (voir le théoreme A rappelé en introdugtion
I'inégalité de Sobolev Poincaré est toujours fausse. Aidés que I'on demande la
validité de(12%), le corollaire 1.2 est inutilisable.

La proposition 1.2 donne un dernier corollaire d’existedems le cas od = 1
qui s’obtient immédiatement grace a la définition de la sdeomeilleure constante
Co(M,0) :

Corollaire 1.3. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte, de dimensign3
sur laquelle I'inégalité de Sobolev Poincaré optimel@‘;f) est vraie. Si

a < Co(M, g), (1.15)

alors I'équation(E, 1) admet une solution positive globalement minimisante ndle.nu

Pour finir, on donne un exemple ou il n’existe pas de solutimitemisantes pour
I'équation E,.¢) ce qui met encore plus en évidence la forte sensibilité égultion
de Sobolev Poincaré a la géométrie de la variété :

Corollaire 1.4. Sur une variété riemannienr{®, g) compacte, de dimension:n 4
et de courbure scalaire vérifiant S gak 0, l'inégalité (|gF;}) est vraie et des que >

Co(M, g), il n'existe pas de solutions pour I'équatiqit, ;) qui soient globalement
minimisantes.

Démonstration du corollaire 1.4
Supposons gu’il existe une solution globalement minintsare Hf(M) a I'équation
(Ea.1) pour f € CO(M) eta > Co(M, g). Alors par définition et par (1.13), on a

2/2
Kn(supf)?/ (IIVUl3 + allullf) < (f G dvg)
M

Or d’aprés l'inégalité I@‘é}), on a aussi

2/2*
( f flu® dvg) < Kn(supf)?/2 (IIVull3 + Co(M, g) lul?)
M

d’ou I'on déduit quer < Co(M, g) ce qui est absurde.
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1.4 Energie associée a I'équation de Sobolev Poincaré

Lorsqueu € Hf(M) est solution d’'une équation elliptique du typa + h(u) = O,
I'énergie deu est classiquement définie p&(u) ou J est la fonctionnelle définie par

J(u) = 1 f IVul? dvg + H(u)
2 Jm
avecH(u) = |, (fou h(t) dt) dvy de sorte qu&/p € HZ(M),

DJu(e) = f VuVe dvg + f h(u)e dvg.
M M
Ainsi, pour une solutiom de I'équation de Sobolev Poincafg,(;)
Agu+ alluliZ, = flu* 2y,

I'énergie deu est donnée (en considérant formellem®ntomme la "diférentielle” de
la normelL?) par :

2
J(U) = %L|Vu|2dvg+%(fwl |u|dvg) —ZifM Ui dvg.

Si I'on prendy = u dans (12) on obtient|Vull3 + allulZ = [, flu dvg, d'ol J,(u) =
3 | flu* dyy, ce qui justifie la définition suivante :

Définition 1.2. Soit u une solution dé&, ¢), son énergie est définie par

8(u):f flul? dvg.
M

Ona
YueSur,  &(U)=ndy(u) = Q.(u)2>0.

C’est cette notion d’énergie qui structure la suite de nttreail : on étudie dans
les chapitres suivants de cette partie le comportemeneduite de solutions dé&, ;)
suivant son niveau d’énergie. Dans la deuxiéme et troisjgamie, des multiplicités de
solutions sont obtenues en imposant a ces solutions d'desiénergies fiérentes.
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Chapitre 2

Etude asymptotique de
I'équation de Sobolev Poincaré
en énergie bornée "petite".

2.1 Introduction a I’énergie bornée

Par "étude asymptotique", on entend I'étude d'une suitgde solutions positives
de I'’équation de Sobolev Poincarg,(;) lorsque le paramétre converge versy €
10, +0], la fonction f € C°(M) telle que sugd > O restant fixée.

Définition 2.1. Une suite(u,) de solutions d€E, ) est d’énergie bornée gu,) est
une suite de solutions de I'équatif, ;) pour laquelle :3C > 0, Ya > 0,

E(U,) = fM Flual? dvg < C.

Cette hypothése a des conséquences immédiates sur le cempntasymptotique
de la suite de solutions qui sont détaillées dans la prapostiivante :

Proposition 2.1. Soit(u,) une suite de solutions positives @, ;) d’énergie bornée,
il existe alors une sous-suite notée encfurg qui converge faiblement dansf&M),
fortement dans et presque partout vers une fonction positivecuC*#(M) qui est
nulle siag = +o0 et qui, Siag < +oo , Vérifie faiblement I'équation limite :

21
AgUo + aollUoll1Zo = fug ™. (Eao.1)

ouXg € L*(M) est telle que &g = Ug. De plus

2 2
IVU Iz = [IVUollz

f flu, — Uol® dvg
M

IV (Ua = o) + o(2), (2.1)
f fuZ dyy - f fud dvg + o(1). (2.2)
M M
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ol o(1) tend ver9 lorsquea tend versy, € [0, +oo[. En particulier,
E(up) < Iim &E(uy,). (2.3)
a—ag

Démonstration de la proposition 2.1
Puisque(,) est une suite de solutions positives &g {) d’énergie bornée :
dC > 0,Ya > 0,

2 2 2"
0 < [IVUuI5 + alluglly = f fu; dyy<C.
M

En particulier, les suite@quQHg),(a||u0||§) et donc(||ua||§) sont bornées. Or par la
double inclusiorHZ(M) c L2(M) c L*(M) et la compacité de la premiére, on sait que
Ye>0,4C, > 0,Ya > 0O,

luell2 < €llVUallz + Cellugllz-

La suite () est donc bornéHf(M). Par réflexivité dd—lf(M) et par le théoréme de
Rellich-Kondrakov, il existe dongg € Hf(M) telle que, & extraction de sous-suites
pres, () converge faiblement dansf(M) versuy, fortement dang.? et doncL? et
presque partout vers la méme limiig En particulierup > 0 presque partout.

Sia — +o0, coOmme la suitec(||ua||§) est bornée, nécessairement Jim, ||Uy|l1 =
[luglls = O. Par suiteyg est nulle.

Le passage a la limite — ap < +oo dans E, ) donne I'équationE,, ) par les
mémes arguments de convergence que dans la démonstratlanpdeposition 1.2
et les théorémes de régularité montrent gges C#(M). On détaille seulement la
convergence de,) versX car elle est particuliére a notre étude. Tout d'abord, comme
fM T2 dyy < Vg 0U Vg est la volume deN, g), (Z,) est bornée dans® donc converge a
sous suite prés faiblement darisvers une fonctioixy

Yo e HJZ_(M), jl\‘/l o dyg — ﬁ/l Top dvg  quanda — ao.

Alors

f XUy — ZolUg dvg'
M

IA

f YolUy — Zolo dvg’ + f XU — ZoUg dvg'
M M

f ZoUo dVg - f ZoUp dVg = O(l)
M M

D'autre part, [, Z,U, dvg = [, Uy dvg = |, Uo dVy + o(1). On en déduit donc que
YpUp = Up presque partout.

La limite (2.1) résulte directement de la convergence c’ﬁdﬂnsl—lf de (u,) versup.
Pour montrer (2.2), on écrit

y o
f‘f(|u(,—uo| 2 +u0)| dvy < sup|f|f||ua—u0| —uZ + U3 dy
M M M

IN

[l — Uollz +

IA

2:-1 2:-1
Cf |uol? ~Hug — ol dvg + Cf |ua — ol ~Huol dvg
M M

25 -1
Cllug — Uollz + Clluy — Uoll5. "7 = o(1),

IA

et la proposition 2.1 est démontrge.
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2.2 Deux résultats "techniques" en énergie bornée

On énonce maintenant deux résultats techniques impodantont frequemment
utilisés dans la suite.

2.2.1 Processus d'itération

Partant d'une solution faible, de (E, ), on peut sous certaines hypothéses obtenir
localement un contréle de la norrh& deu, avecp aussi grand que I'on veut. L'idée
technique est de poser= n°uk dans E, 1), ol n est une fonction cutfd qui permet
de localiser, puis de faire ensuite une récurrencekstie lemme suivant permet de
démarer la procédure, il est similaire & celui obtenu posiElguations de Sobolev.

Lemme 2.1. Soienta > 0, f € CO(M), u, € Hf(M) une solution positive de (g) et
n € C*(M) une fonction a support compact telle qies < 1. Pour tout k> 1, on
pose

Aﬂ(k’ 77) =1 Si f|supp17 <0 (24)
K+ 1)2 # S\
1 k+1) K, (sup f) (f fu2 dvg) Si flsupp eta> O (2.5)
4k suppy suppn
K+ 1) . no .
1—( +1) Kn sup|f|(f u? dvg) si f change de signe sur supgp
4k suppn suppn
(2.6)
Alors on a

Kl 2" 2%
A(,(k,n)( fM (nu,f) dvg) < fM Culk, ) Udyy < C Wldy,  (2.7)

suppn
avec K_1 Kt 1
- +
Gt = ko S5m0 + S5m0 + 8ot 0he)

Remarque 6. Ce lemme n’a d’intérét que sil'on a des hypothésggsantes pour que
A. (K, 1) soit strictement positif.

Démonstration du lemme 2.1
Notre démonstration est assez classique, le terme paeti@ul’équation de Sobolev
Poincaré disparaissant dans les calculs.pei€C* (M) une fonction & support compact
telle que 0< n < 1. En prenang = U, dans E, 1) , on obtient

fnzu(,kAu(,dvg+afu(,dvgfnzuakdvngnzfuf*k‘ldvg (2.8)
M M M M

De plus, on vérifie que

4k kil
2k

Audvy = ——— | [v(u,?
Ln u(z u dVg (k+1)2L‘ (T]U )
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2(k-1) k+1 2 f 2 k1

D’ou
4k kel
V 2
o fM Vo)

2 2
+me|Vn| u'jjldv@,—afwI u,zdvngnzua"dvg

Et commex fM Uy vy fM N, dvg > 0,
k1 |2 k+ 1)? .
f 'V(nu:fl) dy, < &+ f 2 fu,2 k- tdy,
M M
k+1

4k
k-1 k+1 2 K+l
T Mn(An)ua dvg + x . V|l dvg (2.9)

Tout d’abord, sif|sypp, < 0, alors

f n?fu,” " tdy, < 0.
M

Maintenant, sif change de signe ssuppn, alors par I'inégalité de Holder :

2 1-2
. . 201 z . z
f n?fuZ *tdyy < sup |f|(f 7 u, 2 dvg) (f u? dvg) .
M suppy M suppy

Enfin si flsupp, > 0, on majore ce terme de la maniére suivante, toujours grace a
I'inégalité de Holder :

2(k- 1)

2
_ 260 2+k-1
dvg_an fu,Z " Ldvgy + k+ 12

fM (AUl dvg

2 1-2
. . 20 z . z
f n?fuZ < ldy, < (f nu, 2 f dvg) (f fu? dvg)
M M suppy
2 2 2
z . 2y \T Y
< (sup f) (f n?u, 2 dvg) (f fu? dvg) :
suppn M suppn

Et d’aprés I'inégalité de Sobolev optimalk:g’(t),

. 2/
(j';l (Tlua(k+l)/2)2 dVg) <K, (L |V (Uua%l)

En reportant (2.9) dans cette inégalité ainsi que la magrate [, 7*fuZ ! corres-
pondant a I'hypothése vérifiée phron obtient (2.7) et le lemme 2.1 est démontré.

2
dvg + BO(M,g)f nzu(,k"ldvg)
M
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2.2.2  Principe itératif de De Giorgi-Nash-Moser

Les majorations obtenues dans le lemme 2.1 de notr@gsle (U.) pour p aussi
grand que I'on veut, permettent d’obtenir un contréle dedameC,%C . Ce résultat est
appelé classiqguement dans la littérature le schéma ftéiatDe Giorgi-Nash-Moser.
Dans sa version classique, il donne un cont@l@ de (U,) en partant d’'un contréle en
normelLP avecp > 1. Ce résultat est stisant par exemple lorsqu’on travaille avec les
équations de Sobolev, mais dans le cas des équations de$&tmihcaré ou la norme
L! joue un réle important, il est nécessaire de pouvoir démétération justement
par cette norme. Pour cela, nous utilisons la version plde fitu schéma itératif de De
Giorgi-Nash-Moser démontrée par Han Lin [31] ou le cont(ﬁﬂg de (u,) s'obtient a
partir d’un contrdlelP ou p > 0. Voici son énoncé adapté au cas riemannien :

Théoréme B (De Giorgi-Nash-Mosel). Soit (M, g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension a 3. Soient ce C°(M), F € C%(M) et ue HZ(M), u > Otelles
que quelle que soit € Hf(M) positive,

fVquodvg+fcu;advg§f Fe dy.
M M M

S'il existe xe M, > 0,r > 5 etI’ > Otels que

f c'dy<T
Bx(0)

alors ue L;5.(Bx(6) et quels que soient p O etd €]0, 1[, il existe C= C(n, T, p,q) > 0
tel que
1
Bsxté(g) u<C (mllullw(sx(m) + ||F||LP(BX(6)))- (2.10)

Pour une suite de solutions de I'équation de Sobolev-Paéncat énoncé devient :

Corollaire 2.1. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien3
Soit f € C°(M) et soit u € H2(M) une solution (faible) positive de I'équation de
Sobolev Poincaré

AgUa + aZollUgll = fui ™ (=)

a

S'il existe xe M, ¢ > 0,q > 2L etT > Otels que

Ya >0, f Ugdvg < T, (2.11)
Bx(6)

alorsue L

oe(Bx(0) et quels que soient p 0 etd €]0, 1[, il existe C= C(n, T, p,q) > 0
tel que

Ya > 0, Sup Uy <

C
a_ogm' : 2.12
B(60) (1-6)vr [EAIECNO) ( )
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Démonstration du corollaire 2.1
Ce corollaire provient immédiatement du théoréme B précéde posanF = 0 et
¢ = —fuZ 2. L’hypothése requise sur la fonctianse traduit par I'existence de €
M,é > 0,r > 0 etdel > O tels que

Ya >0, f uZ dvy <T.
Bx(6)

Commer > 3, cela est équivalent a I'existence ge- 2* et del” > O tels que quel que
soita > 0, on afB ©) ug dvy < T ce qui est vérifié par I'hypothése (2.11).

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons a I'éludmmportement
asymptotique d’une suite de solutions positiveg) de E, ;) dans le cas particulier
ou son énergie est majorée par

. 1 2
L) = f 2 . .
Vo >0,  &u,) fM u? dvg < (—Kn et f)2/2*) (Hopetite)

Cette hypothése est appelée "énergie petite" et Noté&petite).
L'étude générale en énergie bornée est faite dans le chagpiivant.

Remarque 7. La majoration(Hpeiite) €St immediatement vérifiee lorsque la solution
U, de(E,, ) est obtenue par la proposition 1.2 puisqu’alogsest minimisante et donc

1
2/n _ _
E(U)7" = Qu(Uy) = pe < W

2.3 Etude asymptotique en énergie "petite"

Soit (u,) verifiant 'nypothese f{yetite) : il S'agit donc d’une suite de solutions de
(Ea.f) pour laquelle

Va>0, &)< (2.13)

1 2
(Kn(supf)m*) '
Il existe alors une sous-suite encore noig¢g elle que £(u,)) converge vers

_n
2

Eo= lim &(u,) € [O,(Kn(supf)Z/Z*) ]

et qui d’apres le lemme 2.1, converge faiblement daﬁsvl) versu lorsquea tend
versag < +o0. Deux cas se produisent alors, suivant que la lir6geest ou n’est pas

égale é(Kn(supf)Z/Z*)_n/2 .

2.3.1 Energie "trop petite pour la concentration”

Proposition 2.2. Si une suitgu,) de solutions non nulles d&,, ) vérifie (Hpetite) €1

. -n/2
Si0< & < (Kn(supf)z%) " , alors(u,) converge versgien norme @ et wp n'est pas
identiguement nulle.
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A titre de remarque et avant de démontrer la proposition, ontne qu’on ne peut
pas avoit&g = 0. En efet comme on le voit a partir de I'inégalité de Sobolev Poiécar
il existee > 0 tel que

lluallz < IVUallz + llugll-

En patrticulier, il existes > 0 tel que pourr proche dexg
elluallz < IVUgll2 + allUglls.

On en déduit que

IA

2(/IVUellz + lluall) = 28(ua)

2* 2*
C f |Uo? dvg < CllglIZ
N 1

£l

IA

par inégalité de Sobolev, ou ikl:iJ(,HH% = ||VUull2 + lluall2. Par suite, pouw proche de

aO$ 8
2*-1
lualify > 2

et il existe donc un minorant strictement positif p&igr

Démonstration de la proposition 2.2
On écrit grace a linégalité §) :

2/2¢
E(Un)¥? = (fM fuz dVg)

En passant a la limite sar, comme (i,) converge en norme? versug, on a :

IA

Kn(supf)?’Z (IIVUsII3 + Bo(M. 9)lual13)

IN

Kn(supf)?/? (&(ua) + Bo(M. 9)luali?)

&% < Ka(supf)?? & + Diluol3, (2.14)
ou D > 0 estindépendant de Or par hypothésen(supf)?/? < &;7", donc
&7 < Y7 + Dlluoll3,

etug est non nulle.

Remarque 8. L'inégalité (2.14) est valable dans le cas général(agl) est une suite
de solutions d€E, ;) d’énergie bornée et sera utilisée dans la suite.

Pour montrer la convergence forte dg) versug danst(M), il suffit de montrer
que|lVugllz2 = [[Vuoll2 quanda — ag. Or

2 2 2 2
IVUa I3 = [IVUoll3 = E(Ua) — E(Uo) + aollUollf — allUellf,
donc

lim (VU3 - 1IVUoli3) = Eo - E(uo) (2.15)
a—qp
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ou, par Rellich-Kondrakov, on a supposé gue— up dansL'. Ecrivons 'inégalité de
Sobolev optimalel€™) pour la fonctionu, — up :

2/2*
( f flua — Uol* dvg) < Kn(supf)?’? (IIV(uy — Uo)l3 + Bo(M, 9) llue — Uoli3).
M

puis, grace a (2.1) et (2.2) :
(E(Ua) = E(Uo) + o(1)? < Kn(sup)** (VI3 — IVoll3 + o(L) + Bo(M, 9) llus — Uoll3)

d’ou par passage a la limite surd’aprés (2.15) et la convergence forte dg)(versug
dansL? que I'on peut la encore supposer par Rellich-Kondrakov :

(Eo — E(UR)7* < Kn(supf)?? (Eo — E(Uo)).-
Alors, si&y # E(Ug), commeS(ug) < E on obtient
(Eo — E(U0)) " < Kn(supf)??

soit o2
Eo - E(ug) > (Kn(supf)z/z*) > &

et doncS(up) < 0, ce qui estimpossible. On en déduit die= E(Up) et donc par (2.1)
et (2.15) que la convergence dg ) versug est dans ce cas forte daH%(M), ce qui
acheve la démonstration de la proposition2.2.

2.3.2 Energie "minimale pour la concentration".

Définition 2.2. L'énergie d’une suitéu,) de solutions d¢E, 1) est "minimale pour la
concentration” (on dira seulement minimale) si

. 1
&Eo = lim &(u,) =

S — 2.16
2o (Kn(supf)2/2 )" (210

Lorsque &y = (Kn(supf)z/z*)_n/z, la convergence deuf) vers ug est faible
dansHZ(M) mais on ne sait pas si elle est forte ou non. L'étude plus fineette
convergence est faite pour le cas général ou I'énergie astébodans le chapitre
suivant : la notion de "bulle" permet alors de décrire plusciément le comportement
asymptotique de la suite de solutions. Le théoréme 3.ffigrstiprécisément le terme
"d’énergie minimale" de la définition suivante : il s'agit eplus petite énergie pour
laguelle I'existence d’une bulle est possible (on verrssagg'’il y a alors dans ce cas
au maximum une seule bulle).
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2.3.3 Le phénoméne de concentration en énergie minimale.
On présente ici un exemple important d’énergie minimale :
Proposition 2.3. Soit(u,) une suite veérifiant I'nypotheg@etite) €t telle que
u, — O faiblement dans B(M) mais pas fortement quand— g €]0, +o0] (2.17)

alors I'énergie dg(u,) est minimale (pour la concentration) c’'est-a-dire

1
&= lim &)= —————
0 a—ag (Kn(supf)z/z«)n/Z

et de plus
lim al| uyl3 = 0. (2.18)
a—ao

On rappelle que (2.17) est immédiatement vérifiée (a sois{HES) Sivg = +oo.

Démonstration de la proposition 2.3
Par hypothesel, — 0 faiblement danst(M) et la suite (,) est bornée dans
Hf(M). On peut donc supposer qu’a sous suite prés elle convergarferit dang ?
et L' et comme la convergence n'est pas forte dbl@@l\/l), on a limy_q, ||ua||H§ =
[iMg—a, VU2 > O et donc

Eo := lim &(u,) = lim [[Vu,lf5 > 0.
a—aq a—ag

D’aprés l'inégalité (2.14) démontrée plus haut (qui eshhialable en énergie bornée
d’'aprés la remarque 8) ainsi que le fait que= 0 :

&Y% < Kn(supf)?? &,

d’oll puisque&y > 0, on a& > (KTW ce qui, avec I'hypothéseHpeiite)

)

implique bien quesy = (MTW

D’autre part, pour montrer (2.14), on a utilisé la majorati;m peu grossiéﬂq&vuan% <
&E(uy). En utilisant I'expression exacte d§u,), ona:

E(Ua)? < (supf)*® Kn (E(Us) — ellull} + Bo(M. g)l1Uall3)
d’ou en passant a la limite sur par (2.16) et (2.17), on obtient :
Jim all wlff =0,
ce qui achéve la démonstratign.

Dans le cadre de la proposition précédente, la suifeténd vers 0 presque partout,
cependant elle ne peut pas converger vers 0 dari#1) car son énergie ne tend pas
vers 0. Cette remarque justifie I'introduction de la notienpbint de concentration,
définie de la maniére suivante :
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Définition 2.3 (point de concentratior). Soit(u,) une suite de solutions d&, ;) qui
converge vers 0 faiblement dané(lN’I) mais pas en normeL, un point xe M est un
point de concentration pour la suite,) si

V6 > 0, lim sup lus1? dvg > O. (2.19)
a—ap Byx(6)

Un objectif de cette étude est de connaitre de fagcon de plpkisiprécise le com-
portement asymptotique da,f). Pour cela, on montre plusieurs propositions qui sont
les premiéres étapes classiques de I'étude du phénomépeckntration. Ce sont les
mémes que dans le cas de I'équation de Sobolev, sauf pourmedg la proposition
2.9 qui est particuliére & notre cas.

Proposition 2.4. Soit(u,) une suite verifian{Hpetite), (2.17) et donc (2.16). Alors il

existe un point de concentratiop gui est unique a extraction de sous-suite pres et qui

vérifie f(Xg) = supf > 0. De plus:

. » 1

V6 > 0, limsup fu, dyy= ————— =
a—a0 JB () (Kn(supf)2/2)"?

Remarque 9. Pour un phénomeéne de concentration en énergie minimaleedsuite

de solutions de I'équation de Sobolev PoincfEg 1) (ou f = 1) étudiée par Hebey

[25] , on ne connait pas la position du point de concentratiba situation change

si I'on introduit une fonction f non constante au second mrende (E, ) : en

énergie minimale, le point de concentration est alors fix@m®point ou f atteint son

maximum. A part cette flérence, le phénomene de concentration étudié ici présente

les mémes caractéristiques que celui déja étudié en énmrigienale pour I'équation

de Sobolev Poincaré avec=f1, voir Hebey [25].

Nous verrons dés le chapitre 3 que lorsque I'énergie n’esis phinimale mais

seulement bornée, il peut y avoir plusieurs points de canagon et nous montrons

dans 'appendice A que la fonction f ne les fixe plus nécems@nt en ses maxima

mais seulement en ses points critiques.

&o. (2.20)

Démonstration de la proposition 2.4
La compacité déM assure I'existence d’au moins un point de concentrations@n
pose quexy € M est un point de concentration de,J et on définity € C*(M) une
fonction cut df centrée en de la maniere suivante : podir> 0,7 = 0 surM\ By, (6),
n =1surBy(6/2)et0<n<1.
On commence par montrer quiéxg) > 0. Si I'on suppose tout d’abord quéxp) < 0,
alors par continuité dé il existes > 0 tel quef|g, () < 0. D’apres (2.7) et (2.4) du
lemme 2.1, onapouc> 1:

2

%1 z a k+1
(jr:n (nu(, ) dvg sCfM U, dvg. (2.21)

Comme, () est bornée danlslf(M) et donc dand "1 pourk proche de 1il existe

C>0,Ya>0,
ke1\ 2
f (nu(f) dyy <C.
M
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Alors grace a l'inégalité de Holder,

o ;%1 2 2% 2*_22*1«21 1_2%
f U, dvg f(nua ) dvg fua 2 dyy
B (6/2) M M
2 2*(k-1) 1- 2%
C(f U, 72 dvg) .
M

ZI1) < 2, donc la convergence forte de

IA

IA

Orpourk > 1 prochede l,onadr =2"-

(uy) nous donne Iimf u, dvg = O et alors
M

a—ag
lim f uZ dvg = 0,
a—ag Bx0(6/2)

ce qui est en contradiction avec la définition du point de eatration. On en déduit
quef(xg) = 0.

Pour démontrer les autres points de la proposition, on mais@ncore par I'absurde
et on obtient & chaque fois 'inégalité (2.21). La contréidit découle alors du méme
raisonnement que celui qui vient d’'étre fait.

Supposons tout d’abord quéxg) = 0, (2.7) est alors valable avec

k+ 1)? . %
Aa(k,n)=1—( 4|<) Kn suplfl[f uZ dvg]
By (9) By, (6)

Par continuité dd, il existed > 0 tel que supf| soit assez petit pour qu&,(k, ) > 0.
Bx, (9)
Linégalité (2.7) devient donc (2.21) :

2

k1 \ 2" x
(f (nua2 ) dvg) < Cf ukdvg,
M M

qui entraine une contradiction comme précédemment. On a ohamtré que skg est
un point de concentration, alof§xg) > 0. L'inégalité (2.7) est donc valable avec (2.5)
comme expression poéy,(k,n) :

2 2/ 2/n
Aok ) =1- (k+1) Kn (sup f) (f fu? dvg)
4k suppn

suppn

oun est & support compact daBs,(6o) avecdp > 0 assez petit pour qué > 0 sur
By, (d0). On montre maintentant que I'on peut extraire dg) (une sous-suite qui n'a
gu’un seul point de concentration, pour cela, on pose pauby,

as = limsup fuZ dvg.
a—ag BXO((S)

D’aprés ce que I'on a montré précédemment

lim f uZ dyg =0
a—ag fSO
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on en déduit que & as < Ey. Supposons qu'il existé; €]0, do[ pour lequelas, < Eo,

alors 2z
2/n
Kn| sup f ag/n < (%) <1,
Biy(01) b \&o
et comme lim_1 % = 1, poura proche deag et k proche de letn a support

compact danBy,(d1), on aA,(k, i7) > 0 et (2.21) est vraie. La contradiction s’en déduit
comme précédemment. Ainsi pour taut- 0,a; = &y ce qui assure, pour une sous-
suite extraite, I'unicité du point de concentration et merf.20).

Supposons enfin que ne réalise pas le maximum de il existe alorsd, €]0, 6 tel

que supf < supf.Onaalors,
By (62) M

2z sups, s, F\7?
Kn[ sup f) aﬁi“ = (#éi) <1
By (62) Supu

Ainsi, pourk proche de 1 ey, & support compact darg, (62), Ak, 772) > 0 et (2.21)
est vraie. A nouveau, la contradiction a lieu et dogeéalise bien le maximum dg,
ce qui termine la démonstration de la proposition2.4.

Proposition 2.5. Soit(u,) une suite verifiantHpeiite), (2.17) et donc (2.16). Alors

U, — 0dans @ (M\{xo})
ou % est le point de concentration de la proposition 2.4.

Démonstration de la proposition 2.5
Soientx # Xg, 6 > 0 tel queBy(9) N {Xo} = 0 ety € C*(M) & support compact inclus
dansBy(d). On ne connait pas le signe desur B4() et le lemme 2.1 s'utilise donc

avec : )

k+ 1) . n
Atk =1- C sl [ aw)
x(0)

Bx(6)

Or, commex n’est pas un point de concentration, il exiéte O tel que

lim sup uZ dvg =0,
a—ag Byx(9)
d’'ou A, (k, ) > 0 pour ce choix dé et poura proche deyg et (2.21) est vraie. Alors, en
choisissank = 2 — 1 dans (2.21), on en déduit que ) est bornée daris?)*/2(B,(5)).
Comme (2)?/2 > 2%, le corollaire 2.1 du procédé itératif de De Giorgi-Nash€do
donne:
aC >0, Sup Uy < Cllugllz.
Bx(6/2)
Et par (2.17),

lim sup u, =0,
=@ B,(5/2)
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ce qui démontre la proposition 2:5.

Pour dfiner la connaissance du comportement asymptotique de & @)t on
s'intéresse a son comportement au voisinage du point desotnation. Soitx, un
point ouu, réalise son maximum, on pose :

Ay 2= Ug(Xe) = mMaxua.

Puisque,) tend vers 0 dan@,%C(M\{xo}), nécessairement

lim X, = Xo et lim 4, =0.

a—Qq a—Qq
La proposition 2.6 précise la vitesse de convergence dergades solutions, autour
dexg et la proposition 2.7 donne une estimée ponctuelle.

Proposition 2.6(Vitesse de convergenge Soit(u,) une suite vérifiantH petite), (2.17)
et donc (2.16). Alors

. 1 2
lim i fuZ dyy=———| . 2.22
RLrPoo al—>n(1lo Lm (Rly) UQ Vg ( Kn(supf)z/z* ) ( )

Démonstration de la proposition 2.6
On utilise la techniqgue du changement d’échelle (blow upfceg a la carte exponen-
tielle en un point déV, on "transporte” suR" les relations que I'on connait st et on
peut alors utiliser les dilatations classiquesifenotéesD, oul > 0 est le cofficient
de dilatation. Un changement d’échelle se caractérisegpdohnée de son centre, ici
Xa, €t de son coiicient de dilatation, icit;*. Pour familiariser le lecteur non initié a
ce type de raisonnement, on détaille ci-dessous la suooedsichangements de cartes
et de metriques qui constituent le changement d’échelié0So § < ig de fagon que
I'application exponentiellexp,, soit un diféomorphisme d8y(5) c R" dansB_ (),

exp D1
By, (6) —— Boy(d)cR" — BO(/lglé) cR"
X — X/ Ay

g - 9o = eX[, g - o = A_]:%(D/la)*gﬂ

Pourx € By(4;6), on pose :

G.(¥) = ﬁ(ﬂza)*ga(X) .0 = Za(exp,(AaX))
09 = A ud(exp,(1.X) = flexp, (LX)
On a alorau;(0) = 1 etd, vérifie I'équation :
M2 o ~ o ~
Ag, o + ady” Z, ( f uadvg) = f 02t (Eot)
M

De plus, puisque ligL,q, 4, = 0, on montre classiguement que les composanteg de ~

convergenclf)c(]R%”) vers celles de la métrique euclidieret quel, convergd:,loc(]R”)
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vers une fonctioruhon nulle telle quei(0) = 1 et qui vérifie, comme ligL,,, 4o = 0
et par le fait quef (xp) = supf :

Al = supf 0% .

L'expression deu'est alors donnée, voir Cafarelli-Gidas-Spruck [9] et Ofatq par
translations et homothéties de la solution particuliere :

1-10
Con supf AN
a(x) = (1+ 7n(n— 2)|x| ) .
Alors
f fuZ dvy = f f, 02 dvg, = supf &% dx+ o(1)
By (Rle) Bo(R) Bo(R)
1 2 L
B (Kn(supf)m*) +oll)+en

ouo(1) —» 0 quandr — ag eter — 0 quandR — +oo, ce qui achéve la démonstration
de la proposition 2.6.

Proposition 2.7 (Estimée ponctuellg. Soit(u,) une suite verifiantHpetite), (2.17) et
donc (2.16). AlorsC > 0,Ya > 0,¥x e M,

dg(Xe» ¥) 2 TUa(X) < C. (2.23)

Démonstration de la proposition 2.7
PosonsV,(x) = dg(Xa, X)2~1u,(x). Si la proposition est fausse alors, a extraction de
sous-suite prés, en notantun point ouV, réalise son maximum :

VoYe) = IVelle — +00 quande — ag.

Commeu, — 0 dansC?

pc(M\{Xo}), nécessairemernt, — Xo, et puisquel,(y,) <
Ua(Xy) = /1(1[E ona:

dg(Xe: Yo)
—_—— = 400

@

lim

a—ap

(2.24)

Comme dans la démonstration précédente, on fait alors urgelnaent d’échelle, mais
cette fois-ci autour du point, et de coéficient de dilatatiory;* = uw(y(,)nfzz . On note
pours < ig

Qo =7, exg, (B, (9),

en remarquant que puisqug — 0, poura proche dexg, on aBy(2) c Q,. Pour
X € Q,, ON pose

Zo(exp, (vaX))
f(exp, (voX))

9o (%)
Uq(X)

2R, 0000 Za(
vi w(exp,000)  f(9
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Par constructiony,(0) = 1 etu, vérifie I'équation

_ 02 — — -

Ag Uy + ay,® 2o (f uadvg) = fu2 L. (Ea.f)
M
Comme précédemment, puisgugetend vers 0 lorsque — ag, g, — & dansCf)c(R“).
Or V,(Y,) — +o0, donc poukr proche deyg et x € By(2),
1

Ay (X €XB,, (7aX)) 2 5dg(Xa Vo) (2.25)

Or toujours pourr proche dexg, par (2.24) et (2.25),
By, (2y.) N By, (R1,) = 0,

et d’apres la proposition 2.6, on a

f f, U2 dvg, = fuZ dyg — 0.
Bo(2) BY(x (27a)

Dans le lemme 2.1 en prenap& support compact inclus daisg, (2y,), on a donc
A(k,n) < 1 et (2.21) est vraie, ce qui poki= 2* — 1 donne

Bo(1)

On en déduit par le principe itératif de De Giorgi-Nash-Magge lim supu, = 0 ce
a—Qop Bo(l)
gui est impossible car,(0) = 1. L'estimée ponctuelle est démontrge.

Le phénoméne de concentration autourxgea des implications exprimées en
“termesL?". Pour préciser cela, on introduit le quotient
2
fM\BXO(J) u(,dvg
2
iy uadvg

ou Xg est comme dans la proposition 2.4 et on montre la proposstibrante :

R2(5, 0/) =

Proposition 2.8 (Concentration L?). Soit(u,) une suite verifiantHopetite), (2.17) et
donc (2.16) . Alorsyn > 4, Vayq €]0, +00] etVé > 0,

lim Ro(6, @) = 0. (2.26)

a—ag

Démonstration de la proposition 2.8

Ona
f uZdvg f Ty U2dyy
M\B, (6) M\By, (6)
2
[ sup uaJ f 2o Ovy
M\By, () M\By, ()

2
C(f uadvg) fza dvg
M M
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La derniere inégalité résulte du procédé itératif de De @iblash-Moser, valable pour
des domaines dont le point de concentration n’est pas adhé&re plus, en intégrant
directementk, ¢),

fuadvgfzadvgz lf fuf‘ldvgscf uZ dy,
M M aJm M

f u2dyy
M\B,, (6)

f u2dyy
M\By, (6)

Cette inégalité permet de prouver (2.26), I'idée prinagpatiant d’utiliser une inégalité
de Holder. Cela donne immédiatement le résultat poxi6 et poum = 5,lecamn =4
correspond a un cas critique et la démonstration est alassspibtile.

Dans le ca® > 6, 0na 2> 2 — 1 donc

D'ou,

IA

-1
C||Ua||1fua dvg

IA

M
C u2dyy f w2 dy, (2.27)
M M

. 32t 2
f uZ dvy < ng(f uﬁdvg)
M M

On reporte cette inégalité dans (2.27), eten divisanﬂuﬂjﬁ,

Z.1
Ro(6, @) < c( f ugdvg)
M

Enfin, puisquezzi — 1> 0 et que par hypothedle, ||, tend vers 0, on a bien montré que
(2.26) est vraie poun > 6.

Lorsquen = 5, 2° = 10/3, et donc %< 2* — 1. On ne peut plus appliquer I'inégalité de
Hélder de la méme maniére. Cependant,

fuf/gdvg = fuf/z uy/Cdvg
M M

3/2 5/6
U3 245 1105 1l

3/4 1/4
(f uf,dvg) (f utl,o/gdvg)
M M
5/4 1/4
uidvg) ( f ufdvg)
M

5/4
uidvg)

IA

IA

Donc (2.27) donne

f u2dvg
M\By, (6)

IA
0
s =™

IA

|
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D'ou
1/4
Ro(6, @) < C( f uazdvg)
M

Et & nouveau, la convergence vers 0 en notrhéle u, prouve que (2.26) est vraie.

Si on procede de fagon analogue dans lertas 4 pour lequel 2 = 4, on montre
seulement qu&;(, @) < C, ce qui ne permet pas de conclure. Une étude plus subtile
de ce qui se passe au voisinage des points de concentraiio@trdofaite, mais le
résultat est encore vrai, voir Hebey [25].

Pour I'éguation de Sobolev Poincaré nous aurons besoiredatimée supplémen-
taire : celle sur la norme?!. On introduit le quotient :

fM Uy vy

La situation est alors un peufEiirente de celle de la concentratibfi : en efet, la
concentration en norme! n'est vraie que lorsqueg = +co, pouray < +co, ON se
contente de borner le rappd®t. On obtient le résultat suivant :

R]_(d, 0/) =

Proposition 2.9 (Concentration L'). Soit(u,) une suite vérifiantHpeiite), (2.17) et
donc (2.16). Alorsyé > 0,

Ry(6, @) < g +0(1) (2.28)
ou o(1) —» 0 quanda — ag € (0, +o] .

Démonstration de la proposition 2.9
Soity € C*(M) telle quen = 1 surM\By,(6) et = 0 surBy,(6/2). On prendp = nu,
dans E, ) ce qui donne

ffnzuf;dvg = fnquAuadvg+afuadvgfnzuadvg
M M M M

= 2f nuaVnVu(,dvg+fn2|Vu(,|2dvg+af uadvgfnzuadvg
M M M M

D'oli comme [, 7| Vu,[°dvg > 0

af uadvgf nzu(,dvggcf nzuf;dvg+2f NUa| V17l VU, dvg
M M M M

Puis en divisant pae ( f{, Us dvg)z,

iy TPUadvg . C J, U2 dyg . C [y Ml V71V U, vy
= 2 T 2
Jutdyg @ ( Ju uadvg) @ ( Ju uadvg)

D’apres le procédé itératif de De Giorgi-Nash-Moser, onuné’ part :

(2.29)

"
U2 dy supy Uo -2
Jun g<c( 18 Ue) sc(fuadvg)
M

(fM uadvg)z ) (fM u“dVQ)z
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et la normel! de (u,) tend vers 0, donc

iy U2 dvg

lim > =0 (2.30)

a—ag (fM UadVg)

Et d’'autre part,

IA

fnuaWnIIVualdvg C sup u(,f77|Vua|dvg
M M

M\By, (6)

Cf uadvgwff 2IVU,|2dvg.
M M

De la méme maniere que précédemment, en partanEgle) (mais en éliminant le
terme particulier de I'équation et non pas le terme en gradan arrive comme dans
les calculs de la démonstration du lemme 2.1 a

IA

f PlVU,l2dyy < C f n?uZ dvg + 2 f 1Ua| V77l V Uy |d Vg
M M M

Cf nzu(z;dvg+Cf u(,dvg,/f 12|V, 2dvy
M M M

fM n?IVu, 2dvy L Cf'\" n?uZ dvy o fM 772|Vua|2dvg.
( fM uadvg)2 ( fM uadvg)2 ( fM u(,dvg)2

Grace a (2.30), il exist€ > 0 tel que

IA

2 2
Ju 1V ualdvg

(fM u“dVQ)z

gl

et donc,

iy MUl V7V U | dvg <c

(fM u"‘dVQ)Z

En reportant (2.30) et (2.31) dans (2.29), on a bien mont&s3j2

(2.31)
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Chapitre 3

Etude asymptotique en energie
bornée : la décompositionH2

L'objet de ce chapitre est de décrire le comportement asytigpte lorsquer tend
versag < +oo d’une suite (,) de solutions positives de I'équation de Sobolev Poincaré
(Eq 1) dont I'énergie est bornée mais plus nécessairement miaima
Comme nous I'avons vu dans le chapitre précédent, lorsgueigie de,) est bor-
née, (l,) converge faiblement darH;f(M) versuy € Hf(M) et les premieres caracté-
ristiques de cette convergence sont détaillées dans lagitam 2.1.

Nous montrons ici que la description peut-étfiergte : la théoridHf telle que dévelop-
pée par Struwe [39] s’adapte a notre situation. Struwe reaptiune suite de solutions
"euclidiennes" de I'équation

A§u(t = |ua|2*_2ua

qui est bornée danlslf(Q), ou Q est un domaine borné d&", se décompose dans
H2(Q) en somme d’une solution d’une équation limigu = |u/* ~2u et d’un nombre
fini de "bulles" obtenues a partir de solutions de I'équatanlidienne non perturbée
Asu = luZ ~2u. Le résultat s’étend au cas d’une variété riemannieivhg) pour des
équations du type :

AgUy + Moy = U * 72U, (3.1)

On renvoie par exemple a Druet-Hebey-Robert [13]. La gdisataoon a des équations
d’ordre supérieur a été étudiée : Hebey-Robert [27] étadutis la décomposition
H§ associée a des équations avec du bilaplacien et Saintigdd3généralise au
p-laplacien.
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Nous montrons dans ce chapitre la validité de la décompa&'rtf pour une suite
de solutions positives de I'équation de Sobolev Poincaré :

Agu + allull1Z, = fu® . (=%

Deux diférences apparaissent par rapport aux études déja faites .

D’une part, dans les résultats cités ci-dessus, la décdtigrosst obtenue dans le cas
plus général de suites de Palais-Smale pour la fonctiondéferentiable associée a
I'équation étudiée. On rappelle la définition de suite daBabmale : une suitelf) de
fonctions der(M) est une suite de Palais-Smale pour une fonctionnéliérdntiable

F. si (Fe(u,)) est bornée indépendemmentadet siDF,(u,) tend vers 0 danlslf(M)/
quande — ap. Dans le cas de I'équation (3.1), la fonctionnelle assoe#te

1 1 .
Fo(u) = > fM (|Vu|2 + h(,uz) dvy — > fM Ui dvg.

Une suite de solutions de (3.1) bornée dlalfu(sl\/l) est de Palais-Smale cafF,(u,) = 0
et car si elle est bornée daH%(M), alors . (u,)) est aussi bornée.
La fonctionnnelle qui est associée a notre équation de $olrgdincaré, ;) est

2
Jo(U) = %L|Vu|2dvg+%(j';| |u|dvg) —2—1*1'; flul® dvg.

Elle n’est pas dférentiable & cause de la norinequi n’est ditérentiable dans aucune
direction. La définition d’'une suite de Palais-Smale pdupose alors de sérieuses
difficultés, c’est pourquoi nous nous intéressons a la questida @lécompositionhif
seulement pour des suites de solutions (faiblesEde X

D’autre part, la fonctionf (non constante) du second membre de I'équatiEy;]

va intervenir dans la décompositidﬁf et demander des arguments patrticuliers;
cependant le déroulement global ne sera pas modifié.

On définit maintenant la notion de "bulles” suivant la terohigjie introduite dans
Struwe [39]. Elles sont construites a partir de solutionsi¢®nt explicitement connues)
de I'équation euclidiennasu = |u* ~2u par changement d’échelle, précisément :

Définition 3.1. Soient(x,).-0 Une suite de points de M ét,).-0 Une suite de réels
strictements positifs convergeant vé&xsOn appelle "bulle" la suitd8B,).-0 de fonc-
tions de C°(M) définies par

Va > 0¥xeM,  B,(X) =1y, (X oy u(p; expl(¥). (3.2)

ouny, € C*(M) vérifie0 < iy, < 1,5y, = 1sur B, (6/2) etny, = 0sur M\ By, (d), et
ou ue C*(R") est une solution non triviale syR", ¢) de I'équation

Asu= |uP 2u. (3.3)

Les % sont appelés "centres” de la bulle, et Jgs"poids" de la bulle.
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Si on impose aux solutions de (3.3) d’étre positives, altaprés Cétarelli-Gidas-
Spruck [9] et Obata [34], elles sont de la forme

n

5-1
u (X) = #
1,8 - 24 [x—al? >

n(n-2)

avecd > O eta € R". Ce sontde plus des fonctions extrémales de I'inégalitbcienne
forte de Sobolev (c’est-a-dire des fonctions pour lesgsdlEgalité est réalisée).
On appelle "bulle positive" la bulle définie a partir de ladtion particuliéreu o par la
définition 3.1; elle est alors définie par I'expression :

]
2
_ Pa
Ya > 0,¥xe M, Bu(X) = nm(x)[i2 dg(xy,x)z] . (3.4)
a n(n-2)

Remarquons que pour une bulle positi# ), telle que lim_q, X, = X0, ON @

B, — 0dansC_ (M\{xo}). (3.5)

3.1 Enoncé du théoréme de décomposition

Soientag €]0, +co et f € CO(M) de maximum strictement positif. On étudie ici
le comportement asymptotique quamd— «( d’'une suite (,) de solutions positives
de (E. 1) dont I'énergie est bornée : cela généralise I'étude fadesde chapitre 2 sur
le phénoméne de concentration en énergie minimale. On ltagpeune suite (,) de
solutions positives de, ) d’énergie bornée vérifie :

Va > 0,Yg € H3(M), f VU, Ve dvg + allu(,,lllf Top dvg = f fuZ o dyg
M M M

avecu,X, = U, et qu'’il existeC > 0 tel que pour tout > 0,

E(uy) = fM fu?dyy < C.

Notre théoréme s’énonce comme suit :

Théoreme 3.1.Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensign
Soientey > 0, f € CO(M) telle quesup, f > 0 et (Uy)as0 UNE suite de solutions
positives dgE, 1) d’énergie bornée. Alors il existeyle S,, ¢ U {0}, k € N suites de
points(X,)i1.x, COnvergeant chacune a sous suite prés vgers M et k suites de réels
strictement positiféo], )i-1 k tendant ver® qui définissent k bulles positivés,,)i-1. k
tels que, & extraction de sous-suites prés :

Kk
Uy =Uo+ ) FOG)27F Bl + Ry,
i=1
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ou ||R(,||Hf — O quanda — ag et ouVi € [1,K], f(xi)) > 0. L'énergie se décompose
de la méme maniére, a savoir

k
E(Ug) = E(Uo) + K32 > ()2 + o(2). (3.6)
i=1

On a de plus I'estimée ponctuelle suivante : il existe unestaorie C> 0 telle que, a
extraction de sous-suite prés, pour tout M,

n-2

2

(min dg(x,. %) * 1.0 - (¥ < C. @)

Avant de démontrer ce théoréme, rappelons ce que nous salégnsur le compor-
tement asymptotique d’une suite de solutions positives€gde)(d’énergie bornée. Par
la proposition 2.1, elle converge faiblement d&lﬁM) versup qui, commaeyg < +co,
est solution positive peut-étre nulle d&,( ) et on a les deux relations (2.1) et (2.2).
On pose alors

Gar = Uy — Uo,

la suite (i) tend vers 0 faiblement dariﬂ%(M), fortement dans.! et presque partout,
mais on ne peut pastamer qu’elle est positive.
Le théoréme 3.1 donne une description beaucoup plus préeifk) : la décomposi-
tion HZ assure quey;) a laquelle on soustrait une sommeld®illes converge vers 0 en
normer(M). D’autre part, ce& bulles sont définies a partir desuites de centres qui,
a sous suite pres, convergent puisdlieest compacte. So@ I'ensemble des limites
des centres :

C={lim x,/i=1.Kk = {x, ..., x}.

a—ag

Deux suites de centres peuvent converger vers le méme doimdC contientp < [1, K]
éléments. La convergence presque partoutigedf’la positivité des bulles impliquent
queu, est positive au voisinage des points@le
On déduit du théoréme 3.1 la proposition suivante :

Proposition 3.1. : Soit(u,) une suite de solutions positives(d&, ;) d’énergie bornée.
Dans la décomposition flde(ua), chaque suitéx ) de centres d’une bulle converge,
a extraction de sous-suite prés, vers une limite nofée'@nsembleC = (x5, ..., x5} est
alors précisément 'ensemble des points de concentragda duite(Q, = U, — Up).

Remarque 10. On montre en appendice A que si€f C1(M), alors les points de
concentration de la suité,) sont des points critiques de f

Démonstration de la proposition 3.1 : _ _
Soitxo € C, il existe une bulle positiveB),) de centresy},) tels que lim ., X} = Xo et
f(xo) > 0. Soité > 0, il existep > 0 tel que pourr proche deayg

B,y (0) C B (6)
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alors grace a la décompositidarrf :

lim sup Bdyy > f(x) 2limsup (B(",)Z* dvy > 0

a—ag on ©) a—ag ij ()

Xo est donc un point de concentration dg)("
Soit maintenank € M\C, alors il existadx > 0 tel queBy(264) NC = 0 et grace a (3.5),

f 0% dvg
Bx(6x)

k

”
f [Zf(xg)-%sgmea] dvg
Bx(6x)

i=1

k
CH () f (B;)2 dvg + o(1)
i=1 x(0x)
= o(1),
etx n’est pas un point de concentration dg)( La proposition est démontree.

IA

La démonstration du théoréme 3.1 suit le méme schéma quedsebtruwe [39].

Dans Hebey [25] I'estimée ponctuelle (3.7) est montrée tkanas d’une suite de so-
lutions positives de I'équation de Sobolev Poincaré palitice (E,.1) qui se concentre
en énergie minimale.
Dans notre démonstration, nous obtenons tout d’abord desection 3.2 la décompo-
sition Hf avec des bulles de signe quelconque. La positivité est @@dans la section
3.3, 'additivité des énergies en 3.4 et enfin I'estimée poeite dans la section 3.5 qui
clét ce chapitre.

3.2 DécompositionH? pour des bulles de signe quel-
conque

On noteJ, la fonctionnelle définie paru € HZ(M),

2
J(U) = %L|Vu|2dvg+%(fwl |u|dvg) —ZifM Ui dvg.

On rappelle que cette fonctionnelle n'est pa$alentiable a cause du terrﬁﬂul dvg :
la notion de suite de Palais Smale ne sera pas utilisée JJolNotons que si, est
solution de E, ), en prenany = u, dans la version faible dé(, ¢), on obtient

1 - 1
B =5 [ e dv = Sew),
nJwm n
On introduit la fonctionnelle] associée & I'équation non perturbggu = fu®-1:

Yu e HZ(M), . .
j(u):—f |Vu|2dvg——f flul? dvg.
2 Jw 2 Ju

Pour cette fonctionnelle, la notion de suite de Palais-8rast bien définie.
On démontre dans cette section que la décomposition duéim&oB.1 est vraie avec
des bulles de signe quelconque.
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Premiére étape :({,) est une suite de Palais-Smale pouf.
Montrons tout d’abord la relation suivante :
J(8e) = Ja(Ua) — Ja(Uo) + o(2). (3.8)
Pour cela, on a

Ja(Ua)

Ja/ (0(1 + UO)

1 1
—f|VOQ|2dVg+—f|Vuo|2dvg
2 Jwm 2 Jwm

. 1 . "
+ f V0, Vuedyg + g||ua||§ - = f fl0, + Uol? dvg
M 2 2 Jm

De plus commes; — 0 faiblement dansi?(M) et fortement dank!(M) etL2(M),

alluplif = allugld +o(1) et f Vi, Vugdvg = o(1).
M
etdonc 1
3,0 = 3 + 3@) - 5 [ @i+ o(0)
M

ou
e, ,
D = (0o + Uol® — [0u” — Iuol® ) = f (U2 = U3 — Iua — Uol)

ord'aprés (2.2)],\,I D, dvy = o(1), ainsi (3.8) est vraie.
Montrons maintenant queu{) est une suite de Palais-Smale paurTout d'abord,
puisque (i,) est une suite de solutions dg&,) d’énergie bornée,

1 .
Kl = - fM FluglZ dvg < C.

Par (3.8), on obtient donc qué((l,)) est une suite bornée, ce qui est la premiere condi-
tion pour que @) soit une suite de Palais Smale pauil existe donc une sous-suite
telle que ((0,)) converge vers une limite finie que I'on note

B:= lim J(0,) < +co.

a—q

Dautre part, poup € H¥(M) :

DJ(0,).¢ = fM VvV, Ve dvg — fM f10,/% 20,0 dvg,

puis, en écrivant que, = U, + Up est solution faible deH,, ) et avec les limites déja
vues, on obtient

f Vi, Ve dyg
M

+ f VuoVe dvy
M

f f101% 20, dvg

M

f fug o dyg — Uolluolllf Zop dvg
M M

ft/fasv dvg = o(llell2)
M

+
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ou

o= f (|00|2*_2Aa + Ug_l - (':Ia + UO)Z*_l)-
Dans cette égalité, la premiére ligne est I'expressioD d@, ). et la seconde est nulle
carug est solution (peut-étre nulle) def ). De plus

[ wagta < c [ 10, ol vg+C [ 1?2l dvg
M M M
< Cliel [l 2ol 2. + [l 28] . |
71 71
<

A 2=2 N
Clielhg 106122, + 110l 2 |

2%-1

Les deux normes entre crochets tendent vers @2 < 2* et ;25 < 2, d'ol

fM Yo dvg = o (llgll2)

ainsivy € HZ(M),
DJ(la)-¢ = o(llell2). (3.9)

et (U,) est une suite de Palais-Smale pdyice qui achéve la preuve de la premiére
étapes
Dans la suite, on note
1 1

= et = .
P n (Ko f(x)2/2)"? F n (Kn(supf)2/2)"2

Deuxieme étape : soifv,) une suite de Palais Smale poud qui tend
faiblement vers 0 dans HZ(M). Si 8 = lim,_4, J(V,) < B, alors la
convergence d€v,) vers 0 est forte dansHZ(M) .

On sait déja par la convergence faible de,)(vers 0 dansHZ(M) que
liMgoa IVl = O. Il reste dorlc a montrer que ljm,, [VVallz = 0. Comme ¥,) est
une suite de Palais Smale paymon a

f Vv, [2dvg = f fval? dvg + o(1),
M M

d’ou

J(va)

1 f f|va|2*dvg+o(1)=3 f |VV,|2dvg + o(1)
nJm nJm
B+0(1),

et nécessairemefit> 0. Alors par 'inégalité de Sobolev optimall:-\gft),

)2/2

(nJ(va) < (s'\LApr)Z/Z« K (nJ(Va) + Bo(M. 9)[IVall3) + o(1).
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Par passage a la limite sur

(MB)*+ < (supf)?? Ko ng = (n87) 2" ng.

SiB > 0, alorsB > B*, ce qui est impossible car on a supposeé gues*, doncs = 0.
Alors, lim,_, IVV,I3 = O, et finalement,\(,) tend fortement vers 0 dant$2(M), la
deuxiéme étape est démontrée.

L'étape suivante est la partie délicate de la démonstrationy construit explicite-
ment une bulle.

Troisiéme étape : soit(v,) une suite de Palais Smale poud qui tend
faiblement vers0 dansHZ(M) mais pas fortement. Il existe alors une
bulle (8,) de centres(x,) et de poids(p,) telle que, a extraction de
sous-suites pres, la nouvelle suite, = v, —Af(xo)%—g B, Vérifie :

1) (w,) est une suite de Palais-Smale pour;

ii) (w,) tend faiblement vers 0 dansHz(M) ;

i) J(w,) = (Vo) — I(B,) + o(1) ol on note B, = f(xg)2 % B,.

Pour démontrer cette proposition, on commence par consieubulle : il s’agit de
trouver les centresy,) et les poidsd,) qui lui sont associés. La suite,] tend vers 0
faiblement dansiZ(M) donc fortement danis®. Il s’en SUit QUElIVallz = [VVall2+o(1).

Or (v,,) est une suite de Palais Smale pdudonc ((v,)) converge vers une limite finie
notees, et d’apres la deuxieme etape o & S car la convergence n’est pas forte
dansHZ(M). La condition de Palais Smale sur |dtdrentielle deJ donne alors

f |VV,|? dvg = nB + o(1).
M

Ainsi, pourty > 0 "petit”, il existexg € M ety > 0 tels que

f [VV,|? dvg > Ao.
on(tO)

€, (t) = maxf |VV,|* dvg.
By(t)

On note alors

XeM

Par continuité de la fonction— €,(t), VA €]0, Ao[, Jt, €]0,to[, IX, € M,

A= Gylty) = f [VV,|? dvg.
B (ta)
Le parametrel > 0 sera fixé "petit" au cours de la démonstratiBg(t,) est donc une
boule qui maximise pour un rayon fix¢la normelL? du gradient de,. La suite &,)
donne les centres de la bulle, les poids de la bulle sont ptiopaels &, définis par

to

Pa=c—0r,
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our € (0O,rp) "petit" sera fixé dans la suite de la démonstration et ou ¢destantes
Co € (1, 2) etrg < ig/2 sont définies par la proporiéte :
¥xe M,YyeR", VYze R",

Iy <roetld<rg = dg(exp(y).exp(2) < Coly - 2. (3.10)

Cela implique les deux inclusions suivantes : pparR" tel que|Z + r < rop; 2,

eXR(« (pa Bz(r)) - Bexp,((Y (pozz) (COrpoz)
exp,, (0aBo(Cor)) = By, (Corpa)

On dfectue alors le changement d’échelle de cergret de coéficient de dilatation
P2t pourx € Bo(p,tig), on pose
n/2-1

VQ(X) = Pa V(l(expﬂa(pax))
8.(%) p—lz (expky OD/’(,)* a(x)
() = f(exp,(paX)

On introduit la fonction cut i 7, € C7(R") définie par : poud < ig, 7, = 1 sur
Bo(7Z). fle = 0 SUTR™Bo (2 ) et 0< 7, < 1.

Notre démonstration suit alors les mémes étapes que celsgmées dans Druet-
Hebey-Robert dans [13], la présence de la foncfioron constante ne modifie pas les
raisonnements. On borne d'aboif}{,) dansD?(R") qui est le complété d€(R"),
I'espace des fonctions réguliéres a support compact Banpour la norme|u|| =
[IVUll2. Il existe alorsv e DE(R”) telle que a extraction de sous-suites prés :

fla¥a — v faiblement dan®3(R").

La partie délicate de la démonstration consiste alors a roqtie la convergence de
N4V, versv est forte danst (Bo(Cor)) pourr > 0 etd > 0 assez petits. |l en découle
ensuite facilement que

lim p, =0 et VDO, (3.11)

a—ag
puis finalement que
VR>0, ¥, — vdansH?(Bo(R)) (3.12)
avecv € C*(R") solution de I'équation euclidienngv = f(xo)|v> ~2v et de plus
f(%0) > 0.
On définit alorsB, en transportant sur la variété par un changement d’échelle :
VXeM, Bu(X) = n&(x)pal‘gv(pglexg;l(x)).

Or la fonctionu = f(xo)%‘%v est alors solution da:u = |ulZ—2u et donc

By = F(x0)2 74 B,
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ol B, est définie par (3.2). On pose alaws = Vv, — B, et il reste & prouver que,
vérifie les trois assertions)( (i) et (ii).

Pour i), sachant quew) tend vers 0 faiblement darlﬂ;f(M), il suffit de montrer que
(8,) tend faiblement vers 0 danftf(M). Soit doncy € C®(M), B, étant nulle en
dehors deBy, (6), on a pouR > 0O fixé et pourr proche deyy :

f Bop dvg = f By dvg + f Bup dvg
M Bxy (6)\Bxy (Roa) Bxy (Roa)

Tout d’abord, en passant de la variété'agréace a I'application exp : R" — M,

[ edw=t [ olexp(9)m(exn () v(s'x) d
BM(RPH) BO(RPH)

oug, = expy (g). Or il existeC > 0 tel quedyy, < Cdx d’'ou

- Lo )
f BQQDdVg < C“‘P”oopa/ Zf 'V(,Oo,lx)| dx
By, (Roa) Bo(Roa)
< oot [ Ml dx= o)
Bo(R)

car lim,—q, po = 0. Ensuite, de la méme maniére

f Z?ago dvg
By (6)\Bx, (Roo)

On a donc montré que poyre C*(M),

lim f Byp dvg = 0.
a—aq M

Par densité le résultat est vrai pque Hf(M).
Des arguments similaires permettent de montrer que pauiHZ(M),

140
< Olalr”t [ OOl dx = o(1)
Bo(9pa)\Bo(R)

a—ap

lim f V8,Vedy = 0,
M
et (i) est ainsi démontrée. .
Pour la preuve de (i), montrons dans un premier temp<yl(&,) — 0 danst(M)’,
c’est-a-dire qué/y € HZ(M),
f VB,V dvg - f F1Ba” 2Bagp dvg = o(ll¢ll2).
Bx. (0) Bx. (9)
On écrit

f VB, Vodyy = f VB,V dvg + f VB,V dyg
B (9) By (6)\Bx, (Roo) B (Row)
1
N - 3 2
f VB,V dvg ( f VB, |2 dvg) ( f |Vl? dvg
BXa (6)\ BX(I (Rp!r) BXa (6)\ BXa (Rp!r) BXa (5)\ BXa (Rp(r)

» 1/2
lelle ( [ V&P dvg)
1 \JBy, (6)\Byy (Row)
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Alors
[ VB, Ve dvg = Olllplhe) e
By, (6)\Bx, (Roa)

avecer — 0 quandR — +oo. De plus pourr proche dex,
~ n (1

[ vameag = [ 90 exi)| o
Bra (Row) Bra (Roa) Pa

f VvV, dvg,
Bo(R)

La derniére ligne est obtenue par un changement d’échefpesant pouy € By(R) :
BalY) = pa? M1, (XD, (0aY)) w(EXPK, (PaY))-
Puisqueg; — & dansC?_(R") et que I'on a

loc

f IVel3 dvg = f V&, 13, dvg,.
By, (Roq) Bo(R)

il vient

f VB, Vpdyy = vaV% dx—f VW, dx+o(||¢||Hz)
By, (Row) R" R\ Bo(R) !

et f VW, dx{ < \/f |Vv|2 dx\/f |Vg,|2 dx
RMBo(R) RMBo(R) "\Bo(R)
= O(llelle) er
Ainsi
f VB,V dyy = f VW3, dx+ o(||<p||Hf) + o(||¢||H§)sR. (3.13)
M RN

De la méme maniére, on montre que
f HBal? Bap dvg = F(x0) | VP2V, dx+o(ligllz) + O(llellhe) €r  (3.14)
M R"

Or, v est solution de\sv = f(xo)|V?> ~2v, et en faisant tendr vers-+co, on obtient,

DI(B.)-¢ = o(llgllse)-

Maintenant,

DJW,).¢ = fM V(Ve — Ba)Vepdyg — fM Ve = Bal? (Vo — Ba)pdyy

DJ(Ve). — DI(Ba).0 - fM Bapilvy

avec
272 2r-2 2r-2
Bo = T (IWal® 2Wo — Val” Ve +1Bal* °B,)
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Un raisonnement semblable a celui fait a la premiere étapaalo

f Pap dvg = o(lllln2)
M

Ainsi DJ(w,) — 0 dans le duaH?(M)’ et (i) est prouvée.
Enfin, pour (iii) on calcule,

Jw,) = %L|V(Va—z§a)|2dvg—2—1*fM f|V(,—Z~3a|2«dvg

Pour le terme avec les gradients, commg est nulle en dehors dB,, (), pour«a
proche dexy, 0na

f VW, 2dyg = f [VV, 2 dvg + f VW, |2 dvg + f VW, 2dvg
M M\By, (6) B, (9)\Bi, (Row) B, (Reo)

Or, par changement d’échelle de centgeet de coéicientp,,

f VW, [2dvg f V(¥ — V)IPdvg,
Bx, (Rou) Bo(R)

Ve = Vilz(ey(rm)
o(1) d’'aprés (3.12).

IA

D’autre part, comme

lim sup lim f IVB,1? dvy = 0,
Bm(d)\Bm(RPn)

a—ap R—oo

ona

f VW, | dvg = f |VV,|? dvg + er(a)
BXa (6)\ BX(I (Rp!r) BXa (5)\ BXa (Rpw)

avec limsup_,, limg_. &r(@) = 0. Donc
f VW, Pdvy = f [VV,[? dvg + f IVV, |2 dvg + o(1) + er(@)
M M\By, (6) By (9)\By (Row)
= f |VV,|? dvg — f IVV, 2 dvg + o(1) + er()
M B (Roa)
Or
f [VgVal? dvg = f Vg, ¥ol? dvg,
Bx (Roa) Bo(R)
= f V0|2 dX+ o(1)
Bo(R)

= f [Vv2dX+ er + o(1),
Rn
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la derniére ligne étant une conséquence de (3.12). On a dontérgue
fM [Vgw,|? dvg = fM [VgVal® dvg — fR n IV V2dX + &R + o(1) (3.15)
Et un raisonnement similaire donne pour l'autre terme
fM flwal? dvg = fM fVal? dvg — f(Xo0) N V% dx+ eg + o(1) (3.16)

Or grace au changement d’échelle centré&gnt de coéficientp, :

g 1 ~ 1 T
JB,) = = f IVgBal2dvg — — f f1Bal? dvg
2 Jg,,0) 2" JB, 0

1 f ) 1 N
= = Vg VI“dvg, — — oIV dvy
2 Joyoorty ¥ 2 ey .

d’ou gréce a la continuité d& au théoréme de convergence dominée

J(8.,) = 1 f |V vi2dx — UL f M? dx+ o(1) (3.17)
2 RN ; 2* RN
Ainsi, (3.15), (3.16) et (3.17) donnent, en faisant terilxers I'infini,
Jwe) = 3(ve) = 3(Ba) + o(2),

donc (iii) est vraie, ce qui achéve la troisieme étape.

Quatriéme étape :J(B,) > Bx, et si8, est positive, alors il y a égallité.

On rappelle qugy, est défini en méme temps gBie juste avant la deuxiéme étape.

On sait quer vérifie
[ 1wevidx= 1) [ wax
R" R"

ce qui donne avec (3.17)
J(B,) = 1(xo0) f V% dx+ o(1).
n Rn

Or d’apres l'inégalité de Sobolev euclidienne

1-3
( f |v|2*dx) <Kn | IVevPdx (3.18)
n Rn

V2 dx >
Rn

1
(Kn FO0)"?
et L
J(Ba) = By, + o(1).
Si de plus la bulle est positive, c’est-a-direv@st positive, alors on sait que (3.18) est
une égalité, et dond(B,) = fx, + o(1).o
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Cinquieme étape : preuve de la décomposition.

Soit (U,) une suite de solutions positives d&, () d’énergie bornée. La suite de
Palais-Smalel,) obtenue a la premiére étape tend vers 0 faiblement H%(M).
Si elle tend aussi fortement vers 0 daml%(M) alors le théoréeme est prouvé aves 0,
il N’y a pas de bulle.
Si elle ne tend pas fortement vers 0 dzHﬁM), alors on applique la deuxiéme étape
avecv, = 0, : il existe une bulle, notéeA}) de centres)() convergeant vers; telle
queul = 0, — f(x}))%‘EB}, = 0, — B est une suite de Palais-Smale pduendant
faiblement vers 0 darisf(M) et vérifiant grace i)

J(0) - I(BL) + 0(2)
J(00) - B +o(2)

(&)

IA

Si J(0) — By < B, alors lim,_q, J(0F) < B et la deuxiéme étape montre qué )
tend fortement vers 0 darisf(M). Le théoréeme est prouvé avéc= 1, puisque
[luy — Ug — B}YHH% — 0. Sinon on recommence le processus .

A la mieme étape, on obtient donc une suitf)(de Palais Smale poulr, tendant vers
0 faiblement dansi? telle queu? = 0, — ", B, et vérifiant

0<J@) < @ -Bg+o(1)
< (@) - D B +o(1)
i=1

La suite {(0"))nar est donc décroissante, positive. Si le processus est infini,
alors nécessairement, lim..B, = 0, ce qui implique par définition dg, que
limi_ 0 f(X;) = +o0. C’est impossible comme est continue et qud est compacte.

Le processus est donc fini. Cependant, il peut &fectué tant qué(ﬂg‘) - Z{Zlﬁxio >

B*. Il existe une étapdl pour laquelle(0,) - Y1 By, < B etalors lim,_, J@ON) < g*

et d’aprés la deuxieéme étape, la convergencaufi\(érs 0 est forte danldf(M). La
décomposition est prouvée avee N.g

3.3 Positivité des bulles

Tenons maintenant compte du fait que les solutignsont choisies positives et
montrons le lemme suivant :

Lemme 3.1. Si la suite(u,) est formée de solutions d&, ;) positives, alors les
k bulles(8!) pour i € [1,k] obtenues dans la décompositiorf Hroviennent de k
solutions positives de (3.3), notéégour i € [1, K], et sont donc des bulles positives
definies par (3.4).

66



Démonstration du lemme 3.1
On montre tout d'abord que pour tout entiére [1, K] et pour tout enties € [0, N - 1],
il existe ps € N suites de pointsyl) de M etps suites () de réels> 0, telles qu’on
ait les trois conditions suivante¥'j < ps,

N
dg(Xy» Ya) <

2 C (3.19)
Jor
/11'
lm =% =0 (3.20)
a—a o

etvR> 0,VR > 0,
,
dvy = o(1) + e(R), (3.21)

S

Oa—Zui,—ug‘

i=1

fBN (ROMN\UPE,B (RAL)

j=
avece(R) — 0 quandR — +oo et oliu!, est définie par :

) a1
49 = () exarioo)
p Xﬂ/
(07
Dans cette expressiahest une solution de I'équation euclidientigl = f(x)[u® ~u
définissant la bulles,,.
Dans cette démonstration, on utilise plusieurs fois le gearent d’échelle centré en

. . . -1 L . . S
xN et de coéficient de dllatat|or6p§) . Onen précise les notations qui seront utilisées
dans toute la démonstratioi’x € Bo(6) o 0< 6 < ig/2 :

Uun() = (o))2 70 (expa (o))
N 1 .
Gan® = — (exp 0D,y) 9(¥)
(6l
SoitN € [1, K] fixé, on montre I'dfirmation par récurrence descendantesaf0, N —
1]. SoitR > 0 fixé. Pour l'initialisation de la récurrence, on commenee §crire en

utilisant les formules de changement d’échelle et le fag Gy — & dansC2 (R")
(carp) — 0),

o

N-1
f G- >t -] dyy - f 10 — U dvg + o(1)
Bx[y;j(Rp,';‘) i1 Bx[y;j(Rp,';‘)
- f |Van — ule*dx+ o(1)
Bo(R)
d'ougrace a (3.12)
N-1 z
f O, — » u,—ull| dvg=0(1)
B, (Rol) o1




Cela prouve la proposition de récurrence psarN — 1 avecps =

Montrons maintenant I'héredité : saste [0,N — 1] pour quuel il existeps suites
de points ya) et ps suites de réels strictement positifg, ) telles que (3.19), (3.20) et
(3.21) soient vraies. On veut trouvpg_; suites de pomtsyﬂ,) et ps_1 suites de réels
stritement positifs.{}) vérifiant toutes (3.19) et (3.20) et telles que

”
dvy = o(1) + e(R). (3.22)

s-1

GQ—ZU'(,—U(';‘

i=1

fs WRDW' B (R4

On veut donc montrer que (3.21) reste vraie si on enlayesellementg— 1) bulles
non localisées, quitte a intégrer sur un domaine plus pegngevant une boule supplé-
mentaire au domaine d’intégration (ce qui ne sera pas togijogcessaire). Trois cas
de figures peuvent se produire.

Premier cas 1im,_q, dg(xS, XY) # 0.

Les centres des bullesy) et (x\) ne tendent alors pas vers la méme limite quand
a — ap. Alors, & extraction de sous-suite pres, payproche deyy,

VR>0, Byu(Roy) N Be(Ro3) =0

On en déduit

”
f - , |ug|” dvg
B (RI\UPB, (RAL)

IA

f |uj|2«dvg
M\B, S(szy)

f uSP dx+ o(2)
RMBo(R)

Cela donne, puisque est arbitraire et que® € L2 (R"),

»
u3|” dvy = o(1).
fBN(Rpa)\u "8 (R1) il dvg = (1)

D’ou, grace a I'hypothése de récurrence (3.21),

foy(Rp,t‘)\uf’iByé(m},)

ce qui montre (3.22) aveps1 = ps et termine la récurrence (on garde dieeles
mémes suiteps suites de pointsyf,) et les mémegps suites de scalawesl(’() que
pour le rangs, elles vérifient donc déja (B9) et (320) par I'hypothése de récurrence).
Remarquons que, dans ce cas simple, le domaine d'intégnaitiopas besoin d'étre
rétréci pour compenser le retrait d’'une bulle pour passeaags — 1.

Deuxiéme caslim,_q, dg(xS, X) = 0

On sait qu'il existerg > 0 etC > 1 tels que pour tout € M ety,ze R"

IA

P
dyy = o(1) + ¢(R),

s-1

ua—Zu‘Q—u(’;‘

i=1

1
YI<rpetilgz<ro = E|z— yl < dg(expd(y), exp(2) < Clz-yl. (3.23)
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On pose alorsS” € R" ety), € R" tels quexS = expa(o)%3) ety), = expu(ol¥l).
La double inégalité précédente appliquéea x\ ety = pN&S puisy = p\§), donne
I'existence deC > 1 tel que dés quig| < rp et|Z < rp on ales inclusions :

S
B (R/ pa) : exPN(Bx( (Rp3)) € Bs (R/C ) (3.24)
Coy/ o Pu
e j i
R A, 1 j A
Byi(Epy) N “exi (B, i (Ra))cB (R’C ] (3.25)

Or d’aprés (3.12), pouR > 0,

S 2
f NN
Bys (Ro3) -1

Donc grace a I'hypothése de récurrence (3.21), si on intezse domaine d'intégration
de (3.21) aved,:(Ro>), on obtient

dvngB( V0.5 — u| dvg + o(1) = o(1)

| L v = o)+ e(R)
(BRI B RA))Bye (o)

Ce qui donne, par changement d’échelle deficiento centré enx\ et grace a (3.24)
et (3.25),

WM dx= o(1) + €(R) (3.26)
(Bo(R)\u L (RCR ))ﬁBs(%fﬁr)

Deux cas sont alors possibles suivant la Imneﬂé%

Tout d’abord, sdg(x %) _, 4oo,alorsona aussqn'u — +co d’aprés (3.26), et donc

pour toutR > 0, B N(Rp,’;') N Bys (Ro3) = 0. On procede alors comme dans le premier
caseton demontre (3.22) sans avoir besoin de retirer urle bopplémentaire au do-
maine d’intégration puisque I'on prenul_; = ps et que I'on choisit exactement les
mémes suites que pour le rasg

Enfin, sile rapporw est borné, alors (3.26) implique qéisﬁ — 0. On prend alors

comme suites de points, Igg suites ya) auxquelles on adjomt une suite suppémen-
taire : ¢/>™) = (xV) qui vérifie elle aussi (3.19). Pour lgs suites de réelsi(), on
adjoint la suite /@ES+1) = (p3) qui vérifie bien (3.20). On a alors,

. >
~ i N
) Uy — E u:z - u(l/
fBN(Rp(,)\u”S*1 B, (R, 1

>
[ Jf < [
By (R 'B ) (R ) M\B (Rp5)
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Donc
o

dvg = o(1) + ¢(R)

s-1
Oy — Z u —uN
i-1

Cela termine la récurrence avpg 1 = ps + 1.

f Ny (jPs+l v Al
By (RUNUPL'B ) (R

j= @

Montrons maintenant que lésbulles obtenues dans la décomposiﬂi@sont po-
sitives en montrant que ldssolutionsu' de A;u = f(x)[u> ~2u qui définissent ces
bulles sont positives. Pour cela, on se fixe [1, k] et on montre queN est positive.
Ecrivons (3.21) pous = 0 : il existe pp suites de pointsy) et po suites de réelsi)
telles que

A 2
[0, - ud|” dvg = o(2) + €(R).
Ba(RANUEB ) (R4)

Par changement d’échelle de centfeet de coficientp!) et en utilisant (3.25) :

~ 2*
f . o [Van = UM dx = o(1) + €(R). (3.27)
Bo(R\U;%:B;j (RC )

A extraction de sous-sulite prég,';fconverge quand — ag vers une limite notég!”
Ainsi comme*—}N’ — 0, (3.27) implique
pa

VN — uN dansL? (BO(R)\ ub_ 1! }).

Doncv, ny — uN presque partout SiR". On pose alors
n-2
Uoan(®) = (oh) 7 to (exp (ol ¥))

. . . . , -1
Toujours par changement d’échelle de cemjfeet de cofficient de dllatatloﬁpg‘) ,

f Uoanl® dx= f |uol? dvg + o(1) = o(1)
Bo(R) B (Rob)

car () tend vers 0 etip est continue. Ainsi(Ug,n) tend vers 0 dank?_ (Bo(R)) et
donc tend vers 0 presque partout BlIr Ainsi si on pose

Uan( = () 7ty (exp ().

I'égalitéu, = 0, +Ug se transforme par le changementd’échelle que I'on vierilder

enU,n = Von + Uoen. D'un coté, on vient de voir que,\ + Ugan — UN presque
partout suiR", et de l'autre queJ, y est positive cau, I'est. On en déduit quaN est
positive. Cela démontre le lemme.
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3.4 Additivité des énergies

L'existence de la décompositidmf de (u,) étant acquise, montrons que I'énergie
se décompose de la méme maniére c’est-a-dire que (3.6)ast:ypar construction
des bulles, notamment aviig de la troisieme étape, et par (3.8), on peut écrire que

k

Ja(ua) = Ja(uo) + Z j(é:z) + O(l)

i=1

Or les bulles sont positives, donc on sait qe < [1, K], j(@l) = ,BX.O +0(1), etcomme
U, est solution deK, ;) etug solution de E,, 1), on a les deux égalités suivantes :

\]a(ua) = %S(UG)

1 " a 1
L) = - fM fluol? dvg+(§—7°)||uo||§= ~&(u0) + o(1)

etdonc

E(Ua) = E(Ug) + K2 Y ()2 + o(2).

k
i=1
Ainsi (3.6) est démontrée.

3.5 Estimée ponctuelle

Passons maintenant a la démonstration de la seconde pattiéatéme 3.1. Pour
obtenir (3.7), il stfit de montrer que AC > 0,¥x e M, Ya > 0,

2

L=
2

(_mlirlldg(xia, x)) U.(x) < C.

1=1.

La démonstration de cette estimée ponctuelle est siméadedle de la proposition 2.7
ou I'estimée est montrée en énergie minimale ; ici 'énergést plus minimale mais

seulement bornée. Lafficulté réside dans le fait qu'il y a plusieurs suites de centre
(X,), alors qu’en énergie minimale, il N’y en avait qu’'une seula.g@se poux € M

®,(x) = mindy(x,.X)

Vo(¥) = ©n(¥)? uy(x)

V(y(yrz) = rll%xva(x)
Ya = ua(ya)_rzz

On raisonne par I'absurde : sV{) n'est pas bornée, il existe une sous-suite extraite
telle queV,(y,) — +co0 quandae — ag. Or

q)p,(ya))i‘1 <oy

a

Va(Yo) = (

k)
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donc

ve — 0 quandy — ay, (3.28)
etVi e [1,K], _
d Xl s Ja
jim JoeYe) (3.29)
a—ag Ya

Bien sdr (3.29) est évident sk/f) et (y,) ne tendent pas vers la méme limite ; alors
que si §,) et (y,) tendent vers le méme point d& cela signifie que les deux suites se
rapprochent avec une vitesse plus petite que celle aveellagwy tend vers 0.

Pour montrer (3.29) dans ce dernier cas, on utilise le chaegéed’échelle centré en

et de coéficient de dilatationy,* avec les mémes notations que dans la démonstration
de I'estimée ponctuelle en énergie minimale (voir proposie.7) : pouts < ig et pour
toutx € Bo(6y;%)

&) = (exp,0D,) 9 Zo(X) = Zalexg,(aX)
W) = yi7? up,<exp,l,mx» () = fexp,(raX)

Alors U,(0) = 1 et [E,) est transformée en I'équation :

_ £_) —or_1q —
A@,ua +a'}/oz ”uanlza = f u, (Ea)

On montre quel, est uniformément bornée sur tout compac®deSoit R > 0 fixé,
poura assez proche dey, Bo(R) ¢ Bo(dy,1) puisquey, tend vers 0. Poux € By(R),
ona:

n-2

0a(x) = ( @7(2)) " V(). (3.30)

ouz, = exg, (yaX) € By, (Ry.). Or pourVi € [1,K],

d(XL, Zar) > d(Xia, yoz) - Ryq
2 (Da(yrr) - R'yrr
RYa )
1- (D(z @
[ a0
Ainsi en prenant le minimum potur= 1..k, on obtient :
R
0u(z) 2 (1 (7 ))CD (¥a)

Et le terme de droite est positif pourassez proche deg, car grace a (3.29),

Ya
lim
asao Dy(Ya)
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L'inégalité précédente reportée dans (3.30) nous donne :

_ 2 1_5( Y )g_l
09 < (1 %(ya)) Dolyy) Vel
< (1_ Rya )1‘%( Ye )9-1V( )
: oy \Baly)) Ve
d'ou VX € Bo(R),
1-3
(9 < (“@T&)) ¢

ouC ne dépend pas de La suite (i,) est donc uniformément bornée By(R) c R".
En particulier pouig > 2, il existeC > 0 tel que Ya > 0,

tgdvg, < C.
Bo(R)

Ainsi u, vérifie les hypothéses du principe itératif de Moser : il &xidoncC > 0 tel
que

1/2
sup Uy < C(f Ui*dv@) ) (3.31)
Bo(R/2) Bo(R)

Or par changement d’échelle, on a

f U2 dvg, = uZ dvg.
Bo(R) By, (Rya)

Utilisons la décompositiohl? pour (U,) :

o

K
f uwdvy = f {uo + Z f4)2 8, + R, | dyg
By, (Rya) By (Rya) i=1
K
< C W +C f (B.)7 dvy+C RZ dy
BYzy (R}/n) i=1 o (Ryzr) By“/ (Ryxr)

Or vy, tend vers 0, donc ligy,,, ug* dvg = 0. De plus

J‘By” (RV!I)

‘f R5 dvg| < ClIR,IIZ, = o(1) quandy — av.
By[l/(R‘y“’) 1

Ainsi ’
f Wdy<C)' (B.)7 dyy + o(1) (3.32)
By“/ (Rya) i=1 BYzy (Rya)
Il reste & montrer que
VR>0,Vi=1k  lim f (B.) dyg = 0. (3.33)
@0 JBy, (Rya)
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On rappelle que

C= {xe M/ i € [L,K], x = lim x;} = (a0 X},

a—ap

avecp < k. Remarquons par ailleurs que ligg € C car d’aprés la décomposition

a—ag

H2, u, — uo dansC (M\C) etu,(y,) — +oo. les suitesX,) et (y,) peuvent avoir la
méme limite, d’ou la nécessité de comparer leur vitesse descgence par I'intermé-
diaire des bouleBy, (Ry.) et BXL(RPL)- SoitR > 0 eti € [1, K] fixés, deux cas peuvent
se produire :
— 1*cas: VR >0, Byly(RyQ)mB)dy(R/p‘a) = () poura assez proche dg ; autrement
dit les boules ne se rencontrent pas a partir d’'un certaig.ran

Dans ce casBy, (Ry.) € M\B,i (Rp},), donc

f (81)7 dyy < f (8 dy,
By[x(Ryzr) M\BXL(R/p:r)

Or 8}, — 0 quandr — ag dansC2 (M \ {x,}), donc

loc

R -0 a—ag

f (B.)7 dvy = er(a). ou lim lim er(2)=0
M\B, (Rioh)

En passant a la limite dans I'inégalité précédente pur oo, on obtient bien
(3.33).

— ®M&as:3R >0, By, (Rya) N B, (R)p},) # 0 pour une sous-suitequi converge
versag. Cela se traduit par le fait que

dg(X,. Va) < Rye + R,

et (3.29) entraine alors :
(|

lim R+ R = 400

a—ag Ya
en particulier _
Yo = o(p),) poure — aq. (3.34)
Or on a aussi d
X s Ja (03
M < Ry_l + R/’
Pa Pa
d’'ou _ '
dg(X,, Ya) = O(p),) poure — ayo. (3.35)

Alors (3.23), ou on choisik = X, ety = pi equl(y(,) qui sera noté,, donne
I'existence d’'un réeC > 1 tel que I'inclusion suivante a lieu :

By, (Rya) C exp, (pi,Bt(, (C%)) =D},

(02
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d'ou en utilisant le changement d’échelle centrédeet de coéicientp), :

. -
[ @ia < [ @)y
By, (Ryo) Di

V)2 d
I (o

olV est la solution positive su" de A;u = f(x)u?~* & partir de laquelle est
définie la bulle 8.).

Enfin pwsquey—“ = o(1), en passant & la limite dans l'inégalité précédente, on
obtient bien (3 33) Cela implique avec (3.31) et (3.32) que

IA

IN

lim sup u, =0.
@@ By(R/2)

Cela est impossible cax,(0) = 1. On aboutit donc a une contradiction, la suite
(V,) est bornée et ainsi (3.7) est vraie, ce qui achéve notre dsinmadiony
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Chapitre 4

De I'énergie bornée a
I’énergie infinie : la fonction
énergie

Dans ce chapitre, on ne traite que le cas particulier od = 1 dans I'équation
de Sobolev-PoincarE, ;). Lorsque f est non constante peu de résultats
intéressants ont pu étre obtenus.

On considére sur une variété riemannienne compadtg)(de dimensiom > 3
I'équation (au sens faible)

Agu+ a (f |ul dvg) ¥ = 21 (Eo)
M

ol 2 = 2 o € R*" etX € L®(M) vérifie uX = u. Une solutionu € H(M) de

cette équation vérifie

Vo € HZ(M), f Vuve dvg+a||u||1f L dvg = f wlpdy  (4.1)
M M M

L'énergie d'une solutioru a été définie (icff = 1) par

8(u)=f|u|2* dvg.
M

L'équation E,) peut, poura fixé, admettre plusieurs solutions positives. On
reprend alors la notion de fonction énerdig(a) associée a I'équatiork() et
introduite dans le cas des équations de Sobolev par Hebpst[[28l], en posant :

Définition 4.1. La fonction énergi&, associée a I'équatio(E,) est la fonction
qui, a toute > 0, associe
Em(a) = insf &E(u),
uesS,

ou S, est'ensemble des solutions positives non identiquemaiesrde(E, ).
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Le but de ce chapitre est d'étudier cette fonction, en paliic sa régularité
et son comportement en l'infini. On remarque tout d’abord tueolution

n-2 o he2
constantdi, = (avg) * de (E,) a une énergi€(l,) = avy* etdonc que

n+2

Va>0, 0<&mla)<aivy . (4.2)

On démontre de plus facilement qu’une solution Hg)(globalement minimi-
sante est aussi une solution minimisante pour la fonctiengia:

Proposition 4.1. S'il existe une solutiongie HZ(M) de (E,) globalement mi-
nimisante (au sens de la définition 1.1), alors cette fonatipest aussi minimi-
sante pour la fonction énergie, au sens ou

&(Ua) = Em(a) = Inf E(U), (4.3)

et on a aussi .
U, = Em(a). (4.4)

Démonstration de la proposition 4.1
Une solutionu, de I'équation E,) qui est globalement minimisante vérifie, par
la définition 1.1 :

ISENEY

ua = inf Qu(W)? = Qu(un)? = E(ua).

Remarquons juste qu’ici commfe= 1, on aA* = Hf(M)*. Oru, € S,, donc
on a&(u,) > Em(e) et commeS, c A*, il vient :

&(U,) < inf Qu(u)? = inf E(U) = Em(@)
ueS, ueS,
ce qui démontre les égalités (4.3) et (4:4).

Remarque 11. La réciproque de cette proposition n’étant pas toujoursieya
il est important, dans ce chapitre, de préciser a quel obgetapporte I'adjec-

tif "minimisant." Cela est inutile dans tous les autres citr@s de cette thése
ou, lorsqu'’il N’y a pas d’ambiguité, I'adjectif minimisanualifie toujours une
solution globalement minimisante au sens de la définitién 1.

4.1 Fonction énergie bornée

En cas d’existence de solutions pour I'équatigp)(globalement minimisantes,
on obtient assez facilement

Proposition 4.2. Si, pour toute d’un intervalle 7 c R**, il existe une solution
u, de (E,) globalement minimisante, alors la fonction éner§ig est majorée

par K, 2, lipschitzienne et croissante sifii Si de plus, pour chaque < 7, il
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existe une unique solution globalement minimisagtéelle que&(u,) < K, 2,
alors &, est dérivable suf et&),(@) = 5luqlf3.

Démonstration de la proposition 4.2
Soient (o, 1) € I? tel queag # a1 et ug et u; des solutions globalement
minimisantes deK,,) et (E,,). Pouri € {0, 1}, on a grace a (4.4) et (1.13) :

Em(ai) = /Jg, <Kp?
De plus par définition dg,, :
QQD(UO) = Hop < Qﬂo(ul) et Qfll(ul) = Hoy < Q01(u0)’
il s’ensuit

an(UO) - Qaq(uO) < Hog — Moy < an(ul) - Qm(ul)

2 2
u u
(a0 — 1) | 0”21 < s — fhoy < (20— 1) Il 1|I21 (4.5)
[luoll5. [lual5.
2 n+2
et commelill < Vg" . on en déduit par (4.3) que la fonctidh, est lipschit-

lluili2,
zienne sut/. 2D’auntre partu, est évidemment une fonction croissantengret
commeSm(a) = u2, la fonction&y, est croissante.
On montre maintenant la dérivabilité dg, (sous I'hypothése de la proposition).
Soientag € 7, a € 1, tel quea # o, Up 'unique solution deE,, globalement
minimisante etl, I'unique solution globalement minimisante d&,j. Par (4.5),
on a: siag — a > 0, alors

lluoll? < Hao ~Ha _ lIUa |2
luollz. = @0 —a = [lull3.
2 2

(4.6)

etsiag —a < 0, alors

llug |2 < Hao ~Ha _ lluoll?
lul2. = @o—a = |lugll3.

4.7)

Lorsquea converge versro, la continuité deS;, montre que|u,ll2- converge
vers||ugll- < K, 2. Son énergie est donc "trop petite pour la concentration” en
utilisant le vocabulaire introduit dans le chapitre 2 et tagwsition 2.2 montre
que, & sous-suite prég, converge en normeéi? vers une fonctiorug non

identiquement nulle. Par continuitd, &st alors une solution minimisante pour

2
I'équation E,,) et donc par unicitéy = ug. On en déduit qu {:J|:|21 converge
2.

vers ‘:{1‘1:5 et par (4.6) et (4.7), la fonctiom — pu, est dérivable e € 7 de
2,
dérivée
IIUQIIE Iluallf . d n n 2
W (e) = =—0 dou  — (u()?) = E(@) = Sy
Ul p()Z da( )= 2

La proposition est démontrée.
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Cette proposition et les corollaires 1.2 et 1.3 donnensdrésultat suivant

Corollaire 4.1. a) Si(M, g) est une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n> 4 telle quemaxy Scal, > O, alors la fonction énergi€,, associée a

(E,) est lipschitzienne croissante et majorée pa_rg KSurR*.
b) Si(M, g) est une variété riemannienne compacte de dimensioB telle que

l'inégalité optimale(lgﬁf) est vérifiée (voir théoréme A), alofs, est croissante

surR**, lipschizienne et majorée par,K sur]0, Co(g)[.

4.2 Fonction énergie infinie

Lorsque la courbure scalaire est négative ou nulleMurfétude de la fonction
énergieSy poura > Cp(g) est bien plus diicile car comme on I'a montré dans

la proposition 1.4, il n'existe pas de solutions globalehmamimisantes pour
'équation E,). Le résultat obtenu est énoncé dans le théoréme 4.1 pour une
variété riemannienne compacte localement conformémexie ple courbure
scalaire négative. Sa démonstration est trés technigieejd@mnande une étude

de phénoméne de concentration et I'utilisation d’une ifi&gde Pohozaev. Elle

suit le schéma présenté par Hebey dans [26] pour I'équagddatholev et dans
[25] pour I'équation de Sobolev Poincaré dans le cas pdidicdu tore.

Théoréme 4.1. Soit (M, g) une variété riemanienne compacte de dimension
n > 4, localement conformément plate a courbure scalaire negéelicaj < 0.

Si le Hessien de la courbure scalaire est non dégénéré erptont ou la cour-
bure scalaire S cgls’annule, alors la fonction energie associee a I'équatien d
Sobolev Poincaré est semi-continue inférieurement supiginage de I'infini et

lim &Em(a) = +oo.
a—+00

Remarque 12. Pour des équations du tyggu+au = u* -, Hebey [26] montre
la semi-continuité inférieure de la fonction énergie suewariété localement
conformément plate sur I'intervall}e[&‘n;_zl) max$ caj, +oo[. La présence de la
norme L} dans notre équation, qui impligue notamment la non invareapar
changement de métrique conforme de la fonctionneller@us empéche d’'ex-
pliciter I'intervalle de semi-continuité.

Mise en place de la démonstration du théoreme 4.1

On explique d’abord comment chacune des démonstratiorzsrseEne a montrer
'impossibilité d’'un phénoméne de concentration; on rais® alors par I'ab-
surde et la contradiction est obtenue grace a l'identitéatemPaev.
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a) Semi-continuité inférieure :
Par définition de5y, :
Ya>0,Ye>0,qu,. €Sy, Em(@) < E(Upe) < Em(a) + &.

Soitag > 0, lorsquea converge versyy < +oo, I'inégalité (4.2) montre que
I'énergie de la suitey, .) est bornée. D’'apres le théoréme 3.1, la décomposition
Hf est valable pouny, :).-o0 et I'énergie se décompose de la méme maniére, en
particulier&(up) < &(U,.c). Supposons quey n’est pas la fonction nulle, auquel
casUp € S,,, et alorsSm(ao) < E(Up), d’ou

Em(ao) < Em(a) + &,
Comme ceci est vrai pour toat> 0, on en déduit :

Em(@o) < liminf Em(a)

ce qui montre la semi-continuité inférieure. La preuve dsdmi-continuité est
donc ramenée a montrer qugn’est pas la fonction nulle.

b) Comportement en l'infini :

Pour montrer que la fonction énergie tend vers I'infini lareq tend vers+oo,
on procede par I'absurde en supposant que, a extractionuessite pres, la
suite Em(@)) est bornée. Par définition d&,, cela implique qu’il existeC > 0
et une suitey,) € S, tels que

Va>0, &) <C.

La suite (1,) a donc une énergie bornée et par la proposition 2.1 elleargev
faiblement danst(M) vers la fonctiorug = 0 carag = +o0. La démonstration
de la limite infinie est donc ramenée a montrer que la nulitégdmplique une
contradiction.

Pour obtenir la contradiction et donc démontrer le théordriieon a besoin de
guelques résultats classiques caractérisant le phénateéamncentration.

c) Etude du phénomeéne de concentration en énergie bornée :

Soit (u,) une suite de solutions positives d&,] d'énergie bornée telle que
U, — Up=0 faiblementdansi?(M) lorsquea — aq €]0, +c0].  (4.8)

Cette condition implique gqu'un phénomene de concentraidieu. Le cas de
I'énergie minimale a été traité dans la sous-section 2dh3'y réferre lorsque
les arguments utilisés sont les mémes. L'adaptation arigaéornée ne pose
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pas de véritable dliculté mais nécessite I'utilisation de la décomposititindu
théoréme 3.1. On rappelle que I'on note :

C {x e M,3i € [1,K], (X.)o>0 cCONverge & sous suite pres vefs

{Xl’ RS} Xp}

ol 1< p < ketou lesk suites ,),-0 sont les centres ddsbulles obtenues
dans la décompositiohlf de Uy). On a vu dans la proposition 3.1 que les
éléments d& sont des points de concentration de la suitg €ar iciug = O.
Contrairement a I'énergie minimale ou il y a unicité (& ssuge prés) du point
de concentration, dans le cas de I'énergie bornée, il pewbiy plusieurs points
de concentration.

Proposition 4.3. Soit (u,) une suite de solutions positives (Ig,) d’énergie
bornée vérifiant (4.8). Alors,u— 0 dans C,%C(M\C) quanda — ao.

Démonstration de la proposition 4.3

Le raisonnement est le méme que pour la proposition 2.5 éaraslde I'énergie
minimale mais il faut tenir compte de la présence des bulles.

Soientx € M\C, ¢ > 0 tel queBy(6) N C = 0 etn € C*(M) définie pam = 0
surM\Bx(d), 7 = 1 surB(6/2), et 0< 5 < 1. Le lemme 2.1 donne alors , pour
k =2 — 1 et puisqué est constante égalea 1 :

2

@y = '
AQ(Z*,U)( f (nzuaz )dvg) <C f uZ dvg (4.9)
M Bx(6)

n 5 2/n
A2 ) =1- ——K (f u;dv) .
(2°,m) 2h-2) " 5.0) 9

Alors grace a la décompositich‘hf eta(4.8),ona:

k z
f Z B + RQJ dvg
Bx((s) m=1

k
CZ f (BM? dyy +C Ro? dvy
m=1vB
k

avec

g
S
<
=R
Qo
<
[

IN

x(9) Bx(6)

IA

my2* 2
C 2, (B + IR

Or on a vu que les bulles tendent vers 0 BINC donc surBy(6) par choix dey,
etR, tend vers 0 en normlelf, donc

lim f uw2dyy=0 (4.10)
Bx(9)

a—ag
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etA,(2%,n7) > 0 poura proche deyy d’ou

(f U, dvg) < Cf uZdvy < C.
B(6/2) Bx(6)

Ainsi, la suite (1,) est bornée danis®)’/2 (B,(5/2)). Or (2)%/2 > 2, le procédé
itératif de De Giorgi-Nash-Moser donne donc :

1/2¢
Sup Uy < C(f uﬁ*dvg) —> 0 quandy — ag
Bx(6/4) Bx(9/2)
ce qui achéve la démonstration de la proposition#4.3.
On étudie maintenant le phénoméne de concentration "enenbffhet "en
normeL. Pour cela, & > O fixé, on note désormaB; = Uip:lBy“. (6) et on
introduit les deux quotients

2
fM\Bd u2dvy wa UqdVy

Jyy uadvg iy Uevg

Les résultats concernant ces deux quotients sont les ménies gnergie
minimale :

Ry(6, @) = et Ry )=

Proposition 4.4. ¥n > 4,Yaq €]0, +o0] etV¥é > 0,
lim Ry(6,a) =0 (4.12)

a—ao
et c
Ru6.@) < — +0(1) (4.12)

ol C> 0 ne dépend pas deet o(1) —» 0 quanda — ayg .

La démonstration est ici la méme que dans le cas des prapesi8 et 2.9 en
énergie minimale : on remplace seulemBgi(d) ou xo était 'unique point de
concentration paB; = U By (6).

d) Démonstration du théoreme 4.1

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte localement conforméme
plate a courbure scalaire négative ou nullg,) (une suite de solutions posi-
tives de E,) d'énergie bornée telle qua, — 0 faiblement dan:Hf(M) pour

a — ap €]0, +o0] et x; € C un point de concentration de,(). PuisqueM est lo-
calement conformément plate, il exigte- 0 ety € C*(M) strictement positive
telle que la métriqug = gonT‘tzg soit plate suiBy (¢). Par invariance conforme du
laplacien, on a

u " n-2
Ag| =] =" [AgUe + ——— o
g(w) i ( o +4(n_1)Sca5u)
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La fonctiond, = % vérifie alors I'équation :

a'”uoz”lzar

Agl, +
gl o
@21

—hi, = 0271 (E,)

<. n-2 Sca}

Soitn € C*(R") radiale symétrique décroissante telle que 1 surBX,(g) et
n = 0 surR™\ B (6). On écrit I'identité de Pohozaev pour la fonctig, :

2 f X 31(10) Ae(n0s) dx + (n — 2) f N0 A (70,) dXx < O
RN RN

Des intégrations par parties donnent

[ Xotncnn) dx=rue) + [ P¢a8IAD, dx
RN RN

ou
Ri@) = [ (€00 e [ n0¢a)0 A dx
- 2 fR n n(Xk0) V1Vl dx
et
f n n0aA:(70,) dx = f n N0, As 0y X+ Ro()
Ou R R

Ro(a) = —2f n0,VenVeQ, dx+f n02A¢n dx
RN RN

Ainsi I'identité de Pohozaev se réécrit
2 f 12 (X0k0,) A0, dx+ (n - 2) f 120, A:0, dx+ R(a) < 0
RM RM
avecR = 2R + (n — 2)R,. Or commew; est solution dek,), on a

f 120,60, dx = f 7?02 dx+ [ hn?0? dx
R R RN

|
Q
< Pl
&
o
S
S ?
| |3
N
=
ANES
o

et f N2 (X0k0,) A0, dx = f n2(X00,)0% L dx+ f 72 (X0, )0, dx
RN RN RN

2(vKAa 1y
1°(X“0kla)
le;l UadVg Ln W dx

2 f n2(X0k0,)02 L dx+ (n - 2) f 7?02 dx+ R(a)
RN RN

Ainsi,
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+2f 72 (X0, dx+(n—2)f n°hi2 dx
R" n
2 ka
s2af u(,dvgf (X ku“) dx+(n- 2)af u(,dvgf 772“"1 dx
M
On efectue alors les intégrations par parties sur les termeségl,) :

. n-2 . n-2 .
[ o)t ax= -T2 [ nokaacd ax- "2 [ ped ax
Rn n Rn 2 Rn
2400y X<0kn) . 20,
f I (902*—k1 ) dX - Zf n(¢2 I;.n) Ua d al f ZZ -1
n Rn n

et
2 f n?(X00,)h0, dx = —n f 7°h02 dx — f Xa(n?h) 02 dx
RN R R

Et donc,

. 2 k 1-2* N
(N+2)al|ug |1 f 7?00 (02 +M)dx+4af uadvgf mdxwz(a)
RN n+2 M QD

f 200 (0167 ) dx
Rn

f [2h+ xkakh] n?02 dx+ 2f n(Xdn)hi2 dx + %f n(xXom) 02 dx
n n Rn

(4.13)
En ce qui concerne le calcul d& une intégration par parties donne p@&y:

Ra(@) = f IVenl*05 dx
Rn
Pour le calcul de&ky, une intégration par parties donne tout d’abord
Ka 0\ 1 k k "2
f M08l dX = —3 f [nnAan + (Xam)Acn + (¥dkAen)n| 02 dx
RN RN
et aussi

f (X7 0 Ac(Ug) X = f () A 02 dx— 2 f (X“0k7) 0 Ven V0, dx
Rn Rn Rn

+ f (Xkakﬂ)T]CI(IAfﬂa, dx,
Rl’l

Comme, vérifie (E,) on a

[ oo ac, dx- f (XBannaZ dx
Rn Rn

—-a f uadvg

f (XkBkn)nh? dx
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et d’autre part

2 f (X0k1) 0 VenVel, dx = f (X“Aan)Aen 02 dx— f V(X0)Ven 02 dx
Rn Rn RN

et donc

2Ri(a) = fR F(n)aﬁdx+Lng(n)0§*dx—2aL uadvngnn(x

- 4 f (X 0k0) Ve Ve, dx+ 2 f (XkBkn)nh? dx
]Rn ]Rn

ou
f(n) = 2Ve(Xaun)Ven = nenAen — (Xdam)den - (Xdden)n,
et
G(n) = 2(<A)n.
Et finalement

R@) = [ (F(n)+(n—2)|vgn|2)aidx+ fR gene? dx

- 2af u”dvgf

+ 2 | (X0up)nhi2 dx
Rn

f n(Xk0) V1 Vel dx

On reporte dans (4.13) en tenant compte du fait que puiges symétrique
radiale et décroissante, on a

1
n(XdkUe )V VU, = (xka Ua)? <0

ce qui donne

(n+2)afu(,dvgf 720.(0*% + 2X 6k¢ )dx+20/fu(,dvgf (X

f [2h + X“ach| n?02 dx+f |f(n)|a§dx+f lg(m)It2" dx
Rn Rn Rn

avecf(y) = f(n)+(n-2)|Vn etg(n) = (x*dw)n. Commef etgsontnulles hors
de lI'anneauA, (6) = By (6)\BX,(%) et queyp est continue et strictement positive
sur M compact, il exist€ > 0 etc > O tel quec < @< C. De plus, en choisissant

§ assez petit, il existe; > 0 tel quep2 + inki“’z > ¢; SUrB, (6). Ainsi,

fuadvgf 0, dx— f (2h + x<akh) n°03 dx
) By (0)

scqf uadvgf Oadx+Cf |f(n)|a§dx+cf lg()I02 dx
M % (9) A () A ()
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On dfectue ce travail pour leg points deC et on somme les inégalités obtenues,
ce qui en notanBs = UY_ By (5) etAs = U A (6), donne

afu(,dvgf {0y dx—f (2h+xk6kh)n20§ dx
M Bs Bs

SCafu(,dvgf Gadx+Cf |f(n)|a§dx+cf lg()I02 dx
M As As As
De plus

f|g(n)|0§dx < C(supﬂa)z*‘zf 2dx < Cf 02 dx
As As As A

D’ou
a f UndVg f 0, dX— f (2h + x<akh) %02 dx
M B;s Bs

sCafu(,dvgf Oy dx+Cf 02 dx (4.14)
M As As

Si on montre que pouf > 0 assez petit, on a

f (2h + Xakh) 02 dx < 0 (4.15)
B;s

: . oo 2
Alors (4.14) devient apres avoir diviser pa(fM u,ydvg) :

J, Ga de anﬂ”dXJrE fAijngZ
Jytedyg — [, Uudyy @ ([, uadhvg)

(4.16)

Or (4.12) montre que "la concentration en norbt® a lieu care — +co. Cela
donne aussi puisqueest plate suBy(6) (donc”dx = dvg = gaz*dvg") :

_ fAé 0, dx _ on % "L, dvg _ on UqdVy
lim = im ——— < Clm =>—=— = 0
= [ U, dVg amreo [ U, dy e [ U, dvg

De plus par le procédé itératif de De Giorgi-Nash-Moser,

INCA dx2 3 C(SUW\Bb 0, ]2 .
(o) D
Donc
C fA«)‘ 02 dx

lm =2 =
a—+o00 ¥
(fM u"dVQ)

86



Un passage a la limite pour— +oco dans (4.16) implique alors :

fB 0, dx

. 5 _
im — =0
a@—+0co fM u(deg

ce qui contredit la concentration en norinedonnée par (4.12), et termine donc
la preuve.

Reste donc a montrer (4.15). liffittde le montrer sur chagus (6).

2 « :
2h + (X6kh) = 4'(”n—_1)s cal(26%2 + Xo?* ) +

N-2 5 o, x
an- 1)90 (x“0kS caly)

¢ est strictement positive, on peut choigir> 0 assez petit pour qu’il existe
C > 0 tel que suBy ()
2077 + X0p*? <C
d’'ou
2h + (Xkh) < C(S caly + XS cal)

et on montre que pour> 0 assez petit :
Vx € By (6), (Scal + XS cal)(x) <0 (4.17)

Cela est évident dans le cas®tal(x;) < 0, la démonstration est alors terminée.
Dans le cas o cal(x;) = O par hypothese le hessien de la courbure scalaire est
non dégeneére er et donc stritement négatif car est un maximum d& cal,.

Le développement limité de la courbure scalaireByfs) s’écrit :

(Scal + X Scap)(x) = Scal(0)+2xd;Scal(x) + X xdxS cal(x) + o(Ix?)
X x9S caly(x) + o(Ix?)
< 0 pouré assez petit

(4.15) est ainsi démontré ce qui achéve la démonstrationé@hréme 4.1

4.3 Une premiére multiplicité par comparaison des
energies

Dans I'étude de la fonction énergie que I'on vient de faireuxitypes de so-
lutions apparaissent pour I'équatioB,| : la solution constante, = (ozvg)"%2
définie pour toutr > 0 et éventuellement une solution globalement minimisante
U.m pour I'équation E,). L'énergie de la solution constante vaut

g D2
Ya > 0, E(Uy) = a?vy’
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alors que celle de la solution globalement minimisantesqotelle existe, véri-
fie:
E(Uam) < K M2,

On a vu que I'existence de solution minimisante est gargaig touta > 0O si
maxS cal, > 0, donc sur des variétes ou I'inegalite de Sobolev Poincaiénae

n+.

est fausse. Dans ce cas, dés que K;?! v{,TZ, les deux solutions précédentes
ont des énergies distinctes et sont dorifédentes.

Dans le cas ou I'inégalité de Sobolev Poincaré optimale st vune condition
sufisante d’existence de solution globalement minimisanterest Co(M, g).
Les deux solutions sont donc d’énergiefiétientes si

+2

@e|Katvg ™, Co(M, )|, (4.18)

intervalle qui est bien non vide pour certaines variétépiga la proposition
1.1. Les deux résultats précédents sont résumés dans le

Lemme 4.1. S’il existe une solution de I'équatioE,) globalement mini-
misante, alors cette solution est d’énergigféliente de celle de la solution

constante si 1

n+2 °

Knvg™

>

On a donc ici un premier résultat simple de multiplicité deusons obtenu par
séparation des énergies. Grace a l'introduction d’invergapar isométries, on
obtient dans les deux parties suivantes, toujours par aépardes énergies,
des résultats plus généraux de multiplicité pour I'équatde Sobolev et
celle de Sobolev Poincaré. On s’inspire de I'article de Held@ugon [29] ou

le cas de I'équation de Sobolev en présence de groupe d'tsestinis est traité.

Dans la deuxieme partie, nous étendons le principe de [28]cadre plus géné-

ral grace aux résultats de Faget [17] pour des équationgpaeSgbolev.
Dans la troisiéme partie, nous I'adaptons aux équationstel8v Poincaré.
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Deuxieme partie

Multiplicité de niveaux
d’énergies pour des solutions
positives de I'équation de
Sobolev en présence
d’isométries
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Chapitre 5

Multiplicité de solutions
positives de I'équation de
Sobolev par séparation des
énergies

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensisrs.
Le point de départ de ce chapitre est la recherche d’exerdplesultiplicité de solu-
tions pour I'équation de Sobolev :

Agu+au = furs (E3)

ola > 0, f € C¥(M) est strictement positive ete H2(M), u > 0.
La technique utilisée est inspirée des travaux de HebegMa(29] ou des résultats
de multiplicité sont obtenus pour des équatioBg)(particulieres : celle de Nirenberg
et de Yamabe. L'outil principal pour obtenir des solutiomtegmtiellement dférentes
est de leur imposer des invariances par des sous-groupesuapegdes isométries de
(M, g) notelsomy(M). Pour que ces solutions soient ensutfeetivement diérentes,
il suffit que leur énergie le soit (voir la définition 1.2).
Nous généralisons ici ces résultats grace aux travaux det [Fag] et [18] sur I'in-
fluence d’'un groupe d’isométries sur I'inégalité de SoboMaus obtenons alors par
cette méthode des résultats de multiplicité de solutions péquation de Sobolev en
présence d’'isométries :

Agu + au = funs (E”S)
ouk > 0 est la dimension minimale des orbites des groupes d’igigséhtroduits.
Lorsqu'il existe une orbite finie, donc lorsqke= 0, on retrouve I'équationksy).

Plus précisément, on met en évidence des fonctforedles qu’il existe un intervalle
pour le paramétre sur lequel il existe deux (ou plus) niveaux d'énergie de tbohs

différents pour I'équationgg) ou (Eé), et donc deux (ou plus) solutiondidirentes.
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5.1 Introduction

a) Quelques rappels sur I'inégalité de Sobolev, I'équatiode Sobolev
et les invariances par groupes d’'isométries

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, de dimensinrs.
En premier lieu, nous rappelons l'inégalité de Sobolevropte. La continuité de
I'inclusion de I'espace de Sobold\if(M) dansL%(M) donne l'existence de deux
constanteé\ > 0 etB > 0 telles que pour tout € Hf(M),

Hul, < A(IV Ul + Blul3). (1a8)

Hebey-Vaugon dans [30] montrent, grace a une étude prétise"phénomene de
concentration", quU&, = W‘M,ﬂ est atteinte. En particuliei,, est la borne inférieure
desA > 0 pour lesquels il existe une constaBte O telle que l'inégalitél(xg) est vraie
pour toutu € Hf(M). On rappelle qu&, est la meilleure constante dans I'inégalité de
Sobolev euclidienne au sens ou elle est la plus petite auessérictement positivi

pour laquelleon a :

. \@-2m
Yu e CY(R"), (f |u|-2 dx) < Kf [Vul® dx
RN RN

La constant&\ étant fixée a cette valeur, on défiBig(M, g) comme la borne inférieure
desB > 0 tels que I'inégalité Ixg) est vraie aved = K, pour toutu € Hf(M).
Hebey-Vaugon [28] montrent la validité sur toute variéEmannienne compacte de
dimensiom > 3 de "l'inégalité de Sobolev optimale" :

Vue HIM). Ul < Ko (IVUl + Bo(M. llul). (g7

Précisons que la valeur exacte Bg(M, g) n’est actuellement connue, dans le cadre
des variétés compactes, que pour la sphére standard otealiByS", h,) = @.
Pour les autres variétés, on ne dispose que de minoratigasfets de majorations de
Bo(M, g). Elles sont présentées dans la sous-section 5.1.e) et mbgtre, contraire-
ment aK, qui ne dépend que de la dimension de la variBgeM, g) dépend en plus de
sa géometrie. Lorsqu’il n'y a pas de confusion possible, ate By g pourBo(M, g).

Ce premier rappel étant fait, on s'intéresse aux solutidristeament positives
d’équations du type :
Agu+au = fuP™t (Ep)

oup > 0,f € COM) eta > 0. Le probleme d’existence de solutions d&) ap-
partenant éHf(M) a déja été assez largement étudié : ppur % la méthode va-
riationnelle donne assez directement I'existence de isoisifgrace a la compacité de
I'inclusion Hf(M) c LP(M). Pourp = % I'inclusion n’est plus compacte, I'existence
de solutions est plus ficile & obtenir et la constant&, = m joue alors un réle

essentiel (voir le théoréme E). Ainsi, 2 % est la valeur "critique" pour la compacité
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de linclusionHZ(M) ¢ LP(M). Enfin, lorsquep > 2%, l'inclusion HZ(M) c LP(M)
n'a plus lieu et la technique présentée ici ne permet pa®dedr de solutions a I'équa-
tion (Ep).

Cependant, il existe d’autres techniques permettant devérodes solutions pour
I'équation Ep) lorsquep > 2. L'une d’entre elles résulte de la méthode variation-
nelle classique mais ou on impose aux solutions d'étre iantgs par un group&

d’'isométries de la variété. On introduit pour cela les riote :

H]2_,G(M) {ue Hf(M),VO' eG,uo0 = U}
CE(M) = {ueCP(M),Yo eG,uoo = U}

Le groupeG agit sur la variété et on utilise le vocabulaire classiquessu : pour
x € M, 0% = {0(X),o € G} est l'orbite dex sousG etS$ = {0 € G,o(X) = X} est
le stabilisateur dex. On notek > 0 la dimension minimale de&S-orbites. Une orbite
O est dite principale si pour toyte M, S$ posséde un sous-groupe conjuguiba
Les orbites principales sont de dimension maximale (margdgproque est fausse).
La réunionQ des orbites principales est un ouvert densé/idet /G est une variété
quotient (voir la définition suivante). Plus précisémentetantrg la surjection cano-
nigueng : Q — Q/G, le triplet (g, Q, Q/G) est une fibration dont chaque fibre est une
orbite. Pour tous ces résultats, on renvoie par exemple @orf5] et a Gallot-Hulin-
Lafontaine [20]. Dans le cas ou toutes les orbites sont jpahes, on utilise dans notre
travail le vocabulaire suivant :

Définition 5.1. Soient(M, g) une variété riemanienne compacte et G un sous-groupe
de Isong(M). Sitoutes les orbites sous G sont principales, alors on dit@tpermet le
passage au quotient” : cela signifie que sur I'espace tofgloggM/G, de I'ensemble
des orbites, il existe une unique structure de variété etwrigue métrique rieman-
nienned induite par g telles que : M — M/G soit une submersion riemannienne.

Gréace a l'introduction de sous-groupesldermy(M), Hebey-Vaugon [30] montrent
que la valeur de I'exposant "critique" pour la compacité ohesusions des espaces
de SobolevG-invariants dans les espack’ peut étre augmentée jusqu’a une valeur
notée 2 = % > 2° qui, s'il n'y a pas d’orbite finie, est strictement supériear? :

Théoreme C(Hebey-Vaugon [30). Soit(M, g) une variété riemannienne compacte
de dimension iz 3. Soit G un sous groupe compact de 1g0kh) et k> Ola plus petite
dimension des orbites sous G

Sin-k < 2 alors pour tout g> 1, HiG(M) c LY9(M) et l'inclusion est continue et
compacte.

Sin-k > 2 alors pour tout ge [1, s>~

(n-k)

Elle est compacte seulement skq > .

2(n-K)

1. linclusion HZ ;(M) c L%(M) est continue.

L ) . 2(n-k) , ., s .
De la continuité de | mclusmrhifG c Li%* découle une inégalité fonctionnelle :

Théoreme D (Faget [18). Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous-groupe de Ig@i), k > 0la dimension minimale des G-orbites
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et A> 0 le volume minimum des orbites de dimension k. On suppose glen2 et
on note2* = 264 Alors, Ve > 0, 3B, (M, g) > 0,Yu € H2 (M),

Kn_k + &

lully, < ( )[HVun% + Beo(M, g)llul] (1)

n-k

et X”—_;: est la plus petite premiére constante pour laquelle lI'iné§arécédente peut

étre vraie pour tout e HiG(M). De plus, si une des deux hypothéég) ou (H>)
énoncée ci-dessous est vérifiée, alors il existeB tel queYu HiG(M),

Kn—k

g, < === [Ivullg + Bjul]. (5.1)

=
(H,) : pour toute orbite (2 de dimension minimale k 0 et de volume minimal

A > 0, il existe un sous-groupe d’isométries &6 > O tels que :

i) Sur Oy s = {x € M/dy(x, Oy,) < 6}, les G’-orbites sont principales.

ii) VX € Oy s 0f% c OF et Cifo = OE?O = Oy,

iii) VX € Oyys, A = voly0,, < VoIgO§.

(H>2) : pour toute orbite (2 de dimension minimale k 0 et de volume minimal
A > 0, il existe un sous-groupe normal de G noté H et 0 tels que :
i) Sur Oy s = {x € M/dy(x, Ox,) < ¢}, les H-orbites sont principales.
ii) OQ = OEEO = Oy,.
iii) VX € Oxps0 X ¢ Oy, dimCE > k.
iv) ¥x € Oy, X est un point critique pour la fonctiongy) = voIgO{,*.

Remarque 13. Notations lorsque qu'il existe un sous-groupe H vérifiant erdes
deux hypothése§Hi) ou (H2) : comme les H-orbites sont principales sug,Q
Oy,.s/H est une variété que I'on munit de la métrigiiénduite par g pour laquelle la
projection canoniquery : Oy, s — O,s/H est une submersion riemannienne. Pour
tout xe M, on définit la fonction & par viy(X) = volg(OY). Pour tout xe Oy, 5, 0n note

X = mn (O4) ety la fonction définie pa¥ X € Oy, 5/H, V4(X) = volg(rL(X)) = Vi (X).

Lorsque (5.1) est vérifiée, on définit la meilleure deuxiérapstanteByg(M, g)
comme la borne inférieure d&> 0 tels que (5.1) est vraie pour taut HiG(M). On

aalors :Yu € HZ (M),

2
lUllzay <

Kn—k
2
n-2-k n-k

(IIVull3 + Bog(M. g) llull3). (15°%)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on noy, s pourBoc(M, g). Des précisions sur cette
constante nous permettant d’exhiber des exemples de taitésont donnés dans la
sous-section 5.1.e).
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Comme dans le cas "sans isométries", I’inégaligé permet, grace a la méthode
variationnelle, d’obtenir des solutions, dans ce@aavariantes, pour I'équation :

Agu+au = fu?? (EY)

ou # = %ﬂ L'équation E”S) est appelée dans cette thése "équation de Sobolev
en présence d’isométries". L'existence de solutions powr telle équation s’obtient
classiguement par un probléme de minimisation sous comgra®n noteC, la fonc-

tionnelle définie par :

[Vuldvg + a [, uPdy,
Ya > 0,Yu e Hf(l\/l), Cy(u) = fM - f'\;/zﬁ -
(fM f|u|2”dvg)

que I'on minimise sur 'ensembl&y; = {u € HiG(M),fNI flu? dvy > 0} et on note

Ts = inf Cy(u).
UeAL
Faget montre alors le théoréme d’existence de solutionausui

Théoreme E (Faget [17). Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension N> 3, G un sous groupe de Isg), k > 0 la plus petite dimension des

G-orbites, A> 0 le volume minimum des orbites de dimension ¥ et % Soient

« > O et f e CO(M) invariante par G et de maximum strictement positif. On sisgpo

que n— k> 2. Alors

A
To < — (5.2)
Kn-k (supy f) <
et si ,
Anx
To < — (5.3)
Kn-k (supy f) =
alors il existe ue C2(M) N AL strictement positive vérifiant I'équation :
Agu+au = fuZ1 (EY)

et telle que u est un minimiseur poYig au sens ou Q(u) = Yg.

Remarquons qu’une condition nécessaire pour I'existerceotltions éE”S) est
supf > 0. Nous nous placons dans la suite sous I'hypothése pluctiest f > 0.
Pour I'étude de ce type d’équatiolﬁgg), on définitle méme vocabulaire que celui utilisé
dans la premiére partie pour I'équation de Sobolev Poincaré
Définition 5.2. : Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiarn
G un sous-groupe de Isg(M) et k > 0 la dimension minimale des G-orbites. Soit
ue Cé(M) une solution dtﬁE‘é). L'énergie d’une telle solution est définie par :

8(u)=f FUj*2% dlyg,.
M
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D’autre part, cette solution est dite-@ninimisante si

Co(u) = Tg = uier;):+ Co(u).

Ainsi, I'énergie d'une solution u qui est G-minimisanteifiér.

n-k

Eu)=7s . (5.4)

b) Existences de solutions positiveG-minimisantes pour(Eﬁs)

Le théoreme d’existence E implique des conditionS§isantes sux > 0 etf €

Cg(M) de I'équation Eé) pour avoir I'existence de solutions. Tout d’abord, lorequ
f = 1, on obtient par définition dBy s et par I'inégalité (5.3) du théoreme E :

Corollaire 5.1. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien3
Soient G un groupe d'isométries &, g) et k > 0 la dimension minimale des
G-orbites tel que n- k > 2. On suppose que 'inégalité de Sobolev optimale en pré-
sence d'isométried °7') est vraie. Si

0 < a < Bog(M,9),

alors il existe ue HfG(M) solution G-minimisante strictement positive de I'équation

n+2-k

Agu + U = un-2x, (Eé)
D’autre part, le test de la fonctiond A§ dansC, donne, toujours grace a (5.3) :

Corollaire 5.2. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien3
Soient G un groupe d’'isométries @, g), k > 0la dimension minimale des-€arbites
que I'on suppose vérifierak > 2, A> 0 le volume minimal des orbites de dimension
ket fe C2(M) telle que|, f dvy > 0. On notef f dy, la valeur moyenne de. &i

A (ff dvg)"n_zkk

supf

o< —
Vaik Kn_k

alors il existe ue HiG(M) solution positive et Gminimisante de I’équatio(E”S).

Cependant ce corollaire ne sera pas compatible avec legtiomsdle multiplicité.
Nous nous servirons d’un autre résultat obtenu par FaggofiL@lle calcule la valeur
de la fonctionnell&€, (dans le cas oti est constante égale & 1) pour des fonctions test
obtenues en renda@-invariantes celles utilisées classiquement et que I'oréagn-
tées dans le lemme 1.2 de la premiére partie. En adaptanasnan au cas olf n'est
pas constante, on obtient :

Corollaire 5.3. Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiarin
G un sous groupe de Isg(M),k > 0 la dimension minimale des G-orbites que 'on
suppose Vvérifier  k > 4, A > 0 le volume minimal des G-orbites de dimension k et
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Xo € M un point dont I'orbite sous G est de dimension k et de volum@nisuppose
gu'il existe un groupe d’isométries H pour lequel 'une desid hypothese$Hi) ou
(H>) du théoréme D est vraie. On note alarg : Oy, s — O,s/H etg la métrique
quotient induite par g sur Qs/H. Soit enfin fe Cé(M), dont le maximum est atteint
en X%, si les conditions suivantes sont remplies

(N-4-K) Agf(x5) = O
(5.5)

3
o < g2k (24509 4 g cay(x;))

alors il existe une solution positive-variante et G-minimisante a I'équatio(}E”S).

Remarque 14. Si les G-orbites sont toutes principales (c'est-a-dire si G permet
le passage au quotient) et de volume constant, alors le laimlprécédent donne
I'existence d’une solution G-minimisante et —invariantmp(Eﬁs) dés quexr > 0O et

fe Cé(M) de maximum atteint emyx M vérifient :

(N-4-K) Agf(x0) = 0
{ (5.5.bis)

@ < Fo Tl 21_—k|<) S cap(xo)

Démonstration du corollaire 5.3
SurOy, s, 0N considere pour > 0 les fonctions :

_ (8+ r2)1 N/2 (8+62)1_N/2

ouf = dg(.,Xo) et N = n— k. Alors, en notant, = 0, o 7y et grace aux formules
de passage (5.8) et (5.9) présentées au début de la déntionsirala proposition 5.4,
des calculs maintenant classiques (bien que techniqudomg) et analogues a ceux
détaillés dans le lemme 1.2 donne :

Colls) < =

Kn f(x0)/2 L
[t (42 ¢ SR - 209 o) -o(e)]  pourn -k 4
x[1+ s'gs(Scab(Yo)+%X(%) _6(1)+o(3|n3)] pourn—-k=4
Or

Agf(%0) = Agf (x0).
On montre ce résultat de la maniére suivante : pourwoatC°(Oy, s) & support com-
pact, gréce a des intégrations par parties et aux formulgasieage (5.8) et (5.9), on
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f Agf wdyy = f Vivw dy = (VW) 0 74 g
Oyp6 Oyp.6 Oyy5
= f v VW) Uy dv§=f Agf U — VY0 ) W dyg
Oyp6/H Oyps/H
= f Agf = VIVINTy) Wy dv§=f [(Ag T = VIV INT ) W] 0 7y g
Oxgs/H Oxg6
- LL@JQ&F—§f~mv@ongNd%
d’'ou

Agf (%) = (Agf = VIV InTy) (%0)
et comme d’apres les hypothesg f ou (H>), le pointXxg est critique poury, on en
déduit bien qué\g f (o) = Agf(Xo). Alors (5.5) implique

A2/(n-K)

Colu) < —
a( s) Kn—k supfz/zn

et le théoréme E permet d’achever la démonstration.

c) Unicité et multiplicité pour des equations critiques de ype (Eg) :
Nous commengons par donner les principaux résultats cafinngité de solution
pour I'équation de Yamabe :

Agu + Scaju=u*"1 (Evy)

n-2
4n-1)
Proposition 5.1. 1) Sur la phére standar@S", h,) ou Scal, = n(n - 1), il existe une

n-2
infinité de solutions pour 'équatio(Ey) : la solution constanter = (*52) * ainsi
que les fonctionsgp définies dans Aubin [2] par

n-2
nin-2 B n
Usp = ((T)(Bz - 1)) (1-cosrp)'
oupB > 1 et rp est la distance géodésique a un point P donné de la sphees &fit
toutes la méme énergie :

&(usp) = £ = Ky 2.

2) Sur une variété riemannieniidl, g) compacte non conformémengdomorphe
a la sphére standard, I'équatiofEy) admet une unigue solution (qui est la solution
constante) si I'une des conditions suivantes est vraie :
a) Il existe une métriqug conforme a g pour Iaquellﬁ,I S cajf dvg < 0 (Aubin [2])
b) Il existe une métrique conforme a g qui est d’Einstein (Ofa43).
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Un autre résultat d’'unicité intéressant concernant deaténs plus générales que
(Ey) est obtenu par Gidas et Spruck [21]. La version présentéssicdue a Bidaut-
Véron et Véron [4] :

Proposition 5.2 (Bidaut-Véron, Véron [4]). Soit (M, g) une variété riemannienne
compacte de dimension: 3 dont la courbure de Ricci est notée Ri©On suppose
gu’il existea > Otel que :

4(n- 1)

Rigg >

n(n— 2)
I'inégalité devant étre stricte $M, g) est conformementﬁeomorphe a la sphére stan-
dard. Alors la solution constanig= a"'* est la seule solution strictement positive de
I'équation

(5.6)

Agu+au:u%§. (E )

Remarque 15. Sur la sphére standard il y a donc unicité de la solution égliation
(ES) dés quer < ”(”‘ etpoura = X2 j|y a une infinité de solutions qui sont toutes
de méme énergie. A|n5|, pour obtenlr un résultat de mutiiglisur la sphere standard
par séparation des énergies pour I'équatigEt) ou a €]0, @], il faudra supposer

f non constante.

Pour obtenir des multiplicités de solutions sur la sphéarddrd a partir de I'équa-
tion (Eg), Esposito [16] n’introduit pas de fonction non constante ezosd membre
mais permet au paraméted’étre non constant. Il obtient le résultat suivant, qui ne
nous sert pas dans la suite mais que I'on mentionne tout desrpéuor culture :

Proposition 5.3(Esposito [16). Sur la sphére standar&", h,), on considere I'équa-
tion
Apu+a(X) u = u%%, (5.7)

ol ue HZ(S"),u> O eta € CO(S") définie pour x S" ete € R par

nin-2)
4

a(X) = +eF(X) + G(g, X)

telle que|G(e, X)|| = o(g) quande — 0. Alors pourle| petit, 'équation (5.7) admet une
solution; elle en admet au moins deux solutions si F changggiee et n> 4 ou si
n=3et [, F dw, = 0avec Fz 0.

d) Vers la multiplicité

L'objectif de ce chapitre est d’obtenir des résultats de muiplicité de solutions
positives pour les équations de type ' crmque"(E ) et (E) par séparation des
énergies. Ces équations sont dites "critiques” dans le semsl I'exposantcrit — 1
du second membre (égal 2" — 1 dans(Eg) et az-1 dans(Eé)) correspond a une
valeur pour laquelle il y a perte de compacité de l'inclusionde Hf(M) ou HiG(M)

dansLet(M).
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SoientG; et G, deux sous-groupes dsory(M). On notek; > 0 la dimension
minimale de<5;—orbites etA; > 0 le volume minimale de&;—orbites de dimension
ki. Sous les hypothésegH{) ou (H) garantissant la validité delgl"’pt), on note

Bog (M, g) la seconde meilleure constantg'(’pt) etonaalors:

(VU + Bog (M @) UIB). (ISP

Kn_
2 2 n—k
Vue Hl,Gi(M)’ ” u”i@;k) < Ek

n

L'idée est alors de trouver deux solutions (ﬁlgx, I'une invariante paf;, l'autre par
G et d'imposer des conditions pour gu’elles aient des éngwjitérentes. Pour cela,
on choisitG; etG; tels que

k1=k2=|( et A1<A2.

L'hypothése d'égalité des dimensions minimales des ahitst indispensable car
sans elle, les deux solutions ne vérifieraient pas la mématiégupuisque I'exposant
2¢ — 1 = MZX changerait de valeur.

L'hypothéseA; < A, permet aux actions des deux groupes d'étre "asdézreintes”
pour pouvoir potentiellement séparer les énergies des sidukons .

Sous réserve que les conditions d’existence et cellesaddarséparation des énergies
soient compatibles, on obtient deux solutionsfédentes. Cette compatibilité se
montre grace a des contrbles précis sur les secondes medleonstanteBy g (M, g)

et Bo(M, g). Les renseignements dont nous disposons actuellementseoostantes
et qui nous servent pour établir des exemples de multiglisiint exposés dans la
sous-section suivante.

e) La seconde meilleure constantB, (M, g)

Commengons par examiner le cas particulier d’'une varidég] ou l'ac-
tion du groupeG permet le passage au quotient (c’est-a-dire pour laqualites les
orbites sont principales, voir la définition 5.1) et ou lekitas sont de volume constant.

Proposition 5.4. Soient(M, g) une variéte riemanienne compacte de dimensien
sur laquelle opére un groupe d’'isométries G permettant Igspge au quotient et tel
gue les G-orbites sont toutes de méme dimensientel que n- k > 2 et de volume
constant A> 0. Alors (1$°P) est vraie et

Boc(M, g) = Bo(M/G, §),
ou g est la métrique quotient induite par g sur/@l.

Démonstration de la proposition 5.4 :
La validité de linégalité (S°™) provient du fait que I'hypothéseH;) est immédiate-
ment vérifiée si on prend comme sous groupe norm& teegroupeG lui-méme.
L'action deG permet de définir la variét¥l/G sur laquelle on notg [a métrique quo-
tient induite parg surM/G, n la submersion riemannienne dd,(g) dans M/G, §) et
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¥ la fonction définie suM/G par : Yy € M/G, W(y) = volg(r(y)) = volg(Of).
Les formules de passage suivantes sont vaIabﬁé&:Hf(M/G), ennotanu=0on

faondvng Vﬂdvg:Af 0 dyg (5.8)
M M/G M/G
et

f [Vg(liom)|? dvg = f V5% orr dvg = f UVgl° dvg = A f Vil dvg. (5.9)
M M M/G M/G

L'inégalité de Sobolev optimale sur la variétél (G, §) de dimensiom — k s'écrit :
Vi e H3(M/G),

%
( f o dv@)z < Knk [ f V5% dvg + Bo(M/G, §) g dv(;;}.
M/G M/G M/G

Et, en utilisant les formules de passage rappelées ci-gessuevient surll, g) :
Yu e HZ (M),

2/2*
( f u? dvg) < K”j [ f IVui? dvg + Bo(M/G, §) f uzdvg].
M Arx [IM M

Ainsi (Ig) est valable poue = 0 et on peut définir la seconde meilleure constante
Bo.c(M, g) qui par sa minimalité vérifiByg(M, g) < Bo(M/G, ).
Linégalité dans l'autre sens est obtenue en faisant leomamiement inverse : les

fonctions deHiG(M) vérifient I'équation de Sobolev optimale en présence d'iso

métries (S’Opt) sur (M, g), on passe cette équation sur la variété quotient grace aux

mémes formules de passage. C’est alors la minimalitB(®1/G, §) qui nous donne
I'inégalité voulue. La proposition est démontrge.

Faisons quelques rappels sur la seconde meilleure coa8gM, g) de I'inéga-
lité de Sobolev optimale sans isométriegob. La seule valeur actuellement connue
pour Bo(M, g) dans le cadre des variétés compactes est celle de la sphedas :
Bo(S", hy) = @. Sur une variété compacte, on sait seulementBp(#, g) dépend
de la dimension de la variété et de sa géométrie comme le enlensimple test de la
constante 1 dans l'inégalitéX") qui donne directement la minoration :

Bo(M, g) > ——. (5.10)
Kn v§

Une autre minoration est obtenue classiquement grace agtidos test particuliéres
présentées dans le corollaire 5.3 de cette partie ainsi gog l@ corollaire 1.2 de la
premiére partie :

n-2
4n-1)
Dans certains cas particuliers, il existe aussi des magmateBy(M, g). Dans [29],
Hebey-Vaugon traitent le cas de certaines variétés corfioramt plates :

Bo(M, g) > m'\?xs cal,. (5.12)
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Proposition 5.5 (Hebey-Vaugon [29). a) Soit G c O(n + 1) un groupe cyclique
d’ordre A agissant librement sur la sphéere standé®d, hy), n > 3. On munit $/G de
la métrique quotient g induite parhAlors

A?"n(n - 2)
4

< Bo(S"/G, g) < (1 + %2)(”%1) _14 ”(”4‘ 2) (5.12)

b) Soient S(t),t > Ole cercle de rayon t centré @ndansR? et S'(t)x S"1la variété de
dimension r>= 3 munie de la métrique;hx h,_; produit des deux métriques standards
de S'(t) et S™1. Alors

(n-2y
4

En ce qui concerne I'estimation de la seconde meilleuretaotsBy (M, g) de
I'inégalité (I g"pt), seules des minorations sont connues. Elles sont obtenng$édget
[18] gréace a la technique classique qui consiste a testdodeBons particuliéres dans
(Ig'om) (voir la démonstration du corollaire 5.3 pour le détail dafuls) :

(n-2y
4

1
< Bo(St(t) x S™ 1, hy x hyy) < yTe } (5.13)

Proposition 5.6 (Faget [18)). Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n> 4. Soient G un sous-groupe de IsgiM), k > 0 la dimension minimale
des G-orbites tel que Rk > 4 et A> 0le volume minimal des - ©orbites de dimension
k. On supppose gu’une des deux hypothég6é3 ou (H>) du théoréme D est vérifiee
pour un sous-groupe H d’isométries. Alors

X -2- _ . 3A5WH(X
Boo(M, g) > max] A _N=2=K (g iz + 2O g 14
Sk An-k-1) A
g n-k

Avant de présenter nos résultats, précisons que le but de mavail est d’obte-
nir des résultats de multiplicité mettant en évidence le féhdamental de la seconde
meilleure constante. Nous n’avons pas exprimé les théawex les hypotheses opti-
males (relatives aux techniques utilisées) car cellesti glors trés techniques et peu
lisibles. L'objectif est essentiellement de donner de nmuak exemples de multiplicité

de solutions positives pour les équations de Sobolev erepcés:i’isométries&’é) et
(ES).

5.2 Premier groupe de résultats obtenus par séparation
des énergies

On commence par une premiére technique qui s'inspire desmaements de
Hebey-Vaugon [29] pour le probléme de Nirenberg et les ¢adiséx.

5.2.1 Enoncé du théoreme 5.1

Pour faciliter I'écriture du théoreme général ainsi que&adnstration, on introduit
une inégalité écrite volontairement sous la forme géné&alante : poucrit > 2 fixé,
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dP>0,dD > 0,Yue H,
uliZ;, < P[Ivull3 + Dijuli3] (Irp)

oUH est un espace fonctionnel inclus dai&M) et ot (pp) provient d’une inclusion
critique (au sens ou elle est continue mais non compacti) diensL " (M).

Citons les deux cas dont nous nous servirons :

crit = 2

n-—2
Cas1:H =H#(M)alorspourtout >0,4 P = Ky+e&
D = B.(M,g

L'inégalité (Ipp) est alors I'inégalité de Sobolev classique)(et d’aprés Hebey-
Vaugon [28] sa version optimale (c'est-a-dire peut 0) est valable sans hypothése
supplémentaire.

Pour le second cas, on introduit un sous-gro@ptes isométries dey, g) dont la
dimension minimale des orbites est nokée O :

crit = 20K
Cas2:H = H5(M) alors pour tout > 0,: P = :”—%k +te
D = BS,G(M’ g)

L'inégalité (Ipp) est alors I'inégalité de Sobolev non optimale en présetiserdétries
(19). Pour pouvoir prendre = 0 c’est-a-dire travailler avec l'inégalité optimale
(IS’Opt), il suffit d’aprés le théoreme D qu’une des deux hypothesfs ou (H>) soit
vérifiée.

Notre résultat s’énonce sous la forme générale suivante :

Théoréme 5.1.Soit(M, g) une variété compacte de dimension 3. Soient G et G,
deux sous-groupes de | sg(ivl) tels que les G et Gy-orbites aient la méme dimension
minimale k> 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal des @rbites de
dimension kOn suppose que

A]_ < A2.
Soiente € R} et f € chUGZ(M) une fonction strictement positive, on suppose qu'il
existe deux solutions strictement positivesﬁE@ :une solution y € HiGl(M) qui est

Gi—minimisante et une solution & HfGZ(M), Gz—minimisante.
Si poure > 0, le réela vérifie les trois inégalités suivantes :

i) @ < Bg, (5.15)
. 4 — crit)cri
i) o > ( Czt)cmD (5.16)
i) o > Bsg,- (—2) 1|
A Knk+ & Vg 00 pL
4 ) . crit f (Crlt—zf)(nk—)sz)
—crit)erit\2 [ s "
(( it) ') up (5.17)
4 £ fdy
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ou B, est la seconde constante da§) et ouff dyy est la valeur moyenne de f,
alors
E(uy) < &(w).

En particulier, les solutionsyuet w sont dfférentes.

Remarque 16. Pour que les conditions)iet ii) soient compatibles, il faut que
(4—crit)critD <B

4 - E,GZ' o . e . . . . ..
Pour que les conditions i) et iii) soient compatibles, il faue crit < 4, ce qui intro-

duit des restrictions sur la dimension, et aussi gue K,_x ((ﬁ—i)z/(n_k) - 1). De plus,
ii ) est d’autant plus facilement vérifiée pamquee est petit ce qui justifie le fait que,
lorsque c’est possible, on choisit la forme optim@le= 0) des inégalités utilisées.

Ce théoréme montre aussi que si le paramétkeérifie i) et ii), alors on peut trouver
une fonction f pour laquelle iii) est vérifiée. Effat, f est indépendante de tous les
autres parametres du probléme (contrairement; & exemple dont la variation en-

traine aussi celle de §&,). On peut donc augmenter le rappoﬁ%, par exemple
9

en augmentant la valeur maximale de f tout en gardant sa vaheyenne constante,
jusqu’a ce quex vérifie iii). Remarquons que cela est possible dés que lgpgrengen-
dré par G et G, n’est pas transitif sur la variété (auquel cas une fonctiovairiante
par ces deux groupes est nécessairement constante).tk ekiac des coupldg, f)
remplissant les trois conditions de multiplicité. Rest&ngérifier la compatibilité entre
les conditions d’existence et de multiplicité.

On énonce maintenant les versions du théoréeme 5.1 suivaoig deP et D
que I'on fait pour I'inégalité [pp). On les donne dans le cas optimal, c’est-a-dire
avece = 0. Dans [29], Hebey-Vaugon utilisent comme inégaligs] I'inégalité de
Sobolev optimale sans isométridgp(). En utilisant cette méme inégalité poupg),
nous généralisons leurs résultats dans le théoréme 50aa} le théoréeme 5.1.b),
I'inégalité (IS’Opt) est utilisée pourlep), ce qui donne des nouveaux résultats de
multiplicité.

La premiére version correspond au cas 1 ou I'inégalig)(utilisée est I'inégalité
optimale de Sobolev §) :

Théoréme 5.1.a).Soit (M, g) une variété compacte de dimension-nd. Soient G
et G, deux sous-groupes de |sg(i), tels que les G et G,—orbites aient la méme
dimension minimale k 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal des
Gi-orbites de dimension IOn suppose que :

A]_<A2

et que les deux inégalités optimalg§-°™) et (15°™) sont vraies.
Soiente € R} et f € C&UGZ(M) une fonction strictement positive, on suppose qu'il

existe deux solutions strictement positiveséE@ :une solution y € HiGl(M) qui est
Gi—minimisante et une solution & HiGZ(M), Go—minimisante.
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Sile réela > 0 vérifie les trois inégalités :

) @ < B (5.18)
.. n(in-4)
i) a = 27 Bo(M, 9) (5.19)
2 4 2
A, \7x R0 | -2
1 Vénfk)(nfz) K rF
= G
l’l(l’1—4))"_2 supf |92
5.20
((n—2)2 (ffdvg (5.20)

Alors
S(Ul) < S(UZ).

En particulier, les solutionsjuet w sont dfférentes.

Notons que I'hypothése > 4 résulte de la remarque 16 cﬁ% >4on>4
La seconde version correspond au cas 2 ou I'inégdigg) (utilisée est l'inégalité de
Sobolev optimale en présence d'isométrike’(") :

Théoréme 5.1.b).Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensisn
Soient G et G, deux sous-groupes de Isg(l), tels que les Get G—orbites aient la
méme dimension minimalex 0 vérifiant n— k > 4 et soit A > 0 le volume minimal
des G-orbites de dimension kOn suppose que :

A]_ < A2
et que les deux inégalités optimalg§-°™) et (157°™) sont vraies.
Soiente € R} et f € chUGZ(M) une fonction strictement positive, on suppose qu'il

existe deux solutions strictement positivesﬁE@ :une solution y € HiGl(M) qui est
G;-minimisante et une solution & HZ 5 (M), G;—minimisante.
Sia > 0 vérifie les trois inégalités :

)] a < Bog, (5.21)
} (n—K)(n—4—- k)
||) a > W BO,G2 (522)
2 2
K n-k
III) a > B(),G2 - (%) -1 ;A\Z
1 VaTk Kn-k

((n— K(n -4 - k))m[ supf ]” (5.23)

(n-2-Kp? ftdy,

Alors
S(Ul) < S(UZ).

En particulier, les solutionsjuet w sont dfférentes.
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Remarquons que I'hypothése — k > 4 résulte de la remarque 16 car

crit_ﬁ(”zk&>4<:>n k> 4.

D’autre part, le théoréme 5.1 permet, en choisissant undléade sous-groupes
d’'isométries convenable, de séparer les énergies d’adtasblutions que I'on veut,
pourvu que l'inégalitdii) soit vérifiee de proche en proche. On énonce ainsi le corol-
laire suivant :

Corollaire 5.4. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiegn3
Soit(Gi)ier une famille de sous-groupes de |s¢M) tels que les inégalités de Sobolev
optimales en présence d’isométri(dg"o"t) soient vraies. On note pourd |,k > 0

la dimension minimale des;&orbites et A > 0 le volume minimal des Gorbites de
dimension ket on suppose qué € |,k = k.

Soit f € CO .G (M) une fonction strictement positive. On suppose que pouriteuf

il existe une solution minimisante posmveequGl (M) de(E”S).

Sia € ['(‘rg'lz‘)‘z)Bo(M,g), minici (Bog,)| etsi:Viel,Vjel, telsque A< Arona

2(n-2-k)

(n— 2)2)nz[vffdv]<" Rr-2)

K n-00-2) k)(n 2)
A‘ n(n—4) supf

K

|N

(%)” k >1+ (B()G| —a)

TN

M
Alors
8(Uj) < 8(Ui).

5.2.2 Exemples

Dans cette sous-section, on exhibe des exemples pour Issgseconditions
d’existence et de multiplicité sont compatibles : plus Eé&ment, on montre que pour
f fixée, bien chaisie, il existe tout un intervalle pour le paérea sur lequel I'équa-
tion

Agu+au = fuZ1 (EY)

admet au moins deux solutions positivefi@tientes. On utilise le corollaire 5.3 pour
obtenir des solutions d(Eﬁ) :

a) De la multiplicité pour le probléme de Nirenberg a un intewalle de multi-
plicité pour une équation plus générale sur la sphére
Un exemple important d’équation du tyﬂéﬂso apparait dans les problémes de courbure
scalaire prescrite : sur une variété,(g) de dimensiom > 3 et de courbure scalaire
S cal,, on cherche quelles conditions une fonctibre C*(M) doit remplir pour étre
la nouvelle courbure scalaire de la variété aprés un chaegete métrique conforme.
Ce probléme revient a trouver les fonctiohgour lesquelles il existe € C*(M)
strictement positive solution de I'équation :

n-2 n+2
mScagu_ funz, (5.24)

Agu +

105



Sur la spheére standar@7, h,), ce probléme est généralement nommé probleme de
Nirenberg, et I'équation (5.24) devient alors :

nin—-2 e
Ap U+ (4 Dy fubs, (En)
Dans le cas oli est constante, (5.24) est I'équation du "probléme de Yathiabe
n-— 2 n+2
A ———Scaju = unz. E
gu+4(n_1) hu = un-z (Ey)

On s’intéresse ici a la multiplicité des énergies pour I'éiipn de Nirenbergy). Pour
obtenir une réponse positive, il faut gfiesoit non constante sinon, d'apreés la proposi-
tion 5.1, il y a une infinité de solutions poUgy) mais nos résultats ne permettent pas
de les distinguer car elles ont toutes la méme énergie.

Dans [29], Hebey-Vaugon obtiennent des résultats de ntigitdopour I'équation de
Nirenberg En). Nous généralisons leurs résultats en montrant que powicestfonc-
tions f non constantes, il existe deux solutions d’énergié&intes pour I'équation
(ES) sur la sphére standard :

Apu+au= fu* !

lorsquea appartient a un intervalle fermé de borne supériéﬂf&

Corollaire 5.5. Soit(S", h,) la sphére standard de dimension impaire>n5 sur la-
quelle opérent librement et G, deux sous-groupes finis dgrO+ 1) de cardinaux
respectifs A et A tels quel < A; < Ax. Soit f € CgluGz(S“) une fonction positive
dont les dérivées en un poing ¥ M ou elle est maximale sont nulles jusqu’a I'ordre
n— 3. Si f vérifie

supt | B _ M(-4)\((n-2y % 4pF?
£ 1 dw, g ( “® " an-2) )(n(n—4)) n(n-2)

Alors, I'equation(Eg) admet deux solutions positives d’énergies distincteaglinva-
riante par G, I'autre par G, lorsquea appartient a l'intervalle :

n’(n-4) n(n-2)
[4(n—2) ' 4

Démonstration du corollaire 5.5
Puisque les deux groupes firfdg et G, opéerent librement sur la sphére, ils permettent
le passage au quotient et on mu8it/G; de la métrique quotierd; induite parh,.
Puisque les orbites sont toutes finies de méme cardindh proposition 5.4 fiirme
que (<"°™) est vraie et que

2 -1
Az \?
(A_l) —1} (5.25)

Bog = Bo(S"/Gi, Gi).

D'une part, comme € Cg (M) et que ses dérivées ep sont nulles jusqu’a I'ordre
n — 3, on sait d'aprés Hebey-Vaugon [29] qu'il existe € Hie.(M) solution G;-
minimisante de I'équation de Nirenberg :
nin-2 .
Ap, Ui + —( 2 )Ui = fui2 -1
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c'est-a-dire de 'équatior(;) dans le cas ot = 2%2).

D’autre part, puisquéy, f(X) = 0, queG; permet le passage au quotient et que les
G-orbites sont de cardinal constant, la remarque 14 montikexiste u; € Hiei(M)
solution de E) dés que vérifie :

-2 _ -2
a< hSCab,(Xo,i) = n(n4 ).

ol Xoj = m(OE?O') avecr; : S" — S"/G;. Ainsi pour toutf vérifiant les hypothéses

du corollaire et pour tout < ™22 il existe deux solutionsy € H2; (M) etu, €

HZ . (M) & 'équation EY).

Maintenant, d'aprés le théoréme 5.1.a), ces deux solusionsd’énergies dliérentes
si les trois conditions (5.18), (5.19) et (5.20) sont véei@ar le coupleq, f).

La premiére o < By, est vérifiée dés que < @ car d’apres la minoration (5.11) :

~ nin-2
Bog, = Bo(S"/G2, 82) > ( 7 ).

La seconde (5.19) s'écrit ici comniBa(S™, hy) = 252 :

2(n —
oy -4
4(n-2)
Enfin I'hypothése (5.25) faite dans ce corollaire sur le @p Sf”g’\fm implique immé-

diatement que la troisieme condition (5.20) est vérifiéencar0. Finalement, lorsque
« apartient a 'intervalle non vide :

n’(n-4) n(n-2)

4n-2)" 4

il existe deux solutions d’énergiesfiirentes pour EZ) et le corollaire 5.5 est
démontré,

Remarque 17. L’hypothese iij du théoréme 5.1 impose a f une condition globale

portant sur le rapportfsf“‘zifv , alors que les conditions sur f pour avoir existence de
9

solutions sont purement locales : par exemple f doit étreéagplate” en un point ou

elle est maximale. Ces deux conditions peuvent donc étrpatibtes.

Ce corollaire généralise les résultats de Hebey-Vaugoh ¢29la multiplicité
est démontrée pour I'équation de Nirenberg, c’est-a-daesdle cas particulier de
(ES) ol = @. D’autres énoncés de multiplicité pour le probléme de Niegb
sont donnés dans cet article [29] : les énergies des sofutiont toujours séparées
grace a la méme technique, seule change I'hypothése as$esastence des deux
solutions. Ces conditions d’existence sont aussi comlpatiévec les conditions de
multiplicité du théoreme 5.1a) et des énoncés analogudsiacecorollaire précédent
en découleraient. Par soucis de briéveté nous ne donnogsgasrollaires.
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Remarquons pour finir que di est constante, on sait d’'aprés la proposition 5.2
que sur la sphere standard il y a unicité de la solutionE§ (orsquea < @. Le
corollaire 5.5 ne peut donc pas étre vrai dans ce cas. Onevérifidfet facilement
que sif est constante, alors I'hypothése (5.25) requise pour agypgtile corollaire
est impossible. Pour le montrer, on utilise la minoratiorl?) et les deux inégalités

n(n-2) > n?(n—4) et (n—2) > 1
2
fac) R
A

4 4(n-2) n(n-4)

B n’(n-4)\((n-2)y? = 4A2ﬁ
( 0,G; ~ 4(n—2))(n(n—4)) n(n-2)

) |
n(n4 )(Ai/ - 1)

4 2

4 AN
— 2/ 2/
n(n-2) A" — A"

2/n
A2 — T L

—=—— A"A" > 1
2/n 2/nA2 1

AT A

ce qui montre que (5.25) est impossible lorsduest constante.

b) Un exemple donné par le théoréme 5.1.a) avec des groupesgipermettant
le passage au quotient
Le théoréme 5.1.a) donne aussi des exemples de multidicitdes variétés non dif-
féomorphes a la sphére standard comme le montre le coeodlaivant :

Corollaire 5.6. Sur la variété produi(S*(t) x S™*,g = h; x h,_1) de dimension
n > 4, ot (Sk(t), hy) est le cercle standard de rayorn-t0 et (S™ %, h,_1) est la sphére
standard de dimension-a1, on considere les deux sous-groupes de |gdih définis
par Gy = Ry X lgn1 et & = Ry X g1 OU R et R, sont deux sous-groupes finis de
S (2) d’'ordres respectifs Aet A tels que A < Ay. Soit f e CéluGz(M) une fonction
strictement positive dont le maximum est atteintga ¥ et telle quehyf(xo) = 0. Si

et si f vérifie en plus

st |1 (0-2F 1) AT G (020
f fdy (&) -1 n(n—4) '

4 42
alors I'équation(Eg) admet deux solutions positives d’énergig#dentes lorsquer
appartient a l'intervalle :

nn-4)((n-22 1\ (n-2y
[(n—2>2( a +W)' 7 [

L'une des solutions est invariante pag Gautre par G,.
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Démonstration du corollaire 5.6
Dans cet exemple, les deux groupes permettent le passagetent. En &et, on a:

M/Gi = (S'(t)/R) x (S"*/lIgm1) = S* (%) x St

avec comme meétrique quotient induite gpla métrique produit; = hy x hy_1. De
plus, pouri € {1,2}, comme les orbites sont toutes finies et de méme cardind
proposition 5.4 &irme que (S""pt) est vraie et que

Bog = Bo(M/Gi.g) = Bo(S'(t/A) x S, g).

On dispose alors de I'encadrementBtgs, donné par (5.13). Nous allons voir que cet
encadrement est fisamment précis pour garantir la compatibilité entre legldt@mns
d’existence et de multiplicité.
Tout d’abord, la condition d’existence est donnée par (§)5qui s’écrit comme
Scal, (S'(t/A) x S™1) = (n— 1)(n - 2) et queAg f(xp) = 0

(n-2y

@< (5.27)

Remarquons que cette condition d’existence ne dépend par®dpeG;.
Maintenant, examinons les hypotheses du théoréme 5.lrmefiant de séparer les
energies de ces deux solutions. La premiére (5.18)s By, est vérifiée dés que

@ < 2 car par (5.13)Bog, > @52 La seconde, (5.19), s'écritici :

nin-4)
>
‘= -2y
Quant a (5.20), elle est vérifiée grace a (5.13) et a I'hys®H{6.26) faite suf car
a > 0.

Ainsi, existence et multiplicité sont compatiblesasivérifie a la fois (5.27) et (5.28)
c’est-a-dire dés que

Bo(S%(t) x S™ 2, g). (5.28)

nin-4)
(n-2)2

En utilisant la majoration (5.13), il $iit pour cela d’avoir

nn-4)((n-2% 1 (n-2)?
(n—2)2( 4 +4_t2)< 4

(n-2y

Bo(S(t) x S™1) < 2

ou encore )
i nin-4) v
4(n-2)2) °
ce qui est vrai par hypothése. Il existe donc deux solutiams ks énergies sontft-
rentes lorsque appartient a l'intervalle

nin-4)
=z

Bo(S(t) x S™ 2. g): @[

109



Le but des exemples présentésici est de donner des inesexiblicites de multiplicité
pour le paramétre. Or la valeur deBy(S(t) x S"1, g) n’est pas connue explicitement,
mais d’'aprés la majoration (5.13)

1 I, \YA
1. (n-2)
42 4

et on se contente de l'intervalle de multiplicité paune dépendant que des parameétres

du probléme :
[n(n—4)(i s (n—2)2)_ (n—2)2[

Bo(Si(t) x S™1,g) <

(n—2)2 \4t2 4 4
ce qui achéve la démonstratign.

¢) Un exemple donné par le théoreme 5.1.b) avec des groupespermettant
pas le passage au quotient

Nous exposons maintenant un exemple de multiplicité payudeles orbites des
groupes d’'isométries sont infinies et pour lequel I'actiimddes deux groupes d’iso-
métries ne permet pas le passage au quotient. Cet exenugledlte plus l'intérét du
théoréme 5.1.b) car dans ce cas le théoréme 5.1.a) n’apastit

Corollaire 5.7. : Sur la variété S(a) x S?(b) x S"3,n > 10 munie de la métrique g
produit des métriques standard dé(8), S?(b) et S™3, on considére les deux groupes
d’'isométries :

G = |51(a)><32(b) X O(n - 6) X 0(4) et G = 0(2) X 0(3) X lgn-a.

Alors, les inégalitégl S+°P) et (152°") sont vraies.
Soit % = (6, s, 20) € M C R™?, avech € S'(a) x S%(b) et 3 € S et soit fe CZ o,
une fonction strictement positive, maximale grielle queAqf(xo) = 0 et qui vérifie

supf 2m-3) % (n—5)? 5
>((4ab2) —1) (m) . (5.29)

Side plus
_Ey
— < b2 < (n 5) i
da (n—7)(3n% - 26n + 57)

alors il existe deux solutions positives d’energiegédentes pour I’équatior(E”S)
lorsquea appartient a I'intervalle :

(n-3%(n-7) . ((n-3)n-5) n-5 (2
g i e - on-7)) |

Remarque 18.L'étude détaillée de I'action sur la sphére standé&¥, h,,) de groupes
d'isometries de la forme @) xO(r2) x...xO(rp), avecyi_, i = m+1estdéveloppée
par Faget [18]. Dans le corollaire 5.7, on aurait pu écrire;Gous la forme générale
G1 = Isi@xs?() X O(r1) x ... x O(rp) avecyiy pri = n—2etVie[1, p],ri > 4. Notre
but étant de présenter un énoncé simple de multiplicité,réfepe se limiter au cas
particulier ou p= 2.

(5.30)
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Démonstration du corollaire 5.7
Analysons tout d’abord I'action des deux groupesus S'(a) x S?(b) x S"3.
PourG,, comme pour tout entier > 1, O(r) est un groupe d’'isométries transitif sur
la sphére standar®' 1, les G,-orbites sont toutes de la forng(a) x S?(b) x {z}, ol
ze S"3. Leur dimension est dore = 3 et leur volume constant égaka = 8r%al?.
L'action deG, permet le passage a la variété quotien/G, = S"2 ol la métrique
quotientds est la métrique standatg,_s de S"3. D’aprés la proposition 5.4]?2‘0"‘)
est donc vraie et :
_(n=3)(n-5)
= 2 .
L'action du groupeG;, quant a elle, ne permet pas le passage au quotient global, car
il existe des orbites non principales. L'étude détailléaction de sous-groupes d'iso-
métries de ce type sur la sphére est faite par Faget [18], dioiene ici les principaux
résultats. Soik = (6,y,2) € R> x R"® x R* avecd € S'(a) x S?(b), et (y,2) € S"3,
I'orbite de x sousG; est :

Bog, = Bo(M/G2, 82) = Bo(S™>, hn-3)

O = {A) x S™(r1) x S¥(r2)

oury = |lyll etra = ||Z]. La dimension maximale d&3;-orbites est dona -4 > 6 et
c’est la dimension d’orbites de pointstels quellyll # 0 et]|Z| # O. Si|ly|| = O, alors
0% = {6} x {Ogn-s} x S3 est de dimension 3 et || = 0, alorsOS* = {6} x S™7 x {Ogs}

est de dimensiom — 7 > 3. Il existe donc des orbites non principales puisque de
dimension strictement plus petite qoe- 4 > 6. Le passage au quotient global ne se
fait pas. La dimension minimale d&—orbites est 3, (on a bieky = k; = k = 3)

et le volume de&;-orbites de dimension 3 est constant égaha= ws = 27> > 1.

Les orbites de dimension et de volume minimum sont donc leisesrde point du type

Xo = (0, Ogn-s, ) O0UH € S(a) x S?(b) etz € S8, et

0% = {6} X {Opns} x S®

L'hypothése HH>) du théoréme D de Faget rapelée ci-dessus est remplie @atioh
du groupés; en prenant comme sous-groupe normabdde groupeH = Igigxsz(g) X
In_s X O(4). En efet I'orbite sousH d’un pointx = (6,y,2) oud € S'(a) x S?(b) et
(y,2) € S"2 c R"6 x R* est de la forme :

Off = {6} x {y} x S*(9)

ou s = ||7| €]0,1]. Le volume maximal desi-orbite est atteinte ery. De plus, les
H-orbites sont toutes principales et on a b@th = OF := Oy,. Puis pourx ¢ Oy,

0% = {6} x S™7(Iyll) x S3(Izl)

avecllyll # O et||Z| # O et donodim(f1 =n-4>k=3carn> 10. Lhypothése {,)
est donc remplie et alors on sait que 'inégalité optimiaié"(pt) est valide.

On veut alors appliquer le théoréme 5.1.b). Les premiérpstmgses sont immédiate-
ment vérifiées puisque

n> 10, k=3 et A <Aycardal’ <1
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Le groupe engendré p&; et G, n'est pas transitif suM (carO(n — 6) x O(4) n’est
pas transitif suS"%) ce qui permet de choisir € CéluGz(M) strictement positive de
maximum atteint enxg et telle queAgf(xg) = 0.

Maintentant, pour obtenir deux solutio@s-minimisantes et invariantes ponEé(), on
utilise le corollaire 5.3. Pour le grou&,, comme le passage au quotient est possible
avecM/G, = S"2 et comme les orbites sont de dimension et de volume constants
(5.5.bis) s’écrit

_n=s n-3 _ (N=3)n-5)
a< a0 4)8 cah ,(S") = 2 . (5.31)
Pour le group&s,, (5.5) s’écrit :
n-5 _ 3 Ag, V1 (Xo0.1)
@< ey (S cap, (xo,1) + —A )

Or, on a vu que les H-orbites atteignent leur volume maximagedoncAg, ¥1(Xo1) >
0 (on utilise le laplacien des géomeétres). En ce qui conclxrmurbure scalaire,
d'aprés le lemme B.2 de 'annexe B,on a :

_ 2
Scah, (%) = 75 + (- 6)(n- 7).
Ainsi, pour avoir une solutios;—minimisante et invariante, il $fit que

n-5 3
4(n—4)\b?

@< +m—®m—n) (5.32)

Pour touta vérifiant (5.31) et (5.32), il existe donc deux solutions pdi@) : 'une
Gs-invariante et minimisante, I'auti®;-invariante et minimisante. Les énergies de ces
deux solutions sont fférentes si les trois conditions du théoréme 5.1.b) songésraia
premiéere (5.21)
n-3)(n-5
a < BO,GZ = %

estici vérifiée puisque par (5.31), omrac ©=22) | a seconde (5.22) s'écrit :

(n-3*(n-7)
- 4(n-5)
Enfin, la derniére condition (5.23) se réécritici :
n3 2/(n-3)
(n-3)(n-5) 2/ (n=3)(n-7)\">( supf
a> D279 (4ap?)2/-3) _ 1
2 ((42) N\ “o-sr 1 dv,

or f est choisie vérifiant (5.29) c’est-a-dire justement telle ¢p condition (5.23) soit
remplie. Ainsi, (5.31), (5.32) et (5.33) montrent qu’il ete¢ deux solutions d’énergies
différentes pourli”s) lorsquea appartient a l'intervalle :

(n-32%n-7) . ((n-3)(n-5) n-5 (2
g i (e - on- 7))

(5.33)
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intervalle qui est non vide caf 25" < 1 et car un calcul rapide montre que la
majoration (5.30) imposéel& implique que

(n-=3%(n-7) - n-5 (2

4(n-5) 4(n—4)\b?

Le corollaire 5.7 est démontrg.

+(n-6)(n- 7)).

5.2.3 Démonstration du théoreme 5.1

SoientG; etG, deux groupes d'isométries vérifiant les hypotheses du émeb.1,
a>0etf e chUGZ(M) strictement positive tels qu’il existe deux solutionﬂx:
Ui € HiGl(M),Gl-minimisante etl, € HiGZ(M), G»-minimisante. Par la définition 5.2
d’une solutionG;-minimisante de I’équatior%), ona

IVUill3 + alluill; = &) = T . (5.34)

Ainsi montrer queS(u;) < &(up) est équivalent a montrer quigs, < Yg,. D’apres la
majoration (5.2) du théoréme E, il&it donc de montrer que

=
Ay (5.35)
Knk(supf)2? = '

Début de la minoration de Y, : Grace a I’inégalitél@z) et a (5.34), on obtient :

2/2¢
1 (o P Avg)™ _ (suph?Z el

e o - o
2 ‘Y’GZ ‘Y’GZ
#
(supf)?? [Knk + ¢ ) )
< — |[IVU2l3 + B, lluali3]

T, A

(supf)?? [ Knx + &

2
G, A

nk
2

|75 + (Buc. - vl

Kn_k + &
2

A
Comme pair), B; g, — @ = 0, une majoration deu2||§ permet de poursuivre la majora-
tion de,riz.
Majoration de la norme L% deu, : soitO< r < 1, on prendp = u;, dans I'équation

(Eg) : 2 2
1 r+1 r+1
IVu, |13 = (r+1) f fud 1" dyy — MU f ubt dvg
M M

n-k

X2
TGZ

B.c, —
14 2% “||u2||§] (5.36)

4r 4r
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Or pour le terme comportant Ig, I'inégalité de Holder donne :

fZM dy, = f (FZu)? 217 dy,
M M
2 14r 1
oA off
< (f fu dvg) (ffdvg)
M
D’ou
(r + 12 P 2 5
||Vu22 13 < (ff dvg) (ffdvg) —ozf uyt dvg
4r M M M
Etd'aprés (pp) :
5o 2 5o
Vu,” II7 = |IU2 I3 — D lluy® I3
donc
o 14r

e 2 = T 2
1||u2 1”cnt = M (f fugﬁ dVg) (f f dVg) +(D - (r al 1) oz)f r+l dVg
4r M M 4r M

Si on impose @ la condition supplémentaire

4r
> — 5.37
T(r+ 1) ( )
on obtient avec (5.34)
(r+L)crit let P(r + 1)2 z 2;” %
(f u, * dvg) < (f fu dvg) (f fdvg)
M M
1-r
P 1 2 gzﬁ—hr (n-2-K o
MTG 3 (f f dvg)z (5.38)
4r 2 M
En posantr = m — 1, pour lequel on a bien & r < 1 carcrit < 4, l'inégalité
précédente donne directement une majoration de la nbfrdeus :
crit crit-2
4P 2 crit—2+n-k 2
2 =2
dg<[——| T, 2 fd 5.39
fM Uz OV = ((4 — crlt)crlt) 2 (f,\,, Vg) (5-39)

sous la condition (5.37) qui devient :
5 (4 — crit)crit
4
et qui est vérifiée par I'hypothég.
Fin de la minoration de (g, : on reporte (5.39) dans (5.36)

D

crit

crit—2
4P a cmzfz 2
1+(Bs~62‘“>(m) "2 (fodVG) }
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2
n-k
Or d’apreés le théoreme Hg, < Az—m donc commerit — 2 > 0,
Kn-k (SUpf) -k

Kn_
= S (supf)z/z”{%*s]
(e Azﬂ
crit-2 P%’t 4 LG f fdvg c”z(gz
1 B.g, — =3 : - M
F(Be K ((4—Crlt)cr|t) [ supf ]
n—k

Argument final : pour avoir (5.35) et don€(up) < E(Up), il suffit que

(supf)z/zﬁKL;k > (supf)z/zu[iKn_kJre]

AT AT

) crit crit—2
crit—2 P%ﬂ 4 Z deg 2
bR ) ()
K

5= \ (4 — crit)crit supf
n-k

ou encore en notarft f dvy = & |, f dvg la valeur moyenne dé :

2 crit-2 crit crit—2
(&)ﬁ Knk 4 Az% Kok ((4 - crit)crit)T supf | #
A1) Knk+e % 4 Vg f f dyg

Pz
ce qui est I'hnypothési ) de I'énoncé. Le théoréeme 5.1 est ainsi démoptré.

a > BE,G2 —

5.3 Deuxieme groupe de résultats obtenus par sépara-
tion des énergies

On énonce maintenant un résultat de multiplicité inspirkagbartie sur le probleme
de Yamabe de l'article d’'Hebey-Vaugon [29]. Le raisonnetgdobal est le méme
que pour les résultats précédents : on sépare les soluttans ¢ leurs énergies. La
différence est d’ordre technique, elle intervient lors de lzonadion de la normé? de
la solutionG,-invariante et minimisante.

5.3.1 Enoncé du théoreme 5.2

Théoréme 5.2.Soit(M, g) une variété compacte de dimension 3. Soient G et G,
deux sous-groupes de | sgfivl), tels que les Get G,—orbites aient la méme dimension
minimale k> 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal des @rbites de
dimension kOn suppose que :

A]_ < A2

et que les deux inégalités optimalg§-°™) et (15>°™) sont vraies.
Soienta € R} et f € CgluGz(M) une fonction strictement positive. On suppose qu'il
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existe deux solutions strictement positives pﬂigr) . une solution g € Hiel(M)’
Gi—minimisante et une solution & HiGZ(M), Go—minimisante.
Si les deux inégalités suivantes sont veérifiées :

)] a < Bgg, (5.40)
ArF — ATF inf f

2 2

II) a > BO,GZ_ =
Kok Vg*  (supf) (£ f dvy)™

(5.41)

opt:

ou By, est la deuxiéme meilleure constante de I’inéga(ligﬁ‘ ), alors

E(uy) < &(w).
En particulier, les deux solutions sonjj@rentes.

Remarque 19. Les conditions de multiplicité iet ii) sont ici immédiatement com-
patibles. Cependant, contrairement au théoreme 5.1, sigpode de 2 solutions;&
invariantes et minimisantes et givérifie la condition ), on ne peut plus "jouer” sur

la fonction f dans le but de rendre Walide puisque le rapporfil'r‘#2 est
(supf) 2 (£ f dvy) %
borné.

Le théoreme 5.2 prend une forme intéressante dans le cas foudton f du
second membre deEg) est constante égale a 1 et ou la condition d’existence de
solutionsG;—invariantes eiGj—minimisantes est donnée par le corollaire 54 <
min(Bog,, Bog,). De plus, on montre que dans ce cas, la solution triviale eoret
(qui n’existe que lorsqué est constante) peut étre renduiétiente des deux solutions
obtenues par le théoréme 5.2.

Corollaire 5.8. Soit(M, g) une variété compacte de dimensior 8. Soient G et G,
deux sous-groupes de | sgfil), tels que les Get G,—orbites aient la méme dimension
minimale k> 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal des @rbites de
dimension k tels que

Al < A2.

On suppose que les deux inégalités optimalgls"pt) et(lgz"’pt) sont vraies et que

= At
1
Bog,~ ——— <Bog,——— (5.42)
Kn_k Vé]ik Kn_k Vé]ik
1) Alors I'équation :
Agu+au = u?t (EY)

admet deux solutions positives d'énergigfégentes lorsque le parameétseappartient
al'intervalle :

2

A - AL
2

Kn_ k Vé]ik

Bog, — ; Min{Bog,, Bog,}| - (5.43)
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L'une des solutions est invariante par le groupg Gautre par Go.
2) Si de plus,
Azn%k
=3 < min{ BO,Gp BO,GZ} (5.44)
Kn_kvgfk

alors il existe trois solutions positives d’'énergiegfélientes pour I’équatior(l?‘é)
lorsquea appartient a I'intervalle :
AF - ATF 200

1
maxs Bog, — >
’ 2 7 \2/ (n=K)

{ Kn-k Vé]fk Kn« g

. (5.45)

} ; min{Byg,, Bog,}

Démonstration du corollaire 5.8
La partie 1) se déduit immédiatement du théoréme 5.2 quiraapuieu; etu, ont des
énergies diérentes telles qué(u;) < E(uy). Or u; estG,-minimisante don&(uy) =

nk
T, etd’apres la majoration (5.2) du théoreme E, on obtient

n

E(ln) < &) < A K 2.

=~

Commef est constante, la fonction consteum;,e:_oz"’—zzfk est solution delf‘g). Son

, . _ —k , . = -k
énergie vaug(U,) = a'z vq et est diférente de celle; etu des qued, K 2 < oz"Tvg,
c'est-a-dire dés que

Aé‘l—k
=z
Kn_k Vé]ik
Cela est compatible avec le fait quappartienne a I'intervalle de "double multiplicité"
(5.43) si

a >

Aznfk

=3 < min{ BO,Gp BO,GZ}-
Kn_k Vaik

Le corollaire est démontrg.

5.3.2 Exemples sur la variét&?!(t) x S"1

On donne, grace au corollaire 5.8, des exemples de muitgdisur la variété pro-
duit S1(t) x S"™* munie de la métriqug = h; x h,_; dans le cas ol est constante
égale & 1 pour I'équation

Agu+au = Vizad (Eé)
ouk > 0 est la dimension minimale des orbites. Pour le premier gkenon travaille
avec les mémes groupes finis que dans le corollaire 5.6 et edmn®, la multiplicité
est obtenue pour I'équation particuliere

Agu+au = = (Ez)

Le second exemple utilise la fibration de Hopf, dans le cas eti4. Pour ces deux
premiers exemples, le passage au quotient est possibls. |IBalernier exemple, on
utilise une action de groupe ne passant pas au quotient.
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a) De la multiplicité pour le probleme de Yamabe a un intervale de multiplicité
pour une équation plus générale

On rappelle que résoudre le probléme de Yamabe sur uneé&/éviég)) de dimen-
sionn > 3 est équivalent a trouver une solution strictement pasitive C*(M) a
I'équation

n-— 2 n+2
———Scaju = unz? E
a(n-1) b (Ev)
et que ce probléme admet toujours une solution. Dans lelageosuivant, on retrouve
le résultat de Hebey-Vaugon [29] de multiplicité pour I'égjon de Yamabe et on le
généralise en montrant qu’il existe un intervalle pour leap@etrex sur lequel il existe
trois solutions dférentes.

Agu +

Corollaire 5.9. Sur la variété 3(t) x S™1,n > 3 munie de la métrique g hy x hy_1
produit des deux métriques standards ditBet S*1, on considére les deux sous-
groupes d’'isométries définis panG Ry X Igr1 et G = Ry X Ign1 00 R, et R sont
deux sous-groupes finis de £pd’ordres respectifs fAet A tels que A < Ax.

1) Si

A @rona)?" )T
> 2/n _ pA2/n _ 2/n
(A7 = AT) n(n = 2)wp

alors I'équation(E_*S') admet deux solutions positives d’'énergiefadéntes lorsquer
appartient a l'intervalle :

-2p A (A-A)nn-20i" oy

+ 1
4 a2 4(2ntwn_1)2" 4

L'une est invariante par @et I'autre par G,.
2) Side plus

A20.)n n n/2
t> ( )

271'(1)[1_1 n- 2
alors I’équation(E_g) admet trois solutions positives d’énergiegé@hentes lorsquer
appartient a l'intervalle :

(5.46)

n-2p a2 (A-A)-200" e 22| (o 2p

max + - s )
4 42 4(2ntwn 1) 4(2ntwn_1)2 4

L'une est invariante par @ une autre par G et la derniére est la solution constante
— n-2
Uy =7 .

Démonstration du corollaire 5.9
1) Dans cet exemple, les deux groupes permettent le passagetend :

M/Gi = (S'(t)/R) x (S™*/Igm1) = S* (%) x Sm1
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avec comme métrique quotient induite gala métriqueg, = h; x h,_1 produit des
métriques standards. De plus, pour{l, 2}, comme les orbites sont toutes finies et de
méme cardinal\, la proposition 5.4 fiirme que (S"Opt) est vraie et que

Boi = Bo(M/Gi, i) = Bo(S'(t/A) x S™ . gi).

On dispose alors poBy; de I'encadrement donné par (5.13).

Puisque f est constante, le corollaire (5.1) donne [l'existence d’wswdution
Gi—minimisante dés que < Bog. OF Bog > (”‘42)2, il suffit donc quex < @.
De plus sur les deux variétés quotien®(¢/A) x S™1, g)), le probléme de Yamabe

étant résolu, il existe une solutiona I'équation Ev) qui s’écrit :
(n-2y

n+2
— -2
i = L,Ii .

il

A9| L~,Ii +

T ~ . - —2)2
Alors en remontant sur la variété initiala, = G o est solution deffs) avece = &2
On a donc la double existence dés que

(n-2y
< —.
¥="7
Maintenant, le théoréme 5.2 assure que ces deux solutionsigi@rentes des que
vérifie (5.40) et (5.41), ce qui est compatible avec la doekistence dés que
A=A (n-2y
Knvg'" 4

Grace a la majoration (5.13) d g, , il suffit d’avoir :

A, (n-2p  AT-AT -2y

2" T4 K Qton)?h 4

Bog, —

soit n
A% (Zﬂwn—l)z/n L)
(A" = AT n(n - )"
ce qui vrai par hypothése. Le théoréeme 5.2 s’applique etlemyées des deux solutions
sont diférentes.

2) Pour séparer la solution constante des deux autredfit diaprés le corollaire
. s —2)2
5.8 que (5.44) soit vérifiee, ou encore comByg;, > % que

AN (n-2p
< [
Knvg'" 4

Ou encore commey = 2ntwn-1

AZ(I.)n n n/2
t> —— ( ) ,

Zﬂ'wn_l n- 2

ce qui est vrai par hypothése. Le corollaire est démonptré.

119



b) La fibration de Hopf et S*(t) x S®

On donne maintenant un exemple en dimension 4 qui illustrdamintéréts du
théoréme 5.2 : il permet d’obtenir des résultats en petitgedision ce qui est impos-
sible avec le théoréme 5.1.

Corollaire 5.10. Sur S(t)xS2, ot t > 1 que I'on munit de la métrique produit standard
g = hy x hs, on considére les deux groupes

Gy = |31(t)X{(O',O')/O'Esq2)} et GZZO(Z)Xlss.
Alors I’équation(lig) qui s’écrit ici
Agu+au = u°

admet deux solutions positives d’énergies distinctegjlorsr appartient a l'inter-

valle :
3 .3
4123 4|"

L'une des solutions est invariante par le groupg Gautre par G,.

Démonstration du corollaire 5.10
Le groupeO(2) étant transitif suiS*(t), toutes les orbites sous, sont de la forme
Si(t) x {0}, ou6 € S®, donck, = 1 etA, = 2xt. Elles sont principaless, permet donc
le passage au quotienteton a :

(S'(t) x S*) /G, = (S*(1)/O(2)) x (S%/1s) = S*
avec comme métrique quotiagyt = hs la métrique standard d&°. Ainsi, la proposition
5.4 implique quel>°™) est vraie et que :

3
Bo.c,(S'(t) x S*,g) = Bo(S3 hg) = 7

L'action du groupeG; permet elle aussi le passage au quotient : le grdBpe
{(o,0)/o € SQ2)} agissant surg®, hs) donne la fibration de HopfS® — S3/G =
S2(1/2) de fibreS! ol la métrique quotient induite phag surS?(1/2) est la métrique
standardh,. Tous ces résultats se montrent par exemple par des caloetssden utili-
sant I'application définie parv(u,v) € C x C, H(u, V) = (2uV, |ul?> — |v|?) pour laquelle
H(S®) c S2. On renvoie par exemple a Gallot-Hulin-Lafontaine [20].
LesG;-orbites sont les fibreS?!, donck, = 1 etA; = 2retona:

(S™(t) x %) /Gy = (S™(t)/Isry) x (S*/G) = S(t) x S*(1/2)

avec comme métriqug Ta métrique produit standatd x h,. A nouveau la proposition
5.4 montre quelE*°™) est vraie et que

Bo.c,(S™(t) x S g) = Bo(S(t) x S*(1/2), &)
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Les premiéres hypotheéses du corollaire 5.8 sont remplegfet:n=4,n-k=3> 2
etA; < Ay cart > 1. Reste a vérifier la validité de (5.42). Or on est dans un cas tré
particulier puisque :
R I
0,G; K3V§/3 4 4(27Tt0.)3)2/3 -
et

A3 (21)?723 w3® 3

1
Bog, — m = Bog, -
g

A2rtwg)?® T 0T 4R

En d’autres termes, montrer (5.42) revient & montrer la maition stricte suivante :

3
Bo (S() x S%(1/2).81) > 7557

Or (5.10) ne donne que I'inégalité large. Mais, par (5.1h)sait que
Bo (sl(t) x S?(1/2), gl) > % maxS caj, = és cah,(S%(1/2)) =1

carS cah, (S"(R) = M1,
Ainsi pour que (5.42) soit vraie, il $iit quet > (%)3/2, ce qui est vérifié grace a
'hypothéset > 1 > %)3/2. Le corollaire 5.8 donne donc un intervalle de multiplicité
poura dont les bornes sont :
|@nt)?2 - (202 305 3

4(2rt w3)?3 4t23

3
Bog, - ——5— = 1

etcommeBgg, > 1,
min{Bog,, Bog,} = min{Bog,, 3/4} = 3/4

Le corollaire est démontré.

¢) Une action de groupe ou le passage au quotient n’a pas lieu

Corollaire 5.11. Sur la variété S(t) x S™1, ou t> 1 et n> 4, munie de la métrique
produit standard g= h; x h,_1, on considére les deux groupes

Gi=lgpxOMN-2)x0(2) et G =0@2)xlg1.

1
2

Sit> (% alors I’équation(é"g) admet deux solutions positives distinctes lorsque

a appartient a l'intervalle :

(n—1)(n-3) (n-23)?
as 4|

L’'une des solutions est invariante par le groupg Gautre par G,.
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Démonstration du corollaire 5.11
Le groupeG; est le méme que dans le corollaire 5.10 : les orbites &ausont toutes
de la formeSt(t)x{z} ouz e S" 1, elles sont de dimensidn= 1 et de volume constant
A, = 2rt. La variété quotient e$"! munie de la métrique standaing_,, et toujours
grace & la proposition 5.4,3°") est vraie avec :

~(n=1(n-3)
=

De plus, un calcul identique a celui fait dans la démonsmadu corollaire 5.10 donne :

Bo,c, = Bo (Sn_l, hn—l)

2
A2n4(
BO,GZ — 2 = 0.
Kn_kvaik

Pour I'action du group&s;, on renvoie a nouveau a Faget [18], ainsi qu'a notre dé-
monstration du corollaire 5.7. L&S;-orbites sont des produits de sphéres de rayon
variable éventuellement réduites a un point :

V(8,y,2) € SY(t) x R"2 x R? c S(t) x S",

Oz = (0} x S"3(r1) x SX(r2)

oury = |yl etr, = ||Z]. Commen — 3 > 1, la dimension minimale des orbites est
k = 1 : ce sont les orbites de poinks = (6, Ozn2, 20), 0UH € S(t),zp € S eton a
O% = {0} X {Ogpn-2} x S%, d’o0 A; = 27. De plus, I'hypothése#,) du théoréme D est
vérifiée en prenant comme sous-groupe norm&@gdée groupeH = Igi) Xlgn2x0(2).
Linégalité optimale ($°™) est donc vraie.

Les premiéres hypothéses du corollaire sont rempliesffeh:e

n>4, n-k=n-1>2, et AL < Ay cart > 1.
Il reste donc a montrer que I'hypothése (5.42) est vérifidke :s&crit ici

n-1)(n-
. (-D0-3)
Ata1
Or d’apres la proposition 5.6, on sait seulement que la naitim large est vraie :

Boc

91

2/(n-1)
> Ay _(n-1)(n-3)
T @atwn-1)O-DK,_, 4201

Boc,

Pour montrer que cette minoration est en fait stricte, olisati’autre minoration de
Bo, donnée par la proposition 5.6 :

Bog, > M (S cal, (Xo.1) +

3Ag, V1 (X0.1)
T 4(n-2) '

Ag
Or Ag,¥1(X01) > O et d’apres le lemme B.1 de 'annexe B :

Scap, (%2) = (1-2)(n-3)
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d'ou

(n-3y
i

Pour que (5.42) soit vérifiée, il fit donc que

BO,61 >

(n-3)%? S (n-1)(n-23)
4 4tia

ce qui est assuré par I'hypothése faitetséinsi le corollaire 5.8.1) donne un intervalle
de multiplicité pour le paramétke dont les bornes sont :

2 2

(35 - A7) _(-1n-3)

2 2
Kn- 1VST1 4t

Bog, —

et

(n-3 (n-1)(n- 3)} _ (n-3)?

min{Bo,Gl,Bo,Gz}Zmin{ 4 4 4

ce qui achéve la démonstratign.

5.3.3 Démonstration du théoréme 5.2

La démonstration suit le méme schéma que celle du théoréméaSseule dié-
rence est que la majoration de la norme 2ugest obtenue d’une autre fagon.
SoientG; et G, deux groupes d’isométries vérifiant les hypothéses du éméers.1,

a > 0etf € Cgluez(M) strictement positive tels qu'il existe deux solutions a
(Eé) ;U1 € HEg (M), Gi-minimisante ety € HZ ; (M), Go-minimisante. Par la défini-
tion 5.2 d’une solutioris;-minimisante de I’équatiorﬂé), on rappelle que; vérifie :

2 12— ey —
[IVUil5 + alluill; = E(w) = TG, s

ainsi montrer ques(u;) < &(up) est équivalent & montrer qu&s, < Yg,. D'aprés la
majoration (5.2), il stfit donc de montrer que

2

nk
AT Te,. (5.47)
Kn—k(SUpf)Z/Zﬁ

Début de la minoration deYg, : le début de la démonstration est exactementle méme
que pour le théoréme 5.1. Grécelg)(et a (5.34), on montre I'inégalité (5.36) :

n—k

xa
‘Y’GZ

< (supf)?? [L_k: 8}
A;ik

BFG2 -

e, 2
1+ ———Illuwall3|.
Gz

Si de plus
a < Bgg,, (5.48)
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alors une majoration de la norme 2 giepermet de poursuivre la minoration g, .
Une autre majoration de la normelL? de v, : En rappelant qué > 0 et avec l'inéga-

lité de Holder, on a
1
2 =
fMuzdvg infffM fva dyg
1 . \# -5
— fu? f
7 (J, 8 o) ([ o)

1 n2k "X
2 —— .2 f f 4
fMuz dyg < 7 Lo, ( y dyy (5.49)

Fin de la minoration de Y, : en reportant cette majoration dans (5.36) :

B.c, — f dvg)™
< (supf > 1428”4 (fM . g)
G Azﬂ TGZ inf f

IA

IA

d’ou avec (5.34)

)2/2ﬁ Kn—k +&

Ici, contrairement au cas précédent, on ne peut pas utiiserajoration connue de

T, dans le membre de droite & cause de la puissance négativegf@upe alors les
1 H .

termes eny_- ce qui donne:

P f dvg) ™
Z Auz — (BS,GZ — a) M
(supf)?#(Kn-k + &) infu f
Argument final : pour avoir (5.47) et don€(uz) < E(Uy), il suffit alors que

2 2 2
AL A" N AL
< — » -Q)—,
(SUpF)ZZKp  (SUpf)2Z (Kng + &) 2 inf f

Te,

ou encore en introduisant la valeur moyenne detéef f dy; :

AF AT J inf f

Knkt& Kok (supf)¥? (VgJCf dVg)nTZk

a>B.g, - [ (5.50)

2
€< n— e ) i i .Gy
Pours < K k((ﬁl)” 1) cela est compatible avec le fait que< B,

Enfin, si (IS"O'“) est vraie alors les deux conditions (5.48) et (5.50) peus&trire

avece = 0 et ce sont les hypotheses (5.40) et (5.41) du théoréme,icchéve la
démonstration,.

5.4 Comparaison des deux théoréemes

Nous obtenons dans les théorémes 5.1 et 5.2 des conditibéiedtes sur les pa-

rametresy et f garantisssant I'existence de deux solutiorfiedéntes pourEﬁ”S). Nous
allons analyser, suivant le profil de la fonctibrlequel des théorémes est le plus fort.
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a) Justification technique

La différence entre les théorémes 5.1 et 5.2 vient de la remarquengeli: dans
le cas particulier of = 1,k = 0 etP = K, la majoration (5.39) obtenue dans la
démonstration du théoréme 5.1 s’écrit

2 (n— 22\ o2 2y
j,:,,uzdvgs(n(n—4) Ka?vgTe, ™

2
i

Kn(supf)?/2" *

) (N-2P\™ 2 2, e
fMudeQS(n(n—4) R

alors que la majoration (5.49) obtenue par la deuxiéme naétktcrit :

puis on utilise la majoratioffg, <

2 2.2
n
f us dvg < Vg T
M

La deuxiéme inégalité est "meilleure" dans le sens ou le raaj@btenu est plus petit

n
que celui donné par 'autre méthode : effee( ,(1?,:_2312) 2 AznTzz > 1 carA; > 1 comme
cardinal d’'une orbite finie non vide. Dans les casfoésst constante ou proche d’'une
constante, comme on le montre dans la sous-section sujWiaesédonc plus intéres-
sant d’utiliser une inégalité de Holder pour majorer la neird de u,, donc d'utiliser

le théoreme 5.2

b) Une comparaison des intervalles de multiplicité

Nous comparons ici les théorémes 5.1a) et 5.2, une comparaisre les théo-
remes 5.1b) et 5.2 donnerait les mémes conclusions quadgat
La borne supérieure de lintervalle de multiplicité pauest la méme dans les deux
cas, a savoiBp,. Pour la borne inférieure, comparons les valeurs donnéebiz0)
du theoréme 5.1a) et par (5.41) du théoréme 5.2 : en nbtanh — k, on a

B s { VD A
(&)2/ N K2 (Hog)2 (sumt )0 A
A o @) \Fray gis
g

R¢ =

AN pEN inf f
Kn Vg™ (supf)2 (£ £ avg)™

2(n-N)

n(l 2k
,2)

n n N-2)
_ Y2 (n(n _ 4))ﬁ (ﬁ)ﬁ (supf)ne-2 (Jff dvg)
A2/NA2m (n—2) Kn inf f
1

Si ce rapport est inférieur 3, Tela signifie directement que le théoréme 5.2 donne
un intervalle de multiplicité plus étendu que le théoréntah. En revanche, s'il est
supérieur a 1 il faut alors tenir compte de la condition (5.d9 théoréme 5.1a), et
alors pour certaines fonctiorfs le théoréme 5.1a) donne un intervalle de multiplicité
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plus étendu que la version 5.2. Positionner ce rapRopar rapport a 1 n’est pas aisé
dans le cas général, c’est pourquoi on examine seulemeas lpasticulier ok = 0 :

RO: z (42)
n A (-
AlA;

1 n(n—4) w2 supf
((n— 2)2) inf f

OrcommeA > 1, ona

1 — 4)\72 f
2 n(n-4) <1 alors que §up > 1.
A% =) (n - 2)2 inf f

1A

La position du quotierfR, par rapport a 1 peut étre fixée par la fonctioriPar exemple

si f est constante, aloR < 1 et la deuxieme méthode est pldSeace. De méme, sile
rapport%“’ff est assez proche de 1 (autrement dit $¥arie peu") pour que le quotient
Ro reste inférieur a 1, alors la seconde méthode est meilleure.

En revanche que se passe-t-ilfsi'varie beaucoup”, c’est-a-dire assez pour que le
quotientR, devienne plus grand que 1 ? Alors, quitte a encore augmentaiéur du
maximum def (tout en restant {;ff dyy etinf f fixés) jusqu’a ce que la minoration
(5.41) dans le théoréme 5.2 soit plus petite que celle d8)8ilthéoréme 5.1a), c’est-

a-dire jusqu’'a ce que :

AN A2 inf f _nn-4)
KnVZ"  (supf)2/2 (f f dyg)2n = (n-2)

BO,GZ - BO( M9 g)

alors le premier théoréeme donne un intervalle de multifdipius étendu.

On retiendra en résumé quka:deuxieme méthode donne un intervalle de multipli-
cité pour @ plus grand que la premiéere pour des fonctionsf qui "varient peu".
Par contre, pour une fonction f présentant d’assez fortes variations, la premiére
méthode est plus avantageuse quand a I'étendu de l'intervial de multiplicité.
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Troisieme partie

Multiplicité de niveaux
d’énergies pour des solutions
positives de I'équation de
Sobolev Poincaré en présence
d’'isometries
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Dans cette troisieme partie, nous revenons a la questioa opgitivé cette thése, a
savoir I'étude de I'équation de Sobolev PoincéEg {).
On s’intéresse ici a la question de multiplicité de solusipositives pour cette équation
en adaptant la méthode présentée dans la partie précé@ensépare deux solutions
grace a leurs énergies et a I'introduction de sous-groujmmdétries de la variété.
Pour ce faire, nous devons tout d’abord étudier I'influenes idométries sur I'inéga-
lité de Sobolev Poincaré : dans le chapitre 6, nous étabkskimégalité de Sobolev
Poincaré en présence d’isométries ainsi que des hypotpésemttant d'écrire une
inégalité de Sobolev Poincaré optimale en présence d'is@agc’est-a-dire une in-
égalité analogue a celldagfo"t) présentée dans le théoreme D de Faget.
Dans le chapitre 7, nous nous attachons a séparer graces®@hgngies des solutions
qui sont obtenues grace aux isométries introduites. Lemaisment global est le méme
que dans le chapitre 5, mais I'établissement des exemlgégdiférent. On arrive en
effet a obtenir des exemples pour une plus large palette deésmrée dans le cas des
équations de Sobolev au chapitre 5, mais ces résultats sons précis dans le sens
ou les bornes des intervalles de multiplicité obtenus negasmconnues explicitement.
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Chapitre 6

Inégalité de Sobolev Poincare en
présence d’'isometries

On établit dans ce chapitre I'inégalité de Sobolev Poincgtémale en présence
d’'isométries qui est I'analogue de l'inégalité de Sobolptimale en présence d’'iso-
métries (gp‘) due a Faget [17] et présentée dans le théoréme D du chapitre 5
Les notations utilisées dans ce chapitre en ce qui concact®h des groupes d’iso-
métries sont les mémes que dans le chapitre précédent.

6.1 Inégalité de Sobolev Poincaré en présence d’isomé-
tries

On établit tout d’abord facilement la validité de I'inégélide Sobolev Poincaré
(non optimale) en présence d'isométries.

Proposition 6.1. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien
Soient G un sous-groupe de IsgiM), k > 0 la dimension minimale des G-orbites, et
A > 0 le volume minimal des orbites de dimension k. On suppose guen 2 et on
note2? = 26X Alors, Ve > 0,3C,c > 0,Yu € H2 (M),

K_k+8
||u||§ﬁs( e )[IIVUII§+CS,G Iui] (1S9

n-k

De plus, K, /A7 est la plus petite constante pour laquelle I'inégalité estfiée.

Démonstration de la proposition 6.1
Cette proposition découle directement de l'inégalité deddav non optimale en pré-
sence d’isométriedg). Sous les mémes hypothéses que celles de la proposition 6.1,
Faget [17], voir aussi le théoréme D, montre qifg > 0,3B, ¢ > 0,Yu HiG(M),

Knk +
U3, s( ”AL ”)[||Vu||§+ By.c Iluil3]
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Comme dans le cas "sans isométries”, le passage d’'uneitéétgatype Sobolev a celle
de type Sobolev Poincaré se fait grace a la double inclusfor{M) c L%(M) c LY(M)
et a la compacité de la premiére ;
3C, > 0,Yue HiG(M),

U3 < 7lIVuUlE + Cyllully. (6.1)

Poure > 0 fixé, les deux inégalités précédentes montrent @9 ést vraie. De plus,
Kn_x/A% étant minimale pour I'inégalité de Sobolev, elle le restaminégalité de
Sobolev Poincaré. La proposition 6.1 est démontrée.

Remarque 20. Cette démonstration rapide ne refléte pas du tout I'origineésultat :

la démonstration de Faget [17] peut étre reprise dans noagen utilisant simplement
en plus l'inégalité (6.1), qui est I'outil fondamental quenmet de passer, dans les cas
non optimaux, de I'inégalité de Sobolev a celle de Sobolawaeé.

Cette nouvelle inégalité fonctionnelle apporte des résstl’existence de solutions
G-invariantes pour I'équation associée par la méthode tianiaelle :

Agu+ aZ|ully = fu? (Ei’f)

oua>0,fe Cg(M) etX € L®(M) vérifie uX = u. L'équation Efy’f) est appelée dans
cette thése équation de Sobolev Poincaré en présence dtisesn
Pour trouver des solutions positivesﬁyy(f), on cherche a minimiser la fonctionnelle

2 2
IVull3 + elully

Quc(U) = 2
(g TU? dvg)?

sur I'ensemble
AL ={ue HiG(M),f fluZdvg > 0}.
M

On pose
o = inf Quc(U).
UeAL

On obtient alors facilement un résultat d’existence de tamis G-invariantes pour
I'équation (Eﬁ!f) analogue a celui du théoréme E pour I'équation de Sobcﬂé)/:(

Proposition 6.2. Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien n
3, G un sous-groupe de IsgM), k > 0 la dimension minimale des G-orbites et-A0

le volume minimal des €orbites de dimension k. On suppose quekt> 2. Soient de
plusa > O et f € C3(M) de maximum strictement positif. Alors

Ak
O<pys ——. 6.2
Hee = (suph22 Kok ©-2)
De plus, si
Ak
Ha,G (6.3)

< 7?
(supf)?/Z K-
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alors il existe @ € HiG(M) positive non identiquement nulle et il exi&ie= L>(M)
vérifiant0 < ¥ < 1 et usX = ug telles que

_
Aug + alluglhE = fug . (Ef )

Enfin u; est un minimiseur de, ¢ dans le sens ou Qug) = toc.

Cette proposition est a rapprocher de la proposition 1.2g¢edmiére partie ou on
traite le cas "sans isométries".

On obtient alors dans le corollaire suivant des conditiafissantes d’existence de
solutions pour Ei’f) : la premiére condition est I'adaptation du corollaire dlilcas
sans isométries, la seconde correspond au corollaire la2ietniére au corollaire 1.3.
Linégalité optimale [S5™) et la constant€o,c(M, g) sont définies & la section 6.2
ci-dessous.

Corollaire 6.1. Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien3
Soient G un sous-groupe de IsgiM), k > 0 la dimension minimale des G-orbites et
A > 0 le volume minimal des orbites de dimension k. On suppose guen2.

Soienta € R} et f € CZ(M) de maximum atteint enp> M, si 'une des hypotheéses
suivantes est vérifiée, alors il existe une solutioniyariante et G-minimisante a
I’équation(Ei’f) (avec f= 1dans le cad).

a) Si

a <

#
A [fM f dvg]z/z

Kn_kvfJ supf

b) Si f = 1, si (1527") est vraie et siv < Cog(M, g)

¢) Sin—k > 4, s'il existe un sous-groupe H d’'isométries pour lequel I'ales deux
hypothéseéH;) ou (H>) du théoréme D du chapitre 5 est vraie et si

3AgVH(Xo) _(n=4-Kk) Agf(x0)
A 2 f(xo)

ou % € M est un point dont I'orbite sous G est de dimension minimate & et de
volume minimal A> O et ou les notations utilisées sur le quotient §H sont celles
présentées dans la remarque 13 suivant le théoréme D.

Remarquons que (6.4) est vraie en particulier si

S cal(xo) + >0 (6.4)

(N-4-KAGF(X) =0, Agiu(X) >0, et Scaj(¥o)> 0. (6.4bis)

d) (Un cas patrticulier de ¢)Si n—k > 4, si toutes les Gorbites sont principales
et de volume constant et si pow & M point de maximum de, bn a

(N-4-K) Agf(x)=0 et  Scay(Xo) > 0. (6.5)
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Démonstration du corollaire 6.1
On reprend les mémes raisonnements que dans le cas "samsriesti’objectif étant
de rendre (6.3) vraie. La conditia) est obtenue en imposa@t, c(1) < %
n-k
la conditionb) résulte immédiatement de la définition @g dans la section 6.2 ci-
dessous. La conditior) provient du calcul de fonctions test :

Qar,G(us)

A2/0K)
—k
Kok f(0)" 2"

s (Agf(x)  Scal(xo) 3A5%(Xo) f
x [1+ £ ( R A(n9_4_k)) + o(s)] sin—k>4

x |1+ 42 (Scap(%) + L59) 4 oelne)|  sin-k=4

ou u, est la méme fonction que celle utilisée pour démontrer leltare 5.3 . Enfin,

la conditiond) provient directement de) et du fait que si les orbites sont principales,
alors la variété quotieritl/G est définie et I'hypothésé;) estimmédiatement vérifiée
en prenant comme sous groupe le groGdai-méme.g

6.2 Inégalité de Sobolev Poincaré optimale en présence
d’'isométries

Théoréme 6.1.Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiarin
G un sous-groupe de Is@M), k > 0 la plus petite dimension des G-orbites etA
le volume minimum des orbites de dimension k. On suppose gue n 2 et que
I'hypothésegH; F) énoncée ci-dessous est vérifiée. ABEs> 0, Yu € HZ 5(M),

Kn—k

2
||U||2n < )

[V Ul + Clul?] (6.6)

2(n-K)

ot 2f = 204,

(ﬂfp) . pour toute orbite (z de dimension minimale k et de volume minimal A, il
existe un sous-groupe d’'isométries&é > 0 tels que :
i) Sur Oy s = {x € M/dy(x, Oy,) < 6}, les G’-orbites sont principales.
i) YX € Oy, s, 0% c OF et (f@ = OEEO = Oy,
iii) VX € Oy,.s, A = voly0y, < VOI4O¢.
iv) Sur la variété a bord @ s/G’, I'inégalité de Sobolev—Poincal(égF;f) est valable.

Remarque 21. Les conditions)i i) et iii) de(?{fp) sont exactement I'hypothégH)

du théoréme D de Faget. Pour démontrer notre théoréme, nmussinspirons de la dé-
monstration de Faget [18]. Le point hous permet de passer au quotient au voisinage
des orbites de dimension minimale et de volume minimal. ineipe est alors d’écrire
une inégalité optimale sur la variété quotient (d’ou I'hypese de validité jvinutile
dans le cas de Sobolev caépt) est toujours vraie) et de la "remonter” ensuite sur la

variété initiale pour obteni¢l ™) grace a ij et ).
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Lorsque I'inégalité de Sobolev Poincaré en présence d'é&oes (66) est vraie, on
définit Co (M, g) comme étant la borne inférieure dés> 0 tels que l'inégalité (&)
est vraie pour toute fonctiome HiG(M). On a alors immédiatement

Kn-k
2ot IVl + Cos(M)IuIF]. (55"

Yue HZg(M),  lull3, <
La valeur deCy (M, g) dépend de la géométrie de la variété et de I'action du groupe

G comme le montre la minoration suivante facilement obtemuestant 1e HiG(M)

dans (S27) :

2
Anx
n+2-k *

Kk Vgn—k

Coc 2 (6.7)

Malheureusement cette minoration est le seul renseignedert nous disposons
actuellement su€y (M, g) : ne ne connaissons eiff@ aucun exemple de variétés
pour lequel la valeur exacte @ (M, g) est connue ni méme encadrée. Lorsqu'’il n'y
a pas de confusion possible, on nGg; pourCoc(M).

Avant de passer a la démonstration du théoréme 6.1, nousdsmes exemples
pour lesquels I'hypothéséh(lsp) est vérifiée.

6.2.1 Exemples pour I’hypothéseﬁ(HfP)

Nous commencons par le cas simple ou le groupe d'isomé&@neEymet le passage
au quotient (voir définition 5.1) et donnons une liste (nohaestive) d’exemples :

Proposition 6.3. L’hypothése(?—{lsp) est remplie pour les variétés et les groupes d'iso-
métries permettant le passage au quotient suivants :

1) (S3, h3) et G; un sous-groupe fini de @) agissant librement;;

2) (SY(t) x S?, h; x hy) et G, = Rx |2 0l R est un groupe fini de rotations dé(8.

3) (VK x Sk gy xhy) etGs = Iy x O(k + 1) ot k > 1 et (V™K gy) est une variété
riemannienne compacte de dimensionk> 2 sur laquelle I'inégalité(IgF;f) est vraie.

4) (T2 X Vn—2’ gt X gv) et =R, xly

ou T2 = {(xy,2) € R%/(x® +y? + 2 + b?)% — 4a%(x? + y?) = 0} avecO < b < a est un
tore muni de la métriqueginduite par celle d&R3, ol R est la rotation deR3 autour

de l'axe (02 et ou(V"?,gy) est une variété riemannienne compacte de dimension
n-2>2telle que sin-2 > 3, alors Scay, <0.

Remarque 22. En jouant sur les hypothéses de validité(tgéf) du théoréme A, beau-
coup d'autres exemples peuvent étre obtenus.

Démonstration de la proposition 6.3
Dans tous ces exemples, le passage au quotient est possibke teois premiéres
hypothéses),ii) et iii) de (H7F) sont immédiatement vraies en prenant comme
sous-groupe normal d& le groupeG lui-méme.
Reste a vérifier quel F;}) est vraie sur la variété quotient. Pour les exemflest
2), comme le groupe d’isométries est fini, la dimension du qunbtest la méme que
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celle de la variété initiale c’est-a-dire 3 dg’ﬁ) est vraie d’aprés le théoréme A.Pour
3), commeO(k + 1) est transitif surS¥, le quotient est\{" %, gy) ol par hypothése
linégalité (12%) est vraie. Enfin, pout) le quotient esC* x V™2 muni de la métrique
quotient induite pagr x gy ot C* est le petit cercle du tor&?. Sin = 4, alors le
quotient est de dimension 3 et par le théorémelgf;erst vraie. Sh > 5, la courbure
scalaire du quotient est celle dg"(2, gv) et comme elle est strictement négative, on

sait par le théoreme A qudaé@f) est vraies

On présente maintenant un exemple ou le passage au qudéshpas possible.
Cet exemple est détaillé dans Faget [18] car pour cet exelthgigothése ;) est
vraie :

Proposition 6.4. Soit(S? x T2, h, x gr) la variété produit oi(S?, hy) est la sphére
standard de dimensiohet ou

T2 = {(xY.2 € B¥/(€ + Y + 2 + 17)? — 42( +Y?) = 0]

est un tore d&®® muni de la métrique ginduite par celle d&R®. L'hypothesgH: ")
est alors vraie sufS? x T2, h, x gr) pour I'action du groupe G= R, x R, oll R est le
groupe des rotations de® autour de I'axg(O2).

Démonstration de la proposition 6.4
On voit facilement que le groug® ne permet pas le passage au quotient par exemple
car il y a des orbites de dimension 1 ePdur plus de détails sur I'action de ce groupe,
on renvoie a Faget [18] ou il est montré que I'hypothédeg)(est remplie avec comme
sous-groupe normal d8 le groupeG’ = s> X R,. Il est alors évident que toutes les
G’-orbites sont principales et que

(S xT?)/(ls2 x R) = S x C*
ouC! est le petit cercle du tore. Le quotient est de dimensiatoc qg‘;‘) est vraie et
la proposition est démontrée.

6.2.2 Démonstration de 'inégalité optimale

On procede par I'absurde en supposant que l'inégalité @Bjausse : pour tout

a > 0, il existe alorsw,, € HfG(M) tel queQ,.c(W,) < % et donc

Kn—k

HaG < Q(IG(WOI) < A2/n-k’

La proposition 6.2 donne alors I'existence d’une solutigne HiG(M) positive non
identiguement nulle a I'équation

_
AgUy + @llUgl1Zq = U212 (E})

qui de plus est minimisante popk e au sens oW, c(Us) = fo.c = INfrea; Qu.a(V).
On en déduit immédiatement la relation

2 2 o _ Dk
VU5 + elluallf = lIUally; = g% > 0. (6.8)
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De plus, pourr assez grand, n’est pas la fonction constante : effie¢ si c’était le cas,
on auraitu, g = Ca ce qui est impossible car la suit@,(c).-o0 est bornée. Ainsi, pour

a assez grand, on|&u,ll; > 0.
L'étude précise du comportement asymptotique de cette gui),~o nous permet

d’aboutir & une contradiction.

a) Etude du phénoméne de concentration

Proposition 6.5. Soit(u,) une suite de solutions minimisantes positive@iﬁf}. Alors
il existe une sous suite de,), toujours notééu,) qui, lorsquex tend verstoo converge
faiblement ver9 dans I—f(M) mais pas fortement, converge véren norme E(M) et
converge presque partout vers 0. De plus, on a les limitesasites :

. . A
im VU3 = lim Ul = —— (6.9)
a—+oo a—+oo KT
n—k
. AFx
M pos = —— (6.10)
a—+00 Kn—k
lim allullf = O (6.11)
a—+o0
vq e [1, 27, lim [lually = O (6.12)
a—+oo
Démonstration de la proposition 6.5
La relation (6.8) implique gréce a la majoration classic@) deu, ¢ que
nk A
0 < (VI3 + alluali? = UellZ = 17 < —- (6.13)

KZ

n

=

A extraction de sous-suites pres, les suil&ugll3), (allu.l?) et Q|u(,||§§) convergent

_nk
donc chacune vers une limite appartenant a l'intervall&\[8 /] et la suite fi,,6)

converge vers une limite appartenant aﬁ[é‘k K,;_lk]. D’aprés la double inclusion
H2(M) c L(M) c LY(M) et la compacité de la premiére, on sait que

Ve >0,dD, > 0,Ya >0, luallz < €llVUll2 + Delluglly < C

ouC > 0 ne dépend pas de La suite (1,) est ainsi bornée damﬁ(M). Par réflexivité
de Hf(M) et par le théoréme de Rellich-Kondrakov, il exiske e Hf(M) telle que,

a extraction de sous-suite prég, ) converge faiblement danﬁf(M), fortement dans
L1(M) et presque partout vetg. Enfin, commeaizuu(,l@) est bornée, on a nécessaire-
ment 0= lim,_o U3 = [|Uoll? et doncug = O.

Maintenant avec (6.8) et I’inégalitégp), poure > O il existeC.s > 0 tel que pour
a > 0 assez grand,

2/2
ot Kn_k
(g uZ dvg) (s +2)
1 = n-k-2 S nflg—z [

(/JQ,G) 2 (.Ua,G)

VU113 + CecllualZ] (6.14)
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2 —
> (VU + Ceglluallf) ™

Or, toujours pourr grand
nflg—z
'ua,G

( ~ +s) (Yl + Collugl2)™
n-k
+00, on en déduit comme lip, ;. [|Ug]l1 = O que

I/\

)( lim ||VuQ||§)
—+00
et d'apres
K

L
2
-k

7

A2/(n-k)

Alors en passant a la limite
Kn

1 (Lf +&

Cette relation étant vraie pour toat> 0, on a liM,— e [[VUI2

A

-k
2
e

; 2
Sim vy, =
K

N
=~

(6.13), on en déduit que
En particulier, la convergence de{ vers 0 dansi; ; (M) n’est pas forte. Pour montrer
2
&= Alors, pours > 0 petit

lim uec
n-k

a—+00 Anf

(6.10), on suppose par I'absurde queJim.,
(Kn_k + s) <1

) [1VUal13 + Cecliual 2]

On réécrit alors (6.14) sous la forme
n-k K —Kk
VU5 < (aG) 7 < ua,e( =+
Anx
-k
=+ s)) < Clluall3
+ e) < 1 on en déduit

K
VU113 (1 - /Ja,G(
Anx
et en passant a la limit@ — +oco, comme lim,_, ;o yag( nk
0 ce qui n’est pas vrai. La limite (6 10) est ainsi démontiée

que limy— 0 VU5 =

relation (6.8) implique alors que
. : A
lim fluelly = —
K,

=

n

ce qui achéve de montrer (6.9). Enfin (6.11) se déduit imneéaliant de (6.9) puisque

uallf = NIl = IV UlI3.
Reste a montrer (6.12). Pour cela, d’aprés la double immusi?(M) c L%(M) c
LY(M) et la compacité de la premiére
) ”ua”q < EHUQHHZ + ColluglIf

Ye>0,4C, > 0,Ya >0
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n-k

doulimsup,_, .. llu.llq < € AK [ . Cela étant vrai pour tout > 0, on a

al_l)rpw lluellq =0
La proposition 6.5 est ainsi démontrée.

Ces premiers résultats permettent d’avoir une idée du caempent asymptotique
de la suite ,) : elle converge en normie® pour 1< p < 2* et presque partout vers
la fonction nulle, mais elle ne converge pas vers 0 en ndrfheUn phénoméne de
concentration a lieu : la masse de la fonction se regroupguautun ensemble de
mesure nulle. Par analogie a la notion de point de concémirain définit, pour les
fonctions invariantes pds, une orbite de concentration :

Définition 6.1. Soient(u,) une suite de fonctions positives d%é-ﬂM) qui converge

vers0 faiblement dans ﬁlmais pas dans®, G c Isomy(M), x € M et O, l'orbite de
x sous G. Alors Qest une orbite de concentration pour la suitg) si pour touts > 0,

. o
limsup u; dvg > 0,

a—+00 Ow

ot O = {y € M, dg(y, O) < 4}
Pour dfiner la description du comportement asymptotiquewdg, ©n démontre la
proposition suivante

Proposition 6.6. A extraction de sous-suite pre@j,) admet une unique orbite de
concentration @, qui est de dimension minimale k et de volume minimal A. De plus

lim u, = 0dans G (M\Ox,). (6.15)

a—+0oo

Démonstration de la proposition 6.6
L'existence de 'orbite de concentration découle faciletree la compacité de la va-

_n=k .
riété et du fait que Iim||u(,||§§ = AK ;¢ > 0.Pour démontrer la suite de cette propo-
a—+0oo
sition, on utilise plusieurs fois le lemme d'itération san.
Lemme 6.1. On suppose que l'une des deux hypoth&gég ou (H,) est vérifiee.

Soient y solution de(Eﬁ) etn € CZ(M) une fonction a support compact telle que
0<n < 1 Alors, pour tout p> 1, on a

2
+1 2‘1 Z_u
Aa(p,n)[ f (nu:T ) dVgJ < f Co(pm) U dyg < C f uPdv, (6.16)
M suppn

suppn
avec K ( 1) 1
Calp.1) = ”‘k(p_ An+ 22w+ B 2)
(p,7) 2%\ 2p nAn 2IO|77| 0G 77
et
(p+ 1) Knk s\
Au(p.m) =1- — (f u? dv)
L 4p  Amx suppy ’
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La démonstration de ce lemme se fait de la méme maniére qudelamme 2.1

en utilisant 'équationk’) a la place dek, ) et I'négalité (S°™) a la place del@™).

Commencons par montrer 'unicité. Soiexte M tel que O soit une orbite de

concentration dew,), 6 > 0 etn € CZ(M) telle quen = 1 surOys2 €tn = O sur
M\Oxs. D’aprés la définition de 'orbite de concentration et d&(6.9) :

2 2

. 4 n-k An7
0< as = lim sup(f uZ dvg) < :
a—+o0 Oy Kn—k

2
Suppsons qua; < AK:_‘i

=

alors pourp proche de 1 et pour grand :

2 R
(p+1) K”;k (f u? dvg) <1
4p  Anx \Joy

c'est-a-direA,(p, n) > 0. Alors (6.16) implique

prl ot 2_2” 1
(f (nua2 ) dvg) < Cf uy " dy < C.
M suppr

On en déduit par I'inégalité de Holder que

22
; 2 2(p-1) #
f uZ dyy<C fu(, #2 dyg
Oxs/2 M

Or pour p proche de 1 2% — % € [1,2% donc d'aprés (6.12) on a
lim supa_“rmfO i u?j dvyy = 0 ce qui contredit le fait qué, est une orbite de
X,

2
concentration. Ainsas = f(?k ce qui implique 'unicité de I'orbite de concentration.

Intéressons nous maintentant a la dimension de cette uoiQjite de concentration no-
téeO,,. L'étude de la géométrie des orbites faite par Faget [18hdda lemme suivant

Lemme A (Faget [18). Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n et G c Isomy(M). Alors pour tout xe M, il existe un voisinage & =

[y € M. dg(y. O,) < 6} de I'orbite Oy tel que
Vy < Ox,(s’ dim Oy > dim Ox.

Notonsk la dimension minimale deG-orbites et supposons que la dimension de
Oy, est égale &, > k. Le lemme A donne I'existence d’une variété a b@ygs sur
laquelle toutes les orbites sont de dimension supérieuégale &o. Les inclusions de
Sobolev sur cette variété s’écriveriHiG(Oxo,(;) c L9(Oy,s)- L'inclusion est continue

pour toutq € [1, 264)] et compacte pour tout € [1, 2%22[. Or on a supposk < k,

208 < 255 et linclusion F2 5(Oxs) © L?(Oy,s) est alors compacte.

donc 2 =

<
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Soit 0 < n < 1 une fonctiorCZ (M) a support compact dar3,, o5 etn = 1 surOys.
Pour toute > 0, il existe alorC, > 0,

2
4 #
[ f u2 dvg] < &lIV(U)IE + &lluall? + ColluglZ,
Oy (9)

en passant a la limite — +co puis ens — 0, on obtient grace a la proposition 6.5 :
liM g so0 f%a uZ dyg = 0, d'oli 'absurdité caO,, est une orbite de concentration. On
a donc montré que la dimension @, est minimale égale &

Notons maintenanA le volume minimal des orbites de dimensiket montrons que
le volume deO,, est egal a A. Pour cela, on a recours encore une fois a I'éteide d
géométrie des orbites faite par Faget [18] :

Lemme B (Faget [18). Soient(M, g) une variété compacte riemannienne de dimen-
sion n, Gc Isomy(M), xe M et O, une G-orbite de dimensionkn. Pour touts > 0,
il existe alorsg > 0 tel que pour tout ye O, s dont l'orbite O, est de dimension k, on a

volyOy > volyOy — &.

Supposons queoly Oy, > A. Il existe alorse > 0 pour lequeV, = volgOy, —& > A
et le lemme B donne l'existence de> O tel que surO,s toutes les orbites de di-
mensionk sont de volume supérieur ou égaBa, avec égalité pour I'orbit®©,,. Sur
la variétéOy, 5, V, = volgOy, — & est donc le volume minimal des orbites de dimen-

sion minimalek. Dans I'inégalité de Sobolev en présence d’isométﬂ@gp() sur cette
variété, la premiére constante devient dafi (a la place defs< pour l'inégalité
VK ARk

optimale écrite suM). La valeur deA,(p, i7) dans (6.16) du lemme 6.1 devient alors

2

2 -k
Ad(p.n) = 1— P Kok U uZ dVg) ,
4ap viF \Jog,

2z
et comme(fom u? dvg) ‘< &, on obtient poup proche de 1

Aa/(p’n) > 1_

(P+1P (AVE
4p \V, '

L'absurdité est alors obtenue de la méme fagon que dans lardstration de I'unicité.
Pour finir, on démontre la convergence vers Owi¢ (jansC,%C(M\OXO). Soientx ¢ Oy,,

0 > 0 tel queBy(d) N Oy, = 0 ety € CF(M) définie pam = 1 surBy(6/2) ety = 0
sur M\By(6) et telle que 0< n < 1. La valeur deA,(p, ) dans (6.16) du lemme 6.1

devient alors ,
(p + 1)2 Kn—k ot K

Aupn) = 1- . f 2 dy

7 p  Ax \Usw) ’
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et commeOy n'est pas une orbite de concentration, quitte & dimindieon a
M SUP, . co f5, uZ dvy = 0, doncA,(p, ;) > 0 et pourp > 1, on a

2
prl oF
(f (nu:2 )2 )2 < Cf ubdvy.
M M

Pourp = 2¢ — 1, comme (,) est bornée dan§”(M), cela implique quey,) est bornée
#y2

dansL'%" (Bx(9)). Or @ > 2% la technique d'itération de De Giorgi-Nash-Moser
donne donc I'existence d& > 0 tel que

Sup Uy < CllUgllLse,s) < Cllugllas

Bx(6/2)
ce qui en passant a la limite donne Jim.. SUp; (52) U. = O. et la proposition 6.6 est
démontrée,

b) Résultat préliminaire

Lemme 6.2. Soient(N, g) une variété riemannienne compacte a bord de dimension
n, G un sous groupe du groupe |sgiN) des isométries de N, k O la dimension
minimale des G-orbites et A 0 le volume minimal des orbites de dimension k. On
suppose que a k > 2. Soit Q,, une orbite de dimension k et de volume A. S'il existe
un sous-groupe Gde Isorg(N) tel que :

1) Les G’-orbites sont toutes principales;

2) Quel que soit x N, O estinclus dans et Q,, = O ;

3) Quel que soit x N, A = voly0¢ < vol,0f ;

Alors N/G’ est une variété quotient sur laquelle la métrique g induié umétrique
quotientd. On noteng la surjection canonique de N dans/® et Vs la fonction
définie sur NG’ par : Vy € N/G’, ¥ (y) = volg(ngH(y)).

Si de plus 'inégalité de Sobolev Poincaré optim(agj) est vraie sur la variété a bord

2 o
(N/G’,8) oud = Vzkg, alors il existe C> 0, tel que quelle que soit @ HiG(N) ,

2 2
of
(f [u® dvg) < in;k [f |Vul? dvg +C(f |ul dvg) } (6.17)
N n-k N N

Démonstration du lemme 6.2
L’hypothése 1) nous permet de considérer la variété qudtl¢@’ qui est de dimension
n-k > 2 et de la munir de la métrique quotignnduite parg. On rappelle les "formules

de passage" d&\(g) a (N/G’, §) : quelle que soitie Iili(N/G') a support compact

f lomdyy = f Vo lidy et f [Vg(lio 7z')|2 dvg = f vG,|vga|2 dvg.
N N/G N N/G

Par hypothése, I'inégalité de Sobolev Poincaré est valbléN/G’, §') :
Vi € FE(N/G),

2 2
#
( f |o/® dv@,)z sKn_k[ f Vg G2 dv@,+c0(N/G',g')( f v dvg,”
N/G N/G N
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On repasse aN/G’, §), en notant quelvy = Vs dvg et|Vg 012 = - |V4ll? :

~ 2 2%
Ve U7 dvg| < Knk
N/G’

Et enfin, en utilisant les formules de passages rappelésdplit, on revient sux, en
notantu = lio 7 :

o2
Yue HLG,(N),

2
7
(f uf? dvg)2 < Knk
N

Or d'aprés I'hypothése 3y7¥ o 7/ (X) = volg (mgt(me ()™ = (volyOF')™ > A,
dou:

2 2
2f 2
(f [uZ dvg) < K”;k [f IVqul? dvg + ATRCo(N/G', §) (f |ul dvg) }
N Ank [JIN N

Cette inégalité est en particulier valable quelle que saitH,; 5(N) car d’apres I'hy-
pothése Z)FIiG(N) C lilie,(N). Le lemme est démontié.

2
G gk
/ /8

~ 2
f = |V4P dvg + Co(N/G'. ) ( f o [ dVQ) }
N N

[Vqul?

2
N {ynk
Vg om

2
dvy + Co(N/G', §) (f ul dvg) }
N

c) Argument final de la démonstration

Soit O, une orbite de concentration d&,§. Par la proposition 6.6, elle est unique,
de dimension minimalk et de volum@A lui aussi minimal. L'hypothéseﬂfp) permet
d’appliquer le lemme 6.2 en prenat= Oy, 5. Soitn € CZ(M) telle que 0< n < 1,

n =1 surOy,s,2 €tn = 0 surM\Oy, 5. D’apres (6.17), il exist€ > 0O tel que

# 2% Kn-k ’
f uwdvg| < —% f IV(r7uq)I? dvg + C f 1U, dvg
Oxy/2 Arx |Jo Oxo50

En développant le terme en gradiant et en utilisant le faéwguest solution deEef,),
un calcul classique donne

X050

Jo B g -4 (f, @ dvg)z/zn _ Froy, 9%
(fM U dvg)2 ' (fM U dvg)2
. fM\OXDM Ua| VU, | dvg o [foxoﬁ Uy dvg ]2
(fM U dVg)2 iy U dvg

(6.18)

141



On montre alors que tous les termes du membre de droite deigégalité sont bornés
indépendemment de ce qui fournit la contradiction lorsquetend vers+oo.
Pour le premier terme, puisque© 1 — ﬁ < 1 et que d'apres la proposition 6.5,

n-k

K 2 .
—ok uZ dvy < 1, on obtient

A Jos
2 2/2¢
i A i i
f uZ dvg - [f u? dvgJ sf uZ dvg,
M Knk \Jo s M\Osy 572

puis, par le procédé itératif de De Giorgi-Nash-Moser et c@n, — 0 surM\{Oy,},

21
f w2 dyg [ sup ua) fua dvg
M\OXD,()'/Z M\OXOv‘i/Z M
242 2
C( sup u(,] (f Uy dvg)
M\OX0,5/2 M
2
C( f Uq dvg)
M

Le premier terme de (6.18) est donc borné indépendemment de
On montre facilement que le second terme est borné graceocaéq# itératif de De
Giorgi-Nash-Moser :

IA

IA

IA

2 2
fl\A\oxOﬁ,2 u; dvg - (Suﬂx/l\ox()vl,/2 Ug)

(fM U dvg)z ) (fM U dv9)2

Pour le troisiéme terme, grace a I'inégalité ci-dessusrmddjalité de Cauchy-Schwarz,
ona

2
fM\OxD,5/2 Ual Vol dVg < fM\OxO,a‘/z VUa| dVg

(fM U dvg)2 ) (fM U dv9)2

et des calculs classiques donnent en multipli&) par ¢7')?u, ot 0< 5’ < 1,7 =0
SUFOXO,5/4 et =1 SurM\Oxo,(i/Z :

J 07)2V U2 dvg B i, 022 dv9+c Sy VP2 dvg | [}, (7)21VUa[? dyg

( iy Uar dvg)2 - ( Jy Ua dvg)2 ( Jyy Yo dvg)2 ( iy Ua dvg)2

Or le procédé itératif de Moser permet de montrer que

i 2t
S (202 dvg . fM\oxO,m Uq

( Jyy Yo dvg)2 - ( Jyy Yo dvg)2

2
i 1V 202 dg . f,\ﬁ\ow4 ug dvg

(fM U dvg)2 ) (fM U dv9)2
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")2|Vu,|? dv, ")2|VUy |2 dy
fM(UH | g<C+C fM(UH | g.

(fM Ua dvg)2 - (fM Ua dvg)2

"2 |Vu, |2 dv,
iy (7)Y Ua[? dg <c

UM U dv9)2

c'est-a-dire que le troisiéme terme est borné. Enfin, comenguiatrieme terme est
inférieur & 1 de facon évidente, I'inégalité (6.18) s'éark C ouC > 0 ne dépend pas
dea. Cela est impossible lorsquetend verst+oo ce qui achéve la démonstratign.

On en déduit que
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Chapitre 7

Multiplicité de solutions

positives de I'équation de
Sobolev Poincaré par separation
des énergies

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension 3 etG un
groupe d’'isométries deM, g) dont les orbites sont de dimension minimé&le> 0.
Dans ce chapitre, nous étudions la multiplicité de nivedéretgie pour des solutions
positives de I'équation liée a I'inégalité de Sobolev Paiiécen présence du groupe
d’'isométriesG :

Au+ aZluly = fuL. (Ef )

ou Z = % et ou on cherche des solutionse Hf(M) qui sont invariantes sous

I'action du groupeG. Nous appelons I’équatiorEQ’f) équation de Sobolev Poincaré
en présence d’isométries. Dans le cas ou il existe des srfifties (i.e.k = 0), on
retrouve I'équationk, ;) étudiée dans la premiére partie. Le raisonnement utiise p
obtenir des multiplicités est le méme que celui utilisé darchapitre 5 pour I'équation
de Sobolev : on sépare les solutions en imposant a leursiésel'gtre diférentes.

7.1 Premier groupe de résultats obtenus par séparation
des énergies

7.1.1 Enoncé du théoreme 7.1

Comme dans le cas de I'équation de Sobolev du chapitre 5 spopfifier I'énoncé
du théoréme principal, on introduit une inégalité fonctiehe écrite volontairement
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sous la forme générale : poanit > 2 fixé, 3P > 0,30 > 0,Vu € H,
U2, < P[IIvull3 + Bilulz], (I55)

ol H est un espace fonctionnel inclus dat&M) pour lequel l'inclusionH c L™
est critique au sens ou elle est continue mais non compadtmsCes deux cas

particuliers que nous allons utiliser :
2n

crit = =5
Cas1:H =H%M)etalorsVe >0,{ P=Ky+&
D = C.(M, Q)

Linégalité (Ip5) est alors I'inégalité de Sobolev PoincargH), valable sur toute

variété riemannienne compacte de dimensign3 d’'aprés la section 1.1.
v 2(n=k)
crit =
n-2-k

Cas2:H = HZ (M) etalorsvs > 0,4 P = 5y + &

D= CE,G(M’ g)
Linégalité (Izp) est alors l'inégalité de Sobolev Poincaré en présence dionpe
d’'isométriess notée (gp). D’apres la proposition 6.1, elle est valable sur toute vérié
riemannienne compacte de dimension 3.

Remarque 23. Une djférence importante par rapport au cas de I'équation de Sobo-
lev du chapitre 5 apparait ici : les formes optimales des ali#gs fonctionnnelles ne
syfisent pas pour construire des exemples car les renseigneroenhus sur les se-
condes meilleures constantes des inégalités de SoboleedPéi(en présence ou non
d’isométries) G(M, g) et Coc(M, g) sont beaucoup moins précis que ceux connus dans
le cas des inégalités de Sobolev. C’est pourquoi nous titamaidans ce chapitre avec
les formes non optimales des inégalités de Sobolev PoinGaréappelle de plus que

le fait de supposer la validité de la forme optimale de l'iakig de type Sobolev Poin-
caré impose a la courbure scalaire (de la variété et d’'un de geotients global ou
local) d’étre négative ou nulle, condition qui restreintoame le champ possible des
exemples.

La méthode de séparation des énergies présentée pourti@gde Sobolev dans
le théoreme 5.1 s’adapte au cas de I'équation de Sobolecd@éiet donne le résultat
suivant :

Théoréeme 7.1. Soit (M, g) une variété compacte de dimension>n3. Soient G-
et G, deux sous-groupes de |sg(ivl) tels que les G et G,—orbites aient la méme
dimension minimale k 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal des
Gi-orbites de dimension. kOn suppose queiA< A,. Soiente € R? et f € Cgluez(M)
une fonction strictement positive. On suppose qu’il exdstigx solutions positives de
(Ei,f) : ug € HZ (M) minimisante pour Get , € Hf 5 (M) minimisante pour G
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K
Sipour0<r < 1et0< e < Kni ((AZ)Z/(n ) ) 1) le paramétrex vérifie :

) @ < Cug, (7.1)
. 4r &
||) a > mD (72)

1 2(-1)
Kt (n-k)(1+r)

iii) a > Cg, -

(n—2-K)(1-1)

2
(AZ ) o Knek
4
P\ TR T G-Ram

9

K1 Kn—k+<9_

(1-n)(n-2-K)

2 pCaPAU .}
4r  \™1( supf | @0 W
((r + 1)2) (ff dvg) (7.3)

ou f f dyy est la valeur moyenne de dlors

E(ur) < E(Wp).
En particulier, les solutionsjuet w sont dfférentes.

Analysons tout d’abord la compatibilité des conditions as@es a.
Si on se place dans le caou () est I'inégalité de Sobolev Poincaré en présence
du groupe d'isométrie&, notée (SZP) , alorsii) se réécrity > %;)ZC&GZ et les trois
conditions sont immédiatement compatibles hotammenpeaichoix de ete, on a

2
4r Ao\ Knok
— <1 et — — —-1>0.
T+17 (Al) Kox+e

Ainsi pour toutef € chUGZ(M) strictement positive, il existé > 0 tel que pour tout

a €]C., — 6,C.,], S'il existe deux solutions chacui@@-invariante et -minimisante
pour I'équation Eﬁ f) alors les énergies de ces deux solutions sditémintes.

Si on se place dans le casou (I g5) est l'inégalité de Sobolev Poincarksf) alors

ii) se réécritr > - 1)2C et la compatibilité des tr0|s solutions est obtenue en fixant

d'abord a vérifianti) et iii) puis, comme lim,q = 0, en choisissant assez
proche de 0 pour quié) soit vérifiée.

(r+l)2

Pour montrer la compatibilité des trois conditions dansle général (ie avec I'in-
2 K
égalité (pp)), on procéde de la maniére suivante : pour B < K,k ((AZ) [0 _ 1),

on se donne €]0,C,c,] etr > 0 assez proche de 0 pour gujesoit vraie, alorsii ) est

vraie pour toutes les fonctiorfse C2 o (M) dont la rapportfsf“—pf vérifie :

supf
£ 1 dy

> Ale, @,1,G1, Gz, M, g, P)

ou .
A(S, a,r, Gl’ G2’ M’ g’ P) =
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(L+r)(n-K)
(0-2-KA-1) \ T (n-2-K)

2 52 2wt
Ceog, — ((f + 1)2)”1 P™1vg
1

2 _ 2(r-1
(&)ﬂ Knk 4r KFW

+T
Ay Kn-k+€ n—-k

(7.4)

Dans la suite, on note plus simplement, pourA(e, @, 1, G1, Gz, M, g, P).
Cette derniére remarque permet de reformuler le théorefingolis la forme suivante :

Théoréme 7.1.bis.Soit(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensinrsn
Soient G et G, deux sous-groupes de |sgil) tels que les @ et Gy-orbites aient la
méme dimension minimalex 0 vérifiant n— k > 2 et soit A > 0 le volume minimal
des G-orbites de dimension kOn suppose que /A< Ap.

2
Soit0 < & < Knk ((ﬁ—j)”’k - 1), alors pour toute €]0,C,g,], il existe une constante

Ag o = 0explicitée en (7.4) et nulle si et seulement si C, g, telle que si une fonction
fe CgluGz(M) strictement positive vérifie

supf S
£ fdy

et s'il existe deux solutions positives a I’équat(ﬁﬁ ¢), 'une G;-minimisante et inva-
riante et I'autre G-minimisante et -invariante, alors les énergies de ces delwtions
sont djférentes.

£,

7.1.2 Exemples

a) Orbites finies de cardinal constant et toutes principales
Le corollaire 6.1.d) et le théoréme 7.1.bis donnent le tésslivant :

Corollaire 7.1. Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiardn
et G, et G, deux sous-groupes finis de |sgiM) de cardinaux respectifs < A; < Ay
tels que les Gorbites sont toutes principales et de cardinal constarat égA > 0.

. 2 L
Soit0 < & < K, ((ﬁ—i) m_ 1), alors pour toute €]0,C,g,], il existe une constante

Ao = 0donnée par (7.4) et nulle si et seulement st C, g, telle que si une fonction

fe CéluGz(M) strictement positive de maximum atteint grexM vérifie

supf
£ f dy

>Ase € (N=4)Agf(x) =0 (7.5)

et side plus
S caf(xo) > 0, (7.6)

alors il existe deux solutions positives d’énergigaéntes pour I'équation :
Agu+ aZ|ully = fur? (Ea.1)

L'une est G- et I'autre Gy-invariante.
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Démonstration du corollaire 7.1
La démonstration de ce corollaire est immédiate en combieathéoréme 7.1.bis et
le corollaire 6.1.d). qui est appliquable ici. Nous préos@&n ¢et que les groupes
d'isométriesG; et G, permettent le passage a la variété quotieliG;. En notant
i © M — M/G; la submersion canonique gtla métrique quotient suM/G;, on a
immédiatement puisque est une isométrie locale :

Scal, (7(05)) = S cal(xo)

et donc I'hypothése (7.6) de notre corollaire implique pPaghése (6.5) de la proposi-
tion 6.1.d) o

Ce corollaire est par exemple valable pour la sphére stdrn(@arh,) sur laquelle
opérent librement deux sous-groupes finis@{@ + 1) notésG; et G, de cardinaux
respectifs O< A; < Ay carScah (S") =n(n-1)> 0.

Un deuxiéme exemple est la variété prod@t) x V"2, hy x gv) ol (S(t), hy) est

le cercle standard de rayon 1 &f"t%,gy) une variété riemannienne compacte de
dimensiom -1 > 2 telle que max S cal;,, > 0. Sur cette variété, on considere 'action
des deux groupeS; = Ry x Iy etG, = Ry x Iy ouR; est un groupe fini de rotations de
Si(t) de cardinaly; > 0. On suppose qua; < A, et on choisitxg = (Yo, Z0) € S*(t)xV

tel queS caly, () > 0.

b) Fibration de Hopf et S(t) x S®x V™ : orbites toutes principales de dimen-
sion1 et de volume constant

Corollaire 7.2. Sur la variété produi{S(t) x S x V"4, hy x hg x gy) ot (Sk(t), hy)
est le cercle standard de rayor-t0, (S3, hs) est la sphére standard de dimensbat
(V™4 gv) est une variété riemannienne compacte de dimensigh:n 1, on considére
les deux groupes d’isométries

G1=|31(t)X{(O',O'),O'€Sq2)}X|V et Gz=O(2)><|33X|V.

Soit0 < & < K3 (t?3 - 1), alors pour toutr €]0, C. ,], il existe une constantg, , > 0
donnée par (7.4) et nulle si et seulementrsi C, g, telle que si une fonction &
Cg,.c, Strictement positive de maximum atteint gr=x(6o, Yo, 20) € S*(t) x S*>x V"*
vérifie
supf
£ fdy

> Aco et (n—5)Agf(x0) =0,
et si de plus
Scaly, (z) > -6 (7.7)

alors il existe deux solutions positives d'énergiegédentes pour I’équatiorQEfy 6)-
Une de ces solutions est G et I'autre Gy-invariante.

Démonstration du corollaire 7.2
On avu dans la démonstration du corollaire 5.10 que le pasaaguotient est possible
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pour les deux groupes avec :

(S')x S*xV"*) /Gy = SL(t) x S(1/2)x V"*  avecd = hy x hy x gv
(S*(t)x S*x V") /G, = S x V4 avecd = hs X gv

et que lesG;-orbites sont de dimension constakte 1 et de volume constant égal a
A; = 2 pour lesG;-orbites etA; = 2t pour lesG,-orbites. Comme > 1, on a bien
A1 < A>. On noter; la submersion riemannienne associée a I'actioGde
Maintenant, soient 0< & < K3 (2 - 1),a €]0,Csq,] et f € CZ ¢ strictement
positive de maximum atteint eq telle que

supf
— > Agq et N — 5)Aqf(X0).
1y : (- 5)Agf(x0)

Les hypothéses du corollaire 6.2.d) sont vérificescad > 4 et avec (7.7) :
Scal, (m1(0%)) = Scah, (SX(1/2)) + Scal, (%) =8 + Scah,(z) >0

et
S cal,(r2(0$)) = Scah,S® + Sca,(z) =6 + Scal, (%) > 0.

le corollaire 6.2.d) montre alors qu'il existe deux solasol’'une G;- et l'autre

Go-invariante et -minimisante pourEﬁf). Enfin, commefsfzfv > Aga, le théo-
’ 9

reme 7.1.bis permet de séparer les énergies de ces deuwssjute qui acheve la
démonstration,

c¢) Orbites non principales, de dimension et de volume variaes

Corollaire 7.3. On considére la variété produfvk x S, gy x hy_) de dimension
n > 5o0(VX, gv) est une variété riemanienne compacte de dimensie®kelle que

K < Do et vol, V > wy

k=1 sin=50u n=6
2 sin>7

3
et ou(S" X h,_) est la sphére standard de dimensior k > 4. On suppose que le

groupe des isométries q¥*, gy) contient un sous-groupe transitif,Get on considére
les deux sous-groupes d’'isométries :

G1=1lyxO(nh-2K) x Ok + 1) et & =Gy X lgn«.

volg, V
o

On se fixe un réet € }O, Knk (( )ﬁ - 1)[ et un point ¥ = (Yo,0On-2«, 20) €

VK x R"-% x Sk pour lequel

Scaj, (Yo) > —(n—2k)(n— 2k - 1). (7.8)
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Alors pour toute €]0, C.g,] il existe une constant&., > 0 donnée par (7.4) et nulle
si et seulement si = C. g, telle que si une fonction &€ C% . strictement positive de
maximum atteint engérifie
supf
£ f dy

alors il existe deux solutions positives d'énergiegédéntes pour I’équatiomEg‘f).
L'une est G- et l'autre Gy-invariante.

> Aca et (n—4-K) Agf(x0) =0

Démonstration du corollaire 7.3
Pour le group&s; toutes les orbites sont de la form& x {z} otz e S™¥ : elles sont
donc de dimension constarket de volume constamt, = volgvV. La variété quotient
est la spher&™k munie de sa métrique standagsl = h,_x, sa courbure scalaire est
constante égale a ¢ k)(n— k- 1) > 0, en particulier

Sca,(Xoe,) > 0.

L'action du groupes; ne permet pas le passage au quotient. Commek > k + 1,
I'orbite Ofol = {yo} x SX est une orbite de dimension minim&et de volume minimal
A1 = wg parmi toutes le§;-orbites. Lhypothések(,) est vérifiée pour le sous groupe
normal deG; notéH = Iy x Ignz x O(k + 1), ¥4 est maximale emg et

(VK x S"™)/H = VK x s"2

avec comme métrique quotiegit = gv x hn_2k. Alors, d’aprés le lemme B.2 et avec
(7.8),ona
S cal, (xon) = Scaly, (Yo) + (n -2k(n-2k-1)>0

Maintenant, soient 0< & < Kn_ k((VO"”V ) —1) @ €)0.C.,] et f € CZ o de

maximum atteint eng telle queAqf(x)) = O et ;“pf > A.o. COmme toutes les

hypothéses du corollaire 6c).sont remplies pour chacun des grougaset G,, il
existe deux solutions I'un@; - et I'autreGz-invariante et minimisante pouEﬁ ). Ces
deux solutions sont d’énergiedidirentes d’aprés le théoréme 7.1.bis. Le corollalre est
démontrés

Le corollaire 7.3 s'applique par exemple avec comme vanétén produit de
spheres standari®™ x ... x S% vérifiantZi”:l S = Ketwgws,..ws, > wx et comme
groupe transitif su¥ le groupeGy = O(s; + 1) x ... X O(s, + 1).

7.1.3 Démonstration du théoreme 7.1

Commey; est solution minimisante de I’équatioEi(f), ona

||VU|||2 + CY”Ul“l =&(w) = ,U|T (7.9)
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ainsi pour montrer qué&(u;) < &(uy), il suffit de montrer que:y; < up Ou encore,
d'aprés (6.2) que
AZ/(n—k)
S S—— (7.10)
Kok (supf)?/%

Minoration de u, : Avec (I p) et (7.9) on obtient :

i 2/2¢
1 Jy TU5 dvg supf)2? (Ko + &
o U = ) < BT | Knok [IVU23 + Ce. g, lual 2]
#22 #22 Agk
supf)2? [ Ky +& || ok
= ( pn;z : kL ' +(Ceg, — CY)||U2||§]
#22 Aé‘lfk
d'ou
. Cec, —
1< (supf)Z/Z“[K”L;e] 1+ LHUQHZ} (7.11)
M2 Aé‘lfk ﬂzz

Comme d'aprés (7.1), onG, g, —« > 0, une majoration dﬂlzlli permet de poursuivre
la majoration deﬂl—z.
Majoration de la norme L' deu, : pourO< r < 1, en prenani = u, dans la version

faible de I'équation Eﬁ,f), ona:

r+ 1) r+ 1)
||Vu2 ||2—( +1) ffu%”‘l” dvg—a( +1) furzdvgf Updvg
4r M 4r M M

Pour le terme comportant Ig I'inégalité de Holder donne :

2 1+r

ffuZ“ 14 gy, <(f fu2 dvg) (ffdvg)z”
M
2 14r ir
o o
(f fus dvg) (f fdvg) —afu“zdvgfuzdvg}.
M M M

d’ou

(r+ 1)2

IIVU22 I <

Or, grace al 5

L IS ==
IVu 13 > ~||U22 I3 — Dlluy? [1F
1 (r+1)crit % ~ +1 2
> = fuzz dvg —Dfuz2 dvg
P M
2
r+1)crit crit -
> (f 2 dvg) —Df uy dvgf Uy dvg,
M M
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ou la derniére inégalité est due a I'inégalité de Cauchy &chwAinsi

r+1)crit cm 2 i
7 ) ol ([
P\Jwm M

2
+(I5—ua)fu'2dvgfu2dvg

D, donc avec (7.9), on obtient

Orpar (7.2) on ax > (r+l)2

1-r

2 ~
(r+1)crit it P(r + 12 @-1m (02K F
(f u, ? dvg) < Luz 4 (f 1‘dv@,)2 (7.12)
M 4r M

On aboutit alors a la méme majoration (5.38) que dans la détration du théoréme
5.1 donnant une multiplicité pour des équations de type Beb&ependant, ici la
majoration de la norme?! deu, que I'on cherche a obtenir ne peut pas étre obtenue
directement par choix decar le fait quecrit > 2 implique quevr > 0, &3¢ > 1,

Par contre, grace a I'inégalité de Holder :

r+1 Crit (r+12)cr|t
f u2 dVg < V (r+1)cm f ,

et finalement pour & r < 1, on obtient

1 1-r
r+1 2\l Fren @1 (02K
f Uy dvg < Vi oo (( 2 ) P) ( f fdvg)“ Ty (7.13)
M r M

Fin de la minoration de u, : en reportant (7.13) dans (7.11) :

1 Knk + & C,q, —@ 24 _ (r+1)2.. P 22ﬁ(11:rrr) @1 -2k
_ < (supf)zu 1+ 2 27 V. (r+I)crit P f dV /J 2(r+1)
M2 2K nk 0 4r ¢ 2
A H M
2 2(1-r)
2 Kpk + r+1)2 <\™ fre1) Lo
< (Supf))zz“ nk+¢& 1+ (CSGZ (I) Vg (r+1)cm ( ) P f f dVg 20r+1) ,ugl
Asz 4r M
2
Orpu, < —A™ __ donc
Kn-k(supf) -k
1 2 Knk + € 24 ((r+ 1) 71 PriAl G Ju f By
o (supf)_ % L (C&GZ -2 Y o ( ar ) [Supf]
M2 Azﬂ Kr+1
n—-k
Argument final : pour avoir (7.10) et don€(up) < E(Up), il suffit que
2 Ky 2 Ky +
(supf)7 ”_kk > (supf)? Lkg
A Al
1

2 o, 20D 2(1-1)
o\ L B2 A TR o

1+ (Cec —a)vz_ﬁ((”‘l) )'lp 1A2 [f fdv]z(rl)}
£, g

4r = supf
K. P
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soit, en introduisant la valeur moyenne flaotéef f dv, et en isolantr :

1-r 2(r-1 2(1-r)
Knrilk (n-K+n) Ar % sup f 2H(r+1)
2 4, (-2 (I’ + 1)2 JC f dVg

 r+Derit wn2
Vg

2
A\ F K
Q>CS,G2_ (2) nk

A_l Kn—k+3_

~ 2
P

c'est-a-dire (7.3) et le théoréme 7.1 est démogptré.

7.2 Deuxieme groupe de résultats obtenus par sépara-
tion des énergies

7.2.1 Enoncé du théoréeme 7.2

On énonce maintenant un second théoreme de multiplicitélfgmuation de So-
bolev Poincaré en présence d’isométriE%’p grace au méme raisonnement que celui
utilisé pour le théoréme 5.2 pour I'équation de Sobolev é@s@nce d’isométries.

Pour les mémes raisons que celles expliquées dans la ree28gan travaille unique-
ment avec les formes non optimales des inégallt& ét (|gp).

Théoréme 7.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimensien#
Soient G et G, deux sous-groupes de Isgi) tels que les G- et G,—orbites
aient la méme dimension minimale X O vérifiant n— k > 4 et soit A > 0 le
volume minimal des @orbites de dimension. kKOn suppose que : A< A,. Soient
2

g€ ]O, Knk ((ﬁ—i)"’k — 1)[ f € C2 e, (M) une fonction strictement positive @t> 0
vérifiant :

a < Cggq, (7.14)

2

2
n—k Aﬂ . 2
"o 1 ] inf 1 (7.15)

Kn—k +e Kn—k n+2-k

a > CE,GZ_[
(supf) == (vg £ f dyg) ™

Alors s'il existe deux solutions positives a I’équati(:Efl (), 'une G;- l'autre G-
minimisante et -invariante, alors les énergies de ces spiatsont dfférentes.

Remarque 24. On obtient ici directement un intervalle de multiplicitéysda para-
metrea. Les bornes de cet intervalle dépendent dg,Cdont on ne connait pas la
valeur explicite. Par contre la largeur de l'intervalle estplicite :

2 _2_
[ AF AT J inf? f
Knkt& Kok (supf) =& (Vg ff dVg)
L'intervalle est d’autant plus étendu que Ast grand devant A(ie que les actions

deux groupes Get G, sont "djférentes") et que f est proche d’une fonction constante.
En particulier, le théoréme est vrai pour f constante.

n+2-k
n-k
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7.2.2 Exemples

Il suffit de s’assurer de la compatibilté entre les conditions dtexices données par
le corollaire 6.1.c) et .d) et celles de multiplicité donaékans le théoréme ci-dessus.
On vérifie facilement que les mémes exemples que ceux explasdda section 7.1.2
sont ici valables, ce qui donnent les trois énoncés suivaatpremier traite du cas de
groupes d’'isométries finis permettant le passage au quotien

Corollaire 7.4. Soient(M, g) une variété riemannienne compacte de dimensiarin
et G, et G, deux sous-groupes finis de |sgiM) de cardinaux respectifs < A; < Ay
tels que les Gorbites sont toutes principales et de cardinal constaratl @A > 0.

. 2 . . -
Soient0 < & < Ky, ((ﬁ—i) " 1) et f € CZ s, (M) une fonction strictement positive de
maximum atteint engxe M vérifiant

(N—4)Agf(x) =0 et S caj(xo) > 0. (7.16)
Alors lorsquex appartient a I'intervalle :

2 2
o A

inf? f
—_ ; C
Knte K, nz ' oG

(supf) = (vg £ f dvg) "

il existe deux solutions positives d'énergiegédentes pour I'équation :

a € Cs,Gz —[

Aqu+ aZ|ully = fur? (Eaf)
L'une est G- et I'autre Gy-invariante.

Dans le second exemple, les orbites sont toutes princigaldsmension égale a 1
et de volume constant. Le passage au quotient est donc léegrussible.

Corollaire 7.5. Sur la variété produi{S(t) x S x V"4 h; x hs x gy) ot (S(t), hy)
est le cercle standard de rayor-t0, (S3, hs) est la sphére standard de dimenskbat
(V™4 gv) est une variété riemannienne compacte de dimensicgh:n 1, on considére
les deux groupes d’'isométries

G]_:|Sl(t)X{(O',O'),O'Esq2)}X|V et GZZO(Z)X|33X|V.
Soient0 < & < K3 (t22 - 1) et f € C ¢ (M) une fonction strictement positive de
maximum atteint engx= (6o, Yo, 20) € S(t) x S® x V"4 vérifiant
(n—5)Agf(%) =0 et Scaj, (z) > -6.

Alors lorsquex appartient a l'intervalle

(2= (2m)m inf? f

Kh-1+ & Kh-1

n+l ; CS,GZ

a € Cg,G —( )
2 (supf)t (4r3tvoly, V £ T dyg)™

il existe deux solutions positives d’énergiegéalentes pour I’équatiOI(nEi’f). L'une
est G- et 'autre Gy-invariante.
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Enfin dans le dernier exemple, un des groupes ne permet pasdage au quotient
avec des orbites non principales de dimension et de volunighles.

Corollaire 7.6. On considére la variété produfk x S, gy x hy_) de dimension
n> 5o00(VX, gv) est une variété riemanienne compacte de dimensio®kelle que

1 et vol, V > wy

k=1 sin=50u n=6
n sin>7

et ol (S h,_) est la sphére standard de dimensior k > 4. On suppose que le
groupe des isométries q¥, gy) contient un sous-groupe transitif,Get on considére
les deux sous-groupes d’'isométries :

G1=1lyxO(nh-2K) x Ok + 1) et G = Gy X lgnk.

volg, V
Wk

2
Soient0 < & < Kn (( )nfk - 1) et f e CZ g, une fonction strictement positive

de maximum atteint em = (Yo, On_2«, 20) € VK x R x Sk vérifiant
(N—4-K) Agf(x0)=0  etScal,(yo) > —(n— 2k)(n— 2k — 1).

Alors pour toutw appartenant a I'intervalle
2 2
(volg, V)i® " inf2 f

@ € Cl(; -
o Knk + & Kn-k

CS,GZ

n+2-k ?

] (supf) == (voly, Van i £ T dvg) ™

il existe deux solutions positives d’énergiegéalentes pour I’équatiOI(nngf). L'une
est G- et 'autre Gy-invariante.
7.2.3 Démontration du théoréme 7.2

Commeu; est une solutiors;-minimisante de I{Ei ¢) et avec (6.2), il sfiit, pour
avoir&(u;) < &(up) de montrer :
2/(n—k)
A
Kn-k (SUpf)Z/Zﬁ

Minoration de uy : des calculs identiques a ceux de la démonstration du thé&orém
7.1 montrent que :

-k

#22

Aé‘lfk

Or par (7.14)C. ¢, — @ = 0. Une majoration deuzlﬁ nous permet donc de poursuivre
la minoration deu.

1 < (supf)Z/Z“[

Kn_k + &
H2 :

CFGZ 4
2 2
1+ ——llwlif
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Majoration de la norme L' deu, : c’estici que se fait la diérence avec la démons-
tration précédente, on se sert uniquement du faitfgast strictement positive et de I
inégalité de Holder :

f Uz dVg
M

IA

1 1 -1
B o of
infffo up F77 dy

i

() ([
— fu; dv f dv,
mff(M 270 VIR
o< ([t
<
fM“Z 0= inf f M2 (fM Vg)

IA

d'ou avec (7.9)

etdonc
n+2-k
n-k
Azn—?k H2 (inf )2
ou encore o
= fdyg) ™
12 £ -(Ce, — Q’)M (7.17)

> n
~ (supf)?? (Kn-k + &) (inf f)
Argument final : Pour avoir&(u;) < E(uy), il suffit donc que

AT A" (f 1 dv) ™

—(Ceq, — :
(supf)Z/Z K,k < (supf)2/? (Kn_k + €) (Coc. — @) (inf )2

c'est-a-dire en introduisant la valeur moyennefdeotéef f dy; :

2 2
AF A;k] inf? f
Ktk Kk ] (supf)™ (vg f f d)

ce qui est exactement I'hypothése (7.15) ; le théoréme esbdié o

n+2-k
n-k

a > CE,GZ —[
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Annexe A

Position des points de
concentration en énergie bornée

La proposition que I'on démontre dans cette premiére anocew®gléte I'étude du
phénoméne de concentration en énergie bornée sans isesreirprécisant la position
des points de concentration :

Proposition A.1. Soiente > 0 un paramétre réel qui converge vetg < +oo, f €
C(M) de maximum strictement positifj,) une suite de solutions positives (&, 1)
dontI'énergie est bornée epla limite de(u,) donnée par la proposition 2.1. Alors les
points de concentration de la suitg, = u, — Ug) sont des points critiques de f

Démonstration de la proposition A.1Soientxy un point de concentration de
(0,), Q un voisinage de&g tel queQ c (M \ C) U {Xo} ouC estI'ensemble des points de
concentration deuy). On noteSq = liMg_q, fQ f02 dvg. On sait d’aprés le chapitre 3
quef(xg) > 0 et quel; est positive au voisinage dg, on peut donc choisi2 de sorte
que&q > 0. On a alors, au sens des mesures les deux limites suivantes :

P 89 5()(0)

lim O =
a—ag f(XO)

et lim [V, = Eq 6(x0) (A1)
a—ag

0oud(xg) est la mesure de Dirac eq.

La premiére limite estimmédiate notammentgar> 0 surQ \ {xg}.

Pour montrer la seconde limite, on introduite C?(M) tel quesuppw c Q ets > 0

tel queB = By,(6) c Q. On a alors, grace a des intégrations par parties, aux éggatio
vérifiées pau, etug et aux limites montrées dans la proposition 2.1

A . .
f WV, dyg - f 7"’0(% dvg + f wfl, (U2t - U3t dy
Q

Q Q
—ozf Ug dvy fzawaa dvg + ozof Up dvy fzowaa dyy
M Q M Q

f wf0Z dvy+ o(1)
Q
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et commeu, — 0 surQ \ {Xo}, on en déduit qu'au sens des mesiNg, > — Eq 6(Xo).
Pour montrer queg est un point critique dé, on introduit comme dans Aubin [3] la
fonctiony € C*(M), suppy c Q telle que

OY(x) = dif(x) et dijyY(x) =0.
En posant = V'(, Vi dans I'équation vérifiée par,;on a

f AQ,V'0, Vi dvg+a f Ug dvg f 24 V' 0, Vith dvg—ao f Up dvg f YoV 0, Vi dyg
Q M Q M Q

_ f FUZ Y — @ Y ViL, Vi dyg (A2)
Q

On examine alors chacun des termes de (A2). Tout d’abordlpquemier :

anaviaaviw dygy = fvjoaviaaviviw dvg+fvjaaviviaaviw dvg
Q Q Q

f V0, V'VIyViQ, dvg+} f Vig V' (IV0aP?) dvg
Q 2 Q

et d’'apres (Al) et les hypothéses faitesgur

f V0, V'VIyVi0, dy| < C f V0,121V dvg = Eq [V2(X0)| + o(1) = o(1)
Q w

et
f ViV (IV0u[?) dvg = f AY V0,2 dvg = Eq Ag(Xo) + o(1) = o(1)
Q Q

Ensuite, on obtient facilement pour le deuxiéme terme :
ozf U, dVg fzaviaaviw dvg—aof Up dvg fzoviaaviw dvg = o(1)
M Q M Q

Enfin pour le membre de droite d&%)

fQ fu2 - HYvo,Vigdy = f 102 71V'0, Vigy dyg + o(1)

—ff Awdvg——fag*vifviwdvg+o(1)
Q

= o f(XO)(f(Xo)Aw(Xo) V' f (%) Vith(X0)) + o(1)

Ea |V 1 (x0)l?

RN

Ainsi en reportant ces résultats dans (A2) et en passantimite bk — ao , on en
déduit qugVf(xg)| =0
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Annexe B

Courbure scalaire et groupe
d’'isometries

Dans cette annexe, on étudie I'influence d’'un groupe d'igde®ésur la courbure
scalaire. Dans la section B.1, on considére le cas ou le grdligométries permet le
passage a la variété quotient et on obtient une inégalightda courbure scalaire de la
variété initiale a celle de la variété quotient. Dans laisadB.2, le groupe d’isométries
ne permet qu’un quotient local au voisinage des orbites dedsion et de volume
minimal et on donne une inégalité entre la courbure scadkgla variété en un poing
dont I'orbite est minimale et la courbure scalaire sur ldét@rquotient au point image
deXo.

B.1 Courbure scalaire et quotient global

Lemme B.1. Soient(M, g) une variété riemannienne de dimensioe 18 et de cour-
bure sectionnelle constantg ), G un sous-groupe de 1sg(M) permettant le pas-
sage au quotient, c’est-a-dire pour lequel toutes lesoite s sont principales d’aprés
la définition 5.1 et donc de méme dimension & On noter : M — M/G le submer-
sion canonique €] la métrique quotient induite par g sur la variété/@ de dimension
n—k. Alors

Vye M/G,  Scak(y) > Kg(M) (n-Kk)(n-k-1). (A1)

Remarque 25. Dans le cas ou les orbites sont finies, c’est-a-dire K, les variétés
M et M/G sont de méme dimension et la submersion canomices une isométrie
locale. L'inégalité (Al) est alors immédiatement une égdali

Démonstration du lemme B.1
Sur la variété riemannienn®|(G, §) de dimensiom -k, la formule reliant la courbure
scalaireS caj; et la courbure sectionnell€y s'écrit :

VyeM/G,  Scaky)= Y. Ky(&.8) (A2)
(i,))e[1,n-K]2,i#]
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ou (&, ..., &) est une base orthonormée TgM/G). Soit x € M, I'espace vectoriel
T«x(M) se décompose en somme directe orthogonale pour le pradilétsegy

TA(M) = Ker dry & (Ker dy)*

Ainsi tout vecteur tanger € T4 (M) se décompose de maniére unique sous la forme :

X = XY & X" ol X" € Ker dry est appelé composante verticaleotet X" € (Ker d,)*
est appelé composante horizontaleXléNotons que I'aplicatiortlry\ erar,): €St un
isomorphisme. La formule de O’Neil, voir par exemple Hebeauyon [30], donne
alors une relation entre la courbure sectionnelleMgg) notéeK et celle de /G, §)
notéeKgy. Elle s'écrit ici, commes”et € sont deux vecteurs orthogonauxdgM/G) :

I 3 2
Kg(&. &) = Kg(e, &) + Zl[a ejl"|

oug = (dnx\(Kerdﬂx)L)‘l (&) € (Kerdry)* c Tx(M) de méme poue; etou g ej]" estla
composante verticale du vecteer gj] € Tx(M). En particulier, on en déduit, comme
la courbure sectionnelle est supposée constanti®lstgale &Kg(M), que :

Ky(&. &) = Kg(M)
et on conclut avec (A2) que
Scal(y) 2 Kg(M) (n-K)(n—k - 1)

ce qui démontre le lemme.

B.2 Courbure scalaire et quotient local : un exemple

Lemme B.2. Soient(M, g) une variété riemannnienne compacté%t, h,) la sphére
standard. Sur la variété M S™ munie de la métrique produitg hy,, on considére le
groupe

G=Ilux O(rl) X O(rz),

olry > ryetr+r, = m+1. Alors pour tout % = (Yo, Oz, Zo) avecy € M, etz € S'271,
O‘jo est une orbite de dimension et de volume minimal parmi lesh@es et le sous
groupe normal de G noté B |y x I, x O(r2) permet le passage au quotient sur un
voisinage Qs = {x € MxS™, dg.n, (X, OF) < 6} de & . On notery : Oy, s — Ox6/H

la projection canoniquej la métrique quotient induite par g & = my (OQ). Alors

S cal(Xo) > Scal(yo) + ri(r1 — 1)

Démonstration du lemme :

Oyo5 = {X € M X S™, dgun,, (X, OEO) < 8} est un ouvert dd1 x S™ contenant I'orbite
O‘jo = {Yo} X {Or1 } X S 0l1yg € M. Il existe donc un ouverd; de M contenany, et
un ouvert0, de S™ contenan{Ogn } x S tels que

O?O €01xX0,C Oxo,ﬁ-
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eton aen notartl’ = I, x O(ry)
(01x02) /H=01 x (02/ H)

avec pour métrique quotiegt= g x h, ol hy, est la métrique quotient induite pha,
surS™/H’. D'autre part comm®§ = O}

%o = mr(0}) = 7 (1Yo} X {0kr1} x S7F) = {yo} x p({0r,} x S = {yo)  {to}

oup : S™ — S"/H’ est la projection canonique & = p({0;,} x S"="t) € Oa/H.
Ainsi,

S caj(%o) S cal i, (tyo} X {to})

S cal(yo) + Sca},_ (to)

Orty € Op/H c SM/H’ et d’aprés le lemme B.1, puisq&"/H’ est de dimension
m-rz+1=ry etque la courbure sectionnelle de la sphére vdubn a :S ca},_(to) >
ri(ry — 1). Ainsi:

Scal(Xo) = Scal(yo) +ri(r1 — 1),

le lemme est démontré.
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