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Notations

¢ : célérité du son dans le fluide

div : opérateur divergence

dr' : élément de surface des intégrales de Helmholtz
g : fonction de Green en champ libre

G : fonction de Green soumise aux conditions aux limites
grad : opérateur gradient

7 ou j : nombre complexe de carré —1

k : nombre d’onde

n : normale au point r a la surface, orientée positivement vers 'intérieur
N; : fonctions de forme

NE : nombre d’éléments I'; du maillage

NN : nombre de nceuds du maillage

NNE : nombre de nceuds par éléments I';

0, X,Y,Z : repére global cartésien

r : distance entre 'origine du repére et le point r

r : point de calcul

r’ : point courant sur la surface

rot : opérateur rotationnel

t : variable temps

vy, : vitesse normale de vibration sur la surface

x,1, z : coordonnées cartésiennes

h : porosité

X1



Notations

N : module de cisaillement de Biot

K : coeflicient de compressibilité
e Zc :impédance caractéristique acoustique
e 7 : impédance de surface
e Y : admittance de surface
e « : angle solide
: surface intérieure de la structure
j @ élément du maillage
e b;; : symbole de Kronecker
e A : opérateur laplacien
e &, 1 : coordonnées réduites
e )\ : longueur d’onde
e p : masse volumique
e w : pulsation
e () : domaine fluide
Qg : structure
° (% : dérivée au point r
[ : coefficient d’absorption - modéle de Rajakumar
e (3 : coefficient d’absorption - modéle adapté
e ¢ : fonction fictive (liée & 'amplitude de pression)
e o : résistivité
® Q. : tortuosité dynamique
e A : longueur caractéristique visqueuse
e A’ : longueur caractéristique thermique

® pg : masse volumique dynamique
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Introduction générale

A Dheure actuelle, le confort acoustique prend une place de plus en plus importante dans
les transports (habitacles de voiture, d’avion ou de train), dans les sites industriels et dans
les habitations soumis a de fortes nuisances sonores. Le traitement de ces nuisances nécessite
une bonne compréhension de I’environnement acoustique et, plus précisément, la connaissance
des modes de résonance. A ces fréquences particuliéres, la puissance transportée par les ondes
sonores est & son maximum [1]. En plus de la géne ressentie et ses conséquences sur les auditeurs
(problémes de santé, dégradation de l'attention et de la sécurité dans un contexte professionnel),
ces résonances peuvent également occasionner des dégradations de la structure vibrante.

La lutte contre le bruit passe par une identification précise des résonances. Elle est indis-
pensable pour pouvoir envisager la suppression ou, au moins, leur atténuation par des méthodes
d’absorption passive ou par des techniques de controle actif (sources d’anti-bruit). Les solutions
analytiques ou semi-analytiques sont limitées a des géométries simplifiées |2]. La prise en compte
de structures complexes, c¢’est-a-dire de géométries tridimensionnelles et de revétements de sur-
face variés, passe par 'emploi d’outils de simulation numérique. Parmi les méthodes possibles,
les méthodes des éléments finis de volume et des éléments finis de frontiére sont les plus em-
ployées [3, 4]. C’est la seconde solution qui est développée dans ce document. Comparativement
a la méthode des éléments finis, celle des équations intégrales présente 'avantage de limiter le
maillage a l'interface fluide-structure au lieu du volume fluide entier. En plus d’un gain sur le
temps de génération du maillage !, la réduction de la taille du probléme se traduit par :

— une diminution du temps de calculs;

— des moyens de calculs limités ;

— une minimisation du phénoméne d’érosion numeérique.

Par ailleurs, la restriction du maillage & la surface peut permettre d’élargir considérablement la
gamme de fréquences. Une autre alternative consistant a résoudre le probléme fluide-structure

par un couplage entre la méthode des éléments finis et une formulation intégrale est également

es maillages sont construits avec GiD : http ://gid.cimne.upc.es/



Introduction générale

possible. Dans ce cas, le comportement vibratoire de la structure est modélisé par les éléments
finis alors que la propagation des ondes de pression dans le fluide est simulée par les équations
intégrales. Le couplage est alors réalisé par I'intermédiaire d’'une matrice d’impédance reliant les
valeurs nodales de la pression et du déplacement sur la surface mouillée.

A Torigine de cette étude, on disposait d’un code de calculs de type équations intégrales [5]
adapté a la résolution des problémes d’acoustique en milieu infini et en régime harmonique. Dans
un premier temps, son extension aux problémes fermés a été réalisée. Ensuite, I'implantation
d’une technique de calcul des modes de résonance, basée sur la méthode de 'intégrale particu-
licre [6], a constitué I'essentiel du travail. Parmi les principaux développements effectués?, on
peut citer :

— l'identification des domaines d’utilisation de différents algorithmes d’extraction des fré-

quences propres;

— une procédure sur le nombre et la disposition des points internes de collocation qui amé-

liorent la précision ;

— la mise au point d’une prise en compte des impédances de surface apportant une meilleure

description du comportement acoustique des revétements pour les fréquences inférieures a
500 Hz.

La répartition des ondes acoustiques dans la cavité est également un enjeu important pour
mieux appréhender le probléme. D’un point de vue pratique, la connaissance des modes de
résonance, et en particulier des fonctions propres associées, permet par simple sommation de
reconstruire les champs sonores. La cartographie acoustique est assurée par un ensemble d’outils
de visualisation® en phase de post-traitement.

Le rapport débute avec ’exposé du probléme acoustique intérieur et des principales méthodes
de résolution. L’accent est mis sur la description de la représentation de Helmholtz intérieure.
Le deuxiéme chapitre détaille la discrétisation numérique employée. Le chapitre suivant contient
I’état de 'art de 'analyse aux fréquences propres d’une cavité par formulation intégrale. La mé-
thode adoptée dite de l'intégrale particuliére est développée. Le quatriéme chapitre porte sur le
traitement numérique des problémes aux valeurs propres. Les différents algorithmes d’extraction
des fréquences propres sont résumés. Les cinquiéme et sixiéme chapitres contiennent respective-
ment des tests de validation et une application sur un habitacle de voiture simplifié de la méthode

de l'intégrale particuliére. Enfin, une conclusion et quelques perspectives sont données.

2la programmation des calculs est effectuée en Fortran
3les outils de visualisation graphique sont développés dans un environnement MatLab



Chapitre 1

Analyse théorique d’une cavité

acoustique

1.1 Introduction

Le sujet de ce premier chapitre est ’analyse théorique des problémes de résonance acoustique.

Aprés avoir défini le probléme acoustique en question, I’écriture de celui-ci méne a différentes
équations : I’équation de Helmholtz et les équations aux limites. La résolution analytique de ces
équations se limite aux géométries simples [2]. Le traitement des géométries complexes nécessite
I’emploi de méthodes numériques. Parmi celles-ci, on se focalise sur les représentations intégrales.

Dans tout le document, on s’intéresse tout particuliérement & la représentation intégrale de
Helmholtz intérieure [4]. En effet, elle permet la modélisation du comportement acoustique d’une
structure contenant un milieu fluide, communément appelée cavité acoustique.

La section 1.2 de ce chapitre décrit la mise en équations du probléme général de propagation
acoustique dans une cavité constitué de I’équation de Helmholtz et des conditions de surface.

La partie suivante est consacrée au principe de résolution. Dans le but de résoudre le probléme
intérieur défini précédemment, la méthode des équations intégrales, qui, par 'intermédiaire des
fonctions de Green, permet de réduire le probléme volumique & un probléme surfacique |2, 7, 5]
est choisi. Plus précisément c’est la représentation intégrale de Helmholtz intérieure qui est
I'objet de nos développements. On décrit également son équivalent pour le probléme extérieur,
la représentation de Helmholtz extérieure.

Le paragraphe 1.4 de ce chapitre est consacré aux autres formulations intégrales existantes.
Elles sont expliquées succinctement et 'on donne les principaux avantages et inconvénients.

Les méthodes présentant un réel intérét par leur simplicité de mise en ceuvre pour le probléme

3



Chapitre 1. Analyse théorique d’une cavité acoustique

intérieur sont les représentations par potentiel de simple couche [8], de double couche [9], la
méthode du potentiel hybride [10] et la méthode de superposition des ondes [11].

Dans la derniére section, d’autres méthodes de résolution telles que la méthode des éléments
finis [3], est présentée.

Les conclusions de ce premier chapitre sont ensuite briévement données.

1.2 Description et mise en équation du probléme acoustique

Aprés avoir défini le probléme acoustique a résoudre, on rappelle ’équation des ondes qui le
gouverne (équation de Helmholtz). Puis, les conditions aux limites du probléme considéré sont

données.

1.2.1 Probléme acoustique

[’acoustique est une composante de la Physique qui contient I'étude de la dynamique des
petites perturbations d’un fluide compressible. Cette étude permet I'analyse de la propagation
d’onde dans ce milieu (I’équation des ondes) et des caractéristiques sur la surface de la cavité
(conditions aux limites).

Le probléme en question est la modélisation du rayonnement acoustique a partir d’une struc-

ture contenant un milieu fluide (cf. fig. 1.1 ot 2¢; est le fluide, Qcyy la structure et I' sa frontiére).

r

—~

Qe:vt

F1G. 1.1: Représentation du domaine acoustique

On considére une onde acoustique se propageant sans amortissement dans ce milieu compres-
sible homogeéne isotrope, de densité p et vitesse du son c. Le fluide est supposé idéal, barotrope,
irrotationnel, de vitesse d’écoulement nulle. La dépendance temporelle des variables, dans tout
—iwt

le document et sauf précision contraire, est suivant e ol w désigne la pulsation du régime

harmonique.
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1.2. Description et mise en équation du probléme acoustique

Les grandeurs physiques qui sont manipulées dépendent de la position du point r dans le

domaine fluide (cf. annexe A) et de la variable temps t.

1.2.2 Equation de Helmholtz

Dans cette section, le cheminement menant & la mise en équations du probléme défini précé-
demment est rapidement donné [12]. Les calculs sont effectués dans ’annexe (cf. annexe B). On

obtient ainsi I’équation de Helmholtz, ou équation des ondes :
Ap (r) + k*p (r) = =6 (r,10) (1.1)

ot p est la pression, J la fonction de Dirac tridimensionnelle, r le point d’application, r, la

position d’une éventuelle source et k le nombre d’onde tel que k = w/c.

1.2.3 Conditions aux limites

On appelle €;,,; le volume intérieur de la structure. Il est identique au domaine fluide €2
(voir fig. 1.1).

Lorsque la pression acoustique est donnée a la frontiére, il s’agit du probléme de Dirichlet [12] :

p(r)=f(r) rel (1.2)

ou f est une fonction connue et continue.

Le probléme est de Neumann, quand la dérivée normale de la pression est donnée sur la

surface :
0
5P =h() rel (1.3)
ou h est une fonction connue et continue. La dérivée normale d’une fonction f au point r étant
définie par :
o1 (r) = lim (grad (f () .n) (1.4)
on r—r’ T

ol n représente la normale en r (cf. fig. 1.1).
Il existe une relation directe entre la dérivée normale de la pression et la composante normale
de la vitesse (celle-ci étant la dérivée par rapport au temps ¢ du déplacement normal) au point

rdel :

a%p (r) =iwpv, (r) rel (1.5)

Il existe une relation de type mixte qui présente généralement un traitement plus réaliste
des propriétés acoustiques de I'. C’est une combinaison linéaire des conditions de Dirichlet et de

Neumann :

a)p () +50) 28 = ) (16)




Chapitre 1. Analyse théorique d’une cavité acoustique

ot a, b, et f sont des fonctions données pour r € I'. Avec une condition homogéne (f (r) = 0 Vr)
I'équation (1.6) équivaut a :

p(r)=Zv,(r) refl (1.7)

c’est-a-dire que sur la frontiére la vitesse normale est proportionnelle & la pression. Z est 'impé-

dance acoustique au point r de la frontiére et dépend de la fréquence.

Cas du probléme extérieur

N

Il est & noter que dans le cas d’un probléme extérieur, une autre condition & imposer est
la condition de rayonnement de Sommerfeld. Cette condition caractérise le comportement des
solutions de ’équation de Helmholtz & I'infini. Elle signifie que le flux d’énergie qui traverse une

sphére de rayon infini est positif et fini (que I'onde doit diverger). Elle s’écrit :

tin (r (50 - 0 (@))) =0 (18)

r— oo rp(r) est fini (1.9)

ezkr

r— o0 p(f) ~ (1'10)

r

Pour un probléme de diffraction, la pression totale dans €2f; se décompose en la somme de la

pression incidente et la pression diffractée pgr : p = par + Dine 7]-

1.3 Représentation intégrale de Helmholtz

Dans cette partie, on introduit la méthode des équations intégrales. La formulation de Helm-

holtz intérieure est donnée.

1.3.1 Theéorie

Deux approches de la théorie des équations intégrales sont possibles : la formulation directe
et la formulation indirecte [4]. La formulation directe est utilisée ici : elle méne en particulier aux
représentations intégrales de Helmholtz extérieure et intérieure.

La méthode directe fait intervenir les fonctions de Green [4]. Ces fonctions permettent, par
Iintermédiaire du second théoréme de Green, de réduire le probléme volumique & un probléme
surfacique.

Les fonctions de Green représentent I'influence d’un point 7/ sur un point 7. Si une fonction

de Green, que l'on note G, pouvait étre obtenue pour chaque type de géométrie et condition

6



1.3. Représentation intégrale de Helmholtz

homogéne sur la surface, alors la résolution se réduirait a une quadrature standard de fonctions
connues. Ce type de fonction n’est cependant généralement pas connu.

La fonction de Green G (r,r’), ou fonction d’influence, qui symbolise donc le champ créé au
point r par une source ponctuelle située en r’, a été introduite initialement en électrostatique,
pour ensuite trouver application dans de nombreux domaines. Si en 7/, on est en présence de
plusieurs sources suivant une distribution 7 (r’), le champ au point r est Uintégrale sur toutes
ces sources : [ 7(r').G (r,r')d(r).

En supposant qu’en tout point de la surface I" on ait une condition de Dirichlet ou de Neumann
nulle partout sauf en un point r’, ott le champ est comparable & une fonction de Dirac, alors
le champ au point d’observation r est encore G (r,r’). Sous une condition de Dirichlet ou de
Neumann non homogeéne, le champ au point 7 est I'intégration surfacique selon 7’ du produit du

second membre de la condition sur la surface par G :

[1&)6er)a) o [h@)6 ) il)

Dans ce cas, on assimile I & un ensemble de sources suivant une certaine distribution. La fonction
de Green est donc une solution quand on a homogénéité partout sauf en un point.

En employant la théorie des fonctions de Green, il est possible d’obtenir une solution de
I’équation homogéne de Helmholtz avec des conditions aux limites inhomogénes, ou de I’équation
de Helmholtz inhomogéne avec des conditions aux limites homogénes. Par linéarité des équations,
on peut aussi résoudre I'équation inhomogéne avec des conditions aux limites inhomogénes en
superposant les solutions précédentes.

G (r,r"), solution fondamentale, vérifie ’équation de Helmholtz inhomogeéne [2] :
AG (r,r') + k*G (r,r') = =6 (r,1) (1.11)

et la condition de symétrie :

r,r') =G (r',r) (1.12)

De plus, elle vérifie les conditions aux limites homogénes sur la frontiére, de Dirichlet :

G(r,r')=0 rel reTuQy (1.13)

ou de Neumann, (9/0n désignant la dérivée normale au point r orientée positivement vers le

fluide) :

%G(ﬁ,f):o rel fEI’UQﬂ (1.14)
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et la condition de Sommerfeld :

lim (r <%G (r,r') — ikG ([,f’))) =0 (1.15)

rT—00

r— o0 rG(r,r') est fini (1.16)

Ces fonctions ne sont connues que pour des géométries simples particuliéres (le plan infini ou
une famille de plans paralléles). Pour des géométries quelconques, la fonction de Green associée
a 'espace libre infini g est utilisée. Son emploi complique la formulation intégrale et introduit le
probléme des fréquences irréguliéres [7| dans le cas du probléme extérieur. g est moins restrictive
que G, car, indépendante de la surface I, elle n’est pas soumise aux conditions aux limites sur I'
(G est en fait composée d’une partie continue partout dépendante des conditions imposées sur
I et d’une autre g continue partout sauf en r = 17).

La solution fondamentale g vérifie donc :

Ag (r,r') + kg (r,r') = =6 (r,1) (1.17)
g(r, ) =g (1) (1.18)

Jim <7“ ((%g (r,r') —ikg (r, f))) =0 (1.19)
r—o0 rg(r,r') est fini (1.20)

La solution de ces équations est connue. Dans ’espace tridimensionnel, la solution fondamen-

tale est une onde sphérique divergente :

g (r,1)

On présente maintenant les représentations intégrales de Helmholtz intérieure et extérieure.

1 etklr—r']
¢ (1.21)

T dr -]

Les calculs permettant d’y aboutir sont détaillés dans 'annexe C.

1.3.2 Représentation intégrale de Helmholtz intérieure

Le fluide est contenu a U'intérieur de la structure (cf. fig. 1.1). La représentation intégrale de

Helmholtz intérieure modélise le probléme de Helmholtz intérieur correspondant :

0

s0(r) + / / [p (') %g (r,r') — g (r.r") P (') | dr’

p(r) r € Qint (1.22a)

- (E)p (r) rel (1.22Db)
a7

0 e Qo (1.22¢)
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avec r le point de calcul, 1’ le point courant sur I', 9/9n’ la dérivée normale au point r’
orientée positivement vers le fluide et ou sp représente l'effet d’une source placée en ry (cf.

équation (C.8)). L’angle solide a est défini par :

a(f)://% [ﬁ] d' rer (1.23)
I

« est égal & 27 si r est un point de continuité de la tangente a I'.

L’équation (1.22b) permet de calculer I'inconnue sur la surface (la pression pour un probléme
de Neumann, sa dérivée normale pour un probléme de Dirichlet). Injectée dans I’équation (1.22a),

elle permet ensuite d’obtenir la pression en tout point du fluide.

Cette représentation permet de résoudre les problémes de propagation acoustique dans des

cavités. De nombreuses applications existent [4, 13, 14].

La représentation intégrale de Helmholtz intérieure ne souffre pas de 'existence de fréquences
irréguliéres [7].

Sans source dans le fluide, le terme sg disparait des équations précédentes. Si les parois sont

rigides, le second terme de U'intégrale s’annule ((dp (r')/0n’) = 0).

1.3.3 Représentation intégrale de Helmholtz extérieure

Le fluide entoure la structure [4, 5|. Elle est directement corrélée a la représentation de

Helmholtz intérieure.

%4

Qfl

FiG. 1.2: Représentation du domaine acoustique du probléme extérieur

Cette représentation permet de modéliser le probléme de Helmholtz extérieur (cf. fig. 1.2).

Elle s’écrit dans sa forme générale [7] :
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Pine () + / / [p (') %g (r,r") =g (r.r) %p (') | dr’

r
p(r) 1€ Qegt (1.24a)
= %L(T_)p (r) rel (1.24Db)
4
0 r € Qe (1.24c)
ou :
Qegt (1) =41 — (1) (1.25)

Apreés résolution de (1.24b), on obtient la pression p que l'on injecte ensuite dans (1.24a)
pour calculer la pression dans {1y;. Cette formulation présente des fréquences irrégulieres pour
lesquelles elle admet théoriquement une infinité de solutions [15]. Pour assurer l'unicité de la
solution, on peut citer la méthode de Schenck [7], la méthode du champ nul [5] et la méthode de
Burton et Miller [16].

1.4 Autres formulations intégrales

Dans ce paragraphe sont présentées quelques méthodes & base d’équations intégrales existant

pour le probléme intérieur de Neumann et facilement transposable au probléme extérieur.

1.4.1 Représentation par potentiel de simple couche

La représentation par potentiel de simple couche (monopole) fait intervenir une distribution

o initialement inconnue telle que [9] :
p(r)= //0 () g (r,r')dr’ reQuuUT (1.26)
r

Pour un probléme de Neumann, la résolution de la dérivée normale de cette derniére équation

détermine la valeur de o sur I :

p(r) = //o (') % (E’E/)dg’ — aéz) rel (1.27)

on
r

10
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1.4.2 Représentation par potentiel de double couche

La représentation par potentiel de double couche (dipole) s’exprime habituellement sous la

forme suivante, faisant intervenir la densité de surface p [9] :

Z//M(z’) a%g (r,e')dr' reQp (1.28)
// ) dy! +“ér) rel (1.29)

Une condition de Neumann est prise en compte par [10] :

// anan/g (Lr)d’ reT (1.30)

Cette intégrale doit étre prise en valeur principale selon la formule suivante :

// 671(971’9 ( /) df 7’ —>r/ a’I’L” // 6n’g _/I’_/) dﬂl (131)

ou " — 1’ est suivant la normale & I.

La résolution de l'équation (1.30) fournit la valeur de p dans T', permettant le calcul de la

pression dans Q2 et I' via I’équation 1.28 [17].

1.4.3 Méthode du potentiel hybride

C’est une combinaison des représentations de Helmholtz intérieure et de simple couche, ob-

tenue aprés avoir imposé une condition de raccord mixte [10] :

inlp (o)) = | 252 (132

sur I" ot 7 est un nombre complexe quelconque. Il vient :

// ( e %) g(nr)d’ reQp (1.33)
- //7 () <i77 - %) g (r,r')dr’ — % refl (1.34)
I

Pour une condition de Neumann :

// <Z d > 8671 (ry2") dr’ — iﬁfyéf) rel (1.35)

Etant donné la complexité du noyau de (1.35) et sa forte singularité, sa mise en ceuvre n’est

pas simple. Il apparait une intégrale du type de I’équation 1.31 prise en valeur principale.

11
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1.4.4 Meéthode de superposition d’ondes

Elle est basée sur 'idée que le champ acoustique d’une structure a géométrie quelconque peut
étre construit en superposant les champs engendrés par une antenne de sources simples située a
Pextérieur de cette cavité [11]. Cette formulation est équivalente a celle de Helmholtz intérieure.

La pression s’écrit :

p(r) =iwp ///q (') g (r,r) dr’ (1.36)

Qewt
ou q est la « force »de la distribution de sources simples.

Le choix de la distribution des sources conditionne la précision des résultats [18].

1.5 Méthode des éléments finis

Cette méthode variationnelle, trés utilisée, permet, outre la résolution du probléme fluide, de
modéliser toute structure rayonnante, hétérogéne et de forme complexe, par intégration simulta-

née des équations de 'élasticité |19, 20].

éléments

noeuds

Fia. 1.3: Maillage éléments finis du probléme acoustique

Le probléme est discrétisé a I'aide d’éléments finis (fig. 1.3). Le déplacement u, la pression
p et la dérivée normale du champ de pression ¥ en un point situé & l'intérieur d’un élément
sont reliés aux valeurs nodales de déplacement u®, de la pression p® et de sa dérivée normale W€

a l'aide de fonctions d’interpolation [3]. Calculs faits, on arrive au systéme linéaire d’équations

12
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suivant :

[K]-w?[M] =[] {up| | {0}
- [” e R N PR g

p2 c2w? p2 c2

(1.37)

ou [K], [M], [H], [Mi] et [L] sont appelées respectivement matrices de rigidité et de masse
cohérente pour la structure, matrices de compressibilité et de masse cohérente pour le fluide, et
matrice de couplage fluide-structure ou de connectivité.

Ces matrices et les vecteurs {u}, {p} et {¥} (contenant les valeurs nodales) résultent de
I’assemblage des matrices et vecteurs élémentaires.

Les résultat disponibles suite & une modélisation par éléments finis sont classiquement les
champ de déplacement et de pression en tous les nceuds du maillage. Outre la capacité a dé-
crire des géométries complexes, les méthodes & base d’éléments finis présentent ’avantage d’étre
robustes, bien documentées et numériquement performantes (matrices bandes et symétriques).
Leur principale limite réside dans la nécessité de conserver une densité de maillage volumique
suffisante pour décrire les variations spatiales des champs étudiés. Le critére généralement re-
tenu limite la taille d'un élément quadratique au quart de la longueur d’onde. L’augmentation
de la fréquence de travail entraine 1'utilisation d’un maillage plus dense et I'augmentation de
la taille du systéme a résoudre. Les méthodes & base d’éléments finis apparaissent donc comme
des méthodes de « faibles ka ». De plus, dans le cas d’un probléme ouvert, il est nécessaire de
trouver un compromis entre la taille de maillage issue de la troncature du volume fluide et la
prise en compte de conditions d’amortissement (traduisant le comportement du fluide & 'infini)

sophistiquées [21].

1.6 Conclusions

De toutes les méthodes présentées ci-dessus, c’est la représentation de Helmholtz intérieure
qui est développée dans cette thése. Elle est relativement simple & implémenter, le maillage est

réduit & la surface en contact avec le fluide et elle présente un bon comportement numérique.

13
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Chapitre 2

Discrétisation des équations

2.1 Introduction

Ce chapitre concerne le traitement numérique des équations obtenues dans le premier cha-
pitre. Il est similaire & celui qui a permis la mise au point d’un code équations intégrales dédié
aux problémes extérieurs [5, 22|. La discrétisation du probléme est réalisée avec des éléments
isoparamétriques & variation quadratique. Pour un probléme de Neumann, les équations de la
représentation intégrale de Helmholtz intérieure permettant le calcul de la pression sur la surface
et dans le fluide sont traitées. La discrétisation méne toujours a un systéme linéaire d’équations
dont la résolution permet 'obtention de la pression inconnue. La validation de la numérisation

des équations est effectuée par le test classique de la source ponctuelle [7].

La partie 2.2 de ce chapitre introduit le concept de discrétisation [3|. Le découpage en éléments
finis de surface est présenté. Le « critére en \/4 », qui doit impérativement étre respecté pour
pouvoir utiliser les éléments de surface en question dans de bonnes conditions, est explicité. Les

développements sont présentés pour le cas du probléme complétement tridimensionnel (3D).

La section suivante de ce chapitre concerne le traitement numérique des équations de la
représentation de Helmholtz intérieure. L’équation de surface est d’abord traitée. Le calcul des
intégrales est effectué par l'intermédiaire de la quadrature de Gauss-Legendre [3]. Le traitement
des singularités est rappelé ainsi que la prise en compte d’éventuelles symétries planes de la

structure.

15
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2.2  Outils

2.2.1 Principe des éléments finis de surface

L’utilisation des éléments finis de surface [3] est classique pour mener & bien la résolution
d’équations (cf. (1.22)). Le principe consiste & découper la surface I' en domaines surfaciques
élémentaires I'; reliés entre eux par un nombre fini de points (a,b, ¢, d) appelés nceuds. Un tel

découpage forme un maillage (fig. 2.1) :

F1G. 2.1: Eléments finis de surface formant un maillage

Sur chaque élément I';, les variables du probléme, c’est a dire la pression et sa dérivée nor-
male, dépendent uniquement des valeurs qu’elles prennent aux noeuds de I’élément. Leurs valeurs
en tout point sont fournies par l'intermédiaire des fonctions de forme (ou d’interpolation) qui
dépendent de leurs coordonnées.

Apres discrétisation des équations, on aboutit alors & un systéme linéaire dont les inconnues
sont les valeurs nodales de la variable inconnue et dont la résolution est la derniére étape du
probléme. La géométrie des éléments, le nombre de noeuds par élément et la loi de variation des

champs de variable & l'intérieur de I’élément sont liés.

2.2.2 Eléments et fonctions d’interpolation
Les différents types d’éléments

D’aprés Zienkiewicz (3], les fonctions de pondération prennent la valeur unité au nceud consi-
déré et sont nulles partout ailleurs. On utilise des éléments isoparamétriques ou la variation des
champs (p et dp/dn) et la géométrie sont décrites par les mémes interpolations. Différents types
d’éléments existent : ’élément constant sur lequel les variables sont constantes ; I’élément linéaire

sur lequel les fonctions de pondération varient linéairement le long de chaque coté de I’élément ;
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I’élément quadratique sur lequel les fonctions de forme varient de facon quadratique le long de
chaque coté de ’élément ; des éléments de degré supérieur existent également. L’élément quadra-
tique est un bon compromis entre la précision des calculs et la taille du maillage, il permet aussi
de représenter des surfaces courbes en évitant ainsi une dégénérescence sur certains modes pour

des géométries particuliéres comme le cylindre.

Les éléments utilisés

La pression et sa dérivée normale sur un élément I'; comportant NN E nceuds sont approchées

par les fonctions de forme N; selon les relations :

NNE

p(r&n) =Y Ni(&np; reTl; (2.1)
=1

NNE

pwEm =3 Nien D e, (2:2)
1=1

ou £ et ) sont les coordonnées réduites de I’élément de surface (cf. fig. 2.3 et fig. 2.4) . Les valeurs
nodales p;; et Op;j/On sont les valeurs de la pression et de sa dérivée normale au nceud i de
I'élément I';. Sur un élément, le nombre de fonctions de forme est égal au nombre de noeuds
NNE. Soit deux nceuds de coordonnées réduites (&, 7;) et (&5,n;) d'un méme élément, on a

alors :
N (&,m5) = 6ij (2.3)

ol 9;; est le symbole de Kronecker.

On emploie des fonctions de forme & variation quadratique. Elles sont soumises au « critére en
A/4 »[3] qui signifie que les dimensions latérales des éléments de surface doivent étre inférieures
ou égales au quart de la longueur d’onde de la fréquence de calcul (la longueur d’onde s’écrit
A =c/f). A maillage donné, ce critére fixe ainsi la fréquence maximale d’utilisation F.

Ce type d’interpolation peut engendrer des discontinuités fictives de la courbure de surface en
certains nceuds communs & plusieurs éléments. Ces discontinuités sont négligeables si le découpage
est bien conditionné mais sont intégrées dans le code de calcul.

Remarque sur le calcul des normales aux nceuds

Soit un neceud appartenant a plusieurs éléments. On détermine les normales au noeud pour
chaque élément et ensuite, par moyennage et normalisation, on récupére la normale résultante au
noeud. Cette démarche illustrée par la figure 2.2 est simple et efficace, il faut toutefois noter un
« lissage »des nceuds de coins. Deux types d’éléments de surface sont utilisées ici : les éléments

quadrilatéres a 8 noeuds (fig. 2.3) et les éléments triangulaires a 6 nceuds (fig. 2.4). Pour I’élément

17



Chapitre 2.

Discrétisation des équations

I

Fi1aG. 2.2: Détermination des normales

quadrilatére & 8 noeuds, les fonctions déduites de cette représentation sont :

Nim=5E-1DA-n(E+n+1)
Ny =5+ A—=n)(E—n—1)
N3(&m)=31-)A+n)n—-£&—-1)
Ny(&m) =310+ A+n)(E+n—-1) (2.4)
N5 (&m)=45(1-€)(1-n)
Ne(&m)=%(1-n%) (19
N(Em)=5(1-n%)(1+9)
[ Ns (&) =35(1-¢)(1+n)
n
3 8 4
6 §
7
1 5 P
(a) (b)

FIG. 2.3: Elément quadrilatére, avec —1 < ¢ <1, —1 <1 < 1, (a) global, (b) réduit.

18



2.2. Outils

Pour I’élément triangulaire a 6 noeuds, les fonctions de forme sont :

(28+n+1) 2 +n—1)

(28=n+1)(2—-n-1)

n(1+n) (2.5)
(26-n+1)(1-2{—n)

(1+mn)(26+1-n)

(I4+n)(1—2£—n)

NI— NI = NI 00l— ol

(a) (b)

FIG. 2.4: Elément triangulaire, avec —1 < ¢ <1, —1 <75 < 1, (a) global, (b) réduit.

2.2.3 Représentation de la surface

La géométrie est également interpolée par les fonctions de forme quadratiques IV; déja définies.

On travaille dans le systéme de coordonnées cartésiennes (O, X,Y, Z) (cf. annexe A). Il faut
exprimer ’élément de surface sur lequel est effectuée 'intégration en fonction des coordonnées

locales. L’interpolation est introduite par la relation suivante :

NNE
OM' = Z N; (&m) OM;; (2.6)
i=1

ot NNE = 6 ou 8 est le nombre de noeuds par élément, M’ (2,4, 2') est un point courant de

I'élément I';, M;; (zi5,yij, zij) est le nceud @ de 1'élément T';.
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On projette alors ce vecteur sur les trois axes du repére :
NNE
o= Ni(&n)ay (2.7)
i=1
NNE

y'= > Ni(&m)ui (2.8)
=1

NNE

7 = Z N; (&m) 2 (2.9)
=1

La normale & la surface au point /' (£,7) de coordonnées (2',y’, 2’) dans le repére cartésien

est donnée par 23] :

4 = e e o) .

avec
w (&n) %K’Aa—nr’ (2.11)
a%g’: 2y (2.12)

et
%f/: 2y (2.13)

La normale n’ est orientée vers le fluide de facon a ce que (§ 21 n ) forme un triédre direct,
ot § et n sont les vecteurs directeurs des axes du repére réduit de I';. L’é¢lément de surface
élémentaire est [23] :

dr' (€,m) = w (&) dédn (2.14)

2.3 Représentation intégrale de Helmholtz

2.3.1 Equation de Helmholtz intérieure
Discrétisation

On fixe quelques notations usuelles :
— NE : nombre d’éléments I'; composant la surface I' de la structure,

— NN : nombre total de nceuds du maillage.
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2.83. Représentation intégrale de Helmholtz

Pour établir les équations discrétisées, on injecte les interpolations (2.1) et (2.2) dans ’équa-

tion (1.22b) écrite au noeud de calcul r,, du maillage. Il vient donc :

NE NNE
S>> i //a 29 (T’ (€m)) Ni (€m) dr’ (€,m)
7j=1 =1
NE NNE Op; o
I / [ 9 et @) Not&my e (€)= F2pm - (215)
j=1 i=1 :
avecm =1,..., NN et ol o, est 'angle solide au nceud r,,, vu de 'intérieur et p,, la pression

au nceud r,,. Les grandeurs indicées par m correspondent & une numérotation globale alors que
celles indicées par 7j correspondent & une numérotation locale.
Ecriture locale

Avec la numérotation locale :

NE NNFE NE NNFE ap“
ZZAmjpij:ZZija—nzf m=1,...,NN (2.16)
7j=1 =1 7j=1 =1
avec
A ~://ig(r o (6,m)) Ni (€,m) di’ (6,17) — b 5722 (2.17)
m 1) an, Imr L 9 K3 9 o 9 m 1) 47'('
I

Boij = ! / 9 (ot (€.m)) Ni (6,m) i’ (€,1) (2.18)

Ecriture globale

Avec la numérotation globale :

NN ap
ZAm€p€:ZBmea—n€I m=1,...,NN (2.19)
=1

avec

47

o= [ s o £m) Nigs(oy (&) dr’ (€.m) (2.21)

s(e€)

Z//()a 79 (T (§,1)) Ny (€:m) dr’ (€:m) = Ome = (2.20)

et : ol s (€) est la liste des éléments auxquels appartient le noeud ¢, ¢ (s (€)) est la position de €
dans la topologie des éléments I'y().

Avec I'une ou 'autre des notations précédentes, on aboutit & la forme matricielle suivante :

[A] {p} = [B ]{gﬁ} (2.22)
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ol les termes entre crochets sont les matrices contenant les coefficients d’influence entre tous les
nceuds du maillage, {p} et {Op/On} sont les vecteurs respectifs de la pression et de sa dérivée
normale aux noeuds du maillage. Il s’agit d’un systéme de NN équations & NN inconnues.

La résolution du systéme est effectuée par la méthode d’élimination de Gauss avec pivotement

partiel [24].

2.3.2 Calcul des intégrales

Les quantités 1/, dr’, n' et N; on été explicitées dans les paragraphes 2.2.2 et 2.2.3. Il reste a

préciser les termes g (r,,,, 1) et g (r,,,r’') /On’. On note :

Dy = [t = 1) = /@ = ) + (g — )% + (2 — /)’ (2.23)
La fonction de Green et sa dérivée normale sont :
, 1 eikDm
g (£m7£) — E D (2.24)
dg (Tmarl) 1 ehPm . 1 / /
= = — |k — — — . 2.25
o =02 " b (' (&) —rp) 0’ (&n) (2.25)

Méthode d’intégration de Gauss-Legendre

Les fonctions a intégrer n’étant pas analytiques, il faut recourir & l'intégration numérique.
La quadrature de Gauss consiste a approcher une intégrale par un développement en série de

n points [3] :
1

1= [r@de=>mse) (2.26)
=1

-1

“1<6<1 0<H <2

ou f joue le role de g ou de sa dérivée normale.

Aprés changement de variables pour se ramener a lintervalle d’intégration [—1,1], cette
technique permet d’intégrer exactement un polynéme de degré 2n—1. Les positions et coefficients
de pondération H; intervenant dans les formules de quadrature de Gauss-Legendre sont donnés
par des tables et peuvent étre calculés numériquement avec beaucoup de précision.

L’extension de la quadrature de Gauss-Legendre aux calculs d’intégrales doubles se fait par

I'intermédiaire de la formule [3] :

11 0 m
//h(u,v)dudv:ZZUZ'V}h(ui,vj) (2.27)
S15

i=1 j=1

-1 <w;,v; <1 0<U;,V; <2
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2.83. Représentation intégrale de Helmholtz

Les coefficients u; et v; sont les points de Gauss suivant les variables u et v, U; et V; leurs poids
associés.

L’expression générale des intégrales a calculer est :

I= Z / £ (.1 (€.m)) dédn (2.25)

er . .
1" cas - sir ¢ T

L’intégrale est dite non diagonale et est calculée directement par la formule de quadrature
de Gauss-Legendre (2.27)
Si I'j est un quadrangle, I'intégrale se présente, sans étape supplémentaire sous une forme

immédiatement exploitable :
1
1= [ [ty ) dan (2.20)
1

SiI'; est un triangle, en se reportant aux systémes de coordonnées réduites du triangle (fig.

2.4),ona:
1
1= [ [ £ ) acay (2:30)
112

Il faut transformer cette intégrale pour que la variable ¢ prenne ses valeurs entre —1 et 1. Le
changement de variable : u = 2¢/ (1 — ) donne :

11

= [ [ £ €m) =5 duay (2.31)

—-1-1

2nd cas - si rel

L’intégrale est dite diagonale. La fonction & intégrer est singuliére en un point. On emploie
encore la méme technique d’intégration mais avec un découpage adapté de I'élément I'; (cf. fig.
2.5 et fig. 2.6).

La dénomination d’intégrales diagonales peut paraitre abusive car, en réalité, la seule intégrale
qui influence la diagonale des matrices [A] et [B] est celle pour laquelle r coincide avec un des
nceuds de la topologie de I'j. Toutefois, ces intégrales présentent toutes un point commun, a
savoir que la distance D est petite et engendre de grandes variations de la fonction de Green et
de sa dérivée normale. Leur calcul réclame donc une attention particuliére qui consiste & découper
le domaine d’intégration I'; en éléments triangulaires, de telle sorte que le sommet commun a

ces triangles soit le noeud r. Sur chacun de ces triangles, la méthode d’intégration est la méthode
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Chapitre 2. Discrétisation des équations

de Gauss-Legendre. Pour ce faire et pour augmenter la densité des points de Gauss au voisinage
de r, on procéde aux changements de variables adéquats. Cette démarche est inspirée de celles
contenues dans les références |25, 26|.

Dans le cas d’'un quadrangle, une alternative se présente suivante la position de r :

— sir est un sommet, I'; est découpé en deux parties (fig. 2.5.a),

— sir est le milieu d'un coté, I'; est découpé en trois parties (fig. 2.5.b).

points de Gauss (2*2)
Ui
A

1=
3

™)

iy
[ )
[ )

F1G. 2.5: Découpage d'un quadrangle en deux (a) ou trois (b) parties.

Dans le cas d'un triangle, I'’élément de surface I'; est toujours découpé en deux parties, comme

I'indique la figure 2.6.

=3

F1G. 2.6: Découpage d’un triangle en deux parties.

Dans tous les cas, la décomposition des intégrales diagonales conduit & des intégrales de la

forme :
11

/ / (1+v) f (u,v) dudv (2.32)

S1-1
ou la singularité de la fonction & intégrer se situe au point v = +1. Il faut remarquer que la

partie singuliére de f (u,v) est contenue dans la fonction de Green ou sa dérivée normale. Le
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2.83. Représentation intégrale de Helmholtz

traitement des intégrales permet de diminuer la singularité de la fonction & intégrer d’un ordre

un, par l'intermédiaire du Jacobien introduit dans le changement de variables.

2.3.3 Calcul dans le fluide

A partir de la pression calculée sur T' (cf. (1.22b)) et des valeurs de dp/dn données sur I, le
calcul de la pression dans le fluide est obtenu par I’équation (1.22a).

Apres discrétisation, cette équation aboutit au point r,, du fluide & :

NE NNE
Pij ,g oL 5’ ) N; (5777) df, (5,77)
]Zl ZZ1 ’ / / on )
NE NNE
Opij / /
- 2 g (' (6,m) Ni (&) dr’ (€,1) = pm (2:33)
8% e
Ecriture locale
Ona: NE NNE NE NNE Bp
Z Z Qm 5Pij — Z Z m ij =y (234)
Jj=1 =1 7j=1 i=1
ou :
0
iy = / [ 579 o (€m) N (€m) ! (€2 (235)

b s / [ 9 et (€m) N (€)' (€11 (2.36)

Ecriture globale

On a:
m = m ePe — me—E 2.37
2 e 2, 4

ol :

o= [ 0 (et (€0) Nyt (€)' () (2.39)

o[ v

Les intégrales sont calculées de la méme fagon qu’au paragraphe 2.3.2 par la méthode de

s

(€)
' (&:m)) Nis(ey) (€, m) dr’ (&,m) (2.39)
)

(e

Gauss-Legendre, sans le probléme des intégrales diagonales. La pression est ainsi obtenue au

point r,, du fluide.

25



Chapitre 2. Discrétisation des équations

2.4 Prise en compte des symétries

2.4.1 Propriétés induites par les symétries

En général, les problémes étudiés présentent des symétries. Le terme symétrie est ici employé
au sens large puisqu’il recouvre aussi bien les symétries que les antisymétries de la géométrie et
du chargement. Les symétries prévues sont des symétries par rapport & un, deux ou trois plans
orthogonaux. En ce qui concerne le systéme d’équations discrétisées (cf. équation (2.22)), les

éléments de [A] et [B] étant notés A;j et Bjj, on a :

Bij = Bs(i)s(j) (241)

ou s est une symétrie orthogonale par rapport a un plan et s (i) le numéro du nceud symétrique
du nceud 7 dans l'opération s. Cette propriété peut se démontrer facilement en considérant
I'expression des quantités A;; et B;; et en remarquant que, s étant une isométrie, elle conserve les
distances et le produit scalaire. Cette réduction diminue considérablement les temps d’assemblage

et de résolution de la méthode.

2.4.2 Principe de réduction du probléme

Les symeétries et/ou antisymétries permettent de restreindre la taille des problémes aux va-
leurs propres au nombre de noeuds de la partie maillée (partie génératrice) de la structure qui,
aprés symétrisation, permet de reconstituer la totalité de la surface du corps.

Il est suffisant de ne détailler que le traitement particulier de [A], car celui de [B] est identique.
Le systéme peut s’écrire [27] :

[A'] {p} = {b} (2.42)

ou les coefficients de [A’] sont réduits aux nceuds de la partie génératrice. Trois cas sont distingués,
suivant que les symétries et /ou antisymétries s’appliquent par rapport & un, deux ou trois plans

orthogonaux. Ces plans sont XOY, XOZ et YOZ ou O est lorigine du repére cartésien global.

ler cas : un plan de symétrie ou d’antisymeétrie.

Partie génératrice : une moitié de la surface de la structure.
Domaines particuliers :
e D; : ensemble des nceuds invariants par s (i.e contenus dans le plan de symeétrie ou

d’antisymeétrie),

26
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e D, : ensemble des noeuds non invariants par s.

Si s est une symétrie :

214”‘ 1€ Dy
Al = (2.43)
Aij + As(i)j 1€ D2

Si s est une antisymétrie :

0 1€ Dy
A = (2.44)

ij
Aij — As(i)j 1€ Do

2éme cas : deux plans de symeétrie et/ou d’antisymétrie.
Partie génératrice : un quart de la surface de la structure.
Domaines particuliers :
e D; : ensemble des noeuds invariants par s; et so,
e Dy : ensemble des noeuds invariants seulement par sq,
e D3 : ensemble des noeuds invariants seulement par ss,
e D, : ensemble des nceuds non invariants par sq et ss.

Si s1 et s5 sont deux symeétries :

44 i€ D

A;_j _ (A3 2( )J) 2 (2.45)
2 (Aij + A (3);) i€ Dy
Aij + Asl(i)j + ASQ(i)j + Aslosg(i)j 1€ Dy

ou s10s () représente la composition des deux opérateurs s et so appliqués au noeud 4.

Si s1 est une symétrie et so une antisymétrie :

0 i€ Dy UD;y
A;‘j =932 (AZJ + ASQ(i)j) 1€ Dy (2'46)
Aij + A @ — Ay — Asi0sa)j 1€ Da

Le cas ot s1 est une antisymétrie et sy une symétrie se traite de fagon analogue.

Si s1 et sy sont deux antisymétries :

, 0 1€ D1 UDy U Dg
Aij — A A A51052(i)j 7€ D4

s1()j — “rs2(i)g T
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3éme cas

Partie génératrice : un huitiéme de la surface de la structure.

Domaines particuliers :

: trois plans de symétrie et/ou d’antisymétrie.

e D : ensemble des noeuds invariants par s et so,

.D2

Si s1, o et s3 sont trois symétries :

Al —

v

: ensemble des nceuds invariants par sq et ss,
: ensemble des nceuds invariants par so et ss,
: ensemble des noeuds invariants seulement par sq,
: ensemble des noeuds invariants seulement par ss,
: ensemble des nceuds invariants seulement par ss,

: ensemble des noeuds non invariants.

T+ ASS(i)j + ASQOSS(i)j)
P+ A53(z‘)j + As1083(i)j)

2 (Aij + Agy (i) + Asy(i)j + Asi0sa()5)

+A51085()j T As03()j T As1052085(1);

Si s1 et so sont deux symétries et s3 une antisymétrie :

Al —

v

28

(

0

4 (Aij = Asy0)

2 (Aij + Asy(i) — Asa(g
2 (Aij+ Ay — A

83(i)j

Aij + Asy () T Asa (i)

_Aslosg(i)j

- A82083(i)j)
- A81083(i)j)

— Aga(i)j + Asi0s5(0);

- ASQOSg(i)j - A81052053(i)j

1€ D
i€ Do
1 € Dy
1€ Dy
1 € Ds

1 € Dg

s1(i)j T Asa(i)j + Ass(i)j + Asi0s2()

1€ Dy

1€ Dy U D3 U Dg
1€ Dy
1€ Dy

1 € Ds

1€ Dy

(2.48)

(2.49)



2.5. Conclusions

Si s1 est une symétrie et so et s3 deux antisymétries :

0 1€ Di1UDyU D3 U Ds U Dg
AL = 2 (Aij — Asy(i)j — Asa(@)j + Asz0sa(0)5) i€ Dy (2.50)
Aij 4 Asy (1)) = Asa(i)j = Asai)s — As1082()5
\_Aslosg(i)j + ASQOSg(i)j - ASIOSQOSS(@')]' 1€ Dy
Si s1, o et s3 sont trois antisymétries :
0 1€ Dy UDyUD3sUDyUDsU Dg
/
Aij = Aij — Asy(5)j — Asa(i)i — Assi)j + Asi0s2(0)5 (2.51)
+A51085(i) T Asz085(i)5 — As1052083(1); 1€ Dy

2.5 Conclusions

Ce chapitre présente le traitement numeérique des équations du probléme intérieur présenté
dans le premier chapitre. La numeérisation de ces équations est effectuée dans le cas du probléme
tridimensionnel et avec la prise en compte d’éventuelles symétries planes.

Les outils de discrétisation donnés permettent 1’obtention d’un systéme linéaire d’équations
dont la résolution aboutit a la détermination des pressions nodales, puis de la pression dans le

fluide.
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Chapitre 3

Analyse aux fréquences propres

3.1 Introduction

Les principales nuisances acoustiques dans une cavité sont localisées vers les basses fréquences.
A ces fréquences, une cavité produit des résonances qui provoquent une géne importante [4]. Dans
ce chapitre, nous présentons dans un premier temps la notion de fréquences propres et leur calcul
analytique dans le cas simple d’une cavité rectangulaire ou sphérique. Ensuite, nous appliquons
la méthode intégrale a ce probléme, conduisant a la résolution d’un probléme aux valeurs propres.
Les principales formulations de ce probléme sont alors exposées ainsi que leurs forces et faiblesses
respectives. Enfin, la formulation retenue et développée lors de cette thése, a savoir la méthode

de l'intégrale particuliére, est décrite.

3.2 Fréquences propres d’une structure

3.2.1 Approche analytique

Le champ acoustique dans la cavité étudiée doit satisfaire a certaines conditions aux limites,
dans I'espace et le temps. On peut aussi montrer que le systéme d’équations composé de I’équation
de Helmholtz homogéne et des conditions aux frontiéres admet une suite infinie de valeurs pour
lesquelles le systéme donne des solutions non nulles [2]. Ces résultats sont généraux : les valeurs
k2 de la constante k? forment une suite infinie et sont appelées valeurs propres, et les solutions
1y, correspondantes sont appelées fonctions propres.

On donne maintenant les valeurs et fonctions propres pour un parallélépipéde rectangle et

une sphére soumis & des conditions aux limites de type Neumann.
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Parallélépipéde rectangle

La résolution de I’équation des ondes permettant l'obtention des valeurs propres k et de

Pamplitude de pression correspondante p au point (z,y, z) est donnée dans 'annexe D.

(i) () () o

n;: cos ynlir Cos znzj (3.2)

p(z,y,2) =pocosz

avec Ly, Ly et L, les longueurs des arétes du parallélépipéde, (ng,ny,n;) un triplet d’entiers et

po une constante.

Sphére
Pour une condition de Neumann sur la surface de la sphére, les amplitudes de pressions sont
données par [2] :

Pmons (1,0, ) = (Ap, cosme + By, sinmep) P (cos @) jy, (Taysr/a) (3.3)

oll a est le rayon de la sphere et avec j, la fonction de Bessel de 1" espéce d’ordre n et P la
fonction de Legendre de 1% espéce, de degré n et d’ordre m.

Les valeurs propres correspondantes ks sont :

TOlps

ks = - (3.4)
ol s est la s-iéme racine de 1’équation :
d jn (Tax)
=0 3.5
Ta (3.5)

Remarque

Le calcul analytique permet une description fine du champ acoustique dans une cavité mais
se heurte & de sérieuses difficultés de calcul dés que 'on introduit ’absorption des parois, ou
que l'on s’écarte d’une simple géométrie rectangulaire*. Néanmoins, & chaque fois que 1'on peut
trouver un systéme de coordonnées compatible avec les conditions aux limites et dans lequel
I’équation aux dérivées partielles de Helmholtz est séparable, des techniques de développement
des solutions sur la base des fonctions propres sont efficaces mais restent mal appropriées a de

nombreux problémes.

4 [P PN Py . . Py . . .
Dans les cavités & symétrie cylindrique ou sphérique, les fonctions propres s’expriment au moyen des fonctions

trigonométriques, des fonctions de Bessel et des polynémes de Legendre

32



3.8. Fréquences de résonances d’une cavité par méthodes intégrales

3.3 Fréquences de résonances d’une cavité par méthodes inté-

grales

L’objet de cette section est de présenter les principales méthodes intégrales mises au point
depuis le début des années 80 pour répondre au probléme de l'analyse aux valeurs propres des
cavités acoustiques. Aprés avoir rappelé le probléme & résoudre, les formulations susceptibles de

le résoudre sont exposées, ainsi que leurs avantages et inconvénients.

3.3.1 Principe

Le probléme de propagation d’onde harmonique en terme d’amplitude de pression est gou-
verné par 1’équation de Helmholtz :

Ap+k’p=0 (3.6)

Considérant la cavité acoustique définie précédemment (cf. fig. 1.1), le cas d’une structure vi-
brant en régime harmonique, en contact avec un fluide, est considéré. Le probléme aux valeurs
propres correspondant consiste a déterminer des fréquences w (ou nombres d’onde k) propres de
la structure ainsi que des variations caractéristiques de pression de la cavité (vecteurs propres).

Parmi les méthodes de résolution se trouvent la méthode du déterminant 28], la méthode des
cellules internes [29], la méthode de double réciprocité [30], la méthode de réciprocité multiple [31]

et la méthode d’expansion en séries [32].

3.3.2 Meéthode du déterminant

La représentation intégrale de Helmholtz intérieure a été définie dans le paragraphe 1.3.2.

Aprés changement de notation, I’équation (2.22) peut étre réécrite de la fagon suivante :

(H ()0} = 60 { 32 } (37)

Suivant les conditions aux frontiéres, I'équation (3.7) devient :

Neumann : [H (k)] {p} =0 (3.8)
Dirichlet : [G (k)] {%} =0 (3.9)
Mixte homogene : ([H (k)] [ba] — [G (E)]) {%} =0 (3.10)

ou [ba] est la matrice diagonale de termes b(fi)) (cf. eq. (1.6)). L’équation (3.7) peut donc

a(r;

s’écrire dans un cadre général :

AR fa} =0 (3.11)
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La matrice [A (k)] contient implicitement le paramétre en fréquence k£ qui ne peut pas étre
factorisé a 'extérieur de A. Cette formulation empéche I'écriture d’un probléme aux valeurs
propres standard ou généralisé [33]. Une méthode telle que la méthode du déterminant peut étre
alors utilisée pour déterminer les solutions de I’équation (3.11), et jusqu’au début des années 80,
elle fut la seule. Cette technique a été appliquée aussi bien a I’équation de Helmholtz qu’aux
équations d’élasticité [34]. Elle aboutit a I'obtention d’un déterminant complexe.

La méthode du déterminant est sérieusement limitée par deux inconvénients :

— la matrice A doit étre formée successivement pour une plage de fréquence déterminée,

amenant un temps de calcul prohibitif;

— pour des fréquences de résonances trés proches, la méthode ne permet pas de les distinguer.

Malgré sa simplicité de mise en ceuvre, cette méthode ne doit étre appliquée que si aucune

autre alternative n’est possible.

3.3.3 Meéthode des cellules internes

Cette méthode a été appliquée dans un premier temps aux problémes de vibration de plaques
pour en extraire un probléme aux valeurs propres algébrique. Elle consiste a proposer une autre
représentation intégrale (cf. équation (3.12) avec une autre fonction de Green. Cette nouvelle

représentation permet d’extraire le nombre d’onde et de le localiser a I'extérieur de I'intégrale [29].
0 0
ap (r) + // {p (") 5,59 (r:7') = g (r.1') 7 =p (z’)] dr' + k* ///g (r, ') p (r') d2 =0 (3.12)
r Q

La solution fondamentale g (r, ') utilisée est la fonction de Green en champ libre de 1’équation

de Laplace et non plus de I’équation de Helmholtz :

g (r,r)

Elle est indépendante de k. Aprés discrétisation, 1'équation (3.12) se présente sous la forme :

6o} -1 =# [[[o@r)p @) (314
Q

Bezine [29] a divisé le domaine fluide € en cellules internes. Puis, en plus de discrétiser la

1

- A7 |r — 1|

(3.13)

frontiére, il a utilisé des fonctions de forme pour interpoler la pression dans le membre de droite
de I'équation (3.14) et pour intégrer la solution fondamentale et ces fonctions de forme dans
les cellules et ainsi obtenir une matrice additionnelle. Aprés 'application des conditions aux
frontiéres appropriées, les matrices peuvent étre écrites sous forme d’un probléme aux valeurs
propres algébrique. Cette procédure, basée sur la discrétisation de la frontiére et du domaine

fluide, est connue sous le nom de méthode des cellules internes.
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3.3.4 Meéthode de double réciprocité

La méthode de double réciprocité se calque sur celle des cellules internes. On peut en effet
observer que le terme droit de ’équation (3.14) contenant le domaine intégral peut étre converti en
intégrales de frontiéres. Ainsi, une formulation ne contenant que des discrétisations sur la frontiére
permet d’obtenir facilement un probléme aux valeurs propres algébrique. Cette procédure fut
pour la premiére fois utilisée sur un probléme d’élasticité [30]. En effet, Nardini et Brebbia

montrérent ainsi que si une fonction ¢ vérifie
V2 =p(r) (3.15)

dans le domaine, alors le membre de droite de I’équation (3.14) se réécrit en intégrales surfaciques

avec 'aide du théoréme de divergence de Gauss. Nous obtenons ainsi :

G1{ge -1y =1 (1615} - 1mie}) (3.16)

Le théoréeme de divergence étant finalement appliqué deux fois, cette méthode a plus tard
recu le nom de « méthode de double réciprocité » [35]. La fonction ¢, inconnue et contenue dans
le terme d’inertie (en facteur de k?) de I’équation (3.16), est liée a 'amplitude de pression par
I’équation différentielle (3.15). Nardini et Brebbia proposérent alors une approximation de la

variable inconnue, p ici, par une fonction de forme globale :

p(r)=>_C( rm) o™ (3.17)

m=1
ol r’ est un point du domaine, r™ une source placée sur un point m de la surface et ® une
fonction de densité fictive située en r™. La fonction de forme communément utilisée est définie
par :

C (fl,fm) =R-—7r (z’,zm) (3.18)

avec R la plus grande distance entre deux points de la structure. Avec les valeurs de p données

par (3.17), 'équation différentielle (3.15) peut s’intégrer pour donner :

¢ () ==Y D) ®™) (3.19)

m=1
ou
r3 (', ™) Rr?(r',r™)
D(r',rm) = —==~— — = 2
(', 2™) D c (3.20)
Les dérivées normales d¢/On a r’ peuvent étre calculées a partir de (3.19) :
9o (1’ >
Q;Ef) ==> T/, r™) (™) (3.21)

m=1
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ou

T (") = [% - ?] (=) n (3.22)

Les solutions pour ¢ et d¢/0n peuvent alors étre substituées dans I’équation (3.16) :

GI{ G2} = 11 (0} = 2 161 171 - 1) D) () (3.23)

En exprimant I’équation (3.17) sous forme matricielle :

{r} = [C1{2} (3.24)

on obtient I'expression des sources fictives :

{2} =101"{p} (3.25)

En utilisant ces valeurs de {®} dans (3.23) :

G1{ G2} - 11 (0} = 2 1) () (3.26)

[M] = ([G][T] — [H][D]) [C] (3.27)

Apreés application des conditions aux frontiéres, I’équation (3.26) peut étre écrite sous la

forme d’un probléme aux valeurs propres général :

[A]{a} = K [B] {x} (3.28)

Cette méthode posséde un avantage majeur par rapport a la méthode du déterminant : les
matrices [A] et [B], étant indépendantes de la fréquence, ne sont formées qu'une seule fois.
Cependant, ces matrices étant denses et non-symétriques, la résolution du probléme aux valeurs
propres nécessite 'emploi d’algorithmes adaptés. De plus, et & I'inverse des problémes originaux
d’élasticité, cette méthode peut étre accompagnée d’une technique de zonage ou par I'introduction

de points internes de collocation.

3.3.5 Meéthode de réciprocité multiple

Proposée par Nowak et Brebbia [31], la méthode de réciprocité multiple propose d’appliquer
le théoréme de divergence de Gauss en utilisant des fonctions de Green d’ordre croissant [36],
jusqu’a pouvoir négliger les termes de U'intégrale. Ainsi, appliquée a ’équation d’"Helmholtz (3.6),

I’équation intégrale devient :

+Z (—k?) // <a,grr>df :Zf; (—&%) //gmr p () dr (/)

(3.29)
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ou g; (r,r’") sont les fonctions de Green, solutions de 1'équation de Laplace a 'ordre i, données

par :

(3.30)

En discrétisant la surface I' et en intégrant sur les éléments, 1’équation (3.29) peut alors

s’écrire sous la forme suivante :

[f: (=)' [H ] {p} = [Em:

i=1 =1

e {2} o

En appliquant les conditions aux frontiéres dans I’équation (3.31) on obtient :
[A (k)] {=} = {0} (3.32)

ou

[A (k)] = [Ao] + k2 [A1] + k* [Ag] + ... + K™ [A)] (3.33)

Le systéme d’équations (3.32) peut étre alors résolu [37] via une méthode itérative de type
Newton-Raphson avec une décomposition LU. Les matrices Ag... A,, sont indépendantes du
paramétre en fréquence k et ne sont calculées qu’une fois. Contrairement & la méthode de double
réciprocité, cette technique ne nécessite pas I'utilisation d’une technique auxiliaire pour évaluer
efficacement les fréquences de résonance. Cependant, cette méthode nécessitant ’estimation ini-
tiale de la fréquence de départ dans le processus d’itération, elle n’est pas adaptée a I'étude des
cas pratiques tel un habitacle automobile. La technique de Newton-Raphson peut en fait étre
considérée comme une méthode du déterminant améliorée et rend donc la méthode de réciprocité

multiple non applicable & tout type de probléme.

Une alternative existe et consiste & écrire le systéme d’équations (3.32) sous la forme d’un

probléme aux valeurs propres général :

[A] {X} = k [B] {X} (3.34)
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(A1) [Amo] o [A1] (4]

[A] = ! 0 [9] (3.35)
_ o 1 [
An] 0] ... [0]

|0 W - [?1 556
_ 0 (1]

(X} = {({Xn1} (Xma} o (X} (3.37)

Maintenant, le probléme peut se résoudre en utilisant des solveurs adaptés, mais 'ordre des
matrices étant augmenté, la relative simplicité de cette formulation est & mettre en balance
avec des temps de calculs et des cotlits de mémoire de stockage prohibitifs. Ainsi, la procédure
d’augmentation des matrices rend caduque le principal avantage d’une discrétisation en éléments
de surface. De plus, 'apparition de valeurs propres fictives dans certains cas limite fortement

I'intérét de cette méthode sur des problémes pratiques.

3.3.6 Meéthode d’expansion en séries

A partir de I'équation (3.11), Kirkup et Amini [32] développe la matrice [A (k)] suivant une

série en k :

([Ao (B)] + K [A1 (k)] + ... + K> [Ay, (R)]) {2} = {0} (3.38)

Kamiya et al. [38] ont montré que la partie réelle de cette équation est équivalente a 1'équation
(3.32). Cette méthode peut donc s’écrire sous forme d’'un probléme aux valeurs propres général

mais présente les mémes désavantages que la méthode de réciprocité multiple.

3.4 Meéthode de l’intégrale particuliére

Ahmad et Banerjee [6] ont employé 'approche utilisée par la double réciprocité pour résoudre
un probléme d’élasticité par une nouvelle méthode dite « de l'intégrale particuliére ». Ils ont
appliqué cette nouvelle méthode a I'acoustique [39] et formulé un probléme aux valeurs propres

général.
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3.4.1 Equations de l'intégrale particuliére
Dans cette méthode, 'amplitude de pression est décomposée en deux fonctions

— une fonction complémentaire,

— une fonction particuliére.

Ainsi :
=p'+p° (3.39)
et '
op _ Op'  Op°
v 3.40
on On  0On ( )
La pression complémentaire satisfait la partie homogeéne de 1’équation de Helmholtz (3.6)
Apf =0 (3.41)
La solution particuliére p* vérifie donc :
Ap' +E*p=0 (3.42)

La formulation intégrale pour I’équation (3.41) donne :
+ //pc (7“/) ig (’I“I 7’) dr (r') = //g (7" r) gpc (7‘/) dr (7“/) (3.43)
om0 B ' onT B
r r

avec la fonction de Green solution de I’équation de Laplace (3.41) :
, 1
9 () =15 (3.44)
ou D = |r — r/|. La fonction complémentaire et sa dérivée sont éliminées de I’équation (3.43) par
les équations (3.39) et (3.40) :

// g (or) dr (¢ // M_p o) dr (1) =
/ [7 ) gmo o) ar () = [[9(n) 5ot () ar () 3.5

3.4.2 Discrétisation

En utilisant les outils de discrétisation définis dans le paragraphe 2.2.2, I'équation (3.45)

s’écrit sous la forme matricielle suivante :

{2} -ty = e {2} - a1 ') (3.46
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En utilisant les approximations de l'amplitude de pression p (Eq. (3.17) et (3.18)) dans

I'équation (3.42), la fonction particuliére p’ et sa dérivée normale dp'/On sont calculées :

p () =KD D™ ® (™) (3.47)
m=1
on 73 (p 2 (p! pm
D(r',r™) = (‘15‘ )& (g & (3.48)
% ;ffl) — i i T (r', ™) ® (r™) (3.49)
m=1
et
oy _ [P ™) R
T (', r ):[¥—§]-(£—£ ). (3.50)
La substitution de ces solutions particuliéres dans I’équation (3.46) donne :
GI{ G2} - 11 (0} = #* (161 171 - 1) D) () (351)
ou, avec 'équation (3.25) :
dp 2 -1
G1{ 2}~ 1 ) = 1 (Gl 7] - [ (D) €] ) (352)

A Tlinstar de I'équation (3.23), la méthode de l'intégrale particuliére bénéficie des mémes
avantages et souffre des mémes inconvénients que ceux de la méthode de double réciprocité.

Cependant, des améliorations peuvent étre faites sur plusieurs points.

3.4.3 Meéthode de la fonction fictive

Numériquement, une inversion matricielle est une opération trés pénalisante. Au dela du bon
conditionnement de la matrice nécessaire pour une telle opération, les cofits informatiques sont
importants pour des systémes fortement discrétisés. Ali et al. [40] ont montré que le probléme aux
valeurs propres acoustique (en particulier dans le cas des frontiéres rigides) peut étre formulé
en terme de fonctions fictives ® plutét que p, évitant ainsi 'inversion de la matrice [C] dans

Iéquation (3.52).

Cas de Neumann

Quand les frontiéres de la structure sont rigides, dp/dn = 0 pour tous les nceuds du domaine.

L’équation (3.52) s’écrit alors :

—[H]{p} = ¥* (G [T] - [H] [D]) [C]" {p} (3.53)
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et, en remplacant les deux termes en pression par I'équation (3.17) :
— [H][C]{®} = K ([G][T] - [H] [D]) {®} (3.54)
En définissant [A] = — [H][C] et [B] = ([G] [T] — [H] [D]), l'équation (3.54) devient :
[A]{®} =k [B] {3} (3.55)
Le passage de {p} a {®} naltére pas les valeurs propres du systéme.

Cas Mixte

Iei, p=0et Ip/On # 0 sur I'1 et p # 0 et Ip/On = 0 sur I'y. L’équation (3.52) peut s’écrire

a 'aide de sous-matrices :

Gi1 Giz {ul} ~|Hn H12} {Pl} _ 2 [Mn M12:| {Pl} (3.56)
Go1 Gao| |ue Hy1 Hao| | p2 My M| | p2
[M] = ([G][T] - [H][D]) [C]™ (3.57)
et
p(T1) =m p(T2) = p2
op (1) _ op(T2)
on “ on e

En prenant en compte que p; = 0 et dpy/On =0 :

[Gr1]{u1} — [Hio] {p2} = k* [M12] {p2} (3.58)
[Go1] {u1} — [Hao] {p2} = k* [Ma2] {p2} (3.59)

De ces deux systémes d’équations, u; est éliminé :

—[A] {p2} = ¥*[M] {p2} (3.60)
[H] = [Hao] — [G21] [G1a] ™ [Ho] (3.61)
[M] = [My] — [Gon] [Gra] ™ [Mis)] (3.62)

41



Chapitre 3. Analyse auz fréquences propres

3.4.4 Introduction de points internes

Reprenant 'idée de Ali et al. [40] recommandant 1'utilisation de points de collocations supplé-
mentaires a l'intérieur de la cavité, une amélioration de I’analyse modale peut étre envisagée. Pour
incorporer ces « points internes » dans la méthode de l'intégrale particuliére avec une condition

de frontiére de type Neumann, 1’équation (3.54) est remplacée par :
-[A][e] @) = ([¢] [7]-[7] 2]) (=} (3.03

ou

ol o] = @] e [
{H]_ H] ’ [G]_ [G] ’ {@}_ {q>}

{Ci)} sont les fonctions fictives additionnelles pour les points internes ; [@], [ﬁ] et [T] sont les

matrices augmentées contenant les coefficients des points internes ainsi que ceux des nceuds de

frontiére. [G] et [ﬁ[] sont reliées par :

0o} + ) o1 = [6) { 2 (3.6

[I] est la matrice identité d’ordre égal au nombre de points internes.

3.4.5 Prise en compte de ’absorption
Le modéle de Rakajumar et Ali

Rakajumar et Ali [41] ont pour la premiére fois introduit la prise en compte d’une absorption
aux frontiéres de la cavité dans la méthode de 'intégrale particuliére. L’approche employée est

de considérer I’équation reliant le gradient de pression du fluide et sa vitesse a la frontiére :

opr ov.

Pour prendre en compte 1’énergie dissipée, un terme d’absorption est introduit dans l’équation
(3.65) :
or 0V

ol R est un terme de résistivité acoustique en rayl (N's/ m3), telle que définie par Craggs [42],
fonction de la fréquence. Comme le terme de divergence de la vitesse représente le débit du fluide
traversant un volume élémentaire, le terme RdivV de I’équation (3.66) peut étre considéré
comme une force due a I’écoulement & travers une couche de mousse, ou de matériaux de type
fibreux, disposés sur la frontiére. En outre, Zienkiewicz et Newton [43] ont établi la relation

OP/On = — (1/c) OP/0t pour prendre en compte la déperdition d’énergie due au saut de pression
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sur une frontiére ouverte. Comme 0P/t est relié & divV par I’équation de la conservation de
la masse
1 0P

d’un fluide compressible, le terme d’absorption proposé dans I’équation (3.66) est judicieux. Ainsi,

en substituant 'expression de divV de I’équation (3.67) dans (3.66), le gradient de pression sur

la frontiére absorbante s’écrit :

oP oV 19P
e T <__> (3.68)

B = R/pc est le coefficient d’absorption, réel et sans unité, du matériau absorbant.

Pour des oscillations harmoniques, les pression et vitesse de frontiére de 1’équation (3.68)
s'écrivent : P = pe % et V = ve %!, Rakajumar et al. estiment de plus que la vitesse a la
frontiére absorbante ne doit pas étre utilisée puisque l'interface fluide-structure est considérée

comme stationnaire. Le gradient de pression peut alors étre simplifié :

dp

W
% = —Jzﬁp (3~69)

Il faut cependant prendre cette hypothése avec précaution : les vitesses normales des particules
d’air & la surface de 'absorbant peuvent étre non nulles, puisqu’il existe un gradient de pression
non nul quand § # 0. Donc, il convient de décrire cette formulation comme étant « quasi-rigide »,
méme si la structure elle-méme n’oscille pas comme un cas de couplage fluide-structure.

Quand le matériau absorbant est placé sur une partie de la surface désignée par I'y, I’équation

(3.16) se partitionne de la maniére suivante :

/8 w
G G2 gn — [H]{p} = <_>2 [M] {®} (3.70)
Go1 Gao| | 32 ¢
[(M] = [G][T] - [H] D] (3.71)

Les gradients de pression sur les matériaux absorbants et non-absorbants sont désignés par
Op1/0n et Opa/On respectivement. Ensuite, avec (3.69) :
‘W

e G Ry = () (@) (3.72)

—j9BGan Ga| | B2 ¢
Pour les frontiéres non-absorbantes, des parois rigides sont considérées : dps/0On = 0. En parti-
tionnant la matrice C' dans ’équation (3.24), la substitution de {p1} = [C11] {P1} — [Ci2] {P2}
dans I’équation (3.72) donne :

w  |G11C11 G12C12| | @1 w\ 2
—j—0 —[H][Cl{P}=(—) [M]{P 3.73
=8 i R i S GG (%) 1112} (3.73)
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En incluant —( dans la matrice et en notant cette matrice d’absorption [C’] et [K] = — [H][C],

I'équation (3.73) s’écrit alors :

w

52 (€] (@) + K] (@) = (2)" (M) {#) (374

C

L’équation (3.74) correspond au probléme aux valeurs propres pour une cavité acoustique avec
la prise en compte d’une absorption a la surface. En définissant ces valeurs propres comme
Ai = jw;/c et les vecteurs propres {x;} = {®}, on obtient le probléme quadratique a résoudre
suivant, :

[K]{®} + X [C] {3} + ] [M] {a;} = 0 (3.75)

Les nombres d’onde de résonance sont ainsi obtenus par la relation k; = —j\;.

Cette formulation implique que [ soit constant, bien que ce paramétre soit défini comme
dépendant de la fréquence. Un choix évident pour § est donc de prendre une valeur moyenne de
la partie réelle de 'admittance acoustique. Ceci entraine malheureusement une mauvaise prise
en compte du comportement de 'admittance acoustique de paroi en basse fréquence. En effet,
comme l'indique les figures 3.1 et 3.2 dans le cas d’'un panneau de laine de verre standard de 10
cm d’épaisseur, si I’absorption peut étre estimée comme grossiérement constante a partir de 1
kHz, il serait trop imprécis d’étendre cette considération pour des fréquences inférieures. Ainsi,
nous proposons ici une nouvelle prise en compte de 'absorption dans la méthode de l'intégrale

particuliére

Un modéle adapté

D’aprés Allard [44] (cf. annexe E), 'impédance caractéristique (en incidence normale) d’un

matériau poreux ou fibreux peut s’écrire :
Ze (@) = (K (@) pa (@)"/? (3.76)

avec pg la masse volumique dynamique du fluide dans le poreux et K le coefficient de compres-

sibilité de l'air. L'impédance de surface s’écrit alors :

Z(w)=—j Zc((:))) cotg (kd) (3.77)

ou ¢ représente la porosité du matériau et d son épaisseur.
Les courbes théoriques de I'impédance et admittance acoustiques de surface de la laine de
verre sont données par les figures 3.1 et 3.2, 'admittance de surface Y étant défini comme l'inverse

de 'impédance de surface Z.
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En reprenant les travaux de Rakajumar et al, 'impédance de surface est défini par :

Z = (pe/B) (3.78)

avec « la phase de la vitesse par rapport a la pression et ol J est relié & 'amplitude de pression
et sa dérivée normale par :

dp

L — ko (3.79)

« et 8 peuvent étre déterminés par le calcul d’une impédance moyenne du matériau (cf. fig. 3.1).

L’équation (3.78) peut s’écrire sous la forme :
B = (pc/Z)e® (3.80)

La condition d’impédance au point r de la frontiére absorbante s’écrit :

p(r) = Zvy (1) (3.81)
avec
op(r) .
5, = Jwpun (r) (3.82)
on a donc :
1 1 9p(n)
7P (1) = op o (3.83)
On obtient finalement :
op(r) .
5, = JwpYp(r) (3.84)

En identifiant avec I’équation (3.79) on trouve que :
Y =3 (3.85)

Pour des fréquences inférieures a 500 Hz (cf. figures 3.3 et 3.4), on peut constater que 1’admit-

tance varie & peu prés linéairement avec la fréquence. En posant donc 8’ = fe™7%/k, on trouve

Y tel que :
y = O tibiy (3.86)
pe
ou
pe
A 3.87
G+ 70 (357

B = B, + jfB3; est le nouveau parameétre d’absorption, indépendant de la fréquence. La li-
mitation a 500 Hz est aussi pratique que réaliste car ce sont pour des fréquences souvent bien
inférieures que 1’on constate les nuisances les plus fortes. Une extension a des intervalles de fré-
quences est cependant possible, & condition de ne pas avoir de changement de pente de la courbe

d’admittance dans les intervalles ciblés.
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Fia. 3.5: Modéle adapté aux basses fréquences

L’équation (3.84) devient avec (3.86) :

ap L2
o= k8D (3.88)

Dans 'exemple de la laine de verre, 8’ = 0.06 + 70.074.
L’avantage de cette formulation est de récupérer un probléme aux valeurs propres généralisé.
Une meilleure approximation de 'admittance est possible par 'adjonction de termes en k2 et
k? dans I’équation (3.86), mais, en plus de la difficulté accrue de résolution, les coefficients liés a
ces termes sont trop faibles pour avoir une réelle incidence sur les résultats.
L’équation (3.74) devient avec ce nouveau paramétre d’absorption :
(W2, W\ 2
i(2) (e 1@} + K1{e} = (£) (M) {2} (3.89)
Aux coefficients 8 de la méthode de Rakajumar se sont substitués les valeurs de 3 aux nceuds
absorbants. Introduisant j dans [C’] et ramenant cette derniére matrice au membre de droite,
léquation (3.89) s’écrit alors :

K] {2} = (2)" (] (2) (3.90)

avec Mj; = M;; + Im <C£j> — jRe (lej)
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3.5 Conclusions

Les principales méthodes d’analyse aux valeurs propres de cavités acoustiques sont présentées
dans ce chapitre. En particulier, la méthode de 'intégrale particuliére est développée et program-
mée dans le code de calcul EQIVP (EQuations Intégrales aux Valeurs Propres) avec un modéle
original de prise en compte des impédances de surface.

Cette méthode permet I'obtention des fréquences de résonance et de leurs éventuels amortis-
sements par absorption pour toute cavité 3D, puis d’obtenir facilement les champs de pression.
Dans le cas de la prise en compte de condition mixte sur les surfaces de la structure et de I'ajout
de points internes, la méthode de l'intégrale particuliére est dite généralisée et désignée dans la

suite de ce document GPIM (Generalized Particular Integral Method).
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Chapitre 4

Traitement numérique des problémes

aux valeurs propres

4.1 Introduction

Ce chapitre est dédié au traitement numérique des problémes aux valeurs propres, généraux
ou quadratiques, issus de la méthode de l'intégrale particuliére. L’avénement des calculateurs
modernes et le développement souvent consécutif de méthodes de calculs puissantes, ont permis
d’aborder par voie purement numeérique des problémes de calcul de structures dont I'analyse
n’était pas envisageable il y a quelques décennies. En particulier, la prévision par le calcul des
caractéristiques propres de vibration d’une structure.

Le revers des méthodes de discrétisation modernes, telles que la méthode des éléments finis
et dans une moindre mesure les méthodes intégrales, est le nombre de parameétres qu'une analyse
détaillée requiert. En quelques années la taille des problémes aux valeurs propres a traiter est
passée de quelques milliers & quelques dizaines, voire centaines de milliers de degrés de liberté [45].

L’expérience a montré dans le passé que le choix des méthodes & mettre en oeuvre est inti-
mement lié au nombre de degrés de liberté n du systéme. Par exemple, les méthodes de dévelop-
pement du polynéme caractéristique par calcul direct des coefficients sont couramment utilisées
pour des problémes de faibles dimensions (n < 10), mais sont totalement proscrites dans un cadre
général. De plus, 'occupation en mémoire des matrices n’est plus aussi critique qu’il y a quelques
années, grace aux avancées technologiques : un probléme aux valeurs propres présentant quelques
milliers de degrés de liberté peut aisément se résoudre sur un ordinateur personnel. Reste le souci
de performance en termes de précision et de temps de calcul. Aprés avoir rappelé les méthodes

disponibles, un choix raisonné des algorithmes d’extraction des fréquences est alors proposé.
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4.2 Probléme aux valeurs propres non-hermitien généralisé

Un probléme aux valeurs propres non-hermitien généralisé est défini par :

(Al {z} = A[B] {z} (4.1)

ou [A] et [B] sont des matrices n x n. Dans notre application (cf. eq. (3.52)), ces deux matrices
sont réelles et non symétriques, donc non hermitiennes.

La théorie analytique et algébrique de ce probléme aux valeurs propres généralisé (PVPG) est
beaucoup plus compliquée quand dans le cas d’un probléme aux valeurs propres standard (PVPS)
[A] {z} = A {«}. Une transformation du PVPG en PVPS est généralement possible, mais échoue
ici en raison du caractére non particulier de [B]. Aussi, les matrices issues des méthodes intégrales
rendent le choix de I'algorithme de résolution compliqué. Parmi ceux existants, I’algorithme direct

QZ [46] est réputé le plus performant pour des matrices de dimension faible & modérée.

4.2.1 Meéthode QZ

On présente ici la méthode QZ qui est utilisée pour trouver les valeurs et vecteurs propres du
probléme aux valeurs propres généralisé non-hermitien (cf. eq. (4.1)). Cette méthode est basée
sur la décomposition généralisée de Schur, aboutissant & des matrices orthogonales [Q] et [Z]

telles que :

Q" [4][2] = [T] (4.2)
Q" [B](2] = (5] (4.3)

Le but est de trouver les matrices [Q] et [Z] qui, associées & la paire initiale [A] et [B], donnent
[T] et [S] triangulaires supérieures. Pour déterminer ces matrices [Q] et [Z], une séquence de
2 (n — 1) transformations d’Householder est appliquée a [A], devenant une matrice Hessenberg
supérieure, et & [B], donnant une matrice triangulaire supérieure. Ensuite, une application répétée
de transformations d’équivalence unitaire [Q] et [Z] sur [A] et [B] est effectuée. [A] est réduite
a une forme triangulaire (ou quasi) tout en préservant la structure de [B]. A la convergence, on
obtient les formes généralisées de Schur de la paire [A] et [B]. Finalement, les valeurs propres
sont calculées a partir des diagonales de ces matrices. Les vecteurs propres en sont déduits et,
transformés par [Z], fournissent les vecteurs propres du probléme originel.

L’algorithme QZ est implémenté dans beaucoup de librairies informatiques d’algébre linéaire.

On le retrouve sous la commande eig(A,B) dans MATLAB et dans les routines xGGEV? et xGGES

5la lettre x est pour S ou D, réel en simple ou double précision respectivement, C ou Z pour des données de

type complexe, simple ou double précision
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4.2. Probléeme aux valeurs propres non-hermitien généralisé

de LAPACK [47].

Cette méthode souffre néanmoins de quelques désavantages dans la cadre de notre étude.
En effet, elle méne a 'obtention de toutes les valeurs propres, et optionnellement, des vecteurs
propres. Elle requiert environ 30n® opérations et n? d’allocation mémoire pour le seul calcul
des valeurs propres, 16n3 opérations supplémentaires sont nécessaires pour les vecteurs propres.
Pour des structures fortement discrétisées se pose un probléme en terme de temps de calculs,
et surtout, dans I'optique d’une application concréte, seule I'obtention des résonances les plus
basses est intéressante. Dans I'espoir de ne pas & avoir a calculer une grande majorité de valeurs
propres inutiles, il faut donc préférer a cette méthode directe des méthodes « plus » itératives
comme celle d’Arnoldi avec réinitialisation implicite ou de Jacobi-Davidson. Elle reste néanmoins
une référence pour la précision de ces résultats. Enfin, la nature non-symétrique des matrices
[A] et [B] empéche l'utilisation d’autres méthodes, souvent trés populaires, comme la méthode
de Lanczos [48]. Une extension de la méthode de Lanczos non-symétrique [49] a d’ailleurs été
proposée pour le cas généralisé. Cependant, cette méthode hérite de problémes d’instabilité qui

sont encore mal résolus dans le cas généralisé.

4.2.2 Meéthode d’Arnoldi avec réitération implicite

La méthode d’Arnoldi avec réitération implicite (IRAMS), due & Sorensen [50], connait un
succés croissant pour des calculs performants des valeurs propres. Elle a aussi une convergence
accrue a la périphérie du spectre, ce qui est utile dans notre cas. La méthode d’Arnoldi fut
originellement considérée comme un algorithme « direct » pour réduire une matrice générale
a une matrice Hessenberg supérieure. Ensuite, cet algorithme fut employé comme technique
itérative pour approcher les valeurs propres de matrices creuses de grande taille.

De nombreuses améliorations ont permis son extension a la résolution de problémes aux
valeurs propres généralisés avec des matrices non-Hermitiennes, soit par une transformation
directe en forme standard soit en utilisant le mode de transformation spectrale. En effet, les
méthodes itératives pour les problémes non-symétriques, telles que la méthode d’itération en
sous-espace ou la méthode d’Arnoldi, ne peuvent pas étre directement appliquées au probléme
généralisé. Avant d’utiliser ces méthodes, on doit d’abord transformer le probléme standard de

la forme
[U{z} = AMx} (4.4)
ou [U] = [B] " [A] (cf. équation (4.1)). Se pose maintenant le probléme du choix de [U] :

— le produit matrice-vecteur [U]{z} doit pouvoir étre effectué efficacement ;

SImplicit Restarted Arnoldi Method
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Chapitre 4. Traitement numérique des problémes auzx valeurs propres

— il doit y avoir une transformation connue entre les solutions des équations (4.1) et (4.4) ;

— les valeurs propres avec les plus petites parties réelles de I’équation (4.1) doivent étre

transformées dans celles de I’équation (4.4) puis rapidement approchées par une méthode
itérative.

Dans le cas du PVPS, il n’est pas nécessaire d’effectuer cette transformation explicitement, grace

notamment & une factorisation directe de [B], mais la densité des matrices issues de la méthode

de I'intégrale particuliére pénalise fortement cette possibilité. Afin d’améliorer la convergence de

I’algorithme d’Arnoldi avec réitération implicite dans la portion désirée du spectre, il est donc

préférable d’utiliser le mode de transformation spectrale. Cette transformation consiste a écrire

(4.1) en :
1

A — Oy

permettant de trouver les valeurs propres proches d’un « shift » 0. Il faut s’assurer de la stabilité

([4] = o [B) ' [B{z} = {a}v, ou v=

(4.5)

numérique qu’'un mauvais choix de transformation spectrale peut dégrader.
La mise en ceuvre de cet algorithme fait appel au code ARPACK [51, 52|, qui met en ap-
plication 1" IRAM. Cet algorithme destiné au calcul paralléle est aussi disponible dans le code

PARPACK [52].

4.2.3 Algorithme de Jacobi-Davidson

Le but de cette méthode est de calculer les vecteurs de Schur de [A] — A [B]. Cet algorithme
peut étre interprété comme une variante d’itération par sous-espaces de ’algorithme QZ.

Avec A = a/f3, le probléme aux valeurs propres généralisé [A] {x} = X [B]{z} est équivalent
au probléme

(B1A] — a[B]) {x} =0 (4.6)

les valeurs propres généralisées sont désormais dénotées par une paire («, 3). Cette approche est
préférable car si A est indéterminé quand « et/ou [ sont nuls ou proche de zéro, la paire reste
elle bien définie [46]. Une description détaillée est contenue dans la référence [53].

La méthode de Jacobi-Davidson posséde le méme atout en terme de possibilité de calcul
distribué que 'algorithme d’Arnoldi avec réitération implicite mais a sur cette derniére I'avantage

d’étre extensible au probléme aux valeurs propres quadratique.

4.3 Probléme aux valeurs propres non-hermitien quadratique

Le probléme aux valeurs propres quadratique suscite actuellement beaucoup d’attention en

raison de ses applications étendues dans les secteurs tels que 'analyse dynamique des systémes
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mécaniques en acoustique et la stabilité des écoulements en mécanique des fluides [54]. Un pro-

bléme aux valeurs propres quadratique est défini par :
(MM +A[C]+ KD {2z} =0 et {y}' (\?[M]+X[C]+[K]) =0 (4.7)

ou [M], [K] et [C] sont des matrices de taille n x n. Les vecteurs {z} et {y} et les scalaires
correspondants A sont les vecteurs propres droit, gauche, et les valeurs propres.

La fonction matricielle L (\) = A2 [M] + A [C] + [K] est un cas particulier d'un polynéme
de matrice. Cette fonction est dite « réguliére » si le déterminant de L () est différent de zéro
quelque soit la valeur propre. Autrement, elle est désignée comme « singuliére ».

Un probléme aux valeurs propres quadratique a 2n valeurs propres, avec au moins 2n vecteurs

propres. Cette propriété apparait naturellement lors de sa linéarisation.

4.3.1 Linéarisation

Dans cette section, nous considérons une transformation de L (A) analogue a la linéarisation
d’une équation différentielle de second ordre. On dit qu’une matrice (A — AB) de dimension

2n X 2n est une linéarisation de L () si

L(\) 0
0 I,

= E(\)(A—AB)F()) (4.8)

ou E (\), F () sont des matrices 2n X 2n avec déterminants constants non nuls. Ainsi, les valeurs
propres de L (\) et (A — AB) coincident. Une linéarisation n’est pas unique et il est important
d’en choisir une respectant les symétries et les propriétés spectrales de L (), si possible.

La plupart des linéarisations utilisées en pratique sont de la premiére forme

0 N N 0
L1: - A (4.9)
-K -C 0 M
ou de la deuxiéme
-K 0 cC M
L2 : - A (4.10)
0 N N 0

ou N est une matrice quelconque n X n non-singuliére. En général, N est la matrice identité ou
un multiple comme ||[M]|| I ou || K|| I.

A partir de la forme linéarisée, un PVPG est défini et peut étre résolu par les méthodes
présentées précédemment. Mais, & 'augmentation des tailles des matrices de n a 2n, va corres-
pondre aussi un accroissement du temps nécessaire & cette résolution. Il est donc souhaitable
d’éviter cette linéarisation et de tenter directement de résoudre le probléme aux valeurs propres

quadratique. Une méthode émergente en ce domaine est celle de Jacobi-Davidson.

55



Chapitre 4. Traitement numérique des problémes auzx valeurs propres

4.3.2 Meéthode de Jacobi-Davidson

Dans la méthode de Jacobi-Davidson [55], le probléme aux valeurs propres quadratique de
dimension n est réduit par projection dans un sous-espace & un probléme de plus faible dimension

m. Ce probléme projeté peut ainsi étre résolu par une méthode classique et s’écrit
(°V*MV +0V*CV + V*KV)s=0 (4.11)

Les colonnes v; de la matrice V' (n x m) forment une base pour le sous-espace de recherche. Pour
des raisons de stabilité, les colonnes sont construites pour étre orthonormées. Une valeur de Ritz
0 est sélectionnée avec les propriétés désirées, comme par exemple la plus grande partie réelle
avec un « shift » puis approchée via une équation de correction sur les résidus.

Ce processus est répété tant qu’une paire (A, z) n’a pas été détectée, autrement dit, jusqu’a
ce qu'un vecteur résidu r suffisamment petit soit trouvé. La forme basique de I'algorithme est
présenté par I'algorithme 1 (cf. ci-aprés). La premiére application de cette méthode aux problémes

quadratiques de grandes dimensions (n = 250000) fut effectuée avec succés par Sleijpen et al. [54].

4.4 Conclusions

Le choix des algorithmes de résolution du probléme aux valeurs propres présenté dans la cha-
pitre précédent est discuté. Une méthode QZ est retenue comme référence en terme de précision
pour les PVPG et les problémes aux valeurs propres quadratique linéarisés (PVPQL). L’IRAM
est choisie pour améliorer les cotlits en temps de calculs. Elle est aussi trés performante quand
un domaine ciblé de valeurs propres’ est recherché. Pour la résolution du probléme aux valeurs
propres quadratique (PVPQ) du modéle de Rakajumar et al. (cf. §3.4.5), la méthode de Jacobi-
Davidson est appliquée pour la premiére fois & notre connaissance sur des matrices denses et

non-hermitiennes.

"dans notre étude, ce sont les fréquences de résonance les plus basses
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4.4

Conclusions

Algorithme 1 Méthode de Jacobi-Davidson pour le PVPQ

choisir une matrice n x m orthonormée v
pour i =0, 1,2 faire
calculer W; = C;V et M; = V*W;
fin
itérer
calculer des valeurs et vecteurs propres (6, s) de (92M2 +OM; + MO) s =0.
sélectionner la paire (0, s) avec ||s||, = 1.
calculer u = Vs, p =9 (0)u, r =¥ (0) u.
si ||r||, < € alors
A =40, x = u, arréter
fin
résoudre (approximativement) ¢_Lu & partir de
(1_ %> U (0) (I — wu*)t = —r
orthogonaliser ¢ avec V, v =t/ ||t||,
pour i = 0,1, 2 faire

calculer w; = Cjv
Mi V*wi
M; = Wi = Wi, wy]
vW; v*w;
fin
augmenter V = [V, v]

jusqu’a convergence
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Chapitre 5

Tests de validation

5.1 Propos liminaires

Le code de calcul EQIVP s’applique aux problémes tridimensionnels et s’appuie sur la mé-
thode de 'intégrale particuliére.

La validation de ce code se fait essentiellement par comparaison avec les valeurs théoriques
des modes propres de cavités simples (§3.2.1). Pour des structures plus complexes, les résultats
proviennent de la littérature scientifique ou de la méthode des éléments finis (code de calculs
ANSYS®)).

Le calcul des intégrales se fait toujours avec un nombre suffisant de points de Gauss pour
assurer une bonne convergence de U'intégration, ici 4 dans chaque direction (cf. §2.3.2). Les calculs
sont conduits sur un ordinateur bi-processeur cadencé a 1 GHz avec 1 Go de mémoire centrale,
sous Linux Fedora, & partir de programmes écrits en FORTRAN 77 en double précision.

Les algorithmes utilisés pour la résolution des différents PVPG ou PVPQ ont été présentés

dans le chapitre 4.

e La méthode QZ (cf. §4.2.1) sert de référence pour le calcul du PVPG et du PVPQL. Ces
problémes correspondent aux équations de la méthode de 'intégrale particuliére avec les
différentes conditions aux surfaces du chapitre 3.

e ['IRAM (cf. §4.2.2) est appliqué aux mémes problémes que la méthode QZ.

e La méthode de Jacobi-Davidson (cf. §4.2.3) est plus spécifiquement utilisé sur le PVPQ
défini par le modéle d’absorption de Rakajumar et al. (cf. équation 3.75). Sa variante

correspondant au PVPG est aussi testée.

La précision visée sur le calcul des valeurs propres est identique quelque soit la méthode employée

(résidus inférieurs & 107Y). Les ajustements nécessaires a la convergence de I'TRAM et de la
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Lz=a

X ’ //V\
=0.8a
‘LV y \f/ N

FiG. 5.1: Parallélépipéde rectangle
méthode de Jacobi-Davidson sont précisés le cas échéant.
5.2 Cas du parallélépipéde rectangle
Un parallélépipede de dimensions L, = 0.6a L, = 0.8a et L, = a est considéré (cf. fig. 5.1).

5.2.1 Conditions aux frontiéres Neumann homogéne

D’aprés (3.1), on connait les modes propres de ce parallélépipéde pour des conditions aux

frontiéres de type Neumann homogéne (parois rigides) :
Ny \ 2 Ny \2 /2
k= (55a) * (G5a) + (%) g
7T\/ 06a) "\08a) TG 5-1)

ko — ﬁ(%f (M) (5:2)

Le tableau 5.1 reprend les douze premiers modes de ce parallélépipéde ainsi que les triplets

ou

(ng,ny,n;) associés.
Les trois discrétisations utilisées sont résumées sur la figure 5.3 dans le tableau 5.2 ou le
ka max correspond a la fréquence d’utilisation la plus élevée imposée par le critére en A/4.

Les modes sont calculés avec 'IRAM, I'algorithme QZ et la méthode de Jacobi-Davidson. On
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5.2.

Cas du parallélépipéde rectangle

Mode

S
8

S
<

3
N

ka

© 0 N O Ot e W NN

— =
_= O

—_
(\]

S = O O = = O == OO O O
NS R e B o B an B - )

[l R e R (VR s N N = e T

3.142
3.927
5.029
5.236
6.106
6.283
6.545
7.260
7.409
7.854
8.179
8.459

TAB. 5.1: ka des 12 premiers modes

N° neeuds éléments ka max
I 74 24 3.141
II 284 94 7.850

I 1130 376 15.708

TAB. 5.2: Les trois maillages du parallélépipéde

constate des modes identiques® dans les trois cas avec ’emploi d’un shift o3 non nul pour assurer
la convergence de 'IRAM et avec une taille de sous-espace de projection pour la méthode de
Jacobi-Davidson pratiquement égale a la dimension du PVPG initial. Les temps de calculs pour

ces trois méthodes en fonction de la taille du probléme a résoudre sont illustrés par la figure 5.2.

Maillage I

Les résultats sont contenus dans le tableau 5.3. Méme si leur distribution reste conforme a

la théorie, la précision des calculs est nettement insuffisante et reste essentiellement due au non

8i.e. au moins 5 chiffres significatifs sur les valeurs propres calculées
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I
N -S LW A N A
\ X\——' \\ AN \\
\ A NQ A A
AW Y
M
| N
A
\ Y AN AN
\ =,
\ T

FiG. 5.3: Parallélépipede - Maillages I, 11 et 111
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5.2. Cas du parallélépipéde rectangle

ka Erreur relative
3.602 14.65 %
4.602 17.19 %
5.991 19.13 %
6.248 19.33 %
7.676 25.71 %
8.109 29.06 %
8.735 33.46 %
8.818 21.46 %
8.931 20.54 %
9.433 20.10 %
9.923 21.32 %
10.020 18.45 %

TaB. 5.3: Parallélépipéde - Parois rigides

ka et erreurs pour le maillage 1

respect du critére en \/4.

Maillage 11

D’aprés le tableau 5.4, la convergence est largement améliorée mais approche les 10% d’erreurs

sur certains modes.

En parallele, la détermination des modes propres permet de reconstituer les amplitudes de
la pression dans le parallélépipéde. En effet, les vecteurs propres du probléme résolu étant les
sources fictives de ’équation (3.55), les termes en pression sont facilement obtenus par une
simple sommation (cf. éq. (3.17)). La visualisation graphique est effectuée sur le quatriéme mode
propre du parallélépipede (cf. fig. 5.4 et 5.5). Il correspond au triplet (1,0,0), il s’agit d’un
mode axial. Les amplitudes théoriques sont calculées par I'équation (3.2). Sur la figure 5.5,
les lignes isobares sont arrondies a l'approche des surfaces. Ce phénoméne peut étre expliqué
par la direction des normales calculées sur les nceuds appartenant aux arétes et sommets du

parallélépipéde, et s’atténue & mesure que la discrétisation se fait plus fine.
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ka

Erreurs relatives

3.224
4.126
5.326
0.717
6.502
6.620
7.139
7.567
7.702
8.340
8.648
8.996

2.62 %
5.07 %
5.91 %
9.19 %
6.48 %
5.36 %
9.08 %
4.23 %
3.95 %
6.19 %
5.74 %
6.35 %

TAB. 5.4: Parallélépipéde - Parois rigides

ka et erreurs pour le maillage I1

pression

Fi1G. 5.4: Parallélépipéde - Parois rigides

Lignes isobares et pression du 4° mode théorique
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5.2. Cas du parallélépipéde rectangle

pression

F1G. 5.5: Parallélépipéde - Parois rigides

Lignes isobares et pression du 4° - Maillage 11

Maillage III

Pour ce maillage, les 12 premiers modes recherchés vérifient tous le critére en \/4. L’erreur
moyenne est divisée par deux comparativement a la discrétisation précédente. Cette amélioration
est aussi visible sur le tracé des lignes isobares (cf. fig. 5.6) qui ont un comportement beaucoup

plus régulier.

Conclusion

L’exemple du parallélépipéde rectangle a permis d’illustrer la capacité du code a traiter le cas
de Neumann homogéne. L’obtention des modes propres ainsi que la reconstruction des champs
de pression pour les 5 premiers modes ont été réalisées (cf. fig. 5.7). Le critére en A/4 doit étre
vérifié. Ce critére, initialement proposé pour 'analyse fréquentielle des problémes harmoniques,
semble ne plus étre suffisant pour ’analyse modale.

Le nombre de vecteurs d’Arnoldi (ncv) & générer dans I'TRAM est dépendant du nombre de
valeurs propres recherchées (nev) ; ainsi en prenant ncv = 2 X nev, la méthode converge quelque
soit la taille du probléme a résoudre. La méthode de Jacobi-Davidson souffre d’'un manque de
pré-conditionnement des matrices de I'équation (4.6). En effet, sa convergence n’est observée
que pour des tailles de sous-espaces pratiquement équivalentes a la taille initiale du probléme &
résoudre, la rendant moins performante comparativement que la méthode d’Arnoldi et, dans une

moindre mesure que la méthode QZ.
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ka

Erreurs relatives

3.179
4.023
5.158
5.478
6.333
6.383
6.791
7.372
7.541
8.119
8.388
8.726

1.19 %
2.44 %
2.57 %
4.62 %
3.71 %
1.59 %
3.76 %
1.54 %
1.78 %
3.37 %
2.56 %
3.16 %

TaB. 5.5: Parallélépipéde - Parois rigides

ka et erreurs pour le maillage I11

pression

Fi1G. 5.6: Parallélépipéde - Parois rigides

Lignes isobares et pression 4° - Maillage III
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5.2. Cas du parallélépipéde rectangle

Théorique Maillage Il Maillage Il Maillage | Mode
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F1G. 5.7: Parallélépipéde - Parois rigides Amplitudes de pression - y = 0.4a
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Mode | ng | ny | n. ka ka Erreurs
théorique relatives

1 01010 1.571 1.550 1.32 %
2 O] 1|0 4.230 4.334 2.47 %
3 01011 4.712 4.767 1.16 %
4 110710 5.467 5.706 4.38 %
5 0111 6.134 6.229 1.55 %
6 1 110 6.731 6.946 3.20 %
7 1101 7.044 7.241 2.79 %
8 0|0 2 7.854 8.131 3.53 %
9 01210 8.010 8.192 2.28%
10 1 111 8.065 8.346 3.48 %
11 0| 1|2 8.781 9.054 3.11 %
12 02 |1 9.159 9.725 6.18 %

TaAB. 5.6: Parallélépipéde - Face supérieure ouverte, autres parois rigides

5.2.2 Conditions aux frontiéres Neumann-Dirichlet homogéne

Ce type de probléme correspond & une structure rigide ouverte a certains endroits. Dans notre
cas, une face du parallélépipéde est ouverte (en z = a ot p = 0). Les modes théoriques de cette
cavité sont donnés par 1’équation (5.3). Les résultats pour les 12 premiers modes obtenus avec le

maillage 111 sont synthétisés dans le tableau 5.6 et la visualisation graphique en figure 5.8.

o=y (5 (55 e+ 37 63

Conclusion

On constate encore une bonne convergence de la méthode de 'intégrale particuliére dans le

cas de conditions aux limites de type Neumann /Dirichlet.

5.2.3 Prise en compte d’une absorption

Reprenant le deuxiéme et troisiéme maillage définis par la figure 5.3, on s’attarde dans un

premier temps sur une application du modéle formulé par Rakajumar et al. Le matériau absorbant
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5.2. Cas du parallélépipéde rectangle

Théorique Maillage Il Maillage Il Maillage | Mode

N 1
N 2
N 3
N 4

5

Fia. 5.8: Parallélépipéde - Face supérieure ouverte, autres parois rigides

Amplitudes de pression - y = 0.4a
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Mode

Maillage 11 Maillage II1
1 1.205 -1 1.618 | 0.901 -i 2.198
2 4.399 -i 0.147 | 4.283 -1 0.135
3 4.137 -1 1.635 | 3.725 -1 1.823
4 5.917 -1 0.076 | 5.683 -1 0.078
5 6.131 -1 0.589 | 5.993 -i 0.707
6 7.243 -1 0.029 | 6.436 -i 1.915

TAB. 5.7: Parallélépipéde - Face supérieure munie d’une absorption, autres parois rigides

Modes propres, modéle Rakajumar et al 8 = 0.92

est disposé sur la face en z = 1. Les modes obtenus étant complexes, on classe par module

croissant.

Modéle de Rakajumar et al

Se basant sur les courbes d’impédance acoustique de surface d'un panneau de laine de verre
d’épaisseur 10 cm, le coefficient d’absorption [ est pris égal a 0.92 (cf. §3.2). Les résultats
fournis par le tableau 5.7 montrent un premier mode tendant vers une résonance presque deux
fois inférieure au premier mode du parallélépipéde muni d’une face ouverte. L’admittance étant
quasiment nulle & basse fréquence, nous devrions au contraire nous rapprocher des premiers modes
du parallélépipede rigide. Ce modéle surestime donc 'effet de I’absorbant pour les fréquences
basses.

Linéarisation

Les résultats et temps de résolution sont identiques quelles que soient les linéarisations em-
ployées (cf. §4.3.1). L’avantage de 'TRAM est encore accentué par la structure particuliére des
matrices de linéarisation (non denses). Une constatation identique peut étre faite sur la méthode
de Jacobi-Davidson méme si le gain apporté est encore trop faible pour préférer I'emploi de
celle-ci & la méthode QZ.

Probléme quadratique

L’algorithme de Jacobi-Davidson est validé en respectant certains paramétres. Ainsi, Iex-
périence a montré que la taille de projection des matrices doit étre au moins choisi double du
nombre de fréquences propres recherchées, avec un choix recommandé au triple. Le choix de la

base initiale de sous-espace de recherche est aussi important : ’emploi d’une fonction sinusoidale
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5.2. Cas du parallélépipéde rectangle

Mode ka

1 1.550
4.334
4.767
5.706
6.229
6.946

S Ot s W N

TAB. 5.8: Parallélépipéde - Face supérieure munie d’un absorbant,

autres parois rigides - Modes propres, modéle adapté (3" = (1 +14)10°) - Maillage I1I

pour sa construction a jusqu’a présent donné de bons résultats. Le critére le plus contraignant
concerne le nombre d’itérations nécessaire & la convergence de l'algorithme résolvant I’équation
de correction (cf. algorithme 1). En utilisant un algorithme type DGMRES [56], il est observé
qu’un nombre d’itérations environ égal & la taille du probléme est nécessaire pour prétendre & une
précision de 1079 sur les modes ainsi calculés. Cette convergence peut étre améliorée par I'em-
ploi d’'un pré-conditionneur de matrices adapté ou par un algorithme interne plus performant,
tel BiCGstab(1) [57]. Ainsi, pour des problémes & dimension faible & modérée, il faut privilégier
la linéarisation. L’emploi de I'algorithme de Jacobi-Davidson sous cette forme doit étre réservé
au cas précis ou le stockage des matrices de linéarisation est impossible, faute de mémoire par

exemple.

Modéle adapté aux basses fréquences

Le premier test consiste a retrouver les fréquences de résonance du probléme de Neumann-
Dirichlet (une face « ouverte ») par ce nouveau modeéle (cf. § 3.4.5). En effet, la prise en compte
d’un fort coefficient d’absorption permet de simuler une condition de Dirichlet sur les noeuds
souhaités (6 — oo d’ou Z — 0). Pour le parallélépipede discrétisé a 376 éléments et avec un
paramétre d’absorption 3 supérieur & (1+1)10°, le tableau 5.8 montre une parfaite concordance
des résultats avec ceux issus de la formulation de type mixte (cf. Tab. 5.6). Des valeurs para-
sites peuvent subsister mais leur trés faible amplitude (d’ordre inverse a celui des paramétres
d’absorption employés) permet de les filtrer facilement.

Un second test met en jeu le panneau de laine de verre déja défini tel que 8’ = (0.06+140.074).
La partie réelle (resp. imaginaire) correspond & la pente de la partie réelle (resp. imaginaire) de

I’admittance de la figure 3.5. Les résultats pour les 6 premiers modes, donnés dans le tableau
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Mode
II I
1 3.520 -1 0.244 | 3.347 -i 0.225
2 4.272 -1 0.062 | 4.156 -i 0.059
3 5.756 -1 0.220 | 5.568 -1 0.231
4 5.856 -1 0.040 | 5.615 -1 0.042
5 7.056 -1 0.167 | 6.788 -1 0.198
6 7.149 -1 0.418 | 6.903 -i 0.021

TAB. 5.9: Parallélépipéde - Face supérieure munie d’un absorbant,

autres parois rigides - Modes propres, modeéle adapté (5" = (0.06 + i0.074))

5.9, montrent une altération moins importante des modes que par le modéle de Rakajumar,

notamment sur le premier mode.

Conclusions

Le tableau 5.10 résume les résultats obtenus avec le maillage III par les deux modéles de
prise en compte des absorptions et par une solution de référence de type éléments finis. On
constate que la modeéle adapté aux basses fréquences donne les valeurs les plus proches de celles
escomptées. La figure 5.9 illustre les champs de pression dans le plan XOZ et en y = 0.5a pour
les cing premiers modes et pour les deux méthodes. Les champs sont moins altérés dans le cas
du modéle adapté, témoignant une fois de plus d’une meilleure prise en compte de I'impédance
de surface dans la gamme des basses fréquences. Les amplitudes de pression issues du modéle de
Rakajumar sont, & 'exception du premier mode, quasiment identiques a celles du parallélépipéde
ouvert (cf. fig. 5.8). Le modéle adapté donne des amplitudes de pression en adéquation avec le
cas rigide pour les premiers modes et s’en écarte progressivement (cf. fig. 5.7).

Remarque

Il est possible d’adapter & son tour le modéle de Rakajumar aux basses fréquences. En pre-
nant comme coefficient d’absorption 3 la moyenne de 'admittance acoustique sur la gamme de
fréquence étudiée (pour notre exemple : 3 < ka < 6), des résultats tendant vers le modeéle adapté
sont contenus dans le tableau 5.11. Il faut néanmoins voir que l'admittance sur cette gamme
et pour le matériau utilisé passe du simple au double. Pour calculer les modes au plus juste, il
conviendrait de déterminer le coefficient d’absorption du modéle de Rakajumar sur une fenétre

fréquentielle encore plus petite et de répéter les calculs pour I'ensemble des fréquences de réso-
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5.8. Symétrisation

Mode ka
MEF Rakajumar Adapté
1 3.224 0.901 3.347
2 3.982 3.725 4.156
3 5.097 4.283 5.568
4 5.334 5.683 5.615

TAB. 5.10: Parallélépipéde - Face supérieure munie d’un absorbant, autres parois rigides

Modes propres par 3 méthodes - Maillage 111

Mode ka
Rakajumar Adapté
adapté
1 3.295 -1 0.386 3.347 -1 0.225
2 4.173 -1 0.180 4.156 -1 0.059
3 5.452 -i 0.450 5.568 -i 0.231
4 5.620 -i 0.102 5.615 -i 0.042

TAB. 5.11: Parallélépipéde - Face supérieure munie d’un absorbant, autres parois rigides

Modes propres - Maillage 111

nance. Ce découpage perd vite son intérét car le temps de calcul est alors multiplié par le nombre

de sous-intervalles.

5.3 Symétrisation

Les calculs précédents peuvent étre repris en prenant en compte les éventuels plans de sy-
métrie. Les résultats 5.12 sont identiques mais le temps de calculs est nettement diminué. Pour
illustration, le cube de dimensions L, = 2a L, = 2a et L, = 2a est considéré (cf. fig. 5.10). Il est
discrétisé par 600 éléments, définissant 1802 nceuds pour un ka maximal de 7.85 .

Lorsque le chargement appliqué au probléme posseéde 1, 2 ou 3 plans de symétrie ou d’antisy-
meétrie, la maillage se réduit a la moitié, au quart ou au huitiéme de la surface (cf. Figures 5.12
5.13 et 5.14).

L’extraction numérique présente quelques difficultés pour 'obtention des modes multiples.

Par exemple, pour le mode 5 qui est d’ordre 6, le calcul fournit 2 valeurs proches mais néanmoins
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5.8.

Symétrisation

—
e

Lz=2a

‘

s N
L.,

Ly = 2a
N

F1G. 5.10: Cube

mode Ng | Ny | Nz ka ka Erreurs
théorique relatives
1 01011 1.571 1.605 2.16 %
01110
1170710
2 0111 2.221 2.272 2.29 %
1101
1 110
3 1 1] 1 2.721 2.742 0.77 %
4 0] 0] 2 3.142 3.247 3.34 %
0210 3.262 3.81 %
21010
5 0|11 2 3.512 3.586 2.10 %
0211
110 ] 2
11210 3.673 4.58 %
210 |1
21110

TAB. 5.12: Cube - Parois rigides

ka des 5 premiers modes
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F1G. 5.11: Cube - Maillage 1
F1G. 5.12: Cube - Maillage 11

T
I 3
7 .

________
| A A A YA, ¥ A ¥ A ¥ A— Y A— 74 W U 7l
T

—— A — A — A — Y —_— _— _—

Maillage III

F1G. 5.13: Cube -

F1G. 5.14: Cube - Maillage IV
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5.4. Points internes

Maillage Neeuds Solveur Tps (s) Total (s)
solveur

I 1802 QZ 1474 2135

IRAM 5.6 662.3

11 941 QZ 197 297.2
IRAM 1.5 97.4

I11 491 QZ 26.5 42.6
IRAM 0.5 16.4

v 956 QZ 5.4 14.8
IRAM 0.2 9.3

TAB. 5.13: Cube - Symétries - Temps de calcul

différentes. Les avantages en termes de temps de résolution sont illustrés par le tableau 5.13 pour

les algorithmes QZ et IRAM.

5.4 Points internes

L’introduction de points internes de collocation est discutée en dégageant différents critéres

d’utilisation.

5.4.1 Emplacement

Il s’agit dans un premier temps de comprendre comment l'introduction de points internes
dans la méthode influence cette derniére. Des exemples simples sont traités avec un nombre de
points internes réduit. Les structures étudiées dans cette section sont soumises & des conditions

aux frontiéres de type Neumann.

1 point interne

Reprenant le parallélépipede rectangle de dimensions L, = 0.6a L, = 0.8a et L, = a défini
précédemment (cf. fig. 5.1), un point interne y est introduit avec le maillage & 24 éléments. Le
choix d’une discrétisation grossiére est motivé par la sensibilité accrue sur les résultats de ’emploi
d’un faible nombre de points internes.

- Plan XOY
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Le point interne est placé sur la ligne définie par 'intersection des plans de symétries XOZ et
YOZ du parallélépipéde. Le graphique 5.15 donne les 6 premiers modes propres et leur variation
par rapport aux modes obtenus sans point interne en fonction de d/a, distance entre le point
interne et la face paralléle au plan XOY la plus proche.

Les modes sont fortement perturbés pour un placement proche de la surface, jusqu’a d/a =
0.45.

Seuls le premier et le sixiéme modes présentent ensuite des variations. L’emplacement du
point interne sur les surfaces nodales explique ce comportement. Si le point interne appartient a
une surface nodale, il introduit alors une équation triviale et n’a aucune incidence sur les modes
liés & ce plan d’antisymétrie. Pour le premier, les vitesses sont symétriques par rapport a XOZ
et YOZ et antisymétriques par rapport & XOY, le point interne introduit donc une équation non
triviale que pour ce mode. Le sixiéme est le cas particulier oli toutes les vitesses sont symétriques,
I'influence du point interne est donc toujours présente indépendamment de sa position.

- Plan XOZ

Le point interne est maintenant placé sur la ligne définie par l'intersection des plans de
symétries XOY et YOZ, les résultats sont reportés dans le graphique 5.16. De maniére identique
au précédent cas, on constate 'apparition de modes parasites (parfois complexes) pour d/a < 0.1
et une variation négligeable pour d/a > 0.3.

- Plan YOZ

Le point interne est maintenant placé sur la ligne définie par l'intersection des plans de

symétries XOY et XOZ, les résultats (5.17) montrent un comportement analogue aux deux

premiers cas.

6 points internes

On place les points dans le plan y = 0.4a et z = 0.5a de fagon uniforme pour 0 < z < 0.6a
de telle sorte que la distance entre deux points consécutifs est donnée par (0.6a — 2d) /5 ou d
est la distance définie auparavant. Il apparait que la distance d’emplacement des points internes
de collocation doit étre liée a la taille des éléments employés, mais celles, variables, des éléments
utilisés dans le maillage & 24 éléments (de 0.5a & 0.3a) ne permet pas pour le moment de le
préciser. De plus, un point situé a l'intérieur de la cavité et hors plans de symétries influe sur
tous les modes comme le montre le graphique 5.19.
Critére d’emplacement

Pour terminer, on étudie 'influence d’un emplacement quelconque d’un seul point hors plans

de symétries (cf. fig. 5.20). Des essais sont réalisés sur 2 discrétisations a 24 et 96 éléments du cube
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Variations (%)

10 T T T T T T T T T
8 _
6
g — 3.602
a4 — 4.602 | |
— 5,991 [
— 6.248
2 — 7.676 |
8.109
0 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
d/a
10° T T T T T T T T T
:I.Ol E
10° | .
10_1 5_ _E
10‘2 I ! ! ! ! ! ! ! ! i
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
d/a

F1G. 5.15: Parallélépipeéde - 1 point interne (z = 0.3a, y = 0.4a, 0 < z < a)
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10 - T T

ka
(@]
<

0 005 01 015 02 025 03 035 04

d/a

102 T T T T T T T
SEENR
%)
S 10° X :
3
>

10_2 1 1

0 005 01 015 02 025 03 035 04
d/a

F1G. 5.16: Parallélépipede - 1 point interne (z = 0.3a, z = 0.5a, 0 <y < 0.8a)

10 - - . . T
g 5t -
0 L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
d/a
10* : : : : :
g
2
S 10” } 1
ks,
@
>
10_2 L L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
d/a

F1G. 5.17: Parallélépipede - 1 point interne (y = 0.4a, z = 0.5a, 0 < x < 0.6a)
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10 T T T T
8_ .
g 6
4_ m
2 L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
d/a
10° : : : :
3 A\ -
S
= 10° | -
e
e
8, 2
510 ¢ 7
>
10_4 L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
d/a

F1G. 5.18: Parallélépipede - 6 points internes (y = 0.4a, z = 0.5a, 0 < x < 0.6a)

Variations (%)
H
OO

10 :

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

F1G. 5.19: Parallélépipéde - 1 point interne (z = 0.35a, y = 0.45a, 0 < z < 0.3a)
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Lx = Ly = Lz = 2a et celle & 94 éléments du parallélépipéde défini précédemment (cf. Maillage

IT fig. 5.3). Ces trois maillages sont désignés respectivement par (a), (b) et (c). Les variations

F1G. 5.20: Critére d’emplacement - Placement du point interne - Plan YOZ

sur les résultats initiaux sont données par rapport au critére en \/4 de chaque discrétisation.
De ces résultats (cf. fig. 5.21 ), un critére d’emplacement d est dégagé. d est égal a la distance
moyenne entre les noeuds de la cavité discrétisé (ici d = A/8). La pratique a cependant montré
Papparition de modes parasites (complexes). Bien que se situant dans I'immense majorité des cas
sur une plage de fréquences trop élevées pour avoir une importance, ces perturbations peuvent

étre évitées en adoptant un critére plus restrictif, égal a \/4.

5.4.2 Densité

A partir du résultat précédent, des grilles de points internes sont placées a \/8 des centres
des 6 faces du parallélépipede (cf. fig. 5.22). La convergence est observée pour un nombre de
points internes équivalent au nombre d’éléments constituant la discrétisation (cf. fig. 5.23), c’est-
a-dire 94. Cependant, on constate peu d’amélioration sur le calcul des modes quand le maillage
est suffisant. A contrario, dans ce dernier cas, I’ajout de points de collocation peut dégrader les
résultats. Le réel intérét de l'utilisation de points internes réside dans 1’étude de cavité sous-
discrétisée, comme par exemple le parallélépipéde a 24 éléments (jusqu’a 10% d’amélioration sur

les premiers modes).
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Fi1G. 5.21: Sensibilité du placement
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Fi1G. 5.22: Densité - Vue en coupe du cube avec les grilles de points internes

5.4.3 Distribution

Reprenant le cube a 96 éléments, différentes distributions ont été envisagées (cf. fig. 5.24).
e A : 6 grilles introduisant 296 points situés a A/8 des faces,
e B : 6 grilles introduisant 292 points densifiés aux coins et situés a \/8 des faces,
e C : distribution aléatoire de 296 points dans une sphére de rayon r variable vérifiant
Ry — A4 <r<R,—\/8,
e D : distribution aléatoire de 296 points dans une sphére de rayon r = R, — A/8.

ol R, est la distance minimale entre un noeud du maillage et le centre du cube. Les sphéres des
distributions C et D ont pour origine le centre géométrique du cube.

Les résultats les plus satisfaisants sont obtenus pour les distributions de type A (cf. fig.
5.25). Les placements aléatoires ne semblent offrir que leur facilité d’obtention comme unique
avantage. Il faut cependant noter que les résultats de ces deux distributions témoignent de
I'inutilité d’adjoindre du « volume » (configuration C) au placement surfacique des points internes

(configuration D) si ce dernier est insuffisant.

5.4.4 Conclusion

L’emploi de points internes de collocations dans la méthode de 'intégrale particuliére doit
étre réservé au cas des maillages sous-discrétisés. Un point interne par élément, situé a \/8
du centre de celui-ci est un bon compromis. Des améliorations plus nettes sont constatées avec
Iemploi de 2 points internes par éléments, placés a A/8 et a A/4, mais les gains obtenus sont a
mettre en rapport avec 'augmentation de la taille du probléme aux valeurs propres a résoudre.
Ainsi, a temps de calculs égal, il est souvent plus intéressant d’augmenter la discrétisation que

d’introduire des points de collocation supplémentaires & l'intérieur de la cavité.
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o
0
T

1

Amélioration (%)
o
(o))

0 1 1 1
0 50 100 150 200
Nombre de points internes

FI1G. 5.23: Améliorations sur 3 modes

Une application simple de ces régles d’utilisation est effectuée sur les trois discrétisations du
parallélépipéde (cf. fig 5.3) ; 48, 188 et 752 points internes sont ainsi introduits dans les maillages
I, IT et III, respectivement. Les résultats du tableau 5.14 montrent une convergence accrue sur

tout les modes pour le maillage I, 11 des 12 modes du II et pour la moitié des modes du III.
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F1G. 5.25: Améliorations sur les 5 premiers modes pour les 4 configurations

Mode ka

I IT I
1 3.513 3.222 3.183
2 4.349 4.100 4.014
3 5.512 5.335 5.2
4 5.828 5.580 5.401
5 5.959 6.493 6.34
6 6.899 6.552 6.407
7 7.621 7.062 6.81
8 7.636 7.520 7.374
9 7.994 7.603 7.498
10 8.071 8.314 8.104
11 8.497 8.500 8.311
12 9.492 8.760 8.588

TAB. 5.14: Parallélépipéde - ka sur 3 discrétisations avec ajout de points internes
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Chapitre 6

Applications

6.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la modélisation d’un habitacle de voiture simplifié (cf. fig. 6.1) couram-
ment utilisé par de nombreux auteurs [14, 58, 59|. Cette structure ne présente pas de solution

analytique.

6.2 Compartiment de Sedan

6.2.1 Condition de Neumann

La table 6.1 montre les résultats de la méthode de U'intégrale particuliére (GPIM) face a une
méthode du déterminant (DSM) et une méthode éléments finis (FEM) via ANSYS@®). Le maillage
constitué de 90 éléments rectangulaires pour les méthodes de frontiéres (BEM) correspond a un

maillage éléments finis de 54 « briques ». Le relatif manque de précision de la GPIM est compensé

FiG. 6.1: Compartiment Sedan - maillage & 90 éléments
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Mode FEM BEM
DSM GPIM
1 0.72 0.7 0.74
2 1.22 1.2 1.27
3 1.38 14 1.55
4 1.49 1.48 1.57
5 1.55 1.57 1.74

TAB. 6.1: Modes propres (ka) de I’habitacle pour 3 méthodes numériques

F1G. 6.2: Champs de pression - 1°¥ mode
Vue 3D - Vue dans le plan du 1°F tiers

par le gain important en temps de calculs. De plus, cette méthode reste aussi supérieure a la
DSM quand des modes propres contigus sont recherchés.

Les figures 6.2 & 6.6 illustrent les champs de pressions régnant sur les surfaces intérieures de
I’habitacle ainsi que dans le plan XOZ avec y = Ymas/3 correspondant approximativement au
plan occupé par le conducteur.

Pour des discrétisations plus fines (Tableau 6.2), les résultats convergent vers les valeurs
propres obtenues par ANSYS@®) pour un maillage de grande taille (5952 éléments) et considérés

comme références.

Symétries

Les modes symétrique et antisymétrique de ’habitacle sont déterminés par l’application de

la méthode de 'intégrale particuliére sur le demi-maillage de 86 éléments, équivalent au maillage
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S) <1

F1G. 6.3: Champs de pression - 2°™¢ mode
Vue 3D - Vue dans le plan du 1" tiers

FIG. 6.4: Champs de pression - 3°™¢ mode
Vue 3D - Vue dans le plan du 1" tiers

4éme

FiG. 6.5: Champs de pression - mode

Vue 3D - Vue dans le plan du 1°F tiers
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F1G. 6.6: Champs de pression - 5™ mode

Vue 3D - Vue dans le plan du 1" tiers

Mode GPIM FEM
90 elts 172 elts 688 elts
1 0.743 0.723 0.719 0.715
2 1.275 1.242 1.221 1.22
3 1.55 1.458 1.418 1.38
4 1.573 1.563 1.526 1.49
5 1.745 1.644 1.592 1.55
ka max 1.06 2.454 3.595

TAB. 6.2: Modes propres (ka) de I’habitacle pour trois discrétisations
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6.2. Compartiment de Sedan

Mode GPIM
Symétrique Antisymétrique
1 0.723
2 1.242
3 1.458
4 1.563
5 1.644

TAB. 6.3: Répartition des modes propres (ka) de I'habitacle

Mode GPIM
90 elts 90 elts + 47 pts
1 0.743 0.740
2 1.275 1.280
3 1.55 1.535
4 1.573 1.552
5 1.745 1.737

TAB. 6.4: Modes propres (ka) de I’habitacle - points internes

complet de 172 éléments du tableau 6.2. Les résultats (cf. Tab. 6.3) confirment la répartition des

modes symétriques et antisymétriques comme le laissaient envisager les figures 6.2 & 6.6.

Points internes

L’introduction de points internes vérifiant les conditions énoncées dans le chapitre précédent

(cf. §5.4.4) apporte une convergence accrue pour 4 des 5 premiers modes (cf. Tab. 6.4). L’amé-

lioration reste néanmoins faible : la géométrie particuliére du compartiment, a I'avant surtout,

empéche un placement optimal des points de collocations internes.

6.2.2 Conditions mixtes

Pour tester d’autres conditions aux limites, les calculs suivants sont menés dans 3 configura-

tions :

e le compartiment est équipé d’un toit ouvrant (Neumann-Dirichlet)
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Chapitre 6. Applications

Mode GPIM
Neumann Neumann -
Dirichlet
1 0.743 0.512
2 1.275 0.902
3 1.55 1.446
4 1.573 1.661
) 1.745 1.799

TAB. 6.5: Modes propres (ka) de I’habitacle pourvu d’un toit ouvert

e le plafond est tapissé d’'un panneau absorbant (Neumann-Absorption)

e le compartiment est équipé d’un toit ouvrant et le sol recouvert d’'un panneau absorbant

(Neumann-Dirichlet-Absorption)

Neumann-Dirichlet

Les éléments définis en z = 2.28a sont considérés ici comme étant ceux du toit ouvrant.
Un décalage trés important est observé sur les deux premiers modes (cf. Tab. 6.5). Un mode
additionnel ka = 0.512 apparait. La figure 6.7 illustre les champs de pression notamment de ce

nouveau premier mode, trés bruyant [4], de ’habitacle ainsi configuré.

Neumann-Absorption

Les éléments définis en z = 2.28a correspondent maintenant & un matériau absorbant. Il
s’agit d’'un panneau de laine de verre aux propriétés identiques avec 3 = 0.925 et 3/ = 0.06 +
10.074. Le tableau 6.6 montre un décalage plus important sur des modes pour le modéle de
Rakajumar. Ce dernier se rapproche fortement sur certains modes (cf. fig. 6.8) des amplitudes de
pression obtenues avec un toit ouvert donc d’une condition de Dirichlet. Cette constatation, déja
effectuée dans le paragraphe 5.2.3, montre la difficulté de ce modéle pour décrire correctement
le comportement acoustique d’'un revétement a basses fréquences.

Les deux modéles sont néanmoins en accord avec la constatation courante que les modes
dans un habitacle automobile pourvu d’absorbants sont plus élevés que ceux du méme habitacle

pourvu de parois rigides [60].
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6.2. Compartiment de Sedan

Mode

Neumann Neumann-Dirichlet

Fi1G. 6.7: Champs de pression - 5 premiers modes - Neumann-Dirichlet
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Chapitre 6. Applications

Mode

Modele Rakajumar Modele adapté

F1G. 6.8: Champs de pression - 5 premiers modes - Neumann-Absorption
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6.2. Compartiment de Sedan

Mode GPIM
Rakajumar Adapté
1 0.767 -1 0.075 0.747 - 1 0.004
2 1.383 - 1 0.090 1.293 -1 0.013
3 1.634 -1 0.051 1.569 -1 0.012
4 1.777 -1 0.027 1.625 -1 0.043
5 1.797 -1 0.789 1.753 - 1 0.005

TAB. 6.6: Modes propres (ka) de I'habitacle pourvu d’un toit absorbant

Mode GPIM
Rakajumar Adapté
1 0.482 -1 1.152 0.531 -1 0.016
2 1.028 -1 0.527 0.933 -1 0.026
3 1.614 -1 0.391 1.501 -1 0.044
4 1.895 -1 0.931 1.712 - 1 0.036
5 1.903 -1 0.193 1.865 - i 0.046

TAB. 6.7: Modes propres (ka) de I’habitacle pourvu d’un toit ouvert et d’un plancher absorbant

Neumann-Dirichlet /Absorption

L’influence du toit ouvert est prépondérante sur celle due a la présence d’un absorbant fort
(8 =0.925 et B = 0.06+:0.074) sur le plancher (cf. fig. 6.9) pour le modeéle d’impédance adapté.
L’influence du revétement commence se faire sensible pour le quatriéme mode ot des différences
sur la distribution des pressions au niveau du plancher apparaitre. Ce phénomeéne est amplifié

dans le modeéle de Rakajumar mais ne traduit pas, une fois de plus, une absorption réaliste.
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Chapitre 6. Applications

Mode

Modéle Rakajumar Modele adapte

F1G. 6.9: Champs de pression - 5 premiers modes - Neumann-Dirichlet /Absorption
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Conclusion générale

Ce document porte sur la modélisation numérique du comportement acoustique dans une
cavité. L’effort principal porte sur 'identification des modes de résonance. La solution dévelop-
pée est basée sur la méthode de l'intégrale particuliére [61]. Elle repose sur une discrétisation
par des éléments isoparamétriques & variation quadratique. Elle a été validée dans le cas de
structures tridimensionnelles avec ou sans plan de symétrie ou d’antisymétrie, en particulier des
géométries comme le parallélépipéde rectangle et le cube qui présentent 'avantage d’admettre
une solution analytique simple pour des parois rigides ou molles. Une application a un habitacle
de voiture simplifié, dit compartiment de Sedan [58], a mis en valeur le potentiel de cet outil
numérique. En paralléle, la mise au point d’outils graphiques de visualisation des champs de
pression permet d’interpréter les résultats. Le principal attrait de la formulation intégrale est
sa facilité d’exploitation. Méme si un tel code nécessite un gros travail de développement et de
mise au point, son principal attrait intervient dans sa phase d’exploitation puisque le maillage
est limité & la surface de la structure. Comparativement a la méthode des éléments finis, le temps
de génération du maillage et la taille du probléme sont réduits. Par conséquent, les moyens de
calculs sont moins exigeants et diminuent d’autant le cotit du matériel informatique nécessaire.
Les applications visées sont 'acoustique automobile, déja largement étudiée par de nombreux

auteurs, et ’acoustique architecturale.
Parmi les travaux réalisés, on peut citer :

— les tests de différents algorithmes d’extraction des modes de résonance. Ils ont conduit
a privilégier la méthode d’Arnoldi avec réitération implicite [50] qui semble étre la plus
performante. Pour les problémes aux valeurs propres quadratiques, I’algorithme de Jacobi-
Davidson est une alternative intéressante mais présente des difficultés de mise en ceuvre,

— une amélioration de la précision des calculs par I'ajout de points internes de collocation [40].
Une procédure de placement de ces points supplémentaires a été proposée,

— la mise au point d’une technique originale de prise en compte des impédances de surface.

Aprés comparaison avec la méthode de Rakajumar et al [41], son apport dans le domaine

99



Conclusion générale

des basses fréquences (jusqu’a 500 Hz) est indéniable.

Disposant d’un outil d’identification des résonances fiable et performant, I'amélioration du
confort acoustique dans un espace clos est la prochaine étape. Cet objectif peut étre atteint
essentiellement par deux moyens : I’absorption passive et le contréle actif. Le premier est déja
opérationnel puisqu’il suffit d’effectuer une étude paramétrique de la cavité : 'utilisateur dispose
d’un code de simulation numérique capable de tester et de comparer différentes configurations de
panneaux absorbants et, éventuellement, des modifications de géométrie. Par contre, le controle
actif est une solution attrayante qui est une continuation logique & cette thése. Dans un premier
temps, le code est utilisé pour déterminer la répartition géographique des ondes dans la cavité
pour chaque fréquence de résonance que ’on veut traiter. Aprés avoir repéré les zones bruyantes,
le principe est de disposer autour du secteur d’intérét (par exemple le voisinage de la téte du
conducteur d’un véhicule) un certain nombre de sources élémentaires et de définir le signal
adéquat de chacune d’entre elles pour, par superposition, générer un anti-bruit qui doit annuler
théoriquement le bruit existant. Pour ce faire, il est possible de développer une formulation
intégrale capable de fournir la force de rayonnement de chacune des sources [62]. Le nombre et

la disposition géographique des sources sont les paramétres du modéle.
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Annexe A

Systémes de coordonnées

Dans cette annexe, les différents systémes de coordonnées utilisés dans ce document servant

a décrire l'espace tridimensionnel sont énoncés [2].

Repére cartésien orthonormé

Les coordonnées par rapport a son origine sont déterminées par les axes OX, OY et OZ (cf.

A.1). Un point m est repéré par ses coordonnées (z,y, z).

\Z

~

Fi1G. A.1: Repére cartésien orthonormé

Repére cylindrique

Le point M est positionné par ses coordonnées cylindriques (p, ¢, z), p étant la distance a

I'axe OZ dans le plan parallele & XOY et ¢ I'angle azimutal a partir de 'axe OX (cf. A.2). Des
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relations existent avec les relations cartésiennes :

T = pcosy

y = psing (A1)
Zz = z
A\Z
o P
M
0) ! LY
~ |
—/\ |
TN
X

F1G. A.2: Repére cylindrique (0° < ¢ < 360°)

Repére sphérique

Le point M est déterminé par ses coordonnées sphériques (r, 60, ), r étant la distance radiale
a lorigine O du repére, 0 'angle d’inclinaison & partir de 'axe OZ et ¢ ’angle azimutal a partir

de I'axe OX (cf. A.3). Des relations permettent le passage aux coordonnées cartésiennes :

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin e (A.2)

z= rcosb
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r
0 .Y
~ I
—/\ |
v TN

X

F1a. A.3: Repére sphérique (0° < 60 < 180°, 0° < ¢ < 360°)
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Annexe B

Obtention de I’équation de Helmholtz

Les calculs menant & I’équation de Helmholtz sont ici briévement donnés, & partir de la théorie
de la Mécanique des Fluides [63].

Toutes les grandeurs physiques sont fonctions de la position du point r et du temps t. L’équa-
tion des ondes s’obtient a partir des équations de conservation, d’état du fluide et de la linéari-
sation au premier ordre de toutes les variables du probléme.

On suppose un milieu fluide Q; de frontiére I', idéal (non visqueux), barotrope, irrotationnel,
de vitesse d’écoulement nulle et de dépendance temporelle harmonique des variables en e ™.

Les grandeurs indicées par 0 correspondent a 1’état de repos.

Conservation de la masse

A un instant donné, la masse du domaine fluide est :

] sv (B.1)

Qp
ou dV est I’élément de volume et p la masse volumique du fluide.
Avec ¢, exprimé par unité de temps, caractérisant une source de débit contenue dans le fluide,

le principe de conservation de la masse s’exprime par :

5 i = [ mav 2
Qp Qp

Le premier membre de ’équation ci-dessus s’exprime par la dérivée matérielle d’une intégrale

%///pd‘/—i—l/pﬁ.ﬂds: ///pqu (B.3)

Qp; Qp

de volume, pour obtenir :
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n étant la normale & I' orientée positivement vers le fluide et v le champ des vitesses.
Par le premier théoréme de Green, €14 étant quelconque, I'équation de conservation de la
masse s’écrit :
dp .
Fn + div (pv) = pg  dans Qg (B.4)

Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement s’écrit :

[[[ woiv (B.5)

Ty
F est le champ des forces volumiques et T celui des forces de contact sur I'.
La conservation de la quantité de mouvement signifie qu’a chaque instant le torseur déri-
vée matérielle de la quantité de mouvement d’un domaine est équivalent au torseur des forces

extérieures qui s’appliquent & ce domaine :
d
E///ypdV:///EpdV—F//IdS (B.6)

p est la pression.

Le fluide est idéal (' = —pn). En écrivant :

%é//ypdVZé//%(y)pdV (B.7)
£l 1l
//p@dS = /// grad (p) dV (B.8)
r O

et

on obtient ’équation d’Euler :

d
py (W) +grad(p) = pE (B.9)
Par I'expression de Helmholtz :

d d 1 9

pn (v) = e (v) +rot (v) Av + §grad (v*) (B.10)
on obtient :
0 1

p (E (v) + 1ot (v) Av + §grad (92)> + grad (p) = pF (B.11)

Le fluide étant irrotationnel, cette derniére équation se simplifie :

0 (% (0) + Sgrad (f)) + grad (p) = pF (B.12)
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Equation d’état

Le fluide étant barotrope, I’équation d’état s’écrit (relation pression-masse volumique) :

p=po+ <Z—];>O(P—Po) (B.13)

La vitesse du son est définie par :

dp
.o -,

p=po+ci(p—po) (B.15)

L’équation d’état s’écrit donc :

Linéarisation

Les grandeurs surmontées d’un prime correspondent aux variations du premier ordre. La
vitesse d’écoulement étant nulle, la linéarisation des grandeurs physiques du probléme jusqu’au

premier ordre s’écrit :

p=po+ep
p=po+ep
v=c¢ev (B.16)
F=F,+cF
q=qo+eqd

On linéarise ainsi les équations B.5, B.12 et B.15 et on ne conserve que les termes de premier

ordre. En considérant U'influence de Fp et gop’ négligeable, on obtient :

0 .
apl + po div (Q/) = poq’ (B.17)
0
POEQ, + grad (p') = poF’ (B.18)

v =cgp' (B.19)

On dérive B.17 par rapport au temps et on y injecte B.19. On applique 'opérateur divergence
a B.18. La comparaison des deux expressions résultantes, en rappelant que la divergence du

gradient est le laplacien (noté A), aboutit & ’équation des ondes :

1 0%, , o , o
) — —q — B.2
2 5P Ap' = po ((%q d1vE> (B.20)
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Annexe B. Obtention de ’équation de Helmholtz

On note dans toute la suite du document la variation p’ par p, que l'on désigne comme la

pression par abus de langage et par souci de simplification de I’écriture. On note également cq

par ¢ et pg par p.

On définit le nombre d’onde, f étant la fréquence d’excitation et w la vitesse angulaire :

P (B.21)
C C

Le champ des forces volumiques F' étant considéré nul, et en prenant en compte la dépendance

temporelle des variables, on obtient I’équation de Helmholtz inhomogéne, pour r dans le fluide :
Ap (r) + K?p (r) = iwpq (r) (B.22)

Dans le cas ou la source de débit considérée dans le fluide est un apport du fluide de type

source ponctuelle unitaire placée en ry, on a [12] :

Ap+kp(r) = =0 (r,10) (B.23)

114



Annexe C

Représentation intégrale de Helmholtz

Intérieure

Dans cette annexe, la démarche qui conduit aux équations intégrales de Helmholtz est dé-
taillée [4]. 11 permet d’obtenir les différentes représentations intégrales de Helmholtz.

Il s’agit d’appliquer le second théoréme de Green aux fonctions p et de Green de 'espace
libre dans le volume extérieur V' de surface S en identifiant la fonction p et la fonction nulle dans
Qeqt pour réduire la dimension du probléme volumique a celle d’'un probléme surfacique.

On raisonne dans le cas général. Des sources peuvent étre présentes dans le fluide. L’effet
de la fonction source n’apparait pas dans les conditions aux limites, il est donc exprimé dans le

second membre de I’équation de Helmholtz.
Le domaine intérieur V de frontiére S est défini tel que V.= QprU Sk € (Qc U Qeyr + Sgr) (cf.
figure C.1).

On écrit I’équation de Helmholtz inhomogéne en un point v’ de V :
Ap () +kp () =-60"rg) eV (C.1)
L’équation associée pour g est :

ANg(r,) + kg (r,1') = =6 (1) '€V req. (C2)

On applique donc le second théoréeme de Green a p (r') et g (r,r’) sur le domaine V :

[p () Ag(r,r') — g (r,r") Alp ()] dr’ = p(r) 8_(1 (r,r') =g (r,r') 5P ()| ar’
T J
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Annexe C. Représentation intégrale de Helmholtz intérieure

F1G. C.1: Domaine intérieur V

L’ mtegrale de volume, avec les équations (C.1) et (C.2), se rameéne a :

//[ ') =g (rr )6(9 }dr_/// (r',10) g (r.0") =6 (r.e") p ()] dr

(C.4)
La normale a la surface S est dirigée vers I'extérieur du volume V.

On calcule maintenant I'intégrale de volume. r € Q. donc r ¢ V et ainsi :

/// r) p () dr’ =0 (C.5)

L’autre partie de I'intégrale de volume s’écrit donc :

/ / / d(r/,ro) g (r.r') dr’ (C.6)

La fonction de Dirac présente est nulle partout dans V' sauf en r ou elle est égale a I'unité.

Ainsi, U'intégrale (C.6) se réduit a la fonction de Green g (r, 1) qui s’écrit (éq. (1.21)) :

tklr—rg|
// 57°r0 rr)dr—g(rro) le ’ (C.7)

Am \7" — 1o

L’intégrale (C.6) représente donc leffet d’une source placée en r( et I'on note :

///5 (r',70) g (r,7") dr’ = sqr (1) (C.8)
v
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On obtient ainsi :

Or S=5.+T, donc :

/ / [P (ﬁ')(% (.r) =9 (.r) a—ip (E’)] dr' = / / [p () 59 (w.r') =g (z.r)) (%p () |

En respectant le sens des normales, on obtient :

Jl - J2 = Sdf (f) (C.ll)
On sait que :
, 1 eiklr—r| 1o
9(rr) = (C.12)
et que pour une sphére de centre 7 :
) , 1 etklr—r/| 1
— =—— |tk — —— C.13

- Calcul de J; (r' € S;, |r—1r'| =¢, avec e — 0). On a :

n=t Z 15 () - e )| 42) (1)

Ici, 3 cas se présentent, qui vont permettre de distinguer les problémes associés a la repré-

sentation intégrale de Helmholtz intérieure.
- Probléme intérieur associé. Ona 1€ Qypy — 5. = Ae? et donc

1 eik& . 1 eik& o
e—0 J1~4—{p(f) (zk——)— . %p(f)}S8

7

A A C.15
! (r) et ik ! et 9 (r) o4 g2 ( )
~ — — =) = — T
4 PAL € € € 8np -
Or,
eiks eike
250 et 252—>1 e—0 (C.16)
€ €
ainsi :
J—p(r) €—0 (C.17)

et on obtient :

saf (r) = —// [p (') %g (r,r') — g (r.r") %p ()| dr’ +p(r) (C.18)

T
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Annexe C. Représentation intégrale de Helmholtz intérieure

- Probléme surfacique associé. On a r € I' — S, = 2me? lorsque I' est droite. Les calculs
menent a :

1
Jp — 5P (r) e—0 (C.19)

et on obtient :
/ a / Vi 1
sap (r an,g 1) =9 (1) 5o () [ de’ + 5o () (C.20)

- Probléme extérieur associé. p (r) = 0 dans 2.,; donc on obtient directement :

saf (1 // [ an,g ') =g (r,r) %p (E')] dr’ (C.21)

On synthétise la représentation intégrale de Helmholtz intérieure en une équation, en notant

a (r) Pangle solide au point r :

sqf (1) + / / {p (') %g (r,r) =g (r,1) %p (z’)] dr’

r
p(r) r € Qipe = Qg (C.22a)
= Mp (r) rerl (C.22b)
47
0 r € Qegt (C.22¢)

Si T est droite, & = 27, sinon une formule permet le calcul de a(r) pour n'importe quel type

de surface (cf. §1.3.2).
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Annexe D

Résolution de I’équation des ondes - cas

du parallélépipéde rectangle

La théorie modale de la réverbération a pour point de départ ’équation des ondes :

1 92P

2
p_ -2
v c? Ot?

=0 (D.1)

La cavité est supposée rectangulaire, de dimensions L, L, et L, (cf. fig. 5.1). On cherche les
solutions harmoniques :
P(z,y,2,t) =p(z,y,2) e (D.2)
I’équation précédente est alors transformée en

2
2
V2p+i—2p:0 ou VZp+k?p=0 avec l{::%:T7T

La résolution [2] repose sur le principe de séparation des variables :
p(%,y,2) = pa (z) + py (y) + p= (2) (D.3)

L’expression du Laplacien devient alors :

V?p = ply (2) py (¥) D= (2) + Do (2) Py () P2 (2) + P2 () Py () P (2) (D.4)
ou p” représente la dérivée seconde. On a donc

" /" "
Pe Py Pz 42 (D.5)
Pz Py Pz
Dans cette expression, seul p’/p, dépend de z. Cela implique
p//
X

119



Annexe D. Résolution de [’équation des ondes - cas du parallélépipeéde rectangle

Nous voyons que

ps (z) = Acoshz/—C, + Bsinhay/—C,  si Cp <0 (D.7a)
{ ps (z) = Acosz+/Cy + Bsinz\/C, siCy >0 (D.7b)

On a le méme résultat pour z et y.
Sous une condition aux limites de Neumann, la vitesse normale s’annule sur les parois. Cela

revient & les supposer infiniment rigides, I'impédance acoustique spécifique y est donc infinie

donc :

ov
d(P) = —py— D.
grad (P) PO, (D.8)

avec selon x :

p.(x)=0 pour z=0 et z=1L,

En reprenant 1’équation (D.7), la nullité de p/, () en x = 0 implique que B est nul. Il est clair
que dans le premier, p/, () ne peut étre nul en z = L, a moins que A soit aussi nul ce qui est

trivial. Les seules solutions non triviales sont donc obtenues pour
Co>0 C,=k2

et 'on a alors en tenant compte des conditions aux limites

NGy T

pr (x) = Acoszk, avec k= .

oll n, est un entier.

Le méme raisonnement peut étre fait pour p, et p., et I'on aboutit a
p(2,y,2) = po cos xk, cos yk, cos zk, avec ki + k; + k2 = k2 (D.9)

La derniére égalité provenant de I’équation (D.5), on a donc :

NyT Ny T Ny
p(x,y,z) = pocosx cos ¥y CoS 2
Ly L, L.

k:zﬂ\/<2—i>2+ <Z—Z>2+ (Z—)Q (D.11)

Les fonctions ainsi engendrées définissent une base de ’espace des solutions de 1’équation fonda-

(D.10)

mentale (D.1), ce qui veut dire que toute solution de I’équation des ondes dans une cavité est

nécessairement une combinaison linéaire des modes obtenus par le triplet (14, n,,n;).
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Annexe E

Notions de physique des milieux

poroélastiques

Cette annexe présente la modélisation physique des milieux poroélastiques. Aprés avoir dé-
crit qualitativement les différents phénomeénes physiques, une vision globale et historique des re-
cherches dans le domaine est abordée. La modélisation est ensuite considérée en donnant d’abord
les hypothéses de départ. Cette présentation s’attache a établir les liens entre les différentes ap-

proches de la littérature. Elle est issue de la thése d’Olivier Dazel [64].

Description qualitative d’'un milieu poreux

Les milieux poreux sont des milieux hétérogénes constitués d’une phase solide ou squelette et
d’une phase fluide. Ces deux phases sont enchevétrées a I’échelle macroscopique. Le squelette peut
étre continu (mousse, céramiques) ou non (matériaux fibreux, granuleux) et considéré comme
ayant des propriétés élastiques. La phase fluide est généralement constituée d’air qui sature le
réseau des pores. Ces matériaux dissipent I’énergie mécanique par trois mécanismes particuliers
que nous présentons qualitativement.

Le premier est associé a la vibration du squelette qui constitue le matériau. Ce mouvement,
au niveau moléculaire, se traduit par des rotations irréversibles des molécules les unes par rapport
aux autres, dégradant ainsi I’énergie initialement fournie au matériau. On parle de perte par effet
structural.

Le second de ces mécanismes est relié & un transfert d’énergie de 'onde acoustique vers
la phase solide, la conductivité thermique de l'air étant généralement plus faible que celle du

matériau constituant le squelette. L’énergie mécanique de 1'onde acoustique est transformée en
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Annexe E. Notions de physique des milieux poroélastiques

chaleur puis expulsée vers le milieu extérieur. On parle de pertes par effets thermiques. C’est ce
second phénoméne qui se produit majoritairement.

Le dernier mécanisme est rattaché aux effets visqueux. Le phénoméne de viscosité est di au
glissement des différentes couches d’un fluide visqueux les unes par rapport aux autres et pro-
voque une dissipation. Lors des phénoménes de propagation d’onde acoustique dans un milieu
visqueux, on définit une épaisseur de couche limite visqueuse homogéne a une longueur, dépen-
dante de la fréquence. On définit ensuite la notion de dimension caractéristique du milieu de
propagation comme une longueur associée de la géométrie du milieu ol se produit la propaga-
tion. En comparant ces deux longueurs, on tire une information sur I'importance des effets de
viscosité.

Supposons maintenant une onde acoustique se propageant dans un volume V' donné. Envi-
sageons deux cas : le premier est celui de sa propagation lorsque ce volume est rempli d’air et le
second cas est celui ol un matériau poreux occupe le volume V. On suppose que les dimensions
de ce volume sont grandes devant la taille caractéristique des hétérogénéités du poreux. Le maté-
riau poreux étant constitué majoritairement d’air, 'allure apparente du champ acoustique n’est
pas sensiblement différente dans les deux cas. A 1’échelle des pores cependant, une différence est
mise en évidence. Elle fait apparaitre que dans le cas de la propagation dans un milieu poreux,
les effets de viscosité seront sensibles, contrairement au cas de la cavité fluide. En effet, dans le
cas des milieux poreux, la taille caractéristique du volume ou s’effectue la propagation est celle
des pores. Pour les applications classiques en acoustique, la dimension caractéristique des pores
est de I'ordre de cette longueur caractéristique visqueuse®. Si 'onde acoustique se propage dans
I’air, la dimension caractéristique du volume est celle de la cavité, par conséquent, on considére
les effets visqueux négligeables.

Nous allons maintenant nous intéresser aux modéles poroélastiques par une vision chronolo-

gique de la modélisation physique des milieux poreux.

Les modéles de comportement des matériaux poreux

Le formalisme de Zwikker et Kosten

La modélisation du comportement dynamique des milieux poreux remonte au milieu du siécle
dernier. Les premiers travaux initiés par Zwikker et Kosten [65] ont été consacrés au cas seul

des matériaux & pores cylindriques de section circulaire ayant la méme orientation. Ce modéle

93 500 Hz, I’épaisseur de la couche limite visqueuse est de lordre de 70 um, d’ordre de grandeur équivalent

aux dimensions des pores des matériaux classiquement utilisés en acoustique
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aujourd’hui limité fait néanmoins date car leurs auteurs ont été les premiers & introduire la no-
tion de fréquence de découplage qui représente la fréquence a laquelle on peut considérer qu’une
onde acoustique se propageant dans la phase fluide ne met pas en mouvement la phase solide.
Ils furent aussi les premiers & considérer que 'on pouvait tenir compte des effets visqueux en
modifiant la masse volumique de la phase fluide, c’est-a-dire en la remplagant par une masse vo-
lumique apparente complexe et dépendante de la fréquence. Zwikker et Kosten proposérent aussi
d’introduire les effets thermiques dans la modélisation en modifiant le module de compressibilité
dynamique de la phase fluide. Dans les modéles les plus actuels, ces considérations sont toujours

1

vraies méme si les fonctions de forme!? ont été affinées.

Des modéles similaires ont ensuite été développés par Beranek [66] ou Morse et Ingard [63].
Dans la suite des travaux de Zwikker et Kosten, Attenborough [67] proposa une formulation

modifiée pour s’affranchir de I’hypothése de pores circulaires et de méme orientation.

Dans les modeéles simplifiés de comportement des matériaux poreux, on peut citer celui de
Delany et Bazley [68] formulé en 1970 et toujours utilisé étant donnée sa simplicité car il ne
nécessite que la connaissance de la résistance au passage de l'air et la masse volumique du
matériau. Néanmoins son application est limitée aux matériaux fibreux méme si ce modeéle a été

étendu dans les années 90.

Dans les travaux basés sur les approches de Zwikker et Kosten, le fluide et le solide étaient
traités indépendamment, le solide étant considéré comme immobile. Une autre approche fut
présentée par Biot en 1956 [69, 70]. Contrairement aux approches que nous venons d’évoquer
qui consistaient & considérer I’écoulement d’un fluide dans un tube, Biot proposa d’utiliser le
formalisme de la Mécanique des Milieux Continus pour modéliser le comportement dynamique

du poreux comme celui d'un milieu homogeéne équivalent.

L’approche de Biot

Biot suggéra que le milieu poreux pouvait étre vu au niveau macroscopique comme la super-
position en temps et en espace de deux milieux continus couplés. Cette approche était novatrice
dans la mesure ou elle s’extrayait du contexte hétérogéne des deux phases pour arriver a l'idée
de superposition. En particulier, Biot montra que 3 types d’ondes pouvaient se propager dans le
milieu poreux, deux ondes de compression et une onde de cisaillement. Ce formalisme est celui

qui est encore utilisé de nos jours, méme s’il a subi quelques mises a jour ou compléments.

Ofonctions complexes dépendant de la fréquence traduisant les différents effets
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Annexe E. Notions de physique des milieux poroélastiques

La mécanique et thermodynamique des milieux poreux ouverts

La théorie de Biot se situe dans le cadre de la Mécanique des Milieux Continus et présuppose
des hypothéses restrictives comme par exemple une loi de comportement élastique des phases
solide et fluide. Cette approche originelle n’intégrant pas clairement les phénoménes dissipatifs,
Biot avait lui-méme suggéré de tels travaux en remettant a plat son modéle et en y introduisant
des notions de thermodynamique [71]. Des travaux plus poussés s’appuyant sur le formalisme le
plus global de la Mécanique des Milieux Continus ont aussi été menés afin d’étendre la théorie

de Biot.

Le modéle Biot-Allard

Parallélement & ces travaux théoriques, des approches phénoménologiques!! ont été menées.
La théorie de Biot était initialement dévolue au contexte géotechnique, néanmoins le formalisme
pouvait trés bien s’adapter a 'acoustique. Il s’agissait alors d’y apporter quelques modifications
afin de modéliser le plus fidélement possible les effets dissipatifs évoqués précédemment. En 1987
Johnson et al. [72] ont amélioré la modélisation des effets visqueux en introduisant une fonction
de forme visqueuse n’étant pas limitée par la nature géométrique du squelette. Cette fonction
avait pour but de modéliser la variation en fréquence du module de dissipation visqueuse du
matériau. Ces travaux ont en particulier permis d’établir I'existence d’une longueur caractéris-
tique visqueuseA, paramétre intrinséque du matériau. L’esprit des travaux de Johnson et al.
consistait & étudier les cas asymptotiques basse et haute fréquence et a relier simplement dans
le domaine moyenne fréquence. Par conséquent, non seulement le modéle de Johnson procéde
d’une observation macroscopique des phénoménes, mais aussi il permet de mettre en évidence
des grandeurs propres au matériau comme la longueur caractéristique visqueuse. Champoux et
Allard [73], s’inspirant de ces travaux, ont procédé de fagon similaire et ont défini une fonction
de forme liée aux effets thermiques ainsi qu'une longueur caractéristique thermique A’. En 1996,
Lafarge et al. [74] introduisent un nouveau parameétre, la perméabilité thermique k), améliorant
la prise en compte des effets thermiques en basses fréquences. Ces contributions furent regroupées
et intégrées dans le cadre de la théorie de Biot-Allard [44] pour former ce qui est maintenant
couramment appelé le modéle de Biot-Allard.

Cette théorie constitue aujourd’hui la référence en ce qui concerne la modélisation dynamique

du comportement des milieux poreux.

11 s i - . i R
c’est a dire basées sur 'observation expérimentale des phénomeénes
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Résumé

A Dheure actuelle, le confort acoustique prend une place de plus en plus importante dans
les transports (habitacle de voiture, d’avion ou de train), dans les sites industriels et dans les
habitations soumises a de fortes nuisances sonores.

Une bonne compréhension du comportement acoustique d’une cavité nécessite la connais-
sance de ses modes de résonance. Leur détermination précise est difficile et dépend de plusieurs
paramétres. Classiquement, le calcul de ces modes est réalisé a 1'aide de la méthode des éléments
finis. Cette technique nécessitant de mailler la structure et le fluide, elle peut étre pénalisante
pour les structures de grande taille et limite ainsi la gamme de fréquence. Nous proposons dans
cette thése une formulation intégrale adaptée au calcul des résonances issue de la méthode de
I'intégrale particuliére. Elle est modifiée pour éviter les opérations d’inversion de matrice et
permet de résoudre un probléme avec des conditions aux limites mixtes. Aprés validation par
comparaison avec des solutions analytiques, elle est appliquée a un compartiment de type Sedan,
dans le cas rigide ainsi que dans le cas de la prise en compte d’un comportement vibro-élastique
sur certaines surfaces. L’ajout de points internes améliorant la convergence, ’emploi de la mé-
thode d’Arnoldi pour les problémes aux valeurs propres et, en particulier, de l'algorithme de
Jacobi-Davidson pour la résolution des problémes aux valeurs propres quadratiques ainsi que la
mise au point d’un nouveau modéle de prise en compte de ’absorption constituent les principaux

développements.

Mots-clés: confort acoustique, résonance, méthode des équations intégrales, modélisation nu-

mérique, absorption
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Abstract

Since vehicle noise problems are now a serious concern in the automotive industry, there
is a strong demand to implement a method which can predict the noise level in the early design
stage of a vehicle, and particularly, the noise caused by structural vibration. This increasing
demand for acoustic eigenvalues analysis calls for an efficient and reliable method of computation
of resonance frequencies of acoustical cavities. Classically, the calculation of these frequencies is
carried out using the finite element method. This technique requires to mesh the structure and
the fluid. It can be expensive in CPU time for large structures. We propose in this thesis an
integral formulation based on the particular integral method. It is modified to avoid inversion of
matrix and to solve a problem with mixed boundary conditions. After validation by comparison
with analytical solutions, it is applied to a compartment of Sedan type with various surface
conditions (rigid and elastic). The principal developments deals with : additional internal points
to improve convergence, Arnoldi’s algorithm to extract eigenvalues in the case of dense and
unsymmetric problem, JacobiDavidson’s algorithm in the quadratic case, and an original way to

take into account boundary absorption.

Keywords: acoustic comfort, resonance, BEM, numerical modeling
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